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Chapitre

Introduction

Voir l'invisible est un défi que 'homme essaie de relever depuis des générations entiéres, dans
d’innombrables domaines. On peut citer, le fontainier & la recherche d’une fuite d’eau, le géophysi-
cien a la recherche d’une réserve de pétrole, le sous-marinier & la recherche de cibles ennemies, le
controleur aérien qui souhaite surveiller son espace, ou bien encore le médecin qui souhaite imager
I'intérieur du corps de son patient. Les méthodes employées sont passées des plus empiriques, tel
loreille du fontainier, & des technologies sophistiquées, tel I’appareil IRM du médecin. Cette évolu-
tion a été possible notamment grace au développement conjoint des Mathématiques, de la Physique,
et de 'outil informatique. Le but en imagerie est désormais de développer des techniques reposant
sur un traitement mathématique et numérique de données physiques adéquates. Cette thématique
constitue a elle seule une branche des Mathématiques en plein essort : l'imagerie mathématique.

Dans ce contexte de Recherche et Technologie, la société THALES souhaiterait tirer profit de son
expertise en Optronique pour créer un dispositif d’imagerie tri-dimensionnelle. Cela s’inscrit dans
sa volonté de fournir des technologies efficaces d’identification, pour assurer la sécurité. Un enjeu
considérable est la reconnaissance de véhicules, ou d’objets camouflés, tel les engins explosifs impro-
visés (Improvised Ezplosive Devices : IED), bombes artisanales utilisées par les forces terroristes,
notamment en Afghanistan ou en Irak.

Le dispositif d’identification contiendrait un laser et un récepteur. Le récepteur serait chargé de
mesurer 'intensité de ’onde rétrodiffusée par un objet & la suite d’une illumination par le laser. En
faisant évoluer la position du dispositif, on obtiendrait un ensemble de mesures. Couplé & une partie
algorithmique exploitant ces mesures, on obtiendrait alors une image de ’objet. Le développement
de la partie algorithmique est un des réles du mathématicien appliqué; sa phase d’étude amont
nous a été confiée par THALES dans le cadre d’une convention CIFRE.

Ainsi, le but de cette thése consiste & développer des techniques modéles d’imagerie, pour des
problémes inspirés des applications. Ces techniques contiendront les concepts permettant d’appré-
hender des problémes plus complexes et plus réalistes. Comme en imagerie mathématique en général,
notre approche comportera deux phases. La premiére phase consiste a établir un modéle des phé-
nomeénes physiques du probléme. La deuxiéme phase consiste & établir des algorithmes d’imagerie,
& partir du modéle physique.

Dans un premier temps, nous avons formulé et résolu un probléme modéle de diffusion des
ondes électromagnétiques par un milieu inhomogéne avec une couche rugueuse. L’objet & imager est
représenté par une inclusion enfouie. Ce type de modele, général, promet des applications variées.
Il peut modéliser, un objet caché dans une tenue de camouflage pour les applications militaires,
ou une tumeur dans la peau pour des applications médicales. Notre modéle est bi-dimensionnel,
périodique, régi par les équations de Helmholtz. Nous avons résolu le probléme par les techniques de
I’électromagnétisme. Un modéle effectif est obtenu par les techniques asymptotiques des problémes
multi-échelles. L’analyse de Fourier permet de calculer la solution effective et d’exprimer la fonction
de Green sous forme d’intégrales de Sommerfeld. Celles-ci sont évaluées par la méthode de plus forte
descente. Enfin, la solution du probléme est calculée par la méthode des équations intégrales.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans un second temps, nous avons développé des techniques modéles de reconstruction d’un
objet par illumination laser. L’objet est placé dans 1’espace libre, il est supposé prés de 1’origine, ses
paramétres électromagnétiques sont supposés connus. Les mesures sont prises en champ lointain,
elles sont monofréquentielles et monostatiques. Nous avons développé une nouvelle méthode de re-
construction directe de type dérivée topologique, pour des mesures d’amplitude, ce qui correspond &
I’application. D’autre part, nous avons développé des méthodes itératives inspirées de ’optimisation
de forme, de type descente gradient, pour des mesures avec amplitude, et avec phase ou non.

Enfin, en paralléle de ’étude théorique, nous avons développé un code de calcul dans un lan-
gage orienté objet. Celui-ci permet de tester les méthodes que nous avons développées. Il contient
notamment un code éléments finis de frontiére ainsi qu’une méthode d’évolution de contours.

Structure du manuscrit

Nous résumons ci-dessous les travaux que 1’on présente dans ce manuscrit.

Probléme direct modéle Dans cette premiére partie, nous formulons un probléme modéle de
diffusion des ondes électromagnétiques. Nous utilisons un grand nombre de techniques classiques
que nous adaptons & notre probléme pour parvenir & le résoudre.

Modélisation Nous établissons un modéle canonique représentant aussi bien une tenue de
camouflage que la peau. Le modéle comporte un demi-espace périodique inhomogéne surmonté
d’une couche mince périodique. Le modéle est multi-échelles, bi-dimensionnel, régi par 1’équation
de Helmholtz.

Modéle effectif Par les techniques asymptotiques des milieux multi-échelles, le demi-espace
inférieur est homogénéisé, puis la couche rugueuse est remplacée par des conditions de transmission,
que nous établissons & 'aide de correcteurs de couche limite. Ceci conduit & un modéle effectif
original & deux demi-espaces. Le demi-espace inférieur est homogéne anisotrope. Les conditions de
transmission & l'interface sont de type impédance généralisée.

Analyse de Fourier IL’analyse de Fourier, tangentiellement & 'interface entre les deux demi-
espaces, permet de calculer la solution du milieu effectif. Elle permet également d’exprimer la
fonction de Green a ’aide d’intégrales de Sommerfeld. Nous donnons enfin une condition suffisante
pour vérifier I’absence de poles réels pour la fonction de Green spectrale.

Fonction de Green effective Nous simplifions 'expression des intégrales de Sommerfeld,
pour évaluer la fonction de Green du milieu effectif. Un terme est identifié & un terme source, a base
d’une fonction de Hankel. Les autres termes, de réflexion, et de transmission, sont évalués par la
méthode de plus forte descente, et s’expriment ainsi & 1’aide de la contribution de points critiques :
poles, points de branchement et point selle.

Modéle d’objet dissimulé On enfouit un objet dans le milieu modéle étudié, ce qui donne un
modéle d’objet camouflé, ou de tumeur dans la peau. La solution posséde alors une représentation
intégrale sur le bord de I’objet, & base de convolutions & noyau de Green. On calcule alors la solution
par la méthode des équations intégrales. Cela repose essentiellement sur des calculs d’intégrales;
une attention particuliére est portée sur la singularité de la fonction de Green.

Résultats numériques On illustre numériquement les résultats de cette partie : calcul du
modéle effectif, de sa solution, de sa fonction de Green, puis solution du probléme de I'objet caché.



Algorithmes d’inversion Dans cette deuxiéme partie, nous développons des algorithmes modéles
de reconstruction laser. Nous développons une méthode directe adaptée aux mesures d’intensité,
ainsi qu’une méthode itérative générale.

Méthode directe Nous établissons une méthode directe de reconstruction pour le cas ou les
mesures ne contiennent que lamplitude, avec vue partielle. Il s’agit d’'une méthode originale de
type dérivée topologique, basée sur une approximation haute fréquence : équation de transport.
Nous illustrons numériquement les résultats de la méthode.

Meéthode itérative Nous établissons une méthode itérative de reconstruction de type descente
de gradient, inspirée de I'optimisation de forme. Les mesures contiennent ’amplitude, avec phase
ou non. Le gradient du cott est exprimé & ’aide d’une fonction de Green. Nous présentons quelques
résultats numériques.

Annexes

Logiciel Nous présentons la structure du code que nous avons développé en langage objet
pour les simulations.

Validation du code Nous validons notre code dans un cas test ou la solution est connue
analytiquement.
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Probléme direct modéle






Chapitre

Introduction

Nous sommes motivé par 1’élaboration de techniques d’imagerie laser d’un objet dans une tenue
de camouflage. Une telle étude repose avant-tout sur un bon modéle physique du probléme. Ainsi,
nous élaborons dans cette partie un probléme modéle que nous résolvons. Nos travaux constituent
un pas important dans la compréhension du probléme; les techniques que nous développons sont
destinées & servir de modéle pour la résolution future de problémes plus réalistes.

Le modéle que l'on étudie est un modéle & deux couches. Il contient un demi-espace infini
contenant des inclusions, et une couche rugueuse. Celad est adapté en premiére approche de tenue
de camouflage, et sert également de modéle de peau, ce qui rend les applications trés nombreuses.
Par souci de simplicité, nous réduisons I’étude & un modéle bi-dimensionnel gouverné par I’équation
de Helmholtz. D’autre part, nous nous plagons dans un contexte périodique, transition entre un
modéle « plat » et un modéle aléatoire plus réaliste. Le modeéle est par ailleurs supposé multi-
échelles. Enfin, la présence d’un objet & détecter, disons une bombe camouflée, ou une tumeur dans
la peau, se traduit par une inclusion enfouie dans le demi-espace inférieur.

Le caractére multi-échelles et périodique de notre modéle conduisent a I’approcher par un modéle
effectif qui lui est équivalent. Par homogénéisation, le milieu inférieur inhomogéne et isotrope est
approché par un milieu homogéne et anisotrope. Quant & la couche, nous élaborons des conditions
de transmission qui lui sont équivalentes. Elles sont de type conditions d’impédance généralisée.
L’étude porte donc ensuite sur ce milieu effectif, avec ou sans objet enfoui.

A P’aide de l’analyse de Fourier tangentielle au bord du milieu effectif, on obtient la solution
du probléme dans ce milieu. Une analyse analogue permet d’en exprimer la fonction de Green sous
forme d’intégrales de Sommerfeld. Les deux fonctions se décomposent & l'aide d’un terme source,
d’un terme de réflexion et d’un terme de transmission. Les termes sont explicites pour la solution.
Pour la fonction de Green, le terme source est identifié & une fonction de Green d’un espace libre,
les deux autres termes sont évalués de maniére asymptotique par la méthode de plus forte descente.

En présence d’un objet, la solution du probléme posséde une représentation intégrale simple
couche. Les conditions de transmission sur le bord de ’objet permettent de transformer le probléme
en un systéme d’équations intégrales. Ecrit sous forme variationnelle, puis discrétisé, ce systéme
conduit & un systéme linéaire. La matrice de ce systéme est pleine; elle contient essentiellement des
intégrales & base de fonctions de Green, dont il faut traiter avec attention les singularités. Le second
membre du systéme contient des intégrales & base de la solution du probléme de fond, sans objet.

Cette partie s’organise de la facon suivante. D’abord, nous exposons notre modélisation du
probléme. Puis, nous obtenons un modéle effectif. Ensuite, nous calculons la solution du probléme
effectif, ainsi que la fonction de Green associée. Enfin, le dernier chapitre contient le calcul de la
solution du probléme en présence d’un objet dissimulé.



CHAPITRE 2. INTRODUCTION



Chapitre

Modélisation du milieu

3.1 Introduction

Nous souhaitons établir un probléme modéle de diffusion des ondes électromagnétiques par un
milieu fluctuant avec interface rugueuse illuminé par un laser. Un tel probléme sert de modéle
de tenue de camouflage ou de peau. Nous passons en revue la littérature au sujet des modéles
mathématiques utilisés dans le contexte de la peau. Enfin, nous formalisons notre propre approche.

3.2 Milieux fluctants avec surfaces rugueuses

Les milieux fluctuants, multi-couche, avec des surfaces rugueuses, sont des milieux trés généraux.
Ils peuvent aussi bien modéliser la peau, qu'une tenue de camouflage.

3.2.1 Tenue de camouflage

Pour cacher un objet, on peut ’enfouir dans un milieu non homogéne, recouvert d’un filet de
camouflage. Ceci conduit & modeéle de milieu fluctuant avec une couche rugueuse. Aussi, la couche
rugueuse peut servir & modéliser une couche de peinture.

3.2.2 Peau

La peau est un milieu multi-couche. Elle contient notamment, successivement, la couche cornée,
I’épiderme, et le derme. La couche cornée en constitue la surface. Les différentes interfaces sont
rugueuses. Enfin, ces couches ne sont pas homogénes; elle peuvent contenir de I’hémoglobine, de
la mélanine, des fibres de collagéne, etc. Ces inhomogénéités sont naturellement réparties de fa-
con aléatoire. En somme, la peau est un milieu trés complexe. La diversité des parameétres qui la
caractérisent sont antant d’inconnues qui rendent si difficiles les techniques d’imagerie.

3.3 Modéle envisagé

3.3.1 Revue des modéles

Différentes études ont déja été menées sur les propriétés optiques de la peau [13, 15]|. Elles
permettent d’estimer les parameétres optiques des inhomogénéités (absorption et diffusion) par des
méthodes spectrales. La plupart d’entre-elles est basée sur des modeéles de transfert radiatif phé-
noménologique [41, 34, 33, 19]. Un de leurs défauts est qu’elles ne traitent pas convenablement la
rugosité des interfaces. Soit parce qu’abusivement le modéle les suppose planes. Soit parce que le
modeéle du transfert radiatif utilisé ne rend pas compte de I’ensemble des phénoménes physiques,
notamment la rétrodiffusion cohérente [38, 31]|. Dans [18], il est suggéré de surmonter ce défaut en
établissant, & partir des équations de Maxwell, un nouveau modeéle de transfert radiatif qui prend
en compte de nouvelles contributions [39].
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3.3.2 Modéle électromagnétique

Pour notre part, nous proposons une approche directement électromagnétique, dans un milieu
contenant un demi-espace avec des inhomogénéités, surmonté d’une couche rugueuse homogéne. La
couche représente la couche cornée de la peau, ou un filet de camouflage. Le demi-espace constitue
I’intérieur de la peau, ou un milieu de camouflage.

Le modéle de Maxwell tri-dimensionnel est réduit en un modéle de Helmholtz bi-dimensionnel, ce
qui revient & se placer dans le contexte d’un milieu cylindrique avec ondes de polarisation Transverse
Magnétique. Nous modélisons I'illumination par laser par I’envoi d’une onde incidente plane. On se
place dans le contexte périodique, cas transition entre un milieu plat et un milieu aléatoire. Enfin,
on se place dans un cadre asymptotique multi-échelles. La couche est mince par rapport a la longeur
d’onde, et les inhomogénéités sont petites par rapport a la couche mince.

3.3.3 Formalisation

On modélise la couche supérieure par la couche mince périodique le = {(z1,22) : 0 < 22 <
Ef(x1/€)}, ou f > 0 est une fonction 1-périodique, et & > 0 est un petit paramétre (par rapport
a la longueur d’onde). Cette couche mince est délimitée par les interfaces 79 = {x2 = 0} et 7z =
{(z1,&f(x1/£)), 21 € R}. La sous-couche est le demi-espace 2~ = {x2 < 0}. Le milieu extérieur est
D¢ = {xa > Ef(a1/6)}-

Le milieu supérieur 92 et la couche 951 sont homogeénes. Le milieu inférieur 2~ est un milieu £Y -
périodique contenant des petites inclusions, ou la cellule de référence Y = (0, ¢1) x (0, ¢3) (41,02 > 0)
contient une inhomogénéité B. Bien que la taille caractéristique de la période soit encore notée &
dans 2, nous la supposons étre & une échelle inférieure & la taille de la couche.

Dans la cellule Y, la perméabilité et la permittivité sont respectivement :

py (y) = plp(y) + ply\g5), ev(y) =eplp(y) +ely\5y),

oll g, i, ep,€ > 0 sont des constantes. Dans tout le domaine R?, la perméabilité et la permittivité
sont respectivement :

3

+]1_@§+ () + &?Clll_@gl(x) + ey (x/§)1gy-(z),

pe() = 1 1y (2) + 11 g1 (@) + oy (2/) 1 (),
9

ou put,eT > 0 sont des constantes et ol I'on a prolongé par périodicité les coefficients dans 27, et
1. est la fonction indicatrice. A

On illumine dans la partie supérieure du domaine, par une onde plane ui,(z) = el* 0T Cette
onde est de pulsation w > 0, de nombre d’onde k* = wy/etut, d’angle d’incidence 6 = (6, 65)
avec By < 0 et é‘ = 1. La longueur d’onde est A* := 27 /k™, supposée grande par rapport 4 la taille

de la couche mince &.

Le probléme modeéle (Figure 3.1) consiste alors en 1’étude de la propagation de ’onde résultante
ug dans le milieu :

(3.1)

V- LVue + w?eeue = 0, dans R?,
23
+condition de radiation.

La condition de radiation sélectionne la solution du physique du probléme. En particulier, elle veille
a ce que l'onde réfléchie u¢ — uine dans le milieu supérieur @gr et I'onde transmise u¢ dans le milieu
inférieur 2~ soient des ondes sortantes.

3.3.4 Conclusion

Le probléme (3.1) est un probléme modéle de milieu fluctant avec une couche rugueuse éclairé
par un laser. Son caractére purement électromagnétique, sa couche rugueuse, et son caractére non
homogéne constituent une avancée importante dans le domaine. Certes simpliste par rapport & la
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réalité, il est mathématiquement intéressant et constitue un pas important a franchir pour pouvoir
espérer résoudre rigoureusement le probléme de Maxwell tri-dimensionnel dans un milieu aléatoire
avec de nombreuses couches rugueuses.
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Chapitre

Modéle effectif

4.1 Introduction

Les milieux multi-échelles périodiques sont étudiés intensément depuis plusieurs décennies. Dans
cette classe de problémes, on distingue notamment la théorie de ’homogénéisation et 1’étude de
couches minces fortement oscillantes.

Une approche classique en homogénéisation consiste & écrire un développement asymptotique &
deux échelles [22]. Celui-ci a pour but de donner une interprétation macroscopique d’un milieu décrit
initialement par des variations microscopiques. Cela améliore grandement les schémas numériques :
les maillages trés fins pour prendre en compte les variations microscopiques, coliteux en temps de
calculs, ne sont plus nécessaires ; les calculs sont ramenés sur des périodes élémentaires.

Concernant les couches minces fortement oscillantes, les objectifs sont similaires & ceux de 1'ho-
mogénéisation. Il s’agit d’obtenir des conditions au bord ou de transmission, qui équivalent & la
couche. Deux techniques aux résultats équivalents sont couramment utilisées. L’une consiste a ob-
tenir le développement itérativement, terme aprés terme, par ajout de correcteurs successifs [1].
L’autre méthode consiste a raccorder un développement asymptotique en champ lointain, avec un
développement en champ proche, dans la zone de transition.

En général, les développements sont tout d’abord obtenus formellement. Puis, ils sont justifiés
par des estimations d’erreurs, et plus généralement des résultats de convergence. Parmi les techniques
classiques, on peut citer la méthode des fonctions oscillantes de Murat-Tartar [40], ou la convergence
a deux échelles de Nguetseng-Allaire [4].

Dans le chapitre 3, le probléme modeéle (3.1) que nous avons formulé est périodique & plusieurs
échelles. I1 comporte un demi-espace inférieur périodique surmonté d’une couche mince fortement
oscillante. Dans un premier temps, nous homogénéisons le milieu inférieur par les techniques clas-
siques. Puis, nous approchons 'effet de la couche mince oscillante, dans le méme esprit que [23].
Nous effectuons ’analyse asymptotique formellement, sans preuve de convergence. Elle est faite en
deux temps, en approchant d’abord & ’ordre 0 le milieu inférieur, puis & I'ordre 1 la couche. Ceci
est raisonnable car nous avons supposé que 1’échelle du milieu inférieur est plus petite que 1’échelle
de la couche. Si ’échelle était la méme, il conviendrait plutét d’effectuer une analyse en une seule
étape, comme dans [6].

Dans un premier temps, nous homogénéisons le milieu inférieur. Puis, nous élaborons des condi-
tions de transmission qui équivalent & ’effet de la couche rugueuse. Ceci fournit alors un modéle
effectif, & deux demi-espaces, avec le demi-espace inférieur anisotrope, et des conditions de trans-
mission & l'interface.

4.2 Homogénéisation

Le milieu inférieur 2~ est un milieu £Y -périodique contenant des petites inclusions, ol la cellule
de référence Y = (0, /1) x (0, ¢2) contient une une inclusion B, et £ est un petit paramétre. Dans la

13
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cellule Y, la perméabilité et la permittivité sont respectivement :
py (y) = pelp(y) + ply\5(), ev(y) =eplp(y) +ely\5(y).

Dans 27, la perméabilité et la permittivité sont périodiques :

pe(x) = py (2/€),  ee(x) = ey (¢/E).

La fonction ug¢ satisfait I’équation de Helmholtz :
1 9 _
V- M—Vug +weeug =0, dans 7.
£

La théorie classique de ’homogénéisation dans des milieux périodiques suggére de décomposer cette
fonction sous la forme du développement & deux échelles :

ug(z) = uo <x, %) + &uy <a:, %) + E2uy <x, %) 4o

On peut trouver, par exemple, le détail des calculs d’un cas similaire au nétre dans [5]. Formellement,
en injectant ce développement dans I’équation satisfaite par u¢, en identifiant ensuite les différentes
puissantes de &, on aboutit & suite d’équations en cascade. Celle provenant du terme en ¢ ~2 implique
que uo(z,y) = up(x) ne dépend que de x. Celle provenant du terme en ¢! prouve que

u <:17 %) = —x <§> V() + iy (),

ol x est 'unique solution Y-périodique & moyenne nulle de

1

Yy 1y (y)

Vyx(y) =V, - ——=1, yeY.

py (y)

Enfin, en écrivant la condition de compatibilité sur I’équation provenant du terme en £°, on trouve
I’équation homogénéisée sur ug :

V- A*Vug + w?e*ug =0, dans 27,

ou les coefficients homogénéisés sont :

1 1 1
A= [ eV S = o [ ey = s+ (- f)e ()
Y1 Jy py(y) Y1 Jy
ou fp = % est la proportion de B dans Y. La matrice A* est symétrique définie positive, et

dépend de Y, solution d’un probléme cellule. Numériquement, on résout ce dernier par la méthode
des éléments finis. On se reportera & I’annexe 4.A pour la formulation variationnelle.

Remarque. La fonction 1 n’a pas été déterminée; sans pousser le développement plus loin qu’a
I’ordre 1, elle peut étre arbitraire, et peut étre choisie par exemple nulle. Si on souhaitait pousser
le développement plus loin, elle devrait satisfaire une condition de compatibilité. "

A une échelle supérieure a &, on peut approcher ug par ug, son terme d’ordre 0. L’effet du milieu
inférieur inhomogeéne isotrope de parameétres pg,ce¢, équivaut ainsi a Ieffet du milien homogene
anisotrope de parameétres A*, ¢*, dits parameétres effectifs. Nous remplacerons donc dans la suite le
milieu inhomogeéne par ce milieu homogéne effectif. Par abus de notation, on continuera & noter u;
la solution.
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4.3 Couche mince

4.3.1 Introduction

La couche mince &-périodique .@gl = {(z1,22) : 0 < zg < {f(x1/€)}, est délimitée par les
interfaces o = {w2 = 0} et v¢ = {(21,£f(21/€)), 21 € R}. Elle est sous le milieu extérieur 2% =
{ze > £f(x1/£)} et sur le demi-espace inférieur 2~ = {z2 < 0}. Notons le demi-espace supérieur
9t = {wg > 0}

L’homogénéisation de la section 4.2 suggére les paramétres suivants pour le milieu :

1

Ag(z) = —

1 . \
() + Fﬂ@g(x) + Ay (z), ee(z)= 5+ﬂgi(1') +5°lﬂ@§1(1‘) + g (x),

r

ou A* =: et ¢* sont donnés par (4.1).

s
t
Le probléme est alors le suivant :

V- AgVUg + w2a‘5u5 =0, dans ]R2,
+condition de radiation.

En suivant la démarche de [1] et [23], nous allons écrire un développement asymptotique de ug :
— cl, £ cl,g
ug(w) = uo (@) + uf(2) + € (uf (@) + (@) + -
ug et les uf sont solutions d’EDP dans le domaine sans la couche. Les ufl’g sont des correcteurs
de couche limite. Ils dépendent de solutions de problémes dans la cellule élémentaire, dont nous
prouvons l'existence et I'unicité en préliminaire. Enfin, la décroissance exponentielle des correcteurs

de couche limite permet d’obtenir des conditions de transmission équivalentes & la couche mince en
champ lointain.

4.3.2 Préliminaire

Par changement d’échelle y := x/&, on introduit la bande # = %, UTy U %4 Uy U Z_, ou
Yy ={(y1,92) € (0, 1) xR :ya > f(y)}, I = {(y1, f(v1)), 51 € (0, 1)}, Za = {(y1,92) € (0, 1) xR :
0<wy2< f(y1)}, To=1(0,1) x {0}, et #_ =(0,1) x R*.

Pour I un intervalle ouvert non vide de R, posons #; := (0,1) x I. On note (R x I)
Pensemble des fonctions de ¥°°(R x I) qui sont 1-périodique par rapport & la premiére place.
©7°(91) est la restriction & % des fonctions de ¢°(R x I). L’espace L%(%) est 'adhérence de
¢7°(%1) dans L?(%7). L'espace de Sobolev périodique Hﬁl(%) est l'adhérence de €;°(%]) dans
HY(%}). L’espace des fonctions localement Hﬁl(@) est Hiloc(@) = Mhso Hﬁl(@(_hﬁ)). On définit

.12
enfin les espaces H;(0,1) = {F € L?(O,l) > ken(1+E2)* Fk‘ < oo}, s € R, on L?(O,l) est

'ensemble des fonctions de L2(0,1) prolongées sur R par périodicité, et Fy, est le coefficient de

Fourier F}, = (F,exp(i21k-)) 2.
Dans la bande ¢/, on pose

1 1 " c *
Ay (y) = M—+ﬂ@+ (y) + Fﬂ% (y) + Ay (y), ea(y) =cTly, (y) +ey, (y) + 1y (y).

0>, tandis que la normale

La normale unitaire & 'y au point (y,0) que 'on considére est v = ( 1

_ !
unitaire & I'y au point (y, f(y)) que I’on considére est v, = 71+;,( B < fl(y)>'
VI+H(y

En vue de justifier I'existence et 1'unicité de fonctions que nous allons introduire, nous avons
besoin du lemme suivant. Il s’agit d’une généralisation d’un lemme de [23]. Nous en adaptons la
preuve au cas d’un milieu inférieur non isotrope.
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Lemme 4.1. Soit F € Lg(@) G décroissance exponentielle quand la deuxiéme variable va & l'infini.

|:0 27V det A* >
’ t

. On suppose qu’il existe M > sup f, C,C_ > 0, 64 € [0,27), d_ €
, et une famille de fonctions réguliéres (py) définies sur {|y2| > M} satisfaisant
|pk(y2)| < C+eé+‘k|(y2_M)7 Y2 > Mv

Pr(y2)] < C_e®=IFwtM) =gy <,

tels que sur {|y2| > M}, F' admet le développement en série de Fourier suivant :

—2m|k —M) 27k
Z Fk pk y2 k| (y2 )el T y17 Y2 = M7
kezZ*

=) Fu(—M)pr(y2)e (N2 Gt M) iy )y 1,
kezr

Soient go et g1 deuz fonctions suffisamment réguliéres définies respectivement sur I'g et 'y telles

que :
/ F+/ god0+/ g1do = 0.
g T'o Iy

Alors, il existe un unique couple (V,1)) avec ¥ € Hﬁl’loc(@) et ¥ € R une constante, tel que

V- Ay VY =F, dans %, U% U Y,
[\I’”rl =0, sur I'y,
][, =0, sur To,
|:8I/A@/\II:| r, =4d1, sur Fl,
[81/,4@‘1/] = 90, sur T,
y1 — Y(y1,-), 1-périodique,
v — 07 Y2 — —0OQ,
v — 7/17 Yz — “+00.

De plus les convergences en +0o et —oo sont exponentielles. Ici, 8,,A@\I/(y) =Dy V(y)Au,.

PREUVE. — Nous allons remplacer le probléme considéré par un probléme tronqué, dans le domaine
borné %y = % N{lys| < M}, a l'aide d’opérateurs de troncature sur I'y; = {yo = M} et sur
F_M = {yg = —M}.

Par périodicité, une (éventuelle) solution se décompose en série de Fourier :

= ()™, Jya| = M.
ke

En exploitant 'EDP, le comportement & l'infini ainsi que les hypothéses sur F', on peut trouver :

~

Doly2) = vo(M), y2> M,

helo) = (%(M) - ZI;(%) / +oopk(7')e_47r|k|(’f_M)dT

/ 7)e 4TIk =M) qre2mlklv2=M) ) S N £ 0
47T k| Sy, 7 7 |

ainsi que
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7 -M
Vn(y2) = (zﬁk(_M) + M/ (1) T g

2)\k —00
. -M
S / pr(r)dr | (M) (2 0)
2k 2
[ (— Y - 2mks
B Fk;AM) / ()P qro( M)ty o ap g2 )
k —00

Remarque. Grace a 'EDP, dans {yo < —M} et dans {ya > M}, TZJk satisfait une EDO du second
ordre & coefficient constant. Pour trouver ces expressions de 1, nous avons résolu ces EDO par
variation des constantes. "
Introduisons les opérateurs Q : Hﬁl/2(0,1) — Hﬁ_l/z(O, 1), Tas, Top - H7H(0,1) — L2(0,1)

. f f
définis par :

Yu € Hﬁl/z(o,l), Qu(yy) = 2m Z k| dpei29n
keZ*
+o0 .
Vu S Hﬁ_l(oa 1)7 TMU(yl) =21 Z ﬁ‘k‘/ pk(T)e—4ﬂ"k|(T—M)d7_6127rky1’
kez* M
Yu € Hﬁ—l(O7 1), T_pu(yr) =2m Z gk/ pk(T)eQ)\k(T-l-M)dTeQﬂkyl'
kEZ* —00

Alors, en notant 9, ,. ¥(y) := D, ¥(y)A*vy, on a:
OV, +Q (e, ) = =T (Flr,, )

O )y, + Vet A7Q (W), ) = —T ().

Notre probléme est équivalent au probléme tronqué suivant :

(V- Ay VY =F, dans @y N (%4 U %y U P,
[‘I’”rl =0, sur I'y,
[‘I’”FO =0, sur [y,
|:8VA@ ] = g1, sur Fl,

1
[81/,4@, ] T = 90, sur 'y,
O Wlr,, + 2 (¥, ) = ~Tar (Flr,, ) -
(0 W)y, + Vet ATQ (quRM) — Ty (F\r,M) ,
y1— ¥(y1,-), 1-périodique.

Remarque. L’équivalence des problémes est & comprendre dans le sens suivant :
e Larestriction & %, d'une solution du probléme initial est une solution de ce probléme tronqué.
e Une solution de ce probléme tronqué peut étre prolongée de facon unique en une solution
du probléme initial. Le prolongement s’obtient via le développement en série de Fourier (qui
n’utilise que la trace de W sur I'jy UT_yy).

La formulation variationnelle de ce probléme est la suivante :

trouver u € Hﬁl(@M) tel que
VONS Hﬁl(@M), a(u,v) = L(v),

ol

a(u,v) = /@ AyVu - Vv + %<Q<u|FM),U|FM> + \/detA*<Q<u|F7M>,U|F7M>,
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L(U):_/@MFU_/FOgOUdU_/IHQIUdU
N l% <TM (F\FM) , U\PM> ¢ <’T_M <F!F7M> : v]F7M>.

a est bilinéaire continue sur Hj (%) x Hy (%), L est linéaire continue sur [, (%ir). a est coercive
sur Hﬁl(@M) /R par inégalité de Poincaré.

Remarque. Pour assurer la coercivité de a, il faut identifier les fonctions égales & une constante
additive prés. Autrement dit, on considére le probléme suivant dans Hﬁl(@M) JR:

trouver 4 € Hl(@M)/R tel que

VORS Hﬁ (@M)/R a(u,0) = L(v),
ou a(i,v) = a(u,v), L(®) = L(v), u et v désignant un représentant respectif de « et . Cette
définition ne doit pas dépendre des représentants choisis, ce qui revient a avoir les conditions de
compatibilité suivantes : a(u,1) = a(l,v) =0 et L(1) = 0. .

On a a(u,1) = a(l,v) = 0 et d’autre part, par hypothéses sur F, go et g1, L(1) = 0. On en

déduit par Lax-Milgram qu’il existe une unique solution ¥ au probléme tronqué, & une constante
additive pres. Nous pouvons choisir cette constante telle que fol U(r,—M)dT = ¢po(—M) = 0. On
pose alors ¢ = (M fo (r, M)dr € R.

Vu l'expression des wk, on a décroissance exponentielle de ¥ — ¢ en +oo et de ¥ en —oco. [

Ce type de probléme-cellule est exploité pour obtenir les correcteurs de couche limite. On se
reportera a ’annexe 4.A pour sa résolution numeérique.
4.3.3 Développement

Nous commencons par approcher wug par ug, la solution d'un probléme sans couche limite : soit
ug la solution de

#Auo +w?etuy =0, dans 27,
V - A*Vug + w?e*ug = 0, dans 9,
[uo] = 0, sur 7o,

A
s Oy u0] ot — <1> - A" Vgl - = 0, sur 7o,

+condition de radiation.

Afin de constater (puis de corriger) les erreurs d’approximation comises, posons vg = ug — Up.
Alors vg vérifie
. '3 2. .6 _ 3 -
V- Ae Vg + w?egvg = 0, dans 75 U9,
%AUS + w25§vg = —%Auo — w2y, dans 2¢,
vg} ‘ =0, sur g,
c e
US} =0, Sur o,
= Yo
Ouncb]|. = (=) v Vuols +€ (Gl — ) F@/€)v - O (Vuo)l 5 + 0 (€).
L Ye
) sur e,
0 vé} = (L - L) v Vgl + sur o
i VA{ 0 o l"+ “cl Y )
~+condition de radiation,

8§2w1u0| +
avec axz(VUO)‘«,O (— L+ _82 )uo\ + ]
Yo
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(0 . . 1 —f'(x/€)
Sur v, v = <1>, tandis que sur g, v, = Tore ( 1 .
Introduisons donc un correcteur de couche limite, ugl’g, pour corriger l'erreur d’approximation
comise sur les sauts des dérivées normales. Plus précisément, cherchons ugl’g tel que wg = ug —

(uo + ui®) satisfait

(V- AVud +weewt = O (1), dans 25 U 29U 9,
v 3 0 §%0 + ¢
)| o, -
_wg] "YO - (9 (g) ’ sut FYO’
aVAE wg:| ‘ = O (5) ) sur 757
= B3
duuuf|| =00, sur 5,
L Y0

L +condition de radiation.

Autrement dit, cherchons un uf)l’f tel que

(V- AVt + wlequit = 0 (1), dans 25 U 28U D,
_uglé] ‘% =0 (g) , sur e,
:uglé] ‘w —0(), sur 0.
B ‘% = (k= &) v Vuolyg +0(©), sur e,
:8VA€ugl’5} W= </%+ - %) v Vug|+ + O (§), sur 7,

[ +condition de radiation.

En vue de définir un uf)l’f convenable, on introduit (¥, ) € Hﬁlloc(@ )2 x R? l'unique solution

de :

(V- Ay Vo =0, dans %, U%y U,
[Wollp, =0, sur I'y,
0 = sur
[\Ij ”FO 07 F07
o] = ()
1
[aVA?y \IIO] T = <ML+ - %) v, sur I'g,
y1— Yo(y1,), 1-périodique,
qIO — 07 y2 — —OO,
Vo — o, Yo — +00.

Le Lemme 4.1 nous permet d’assurer ’existence et 'unicité de la solution de ce probléme.

On pose alors

X

ugl’g(a;) =¢ (‘I/o <E> — ¢0> : VUO’VJ Ig+(x) + €V <§

> . VUO‘VJ ]lgf(x).
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Alors ugl’g satisfait bien ce que ’on voulait. En effet :

(V. AV + weeul = — & 0) Vyo(/€)dy, (Vuol,5) + O (€), dans %8
V- AV + w?ecwl = — (1 0) VyWo(w/€)ds, (Vuol )

—w? (Ed - €+Z—:1) UO’»YO+ + O (€), dans 2¢,

V- ASVwS + w2€§wg =—(2r 2s) vy%(x/g)axl(wo\ﬁ) + 0O (&), dans 27,

wg” =Y, sur e,
- Ve
wg} o §ho - Vo, SUT 0,

0

82 uo| +

3 —e(L _ L , z2w1 20144
aVAng] ‘75 = (ucl ,ﬁ) fla/&v ((—k+2 B 3512)u0]%+
_ +& (% - %) v (Yolp, — o) - aml(Vu0|,yo+)‘w +0 (&%), Sur e,
Ous || = €5 Wolp, (@/€) - 01y (Tuol )|, sur o,
- 7o 70 Tl

+condition de radiation.

On introduit désormais u1, solution d’un probléme dans le domaine sans la couche, tel que uq
corrige le saut de ug + uf)l’f sur g. Autrement dit, cherchons u; solution d’un probléme de type

ﬁAul +w?etu; =0, dans 27,
V- A*Vuy + w?e*u; = 0, dans 9,
['LLl] = F17 sur 7o,

O) . 4+
# 8m2u1|,yo+ - <1> - A Vu1|“/(; = Gl, sur 7o,

\ +condition de radiation,

avec F tel que &[ui] = EF) = [wg] +0(&%).
Il convient de choisir

Fy = 4o - Vol -

Quant & G4, il sera fixé ultérieurement, afin de satisfaire des conditions de compatibilité, lors de la
définition du terme correcteur suivant.
Afin de constater les erreurs d’approximation comises, posons v§ = ug — (ug —|—u81’5 +&uq). Alors

v§ satisfait
(VAT W] = — (F0) VyWo(/€)0y, (Tuol,s) + O (€), dans 75,
V- AV +wleer] = — (& 0 VyUo(w/€)dy, (Vo)1)

[8”*“& Uﬂ

—w? (5"1 - e*%) u0|ﬁ/0+ + O (&), dans @gl,

V- AgVU% + w25§?}§ =—(2r 2s) vy%(x/g)axl(wo\,yg) + 0O (&), dans 27,
Uﬂ ‘ =0, sur e,
3
1

0, sur -,

2
6x2x1u0|»yar

46 (i — ) v (Wolr, — vo) - 0u, (Vo)

plp

Y0
TS Ve
=¢s \I’0|r0 (@/8) - Oy (Vug 70+)
Y0 7o
—|—§ <“L+ — %) v - VU1’,y()+ - SGI + O (52) , Sur 7o,

+condition de radiation.
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. .. cl . R , .
Introduisons un correcteur de couche limite, wu; ’5, pour corriger & ’ordre supérieur l'erreur

d’approximation comise sur les sauts des dérivées normales, ainsi que ’EDP. Plus précisément,
cherchons uil’g est tel que wf = ug — (up + ung +&(ur + uil’g)) satisfait

( V. AcVus + wPecws = O (€), dans 25 U 72809,
wﬂ ‘7 =0 (52) , sur e,
- €
wﬂ ‘V =0 (52) , sur o,
L 0
8,,A€w§] ‘ =0 (52) , sur e,
- e
8,,A£w§] ‘ =0 (&), sur o,
o Yo
| +condition de radiation.
Autrement dit, on cherche un uS"* tel que
E(V-AVutE F e ) = — (F0) VyWo(2/€)ds, (Vuol,+) + O (€), dans 75,
&NV Agvu({lf +w2€§uil’£ = - % 0 Vy\Ifo(l‘/f) ) ( u0| )
—w?(e — €+Z—) uo\ ++0(§), dans 2,
¢(v- AgVul 4 w2eeu 5) — —(2r 25) V,Uo(x/€), (V oyﬁ) +0 (&), dans 27,
& |u Cls = (’) 52) sur e,
5 |: le]‘ _O 52)7 sur 7o,
€ o], =€ () s T
vae U1 ul Tt (—k+2 8:%12)’LL0‘,YJ
+¢ (ﬁ — a7 ) 1 (Wolr, — o) - 8, (Vuol +)
o0
+€ (=& ) v Yl +0(€7), sur e,
€ [uu] | = €5 Vol (@/8) - 0, (Vuol )|
+& (u—Jr — F) V- VUILYJ - £G1 +0 (52) , Sur 70,
~+condition de radiation.

(2)

En vue de définir un uj L€ convenable, on introduit (li[fgl),zbgl)), (¥, 52)) € lr{ﬁl’loc(@)2 x R? et

(\Ifg ), 53)) € HMOC(@) x R les uniques solutions respectives de :
(V- AVl = — (X 0)v,w dans .
IyVEL T s y¥o, ans %,
V- Ay vt = — (& 0)v,w,, dans %,
V- AV = — (2 26) V, Wy, dans .,
_\Ifgl)] b 0, sur I'q,
_\Ifgl)] Iy =0, sur I'g,
_(%Ag, \I/gl):| . = <% — %) 141 (\I/()‘Fl — on) , Sur Fl,
. . X
Doa, 0| = 5 Tolr, G, sur T,
Yy — \If§1)(y1, )5 1-périodique,
\Ilgl) - 07 Yo — —0OQ,
\ \Ilgl) wgl)a Y2 — +OO7
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(V- Ay VP =0, dans %4 UYL UL,
\I/§2)] =0, sur I'q,
= I
\sz)] L= 0, sur I'p,
:8,, \II&)} = (% — L) fv, sur I'y
I Agy E ) I, NC( ) ut ) 9
2 2
_&,A?y Uy } - =-Gy", sur I,
N \I’§2) (y1,), 1-périodique,
\Ilgz) — 07 Y2 — —0OQ,
\ \I’§2) §2)= Yy — +00,
V- Ag;/V\I!f’) =0, dans %, U %,
V- Ay Ve =1, dans %,
_\Ilgg)} I =0, sur I'y,
_\Ifg?’)} ry =0, sur 'y,
[ 3
:8,,14@\1/& )] - =0, sur I'y,
_8’44@ \Ijgg)] Ty - _G§3)’ sur I,
Y1 — \1’53) (yl, '), 1-périodique,
\ng) B 07 Y2 — —00,
‘Ijgg) - 53), Y2 — +00.

Le Lemme 4.1 nous assure l'existence et I'unicité de la solution a ces équations, pourvu que Gg ),

ng) et Gg?’) satisfassent les conditions de compatibilité de ces équations :

-/ Dwy (%) ay- [ Dualy @) a- [ pwato) (37 a

cl

1 1 (1) _
+/Fl <F—M_+>V1(\Ifo\pl—wo)da+/r (s @olp, — 6} do =0,

0

1 1 (2)
— — — | fvdo — Gi’do =0,
/1—‘1 <IU’C1 M+> T'o !

/ 1dy —/ GPdo =0.
%1 To

On peut, par exemple, choisir les ng') constant. Ainsi, aprés simplification (en utilisant la périodicité

et la formule de Green) :

11
G(l):—s/ T, da+<———>/ v Uolp do
1 Ty ‘FO N+ Mcl I, ’FI

_ _5/01 Wo(r, 0)dr + (% - %) /01 Uy (r, f(r)) ' ()dr,

On choisit finalement G de la fagon suivante :

82

oy @) o U0l o a4l A
G =Gy 85(;1(VU()L{0+) V0+G1 <(_k+2_8;12)1“)’%+ +w|e € e Gy u()‘,yar.
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Posons alors

u§1’§=£{
(50 (8) ) o + (08 () -0 0w |
2
(o @)+ (L B, )
RTRNIT TR MR T
+¢{

) (%) . Vul|’¥6r + \I’gl) <%> : aml(Vuo|yo+) o

03y, U0+
L @) (( k+22_1;; )uoly(;)
+w? < 5+“ >\I’(3) (—) uol,+ }Ilgf(x)

On peut vérifier par le calcul que uj ¢ convient.

Nous avons donc obtenu le developpement suivant :

ug(w) = uo(w) + ug(2) + € (uf(@) + (@) + -

76

ot les correcteurs de couche u; > sont & décroissance exponentielle.

4.3.4 Conditions de transmission

Notre étude nous permet d’avoir des conditlons de transmission remplacant la couche. Du fait
de la décroissance exponentielle des correcteurs uy ch& ot ug g’ pourvu que ’on ne soit pas trop proche
de la couche, on peut approcher u¢ par ug + §u1 qui fournit alors des conditions de transmission.
Enfin, on approche ug + u; par g solution du probléme :

#Aag + w?eTae = 0, dans 77,
V- A*Vig + wza*ﬁg =0, dans 97,
(] = &po - Vel 1, sur 7o,

2
~ 0 * ~ 1 ~ 2 890 x U,g‘
v Dualel e — <1> AT Vel :£<G§ - O, (Ve ) "0 HG <( k+22—18 )usl +)
Yo

2 [ cl + -~
+w (5"—5*%) G1 u§|ﬁ{0+ ,  sur ",

+condition de radiation.

4.4 Synthése

La solution du probléme modéle (3.1) peut étre approchée par U solution d’un probléme dans
deux demi-espaces homogénes, avec des conditions de transmission & l’interface :

%AU +w?etU =0, dans 27,
V- A*VU + w?e*U =0, dans 2,
[U] =&¢o- VU] 5, sur 7o,

0\ . 4o
i OnUl g (1> AT VU = £<G§” 00, (VUL )

+ G(2) ) 2 1
Y0 ! (— k+2 m1 )U’yg

+w2 (ECI - €+Z—:l) Ggg) U”Y(T >, sur 7o,

+condition de radiation.
(4.2)
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Les paramétres effectifs du milieu inférieur sont donnés par :

1 1 1 |B| |B|
= | s - Vx)dy, = —/ ey (W)dy = rep + (1= )e, (4.3)
Y[y py(y) Y| Jy Y] Y]
ol x est la solution Y -périodique & moyenne nulle du probléme-cellule :
Vy —Vyxly) =V, ——1I, yeY. 4.4
S T ) oy
Concernant les conditions de transmission, les coefficients sont donnés par :
Ggl) = —s/ Yolp, do + (% - il) / vy Yolp, do (4.5)
T'o 2 MC I
¢ - (L _ LY [Tp(0 (4.6)
1 = 'ucl :u+ 0 1/’ :
@ _ [
= [ . (4.7)
0
et enfin (¥g, 1) est solution du probléme-cellule :
V. Ay VV¥y=0, dans %, UZ4UX_,
[Wollp, =0, sur I'y,
[Wollp, =0, sur [,
[8 \IIO] = (% — %) v, sur I'y,
o o ul u1 (4.8)
[OVAW \I’O] oy =z - F) v, sur I'g,
y1 — Yolyr,-), 1-périodique,
\IIO B 07 Y2 — —0Q,
[ Yo — o, Yo — +o0.
Pour simplifier I’écriture, dans la suite de cette partie, on notera plutot :
X - X (1) (2) o a i (3)
A=A e =¢", ¢:=8&, ¢1:=£(G)7, p2:=8G]", p3:=Cw (" —¢ I Gy
(4.9)

4.A Résolution numérique des problémes de cellule

4.A.1 Introduction

Divers coefficients du modéle effectif (4.2) reposent sur la solution d’un probléme-cellule qu’il
est donc nésessaire de résoudre numériquement. Nous présentons une formulation variationnelle de
ces problémes qui permet ; elle permet la résolution par la méthode des éléments finis.

4.A.2 Homogénéisation

Notation. On note v =: <Z1> "
2

Notation. Ici, Htil (Y) est la fermeture des restrictions & Y des fonctions ¢ (R?) Y-périodiques. =

x1 est I'unique solution Y-périodique & moyenne nulle de

Vyxi(y) = 0y, ——, yev.

v py (y)’

py (y)
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La formulation variationnelle de ce probléme est :
trouver x; € Hﬁl(Y) tel que

I

Yo e HNY), [y 2Vxi-Vo=— (1 _

et fY X1 = 0.

X2 est I'unique solution Y-périodique & moyenne nulle de

Yy MY—(y)va2(y) = ayz ,UY—(Z/)’

La formulation variationnelle de ce probléme est :

trouver ya € Hﬁl(Y) tel que

Vo€ HNY), [y 2Vxa2-Vo=— (1 _

”w
et fY x2 = 0.

4.A.3 Conditions de transmission

Le calcul de (V¥g,10) nécessite la résolution de deux problémes de type : trouver

Hiloc(@) x R tel que

1
u_}3> Jop v1vdo,

yey.

1
u_B> Jop vevdo,

V- Ay VY =F, dans %, U%,U%_|
[\Il”l"l =0, sur I'y,
Y|, =0, sur I'g,
{GVA@ ‘I’} — sur I'y,
|:8VA@ ‘I’} To = Yo, sur I'p,
Y1 — Y(y1,-), 1-périodique,
v — 0’ Y2 — —0OQ,
v — % Yo — “+00.

25

(W, ¢) €

Nous résolvons numériquement un tel probléme dans la cellule tronquée #); en imposant une condi-
tion de Dirichlet homogéne en I'_ s et une condition de Neumann homogéne en I'y;. Pour M choisi
suffisamment grand, on s’attend a ce que la solution ¥y, € Hﬁl(@M) de ce probléme dans la cellule
%) soit proche de W, et que d’autre part ¥ M‘FM soit proche de 1. Numériquement, on résout ainsi

le probléme : trouver ¥y, € Hﬁl(@M) tel que

La formulation variationnelle de ce probléme est :

{ trouver ¥y, € Hﬁl,o(@M) tel que

Yov € Hﬁl’O(@M), f@M Ay VU, - Vo = — f@M Fov — fl“l grvdo — fFo govdo,

ot Hyy (%) = {u € Hi (%) : ulp_,, =0},

4.A.4 FEléments finis

V- -AyVVy =F, dans %, U %, U X,
[\IIM”FI = 07 sur Fl,
(W]l =0, sur I,
[&Ag \IJM] ‘1“1 = g1, sur I'y,
|:8VA@/ \IlM I'o = 9o, sur FOa
Yulp_,, =0, sur 'y,
0V | u =0 sur I's.

Les formulations variationnelles que nous avons présentées permettent de résoudre les problémes
par éléments finis. Nous ’avons fait avec le solveur libre Freefem++ trés simple et naturel a utiliser.
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Chapitre

Analyse de Fourier

5.1 Introduction

L’analyse asymptotique du modéle périodique (3.1) conduit & un probléme effectif (4.2) original.
L’originalité provient des conditions de transmission de type impdédance généralisée & ’interface et
de I'anisotropie du milieu inférieur. Nous souhaitons désormais calculer la solution de ce probléme,
ainsi que la fonction de Green.

D’une maniére générale, pour un probléme multi-bande & bandes homogénes, non borné dans
chaque direction, la preuve d’existence et d’unicité de la solution est difficile. Pour que le probléme
soit bien posé, il est nécessaire de disposer de conditions appropriées de comportement a l’infini;
on ne les connait pas toujours & l'avance. Ces conditions sélectionnent la solution physique du
probléme. Il s’agit en général de conditions de radiation de type Sommerfeld destinées & choisir le
sens de propagation des ondes (sortant le plus souvent). Si I’on souhaite étudier le probléme dans
un contexte variationnel, de bons espaces de type Sobolev avec poids doivent étre introduits. Les
poids doivent étre ’analogue des conditions de radiation.

Pour ce type de probléme, ’analyse de Fourier constitue un cadre agréable de travail, tant pour
résoudre le probléme que pour deviner les bonnes conditions de radiation, comme dans [25, 28, 10].
En effet, la transformée de Fourier tangentielle aux interfaces établit une correspondance entre le pro-
bléme spatial initial, et le probléme transformé, dit spectral. La transformation envoie les équations
aux dérivées partielles de chaque bande vers une équation aux dérivées ordinaires sur un intervalle.
La solution du probléme spectral s’obtient en résolvant ces EDO, en fonction de constantes. Les
conditions de transmission sur les interfaces des bandes se traduisent par des conditions de raccord
aux bornes des intervalles. La condition de radiation se traduit par des conditions de comportement
4 'infini de la solution spectrale. L’unicité de la solution spatiale revient enfin & une unique déter-
mination des constantes dans le domaine spectral. Le tableau 5.1 schématise cette correspondance.

Une condition sur le comportement & I’infini de la solution spectrale est imposée par la physique
du probléme, soit par la condition de radiation si elle est connue, soit par principe d’absorption
limite. Ceci détermine certaines des constantes. Les conditions de raccord déterminent quand a

‘ Domaine spatial ‘ Domaine spectral ‘
EDP par bande EDQO par intervalle
Conditions de transmission Conditions de raccord
Condition de radiation Comportement & 'infini
Unicité de la solution Détermination unique des constantes
Ondes de surface Poles réels

TAB. 5.1: Correspondance entre probléme spatial et spectral

27
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elles un systéme linéaire, dont les inconnues sont les autres constantes. S’il est inversible, alors
les constantes sont déterminées de facon unique. La solution spectrale a pour dénominateur le
déterminant du systéme; la solution spatiale s’obtient par inversion de Fourier. Sinon, le déterminant
du systéme s’annule, ce qui se traduit par l'apparition de péles réels sur la solution spectrale.
Dans ce cas, il faut imposer d’autres conditions de comportement asymptotique pour déterminer de
fagon unique les constantes (sous réserve d’existence). Cela se traduit dans le domaine spatial par
I’apparition d’ondes de surface dont il faut choisir le sens de propagation par d’autres conditions de
radiation. Lorsque les conditions de radiation sont inconnues, elles se déduisent au final par analyse
asymptotique de ’expression obtenue.

Nous allons donc nous placer dans le cadre de I'analyse de Fourier pour calculer la solution
du probléme ainsi que la fonction de Green. Nous imposerons le principe d’absorption limite pour
déterminer la solution. Par ailleurs, pour éviter ’apparition d’ondes de surface, nous supposerons
que le déterminant en cause ne s’annule pas. Pour 'imagerie, ce point est important pour ne pas
perdre d’énergie et maximiser I'information qui revient au sujet de I’anomalie. Pour la fonction de
Green, nous montrons que ’hypothése de non-annulation sur tout ’axe réel peut étre vérifiée par
la non-annulation d’un résultant (déterminant) que nous explicitons. Inspirés par la physique, nous
décomposons 'expression de nos solutions avec un terme source (d’énergie), un terme de réflexion
et un terme de transmission sur l'interface. Nous obtenons une expression explicite pour la solution,
et une expression & base d’intégrales de Sommerfeld pour la fonction de Green.

5.2 Solution

Nous nous intéressons a la solution U du probléme effectif (4.2) :

#AU +w?etU =0, dans 2T,
V- -AVU + w?c U =0, dans I,
Ul=14- VULVJ ; sur o,

L 9,,U|+ — 0 CAVU|. - =1+ 95, (VU|4)| +¢2- Oz Uy
pr Sl v = PO, T (- 92 0)U

+()03 U‘-yaf ’ sur 9o,

+condition de radiation.

On décompose cette solution en

. +
U(l’) _ ulnc(m) + ureﬂ(m)7 re9 )
utrans(x), x € 9_,

ol uinc est 'onde incidente ; 'onde réfléchie u,eq et 'onde transmise uirans sont des ondes sortantes.
Nous allons calculer u.q €t uirans par analyse de Fourier.

On pose [i

U := vU du méme probléme avec le jeu de paramétres

t . .- . . .
U] := A. Comme A est définie positive, on a v > 0. Quitte & étudier la solution

(M+7A7 5+7€_7¢7 ¥1, P2, 903) = (U,LL+,A/U,€+/U,€_/U,¢, QOl/U, 302/1)7 903/7})7

nous supposerons sans perte de généralité v = 1.

La transformée de Fourier est notée comme usuellement par un chapeau. La transformée que
I’on considére est partielle, il s’agit de celle en la variable tangentielle x1. On notera ( la variable
spectrale associée.

On pose kT 1= wy/etpt, d := det A, k= := wy/5r. On détermine AT (() := VET? =2 et
A () = Vdvk—? — (2 de la fagon suivante. Pour ¢ € R, nous choisissons la détermination de

la racine dans le premier quadrant. Puis, on choisit la détermination de la racine qui prolonge de
facon analytique la fonction sur C privé de branches de coupe. Nous choisirons k +iR™* et —k —iR™



5.2. SOLUTION

k4 iR
a=R(/F=).8:=8(/F-0) P
a>0[=0
a>0,3>0 a>08<0 1 a<0,8>0
0=08>0  __ 0>043=0 a>0.8=0 ! a=0.8>0
—k k
a<0,8>0 L a>0,8<0 a>0,8>0
a>0,6=0
“k—iR,

F1G. 5.1: Détermination de \/k2 — (2 := Vk—CVEk+
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comme branches de coupe de \/k? — (2. Ainsi, si pour z # 0 d’argument —F < argz < 37”, on note

V7 = \/|zle2 87 alors
VE2—C = VkE-(VE+C
et est déterminée comme sur la Figure 5.1.
Enfin, posons,

c1 = P1C+ YAt o = 11+ (12 + @21)CAT + 3022(k+2 — ()2 — s,

& = 1C + okt s, G = 011C? 4 (12 + 21)Ch T2 + poa(kT02)* — s,
D(C) == (1 —ic)ix pt +idT + o,
et les coefficients de réflexion, resp. de transmission :

—14i6))iA" pt —ik Tl —Eopt
R(¢) _( 1) Z(C) 2—Con’
—(1—ic1)(ikTOa+Gaut)— (IAT +copt)(—14i
T(C) = (1—ic1)(ik™ 02 ZMD)(C)( 217)( 1)

Lemme 5.1 (Solution spectrale). On suppose que D ne s’annule pas sur 'aze réel. Alors :

Qe (¢, 2) = 27 RN 226(¢ — k+0y), 2 >0,

Utrans (¢, T2) = 277Te‘it<$2e_i)‘7(<)m25(g — k+é1), T9 < 0.

PREUVE. — En prenant la transformée de Fourier en la variable z; de I’équation de définition de

U, dans 27, puis dans 2, on obtient les équations difffentielles ordinaires :
02U (¢ w2) + (k7)) = (YU (C,2) =0, 33 >0,
8522[]'({7372) + 20tC0,, U(C, x2) + (w2 — sCU(C,22) =0, 29 <0,
qui possédent des solutions de la forme :
e (G 22) = o™ ()N (72 4 5Oy >0,
Qprans (G, w2) = e 11672 (a—(g)ei*’@“ + ﬁ‘(c)e—“’@)“) , @2 <0,

ot at(¢), a=(¢), B1(¢), B7(¢) sont des constantes (en ).
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Si kT et k~ avaient une petite partie imaginaire strictement positive, la physique du probléme
imposerait 51(¢) = 0 et a~(¢) = 0, pour assurer la décroissance exponentielle & I'infini de la solu-
tion. Notre cas est la limite, lorsque les parties imaginaires tendent vers 0. Par principe d’absorption
limite, nous choisissons donc 57(¢) =0 et a~ () = 0.

D’autre part, les conditions de transmission sur U se traduisent sous forme de conditions de
raccord sur U :

0604 - 0(6.0-) = (000 ),
R U ,0— ) icU ,0
#OMU(C,O‘F) - (t 1) <5§2U((<<,0_))> Ll ic (8152[;54.7(;:‘)))
60U, 04)
e ((—k+2 + )0, 0+)
k +3U (¢, 04).

En injectant les expressions obtenues pour U dans les conditions de raccord, on obtient un
systéme linéaire 2 x 2 :

[ 1—ic ~1 Hoﬁ} _[ (=1 +1é1)270(¢ — kT0y) ]
INT + ot ATt BT T | = (ks + Eut)2m8(C — kO, |

Le déterminant de ce systéme est D(() que 'on a supposé non nul. On obtient alors par inversion :

] = i)

d’ou c.q.f.d. O

Théoréme 5.2 (Solution spatiale). On suppose que D ne s’annule pas sur Uaze réel. Alors :

Ulz) = {uinc(x) + ugen(x), € DT,

utrans(x)a T € .@_,

avec

Urefi(T) = Reiwé’?'m, 29 >0, ot R=R(kV0), 0Or= ( ! > ,

et

~

Ut (x) = Telfre 9 <0, ou T = T(k+é1) O = A ko, A
rans Y Y ’ —tk+91 _ A_(k:_i_el) Y

avec A\~ (kt0y) = Vd\/ k=% — (k+6,)? (dans le premier quadrant).

PrREUVE. — Il suffit d’appliquer la transformée de Fourier inverse & la solution spectrale du lemme.
O

Ainsi, 'onde réfléchie u..q est une onde plane. Quant & I’onde transmise, wurans, €lle est plane si
k2 - (k+é1)2 > 0, et décroit exponentiellement avec x5 sinon. Il est important de noter ce point
pour les applications : il faut veiller a ce que ’onde transmise ne soit pas amortie, si ’on veut espérer
imager un objet enfoui.
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5.3 Fonction de Green

Nous nous intéressons a la fonction de Green G du probléme effectif (4.2) :

( %AG(-,y) +w?etG(,y) =0, dans 27,
V- AVG(,y) + w2 G(y) = §y, dans 27,
[G(ay)} = ,QZ} : VG(vy)|-yO+ ) sur 7o,
0
A Gl - (1) ATGEaL; =01 0 (VG )] (5.1
000, G )
) y2r = A9 g .
e\ a2 e, ) T OOk s
| +condition de radiation,

ol y un point source fixé dans 2.
Par analyse de Fourier, nous allons obtenir une décomposition de G de la forme :

G(QZ ) o Gtrans(xvy)v xg >0,
= Gsour(xay) + Greﬂ(‘rvy)v T < 07

ou chacun des termes est une intégrale de Sommerfeld. Il s’agit de la méme technique que pour la
solution U, en introduisant en plus une interface artificielle passant par le point source.

On pose [j

avec le jeu de parameétres

t . . . ~
v} :=A. On a v > 0. Quitte & étudier la solution G := uG du méme probléme

(u, AeT e 0, 01,00, 03) = (vt Afv,et Ju,e7 Ju,ab, o1 /v, 02V, p3/V),

nous supposerons sans perte de généralité v = 1.

La transformée de Fourier est notée comme usuellement par un chapeau. La transformée que
I’on considére est partielle, il s’agit de celle en la variable tangentielle 1. On notera ¢ la variable
spectrale associée.

On pose kT 1= wy/etut, d := det A, k= := wy/5. On détermine AT (() := VET? — (2 et
A (¢) := Vdvk=? — (2 comme sur la Figure 5.1.

Enfin, posons

c1 = U1C+ AT, e = 011C% F (@12 4 921)AT + 9022(k‘+2 —¢?) — 3,

C2uTAT
=5

Lemme 5.3 (Fonction de Green spectrale). On suppose que D ne s’annule pas sur l'aze réel. Alors :

D:=ptA + AT —i(utAer +puter), T

R:=(1—-ia)T - 1.

) ellCy2 PN g2ty Q) girtaz z3 > 0,
G(C z2,y) = TN ) e-itC(@ma—y2) <ei(>ﬁ\:cz—y2\—y1é) + Re—i(A*yz-Fle)e—i)\*xZ) , T <O0.

PREUVE. — En prenant la transformée de Fourier en la variable x1 des équations de définition de
G, dans 97T, puis dans 2, on obtient les équations ordinaires :

02,2G(C, w2, y) + (K1)? = ()G(C w2,9) =0, w2 >0,

82,2G(C w2,y) + 2itC05, G(C, a2, y) + (WP = 5C)G(C w2, y) = €190y, (22), @2 <0,
et donc :
at (¢ y)e ©az 4 g (¢, y)e N (O, w2 > 0,
G(C wa,y) = { €172 (a7 (¢, y)er D2 4 7> ((y)e ™ D2) 0> @y > g,
T2 (a7 <(¢,y)e (D2 4 B7<((,y)e N2 ) gy <y,
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o at(¢,y), a7 (¢, ), a”<((,y), BT((,y), B77(C,y), et B7<((,y) sont des constantes (en x).
Par le principe d’absorption limite, on obtient 87 ({,y) = 0 et a=<({,y) = 0.
D’autre part, les conditions de transmission sur G se traduisent sous forme de conditions de
raccord sur G en zo = 0 :

G(¢,0+,y) — G(¢,0—,y) =2 - <alfGG((CC OOJ: yy))> ’

) iCG(C,0—, . (iCG(¢, 0+,
0G0 y) = (0 1) (iéfc,o_ij)Q ek (552(;5@,(33)

i€05,G(C, 04, y)
(k2 + ()G, 0+,y)
\ +(703G(C70+ay)

+p2 -

D’autre part, la distribution de Dirac au second membre de I’équation différentielle obtenue sur G
dans le domaine z2 < 0, conduit aux conditions de raccord suivantes en xo = ys :

{ Gyt y) = G(Cy2—,y) =0, |
asz(C7y2+,y) - asz(C7y2—7y) — e~ w1C,

En injectant désormais les expressions obtenues pour G dans les formules de raccord, on obtient
un systéme linéaire 4 x 4 :

.1 —icy -1 -1 0 at 0
D+ —iA~ i 0 a>| 0

0 oAy e—iATY2 oAy B~ 0

0 i(—tC—l—)\_)ei)ﬁyz _i(tc_‘_)\—)e—i)ﬁyz i(tC—F)\_)e_DﬁW B=< e~ iy1¢—tCy2)

Le déterminant de ce systéme est D((), supposé non nul. On obtient donc :

ot TeitCy2 o —1(A"y2+41C)
a=> i eitCy2 o —i(A " y2+y1()
B~ T o eltCy2 Re—i(ATy2+y1() ’
8= eltCy2 Ra—i(ATy2+4y1¢) | (itCy2 0i(A"y2—y1()
d’ott c.q.f.d. O

Théoréme 5.4 (Fonction de Green). On suppose que D ne s’annule pas sur l’axe réel. Alors :

G(x ) . Gtrans(xay)a To > 07
Y Gsour(‘rv Z/) + Groﬂ(‘rv Z/)7 T2 < 07

ot les termes de transmission, resp. source, resp. réflexion sont donnés par :
i 1

Girans(T,y) = i )\__eitCyzTe—i()\fyz-i-zn()ei)\ﬂczei:mCdC7 29 > 0,
R

i 1 . o .
Gsow (T,y) == _ﬁ/R)\_—e_ltC(m_m)el()\ ‘$2_y2‘_y1<)elm1Cd<” z9 <0,

. . o o
Gret(z,y) = _ﬁ/ )\__e—ltC(sz—yz)Re—l(A Y2+y1¢) o =X 226110 gy < 0.
R

PREUVE. — Il suffit d’appliquer la transformée de Fourier inverse a la fonction de Green spectrale
du lemme. O
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Nous avons ainsi écrit G & 'aide d’intégrales (de Sommerfeld), sous la condition que D ne
s’annule pas sur l’axe réel. Les zéros de D étant difficiles & obtenir, nous donnons une condition
suffisante facile & vérifier qui permet de s’assurer que D n’a pas de zéro réel : calcul d’un déterminant
(de taille majorée par 16).

Lemme 5.5. Les zéros de D sont contenus dans l’ensemble des racines d’un polynéme Pp de degré
au plus 8.

PREUVE. — On peut écire D comme fonction de (¢, A", A") : D(¢) = D(¢, A7, A"). 11 suffit de
multiplier D par des expression conjuguées en AT et A\~ pour faire disparaitre les racines carrées :

PD(C) = D(Ca )\_7 )‘+)D(<a _)\_7 >\+)D(<a )\_7 _)‘+)D(C7 _)‘_7 _)‘+)
est un polynoéme de degré au plus 8 qui s’annule en les zéros de D. O

Remarque. On rappelle que le résultant des polynomes réels A = Y0 ja; X i de degré p et B =
;1-:0 b; X7 de degré q est le déterminant de taille p+ ¢ :

e ag 0O ... 0O
0 ap  ap_1 ag
. 0
0 0 ap Ap—1 ao
by bg—1 . bo 0 0f,
0 by bg—1 bp O 0
: .. .. .. .. .. .. .. O
0o ... ... 0 by bg—1 ... ... bo
et qu’il s’annule si, et seulement si, A et B ont une racine en commun dans C. "

Propriété 5.6. On pose Pp =: Py + iP5 avec Py et P> des polyndmes a coefficients réels. Une
condition suffisante pour que D n’ait pas de zéro réel est que le résultant de P, et Py soit non nul.

PREUVE. — En effet, si le résultant de P; et P> est non nul, alors P; et P, n’ont pas de racines en
commun. Or, 'annulation de D en un réel implique ’annulation de P; et P, en ce méme réel. [

5.4 Conclusion

Notre probléme étant un probléme par bandes, nous avons employé 'analyse de Fourier tan-
gentielle pour calculer sa solution ainsi que sa fonction de Green. Le principe d’absorption limite
dans le domaine spectral nous a permis de sélectionner la solution physique. Nous avons supposé
que le déterminant du systéme imposé par les conditions de raccord ne s’annule pas sur 1’axe réel.
Pour la fonction de Green, nous avons donné une condition suffisante pour vérifier facilement cette
non-annulation. Les résultats sont présentés sous une décomposition mettant en jeu un terme source
d’énergie, un terme de réflexion et un terme de transmission. La non-annulation du déterminant
revient, au moins formellement, & I’absence de poles réels sur les coefficients de transmission et
de réflexion. Enfin, le résultat est explicite pour la solution du probléme. Il s’exprime en fonction
d’intégrales de Sommerfeld pour la fonction de Green.
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Chapitre

Fonction de Green effective

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons exprimé la fonction de Green (5.1) du probléme effectif &
I’aide d’intégrales, pour un point source dans le demi-espace inférieur. Il s’agit d’intégrales de type
Sommerfeld. Le terme source porte la trace du point source y dans le milieu inférieur. Les termes
de réflexion et de transmission portent la trace des conditions de transmission & l'interface entre les
deux demi-espaces. L’originalité de ces intégrales portent donc 1& encore sur l'originalité du milieu
effectif.

Il est nécessaire d’exprimer ces intégrales sous une autre forme. D'une part, pour améliorer la
compréhension du type d’ondes qu’elles constituent. D’autre part, pour permettre leur évaluation
numérique efficacement et rapidement. Il s’agit en effet d’intégrales, sur un domaine non borné, de
fonctions qui présentent des singularités, et qui oscillent fortement.

Par un changement de variable, le terme source peut s’exprimer facilement a ’aide de la fonction
de Green bien connue d’un milieu isotrope. Les termes de réflexion et de transmission sont beau-
coup plus délicats, et nécessitent une analyse particuliére. Dans [24], des intégrales de ce type sont
évaluées, mais dans le cas classique : demi-espaces isotropes, avec les conditions de transmission
usuelles de continuité & 'interface.

Une des méthodes qui y est utilisée est la méthode courante d’évaluation des intégrales de Som-
merfeld : méthode de plus forte descente |20, 30, 36, 29]. Il s’agit d’'une méthode asymptotique. Elle
consiste principalement & effectuer un changement de chemin d’intégration dans le plan complexe,
en tirant profit de ’exponentielle de l'intégrande. L’intégrale est alors approchée par la somme des
contributions de points critiques : point selle, poles, points de branchements. Nous allons employer
cette technique.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, nous fixons les notations et les
hypothéses du probléme. Ensuite, nous exprimons le terme source & 1’aide d’une fonction de Green
d’un milieu isotrope puis nous I’identifions a la fonction de Green d’un espace de parameétres ceux du
demi-espace inférieur. Puis, nous appliquons la méthode de plus forte descente au terme de réflexion
dans sa zone de validité ; nous complétons la zone de validité par une nouvelle approche & base de
splines. Enfin, nous appliquons la plus forte descente au terme de transmission. En annexe, nous
présentons 1’étude d’une fonction auxiliaire abondamment employée dans la plus forte descente,
ainsi que quelques remarques au sujet des poles des fonctions.

6.2 Probléme posé

Nous nous intéressons a la fonction de Green G(x,y) du probléme effectif (4.2), ou y est un
point source fixé dans 2.

35
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6.2.1 Notations

t .
On pose [j v} := A. Comme précédemment, nous supposons sans perte de généralité v = 1.

On pose kT := wy/etpt, d :=det A, k= := wy/ 5. Pour ¢ € R, on choisit A*({) := VEt? =2
et A(C) := Vdvk=?% - ¢2 dans le premier quadrant. Puis, on prolonge analytiquement ces deux

fonctions sur C privé de branches de coupes; par défaut, on prolonge comme dans le chapitre
précédent (Figure 5.1). Posons

c1 = 1C+ AT, e = 011C% + (p12 4 921)AT + 9022(k‘+2 —¢?) — 3,

2ut AT
D

D:i=p A"+ AT —i(pT A e+ pte), T:= , R:=(1—ic))T —1.

6.2.2 Position du probléme

On suppose que D ne s’annule pas sur R. Le théoréme 5.4 de calcul de la fonction de Green
indique alors que G se décompose & l’aide des intégrales :

Gsour(T,y) = 41 R )\_e—ltC(rz v2) (A" 22|11 Q) izl z9 < 0,
_4;13(%731) — Gmﬂ(x,y) _ 4 fR e~ itC(z2—y2) Re—1(ATy2+v1) o 1>r9czeim1CdC7 x9 < 0,
— L (2, y) = Guans(z,9) = —2 Jp 3 —e‘tcyQTe“(’\ y2ty1Q) i Tr2gleil x> 0.

Dans les sections suivantes, il s aglt d’exprimer ces intégrales sous une forme plus explicite. Pour
des raisons techniques, nous supposerons k™ < k~. Les techniques que nous développons pourront
étre adaptées si k= < k™.

6.3 Terme source

Théoréme 6.1. Le terme Geour 8’écrit :
1 * *
Gsour(‘rvy) = ﬁGk* (-A wa y)7

0t G- (Z,79) = —%Hél) (k= |z — g|) est la fonction de Green sortante d’un milieu de nombre d’onde k~,
et A* est la matrice réelle triangulaire supérieure & diagonale positive solution de A*T A* = dA :

« (1 —t
o)
PREUVE. — Il est bien connu [3] que pour tout Z # g,
EIRsG f e S Rlag - 20 18 - ) = i (3.9
T

En particulier, si x # y, alors en posant (Z,7) = (A*x, A*y), on obtient

Gsour (a;, Z/) = (.A*LZ', A*y) .

1

G

va "
]

Corollaire 6.2. Gy est la fonction de Green sortante d’un milieu de tenseur et de permittivité

ceur de 9~
{ V- AVGsour('ay) + wze_Gsour('7y) = 53/7 dans Rza

+ condition de radiation,

la condition de radiation étant :

e . [ET _
Vszour(x7y) : m — 1w TGsour(l'ay) = O <|l‘| 3/2) )

pour tout (¢, e) élément propre de A.
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PREUVE. — Il suffit d’injecter 'expression obtenue dans le théoréme dans 1’équation, en exploitant

(A + (k7)) Gy-(-,§) = 65, dans R?,
+ condition de radiation.

6.4 Terme de réflexion

6.4.1 Introduction

Soit x € 2~ (x2 < 0). En coordonnées polaires,

—Vd(z2 + y2) >_, <00893> o *< (1 —2t>>
(—t(xz—y2)+w1—y1 —r sin 03 y ot p= A" @ — o -1)Y

Nous allons calculer par la méthode de plus forte descente ’'intégrale de réflexion

B [ FQG onfim g gi= 5T i o,
avec h.. définie et étudiée dans I’annexe 6.A. Pour des raisons techniques, nous supposerons que les
courbes de plus forte descente n’intersectent pas ’ensemble des poles de f, et nous supposerons que
les poles de f sont simples. La méthode est valable pour un ensemble d’angles #3 hors d’un petit
intervalle. Pour la zone de non-validité, nous étendons nos résultats de facon lisse par interpolation
de type splines. Enfin, nos résultats sont présentés de fagon synthétique page 43.

Remarque. Par le changement de variable ¢ := —(, on constate que I3 est invariante par la
transformation de (63,1, @12, 21) en (=03, =1, —@12, —p21). Quitte a poser (03,11, P12, p21) :=
(=03, —11, —p12, —p21), nous supposerons sans perte de généralité 65 > 0. "

6.4.2 Meéthode de plus forte descente
Points critiques

Les points de branchement de f sont issus des racines carrées : —k~,k~, —k™ et k™. Les poles de
f sont les poles de /\ﬂ,, avec méme ordre de multiplicité. Pour des raisons techniques, on les suppose

simples. Le résidu de f en un pole z est Res(f;z) = Res (/\ﬂ,; z) eM?) | Enfin, par Lemme 6.15, le
point selle (3, unique solution de I’équation /() = 0, est (3 = k™ sin 0.
Chemin de plus forte descente

Par Lemme 6.16 et Lemme 6.17, le chemin de plus forte descente issu du point selle est y(u) :=
u+iv(u),u € R, avec
(k~ —usinf3)(u — k™ sin 03)
(k= — usin€3)? + (u — k~ sinf3)2 + 2sin O3(k~ — usin 03)(u — k— sin 65)]"/2

v(u) = —
On notera P I’ensemble des poles de f situés entre v et ’axe réel.

Théoréme des résidus

L’idée principal de la méthode est de changer le chemin d’intégration de I3 = fR f en le chemin
de plus forte descente ~. La justification du procédé s’opére par théoréme des résidus [37], ce qui
nécessite de contourner les singularités de f. Au final, I3 s’exprime ainsi en fonction d’une intégrale
& base de v, d’éventuels résidus, et d’éventuelles intégrales sur des branches de coupe. Pour pouvoir
effectuer une analyse générique, nous supposons que la courbe 7 ne passe par aucun pdle de f.
Différentes configurations sont possibles; ceci nécessite donc ’étude de différents cas.
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Théoréme 6.3. Supposons 03 > 0 et k~ sinflz < k™. Alors :

3(z,y) /f+27r1281gne )Res (f;2).

z€P

PREUVE — Onnote A := {u+irv(u),u < k~sinfs,0 < 7 < 1}, B := {u+irv(u),k” sinfsz < u <
sm93 0<7<1}, C:={u+irv(u ),Smg3 <u,0<7<1}

Soit un contour oy, (c¢f. Figure 6.1) qui joint une portion de v et une portion d’axe réel par un
demi-cercle de grand rayon % > 0. 0, contourne de plus les points de branchement de f par des
demi-cercle de petit rayon 7.

® poles

F1G. 6.1: 0, dans le cas 03 > 0, k™ sinf; < k*

Par hypothése de régularité que nous avons faites, on peut appliquer le théoréme des résidus sur
o, puis passer a la limite lorsque 7 — 0. La contribution des portions du cercle de rayon % tendant
vers 0 par lemme de Jordan, on obtient finalement :

/f /f+27r1 Z Res (f;z) — 2mi Z Res (f;z),

2€PN(AUC) z€PNB
d’ott c.q.f.d. O

Théoréme 6.4. Supposons 03 > 0 et k+ < k™ sinfs. Alors :

3(x,y) /f+/ fl_ = f1)(©) dC+2st1gne YRes (f;2),

z€P

ot 7y est le chemin de plus forte descente issu de k™ supposé ne pas intersecter P, et

l©= lmo fG) fl©= lmo S

Fz<IF(Rz) 2> (Rz)

Remarque. f|_ (C), resp. f|, (C), peut se définir avec les formules de f(¢) en remplagant A ({) par
AT(C), resp. AT(¢), détermination de \/k+* — (2 a partie réelle positive, resp. negative. On a par
ailleurs AL (¢) = —AE(Q). .

PREUVE. — Le chemin d’intégration o, que ’on introduit doit, en plus, contourner une branche
de coupe de AT. Pour pouvoir évaluer efficacement I’intégrale qui apparaitra sur cette branche,
nous choisissons comme branche de coupe un chemin de plus forte descente. Introduisons ainsi
F(u) = u + iv(u),u < kT, chemin de plus forte descente issu de k™ :

- . - 1/2
(k — usinf3) [(u — ksinf3)? + (k2 — k=2 cos? 6’3} /

i}(u) = - - . . 1/2 )
[(k‘ —usinf3)? + (u — ksin03)2 + 2sin f3(k — usin 63)(u — k sin 93)}
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ot k:= Vk=2 — k+2? cos 3 + kt sin s, par Lemme 6.16 et Lemme 6.17.

Comme branches de coupe de A", on choisit ici 4 et son symétrique (par rapport & 'origine). La
Figure 6.2 montre le signe a choisir pour les parties réelle et imaginaire de A™ dans le demi-espace
supérieur. (Les signes s’obtiennent par symétrie dans le demi-espace inférieur.)

J a:= R, 8 :=S(\F)
a<0,0<0

a<0f=0

a<0,6>0
a>0,8>0
a >0,/

a=008>0 a>08=0

FIG. 6.2: Détermination de A" dans le cas 03 > 0, k™ < k™ sin 3

On introduit ensuite un chemin o, (cf. Figure 6.3) de facon comparable au cas précédent, en
contournant de plus la branche de coupe 7.

FIG. 6.3: 0,) dans le cas 03 > 0, kT < k™ sin 63

Comme la courbe 7 est supposée ne passer par aucun pole de f, alors par théoréme des résidus,
puis passage a la limite :

/f /f+/ fl_ = fI)(€)d¢ + 2mi Z Res (f;z) — 2mi Z Res (f; z
z€PN(AUC) 2€PNB

d’ou c.q.f.d. O

Théoréme 6.5. Supposons 03 = 0. Alors :

I3(z,y) = /f—|—27r1281gne )Res (f;2).

z€P

PREUVE. — A~ et A" sont ici choisis par Figure 6.4.
On introduit un contour o, (cf. Figure 6. 5) qui passe par ’axe réel et v, et en joignant ~ et
laxe réel par des portions de cercles de rayon <. On note A := {u+irtv(u),u < 0,0 <7 < 1}, et
B :={u+irv(u),u > 0,0 <7 < 1}.
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—k+iR
; . a=R/E-3), 8=/
| a>0[3=0
|
|
a<0,8>0 L a>0,8<0 a>0,6>0
|
|
|
a=04>0 | a>083=0 a>03=0 a=0,3>0
7]( !
|
|
a>06>0 a>0,4<0 3 a<0,3>0
|
|
a>03=0 |
|
|

k—iR,

FIG. 6.4: Détermination de \/k2 — (2 := k- CVk+C

FIG. 6.5: 0, dans le cas 63 = 0

Alors par théoreme des résidus appliqué sur o,, puis passage a la limite :

/szfyf—%ri Z Res (f;2) + 2 Z Res (f;z).

z€PNA 2€PNB

Approximation de I’ordre dominant

Nous avons obtenus dans notre étude des intégrales sur des chemins de plus forte descente issus
de points critiques : une intégrale sur le chemin de plus forte descente « issu du point selle (3,
ainsi qu’une intégrale sur la branche de coupe 7, issue du point de branchement k*. Chacune de ces
intégrales contient une exponentielle décroissante le long du chemin d’intégration. L’idée est alors de
considérer que seul un voisinage du point critique considéré apporte une contribution & l'intégrale.
En ne gardant ensuite que ’ordre dominant des développements de Taylor des fonctions, on obtient
une approximation de l'intégrale.
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Théoréme 6.6 (Contribution du point selle). La contribution du point selle est :

Lf = R(Cg)\/%(l —i)el* 77,

PREUVE. — L’intégrale sur le chemin de plus forte descente issu du point selle est
/ f = el / g(v(w))e "N =M~ () du.
o7 R

Par décroissance de I’exponentielle puis troncature des développements en série :

(3ta
/f%eh(Ca)/ ’ 9(&3)7 (G)e R (C3)' (¢s) ¢ 43) du,
¥ ¢

3—a
ou a > 0 est un réel suffisamment petit. Dans cette intégrale, nous effectuons le changement de
variable s := M( — (3). A un facteur multiplicatif prés, on obtient alors une inté-

grale sur un intervalle centré en l'origine, et dont 'intégrande est s —— e=5". Cette intégrale est

approchée par 'intégrale sur R, dont la valeur est /7. Quant au facteur multiplicatif, il s’agit de

eM($8) g(G3)7(C3), /W En conclusion, nous avons obtenu :
7T ey —
fRR(G) =1 —1)e* 7.
L dk=p

Remarque. Lorsque k™ p est grand, on peut approcher le membre de droite & 1’aide une fonction de
Hankel et alors :

O

~ T 1) .-
/, £~ ZeRGHS (),

Théoréme 6.7 (Contribution du point de branchement). Dans le cas 03 > 0 et kT < k™ sinfs, la
contribution du point de branchement k™ est de la forme :

o C VT
L1 s~ e

ot C et k sont deuz constantes.

PREUVE. — On effectue un changement de paramétrage pour le chemin 4 : on l'écrit désormais
comme ¢ = ((7) donné par :

h(¢(r)) = h(k™) = -,

ce changement étant licite puisque h’ ne s’annule pas sur la branche en question. Ceci permet
d’écrire :

+o0
[ (fl_ = fL)(Q)d¢ = ehD) /0 L9l (7)) = gl_ ()] e77¢ (7)dr,

avec g|_ et g|, définies suivant les mémes conventions que f|_ et f|,.
Par des développements limités au voisinage de t =0 :

[m+@v»—m_mvm<wﬁzg%v7+ouﬁm

avec

C:=

(1+1), ap = —

3/2 as
sin @3 — cos f3——kt
3 N

—agVEkF _ 4 < a0y >
- +ag |,
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aq = ,u+(1 — iw1k+), g 1= _i,u+¢27
ag = AT (K7) —ipTea(kh),  au =14 a7 (K7) —ipT (p12 + @21)kT

En remplagant [g|_ (¢(7)) — g|, (¢(7))] ¢/(7) par le terme dominant de son développement
asymptotique, on obtient une estimation de l'intégrale, par décroissance de ’exponentielle. Ainsi,

v m et [TC o rh o O iR VT

6.4.3 Interpolation de type Spline

On suppose que 03 est dans la région |k — k™ sin 03| < 6¢, i.e. |05 — 0| < 86, our 6¢ > 0 est un
petit parameétre, k~ sinfy := kT et 50 = #ﬁseo. Le point selle k™ sin A3 et le point de branchement
k™ de g sont proches; cette région est donc critique : la méthode de plus forte descente n’est pas
valable [24]. Pour traiter ce cas, il est employé dans [24] une méthode exposée dans [21], dite méthode
du développement asymptotique uniforme. Cette méthode permet d’écrire I3 & 1’aide de fonctions
de Hermite. Nous proposons une autre méthode, plus simple & mettre en ceuvre.

I3 peut étre vue comme une fonction de (p, 03). Comme cette fonction est réguliére en 03 =: 6,
il est raisonnable de faire une interpolation de type spline, en approchant § — I3(p,6) par un
polynéme P(6) sur I'intervalle 8 € [0y — 6,6y + 66], avec conditions de régularité au bord. nous
choisirons P comme dans le théoréme suivant.

Théoréme 6.8. On pose 0y := 0y & 50, Le polynéme de degré au plus 3, P(0) = a30> + a0? +
a0 + ag, on

9_3 9_2 0 1 as 81133(p7 ‘9—)
302 20_ 1 0f ax| _ |50, 0-)
0.° 0.7 6. 1| lon| | Li(p,6y)

2
39+ 20+ 1 0 (&%) % ‘d (p’ 9+)

prolonge I3(0) (calculé par plus forte descente) dans la zone critique [0_,0.]. Le prolongement est

continu et a dérivée continue en 04. Ici, % . désigne la dérivée G gauche, resp. droite de I3(6).
g

)

PREUVE. — Pour un polynéme P(6) = a30? + ae6? + 10 + g, la condition de continuité au bord
de la fonction et de sa dérivée se traduisent par

PO_)=I _ I _
/(0 ) 63]( ,0 )7 0.3 0.2 9. 1 s 813(p’9 )
Fa0-)=5¢| (0:0-) 1362 29 1 0 |ao| _ |5 (20
1.€. =
P(04)=I5(p,0+), 6,° 6, 0 1) Jen I3(p.04)
Pi64)=%] (p.0), 0.5 20 1 0] lao] 55| (p.6,)

0

Remarque. Le second membre est évalué par plus forte descente, aprés avoir écrit un schéma aux
différences finies pour les dérivées. .

6.4.4 Synthése

Nous avons calculé le terme I3 par la méthode de plus forte descente, et par interpolation dans
la zone de non-validité de celle-ci. Le terme de réflexion G,.q s’obtient par la relation G,eq = —ﬁlg.
Dans le Tableau 6.1, nous récapitulons les résultats que nous avons ainsi obtenus. En conclusion,
la réflexion est une superposition d’ondes provenant des points critiques : point selle, poles situés
entre le chemin de plus forte descente et 1’axe réel, et points de branchement dont la branche de
coupe intersecte le chemin de plus forte descente.



A3 <0

03 >0

k™ sinf3 < kT

Transition :
|k~ sinfs — k*| < 6

kt < k™ sin 03

Se raméne
a63>0

Plus forte descente
Contributions :
e Point selle (3 :

T
dk—p

i -

——R 1 —i)elk
SRy [ (1= e

e Poles z de g situés entre l'axe
réel et le chemin de plus forte
descente :

Interpolation

Plus forte descente
Contributions :
e Point selle (3 :

i m ik~
_ER(C?))“dk—_p(l_l)e P

e Poles z de g situés entre I'axe
réel et le chemin de plus forte
descente :

x Res <)\£_, z) PP 0

e Point de branchement k% :

~ eikp
Cp3/2

NOIXHATAHY Hd HNHAL 79

TAB. 6.1: Synthése du calcul de Gyeq. Pour la méthode de plus forte de descente, le résultat est la somme des contributions des points critiques. La zone
de validité de la plus forte descente est prolongée par interpolation spline.

%
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6.5 Terme de transmission

6.5.1 Introduction

Nous souhaitons calculer I'intégrale de transmission I;(z,y) par plus forte descente. On écrit I3
sous une forme comparable 3 la la forme employée pour I3, ce qui permet d’avoir une démarche et
des preuves analogues.
cos 01

Soit x € 2 (w2 > 0). En coordonnées polaires, z = || <sinc9
1

), avec 61 € (0, 7). Posons :

9(¢) = ;_(_%ei(C(ty2—y1)—A(C)y2)’ h(C) = hk+,91—g(—4)» F(O) = g(()e'w‘h(q,

avec h.. définie dans I'annexe 6.A. Il s’agit ainsi de calculer par plus forte descente 'intégrale

I(xy) = /R F(O)C,

Pour des raisons techniques, nous supposerons que les courbes de plus forte descente n’intersectent
pas ’ensemble des pdles de f, et nous supposerons que les poles de f sont simples.

Remarque. Par le changement de variable ¢ := —(, on constate que I est invariante par la trans-
formation de (017 1/}17 P12, P21, t, yl) €n (7[' - 017 —1/117 —P12, —P21, —t, _yl) Qultte a poser

(017 sz)lv $12, (10217t7 yl) = (7T - 017 _wb —¥Y12, —¥21, —t, _y1)7

nous supposerons sans perte de généralité ¢, < 3. .

6.5.2 Meéthode de plus forte descente
Points critiques

Les points de branchement de f sont issus des racines carrées : —k~,k~, —k™ et k™. Les poles de
f sont les poles de /\l,, avec méme ordre de multiplicité. Pour des raisons techniques, on les suppose

simples. Le résidu de f en un pole z est Res(f;2z) = Res (/\l,, z) el(#(ty2—y1)=A"(2)y2) lzlh(2)  Enfin,
par Lemme 6.15, le point selle ¢;, unique solution de I’équation h'({) = 0, est ¢; = k™ cos ;.

Chemin de plus forte descente

D’aprés le Lemme 6.16 et le Lemme 6.17, le chemin de plus forte descente issu du point selle (;
est y(u) = u+iv(u),u € R, ou
(k* —wucosby)(u— k™ cosb)

(kT —wcos01)? + (u — kT cos 1) + 2cos b1 (k+ — ucosby)(u — k+ cos 91)]1/2‘

v(u) = —
On notera P ’ensemble des poles de f situés entre v et 'axe réel.

Théoréme des résidus

Nous allons changer le chemin d’intégration de I} = fR f en appliquant le théoréme des résidus,
sur un chemin & base du chemin de plus forte descente =y, en contournant les éventuelles singularités
de l'intégrande, ainsi qu’éventuellement des branches de coupe des racines carrées. On suppose que
~ ne passe par aucun pole de f.

Théoréme 6.9. Supposons 01 < 5 et kt > k™ cos . Alors :

L(z,y) = / f+2ni Z signe(Jz) Res (f; 2) .
gl

z€P



6.5. TERME DE TRANSMISSION 45

Théoréme 6.10. Supposons 01 < 5 et kt < k™ cosb,. Alors :
Biew) = [ £+ [(7 = FLOC+ 2mi Y signe(32) Res (£:2),
v v z€P

avec Y(u) := u+1i0(u),u = k= le chemin de plus forte descente passant par k~

1/2
(ko — ucosbq) [(u — kg cos 01)2 + (ko? — k+?) sin? 91]

- [(ko — wcos 1) + (u — ko cos 01)2 + 2 cos 0y (ko — wcos 0y ) (u — ko cos 61)]/2

ol ko := k™ cosfy ; A\~ a pour branches de coupe ¥ et son symétrique par rapport & l’origine ; enfin

f‘— (C) = lim 2—(¢ f(z)v f|+ (C) = lim z—( f(Z)

[2>39(Rz) F2<SY(R2)
Remarque. Un peu plus explicitement, f|_ (¢), resp. f|, (¢), peut se définir avec les formules de f(()

en remplacant A~ (¢) par AZ((), resp. AL (¢), détermination de Vdy/k=? — (2 a partie 1mag1na1re
négative, resp. positive. NB : On a AL (¢) = —AZ(().

Théoréme 6.11. Supposons 01 = 5. Alors :

(x,y) /f—|—27r1281gne YRes (f;2).

z€P

Approximation de ’ordre dominant

Nous effectuons une approximation de 1’ordre dominant pour les intégrales que nous avons
obtenues.

Théoréme 6.12 (Contribution du point selle). La contribution du point selle est :

C1 JETSING (6y (tya—ym) -2~ (C1)we) ikt |
N— 1—
/f @ e

PREUVE. — 1l s’agit de :

~ el7lh(c1) / —2 =
/, / 9(C) <<1>\/ TRV

O

Théoréme 6.13 (Contribution du point de branchement). Pour 6; < T et kt < k™ cosfy, la
contribution du point de branchement k= est de la forme :

_ —2_ 342
~ ﬁ (&%) ik~ (tya—y1+x1) e "2 b i
[er == (e 2)e —

3/2
B
ot les constantes sont déterminées dans la preuve.

PREUVE. — On a

(gl (1) = gl €] (1) = C <y2 L o2

aq

> eikf(ny—yl)\/? +o (\/?) 7

avec :
ap == AT (k7)) —ipTea(k7), (1 —ic (k

C’:—alh/ \/_1/ ’/
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6.5.3 Synthése

Nous avons calculé le terme [; par la méthode de plus forte descente. Le terme de transmission
Gltrans S'obtient par la relation Gipans = —ﬁ] 1. Dans le Tableau 6.2, nous récapitulons les résultats
que nous avons ainsi obtenus. En conclusion, la transmission est une superposition d’ondes provenant
des points critiques : point selle, poles situés entre le chemin de plus forte descente et ’axe réel, et
points de branchement dont la branche de coupe intersecte le chemin de plus forte descente.

6.6 Conclusion

Nous avons décomposé dans le chapitre précédent la fonction de Green effective du probléme (3.1)
a l’aide d’intégrales de Sommerfeld. Dans le demi-espace inférieur, la fonction de Green est la
superposition de deux termes que nous avions appelés terme source et terme de réflexion. Dans le
demi-espace supérieur, elle constitue un terme de transmission.

Nous avons réussi a identifier le terme source avec la fonction de Green d’'un espace de para-
métres ceux du milieu inférieur, en se ramenant, par un changement de variables, & une formule
de représentation de Sommerfeld connue. D’autre part, concernant les termes de réflexion et de
transmission, nous les avons calculés par la méthode de plus forte descente. Un changement d’inté-
gration contournant les singularités, et passant par le point selle, a permis d’exprimer ces intégrales
en fonction de contributions de points critiques : point selle, pdles et points de branchement.

Dans les perspectives, on pourrait tenter de mener une étude poussée sur les poles en fonction
des paramétres du probléeme. Celd pourrait permettre d’identifier plus facilement les phénoménes
qui apparaissent, et sous quelles hypotheses. Il peut étre notamment intéressant de considérer le cas
des poles réels, cas que nous avons exclu. L’expression générale de notre probléme annonce toutefois
la tache tres difficile.

6.A Etude d’une fonction auxiliaire

Nous étudions une fonction auxiliaire qui est utilisée pour le calcul des termes de réflexion et de
transmission. Les calculs de cette partie sont inspirés de [24].

Soient 6 € (=5, %) et k > 0. On pose
hio(C) =1 (g sin 6 + /&2 — (2 cos 9) , CeC, (6.1)

ol \/k? — (2 est donnée ou bien par la Figure 5.1, ou bien par la Figure 6.4. Dans cette section, on
note h := hy ¢ pour alléger les notations.

Lemme 6.14. On a

¢ . k2 cos 6

7\/mcose), h(C):_l(W—g?)\/m'

h'(¢) =i(sinf —

Lemme 6.15 (Point selle).
h'(¢) =0 <= ( = ksinf.

PREUVE. —
= : Supposons h'(¢) = 0. Par surjectivité de sin (comme fonction complexe), il existe o € C
tel que ¢ = ksina. Alors \/k2 — (2 = +kcosa et h'(¢) = 0 équivaut donc & tan o = + tan 6.
On a donc @ = +60 [r]. En particulier ( € R. La détermination choisie pour /k? — (2
étant alors dans le premier quadrant, on a \/k% — (2 = kcosf. h'(¢) = 0 conduit alors a
sina = sinf, d’ol c.q.f.d.
<= : Evident.



<7
6y > 1 b1< 3
kT > k™ cosb; ‘ kT < k™ cos b,
Plus forte descente
Contributions :
e Point selle (5 :
Plus ‘fort‘e de‘scente B LT<C1)k+ Sineei(ﬁ (tyr—y1)—A— (C)w2)
Contributions : A (Q)
e Point selle (; :
(1= i)
. . kT |x
_ Lwei(ﬁ(wz—yﬂ—)\f(ﬁ)yz) ]
A A (C1) e Pdles z de g situés entre l'axe réel et le chemin
7r N i :
Se ramene . (1 —i)el "Il de plus forte descente
ath <3

e Poles z de g situés entre ’axe réel et le chemin
de plus forte descente :

1 T
3 Z signe(S3z) Res <)\—_, z)

o el(Z(tr2—y1)~A" (2)u2) glal(2)

1 . T
3 ZZ: signe(S3z) Res <)\—_, z)
% el(z(ty2—y1) =2~ (2)y2) o|z[h(2)

e Point de branchement £~ :

2 (03]
=

’$|3/2

TAB. 6.2: Synthése du calcul de Girans. Le résultat est la somme des contributions des points critiques.

HYIVIIIXNV NOLLONOA V9
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Remarque. Le point selle s’interpréte comme le point critique de R(h) le long des courbes de niveau
de %(h) n

Lemme 6.16 (Courbes de niveau de Sh). (i) Supposons
Sh(C) = ko, Sh(Co)- (6.2)
ot ko := Sh({o) avec (o quelconque. Notons u := R(, v := J(. Supposons uv # 0. Alors

(ko — usin®) [(u — kosin8)? + (ko® — k?) cos? 4] 12

v== .
[(ko — usin§)? + (u — ko sin6)2 + 2sin (ko — usin 0)(u — ko sin 6)]"/2

(6.3)

(ii) Soit une courbe lisse y(u) = u + iv(u),u € R avec v(u) vérifiant (6.3), o ko € R*. Alors
est une courbe de niveau de Sh : Sh(y(u)) = ko.

(15i) Siv(u) vérifie (6.3), alors
dv (u — kosin®) [(ko — usin#)? — v? cos® ] v vsiné
du (ko — usin®)? [(u — kosin0)2 + (ko? — k2) cos20] ko — using’

PREUVE. —
(i) Notons « := §R2\/k:2 — (2 et B = 3Vk?— (2 L'égalité (6.2) prouve o = Eo=sinb Tyaygre
part, \/k? — (2" = k% — (? équivaut & o® — 5% + 2ia8 = k? — u? + v — 2iuv, i.e. :

aff = —uv, k?—u?+0*=0a®-p5%
_ _uwv _ _ _ucosf :
Alors comme uv # 0, a # 0, donc on a 3 = — =% = Toareing Vs PUis

v? [(ko — usin 0)? + (ucos 0)2] cos® 0 = (u® — k?) cos® 0 + (kg — usin6)?,
d’ou c.q.f.d.

(ii) Posons f(u) := _kou—czf:iiev(u)’ et a(u) := —%v((j)) = ko;;‘ssging (on prolonge par continuité £,

resp. a, en kg — usinf = 0, resp. f(u) = 0). Comme :

o (a(u) +iB(u))? = k% — y(u)? pour kg — usinf # 0 et B(u) # 0;

e les signes de a(u) et B(u) sont identiques aux signes des parties réelles et imaginaires de
VE? = (u)?;

e « +if est continue;

alors \/k? — v(u)? = a(u) + i3(u). Finalement,

Sh(y(u)) = usind + a(u) cos 0 = k.
O

Lemme 6.17. On se donne une courbe (suffisamment lisse) de niveau de Sh de type précédent
v(u) = u + iv(u) avec v(u) vérifiant (6.3), et ko € R*. Si le point selle ksin@ appartient a cette
courbe, on le note (y = ug. Sinon, (o = ug est un point de cette courbe supposé sur l’axe réel :
v(up) = 0. Alors Rh atteint un maximum le long de y en (o si, et seulement si, v(u) est choisi dans

, st u < u,
(6.3) avec le signe : {+ 0

—, St u > ug.
PREUVE. — La fonction (réelle) u — h(vy(u)) — h((p) s’annule en u = uy, et sa dérivée ne s’annule
pas sur u < ug, ni sur u > ug. Par conséquent cette fonction est de signe constant sur u < ug et sur

u > ug. 11 suffit alors de regarder le comportement & l'infini de cette fonction pour en déduire son
signe. On peut enfin montrer que

% cos 0

h(y(uw)) — h(¢o) = —v(u) |sinf —

~ +Cu, avec C constante > 0,

ko —usinf

d’ou c.q.f.d. O
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Remarque. Le cas échéant, v est alors la courbe de niveau de (h) passant par le point (y et sur
laquelle R(h) atteint un maximum en (y. En chaque point de cette courbe, la décroissance est
maximale, d’otl son nom de « chemin de plus forte descente ». "

Lemme 6.18. On note (y = ksin@ le point selle.

(i) On a .
_ " _ —1
h(¢o) =ik, h"(o) = Teosld’
(i) Si v vérifie (6.3) avec ko = k, alors en u = (p,
@ ==1.
duf,_
u=(o

6.B Au sujet des poéles

Contrairement au cas classique étudié dans [24], nos coefficients de transmission et de réflexion
ont éventuellement des poles. Nous rappelons que nous avons supposé qu’ils sont simples et non
réels. Nous présentons ici quelques remarques a leur sujet : calcul numérique, calcul de leur résidu
et vérification des hypothéses.

Calcul des poéles

La recherche de ces poles passe par la résolution de I’équation
D(¢) = 0.

Nous avons vu au chapitre 5, que cette équation peut se ramener la recherche des racines d’un
polynémes de degré (au plus) 8. Un autre moyen de procéder est de remarquer que si D(¢) = 0, alors
le triplet (Xo, Yo, Zo) = ((,AT(¢),A7(¢)) est une solution du systéme d’équations polyndmiales (de
degré deux et a trois variables) :

(1—iC)utZ +Y —iptCy =0,
Y2 - (kt? — X?) =0,
Z2 —d(k—* - X?) =0,

ou l'on a posé Cp := Y1 X + Y, (s := g011X2 + (@12 + (,021)XY + 9022Y2 — 3. Dans notre code,
nous déterminons numériquement l’ensemble {(X;,Y;, Z;)} des solutions de ce systéme d’équations
polynémiales avec Maple dont on se sert comme une boite noire.
Les poles de /\l, sont les X; qui n’appartiennent pas aux branches de coupe des racines carrées
et qui annulent D. Par ailleurs, les poles de /\ﬂ, sont les poles de /\l, qui n’annulent pas 1 — ic;.
Une fois les poles obtenus, on dispose d’un autre moyen simple de vérification qu’ils sont réels :
il suffit de tester la nullité de leur partie imaginaire.

Résidus
L’hypothése de multiplicité simple signifie que si z est un péle de )\l,, alors ( — (¢ — 2) )\T,((Cg
est bornée au voisinage de z. Sous cette hypothése, le résidu de )\l, en un pdle z, noté Res ()\l,, z

vérifie
(¢— z)& C—> Res <>\£_;z> .
e

Numériquement, pour valider cette hypothése , nous vérifions que ‘(5 )\T,(étfg)‘ < M, ot M > 0 est

~— —|

un grand parameétre, et § est un complexe de petit module. Le cas échéant, alors le résidu est :

o (F) -4 (R 1)
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Enfin, le résidu d’un péle z de /\ﬂ, est
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Chapitre

Probléeme modéle d’objet dissimulé

7.1 Introduction

Nous nous intéressons & un probléme modéle d’objet dissimulé. On étudie le probléme d’une
inclusion enfouie dans le modéle fluctuant (3.1) présenté dans le chapitre 3. Ce probléme constitue
un modéle de tumeur dans le derme dans le contexte médical, ou un modeéle d’objet dans une tenue
de camouflage dans le contexte militaire. Le milieu étudié dans les chapitres précédents constitue
désormais le milieu de fond. Quant & ’inclusion, on ’appelle aussi objet, ou anomalie, en référence
aux applications. En supposant que ’objet est suffisamment grand par rapport aux inhomogénéités
du milieu et qu’il est suffisamment en profondeur par rapport a la taille de la couche, alors ’analyse
asymptotique effectuée dans le chapitre 4 est encore valable et permet de remplacer le probléme de
fond par le milieu effectif (4.2), que 1'on appellera encore milieu de fond. En particulier, la solution
et la fonction de Green de ce milieu de fond ont été calculées dans les chapitres précédents.

D’une maniére générale, 'ajout d’une inclusion dans un milieu perturbe la propagation des
ondes. Une maniére usuelle d’appréhender un tel probléme est la méthode des équations intégrales
[32, 7]. La perturbation engendrée, dite onde diffractée, est une onde qui se propage dans le milieu
de fond. Elle s’exprime & 1’aide d’un opérateur de convolution sur le bord de ’anomalie, de noyau
la fonction de Green du milieu de fond. Quant & I’onde qui se propage a l'intérieur de l'inclusion,
on I’écrit par convolution avec le noyau de Green de ’anomalie. Celd fournit une représentation
intégrale, dite simple couche, en fonction des fonctions de Green et de la solution de fond. Cette
représentation dépend de fonctions définies sur le bord de ’anomalie, déterminées par les conditions
de transmission, sous la forme d’un systéme d’équations intégrales. Celui-ci peut étre écrit sous
forme variationnelle, puis résolu numériquement par la méthode des éléments finis de frontiére [2].
Cette derniére conduit & un systéme linéaire plein & inverser. Les éléments de la matrice sont des
intégrales a base de fonctions de Green; le second membre contient des intégrales & base la solution
de fond. Cela nécessite donc ’emploi de formules de quadrature, avec une attention particuliére sur
les singularités des fonctions de Green [27].

Ce chapitre s’organise de la fagon suivante. Aprés avoir formulé mathématiquement le probléme,
nous présentons la formule de représentation intégrale simple couche ainsi qu'une formulation varia-
tionnelle du systéme d’équations intégrales sous-jacent. Ensuite, nous présentons quelques méthodes
d’évaluation d’intégrales; I’accent est mis sur les singularités des fonctions de Green que 1’on isole
pour en obtenir des intégrales exactes. Enfin, nous concluons par la résolution par la méthode des
éléments finis de frontiére.

51
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7.2 Probléme posé

Au chapitre 4, nous avons transformé le probléme modéle (3.1) en le probléme effectif (4.2) :

iAU +w?e, U =0, dans 27,
V- AVU + w?e*U =0, dans 2,
[U] = &o- VU1, sur 7o,

2
1 _(9). el ) Oy Ul
s Ol Q) AVUH)_gG% O VUL, + G0\ (a2 = 22 )0

3
+w? <€C1 - 5+%) Gg ) U|,YO+ ,  sur 7,

+condition de radiation.

On ajoute une inclusion (anomalie ou objet) D C 2~ dans la peau. D est de permittivité
ep > 0 et de perméablité up > 0. On suppose que D est suffisamment en profondeur par rapport &
la taille de la couche, et que D est grande devant les inhomogénéités du milieu inférieur. Sous ces
hypothéses, I’analyse asymptotique permet, au moins formellement, de remplacer le milieu de fond
par le milieu effectif précédent. Ainsi, il s’agit de résoudre :

iAu +w?eiu=0, dans 27,
V- ApVu+ w?ehu =0, dans 7_,
[u] = & - Vul 1, sur o,
0 1
Al = (1) 4wl =6 an(val,| y
(2) 89%2:(:1“‘ + 1)
+Gi7 +2 2VO
(_k _amlg)uL{Jﬁ
+w? (»sd - e+%) G?) uls |, sur o,
+condition de radiation,

ot 'on a posé Ap(z) :== All,—\ p(2) + -

7.3 Représentation intégrale

7.3.1 Introduction

A l’aide des potentiels simple couche des fonctions de Green, nous pouvons obtenir une formule
de représentation intégrale de la fonction u. u s’exprime ainsi & 1’aide de fonctions solutions d’un
systéme d’équations intégrales dont nous donnerons une formulation faible.

7.3.2 Représentation intégrale
On note G la fonction de Green du milieu de fond, et Gp la fonction de Green sortante dans un

milieu de nombre d’onde kp := w\/Epup :

i
Gpla,y) == —<Hy (kple—yl), .y e R

Les potentiels simple couche associés & G et Gp, appliqués en la fonction ¢, sont respectivement :

Sp(z) = | G(z,9)p(y)do(y), Spe(x):= [ Gplz,y)ey)do(y).
oD oD
Pour x € 0D, v, désigne la normale unitaire extérieure & D en z, et on pose :
Oy, * (x,y) :=Vyx(x,y) - Vg, Opx|y (x) :=limy_ g+ V * (x + tv,) - v, (lorsque la limite existe),
Ouu x (x,y) = VvEAV, * (2,y), 0Oy, *|, (z) :=lim, g+ v AV * (z + tv,) (lorsque la limite existe).
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Enfin, on définit les opérateurs suivants :

K*o(x) :=/ Gz, y)p(y)do(y), Kpe(r) :=/ 0y, Gp(z,y)p(y)do(y).
oD oD

On dispose des formules de saut suivantes [7] :

Lemme 7.1.

1 . 1
Ova(SP)le =250+ K0, 0,(Spe)ly = £5

Le théoréme suivant [11] est d’une importance capitale. Il exprime la solution u du probléme
avec anomalie comme une perturbation de la solution U du probléme de fond (sans anomalie). La
perturbation engendrée est une convolution & noyau de Green. Le milieu de fond intervient & travers
la solution U et la fonction de Green G. Les conditions de transmission au travers la fontiére 0D
sont portées par les fonctions que 1’on convole.

v+ Kpe.

Théoréme 7.2 (Représentation intégrale). u posséde la représentation intégrale :

_JU+S¢  dans 27U (27 \ D),
B Spp dans D,

ot le couple (p,) € L2(0D) x L*(OD) est l'unique solution du systéme d’équations intégrales :

[i(—?i Kp) —(%_f k) ] m N {a,,ZU}’ sur 0D,

o
ot 9, U(x) = vl AVU (x).

Ayant effectué le calcul de U et G dans les chapitres 5 et 6, il ne reste qu’a résoudre le systéme
d’équations intégrales, dont nous allons donner une formulation variationnelle pour le numérique.

7.3.3 Formulation variationnelle

On définit les espaces de Sobolev HY/2(dD) et H~Y/2(dD) comme classiquement : H'/2(9D)
est Despace des traces sur 0D des fonctions de H'(D) (L?(D) a gradient L?), et H~/2(0D) est
le dual de H'/2 (D). La version variationnelle du systéme d’équations intégrales est donnée par le
théoréme suivant.

Théoréme 7.3 (Formulation variationnelle). La formulation variationnelle du systéme d’équations
intégrales est : trowver (p,v) € H-Y2(0D) x H-Y2(dD) tel que

pour tout (v,w) € H-1/2(0D) x H'/?(9D) :
(Spy,v) — (Sp,v) = (U,v),
(i (- E+ KD @) w) (3 +K)(9) w) = (D40, w).

Cette formulation est celle que nous emploierons pour le numérique, aprés avoir discrétisé les
espaces fonctionnels, et choisi un ensemble de couples de fonctions tests (v, w).

7.4 Calcul numérique d’intégrales

7.4.1 Introduction

La méthode de résolution de notre probléme nécessite I’évaluation d’intégrales. Nous allons
expliciter ici les méthodes employées.

Les intégrales des fonctions non singuliéres sont évaluées par des formules de quadrature que
nous rappelons. Les fonctions de Green présentant des singularités, elles nécessitent une attention
particuliére et certains résultats techniques que nous présentons. Enfin, nous présentons un moyen
de calcul de quelques intégrales & base des fonctions de Green G et Gp.
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7.4.2 Formules de quadrature

Nous présentons ici la maniére dont nous calculerons numériquement les intégrales de fonc-
tions non singuliéres. Plus précisément, nous donnons des formules de quadrature pour certaines
intégrales, et nous indiquons comment les intégrales que nous rencontrerons s’y raménent.

Nous calculons numériquement nos intégrales par quadrature de Gauss & deux points.

Lemme 7.4. Soient f :[0,1] — C et §: [0,1] x [0,1] — C non singuliéres. Soient xq := ! 5
VIS ”21/3 Alors

et x1 :=
[ Faras } [Fan) + Fan)].
/ / (t,s)dsdt ~ [ (w0, o) + G(x0,21) + §(x1,20) + g(21,21)] -

Lemme 7.5. Soient a # b et ¢ # d dans R*. Soient f : [a,b] — C et g : [a,b] X [¢,d] — C non
singulieres. Soit f(t) := f((1 —t)a +tb) et g(t,s) := g((1 —t)a + tb,(1 — s)c + sd). Alors f et g
satisfont les hypothéses du lemme 7.4, et

1 1.
fxdax:/ftdt
i )., f@dee) = |7
(z,y)do(y)do(x // (t,s)dsdt.
\b—a||d—c\/[ab/[cd

Toutes les intégrales de fonctions non singuliéres que nous rencontreront se calculeront numéri-
quement par utilisation successive des Lemmes 7.5 et 7.4. La formule de quadrature sera précise en
pratique, car les segments d’intégration [a, b] et [c, d] seront de petite longueur.

7.4.3 Résultats préliminaires

Soient k > 0, et

i 1 ik 1 r—=y
Gula,y) = =7 H (klo =y, VaGala,y) = TH (sl —y))—2r, @,y € R
4 4 |z =y
. . .. . . ) cosf) —sind
Notation. Si 0 € R, Ry désigne la matrice de rotation d’angle 6 : Ry = | . "
sinf  cosf
Notations. Si a # b € R?, 7, = ‘g:g‘ est un vecteur unitaire tangent au segment [a,b], et
Vaob = Ry /o (“;—:Ig‘) est une normale unitaire au segment [a, b]. .

Notations. Soient a # b et ¢ # d dans R? tels que les segments [a,b] et [c,d] soient disjoints sils
n’ont aucune extrémité en commun. Soit ¥ € R%. On note

I.(a,b,c,d) = ———— G(x,y)do(y)do(x),
( ) b a[ld—d Jus Ja (z,y)do(y)do(z)
Jx(a,b,c,d,v) = ——— 0,Gy(x,y)do(y)do(x),
( ) b—alld—c| Jjap Jiea (:9)do(y)do(z)
ot 0,Gu(z,y) = V,Gu(x,y) - v. .
Notation. Soient x et ¢ # d dans R?. On pose
1
Ki(z,¢,d) = Gr(z,y)do(y).
‘d_ C’ [e,d]

Notre objectif est de calculer des intégrales de type Ix(a,b,c,d), Je(a,b,c,d,v) ou K(z,c,d),
en distinguant naturellement les cas ol l'intégrande est singulier des cas ou il est non singulier.
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Cas régulier

Dans le cas ou les segments [a, b] et [c,d]| sont disjoints, I (a,b,c,d) et Jy(a,b,c,d,v) sont des
intégrales de fonctions non singuliéres, et s’évaluent donc par quadrature. De méme, dans le cas ol
x ¢ [c,d], K;(z,c,d) est une intégrale d’une fonction non singuliére, et s’évalue donc par quadrature.

Proposition 7.6. Soient a # b et ¢ # d dans R? tels que les segments [a,b] et [c,d] soient disjoints.
Alors I;(a,b,c,d) et Ji(a,b,c,d,v) s’évaluent selon la sous-section 7.4.2.

Proposition 7.7. Soient ¢ # d dans R? et x ¢ [c,d]. Alors K.(x,c,d) s’évalue selon la sous-
section 7.4.2.

Cas singulier

Dans le cas ou les segments [a, b] et [c, d] sont adjacents ou égaux, I(a,b,c,d) et Ji(a,b,c,d,v)
sont des intégrales de fonctions singuliéres. De méme, si « € [c,d], K (x, ¢,d) est une intégrale d’une
fonction singuliére. Pour évaluer ces intégrales, on va décomposer l'intégrande en une partie réguliére,
et une partie contenant la singularité; 'intégrale de la partie réguliére est évaluée par quadrature,
quant a la partie singuliére, on utilise une formule exacte, avant d’effectuer une quadrature si
nécessaire.

G}, admet la décomposition suivante [12] :

Lemme 7.8. Pour x et y proches,

1
Gul(z,y) ~ 3 log [z — y| + o(|z — yl),

ol

L (log 4y —log2) — - — 1
2T O f Y T R08 4 427

o(r) == <log(/w) —(y—log2 — % — 1)> (m‘)z.

La partie en % log est la partie singuliére, la partie en ¢ est la partie non singuliére.

Comme dans [27], la formule exacte que nous utilisons pour évaluer l'intégrale de la partie
singuliére provient de [16] :

Lemme 7.9. Soient x et ¢ # d dans R?. Alors on a :

2 foale) : = / log [z — | do(y)

)

=(d—x) -1log|ld—z|—(c—z) -Tloglc— x| — |d—c| + B|(c — x) - n|

avec T : |d Q= Rrj2(T), et B(x) := arccos % € [0, 7] (pour x € {c,d}, on emploie la
convention 0log0 =0 et B(z) =0).
fe,a se calcule explicitement et est non singuliére.

Une conséquence des Lemmes 7.8 et 7.9 est un moyen de calcul de K,; et I,; dans le cas singulier,
pourvu que les segments d’intégration soient de petite longueur.

Proposition 7.10. Soient c,d dans R? tels que c # d, [c,d)] est petite longueur et = € [c,d]. Alors

KH(I'? C? d)

T ed@ e(|z —yl)do(y).

Le premier terme se calcule explicitement ; quant au second, il peut étre évalué numériqguement selon
la sous-section 7.4.2.

Id—CI
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Proposition 7.11. Soient a # b et c # d dans R? tels que les segments [a, b] et [c, d] soient adjacents
ou égaux, et de petite longueur. Alors

1 1
h@ﬁmd%~Ej;ﬂ;;iéﬂléﬁﬂw—wﬂdwwﬂ) w_a|hbu_dﬁﬂ) o(z).

Les deuz termes sont €valués selon la sous-section 7.4.2.

Lemme 7.12. Soit a # b dans R%. On a pour x et y proches :

1 _
VoGl y) = z Y

e —glle—y UG

avec
2

—Y 1

K im
y| 1 on —2(7—log2—5—1)+210g(/<c\a:—y]) (x —y).

Le premier terme est la partie singuliére de V.G (x,y), le second en est la partie non singuliére.

Comme dans [27], nous allons nous aider d’une formule exacte issue de [16] pour l'intégrale de
la partie singuliére de 9, G,

Lemme 7.13. Soient x et a # b dans R2. Alors

1 T —y
Gap(T) 1 = — - Vaopdo(y
R W e R
B(x)

= T or signe((a — ) - Va—p)

avec ((x) := arccos (b=o)la=z) o [0,7] (ou :=0 six € {a,b}).

[b—z|la—z]| ] )
Ja,p Se calcule explicitement et est non singuliére.

Par ailleurs, un simple calcul d’intégrale montre :

Lemme 7.14. Soient z,a,b € R? deuz & deuz distincts. Alors

1 T —
hap(z) : = —/[ Y *Ta—bdo(y)

ap) 27 [T =yl |z —y]

1 |x—a|
%=

hap est singuliére.

Lemme 7.15. Soient a # b et ¢ # d dans R%. Alors

Va—)do*ydow:/ Gap(x)do(z),
/ab]/cdl%ll‘—yllw—yl vdo(y)do(e) le.d] pe)dal)

S o By st ) = [ haafe)ioe) = feal) = fealo)

On déduit des précédents Lemmes un moyen de calcul de J, dans le cas singulier :

Proposition 7.16. Soient a # b et c # d dans R? tels que les segments [a, b] et [c, d] soient adjacents
ou €gauz, et de petite longueur. Soit v = v1Vq_p + VaTe—p. Alors

JK(CL?ba ¢, d7 V) ~ |b _ (l| |d— C| /[a,b] /[c,d} 2 (|$ y’) |$‘ . y| VdO'(y)dO'(!L‘)

1 1 fcd(b) - fcd(a)
" d ) ) i
T d] g o= a e o) v

Les intégrales se calculent selon la sous-section 7.4.2, fcq(-) se calcule explicitement par Lemme 7.9.



7.4. CALCUL NUMERIQUE D’INTEGRALES 57

7.4.4 Fonction de Green de ’anomalie

On a Gp = G},,. Nous avons donc a notre disposition un moyen de calculs de difffentes intégrales
faisant intervenir Gp.

7.4.5 Fonction de Green du milieu de fond

Pour y € 27, nous avons obtenu G(-,y) sous la forme :

G(IL‘ ) . Gtrans(xvy)v To > 07
Y Gsour(l‘ﬂ/) + Greﬂ(l'ay)» z2 < 0.

Nous allons donner un moyen de calcul de différentes intégrales faisant intervenir G & ’aide
de cette décomposition. Les intégrales du terme de transmission Gipans €t du terme de réflexion
Greft seront calculées par quadrature, Girans €t Greg ayant été approximeées par des fonctions non
singuliéres. Les intégrales du terme source Gsour(x,y) = ﬁka(.A*x,A*y) se raménent quant a
elles & des intégrales étudiées précédemment.

Notations. Soient a # b et ¢ # d dans 2~ tels que les segments [a,b] et [c,d] soient disjoints s’ils
n’ont aucune extrémité en commun. Soit ¥ € R%. On note

1
I = -
(a/7 b7 C’ d) |b _ a| |d _ C| /[Ya’b} [C’d} G(IE7 y)da(y)d0($)7

1
J(a,b,c,d,v) i = ————— 0,G(z,y)do(y)do(x),
( ) b alld—d Jus Joa (z,y)do(y)do(z)
ot 0,G(z,y) = V,G(x,y) - v. .
Notation. Soient = € R? et ¢ # d dans 2. On pose
1
K(IL’, ) d) =TT G(IL’, y)do(y)
|d—c| Jicq

u
Par un changement de variable, on montre la proposition et le lemme suivants (§ = A*y pour
la proposition et (z,7) = (A*z, A*y) pour le lemme) :

Proposition 7.17. Soient x € 9~ et ¢ # d dans 9~ . Alors

K(x,c,d) = %Kk(A*x,A*c, A*d) +

le deuziéme terme étant évalué selon la sous-section 7.4.2.

Lemme 7.18. Soient a # b et c # d dans 2~. Alors :

Greﬂx7ydaya
T Juo (z,y)do(y)

1
—_— / G- (A" z, A*y)do(y)do(x) = I},- (A%a, A*b, A%c, A*d);
1b—alld—c| Jiap Jic,a

_
1b—al|d—c| Jiap Jic,a
ot v € R? et 0,Gj— (A*z, A'y) = (V.Gpp- ) (A x, A*y) - A*v.

Proposition 7.19. Soient a # b et ¢ # d dans 2~ tels que les segments [a,b] et [c,d] soient
disjoints s’ils n’ont aucune extrémité en commun. Soit v € R2. Alors

8,Gy- (A*z, A*y)do(y)do(z) = Jp (Aa, A, A*c, A*d, A*V),

1 1
I — _I _ * * * * -
(ab,0,d) = by (A", A, A, A*d) - i /W Gl )do (o (o)

1
Vd

les intégrales étant évalués selon la sous-section 7.4.2.

1
J(a,b,e,d,v) = Ji- (A*a, A*b, A*c, A d, A*l/)—{——/ 0y, Grei(z,y)do(y)do (),
b —alld —c| Jiap Jic.q
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Proposition 7.20. Soient v € 97 et ¢ # d dans 9. Alors

1

K(z,c,d) = —\d— d o

Gtrans (.CC, y)dO’(y) 9

est évalué selon la sous-section 7.4.2.

7.5 Eléments finis de frontiére

7.5.1 Introduction

La formule de représentation intégrale conduit & un méthode numérique de résolution du pro-
bléme. En effet, elle repose sur un systéme d’équations intégrales que nous avons écrit sous forme
variationnelle. Cette formulation se préte au numérique, par la méthode dite des éléments finis de
frontiére.

En discrétisant le bord de 'anomalie et les espaces fonctionnels, le systéme intégral conduit a
un systéme linéaire que nous allons présenter. Il est plein, et les élements qui le composent sont a
base d’intégrales dont nous avons présentées une méthode d’évalutation.

7.5.2 Discrétisation

On se donne un entier N suffisamment grand. On approche la frontiére D par le polygone
ODY := (x¢,...,2N_1), ol T; := y(27i/N).

N

Pour ! une fonction sur le bord discrétisé DY, on note

sV (2):= [ Gla.y)a(y)doly), Sha™(z)= [ Gpla,y)a® (y)da(y),
ODN 9DN
K0 @)= [ 06t o), K@) = [ 0yGolw e (o),
opN A DN "
avec VY 1= vy, g, POUT T €]2;, Tig1], Oyn * (2,y) 1= Vi * (z,y) - vl et anX «(x,y) == Vy*(z,y) -

T, N
Atvt

Nous discrétisons par interpolation Py. On travaille ainsi dans l’espace des fonctions v telles que
pour tout 7, U|}xi 2i,4] €St constant. Une base de cet espace est (P, := mﬂm,mﬂ[)ogig\pl. On

approche ainsi ¢ et 1) respectivement par ¢V et 4V, écrits sous la forme :

N-1 N-1
N =i et N =Y P,
i=0

=0

ol les constantes y; et 1; sont les inconnues.

7.5.3 Systéme linéaire

Le probléme variationnel, écrit sur ’espace discrétisé, est le systéme linéaire :

I

(1]

= F, (7.2)

ou

1. l'inconnue est
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2. la matrice du systéme est constituée de matrices N x N, &, &, O et #, dont les éléments
d’indice (j,4) (j est I'indice de ligne, i est I'indice de colonne) sont respectivement :

*]z = - <SNP)27P]> = _I(:Cj7xj+17xi7xi+l)7

Oji = (SN P Py) = Ly (4, 041, T Tig1),

V= (5P + (KR )

1 T
= — <méz] + J(acj,a;jJrl,xi,le,A ij—>:(:j+1)> 5
1 1 N
= — (—5 (P.P)+ (KSR Py)
1155) 2
1 1 0ij + Jrp ( )
= — | ———0;; T3y L1y Xiy Xijaly Vs s ,
1D 2 |5L'i+1 — l‘2| 1] kp\Lg, Lj+1, Loy Lit1, Vrj—xj4q
ol d;; est le symbole de Kronecker ;
3. le second membre est
(U, P,

e (<8'4T”””ﬁ%+1U’Pj>)j 7

N _ T
oll Oyr +1U =VU - A'vg,p, -

Vg . .
Ty

Les éléments de la matrice du systéme se calculent donc & partir de ce que ’on a fait dans la
section 7.4. Le second membre est quant & lui constitué d’intégrales non singuliéres :

(v.P,) e oy U)o (),

= Tzjp—a]
N 1
<6ATV“J‘jHIj+1U’P]> T mi sl f[%ﬁjﬂ} 8ATszH1j+1U($)dU($)
que 'on calcule donc selon la sous-section 7.4.2.

Nous résolvons, ce systéme linéaire (plein), par exemple, par la méthode du pivot de Gauss.

7.5.4 Solution

La solution u est obtenue au final grace & la représentation intégrale :

Ve e 27 U(2-\D), u(z)=U(x)+SNeY(x)
N-1

~U(z) + Z 0iK (2, T3, Tit1),
i=0

et

Ve e D, wu(x)~SNyN(x)
N-1

~ Z ViKp (T, T4, Tit1).

1=0

Les ; et les ¢; proviennent de la résolution du systéme (7.2), et les K et K}, se calculent selon la
section 7.4.

Remarque. Numériquement, en identifiant les points & des complexes, pour tester si un point x est
a 'intérieur du polygone (xo,...,zy_1), on calcule I'indice de Cauchy [37] du point par rapport au
polygone : Z£i61 arg((zi+1 — x)/(z; — x)), on angle arg(x;+1 — x)/(z; — z) est dans (—m, 7). On
trouve 0 si et seulement si le point est & ’extérieur du polygone. "
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7.6 Conclusion

Nous avons étudié un probléme d’inclusion enfouie dans notre modéle de milieu fluctuant avec
une couche rugueuse. En supposant que l'inclusion est suffisamment grosse et suffisamment en
profondeur, nous avons approché le milieu de fond par le milieu effectif précédemment formulé
et étudié. La solution du probléme peut alors étre formulée sous forme de représentation intégrale
simple couche, & partir de la solution et de la fonction de Green du probléme de fond (effectif). Cette
formule fait intervenir un couple de fonctions, solution d’un systéme d’équations intégrales. Formulé
variationnellement, puis discrétisé par la méthode des éléments finis de frontiére, ce systéme conduit
4 un systéme linéaire plein, dont les éléments sont des intégrales. Pour calculer ce systéme, nous avons
présenté des formules de quadrature pour évaluer les intégrales réguliéres; nous avons également
isolé les singularités des fonctions de Green pour en fournir des intégrales exactes. L’'inversion du
systéme et la formule de décomposition intégrale permettent in fine de remonter a la solution.



Chapitre

Résultats numériques

8.1 Introduction

Nous avons implémenté la résolution numérique d’un probléme modéle de peau, dans un pro-
gramme orienté objet, en C++. Nous référons & I’annexe A pour plus de détails sur la structure du
code.

Un milieu effectif est tout d’abord obtenu par analyse asymptotique. Les problémes de cellule en
jeu sont résolus par éléments finis, via 'appel & des programmes externes, que nous avons écrits en
Freefem++. La solution dans ce milieu effectif est alors explicite. Quant a la fonction de Green, elle
est calculée par la méthode de plus forte de descente. Les poles de la fonction spectrale sont calculés
par résolution d’un systéme polynémial, par un programme externe Maple que nous avons développé.
Enfin, la solution du probléme avec une anomalie, est obtenue par représentation intégrale, aprés
résolution d’un systéme d’équations intégrales par éléments finis de frontiére. Nous avons ici tout
écrit en C++.

A titre d’illustration, nous présentons quelques résultats que nous avons obtenus sur un test.
Nous montrons tout d’abord la solution des problémes de cellule. Puis, nous montrons la solution
effective du probléme, ainsi que la fonction de Green associée. Enfin, nous montrons ’onde diffractée
ainsi que 'onde totale, dans le cas oul un objet est enfoui dans le milieu.

8.2 Tests

8.2.1 Entrées

Les paramétres sont fixés comme suit. Pour le probléme de fond, la pulsation est w = 1, 'angle de
I’onde incidente est # = —0.5. Dans le milieu supérieur, la permittivité est e, = 0.1, la perméabilité
est py = 0.1. La couche rugueuse est {0 < z2 < £f(z1/€)}, avec f(t) = cos(2mt + 1)/4 + 0.7,
et £ = 5; sa permittivité est e = 2, et sa perméabilité est uqg = 1. Pour le milieu inférieur, la
cellule de référence est Y = (0,1.2) x (0, 1), de permittivité ¢ = 0.32, et perméabilité p = 0.32. La
cellule Y contient un B il s’agit d’une ellipse d’axes a = 0.2 et b = 0.5, tournée de § = 0.8, de
centre (0.5,0.5), discrétisée en 100 points. Sa permittivité est ep = 2, sa perméabilité est up = 3.
Dans ce modéle de fond périodique, on ajoute une étoile D & 5 branches, de rayon de 1'ordre de 40,
discrétisée en N = 50 points, de permittivité ep = 0.5, et de perméabilité up = 0.5.

8.2.2 Analyse asymptotique

Les solutions x; et xs des problémes de cellule de I’homogénéisation, ainsi que la solution
Uy = (¥}, ¥2) du probléme de cellule de la couche sont représentées sur la Figure 8.1. Ces solutions
permettent de calculer les divers paramétres effectifs. Ainsi, ’homogénéisation du milieu inférieur
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FiG. 8.1: Solutions des problémes de cellule pour obtenir le milieu effectif. De la gauche vers la
droite, on lit les solutions x1 et x2 des problémes de cellule de I’homogénéisation, puis les solutions
WUl et U2 des problémes de cellule de la couche.

conduit aux paramétres effectifs :

. [ 1938 —0.2837 .
AT=1_gos37 1990 |2 ¢ =075%,

et les conditions de transmission sont obtenues en fonction des coefficients :
o = (—1.192¢ — 05,5.303), G = (0.9965, —3.402¢ — 05), G\¥ = (0,-6.300), G\¥ = 0.700.

Ces solutions éléments finis sont trés réguliéres et des trés bonnes approximations. Concernant
I’homogénéisation, on observe bien la périodicité : la trace sur un bord coincide avec la trace sur
le bord opposé. Quant & la couche, on observe bien la décroissance exponentielle de la solution.
Concluons, en rappelant 'intérét de ’analyse asymptotique : elle transforme quasi-instantanément
le probléme initial insoluble, méme numériquement, en un probléme effectif beaucoup plus facile,
tant sur le plan théorique que numérique.

8.2.3 Probléme effectif

On g’intéresse au probléme effectif issu de ’étape d’analyse asymptotique. On représente sa
solution U et ses composantes sur la Figure 8.2. On représente sa fonction de Green G pour le point
source y(0,—50) sur la Figure 8.3. Les termes de réflexion et de transmission de la solution sont
des ondes planes. Concernant la fonction de Green, sa partie source décroit en s’éloignant du point
source, et ses lignes de niveau sont des ellipses par anisotropie. Sa part de réflexion s’apparente a
une onde provenant de l'interface, avec deux directions de réflexion privilégiées; quant au terme de
transmission, il s’apparente & une onde sphérique en provenance de l'interface, s’atténuant le long
de l'interface.

8.2.4 Probléme avec objet dissimulé

Nous représentons désormais la solution du probléme d’une anomalie dans le milieu effectif. On
représente la partie diffractée u — U de la solution sur la Figure 8.4, et la solution w elle-méme sur
la Figure 8.5. Les résultats paraissent raisonnables. La solution est continue & travers la frontiére
de I'anomalie. L’onde diffractée s’apparente bien & une onde diffractée. Elle est fortement marquée
par la fonction de Green de fond, et notamment par sa partie de réflexion. Dans le milieu inférieur,
la solution est nettement marquée par la solution du milieu de fond et la fonction de Green. Dans
le milieu supérieur, on constate que la part diffractée de la solution est faible par rapport a la part
de la solution de fond.
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FiG. 8.2: Représentation de la partie réelle de la solution effective et des ses composantes. Sur la
premiére ligne, on lit 'onde incidente (& gauche) et 'onde réfléchie (& droite) dans le demi-espace
supérieur. Sur la deuxiéme ligne, on lit I'onde totale dans le demi-espace supérieur (4 gauche), et
londe transmise dans le demi-espace inférieur (& droite).
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0 018
014
20
012
o 04
0.08
#e 0.08
0.04
80
002
-100 0
100 50 0 50 100
0 03
025
20
02
40
015
80
04
80
0.05
-100 0
100 50 0 50 100
0 03
025
20
02
40
015
£0
04
80
0.05
-100 0
100 50 0 50 100
0.003 450 0.004
— 200 0.0035
350 0.003
0.001
300 0.0025
0
250 0.002
0001
200 0.0015
-0.002
150 0.001
Fiags 100 0.0005
0,004 50 0
300 200 400 0 100 200 300

Fi1G. 8.3: Représentation de la fonction de Green et de ses composantes pour le point source
y(0,—50). La premiére colonne contient la partie réelle, la deuxiéme contient le module. Du haut
vers le bas, on lit le terme source, le terme réfléchi, et leur somme dans le demi-espace inférieur,
puis le terme transmis dans le demi-espace supérieur.
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-100
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-34

-36

-38

42 -

-46

15 0 18
18
10
=0 14
5
12
40
0 10
5 8
2 80
B
10
80 4
15
2
-20 -100 0

0.008 450 0.007

0.004 00, 0,008
350

0.002 0.005
300

0 0.004
250

-0.002 0.003
200

-0.004 0.002
150

-0.008 00 0.001

-0.008 50 0

-300 -200 -100 0 100 200 300

FiG. 8.4: Représentation de ’onde diffractée en présence d’une anomalie. La premiére colonne
contient la partie réelle, la deuxiéme contient le module.
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-34 38

T T T
36
36 B
34
32
38 B
3
40 + B 28
26
42 B
24
22
44 o
I 2
45 L L L | | 18
8 4 3 0 2 4 8
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20 16
14
40 12
10
60 8
6
-80 4
2
-100 0
100 50 0 50 100
450
400
350
300
250
200
150
100
50
300 -200 100 0 100 200 300

FiG. 8.5: Représentation de l'onde en présence d’'une anomalie. La premiére colonne contient la
partie réelle, la deuxiéme contient le module. Du haut vers le bas, on lit le résultat au voisinage de
I’anomalie, dans le demi-espace inférieur, puis dans le demi-espace supérieur.



Chapitre

Conclusion

Nous avons étudié un probléme modéle de propagation des ondes dans un milieu de camouflage
contenant un objet. Le milieu de camouflage est & base d’une structure inhomogéne et d’une couche
rugueuse. L’objet est quant & lui dissimulé & l'intérieur de la structure. Ce modéle est général, et
peut représenter un engin explosif improvisé caché, ou une tumeur dans la peau. Le chemin que
nous avons suivi pour résoudre ce probléme a été le suivant. Par des techniques asymptotiques,
nous avons obtenu un milieu effectif original. Ensuite, nous avons calculé la solution et la fonction
de Green de ce milieu effectif. Enfin, la solution du probléme avec un objet a été calculée par la
méthode des équations intégrales.

Il conviendrait désormais d’étendre nos résultats a des modéles plus réalistes. Plus particulié-
rement, I’ajout de la troisiéme dimension, et de l’aléatoitre sont les nouvelles marches & franchir.
Le chemin que nous avons emprunté devrait constituer une bonne démarche a suivre. D’autre part,
cette étude constitue la partie « probléme direct » du probléme d’'imagerie laser d’un objet dissi-
mulé. Elle fournit un modéle physique, et I’étude a débouché sur un code de résolution numérique.
Le modéle permet de poser le probléme d’imagerie, et le code permet de simuler les données re-
quises pour l'imagerie. En définitive, la résolution du probléme d’imagerie de 1’objet dissimulé, le
« probléme inverse », est désormais envisageable .
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Deuxiéme partie

Algorithmes d’inversion
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Chapitre 1 O

Introduction

La division Optronique de la société THALES souhaiterait créer un systéme d’imagerie tri-
dimensionnelle. Le type d’applications visées concernent l'identification d’objets, notamment les IED
(Improvised Ezplosive Devices). Le systéme posséderait un laser d’une certaine fréquence destiné a
illuminer I’objet cible & imager, en champ lointain. D’autre part, le systéme posséderait un récepteur
qui mesure l'intensité de 'onde rétrodiffusée & la suite de l'illumination. La Figure 10.1 schématise
I’expérience réalisée par un tel dispositif pour prendre une mesure. Pour obtenir des informations

Dispositif

Mesure de I’amplitude

o de I’onde rétrodiffusée
ITlumination laser

Onde diffractée

=

/ N

FiG. 10.1: Dispositif d’identification d’un objet : prise d’une mesure

sur l'objet, 'idée serait de varier la localisation du systéme afin de changer ’angle d’éclairage.
Ceci fournirait alors un ensemble de mesures & traiter mathématiquement et numeériquement pour
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reconstruire ’objet.

Un tel systéme d’imagerie est monofréquentiel : une seule fréquence est exploitée. Il est mo-
nostatique : les sources d’illuminations et les récepteurs sont confondus. Les mesures contiennent
I'intensité, ou de facon équivalente ’amplitude, mais ne contiennent pas la phase. Enfin, en pratique,
le plus souvent, la vue est partielle : une partie de 1’objet reste toujours dans 'ombre, c’est-a-dire
n’est jamais illuminée. Ainsi, les mesures dont on dispose sont pauvres en information ; ceci rend la
phase de reconstruction particuliérement difficile.

Dans cette partie, nous développons des techniques modéles de reconstruction d’un objet par
un tel dispositif. Elles seront & étendre pour des problémes plus réalistes. L’objet est ainsi supposé
étre dans l'espace libre. L’étude tri-dimensionnelle est réduite & un modéle bi-dimensionnel régi par
I’équation de Helmholtz. Comme le pointage par laser suppose implicitement connue une estimation
de la position de la cible, nous supposons sans restriction que ’objet est prés de ’origine. Par ailleurs,
en admettant que ’on connaisse le type d’objet recherché, nous supposons connus ses paramétres
électromagnétiques.

Nous proposons une méthode directe d’inversion de mesures d’amplitude en vue partielle. Elle
est basée sur une approximation haute-fréquence de la physique du probléme; elle tend & chercher
les disques infinitésimaux qui rétrodiffusent une onde dont la phase permet de transporter convena-
blement les mesures d’une droite vers les mesures d’une autre droite. Cette recherche s’effectue par
le calcul d’une dérivée topologique que 'on souhaite trés négative. La méthode proposée est donc
de type analyse de dérivée topologique.

D’autre part, nous développons une méthode itérative d’inversion de mesures d’amplitude, ac-
compagnées ou non de la phase. Il s’agit d’une méthode de type descente de gradient, inspirée des
méthodes de 'optimisation de forme. Elle repose sur le calcul du gradient d’une fonction coit, que
nous exprimons & ’aide de la fonction de Green du milieu avec cible. Nous envisageons ici les cas
de la vue totale et de la vue partielle.

Cette partie s’organise de la fagon suivante. D’abord, nous formulons mathématiquement notre
probléme modéle de reconstruction. Puis, nous exposons notre méthode directe d’inversion. Enfin,
le dernier chapitre porte sur la méthode itérative.
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Présentation du probléeme inverse

11.1 Probléme direct

11.1.1 Probléme considéré

On considére I’espace libre R? avec permittivité gy et perméabilité p. La pulsation des ondes
considérées est w > 0 fixée. Le nombre d’onde associé est ko := w,/Eopo, et la longueur d’onde est
A= 2—’5 On ajoute dans ce milieu une inclusion D de permittivité €, > 0 et perméabilité p, > 0.
Le nombre d’onde associé est ki := w,/Exfix. On éclaire D par une onde incidente plane d’angle 7 :

Uine(n, ) = %07 On obtient alors 'onde u[D](n, z) = u(z), solution de :

Vo (£10 + Elgap) Vut w(edp + ollgap)u = 0,
+ condition de radiation sortante.

Dans R? \ D, u[D](n,z) est la superposition de 1’onde incidente ui,.(n,z), et de 'onde diffractée
ugit[D](n, z) := u[D](n, z) — Uinc(n, ).

11.1.2 Calcul de la solution

On note Gk(x,y) = —iHél)(/i |z — y|) la fonction de Green sortante d’un espace de nombre
d’onde k. On définit alors les opérateurs

SD,/@[SO](:C) = oD Gn(x7z)90<z)da(z)v IC*D,/{[‘:O](x) = /{)D Oy, Gr(,2)p(2)do(2).

Tout comme dans la premiére partie de la thése, pour calculer u[D](n,x), on résout I’équation
par méthode des équations intégrales. u[D](n,x) se décompose & l’aide des opérateurs de simple
couche :

Uinc(ﬁa l’) + SD,ko [@D](m)7 VS R2 \37
Sp k. [¥p](x), z € D.

(¢p,¥p) est solution d’un systéme d’équations intégrales sur le bord 0D, permettant de satisfaire
les conditions de transmission sur 0D :

SD,ko _SDyk* |:(‘DD:| |: _uinc(na ) :|
1 (1 1 (1 = 1 . I
i (3+Kba) = (3—Kpa) | lon] = [0,
Il s’agit ainsi de la méme décomposition que dans la premiére partie, a la fonction de Green, et
solution du probléme de fond prés. Nous avons donc adapté le code de la premiére partie & ce
probléme pour les simulations numériques. Nous renvoyons & ’annexe B pour un test de validation
de ce code.

u[D](n,z) = {
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11.2 Probléme inverse

11.2.1 Mesures

On suppose que l'on peut obtenir, par différentes illuminations d’un objet D, un ensemble de
mesures portant sur 'onde diffractée. Ceci revient a la connaissance d'une fonction M [D](n, z) pour
un ensemble de couples d’angle d’incidence n et de point de mesure x. Nous supposons que x parcourt
un certain ensemble de mesures I', et que pour chaque z, on prend une seule mesure qui porte sur
I'onde Udif[D](—ﬁ,x), issue de I'éclairage d’angle 7 = —Z;. On connait donc M[D](x),x € T, et
on dit que I'expérience est monostatique.

Spécifions désormais quelle est cette fonction M[D] portant sur 'onde rétrodiffusée. Les ap-
plications qui nous motivent concernent les mesures ne contenant que l'amplitude, définies par
M[D)(z) = |ugt[D](—z/ |x|,z)| =: A[D](x). Pour comprendre I'impact de I’absence de phase dans
les mesures, nous développerons par ailleurs des algorithmes comparatifs pour des mesures conte-
nant amplitude-phase : M[D](x) = ugit[D](—z/ |z|,2z) =: B[D](x). Lorsque ’ensemble de mesures
I" contient des points tout autour de ’objet, par exemple si I' est un cercle, on dit que la vue de
I’objet est totale. Sinon, lorsque I' est une droite par exemple, on dit que la vue est partielle.

11.2.2 Formulation du probléme inverse

On suppose qu’un objet D, est situé & proximité de l'origine, avec pour paramétres électroma-
gnétiques £, et p, connus. On suppose que l'on connait des mesures M [D,] sur un certain ensemble
de mesures I'. Le probléme inverse que 1’on souhaite résoudre consiste & retrouver la forme de I'objet
D,, en inversant M[D,] par M, i.e. en résolvant :

Dans un premier temps, nous allons proposer une méthode directe d’inversion des mesures
d’amplitude (M = A) en vue partielle. Puis, nous développerons une méthode itérative d’inversion
de mesures d’amplitude (M = A), ou de mesures amplitude-phase (M = B), en vue partielle ou
totale.



Chapitre 1 2

Méthode d’inversion directe

12.1 Introduction

Nous souhaitons développer une méthode d’inversion directe qui retrouve l’objet en une étape (en
opposition avec les méthodes itératives). En général, une telle méthode tente de coller a la physique
du probléme : par la compréhension des phénomeénes physiques, elle cherche & connaitre ’information
contenue dans les mesures pour pouvoir 'exploiter. Elle fournit généralement une estimation trés
rapide de ’objet, pouvant ensuite servir de bon état initial pour une méthode itérative.

Les applications visées concernent l'inversion de mesures d’amplitude en vue partielle. Nous
supposons que nous prenons des mesures d’amplitude sur une droite. Or, les méthodes d’inversion
directes usuelles (MUSIC [7], backpropagation method, Kirchhoff migration), exploitent la connais-
sance de la phase. Il est donc nécessaire de développer une méthode originale.

Pour ajouter de l'information, de facon non restrictive par rapport aux applications, nous sup-
posons que ’on peut prendre les mesures sur une autre droite, paralléle & la premiére. Ainsi, pour
chaque angle d’éclairage, nous disposons de deux mesures d’amplitude prises dans la méme direc-
tion. Ces deux mesures contiennent une certaine notion de phase. En effet, en approximation haute
fréquence, le passage d'une mesure d’amplitude & l'autre s’obtient par une équation de transport
avec une certaine phase; la phase est alors cachée dans le rapport entre les deux mesures.

L’idée est de trouver les petits disques, qui, éclairés, rétrodiffusent une onde dont la phase permet
de « transporter » les premiéres mesures vers les deuxiémes. Cette idée permet ainsi d’exploiter
I'information cachée au sujet de la phase. Cette méthode peut étre formulée a ’aide d’'un cotit que
l'on cherche a rendre petit. La « validité » d’'un point est alors testé par la valeur de la dérivée
topologique du cotit : un point est bien placé par rapport a l’objet recherché si cette dérivée est trés
négative. Il s’agit ainsi d’une approche par analyse asymptotique topologique, dans le méme esprit
que celle conduite dans [14, 9].

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous formulons dans un premier temps mathématique-
ment le probléme. Puis, nous présentons la résolution de ’équation de transport par la méthode des
caractéristiques, de maniére asymptotique. Celle-ci nous permet alors de calculer la dérivée topolo-
gique que l'on cherche. Enfin, nous présentons des résultats numériques qui mettent en évidence les
propriétés de la reconstruction ainsi effectuée.

12.2 Formulation mathématique

12.2.1 Mesures

On fixe deux droites de mesures paralléles en champ lointain : I'g : o = 9 et I'y : &9 = 71, ol
les constantes 7p,v1 > 0 sont grandes par rapport & la longueur d’onde, avec vy — 71 raisonnable
(ni trop grand, ni trop petit). On mesure alors 'amplitude rétrodiffusée A[D,|(x) = |ugt(z/ |x|, z)|
sur chacune de ces droites. On note Ay[D,| et A;[D,| 'amplitude mesurée respectivement sur I'g
et I'y.
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12.2.2 Approximation haute fréquence

En haute fréquence, la propagation des ondes peut étre approchée par une équation de transport :
1
VA-Vy+ §AA<p =0,

ou A est 'amplitude de I'onde, et ou ¢, la phase de 1’onde, satisfait une équation eikonale.

Dans [26], le résultat de 'approximation hautre fréquence est obtenu, en particulier, pour ’onde
diffractée par un petit disque. Si D.(z) désigne le disque de centre z, et de rayon € > 0 petit, si
I’on éclaire ce disque par une onde plane de grande fréquence et d’angle d’incidence 7, alors I’onde
diffractée en x, par approximation de 'optique géométrique, puis méthode de la phase stationnaire,
est de la forme :

ugit[De (2)](1, ) = F (8, |& — z|)eltollems=2esin0@)/202),

ol 0(z) est 'angle <77, %) (entre 0 et 27). La phase de cette onde est ainsi (au facteur multiplicatif

ko pres) :
plD:(2)](n, x) = |& — 2| = 2esin(0(2)/2) + 1 - 2.

12.2.3 Démarche

Par approximation haute fréquence, on approche I’'amplitude A;[D,] en transportant ’amplitude
Ap[Dy], avec une certaine phase [D,| (inconnue) :

VA Ve[D,] + 2AAp[D,] =0,
A = Ap[D.], sur I'y.

A1[Dy] est alors la trace de A sur I';. D’autre part, en transportant Ag[D,], avec la phase connue
¢[D.(z)] issue de l'onde diffractée par un disque D.(2) :

{ VA Vo[De(2)] + 5AA@[D:(2)] = 0,
A = Ay[D.], sur Iy,

on obtient, sur I'1, une amplitude A;[D.(z)]. La Figure 12.1 résume cette démarche.

On a alors l'intuition que z est un point bien positionné par rapport & ’objet D, lorsque
Pamplitude transportée A;[D.(z)] est proche de 'amplitude mesurée A;[D,]. L’idée originale de
reconstruction que nous proposons dans la suite consiste & chercher les z qui rendent petite la
quantité ||A1[D.(z)] — A1[Dy]||- Dans un premier temps, nous obtenons une expression asympto-
tique de A1[D.(z)], par la méthode des caractéristiques. Puis un développement asymptotique de
|A1[D:(2)] — A1[Dy]|| permet d’identifier une dérivée topologique & rendre trés négative pour esti-
mer D,.



A[D,]=transport de Ay[D,] avec la phase ¢[D,] Ay[D.(z)]=transport de Ay[D.] avec la phase ¢[D.(z)]

A= AD.]

transport : VA -V + %AA(,Q =0 transport : VA -V + %AAQD =0
A= Ay[D.]

phase ¢ = ¢[D,] phase ¢ = ¢[D.(z)]

Disque D.(z)

A;[D.(z)] et A;1[D.] sont proches pour z proche de D,

FiG. 12.1: Principe de l'inversion directe par transport de I’amplitude
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12.3 Equation de transport

Nous étudions le transport d'une amplitude Aj avec la phase . = ¢[D.(2)](n,), ol n est un
angle fixé. Plus précisément, soit A satisfaisant I’équation de transport :

VA V. + 1AAp. =0,
A= Ao, sur Fo,

avec Ag une fonction fixée et connue sur I'g. Il s’agit de calculer A sur I';, ce que nous appelons
transporter A de I'g vers I'y. Nous résolvons ce probléme par la méthode des caractéristiques,
en « transportant » le long de la caractéristique particuliére qu’est le rayon de rétropropagation
(0, —n). La complexité du probléme nous améne a mener le calcul asymptotiquement (en ¢). Nous
obtenons ainsi une expression asymptotique de A(z,), ot z,, = I'y N (0, —n). Dans l'annexe 12.A,
nous détaillons quelques calculs, et nous établissons un développement asymptotique de A le long
de chaque courbe caractéristique. Les résultats qui suivent peuvent donc étre établis directement,
ou considérés comme des cas particuliers de ’annexe.

Remarque. Quitte a effectuer le changement de coordonnées £ = = — z, nous supposons z = 0 dans
les calculs. .
12.3.1 Courbe caractéristique et rayon de rétropropagation

Le rayon de rétropropagation (0, —n) intersecte les droites I'g et T'; respectivement en

p Zﬁﬁ T ‘:ﬂﬁ
K 772’ K 2

Définition 12.1 (Caractéristique). On appelle courbe caractéristique (issue de py) de l’équation de
transport, la courbe r. € R? solution de :

{ t.(t) = Ve (z:(1)), |t|<T,
5175(0) = Pn;

avec T > 0 suffisamment petit.

Cette courbe caractéristique est en fait contenue dans le rayon de rétropropagation (0, —n) :

Théoréme 12.2. . est la droite issue de p, dirigée par p,/|py| = —n :
p
ze(t) = py + Lt = Py — 1.
[Py
PREUVE. — 1l suffit de constater que cette expression de z. convient (V. = V |z| sur le rayon
(0, —n) - ¢f annexe). O

Définition 12.3. Le temps de trajet pour aller de p, & x, en suivant le rayon (0, —n) est

b= L0
! n

la solution de x, = x.(t,).

12.3.2 Calcul sur le rayon de rétropropagation

Lemme 12.4. Sur la caractéristique x., on a :

Aae(t) = Ao(pexp | —5 (o (s))ds.

Le transport de A de T’y vers I'y, dans la direction de rétropropagation est alors donné par le
théoréme suivant.
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Théoréme 12.5. On a le développement asympotique :

Alzy) = Aolpy) (%) v (1 - am> +O(2).

PREUVE. — Il suffit de prendre ¢ = t,, et de faire un développement limité de I’exponentielle dans
le lemme précédent. O

12.4 Méthode de dérivée topologique

12.4.1 Dérivée topologique

En revenant aux notations du probléme initial (avec z quelconque), la section précédente conduit
au théoréme suivant. Il exprime de fagon asymptotique la valeur de I’amplitude A au point z; de
I'y en fonction de ’amplitude Ay au point p,, de I'y.

Théoréme 12.6. Pour tout p € I'g, en posant n = |§:£\ langle d’éclairage, le transport de la

mesure Ao[Dy](p) vers I'1, le long de la direction de rétropropagation (z,n), avec phase ¢l[e, z](n, ),
conduit a 'amplitude :

12
D Gey) = 4al0 ) (2=2) T (1) v 0 ()

ol Ty =2+ 7177_;277 =I'1N(z,n), ett,= —7177;270 est le temps de trajet.
Paramétrons par = (x1,71) : n(x) = o pla) =z + 1=2(x — z), et posons
1/2
Yo — % 1 n—7% 1
ao(z, z) := Ao[Ds](p(x < > , a1z, 2) = —~ap(z, 2 .
(01 = AolD o)) ( L2 (5,2) = ~ ool ) L2 20L

Pour un domaine D, notons A;[D] I’amplitude issue du transport de Ag[D,] sur I'1, dans la direction
de rétropropagation, avec la phase ¢[D] de I'onde diffractée par D.

Théoréme 12.7 (Dérivée topologique). La dérivée topologique de ’application D — ||A1[D] — A1 [D.]]],
évaluée en z, dans la direction le disque unité, est :

1
llao(- 2) — Ax[Du]]|

PREUVE. — Le théoréme précédent affirme :

A1[D:(2)](z) = ap(z, 2) + car(z,2) + O (52) ,

d(Z) = (CL()(’,Z) - Al[D*]aal('vz» :

d’ot le résultat en composant par |- — A1 [D]|| 12(r,)- O

12.4.2 Meéthode d’inversion directe

Si le petit disque D.(z) est bien placé, i.e. « prés » de D, alors la phase ¢[D.(z)] approche la
phase [D,], et donc A;[D.(z)] approche A;[D.]. L’approche originale que nous proposons pour
reconstruire la forme D, consiste alors & minimiser D —— |[|A1[D] — A1[D.]||, parmi les petits
disques. Le développement asymptotique

|A1[De(2)] — A1[D]|| = llao(-, 2) — A1[D.]| + ed(2) + O (¢?)

que nous avons justifié dans le théoréme, suggere que [|A1[D:(z)] — A1[D.]|| est petit lorsque ed(z)
est négatif et le plus grand possible en valeur absolue; ceci se traduit par une dérivée topologique
d(z) négative et trés grande en valeur absolue.

Pour estimer D,, on trace ainsi les lignes de niveau de z —— d(z), puis on en choisit une de
niveau dy arbitraire. On espére approcher ainsi D, par {z : d(z) < dp}. Le choix de dj est délicat
et conditionne le résultat obtenu. Il parait intéressant de le choisir sous la forme dy = amind, ol «
est un seuil a fixer.
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| diam /X | 10 5 1 0.2

Disque

Ellipse

Triangle

Etoile

Banane

TAB. 12.1: Profils d’amplitude mesurée (puis interpolée), pour différents ordres de grandeur du
rapport taille sur longueur d’onde, pour différentes géométries.

12.5 Illustration numeérique

Nous allons illustrer numériquement les résultats que 1’on obtient avec notre méthode de dérivée
topologique. Nous ’avons appliquée & différentes géométries d’inclusion & reconstruire, pour diffé-
rents ordres de grandeur de longueur d’onde. Les géométries que 1’on teste sont les suivantes : un
disque, une ellipse, un triangle, une étoile, une banane. Pour chaque anomalie fixée, on fait varier la
pulsation, ce qui permet de constater l'impact du rapport taille de I’anomalie sur longueur d’onde.
Nous testons des valeurs de ce rapport de 'ordre de 10, 5, 1, et 0.2.

Dans le milieu de fond, la permittivité est eg = 1, la perméabilité est po = 1. La forme D, a un
diameétre de 'ordre de 2; sa permittivité est ¢, = 1.3, sa perméabilité est u, = 1. Pour la résolution
du probléme direct, on utilise un code des équations intégrales que nous avons développé de facon
analogue & celui de la premiére partie. D, est discrétisée & raison d’une vingtaine de points par
longueur d’onde.

On mesure ’amplitude de 'onde rétrodiffusée sur deux droites paralléles en champ lointain,
& une dizaine de longueurs d’onde de l'inclusion. L’écart entre les droites est de l'ordre de deux
longueurs d’onde. Les mesures sont prises entre les angles limites 0.3 et 2.84; la distribution est
uniforme (en l’abscisse) pour la droite I'y; elle est uniforme en 1’angle pour la droite test I'y. Le
nombre de points est de l'ordre de 100 sur chaque droite, soit environ une mesure par longueur
d’onde (sur I'y). Par interpolation (linéaire) des mesures sur I'g, on obtient un profil d’amplitude.
Nous avons représenté les profils que 1'on obtient dans le Tableau 12.1.

En appliquant notre méthode de dérivée topologique, on obtient alors le Tableau 12.2. Nous avons
représenté, sur chaque graphique, la forme & trouver, les lignes de niveau de la dérivée topologique
d, ainsi que la ligne de niveau dy = 0.75mind. A noter que ’anomalie est constante par ligne,
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‘ diam /A ‘ 10
= ——
Disque /\
we | | A,
Ellipse
Triangle
Etoile
Banane

TaB. 12.2: Lignes de niveau de la dérivée topologique, pour différents ordres de grandeur du rapport
taille sur longueur d’onde, pour différentes géomeétries. La forme & reconstruire est en pointillés, les
lignes colorées sont les lignes de niveau de d (la couleur fonce lorsque d décroit), la ligne en noire
est la ligne de niveau 0.75 min d.

et que l'ordre de grandeur de sa taille est constant. Toutefois, la fenétre change pour un affichage
convenable des lignes de niveau.

Pour résumer, on remarque que les lignes de niveau intéressant délimitent des « patates » qui
contiennent deux informations essentielles : la position et une direction privilégiée. Les lignes sont en
effet situées a proximité de l'origine. Bien que cette information ne soit guére utile ici (on a supposé
que 'objet est prés de l'origine), elle se veut rassurante. D’autre part, les patates sont allongées selon
une direction privilégiée. Cette derniére est & rapprocher avec les profils d’amplitude : elle conduit
a la zone ou 'amplitude est la plus importante (en nombre et hauteurs de pics). Qualitativement,
il s’agit de la direction ou la partie réfléchie de 'onde est la plus importante, et coincide alors
le mieux en phase avec la phase de ’onde réfléchie par une petite boule. Cette direction est par
exemple orthogonale & la zone la plus plate d’un objet convexe allongé comme 1’ellipse.

Par ailleurs, pour trouver simplement une estimation de la forme & partir des lignes de niveau,
se pose rapidement la question du choix d’une d’entre elles par un seuil. On remarque alors que
les patates sont croissantes avec le niveau, ce qui est logique, et qu’elles croissent & une vitesse trés
variable selon les cas. Ceci rend donc délicat la sélection du niveau. En particulier, sur nos exemples,
le niveau dy = 0.75min d peut conduire & une forme de volume correct par rapport & celui de la
forme initiale, ou de volume trés différent.
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Enfin, on constate que ’algorithme trouve un certain objet convexe, méme si 'objet recherché
est fortement concave, comme la banane. Par ailleurs, I’objet convexe obtenu ne vit pas dans le
méme espace que celui recherché ; c’est ainsi que la forme obtenue pour une ellipse n’est pas ’ellipse
elleméme (mais plutét une ellipse avec une orientation différente). Il faut réussir & « inverser » cet
objet (ou inverser d), pour obtenir un objet « équivalent » a celui que ’on cherche, et vivant dans le
méme espace. Vu comment d transforme, par exemple, une ellipse, il parait raisonnable d’orienter
les recherches vers un objet obtenu, d’une certaine maniére, par inversion de la courbure des lignes
de niveaux de d; encore faut-il trouver le bon volume...

12.6 Conclusion et perspectives

Nous avons développé une méthode originale de reconstruction directe (non itérative) d’un objet,
pour des mesures ne contenant que ’amplitude, avec vue partielle. Cette approche est basée sur une
approximation haute fréquence des ondes diffractées par un objet convexe, et plus particuliérement
I’équation de transport. Elle tend & minimiser ’écart entre les mesures prises sur une droite, avec
le transport des mesures d’une autre droite ; la minimisation porte sur la position d'un petit disque
qui donne la phase pour effectuer le transport. Ceci revient a chercher les points qui rendent trés
négative la dérivée topologique d’un cotit. Nous avons donc résolu 1’équation de transport, par la
méthode des caractéristiques ; puis, nous avons obtenu une expression de la dérivée topologique.

Numériquement, les lignes de niveau de la dérivée contiennent la position de l'objet et une
direction privilégiée de réflexion des ondes. Elles ne permettent pas de retrouver facilement le volume
de l'objet. Elles sont de forme convexes, et ne retrouvent pas les concavités. La transformation
simple et adéquate qui, & partir de la dérivée, retrouve la bonne forme, ou du moins une forme
« équivalente » (au sens ol cette méthode ne peut pas faire mieux), est une question encore ouverte.

Dans notre étude, pour obtenir les mesures, on vise l’objet avec un laser, ce qui suppose connue
sa position. Les résultats de notre méthode directe n’apportent donc pas beaucoup d’informations
exploitables ici. En perspectives, on peut toutefois imaginer le cas ou ’énergie du systéme pro-
viendrait de points source indépendants de la position de I'objet (et non plus d’ondes planes qui
en dépendent par leur angle d’incidence). Notre méthode, adaptée a ce cas, devrait reconstruire la
position.

12.A Transport sur les caractéristiques

12.A.1 Introduction
On souhaite calculer A, solution de ’équation de transport, avec la phase . = ¢[D.(2)](n,) :

VAV + 3 AAp. =0,
A= Ay, sur Iy,

avec Ag une fonction fixée sur I'g. Nous présentons ici ’obtention d'un développement asymptotique
de A le long d’une courbe caractéristique générale. Celui-ci permet 1’obtention d’un développement
le long du rayon de rétropropagation, courbe caractéristique particuliére.

12.A.2 Préliminaires

Quitte & effectuer le changement de coordonnées & = x — z, nous supposons z = 0.
Posons fo(z) := V |z|, et f1 := —2Vsin(0/2), de sorte que

V(pE :f0+€f17 ASOa :din0+Edin1.
Les résultats calculatoires suivants sont exploités dans les calculs.

Lemme 12.8. On a :

fo(z) = = D fo(z) = Lg < 2 > (z2 —z1), fi= ml)fon,

|z|” |z|? \—21
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. 1 . |f1(2)]” z-1 : z
divfo(x) = —, divfi(zr) = — — , Vdivfy(ex) = ——=.
PREUVE. — Il ne s’agit que de quelques calculs différentiels. Pour f7, il est judicieux de remarquer
au préalable :

r—z

1 —2sin%(0(x)/2) = P - 1.

12.A.3 Meéthode des caractéristiques

Définition 12.9 (Caractéristique). Pour p € Ty, on appelle courbe caractéristique (issue de p) de
I’équation de transport, la courbe x.(p,-) € R? solution de :

{ 'C.Ca(p7t) = V(pg(wg(p,t)), ‘t‘ <T,
7:(p,0) =p € Iy,

avec T > 0 suffisamment petit. Pour p fizé on note aussi par abus x(t).

Lemme 12.10. Sur la caractéristique ., on a :

A(z:(t)) = Ao(p) exp/0 —%A(pa(wa(s))ds.
PREUVE. — af(t) := A(x.(t)) satisfait :

{ a+ za(t)Apc(z:(t) =0, [t| <T,
a(0) = Ao(p),

d’ot c.q.f.d. en intégrant cette EDO. O
La suite de notre travail consiste essentiellement & obtenir A(z.(t)), & 'aide d’un développement

asymptotique de z.(t).

12.A.4 Développement asymptotique de la caractéristique

L’équation différentielle ordinaire sur z. n’étant pas simple & résoudre, nous allons donner un
développement asymptotique de x..

Lemme 12.11. La solution xo = (wél),wéz)) de
{ &0 = fo(zo),
LE()(O) =Dp.
est la droite issue de p dirigée par p/ |p| :
Ly

Ip|

PREUVE. — Le rapport des deux composantes de 'EDO permet de donner

xo(t) =p+

dwél) dwéz)

) )

et donc x(()l) = Cwéz) avec C' une constante. En injectant ceci dans la premiére composante de ’EDO,

alors on obtient : g0
B t+ K
7o(t) = <ﬁt + K/C> ’

ou K est une constante, et G := \/01274_1 Les constantes C et K sont déterminées par la condition

initiale 2¢(0) = p, et donc K = p1, et C = p1/p2, puis [ = %. D’ou c.q.f.d. O
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Introduisons r. tel que x. =: z¢g+er.. On a r.(0) = 0. Par ailleurs, 'EDO 2. = V. (z.) s’écrit :
io +efe = fo(wo +ere) +efi(xo +ere),
donc par développement limité :
ie = D fo(zo)re + fi(zo) + O (e) .

Pour corriger & ’ordre supérieur l'erreur comise dans ’EDO en approchant z. par xg, on définit
alors x1 comme dans le lemme suivant.

Lemme 12.12. Soit x1 la solution de

&1 = Pr1+q,
:El(O) == 0,
ol
P(t) :== Dfo(z0(t)) = Q ‘xol(t” 0 Q" q:= filwo) = ;Pn
0 0 ’ 2sin(6p/2) "
1 b2 p1> < P >
= — , Og:=0(xg)=1—,m), l|zo®)|=|pl +t.
Q=i (22 2. gt = (Ln) o Jaulo)] = bl
Alors x1 est la droite : .
t)y=——++—D =1 .
1(t) 55in(0y/2) fo(p)n =tfi(p)
PREUVE. — Il est bien connu que ’EDO posséde pour solution :

z1(t) = /0 el Py(s)ds.

Par des calculs classiques, on montre :

t |p|+t |p|+t
log 0\ 7 tp 0\ 7
1 = ‘;2 |p|+s ( ? R efs — | ? |p\+8 ( ) ,
/s ( 0 0) ( 0 1)

t t 1
s _ e+t / (CED T
/0 e tals)ds = s @ ), o o) @

d’ou c.q.f.d. O

Par définition méme de (zq,z1), on obtient, au moins formellement, le théoréme suivant.
Théoréme 12.13. z. a le développement asymptotique :
e :w0+€w1+(’)(52),
avec

Lt wit) = thp).

p|

zo(t) =p+

12.A.5 Calcul le long d’une caractéristique

Théoréme 12.14. Sur la caractéristique x., A est de la forme :

1/2 g
Al () = Ap) (2 e Cplos(pl )+ Y cid
| +¢ o (pl+2)

ou Cyp et Cy, sont des constantes en t obtenues dans la preuve.
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PREUVE. — Comme
Ap.(z.) = divfo(zo) + & (Vdivfo(zo) - 21 + divfi(zo)) + O (%),

alors par Lemme 12.10 :

A(z:(t)) = A(p)exp <—%/0 divfo(w0)> {1 - g/o (Vdiv fo(wo) - 21 + divfi(zo))| + O (¢?) .

Premiérement,

t
/ dino(l'(]) = log M
0 Pl

D’autre part, on a :
¢
/ (Vdin(](iL’(]) -1+ din1 (:L'(]))
0
1 /t 1 ( 1p >/t s
=—spn | ——3ds—(p- filp)+ 5757 ——ds
2 0 |zo(s)[® 1) 2 [p| 0 |zo(s)?
t 2
P s
—— - fi(p / ——ds
FIR O

v o (MmO T
+ (2Sm(90/2))3n Q/O ( pa 0 ds Q" n,

avec
/t 1 d 1 1 N 11
. o ds= e 4o
o |zo(s)? 2|z 2|pf
/t 5 4 1t 1 1 N 11
——ds = —— - = ——,
o |zo(s)? 2|zo(t)*  2zo(t)]  2|p]|
g2 1 2 t t
/ 873ds:—— 5 — + log |x0()|,
0 |zo(s)] 2|zo())* |zo(t)] |p|
1 T t 1 0 t
- (Ip[+5)2 ds 0Ty = . .
D’ou c.q.f.d. H

Un corollaire du théoréme est le transport de A de 'y vers I'y, dans la direction de rétropropa-
gation.

Corollaire 12.15. On a :

Alzy) = Ao(py) <E>1/2 (1 t7"|> +0(&).

— &
M 4|xy| |py

PREUVE. — On remarque que pour (p,z,t) = (py, Ty, ty), ¢ = x(p,t) + O (62), et donc A(x) =
A(ze(p,t)) + O (¢%). Il suffit alors d’appliquer le Théoréme 12.14 et de simplifier I'expression. [
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Chapitre 1 3

Méthode d’inversion 1térative

13.1 Introduction

Nous souhaitons développer une méthode itérative de reconstuction, par mininimisation dune
fonctionnelle. Ce type de méthode, inspirée de 'optimisation de forme, présente ’avantage d’étre
trés général, de pouvoir s’appliquer & n’importe quel probléme inverse, et de pouvoir fournir un
résultat précis. Il présente 'inconvénient de ne pas étre adapté spécifiquement au probléme étudié,
et est coliteux en temps de calcul.

Une telle méthode, itérative, nécessite un état initial, et consiste ensuite a construire une suite
de formes qui permet la décroissance du coiit, et donc la convergence vers un minimum. La non-
convexité de la fonctionnelle implique la convergence vers un minimum qui n’est peut-étre que
local. L’état initial doit donc étre le plus précis possible, si I’on veut espérer avoir une reconstruction
convenable. Les méthodes d’inversion directe constituent en général un bon outil pour le déterminer.

Une méthode classiquement employée por résoudre un tel probléme d’optimisation est la mé-
thode de descente de gradient [5]. Il s’agit d’'une méthode d’évolution du contours, le long de la
ligne de plus grande pente du cotit : son gradient.

Pour mener une étude comparative, nous considérons deux problémes inverses : 'un ou les me-
sures contiennent I’amplitude et la phase, ’autre ol seule I’amplitude est mesurée. Nous explicitons,
dans chaque cas, le calcul du gradient de la fonctionnelle, et nous appliquons alors la méthode de
descente de gradient. Pour conclure, nous exposons quelques résultats numériques. Ainsi, nous ef-
fectuons des tests de résolution, de stabilité, et nous illustrons la dépendance de la solution par
rapport a divers parameétres : contraste, état initial, choix du pas de descente, connaissance ou non
de la phase.

13.2 Optimisation de forme

13.2.1 Introduction

Nous souhaitons résoudre l'équation M[D](z) = M[D,|(z),z € T, ou I' est un ensemble de
points de mesures, soit tout autour d'un disque ce qui permet d’avoir une vue totale de D,, soit
sur un segment de droite ce qui conduit & une vue seulement partielle; M[D] désigne soit les
mesures d’amplitude de l'onde rétrodiffusée : M[D](x) = A[D]|(z) = |uqgit[D](—z/|z|,z)|, soit
Ponde rétrodiffusée elle-méme : M [D](z) = B[D](x) := uqgi[D](—x/ |z|, ).

Nous reformulons le probléme inverse comme unn probléme d’optimisation de forme :

. 1
inf Jy[D],  avec Jy[D] = 5 | M[D] M[D.]| 72 -

Remarque. Ici, la notation suppose implicitement que I' est munie d’une mesure (au sens mathé-
matique du terme). En pratique, il s’agit d’une combinaison finie de masses de Dirac Zf\i 10g;, O

les z; sont N points de mesure (au sens physique du terme), et alors (f,g) p2) = 22, f(xi)g(z:). =

87
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Dans un premier temps, nous calculons le gradient des fonctionnelles, & partir du gradient de
I'onde diffractée qui est connu [8]. Ceci permet alors de développer une méthode de type descente
de gradient.

13.2.2 Calculs des gradients

Pour résumer, les gradients des fonctionnelles peuvent s’obtenir simplement, par dérivation com-
posée, la dérivée de 'onde diffractée étant un résultat connu.

La fonction de Green du probléme avec anomalie D, en un point source y est notée G[D](-,y) :
1 1 9
V- M_ﬂD + %ﬂRz\ﬁ VG[D|(,y) + w”(e:llp + 5OI[R2\B)G[D](.’y) = —4,,

avec une condition de radiation sortante appropriée.

Remarque. Pour y € R?\ D, G[D](-,y) peut se décomposer sous une formulation intégrale analogue
a u[D](n, ). La seule nuance est le terme provenant de la solution du probléme de fond. Il suffit ainsi
de remplacer uinc par —uoGr, (-, y), y compris dans le systéme d’équations intégrales. Ceci permet
14 encore de calculer numériquement G[D)]. .

La dérivée de forme de 'onde diffractée est donnée dans le lemme suivant.

Lemme 13.1. La dérivée de forme de uqit[D](n, z), évaluée dans la direction h, est :

<8%Udif[D](n,$), h> = /(’)D h(z) [Mp(2)Vu[D](n, z) - V.G[D](z, z)
+ (e, — co)poulDl(n, 2)GID)(z, )] do (2),

0l
Mp(z) == <% . 1) <@yD(a;) ®vp(z) +7p(z) ® TD(x)> , z€dD.
Ici, vp(7) est la normale unitaire extérieure a 0D en x, et Tp(v) := Ryjvp(x) est un vecteur

unitaire tangentiel & 0D en x.

PREUVE. — Il s’agit d’un résultat de [8], obtenu en citant [17] : si D, est une petite variation de
D, au sens dDy, = (I + hvp)(OD), avec h € €1 (0D) de norme petite, alors

ugit[Dn] (1, 2) = uait[D](n, z) + . h(2)[Mp(2)VulD](n, z) - V.G[D](z, 2)

+w(ex — e0)pou[D](n, 2)G[D)(x, 2)]da(z) + o (|IA])) ,
avec = loin de D, w = 0 <||h||—1). 0
On notera
b[D](x)(2) := Mp(2)Vu[D](=z/ ||, 2)-V.G[D)(~z/ |2|, 2)+w? (e —e0)poulD)(—z/ || , ) G[D] (=, 2)
le gradient (de forme) de l'onde rétrodiffusée.

Lemme 13.2. On a les résultats de dérivation élémentaires suivants.

(i) Module compleze : (L (|2| — |20]), h) = Rzh;
(ii) Carré de la norme L? : <%% I£132 ,h> =R(f, h)o.

La dérivée de forme des fonctionnelles J4 et Jp s’obtient alors par dérivation composée.
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Théoréme 13.3. La dérivée de forme de Jp, évaluée dans la direction h, est :

(TulDLk) = [ W(BID) - BDL D) 2 do

On peut ainsi identifier J5[D] a VJp[D] := R(B[D] — B[D.],b[D]) j2(r, dans L?(0D).

PREUVE. — Jp est la composée de D — uqi¢[D]— B[D.] par f — % ||f |2, donc par composition
des dérivées :

(J5[D],h)y =R <B[D] — B[D.], (o[ D], h>L2(8D)>L2(F) )

d’ou c.q.f.d. en échangeant ’ordre de sommation. O

Théoréme 13.4. La dérivée de forme de Ja, évaluée dans la direction h, est :

(J4(D), ) :/

h <A[D] — A[D,], mdif[p]b[D]> do.
oD

LA(T)

On peut ainsi identifier J/;[D] a VJy[D] := <A[D] — A[D.], Ruq [D]b[D]>L2(F), dans L*(0D).

PREUVE. — Jy4 est la composée de D — ugi[D] par z — |z| — A[D,], puis par f — % ”f”ig
Par composition des dérivées, on obtient alors :

9

<J1’4[D],h> - <A[D] — A[D*],%m (o[D], h>L2(8D)>L2(F)

d’ou c.q.f.d. en échangeant ’ordre de sommation. O

13.2.3 Algorithme de descente de gradient

La méthode de descente de gradient est un algorithme classique de minimisation. Elle construit
itérativement une suite qui fait décroitre le cotit, en partant d’un état initial donné.
Le développement asymptotique

J[Dsny] = J[D] + 6 (J'[D],hp) + 0(6),

suggére que pour un pas ¢ > 0 suffisamment petit, la diminution de .J est assurée si on fait évoluer
D dans une direction hp telle que (J'[D],hp) < 0. hp est alors appelée direction de descente.
La decente de gradient est obtenue en choisissant la direction de descente de plus grande pente :
hp = =J'[D].

Algorithme 13.1 Descente de gradient
e Entrée : estimation Dy de Dy, tolérance 1 > 0, nombre maximum d’itérations n, pas § > 0.

e Itération 1 <k+1<n: h:= —”J‘,][})kaj"l]l, puis 0Dy 11 := (I 4 dhgvy)(ODy).

e Critére d’arrét : erreur relative % <nouk=n.

Remarque. A I'étape k+ 1, si le cotit augmente, alors on diminue 6 : § := §/10, puis on recommence
I'itération ; sinon on augmente ¢ : § := 1.3, puis on passe a l'itération suivante. Ceci permet
d’assurer la décroissance de J[Dy], et augmente la vitesse de convergence. n

L’algorithme 13.1 de descente de gradient permet finalement la résolution, du moins locale, du
probléme d’optimisation, et donc du probléme inverse.
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13.3 Résultats numériques

13.3.1 Introduction

Nous avons présenté une méthode d’inversion par decente de gradient. Nous avons écrit un
code qui permet d’en tester la validité sur différents exemples, et de mettre en évidence certaines
propriétés. Comme nous l’avons annoncé, nous traitons le cas de mesures phase-amplitude et am-
plitude seule. Par ailleurs, nous faisons des tests avec vue partielle et avec vue totale. Ceci permet
de constater I'impact du facteur phase, et du facteur limitation de vue.

Tout d’abord, nous précisons les parameétres de résolution fixés pour I’étude. Ensuite, nous soule-
vons l'importance de I’état initial Dy, en résolvant le méme probléme avec différentes initialisations.
D’autre part, nous examinons une autre stratégie de choix de pas de decente. Puis, nous testons
la résolution en changeant la forme D, a détecter. Nous résolvons un probléme en faisant varier le
contraste. Enfin, nous illustrons la stabilité par ’ajout de bruits de plus en plus importants.

Les résultats sont présentés dans des tableaux. Les deux premiéres colonnes sont obtenues avec
mesures phase-amplitude, les deux derniéres avec amplitude seule. La premiére et la troisiéme co-
lonne sont obtenues avec vue totale, la deuxiéme et la quatriéme avec vue partielle. Le passage
d’une ligne a une autre se fait par variation d’un paramétre que l'on teste. En trait 1éger plein, on
représente I’anomalie & retrouver. En trait plein épais, on représente notre reconstruction. Enfin, en
pointillés, on représente 1’état initial que I’on se donne.

13.3.2 Paramétres de résolution fixés

Concernant tout d’abord la résolution des problémes directs, nous utilisons notre code des équa-
tions intégrales. Il permet ainsi de simuler les mesures, pour une anomalie D, que ’on cherchera 3
reconstruire, et pour 'estimation Dy, de D, obtenue au fil des itérations. Pour la discrétisation des
problémes, on approche 0D, par un polygone de cotés de l'ordre de \/30, et 9Dy par un polygone
de cotés de V'ordre de A/25. Ceci permet d’avoir une solution assez précise.

Concernant ’évolution des contours, on discrétise 9Dy, par polygone de cotés de I'ordre de \/6.
I1 est en effet colteux, inutile, voire instable, de déplacer trop de points. 0Dy est le polygone
résultant de 1’évolution des sommets de 0Dy ainsi discrétisé, par application de la direction de
descente (opposé du gradient). Enfin, nous avons pris une tolérance de 7 = 2%, un nombre maximum
d’itérations de n = 50, et un pas (initial) de 6 = 1.

Les mesures sont toujours prises sur en champ lointain. Pour le cas ol la vue est totale, les
mesures sont uniformément distribuées sur le cercle de centre 0 et de rayon 8\. Lorsque la vue est
partielle, elles sont uniformément distribuées sur la portion de droite {x2 = 8A,0.157 < ﬁ < 0.857}.
Concernant le nombre N de mesures, on le prend du méme ordre que le nombre de sommets de Dy,
situés dans la zone éclairée. Trop peu de mesures conduisent a des instabilités numériques, trop de
mesures alourdissent les calculs sans apporter de précision supplémentaire. Enfin, les tests sont faits
pour un objet étendu, de taille supérieure a la demi-longueur d’onde.

13.3.3 Initialisation

Nous illustrons le role capital de I'initialisation Dy, en changeant sa taille et sa position. Ici, D,
est le disque de centre 0 et de rayon 10; e, = 1.3, pu, = 0.1. Dy est un disque dont nous allons faire
varier le rayon et le centre.

Pour les tests de la taille, on fixe w = 0.8. Dy est le disque de centre 0 et de rayon rg = 7,8, 9.
Les résultats sont présentés sur la Figure 13.1.

Pour les tests sur la position, w = 0.4. Dy est le disque de rayon 10 et de centre (z,0),
xo = 1,3,6.5. Les résultats sont présentés sur la Figure 13.2.

On observe alors que la solution dépend fortement de Dy. Elle est correcte ou non. Dans certains
cas, la forme n’a pas évolué. Il est également intéresant de remarquer qu’une méme solution, bien
que non correcte, peut étre atteinte pour des états initiaux différents. En définitive, ces tests révélent
I'importance de I’état initial. Ils mettent en évidence la présence de minima locaux, et le caractére
non convexe du probléme.
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle

15 15 15
5 10 5 o 5 0 5 10 s o 5 0 15 5 10 5 o 5 0 5 10 s o 5 0 15
s 15 s
0 0 0
o 0 o
5 s 5
10 10 10
15 15 15
5 10 5 o 5 0 5 10 s o 5 0 15 5 10 5 o 5 0 5 10 s o 5 0 15

Fia. 13.1:

Influence de la taille de I’état initial

: solutions en fonction du rayon initial ro = 7,8, 9.
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle

Fi1G. 13.2: Influence de la position de I’état initial : solutions en fonction de la position zg = 1, 3, 6.5.
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13.3.4 Pas de descente

Pour atteindre le minimum global, la stratégie du choix du pas de descente § peut également re-
mise en cause. En effet, elle détermine également la reconstruction que 1’on obtient. Nous présentons
une autre stratégie que la noétre, avec ses avantages et ses inconvénients.

Comme on sait que le minimum du cotlt est nul, il peut paraitre intéressant de choisir le pas
qui annule le cofit actualisé, ou du moins son approximation affine : J[Dy] — & |[VJ[Dy]||* = 0. Ceci
revient en fait a résoudre J[D] = 0 par une méthode de type Newton.

Comme, la décroissance du cotlit n’est plus surveillée, celd autorise & augmenter le cofit et par
conséquent permet de passer d’'un minimum local & un autre. On peut ainsi espérer atteindre le bon
minimum, méme si I’état initial est prés d’un mauvais minimum local.

Ci-contre, nous avons résolu le méme exemple que celui de la Figure 13.2,
deuxiéme ligne-premiére colonne, mais avec le pas qui annule ’approximation
affine du cotit. La reconstruction est désormais parfaite.

Néanmoins, les propriétés de la méthode ne sont plus satisfaisantes. En
général, il ne faut pas espérer pouvoir annuler le coiit, et donc en plus que SE—
chercher & le faire n’ait pas de sens, l'algorithme n’y parv1endra pas et ne convergera pas. Nous
préférons donc ne pas employer cette méthode, bien qu’elle puisse dans certains cas étre trés bonne.

D’autres stratégies pourraient étre citées. Hélas, aucune d’entre-elles n’est miraculeuse. En gé-
néral, le pas est déterminé de facon empirique. Nous conservons notre stratégie, qui a le mérite
d’assurer la décroissance du colt et de permettre rapidement la convergence.

13.3.5 Résolution

Pour illustrer la résolution de nos méthodes, nous effectuons des tests sur différentes géométries
d’inclusion : différentes étoiles ainsi qu'une banane. Ici, €, = 1.3, pyx = 0.1, et w = 0.4.

Etoile

Dy est le disque de centre 0 et de rayon 8.5. D, est une étoile de rayon principal 10., & f =
3,5,8,9,10 branches d’amplitude o = 0.1 (Figure 13.3) ou a = 0.25 (Figure 13.4), paramétrée par :

cos(t + 2.5
~(t) = 10(1 + a cos( f1)) <Sm((t ! 25;) 0<t<om
On constate que la reconstruction porte essentiellement sur la partie illuminée de I'objet ; la zone
d’ombre dans le cas de la vue partielle est peu ou pas imagée. La suppression de la phase n’empéche
pas une reconstruction convenable de la forme. Son ajout donne toutefois une certaine notion de
position qui permet de mieux coller la solution a 1’objet. La reconstruction perd en qualité lorsque
le nombre, ou I'amplitude, des branches augmente. Notons enfin que la zone d’ombre est 1égérement

mieux imagée lorsque pour des grandes branches.

Banane

D, est en forme de banane, de rayons caractéristiques 5 et 10 (Figure 13.5). Dy est soit un disque
de rayon 8.5, soit une ellipse plus proche de D,. Un objet avec une forte concavité est trés difficile
a imager, a cause des multiples réflexions. La phase semble importante pour ce type d’objet dans
la reconstruction. Sans elle, le résultat n’est pas convenable. Avec elle, si 'objet est suffisamment
bien éclairé, avec un assez bon état initial, la reconstruction peut étre acceptable.
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle
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FiG. 13.3: Tests de résolution : reconstructions d’étoiles a f = 3,5,8,9,10 branches, d’amplitude
a=0.1.
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle

FiG. 13.4: Tests de résolution : reconstructions d’étoiles a f = 3,5,8,9,10 branches, d’amplitude
a = 0.25.
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle

F1aG. 13.5: Tests de résolution :

reconstructions d’une banane, pour deux états initiaux.
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle

Fi1G. 13.6: Influence du contraste pour une inclusion de permittivité : solutions en fonction du
constraste de permittivité k. = 100,10, 1.11.

13.3.6 Contraste

Nous allons illustrer 'influence du contraste sur la reconstruction, pour une inclusion de per-
mittivité, et pour une inclusion de perméabilité. Ici, D, est une étoile & 5 branches, d’amplitude 0.2
(et de rayon principal 10).

Inclusion de permittivité

D, est une inclusion de permittivité e, = 0.01,0.1,0.9, et de perméabilité p, = 1. Le contraste
est . = 22 (Figure 13.6). On constate que la qualité de la reconstruction augmente avec le contraste
de permittivité lorsque la phase est dans les mesures. Sans la phase, le résultat est parfait pour le
cas & trés fort contraste avec vue totale; il n’est pas pas bon pour les autres.

Inclusion de perméabilité

D, est une inclusion de perméabilité p, = 0.01,0.1,0.9, et de permittivité e, = 1. Le contraste
est Ky, = % (Figure 13.7). Le résultat est trés net, la qualité de la reconstruction augmente avec le
contraste de perméabilité.

13.3.7 Stabilité

Nous illustrons la stabilité de nos algorithmes en ajoutant du bruit aux données. Ici, D, est une
étoile a 5 branches, d’amplitude 0.2 (et de rayon principal 10.); e, = 1.3, g = 0.1; w = 0.4. Dy est le
disque de centre 0 et de rayon 10. On ajoute un bruit (Figure 13.8) de niveau o = 0%, 5%, 10%, 15%
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle

Fi1G. 13.7: Influence du contraste pour une inclusion de perméabilité : solutions en fonction du
constraste de perméabilité x, = 100, 10,1.11.
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Amplitude-phase Amplitude-phase Amplitude Amplitude
Vue totale Vue partielle Vue totale Vue partielle

F1G. 13.8: Tests de stabilité : solutions en fonction d’un niveau de bruit o = 0%, 5%, 10%, 15%.

& chaque mesure M; :

RM; := RM;(1 + n;),avec n; une réalisation de la loi normale N (0, 02),

SM; := IM;(1 + n;),avec n; une (autre) réalisation de la loi normale A(0,c?).

Le résultat est stable. Seule la solution avec phase en vue totale est significativement perturbée,
mais la perturbation reste raisonnable.

13.4 Conclusion et perspectives

Nous avons développé une méthode d’inversion itérative. Il s’agit d’'une méthode de type descente
de gradient, inspirée par les méthodes de l'optimisation de forme. L’idée a été exploitée pour deux
types de probléme inverse : 'un avec des mesures de I'onde rétrodiffusée, I’autre avec des mesures
de "amplitude seulement. Dans chaque cas, le gradient a été obtenu par composition des dérivées,
a partir de la dérivée de forme de 'onde diffractée, qui était connue.

Nous avons testé numériquement cette méthode d’inversion, sur un objet étendu. Les résultats
mettent en évidence la non-convexité de la fonctionnelle, d’oli 'importance d’un bon état initial
et d’'un bon choix de pas de descente. La reconstruction porte sur la zone éclairée de ’objet; la
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zone d’ombre n’est pas bien imagée. La perte de la phase dans les mesures enléve ’espoir d’une
reconstruction qui colle bien avec I’objet, mais n’empéche pas d’obtenir une bonne idée de la forme.
La reconstruction est convenable pour une forme qui ne présente pas de concavités trop prononcées.
Pour une forte concavité, mieux vaut connaitre la phase et avoir de trés bons angles d’éclairage pour
espérer la retrouver. La qualité de la reconstruction augmente avec le contraste de perméabilité.
Pour une inclusion de permittivité, on obtient la méme conclusion mais lorsque la phase est dans les
mesures ; sans la phase, les r’esultats ne sont pas pertinents. Enfin, I’ajout de bruit dans les mesures
montrent la bonne stabilité de la reconstruction.

Dans les perspectives, on peut bien évidemment remettre en question le choix de 1’état initial,
et de la stratégie de pas de descente, et ce plus spécifiquement pour le cas motivé par la thése :
mesures d’amplitude, en vue partielle. Concernant les parameétres électromagnétiques de 'objet, on
peut les supposer inconnus, et incorporer leur détermination dans nos méthodes, sous condition d’en
avoir 14 encore une premiére estimation. Cela n’ajoute qu'un terme dans l’expression des gradients ;
il correspond & la différentiation par rapport a eux. Quant & la zone d’ombre, son imagerie reste
une question ouverte ; une pondération appropriée des mesures ou un meilleur choix de direction de
descente sont peut-étre des pistes a explorer. Enfin, citons I’extension de notre méthode d’évolution
géométrique des contours & une méthode de type lignes de niveau, permettant les changements de
topologie, et ainsi la reconstruction de plusieurs objets simultanément, sans a priori supplémentaire.
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Conclusion

Nous avons étudié la reconstruction de la forme d’un objet situé dans ’espace libre, par illu-
mination laser. Nous avons développé une méthode d’inversion directe des mesures d’amplitude
des ondes rétrodiffusées. Il s’agit d’'une méthode de type dérivée topologique, basée sur une ap-
proximation haute fréquence. Cette méthode, originale, constitue un premier pas important dans
inversion en I'absence de phase dans les données. A défaut de donner une bonne estimation de la
forme, elle en retrouve la position, et une direction privilégiée. D’autre part, nous avons développé
une méthode itérative d’inversion de mesures d’amplitude, avec phase ou non. Il s’agit d’une mé-
thode de type descente de gradient. Sous la condition d’avoir une idée initiale de ’objet, on observe
numériquement que cette méthode donne une estimation de la zone éclairée de 1’objet, y compris
pour des mesures sans phase. Dans les applications que 'on vise, les données ne contiennent pas
la phase. Il conviendrait de combiner nos deux approches, la méthode directe servant & donner un
état initial & la méthode itérative. Précisons néanmoins que la premiére mérite un perfectionnement
supplémentaire pour fournir un état initial assez précis.

Pour conclure, cette étude fournit des techniques modéles d’inversion. Elle permet d’envisager
I'imagerie laser par mesure d’amplitude des ondes rétrodiffusées, en vue partielle. Pour imager un
objet dissimulé dans une tenue de camouflage, comme souhaite le faire THALES, il faut désormais
combiner les deux parties de la thése. La premiére partie fournit le probléme physique modéle, la
deuxiéme les méthodes modeles d’imagerie.

101



102 CHAPITRE 14. CONCLUSION



Annexes

103






Annexe

Logiciel d’électromagnétisme

Nous avons développé un pseudo-logiciel scientifique consacré a I’électromagnétisme. Nous pré-
sentons ici ses fonctions et la structure du code.

A.1 Fonctions

Un logiciel d’électromagnétisme

Le programme développé est un logiciel consacré a 1’électromagnétisme. Il résout des problémes
directs, et des problémes inverses. Un utilisateur entre les parameétres géométriques et physiques du
probléme qu’il souhaite résoudre. L’exécution du programme fournit alors en sortie un ensemble de
fichiers, comprenant la solution du probléme, ainsi que divers résultats intermédiaires.

Problémes directs

Les problémes directs qui peuvent étre résolus sont des problémes de Helmholtz bi-dimensionnels.
Les deux grandes classes de milieux considérées sont les milieux sains, et les milieux malsains.

Milieux de fond Les problémes que ’on peut résoudre dans des milieux de fond sont les suivants.

e Espace libre. Il s’agit du probléme dans l’espace libre, dont la solution retenue est 1’onde
incidente plane.

e Peau périodique. 11 s’agit du modéle de peau périodique, que I'on éclaire par une onde plane.
Son équivalent asymptotique (deux demi-espaces avec des conditions de transmission) est
calculé puis résolu explicitement.

e Point source dans I’espace libre. Il s’agit du probléme d’un point source dans ’espace libre,
dont la solution n’est autre qu’une fonction de Green.

Milieux malsains Un milieu malsain est un milieu sain auquel on ajoute une anomalie. La
forme de 'anomalie est paramétrable : ellipse, triangle, polygone, banane, étoile, etc. La solution
du probleme dans un milieu malsain est obtenue par méthode des équations intégrales, a ’aide de
la solution du probléme dans le milieu sain, ainsi que des fonctions de Green appropriées.

Problémes inverses
Le logiciel peut reconstruire ’anomalie d’un milieu malsain, & partir de mesures de 'onde rétro-

diffusée sur une droite ou un cercle, avec ou sans la phase.

Phase- Amplitude Pour le cas o 1'on connait 'amplitude, la phase, ainsi qu'une premiére esti-
mation de ’anomalie, la reconstruction se fait en résolvant itérativement un probléme d’optimisation
(par descente de gradient).
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Amplitude Deux méthodes d’inversion sont développées pour le cas ol ’on ne connait que I’am-
plitude :

e Transport. Si on connait 'amplitude sur deux segments droites paralléles, cette méthode
obtient une estimation de ’anomalie & ’aide d’une dérivée topologique (issue d'une équation
de transport).

e Optimisation. Cette méthode résout un probléme d’optimisation, par une méthode itérative
(descente de gradient). Cela suppose que l'utilisateur connaisse une premiére idée de ’ano-
malie.

La combinaison des deux méthodes est également possible : la premiére détermine alors ’estimation
initiale de la seconde.

A.2 Structure du programme

Introduction

Pour développer un code naturel, nous avons élaboré un modéle objet qui calque la fagon dont
on pense les problémes, ainsi que leurs méthodes de résolution. Nous allons présenter ici quelques
diagrammes UML qui résument les principales composantes du code.

Anomalie

Une des principales caractéristiques d’une anomalie est sa forme, & choisir, par exemple, parmi
les classes Ellipse, Polygone, Triangle, etc.

Anomalie [~
Forme
;] X *~~\x
/ ~__

Ellipse | | Polygone Triangle Cacahuete

F1G. A.1: Anomalie

Milieux

Les différents types de milieux sont regroupés en fonction de leurs caractéristiques.

EspaceLibre

- ~
7 ~
— ™ DeuxDemiEspaces
— AnomalieDansEspaceLibre

MilieuMalSain |

lieDansDeuxDemil e

Fi1a. A.2: Milieux

Fonctions de Green

Les méthodes de résolution étudiées reposent en grande partie sur les fonctions de Green de
différents milieux.



A.2. STRUCTURE DU PROGRAMME 107

FonctionGreenEspacelLibre

777777<{ FonctionGreenDeuxDemiEspaces
e

A li eLibre

F1Gc. A.3: Fonctions de Green

Problémes directs

Les différents problémes directs sont factorisés selon leurs propriétés communes.

| ProblemeEspaceLibre

PointSourceDansEspaceLibre

T
ProblemeDeuxDemiEspaces

A i eLibre

eLibreAvecPointSource

A lieDansDeuxDemiEspaces

F1G. A.4: Problémes directs

Solution des problémes directs

Les solutions des problémes peuvent étre regroupées dans des structures analogues & celles des

__—| OndePlane

problémes eux-mémes.

A q [ ib
SolutionProblemeDirectFond < € elibre
DeuxDemil e:
SolutionProblemeDirect
S i i eLibre

‘ uti bl A lieDansDeuxDemiEspaces

Fia. A.5: Solutions des problémes directs

Inversion

Mesures d’amplitude Pour une anomalie dans un espace libre, on simule des données d’am-
plitude sur un ensemble de points de mesure pour le probléme direct associé. Deux techniques
d’inversion sont alors a base de ces données : le transport d’amplitude et la descente de gradient.

La descente de gradient est une succession d’itérations.

Mesures phase-amplitude Un modéle similaire au cas de la seule amplitude mesurée peut

s’écrire. (NB : on aurait pu aussi factoriser.)
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inversion_transport_amplitude

<" descenteGradient

—] iterationDescente

‘ F A i eLibre

F1G. A.6: Inversion (mesures d’amplitude)

Conclusion

Ces quelques diagrammes fournissent de bonnes structures. Ils exploitent les liens entre différents
concepts, via des relations d’héritage. Le modéle objet a été implémenté en C++. Les techniques de
résolution numeérique sont naturellement celles exposées dans la thése.

A.3 Conclusion et perspectives

Les différentes techniques numériques présentées dans la thése ont été implémentées. Elles sont
développées dans un programme orienté objet qui exploite les liens entre différents concepts du sujet.
Le résultat est un pseudo-logiciel scientifique qui a permis de faire les simulations numériques.

Parmi les perspectives de ce code, on peut citer ’extension & la résolution des équations Maxwell
tri-dimensionnelles en milieu aléatoire (et des problémes inverses associés). Enfin, une interface
graphique permettrait de le rendre plus convivial.
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Annexe

Validation du code des équations intégrales

B.1 Introduction

Nous avons écrit un code de résolution de problémes directs par la méthode des équations
intégrales. Dans cette annexe, on propose de comparer la solution avec celle que ’on obtient analy-
tiquement, dans le cas de la diffraction par un disque. Cela constitue un test de validité du code.

B.2 Probléme direct

On se place dans le cas du probléme direct intervenant dans la deuxiéme partie de la thése. Nous
le rappelons rapidement pour le confort du lecteur. On considére ’espace libre de paramétres € et
po- La pulsation est w > 0 fixée. Le nombre d’onde est ko := w,/Zopo- On ajoute dans ce milieu une
anomalie D de parameétres €, et p.. Le nombre d’onde correspondant est k. := w,/gspix. On pose
1 1

e ZHD + %HW\E et e:=¢e,llp+ EOHRQ\E. On éclaire D par une onde incidente plane d’angle

1 Uine(n, T) = elkon-e

= Uinc(x). On obtient alors 'onde u[D](n,x) = u(x), solution de :
v-iy 2eu =0
pru = (B.1)
+ condition de radiation sortante.
Dans R? \ D, u[D](n,z) est la superposition de 1’onde incidente ui,.(n,z), et de 'onde diffractée
ugif(z) = uait[D](n, ©) == u[D](n, ©) — Uinc(n, )

Nous avons écrit un code des équations intégrales pour résoudre ce probléme ; nous renvoyons le
lecteur au chapitre 11 pour la formule de représentation intégrale et au chapitre 7 pour plus d’infor-
mations sur la partie numérique. C’est précisément ce code que ’on souhaite tester, en comparant
avec une solution obtenue analytiquement.

B.3 Diffraction par un disque

Nous savons calculer la solution du probléme (B.1) de maniére analytique dans le cas d’un
disque. Par symétrie radiale, il suffit en effet, dans ce cas, d’écrire le probléme en coordonnées
polaires (r,6) : © = r(cos §,sin §). Essentiellement, la démarche repose ensuite sur les propriétés des
fonctions de Bessel [35]. Nous supposons donc ici que D est le disque unité, et n = (0, 1).

Séries de Fourier La solution u se décompose en série de Fourier de la maniére suivante :
u(r,0) = >, @, (r)e™’. Par ailleurs, la décomposition en série de Fourier de uip(r, ) = e*orsin? est
Uine(r,0) = >, Jn(kor)e™ . ot J, est une fonction de Bessel, se décomposant & base de fonctions

de Hankel : J,,(kor) = 3 (Hr(Ll)(kor) + H,(f)(kor)).
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Onde diffractée Classiquement, dans {r > 1}, 4,(r) vérifie une équation de Bessel dont une
base de solutions est ( T(Ll)(kor), T(Lz)(kor)), et donc Uy, (r) = aan(Ll)(kor) + dnHr(Lz)(koT), r> 1.
Ainsi, le coefficient de Fourier n de wug(r, ) est : (an — %) Hr(Ll)(kor) + (dn — %) H,(LZ)(kOT). Comme
le premier terme satisfait la condition de radiation, le second doit la satisfaire, i.e. &, — % = 0.

Onde transmise D’autre part, dans {0 < r < 1}, 4, (r) vérifie une équation de Bessel dont une
base de solutions est (H,gl)(k*r), HT(LQ)(]C*T)) et donc Uy, (r) = BpHY (Kyr) + BnH, (k r), 0<r<
1. Par régularité de u,(r) et du reste u,(r) — (G, ﬁn)zl logr, Bn — Bp = 0.

Conditions de transmission On pose Al := H\ (ko), h' := HY (k,), b’ = S5 (o), b1 =

(1)
de—;}(k ). La continuité de u et de —8 u & travers la frontiére 0D montrent enfin que (o, 5,)

satisfait le sytéme suivant :

hg o —2RRT ] [an —3hg
Ko piy! —25—19%:’] [@J - [ 1k h_] ’
Ainsi,
ay = dgt/dgt, 3, = dgt/dst,
avec
det := —2§h3%h"’+2%h"’%hz, dgt: ghnéﬁh"’ zzh”’éﬁhf, diet —I%O(hn/h”).

Conclusion Finalement :

Uine(r,0) + 3, (0 — 3) Hfll)(kor)ei”‘g, r>1,
u(r,8) = B! 2
5 2B, RO (k). et

Les sommes sont indexées par Z. Numeériquement, on a réduit 'indexation a |n| < k.r + 5.

B.4 Comparaison des résultats

Nous comparons les résultats numériques obtenus avec le code des équations intégrales et la
solution analytique de la section précédente. D est donc le disque unité, et n = (0,1). On fixe
w=20.3,e9 =314, po =1, e, = 1 et pu, = 10. Pour les équations intégrales, on discrétise en 100
points. Pour la solution analythue on réduit l'indexation de la somme & |n| < k. + 5. On ajoute
un exposant a a la solution obtenue de fagon analytique. La Figure B.1 contient les résultats.

Concernant le module de la solution w, I’erreur relative est de moins de 2%. En retranchant
I’onde incidente, on obtient I'onde diffractée et on augmente l'erreur. Ceci est logique : 1'onde
incidente est exacte dans les deux cas et est plus grande que 'onde diffractée. L’erreur augmente trés
nettement dans certaines directions, jusqu’a 16% pour le rapport des modules. Il s’agit certainement
d’instabilités numériques du calcul de ’erreur : 'onde diffractée s’annule presque. Le résultat reste
acceptable. Enfin, en argument, ’onde diffractée coincide pour les deux méthodes, ’erreur est faible.

B.5 Conclusion

La solution analytique dans le cas du disque coincide trés bien avec la solution du code des
éléments finis de frontiére, ce qui est trés réconfortant. Naturellement, il serait intéressant d’effectuer
d’autres tests de validations : comparaison avec les éléments finis volumiques (aprés avoir tronqué
le domaine avec une bonne condition au bord), comparaison avec ’approximation de l'optique
géométrique, etc.
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Abhlo=anws

-8 -4 2 0 2 4 6

(e) arg uair (f) arg uair — arg ug;e

F1G. B.1: Comparaison de la solution du code des équations intégrales avec la solution analytique,
pour un disque. A gauche, on lit les résultats du code des équations intégrales; a droite, on lit leur
rapport avec la solution analytique. Du haut vers le bas, sont passés en revue : le module de 'onde,
le module de l'onde diffractée, I’argument de 1’onde diffractée.
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