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Introduction

On g’intéresse dans ce document & la résolution numérique des équations de Maxwell
dans le domaine temporel. Cette approche apporte une solution au probléme pour toute
une bande de fréquence en une seule simulation. Elle permet de plus I'analyse de milieux
hétérogénes ou de problémes non-linéaires.

Ce travail a été réalisé au département Antennes France Télécom R&D de La Turbie.
La complexité croissante des antennes requiert des outils d’analyse numérique toujours plus
performants. La miniaturisation liée & 1’essor de la téléphonie mobile impose notamment
la prise en compte de géométries qui peuvent étre trés petites devant les longueurs d’onde
qui entrent en jeu. Pour étre suffisamment précises, la plupart des méthodes numériques
nécessitent 'usage de maillages assez réguliers. La taille des problémes & traiter peut alors
étre considérable.

L’objet de cette thése est de proposer une méthode numérique capable de résoudre avec
précision le probléeme de Maxwell temporel avec des maillages localement raffinés. Ainsi,
en utilisant une discrétisation fine pour la prise en compte de détails géométriques et
une discrétisation plus grossiére dans les zones de propagation, on réduit significativement
la taille des problémes a traiter. Le gain est d’autant plus important que le raffinement
est réalisé de maniére non-conforme. Nous nous intéressons ici uniquement aux maillages
orthogonaux qui sont trés faciles & mettre en ceuvre et demandent peu de stockage
informatique. Notre objectif est donc de traiter des maillages orthogonaux localement
raffinés de maniére conforme ou non-conforme. De nombreuses études ont été menées pour
étendre le schéma Différences Finies de Yee a ce type de maillage. Le comportement de ce
schéma impose de raffiner en espace et en temps. La plupart de ces travaux reposent sur
des techniques d’interpolation qui se sont révélées instables [16], [40], [50]. Une méthode
performante assurant la stabilité a été proposée dans [32]. Cette méthode est implicite
aux interfaces entre les différentes sous-grilles. Les méthodes que nous exposons ici sont
explicites et ne font pas intervenir de pas de temps local.

Ce document comprend cinq chapitres. Dans un premier chapitre, on rappelle les
équations de Maxwell et leurs propriétés. On décrit ensuite les méthodes numériques les
plus utilisées pour la résolution du systéme de Maxwell. On détaille aussi les difficultés
(stabilité, dispersion, réflexions aux interfaces ...) que 'on rencontre lorsqu’on utilise des
maillages localement raffinés. On décrit enfin un schéma Volumes Finis Centrés (VFC,
[54]) qui a été le point de départ de notre travail. Ce schéma repose sur un calcul de flux
centré et un schéma saute-mouton pour la discrétisation temporelle. Son intérét majeur est
qu’il est stable sous une condition de type CFL sur tout type de maillages. Il permet donc
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notamment de traiter de maniére stable des maillages non-conformes. On montre alors que
des phénoménes de dispersion et de réflexions parasites dégradent sur de tels maillages la
qualité des solutions.

Afin de controler les erreurs de dispersion, on propose dans le chapitre deux
d’augmenter la précision du schéma VFC. Pour ce faire, on utilise un $-schéma [11], [17].
Le calcul des flux (toujours centré) repose sur une interpolation dépendant d'un parameétre
(. On agit sur le paramétre § pour minimiser l'erreur de dispersion. Les résultats obtenus
dans le cas de maillages raffinés conformes sont trés satisfaisants. Malheureusement, le
schéma introduit s’est révélé instable dans le cas 3D non-conforme.

Dans le troisiéme chapitre, on introduit une classe de schémas Galerkin Discontinu
nous garantissant la stabilité sur tout type de maillages. La méthode Galerkin Discontinu
a été introduite en 1973 par Reed et Hill [52] pour la résolution de I’équation de transport
de neutrons puis a été analysée par Le Saint et Raviart [41]. La méthode repose sur
une base de fonctions discontinues d’un élément & un autre. L’ordre de ’approximation
est choisi arbitrairement dans chaque élément. La méthode peut étre vue comme une
approche Eléments Finis ol aucune continuité n’est assurée entre les éléments ou une
approche Volumes Finis d’ordre élevé. La discontinuité de la représentation permet de
n’imposer aucune contrainte sur la maillage. En particulier, les maillages non-conformes
sont autorisés. De trés bons résultats ont d’ailleurs été obtenus en mécanique des fluides
avec ce type de maillages [53]. De plus, la méthode étant trés locale, elle est facilement
parallélisable [7], [9], [26], [31]. La méthode Galerkin Discontinu connait ainsi un réel
engouement depuis une quinzaine d’années. Elle est maintenant fréquemment utilisée
pour résoudre des systémes différentiels hyperboliques [6], [18], paraboliques [28], [29]
et elliptiques [1], [2], [62]. Cependant, elle a été peu utilisée pour résoudre le systéme
de Maxwell instationnaire. Un schéma a été proposé dans le cas bidimensionnel dans
[55]. Ce schéma s’est montré trés performant pour traiter des milieux hétérogenes. Il
est néanmoins coliteux (& cause notamment du schéma de Runge-Kutta utilisé pour
I'intégration temporelle) et diffusif, compromettant ainsi toute simulation en temps long.
Ces inconvénients ont été contournés en partie dans [37] par l'usage de polynomes de
Lagrange d’ordre élevé sur des maillages non-structurés conformes. Nous proposons ici
d’utiliser un schéma temporel de type saute-mouton moins cotiteux qu’un schéma Runge-
Kutta. De plus, associé a une approximation centrée pour le calcul des intégrales de surface,
il permet de conserver un équivalent discret de I’énergie électromagnétique. Le schéma
est alors non-diffusif. On présente ensuite un ensemble de fonctions de base adapté aux
maillages orthogonaux moins cotiteux que les espaces P! ou Q! classiquement utilisés. On
montre que ce choix de fonctions de base permet de conserver faiblement les relations de
divergence. Une étude de ’erreur de dispersion montre que la méthode est peu sensible aux
variations du rapport pas de temps sur pas d’espace. Il s’agit donc d’une méthode apte a
traiter de maniére stable et avec une faible erreur de dispersion des maillages raffinés avec
un pas de temps constant. On montre toutefois que lorsque le maillage est non-conforme,
des réflexions parasites dues & l'interface entre les grilles dégradent les résultats.

On montre dans le quatriéme chapitre qu’il est possible de diminuer encore I'erreur de
dispersion du schéma Galerkin Discontinu. On introduit pour cela un paramétre dans le
calcul des intégrales de surface. Cette approche n’est valable que lorsque les maillages sont



conformes. En effet, elle conduit dans le cas non-conforme & un schéma capable de piéger
de I’énergie dans les sous-grilles les plus fines.

Le cinquiéme chapitre est consacré au cas des maillages non-conformes. On propose
d’utiliser le schéma Galerkin Discontinu présenté au troisiéme chapitre. Afin de supprimer
les réflexions parasites constatées dans ce méme chapitre, on augmente le degré de
I'approximation aux interfaces non-conformes. Plusieurs applications montrent alors que
la méthode peut traiter de maniére trés satisfaisante des maillages non-conformes dont le
taux de raffinement peut étre élevé.
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1.1 Equations de Maxwell

Les phénoménes électromagnétiques dans les milieux continus sont décrits par les
quatre champs vectoriels E, D, H et B qui représentent respectivement champ et induction
électriques, champ et induction magnétiques et par les grandeurs p (densité de charge
volumique) et j (densité de courant électrique).

5



Chapitre 1. Introduction Générale

Les équations de Maxwell relient entre elles ces quantités

oD
— —rotH+j=0 loi de Maxwell-Ampére,

ot

0B .

e +rot E =0 loi de Maxwell-Faraday,
divD—-p=0 loi de Gauss électrique,
divB =0 loi de Gauss magnétique.

En dérivant par rapport au temps la loi de Gauss électrique et en prenant la divergence de
la loi de Maxwell-Ampére, on obtient la loi de la conservation de la charge

dp
— =div]j. 1.1
T div j (1.1)

Les équations de Maxwell ne sont pas suffisantes pour déterminer le champs E, D, H et B.
Il convient d’ajouter des relations tenant compte du milieu étudié. Nous considérerons dans
cette étude des matériaux linéaires isotropes. Pour ces matériaux, les lois de comportement
sont données par

D =¢(x)E,

B — u(H, (1.2)

ou la permittivité £(x) et la perméabilité 1(x) sont des scalaires strictement positifs. Dans
le vide, ces quantités sont constantes et ont pour valeurs

po = 4m.10~"H/m.

= 3.10%m/s.

La vitesse de la lumiére dans le vide est ainsi donnée par ¢y =
oMo
On considére dans ce document des courants sources donnés ou des conducteurs & perte.

Dans ce dernier cas, la densité de courant j et le champ électrique E sont reliés par une loi
dite de conduction. En ’absence de source de courant électrique, la loi la plus simple est
la loi d’Ohm

j=0oE,



1.2. Conditions d’interface et conditions aux limites

ou la conductivité du matériau o est une grandeur scalaire positive ou nulle.
Ainsi, les équations de Maxwell dans les milieux linéaires isotropes deviennent

5(x)8—E —rotH+j =0, (1.3)
ot
OH
/J,(X)E +rotE = O, (14)
dive(x)E —p =0, (1.5)
div u(x)H = 0. (1.6)

En fait, les équations (1.5) et (1.6) sont redondantes (pour tout temps ¢ positif) pour une
donnée initiale vérifiant ces contraintes. Les schémas numériques que ’on présente reposent
donc uniquement sur la discrétisation des équations (1.3) et (1.4). Nous montrerons au
chapitre 3 que le schéma Galerkin Discontinu que nous proposons vérifie les équations
(1.5) et (1.6) dans un sens que nous préciserons.

1.2 Conditions d’interface et conditions aux limites

1.2.1 Equations de Maxwell au sens des distributions

Des répartitions de charges et des courants localisés sur des courbes ou des surfaces
se rencontrent fréquemment dans les applications. L’écriture des équations de Maxwell
au sens des distributions permet de prendre en compte ces singularités et d’expliciter de
maniére générale les conditions aux limites ou d’interfaces associées a ce type de probléme.
On rappelle que pour toute distribution vectorielle T4 (associée a un champ de vecteur A)
et toute surface S orientée (normale n) telles que T4 soit dérivable au sens des fonctions
sur le complémentaire de S, divergence et rotationnel de T4 s’écrivent

diV(TA) = diV(A) + n.[A]S ds,

rot(T'4) = rot(A) +n x [A]g dg, (1.7)

ou Jg est la distribution de Dirac sur la surface S et [A]g est le saut de A a travers la
surface S.

Revenons a présent aux distributions vectorielles et scalaires associées aux grandeurs
intervenant dans les équations (1.3), (1.4), (1.5) et (1.6). On suppose que toutes ces
grandeurs sont au moins dérivables dans le complémentaire de S. On décompose la
distribution scalaire T}, en la somme d’une densité de charge volumique p et densité de
charge surfacique ps (T, = p + ps). On décompose de maniére analogue la distribution

7
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volumique Tj. Ainsi, les équations de Maxwell au sens des distributions s’écrivent

E(x)aa—]f—rotH—nx H]s = —j —js ds, (1.8)
u(x)aa—l;l+r0tE+n>< [Els =0, (1.9)
dive(x)E + n.[e(x)E]s = p + ps s, (1.10)

div pu(x)H + n.[u(x)H]s = 0. (1.11)

Par identification avec les équations de Maxwell au sens des fonctions, on établit les
conditions d’interface sur la surface S

n x [H]s = js, (1.12)
n x [E]s = 0, (1.13)
n.[e(x)E]s = ps, (1.14)
n.[u(x)Hlg = 0. (1.15)

Ainsi, en I'absence de courant jg, les composantes tangentielles des champs électrique
et magnétique sont continues & travers toute surface. Par contre, méme en I’absence de
charges, les composantes normales des champs électrique et magnétique ne sont pas en
général continues.

1.2.2 Conditions aux limites pour une frontiére métallique

On assimile les parois métalliques au modéle idéal et fictif du conducteur parfait: la
conductivité o est supposée infinie (les charges se portent instantanément a la surface du
conducteur). On considére que les champs sont nuls a l'intérieur du métal. Si on note Eg
et Hg les champs électrique et magnétique & la surface du métal, les relations de saut
deviennent

n x Hg = js, (1.16)
nxEg =0, (1.17)
nEg = %S, (1.18)

n.Hg = 0. (1.19)

Les courants surfaciques jg et les charges surfaciques pg ne sont pas des sources appliquées
connues mais leur présence est rendue nécessaire par le modeéle de conducteur parfait. Nous
imposerons donc uniquement les conditions (1.16) et (1.17).

8



1.8. Approche en régime harmonique

1.2.3 Conditions aux limites pour une frontiére absorbante

Lorsque les ondes se propagent dans un domaine infini, nous devons borner le domaine
de calcul. On cherche donc des conditions aux limites totalement absorbantes (i.e. ne
générant aucune onde parasite a la frontiére artificielle). Nous utiliserons pour une frontiére
placée dans le vide la condition absorbante d’ordre un de Silver-Miiller :

nxE=—/%nxnxH). (1.20)

€0
En pratique, cette condition nécessite de placer la frontiére du domaine assez loin des objets
et engendre donc des problémes de grande taille. De nombreux travaux ont été menés pour
proposer des conditions aux limites d’ordre élevé plus performantes [21], [39]. Toutefois, la
méthode la plus efficace pour absorber les ondes électromagnétiques semble étre d’utiliser
un matériau fictif absorbant (PML: Perfectly Matched Layer) proposée par Bérenger [5].
Nous verrons que les PML s’adaptent trés bien & la méthode Galerkin Discontinu.

1.3 Approche en régime harmonique

Le traitement en régime harmonique des équations de Maxwell consiste & prendre la
transformée de Fourier de celles-ci (dépendance implicite en e™?) et traiter le probléme
fréquence par fréquence. On peut alors utiliser des méthodes trés précises comme les
équations intégrales [4]. Toutefois, ces méthodes ne peuvent traiter des milieux in-
homogénes ou non-linéaires contrairement aux méthodes temporelles [24], [35]. Elles ne
permettent pas de modéliser des éléments actifs (diodes par exemple). De plus, lorsqu’on est
intéressé par plusieurs fréquences, plusieurs calculs sont nécessaires alors qu'un seul calcul
dans le domaine temporel suivi d’une transformée de Fourier permet d’obtenir des résultats
sur une large bande de fréquence. On obtient ainsi une représentation des phénomeénes
électromagnétiques continue en fréquence. Enfin, les nouvelles technologies UWB (Ultra
Wide Band) en mode impulsionnel nécessite une étude dans le domaine temporel. On
s’intéressera uniquement dans ce document a la résolution des équations de Maxwell dans
le domaine temporel.

1.4 Principales méthodes de résolution

1.4.1 Différences Finies

Cette méthode FDTD (Finite Difference Time Domain) introduite par Yee [63] est
la plus couramment utilisée. L’espace est divisé en pavés identiques. Les différentes
composantes des champs ne sont pas calculées aux mémes endroits. Les dérivées temporelles
sont prises en compte par un schéma saute-mouton d’ordre 2 (les champs E et H ne sont
pas calculés aux mémes instants) et chacune des dérivées spatiales est discrétisée par des
différences centrées (aussi d’ordre 2)

f ) = LI @0 W) ey
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Le schéma résultant est simple, peu cotliteux et trés facile & mettre en ceuvre. De nombreux
travaux ont été menés pour le doter de conditions aux limites absorbantes. Il ressort de
[60] que I'usage de PML (Perfectly Matches Layer [5]) est la maniére la plus efficace de
procéder. Le schéma est stable pour un matériau homogéne sous la condition CFL suivante

1 1 1
CAt\/(A$2 + Ay + A22) <1, (1.21)

ou C = 1/,/€pu est la vitesse de propagation du milieu et Az, Ay, Az déterminent les cotés
des pavés. L'utilisation de cubes ne permet pas de bien prendre en compte des géométries
complexes. On doit donc utiliser des maillages trés fins autour de toute géométrie complexe.
L’emploi de grille réguliére conduit alors a des tailles de problémes prohibitives. Il est alors
indispensable de raffiner localement le maillage. Deux difficultés majeures se présentent.
La premiére est la dispersion. On rappelle que pour toute onde harmonique de pulsation
w et de vecteur d’onde k ='(k;,ky,k.), on a dans le cas continu la relation de dispersion

w? = [k]2C? (1.22)

La relation de dispersion discréte vérifiée par le schéma de Yee est

(4)2 — 02|k|2 +

C? k)4 AL ks Az? + kyAy? + kA2
12 k|4

> +0(A%). (1.23)

Une étude de la variation du terme d’ordre deux de cette relation permet d’affirmer que
pour une discrétisation spatiale donnée, baisser le pas de temps At augmente 'erreur de
dispersion. De plus, cette erreur est minimale lorsque At est le pas de temps maximal
autorisé par la condition de stabilité. Pour ne pas conduire & un schéma trop dispersif,
tout raffinement spatial doit s’accompagner d’un raffinement temporel du méme rapport. Le
rapport pas de temps sur pas d’espace est alors constant sur tout le domaine et optimal pour
la relation de dispersion. Le second écueil est la stabilité. De nombreux raffinements spatio-
temporels reposant sur le schéma de Yee ont été proposés ([16], [40], [50] par exemple).
Toutes ces méthodes utilisent des interpolations plus ou moins sophistiquées et se révélent
instables sur des calculs en temps long. Plus récemment, une nouvelle méthode [32] a été
proposée en dimension trois d’espace garantissant un raccord stable entre les grilles, basée
sur la conservation d’une énergie électromagnétique discréte. Cette méthode nécessite la
construction et la résolution d’un systéme linéaire & l'interface des grilles. Les auteurs
précisent de plus que si on souhaite utiliser des taux de raffinements supérieurs & deux,
on doit avoir recours & des raffinements successifs de rapport deux. En effet, si le taux de
raffinement est supérieur & deux, des modes parasites se propagent. Ces modes parasites
ne sont évanescents que lorsqu’on baisse le pas de temps At. Le schéma devient alors trop
dispersif. Notons que cette approche s’adapte a d’autres équations de propagation [3].

Dans le cas d’objets métalliques, on peut aussi remédier & ce défaut de discrétisation
en “marche d’escalier” par la méthode des domaines fictifs [22|. Cette méthode nécessite
Iintroduction d’un maillage surfacique de l'objet sur lequel on calcule des courants
traités comme sources par le schéma Différences Finis. L’avantage de cette méthode par
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rapport aux méthodes Eléments Finis ou Volumes Finis est avant tout pratique. Il est en
effet beaucoup plus facile de construire un maillage surfacique qu’un maillage volumique
tétraédrique. De plus, le colt est moindre car on a pas a stocker la structure de données
d’un maillage tétraédrique tri-dimensionnel. Toutefois, la taille du maillage volumique étant
contrainte par celle du maillage surfacique, les problémes a traiter restent de grande taille.

1.4.2 Eléments Finis

La méthode Eléments Finis en domaine temporel repose sur une formulation
variationnelle des équations de Maxwell. Les Eléments Finis nodaux classiques ne peuvent
étre utilisés pour les équations de Maxwell. En effet, ils ne respectent pas les conditions
d’interface et les relations de divergence. Des Eléments Finis mixtes ont alors été introduits
[44], [47]. La continuité de la composante normale du champ magnétique et celle de la
composante tangentielle du champ électrique sont alors assurées. Cette approche permet
de bien prendre en compte les milieux hétérogénes et les géométries par des maillages non-
structurés.

Le schéma numérique n’est pas explicite en temps: une matrice creuse réelle, symétrique,
définie positive est a inverser a chaque itération temporelle. Bien que ne présentant pas
de difficulté, cette inversion entraine des temps de calculs importants. Des techniques de
condensation de masse permettent avec des approximations numériques de diagonaliser
la matrice a inverser. Malheureusement, ces techniques sont difficiles & mettre en ceuvre
pour les éléments finis utilisés pour 'électromagnétisme [27], [43], [47]. Des travaux sont
en cours sur ce sujet pour le cas de maillages héxaédriques [20]. Un autre inconvénient est
la difficulté de disposer de conditions absorbantes efficaces.

L’analyse théorique de ’erreur de dispersion ne peut se faire que sur des maillages structurés
[45], [46]. Comme le schéma Différences Finies de Yee, cette méthode est dispersive dés
lors que le pas de temps est petit devant le pas de temps maximal autorisé par la condition
de stabilité. Ainsi, on constate numériquement que si le maillage n’est pas structuré, une
certaine régularité est requise pour que les solutions ne soient pas trop dispersées. Les
problémes & traiter peuvent alors étre & nouveau de trés grande taille.

Une solution pour réduire le colit et disposer de parois absorbantes performantes est
I’hybridation avec la FDTD. A notre connaissance, les techniques d’hybridation sont &
ce jour instables [33], [42].

1.4.3 Volumes Finis

Le systéme de Maxwell peut s’écrire sous une forme conservative. Il est donc naturel
d’adapter a la résolution des équations de Maxwell des schémas conservatifs ayant déja
prouvé leur efficacité (en mécanique des fluides par exemple). Il s’agit de plus d’un systéme
hyperbolique. On peut utiliser cette propriété pour construire des schémas Volumes Finis
décentrés ([17], [58] par exemple). Associés & une discrétisation temporelle de type Runge-
Kutta, ces schémas sont trés précis. Ils ne sont toutefois pas satisfaisants car ils sont
diffusifs. Ainsi, si on simule I’évolution d’un mode propre dans une cavité métallique avec
de tels schémas, la solution obtenue aprés un long temps de calcul est d’énergie nulle alors
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que l'énergie de la solution exacte est conservée au cours du temps. Signalons que des
travaux ont été menés pour minimiser l'erreur de diffusion [11]. Signalons également des
travaux récents [8| qui proposent de prendre en compte la formule de Kirchoff dans le calcul
des flux.

Un schéma Volumes Finis Centrés (VFC) conservant un équivalent discret de I’énergie
électromagnétique a été récemment proposé [54]. I repose sur un calcul de flux centrés
et une discrétisation temporelle de type saute-mouton. Tout comme le schéma de Yee, il
est d’ordre 2 en temps et en espace sur une grille réguliére orthogonale. Il permet aussi
de traiter des maillages tétraédriques de maniére totalement explicite. L’atout majeur de
ce schéma est de conserver une énergie discréte sur tout maillage (méme non-conforme).
11 s’agit donc d’un trés bon candidat pour le raffinement de maillage car la stabilité est
assurée. On détaillera dans la section 1.6 ce schéma. On illustrera alors les difficultés
(dispersion, réflexions parasites) que I’on rencontre lorsqu’on souhaite raffiner localement le
maillage. Les schémas que I'on étudiera dans ce document se raménent dans leur expression
la plus simple au schéma VFC (5 = 0 pour le 3-schéma et approximation constante par
élément pour la méthode Galerkin Discontinu).

1.5 Motivations pour les maillages orthogonaux

La génération de maillages volumiques de qualité est une difficulté réelle en
électromagnétisme [33]. Les structures a étudier sont en effet trés complexes (antennes
hélicoidales, fentes et fils minces, ...). On ne s’intéressera dans ce document qu’aux
maillages orthogonaux. D’une part, ces maillages sont plus faciles & construire que des
maillages tétraédriques ou héxaédriques quelconques. D’autre part, ils sont moins cotiteux
car ils ne nécessitent pas de stocker une structure de données. Enfin, le raffinement
de maillage autorise finalement une discrétisation précise des géométries. On distingue
deux types de raffinements: conforme et non-conforme. Les maillages non-conformes sont
bien str les plus intéressants car ils permettent de réduire de maniére spectaculaire la
taille des problémes. On rappelle qu'un maillage est dit conforme si D'intersection de
deux éléments du maillage (ici des hexaédres orthogonaux pour le cas 3D) est réduite
soit & I’ensemble vide, soit & un point, soit & une aréte. On montre sur la figure 1.1 un
exemple de raffinement conforme et un exemple de raffinement non-conforme dans le
cas 2D. La figure 1.2 présente elle un exemple de raffinement non-conforme dans le cas
3D. Dans toute la suite du document, on désignera par raffinement 1 : n, tout maillage
ou le rapport entre l'aréte la plus grande et 'aréte la plus petite est n. La figure 1.2
représente donc un exemple de raffinement 1:2 et la figure 1.1 un exemple de raffinement 1:4.
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"Grille] —— ‘Grille] ——

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) conforme (b) non-conforme

FiGc. 1.1 — Ezemple de raffinement 1:4 - Cas 2D

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fi1G. 1.2 — Raffinement 1:2 non-conforme - Cas 3D

1.6 Le schéma Volumes Finis Centrés (VFC)

On présente ici briévement le schéma VFC [54]. On en rappelle les principales
propriétés. La plus remarquable est la conservation d’une énergie discréte sur tout maillage.
Ce schéma permet donc de traiter de maniére stable des maillages raffinés. Nous allons
toutefois montrer que des phénomeénes de réflexion et de dispersion rendent la méthode
inutilisable dans ce contexte.
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1.6.1 Présentation du schéma

Soit le systéme de Maxwell en variables E et H

OE
s(x)g = rot(H),
(1.24)
oH
,u(ac)ﬁ = —rot(E).
On intégre le systéme sur chaque élément noté V' du maillage
OE
/ e(r)—= = / rot(H),
v ot v
(1.25)

[ wte) e == [ rore)

En supposant que €, p et les champs sont constants sur chaque cellule V' et en utilisant
une formule de Green pour les termes de droite des équations, on obtient

OE 1
@)= E / 0 X Hypogy,
o v £ VAV
Vv’ voisin de v

OH 1
H(x)ﬁ B v / Z /cvvmav/ n > Bovoov's
Vv’ voisin de v

(1.26)

ol n est la normale unitaire extérieure a V.
Il reste & évaluer les flux aux interfaces des cellules. Ces intégrales sont calculées de maniére

centrée
HV =+ HV’

Hyynoy = 5 (1.27)

Le schéma semi-discret peut s’écrire sous la forme (en omettant I'indice V)

OE
5_875 = ‘I’l(H),
(1.28)
OH
lu’ at - _\P2(E)’

ou W et Wy représentent la somme des flux numériques de E et H respectivement. Il s’agit
d’un schéma conservatif dont les flux sont consistants.
Le schéma temporel utilisé est le schéma saute-mouton d’ordre 2. Le schéma s’écrit alors

Entl = En + Aty (H"2) /e,

(1.29)
H* 5 — H s — AtT,(E™H) /p.
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1.6.2 Propriétés
Stabilité dans le cas structuré

Soit un maillage composé de parallélépipédes identiques ol le domaine de calcul est
infini. Alors la stabilité du schéma est assurée pour un matériau homogeéne par la condition
de CFL suivante

1 1 1
CAt\/(Ax2 tap A <2 (1.30)

Cette condition est 2 fois moins contraignante que la condition (1.21) de stabilité du schéma
de Yee.

Ordre du schéma

Par la méthode des équations équivalentes [61], on montre que le schéma est d’ordre
deux en espace et en temps sur toute grille structurée uniforme.

Stabilité du schéma dans le cas non-structuré
On montre dans [49] que le schéma est stable en norme L? sur tout maillage en

polyédres si pour toutes cellules adjacentes V et V' le pas de temps At vérifie

/!

Vv r
At? < 16W min(ep & w), (1.31)

ou V est le volume de la cellule V' et P l'aire de sa frontiére. Cette propriété reste vraie
méme lorsque le maillage est non-conforme.
Dispersion numérique
Pour toute onde harmonique de pulsation w et de vecteur d’onde k :t(k:x,ky,kz), la
relation de dispersion discréte vérifiée par le schéma VFC est donnée par
k2 Ax? + k;AyQ + k2AZ2
k|*

2 2 2 C2‘k‘4 2 2 4
W= Ok 4 —o | CPAF —4 +O(AY). (1.32)

L’erreur de dispersion est donc du méme ordre que celle du schéma de Yee. Toutefois, pour
avoir un terme d’ordre 2 identique & celui de Yee, le maillage utilisé pour le schéma VFC
doit étre 2 fois plus fin. Tout comme les méthodes différences finies et éléments finis, le
terme d’ordre 2 de la relation de dispersion discréte est élevé dés que le pas de temps At
est petit devant le pas de temps maximal autorisé par la condition de stabilité.

1.6.3 Raffinement de maillage
1.6.3.1 Réflexions parasites

On propose une étude dans le cas 1D du comportement du schéma VFC sur une grille
raffinée. Nous allons montrer que le schéma VFC est d’ordre 1 sur une telle grille et qu’il
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existe une pondération du calcul des flux permettant de rendre le schéma d’ordre 2.
On cherche donc & résoudre le systéme

ou ov
g _
ot oz’
bv o (1.33)
ot Cax'

On considére dans un premier temps une grille uniforme (pas d’espace fixe Az). Sur une
telle grille, le schéma VFC discrétisant (1.33) s’écrit

1 cAt  pi1/2 +1/2
=+ R o), (1.34)
n+3/2  nt+1/2 | CAL 0 a1 '
v; = + E(uj-f—l —vi0y),
ou n désigne l'indice temporel et j I'indice spatial.
Cherchons des solutions de (1.34) sous la forme
" = UetlwnAt — kjAr)
’ (1.35)

o2 _ yei(w(n 4+ 1/2)At — kjAx)

] )
ou la fréquence w est fixée. U et V sont alors solutions de

2isin(wAt/2) —icsin(kAx) U
At Az < ):. (1.36)

—icsin(kAz)  2isin(wAt/2)
Az At

U et V sont solutions si et seulement si le déterminant de la matrice est nul soit
2Ax

“Ap (@A) = |sin(kA)| (1.37)

On choisit le pas de temps maximal autorisé par la condition de stabilité (soit cAt/Ax = 2).
L’égalité (1.37) est vérifiée si et seulement si

wAt

5 = kAx
ou bien
= —kAx
ou bien
= kAxr +m
ou bien
= ™ — kAx.
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De plus, le systéme (1.36) permet de lier les amplitudes U et V par

U _ 2Azsin(wAt/2) (1.38)
V. cAtsin(kAx) '

On a donc finalement quatre types d’onde solutions de (1.34) données par

u = UellwnAt — kjAx)
7 )

o"TY2 _yei(w(n +1/2)At — kjAr)

j 9
U=V,
uj

oTY2 _ ypi(w(n + 1/2)At + kjAx)
J )

(" = Uet(wnAt + kjAx)

U=V,
1.39
ul = (—1)7 Uet(wnAt — k‘jA:c)7 (1.39)

,U;z—f—l/Q = (~1)7 vellw(n +1/2)At — k:ij)’

( U =-V,
( = (—1)/ 7ot (wnAt + ijx)’

U;LH/Q — (—1) Veilw(n +1/2)At + kjAz),
U=1V.
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x=0

j=— j=— L= j=1

Zone 1 Zone 2

Fi1G. 1.3 — FEtude des réflexions

Travaillons & présent sur un maillage constitué de deux zones réguliéres (figure 1.3). La
zone 1 a un pas d’espace Ax et la zone 2 un pas d’espace Ay. On a deux nombres d’onde
distincts sur chacune des grilles

w

ko= (@<0) et k= (z>0). (1.40)

C C

La relation (1.37) permet d’écrire

sin(kTAy)  sin(k~Ax)

Ay Ax

— kTt =k +0(A2).

On cherche une solution du schéma VFC s’écrivant comme une superposition de solutions
données dans (1.39). On choisit une onde incidente d’amplitude 1 a support dans la zone 1.
Dans la zone 1, U'interface du raffinement de maillage génére une onde réfléchie (amplitude
R) et une onde réfléchie parasite (amplitude P) alors que dans la grille fine se propagent une
onde transmise (amplitude T') et une onde transmise parasite (amplitude (). On cherche
finalement une solution s’écrivant comme la superposition de cing ondes données dans le
tableau 1.1.

On s’intéresse a la solution suivante du schéma

u;z+1/2 — plwnAt (efik_jAz + (R + (_1)jp)eik_jA:c> ,
<0, 141
J v;li-ll//; — giwnAt (efik*jA:v _ (R . (—1)J'P)eik’J'Az) ’ ( )
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Support | Type d’onde Dépendance spatiale | Amplitude | Propagation
Zone 1 | Onde incidente —k~Ax U=v=1 —
Onde réfléchie k~Ax U=R, V=-R —
Onde réfléchie parasite T+ kT Ax U=V=P —
Zone 2 | Onde transmise —kTAy U=V=T —
Onde transmise parasite T —kTAy U=Q, V=-Q —
TAB. 1.1 — Types d’ondes se propageant
| “?+1/2 _ piwnAt (Te—ikJrjAy i (_1)er—ik+jAy) ’
J =0, nt1j2 (1.42)

s piwnAt (Tefik'*‘jAy _ (_1)erfik+jAy) _
j

On s’intéresse aux deux cellules appartenant & l'interface. La mise & jour des inconnues
nécessite I’évaluation de u et v en £ = 0. Comme on l’a vu, cette évaluation est calculée

de maniére centrée

n+1/2 | n+l/2
_u21/2+u711/2 ot V_jj9 TV

2 #=0 2
On propose d’introduire une pondération dépendant d’un paramétre o (o # 0, o # 1)
dans le calcul de ce flux

n+1/2

n
Uz=0

Up—g = au’y 5 + (1 — a)ufjy et 03201/2 = O‘UT{/12/2 + (1~ O‘)v?/j;l/2 (143)
Pour les cellules j = —1 et j = 0, le schéma s’écrit alors
( i—ng(urj/lz - u21/2) + owﬁr/lz/2 + (1 — a)v?21/2 o (Uflr/lz/2 + Ugr/l2/2)/2 =0,
SE @B ) ey (L= @i~ (T + ) /2 =0, (1.44)
S ) - T - @ G =0,
A st ) it — (- i+ g2 =
En injectant les solutions (1.41) et (1.42) dans les équations (1.44), on obtient
2idx Siz(twAtﬂ) U_12+ (a — %) Vop+ (1 —a)Vi, - %‘Li*‘»/2 =0,
2iAz Siz(twAtﬂ) V_i2+ <a — %) U1+ (1 —a)Uys — %U73/2 =0, s
2i8y SiZ(:JAt/2) Uiy + <a - %) Vijg—aV_ys + %‘/:3/2 =0, o
2iAy SiZ(ZJAtﬂ) Vi + (a _ %) Upjp — U5 + %U:s/g =0,
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ou
( U,g/g — ¢~ thT3Ax/2 + eik‘BA:v/2(R+ ’ip), V,3/2 — ik 3Az/2 + ez’k‘BA:c/2(_R + iP),
U_1/2 — e—ik7A$/2 + 6Zk73A$/2(R +'LP), V_1/2 — e—ik7A$/2 + 6Zk73A$/2(_R+ ZP),

Uijp = 67ik+Ay/2(T —1iQ), Vip = 67ik+Ay/2(T +1iQ),

Usjg = e T80T 1 4iQ), Vajg = e=FTAU2(T — Q).

On effectue ensuite des développements limités sur le systéme (1.45) et on détermine par
identification les développements limités des coefficients R, P, T et Q. A T'ordre 1, on
obtient (en confondant R, P, T, @ avec leurs termes d’ordre 0)

12 a-1/2 0 1-a 14+ R+iP 1

a-1/2 12 1-a 0 1—R+iP 1
= . (1.46)

0 - /2 a—-1/2 T—iQ 0

—« 0 a—1/2 1/2 T +1iQ 0

La matrice du systéme (1.46) est inversible pour tout « non nul. La résolution du systéme
donne pour tout o, T' =1, P=0, Q =0 et R =0. On vient de montrer que Yo # 0

T=1+4+0(A),

= 0(A),
Q=0(A), (1.47)
R=0(A)

Le schéma est donc au moins d’ordre 1 & l'interface et ce quelle que soit la valeur du
paramétre de pondération.

On cherche maintenant & déterminer la valeur du terme d’ordre 1 des quantités R, P, T
et (. On note ces termes d’ordre 1 R*, P*, T et Q*. Un développement limité & 1’ordre
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2 sur le systéme (1.45) nous permet d’écrire

Ax/2 (a —1/2)Ax 0 (1—-a)Ay —ik~Az/2(1 + R* 4 iP*)
(a — 1/2)Az Ax/2 (1—a)Ay 0 —ik~Az/2(1 — R* 4 iP*)
0 —alAz Ay/2 (a —1/2) Az T —iQ*
—alAx 0 (e —1/2)Ay Ay/2 T" +1iQ*
0
0
| —iktaye
—ikTAy/2
(1.48)
Sia#0eta#l, lesystéme (1.48) admet une unique solution donnée par
_— N, —ikTAy(l — «)
—ik~Ax/2(1 + R* +iP*) SAra
—ik~Az/2(1 — R* 4+ iP*) —iktAy(1 — «)
T O = 2Ax : (1.49)
—iQ —ikt /2
m+iQ —ikt /2

Le schéma est d’ordre 2 & linterface si et seulement si R*=P*=Q*=0 et
T* = —ik™Ay/2. Or nous avons vu que k* = k= + O(A?). On vérifie alors que le schéma

est d’ordre 2 si et seulement si
Ay

a=——.

Az + Ay
On appelle le schéma résultant, schéma VFC avec flux pondérés. Les flux a l'interface sont
calculés comme suit

(1.50)

n_ Ay n Az n n+1/2 Ay n+1/2 Az n+1/2
Uyp—0 = A.,L,_i_Ayufl/Q—i_ Ax+Ayu1/2 et Vgm0 = Ax—l—AyU*l/z + A.%'—FAyUl/Q
(1.51)

On remarque que si le maillage est uniforme (Az = Ay), « vaut 1/2. On retrouve le fait
que le schéma VFC est d’ordre deux sur une grille uniforme.

On illustre notre propos avec la simulation représentée sur la figure 1.4. Il s’agit de la
propagation d’un pulse 1D avec un maillage constitué de deux grilles de pas d’espace
différent. Un pulse est initialisé dans la zone 1 et on stoppe la simulation deés lors que le
support du pulse est dans la zone 2. On voit clairement que la solution du schéma VFC
(figure 1.4-(a)) présente de fortes réflexions. Comme prévu, la solution VFC flux pondérés
(figure 1.4-(b)) est elle de bien meilleure qualité.
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T T L
Solution —&— Solution —&—

0.8 - 1 0.8 -

Grille fine Grille grossiere Grille fine ¥ Grille grossiere

Propagation Propagation

(a) VFC (b) VFC avec flux pondérés

FiG. 1.4 — Propagation d’un pulse 1D sur une grille raffinée : solution en espace

L’extension tridimensionnelle de la formule (1.51) est une formule de pondération par
les volumes. L’approximation (1.27) devient

!

|4 Vv
avnav' = V+V/HV+ V+V/HV/’

H (1.52)

Mis & part le cas mono-dimensionnel, on ne sait pas démontrer la stabilité d’un tel schéma
sur une grille qui n’est pas uniforme. Ce schéma se révéle d’ailleurs instable sur un maillage
non-conforme. Finalement, la pondération (1.52) n’est pas une solution pour traiter des
maillages localement raffinés.

1.6.3.2 Dispersion

On a vu que le schéma VFC est dispersif dés que le pas de temps At est petit devant
le pas de temps maximal autorisé par la condition de stabilité. Cette configuration est celle
que l'on rencontre lorsqu’on souhaite raffiner le maillage: le pas de temps est fixé par la
condition de stabilité imposée par la grille. Par conséquent, ce méme pas de temps est trop
petit dans la grille grossiere.

Pour mettre en évidence ce défaut, on simule 1’évolution du mode propre (1,1,1). L’intérét
de cas test stationnaire est que I’énergie de la solution exacte est conservée. On peut donc
réaliser des simulations en temps long et mesurer le degré de dispersion d’un schéma. La
solution exacte du mode propre (1,1,1) de fréquence w dans une cavité métallique cubique
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de taille 1m est donnée par 36|

H, = —% sin(mx) cos(my) cos(nz) sin(wt),
w
y = = cos(mx) sin(my) cos(mz) sin(wt),
w
H, = —2—(2 cos(mx) cos(my) sin(mz) sin(wt), (153)
E, = — cos(mx) sin(my) sin(mz) cos(wt),
E, =0,
E, = — cos(mz) sin(my) sin(7z) cos(wt).
{

On simule donc I'évolution du mode propre (1,1,1) (w = 300 MHz). On considére un
maillage cubique de la cavité correspondant & 15 points par longueur d’onde. On raffine
localement le centre de la cavité d’'une maniére conforme puis d’une maniére non-conforme.
Le taux de raffinement est 4. La simulation est stoppée au bout de 10 périodes. Il s’agit donc
d’une simulation courte. On montre sur la figure 1.5 I’évolution en temps de la composante
H, en un point de la grille fine pour les deux types de raffinement considérés. On constate
dans les deux cas que la solution est trés rapidement dispersée.

" vre " vic
Solution exacte Solution exacte -

(a) Raffinement conforme (b) Raffinement non-conforme

F1G. 1.5 — Schéma VFC : mode propre 3D sur une grille localement raffinée 1:4 / Evolution
temporelle en un point de la grille grossiére de la composante H,

1.6.4 Conclusion

Malgré la propriété de stabilité, le schéma VFC est inutilisable sur des grilles raffinées.
Afin de controler ces phénoménes de dispersion, on propose dans le chapitre suivant de
calculer les flux par une interpolation dépendant d’une combinaison convexe d’un gradient
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centré et d’'une pente. On ajustera ensuite le parameétre de la combinaison pour minimiser
I’erreur de dispersion.
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Dans la perspective de maitriser les phénomeénes de dispersion sur des grilles raffinées,
on étudie ici la classe des 8 — ~ schémas. Ces schémas ont déja été utilisés pour la
résolution de systémes hyperboliques linéaires ou non-linéaires [11], [25]. Afin d’obtenir un
schéma non diffusif, v est choisi nul. Associé & une discrétisation temporelle de type saute-
mouton, nous montrerons qu'un choix judicieux de 8 permet de réduire considérablement
les effets dispersifs dans les milieux homogénes. Bien qu’un équivalent discret de I’énergie
électromagnétique soit conservé sur tout maillage uniforme, nous ne sommes pas en mesure
d’assurer la stabilité du schéma sur un maillage orthogonal quelconque. Des instabilités
numériques sont d’ailleurs observées dans le cas d’un maillage tri-dimensionnel raffiné de
maniére non-conforme. L’approche exposée dans ce chapitre permet cependant de traiter
en 3D des grilles fortement raffinées de maniere conforme sans que les solutions soient
dégradées par des phénoménes de dispersion. Aucune instabilité n’a alors été observée
dans ce cas.
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2.1 Famille des (3-schémas

On présente ici dans le cas tri-dimensionnel la famille de schémas & laquelle on
s’intéresse. Considérons donc le systéme de Maxwell en variables E et H

E
s(x)aa—t = rot(H),
(2.1)
H
,u(ac)%—t = —rot(E).
On intégre le systéme sur chaque élément noté V' du maillage
E
/ s(x)a— = / rot(H),
v o vy
(2.2)

/V,u(x)aa—l;l :—/Vrot(E).

En supposant que €, p et les champs sont constants sur chaque cellule V' et en utilisant
une formule de Green pour les termes de droite des équations, on obtient le systéme

OE
Ve(z)—7 = Z / n x Hyyngyrs
ot , = avnav’
Vv’ voisin de v
(2.3)
0H
V@GE == 3 ™ Bavrar

Vv’ voisin de v

ol n est la normale unitaire extérieure a V.

Il reste & évaluer les intégrales aux interfaces des cellules. Ces intégrales s’interprétent
physiquement comme les courants électriques et magnétiques aux interfaces et sont calculés
de maniére centrée

Hy +Hyry, (2.4)

Hanav/ = 9 )

ot Hy, s et Hy, sont calculés en fonction d'un parametre 8 (0 < 3 < 1/2)

HVV' =Hy +(1- QQ)L_I_I‘; (Gval.GvGVV/>+2ﬂ %HV-G\/GV\/H
|GvGy ||
H, —Hy

= e
H,, =H, +(1-20) (Gval.le GVV/)-f-Qﬂ VH,, .G/ Gy,

1Gv Gy |2

ou Gy désigne le centre de gravité du volume V', G\, le centre de gravité de OV N oV’ et

6HV est un gradient approché de H sur V. Il y a plusieurs facons de définir ce gradient
en particulier pour des maillages non structurés (voir [30] par exemple). On détaillera
dans les sections suivantes notre choix. On peut remarquer que si le maillage est uniforme

(= GvGy = —G/Gy,7), les pentes (H,» — Hy ) n’interviennent pas dans le calcul de
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2.2. Cas mono-dimensionnel

(2.4).

Nous choisissons de discrétiser les dérivées temporelles par un schéma d’ordre 2 de type
saute-mouton. Aprés discrétisation spatiale, le systéme approché peut s’écrire sur chaque
cellule comme suit (en omettant l'indice V)

OE

5@ = ‘l’l(H),
(2.5)
OH
For = —Uy(E),

ou V; et Wy représentent la somme des flux numériques de E et H respectivement. Le
schéma s’écrit
E"T2 = E"2 + AtTy(H") /e,
(2.6)
H+l = H" — AtU,(E""2) /4.

Remarque 2.1.1 Une analyse menée dans le cas mono-dimensionnel au chapitre
précédent a permis d’augmenter l'ordre du schéma Volumes Finis Centrés (VFC) en
pondérant le calcul des flur. Cette pondération s’étend au cas tri-dimensionnel (formule
(1.52)). Lorsque le maillage est conforme, on retrouve ici ezactement cette formule (1.52)
avec 3=0.

2.2 Cas mono-dimensionnel

2.2.1 Ecriture du schéma

On étudie le schéma dans le cas du systéme de Maxwell & une dimension d’espace pour
une grille uniforme (les cellules sont donc des segments de taille identique). On considére le
cas transverse magnétique et on désigne par H la composante en y du champ magnétique
et par E la composante en z du champ électrique

O 0B
ot or
9E  OH (27)
ot o

On définit le gradient du champ sur chaque cellule d’indice ¢ par:

Hip1— Hi

H =
v 2Ax

Il s’agit d’'un gradient centré.
Toutes les expressions données ci-dessous ne sont valables que sur un maillage uniforme
(Az constant). La fonction de flux numérique entre la cellule ¢ et i+ 1 est

Qi+ Qi Qiv2 — Qi n Qiy1 — Qi1

q 1) — B
uxq(i,i + 1) 5 I6; 5 5

g
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Chapitre 2. (3-schéma

On aboutit dans le cas du vide au schéma (v = At/Ax)

1 _1
H2 = 1% /g (fup(ii + 1) — fuxp(i - 10) )
EM = B 4 u)e (ﬂuxH(i,i—i—l) — fluxy (i — 1,1'),) . (2.8)
c’est a dire

1 _1 ’

e AT Z+2+5Ez"+1 g B+ )
1
n+l _ 1mn p 2 !ty g nt3 (29)
BT = E +§ [_QHerz +ﬂH _ﬂHifl +§Hz72 ] )
(2

At /
) = — t = 1
ol v Ame 0 =8+

Conditions aux limites pour une frontiére métallique

Les simulations numériques présentées dans cette étude font intervenir des conditions aux
limites de type métallique. On note en dimension trois Eg et Hg les champs électrique et
magnétique sur la surface extérieure du métal. Ces champs vérifient alors

nxE;=0 et nH;, =0.

Fi1G. 2.1 — Condition métallique : méthode des images

On modélise en 1D ces relations par la méthode des images. Avec les notations de la
figure 2.1, on pose

HSH—% _ H;H—%

HE gt

Ep = —E}

E", =—E3.

Les fonctions de flux numériques sont alors données par
H, — H.

fluxy (0,1) = Hy + o

H, + H. —H; + H
fluxg (1,2) = 1 -; 243 34+ 2
fluxg(0,1) =0

E i+ F —FE3+ Ey +2F
fluxp(1,2) = 1;- 243 3+42+ 1
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2.2. Cas mono-dimensionnel

2.2.2 Propriétés

Proposition 2.2.1 Le schéma (2.9) est stable en milieu homogéne sous la condition de
CFL (C =1//en)
At 4
C— < mi .
Az = oelo2n [2(1 + B)sin(0) — Bsin(20)]

(2.10)

On donne dans le tableau 2.1 quelques valeurs du CFL en fonction de .

CFL
B=0| 2
B=11 157
B=1| 146
B=11 09

TaB. 2.1 — CFL en fonction de (3

Preuve 2.2.1 On montre ce résultat en utilisant le critére de stabilité de Von Neumann.
On note

E}

On procéde a ’analyse de Fourier en définissant
Q' = ¢"(0) exp(i l0Ax). (2.11)

A Titération (n + 1) le mode de Fourier s’écrit
Q' =Gy Qf, (2.12)

ou la matrice d’amplification Gy est donnée par:

—-a° o
G@ =1Id + ,
a0
avec o = 2%—’;, |2(1 + ) sin(f) — [ sin(20)].
La condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma (condition de Von Neuman)
s’écrit
Vo e [0,27], max Ap <1,
s=1,

ou les valeurs A\j représentent les valeurs propres de la matrice Gy.
Considérons la matrice M = Gy — Id. Le polynoéme caractéristique de M est

PN =M+ a)+a.
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Supposons « < 4. Les valeurs propres de M sont données par

92— 2 doy — 2

Ce qui implique la stabilité du schéma.
Réciproquement, montrons que pour a > 4, le schéma est instable.
Nous avons pour « > 4
—a+ Va2 —4a
5 .

A2 =

On suppose que

= o+ Va2 —4a < 4.
Ce qui est absurde. Ceci achéve la démonstration de la proposition. B

Proposition 2.2.2 Lorsque le milieu est homogéne, le 3-schéma (2.9) est d’ordre deuzx en
espace et en temps sur un maillage uniforme. De plus, si 3 < 1/3 et C’ﬁ—; = /4(1 - 30)
le schéma est d’ordre 4 en espace et en temps. La dispersion numérique est aussi d’ordre
4.

Pour vérifier le degré de dispersion d’un schéma, on établit la relation qui relie la pulsation
w d’une onde harmonique au vecteur d’onde k. Elle est donnée dans le cas continu par
w? = |k|2C?. On établit 'équation des ondes discréte dans le vide a partir du schéma et par
une analyse harmonique on établit la relation de dispersion discréte. Dans le cas présent
on obtient

w? = |k[?C? +

EAC?Az? ( CPAL?
12 [ Ax?

On trouve ainsi que la dispersion est d’ordre 2 dans le cas général et qu’elle est d’ordre 4

sous la condition évoquée ci-dessus.

On utilise pour montrer le résultat précédent la méthode des équations équivalentes.

La démarche est de chercher I'équation que vérifie une fonction réguliére solution des

—4(1 — 3ﬁ)] +0(AY). (2.13)

équations discrétes.

Preuve 2.2.2 Supposons qu'il existe (H,E) € C5 x C25 tels que
Vi Vn, H(iAz,nAt) = H' et E(iAz,nAt) = Ej'.

En substituant ces valeurs dans le schéma (2.9) et aprés un développement de Taylor a
l'ordre trois, on montre que (H,E) vérifient

OH _0E 2 O°F 1-33 CAt? 4
n i) = St + A G S (152 - 225 ] o
OE _OH GO H 1-338 CA#? 4
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Ceci montre que le schéma est d'ordre 2 en temps et en espace et que lorsque
CAt/Ax = \/4(1 — 33) le schéma est d’ordre 4. Ceci montre aussi que la dispersion
(donnée par les dérivées impaires) est bien d’ordre 4. Ceci n’est bien sir possible que
lorsque (6 < %

Il reste tout de méme & vérifier que le schéma est stable sous cette condition i.e.

1 . 4
VB <3 VAL =30) < min S G sin(0) = Fem(20)]” (2.14)

o<lo

soit
VB < 5. V0 € [0.27], F(5,0) = sin(6)(1 ~ 35)(1 + 28 5in(9/2)) ~ 1 < 0.
En posant s = sin?(0/2) (s € [0,1]) et h(s) = s(1 — s)(1 + 23s)?, on vérifie que
F(5,0) = 4(1 - 38)h(s) — 1.

On cherche & montrer que la maximum de F est négatif. Puisque (1 — 33) > 0, on cherche
d’abord le maximum de h. On vérifie que le maximum de h est atteint pour

_35—1+\/m6[01]

Smax = 85

On a alors 1
VG < 3 Vo € [0,27],F(5,0) < 4(1 — 38)h(Smax) — 1.

L’étude du sens de variation sur l'intervalle [0,1/3] de
B — 4(1 — 38)h(Smax) — 1

nous permet de vérifier que 4(1 —33) — h(smax) —1 < 0V € [0,1/3]. Ceci nous permet de
montrer la relation (2.14) et d’assurer la stabilité du schéma.

On montre sur la figure 2.2 le CFL maximum autorisé par la limite de stabilité et le CFL
permettant de rendre le S-schéma d’ordre 4 en fonction de 3 (5 € [O,%]) [

2 =<

" CFL Maximum
CFL ordre 4 -----—-

18

16

14

12

CFL

1k

0.8

06

0.4

02 I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Beta

Fi1G. 2.2 — CFL mazimum et celui de l’ordre 4 en fonction de (8
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Remarque 2.2.1 Cette relation entre le paramétre (B et l'erreur de dispersion rend cette
classe de schémas trés intéressante pour le raffinement de maillage. L’idée que nous
exploiterons par la suite sera de choisir le paramétre 3 de telle sorte que le schéma soit
d’ordre 4 pour un Ax et un At donnés. Cette approche nous permettra de construire une
méthode non dispersive.

Remarque 2.2.2 Dans l’équation équivalente nous n’avons aucun terme de dérivée paire
(terme de diffusion). Ceci explique pourquoi le schéma conserve comme nous allons le voir
une énergie discréte sur une grille uniforme.

Proposition 2.2.3 V3 € [0,1], le B-schéma conserve un équivalent discret de [’énergie
électromagnétique.

Preuve 2.2.3 On définit I'énergie discréte pour le schéma saute-mouton par

1 _1
oep =Y (EM?+H,.H,®.

%

On note v = A ! et on suppose la grille infinie.
La variation d’énergie est donnée par

2AED

= 28t 2y

3 1 _1
- Z(E?“)?—(E?)%(H"* HE )
7
1 3
= SEt - B (E 1 B 4 H (HZ‘“ ;

i

v( B m+ + +3 | B n+d
= Y BT+ EY; [—5H2122+<1+6> HISE - (14 B 12+5H?22]

—i—H?Jr% (; [ 6Ez+2+(1+6) it~ (1+5)En1+§ ]>
w5 (<5 e pEs - 0 pm + SEr ) )

N

1
_ Z Vf [ En+1HZ+22 +EZ‘TL+1H;L—+2 EZTL_:;H 3 +EZ~TL_+21H?+2]

(2
1 1
+ V( ;_ ﬂ) [En+1Hz+1 En+1H + Eln—i:kllH EZ‘n_JrllH;H_Q ]
Vﬁ

+= [ CEHME B E+2H"+2 + B H, ]

1
VL (st - )
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2.2. Cas mono-dimensionnel

Ce qui prouve que le schéma conserve ’énergie discréte et ce pour tout § et pour tout v.
|

2.2.3 Applications aux grilles raffinées

On rappelle (proposition 2.2.2) que pour tout pas de temps At et tout pas d’espace
Az vérifiant 0 < At/Az < 2, il existe [ tel que le §-schéma associé soit d’ordre 4. La
valeur de 3 est 1/3 — At?/12Az2.
Soit alors un maillage 1D constitué de cellules de taille variable Az;. La condition de
stabilité (2.10) nous incite a poser At = Qmiin Azx;. On définit alors sur chaque cellule le

parameétre (;

1 At?

Bi=>

- . 2.1
3 12Az? (2.15)

Les flux sont alors évalués de la maniére suivante (en notant Q; = *(H;,E;))

Auxq(iyi +1) = Qiit1 ;— Qi-‘rl,i’

avec

Qijit1 = Qi + [(1 — 2Bi41) Qit1 — Qi Qit1 — Qi1 ] Az

+ 28
%(Axi+1 =+ ASCZ) 6 +l A.’Ez =+ %(ASCZ'Jrl =+ A:t?l',l) 2
Qit1— Qs 493, Qit2 — Qi Azipy
%(Axi_ﬂ + sz) ZA.%'Z'_H + %(Ang + sz) 2

Qit1, = Qit1 — [(1 —20;)

Ainsi le schéma construit a une dispersion locale d’ordre 4 (dans toute zone ou [ est
constant i.e. ou Ax est constant). Le schéma sera donc trés peu dispersif méme dans les
zones ou le rapport At/Ax est petit. Cette propriété nous permet de traiter des grilles
raffinées sans avoir & introduire un pas de temps local. On peut noter le choix “étonnant”
des § dans la formule d’interpolation. En effet, si on note n; le nceud appartenant a la
cellule i et & la cellule ¢ + 1, Q; ;41 désigne la valeur de ) en n; interpolée a partir de
la représentation sur la cellule i. On aurait tendance & utiliser pour cette interpolation la
valeur f3;. Nous proposons plutét d’utiliser G; 1. De méme, on utilise ;41 au lieu de g;
pour calculer Q;1;. Ce choix s’est révélé étre le plus performant numériquement.

2.2.4 Résultats numériques
2.2.4.1 Calculs a petit pas de temps sur une grille uniforme

Pour pouvoir comparer le nouveau schéma que nous venons de décrire au schéma de
Yee, nous allons considérer 1’évolution d’'un mode propre dans une cavité fermée maillée
de facon uniforme mais avec un pas de temps dix fois plus petit que le pas de temps
maximal autorisé par la condition de stabilité. On montre sur la figure 2.3 les cinq derniéres
périodes d’une simulation portant sur cinquante périodes. La solution du schéma de Yee
est comparée d’une part a la solution exacte et & la solution obtenue par un [-schéma
d’autre part. On voit clairement que la solution issue du -schéma se compare mieux a la
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solution exacte et que son taux de dispersion est nettement inférieur. On réalise la méme
expérience en initialisant les schémas par un pulse. La simulation est stoppée dés lors que
le pulse a fait dix aller-retours (figure 2.3). Le caractére peu dispersif du (-schéma est a
nouveau mis en évidence. Dans le cas de grilles raffinées, on s’attend donc & ce que les
résultats soient peu dégradés par des phénomeénes de dispersion.

T T

A Yee

{0 Beta-schema -------
4 Exacte ------

05 L L L L 04

(a) Mode propre (zoom sur les 5 derniéres (b) Pulse : solution en espace
périodes)

FiG. 2.3 — Grille uniforme et petit pas de temps: Yee vs 3-schéma

2.2.4.2 Evolution d’un pulse sur une grille raffinée

On considére maintenant 1’évolution d’un pulse gaussien dans une cavité métallique
(voir figure 2.4) constituée de deux grilles réguliéres dont le rapport entre les pas d’espace
est dix. A l'initialisation, le champ est donné par

—At

HZ-T = —exp(b(x — %‘t + 2)2)

2.16
EY = exp(5(z + 2)?). (210

La figure 2.5 présente la solution en espace du champ E lorsque la simulation est terminée.
La solution obtenue aprés dix aller-retours est de trés bonne qualité. On présente aussi
sur la méme figure une simulation en temps long: le pulse fait cent aller-retours. Une telle
simulation nécessite 200000 itérations temporelles. On peut alors remarquer que la solution
est dispersée. Au regard de la durée de la simulation et du fort taux de raffinement, ce
résultat est quand méme satisfaisant.
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Grille Fine

T
|
|
|
|
| Grille grossiere
|
|
.

Condition initiale

{ Condition metallique Condition metallique -

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

th

FiG. 2.4 — Présentation du test

02 L L L L L L L L L 02 L L L L L L L L L

(a) 10 aller-retours (b) 100 aller-retours

Fi1G. 2.5 — Ewvolution d’un pulse dans une cavité métallique : solution en espace a la fin de
la simulation

2.3 Cas bi-dimensionnel

2.3.1 Présentation du schéma

On étend ici le B-schéma présenté dans la section précédente & la résolution du systéme
de Maxwell 2D sur des maillages orthogonaux. Considérons ce systéme dans le vide pour
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Chapitre 2. (3-schéma

la polarisation transverse électrique

(OH. | OB, OB, _
For T or — oy
9E, OH,
- ~0
€5 a9y , (2.17)
0B, = OH.
o " ow

Afin de tirer parti du caractére orthogonal du maillage, on introduit un paramétre pour
chaque direction. Le parameétre £, (0 < 3, < 1/2) (respectivement 3, (0 < 8, < 1/2))
sera utilisé pour toute interpolation dans la direction x (respectivement y). Cette maniére
de procéder s’insére dans le formalisme classique des (-schémas (section 2.1) en notant
I] :t(ﬁx,ﬁy).ﬁ, ol n est la normale unitaire non orientée de I’aréte sur laquelle on évalue
les champs. On repére chaque élément V par son indice dans la direction x et son indice
dans la direction y (figure 2.6). On utilise & nouveau un gradient centré dont la définition
dans le cas conforme est

Eo(i+1,j) — Eu(i—1,j) Eo(ij+1) — Eu(ij —1)

= 2Ax 2Ay
VE;; = . . . . . . (2.18)
! By(i+1,j) — Ey(i— 1) Ey(i,j+1) — By(ij — 1)
2Azx 2Ay
= H,(i+1j) - H.(i—1j) H:(i,y+1) — H.(i,j — 1)
H;; = . 2.1
et VH;; ( N ) 2Ay (2.19)

Visijei Vij+1 Vir1j+1
Vioij Vi; Vit
Vi-1,j-1 Vij-1 Vis1j-1

Fi1G. 2.6 — Numérotation des éléments du maillage

Dans le cas d'un maillage uniforme ot Az et Ay sont constants, ceci donne lieu au
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2.3. Cas bi-dimensionnel

schéma suivant

-

n—-=

( nts
HY 2 (i§) = H2 2 (i,j)

2HAAth [ ﬂ E (2+27])+/8xE (2+1,]) _/BxEy (’L—l’]) ﬂ E (1_27.])]
gons (A ER +2)+ A EL 1)~ 6 E G - 1)+ PG -2))

En+1 ( ) En( )

At " , n+ L n+1
2:Ay [ Boptiig v o)+ gL HE (,j+1)—ﬂsz+2(i’j_1)+%HZ+2(i’j_2)]

En-l—l( ) En( )

At € . / n 1 . . / n - )
 2eAz [_ﬁ_H (2+2’j)+ﬂmHZ+2(l+1,J)_ﬂmHz+ (2—1,3)+ﬁ H. (2—2,])] ,

2
(2.20)

oﬁﬁ;:ﬁx—i—let @;zﬁy—i-l.
Les conditions aux limites métalliques sont traitées de la méme maniére que dans le cas
mono-dimensionnel.

Proposition 2.3.1 Dans le cas d’un maillage uniforme, le B-schéma est stable sous la
condition suivante

At
Ax?
Vo € [0,27],Yp € [0,27].
Preuve 2.3.1 On montre ce résultat sur un maillage uniforme (Az,Ay) en utilisant le
critére de stabilité de Von Neumann. On note

At?

(20 + 5.)sin(6) — B, sin(20))” + e (20 + 5,)sin(e) — By sin(2¢) ) < 16

E; (k)
Qlx= | EJ(LEK)
_1
H. 2 (Lk)
On procéde a I'analyse de Fourier en définissant
QP = 9" (0,) exp(i (I0AT + pAy)). (2.21)
A Titération (n + 1) le mode de Fourier s’écrit
Q' = Go, QP (2.22)
At . . . . .
On note «a(f,Azx) = AL (—ﬂz sin(20) + 2(1 + Gz) s1n(c9)] . La matrice d’amplification
x
Go,, s’écrit alors
—062(30,Ay) CM(@,ASC)OZ(QO,A:U) _ZO[(QO’Ay)
Gop, =1Id+ | a(0,Ax)a(p,Ay) —a?(0,Ax) ia(0,Ax)

—ia(p,Ay) ia(6,Ax) 0
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La condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma (condition de Von Neuman)
s’écrit
Vo e |0,27],V 0,2 ax Ay, <1
6[ ) W]’ QOG[ ) 7T], 51_1’115(3 6790_
ol les valeurs \j 9., Teprésentent les valeurs propres de la matrice Gy .
Considérons la matrice M = Gy, — Id. Le polynome caractéristique de M est

P(\) = MM + o) +a),

2 2
avec o = &5 ( (1+ B,)sin(0) — Brsin(20) ) + &% (201 + 8y)sin(p) - By sin(2¢) )
Supposons < 4. Les valeurs propres de M sont données par

9 _
:>max\1+)\i]=\/(
K3

Ce qui implique la stabilité du schéma.
Réciproquement, montrons que pour « > 4, le schéma est instable.
Nous avons pour o > 4:

—a+va?—4a

A2 =

On suppose que
14+ M) <1

— a+ Va2 —4a <4,
ce qui est absurde. B

On donne dans le tableau 2.2 quelques valeurs du CFL en fonction de 3 lorsque Aaz = Ay

et 3; = By = B. On désigne par CFL la valeur maximale que peut prendre At, / 002 + Ay
On rappelle que la valeur du CFL pour le schéma de Yee est 1.

CFL
B=0| 2
B=11 157
B=1| 146
B=11 09

TAB. 2.2 — CFL en fonction de 3

Proposition 2.3.2 Le (-schéma est d’ordre deuz en espace et en temps sur un maillage
uniforme.
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2.3. Cas bi-dimensionnel

Preuve 2.3.2 Supposons qu'il existe (H,,E,,E,) € Croyt X CF5, 4 tels que
ViVj,Vn, H.(iAz,jAy,nAt) = H(i,j) , BE:(iAx,jAy,nAt) = E7(i,j) et Ey(iAz,jAy,nAt) = E,(i,).

En substituant ces valeurs dans le schéma (2.20) et aprés un développement de Taylor a
I'ordre trois, on montre que (H,,E,,E,) vérifient

uagiz i 68% - aaiz - [1_6% Ay - Az—f] 8633? () = é—f%(x’y’ﬂ
6% N 88112 _ [1—63&sz_ Az_f] 5;%( it) é_fgjgyz (z,y,t) + O(AY).

(2.23)
Ce qui prouve que le schéma est bien d’ordre deux en espace et en temps sur un maillage
uniforme.

Remarque 2.3.1 Comme dans le cas mono-dimensionnel, nous n’avons dans l’équation
équivalente (2.23) aucun terme de dérivées paires. Le schéma n’est donc pas diffusif.

2.3.2 Minimisation de I’erreur de dispersion
2.3.2.1 Deux approches

L’équation équivalente (2.23) montre bien que contrairement au cas mono-
dimensionnel, il n’existe pas de choix de (/;,3,) permettant d’obtenir un schéma d’ordre
quatre. L’erreur de dispersion du g-schéma en dimension deux sera donc en général d’ordre
deux. Nous pouvons par contre minimiser ce terme d’ordre deux par un choix adapté de

(Bz:By)-

La premiére idée est d’utiliser la formule 1D dans les directions z et y

1 A2
e =3 aaar

L AR (2.24)
=3 Ay

Cette approche permet donc d’annuler le terme d’ordre deux de I'erreur de dispersion pour
toute onde harmonique dont le vecteur d’onde est colinéaire & x ou & y. On nomme cette
approche “( par direction”.

Comme le montre la proposition 2.3.3, ce choix n’est pas le plus judicieux lorsque Az = Ay.
L’approche résultant de la proposition 2.3.3 sera nommée “( par cellule”.
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Chapitre 2. (3-schéma

Proposition 2.3.3 Pour un maillage uniforme ot Ax = Ay, le mazimum du terme
d’ordre deux de l’erreur de dispersion est minimisé lorsque
1 2 1 1
=0,==—— avecv=At/—+—.

B = by 3 18 Am2+Ay2
Preuve 2.3.3 Dans le cas oi Az = Ay, 3, n’a aucune raison d’étre différent de 3,. Ainsi
B = B = By. Pour toute onde harmonique dont la direction du vecteur d’onde est donnée
par 'angle 0, la relation de dispersion discréte du schéma s’écrit

42 —1 2
w? = k22 + ¥ 30 [Algc2 + AlyQ] [VI — 2(1 — 38)(cos*(6) +sm4(9))] + oA,

On cherche donc

2

. v B 4 . 4
ngneér[loagcwﬂ 1 2(1 — 38)(cos™(#) + sin™(0))|

= min max |V— —2(1 -30)q|
B ae[%,l]

2 2
— g (15 - (1= 39)L 200 - 38) - 1]

Une étude de fonction permet d’écrire que ce minimum est réalisé si et seulement si

2 2

- (-38) —20-38) - 7

1/2

c’est & dire si 0 = T

W =

2.3.2.2 Comparaison des deux approches

Comparons a présent l'erreur de dispersion des deux approches présentées
précédemment. Pour toute onde harmonique dont la direction du vecteur d’onde est donnée
par 'angle 0, la relation de dispersion discréte du §-schéma s’écrit

k4C? 1 1Yy (2 1 1
2 2002 vvoo4_ 2 4 b
w? = WP+ - (o +Ay2] [ - (1= 380 cos'(6) (5 + Ay2] ]
KC? (1 1yt (2 1 1
Y (1-38,)Ay? sin* [_ _] AY),
+ 3 [AmQ + AyQ] [8 (1 —3p,)Ay~sin*(0) = + Ay + O(A%)
(2.25)
On suppose a présent que Az = Ay et que k2 (ﬁ + A%yg] = 1. Ces hypotheses

correspondent approximativement & un maillage de 4 points par longueur d’onde. Si de
plus C = 1, la vitesse numérique Cyp, est donnée par

1/2
Copp =1+ % [Z —2(1 = 38,) cos*(0) — 2(1 — 33,) sin4(6)] +0(AY).
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2.3. Cas bi-dimensionnel

Avec les mémes hypotheéses, la vitesse numérique Cyp, pour le schéma différences finies de
Yee est donnée par

Copp = 1+ 1—]‘2 (v~ 2(cos(9) +sin*(6)) ) +O(a%).

On montre sur les figures 2.7 le maximum du terme d’ordre deux de la relation de dispersion
pour les trois schémas (Yee, “3 par direction”, “3 par cellule”) pour différents types de
maillage en fonction de v (v varie dans la plage de stabilité des trois schémas). On peut
noter que lorsque v devient petit, les G-schémas sont trés peu dispersifs par rapport au
schéma de Yee. Ainsi, dans le cas du raffinement de maillage, utiliser en 2D un ( local
comme nous l'avons fait en 1D parait tout a fait prometteur. On remarque aussi qu’il suffit
de baisser v pour ameéliorer la précision des (3-schémas. Lorsque Az = Ay (figure 2.7-(a)),
l'approche [ par cellule est comme prévue la plus précise. Dés lors que Az # Ay (figures
2.7-(b),2.7-(c) et 2.7-(d)), 'approche 3 par direction est nettement plus précise. L’erreur
de dispersion dans ce cas ne semble pas dépendre du rapport Axz/Ay. On réservera donc
I’approche 3 par cellule au cas o sur chaque cellule Az = Ay.

Erreur de dispersion
Erreur de dispersion

Erreur de dispersion
Erreur de dispersion
o

(c) Ax =4Ay (d) Az =8Ay

FiGg. 2.7 — Mazimum du terme d’ordre deuz de l’erreur de dispersion
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Chapitre 2. (3-schéma

La figure 2.8 montre le diagramme polaire de la vitesse numérique pour le (-
schéma (3 par cellule) et le schéma de Yee lorsque Ax = Ay pour deux valeurs
de v. La valeur optimale de v est 1. On constate & nouveau que méme pour cette
valeur, le (-schéma est moins dispersif. Pour v = 1/2, le schéma de Yee devient tres
dispersif alors que le 5-schéma devient extrémement précis, et ce dans toutes les directions.

Fi1G. 2.8 — Diagramme polaire de la vitesse numérique normalisée pour Yee et B-schéma (3
par cellule)

2.3.2.3 Compatibilité avec la condition de stabilité

Il reste a vérifier que le choix de (8;,8,) en fonction de At, Az et Ay est compatible
avec la condition de stabilité. La figure 2.9 nous permet de constater graphiquement lorsque
Az = Ay (et donc 3, = B, = ) que ce n’est le cas qu’'a partir d'un CFL voisin de 1.68
pour le schéma “ par cellule” et de 1.61 pour le schéma “3 par direction”. En effet, pour
v donné (en ordonnée sur la figure 2.9), on lit en abcisse les valeurs de [ pour les deux
approches. Pour ces valeurs de (3, on lit ensuite en ordonnée la valeur maximale de v
assurant la stabilité.
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2.3. Cas bi-dimensionnel

T T
Beta par cellule
Beta par direction -------
Limite de stabilite --------

| | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Beta

Fi1Gc. 2.9 — CFL en fonction de B - Ax = Ay

2.3.3 Application aux grilles raffinées conformes

On propose de choisir 3, et 3, en fonction du CFL local afin de diminuer les
phénomeénes de dispersion. Dans chaque cellule ot Az est différent de Ay, on sélectionne
donc ’approche § par direction. Lorsque Ax est égal & Ay, on choisit la formule 3 par
cellule. On considére un maillage 2D constitué de rectangles de taille variable Az;, Ay;.
On choisit un pas d’espace At de telle sorte que la condition de stabilité soit satisfaite
localement sur tout élément du maillage. Tel est le cas si

-1
1 1
At = 1.61 min — )
b Acf; Ayz'z,j]
On définit alors
. .1 At? )
535(17]) = 57;(%]) = g - W S1 Axi,j = Ayi,ja
Z?J
5 (i) 1 At2 ¢ ,(00) 1 At2 A £ A (2.26)
1,]) = —T——5 ¢ 1,]) = - — ———— SlAZ;;
ST Az, T T 3 T oAy w7 SV

Pour mettre en évidence lefficacité de la méthode, on simule 'évolution du mode (1,1)
propre dans une cavité carrée et fermée avec un raffinement 1:4 pour le premier cas et un
raffinement 1:10 pour le second. La simulation porte sur 70 périodes (8000 itérations dans
le premier cas et 20000 dans le second). Le pas de temps que nous avons choisi nous permet
de vérifier localement la condition de stabilité. Nous ne sommes pas capables de montrer
que la stabilité globale est assurée. Nous avons toutefois constaté dans les tests numériques
que le schéma est stable avec ce choix de pas de temps. On montre sur les figures 2.10 et
2.11 les résultats obtenus pour le champ H, sur les 4 derniéres périodes. On compare le
(G-schéma & la solution exacte. Les résultats sont trés satisfaisants.
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T T T T
‘Grille] —— Solution exacte
Beta schema -------

02
0.8

01

0.6

0.4

o01f

02

02

(a) Maillage (b) Zoom sur les 4 derniéres périodes

Fi1G. 2.10 — Raffinement 1:4 - Mode propre - Champ Hz - 70 périodes

03

T
.. Solution exacte
\, Betaschema -

0.2 [
0.8

01

0.6

0.4

01 b

0.2

02t

(a) Maillage (b) Zoom sur les 4 derniéres périodes

Fi1G. 2.11 — Raffinement 1:10 - Mode propre - Champ Hz - 70 périodes

2.3.4 Application aux grilles raffinées non-conformes
2.3.4.1 Définition du gradient

Tout comme dans le cas conforme, on choisit 3, et 3, en fonction du CFL local. On
s’intéresse cependant & des grilles ou chaque cellule est un carré (Axz = Ay). On retient
donc 'approche (3 par cellule. La condition de stabilité nous suggére de choisir

At = 1.68 min

-1
1 N 1
4 Axi; Ay '
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2.3. Cas bi-dimensionnel

Nous n’avons défini le gradient que dans le cas conforme (formules (2.18) et (2.19)). On
étend ces définitions au cas non-conforme en utilisant un gradient moyen défini pour tout
vecteur T par

Aire(V)VTy :/ VT = > / nT
1% avnav’

Vv’ voisin de v

avec
, Ty + Ty
/ nT =V NnoV |~ —V5 ./,
avrav' 2

o~ . . . , !
ou Ny, est la normale unitaire orientée de V' vers V.
Ainsi, pour toute fonction scalaire @, les dérivées de @ sur les cellules de la figure 2.12 sont
calculées comme suit

0Q2 1 Q3+ Q4
g = E(72 —@Q1),
s _ 1 o _
or  2d; (Q5 — Q2).
dg ok
Qs Qs
Ql Qz

Q4 Qs

FiG. 2.12 — Notation des éléments

2.3.4.2 Evolution d’un mode propre

On simule ’évolution du mode propre (1,1) dans une cavité carrée et fermée dont le
milieu est raffiné de maniére non-conforme. On présente des résultats pour des taux de
raffinement identiques a ceux traités dans le cas conforme (soit 1:4 et 1:10). La simulation
porte sur 70 périodes. On montre sur la figure 2.15 I’évolution temporelle du champ H,
en un point de la grille grossiére sur les 30 premiéres périodes pour les 2 raffinements
considérés. Dans les deux cas, la solution calculée se compare trés bien a la solution exacte.
Les figures 2.13 et 2.14 montrent la solution zoomée sur les 4 derniéres périodes de la
simulation (qui en comporte 70). Ces résultats sont a comparer a ceux obtenus dans le
cas conforme (figures 2.10 et 2.11). Bien que moins précis que dans le cas conforme, les
résultats sont tout de méme trés satisfaisants compte tenu des forts taux de raffinement
traités.
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46

0.8

0.6

0.4

02

“Grille] —

0.4

(a) Maillage

0.8

03

0.2

01

-0.1

-0.2

T
__ Solution exacte
\ Beta schema ------- y

(b) Zoom sur les 4 derniéres périodes

100

FiG. 2.13 — Raffinement 1:4 non-conforme - Mode propre - Champ Hz - 70 périodes

0.8

0.6

0.4

0.2

“Grille] —

0.4

(a) Maillage

0.8

0.3

0.2

0.1

0.1

0.2

T
. Solution exacte
7%\ Beta schema -------

99

(b) Zoom sur les 4 derniéres périodes

100

Fi1G. 2.14 — Raffinement 1:10 non-conforme - Mode propre - Champ Hz - 70 périodes
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03

T T
Solytion exacte Solution exacte
Bta shenfa --f----| B hel

02 - 02

01 H 01

-0.1 -0.1

-0.2 -0.2

03 L L L L L 03

(a) Raffinement 1:4 (b) Raffinement 1:10

F1G. 2.15 — Mode propre - Raffinement non-conforme - Zoom sur les 30 premiéres périodes

2.3.4.3 Un dipole résonnant

On propose ici de simuler I’évolution d’un dipdle rayonnant placé au milieu d’une cavité
métallique constituée de vide. Pour ce faire, on intégre sur chaque cellule V' du maillage
I’équation du systéme de Maxwell liant le champ électrique E, le champ magnétique H et

la densité de courant j
dE .
/e(x)—:/ I‘Ot(H)—/J.
1% dt 1% 1%

Or, la densité de courant et le moment dipolaire sont liés par la relation

1%
T e

On simule pour la polarisation TM un dipoéle électrique dont le moment dipolaire p est

p(t) = 10" Pexp [— [t _T?’T] 2]

ou T = 2ns. La boite métallique a pour dimension 1 métre x 1 métre. Le dipole électrique
est placé au centre de la cavité. Un mode de résonance s’établit. On stoppe le calcul a
t = 33 ns. On réalise cette simulation sur 3 maillages différents (figure 2.16)

- un maillage uniforme 80 x 80 cellules — solution de référence

- un maillage 40 x 40 cellules raffiné 2 fois au milieu du domaine

- un maillage 20 x 20 cellules raffiné 4 fois au milieu du domaine.

On montre sur la figure 2.17 ’évolution temporelle du champ E, en un point de la grille fine.
La figure 2.18 représente la solution en espace du champ F, lorsque le calcul est terminé.
Le but de cette simulation est de montrer que I’établissement du mode de résonance est
tres peu affecté par la présence d’une grille raffinée de maniére non-conforme.
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Conditions metalliques

Grille grossiere

Grillefine

Pt

Dipole rayonnant

S

—» Etablissement d' un mode de resonance

F1G. 2.16 — Dipdle résonnant

T
Solution de reference
Raffinement 1:2 -------

T
Solution de reference

Raffinement 1:4 ------

(a) Raffinement 1:2 (b) Raffinement 1:4

Fia. 2.17 — Ewolution du dipdle au cours du temps en un point de la grille fine /
Comparaison a une solution de référence
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(a) Solution de référence (b) Raffinement 1:4

FiG. 2.18 — Dipdle résonnant - Champ E. a la fin de la simulation

2.4 Cas tri-dimensionnel

2.4.1 Cas conforme

On se place d’abord dans le cas d’un maillage conforme. On étend directement au cas

3D le schéma présenté en 2D.

— Les gradients sont calculés de maniére centrée.

— Lorsque le maillage est cubique (Ax = Ay = Az), on introduit un paramétre 3 et
on cherche a minimiser le maximum de l’erreur de dispersion comme nous 1’avons
fait dans le cas bi-dimensionnel (proposition 2.3.1). Pour toute onde plane dont le
vecteur d’onde est donné par k = |k| *(cos @ cos ¢, sin cos ¢,sin @) (6 € [0,27] et
¢ € [-7/2,m/2]), on montre que le G-schéma vérifie la relation de dispersion discréte

w? = |k[?C%+

Az2 (12
o2 A [— (1 38)((cos*(6) + sin(6)) cos*(6) + sin4<¢>>] Lo(aY,

3 |12
(2.27)

v = Ay
ou v = .
AzZ Ay A2

On cherche alors & minimiser le maximum de l'erreur de dispersion soit & calculer

2

mgn agl[ozg(ﬂ] ¢€[EI7I1_E/1§7T/2] i (1 —36)((cos*() + sin*(8)) cos*(¢) + sin* ()], (2.28)
soit
2
i ——(1- . 2.2
min max 13 (1-=33)a (2.29)
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En effet,
cos*(¢)/2 + sin*(¢) < (cos(h) +s
On vérifie facilement

min
€[~m/2,7/2]

in%(0)) cos*(p) + sin?(¢) < cos*(¢) + sin*(¢) < 1.

cos?(¢)/2 + sint(¢) = 1/3.

La résolution de (2.29) nous permet de minimiser le maximum de l'erreur de

dispersion avec

2

p= 2

% (2.30)

Lorsque le maillage n’est pas cubique, on cherche & annuler le terme d’ordre deux de

la relation de dispersion discréte pour toute onde plane dont le vecteur d’onde est
colinéaire & un des axes. On introduit alors trois parameétres

=

W
|

Ve

— Lorsque le maillage est raffiné, ces

&

&
|

At?
12Az2’

At?
12Ay2’

At?
12A22°

Wl Wl Wl

(2.31)

paramétres sont définis localement.

On montre par une analyse de Fourier que le schéma est stable sous une condition de type
CFL sur toute grille réguliére (Az, Ay et Az constants). Cette condition est

AL (f(Be,Az,0) + £(By,Ay,0) + f(BeAzp)) < 16, V(0,0,)) € [0,27)°,

2(1 + B) sin(ry) — Bsin(

(2.32)

27)

oﬁﬂ@Aﬁ%:< X

Le tableau 2.3 recense les valeurs maxim

)2.

ales de v = Aty/Azx=2 + Ay=2 + Az~2 autorisées

par la condition de stabilité pour différentes valeurs de 3 lorsque le maillage est cubique.

1%
B=0]| 2
B=1|157
B=4%|146
=109

TAB. 2.3 — CFL en fonction de 8=03,=0,=0. (maillage cubique)

On vérifie numériquement que Vv < 1.61, le S-schéma associé a la formule (2.30) ou (2.31)
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2.4. Cas tri-dimensionnel

est stable sur toute grille réguliére. Afin de vérifier que le schéma proposé est aussi trés
peu dispersif en 3D, on simule ’évolution du mode propre (1,1,1) dans une cavité cubique
métallique. Le centre de la cavité est raffiné de maniére conforme. Le taux de raffinement
est 8. Le maillage de la grille grossiére est de 15 points par longueur d’onde. La durée de la
simulation est de 80 périodes. La figure 2.19 montre I’évolution temporelle en un point du
champ FE, sur les 8 premiéres périodes. On compare la solution calculée par le G-schéma et
celle calculée par le schéma VFC. La solution du schéma VFC est déja dispersée alors que
celle du (-schéma se compare parfaitement & la solution exacte. On montre sur la figure
2.20 le champ FE, sur les 8 derniéres périodes de la simulation. Les résultats sont toujours
de trés bonne qualité : la solution obtenue par le 3-schéma aprés 80 périodes est bien moins
dispersée que celle obtenue par le schéma VFC aprés 8 périodes.

0.4

T
Solution exacte
C

-0.4

(a) Volumes Finis Centrés

0.4

T
Solution exacte

Beta sch¢ma -----—
03 |

0.2+

01

-0.1
0.2 -

-0.3

-0.4

(b) B-schéma

F1G. 2.19 — Raffinement conforme 3D (rapport mazimum entre les volumes : 8) - Mode
propre : évolution temporelle du champ E, sur les 8 premiéres périodes
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Chapitre 2. (3-schéma

0.4 T T T

T
Solution exacte
A\ Beta schema -------

0.3 -

02 4

-0.1 - q
02 F1 { -

.03 H 4

0.4 1 1 1 1
90 92 94 96 98 100

F1G. 2.20 — Raffinement conforme 3D (rapport mazimum entre les volumes : 8%) - Mode
propre : évolution temporelle du champ E, sur les 8 derniéres périodes

2.4.2 Instabilités dans le cas non-conforme

Nous avons obtenu dans le cas 2D des résultats trés encourageants sur des grilles non-
conformes. Malheureusement, le 3-schéma tel que nous ’avons défini s’est montré instable
en 3D sur ces mémes grilles non-conformes. Nous n’avons d’ailleurs démontré la stabilité
de ce schéma que sur une grille uniforme (et donc avec [ constant). Ce schéma Volumes
Finis utilise une technique d’interpolation pour augmenter la précision du calcul des flux.
A T'image des méthodes de raffinement spatio-temporel en Différences finies basées sur
des interpolations, cette technique nous permet de maitriser I’erreur de dispersion mais
nous interdit d’établir un résultat de stabilité. 1l est difficile d’analyser la nature de cette
instabilité dans le cas d’un maillage 3D non-conforme. Cette approche nous laisse donc peu
d’espoir de trouver une formule d’interpolation permettant de proposer un schéma stable.
Nous allons par la suite nous intéresser & une famille de schémas Galerkin Discontinu
faisant aussi intervenir un calcul de flux précis tout en garantissant a priori la stabilité sur
tout type de maillage.

2.5 Conclusion

La méthode Volumes Finis présentée ici permet d’améliorer la précision du schéma
VFC. Les propriétés de ce dernier (conservation d'une énergie discréte, stabilité) n’ont pu
étre démontrées que sur des grilles uniformes. Les flux sont ici calculés par une formule
d’interpolation qui dépend d’un paramétre 3. Dans le cas d’un maillage localement raffiné,
ce paramétre est ajusté localement afin de minimiser I’erreur de dispersion. Nous pouvons
donc traiter des grilles raffinées sans avoir recours & un raffinement temporel. Dans le
cas non-conforme, les trés bons résultats obtenus en 2D n’ont pu étre étendus en 3D. La
méthode s’est en effet révélée instable dans ce cas. Néanmoins, nous proposons une méthode
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2.5. Conclusion

tri-dimensionnelle & méme de traiter des grilles raffinées conformes. Les résultats obtenus
sont incontestablement meilleurs que ceux obtenus par le schéma VFC. Ce schéma est
d’autant plus intéressant que la différence de cott est peu importante (calcul des gradients
et baisse du CFL de 20 %).
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Méthode Galerkin Discontinu
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On présente ici une méthode Galerkin Discontinu adaptée aux maillages héxaédriques
orthogonaux. Bien qu’ayant été utilisée dans de nombreux domaines [19], I'approche
Galerkin Discontinu a été peu souvent exploitée pour résoudre les équations de Maxwell
dans le domaine temporel. Un schéma Galerkin Discontinu reposant sur un solveur de
Riemann pour le calcul des flux et un schéma Runge-Kutta pour la discrétisation temporelle
a récemment été proposé dans le cas bi-dimensionnel [54]. Les défauts de ce type de schéma
sont son coiit et son caractére diffusif. Une réponse a été apportée dans [37] ou les auteurs
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

proposent une méthode d’ordre élevé permettant de réduire la diffusion et de travailler
avec peu de points par longueur d’onde. Cette approche n’est pas intéressante pour les
applications qui sont visées ici (analyse temporelle d’antennes) puisqu’elles nécessitent la
prise en compte de structures petites devant la longueur d’onde. Nous proposons ici de
remédier & ces inconvénients en associant une formule centrée pour le calcul des flux a
un schéma saute-mouton d’ordre deux pour l'intégration en temps. Comme le schéma
VFEC [49] dont il reprend les ingrédients, Le schéma proposé est non-diffusif et stable.
On présente également un choix de fonctions de base adapté aux maillages orthogonaux.
Ce choix est peu cotiteux et permet d’assurer la conservation de la divergence. On montre
enfin que contrairement au schéma de Yee ou au schéma VFC Uerreur de dispersion est peu
dépendante du CFL local. Cette propriété nous permet d’envisager d’utiliser la méthode
Galerkin Discontinu sur des maillages localement raffinés.

3.1 Présentation de la méthode

3.1.1 Discrétisation spatiale

On présente tout d’abord dans un cadre général la méthode Galerkin Discontinu que
nous avons développée. On considére le systéme de Maxwell en variables E et H avec
densité volumique de courant j

(3.1)

On se donne alors un maillage quelconque (conforme ou non-conforme) constitué de cellules
V;. On appelle interface entre deux cellules toute intersection distincte d’un point ou d’une
aréte. Une interface dans le cas conforme est donc une face. On la note Fy, = V; N V.
On note ny; Uintégrale sur Fj de la normale orientée de V; vers V. On désigne par ng
la normale unitaire (N;; = n;;/||nik||). On note V; I'ensemble des cellules voisines de V;.
On note enfin g; (respectivement ;) la valeur moyenne de e (respectivement ) sur la
cellule V;. Sur chacune des cellules, on se donne un espace vectoriel de dimension d; et un
ensemble de fonctions de base vectorielles ¢;;, 1 < j < d;, ou d; est le nombre de degrés de
liberté dans la cellule V;. Ces fonctions de bases n’assurent aucune continuité d’une cellule
a une autre. En multipliant le systéme (3.1) par la fonction de base ¢;; et en intégrant sur

V;, on obtient
OE .
/ Eigy Pij = / (rot(H) — j)-»5>
V; Vi

oH
/ Hi—gy Pij = —/ rot(E).¢;;.

K3 K3

o6



3.1. Présentation de la méthode

En utilisant identité rot(A).B = rot(B).A — div(B x A), on obtient

OE . -
/ Cipy Pii :/ rot (). H —/ J-Pij —/ (¢y; x H).0,
Vi Vi Vi ov;

K3

OH i
/ g Pij = —/ rot(¢;;).-E +/ (pi; x E).0,
v Vi ov;

ou n est la normale unitaire extérieure & V;. On note & présent E; et H; la projection
orthogonale de E et de H dans ’espace vectoriel Vect(npij,l < j < d;). Nous aurons sur
tout le domaine de calcul la représentation discontinue suivante des champs

d;
RIS 5
i i =1

d;
IS 5
i i =1

out E;; (respectivement H,;) désigne le 5™ degré de liberté de E; (respectivement H;). On

(3.3)

(3.4)

note E; (respectivement ﬁl) le vecteur colonne (Ej;)i<j<q, (respectivement (H;j;)i<j<d;)-
On a la propriété suivante

Ve € Vect(p;,1 gjgdi),/ E;,.p = / E.p et / H;,.p= / H.p. (3.5)

Les inconnues numériques de la méthode sont des approximations des E; et H; qui peuvent
étre ainsi directement utilisées pour calculer les intégrales volumiques de (3.3).

Aucune continuité n’est imposée d’une cellule & une autre. Sur chaque interface Fj, les
valeurs des champs sont donc a définir. On propose d’utiliser une approximation centrée

ke V;Vx € Fy, E(.%') = 5 5

et H(z) = (3.6)

On utilise cette approximation centrée pour évaluer les intégrales surfaciques. On aboutit
finalement au systéme semi-discret

§ _,
OF, . _H +Hk i}
(QMia—;),:/\/irOt(Lpij).Hi_/ViJ.(PU Z/ — )y,
j

keV;
(3.7)
OH, E; + E;
(MiMi 8t1> = _/Vrot(np” ). Ei + Z/ (pij X — ),
J keV;
ou M; est la matrice de masse locale associée a la cellule V;
(Mi)jx = /V o0, 1 < jik < d;. (3.8)



Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

3.1.2 Discrétisation temporelle

Concernant l'intégration temporelle, on utilise un schéma saute-mouton d’ordre 2
identique a celui utilisé pour le schéma VFC (section 1.6.1). Les degrés de liberté associés
au champ électrique E sont calculés aux instants t" = nAt et sont notés E}.. Les
degrés de liberté associés au champ magnétique sont quant & eux calculés aux instants
t"H1/2 = (n +1/2) At et sont notés HZH/z. Les quantités E7, H?H/z, E! et I:’I:ALH/2 sont
définies de maniére analogue. Le vecteur j*t1/2
I'instant (n + 1/2)At. Le schéma s’écrit alors

) q , n+1/2 n+1/2
E't! — Er 1/2 H; +H
M—i | t(o. ) HTY _/ int1/2 A,_E / Vg k 1
<5@ i At >]./Viro (902]) 7 V~J Soz] Fi(:omx 9 )nlk)

v keV;
I:I’ﬁ+3/2 . I:I’ﬁ+1/2
j i kev; ik

F:

désigne la valeur du courant source j a

E?‘Fl + EZ+1
2

). T

(3.9)
Remarque 3.1.1 On peut d’ores et déja remarquer que pour une discrétisation PO (i.e.
Vi, di =1 et @i = 1), le schéma (3.9) est exactement le schéma VFC décrit dans la
section 1.6.

3.1.3 Conditions aux limites

Soit une cellule V; au bord du domaine. On considére alors une cellule fictive V. et on
note Fj; la face frontiére. Les conditions aux limites sont prises en compte en imposant des
valeurs aux champs sur les cellules fictives Vj,.

Pour tout face métallique Fji, on utilise

Bf(r) = ~E(x),

7

Vx € Fy., (3.10)

Pour simuler des conditions absorbantes, on utilise la condition d’ordre un de Silver-Miiller.
Cette condition nécessite de placer la frontiére assez loin des objets diffractants. On propose
de prendre en compte cette condition de Silver-Miiller par les relations suivantes

H' 2 (2) = cie; tgp, x EP (2 ,
\v/x c -F:ik;, k‘+1 ( ) 1= ~Zk‘ Znil)/Q (311)
E; " (z) = —cip; g, x H, (x),

ou ¢; = 1/,/11;€; est la vitesse locale du milieu.

3.1.4 Stabilité du schéma

On rappelle ici un résultat donné dans [48] et qui reste vrai méme lorsque le maillage
est non-conforme. Les auteurs ont montré que la classe de schéma décrite par (3.9) conserve
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3.2. Choix des fonctions de base

exactement un équivalent discret de I’énergie électromagnétique lorsque les conditions aux
limites sont métalliques. Ainsi, le schéma est non-diffusif. De plus, sous une condition
de type CFL sur At, cette énergie discréte est une forme quadratique définie positive
des inconnues numériques ]5_‘:;1 et FI?JFU ?. La stabilité du schéma est ainsi assurée. La
condition de stabilité donnée dans [48] est une condition suffisante trés restrictive que
nous n’utiliserons pas dans la pratique. La condition de stabilité que nous utiliserons sera
déterminée numériquement. Notons que dans ce formalisme trés général, la seule contrainte
est de choisir sur chaque élément les mémes fonctions de base pour représenter E et H.

L’expression de cette énergie discréte £ a 'instant n est donnée par

1 . . Lo .
=7 Y e 'EJME] +u 'H V22 (3.12)
Cellules 4

3.2 Choix des fonctions de base

Comme nous 'avons vu dans la section 3.1.4, le schéma Galerkin Discontinu (3.9)
est stable quelles que soient les fonctions de bases que 'on choisit pourvu qu’elles soient
identiques pour E et H. On ne considére ici que des maillages héxaédriques orthogonaux
On souhaite approcher les champs par des fonctions linéaires. Une approche classique serait
d’utiliser une base de P'. On propose ici une base de fonctions qui nécessite moins de degrés
de liberté. On notera I'espace vectoriel engendré par ces fonctions de base IP’Cllw.
Considérons donc un maillage héxaédrique orthogonal. Pour chaque cellule V;, on note
G; = Y(z¢,,yG;,2¢,) son centre de gravité et A = !(Ax;,Ay;,Az;) sa taille. On introduit
alors l'espace Péiv engendré par les fonctions de base suivantes

Pi1 =t (1’0’0)’ Pi2 =" (y - yGiaOaO)) Pis =" (Z - ZGZ'aO’O))
‘Pi4 =t (0)1)0)5 (Pi5 =" (Oax - xGi)O)a (Pi6 =t (O’Z - ZGi)O)a (313)
Pt =t (0’0’1)’ Pis =t (O’O’x - xGi)a Pi9 = (anay - yGi)~

On appellera GD—IP’Cllw le schéma Galerkin Discontinu résultant du choix des fonctions de
base IF’Clh.v.

Remarque 3.2.1 Toute fonction appartenant a l’espace discontinu IP’Cllw est a divergence
nulle dans chagque cellule V;. C’est la raison pour laquelle nous avons choisi la notation
IP’Clh-v. On étudiera la conservation des relations de divergence dans la section 3.4.

Remarque 3.2.2 La base de IP’Clh-v est orthogonale. On a en effet

Yk, VI (1 <kl §9),/ o =0 si kL

7

Par conséquent, les matrices de masse locales M; sont diagonales.
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

Remarque 3.2.3 Un développement de Taylor sur un champ de vecteur E dans l’élément
Vi autour de G; = t(xGi,yGi,zGi), nous permet d’écrire

0
E(:Cayyz) = E(xGiayGiaZGi) + (:C - xGi)a_xE(xGi)yGiaZGi)

0 0
+(y - yGi)a_yE(xGmmezGi) + (z - zGi)aE(‘xGmyGszi) + O(A2)

En identifiant avec la projection de E dans l’espace ]P’éiv,

Vi, les degrés de liberté de E représentent les quantités

on déduit que dans chaque cellule

Eil — Ez(xGi)yGi)ZGi))
EZQ B 6—yEm($G“yG“ZGi)a
0
Ei3 B &Ez(xGi,yGiaZGi)a
Ei4 B Ey(xGiayGiszi)v
0
Ei5 — %Ey(CUGp?/GwZGi),
E 9 b, )
16 62 Yy GﬂyGﬂ Gi)s
Ei7 B EZ(xGi)yGiaZGi)a
0
EiS B %Ez(xciaywaGi))

0
Ey — 8—Ez (xGi YG; 7yGi)'
Y

Contrairement & une discrétisation P!, E, (respectivement E, et E,) ne varie pas dans
la direction = (respectivement y et z). Il s’agit d’une propriété que partage l'espace des
éléments finis cubiques de plus bas degré de Nédélec pour H (rot) [47]. L’espace Pl requiert
donc un degré de liberté de moins par composante de champ que I'espace P'. L’espace Q!
est encore plus cotiteux puisque un degré de liberté par composante de champ est nécessaire
sur chaque sommet de cubes. On recense dans le tableau 3.1 le nombre de degrés de liberté
nécessaire pour un champ dans chaque héxaédre pour diverses discrétisations.

P [ r, [P @
Degrés de liberté | 3 9 12 | 24

TaB. 3.1 — Nombre de degrés de liberté pour un champ
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3.3. FEtude de l'erreur de dispersion

On sait que le schéma résultant de ce choix de fonctions de base est stable (conservation
de D’énergie: section 3.1.4). Nous avons constaté numériquement sur un maillage cubique
que la limite de stabilité de v = At\/Az=2 + Ay=2 4 Az=2 est 0.65. Cette valeur est a
comparer avec la limite de stabilité du schéma de Yee et celle du schéma VFC (tableau
3.2). On rappelle que le schéma VFC est équivalent au schéma Galerkin Discontinu que
nous venons de décrire avec une approximation P%. On s’attendait donc a ce que la condition
de stabilité soit plus restrictive pour le schéma GD-PJ, . Nous avons vu (section 1.6) que
le schéma P° n’a pas les propriétés pour traiter des grilles raffinées (dispersion, réflexions
parasites). Il est donc indispensable de monter en ordre.

Yee | VFC IP’Clm
v 1 2 0.65

TAB. 3.2 — Condition de stabilité

3.3 Etude de ’erreur de dispersion

On propose ici d’étudier I'erreur de dispersion du schéma Galerkin Discontinu P}lw et

de la comparer a celle du schéma de Yee. Notre étude se limitera au calcul de la relation de
dispersion discréte pour des ondes planes dont le vecteur d’onde est colinéaire a £(1,0,0),
%(1,1,0) ou ¥(1,1,1).
On détaille le calcul pour une onde plane colinéaire & !(1,0,0). On considére une grille
réguliere (Az, Ay et Az constants). On repére pour cette démonstration les cellules par
leurs indices j, m et p. On a noté précédemment E;q le d™¢ degré de liberté de E dans
la cellule 7. On désigne a présent par Ej,,, q le d*m¢ degré de liberté de E dans la cellule
(jym,p). On cherche ainsi une solution du schéma GD—]P’}MU sous la forme

( n+l . 1 .
2 _ i(w(n+3)At+jkAx))
Hjo 2, = Hye'@ts ),

H’?JF% H5ei(w(n+§)At+jkAz))

jmp,5
n — F-etwnAt+jkAz))
77 7 )

e (3.14)
E;'lmp,S — Esez(wnJrAtnL]kAz))’

n+
H 2 = 0,d44,d#5,

noa=0d#AT,d+8.

Remarque 3.3.1 La recherche d’une solution du schéma ayant pour wvecteur d’onde
'(k,0,0) est un probléeme 1D dans lequel seul l'indice j intervient. Les amplitudes Hy, Hs,
E7 et Eg sont relatives a la valeur moyenne de H,, la dérivée en x de H,, la valeur moyenne
de E, et la dérivée en x de E, (remarque 3.2.3).
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

On introduit les réels s, ¢, u, v et les matrices P et Q

isin(kAx)
Ax 7’

t == (1—cos(kAx)),

DN | —

3
U= i3 (2cos(kAx) — 2),

—3isin(kAx)
V="
Az ’
0 0 s t p 0 0 0
0 0 v w 0O o 00
P: ’Q:
s t 0 0 0 €0
u v 0 0 0 0 0 ¢

On note V =! (Hy,Hs,E7,Eg). Toute solution du schéma GD—IF’Clh.v sous la forme (3.14)
vérifie

2i At

Kzt sin <—‘“2 > V=Q'PV. (3.15)

Afin d’établir une relation entre w, k et ¢, on calcule les valeurs propres de Q' P. A I'ordre
deux, les quatre valeurs propres de Q' P sont données par

M/k =1+ k2Ax?/48 + O(k*Ax?),
Aok = —1—k2Az?/48 + O(k*Ax?),
A\3/k =3+ 5k2Az%/16 + O(k*Az?),
\/k = =3 — 5k2A2%/16 + O(k* Az?).

(3.16)

Les vecteurs propres associés & A3 et A4 tendent vers ¥(0, £ 4,0, & 1) lorsque Ax tend vers
0. Il s’agit de modes parasites: Hjy,p 4 (valeur moyenne de H, dans la cellule (j,m,p)) et
Ejmp7 (valeur moyenne de E, dans la cellule (j,m,p)) sont nuls. En considérant A;, Ag et
(3.15), on obtient

2 A 42 427 .2
9 9 9 WAt k*c*Ax 4
=k Az®). 1
w c+ B + o + O(Az™) (3.17)
En supposant que le maillage est cubique (Axz = Ay = Az) et en notant

v =cAt\/Az=2 + Ay=2 + Az2, la relation (3.17) s’écrit
2 g2 (14 w2a (V4 ) + Ok ALY (3.18)
w” =kc 2\ 35 T2 %) ). :
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3.3. FEtude de l'erreur de dispersion

Considérons a présent une onde plane de vecteur d’onde k =" (k;,k,,k.) et un maillage
régulier (Ax, Ay et Az constants). On cherche alors des solutions du schéma sous la forme

—'n+% _ i i(wn+ L) At+jks Axtmky Ay+pk. Az)
H; . = Hoe 2 ‘ ! R
on _ B i(wnAt+ik, Ax+mky Ay+pk. Az
jam.p = Eo€ ( : ! =42),

ol ﬁo et ]:jo sont des vecteurs réels de dimension neuf. En injectant une telle solution
dans le schéma GD-P). . on aboutit & un systéme similaire & (3.15) ou la matrice Q' P
est maintenant de taille 18 x 18. Aprés calcul des valeurs propres de Q' P, sélection des
modes non-parasites et développements limités, on obtient pour un maillage cubique les
relations de dispersion discréte suivantes

v? 1

k= k|/vV2%1,1,0): w?= |k (1 + |k|?Az? <% - @> + O(\k\4Ax4)> :

(3.19)

2
k= [k|/V3H11,1): w?= |k} <1 + |k[2Aq? (g—G - 3—16> O(|k|4Ax4)> .

On rappelle pour le schéma de Yee les relations de dispersion correspondantes

21
k = |k| £(1,0,0) : w? = k|2 (1 + |k|?Az? (;—6 - E) O(\k\‘lm‘*)) :

2 1

_ ¢ s 2 2.2 2 A2 4 4N A
k_|k|/\/§ (1,1,0) : w* = k|°c <1+|k| Az <36 24) O(|k|*Ax )), (3.20)

21
k = [k|/V31,1,1): w?=|k|*c? (1 + k|2 Az? (g—ﬁ — %> + O(\k\‘lm‘*)) )

On a représenté sur les figures 3.1 et 3.2 le terme d’ordre deux de I'erreur de dispersion pour
les trois vecteurs d’onde considérés précédemment pour les schémas GD—IF’Clh.v et Yee. Ces
termes d’ordre deux ont été tracés en fonction de v sur les plages de stabilité respectives
des schémas (v € [0,0.65] pour GD-PL. et v € [0,1] pour Yee) et ont été normalisés par
le maximum de lerreur (atteint par le schéma de Yee pour k = |k| £(1,0,0) et v = 0: on
donne donc (w? — [k|2c?)/(|k|*c?Az/12)).

Cette étude n’est pas aussi compléte quune analyse pour k quelconque. La difficulté
d’une telle analyse réside pour nous dans le calcul des valeurs propres de Q! P. Les trois
directions de propagation étudiées caractérisent néanmoins le comportement du schéma.
Des figures 3.1 et 3.2, on peut tirer les deux enseignements suivants.

1. Lorsque v est maximal (par rapport a la limite de stabilité), lerreur maximale
commise par les deux schémas est équivalente (0.67 pour Yee et 0.64 pour GD—IP’Cllw).
2. Lorsque v devient petit, I’erreur maximale du schéma de Yee augmente alors qu’elle
diminue pour GD-P, . On donne dans le tableau 3.3 plusieurs valeurs (en fonction de
v) des erreurs maximale et minimale commises par les deux schémas. Contrairement
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

au schéma de Yee, baisser v (i.e. baisser At) ne dégrade pas la précision du schéma
GD—]P’}MU. Cette méthode semble donc pouvoir traiter des maillages localement raffinés
sans devoir introduire un pas de temps local pour controler 'erreur de dispersion.

Erreur maximale | Erreur minimale
GD-PY, | Yee | GD-PL, | Yee
Vmaz 0.64 0.67 0.07 0
Vimaz /2 0.53 0.91 0.04 0.25
Vmaz/4 | 0.51 0.98 0.06 0.31

0 0.5 1 0.07 0.33

TAB. 3.3 — Valeurs maximales et minimales des termes d’erreur de dispersion d’ordre 2
pour différentes valeurs de v

1 T T T T
=(1,1,1) —
k=(1.1.0) -~
=(1.0,0) -----
08 _
06 .
04 7
0.2 \ —]
0 -I - B I 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1
1%
FiG. 3.1 — Galerkin Discontinu IP’Cllw : terme d’ordre deuzr de l’erreur de dispersion en

fonction de v pour différents k
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08 T N
0.6 - i

04 - 7

02 *

v

Fi1G. 3.2 — Schéma de Yee: terme d’ordre deuzx de l’erreur de dispersion en fonction de v
pour différents k

3.4 Conservation de la divergence

Les relations

div pu(x)H = 0,

(3.21)
dive(x)E = p,
sont redondantes dans les équations de Maxwell. Plus précisément, si ces relations sont
vérifices a t = 0 (et que (E,H) sont solutions des équations de Maxwell), elles sont
alors vérifiees pour tout ¢ positif. Nous n’avons pas tenu compte de (3.21) dans notre
discrétisation. On cherche ici & montrer que la méthode Galerkin Discontinu vérifie
faiblement

div p(H™H1/2 — H—1/2) = 0,

(3.22)
diV€(En+1 _ En) — pn—l—l _ pn.

Considérons un maillage conforme tétraédrique ou héxaédrique orthogonal. Soit S un

sommet de ce maillage. On note C' 'ensemble des éléments V; auxquels le sommet S

appartient. On représente un tel volume C' sur la figure 3.3 pour I'équivalent 2D d’un

maillage tétraédrique et héxaédrique orthogonal. On désigne par V; I’ensemble des voisins

de I'élément V;, Fy, = V[ Vi et iy la normale unitaire orientée de V; vers V.
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

FiG. 3.3 — Volume d’intégration C autour du sommet S : cas 2D

Notre démonstration comporte deux étapes.

1. On se donne un espace vectoriel Galerkin Discontinu G et une fonction test . Si ¢
continue & support dans C', C* sur chacun des éléments contenus dans C' et telle que
Vi appartient & ’espace vectoriel Galerkin Discontinu G, on montre alors que toute
solution du schéma Galerkin Discontinu associé a ’espace vectoriel G vérifie

/ o div p(H" Y2 - H1/2) =, (3.23)
C
/C(p dive(E"™ — E") = /Cap(p”‘H —p"). (3.24)

2. On décrit ensuite les espaces vectoriels G et les fonctions test ¢ vérifiant les hypotheéses
requises ci-dessus pour les cas de maillages tétraédriques et héxaédriques (sections
3.4.1 et 3.4.2).

Montrons d’abord la premiére étape. On se donne une fonction test ¢ continue a support
dans C et C* sur chacun des éléments contenus dans C. On suppose de plus que Vi
appartient a ’espace vectoriel Galerkin Discontinu G dans lequel on travaille. La continuité
de ¢ nous permet d’écrire

[V(P]zk X flik =0 VFUC cC. (3.25)
On montre alors que
/ ¢ div p(H"T/2 —H1/2) = 0. (3.26)
C
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3.4. Conservation de la divergence

Soit en effet (E7, Hn+1/ 2)Z n» une solution du schéma Galerkin Discontinu (3.9). On a alors

/CSO divu(H"H/2 _ Hn71/2)

= —/ V(p.u(H”H/Q — H”_l/Q) (¢ a support dans C)
C

= At /rot(wv ).ED —Z/ \s (M ﬁzk) . (Vo €g)

v;cC @ keVv;
(3.27)
Nous avons rot(Ve) = 0. En réécrivant la somme (3.27), on obtient
/ © divu(H"H/2 _ Hn71/2)
C
En n _ E" + E? _
= —At / V(p‘v ( X nl-k) + V(‘O\Vk' (ZT]g X Il]ﬂ)
E! +E} _
= —At Z / [Vl (T nlk>
Fy,cC
car [Vgo]zk X flz‘k = 0.
Sous les mémes hypothéses, on montre de maniére analogue que
/ ¢ dive(E" — E™)
C
= —/ Vp.e(E" —E") (3.29)
C
- &Y / Voo jrHi2,
vicC
On écrit formellement que
At/ V(P-jn+1/2
C
= —At/ @divjrti/? (3.30)

= /Cw(p"“ = ")+ O(A).

L'erreur en O(At?) est due au fait que jrti/2 désigne la valeur du courant source j a
Iinstant (n + 1/2)At.
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

Si on définit

+1/2 1 (n-i—l)At
i = — j 3.31
j A /n R (3.31)
on montre alors que

/Cgp dive(E"T! — E") = /Cgp(p”“ —p"). (3.32)

3.4.1 Cas tétraédrique

Soit ¢ une fonction P! (k > 0) continue sur C' a support dans C. On a alors Vi
appartient a 'espace P* discontinu. Le schéma Galerkin Discontinu P* vérifie donc (3.26)
et (3.32) pour toute fonction test ¢ PF+1 a support dans C.

3.4.2 Cas héxaédrique

Dans le cas d’un maillage héxaédrique conforme, un sommet S appartient & huit
héxaédres. C' est donc la réunion de huit cubes. Le plus petit espace vectoriel de fonctions
polynomiales & support dans C est Q;. Considérons donc une fonction ¢ € Q! continue &
support dans C'. Alors dans chaque héxaédre, Vi appartient a I'espace vectoriel £ engendré
par les fonctions

¥1 = (1’0’0)’ P2 = (y,0,0), P3 = (Z,0,0), P4 =" (yz,0,0),
©s =t (0,1,0), ©g =t (O,SC,O), w7 =t (O,Z,O), g =t (O,xz,O), (3.33)
P9 = (0’0’1)’ ¥10 = (O’O’x)’ P11 = (O’O’y)’ P12 = (0,0,xy).

Le plus petit espace Galerkin Discontinu assurant la conservation de la divergence au sens
de la relation (3.26) sur un maillage héxaédrique est donc l'espace €. Cet espace £ n’est
pas contenu dans I'espace Péiv que nous avons considéré. L’espace IF’Clm ne permet donc pas
de vérifier (3.26). £ est par exemple engendré sur chaque élément V; (de centre de gravité
Gi = Yxg,;.Wai2c,)) par les neuf fonctions de base (3.13) engendrant P}, et par

it =" ((y — yai) (2 — 2¢:),0,0),
w1 =" (0,(x — zai)(z — 2ai),0), (3.34)
®ia =" (0,0,(z — z6i)(y — yai)).

On note GD-€ le schéma Galerkin Discontinu obtenu avec les fonctions de base (3.13) et
(3.34). Les douze degrés de liberté du champ E sont notés pour ce schéma Elg Pour le
schéma GD-P, . les neuf degrés de liberté sont notés Eiypéw. Nous avons alors sur tout
maillage conforme

—

V1<5<9, (Eig); = (E;p1 )j- (3.35)

div
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3.4. Conservation de la divergence

On vérifie en effet facilement que sur tout élément V; et sur toute face Fjp

/ rot(@;;)- P =0,

7

V1<j<9,V10<1I<12, / (pij X piy)- g =0, (3.36)

Fiy,

/ (pi5 X Pp)-Diy = 0.

\ Flk

Autrement dit, les neuf degrés de liberté calculés avec le schéma IF’Clm ont exactement les
mémes valeurs que les neuf premiers degrés de liberté calculés par le schéma GD-£. Les trois
degrés de liberté supplémentaires introduits par ’espace £ peuvent ainsi étre interprétés
comme des termes correctifs assurant la conservation de la divergence. De plus, si on intégre
les représentations des deux schémas sur chaque élément, nous avons

/ Eie = / Eip1,.- (3.37)
w Vv v

K3

Pour conclure, le schéma GD-£ est le schéma Galerkin Discontinu du type (3.9) le
moins colteux qui assure la conservation de la divergence au sens (3.26) sur un maillage
héxaédrique orthogonal. Bien que ne vérifiant pas (3.26), le schéma ]P’}lw permet d’obtenir
dans chaque élément la méme valeur moyenne que GD-E pour un coiit moindre (neuf degrés
de liberté par champ contre douze).

Remarque 3.4.1 On vérifie que dans le cas 2D que si ¢ € Q', alors Vi € IP’Cllw. L’usage
de l’espace Péw nous permet alors dans ce cas d’assurer la conservation de la divergence.

3.4.3 Validation numérique: cas d’une cavité chargée

On s’intéresse ici & un cas nous permettant de vérifier les relations de conservation de
la divergence. On considére une cavité métallique 2 = [0,1]° dans laquelle on impose un
courant source

7 cos(mx)(sin(mz) + sin(my)) + (272 — 1)z sin(7y) sin(7z)
j(t,z,y,z) = cos(t) | mcos(my)(sin(mz) + sin(mz)) + (272 — 1)y sin(nz) sin(7z)

7 cos(mz)(sin(ry) + sin(rx)) + (272 — 1)z sin(7z) sin(7y)

(3.38)
La loi de conservation de la charge nous donne

p(t,z,y,z) = sin(t)(sin(my) sin(rz) + sin(7rz) sin(rz) + sin(7x) sin(7y)). (3.39)
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On vérifie alors que

x sin(my) sin(mwz)
E(t,x,y,z) = sin(t) ysin(mz) sin(mx)
zsin(mx) sin(my)
et
sin(mz)(z cos(my) — y cos(mz))
H(t,z,y,z) = mcos(t) sin(my)(z cos(rz) — z cos(mz))

sin(7z)(y cos(mx) — x cos(my))

sont solutions de

a—E — rot(H) = —j,

ot

88—1;1 + rot(E) =0,
div(E) = p,
div(H) =0,

77 X E =0 sur 0f).

On définit les divergences numériques de E et H en s’inspirant de I’analyse précédente. On
considére donc un sommet S et on note C' I’ensemble des éléments V; auxquels le sommet
S appartient. Soit ¢ la fonction appartenant a Q! valant 1 au sommet S et 0 sur tout
sommet de C' distinct de S. On propose de calculer (car ¢ a support dans C')

/ © diV(Hn+1/2 - Hn71/2) _ _/ V@.(Hn+1/2 - Hn71/2) (340)
C C

et / @ div(E"! — E") = —/ V. (E"T —E"). (3.41)
C C

On calcule les quantités (3.40) et (3.41) pour les schémas GD-PY et GD-PY, . On utilise un
maillage cubique & 26 points par longueur d’onde avec GD—IP’Cllw et un maillage cubique a
37 points par longueur d’onde avec GD-PY. Les nombres de degrés de liberté requis pour
les deux simulations sont alors quasiment identiques.

On montre sur la figure 3.4 la valeur de (3.40) pour les schémas GD-P? et GD-P.. . Bien que
nous n’ayons pas su démontrer que cette quantité est nulle, nous constatons numériquement
dans les deux cas qu’elle est trés proche de zéro (de I'ordre de 10719),
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4e-15

3e-15

2e-15

le-15

-1e-15

-2e-15

-3e-15

-4e-15
0

La figure 3.5 représente la valeur numérique de la divergence de E. Nous

le-14

T T T
div H numerique

5e-15 |

-5e-15 |-

-le-14 |

L
le-08

T T
div H numerique

L L L L L -1.5e-14 L
208 3e-08 4e08 5e-08 6e-08 7e08 8e-08 9e-08 1e-07 0 1e-08

Temps (sec)

(a) GD-P°

. . . .
2008 308 4e-08 5e-08 6e08 7e-08
Temps (sec)

F1G. 3.4 — Cavité chargée : div(H) numérique

point de vue continue

/¢&wmwhﬂﬂ=/WW“—ﬁl
C C

On compare donc l'expression (3.41) a / (p™t — p).
(&

L
8e-08 9e-08 1e-07

avons d’'un

On constate que dans le cas du schéma GD-P? ces deux quantités sont trés différentes alors
qu’elles sont quasiment identiques pour le schéma GD—IP’Cllw. On explique cela par le fait
que le schéma GD-P). = calcule la méme valeur moyenne que le schéma GD-£ qui vérifie

(3.32)
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T
div E
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T T
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0

L L L L L L
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div E numerique ——
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Temps (sec)
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0 1le-08 2e-08 3e-08 4e-08 5e-08 6e-08 7e-08 8e-08 9e-08 1le-07

F1G. 3.5 — Cavité chargée : comparaison entre div(E) numérique et p exact

On montre enfin sur la figure 3.6 ’évolution en temps de la composante F, en un point
de la cavité. La solution obtenue avec le schéma GD—IP)}MU se compare trés bien a la solution
exacte alors celle obtenue avec le schéma GD-P? est peu satisfaisante.

03

T
solution calculee
solution exacte

02t [

0.1

-0.3

3.5 Matériau fictif absorbant

Fi1G. 3.6 — Cawvité chargée :

.
2e-08 4e-08 6e-08 8e-08
Temps (sec)

(a) GD-P°

1e-07

03

T
solution calculee
solution exacte

2e-08

L
4e-08

Temps (sec)

L
6e-08

L
8e-08

1e-07

évolution en temps de E, en un point de la cavité

Il semble que la méthode la plus efficace pour absorber les ondes électromagnétiques
est la technique des PML (Perfectly Matched Layer) introduite par Bérenger [5]. Il s’agit
d’utiliser des couches de matériaux fictifs a pertes. Cette méthode proposée pour le
schéma Différences Finies de Yee s’adapte aux méthodes Volumes Finis [10]. Nous allons
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montrer que les PML s’adaptent aussi trés bien au schéma Galerkin Discontinu et que les
performances sont meilleures que celles de la condition absorbante d’ordre un de Silver-
Miiller (1.20).

3.5.1 Principe

On scinde le domaine de calcul en deux zones distinctes. Dans 1'une, on résout les
équations de Maxwell classiquement et dans l'autre on résout les équations de Maxwell
écrites dans un milieu fictif absorbant. Le matériau proposé par Bérenger permet d’obtenir
un coefficient théorique de réflexion nul pour une onde plane arrivant sur I'interface vide-
milieu et ce quels que soient la fréquence ou ’angle d’incidence.

Chaque composante du champ électromagnétique est décomposée en deux sous-
composantes (par exemple £, = E,, + E,.). Ainsi dans le milieu PML, 12 composantes
sont & calculer. On introduit également des conductivités par direction

%

o= Yoy0y0,) et o = t(U;,Jy,J;),

vérifiant

On définit o, (resp o, et o) de la maniére suivante

£ o) >

oo sl |x| > |a

0'1.: A_ ’
0 sinon,

ou A et a désignent respectivement l’abscisse d’un point de linterface vide-PML et
I’abscisse d’un point de la frontiére du domaine de calcul.
On écrit les 12 équations du milieu PML sous la forme suivante

OE
56—751 + Sl(O')El = Tl(Hl =+ Hg),
OE
58—752 + SQ(O’)Ez = T2(H1 =+ Hg),
OH (3.42)
v + S1(e")Hy = —1r1(E1 + Eg),
oH
pe, + S2(0")Ha = —ry(Ey + En),
ou El - t(ExyaEy27Ezar); E2 = t(EJ:27ny7Ezy)7 Hl = t(nyvamHzx) et
Hy =' (H,.,Hy,,H.,). Les opérateurs S; et Sy sont donnés par (v = *(vg,0y,05))
vy 0 v, 0
Sl(V) = 0 v, O et SQ(V) = 0 v, O . (3.43)
0 0 wg 0 0 vy
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

Les opérateurs différentiels 1 et ro sont définis par

0 0 9, 0 —d. 0
rm=ad, 0 0 [etro=]| 0 0 -8 |- (3.44)
0 8 0 -9, 0 0

3.5.2 Approximation numérique

On approche Eq, Eo, H; et Hy dans IF’Cllw. Comme dans la section 3.1.1, les équations
(3.42) sont multipliées par une fonction de base ¢;; et on integre sur chaque cellule V;

OE
| teusOt 4 Su@B) = | (M + Ha))py,
Vi i
OE
| teusO + 52008 = | (ra(H + Ha)) oy,
V. .
Z o Z (3.45)
[ e (T S HY) = = [ (n(Bx -+ By
Vi Vi
oH .
[ (T Salo " Ha) = = [ (ra(Br + Ea))py
Vi Vi
Une intégration par partie nous permet d’écrire
OE -
| teue(G + S10B) = [ raley). Myt Ha)— [ Si@)ey(Ha o+ Ha),
r OE r "
| teue(T + Su(0)Be) = [ rali).(Hy + Ha)— [ Sal@)en(Ha o+ Ha),
r OH " o
[ i+ S0 ) = = [ ri(e).(Ba+Ba)+ [ 8@ (1 +Ea)
OH -
/ t%j,uz‘(a—: + S2(0*)Hz) = —/ r2(p;;).(E1 + E2) + Sa(R)ep;;.(E1 + Ea).
Vi Vi v

(3.46)

Chaque intégrale est calculée de la méme maniére que dans la section 3.1.1 (projection
des champs dans IF’Clh.v pour les intégrales volumiques et approximation centrée pour les
intégrales surfaciques). Il reste a préciser le schéma temporel. Chaque équation scalaire du
systéme (3.46) peut s’écrire sous la forme

ok

— +oE = f(H(t)).

o = f(H()
On suppose o # 0. On choisit de discrétiser cette équation par un schéma exponentiel.
Pour ce faire on résout I’équation différentielle

E
OF +0E = f(H" /2, t € [nAt,(n + 1)Af]

ot (3.47)
Ei—pat = E™.
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L’écriture de la solution de (3.47) a ¢t = (n + 1)At nous permet d’écrire lorsque o # 0 le

schéma suivant
1— e—UAt

Ertl — efoAtEn + f(Hn+1/2). (3.48)

Lorsque o — 0, ce schéma est consistant avec le schéma saute-mouton
E™Y = E" 4 Atf(HY?). (3.49)

De méme, les équations scalaires du type
OH

sont discrétisées par (o # 0)
. 1— —o* At
/2 — gmotAtpm=1/2 | Z* g(E™). (3.50)

3.5.3 Conditions aux limites

Afin de borner le domaine de calcul, le milieu PML doit étre tronqué. Comme le
suggeére Bérenger, nous avons d’abord utilisé dans le milieu PML des conditions aux limites
meétalliques. On a donc imposé sur les champs reconstruits E = E;1+Eq et H= H; +H> la
condition métallique (3.10). Des instabilités numériques sur des calculs en temps long ont
alors été remarquées. Signalons que nous avons essayé des schémas différents du schéma
exponentiel pour 'intégration temporelle qui n’ont eu aucun impact sur ces phénoménes
d’instabilité.

Pour tronquer le milieu PML, nous proposons d’utiliser la condition absorbante (3.11) sur
E =E; + E; et H = H; + H3. Avec cette condition aux limites, nous n’avons & ce jour
constaté aucun phénomeéne d’instabilité méme sur des simulations en temps long.

3.5.4 Illustration numérique

Pour montrer 'efficacité des PML, on simule la propagation d’un dipéle électrique
dans le vide. Le dipole est localisé dans le cube V et colinéaire a I'axe z: j = (0,0,5,). Le
dipdle est modélisé par une source volumique

[#-%
voooot

Le profil du moment dipolaire p est une gaussienne

p(t) =10 exp (— (t _T3T>2>, (T = 2ns).

Si on suppose j constant sur V', on vérifie que 'on a pour les fonctions de base IF’Clm

/ Jpij =0, V) # 1,
v

/jw - %
V'Z7 6t
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Pour un dipéle placé en (x4,y4,24) et j. = —f(t)0(xq,yd,24), la solution des équations de
Maxwell dans le vide avec une telle source est donnée en tout temps t et en tout point

(z,y,2) par

Hy = —y(f'(t—r)/r*+ f(t—r)/r?)/4x,

Hy = a(f'(t—r)/r*+ f(t—r)/r®)/4m,

H, =0,

Ey = ay(f'(t—r)/r®+3f(t —r)/r* +3F(t —r)/r")/4n, (3.51)

E, = y2(f'(t =r)/r> +3f(t —7r)/r* +3F(t —7)/r)/4m,

E, = 22(f'(t—7r)/r3+3f(t—7r)/r* +3F(t —r)/r®)/4r
—(fi(t=r)/r+ f(t =r)/r* + F(t —7)/r) /47
+F(t — 1r)6(Taydsza)) /4,

o r = E =P G u P G aP et ) = [ fa)ds

=0
On se donne un domaine de calcul de 40% cellules. On place le dipole au centre du domaine.

Chaque cellule a pour taille 5em x 5em x bem. Ce maillage inclut la couche PML qui a une
épaisseur de 8 cellules. On compare les résultats obtenus avec les PML a ceux obtenus avec
la condition d’ordre un de Silver-Miiller. On rappelle que la discrétisation du milieu PML
nécessite 2 fois plus de degrés de liberté que la discrétisation des équations de Maxwell.
Ainsi, pour la simulation avec condition d’ordre un, on considére un domaine de calcul de
483 cellules. Le nombre de degrés de liberté est alors identique pour les deux simulations.
En effet, la simulation avec PML nécessite 17576 éléments dans le vide et 46424 dans les
PML. Sachant que chaque champ requiert 9 degrés de liberté dans le vide et 18 dans les
PML, on a un nombre de degrés de liberté par champ égal a

9 x (17576 + 2 x 46424) = 993816.

Pour la simulation avec condition absorbante d’ordre un, on a un nombre de degrés de
liberté par champ égal &

9 x 483 = 995328.

On montre sur la figure 3.7 I’évolution temporelle de la composante H, en un point situé
a 10 cellules du dipole et a 2 cellules de la couche PML. Alors que la solution obtenue
avec PML se compare parfaitement & la solution analytique, la solution obtenue avec la
condition d’ordre un est perturbée par des réflexions. Si on souhaite obtenir des résultats
de méme précision, on doit utiliser un domaine de 60° cellules. Utiliser les PML permet
alors pour ce cas d’avoir 50 % de degrés de liberté en moins pour une précision identique.
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T T T
Condition d'ordre un PML
Solution exacte ------- Solution exacte -

(a) Condition d’ordre un (b) PML

FiG. 3.7 — Condition d’ordre un vs PML : évolution en temps de H,

3.6 Résultats numériques

3.6.1 Abri métallique

On présente ici un cas test dont les résultats pour un code Différences Finies sont
donnés dans [56]. Il s’agit d’un abri meétallique possédant une ouverture (figure 3.8).
Les dimensions de cet abri sont Lz = 13m, Ly = 10m et Lz = Tm. La porte est
centrée sur la face x et a pour dimensions ly = 5m et Iz = 4m. La taille du domaine
de calcul est 21m x 18m x 11m. La structure est illuminée par un champ incident du
type quotient exponentiel (IEMN Q-EXP) d’amplitude maximale 1 V/m en polarisation
verticale (Ez,Hy). La fréquence maximum du signal est 100 MHz. La longueur d’onde
minimale \,,;;, est donc trois métres. Le champ incident a la forme

Q4B (VT (alt— (@ = ar)feo — tpa) | St~ (&~ ar)eo — tp))
E, = . <E> (eoz x —ar)/co—tpq) | x —ar)/co pq) ’

ot v = 8.510%, 3 =3.6 10°%, tpg = 20 107 et 2r = —4m.

On utilise un maillage orthogonal uniforme. Le pas de discrétisation est
Az = Ay =Az=1/3m ce qui correspond a 9 points par longueur d’onde. Les calculs
sont réalisés en champ total. On présente sur la figure 3.9 I’évolution en temps de la
composante E, en un point de I’espace libre externe E=(-3m,4m,3.5m) et en un point de
I'espace libre interne I=(2m,5m,3.5m). La figure 3.10 montre sur plusieurs coupes la valeur
de |E| 4t = 0.12 ns. On montre enfin sur la figure 3.11 la valeur de |E| & t = 0.12 ns sur
la surface externe de I’abri. Dans tous les cas les résultats obtenus se comparent trés bien
avec ceux obtenus dans [56] avec le schéma Différences Finies. Le pas de discrétisation
utilisé pour les Différences Finies est A = 1/5m. Le probléme a alors 612 864 degrés
de liberté par composante de champ. Nous avons pu utiliser avec la méthode Galerkin
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Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

Discontinu un maillage plus grossier (A = 1/3m) de 119 680 éléments soit un probléme &
traiter de 359 040 degrés de liberté.

Ez 3
E |
. e
4 )
Ay
O X
FiGc. 3.8 — Abri métallique avec ouverture
12 T T T 0.8
Ez Ez
06
04
g g
2 S 02f
il
A
02 ‘ ‘ ‘ 04 ‘ ‘ ‘
0 5e-07 1le-06 1.5e-06 2e-06 0 5e-07 1le-06 1.5e-06 2e-06
t (sec) t(sec)
(a) E. au point E extérieur a I'abri (b) E. au point I intérieur a Pabri

FiG. 3.9 — Evolution en temps de E,
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3.155
2.94473 z
2.73446
552419 CHAMP ELECTRIQUE (V/m) v X
2.31392

2.10365
1.89338
1.68311
1.47284
1.26257
1.0523
0.842024
0.631753
0.421483
0.211212

/
/
/
/
/
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Fic. 310 - |[E| at=0.12 ns
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4,6987
3,52948 CHAMP ELECTRIQUE (V/M)
7.36076
1,19205
0,0233332

Fi1Gc. 3.11 - |E| a t = 0.12 ns sur la surface externe de l’abri

3.6.2 Diffraction par un cube métallique

On étudie la diffraction d’un cube métallique de dimensions 1m x 1m x 1m illuminé par
une onde plane de fréquence 300 MHz. La longueur d’onde A est donc 1 m. On utilise une
discrétisation correspondant a dix points par longueur d’onde. Afin d’évaluer 'influence
des conditions aux limites, on réalise trois simulations.

1. Une simulation ot on utilise la condition absorbante (CLA) d’ordre un (3.11) et ou
on place la frontiére absorbante & une longueur d’onde du cube. La taille du domaine
de calcul est 4X x 4\ x 4X. On a ainsi 63 000 éléments soit 189 000 degrés de liberté
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(le nombre de degrés de liberté est donné par composante de champ).

2. Une simulation ou on utilise la condition absorbante d’ordre un et ot on place la
frontiére absorbante & une longueur d’onde et demie du cube. La taille du domaine
de calcul est 5A x 5A x 5A. On a ainsi 124 000 éléments soit 372 000 degrés de liberté.

3. Une simulation ou on utilise les PML. La couche PML est placée & une longueur
d’onde du cube et son épaisseur est A\/2 (soit 5 cellules). On a alors 124 000 éléments
dont 61 000 dans la couche PML. On a alors a traiter 555 000 degrés de liberté.

Les calculs sont effectués en champ diffracté et sont menés jusqu’a ce qu'un régime
harmonique soit atteint. Pour évaluer la périodicité du signal, on définit & la période n
le résidu ™

n n—1
ou £™ est I’équivalent discret de I’énergie électromagnétique défini & la section 3.1.4.
On stoppe les calculs lorsque [r"| < 0.01. Pour les deux simulations avec CLA d’ordre
un, cette condition est vérifiée pour n = 6. Une longueur d’onde entre I'objet et le bord
du domaine est donc suffisante pour ce cas de diffraction. Si on utilise des PML, on a
|r"| < 0.01 pour n = 5. L’emploi de PML n’accélére que faiblement la convergence. On
montre sur la figure 3.12 la valeur du résidu pour les trois simulations. Les vitesses de
convergence sont trés comparables.

CLA (40.40.40 cellules) ——
O CLA (50.50.50 cellules) -
09 F \ . PML (50.50.50 cellules) ---*--- |

0.7 R
06 | |

05 | B

03t 4
02 | g

01 N e B

Nombre de periodes

Fi1G. 3.12 — Courbes de résidus

On montre sur les figures 3.13 et 3.14 une coupe dans le plan y = 0 (le point (0,0,0)
est le centre du domaine de calcul) des composantes Hy et E, a la sixiéme période pour
les trois simulations. Les résultats sont trés proches.
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Champ diffracte
Hy (A/m)

Plan y=0

T SRR

50° cellules et CLA

Hy
11393 E-07
9.7841E-03
[ B.1754E-03

— G.ERERE-03
- 4.9578F-03
33491 E-0%
17403 E-03
1.3166E-04
1.4772E-03
2086003
-A.6947E-0
-5,3036E-03
TH1Z3E-03
-95210E-03
-1L1130E-02

5 lambda

40° cellules et CLA

50° cellules et PML

Fi1G. 3.13 — Champ Hy dans le plan y = 0 a la siziéme période
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3.6UGEJZE-U3
a - Z.0056E-03
Champ diffracte B
Ez (Vlm) | eee 4 lambda
e
-BODSEE-04
-1.0019E-03
Plan y=0 e
-2E04GE-03
-Z00BGE-03
-3.5065E-03
40° cellules ef CLA
L
5 [ambda 5 lambda
— i 7 |
50° cellules et CLA 50° cellules et PML

FiGc. 3.14 — Champ E. dans le plan y = 0 a la siziéme période

3.6.3 Résonateur diélectrique

On souhaite tester la méthode Galerkin Discontinu sur un cas fortement hétérogéne.
Nous proposons de traiter un résonateur diélectrique (RD) cylindrique qui est une structure
trés sélective en fréquence. La nomenclature des différents modes de cette structure, les
techniques d’alimentation ainsi que les cartes de champ proche sont détaillées dans [57]. On
trouve dans [33] des résultats de la simulation que nous allons traiter avec des méthodes
Equations Intégrales, Différences Finies et Eléments Finis.

On cherche & calculer les fréquences de résonance d’un résonateur cylindrique isolé de
permittivité e, = 36.7, de hauteur a = 12.65 mm et de rayon » = 9.8 mm. Le volume de
discrétisation est de 50 x 50 x 40 cellules avec un pas d’espace Az = 1 mm. Les différents
modes sont excités en utilisant des dipoéles électriques. Pour le mode TE, le dipoéle est placé
horizontalement prés du bord & mi-hauteur du RD. Pour le mode hybride HEM, le dipole
est placé horizontalement au centre dans le plan zy et au deux tiers de la hauteur. Ces
différentes positions sont représentées sur la figure 3.15. Enfin, pour le mode TM le dipole
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est placé verticalement au milieu. Dans les trois cas, le profil temporel du dipéle est une
gaussienne de fréquence centrale 3 GHz et de demi-largeur 1.5 GHz.

zZ

.

X

Mode TE Mode HEM Mode TM

FiG. 3.15 — Position du dipdle électrique pour exciter les différents modes

On réalise trois simulations correspondant aux trois positions du dipoéle décrites
précédemment. Une transformée de Fourier des signaux temporels permet d’obtenir les
fréquences de résonances des différents modes. Les différentes réponses en fréquence sont
représentées sur la figure 3.16. Le fait d’avoir utilisé un dipdle dans le RD comme
alimentation nous interdit (contrairement a une ligne micro-ruban ou une sonde coaxiale)
toute comparaison avec des mesures. Il existe toutefois des formules approchées donnant
les fréquences de résonance de la structure que nous traitons. La précision de ces formules
données dans [57] est évaluée a 2%. On compare donc les résultats que nous avons obtenus
a ces formules approchées dans le tableau 3.4.

Mode TE HEM ™
Formule approchée | 2.128 2.946 3.384
Galerkin Discontinu | 2.07 2.82 3.30

Erreur relative 2.72 % | 4.27 % | 248 %

TAB. 3.4 — Fréquences de résonances (GHz)

On peut trouver dans [33] les résultats obtenus pour cette simulation avec des méthodes
Eléments Finis (FETD) et Différences Finis (FDTD). Le maillage qui a été utilisé en
FDTD est identique & celui que nous avons utilisé (100000 éléments) alors que le maillage
tétraédrique utilisé en FETD comprend 107760 éléments. L’utilisation d’un tel maillage
permet de mieux prendre en compte la géométrie cylindrique du RD. On donne dans le
tableau 3.5 les erreurs relatives sur la fréquence de résonance par rapport & la formule
approchée obtenues avec ces deux méthodes. On constate alors que les trois méthodes
ont une précision sensiblement équivalente. Il est difficile d’établir une hiérarchie dans la
mesure ou la formule de référence n’est quune formule approchée.
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Mode TE HEM ™
FDTD | 023 % | 2.64 % | 2.57 %
FETD | 34% |115% | 25 %

TAB. 3.5 — Fréquence de résonance: erreurs relatives par rapport & la formule approchée
pour des méthodes FDTD et FETD [33]

.
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Frequence (GHz) Frequence (GHz)

(a) Mode TE (b) Mode HEM

Frequence (GHz)

(c) Mode TM

Fi1G. 3.16 — Réponse en fréquence

On montre enfin les cartes de champs obtenues sur le plan équatorial (plan xy de
symétrie du RD) et sur le plan méridien (plan xz de symétrie du RD). Les contours du
cylindre sont tracés sur les différentes figures. Ces mémes cartes de champs sont montrées
pour les méthodes FDTD et FETD dans [33]. Les répartitions et les polarisations des
champs que l'on doit retrouver sont détaillées dans [57]. Pour le mode TM (figure 3.17),
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on retrouve bien la circulation du champ magnétique avec une concentration d’énergie
sous forme de couronne. Pour le mode TE (figure 3.18), on peut noter des oscillations du
champ électrique dans le plan équatorial. Des oscillations similaires sont aussi présentes
avec les méthodes FDTD et FETD. Ces oscillations sont attribuées & la présence du dipole
dans le plan d’étude qui perturbent la répartition du champ électrique. On retrouve tout
de méme la circulation du champ total électrique avec une concentration en anneau. Une
simulation avec une méthode Equation Intégrale en champ diffracté permet de s’affranchir
de ce probléme de source dont le fort niveau perturbe les champs [57]. La figure 3.19 montre
enfin les cartes de champ pour le mode HEM. Les répartitions de champ sont & nouveau
retrouvées correctement.

Le schéma Galerkin Discontinu est donc capable de traiter des hétérogénéités fortes.
Notons enfin que d’un point de vue géométrique, la méthode proposée dans ce chapitre
(et en général les formulations Volumes Finis centrés éléments [54]) permet de bien définir
I'interface entre deux matériaux. Ce n’est pas le cas du schéma de Yee ot1, compte tenu de
la discrétisation spatiale utilisée, les arétes se trouvant & l'interface entre deux milieux
diélectriques doivent étre prises en compte dans un milieu intermédiaire dont il faut
déterminer la permittivité équivalente [23].
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dB
-0.1
-4,37807
-4.60714
-12.9357
-17.2143
-21.4929

Mode TM B

-34.3286
-38.6071
-42.8857
-47.1643
-b1.44729
-5h.7214
-60

Plan equatorial : champ H Plan meridien : champ E

F1G. 3.17 — Résonateur diélectrique : carte de champ (mode TM)
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dB
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F1G. 3.18 — Résonateur diélectrique : carte de champ (mode TE)
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dB
-0
-4.02143
-7.947236
-11.8643
-1b.7807
-19.7071

Mode HEM Sroe

-31.4714
-35.3979
-39.3143
-43.2307
-47.1571
-51.0736
-bh

Plan equatorial: champ H Plan meridien: champ E

F1G. 3.19 — Résonateur diélectrique : carte de champ (mode HEM)

3.6.4 Propagation d’un dipodle sur des grilles raffinées

On simule la propagation du dipdle décrit dans la section 3.5.4. On considére un
maillage de 403 cellules. Le centre de ce maillage est ensuite raffiné d’abord de maniére
conforme puis de maniére non-conforme. Le taux de raffinement est 4. L’objectif est de
voir si la présence d’une grille raffinée perturbe la propagation. Pour chacun des deux
raffinements, on présente I’évolution en temps en un point de la grille grossiére de la
composante H, et la variation d’énergie au cours du temps dans la grille fine. On peut voir
que lorsque le raffinement est conforme (figures 3.20-(a) et 3.20-(b)), la solution obtenue se
compare trés bien a la solution exacte. Par contre, lorsque le raffinement est non-conforme
(figures 3.20-(c) et 3.20-(d)), la solution est fortement dégradée par des réflexions parasites.
que 'on attribue aux interfaces non-conformes. Ces réflexions sont bien illustrées par la
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courbe d’énergie.

90000

T T
Energie Galerkin Discontinu

Solution Exacte —------

80000 - 4

70000 - 1

60000 - 4

50000 [~ B

40000 - 4

30000 [ B

20000 [ 1

10000 4

(a) Variation d’énergie dans la grille fine (cas (b) Evolution en un point de la grille
conforme) grossiére de H, (cas conforme)

90000 T T T T

T
Galerkin Discontinu
Solution exacte -------

T
Energie

80000 -
70000 -
60000 [
50000 -
40000 [~
30000 -
20000 -

10000

(c) Variation d’énergie dans la grille fine (cas (d) Evolution en un point de la grille
non-conforme) grossiére de H, (cas non-conforme)

F1a. 3.20 — Propagation d’un dipdle sur une grille raffinée : comparaison conforme (haut)
et non-conforme (bas)

3.7 Conclusion

On a présenté une méthode Galerkin Discontinu conservant une énergie discréte et
stable sur tout type de maillages orthogonaux. Le choix de fonctions de base que nous
proposons permet d’assurer la conservation des relations de divergence sur un maillage
conforme. Le schéma a été doté de parois absorbantes performantes : les PML. Nous avons
aussi vu qu’il était apte a traiter des discontinuités de matériaux. On a de plus montré que
I’erreur de dispersion est peu dépendante du rapport local pas de temps sur pas d’espace.
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La méthode a donc les bonnes propriétés pour traiter des grilles raffinées. Nous allons
toutefois voir dans le chapitre suivant qu’il est possible dans le cas d’un maillage conforme
de diminuer encore l'erreur de dispersion. Cependant, dans le cas non-conforme, des
réflexions parasites dégradent les résultats. Nous verrons au chapitre 5 comment remédier
& ce probléme.

91



Chapitre 8. Méthode Galerkin Discontinu

92



4

Méthode adaptée au cas conforme
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On présente ici une modification du calcul des flux pour la méthode Galerkin
Discontinu présentée au chapitre précédent. On propose d’introduire dans le calcul des flux
un parametre sur lequel on agira pour contrdler la dispersion. Cette démarche s’inspire de
ce qui a été fait avec les B-schémas (chapitre 2). Ceci nous permettra de vérifier la relation
de dispersion a l'ordre quatre dans la direction *(1,1,1). Nous verrons alors que lorsque
le maillage est raffiné de maniére conforme, ’erreur de dispersion est comparable & celle
réalisée avec un schéma de Yee avec pas de temps local. Nous verrons aussi que cette
approche n’a pu étre étendue au cas non-conforme.

4.1 Modification du calcul des flux

On reprend exactement les notations de la section 3.1.1. Les premiéres étapes de la
discrétisation sont également identiques. On rappelle qu’aprés avoir multiplié les équations
de Maxwell par une fonction test ¢;; et aprés avoir intégré sur un volume V;, on a le
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systeéme

OE . f
/ €igy Pij :/ rot(¢;;).H _/ J-Pij _/ (pi; x H).A,
Vi Vi Vi ovi

7 K3

OH / / -
[ 5= [ rore) B | oy 1B

2 2

On utilisera dans ce chapitre exclusivement les fonctions de base de 1'espace Péiv (section
3.2). Ainsi, pour tout volume V;, le nombre de fonctions de base d; est égal a 9.
On propose de modifier le calcul des flux, soit ’évaluation des termes

/ (i x H).n,

Vi

/ (pi; x E).n.
Vi

On rappelle (formule (3.6)) que pour tout voisin Vi de V;, on évaluait dans le chapitre
précédent I'intégrale sur leur face commune Fjp par

(4.2)

- 1 -
[ g xma = [ x () 4 Hy )

(4.3)

12

9
1 - ~
B ZH”/F (pij X py)-n + Hk;l/ (ij X ppr) 1.
=1 ik '

ik

H est ainsi approché par la demi-somme de ses représentations de part et d’autre de la
face. Cette valeur est ensuite intégrée exactement.

La modification que allons introduire réside dans la formule (4.3) de calcul des intégrales
sur les faces. Cette modification s’inspire du (-schéma (chapitre 2). Avec ce schéma, les
champs sur les faces sont évalués en prenant la demi-somme de deux états constants de part
et d’autre de la face. Sur les deux éléments auxquels la face appartient, ces états constants
sont calculés & partir d’une interpolation dépendant d’une combinaison entre une pente et
un gradient. Nous avons vu que lorsque le maillage est uniforme, seul le gradient (pondéré
par le paramétre ) intervient. On peut réécrire dans ce cas la formule (2.4)

- - — [N
Va € Fj, H(.%') ~ (Hi + QﬁVHlGZGFm + Hy + QﬁVHkaGFm) , (4.4)

N | —

ou H; (respectivement Hy)et G; (respectivement Gj) désignent la valeur moyenne et le
centre de gravité sur I’élément ¢ (respectivement k).

On peut s’inspirer de cette approche pour le schéma Galerkin Discontinu. On rappelle
(remarque 3.2.3) que les degrés de liberté '(H;i,H;4,H;7) désigne la valeur moyenne de H
dans I’élément 7 et que les autres degrés de liberté sont relatifs aux dérivées. En introduisant
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une parameétre a > 0, on calcule

9
1
YV € Fik7 H(.%') ~ 5 Hil + Hi4 + Hi? + « Z Hil‘iail(GFik)

1 l72,l;£4,l9;£7 (4.5)
+5 | Hin + Hia + Hyr +a > Huew(Gry,)
1=2,1#4,1£7
En notant
oq 1
Q9 @
Qs @
oy 1
a=| o5 | =] a |, (4.6)
a6 @
Qg 1
ag o
Qg e}

on propose finalement de substituer la formule (4.3) par
9
~ 1 -

/F (pij x H)m =~ 5 Zal (/F %j) x (Hupa(Gr,,) + Huen(Gr,)) 0. (4.7)
i = ik

g =1

Deux modifications sont introduites par rapport a la formule (4.3). D’une part on introduit
un paramétre « et d’autre part on simplifie le calcul des intégrales sur les faces en utilisant
la valeur de certaines fonctions de base aux centres de gravité des faces. On appelle le
schéma, résultant du nouveau calcul de flux (4.7) schéma Galerkin Discontinu Pondéré
(GDP).

On peut aussi interpréter le schéma GDP comme un schéma ou les flux sont calculés par
une combinaison dépendant de o des représentations PO et IP’Cllw

Vo € Fi, 2H(z) ~ (1 —a) (Huey(Gry,) + Huer (Gry))
+(1 = a) (Hupy(Gry,) + Hrapra(GFy))
+(1 - @) (Hnen(Gr,) + Hirprr (Gr,) (48)

9
+a Y (Hapu(Gr,) + Hup(Gry))-
=1
On vérifie facilement que (4.8) conduit a (4.7).
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Remarque 4.1.1 Lorsqu’on travaille sur un maillage conforme et dans l’espace Péw, il

est facile de vérifier que
/ (¢i; X pi) = (/ <Pij> x pa(GF, ),

/Fk (5 % Pr)) = (/Fk <pij> X @ (Gry).

(3

Vj=1.9,Vl=1.9, (4.9)

Par rapport a la formule (4.3), on ne fait dans ce cas pas de nouvelles approzimations dans
la formule (4.7). On ne fait qu’introduire un parameétre .

4.2 Stabilité du schéma

Nous avons modifié le calcul des flux. Les hypothéses du théoréme issu de [48] de
la conservation de ’énergie discréte ne sont plus vérifiées. La stabilité du schéma GDP
n’est donc pas assurée. Nous allons toutefois montrer qu’il existe une énergie (différente
de I'équivalent L? de DI’énergie électromagnétique) qui se conserve. Cette énergie nous
permettra d’assurer la stabilité du schéma sous une condition de type CFL.
Proposition 4.2.1 Le schéma GDP conserve sur tout maillage orthogonal (conforme ou
non-conforme) une énergie dont lexpression a l'instant nAt est donnée par

1 _ - o .
E'=3 Y e 'EME] +u 'H V2 preE! 2, (4.10)
Cellules i

ot la matrice d’énergie diagonale M est définie par
2 .
(M) Zaj/v 17, 1<5<0.
Preuve 4.2.1 Pour plus de lisibilité, on propose une démonstration dans le cas bi-

dimensionnel. La démonstration est identique dans le cas tri-dimensionnel. On considére
donc le systéme de Maxwell 2D dans la polarisation TE

( OH. | 0B, OB, _
ot " or T oy
OB, _OH. _

ot oy
0B, = OH.
ot "o Y

On se donne un maillage orthogonal infini (conforme ou non-conforme). Chaque élément C;
est donc un rectangle de taille (Az;,Ay;). On note €; et p; respectivement la permittivité
et la perméabilité du milieu sur I’élément Cj.

On appelle interface I'intersection de deux éléments lorsqu’il s’agit d’arétes. On les note
a;j = C;() Cj. Sur chaque interface a;;, on note 77[]) = *(nyjz,nijy) Vintégrale de la normale
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4.2. Stabilité du schéma

—_
unitaire orientée de C; vers Cj le long de a;;. On note enfin n;; le vecteur unitaire associé
et V; I'ensemble des éléments C; voisins de C; (i.e C; (N Cj # 0).

Pour toute grille orthogonale conforme ou non-conforme, on a les propriétés suivantes
( —

E nij =0
JEV:

nij = —Nji (4.11)

Z |nijz| = 2Ay; et Z [nijy| = 2A;.

\ JjEV: JEV;

Dans le cas 2D TE, 'usage des fonctions de base P}lw nécessite trois degrés de liberté
pour H, contre deux degrés de liberté pour E, et E,. Pour faciliter I’écriture matricielle
du schéma, on écrira que que E, et E, ont chacun trois degrés de liberté avec un de ces
degré de liberté nul. On note H,;, Ex; et Ey; les vecteurs a trois composantes contenant les
degrés de liberté de H., E, et E, dans I’élément 7. Notre convention est que le deuxiéme
degré de liberté de E, est nul et le troisieme degrés de liberté de E, est nul. Ainsi, les
composantes des champs ont dans I’élément ¢ la représentation suivante

Hz = (Hzi)l + (Hzi)2'($ - .%'Gi) + (Hzi)3'(y - yGi)'
Ex = (Exi)l + (Exi)?)'(y - sz’)? (412)
Ey = (Eyi)i + (Eyi)2.(z — zg,)-

Le schéma GDP s’écrit alors en 2D

=]

F
N|

7
N[

- —(Kij + Kji)nijz + (Gij + Gji)nigy
M=o e MYERT + MIERT 4+ —Azi(Kij + Kji)|nija| /2
1%
! Ayi(Gij + Gji)Inijyl /2

(Fij + Fji)nigy

En‘Jrl _ |1, 1
M= = —MYHG R 4y 0 :
i€V;
! Ayi(Fij + Fji)nijyl/2
Entl _pn (Fij + Fji)nijy
yi T Hyi T n+%
JEV:

0
(4.13)
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Chapitre 4. Méthode adaptée au cas conforme

ot les flux entre les éléments C; et C; sont

( HL Azx; Ay;
F; = 2” + a— 1 nzijQ +a—— 1 nUyHSZ,
El Ay; .
Gij = 23“ +o 4% Mijy By,
EL Az, _
Kz] = 2yz + OZTZTLZ]:EEZZ‘

Les matrices M;, M7 et Mf” ont les expressions suivantes

Ax; Ay; 0 0
M; = 0 Az Ay; /12 0 ,
0 0 AyPAx; /12
0 0 0 0 0 0
M= | Az;Ay; 0 0 et M = 0 0 0
0 0 0 AxiAyi 0 0
On introduit la matrice d’énergie M = 0 aA:c?Ayi/H 0
0 0 aAy? Az /12
On définit alors ’énergie discréte
_ . tEn MOER . tEn MOER . tHn+%MaHn7%
- ZEZ xii By + & yit*ti Hyi + p zi Ttz

La variation d’énergie est donnée par

AE = gl gn
= Y ("B + "By My (ERT - EY)
7

1
+H(UES 4 TR MP(ENT - ) 1 E ,uZMC“(HZl :_H ).
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Le systéme (4.13) permet d’écrire

ntl  oon-l (Kij + Kji)nije — (Gij + Gji)nigy

HY 2 _HY

piMp = = —aMYEL T +aMPEST - alz;(Kij + Kji)|nija) /2
€V
! —aAy;(Gij + Gji)|nijyl /2

(Fij + Eji)nijy

n+l _ pn n+l

siMf‘XITXI = —aM/H, * + Z 0
i€V,
! aly;(Fij + Fji)|nijyl/2

gn+l o . (Fig + Eyi)rgy
917 L —" LY VES S A
sy ——xy— T MiHu T - Z alzi(Fij + Fji)nijal /2
JEV;

0

1
En notant Ey; = Eg:r 1 EZ, Ey; = E;ll'F 14 EY; et Hy; = H;Jr 2, on peut alors évaluer la
variation d’énergie
AE = At(a+ b+ c+d), avec

2
_ o0 g0 0 g0 @ @22 o plopl
a = Z anﬂyEwini o nlﬂEyini + ZZ Z”UyEzini - nzijyiniv

i jev; i jEV;
1
b = 52 > gy B3 = nija By Hynij HY gy — nija HO By
(ANISIZ
2
(6%
¢ = ?Z > AwiAwjn(ByHY + HLEy) — Ayilynig, (g H + HLEZ),
i jeEV;
d = Zaﬁxiﬂyi(HiiE& — HZE), — B2, HY, + E;ngi)v

(A
+Z ZQM(E%H; +EZHY) - a%w&ﬂ;ﬁ + By HY).
i JEV;
Nous avons

—a=0car Znijz =0et Zni]’y =0.

JEV; JEV;
-b=0.

Vérifions le par exemple pour les termes en EQH?

1 0 770 0 0

52 > nijyESHY + nijy HYEY;

i JEV;

1 0 770 0 170 0 770 0 70
= §Z”iijmsz + Ny Ao By + njiy By oy + iy H o By

= 0.
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car nijz = —njix et nl-jy = —njl-y.
— ¢ =0 pour les mémes raisons.
— d =0 car Vi, E |nijz| = 2Ay; et E |nijy| = 2Az;.
JEV; JEV;
Finalement A = 0. W

Proposition 4.2.2 Sous la condition (4.14) et o > 0, énergie E™ est une forme
quadratique définie positive bornée des inconnues numériques. La condition (4.14) nous
assure donc la stabilité du schéma.

At? < min (L 16 in ( )
-5 mm |\ —,———5 min (€; q,€4 s
@2, 25'22502 ) ijev, HaH
ARR 9 ( | (4.14)
min (€/45,€54)-
dd .. T5aijevi T

0t dpin = min(Az;,Ay;,Az), dpee = max(Ax;,Ay;,Az;), et V; Uensemble des cellules

voisines de la cellule 1.

Preuve 4.2.2 On considére un maillage conforme infini constitué de cellules I; ; ;. de taille
(Az;,Ay;,Az,). On note Vijk = Ax;Ay;Azg. Pour tirer parti du caractére structuré du
maillage sur lequel on travaille, on modifie quelque peu les notations de la section 4.1. On
rappelle que dans I’espace ]P’}lw, chaque composante scalaire des champs a trois degrés de
liberté. Par convention, on écrit ici que chaque composante scalaire a quatre degrés de
liberté avec un de ses degrés de liberté qui est nul. Chaque champ a donc ici douze degrés
de liberté (dont trois sont nuls). Par rapport aux fonctions de base de PL. (3.13), ces douze

degrés de liberté sont repérés pour par exemple le champ E par

Ea:,l — Y1 Ex,Z — 0, Ex,3 — P2, Ex,4 — $3,
Ey,l — Py, Ey,2 — ¥s, Ey,3 — 0, Ey,4 — 6> (415)
Ez,l — @7, Ez,2 — P83, Ez,3 — Po, Ez,4 — 0.

Sur chaque cellule (i,7,k), on note G = (z¢,yc,2¢) le centre de gravité de la cellule. On
définit les réels

ay = a3 = ag = Viajakv

_ _ _ 2

az = G = a0 = / (r —2q)*,
Vij.k

_ _ _ 2

az = a7 = a1 = / (v —ya),
Vi7j7k

_ _ _ 2

a1 = ag = a3 = / (z — z2¢g)”.
Vij.k
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4.2. Stabilité du schéma

Pour m = 1..
By, (i,5,k)

Hy(i5,k)

By, (i,5,k)

On introduit

o (B

fy(BR

- (EX

9z

Gy

9z

.4, on définit

= 5i,j,k(amEg,m(iajak)2 + am+3Eg,m(iajak)2 + am+6E2m(i’j’k)2)’

= ptij g Hoo " (g k) HEb P (15K) + @y s Hyon ' (i, k) Hy 2 (i,

e Hom (i, k)2 HER 2 (6,5,8)2),

= il amH 2 (6,3,5)2 + oy sHymi 2 (1,5,5)2 + G Hom ! 2(1,5,5)2).

enfin les quantités

Ay Az At
) = %(E;L,l(l + 17.]7k) - E;L,l(l - 17.]7k) + aAwiE;L,Q(ivjuk)
Ax; A i—1 o .
SEEL (i + Lk) - "’”2 LB (i = L)),
Ax; Az At ) .. e
) = = (B + LR) = B (1 — L) + aly Bl (i.k)
Ay 1 . Ayjq .
B0 + LK) — o=y (i — LK),
Ax;Ay; At . . .
) = (B gk 4 1) — B gk — 1) + A5 B (1.5.K)
Azgyq A 2k—1
S ELaigk+1) — Faligk = 1),
n VijkAt ) no ) n .
(Ex) = JT( z,l(z + 1’]’k) + Ez,l(z - 1’]’k) - 2Ex,1(2’]’k)
Az; Az, . .
~a =T (i 4+ LK) + a =0 B (i = 1)),
VijkAt n . o
(E;l) = JT( m,l(’L’] + 17k) + Ez,l(%] - 17k) - 2Ez,1(27]7k)
Ay, A
—a =B (i) + LK) + =2l (i — LK),
n VijkAt N o
(Ex) = JT( ( ’.] k+ ) + Ez,l(Z’Jvk - 1) - 2E:):,1(Za]ak)
A«’<7/7<;+1

Rk + 1)+ aSE gk — 1),
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Avec ces notations, I’énergie s’écrit

4
D D (Enigk) + Hi (k)

i’j7k m:1

= > > (En(igk) + B(ijk))

i,j,k m=1

e =

+> HITP gk (f(BD) — £, (BD) + HL '

.9,k

+STHIT(i,k) (fo(ED) — f.(ER) + H

.9,k

Y HIT k) (£, (B) — fo(BY)) + HI5

.9,k

On scinde la somme en 6 termes

P (i,,k)g- (BR) — HI'5 2 (1.j.k) g, (ED)

Y2(i.5.k) g0 (BR) — H.' 2 (6,.k) g2 (ER)

Y2 (g k) gy (BR) — HI5 Y (6,5,k) 9. (ER).

= S HITP(k) £ (B + H SV, k)g: (B2) + % uukH" V2 (i,5.k)?

1,5,k
~1/2 as .
+a3,U'ZJ kH / ( ’J k) 62] k:-i—lEy 1( ’J k+ ) + Esi,j,k—lEg,l(Za]ak - 1)2
) 2as .
+10€” KBy (i.5.k) + 75i,j,k+1Eg,3(%J7k +1)?
2&8 .. as ..
+?5i,j,k71E;3(17]7k -1+ g&?z’,j,kEg,g(%J,k)z
1/2 1/2 1/2
= 30— H PGk £ (B — Hyy P 05k)gy (BY) + gy .k
.9,k
“1/2,. . ag .. ag .
+aapijrH, 3 P(i,5,k)? + Egz',jJrl,kE?,l('La] +Lk)? + Egi,jfl,kE?,l(la] — Lk)?
2CL11 .
+10€Z_] k?Ez 1( ’] k) 5 5i,j+1,/€EZ3(Za] + 1)k)2
2a11 ai
+— 5 i, j— 1/€Ez 3( ’] 1 k)z + 5 5Z]/fE]z 3( ’.7 k)
ZH" Y2(0,5.k) fo(BR) + HL 52 (i,,k) g (B2) + 25;%,] RH) V2 (i5.k)2
1,5,k
“1/2,. . 5 \909 . . ag . .
+a6ﬂz‘,j,kH;2 / (Zajvk)2€5i+1,j,kE?,1(z +1,5,k) + 35i—1,j,kE?,1(2 —1,5,k)?
2&10
5@,] kEz 104, k) = €i+l,j, kEz o(i + 1,4, k)
10 5
2a10 aio
5 — &i— 1]kEz2( 7.] k) 5 EZ]kEz2( 7.] k)
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&8 = Y Hy k) f(EY) = H k) gs (BY) + Dpi gy P igik)?

1,5,k
—1/2 ai .
+asgf; j, kH / (i,5,k)% + —€ijh—1Ez1(0,5,k — 1)2

ai .
—eijrer1 Epy(igk + 1) + 3

5

ai . 2ay ..
"‘Egi,j,kEgJ(%]’k)Q + —gi,j,kJrlE;L,B(Zu]ak + 1)2

)
2 . .
+%En3(17]7k - 1)2 + %EQ,B(’L’]J{)Q

n n—1/2 n .. n ag n—1/2,. .
& = YO HI A0k fy (BY) + HIG 05009y (BY) + a5 )

1,5,k

—1/2,. . aq .
+a11Mz',j,kH2,3 / (i,5,k)* + Eﬁi,jﬂ,kEgJ(%J + Lk)

ai ..
2 + EEZ',j*l,kE;},l(Zu] - 17k)2

2a3 .
—€ijt1kEyo(i,5 + Lk)?

5z,] k ( 7.7 k) 5

10

2a iy a .
+ B (1 — LR 4 B (i k)

& = >~ HIT IR o (BY) — HIGV05k) 0 (BF) + uukH" 25,k

1,5,k
“1/2,. . as . . as . .
+aropijiH? P(ijk)2 + 35i+1,j,kE;],1(1 +Ljk)? + 362‘—1,j,kE;,1(2 — 1,5,k)°
. 2a¢ . )
+ 1051,] kE ( ’Jvk)Q + ?5i+1,j,kE;L,2(Z + 1,],]’{3)2
2a . . a ..
+?35i71,j,kE;L,2(2 - Ljk)* + €6€i,j,kEg,2(%]7k)2-
On a
6
"= g (4.16)
i=1

On peut minorer chacun de ces 6 termes de maniére identique. Ainsi, en notant p = p; j
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et e = _m}% €i+1,j+1,k+1, on minore £ par
1/2 , Az; Ay At 1/2 ..
S ST 1K) + SR gk + 1)~ SECUE T ) g Gk 4 1)
1,5,k
1/2 . Az; A?/ At 1/2 ..
TG P 3R + T eBy ik — 1) = SESEE L k)| By gk — 1))
1/2 OéA.’L'AyAZk-At 1/2 ..
+1—0 pHI T .0)% + : gE”3( ij.k)? — : 2] |H, | (i, k)| Ey 5(i,5,k)]
ai —1/2,. . as .. (XAJ,’AyAZk 1At 1/2
+1_0/J'H;,1 / (27]7k)2 + gaEZT/l,?)(’L’.]?k + 1)2 - : ]4 — ’Hn / 7.] k)” 3 7.] k+ 1)’
ai -1/2,. . as .. (XAJ,’AyAZk 1At 1/2
gt k) + Bk — 1) = S = H g R g ik — 1)
7] BAL

a n—1/2 n o n—1/2 .
+— P2 (3,5,k)% + gﬁEy,l(w,kJrl)Q |H, 5 (.4, k)| 1 0,5,k + 1))

5

n— no/e - , kAt n— ..
+€ H 1/2( ’.] k) SsEy,l(Z’J7k - 1)2 - J |H 1/2( a] k)” (Za]ak - 1)|
ay  on— 1/2 n (k) zj KA o 1/2
V kAzk+1At

+ W g k) fsE{},g(z‘,j,kH)Q H5 2G50 || By (i + 1)

5)
VijkQzi_1At
a—

S| H R b By ik — 1)

a4 1/2 asg .o
Ty g k) + By ik 1) -

On note dyun = min(Az;,Ay;,Az;) et dpax = max(Ax;,Ay;,Az;).
On  vérifie que &7 > 0 et que &F=0=V(ijk), Ej(ijk)=0
By 5(i.3,k) =0, Hn 1/2( i,7,k) =0 et Hn 1/2( i,J,k) = 0 si At est tel que

( At2
PR

min

mln (5111]’5]%)

At?d2 2
d4 s 75 ZI?EI% (gluj’gj :u"l)

man

At? 16

2 < 23502 (8ij jtti)-

min

Des minorations identiques sur les cing autres termes de (4.16) nous permettent de vérifier
que sous la condition (4.14) I’énergie discréte est une forme quadratique définie positive.
Elle est de plus bornée (proposition 4.2.1). Le schéma GDP est donc stable. B
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4.3 Choix de «

4.3.1 Etude de l’erreur de dispersion

On considére un maillage cubique (Az = Ay = Az). Par une analyse identique a celle
de la section 3.3, on montre que le schéma GDP vérifie pour les vecteurs d’onde k donnés
ci-dessous les relations de dispersion suivantes

= 000 w? = e (1 aa (L4 3272 ogigiad
Y 36 18av + 6 ’
2 1802 — 27+ 8
k= |k|/vVZ!{(1,1,0): w?= k]2 (1+|k[1Az? (= k|'A1
KVELL0): o = e (14 iaa? (s + SR ) s oguan).

_ t C2  1e]2,2 ino (V2 3a® —6a+2 4A4
k = ‘k‘/\/g (1,1,1) DW= ’k’ c <1+ ’k’ Az (% + m) —i—O(‘k‘ A )) .
(4.17)
On rappelle que 'on note v = At\/Az=2 + Ay=2 + Az=2. On rappelle que le schéma GD-
P!, commet lerreur de dispersion la plus grande dans la direction (1,0,0) (figure 3.1).
On peut annuler ce terme avec le schéma GDP. Il ne s’agit pas d’un choix pertinent car
on augmente alors de maniére importante 1’erreur de dans la direction *(1,1,1). I est plus
judicieux d’annuler le terme d’ordre deux pour k = |k|/v/3 £(1,1,1). Notons qu’il s’agit de
la seule direction ot le schéma de Yee est moins dispersif que le schéma GD-PL. ~(section
3.3). On propose ici d’atteindre comme le schéma de Yee 'ordre quatre dans cette direction.
Le terme d’ordre deux pour k = |k|/v/3(1,1,1) est nul si et seulement si

1 2 1 2
2
TR Z__=0. 4.18
O‘<2+4> ‘T3 (4.18)

Le polynoéme (4.18) posséde deux racines réelles (a; < ag) données par

1 4 — 202 4 4
W) =1 |1 12

1 4—202 414
(XQ(I/) = 71 n 1/2/2 1+ 712 .

On constate numériquement sur une grille réguliére que le schéma GDP est stable lorsque

(4.19)

v<leta=a(v)
(4.20)
v<1/2et a= as(v).

On rappelle que lorsque o = 0 le schéma GDP est équivalent au schéma GD-P? et est
équivalent au schéma GD—IP’}M lorsque @ = 1. On s’attendait donc & ce que la limite de

stabilité soit moins contraignante pour a = aq(v) car oy (v) < as(v).
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On représente sur les figures 4.1 et 4.2 le terme d’ordre deux de I’erreur de dispersion pour
k = |k|/v2 {(1,1,0) et k = |k| ¥(1,0,0) pour a = a;(v) et @ = as(v) lorsque v varie
dans les plages de stabilité (4.20). Les termes d’ordre deux ont été normalisés par le méme
terme que les termes d’erreur des schémas GD—IP’Cllw et Yee (représentés sur les figures 3.1 et
3.2). Les figures 4.1, 4.2, 3.1 et 3.2 peuvent donc étre comparées. On peut donc remarquer
sur ces figures que les erreurs sont plus faibles pour @ = a3 (v). Nous choisissons donc
d’utiliser @ = a1 (v) qui a de plus I'avantage d’avoir une condition de stabilité deux fois
moins contraignante que pour o = as(v).

On note de plus que lorsque o = ay(v) il existe une valeur de v annulant le terme d’ordre
deux de la relation de dispersion vérifiee pour k = |k|/+/2 *(1,1,0). On note cette valeur
Vopt (Vopt = 0.6119). Sur un maillage cubique, nous avons donc deux possibilités :

1. choisir v =1 =

— ordre quatre dans la direction ¢(1,1,1)

— termes d’ordre deux pour k = |k|/v/2 (1,1,0) et k = |k| £(1,0,0) quasiment
identiques a Yee
2. choisir v = vgp ~ 0.6119 =
— ordre quatre dans les directions *(1,1,1) et *(1,1,0)

~ termes d’ordre deux pour k = |k| /(1,0,0) ~ 0.62 (2/3 pour Yee).
Nous choisissons d’utiliser la seconde possibilité qui nous permet de proposer un schéma
moins dispersif que le schéma de Yee. Lorsque le maillage est cubique, on désignera
dorénavant par GDP le schéma décrit dans la section 4.1 avec v = vgp et o = o1 (Vopt).

1 T T T
08 -

0.6 - N

02 B

0 | | |
0 0.2 04 0.6 0.8 1
1%

Fic. 4.1 - a = a1(v) : terme d’ordre deuz de l'erreur de dispersion en fonction de v pour
k= %1,1,0) et k = ¥(1,0,0)
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08 4

0.6 - 4

02 i

v

F16. 4.2 - a = ay(v) : terme d’ordre deuzx de Uerreur de dispersion en fonction de v pour
k = (1,1,0) et k = %(1,0,0)

4.3.2 Validation numérique

On propose de valider I’étude analytique de ’erreur de dispersion avec le cas test du
mode propre. L’intérét de ce cas test est multiple. Il autorise les simulations en temps long
et la connaissance de la solution exacte nous permet de mesurer I’erreur de dispersion. On
peut de plus choisir facilement le vecteur d’onde. On réalise les mémes simulations pour
les schémas GDP, GD—P}MU et Yee. Le maillage est un maillage cubique correspondant a 17
points par longueur d’onde. On utilise pour chacun des schémas le pas de temps maximal
autorisé par la condition de stabilité. La durée des simulations correspond a 150 périodes.
On considére d’abord le mode TE (1,0,1) (figure 4.3). Comme prévu, le schéma de Yee est
le plus dispersif. Le schéma GDP (qui est d’ordre quatre dans cette direction) est quand &
lui plus performant que le schéma GD—IP’Clm.

On traite ensuite le cas le plus favorable pour le schéma de Yee: le mode (1,1,1) (figure
4.4). Les schéma de Yee et GDP (qui sont tous deux d’ordre quatre dans cette direction)
présentent des courbes d’erreur similaires alors que ’erreur commise par le schéma GD'P}%U
est plus importante.

Ces deux tests valident le choix du paramétre «. La précision du schéma GD—IP’Clh-v est en
effet améliorée et le schéma GDP proposé est moins dispersif que le schéma de Yee.
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F1G. 4.3 — Mode de résonance TE (1,0,1): erreur L? au cours du temps
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FIG. 4.4 — Mode de résonance (1,1,1): erreur L? au cours du temps

108



4.4. Stratégie sur une grille raffinée

4.4 Stratégie sur une grille raffinée

On considére a présent une grille orthogonale constituée de cellules i de taille
(Az;,Ay;,Az;). On note

dmin = min \/Ax? + Ayi2 + Azl-z
(3

Amaz = Max \/Ax? + Ayi2 + Azl-z.
1

On pose
At = dpip = stabilité,

4.21
a = a1 (At/dmaz)- (4.21)

Supposons a présent que les cellules les plus petites et les plus grossiéres soient des cubes (ce
qui est le cas en pratique que le maillage soit conforme ou pas). On a donc d,;,, = VBAZmin
et dmar = V3AZymas. Le choix (4.21) nous assure donc l'ordre quatre dans la grille
grossiére pour la direction (1,1,1). Cette propriété est réellement intéressante puisque
c’est précisément dans cette zone que l'erreur est la plus importante lorsque le maillage
est raffiné. Notons qu’il n’est pas possible lorsque le taux de raffinement est supérieur ou
égal & deux d’étre aussi d’ordre quatre dans la grille grossiére dans la direction *(1,1,0). La
condition de stabilité nous impose en effet

AT
At < —2% 4.22
<=7 (4.22)
Or l'ordre quatre dans la direction *(1,1,0) est réalisé si
\/gAt/Axmaz = Vopt
R (4.23)
Tmaz -
< ~ 1.63
Tmin Pt

On propose de comparer les erreurs de dispersion sur un maillage raffiné pour les schémas
GDP, GD—IP)éiU et Yee avec ou sans pas de temps local. Supposons & nouveau un maillage
constitué d’une grille fine cubique (pas d’espace Ax,,) et d'une grille grossiére cubique
(pas d’espace Ayq,). On note n = Azpae/AZpmin.

On écrit la relation de dispersion dans la direction £(1,0,0) en fonction de A, pour les
différents schémas.

1. Pour le schéma GDP (v =1, a = a1 (v))

— dans la grille fine:

2
2 2 2 4.2 v 3o — 2 404
=k 1+ k|*Azz . | — + —— O(|k|*A
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— dans la grille grossiére :

2
3o — 2
2 k22 (1 + |k[*Az2 v O(k[*A%) ) .
w?® = [K| (+H LominT <36n2+18a+6 + O([k|*A%)

2. Pour le schéma GD-PL. (v = 0.65)

— dans la grille fine:

2

1
—l2.2 44
w? = |k|%c <1+|k| Az? <36+24)+O(|k| Az )>,
— dans la grille grossiere:

> 1

3. Pour le schéma de Yee (v = 1)

— dans la grille fine:

2
— k22 v _ 1 4

— dans la grille grossiére (sans pas de temps local) :

2 1
2 = k%2 ( 1+ kA ” K[*A
= I (14 KA (5 = 13 ) + Okl A

— dans la grille grossiére (avec pas de temps local) :

v? 1
= e (1 A (5= ) + Olkf'ah).

On procede de maniére analogue pour les directions *(1,1,0) et *(1,1,1). On a recensé¢ dans
les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 les valeurs des facteurs de Axfm-n pour les différents schémas
dans la grille fine et dans la grille grossiére pour des raffinements de rapport 4 (n = 4) et
10 (n = 10). On a utilisé la méme normalisation que celle utilisée pour les termes contenus
dans le tableau 3.3 (i.e. on donne (w? — |k|*c?)/(|k|*c? A% pin/12)). Les valeurs données
pour le schéma de Yee avec pas de temps local ont été calculées dans le cas idéal ou v =1
(le schéma est alors d’ordre quatre dans la direction *(1,1,1)) ce qui n’est pas toujours
possible dans la pratique. Ainsi, pour le raffinement spatio-temporel proposé dans [32],
les auteurs précisent que pour maitriser la propagation d’ondes parasites il faut baisser le
CFL. La baisse est trés faible pour un raffinement 1:2 (v = 0.98) mais importante pour
les raffinements supérieurs (v = 0.65 pour un raffinement 1:4). Les auteurs suggérent alors
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d’utiliser des raffinements successifs de rapport 2.
De la lecture des tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 , trois points sont & retenir.

1. Dans les trois directions considérées, le schéma GDP est aussi peu dispersif que le

schéma de Yee avec pas de temps local.

. Le schéma GDP n’améliore la précision du schéma GD—IF’CIM dans la grille grossiére
que dans la direction ?(1,1,1). Cette amélioration est de taille puisque I'ordre quatre
est atteint.

. Dans les directions ?(1,1,0) et ¥(1,0,0), le schéma GD-PL. est moins dispersif que le
schéma de Yee avec pas de temps local. Il est par contre plus dispersif dans la direction
(1,1,1). La valeur de I'erreur (pour un raffinement 1:10) est alors 33 (& comparer par
exemple & Perreur pour Yee avec pas de temps local pour ¥(1,0,0) qui vaut 66.7). Le
schéma GD—P}MU est donc aussi un bon candidat pour traiter les maillages raffinés.
Cette remarque est importante car comme nous allons le voir, le schéma GDP ne
peut étre utilisé sur des grilles non-conformes (résultats dégradés par des réflexions
parasites aux interfaces non-conformes).

GDP GD—IP)Llhv Yee sans pas Yee avec pas

de temps local | de temps local
Grille fine 0.33 0.64 0.67 0.67
Grille grossiére (raffinement 1:4) | 10.2 8.1 15.6 10.6
Grille grossiére (raffinement 1:10) | 64.4 50.1 99.7 66.7

TAB. 4.1 — Direction *(1,0,0) : valeur du terme d’ordre deuz de l’erreur de dispersion

GDP GD—IP)Llhv Yee sans pas Yee avec pas

de temps local | de temps local
Grille fine 0.57 0.07 0.16 0.16
Grille grossiére (raffinement 1:4) 3.1 1 7.6 2.67
Grille grossiére (raffinement 1:10) | 24 7 49.6 16.7

TAB. 4.2 — Direction *(1,1,0) : valeur du terme d’ordre deuz de l’erreur de dispersion
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GDP GD—]P’}MU Yee sans pas Yee avec pas
de temps local | de temps local

Grille fine 0.33 0.19 0 0
Grille grossiére (raffinement 1:4) 0 5.2 5 0
Grille grossiére (raffinement 1:10) 0 33.2 33 0

TAB. 4.3 — Direction *(1,1,1) : valeur du terme d’ordre deuz de lerreur de dispersion

4.5 Reésultats numériques

4.5.1 Maillage héxaédrique

L’analyse de I'erreur de dispersion menée dans la section 4.3.1 n’est valable que lorsque
les maillages sont cubiques. Nous n’avons pas réalisé une telle analyse lorsque le maillage
est héxaédrique régulier. Compte tenu de la difficulté de calculer les valeurs propres de
Q~'P (section 3.3), nous ne sommes en mesure de donner la relation de dispersion discréte
vérifiée par le schéma GDP sur un maillage d’héxaédres identiques de taille (nAx,Ax,Ax)
que lorsque k = |k| ¥(1,0,0). Dans ce cas, cette relation est

2 2(3a — 2)
2 kP2 (14 [k[*A? [ 1Y n( O(k[*A%) ) . 4.94
wi =[Pt ( T+ kAT | o = + e ) T OUKTAY) (4.24)

Pour le schéma de Yee, cette relation est

w? = k2 1+ [k|*A? o O(/k[*A%) (4.25)
B 24n +12 12 ' ‘

On donne dans le tableau 4.4 les valeurs du terme d’ordre deux des relations de dispersion
discrétes (normalisées comme dans le tableau dans le tableau 3.3) pour les schémas GDP
(a = a1(v)), GD-P},, (a=1) et Yee pour n =4 et n = 10. Pour chacun des schémas, ces
valeurs sont données pour le pas de temps maximal autorisé par la condition de stabilité.
Le schéma GD—]P’}MU est alors le schéma qui présente I’erreur de dispersion la plus faible.

GD-P),, | GDP (a = a;(v)) | Yee
n =4 8.2 15.8 15.8
n =10 50 99.9 99.8

TAB. 4.4 — Valeur du terme d’ordre deuz de Uerreur de dispersion (k = |k| ¥(1,0,0)) pour
un maillage de type (nAx,Ax,Ax)

On propose maintenant d’évaluer la précision des schémas présentés précédemment
sur des maillages héxaédrique non-cubique en simulant 1’évolution des modes propres TE

(1,0,1) et (1,1,1).
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On considére un maillage constitué d’héxaedres identiques de taille (4A,A,A). On étudie
une cavité cubique métallique. La discrétisation dans la direction x correspond & 28 points
pas longueur d’onde alors que la discrétisation dans les directions y et z correspond a 7
points par longueur d’onde. La simulation porte sur 45 périodes.

On montre sur les figures 4.5-(a) et 4.5-(b) I'erreur L? au cours du temps pour les schémas
GDP, GD—IP’Cllw et Yee pour les deux modes propres considérés. On constate dans les deux
cas que le schéma GDP est le plus dispersif. Le choix de « n’est donc pas adapté a ce type
de maillage. Pour le mode (1,1,1), Yee et GD—]P’éiU présentent une précision similaire alors
que pour le mode (1,0,1), le schéma GD-P. est nettement plus précis.

0 ' T T " ' " Galerkin Discontinu P1div " Galerkin Discontinu P1div
GDP GDP -

Yee --

08

06 [

04

02

s v Y Y Y " ! | . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps Temps

(a) Mode TE (1,0,1) (b) Mode (1,1,1)

F1G. 4.5 — Erreur L? au cours du temps

Afin d’adapter le schéma GDP, nous aurions pu définir des “« par direction” soit
plus précisément considérer a = *(1,a,002,1,05,02,1,05,1)). Lorsque k # *(1,0,0), nous
ne sommes pas capable de calculer sur des maillages héxaédriques (et non cubiques) les
relations de dispersion discréte. Nous ne sommes alors pas en mesure de déterminer le «
optimal.

4.5.2 Maillage raffiné conforme

On propose ici de comparer les schémas GDP et GD—IF’Clh.v sur des grilles raffinées de
maniére conforme. On considére & nouveau une cavité cubique métallique. On raffine de
maniére conforme le centre de la cavité. Le taux de raffinement est 10. Le maillage est
donc constitué de cube de taille Az3 . (grille fine), de cubes de taille 1000Az2 ;. (grille
grossiére) et d’héxaédres de taille 100Az3 , (voir figure 1.1 pour une exemple de maillage
conforme). Le maillage de la grille grossiére correspond & 17 points par longueur d’onde.
La simulation est stoppée aprés 45 périodes. On simule les modes propres (1,1,1) et TE
(1,0,1) et on montre sur les figures 4.6-(a) et 4.6-(b) les courbes d’erreur obtenues. Pour

le mode TE (1,0,1), les résultats sont meilleurs pour GD-PL. . L’analyse de dispersion
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(section 4.3.1) et les résultats en maillage héxaédrique (section 4.5.1) annongaient un tel
résultat. Concernant le mode (1,1,1), le schéma GDP est bien moins dispersif. On rappelle
qu’avec ce schéma, I'erreur de dispersion est d’ordre quatre dans la direction *(1,1,1). On
a vu néanmoins que (section 4.5.1) sur les héxaédres (non cubiques), le schéma GDP est
le plus dispersif dans cette direction. C’est donc la précision dans la grille grossiére qui
semble prévaloir.

' T — " Gop
Galerkin Discontinu P1div ——— 04 - Galerkin Discontinu P1div

(a) Mode TE (1,0,1) (b) Mode (1,1,1)

F1G. 4.6 — Erreur L? au cours du temps

On montre sur la figure 4.7 I’évolution de I’énergie (4.10) du schéma GDP (proposition
4.2.1) au cours du temps pour le mode (1,1,1). On peut vérifier que Iénergie (4.10) est
bien conservée. On montre pour ce méme cas sur la figure 4.8 une coupe en espace (plan
x4+ y+ z=3/2) de la composante E, a la fin du calcul. La solution calculée se compare
tres bien a la solution exacte.

0.124925

' Energie '

0.124924
0.124923 -
0.124922 -

0.124921 -

0.12492

0.124919 -

0.124918 -

0.124917

0.124916

0.124915
0

F1G. 4.7 — Schéma GDP : Energie au cours du temps / Raffinement conforme 1:10
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Galerkin Pondere Solution exacte

Fic. 4.8 - Composante E, calculée par les schéma GDP (gauche) et exacte (droite) sur le
plan d’équation x +y + z = 3/2 / Raffinement conforme 1:10

4.6 Cas non-conforme

4.6.1 Energie piégée

On cherche a résoudre les équations de Maxwell 2D sur le maillage non-conforme décrit
sur la figure 4.9 avec le schéma GPD

(0H. | 9B, 0B _,
ot Ox oy
0E, OH,
5 By =0, (4.26)
0E, OH,
R
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Fi1G. 4.9 — Numérotation des éléments

On utilise les mémes notations que celles de la démonstration de la propriété 4.2.1. On
note par Q; = ‘(E};,E},,H7,) le vecteur contenant les j'°"¢ (j = 1..3) degrés de liberté
des composantes E,, E,, E, sur la cellule i (on omet les indices temporels).

Supposons que a t = 0, ces degrés de liberté vérifient

Q] = -Ql,
Vj=1.3, ‘ ‘ (4.27)
Q% = _Qéa
[ Q/ =0, Vi>4.

On vérifie alors facilement par récurrence que, a chaque itération du schéma GDP, le
support des Q] est non vide et restreint aux cellules 1, 2, 3 et 4. Autrement dit, sur
un maillage raffiné non-conforme, le schéma GDP admet des solutions non nulles dont le
support est contenu dans la grille fine. Ce schéma est donc capable de piéger de ’énergie.
Cette (mauvaise) propriété n’est pas le fait de l'introduction du paramétre « mais la
conséquence de 'approximation supplémentaire faite dans le calcul des flux (formule (4.7)).
On rappelle que cette approximation a uniquement lieu dans le cas non-conforme (remarque
4.1.1). Cette propriété n’est pas partagée par le schéma IF’Cllw. En effet, considérons a
nouveau le maillage de la figure 4.9 et cherchons une solution du schéma & support sur les
cellules 1, 2, 3 et 4. On note par Ax la longueur de la plus petite aréte du maillage. On
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montre alors que a t = 0, ¥(

HL H2 H3 H!

g5y H2,) est solution de

2Dtz 2z 2
AL 00 A (Hl1)j=1.3
0 Ay Ay 0 (Hly)j=1.3
y =0, (4.28)
As A3 0 0 (Hz3)j=1.3
0 0 Ay Ay (Hly)j=1.3
ou
1 —Az/2 0 1 Az/2 0
A = 7A2: ) (429)
-1 Az/2 —-Az/6 -1 —-Az/2 —Az/6
1 0 —Az/2 1 0 Az /2
A3— et A4: (430)
-1 Az/6 Ax/2 -1 —Az/6 —Azx/2

Le seul vecteur solution de ce systéme est le vecteur nul. Le schéma ]P’}lw n’admet donc
pas de solution non nulle dont le support reste dans la grille fine.

4.6.2 TIllustration numérique

On propose une simulation proche de celle détaillée dans la section 3.6. Il s’agit de la
propagation d’un dipdle dans le vide. Le dipdle est placé au centre du domaine de calcul.
On raffine de maniére non-conforme une partie du domaine ne contenant pas le dipdle. Le
taux de raffinement est 4. On présente sur la figure (4.10) I’évolution en temps de E, en
un point de la grille fine ainsi que la variation d’énergie dans la grille fine pour les schémas
IF’Clh.v et GDP. Pour montrer que les problémes d’énergie piégée sont dis a la simplification
du calcul des flux, les résultats présentés pour le schéma GDP ont été obtenus avec o = 1.
On constate donc que sur un maillage non-conforme, les résultats obtenus par le schéma
GDP sont encore plus mauvais que ceux obtenus par le schéma P}jw- L’aptitude du schéma
GDP a piéger de ’énergie est donc confirmée. Ce schéma est donc inadapté pour traiter
de telles grilles.
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T
Solution calculee
Solution exacte -------

T
Solution calculee
Solution exacte -------

(a) Evolution de E. en un point de la grille (b) Evolution de E. en un point de la grille
fine / schéma PY;, fine / schéma GDP

35 r r 35
Energie calculee
Energie exacte -------

T 7 T
Energie calculee
Energie exacte -5

30

25 |

20 |

(¢) Variation d’énergie dans la grille fine / (d) Variation d’énergie dans la grille fine /
schéma PJ,, schéma GDP

F1G. 4.10 — Propagation d’un dipdle sur un maillage non-conforme (raffinement 1:4) /
Comparaison schéma Pl (gauche) et schéma GDP (droite)

4.7 Conclusion

Nous avons proposé ici de modifier le calcul dans la méthode présentée au chapitre 3.
Cette modification repose sur 'introduction d’un paramétre réel o. Nous avons montré que
le schéma modifié appelé GDP était stable sur tout type de maillage. Le schéma GDP est
plus performant que le schéma GD—IF’CIM (chapitre 3) dans les deux configurations suivantes.

1. Maillage cubique uniforme
Le schéma GDP est d’ordre quatre dans les directions *(1,1,1) et ?(1,1,0) et semble
moins dispersif que le schéma de Yee. Il n’est pas plus cotiteux que le schéma
GD—P}MU. La seule opération supplémentaire est la multiplication des flux par le
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réel o et la limite de stabilité est trés proche pour les deux schémas (0.61 contre 0.65).

2. Maillage localement raffiné de maniére conforme
Le schéma GDP traite des grilles raffinées en étant d’ordre quatre sur la grille grossiére
dans la direction *(1,1,1). On a vu que l'erreur de dispersion globale était tout a
fait comparable a celle que 'on obtiendrait avec un schéma de Yee utilisant un pas
de temps local. Nous proposons donc une méthode capable de traiter avec peu de
dispersion des grilles fortement raffinées conformes de maniére explicite.
Cette approche ne s’étend pas au cas non-conforme (énergie piégée). L’analyse de dispersion
a toutefois montré que le schéma GD—IP)}MU était aussi a méme de traiter des maillages
raffinés. Nous allons voir dans le chapitre suivant comment utiliser ce schéma avec des
maillages non-conformes.
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Nous avons présenté au chapitre 3 une méthode Galerkin Discontinu adaptée aux
maillages localement raffinés. Le schéma proposé est en effet stable et ’erreur de dispersion
dépend peu du rapport local pas de temps sur pas d’espace. Nous avons aussi vu que dans
le cas de maillages non-conformes, des réflexions parasites aux interfaces non-conformes
dégradaient les résultats.

Nous avons proposé au chapitre 4 de diminuer encore ’erreur de dispersion en modifiant
le calcul des flux. Cette approche est a proscrire lorsque le maillage est non-conforme car
le schéma peut piéger de I’énergie dans la grille fine.

Ainsi, et bien que possédant d’intéressantes propriétés, les schémas présentés aux chapitres
3 et 4 ne peuvent pas traiter de maniére satisfaisante les maillages non-conformes. On
propose ici de supprimer (ou tout au moins diminuer fortement) les réflexions en utilisant
d’une part le schéma Galerkin Discontinu PL, (chapitre 3) et en augmentant d’autre part
le degré de I’approximation aux interfaces non-conformes.

On montre sur la figure 5.1 un exemple 2D de représentation linéaire sur une interface non-
conforme. On a d’un coté (grille grossiére) une représentation linéaire et de autre (grille
fine) une représentation linéaire par morceaux. Utiliser sur la grille grossiére un polynéme
de degré deux semble donc plus adapté pour capter la représentation des champs sur la
grille fine. Pour ce faire, on introduit un espace contenu dans P? que I’on nomme P?lw'
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FiGg. 5.1 — Interface non-conforme : approximation linéaire

5.1 L’espace P2

div

On étend ici au degré 2 I’espace IP’Clh.v. Soit un maillage héxaédrique orthogonal constitué
de cellules V;. On note G; = (x¢,,yq,,2¢;) le centre de gravité de V;. On définit I'espace
Pfh.v. Cet espace est d’une part généré par les fonctions de base de Pclm

Pi1 =t (17070)a Pi2 =t (3/ - yGiaOaO)7 Pi3 =t (Z - zGiaOaO)7
Pia =t (07170)a Pis =t (O,.%' - .%'Gi,O), Pi6 =t (O,Z - zGiyo)a (51)
Pit =t (07071)a Pis =t (0,0,.%' - xG’i)a Pi9g =t (anay - sz‘)-

D’autre part, IP’dw\IP’}ﬁU est généré par

Gino =" ((y — yci) (2 — 26i),0,0), G =" ((y — yai)?* — Ay7/12,0,0),
=t ((z — 26i)? — A22/12,0,0), Bas =' (0,(z — 2¢i)(z — 2¢4),0),
0,(z — xci)® — Ax}/12,0), Fius =" (0,(2 — 2¢:)* — Az /12,0), (5.2)
(0,0,(x — xgi)? — Ax?/12),

90112

~+

t

~+

0,(r —26i)(y —vai)), Pt
0,(y —yai)® — Ay?/12).

szl

0
\8011 tO

(
(
214 t (
(
(

Représenter un champ dans IF’?M nécessite donc 18 degrés de liberté par élément soit
beaucoup moins que les classiques représentations P? et Q2 (cf tableau 5.1).

Remarque 5.1.1 La base engendrant P?lw est orthogonale et contient les fonctions de base
de IP’Clh-v. Ainst, toutes les matrices de masse locales sont diagonales. Aucune inversion n’est
donc nécessaire. 1l est donc trés facile de programmer un schéma hybride IP’Cllw/IP%w.
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5.2. Stratégie pour un maillage non-conforme

Paw | P* | Q7
Degrés de liberté | 18 | 30 | 60

TAB. 5.1 — Nombre de degrés de liberté pour un champ

Remarque 5.1.2 Tout comme [’espace P}jw un champ représenté dans l’espace ]P’flw a sa

premiére composante qui ne varie pas en x, sa seconde qui ne varie pas en y et sa troisiéme
qui ne varie pas en z. La divergence d’un tel champ est alors nulle dans chaque élément.

Classiquement, augmenter le degré de ’approximation conduit & une condition de stabilité
plus restrictive. Sur une grille réguliére, nous avons constaté numériquement pour le schéma
GD-P%, que la limite de stabilité de v = At\/Azx—2 + Ay=2+ Az~2 est 0.4. On rappelle
dans le tableau 5.2 les limites de stabilité des schémas de Yee et GD avec des discrétisations
P et ]P)ClliU'

Yee | PO | PL. | P2
v 1 2 1065 04

TAB. 5.2 — Condition de stabilité

5.2 Stratégie pour un maillage non-conforme

Afin d’adapter les représentations des champs de part et d’autre de l'interface, on
propose (figure 5.2) d’utiliser l'espace P?liv uniquement sur les cellules appartenant a
I'interface et & la grille grossiére Ainsi, sur toute interface non-conforme, les champs sont
linéaires par morceaux dans la grille fine et quadratiques dans la grille grossiére. On vérifie
alors numériquement deux points.

1. Lorsque le taux de raffinement est égal & n > 2. il ne semble pas nécessaire d’utiliser
des polynémes de degré n (on peut se limiter aux polynomes de degré 2).

2. Utiliser ’espace Pflw de part et d’autre de l'interface n’améliore pas les résultats.
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Chapitre 5. Traitement du cas non-conforme

Féziv Pd]iV

Fi1G. 5.2 — Interface non-conforme : représentation IF’Clhv /IF’?M

On propose d’illustrer ces deux assertions avec le cas test du mode propre dont la solution
exacte est connue (section 1.6.3.2).

Pour la premiére assertion, on considére une cavité métallique dont une partie est raffinée
de maniére non-conforme. On montre sur la figure 5.3 l'erreur L? au cours temps pour
plusieurs taux de raffinement. Le maillage de la grille grossiére correspond & 15 points par
longueur d’onde. La durée de la simulation est de 30 périodes. On constate alors que ’erreur
varie peu lorsqu’on augmente le taux de raffinement. Contrairement & ce que suggére la
figure 5.2, il n’apparait pas indispensable de considérer des polyndémes de degré n lorsque
le taux de raffinement est égal & n > 2. On remarque aussi que le fait que erreur L? varie
peu avec le taux de raffinement confirme que l'erreur de dispersion de la méthode dépend
peu du rapport local pas de temps sur pas d’espace.
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F1G. 5.3 — Erreur L? (mode propre) pour différents raffinements

T
‘Raffinement 1:2" ——
'Raffinement 1:4'
'Raffinement 1.6’
'Raffinement 1:8"

L
15
Temps

25 30

Pour la seconde assertion, on compare les résultats obtenus précédemment & ceux
obtenus en choisissant une représentation Pfh-v de part et d’autre de l'interface. Cette
représentation est plus riche (et donc plus cotiteuse) que la représentation Pl / P2, .
On pourrait s’attendre a ce que les résultats soient améliorés. Les courbes d’erreur (figure
5.4) pour les raffinements 1:2 et 1:4 montrent en fait le contraire. Des résultats similaires
sont obtenus pour des taux de raffinement supérieurs. Il faut donc utiliser 1’espace Pgiv
uniquement sur les cellules appartenant & la fois & l'interface et & la grille grossiére.

(a) Raffinement 1:2

PPy ——

(b) Raffinement 1:4

FI1G. 5.4 — Erreur L? (mode propre) - Comparaison PL. /P2 4 Uinterface et P2, /P2 d

linterface

Le schéma hybride PL. ~/ P2 reste dans la classe des schémas (section 3.1.4)
conservant un équivalent discret de l’énergie électromagnétique et stables sous une
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condition de type CFL. Rappelons que la condition de stabilité théorique donnée dans
[48] est trés contraignante. La condition que 'on utilise en pratique est donc & déterminer
numériquement. La modification apportée au schéma présenté au chapitre 3 est réellement
trés peu cotiteuse. En effet :

1. Seules les cellules appartenant & la fois & linterface et a la grille grossiére sont
concernées par la discrétisation IF’?M. A titre d’exemple, supposons que l'on veuille
raffiner dans un domaine de 20 x 20 x 20 cellules une partie de 5 x 5 x 5 cellules. Quel
que soit le taux de raffinement, on utilisera la représentation IP%Z-U dans seulement 216
éléments. Si le taux de raffinement est égal & quatre, cela représente a peine 1% des
éléments.

2. Le pas de temps est imposé par la taille des éléments de la grille fine. Or on utilise
dans la grille fine exclusivement 1’espace IF’Clh.v. Si on détermine le pas de temps en
utilisant la condition de stabilité P}, ~dans la grille fine (V3AL/ Az in, < 0.65), la
condition de stabilitée P2, dans la grille grossiére (vV3At/AZyq,; < 0.4) est alors
vérifiee dés lors que AZpae/AZmin > 2. Ainsi, sur un maillage non-conforme, on
constate numériquement que le schéma GD—P}MU et le schéma hybride GD—IF’Cllw / IP%Z-U
ont la méme limite de stabilité.

5.3 Résultats numériques

5.3.1 Propagation d’un dipdle

Pour montrer que 1'usage de l’espace IP’?M aux interfaces non-conformes diminue
considérablement les réflexions parasites dues & la non-conformité, on simule la propagation
d’un dipole électrique dans le vide. Le domaine de résolution est [0,1]> composé de 213
cellules. Le dipole est placé au centre du domaine. On raffine de maniére non-conforme
la partie [0.24,0.43]3 avec un taux de raffinement égal a dix. On montre sur les figures
5.5 et 5.6 la solution en temps de la composante H, en un point situé dans la grille fine.
On constate que contrairement a celle calculée avec le schéma P, (figure 5.6) la solution
calculée avec le schéma PL. /P2 (figure 5.5) n’est pas dégradée par des réflexions parasites.
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Hy ——

1 1 1 1 1 1 1
0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 1le-07 1.2e-07 1.4e-07 1.6e-07
Temps (sec)

Fi1G. 5.5 — Schéma hybride P}liv/[??lw : Evolution temporelle de H, en un point de la grille
fine, maillage non-conforme 1:10

Hy ——

L L L L L L
0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 1le-07 1.2e-07 1.4e-07 1.6e-07

Temps (sec)

Fi1G. 5.6 — Schéma hybride IP’Cllw : Evolution temporelle de H, en un point de la grille fine,
maillage non-conforme 1:10

On présente sur les figures 5.7 et 5.8 les valeurs de la composante H, sur le plan
z = 0.3 a différents instants du calcul pour les schémas GD-P}. /P2 et GD-PL. . 11 s’agit
d’'un plan intersectant la zone raffinée. Le carré tracé sur les figures 5.7 et 5.8 délimite
la zone raffinée. On peut constater que lorsque on utilise le schéma GD—]P’}MU (figure 5.8)
la propagation est fortement perturbée par la présence de la zone raffinée. On peut voir
sur la figure 5.7 que 'usage de GD—Pclh-v/]P’fliv permet d’obtenir de trés bons résultats. Les
réflexions parasites semblent en effet maitrisées et le front d’onde est trés peu perturbé.
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n

(a) t =4 ns (b) t = 4.7 ns
(c) t =53 ns (d) t =6 ns
(e) t =6.5ns (f) t ="Tns

128 Fic. 5.7 - GD—]P’}M/]P%W : H, dans un plan intersectant la zone raffinée



