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R¶esum¶e

Les relations spatiales entre les di®¶erentes r¶egions d'une image jouent un rôle im-
portant dans les domaines de la reconnaissance des formes, vision par ordinateur,
interpr¶etation de scµenes et plus particuliµerement dans les tâches li¶ees aux domaines
des systµemes d'informations g¶eographiques (GIS) et de la navigation autonome des
robots mobiles. L'être humain est trµes habile dans l'estimation et la d¶eduction de l'en-
semble de ces relations. Nos d¶eductions restent trµes pr¶ecises malgr¶e l'ambiguÄ³t¶e li¶ee µa
la d¶e¯nition de ces relations.

L'objectif de cette thµese est de proposer une m¶ethode d'inf¶erence quantitative des
relations spatiales directionnelles. Nous nous sommes int¶eress¶es au problµeme suivant :
d¶eduire les relations spatiales entre deux r¶egions A et C connaissant celles qui les re-
lient µa une troisiµeme r¶egion B. On est confront¶e µa ce genre de problµemes chaque fois
qu'on doit chercher notre direction en utilisant un plan, on se positionne par rapport
µa certains repµeres pour d¶eduire notre direction.

Nous pr¶esentons tout d'abord une ¶etude des modµeles de repr¶esentation quantitative
des relations spatiales directionnelles. Ces modµeles reposent essentiellement sur la th¶eo-
rie de la logique °oue pour quanti¯er l'ensemble de ces relations. Nous nous sommes
inspir¶es dans la suite de l'un de ces modµeles pour d¶e¯nir une nouvelle repr¶esentation,
celle-ci nous a permis de repr¶esenter µa la fois l'information angulaire n¶ecessaire pour
quanti¯er les di®¶erentes relations spatiales directionnelles et l'information de distance
utile pour l'¶etape de d¶eduction.

Dans la plupart des cas, cette information m¶etrique n'est pas disponible ou impos-
sible µa d¶eterminer. Alors, on est amen¶e µa d¶eduire des nouvelles relations en utilisant
uniquement l'information angulaire. Pour ¶etudier ces cas, nous avons utilis¶e un r¶eseau
d'agr¶egation °oue pour d¶eterminer les degr¶es des quatre relations spatiales direction-
nelles de base entre deux r¶egions A et C connaissant uniquement les degr¶es de ces
relations entre les deux r¶egions A et B et entre les deux r¶egions B et C. Un algorithme
d'apprentissage a ¶et¶e propos¶e pour d¶eterminer les di®¶erents paramµetres du r¶eseaux
(structures et op¶erateurs utilis¶es).

Dans le but de justi¯er les r¶esultats obtenus, nous avons e®ectu¶e une ¶etude pro-
babiliste du problµeme d'inf¶erence. Nous avons d¶etermin¶e la probabilit¶e de trouver un
point C dans la direction° par rapport µa un point A ¶etant donn¶e qu'il est plac¶e dans
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la direction ¯ par rapport µa un autre point B, lui même situ¶e dans la direction® par
rapport au point A. Cette ¶etude µa ¶et¶e e®ectu¶ee pour di®¶erentes distributions de points
dans le plan. La probabilit¶e de positionner le point C dans le plan ¶etant donn¶e les deux
paramµetres® et ¯ a ¶et¶e d¶etermin¶ee pour toute distribution continue des points dans le
plan. Vu que la majorit¶e des modµeles de repr¶esentation des relations reposent sur les
relations spatiales entre les di®¶erents points des deux objets, ces r¶esultats constituent
la base d'une m¶ethode d'inf¶erence probabiliste des relations spatiales directionnelles
entre objets.
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Abstract

Nowadays, the knowledge of spatial relations between objects is a key point in
Image Processing and commonly used in pattern recognition, computer vision, scene
interpretation and more speci¯cally in Geographical Information Systems(GIS), scene
descriptions in natural language and autonomous navigation of mobile robots. Human
beings are skilled in estimating spatial relationships and can make very precise deduc-
tions despite the ambiguous de¯nition of these relations.

This thesis propose quantitative inference methods of directional spatial relations.
We address the following problem : deduce the spatial relationships between two ob-
jects A and C knowing relationships which connect them to a third object B. Eve-
rybody has already tried to deduce a path from his position and visible reference
buildings.

First, we present and discuss the basic quantitative models, essentially based on
fuzzy logic theory. Then we develop a new model which can represent at the same time
angular information, necessary to quantify spatial relationships, and metric knowledge,
useful for the deduction step.

In the case of unknown distance information, we have used a fuzzy aggregation net-
work to deduce directional spatial relationships. The network parameters (structure,
type and parameters of operators) are learned from examples.

In order to explain the fuzzy aggregation network results, we have developed an
evaluation of the position probability of a point C which is known to be in a direction̄
with respect to a point B, itself in the direction ® with respect to another point A. We
solve the problem for di®erent distributions of points in the plane. These distributions
represent prior knowledge about spatial localisation of points B and C. We generali-
zed our formulas to the case of continuous distributions. These results constitute an
important basis of probabilistic spatial reasoning.
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Introduction

Nous sommes amen¶es presque tous les jours µa chercher une adresse, µa orienter une
personne pour trouver son chemin ou bien d¶ecrire notre position µa quelqu'un pour nous
trouver. Pour cela, nous utilisons un ensemble de relations et de termes pour d¶ecrire la
position relative d'un endroit ou bien d'un objet par rapport µa certains repµeres connus.
Ces relations spatiales occupent une place importante dans notre vocabulaire quoti-
dien [LAND-93], il est impossible de d¶ecrire par exemple une scµene sans utiliser ces
relations. Face µa une demande croissante des systµemes automatiques, l'exploitation des
relations spatiales a ¶et¶e int¶egr¶ee µa plusieurs applications li¶ees µa la reconnaissance des
formes, la vision par ordinateur et l'interpr¶etation de scµenes et plus particuliµerement
aux tâches li¶ees aux domaines des Systµemes d'Informations G¶eographiques(SIG), de
la description de scµenes en langage naturel et de la navigation autonome des robots
mobiles [DUDE-00].

Simuler le raisonnement humain repr¶esente l'axe le plus important des recherches
li¶ees µa l'intelligence arti¯cielle. Le cerveau humain est trµes habile dans l'interpr¶etation
et la d¶eduction des relations spatiales, on n'¶eprouve aucune di±cult¶e µa trouver notre
chemin ou bien µa d¶eduire la position relative d'un endroit par rapport µa un autre
même µa partir d'une information sommaire sur leur position g¶eographique. Malgr¶e la
complexit¶e et la forte ambiguÄ³t¶e li¶ees µa la d¶e¯nition de ces relations, nous restons trµes
pr¶ecis dans nos d¶e¯nitions et nos d¶eductions. Simuler ce raisonnement spatial est l'un
des d¶e¯s soulev¶es par de nombreuses ¶equipes de recherche. Le nombre de conf¶erences
et de sessions d¶edi¶ees au raisonnement spatial atteste de l'importance de ce problµeme.

Pour d¶evelopper une m¶ethode d'inf¶erence ou de d¶eduction des relations spatiales,
il faut s'int¶eresser premiµerement au problµeme de repr¶esentation de ces relations. La
d¶e¯nition d'une m¶ethode d'inf¶erence repose essentiellement sur le modµele adopt¶e. Plus
cette repr¶esentation est ¯able et proche de la d¶e¯nition de l'être humain, plus les r¶esul-
tats obtenus par d¶eduction seront corrects et proches de la r¶ealit¶e. Dans la litt¶erature,
on retrouve un ensemble de modµeles de repr¶esentation des relations spatiales. Cet en-
semble peut être subdivis¶e en deux grandes classes :

1. Les modµeles de repr¶esentation qualitative :
Ces modµeles reposent essentiellement sur la classi¯cation des intervalles tem-
porels propos¶ee par Allen [ALLE-83]. La repr¶esentation des relations spatiales
en utilisant les 2D-Strings [CHAN-87] est l'une des m¶ethodes les plus r¶epan-
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dues, elle est largement utilis¶ee dans les systµemes d'information g¶eographiques
(SIG) [LEE-89, LEE-92b, LEE-92c, CHAN-91]. Elle repose essentiellement sur
le traitement de la position relative de deux segments issus de la projection des
deux r¶egions concern¶ees sur l'axes des abscisses et l'axes des ordonn¶ees. Plu-
sieurs versions de cette approche ont ¶et¶e propos¶ees dans la litt¶erature dans le
but d'am¶eliorer la repr¶esentation ou l'inf¶erence des di®¶erentes relations spatiales
[HUAN-94, LEE-90, LEE-92a, CHAN-95].

Dans la même classe, on retrouve aussi les modµeles reposant sur la th¶eorie de
la m¶er¶eotopologie. Ces approches ont ¶et¶e d¶evelopp¶ees dans le but de repr¶esenter
les relations spatiales topologiques [RAND-92, EGEN-94, MARK-94, VARZ-96,
CLEM-97, VIEU-97, COHN-98].

2. Les modµeles de repr¶esentation quantitative :
L'ambiguÄ³t¶e li¶ee µa la d¶e¯nition des di®¶erentes relations spatiales a encourag¶e plu-
sieurs chercheurs µa adopter les relations °oues introduites par Zadeh [ZADE-65]
pour mieux caract¶eriser ce problµeme. Ces modµeles se sont int¶eress¶es particuliµere-
ment µa la quanti¯cation des di®¶erentes relations spatiales. Plusieurs m¶ethodes ont
¶et¶e d¶evelopp¶ees dans la litt¶erature [KOCZ-88, KRIS-93a, MIYA-94a, KELL-96,
BLOC-96a, MATS-98b] pour la quanti¯cation de ces relations.

Le problµeme d'inf¶erence ou de d¶eduction des relations spatiales a ¶et¶e largement
¶etudi¶e dans le cas des modµeles de repr¶esentation qualitative de l'espace. Il su±t de
voir le nombre de publications traitant la repr¶esentation fond¶ee sur les 2D-Strings et
les m¶ethodes de recherche dans les bases de donn¶ees g¶eographiques pour voir l'impor-
tance de cette tâche [LEE-91, LIU-98, FREK-92b, MANG-98, ZIMM-93, CHAN-96].
Malheureusement dans le cas des modµeles quantitatifs, plusieurs recherches ont ¶et¶e
orient¶ees dans le but de d¶evelopper des m¶ethodes d'estimation plus ¯ables et plus
pr¶ecises sans s'int¶eresser r¶eellement µa l'inf¶erence de ces relations, or cette ¶etape est
cruciale dans l'exploitation de ces informations. Ce problµeme d'inf¶erence ou de d¶educ-
tion des relations spatiales peut être vu sous di®¶erents angles [DUTT-91] :

1. Pouvoir d¶eduire des relations spatiales entre deux r¶egionsA et C connaissant
celles qui les relient µa une troisiµeme r¶egionB : c'est une capacit¶e que l'on exerce
chaque fois que l'on doit chercher notre direction en utilisant un plan.

2. D¶eduire des informations spatiales complexes µa partir d'informations spatiales
simples, par exemple la relationSURROUND µa partir des relationsRIGHT OF ,
LEFT OF , ABOVE et BELOW [WANG-97a].

3. D¶eduire des relations spatiales entre des r¶egions en mouvement µa l'instantt

connaissant celles µa l'instantt0 : c'est l'une des parties oµu l'être humain est trµes µa
l'aise. Prenant par exemple le cas oµu l'on monte ou on descend un escalier, notre
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cerveau connâ³t la position de nos pieds par rapport aux di®¶erentes marches de
l'escalier sans aucune information visuelle (personne ne regarde ses pieds en mar-
chant), il d¶eduit cela uniquement µa partir du mouvement de nos pieds. L'autre
exemple typique est la travers¶ee d'une chauss¶ee, µa partir de deux ou trois vues on
peut traverser la voie et connâ³tre µa peu prµes la position des voitures par rapport
µa nous µa chaque instant.

Ce type de problµeme plus connu sous le terme de raisonnement spatio-temporel
peut être vu comme un cas particulier du premier, car µa partir de la connaissance
du mouvement d'un objet, on est capable de le situer par rapport µa son ancienne
position. Dans ce cas, il su±t de d¶eduire la nouvelle position relative µa partir de
cette information et de la position relative de l'ancienne position par rapport µa
l'objet de r¶ef¶erence.

L'objectif de cette thµese est de contribuer au d¶eveloppement de m¶ethodes d'inf¶e-
rence d¶edi¶ees aux modµeles de repr¶esentation quantitative de l'espace. Vu que le troi-
siµeme type d'inf¶erence peut être class¶e comme un cas particulier du premier, nous nous
sommes int¶eress¶es particuliµerement aux problµemes de type1, comme par exemple :

La r¶egionB est situ¶ee au nord-est de la r¶egionA.
La r¶egionC est situ¶ee µa l'ouest de la r¶egionB .

Alors que peut-on dire sur la position de la r¶egionC
par rapport µa la r¶egionA ?

Dans lepremier chapitre de ce rapport, nous pr¶esentons une ¶etude d¶etaill¶ee des
di®¶erentes approches d'estimation des relations spatiales directionnelles propos¶ees dans
la litt¶erature. Nous pr¶esentons une comparaison de ces di®¶erentes approches d'estima-
tion. Nous montrons que la majorit¶e de ces modµeles a n¶eglig¶e l'information m¶etrique
au pro¯t de l'information angulaire n¶ecessaire µa l'estimation des di®¶erentes relations
directionnelles.

Dans lesecond chapitre de ce manuscrit, nous introduisons un nouveau modµele
de repr¶esentation des relations spatiales, celui-ci permet de repr¶esenter µa la fois l'in-
formation angulaire n¶ecessaire µa la quanti¯cation des di®¶erentes relations spatiales et
l'information m¶etrique utile pour l'inf¶erence et l'estimation des relations spatiales m¶e-
triques. Nous ¶etudions les di®¶erentes propri¶et¶es de ce modµele et la relation avec les
modµeles existants. Nous avons aussi ¶etendu les m¶ethodes d'estimation des relations
spatiales directionnelles µa notre modµele. En¯n nous pr¶esentons les propri¶et¶es d'inf¶e-
rence de ce modµele.

Le troisiµeme chapitre pr¶esente une m¶ethode d'inf¶erence uniquement µa partir des
estimations des quatre relations spatiales directionnelles de base. Cette approche est
utile dans le cas oµu l'on dispose uniquement de quelques estimations. Nous utilisons
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un r¶eseau d'agr¶egation °oue pour d¶eduire les quatre relations spatiales directionnelles
de base entre les deux r¶egionsA et C µa partir de celles entre les deux r¶egionsA et B

et de celles entre les deux r¶egionsB et C. La structure ainsi que les paramµetres du
r¶eseau sont obtenus par un algorithme d'apprentissage automatique. Pour rem¶edier au
problµeme des minima locaux, nous avons utilis¶e des algorithmes ¶evolutifs fond¶es sur
les algorithmes d'estimation de distributions statistiques.

La derniµere partie de ce rapport pr¶esente une ¶etude probabiliste du problµeme
d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles entre des points. Cette ¶etude re-
pr¶esente la base d'une m¶ethode d'inf¶erence probabiliste. A¯n d'¶elargir les domaines
d'applications, nous avons ¶etudi¶e le problµeme dans le cas de plusieurs distributions
des points dans le plan : distribution uniforme µa l'int¶erieur d'un disque, distribution
uniforme µa l'int¶erieur d'une fenêtre carr¶ee et distribution normale dans le plan. Nous
montrons qu'il est possible de formaliser complµetement le problµeme d'inf¶erence µa 3
points et d'en d¶eduire des estimateurs probabilistes (au maximum de vraisemblance
par exemple). Nous montrons que ces r¶esultats permettent de r¶esoudre des problµeme a
priori di±ciles (pas de solution exacte connue) de fa»con probabiliste. Nous pr¶esentons µa
la ¯n l'extension au cas des r¶egions ou objets du plan. Un exemple concret d'utilisation
des r¶esultats th¶eoriques est donn¶e µa la ¯n.
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Chapitre 1

Les modµeles de repr¶esentation
quantitative des relations spatiales
directionnelles

Dans le but de d¶evelopper des m¶ethodes d'inf¶erence quantitative des relations spa-
tiales, nous nous sommes int¶eress¶es particuliµerement aux modµeles de repr¶esentation
quantitative de l'espace. Ces modµeles reposent essentiellement sur la th¶eorie des sous
ensembles °ous introduite par Zadeh1 [ZADE-65] pour mod¶eliser les di®¶erentes rela-
tions spatiales.

Nous commen»cons par la d¶e¯nition des di®¶erentes relations de base permettant de
d¶ecrire l'espace (section 1.1). Nous verrons ensuite le problµeme de l'ambiguÄ³t¶e li¶e µa ces
relations (section 1.2) qui justi¯e l'adoption des relations °oues dans presque toutes
les m¶ethodes propos¶ees dans la litt¶erature (section 1.3). Dans la section 1.4, nous
pr¶esentons une ¶etude d¶etaill¶ee des di®¶erentes approches propos¶ees dans la litt¶erature
pour estimer les di®¶erentes relations spatiales directionnelles.

1.1 Relations spatiales

La classe des relations spatiales entre objets repr¶esente l'ensemble des caract¶e-
ristiques qui d¶eterminent la position de deux ou plusieurs objets en relation les uns
avec les autres.

L'être humain utilise un grand ensemble d'expressions pour d¶ecrire la position re-
lative des objets dans l'espace. Cet ensemble varie d'une personne µa l'autre et d¶epend
g¶en¶eralement de la langue utilis¶ee [LAND-93]. Freeman [FREE-75] a ¶etudi¶e l'ensemble
de ces relations dans le cadre de la langue anglaise, il a propos¶e une liste de 13 relations
de base pour d¶ecrire la position relative de deux objets dans l'espace :

1Une introduction µa la th¶eorie des sous ensembles °ous est donn¶ee en annexe A
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

1. LEFT OF : µa gauche de, µa l'ouest de,

2. RIGHT OF : µa droite de, µa l'est de,

3. BESIDE (alongside, next to) : µa côt¶e de,

4. ABOVE (over, higher than, on top of) : au-dessus de, au nord de,

5. BELOW (under, underneath, lower than) : au-dessous de, au sud de,

6. BEHIND (in back of) : derriµere,

7. IN FRONT OF : devant,

8. NEAR (close to, next to) : prµes de,

9. FAR : loin de,

10. TOUCHING : toucher,

11. BETWEEN : entre,

12. INSIDE (within) : µa l'int¶erieur de,

13. OUTSIDE : µa l'ext¶erieur de.

Les autres relations peuvent être exprim¶ees µa partir d'une combinaison de ces re-
lations de base. Si on examine cet ensemble de relations de base, on peut d¶egager un
ensemble de propri¶et¶es importantes :

1. Toutes ces relations sont binaires µa l'exception de la relationBETWEEN qui est
ternaire.

2. L'utilisation des deux relationsBEHIND et IN FRONT OF implique une repr¶esen-
tation tridimensionnelle des objets. Dans le cas d'un plan, ces deux relations ne
seront pas utilis¶ees.

3. Les relations NEAR , FAR , BESIDE, TOUCHING sont des relations sym¶etriques,
exemple : si l'objet B est proche de l'objetA (NEAR(A; B )) alors l'objet A est
aussi proche de l'objetB (NEAR(B; A )).

4. Les relationsLEFT OF , RIGHT OF , ABOVE , BELOW , BEHIND , IN FRONT OF , IN-

SIDE, OUTSIDE sont des relations antisym¶etriques et transitives, exemple :

{ Si l'objet B est µa gauche de l'objetA (LEFT (A; B )) alors l'objet A n'est pas µa
gauche de l'objetB (: LEFT (B; A )),

{ Si l'objet C est µa gauche de l'objetB (LEFT (B; C )) et l'objet B est µa gauche
de l'objet A (LEFT (A; B )) alors l'objet C est µa gauche de l'objetA (LEFT (A; C )).

5. Toutes les relations µa l'exception deBESIDE et TOUCHING ont une fonction in-
verse, exemple :: LEFT (A; B ) = RIGHT (B; A ), : NEAR(A; B ) = FAR(B; A ) ...
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1.2 AmbiguÄ³t¶e des relations spatiales

Suivant la nature des paramµetres trait¶es, cet ensemble de relations peut être sub-
divis¶e en trois grandes classes :

1. Relations spatiales topologiques : Ces relations font appel µa des notions de
la th¶eorie des ensembles (INSIDE , OUTSIDE ), ou des notions de voisinage (TOU-

CHING ).

2. Relations spatiales m¶etriques : Ce sont des relations qui ont un lien direct
avec la distance qui s¶epare les deux objets concern¶es (NEAR , FAR ).

3. Relations spatiales directionnelles : Cette classe regroupe l'ensemble des
relations faisant appel µa une direction de l'espace ou du plan (LEFT OF , RIGHT

OF ...). Dans la suite on va s'int¶eresser particuliµerement µa cette classe de relations
spatiales.

1.2 Ambigu Ä³t¶e des relations spatiales

En essayant de mod¶eliser les relations spatiales entre de simples points, on peut
voir que les relations math¶ematiques classiques (en tout ou rien) ne sont pas adapt¶ees.
Par exemple sur la ¯gure 1.1 : le pointB est situ¶e µa droite du pointA, le point E n'est
pas µa droite du pointA, mais que peut on dire des pointsC et D ? Les deux pointsC et
D sont plac¶es µa droite du pointA avec un degr¶e de satisfaction inf¶erieur µa celui du point
B par rapport µa A. Le point B est situ¶e plus µa droite du pointA que les deux autres
points C et D . En cons¶equence, on peut d¶eduire que la relation spatiale \le pointP est
situ¶e µa droite du pointA" d¶epend de l'angle\ (

¡!
i ;

¡!
AP ) entre le vecteur¡!

i 2 et le vecteur
¡!
AP . Plus cet angle est important plus le degr¶e de v¶eri¯cation de la relationRIGHT OF

(la direction de ¡!
i ) sera faible. Le modµele math¶ematique qui permet de prendre en

consid¶eration une ¶echelle graduelle du degr¶e de validit¶e d'une relation repose sur une
mod¶elisation par des relations spatiales °oues [ROSE-76, FREE-75, MIYA-94a] fond¶ee
sur la th¶eorie des ensembles °ous introduite par Zadeh [ZADE-65].

E
C

B

D

A

o ¡!
i

¡!
j

Fig. 1.1 { AmbiguÄ³t¶e des relations spatiales entre points.

2Le plan est muni du repµere orthonorm¶e(O;
¡!
i ;

¡!
j ).
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

Si la repr¶esentation par des relations spatiales °oues est satisfaisante dans le cas du
traitement de la disposition spatiale des points, le problµeme est plus complexe lorsqu'il
s'agit de traiter des objets ou des r¶egions. Cette ambiguÄ³t¶e est accentu¶ee par la diversit¶e
des paramµetres de forme, de taille, d'orientation ... de ces objets [ROSE-76, WINS-75].
Par exemple, on peut voir sur la ¯gure 1.2 que dans les trois cas l'objetB possµede une
partie situ¶ee µa droite de l'objetA, mais on ne peut pas a±rmer que les trois exemples
sont identiques. Cela implique que la relationRIGHT OF n'est pas v¶eri¯¶ee avec le même
degr¶e dans les trois cas. Le problµeme, dans ce cas, est de d¶e¯nir une m¶ethode de quan-
ti¯cation des relations spatiales entre deux r¶egions. L'estimation des relations spatiales
directionnelles entre des objets ou des r¶egions ne sera pas aussi simple que dans le cas
des points, car il faudra prendre en compte, en plus de l'information angulaire, la forme
et la taille des deux r¶egions.

A B
A

B
B A

(a) (b) (c)

Fig. 1.2 { AmbiguÄ³t¶e des relations spatiales entre objets.

Si la mod¶elisation reste °oue dans toutes les approches de quanti¯cation des re-
lations spatiales directionnelles propos¶ees dans la litt¶erature [KOCZ-88, KRIS-93a,
MIYA-94a, KELL-96, BLOC-96a, MATS-98b], l'interpr¶etation des degr¶es de satisfac-
tion di®µere d'une approche µa une autre et d¶epend g¶en¶eralement de l'application sou-
hait¶ee. Le seul point commun entre toutes ces m¶ethodes est qu'une relation spatiale
n'est pas v¶eri¯¶ee entre deux r¶egionsA et B (son degr¶e de satisfaction est nul) si pour
tout point b 2 B et pour tout point a 2 A, cette relation spatiale n'est pas v¶eri¯¶ee.

1.3 Relations spatiales directionnelles °oues entre
des points

µA cause de l'ambiguÄ³t¶e des relations spatiales directionnelles (paragraphe 1.2), l'en-
semble de ces relations est repr¶esent¶e par des relations °oues. Le degr¶e de satisfaction
de la relation sera important si la direction du vecteur form¶e par les deux points cor-
respond µa la direction de la relation spatiale. Plus cet angle est important moins le
degr¶e de satisfaction de la relation sera ¶elev¶e.

La mod¶elisation des relations spatiales directionnelles °oues entre deux points re-
pose sur la d¶e¯nition d'une fonctionf (µ) pour repr¶esenter ces relations. La fonction
f (µ) est une fonction sym¶etrique, p¶eriodique de p¶eriode2¼ et d¶ecroissante entre 1 et
0 sur l'intervalle [0; ¼]. L'estimation du degr¶e de satisfaction d'une relation spatiale
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1.3 Relations spatiales directionnelles °oues entre des points

directionnelle Relµ0 (A; B )3 correspondant µa la directionµ0 du plan entre deux pointsA

et B revient µa d¶eterminer la valeur de la fonctionf au point
³

\ (
¡!
i ;

¡¡!
AB ) ¡ µ0

´
:

Relµ0 (A; B ) = f
³

\ (
¡!
i ;

¡¡!
AB ) ¡ µ0

´
(1.1)

Miyajima et Ralescu avaient propos¶e d'utiliser des fonctions trigonom¶etriques pour
estimer ces relations (Fig. 1.3) :

f trigo (µ) =

(
cos2(µ) si ¡ ¼=2 < µ < ¼=2
0 sinon

(1.2)

-3 -2 -1 0 2 3 
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

LEFT TO RIGHT TO ABOVE LEFT TO 

q
AB

 

BELOW

Fig. 1.3 { D¶e¯nition de Miyajima et Ralescu [MIYA-94a, MIYA-94b] des relations
spatiales °oues µa partir des fonctions trigonom¶etriquesf trigo .

On retrouve aussi des fonctions triangulaires [KRIS-93a] (Fig. 1.4-a) et plus g¶en¶e-
ralement des fonctions trapµezes [KRIS-93a, GADE-97] (Fig. 1.4-b) d¶e¯nies par :

f 4 (µ) =

(
¼=2¡j µj

¼=2 si ¡ ¼=2 < µ < ¼=2

0 sinon
(1.3)

f trap (µ) =

8
><

>:

1 si jµj < a ¼=2
¼=2¡j µj

¼=2(1 ¡ a) si a¼=2 · j µj · ¼=2

0 sinon

(1.4)

Le paramµetrea permet de mesurer le degr¶e d'optimisme de la m¶ethode d'estimation.
Si (a = 0) , les fonctions trapµezesf trap sont ¶equivalentes aux fonctions triangulairesf 4 .

Discussion

La comparaison des trois types de fonctions pr¶ec¶edentes (Fig. 1.5) montre que les
fonctions trigonom¶etriques permettent d'obtenir des r¶esultats plus optimistes que les
fonctions triangulaires dans le cas oµu la di®¶erence

¯
¯
¯\ (

¡!
i ;

¡¡!
AB ) ¡ µ0

¯
¯
¯ est inf¶erieure µa¼=4

3Relµ0 (A; B ) : repr¶esente le degr¶e de satisfaction de la relation< Le point B est dans la direction
µ0 par rapport au point A >
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(a) Relations spatiales °oues d¶e¯nies
µa partir des fonctions triangulairesf 4 .
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(b) Relations spatiales °oues d¶e¯nies
µa partir des fonctions trapµezesf trap

(a = 0 :1).

Fig. 1.4 { D¶e¯nition des relations spatiales °oues µa partir des fonctions lin¶eaires.

(8µ 2 [¡ ¼=4; ¼=4]; f trigo (µ) ¸ f 4 (µ)) et plus pessimistes dans l'autre cas (Fig. 1.5).

AB

A

B

q

(a) l'angle \
³ ¡!

i ;
¡¡!
AB

´
.

f trigo f 4 f trap

RIGHT OF 0.25 0.33 0.37
ABOVE 0.75 0.67 0.74
LEFT OF 0 0 0
BELOW 0 0 0

(b) Comparaison entre les trois
types de relations.

Fig. 1.5 { Estimation des relations spatiales directionnelles entre des points.

Les deux premiers types de fonctions (f trigo et f 4 ) permettent de d¶e¯nir une bi-
jection entre l'ensemble des angles\ (

¡!
i ;

¡¡!
AB ) et le tuple des quatre relations spatiales

directionnelles de base (LEFT OF , ABOVE , RIGHT OF , BELOW ) (les quatre directions
cardinales du plan). Cela implique que l'angle\ (

¡!
i ;

¡¡!
AB ) peut être directement d¶eter-

min¶e µa partir du tuple (LEFT OF , ABOVE , RIGHT OF , BELOW ). Dans le cas des fonctions
trapµezes, cette propri¶et¶e est v¶eri¯¶ee ssia · 0:5. Si la valeur dea est sup¶erieure µa0:5,
tous les angles(1 ¡ a)¼=2 · \ (

¡!
i ;

¡¡!
AB ) · a¼=2 vont correspondre au tuple(0; 1; 1; 0).
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

1.4 Relations spatiales directionnelles entre des ob-
jets

Si toute une communaut¶e scienti¯que approuve une repr¶esentation par relation
°oue des di®¶erentes relations spatiales, les m¶ethodes d'¶evaluation di®µerent d'un groupe
µa l'autre. Suivant l'approche choisie, cet ensemble de m¶ethodes peut être subdivis¶e en
trois grandes classes :

1. Premiµere classe : Cette classe regroupe toutes les m¶ethodes fond¶ees sur le trai-
tement d'une forme simpli¯¶ee d¶eduite de la forme originale de chaque r¶egion. La
forme originale des deux r¶egions est n¶eglig¶ee au pro¯t d'une forme plus simple µa
traiter. Pour cette partie, on peut citer les m¶ethodes qui remplacent le problµeme
d'¶evaluation des relations spatiales entre r¶egions par celui du traitement de deux
points issus des deux r¶egions [KELL-95, KRIS-93a] (centre de gravit¶e, ...), ou
par celui du traitement de la position relative des rectangles englobant les deux
r¶egions(MBR4). Les r¶esultats de ces m¶ethodes ne sont pas trµes ¯ables dµes qu'il
s'agit de traiter des r¶egions ayant des formes complexes [BLOC-96a].

2. Deuxiµeme classe : On peut regrouper dans cette classe toutes les m¶ethodes
fond¶ees sur le passage par une repr¶esentation simpli¯¶ee de l'information spatiale
(Histogramme d'angles, Histogramme de forces). Les di®¶erentes relations spa-
tiales sont ¶evalu¶ees directement µa partir de cette repr¶esentation.

3. Troisiµeme classe : Elle regroupe les m¶ethodes qui n'appartiennent ni µa la pre-
miµere ni µa la deuxiµeme classe, on verra que ces approches permettent une ¶eva-
luation des relations spatiales directement µa partir du traitement de la position
relative de l'ensemble des points des deux r¶egions.

1.4.1 M¶ethodes repr¶esentant les r¶egions par des points : (1 µere

classe)

Une solution simple pour ¶evaluer les relations spatiales entre deux r¶egions consiste
µa repr¶esenter les deux r¶egionsA et B par deux pointscA et cB d¶etermin¶es µa partir des
deux r¶egions. Krishnapuram et al. [KRIS-93a] proposent d'utiliser le centre de gravit¶e
pour repr¶esenter les deux r¶egions. Les relations spatiales entre les deux r¶egionsA et B

seront estim¶ees µa partir des relations spatiales entre les deux centres de gravit¶ecA et
cB , par exemple l'¶evaluation de la relationRIGHT (A; B ) (l'objet B est situ¶e µa droite de
l'objet A) est donn¶ee par :

RIGHT (A; B ) = f
³

\ (
¡!
i ; ¡¡¡!cA cB )

´
(1.5)

4MBR : Minimum Boundary Rectangle
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

Discussion

En examinant les r¶esultats obtenus sur la ¯gure 1.6, on d¶ecouvre que cette approche
atteint ses limites dµes qu'il s'agit de traiter des r¶egions ayant des formes complexes.
Comme on peut le constater, la position relative des deux centres de gravit¶ecA et
cB des deux r¶egionsA et B ne re°µetent pas trµes bien les relations spatiales entre ces
deux r¶egions. Les deux relationsABOVE et BELOW ne sont pas v¶eri¯¶ees d'aprµes cette
approche alors que si on examine la r¶egionB , celle-ci possµede bien une partie situ¶ee
en bas et une partie situ¶ee en haut de la r¶egionA.

Ac cB A
B

(a) les deux r¶egionsA et B .

Rel(A; B )

RIGHT OF 0
ABOVE 0
LEFT OF 1
BELOW 0

(b) Relations spatiales directionnelles
entre les deux r¶egionsA et B .

Fig. 1.6 { Repr¶esentation des r¶egions par des points particuliers (centre de gravit¶e).

1.4.2 M¶ethode de Koczy : (1 µere classe)

L'¶evaluation des relations spatiales par la m¶ethode de Koczy [KOCZ-88] est fond¶ee
sur le traitement d'une projection °oue des deux r¶egions sur un axe du plan. Cette sim-
pli¯cation nous permet de classer cette approche dans notre premiµere classe, puisque
le traitement de la position relative de deux r¶egions bidimensionnelles est ramen¶e a
celui de leur projection (objet unidimensionnel) sur les axes du plan. Nous allons pr¶e-
senter l'approche pour ¶evaluer la relation \LEFT OF ", les autres relations peuvent être
d¶eduites facilement par des rotations.

1.4.2.1 D¶e¯nitions

1. si A est une r¶egion (non °oue) du plan, la projection °oueA f sur l'axe desx est
d¶e¯nie par :

A f (x) =
Amax (x) ¡ Amin (x)

max
x

(Amax (x) ¡ Amin (x))
(1.6)

telle que :

Amax (x) = sup f y= P(x; y) 2 Ag (1.7)

Amin (x) = inf f y= P(x; y) 2 Ag (1.8)

P(x; y) : repr¶esente le pointP du plan E de coordonn¶ees(x; y):
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

La projection °oue A f (x) d'une r¶egionA du plan sur l'axe desx repr¶esente la
hauteur de la r¶egion pour la coordonn¶eex normalis¶ee par la hauteur maximale
de la r¶egion.

2. Le supportAs d'une r¶egionA dans la directionx est d¶e¯ni comme ¶etant le support
de l'ensemble °ouA f (paragraphe A.3.1) :

As =
©

x=A f (x) > 0
ª

(1.9)

3. A partir de la projection °oue d'une r¶egionA, Koczy [KOCZ-88] d¶e¯nit l'en-
semble °ou \LEFT OF A", AÃ (x), qui permet de repr¶esenter l'ensemble des points
du plan qui sont situ¶es µa gauche de la r¶egionA. Pour chaque coordonn¶eex0 du
plan, le degr¶e de satisfaction de la relation \LEFT OF A" d¶epend de la surface
de la r¶egionA situ¶ee µa droite de la droite(¢ : x = x0), plus cette surface est
importante, plus ce degr¶e va s'approcher de la valeur maximale1.

AÃ (x) =

+ 1R

x
A f (y)dy

+ 1R

¡1
A f (y)dy

(1.10)

0

0.5

1

X

Af A¬  

A 

A¬  

A

Fig. 1.7 { D¶e¯nition de A f , AÃ et AÃ .

1.4.2.2 ¶Evaluation de la relation spatiale

Pour estimer le degr¶e de satisfaction de la relation spatiale, Koczy calcule une
d¶efuzzi¯cation de l'ensemble °ou(B Ã A)f , qui repr¶esente pour chaque pointx le degr¶e
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

de satisfaction de la proposition \x est dans la projection °oue deB et situ¶e µa gauche
de A". L'ensemble (B Ã A)f est d¶e¯ni comme une conjonction °oue (un produit ici)
entre les deux ensembles °ousB f et AÃ .

(B Ã A)f = B f ^ AÃ

(B Ã A)f (x) = B f (x)AÃ (x)

La d¶efuzzi¯cation de cet ensemble °ou permet de d¶eterminer le degr¶eLEFT koczy(A; B )

de la proposition \la r¶egionB est situ¶ee µa gauche de la r¶egionA". Koczy le d¶e¯ni comme
¶etant le rapport de surface entre(B Ã A)f (x) et B f (x) (Fig. 1.8) :

LEFT koczy(A; B ) =

+ 1R

¡1
(B Ã A)f (x)dx

+ 1R

¡1
B f (x)dx

(1.11)

0

0.5

1

X

Bf 

A¬  

A 

B 

(B¬  A)f 

A

B

Fig. 1.8 { ¶Evaluation de la relation spatiale LEFTkoczy(A; B ) = 0 :90.

Le degr¶eLEFT koczy(A; B ) de satisfaction de la relationLEFT OF entre les deux
r¶egionsA et B calcul¶e par la m¶ethode de Koczy est caract¶eris¶e par l'ensemble des
propri¶et¶es suivantes :

1. Si le support de la r¶egionB est situ¶e µa gauche du support de la r¶egionA alors
LEFT koczy(A; B ) = 1 .

2. Si le support de la r¶egionB est situ¶e µa droite du support de la r¶egionA alors
LEFT koczy(A; B ) = 0 .

3. LEFT koczy(A; B ) = 1 ) LEFT koczy(B; A ) = 0 .
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

4. LEFT koczy(A; B ) = 0 ) LEFT koczy(B; A ) = 1 .

5. LEFT koczy(A; B ) > 0 ) LEFT koczy(B; A ) < 1.

6. LEFT koczy(A; B ) < 1 ) LEFT koczy(B; A ) > 0.

On reconnâ³t dans les propri¶et¶es (3-6) la relation antisym¶etrique v¶eri¯¶ee par la
relation LEFT OF :

{ Si l'objet B est µa gauche de l'objetA alors l'objet A n'est pas situ¶e µa gauche de
l'objet B ,

{ Si l'objet B n'est pas complµetement µa gauche de l'objetA alors il v¶eri¯e forc¶ement
la relation RIGHT OF (n¶egation deLEFT OF ) avec un degr¶e non nul.

1.4.2.3 Discussion

(a)

Rel A ¡ B A ¡ C

RIGHT OF 1 1
ABOVE 1 1
LEFT OF 0 0
BELOW 0 0

(b)

Fig. 1.9 { Problµeme de repr¶esentation des relations spatiales li¶e au modµele de Koczy
[KOCZ-88].

L'utilisation d'une projection sur les axes du plan pour ¶evaluer les relations spa-
tiales est une approche similaire µa la notion de 2D-String [CHAN-87] utilis¶ee dans les
systµemes d'informations g¶eographiques(SIG). L'estimation d'une relation spatiale di-
rectionnelle entre deux r¶egions µa partir d'une seule projection n'est pas su±sante, car
cela engendre une mauvaise distinction entre le cas oµu la r¶egionB est situ¶ee µa l'est de
la r¶egionA et le cas oµu elle est situ¶ee au nord-est si les supports des deux projections
°oues des r¶egionsA et B sont disjoints. Cet exemple, illustr¶e sur la ¯gure 1.9-a, montre
que les deux r¶egionsB et C sont situ¶ees au nord-est de l'objetA, mais la r¶egionC

est plus au nord deA que la r¶egionB . Cependant, si on examine les r¶esultats de l'es-
timation des quatre relations spatiales directionnelles de base (Fig. 1.9-b), il n'existe
aucune di®¶erence entre les deux cas. Sur ces critµeres, on peut a±rmer que le modµele de
Koczy [KOCZ-88] n'est pas adapt¶e pour avoir une bonne quanti¯cation des relations
spatiales µa partir des quatre relations spatiales directionnelles de base correspondant
aux quatre directions cardinales du plan.
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

1.4.3 Histogramme d'angles : (2 µeme classe)

Miyajima et Ralescu [MIYA-94a, MIYA-94b] ont propos¶e d'utiliser un histogramme
d'angles pour repr¶esenter la position relative d'une r¶egionB par rapport µa une r¶egion
A. Pour cette m¶ethode de la deuxiµeme classe, l'histogramme d'angle est un outil simple
pour repr¶esenter l'ensemble des relations spatiales directionnelles entre les deux r¶egions
A et B .

Si les deux r¶egionsA et B repr¶esentent deux ensembles ¯nis de points :A = f a1; :::; an g

et B = f b1; :::; bm g, la position relative des deux r¶egionsA et B est ¶evalu¶ee µa partir de la
position relative de chaque pointbj de B par rapport µa chaque pointai de A.

1.4.3.1 D¶e¯nitions

L'histogramme d'anglesHAB est d¶e¯ni comme une fonction d'une variable d'angleµ,
telle queHAB (µ) repr¶esente le nombre de couples(ai ; bj ) 2 A £ B tels que\

³ ¡!
i ;

¡¡!
ai bj

´
= µ :

HAB (µ) =
¯
¯
¯
n

(ai ; bj ) 2 A £ B = \
³ ¡!

i ;
¡¡!
ai bj

´
= µ

o ¯
¯
¯ (1.12)

oµu jX j repr¶esente le cardinal de l'ensembleX .

1.4.3.2 Propri¶et¶es

1. L'histogramme d'angles est une fonction p¶eriodique de p¶eriode2¼.

2. L'histogramme d'angles qui repr¶esente la position relative deA par rapport µa B ,
HBA , se d¶eduit deHAB par une translation de¼.

HBA (µ) = HAB (µ + ¼) (1.13)

3. L'histogramme d'anglesHAB d¶epend implicitement de la forme des deux r¶egions
A et B : l'histogramme d'angles d¶epend des points des deux r¶egionsA et B ,
toute modi¯cation de la forme de ces deux r¶egions entrâ³ne une modi¯cation de
l'ensemble des points appartenant µa ces deux r¶egions et donc de l'histogramme
d'angles.

4. L'histogramme d'anglesHAB d¶epend de la distance entre les deux r¶egionsA et
B : l'angle form¶e par le couple de points(ai ; bj ) 2 A £ B et le vecteur ¡!

i d¶epend
implicitement de la distance qui s¶epare les deux points :

\
³ ¡!

i ;
¡¡!
ai bj

´
= arctan

µ
ybj ¡ ya i

xbj ¡ xa i

¶
(1.14)

oµu (xa i ; ya i ) et (xbj ; ybj ) repr¶esentent respectivement les coordonn¶ees des pointsai

et bj dans le plan.
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

Si la r¶egionB s'¶eloigne de la r¶egionA, les deux termes(ybj ¡ ya i ) et (xbj ¡ xa i )

vont tendre vers l'in¯ni et le rapport va tendre vers la tangente de la direction
du d¶eplacement deB par rapport µa A pour tous les couples(ai ; bj ). Dans ce cas,
l'histogramme d'angles va s'approcher d'une fonction de Dirac correspondant µa
la direction du d¶eplacement.

Cet ensemble de propri¶et¶es re°µete bien la d¶ependance des relations spatiales vis-
µa-vis des paramµetres de forme, de taille, d'orientation et de position des deux r¶egions
[ROSE-76, WINS-75].

1.4.3.3 Estimation des relations spatiales par la m¶ethode de compatibilit¶e

Pour ¶evaluer les di®¶erentes relations spatiales µa partir de l'histogramme d'angles
Miyajima et Ralescu proposent d'utiliser une mesure de compatibilit¶e entre deux en-
sembles °ous. La compatibilit¶e [ZADE-78b, DUBO-80] entre deux ensembles °ousF

et G est un ensemble °oucp(F; G) (Fig. 1.10-d) d¶e¯ni µa partir du principe d'extension
de Zadeh [ZADE-78b, DUBO-85b] :

¹ cp(F;G ) : [0; 1] ¡! [0; 1]

v 7¡! ¹ cp(F;G ) (v) =

(
0 Si ¹ ¡ 1

F (v) = ;
supf ¹ G (s) =v = ¹ F (s)g Sinon

(1.15)

Dans notre casF repr¶esente l'histogramme d'angles (aprµes normalisation)H n
AB et

G repr¶esente l'ensemble °ou associ¶e µa la relation spatiale (d¶e¯nie par exemple comme
sur la Fig. 1.10-c) :

H n
AB (x) =

HAB (x)
sup

x 2 ]¡ ¼;¼]
HAB (x)

(1.16)

Un degr¶e de satisfaction de la relation spatiale entreA et B est obtenu en prenant
le centre de gravit¶e de l'ensemble °oucp(H n

AB ; Rel). Pour mod¶eliser les di®¶erentes re-
lations spatiales, Miyajima et Ralescu utilisent des fonctions trigonom¶etriques (cos2(µ)

ou sin2(µ) Fig. 1.3).

1.4.3.4 Estimation par r¶eseau de neurones

Keller et Wang [KELL-96] ont propos¶e une autre approche pour ¶evaluer les rela-
tions spatiales µa partir de l'histogramme d'angles utilisant quatre r¶eseaux de neurones
multicouches (NN1, NN2, NN3, NN4) (Fig. 1.11). Chaque r¶eseau dispose de 3 couches :

1. une couche d'entr¶ee compos¶ee de 181 neurones correspondant aux 181 ¶echan-
tillons de l'histogramme d'angles,
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

(a) Les deux objetsA et B du plan.
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(b) Histogramme d'angles entre les deux
objets A et B.
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(c) Relation spatiale °oueRIGHT OF .
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(d) La compatibilit¶e entre l'histogramme
des angles normalis¶e et la relation °oue

RIGHT OF (CP(HAB ; RIGHT )).

Le degr¶e deRIGHT (A; B ) est obtenu par d¶efuzzi¯cation de l'ensembleCP(HAB ; RIGHT ) :
RIGHT (A; B ) = 0 ; 55 (moyenne pond¶er¶ee de l'intervalle[0; 1] par CP)

Fig. 1.10 { ¶Evaluation de la relation spatiale \B est situ¶e µa droite de A" d'aprµes
Miyajima et Ralescu [MIYA-94a].

2. une couche cach¶ee de 20 neurones,

3. une couche de sortie compos¶ee de 4 neurones correspondant µa l'¶evaluation des 4
relations de base (RIGHT OF , ABOVE , LEFT OF , BELOW ).

L'¶etape d'apprentissage de ces quatre r¶eseaux a ¶et¶e e®ectu¶ee sur 4 ensembles
d'exemples dont la complexit¶e d'estimation des relations spatiales est di®¶erente. Ces
exemples ont ¶et¶e pr¶esent¶es µa un groupe de personnes a¯n d'estimer les quatre rela-
tions spatiales directionnelles de base et fournir ainsi une base d'apprentissage. Une
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

fois l'¶etape d'apprentissage e®ectu¶ee, chaque r¶eseau sera sp¶ecialis¶e dans un cas bien
particulier d'¶evaluation des relations spatiales directionnelles li¶e µa l'ensemble d'ap-
prentissage utilis¶e. Keller et Wang [KELL-96] utilisent ensuite l'int¶egrale de Choquet
[MURO-91] pour fusionner les r¶esultats des quatre r¶eseaux NN1,NN2, NN3, NN4 et
obtenir ainsi un degr¶e de satisfaction pour chaque relation.

Couche

Est

Ouest

Sud.  
   

   
  .

   
   

   
 .

h0

h1

h181

Couche
d'entrée cachée

Couche
de sortie

Nord

.  
   

   
  .

   
   

   
 .

(a) Architecture des r¶eseaux
multicouches NN.

In
té

gr
al

e 
de

 C
ho

qu
et

Est

Ouest

Sud

NN1

NN3

NN4

NN2

Nord

(b) Fusion des r¶esultats par int¶egrale de
Choquet.

Fig. 1.11 { ¶Evaluation des relations spatiales par r¶eseau de neurones (d'aprµes Keller
et Wang [KELL-96, KELL-00]).

Une autre version de cette approche a ¶et¶e propos¶ee par Wang et Keller [WANG-99]
en utilisant comme entr¶ee des quatre r¶eseaux de neurones, en plus de l'histogramme
d'angles, 11 paramµetres li¶es aux caract¶eristiques de formes et de positions des deux
r¶egions.

Remarque :

La base d'apprentissage des r¶eseaux de neurones a ¶et¶e construite µa partir des esti-
mations fournies par un ensemble de personnes, cela implique que les r¶esultats obtenus
ne seront pas objectifs et vont d¶ependre essentiellement de la population choisie. De
plus la d¶ecomposition du problµeme d'¶evaluation en quatre cas n'est pas su±sante, car
ce nombre explose avec les nombreuses possibilit¶es que peut avoir la forme d'un ob-
jet. Ces deux remarques montrent les d¶efauts de cette approche pour l'¶evaluation des
relations spatiales µa partir de l'histogramme d'angles.

1.4.3.5 Estimation par pattern matching °ou entre H n
AB et Rel

Une autre approche a ¶et¶e propos¶ee par Bloch [BLOC-96a] pour ¶evaluer le degr¶e
de ressemblance entre l'histogramme d'angles et l'ensemble °ou repr¶esentant la rela-
tion spatiale. L'id¶ee principale est de consid¶erer les deux fonctionsF et G comme
des distributions de possibilit¶es. Un moyen appropri¶e pour mesurer la similarit¶e entre
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

deux distributions de possibilit¶es est donn¶e par le pattern matching °ou [ZADE-78a,
DUBO-88]. Cette ressemblance est exprim¶ee par deux valeurs :

{ Une mesure de n¶ecessit¶e, N, correspondant µa une estimation pessimiste du degr¶e
de ressemblance entre les deux distributions. Elle repr¶esente le degr¶e d'inclusion
de Rel dansH n

AB :

N H n
AB

Rel = inf
x 2 [¡ ¼;+ ¼]

U (H n
AB (x); 1 ¡ Rel(x)) (1.17)

oµu U repr¶esente une t-conorme (op¶erateur d'union °oue).

Cette mesure est maximale et ¶egale µa 1 si et seulement si l'intersection du sous
ensemble °ouRel et du compl¶ementaire du sous ensemble °ouH n

AB est ¶egale
µa l'ensemble vide(Rel \ H n

AB = ; ). Elle est nulle si et seulement sinoyau(Rel) \

noyau(H n
AB ) 6= ;

{ Une mesure de possibilit¶e,¦ , repr¶esentant une ¶evaluation optimiste du degr¶e
de similarit¶e entre les deux distributions. Elle repr¶esente le degr¶e maximal avec
lequel un anglex peut appartenir µa l'intersection des deux sous ensembles °ous
H n

AB et Rel :

¦ H n
AB

Rel = sup
x 2 [¡ ¼;+ ¼]

I (H n
AB (x); Rel(x)) (1.18)

oµu I repr¶esente une t-norme (op¶erateur d'intersection °oue).

Cette mesure est nulle si et seulement siH n
AB \ Rel = ; et elle est maximale et

¶egale µa 1 si et seulement sinoyau(H n
AB ) \ noyau(Rel) 6= ; .

Cette estimation des relations spatiales sous forme d'un intervalle[N; ¦] donne une
meilleure repr¶esentation de l'ambiguÄ³t¶e de ces relations. Une valeur moyenne apparte-
nant µa cet intervalle peut être utile dans certains cas oµu l'intervalle[N; ¦] = [0 ; 1].

1.4.3.6 Discussion

En examinant les tableaux 1.12.b-d, on d¶eduit que l'histogramme d'angles donne
une meilleure description des relations spatiales que la m¶ethode de Koczy (paragraphe
1.4.2). Les deux cas confondus par la m¶ethode de Koczy (paragraphe 1.4.2.3) sont
nettement distingu¶es en utilisant l'histogramme d'angles.

Dans l'exemple de la ¯gure 1.12-c, on retrouve un exemple de relations compo-
s¶ees : \La r¶egionB est situ¶ee dans les trois directionsLEFT OF , ABOVE et BELOW

par rapport µa la r¶egionA". Dans ce cas, on remarque que l'interpr¶etation d'un seul
degr¶e ind¶ependamment des autres peut conduire µa des erreurs, par exemple, dire que
la relation LEFT OF n'est pas complµetement v¶eri¯¶ee pour les deux r¶egionsA et B ne
peut pas être justi¯¶e en examinant la ¯gure 1.12-c. Dans ce cas, on constate que la
repr¶esentation sous forme d'un intervalle est plus int¶eressante mais l'utilisation d'une
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

(a) Les trois r¶egionsA, B

et C.

Compatibilit¶e Pattern matching
Rel(A; B ) Rel(A; C ) Rel(A; B ) Rel(A; C )

N ¦ N ¦

RIGHT OF 0.789 0.182 0 0.849 0 0.337
ABOVE 0.209 0.816 0 0.370 0 0.858
LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0 0 0

(b) Estimation des relations spatiales directionnelles
entre les deux r¶egionsA et B et les deux r¶egionsA et C.

B A

(c) Les deux r¶egionsA et
B .

Rel(A; B ) Compatibilit¶e Pattern matching
N ¦

RIGHT OF 0.10 0 0.16
ABOVE 0.50 0 1
LEFT OF 0.50 0 1
BELOW 0.50 0 1

(d) Estimation des relations spatiales directionnelles
entre les deux r¶egionsA et B .

Fig. 1.12 { Comparaison entre la m¶ethode de compatibilit¶e utilis¶ee par Miyajima
et Ralescu [MIYA-94a] et la m¶ethode du pattern matching °ou utilis¶ee par Bloch
[BLOC-96a] pour l'estimation des relations spatiales directionnelles µa partir de l'his-
togramme des angles.

moyenne s'avµere n¶ecessaire car l'intervalle[0; 1] ne nous permet pas de d¶eduire quelque
chose.

En conclusion, il faudrait être trµes prudent dans l'interpr¶etation des degr¶es ¶evalu¶es
uniquement µa partir des angles. Il faut consid¶erer tous les degr¶es obtenus en même
temps pour aboutir µa des interpr¶etations plausibles.

1.4.4 Histogramme de forces : (2 µeme classe)

L'histogramme de forces [MATS-98a] a ¶et¶e d¶e¯ni comme une extension de l'his-
togramme d'angles, celui-ci permet de prendre en compte, en plus de l'information
angulaire, l'information m¶etrique.
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

1.4.4.1 D¶e¯nition

L'histogramme de forcesH r
F est d¶e¯ni comme ¶etant une fonction d'une variable

d'angle µ oµu H r
F (µ) repr¶esente un poids associ¶e µa l'hypothµese \l'objet B est situ¶e dans

la direction µ par rapport µa l'objet A". Si l'histogramme d'angles e®ectuait un d¶e-
nombrement des couples de points dans la directionµ, l'histogramme de forces fait un
d¶enombrement pond¶er¶e. Pour d¶e¯nir ces poids, une famille de fonctions' r est utilis¶ee
prenant en compte la distance qui s¶epare les deux pointsai et bj :

' r : R+ ¡! R+

d 7¡! ' r (d) =
1
dr

L'histogramme de forces est d¶e¯ni par :

H r
F (µ) =

X

( a i ;b j ) 2 A £ B

\
³ ¡!

i ;
¡¡!
a i bj

´
= µ

' r (k
¡¡!
ai bj k) (1.19)

1.4.4.2 Remarque

En exploitant les propri¶et¶es d'int¶egrale, Matsakis [MATS-98b, MATS-99] d¶e¯nit
l'histogramme de forces µa partir de la position relative de segments situ¶es sur la même
section longitudinale de pentetan(µ). A partir de cette d¶e¯nition, il propose une version
rapide pour calculer l'histogramme de forces. Dans ce travail, nous optons pour une
d¶e¯nition ¶equivalente mais plus proche de l'histogramme d'angles.

1.4.4.3 Propri¶et¶es

En plus des propri¶et¶es d¶ejµa ¶enonc¶ees pour l'histogramme d'angles, on peut citer les
propri¶et¶es suivantes :

1. L'histogramme de forces correspondant µar = 0 , H 0
F , repr¶esente l'histogramme

d'angles.

2. Pour r 2 [1; + 1 [, l'histogramme de forces permet de rehausser le poids des couples
de points proches. Par exemple, si on veut ¶etudier la position relative d'une ri-
viµere par rapport µa une maison plac¶ee sur le bord de celle-ci [MATS-98b] (Fig.
1.13), ce qui nous int¶eresse ici c'est la position relative de la maison par rapport
au segment de la riviµere le plus proche. L'histogrammeH 10

F (Fig. 1.13-d) montre
clairement que la riviµere est plac¶ee µa gauche (Direction§ ¼) de la maison alors
que cette direction n'¶etait pas pr¶edominante sur l'histogramme d'anglesH 0

F (Fig.
1.13-c).
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

3. Pour r 2 ] ¡ 1 ; ¡ 1], l'histogramme de forces permet de rehausser le poids des
couples de points lointains. Cela permet d'avoir une vue globale des relations
spatiales entre les deux r¶egions. Prenons par exemple le cas pr¶ec¶edent, si la mai-
son est entour¶ee par la riviµere mais qu'elle est trµes proche du cot¶e gauche de la
riviµere, la premiµere famille de fonctions (r 2 [1; + 1 [) va nous permettre d'a±rmer
que la maison est situ¶ee µa droite de la riviµere. Pour pouvoir consid¶erer aussi la
partie de la riviµere qui n'est pas proche de la maison, il faut p¶enaliser les couples
de points proches (Fig. 1.13-e).

R M

(a) Exemple d'une maison (M)
entour¶ee par une riviµere (R).
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(b) histogrammes de forces (normalis¶es).
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(c) H 0
F .
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(d) H 10
F .
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(e) H ¡ 10
F .

Fig. 1.13 { ¶Evolution de l'histogramme de forcesH r
F [MATS-98b] en fonction der .

Matsakis [MATS-98b] accorde une importance particuliµere aux deux fonctions' 0 et
' 2 (Fig. 1.14-b) parce qu'elles ont de bonnes propri¶et¶es par rapport aux transformations
g¶eom¶etriques (translation et zoom).

1.4.4.4 Discussion

L'estimation des relations spatiales µa partir de l'histogramme de force utilise les
mêmes approches que celles utilis¶ees pour l'histogramme d'angles, la seule di®¶erence
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

est cet e®et de pond¶eration de chaque couple de points par la distance qui les s¶epare.
Si on compare l'histogramme de forcesH 0

F de la ¯gure 1.14-b et l'histogramme d'angles
de la ¯gure 1.10-b, on voit bien qu'ils sont identiques. Par contre, on remarque bien
que l'histogramme de forcesH 2

F (µ) est di®¶erent de l'histogramme d'anglesH 0
F (µ). On

constate qu'il est sup¶erieur µa celui-ci pour les valeurs deµ ' 7¼=10. Cela est dû aux
poids plus importants associ¶es aux couples de points proches correspondant µa la partie
sup¶erieure des deux r¶egionsA et B .

(a) Les deux r¶egionsA et B .

0    
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 H0
F

H2
F

- p +p 

(b) ¶Evaluation des deux histogrammes de
forces (normalis¶es)H 0

F et H 2
F .

Fig. 1.14 { Histogramme de forces (d'aprµes Matsakis [MATS-98b]).

1.4.5 M¶ethode d'agr¶egation : (3 µeme classe)

Pour estimer les relations spatiales directionnelles entre deux r¶egions, Krishnapu-
ram et al. [KRIS-93a] proposent de consid¶erer l'ensemble des couples de points(ai ; bj )

des deux r¶egionsA et B . Un degr¶e¹ ij = Rel(ai ; bj ) sera attribu¶e µa chaque couple en utili-
sant la d¶e¯nition des relations spatiales entre des points (paragraphe 1.3). L'estimation
de la relation spatiale entre les deux r¶egions sera d¶etermin¶ee directement µa partir de
l'ensemble de ces degr¶es en utilisant un op¶erateur d'agr¶egation °oue [DUBO-85a]. Kri-
shnapuram et al. [KRIS-93a] ont utilis¶e l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee :

Rel(A; B ) =

0

@
X

a i 2 A

X

bj 2 B

wij ¹ p
ij

1

A

(1=p)

(1.20)

tel que :
X

a i 2 A

X

bj 2 B

wij = 1 (1.21)

Les poidswij repr¶esentent l'importance accord¶ee µa chaque degr¶e¹ ij . Dans [KRIS-93a],
tous les poidswij ont ¶et¶e choisis identiques, cela signi¯e qu'on ne fait aucune distinc-
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

tion entre les couples de points.

Le paramµetre p permet d'ajuster le degr¶e d'optimisme ou de pessimisme de la
mesure. Quandp tend vers + 1 , l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee va tendre vers
l'op¶erateur max et le degr¶e obtenu sera le plus optimiste possible. Par contre, sip tend
vers ¡1 l'¶evaluation sera plus pessimiste car l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee va
tendre vers l'op¶erateurmin.

Cette approche est ¶etroitement li¶ee µa l'histogramme d'angles. Le degr¶e de satis-
faction Rel(A; B ) (Eq. 1.20) peut être d¶etermin¶e aussi de la même fa»con µa partir de
l'histogramme d'angles :

Rel(A; B ) =

0

@
¼Z

¡ ¼

H N
AB (µ)

¡
f rel(µ)

¢p
dµ

1

A

(1=p)

(1.22)

H N
AB (µ) =

HAB
¼R

¡ ¼
HAB (µ)dµ

(1.23)

A¯n de v¶eri¯er la contrainte li¶ee au poidswij (Eq. 1.21), l'histogramme d'anglesHAB

est normalis¶e par rapport au produit des surfaces des deux r¶egionsA et B . Cette valeur
repr¶esente l'int¶egrale deHAB sur tout le domaine[¡ ¼; ¼[. En conclusion, on peut utiliser
aussi cette approche pour estimer les relations spatiales µa partir de l'histogramme
d'angles. Cette approche relµeve alors plutôt de la 2µeme classe.

Discussion

(a) Les deux r¶egionsA et B .

Rel(A; B ) Compatibilit¶e Agr¶egation
p = 1 p = 10

RIGHT OF 0.573 0.637 0.871
ABOVE 0.427 0.335 0.786
LEFT OF 0.023 0.001 0.116
BELOW 0.117 0.027 0.290

(b) Estimation des relations spatiales
directionnelles entre les deux r¶egionsA et B .

Fig. 1.15 { Comparaison entre la m¶ethode de compatibilit¶e utilis¶ee par Miyajima et
Ralescu [MIYA-94b] et la m¶ethode d'agr¶egation de Krishnapuram et al. [KRIS-93a]
pour l'estimation des relations spatiales directionnelles entre deux r¶egions.

Les r¶esultats de l'estimation des relations spatiales directionnelles obtenus par la
m¶ethode d'agr¶egation dans le cas oµup = 1 sont proches de ceux obtenus par la m¶ethode
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

de compatibilit¶e (Fig. 1.15). Le seul avantage dans ce cas est l'¶evaluation directe des
relations spatiales.

L'autre avantage de cette approche est qu'elle peut être adapt¶ee en fonction des
r¶esultats souhait¶es. Il su±t pour cela de d¶eterminer le paramµetrep ad¶equat pour notre
application. Cet avantage n'est pas sans inconv¶enient car une valeur dep 6= 1 augmente
le temps n¶ecessaire pour ¶evaluer la relation spatiale.

Remarque :

Toutes les m¶ethodes cit¶ees jusqu'µa pr¶esent permettent d'¶evaluer les relations spa-
tiales entre des objets ou des r¶egions nets. La position relative de deux r¶egions °oues
est d¶e¯nie µa partir de la position relative des®¡ coupes (paragraphe A.3.4) de ces
r¶egions [DUBO-87, KRIS-93a], ce qui implique une s¶erieuse augmentation du temps
n¶ecessaire pour estimer ces relations. Cet inconv¶enient prend toute son importance
quand on voit qu'une grande partie des algorithmes utilis¶es en traitement d'images est
occup¶ee par les algorithmes de segmentation °oue.

1.4.6 Paysage °ou : (3 µeme classe)

Cette approche [BLOC-96a, BLOC-99b] permet une ¶evaluation directe des relations
spatiales sans passer par une repr¶esentation r¶eduite de l'information spatiale. Elle
repose sur la d¶e¯nition d'un paysage °ouP¡! u (sous ensemble °ou) autour de l'objet
consid¶er¶e directement dans l'espace des objets. Ce paysage re°µete, pour chaque point
P(x; y) de l'espaceE, le degr¶e de satisfaction de la relation spatiale \Le pointP(x; y) est
situ¶e dans la direction¡! u par rapport µa l'objet A" :

¹ P ¡! u
(P(x; y)) = f

µ
min
a2 A

³ ¯
¯
¯\

³
¡! u ;

¡!
aP

´ ¯
¯
¯
´ ¶

(1.24)

oµu f est une fonction sym¶etrique d¶ecroissante sur l'intervalle[0; ¼] (section 1.3). La
fonction utilis¶ee dans [BLOC-99b] est la fonction triangulairef 4 (section 1.3) :

f 4 (µ) = max
µ

0; 1 ¡
2µ
¼

¶
(1.25)

Le paysage °ou peut être d¶etermin¶e de maniµere ¶equivalente µa partir d'une dilatation
°oue [SERR-82, SCHM-94, BLOC-95] de la r¶egionA par l'¶el¶ement structurant s d¶e¯ni
par :

8P 2 E ; ¹ s(P) = max

0

@0; 1 ¡
2

¯
¯
¯\

³
¡! u ;

¡¡!
OP

´ ¯
¯
¯

¼

1

A (1.26)

oµu O repr¶esente le centre de l'¶el¶ement structurant.

Une extension de la formulation du paysage °ou (Eq. 1.24) µa ¶et¶e donn¶ee pour
¶evaluer en tout point du plan image la satisfaction d'une proposition directionnelle
pour des r¶egions ou objets °ous :
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

(a) (b)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(c)

(e) (d) (e)

Fig. 1.16 { Le paysage °ou correspondant µa la relation RIGHT OF pour deux objets
nets (a,b) et un objet °ou (c) (I = min ).

¹ P ¡! u
(P(x; y)) = max

¹ A (a)6=0
I

h
¹ A (a); f

³
\

³
¡! u ;

¡!
aP

´´i
(1.27)

oµu I repr¶esente une t-norme °oue (intersection °oue).

Si on examine la ¯gure 1.16, on voit trµes bien que la d¶e¯nition du paysage °ou
(Eq. 1.24 et Eq. 1.27) d¶epend de la forme de la r¶egion de r¶ef¶erenceA et de la position
du point P de l'espace par rapport µa celle-ci. Le degr¶e associ¶e µa un pointP du plan
repr¶esente le maximum des degr¶es que peut avoirP avec l'ensemble des pointsai de la
r¶egionA.

L'estimation des relations spatiales entre les deux r¶egionsA et B revient µa d¶eter-
miner le degr¶e d'ad¶equation de la r¶egionB avec l'ensembleP¡! u . Pour cela, le pattern
matching °ou (paragraphe 1.4.3.5) est utilis¶e pour mesurer la similarit¶e entre deux
ensembles :

N = inf U
h
P¡! u (x; y) ; ¹ B (x; y)

i
(1.28)

¦ = sup I
h
P¡! u (x; y) ; 1 ¡ ¹ B (x; y)

i
(1.29)
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1. Les modµeles de repr¶esentation quantitative

A cause de l'ambiguÄ³t¶e des r¶esultats obtenus dans certains cas (un intervalle[0; 1]

pour le degr¶e de v¶eri¯cation des relations), Bloch [BLOC-99a] propose d'utiliser, en
plus, une moyenneM calcul¶ee µa partir de la correspondance entre les deux sous en-
sembles °ousP et B :

MP
B =

1
jB j

X

x 2E

¹ B (x)¹ P ¡! u
(x) (1.30)

Discussion

(a) Les deux r¶egionsA et
B .

Rel(A; B ) Hist. d'angles Paysage °ou
Comp. N ¦ N M ¦

RIGHT OF 0.573 0.120 0.747 0.294 0.810 1
ABOVE 0.427 0.010 0.610 0 0.518 1
LEFT OF 0.023 0 0.053 0 0.114 0.600
BELOW 0.117 0 0.275 0 0.021 0.435

(b) Estimation des relations spatiales directionnelles entre
les deux r¶egionsA et B .

Fig. 1.17 { Comparaison entre les r¶esultats obtenus par l'histogramme des angles
[MIYA-94a, MIYA-94b] et la m¶ethode du paysage °ou [BLOC-99a].

En comparant les r¶esultats obtenus en utilisant l'histogramme d'angles [MIYA-94a,
MIYA-94b] et la m¶ethode du paysage °ou [BLOC-99a], on remarque que les intervalles
obtenus dans la m¶ethode du paysage °ou sont plus importants (tableau 1.17-b). Cela
s'explique si on d¶e¯nit les degr¶esN (Eq. 1.28) et ¦ (Eq. 1.29) pour la m¶ethode du
paysage °ou µa partir des couples de points(ai ; bj ) 2 A £ B :

¦ = sup
(a i ;bj )2 A £ B

Rel(ai ; bj ) (1.31)

N = inf
bj 2 B

µ
sup
a i 2 A

Rel(ai ; bj )
¶

(1.32)

Dans ce cas, le degr¶e¦ d¶etermin¶e µa partir du pattern matching entre le paysage
°ou et la r¶egionB est ¶egal µa1 ssi il existe un couple de points(ai ; bj ) tel que Rel(ai ; bj ) =

1. Dans le cas de l'histogramme d'angles, ce même degr¶e est ¶egal µa1 ssi l'angle µ0

(direction de la relation spatiale) est repr¶esent¶e par la plus grande majorit¶e de couples
de points (ai ; bj ) 2 A £ B . Cela explique les degr¶es obtenus par exemple pour la relation
RIGHT OF , celui-ci est ¶egal µa0:747 dans le cas de l'histogramme d'angles et µa1 dans
le cas du paysage °ou. Ces deux estimations sont di®¶erentes car la relation principale
correspond µa la direction nord-est. L'int¶erêt de l'utilisation d'une valeur moyenneM
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1.5 Conclusion

est parfaitement justi¯¶e si on essaye de comparer les degr¶es des deux premiµeres lignes
(RIGHT OF , ABOVE ) et les deux derniµeres lignes du tableau (LEFT OF , BELOW ). On
constate que la relationLEFT OF n'est pas v¶eri¯¶ee malgr¶e l'importance du degr¶e de
possibilit¶e obtenu.

1.5 Conclusion

Toutes les approches r¶epertori¶ees ici permettent d'estimer les relations spatiales
directionnelles entre deux r¶egions. L'interpr¶etation des di®¶erents degr¶es varie d'une
approche µa l'autre. Dans le cas de l'inf¶erence des relations spatiales directionnelles, un
modµele de repr¶esentation simpli¯¶e de l'ensemble des relations spatiales v¶eri¯¶ees entre
les deux r¶egions serait plus adapt¶e. Les degr¶es des quatre relations spatiales direction-
nelles ne sont pas forc¶ement su±sants car ils ne permettent pas de d¶ecrire l'ensemble
des cas possibles. Nous avons opt¶e pour l'utilisation d'un modµele qui s'approche de
l'histogramme des angles et de l'histogramme des forces. La raison pour ne pas utiliser
directement l'un de ces deux modµeles est la mauvaise repr¶esentation de l'information
m¶etrique entre les deux r¶egions. Malgr¶e la d¶ependance directe de l'histogramme de
forces et de la distance entre les deux r¶egions, il est impossible de d¶eduire cette in-
formation pour ces deux r¶egions µa partir de celui-ci. Cette remarque est aussi valable
pour l'histogramme d'angles. Or comme on va le voir dans le chapitre suivant, cette
information est capitale pour le problµeme de l'inf¶erence des relations spatiales.
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Chapitre 2

Histogramme angles-distances : un
nouvel outil pour la repr¶esentation
et l'inf¶erence quantitative des
relations spatiales directionnelles

La distance qui s¶epare les objets d'une scµene est une information capitale dans
l'¶etape d'inf¶erence, son absence rend la d¶eduction impr¶ecise voire impossible. Zim-
mermann [ZIMM-93] avait d¶ejµa pens¶e µa utiliser cette information pour am¶eliorer le
raisonnement spatial dans le cas de la repr¶esentation qualitative. Dans le chapitre
pr¶ec¶edent, nous avons vu que la distance a ¶et¶e complµetement n¶eglig¶ee au pro¯t de l'in-
formation angulaire. Cette remarque nous a pouss¶e µa ¶etudier la possibilit¶e d'int¶egrer
la distance dans ces modµeles de repr¶esentation a¯n de pouvoir faire de l'inf¶erence de
relations spatiales en plus de l'estimation.

Dans un premier temps, nous allons voir l'importance de cette information de
distance dans le cadre de l'inf¶erence des relations spatiales entre des points (section
2.1). Ensuite, nous pr¶esentons l'histogramme angles-distances un nouveau modµele de
repr¶esentation des di®¶erentes relations spatiales capable de repr¶esenter µa la fois les
informations angulaires et les informations m¶etriques entre deux r¶egions (section 2.2).
Nous allons ¶etudier les di®¶erentes propri¶et¶es de ce modµele (section 2.3) ainsi que les
m¶ethodes d'estimation des di®¶erentes relations spatiales directionnelles (section 2.4)
et m¶etriques (section 2.5). En¯n nous pr¶esenterons les possibilit¶es de d¶eduction ou
d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles en utilisant l'histogramme angles-
distances (section 2.6).
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2. Histogramme angles-distances

2.1 Inf¶erence des relations spatiales directionnelles
entre des points

Le problµeme de l'inf¶erence des relations spatiales directionnelles (Fig. 2.1) consiste
dans notre cas µa d¶eduire la position relative du pointC par rapport au point A (l'angle
° = \ (

¡!
i ;

¡!
AC )) µa partir de la connaissance de la position relative du pointC par rapport µa

un autre point B (l'angle ¯ = \ (
¡!
i ;

¡¡!
BC )) et de la position relative de celui-ci par rapport

au point A (l'angle ® = \ (
¡!
i ;

¡¡!
AB )). Ce problµeme est complµetement d¶eterministe si l'on

dispose, en plus des deux angles® et ¯ , de la distance qui s¶epare les pointsA; B (jAB j)
et B; C (jBC j) :

° = arctan
µ

jAB j cos(®) + jBC j cos(̄ )
jAB j sin(®) + jBC j sin(¯ )

¶
(2.1)

Fig. 2.1 { Inf¶erence des relations spatiales directionnelles entre points.

En conclusion, cette information de distance sera capitale si l'on veut d¶eterminer
les relations spatiales entre les deux pointsA et C [ZIMM-93, ZIMM-96]. Les modµeles
de repr¶esentation quantitative des relations spatiales pr¶esent¶es dans le chapitre pr¶ec¶e-
dent se sont int¶eress¶es exclusivement µa la repr¶esentation de l'information angulaire a¯n
de pouvoir quanti¯er les relations spatiales directionnelles. Dans le cas de l'inf¶erence,
l'information m¶etrique est aussi importante que l'information angulaire, ce qui nous a
amen¶es µa d¶e¯nir une extension de ces modµeles pour pouvoir repr¶esenter µa la fois l'in-
formation angulaire n¶ecessaire µa la quanti¯cation des relations spatiales directionnelles
et l'information m¶etrique n¶ecessaire pour l'¶etape d'inf¶erence.

2.2 Histogramme angles-distances

La distance entre deux r¶egions d¶epend de la forme, de la taille et de la distance qui
s¶epare les points des deux r¶egions. Pour introduire cette information m¶etrique dans les
modµeles de repr¶esentation quantitative de l'espace, nous avons deux possibilit¶es :

1. Utiliser deux modµeles di®¶erents : le premier repr¶esente uniquement l'informa-
tion spatiale (angulaire) et l'autre va servir µa d¶ecrire l'information m¶etrique
[GERAU-98, BLOC-00],
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2.2 Histogramme angles-distances

2. Utiliser un seul modµele pour repr¶esenter µa la fois l'information spatiale (angu-
laire) et l'information m¶etrique.

A¯n de pourvoir utiliser l'¶equation 2.1, il faut connâ³tre le nombre de couples de
points plac¶es µa une distanced dans la direction µ. En cons¶equence, nous avons opt¶e
pour la deuxiµeme possibilit¶e, µa savoir utiliser un seul modµele pour repr¶esenter µa la fois
l'information m¶etrique et l'information angulaire. Ces deux informations ne sont pas
ind¶ependantes, elles d¶ependent de la forme et la position des deux r¶egions.

Pour cela, nous avons propos¶e une modi¯cation de l'histogramme d'angles a¯n
de pouvoir repr¶esenter, en plus de l'information angulaire, l'information de distance
entre les deux r¶egions. Cette nouvelle repr¶esentation permet d'utiliser l'information
angulaire pour estimer les relations spatiales directionnelles, sans n¶egliger l'information
de distance n¶ecessaire pour d¶eduire de nouvelles connaissances et qui permet d'¶evaluer
certaines relations spatiales m¶etriques (NEAR , FAR ) et topologiques (TOUCHING ).

D¶e¯nition

Pour introduire l'histogramme angles-distances, nous consid¶erons au d¶epart que les
r¶egionsA et B sont des ensembles ¯nis de points :A = f a1; :::; an g et B = f b1; :::; bm g. L'his-
togramme angles-distances est d¶e¯ni comme une fonction bidimensionnelleH AB (r; µ)

qui repr¶esente le nombre de couples de points(ai ; bj ) 2 A £ B tels que le pointbj 2 B est
situ¶e µa une distancer du point ai 2 A dans la directionµ :

H AB (r; µ) =

¯
¯
¯
¯

½
(ai ; bj ) 2 A £ B =

¡¡!
ai bj =

µ
r cosµ
r sinµ

¶¾ ¯
¯
¯
¯ (2.2)

Si on examine de plus prµes l'¶equation (2.2),H AB (r; µ) peut être interpr¶et¶e comme
la surface (cardinal) de l'intersection de la r¶egionB et la r¶egionA ¡!

t qui repr¶esente la
translation de la r¶egionA par le vecteur¡!

t = ( r cos(µ); r sin(µ)) t (Fig. 2.2) :

H AB (r; µ) =
¯
¯ A ¡!

t \ B
¯
¯ (2.3)

Si A et B sont deux r¶egions °oues d¶e¯nies par les deux fonctions d'appartenance
¹ A et ¹ B , l'¶equation 2.3 devient :

H AB (r; µ) =
X

P (u;v )2E

I [ ¹ A (u ¡ r cos (µ) ; v ¡ r sin (µ)) ; ¹ B (u; v) ] (2.4)

oµu I est un op¶erateur d'intersection °oue (t-norme).

Dans le cas oµuE est un espace continu, la somme devient une int¶egrale :

H AB (r; µ) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [ ¹ A (u ¡ r cos (µ) ; v ¡ r sin (µ)) ; ¹ B (u; v) ] dudv (2.5)
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2. Histogramme angles-distances

Fig. 2.2 { Calcul de l'histogramme Angles-Distances.

Le calcul num¶erique de l'histogramme angles-distancesH AB n¶ecessite la d¶e¯nition
des pas d'¶echantillonnage des deux grandeursr et µ. Pour rem¶edier µa ce problµeme, nous
proposons de faire les calculs directement dans l'espace(x; y) de l'image :

½
x = r cosµ
y = r sinµ

(2.6)

Aprµes un changement de variables dans l'expression 2.5, on obtient :

H AB (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [ ¹ A (u ¡ x; v ¡ y) ; ¹ B (u; v) ] dudv (2.7)

Fig. 2.3 { L'histogramme angles-distancesH AB .
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2.3 Propri¶et¶es

Un exemple d'histogramme angles-distances entre deux r¶egionsA et B est illustr¶e
dans la ¯gure 2.3.

Remarque :

Dans le cas oµu l'on choisit une multiplication pour l'op¶erateurI , l'histogramme
angles-distances repr¶esente la convolution bidimensionnelle des deux fonctions¹ A (¡ x; ¡ y)

et ¹ B (x; y) :

H AB (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

¹ A (u ¡ x; v ¡ y) ¹ B (u; v) dudv (2.8)

= ¹ A (¡ x; ¡ y) ¤¤¹ B (x; y) (2.9)

oµu ¤¤ repr¶esente l'op¶erateur de la convolution bidimensionnelle.

Cette remarque importante nous permet d'utiliser l'algorithme du calcul de la
transform¶ee de Fourier rapide pour d¶eterminer la convolution bidimensionnelle.

2.3 Propri¶et¶es

2.3.1 Invariance par rapport µa l'objet de r¶ef¶erence

L'histogramme angles-distances de la r¶egionA par rapport µa la r¶egionB est d¶e¯ni
par :

H BA (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [ ¹ B (u ¡ x; v ¡ y) ; ¹ A (u; v) ] dudv (2.10)

En e®ectuant le changement de variables suivant :
(

U = u ¡ x
V = v ¡ y

=)

(
u = U + x
v = V + y

(2.11)

on obtient :

H BA (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [ ¹ B (U; V) ; ¹ A (U + x; V + y) ] dUdV (2.12)

= H AB (¡ x; ¡ y) (2.13)

car l'op¶erateur I est commutatif.

L'histogramme angles-distances qui repr¶esente les relations spatiales de la r¶egionA

par rapport µa la r¶egionB s'obtient µa partir de celui qui repr¶esente les relations spatiales
de B par rapport µa A en utilisant une sym¶etrie par rapport µa l'origine. Cette propri¶et¶e
est ¶equivalente µa celle de l'histogramme d'angles.
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2. Histogramme angles-distances

2.3.2 Invariance par translation

Supposons que les r¶egionsA t 1 et B t 2 soient les translat¶es des r¶egionsA et B par les
translations respectives¡!

t1 (x t 1 ; yt 1 )t et ¡!
t2 (x t 2 ; yt 2 )t :

¹ A t 1
(x; y) = ¹ A (x ¡ x t1 ; y ¡ yt1 )

¹ B t 2
(x; y) = ¹ B (x ¡ x t2 ; y ¡ yt2 )

L'histogramme angles-distances qui exprime les relations spatiales entre les deux
r¶egionsA t 1 et B t 2 est d¶e¯ni par :

H A t 1 B t 2
(x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I
£

¹ A t 1
(u ¡ x; v ¡ y) ; ¹ B t 2

(u; v)
¤

dudv (2.14)

=

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [ ¹ A (u ¡ x ¡ x t 1 ; v ¡ y ¡ yt 1 ) ; ¹ B (u ¡ x t 2 ; v ¡ yt 2 ) ] dudv (2.15)

En e®ectuant le changement de variables suivant :
(

U = u ¡ x t 2

V = v ¡ yt 2

=)

(
u = U + x t 2

v = V + yt 2

(2.16)

on obtient :

H A t 1 B t 2
(x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [ ¹ A (U ¡ x ¡ x t 1 + x t 2 ; V ¡ y ¡ yt 1 + yt 2 ) ; ¹ B (U; V) ] dUdV (2.17)

= H AB (x + x t 1 ¡ x t 2 ; y + yt 1 ¡ yt 2 ) (2.18)

Donc H A t 1 B t 2
(x; y) n'est rien d'autre que le translat¶e deH AB (x; y) par le vecteur

¡!
t =

¡!
t2 ¡

¡!
t1 . Cette propri¶et¶e nous permet de d¶eduire le nouvel histogramme si un des

objets a subi une translation sans refaire les calculs, ce qui est int¶eressant dans le cas
de r¶egions ou objets en mouvement (la navigation autonome des robots par exemple).

2.3.3 Traitement de r¶egions s¶ecantes

La repr¶esentation d'informations spatiales par l'histogramme angles-distances entre
deux r¶egions s¶ecantes ne pose pas de problµemes d'ind¶etermination. Dans ce cas l'in-
tersection des deux r¶egions forme un ensemble de couples de points(ai ; bj ) tel que
¡¡!
ai bj =

¡!
0 . Ce vecteur ne pr¶esente aucune direction de l'espace. Miyajima et Ralescu

[MIYA-94a, MIYA-94b] n'ont pas trait¶e ces cas de ¯gure. Matsakis [MATS-98b] pro-
pose de les compter pour toutes les directions possibles de l'histogramme des forces.

Dans notre cas, ces couples de points sont repr¶esent¶es par la valeur deH AB µa
l'origine O. De plus cette valeur exprime la surface de l'intersection des deux r¶egions
A et B .
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

2.3.4 Relation avec l'histogramme d'angles

L'histogramme angles-distances a ¶et¶e d¶e¯ni comme une extension de l'histogramme
d'angles. Cette d¶e¯nition permet de reconstruire celui-ci µa partir du premier. Pour cela
il su±t de remarquer que HAB (µ) est le nombre de couples(ai ; bj ) tel que le point bj

est situ¶e dans la directionµ par rapport au point ai µa n'importe quelle distance, donc
HAB repr¶esente l'int¶egrale de l'histogramme angles-distancesH AB sur la demi-droite
qui commence µa l'origine et dont la pente est ¶egale µatan (µ) :

HAB (µ) =

+ 1Z

0

H AB (u cos (µ) ; u sin (µ)) du (2.19)

Cette possibilit¶e de pouvoir d¶eterminer l'histogramme d'angles µa partir de l'histo-
gramme angles-distances nous permet d¶ejµa d'utiliser les mêmes approches (paragraphe
1.4.3) que celles de l'histogramme d'angles pour l'¶evaluation des relations spatiales di-
rectionnelles.

2.3.5 Relation avec l'histogramme de forces

L'histogramme de forces peut être d¶eduit directement µa partir de l'histogramme
angles-distances. En e®et, l'histogramme angles-distances repr¶esente en plus de l'infor-
mation angulaire, la distance entre les couples de points n¶ecessaire pour l'¶evaluation
de l'histogramme de forces :

H r
F (µ) =

+ 1Z

0

' r (u) H AB (u cos (µ) ; u sin (µ)) du (2.20)

2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles
µa partir de l'histogramme angles-distances

Pour ¶evaluer les degr¶es de satisfaction des di®¶erentes relations spatiales direction-
nelles µa partir de l'histogramme angles-distances, on utilise deux approches di®¶erentes :

{ Comme l'histogramme d'angles peut être d¶etermin¶e directement µa partir de l'his-
togramme angles-distances, on peut utiliser l'ensemble des m¶ethodes d'estima-
tions d¶e¯nies µa partir de l'histogramme d'angles (paragraphe 1.4.3).

{ A cause du temps n¶ecessaire µa la d¶etermination de l'histogramme d'angles µa
partir de l'histogramme angles-distances, nous avons opt¶e pour une m¶ethode
d'¶evaluation directe. Pour cela, on s'est inspir¶e de la m¶ethode du paysage °ou
pour d¶e¯nir une m¶ethode pour ¶evaluer le degr¶e de satisfaction d'une relation
spatiale directement µa partir de l'histogramme angles-distances. L'id¶ee princi-
pale consiste µa d¶e¯nir un degr¶e de similarit¶e entre un ensemble °ou 2D (Rel) re-
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2. Histogramme angles-distances

pr¶esentant la relation spatiale et l'histogramme angles-distances normalis¶eH n
AB

(consid¶er¶e comme un ensemble °ou) :

H n
AB (x; y) =

H AB (x; y)
sup

(x;y )2< 2
H AB (x; y)

(2.21)

Nous allons pr¶esenter dans ce qui suit le calcul des di®¶erents paramµetres de la
m¶ethode.

2.4.1 D¶e¯nition de Rel

Si on considµere l'histogramme angles-distances comme un ensemble °ou, l'esti-
mation de la relation spatiale ¹ Rel revient µa d¶e¯nir une mesure de similarit¶e entre
l'histogramme angles-distances normalis¶e et un ensemble °ou repr¶esentant la relation
spatiale Rel.

Nous avons utilis¶e la d¶e¯nition des relations spatiales directionnelles entre des
points pour d¶e¯nir le sous-ensemble °ou repr¶esentant la relation spatiale direction-
nelle Rel correspondant µa la directionµ0 du plan. Pour cela il faut d¶e¯nir la relation
pour tous les vecteurs

¡!
ab = ( x; y)t du plan :

¹ Rel (x; y) =

(
f

³
\ (

¡!
i ; ¡! op) ¡ µ0

´
si p(x; y) 6= (0 ; 0)

0 sinon
(2.22)

L'ensemble des couples de points correspondant au vecteur nul¡!
0 (couple apparte-

nant µa l'intersection des deux r¶egions) ne pr¶esente aucune direction du plan, pour cela
la valeur du degr¶e¹ Rel (0; 0) sera ¶egale µa0. Comme nous traitons l'ensemble des couples
de points appartenant au produit cart¶esienA £ B , cette hypothµese n'engendre pas de
problµeme dans le cas des r¶egions s¶ecantes car ce degr¶e nul correspond seulement au
cas oµu les deux points du couple sont identiques.

Pour le choix de la fonction f , on peut utiliser (Fig. 2.4) les fonctions trigono-
m¶etriques f trigo (paragraphe 1.3) [MIYA-94a, MIYA-94b] ou bien les fonctions tri-
angulairesf 4 [KRIS-93b, GADE-97, BLOC-99b]. L'avantage de prendre les fonctions
triangulaires est la vitesse de calcul de ces fonctions lin¶eaires qui est importante devant
celle du calcul des fonctions trigonom¶etriques.

2.4.2 Estimation des relations spatiales

Comme on l'a d¶ejµa not¶e, une meilleure mod¶elisation de l'ambiguÄ³t¶e des relations
spatiales est obtenue par la th¶eorie des possibilit¶es. La similarit¶e entre les deux dis-
tributions de possibilit¶es est exprim¶ee sous forme d'un intervalle d¶e¯ni par les deux
mesures : un degr¶e de n¶ecessit¶eN (une ¶evaluation pessimiste) et un degr¶e de possibilit¶e
¦ (une ¶evaluation optimiste) que nous rappelons ici :
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

(a) fonction triangulaire. (b) fonction
trigonom¶etrique.

(c) fonction trapµeze
(a = 0 :1).

Fig. 2.4 { D¶e¯nition de la relation RIGHT OF avec les trois types de fonctions :
triangulaire, trigonom¶etrique et trapµeze (blanc=0,noir=1).

N Rel
H n

AB
= inf

(x;y )2< 2
U (¹ Rel (x; y) ; 1 ¡ H n

AB (x; y)) (2.23)

¦ Rel
H n

AB
= sup

(x;y )2< 2
I (¹ Rel (x; y) ; H n

AB (x; y)) (2.24)

oµu I est une t-norme (intersection °oue) etU est une t-conorme (union °oue).

Pour le traitement de cas complexes (r¶egion incluse dans l'autre(Fig. 2.6)) une
moyenneM est importante pour mieux distinguer l'ensemble des relations :

M Rel
H AB

=

+ 1R

¡1

+ 1R

¡1
I (H n

AB (x; y); ¹ Rel (x; y))dxdy

+ 1R

¡1

+ 1R

¡1
H n

AB (x; y)dxdy
(2.25)

2.4.3 Exemples

Pour comparer les trois modµeles de d¶e¯nition des relations spatiales directionnelles
(paragraphe 2.4.1), nous avons illustr¶e sur la ¯gure 2.5 le r¶esultat de l'estimation
des quatre relations spatiales directionnelles de base (RIGHT OF , ABOVE , LEFT OF ,
BELOW ). Les r¶esultats du tableau (Fig. 2.5-c) montrent bien que les fonctions trigono-
m¶etriques sont plus optimistes que les fonctions triangulaires pour les degr¶es sup¶erieurs
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2. Histogramme angles-distances

(a)

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0.339 0.742 0.609
ABOVE 0.263 0.661 0.353
LEFT OF 0 0.156 0.003
BELOW 0 0.364 0.049

(b) Fonction triangulaire f 4

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0.339 0.805 0.639
ABOVE 0.203 0.664 0.345
LEFT OF 0 0.102 0.001
BELOW 0 0.322 0.030

(c) Fonction trigonom¶etrique f trigo

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0.339 0.792 0.669
ABOVE 0.279 0.666 0.390
LEFT OF 0 0.169 0.003
BELOW 0 0.390 0.055

(d) Fonction trapµezef trap (a = 0 :1).

Fig. 2.5 { Comparaison entre les di®¶erentes d¶e¯nitions deRel (I = min , U = max).

µa 0:5, ces valeurs ont ¶et¶e rehauss¶ees en utilisant cette approche. Par contre, les degr¶es
inf¶erieurs µa0:5 ont ¶et¶e diminu¶es par rapport aux r¶esultats obtenus en utilisant les
fonctions triangulaires. L'estimation des relations spatiales en utilisant les fonctions
trapµezes (Fig. 2.5-d) est aussi plus optimiste que celle utilisant les fonctions trian-
gulaires, cependant dans ce cas toutes les valeurs obtenues en utilisant les fonctions
triangulaires (Fig. 2.5-b) ont ¶et¶e rehauss¶ees sans distinction.µA cause du temps n¶eces-
saire µa l'¶evaluation des relations trigonom¶etriques, nous avons opt¶e dans la suite pour
l'utilisation des fonction triangulaires dont l'¶evaluation est nettement plus rapide que
les autres. Comme on peut le constater sur la ¯gure 2.5, ce choix n'a pas une grande
in°uence sur les r¶esultats obtenus.

Maintenant, si on s'int¶eresse aux estimations des di®¶erentes relations spatiales, on
voit par exemple que les degr¶es de possibilit¶e des relationsRIGHT OF et ABOVE ne
sont pas ¶egales µa1 car ces deux relations ne sont pas aussi importantes que la relation
spatiale nord-est. Si on ¶evalue les degr¶es pour cette relation (µ0 = ¼=4), on obtient bien
des valeurs (N = 0 :340, ¦ = 0 :911, M = 0 :663) qui sont plus importantes que les autres
degr¶es estim¶es.

Sur la ¯gure 2.6, nous avons estim¶e les quatre relations de base pour des cas com-
plexes. Le premier cas repr¶esente une r¶egionB qui entoure la r¶egionA. Les deux autres
cas repr¶esentent le problµeme du traitement des r¶egions s¶ecantes. Dans les deux cas, l'in-
tersection des deux r¶egionsA et B n'est pas vide. De plus dans le dernier cas, la r¶egion
B est situ¶ee µa l'int¶erieur de la r¶egionA. Ce problµeme est assez courant quand il s'agit
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0 0.847 0.25
ABOVE 0 0.847 0.25
LEFT OF 0 0.847 0.25
BELOW 0 0.847 0.25

(a)

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0 0.689 0.019
ABOVE 0 0.889 0.244
LEFT OF 0.111 1 0.580
BELOW 0 0.861 0.169

(b)

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0 1 0.408
ABOVE 0 1 0.447
LEFT OF 0 1 0.080
BELOW 0 1 0.084

(c)

Fig. 2.6 { ¶Evaluation des quatre relations spatiales directionnelles de base entre deux
r¶egions en utilisant l'histogramme angles-distances :Rel est d¶e¯nie µa l'aide des fonc-
tions triangulaires f 4 .

de positionner une rue µa l'int¶erieur d'une ville, un pays µa l'int¶erieur d'un continent, etc.

Si l'on examine la ¯gure 2.6-a, on voit d'aprµes les estimations des quatre relations
de base que la r¶egionB est situ¶ee dans les quatre directions cardinales du plan par
rapport µa la r¶egionA. Les quatre relations de base sont v¶eri¯¶ees avec le même degr¶e,
ce qui implique que la r¶egionB est situ¶ee dans toutes les directions par rapport µa la
r¶egionA.
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Le traitement des r¶egions s¶ecantes est illustr¶e sur les ¯gures 2.6-(b,c). Si on examine
les degr¶es de v¶eri¯cation des quatre relations spatiales dans le premier cas, on arrive
µa la conclusion que la r¶egionB est situ¶ee µa gauche de la r¶egionA. Dans le deuxiµeme
cas, les valeurs deN et ¦ ne nous renseignent pas su±samment sur la position rela-
tive de la r¶egionB par rapport A. Dans ce cas, on voit l'importance de l'utilisation de
la moyenne qui exprime clairement que la r¶egionB est situ¶ee au nord-est de la r¶egionA.

(a) Deux r¶egions °ouesA et B .

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0.195 0.860 0.568
ABOVE 0.141 0.805 0.386
LEFT OF 0 0.003 0.157
BELOW 0 0.043 0.368

(b) I (x; y) = x y.

Rel(A; B ) N ¦ M

RIGHT OF 0.138 0.937 0.554
ABOVE 0.063 0.862 0.396
LEFT OF 0 0.177 0.005
BELOW 0 0.371 0.044

(c) I (x; y) = min( x; y).

Fig. 2.7 { ¶Evaluation des quatre relations spatiales directionnelles de base entre deux
r¶egions °oues.

Sur la ¯gure 2.7, nous avons estim¶e les quatre relations spatiales directionnelles de
base entre deux r¶egions °oues. En examinant les degr¶es obtenus, on d¶eduit clairement
que la r¶egionB est situ¶ee dans les deux directionsRIGHT OF et ABOVE par rapport µa
la r¶egionA. Cet exemple ressemble µa celui de la ¯gure 2.5-a. En examinant les degr¶es
obtenus, on remarque que le degr¶e de possibilit¶e de la relationRIGHT OF est sup¶erieur
µa celui du cas non °ou. Cela ¶etait pr¶evisible car comme on n'est pas vraiment sûr que
la partie sup¶erieure appartienne µa la r¶egionB (degr¶e¹ B < 1), cette relation devient la
relation principale entre les deux r¶egionsA et B . En comparant les r¶esultats obtenus
avec des op¶erateurs d'intersection di®¶erents, on constate que l'intervalle[N; ¦] obtenu
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en utilisant le produit est inclus dans celui obtenu en utilisant lemin car l'op¶erateur
min est le plus optimiste de tous les op¶erateurs d'intersection °oue.

2.5 Estimation de la distance qui s¶epare les deux
r¶egions

La distance est une information trµes importante. La distance qui s¶epare deux r¶e-
gions est d¶e¯nie µa partir de la distance qui s¶epare les couples de points issus de ces
deux r¶egions.

2.5.1 D¶e¯nition

Une distance (ou bien m¶etrique)d est une fonction positive v¶eri¯ant les propri¶et¶es
suivantes :

1. R¶e°exivit¶e : 8a 2 E ; d(a; a) = 0 .

2. S¶eparabilit¶e : 8(a; b) 2 E2 ; d(a; b) = 0 , a = b.

3. Sym¶etrie : 8(a; b) 2 E2 ; d(a; b) = d(b; a).

4. In¶egalit¶e triangulaire : 8(a; b; c) 2 E3 ; d(a; b) + d(b; c) ¸ d(a; c).

2.5.2 Distance entre des r¶egions nettes

En traitement d'images, les distances les plus utilis¶ees dans le cas du traitement
des r¶egions nettes sont [ROSE-85, BLOC-99c] :

1. Distance minimale : elle repr¶esente la distance minimale qui s¶epare tous les
couples de points des deux r¶egionsA et B :

d1(A; B ) = min
a 2 A
b2 B

d(a; b) (2.26)

2. Distance moyenne : La distance moyenne entre deux r¶egions nettes non vides
A et B est d¶e¯nie par :

d2(A; B ) =
1

jAj jB j

X

a2 A

X

b2 B

d(a; b) (2.27)

oµu jX j repr¶esente la surface de la r¶egionX . Dans le cas continu, la somme est
remplac¶ee par une int¶egrale.

On retrouve aussi dans la litt¶erature une autre d¶e¯nition de la distance moyenne :
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d3(A; B ) =

P

a2 A

d(a;B )
jA j +

P

b2 B

d(b;A )
jB j

2
(2.28)

avec :

d(a; B) = inf
b2 B

d(a; b) (2.29)

d(b; A) = inf
a2 A

d(a; b) (2.30)

3. Distance de Hausdor® : La distance de Hausdor® est d¶e¯nie par :

d4(A; B ) = max
·
max
a2 A

µ
min
b2 B

d(a; b)
¶

; max
b2 B

µ
min
a2 A

d(b; a)
¶¸

(2.31)

2.5.3 Distance entre des r¶egions °oues

Des extensions des d¶e¯nitions de distances entre r¶egions nettes ont ¶et¶e d¶e¯nies pour
le traitement des r¶egions °oues [ROSE-85, BOXE-97, CHAU-96, BLOC-99c] :

1. Distance minimale : La distance minimale entre deux r¶egions °oues a ¶et¶e
repr¶esent¶ee par un nombre °ou appartenant µa< + :

df
1 (A; B )( r ) = sup

(a;b)2E 2 ;d(a;b)= r
[min( ¹ A (a); ¹ B (b))] (2.32)

2. Distance moyenne : La distance moyenne entre deux r¶egions °ouesA et B est
d¶e¯nie par :

df
2 (A; B ) =

P
a2 A

P
b2 B d(a; b) min( ¹ A (a); ¹ B (b))

P
a2 A

P
b2 B min(¹ A (a); ¹ B (b))

(2.33)

oµu jX j repr¶esente la surface de la r¶egionX . Dans le cas continu, la somme est
remplac¶ee par une int¶egrale.

3. Distance de Hausdor® : La distance de Hausdor® entre deux r¶egions °oues
est d¶e¯nie par :

df
2 (A; B ) = inf

n
¸; A ½ D ¸ (B ) et B ½ D ¸ (A)

o
(2.34)

oµu D ¸ (X ) repr¶esente la dilatation °oue [BLOC-95, BLOC-99c] de la r¶egionX
par un disque de rayoņ centr¶e µa l'origine de l'¶el¶ement structurant.

2.5.4 ¶Evaluation µa partir de l'histogramme angles-distances

Dans le cadre du traitement des r¶egions nettes, on peut estimer les deux premiµeres
distances µa partir de l'histogramme angles-distances :
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2.6 Inf¶erence des relations spatiales

1. Distance minimale : La distance minimale s¶eparant deux r¶egions nettes peut
être obtenue directement µa partir de l'histogramme angles-distances :

d1(A; B ) = inf
©

r 2 < + = 9µ 2] ¡ ¼; ¼] ; H AB (r cos(µ); r sin(µ)) 6= 0
ª

(2.35)

2. Distance moyenne : La premiµere version de la distance moyenned2 s¶eparant
deux r¶egions nettes peut être obtenue directement µa partir de l'histogramme
angles-distances par l'¶equation suivante :

d2(A; B ) =

+ 1R

¡1

+ 1R

¡1
H AB (x; y)d(O; P(x; y))dxdy

+ 1R

¡1

+ 1R

¡1
H AB (x; y)dxdy

(2.36)

Malheureusement, on ne peut pas d¶eduire la distance de Hausdor®d4 et la deuxiµeme
version de la distance moyenned3 entre deux r¶egions directement µa partir de l'histo-
gramme angles-distances. Cela ¶etait pr¶evisible car la distance de Hausdor® est d¶e¯nie
µa partir du max d'un min alors que l'histogramme angles-distances repr¶esente le car-
dinal de l'intersection (somme d'unmin). Dans le cas de la distance moyenned3, la
distinction entre les points de la r¶egionsA et ceux de la r¶egionB ne nous permet pas
de d¶eduire cette information uniquement µa partir de l'histogramme angles-distances.

Dans le cas du traitement des r¶egions °oues, la distance moyenne est la seule
information m¶etrique qui peut être d¶eduite directement µa partir de l'histogramme
angles-distances :

df
2 (A; B ) =

+ 1R

¡1

+ 1R

¡1
H AB (x; y)d(O; P(x; y))dxdy

+ 1R

¡1

+ 1R

¡1
H AB (x; y)dxdy

(2.37)

2.6 Inf¶erence des relations spatiales

L'inf¶erence des relations spatiales entre deux r¶egions consiste µa trouver une esti-
mation H 0

AC de l'histogramme angles-distancesH AC repr¶esentant les relations spatiales
entre deux r¶egionsA et C µa partir des deux histogrammes angles-distancesH AB et H BC .
Ces deux histogrammes repr¶esentent les relations spatiales qui relient les deux r¶egions
A et C avec une autre r¶egionB .

Pour simpli¯er les explications, nous avons d¶ecompos¶e le problµeme en quatre cas :

1. Les deux r¶egionsA et C sont non °oues et la r¶egionB se r¶eduit µa un seul pointb.

2. Les deux r¶egionsA et C sont °oues et la r¶egionB se r¶eduit µa un seul pointb(xb; yb).

3. La r¶egionB n'est pas °oue et elle n'est plus r¶eduite µa un seul point.
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2. Histogramme angles-distances

4. Cas g¶en¶eral.

Dans la suite, même si les r¶egions trait¶ees sont non °oues on utilisera la notation
¹ A (x; y) pour d¶esigner la fonction d'appartenance d'un pointp(x; y) µa la r¶egionA. Dans
ce cas, la fonction d'appartenance¹ A prendra ses valeurs dans l'ensemblef 0; 1g au lieu
de l'intervalle [0; 1].

2.6.1 Premier cas : les deux r¶egions A et C sont non °oues et
la r¶egion B se r¶eduit µa un seul point b

D'aprµes la d¶e¯nition de l'histogramme angles-distances,H AC (x; y) repr¶esente le car-
dinal de l'ensemblef ¡! ac = ( x; y)t =(a; c) 2 A £ Cg. D'aprµes la relation de Chasles, le vecteur
¡! ac peut s'exprimer en fonction du vecteur

¡!
ab et du vecteur

¡!
bc :

¡! ac
µ

x
y

¶
=

¡!
ab

µ
x1

y1

¶
+

¡!
bc

µ
x2

y2

¶
(2.38)

avec :
(

x = x1 + x2

y = y1 + y2
(2.39)

Dans ce cas, on peut d¶eterminer l'histogramme angles-distancesH AC directement
µa partir des deux histogrammesH AB et H BC :

H AC (x; y) =
¯
¯
¯
n

(a; c) = ¡! ac =
¡!
ab+

¡!
bc = ( x; y)

o ¯
¯
¯

=
¯
¯
¯
n

(a; c) =
¡!
ab = ( u; v) ^

¡!
bc = ( x ¡ u; y ¡ v)

o ¯
¯
¯

En passant au cas continu on a :

H AC (x; y) =
Z Z

H AB (u; v) H BC (x ¡ u; y ¡ v) dudv

H AC (x; y) = H AB (x; y) ¤¤HBC (x; y) (2.40)

Ce r¶esultat ¶etait pr¶evisible, car d'aprµes la d¶e¯nition de l'histogramme angles-
distances pour les r¶egions nettes :

H AB (x; y) ¤¤HBC (x; y) = ( ¹ A (¡ x; ¡ y) ¤¤¹ B (x; y)) ¤¤(¹ B (¡ x; ¡ y) ¤¤¹ C (x; y)) (2.41)

= ( ¹ A (¡ x; ¡ y) ¤¤¹ C (x; y)) ¤¤(¹ B (x; y) ¤¤¹ B (¡ x; ¡ y)) (2.42)

= H AC (x; y) ¤¤(¹ B (x; y) ¤¤¹ B (¡ x; ¡ y)) (2.43)

Comme la r¶egionB est r¶eduite µa un seul point, la fonction¹ B repr¶esente une
fonction de Dirac qui est l'¶el¶ement neutre pour l'op¶erateur de convolution, donc :
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2.6 Inf¶erence des relations spatiales

H AC (x; y) = H AB (x; y) ¤¤HBC (x; y) (2.44)

2.6.2 Deuxiµeme cas : les deux r¶egions A et C sont °oues et la
r¶egion B se r¶eduit µa un seul point b(xb; yb)

Dans ce cas, la fonction d'appartenance associ¶ee µa la r¶egionB se r¶esume µa un Dirac :

¹ B (x; y) =

(
1 si (x; y) = ( xb; yb)
0 sinon

(2.45)

Les deux histogrammesH AB et H BC sont respectivement ¶equivalents µa une trans-
lation des deux fonctions d'appartenance¹ A et ¹ C :

H AB (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [¹ A (u ¡ x; v ¡ y); ¹ B (u; v)] dudv (2.46)

D'aprµes les propri¶et¶es d'absorption des op¶erateurs d'intersection °oue :

I (x; 1) = x (2.47)

I (x; 0) = 0 (2.48)

on simpli¯e l'¶equation 2.46 :

H AB (x; y) = ¹ A (xb ¡ x; yb ¡ y) (2.49)

De même, l'histogrammeH BC est ¶equivalent µa¹ C (x + xb; y + yb) :

H BC (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [¹ B (u ¡ x; v ¡ y); ¹ C (u; v)] dudv (2.50)

= ¹ C (x + xb; y + yb) (2.51)

D'aprµes la d¶e¯nition, l'histogramme angles-distancesH AC est ¶evalu¶e µa partir des
fonctions d'appartenance des deux r¶egionsA et C :

H AC =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [¹ A (u ¡ x; v ¡ y); ¹ C (u; v)] dudv (2.52)

Pour utiliser les deux histogrammesH AB et H BC , on introduit les deux valeursxb

et yb en e®ectuant le changement de variables suivant :
(

u = U + xb

v = V + yb
=)

(
U = u ¡ xb

V = v ¡ yb
(2.53)
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2. Histogramme angles-distances

L'int¶egrale de l'¶equation 2.52 devient :

H AC =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [¹ A (U + xb ¡ x; V + yb ¡ y); ¹ C (U + xb; V + yb)] dUdV (2.54)

=

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [¹ A (xb ¡ (x ¡ U); yb ¡ (y ¡ V ))) ; ¹ C (U + xb; V + yb)] dUdV (2.55)

=

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

I [H AB (x ¡ U; y ¡ V ); H BC (U; V)] dUdV (2.56)

Dans le cas oµu l'op¶erateur d'intersection °ouI est repr¶esent¶e par l'op¶erateur pro-
duit, on retrouve la convolution des deux histogrammesH AB et H BC :

H AC (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

H AB (x ¡ U; y ¡ V ) H BC (U; V)dUdV (2.57)

= H AB (x; y) ¤¤HBC (x; y) (2.58)

Dans ce cas, le traitement des r¶egions °oues est similaire µa celui des r¶egions non
°oues.

Remarque :

Dans ces deux premiers cas, on peut d¶eterminer l'histogrammeH AC directement µa
partir des deux autres histogrammes.

2.6.3 Troisiµeme cas : la r¶egion B n'est pas °oue et elle n'est
plus r¶eduite µa un seul point

Dans ce cas, on ne peut pas d¶eterminer exactement l'histogramme angles-distances.
Comme on le verra dans la suite, le r¶esultat obtenu sera une simple estimationH 0

AC (x; y)

de la valeur r¶eelle deH AC (x; y). D'aprµes la d¶e¯nition de l'histogramme angles-distances,
l'histogramme H AC (x; y) est d¶etermin¶e par :

H AC (x; y) =
¯
¯ ©

(a; c) 2 A £ C=¡! ac = ( x; y)t ª ¯
¯ (2.59)

Soit (a; c) un couple de points deA £ C correspondant au vecteur¡! ac = ( x; y)t . Si la
r¶egionB n'est pas vide, ce vecteur peut être exprim¶e en utilisant les points de la r¶egion
b 2 B en utilisant la relation de Chasles :

¡! ac
µ

x
y

¶
=

¡!
ab

µ
u
v

¶
+

¡!
bc

µ
x ¡ u
y ¡ u

¶
(2.60)
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2.6 Inf¶erence des relations spatiales

Sachant queH AB (u; v) repr¶esente le nombre de couples(a; b) tels que
¡!
ab = ( u; v) et

H BC (x ¡ u; y ¡ v) repr¶esente le nombre de couples(b; c) tels que
¡!
bc = ( x ¡ u; y ¡ u)t , le

nombre de vecteurs¡! ac qui peuvent être d¶ecompos¶es en une somme de deux vecteurs
¡!
ab = ( u; v)t et

¡!
bc est born¶e par la valeurmin [H AB (u; v); H BC (x ¡ u; y ¡ v)]. En examinant

uniquement la valeur deH AB (u; v) et H BC (x ¡ u; y ¡ v) rien ne nous permet d'a±rmer que
les pointsb 2 B qui sont µa l'origine de la valeur deH AB (u; v) correspondent µa ceux qui
sont µa l'origine de la valeur deH BC (x ¡ u; y ¡ v). Pour cela, l'histogrammeH 0

AC d¶eduit
sera une estimation de l'histogramme exactH AC :

H 0
AC (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

min [H AB (u; v); H BC (x ¡ u; y ¡ v)] dudv (2.61)

En rempla»cant lemin par un produit en retrouve le produit de convolution utilis¶e
dans le premier cas. Dans le cas oµu la r¶egionB est r¶eduite µa un seul point, les deux op¶e-
rateurs sont ¶equivalents car dans ce cas l'histogramme angles-distancesH AB (x; y) prend
ses valeurs dans l'ensemblef 0; 1g. En comparant ce r¶esultat avec celui du deuxiµeme cas
(Eq. 2.56), on remarque que l'op¶erateur d'intersection °oue a ¶et¶e remplac¶e par un
op¶erateurmin. Cette modi¯cation est due au fait que les deux histogrammesH AB et
H BC ne sont pas normalis¶es.

2.6.4 Quatriµeme cas : Cas G¶en¶eral

Dans ce cas g¶en¶eral oµu toutes les r¶egions sont °oues, le calcul reste identique i.e. :

H 0
AC (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

min [H AB (u; v); H BC (x ¡ u; y ¡ v)] dudv (2.62)

En examinant les quatre cas, on remarque que la d¶eduction de l'histogramme
angles-distancesH AC µa partir des deux histogrammesH AB et H BC est complµetement
d¶eterministe quand la r¶egionB est limit¶ee µa un seul point. Dans les autres cas, le
r¶esultat obtenu n'est qu'une simple estimation du r¶esultat exact.

Proposition 1
Si la r¶egionB est normalis¶ee (Noyau(B ) 6= ; ) (paragraphe A.3.2), la valeur de

H 0
AC (x; y) est toujours sup¶erieure ou ¶egale µa la valeur deH AC (x; y).

Noyau(B ) 6= ; =) 8 (x; y) 2 < 2; H 0
AC (x; y) ¸ H AC (x; y) (2.63)

D¶emonstration :

Les deux histogrammesH AC (x; y) et H 0
AC (x; y) sont d¶e¯nis par :
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2. Histogramme angles-distances

H AC (x; y) =
¯
¯ ©

(a; c) 2 A £ C=¡! ac = ( x; y)t ª ¯
¯ (2.64)

H 0
AC (x; y) =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

min [H AB (u; v); H BC (x ¡ u; y ¡ v)] dudv (2.65)

Pour d¶emontrer cette proposition, on considµere deux pointsa et c appartenant res-
pectivement aux deux r¶egionsA et C. Nous allons d¶emontrer que le vecteur¡! ac = ( x; y)t

sera comptabilis¶e plusieurs fois dans la valeur estim¶eeH 0
AC alors qu'il repr¶esente un

seul vecteur dans la valeur r¶eelleH AC .

D'aprµes la relation de Chasles, le vecteur¡! ac peut s'exprimer en fonction des points
b de la r¶egionB :

8b 2 B ; ¡! ac =
¡!
ab+

¡!
bc (2.66)

D'aprµes la d¶e¯nition de l'histogramme angles-distancesH XY , le poids associ¶e µa un
vecteur ¡!xy li¶e au couple de points(x; y) 2 X £ Y est d¶etermin¶e par :

Poids(¡!xy) = I [¹ X (x); ¹ Y (y)] (2.67)

Si la r¶egionB est normalis¶ee, alors :

9b 2 B tel que :

8
><

>:

¡! ac =
¡!
ab+

¡!
bc

Poids(
¡!
ab) = ¹ A (a)

Poids(
¡!
bc) = ¹ C (c)

(2.68)

Cet ensemble de points repr¶esente le noyau de la r¶egionB . En utilisant la d¶e¯nition
de l'histogramme estim¶e, le poidsPoids0

b(¡! ac) associ¶e au vecteur¡! ac si on utilise le point
b pour d¶ecomposer le vecteur¡! ac est d¶e¯ni par :

Poids0
b(¡! ac) = min

h
Poids(

¡!
ab); Poids(

¡!
bc)

i
(2.69)

Si le point b 2 Noyau(B ), on a :

Poids0
b(¡! ac) = min [ ¹ A (a) ; ¹ C (c)] (2.70)

¸ I [¹ A (a) ; ¹ C (c)] (2.71)

¸ Poids(¡! ac) (2.72)

Car l'op¶erateur min est l'op¶erateur le plus optimiste de tous les op¶erateurs d'intersec-
tion °oue.

Comme on utilise une int¶egrale pour tester l'ensemble des possibilit¶es, le poids r¶eel
Poids0(¡! ac) associ¶e µa chaque vecteur¡! ac dans l'¶evaluation deH 0

AC sera sup¶erieur µa celui
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2.6 Inf¶erence des relations spatiales

utilis¶e pour d¶eterminerH AC .

Cela est beaucoup plus facile µa expliquer quand il s'agit de traiter des r¶egions non
°oues. Prenons par exemple la ¯gure 2.8, chaque vecteur¡! ac sera comptabilis¶ejB j fois,
car le vecteur¡! ac peut être d¶ecompos¶e en utilisant l'ensemble des pointsb 2 B .

Du fait qu'on n'est pas sûr que les pointsb li¶es µa la valeur deH AB correspondent
µa ceux li¶es µa la valeur deH BC , un ensemble de vecteurs

¡!
ac0 inexistants (c0 62C) va être

comptabilis¶e pour la d¶etermination deH 0
AC . Prenons par exemple les deux vecteurs

¡!
ab1

et
¡!
b2c de la ¯gure 2.8, le pointc0 d¶e¯ni µa partir de la combinaison de ces deux vecteurs

n'appartient pas µa la r¶egionC :
¡!
ab1 +

¡¡!
b2c0 =

¡!
ac0 (2.73)

tous ces points inexistants vont renforcer cette surestimation.

Fig. 2.8 { Estimation de l'histogramme Angles-DistancesH AC µa partir des deux histo-
grammesH AB et H BC : le couple de points(a; c0) est comptabilis¶e par erreur (c0 62C).

Ces deux problµemes seront d'autant plus importants que la surface de la r¶egion
B sera importante. Il faudra choisir des r¶egions de petite surface pour limiter ces
erreurs. Dans la suite, si on dispose de la surface des r¶egions, on pourra d¶eterminer
une meilleure estimationH "

AC (x; y) plus pr¶ecise queH 0
AC (x; y) en normalisant le r¶esultat

par la surface deB et en ¶eliminant toutes les valeurs inf¶erieures µa cette surface :

H "
AC (x; y) =

(
H 0

AC
jB j Si H 0

AC (x; y) ¸ j B j

0 Sinon
(2.74)
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Dans ce cas, on aura ¶elimin¶e les d¶enombrements redondants du même vecteur ainsi
que certains r¶esidus.

Nous avons d¶emontr¶e que chaque vecteur¡! ac issu de deux pointsa et c des deux
r¶egionsA et C sera comptabilis¶e au moins une fois. Cela implique queH 0

AC et H" AC

repr¶esentent une borne sup¶erieure de l'histogramme r¶eelH AC .

2

Proposition 2
Le support de l'ensemble °ouH n

AC (paragraphe A.3.1) est inclus dans le support
de l'ensemble °ouH 0n

AC :

Support(H n
AC ) µ Support(H 0n

AC ) (2.75)

D¶emonstration :

La d¶emonstration de la deuxiµeme proposition d¶ecoule de la premiµere proposition.
Nous avons d¶emontr¶e que :

8(x; y) 2 < 2; H 0
AC (x; y) ¸ H AC (x; y) (2.76)

Soit (x; y) un ¶el¶ement appartenant µa l'ensembleSupport(H n
AC ) :

(x; y) 2 Support(H n
AC ) ) H n

AC (x; y) > 0 (2.77)

)
H AC (x; y)

max
(x;y )2< 2

H AC (x; y)
> 0 (2.78)

L'histogramme angles-distances est une fonction positive, donc :

H AC (x; y)
max

(x;y )2< 2
H AC (x; y)

> 0 ) H AC (x; y) > 0 (2.79)

En utilisant la proposition 1, on a :

(x; y) 2 Support(H n
AC ) ) H 0

AC (x; y) ¸ H AC (x; y) > 0 (2.80)

)
H 0

AC (x; y)
max

(x;y )2< 2
H 0

AC (x; y)
> 0 (2.81)

) H 0n
AC (x; y) > 0 (2.82)

) (x; y) 2 Support(H 0n
AC ) (2.83)

2
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2.6.5 Application

Nous avons appliqu¶e la m¶ethode d'inf¶erence sur un ensemble d'images de tests en
faisant varier la forme et la taille de la r¶egionB . Les erreurs dues µa des vecteurs¡! ac

inexistants apparaissent clairement dans l'¶evaluation de la relationBELOW de la ¯gure
2.9-b. En e®et, la relationBELOW n'est pas v¶eri¯¶ee pour les deux r¶egionsA et C,
mais l'¶evaluation de cette relation µa partir de l'histogramme angles-distances estim¶e
engendre un degr¶e non nul(N0 = 0 ; M0 = 0 :02; ¦ 0 = 0 :217). Pour montrer l'in°uence de la
surface de la r¶egionB sur les erreurs d'estimations, nous avons trait¶e sur la ¯gure 2.9-d
le même exemple que celui de la ¯gure 2.9-a en augmentant la surface de la r¶egionB .
On constate clairement que la di®¶erence entre les degr¶es estim¶es et les degr¶es corrects
d¶epend de la surface de la r¶egionB . Dans le cas oµu l'on dispose de plusieurs possibili-
t¶es pour la d¶eduction de l'histogrammeH 0

AC , la meilleure estimation sera donn¶ee par
la r¶egion la plus petite. Ce critµere prend toute son importance si on dispose, en plus
des histogrammes angles-distances, de la surface des r¶egions. Dans le cas contraire, on
peut fusionner toutes les estimations possibles de l'histogrammeH AC pour obtenir un
meilleur r¶esultat.

Sur la ¯gure 2.10, nous avons repr¶esent¶e deux exemples oµu les relations spatiales
directionnelles entre les deux r¶egionsA et B et les deux r¶egionsB et C sont identiques.
La seule di®¶erence r¶eside dans la distance entre les r¶egionsB et C qui est plus impor-
tante dans le deuxiµeme cas (Fig. 2.10). En examinant les degr¶es obtenus, on remarque
que les r¶esultats estim¶es sont proches des r¶esultats r¶eels et les erreurs d'estimation
ne sont pas di®¶erents des cas pr¶ec¶edents. Cette remarque nous permet d'a±rmer que
l'information de distance entre les deux r¶egions est bien repr¶esent¶ee, et nous permet
d'obtenir des estimations proches des valeurs exactes.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propos¶e un nouveau modµele pour la repr¶esentation
des relations spatiales qui a l'avantage de pouvoir repr¶esenter en même temps l'in-
formation angulaire n¶ecessaire µa l'¶evaluation des relations spatiales directionnelles et
l'information m¶etrique indispensable pour faire de l'inf¶erence des relations spatiales.
L'histogramme angles-distances v¶eri¯e, en plus des propri¶et¶es v¶eri¯¶ees par les modµeles
existants, d'autres propri¶et¶es li¶ees µa la repr¶esentation de l'information de distance entre
les deux r¶egions. Nous avons d¶e¯ni, µa partir de ce modµele, une m¶ethode pour d¶eduire
une estimation des relations spatiales entre deux r¶egions connaissant celles qui les re-
lient µa une autre r¶egion.

Pour construire l'histogramme angles-distances, il faut avoir une connaissance com-
plµete sur la forme et la distance qui s¶epare les deux r¶egions. Malheureusement, cette
information m¶etrique est souvent indisponible ou impossible µa d¶eterminer. Pour cela,
nous nous sommes orient¶es vers d'autres approches utilisant uniquement l'informa-
tion angulaire. De plus, la taille m¶emoire occup¶ee par l'histogramme angles-distances
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2. Histogramme angles-distances

H AC H 0
AC

N ¦ M N0 ¦ 0 M0

RIGHT OF 0.804 1 0.917 0.752 1 0.868
ABOVE 0 0.197 0.042 0 0.248 0.066
LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0.197 0.042 0 0.248 0.066

(a)

H AC H 0
AC

N ¦ M N0 ¦ 0 M0

RIGHT OF 0.459 0.638 0.558 0.420 0.662 0.538
ABOVE 0.362 0.541 0.442 0.338 0.579 0.443
LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0 0.124 0.010

(b)

H AC H 0
AC

N ¦ M N0 ¦ 0 M0

RIGHT OF 0.485 0.624 0.562 0.431 0.661 0.531
ABOVE 0.376 0.516 0.438 0.339 0.569 0.438
LEFT OF 0 0 0 0 0.176 0.010
BELOW 0 0 0 0 0.217 0.020

(c)

H AC H 0
AC

N ¦ M N0 ¦ 0 M0

RIGHT OF 0.804 1 0.917 0.607 1 0.733
ABOVE 0 0.197 0.042 0 0.393 0.132
LEFT OF 0 0 0 0 0.093 0.003
BELOW 0 0.197 0.042 0 0.393 0.132

(d)

Fig. 2.9 { Comparaison entre les degr¶es ¶evalu¶es µa partir de l'histogramme angles-
distancesH AC et ceux ¶evalu¶es µa partir de l'histogramme estim¶eH 0

AC pour les quatre
relations spatiales directionnelles de base.
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2.7 Conclusion

H AC H 0
AC

N ¦ M N0 ¦ 0 M0

RIGHT OF 0.305 0.486 0.374 0.292 0.519 0.375
ABOVE 0.514 0.695 0.629 0.480 0.708 0.624
LEFT OF 0 0 0 0 0.058 0.001
BELOW 0 0 0 0 0 0

(a)

H AC H 0
AC

N ¦ M N0 ¦ 0 M0

RIGHT OF 0 0 0 0 0.011 0.000
ABOVE 0.470 0.631 0.559 0.444 0.648 0.559
LEFT OF 0.369 0.530 0.441 0.351 0.556 0.441
BELOW 0 0 0 0 0 0

(b)

Fig. 2.10 { Comparaison entre les degr¶es ¶evalu¶es µa partir de l'histogramme angles-
distancesH AC et ceux ¶evalu¶es µa partir de l'histogramme estim¶eH 0

AC pour les quatre
relations spatiales directionnelles de base dans le cas oµu l'information de distance est
importante.

(fonction bidimensionnelle) nous a pouss¶es µa voir des approches utilisant moins de
ressources.
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2. Histogramme angles-distances
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Chapitre 3

Un r¶eseau d'agr¶egation °oue pour
l'inf¶erence des relations spatiales
directionnelles

Nous avons vu dans le chapitre pr¶ec¶edent que l'information m¶etrique (distance qui
s¶epare les objets) est capitale pour pouvoir d¶eduire de nouvelles informations µa partir
des connaissances ant¶erieures. Seulement dans quelques cas, cette information n'est
pas disponible ou ne peut pas être d¶etermin¶ee. Dans ces cas, on est amen¶e µa d¶eduire
de nouvelles relations en utilisant uniquement l'information angulaire ou les degr¶es
d'estimation des di®¶erentes relations spatiales. c'est ce type de problµemes que nous
abordons dans ce chapitre.

L'être humain est capable de d¶eduire plusieurs informations concernant sa position
spatiale uniquement µa partir de sa position relative par rapport µa certains repµeres.
Cela nous a encourag¶es µa ¶etudier la possibilit¶e de l'inf¶erence des quatre principales
relations spatiales directionnelles entre deux r¶egionsA et C directement µa partir de
la connaissance de ces relations entre les deux r¶egionsA et B et celles entre les deux
r¶egionsB et C.

Une grande majorit¶e des problµemes d'inf¶erence ou de d¶ecision est r¶esolue en utili-
sant un ensemble de rµegles d'inf¶erence [PEDE-89, DURK-94, BOUC-95] ¶enum¶er¶ees par
un expert ou g¶en¶er¶ees par une m¶ethode d'apprentissage. Ces approches sont fr¶equem-
ment utilis¶ees pour la r¶esolution des problµemes d'automatique [JOUF-97, LACR-97],
de diagnostic, d'interpr¶etation de scµenes [MCKE-85], etc.

Dans le but de faire de l'inf¶erence des relations spatiales directionnelles, nous avons
utilis¶e un r¶eseau d'agr¶egation multi-couches [ZIMM-83, KRIS-92a, KRIS-92b] pour d¶e-
duire les relations spatiales entre les deux r¶egionsA et C. Les di®¶erents n¾uds du r¶eseau
utilisent des op¶erateurs d'agr¶egation °oue pour d¶eterminer la relation entre les degr¶es
des relations spatiales entre les deux r¶egionsA et C et ceux entre les deux r¶egionsA
et B et les deux r¶egionsB et C. L'utilisation des op¶erateurs de la logique °oue nous
permet d'interpr¶eter le r¶esultat obtenu sous forme d'un ensemble de rµegles d'inf¶erence.
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3. R¶eseaux d'agr¶egation °oue

Comme les r¶eseaux de neurones, ces approches ont l'inconv¶enient d'être lentes µa l'¶etape
d'apprentissage, mais une fois cette ¶etape franchie, le temps n¶ecessaire pour d¶etermi-
ner le r¶esultat est trµes r¶eduit.

Nous allons commencer par une pr¶esentation des op¶erateurs d'agr¶egation °oue uti-
lis¶es par notre r¶eseau d'agr¶egation °oue (section 3.1). La d¶e¯nition du r¶eseau d'agr¶e-
gation °oue est donn¶ee dans la section 3.2. Pour construire notre r¶eseau d'agr¶egation
°oue, nous avons utilis¶e deux approches di®¶erentes. La premiµere repose sur l'algorithme
de descente du gradient (section 3.3) et la deuxiµeme sur des algorithmes ¶evolutifs fon-
d¶es sur les algorithmes d'estimation de distribution (section 3.4). Nous avons propos¶e
une approche pour d¶eterminer le r¶eseau d'agr¶egation dans le cas oµu on n'a aucune in-
formation sur sa structure (section 3.5). Les r¶esultats obtenus dans le cas de l'inf¶erence
des relations spatiales directionnelles sont pr¶esent¶es dans la section 3.6.

3.1 Op¶erateurs d'agr¶egation °oue

La th¶eorie des sous-ensembles °ous [ZADE-65] comporte une extension de l'en-
semble des op¶erateurs de la logique classique [DUBO-85a], a¯n de pouvoir manipuler
des donn¶ees °oues [BLOC-96b, DUBO-85a, YAGE-91]. Ces op¶erateurs sont utilis¶es
pour mod¶eliser les op¶erateurs logiques et les op¶erateurs de la th¶eorie des ensembles.
Ils sont largement utilis¶es dans le domaine de la fusion de donn¶ees.

Vue la diversit¶e de ces op¶erateurs °ous, nous nous sommes restreints µa l'¶etude des
trois op¶erateurs utilis¶es par notre r¶eseau d'agr¶egation : l'union (ou logique), l'intersec-
tion (et logique) et la moyenne.

3.1.1 Union

A partir des donn¶ees(paramµetres), l'op¶erateur union produit un r¶esultat ¶elev¶e si
au moins une des valeurs d'entr¶ees est ¶elev¶ee, il repr¶esente l'op¶erateuror de la logique
classique. Il est d¶e¯ni comme une t-conormeU : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] v¶eri¯ant l'ensemble
des conditions suivantes [YAGE-91, GUPT-91] :

1. Commutativit¶e : 8(a; b) 2 [0; 1]2 ; U(a; b) = U(b; a).

2. Associativit¶e : 8(a; b; c) 2 [0; 1]3 ; U(U(a; b); c) = U(a;U(b; c)) .

3. Croissance : 8(a; b; c; d) 2 [0; 1]4 ; a · c et b · d ) U (a; b) · U (c; d).

4. ¶El¶ement neutre : 0 est un ¶el¶ement neutre :8a 2 [0; 1] ; U(a;0) = a.

En utilisant les deux derniµeres propri¶et¶es, on peut d¶emontrer que1 est un ¶el¶ement
absorbant pour l'op¶erateur union :
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3.1 Op¶erateurs d'agr¶egation °oue

8a 2 [0; 1] ; U(a;1) = 1 (3.1)

L'op¶erateur union le plus utilis¶e en th¶eorie de la logique °oue est l'op¶erateurmax.
Cet op¶erateur permet de retourner le maximum de ses arguments, cela implique que le
r¶esultat est toujours born¶e par la valeur des arguments. Dans notre cas, cela n'est pas
su±sant car on a des exemples oµu la relationRIGHT OF entre les deux r¶egionsA et C

est complµetement v¶eri¯¶ee (RIGHT (A; C ) = 1 ) alors que les degr¶es de cette relation entre
les deux r¶egionsA et B et les deux r¶egionsB et C sont inf¶erieurs µa1. Pour rem¶edier
µa ce problµeme, il faut utiliser un op¶erateur plus optimiste que l'op¶erateurmax. Nous
avons utilis¶e pour cela l'op¶erateur union de Yager [YAGE-80, YAGE-94] qui d¶epend
d'un paramµetrep. En modi¯ant la valeur de ce paramµetre, on peut agir sur les r¶esultats
de cet op¶erateur et ainsi l'adapter µa notre cas :

Up(x1; x2; :::; xn ) = min

2

41;

Ã
nX

i =1

xp
i

! (1=p)
3

5 avecp ¸ 0 (3.2)

La t-conormeUp est une fonction d¶ecroissante par rapport au paramµetrep, celui-ci
permet d'ajuster le degr¶e optimiste de la t-conorme :

{ L'op¶erateur Up tend vers l'op¶erateurmax (l'op¶erateur le plus pessimiste) quand
p tend vers l'in¯ni ( + 1 ).

U+ 1 ´ max (3.3)

{ Si p ! 0, on obtient la t-conorme la plus optimiste possible (la sortie est toujours
¶egale µa 1).

{ La t-conorme de Lukasiewicz [DUBO-85a] correspond µaU1.

En examinant la ¯gure 3.1, on constate bien que la valeur dep permet d'ajuster le
comportement de la t-conorme. Plus la valeur dep est importante, plus le domaine oµu
Up = 1 sera restreint.

3.1.2 Intersection

L'op¶erateur d'intersection est utilis¶e dans le cas oµu le r¶esultat est ¶elev¶e si toutes les
valeurs d'entr¶ees sont ¶elev¶ees, il repr¶esente l'op¶erateurand de la logique classique. Il
est d¶e¯ni comme une t-normeI : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] v¶eri¯ant l'ensemble des propri¶et¶es
suivantes [YAGE-91, GUPT-91] :

1. Commutativit¶e : 8(a; b) 2 [0; 1]2 ; I (a; b) = I (b; a).

2. Associativit¶e : 8(a; b; c) 2 [0; 1]3 ; I (I (a; b); c) = I (a; I (b; c)) .
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3. R¶eseaux d'agr¶egation °oue

(a) U0:5. (b) U1 : T-Conorme de
Lukasiewicz.

(c) U2.

Fig. 3.1 { Comportement de la t-conorme de Yager en fonction dep.

3. Croissance : 8(a; b; c; d) 2 [0; 1]4 ; a · c et b · d ) I (a; b) · I (c; d).

4. ¶El¶ement neutre : 1 est un ¶el¶ement neutre :8a 2 [0; 1] ; I (a; 1) = a.

En utilisant les deux derniµeres propri¶et¶es, on peut d¶emontrer que0 est un ¶el¶ement
absorbant pour l'op¶erateur intersection :

8a 2 [0; 1] ; I (a; 0) = 0 (3.4)

L'op¶erateur min est une t-norme °oue. Il v¶eri¯e l'ensemble de ces conditions. Celui-
ci retourne la valeur minimale de tous ses arguments, ce qui implique que le r¶esultat ne
peut pas être inf¶erieur au minimum des entr¶ees. Pour cette raison, nous avons choisi
la t-norme de Yager [YAGE-80, YAGE-94] qui d¶epend aussi d'un paramµetrep :

I p(x1; x2; :::; xn ) = 1 ¡ min

2

41;

Ã
nX

i =0

(1 ¡ x i )p

! (1=p)
3

5 avecp ¸ 0 (3.5)

L'op¶erateur I p est une fonction croissante par rapport au paramµetrep, celui-ci per-
met d'ajuster le degr¶e pessimiste de la t-normeI p :

{ L'op¶erateur I p tend vers l'op¶erateurmin (l'op¶erateur le plus optimiste) quandp

tend vers l'in¯ni ( + 1 ).

I + 1 ´ min (3.6)

{ Si p ! 0, on obtient la t-norme la plus pessimiste possible (la sortie est toujours
¶egale µa 0).

{ La t-norme de Lukasiewicz [DUBO-85a] correspond µaI 1.
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3.1 Op¶erateurs d'agr¶egation °oue

En examinant la ¯gure 3.2, on constate que la valeur dep permet d'ajuster le
comportement de la t-normeI p. La taille du domaine oµuI p = 0 est d¶ecroissante par
rapport µa la valeur dep.

(a) I 0:5. (b) I 1 : T-norme de
Lukasiewicz.

(c) I 2.

Fig. 3.2 { Comportement de la t-norme de Yager en fonction dep.

Remarque

Toutes les t-normes et t-conormes d¶e¯nies dans la th¶eorie des sous ensembles °ous
se comportent comme les t-normes et t-conormes de Yager (Tab. 3.1). Le r¶esultat
obtenu est toujours sup¶erieur µa0 et inf¶erieur µa la valeur minimale des arguments pour
l'op¶erateur d'intersection (t-norme). Pour l'op¶erateur union (t-conorme), le r¶esultat
est inf¶erieur µa1 et sup¶erieur µa la valeur maximale des arguments. Il est impossible
d'obtenir un r¶esultat entre la valeur minimale et la valeur maximale des paramµetres
d'entr¶es en utilisant uniquement ces deux op¶erateurs. Un r¶esultat compris entre le
minimum et le maximum des paramµetres est important quand il s'agit de d¶eterminer
le degr¶e d'un critµere qui repr¶esente un compromis entre plusieurs paramµetres. Un
op¶erateur qui v¶eri¯e cette propri¶et¶e est l'op¶erateur de moyenne.

p 0 + 1

I p 0 0 · I p · min min

Up 1 1 ¸ U p ¸ max max

Tab. 3.1 { Comportement des t-normes et t-conormes de Yager en fonctionp.

3.1.3 Moyenne

Un op¶erateur de moyenne est utilis¶e pour obtenir des r¶esultats born¶es par la va-
leur minimale et la valeur maximale des paramµetres d'entr¶ee. Il est d¶e¯ni comme une
fonction M v¶eri¯ant les propri¶et¶es suivantes :
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3. R¶eseaux d'agr¶egation °oue

1. L'homog¶en¶eit¶e :

9k 2 < ; 8x i 2 < ; 8t 2 < ; M (t x 1; t x 2; :::; t x n ) = tk M (x1; x2; :::; xn ) (3.7)

2. Borne sup¶erieure et borne inf¶erieure :

8x i 2 < ; min(x1; x2; :::; xn ) · M (x1; x2; :::; xn ) · max(x1; x2; :::; xn ) (3.8)

La moyenne arithm¶etique v¶eri¯e les deux propri¶et¶es pr¶ec¶edentes. C'est l'op¶erateur
de moyenne le plus utilis¶e :

M arith (x1; x2; :::; xn ) =

nP

i =1
x i

n
(3.9)

A¯n de pouvoir adapter l'op¶erateur en fonction des r¶esultats souhait¶es, nous avons
utilis¶e l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee utilis¶e par Dyckho® et Pedrycz [DYCK-84,
YAGE-88] :

M p;w 1::n (x1; :::; xn ) =

Ã
nX

i =1

wi x
p
i

! 1=p

(p 2 < ) (3.10)

avec :
nX

i =1

wi = 1 et wi ¸ 0 (3.11)

En rempla»cantp par 1 et leswi par 1
n , on obtient la moyenne arithm¶etique. L'op¶era-

teur de moyenne g¶en¶eralis¶ee est une fonction croissante par rapport µap [DYCK-84] et
on peut obtenir l'ensemble des valeurs comprises entre lemin et le max des arguments
en faisant varier la valeur dep :

{ Quand p tend vers¡1 , l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee est ¶equivalent µa l'op¶e-
rateur min(Fig. 3.3-a),

{ Quand p tend vers+ 1 , l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee est ¶equivalent µa l'op¶e-
rateur max (Fig. 3.3-c),

{ Quand p tend vers 0, l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee tend vers la moyenne
g¶eom¶etrique,

{ On obtient la moyenne harmonique pourp = ¡ 1.
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3.2 R¶eseau d'agr¶egation multi-couches

(a) M ¡ 10;:5;:5 (b) M 1;:5;:5 (c) M 10;:5;:5

Fig. 3.3 { Comportement de l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee en fonction dep.

3.2 R¶eseau d'agr¶egation multi-couches

Une des fa»cons d'associer des mesures consiste µa utiliser des r¶eseaux de neurones.
Ces m¶ethodes [HAYK-99, SARZ-95] ne pr¶esupposent pas des relations ¯x¶ees entre les
mesures, mais elles s'appuient sur une base d'exemples d¶ejµa associ¶es par d'autres tech-
niques qui sert d'ensemble d'apprentissage pour d¶eterminer les rµegles d'associations.
Cette formulation est proche de notre problµeme car le r¶esultat souhait¶e peut être d¶eter-
min¶e par un calcul direct des relations spatiales directionnelles entre les deux r¶egions
A et C. Il su±t donc de d¶eterminer les di®¶erentes rµegles d'associations.

Un r¶eseau d'agr¶egation multi-couches [ZIMM-83, KRIS-92a] repr¶esente un ensemble
de n¾uds organis¶e en couches µa la maniµere d'un r¶eseau de neurones multi-couches.
Chaque n¾ud possµede un ensemble de paramµetres d'entr¶ee provenant de la couche in-
f¶erieure, ou bien des paramµetres d'entr¶ee du r¶eseau pour la premiµere couche. Les r¶esul-
tats du r¶eseau sont donn¶es par les n¾uds de la derniµere couche. Les di®¶erents n¾uds du
r¶eseau utilisent les op¶erateurs d'agr¶egation °oue d¶e¯nis dans le paragraphe pr¶ec¶edent,
cela nous permet d'associer µa chaque n¾ud un op¶erateur logique et ainsi d'interpr¶eter
le r¶eseau d'agr¶egation comme un ensemble de rµegles. Un algorithme it¶eratif est utilis¶e
pour d¶eterminer les di®¶erents paramµetres pour chaque n¾ud (le type et les paramµetres
de l'op¶erateur utilis¶e). Ce principe a ¶et¶e utilis¶e par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a]
dans le but de construire des r¶eseaux de fusion de donn¶ees [KRIS-92b, KELL-93], des
r¶eseaux d'aide µa la d¶ecision [KRIS-92a] ou la g¶en¶eration automatique de rµegles d'in-
f¶erence °oues [RHEE-93, KRIS-93b, RHEE-94]. Nous avons apport¶e une modi¯cation
de l'algorithme d'apprentissage donn¶e par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b]
pour assurer la convergence de l'¶etape d'apprentissage.

3.2.1 D¶e¯nition

A¯n de pouvoir adapter les trois op¶erateurs d'agr¶egation °oue µa notre cas, nous
avons utilis¶e deux op¶erateursU0

p et I 0
p d¶e¯nis µa partir des op¶erateurs de Yager [YAGE-80] :
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3. R¶eseaux d'agr¶egation °oue

I 0
p(x1; :::; xn ) = I ¡ 1=p(x1; :::; xn ) avec (p < 0) (3.12)

= 1 ¡ min

2

41;

Ã
nX

i =0

(1 ¡ x i )( ¡ 1=p)

! ( ¡ p)
3

5 avec (p < 0) (3.13)

U0
p(x1; :::; xn ) = U1=p(x1; :::; xn ) avec (p > 0) (3.14)

= min

"

1;

Ã
nX

i =1

x (1=p)
i

! p#

avec (p > 0) (3.15)

Ces deux op¶erateurs sont directement issus des op¶erateurs de Yager [YAGE-80], la
di®¶erence r¶eside dont leur variation en fonction dep. Nos deux op¶erateurs sont crois-
sants en fonction dep (Tab. 3.2) :

1. L'op¶erateur I 0
p tend vers l'op¶erateurmin quand p tend vers0.

2. L'op¶erateur I 0
p tend vers0 quand p tend vers ¡1 .

3. L'op¶erateur U0
p tend vers l'op¶erateurmax quand p tend vers0.

4. L'op¶erateur U0
p tend vers1 quand p tend vers+ 1 .

p ¡1 0¡ 0+ + 1

I 0
p 0 0 · I 0

p · min min ind¶e¯ni
U0

p ind¶e¯ni max max · U 0
p · 1 1

M p min min · M p · max max

Tab. 3.2 { Comportement deI 0
p, U0

p et M p en fonction p.

L'utilisation de ces deux op¶erateurs nous a permis d'assurer la convergence de
l'algorithme d'apprentissage dans les cas extrêmes (paragraphe 3.3.1).

3.2.2 Apprentissage

L'¶etape d'apprentissage a pour but d'associer µa chaque n¾ud du r¶eseau d'agr¶e-
gation un op¶erateur d'agr¶egation °oue. Cet op¶erateur permet de d¶e¯nir l'op¶eration
logique r¶ealis¶ee par ce n¾ud. Il faut aussi d¶eterminer les paramµetres pour chaque op¶e-
rateur (p pour l'union et l'intersection, (p; f wi g) pour la moyenne). Krishnapuram et
Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] avaient utilis¶e les trois op¶erateursI ( ¡ p) , M p;w 1::n et Up. Nous
verrons dans la suite que l'algorithme d'apprentissage ne converge pas pour certaines
donn¶ees utilis¶ees pour l'¶etape d'apprentissage.
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3.3 Descente du gradient

A¯n d'am¶eliorer l'¶etape d'apprentissage, nous avons utilis¶e les trois op¶erateursI 0
p =

I ( ¡ 1=p) , M p;w 1::n et U0
p = U(1=p) . Soit D = f ((x1i ; x2i ; :::; xni ); yi ) ; i = 1 ::N g un ensemble

d'apprentissage d¶ecrivant les entr¶eesxki d'un n¾ud et les r¶esultatsyi souhait¶es. Le
problµeme consiste µa d¶eterminer le type du meilleur op¶erateur ainsi que ses paramµetres
a¯n que le r¶esultat de l'agr¶egation soit le plus proche possible des r¶esultats souhait¶es.
Cela revient g¶en¶eralement µa minimiser l'erreur moyenneE d¶e¯nie par :

E =
1
N

NX

i =1

(Op;w 1::n (x1i ; :::; xni ) ¡ yi )
2 (3.16)

oµu O repr¶esente le type de l'op¶erateur.

Pour r¶esoudre ce problµeme, nous avons appliqu¶e deux m¶ethodes de minimisation,
la premiµere approche est fond¶ee sur l'algorithme de descente du gradient [DUDA-01]
et l'algorithme de r¶etropropagation du gradient [HAYK-99]. L'autre approche est un
algorithme ¶evolutif fond¶e sur des m¶ethodes d'estimation de distributions statistiques
[CAST-97, LARR-01].

3.3 Descente du gradient

Supposons que le type de l'op¶erateur soit d¶ejµa d¶etermin¶e. Prenons par exemple le
cas de l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶eM p;w 1::n . L'algorithme de descente du gra-
dient est un algorithme it¶eratif, qui calcule µa chaque it¶erationl une nouvelle valeur de
(p( l ) ; w( l )

1::n ) en fonction de(p( l ¡ 1) ; w( l ¡ 1)
1::n ) :

p( l ) = p( l ¡ 1) ¡ ¹
@E
@p

(3.17)

w( l )
i = w( l ¡ 1)

i ¡ ¹ 0 @E
@wi

(3.18)

oµu ¹ et ¹ 0 sont des constantes positives repr¶esentant le taux d'apprentissage.

Le choix du type de l'op¶erateur d¶epend de la valeur dep µa l'it¶eration l. On d¶e¯nit
deux bornesPinter < 0 et Punion > 0 telles que :

{ Si (p > Punion ), l'op¶erateur O est remplac¶e par l'op¶erateur unionU0
p.

{ Si (p < P inter ), l'op¶erateur O est remplac¶e par l'op¶erateur intersectionI 0
p.

{ Sinon on continue µa utiliser l'op¶erateur moyenneM p;w 1::n .

Tous les op¶erateurs sont initialis¶es avec l'op¶erateur moyenne. L'¶etape d'apprentis-
sage consiste µa modi¯er la valeur dep en fonction des donn¶eesD pour atteindre un
minimum de E . Soit Pl la suite des paramµetresp obtenus µa chaque it¶erationl pour un
n¾ud Oi du r¶eseau. Si le n¾ud doit repr¶esenter un op¶erateurou logique, la valeur deyi

(donn¶ees d'apprentissage) est sup¶erieure ou ¶egale aumax(x1i ; :::xni ) pour l'ensemble des
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3. R¶eseaux d'agr¶egation °oue

exemples d'apprentissage. D'aprµes le comportement de l'op¶erateur moyenne, la suite
Pl sera une suite croissante entrep0 et pt > P union (p( t ¡ 1) < P union ). Durant toutes ces
it¶erations l'op¶erateur utilis¶e est l'op¶erateur moyenne.µA partir de cette it¶eration, l'op¶e-
rateur moyenne va être remplac¶e par l'op¶erateur union g¶en¶eralis¶eeU0

p dont le r¶esultat
est sup¶erieur ou ¶egal aux paramµetres d'entr¶ee. Cet op¶erateur est ¶equivalent µa1 quand
p tend vers + 1 et µa l'op¶erateur max quand p tend vers 0 (Tab. 3.2). L'op¶erateur U0

p

est croissant en fonction de la valeur dep. Si la valeur deyi est plus proche de 1 que
du max(x1i ; :::xni ), la valeur dep va continuer µa crô³tre jusqu'µa l'obtention d'une valeur
optimale. Dans le cas contraire, si la valeur deyi est plus proche dumax, la valeur de
p va se stabiliser.

Dans le cas inverse, si le n¾ud doit repr¶esenter un op¶erateuret logique, la suite
Pl sera une suite d¶ecroissante entrep0 et pt < P inter (p( t ¡ 1) > P inter ). µA cette it¶eration,
l'op¶erateur intersectionI 0

p sera utilis¶e µa la place de la moyenne pour calculer le r¶esultat
µa partir des paramµetres d'entr¶ee. D'aprµes le comportement de l'op¶erateurI 0

p (Tab. 3.2),
si la valeur deyi est plus proche de0 que dumin(x1i ; :::xni ), la valeur dep va continuer
µa d¶ecrô³tre jusqu'µa l'obtention d'une valeur optimale.

p ¡1 0¡ 0+ + 1

I ¡ p min 0 · I ¡ p · min 0 ind¶e¯ni
Up ind¶e¯ni 1 max · U p · 1 max

M p min min · M p · max max

Tab. 3.3 { Comportement des op¶erateursI ¡ p, Up et M p utilis¶es par Krishnapuram et
Lee [KRIS-92a] en fonction dep.

Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] ont utilis¶e les op¶erateursUp et I ¡ p µa la
place des op¶erateursU0

p et I 0
p, cette di®¶erence engendre une divergence de l'algorithme

dans le cas oµu la valeur des r¶esultats souhait¶es est plus proche de1 ou 0. Prenant par
exemple le cas oµu le n¾ud doit repr¶esenter un op¶erateurou logique, la suite Pl sera une
suite croissante entre la valeur initiale dep (p0) et pt > P union (p( t ¡ 1) < P union ). µA cette
it¶eration, l'op¶erateur moyenne va être remplac¶e par l'op¶erateur union de YagerUp.
Contrairement µa l'op¶erateurU0

p, le r¶esultat de cet op¶erateur est d¶ecroissant en fonction
dep : il est ¶equivalent µa l'op¶erateurmax quandp tend vers+ 1 et µa1 quandp tend vers0

(Tab. 3.3). Si la valeur deyk est plus proche de1, la valeur dep( t +1) sera inf¶erieure µap( t ) .
Dans les cas extrêmes oµu l'op¶erateur souhait¶e est trµes optimiste, cette valeur sera aussi
inf¶erieure µaPunion et l'op¶erateur union va être remplac¶e par l'op¶erateur moyenne. En
cons¶equence le type de l'op¶erateur de ce n¾ud va osciller entre l'op¶erateur moyenne et
l'op¶erateur union sans converger vers une solution ¯xe. On obtient le même problµeme
quand yi est plus proche de0 avec la t-normeI ¡ p et l'op¶erateur moyenne.
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3.3 Descente du gradient

3.3.1 Comparaison entre notre approche et la m¶ethode de Kri-
shnapuram et Lee

Pour illustrer la di®¶erence entre notre approche et la m¶ethode de Krishnapuram
et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b], nous avons appliqu¶e les deux algorithmes pour essayer
d'estimer les paramµetres d'un n¾ud repr¶esentant l'op¶erateurU0:1 et ayant deux en-
tr¶eesx1 et x2. L'ensemble des donn¶ees d'apprentissage est illustr¶e sur la table 3.4. Cet
exemple repr¶esente un cas extrême oµu l'op¶erateur union est trµes optimiste.

i Paramµetres d'entr¶es R¶esultat (yi )
x1i x2i

1 0.950 0.615 1.00
2 0.048 0.073 1.00
3 0.089 0.017 1.00
4 0.231 0.791 1.00
5 0.606 0.921 1.00
6 0.485 0.738 1.00
7 0.060 0.092 1.00
8 0.023 0.079 1.00
9 0.891 0.176 1.00
10 0.095 0.061 1.00

Tab. 3.4 { Exemples d'apprentissage utilis¶es pour comparer la m¶ethode de Krishna-
puram et Lee avec notre approche.

(a) ¶Evolution de l'erreur dans
l'algorithme de Krishnapuram et Lee.

(b) ¶Evolution de l'erreur dans le cas
de notre algorithme d'apprentissage.

Fig. 3.4 { Comparaison entre l'algorithme d'apprentissage de Krishnapuram et Lee et
notre algorithme.
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3. R¶eseaux d'agr¶egation °oue

En examinant la ¯gure 3.4, on remarque clairement que l'algorithme de Krishna-
puram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] ne converge pas, les oscillations entre les deux
op¶erateursUp et l'op¶erateur moyenneM p se traduisent par une oscillation de l'erreur
entre les deux valeurs0:41 et 0:48 sans converger. Dans le cas de notre algorithme, l'er-
reur d¶ecrô³t rapidement vers0 dµes que l'op¶erateur moyenne est remplac¶e par l'op¶erateur
union. On remarque que les deux algorithmes se comportent de la même fa»con entre
la premiµere it¶eration et l'it¶eration 770. µA cette it¶eration, la valeur dep est sup¶erieure
µa Punion , cela implique que l'op¶erateur moyenne sera remplac¶e par l'op¶erateur union.
Pour notre algorithme, la valeur dep continue µa augmenter jusqu'µa obtenir une valeur
optimale. Cela se traduit par une diminution de l'erreur moyenne obtenue. Dans le cas
de l'algorithme de Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b], l'algorithme devient
instable µa cause du problµeme expliqu¶e dans le paragraphe pr¶ec¶edent.

3.3.2 Conclusion

Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] avaient d¶emontr¶e que l'algorithme
converge dans le cas oµu les op¶erateurs sont ¯x¶es µa l'avance, mais leur approche qui
consiste µa modi¯er le type de ces op¶erateurs au cours de l'¶etape d'apprentissage en-
gendre une non convergence de l'algorithme dans les cas extrêmes. Nous avons apport¶e
une modi¯cation de cet algorithme d'apprentissage en modi¯ant les op¶erateurs utili-
s¶es, cette modi¯cation permet de r¶esoudre le problµeme de divergence de l'algorithme
d'apprentissage dans ces cas extrêmes.

3.4 Algorithmes d'estimation de distribution (EDA)
et r¶eseaux bay¶esiens continus

A¯n de r¶eduire les e®ets des minima locaux, nous nous sommes int¶eress¶es µa des
m¶ethodes d'apprentissage proches des algorithmes g¶en¶etiques. Ces algorithmes ¶evolu-
tifs ont la particularit¶e d'être moins sensibles aux problµemes des minima locaux.

Nous avons utilis¶e pour cela les algorithmes d'estimation de distribution (EDA)
[MUHL-96, CAST-97, LARR-01]. Le principe de ces algorithmes est d'apprendre les
modµeles des populations sous forme d'une distribution de probabilit¶es. Les d¶ependances
entre les di®¶erentes variables sont exprim¶ees sous forme d'un graphe orient¶e acyclique
(DAG).

3.4.1 Notations

Soit f X i j i = 1 ::ng un ensemble de variables al¶eatoires continues. Une r¶ealisation
possible deX i est not¶eex i . On note f i la fonction de densit¶e de probabilit¶e de la
variable al¶eatoireX i :

f i (x i )dx = P(X i 2 [x i ¡ dx=2; x i + dx=2]) (3.19)

80



3.4 Algorithmes d'estimation de distribution (EDA) et r¶eseaux bay¶esiens continus

De même,X n = ( X 1; X 2; :::; X n ) repr¶esente une variable al¶eatoire µan dimensions. Les
notations pr¶ec¶edentes sont ¶etendues au cas n-dimensionnel. On notef 2=1 la fonction
de densit¶e de la probabilit¶e conditionnelleP(X 2=X 1) :

f 2=1(x2=x1) dx1 dx2 = P(X 2 2 [x2 ¡ dx2=2; x2 + dx2=2]=X1 2 [x1 ¡ dx1=2; x1 + dx1=2]) (3.20)

3.4.2 R¶eseaux bay¶esiens

Un r¶eseau bay¶esien est d¶e¯ni par [PEAR-88, JENS-96, BECK-99] :

{ un graphe orient¶e acycliqueG = ( X; U ), oµu X repr¶esente l'ensemble des n¾uds de
G et U l'ensemble des arcs deG. Le grapheG repr¶esente la structure du r¶eseau
bay¶esien.

{ un ensemble de variables al¶eatoires correspondant aux n¾uds du graphe, tel que :

P(x1; x2; :::; xn ) =
Y

i =1 ::n

P(x i =¡ ¡ (X i )) (3.21)

oµu ¡ ¡ (X i ) est l'ensemble des parents du n¾udx i .

L'ensemble des probabilit¶es conditionnellesP(x i =¡ ¡ (X i )) repr¶esente les paramµetres
du r¶eseau bay¶esien.

Cette repr¶esentation graphique permet de d¶e¯nir une factorisation de la densit¶e de
probabilit¶e jointe P(X n ). Dans ce cas, chaque variableX i est ind¶ependante par rapport
aux variablesf X 1; :::; X n gnfX i ; ¡ ¡ (X i )g connaissant la valeur de¡ ¡ (X i ).

Il existe deux types de modµeles di®¶erents :

1. R¶eseaux bay¶esiens discrets : On parle de r¶eseau bay¶esien discret (ou simple-
ment r¶eseau bay¶esien) quand la variable al¶eatoireX n est discrµete. Ces exemples
sont les plus courants, c'est pour cela que le termeR¶eseau bay¶esienest souvent
utilis¶e pour d¶esigner uniquement le cas discret.

2. R¶eseaux bay¶esiens continus : On parle de r¶eseau bay¶esien continu quand la
variable al¶eatoireX n est continue. Les exemples les plus connus sont les r¶eseaux
gaussiens oµu la variable al¶eatoireX n suit une loi normale de dimensionn.

µA cause de leur bonne repr¶esentation des connaissances, les r¶eseaux bay¶esiens
[PEAR-88, HOWA-81, LAUR-96] ont ¶et¶e largement utilis¶es dans le domaine des sys-
tµemes experts. Le nombre d'applications reposants sur ces techniques a explos¶e ces
derniµeres ann¶ees [BECK-99].
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3. R¶eseaux d'agr¶egation °oue

3.4.3 Optimisation en utilisant les EDAs

Les EDAs [MUHL-96] sont des algorithmes ¶evolutifs de la même classe que les algo-
rithmes g¶en¶etiques [GOLD-89]. L'utilisation des algorithmes g¶en¶etiques n¶ecessite une
grande exp¶erience dans ce domaine. En e®et la d¶e¯nition des op¶erateurs de croisement
et de mutation [GOLD-89] les plus adapt¶es est une tâche compliqu¶ee et demande une
grande mâ³trise du domaine. Les EDAs ont ¶et¶e d¶evelopp¶es dans le but de faciliter
cette tâche. Les EDAs n'utilisent pas ces op¶erateurs pour faire ¶evoluer une population
d'une g¶en¶eration µa l'autre. Le nombre de paramµetres µa ¯xer dans le cas des EDAs est
largement moins important que dans le cas des algorithmes g¶en¶etiques. En plus, la
possibilit¶e de pouvoir exprimer les d¶ependances entre les di®¶erentes variables du chro-
mosome est un grand avantage par rapport aux algorithmes g¶en¶etiques [HOLL-75].

Comme les algorithmes g¶en¶etiques, le principe des EDAs est de faire ¶evoluer une
population d'individus µa travers les g¶en¶erations. Chaque individu repr¶esente une so-
lution possible du problµeme. Nous allons expliquer le principe des EDAs µa travers
un de nos exemples d'apprentissage. Il s'agit de d¶eterminer les paramµetres d'un seul
n¾ud avec deux entr¶ees. On dispose pour cela d'une base d'apprentissage comprenant
les paramµetres d'entr¶ee et le r¶esultat souhait¶e. Le but de l'algorithme d'apprentissage
est de d¶eterminer les trois paramµetresp, w1 et w2 du n¾ud. Le chromosome caract¶eri-
sant chaque individu de la population est constitu¶e de la valeur de ces trois paramµetres.

Dans le cadre des EDAs, on suppose que chaque individu de la population repr¶e-
sente la r¶ealisation d'une variable al¶eatoire, dans notre cas continue ((p; w1; w2) 2 < 3)
X 3 = ( X 1; X 2; X 3). La variable al¶eatoireX 1 est associ¶ee au paramµetrep, les deux autres
variables X 2 et X 3 sont associ¶ees respectivement aux deux paramµetresw1 et w2. Pour
r¶esoudre ce problµeme d'optimisation, on suppose que la distribution des individus µa
l'int¶erieur d'une population suit une loi normale multidimensionnelle (dans notre cas
de dimensions3) dont il faut d¶eterminer les di®¶erents paramµetres :

f 3 (x) » N (¹; §) =
exp(¡ (x ¡ ¹ ) t § ¡ 1 (x ¡ ¹ )

2 )
p

(2¼)3
p

j§ j
(3.22)

oµu ¹ repr¶esente le vecteur moyenne de la variable al¶eatoireX 3 et § repr¶esente la ma-
trice de covariance.

En exploitant les d¶ependances entre les di®¶erentes variables du chromosome, l'¶equa-
tion 3.22 peut être simpli¯¶ee µa l'aide du formalisme des r¶eseaux bay¶esiens (para-
graphe 3.4.2). Supposant que les d¶ependances entre les di®¶erentes variables al¶eatoires
X 3 = ( X 1; X 2; X 3) sont d¶ecrites par le graphe de la ¯gure 3.5, la densit¶e de probabilit¶e
f 3 peut s'exprimer sous la forme suivante :
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f 3 (x) = f X 1 (x1) f X 2 =X 1 (x2=x1) f X 3 =X 1 (x3=x1) (3.23)

f 1(x1) » N (¹ 1; v1) (3.24)

f 2=1(x2=x1) » N (¹ 2 + ¯ 12(x1 ¡ ¹ 1); v2) (3.25)

f 3=1(x3=x1) » N (¹ 3 + ¯ 13(x1 ¡ ¹ 1); v3) (3.26)

(3.27)

oµu :
{ ¹ i repr¶esente la moyenne de la variable al¶eatoireX i .
{ v2 et v3 repr¶esentent respectivement la variance des variables al¶eatoiresX 1 et X 2

¶etant donn¶e la variableX 1.
{ ¯ ij est un coe±cient repr¶esentant la relation entre les deux variablesX j et X i

[DEGR-70]. Il repr¶esente un poids associ¶e µa l'arc¡¡¡!
X i X j .

Fig. 3.5 { Un exemple d'un r¶eseau bay¶esien.

La densit¶e de probabilit¶ef 3 de la variable al¶eatoireX 3 est complµetement d¶eter-
min¶ee par la d¶e¯nition des paramµetres des densit¶es de probabilit¶ef 1, f 2=1, f 3=1 et du
graphe des d¶ependances.

La ¯gure 3.6 pr¶esente le principe de fonctionnement g¶en¶eral des EDA. Une popu-
lation P0 de N individus est utilis¶ee pour l'initialisation. Selon le critµere de l'erreur
moyenne, on s¶electionne lesS < N meilleurs individus. µA partir de cette population
de S individus, on d¶etermine les paramµetres du r¶eseau gaussien qui re°µetent au mieux
les d¶ependances entre les di®¶erentes variables du g¶enome. Il s'agit de d¶eterminer µa
cette ¶etape la structure du graphe repr¶esentant les d¶ependances entre les di®¶erentes
variables du chromosome ainsi que les paramµetres n¶ecessaires µa la factorisation de la
densit¶e de probabilit¶ef 3 . La di®¶erence entre les di®¶erents algorithmes utilis¶es r¶eside
dans la maniµere de construire ce r¶eseau gaussien. Une nouvelle population est g¶en¶er¶ee
ensuite µa partir de la simulation du r¶eseau obtenu. Le processus est it¶er¶e jusqu'µa la
v¶eri¯cation d'une condition d'arrêt.

3.4.4 D¶etermination des paramµetres du r¶eseau gaussien

L'¶etape de construction du r¶eseau gaussien µa partir de la populationPk consiste µa
d¶eterminer la structure du r¶eseau gaussienSk (le graphe) et les di®¶erents paramµetres
du r¶eseau gaussien£ k (les ¹ k

i , vk
i et les ¯ k

ij ) qui re°µetent au mieux la populationPk .
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Fig. 3.6 { Principe des algorithmes d'estimation de distribution (EDA).

Nous avons utilis¶e trois algorithmes de complexit¶es di®¶erentes pour construire le
r¶eseau gaussien. Chaque algorithme est briµevement expliqu¶e ci-dessous.

3.4.4.1 Algorithme UMDA 1

L'algorithme de construction des r¶eseaux bay¶esiens discretsUnivariate Marginal
Distribution Algorithm (UMDA) introduit par M Äuhlenbein et Paa¼[MUHL-96] a ¶et¶e
g¶en¶eralis¶e par Larra~naga et al. [LARR-00] au cas des r¶eseaux gaussiens. Dans cet
algorithme, on suppose que toutes les variables sont ind¶ependantes, ce qui revient µa dire
que le graphe correspondant au r¶eseau gaussien ne contient aucun arc. La factorisation
de la densit¶e de probabilit¶ef n de X n est d¶e¯nie par :

f k
n (x ; £ k ) =

nY

i =1

f k
i (x i ; £ l

i ) (3.28)

oµu £ k est recalcul¶e pour chaque population par l'estimateur du maximum de vraisem-
blance :

c¹ k
i = X k

i =
1
N

NX

r =1

xk
i;r (3.29)

cvk
i =

1
N

NX

r =1

(xk
i;r ¡ c¹ k

i )2 (3.30)

1UMDA : Univariate Marginal Distribution Algorithm
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3.4.4.2 Algorithme MIMIC 2

Larra~naga et al. [LARR-00] ont d¶e¯ni une g¶en¶eralisation de l'algorithmeMutual
Information Maximization for Input Clustering (MIMIC) [DEBO-97] utilis¶e pour la
construction des r¶eseaux bay¶esiens discrets. Dans le cas de cet algorithme, on recherche
le r¶eseau gaussien le plus proche de la population dont la structureS est repr¶esent¶ee
par une châ³ne. En cons¶equence, la fonction de densit¶e marginale de la variableX n est
d¶ecompos¶ee en un produit d'une fonction de densit¶e marginale d'une seule variable et
(n ¡ 1) fonctions de densit¶e conditionnelle par paires :

f k
n (x) = f ¼(1) =¼(2) (x¼(1) =x¼(2) ):::f ¼(n ¡ 1)=¼(n ) (x¼(n ¡ 1) =x¼(n ) ) f ¼(n ) (x¼(n ) ) (3.31)

oµu ¼= ( i 1; i 2; :::; i n ) repr¶esente une permutation des variablesX i .

L'algorithme MIMIC consiste µa chercher la meilleure permutation¼ des variables
pour factoriser la fonction de densit¶e jointef n . Le problµeme revient µa rechercher le
minimum d'une fonction H :

H k
¼(X n ) = hk (X ¼(n ) ) +

n ¡ 1X

r =1

hk (X ¼(r ) =X¼(r +1) ) (3.32)

oµu h(X ) repr¶esente l'entropie de Shannon d'une variable al¶eatoireX .

Dans le cas d'une variable normaleX n µa n dimensions, l'entropie de la variableX n

est d¶e¯nie par [WHIT-90] :

h(X n ) =
1
2

n(1 + log(2¼)) +
1
2

log j§ j (3.33)

L'application dans le cas d'une fonction normale µa une seule variable et d'une
fonction conditionnelle µa deux variables donne :

h(X ) =
1
2

(1 + log(2¼)) + log( ¾X ) (3.34)

h(X=Y ) =
1
2

·
(1 + log(2¼)) + log

µ
¾2

X ¾2
Y ¡ ¾2

XY

¾2
Y

¶¸
(3.35)

oµu ¾2
X et ¾2

Y repr¶esentent respectivement la variance des deux variablesX et Y . ¾XY

repr¶esente la covariance entre les deux variables al¶eatoiresX et Y .

Pour minimiser la fonctionH , l'algorithme MIMIC (Fig. 3.7) se d¶ecompose en deux
¶etapes :

1. On choisit au d¶ebut la variableX i ayant la variance minimale. Cette variable va
correspondre µa la valeur de¼(n).

2MIMIC : Mutual Information Maximization for Input Clustering
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2. De maniµere it¶erative, choisir µa l'it¶erationm la variable X i correspondant µa la
plus petite valeur de¾2

X ¾2
Y ¡ ¾2

XY
¾2

Y
oµu Y repr¶esente la derniµere variable choisie. Cette

variable correspond µa la valeur de¼(n ¡ m).

1. Choisir ¼(n) = arg min
j

b¾X j

2. Pour k = n ¡ 1 jusqu'µa 1 faire

Choisir ¼(k) = arg min
j

j 6= ¼( i;i = k +1 ::n )

b¾2
X j

¡
b¾2

X j X ¼( k +1)

b¾2
X ¼( k +1)

Fin Pour

Fig. 3.7 { Algorithme MIMIC pour l'apprentissage des r¶eseaux bay¶esiens gaussien.

3.4.4.3 Algorithme EGNA 3

L'algorithme Estimation of Gaussian Network Algorithm(EGNA) [LARR-01] pro-
pose un modµele plus complet oµu l'on autorise les d¶ependances multiples. Le principe
est de d¶eterminer la structureS du graphe en optimisant une mesure de qualit¶e du
r¶eseauQ(P; S; bµ) calcul¶ee µa partir delogP(P=S;bµ). Ce critµere est un compromis entre la
dimension du graphe (sa complexit¶e) et la repr¶esentativit¶e du modµele de la population
P :

NX

r =1

nX

i =1

2

6
4¡ log

¡p
2¼vi

¢
¡

1
2vi

0

@x ir ¡ ¹ i ¡
X

x j 2 ¡ ¡ (X i )

¯ ji (x jr ¡ ¹ j )

1

A

2
3

7
5 ¡ f (N ) dim( S) (3.36)

oµu :
{ dim(S) repr¶esente la dimension du graphe :

dim(S) = 2 n +
nX

i =1

¯
¯¡ ¡ (X i )

¯
¯ : (3.37)

{ f (N ) est une fonction de p¶enalisation non n¶egative : Nous avons utilis¶e le critµere
de Schwarz [SCHW-78] connu sous le terme deBayesian Information Criterion
(BIC).

f (N ) =
1
2

logN (3.38)

3.4.5 Comparaison entre la m¶ethode de descente du gradient
et les EDA

Pour comparer les deux approches, nous avons g¶en¶er¶e une base d'apprentissage
comprenant les r¶esultats du r¶eseau d'agr¶egation de la ¯gure 3.8-a. Ce r¶eseau est com-

3Estimation of Gaussian Network Algorithm
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pos¶e de trois n¾uds organis¶es en deux couches, les deux n¾uds de la premiµere couche
repr¶esentent respectivement les deux op¶erateursU0

2:5 et I 0
(¡ 2:5) . L'unique n¾ud de la

couche de sortie utilise l'op¶erateur de moyenne arithm¶etiqueM 1 pour d¶eterminer le
r¶esultat µa partir de la sortie des deux n¾uds de la premiµere couche.

(a) R¶eseau d'agr¶egation °oue.

(b) ¶Evolution de l'erreur pour le meilleur
individu µa travers les g¶en¶erations dans
les trois algorithmes UMDA, MIMIC et

EGNA.

(c) ¶Evolution de l'erreur µa chaque
it¶eration pour l'algorithme de descente

du gradient pour des initialisations
di®¶erentes.

Fig. 3.8 { Comparaison entre les algorithmes EDA et l'algorithme de descente du
gradient.

En examinant la ¯gure 3.8-c, on constate clairement les faiblesses de la m¶ethode
de descente du gradient. La pr¶esence de plusieurs minima locaux pour la fonctionE

empêche l'algorithme de converger vers le minimum global. En modi¯ant les valeurs
initiales des paramµetres, l'algorithme converge vers des solutions di®¶erentes. Ce pro-
blµeme devient beaucoup plus important quand il s'agit d'apprendre les paramµetres
d'un r¶eseau complexe.

Comme c'¶etait pr¶evu, les algorithmes EDAs sont moins sensibles µa ce problµeme.
L'erreur li¶ee µa la solution obtenue dans le cas des algorithmes EDAs est largement plus
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petite que celle obtenue par la m¶ethode de descente du gradient. Pour cela, nous avons
opt¶e dans la suite pour l'utilisation de ces algorithmes pour construire notre r¶eseau
d'agr¶egation °oue.

3.5 Construction du r¶eseau d'agr¶egation °oue

Dans la suite, nous nous sommes restreints µa l'¶etude de l'inf¶erence de la relation
RIGHT OF entre deux r¶egionsA et C ¶etant donn¶e les degr¶es des quatre relations spatiales
directionnelles de baseRIGHT OF , ABOVE , LEFT OF et BELOW entre les deux r¶egions
A et B et entre les deux r¶egionsB et C. L'inf¶erence des autres relations est ¶equivalente
µa l'inf¶erence de la relationRIGHT OF en e®ectuant des rotations du plan de¼=2. Cela
revient µa faire une permutation des quatre degr¶esRIGHT OF , ABOVE , LEFT OF , BELOW .

N'ayant aucune connaissance sur la structure du r¶eseau d'agr¶egation °oue, nous
avons subdivis¶e l'¶etape d'apprentissage en deux ¶etapes :

1. Apprentissage de la structure du r¶eseau d'agr¶egation °oue :
Cette ¶etape consiste µa d¶eterminer la structure du r¶eseau, µa savoir le nombre de
couches ainsi que le nombre de n¾uds d'agr¶egation par couche. Les connexions
entre les di®¶erents n¾uds sont d¶etermin¶ees µa cette ¶etape.

N'ayant aucune connaissance sur la structure du r¶eseau, nous e®ectuons une
premiµere ¶etape d'apprentissage sur un r¶eseau entiµerement connect¶e en utilisant
uniquement l'op¶erateur de moyenne g¶en¶eralis¶ee. Une fois l'¶etape d'apprentissage
termin¶ee, nous retirons les connexions les moins importantes (dans le sens oµu leur
absence augmente le moins possible l'erreur du r¶eseau) [HASS-93, HAYK-99].

2. Apprentissage des paramµetres du r¶eseau d'agr¶egation °oue :
Dans cette ¶etape, on d¶etermine le type de chaque op¶erateur et les paramµetres
associ¶es. Dans ce cas, on utilise les trois types d'op¶erateurs pour d¶eterminer les
meilleurs paramµetres de la structure du r¶eseau obtenu µa la premiµere ¶etape.

3.5.1 Base d'apprentissage

Pour constituer notre base d'exemples, nous avons ¶evalu¶e les quatre relations spa-
tiales entre des couples d'objets di®¶erents. A¯n de ne pas privil¶egier certain cas, nous
avons choisi des objets ayant des formes trµes di®¶erentes (carr¶e, rectangle, concave,
disque, etc.). Ces objets ont ¶et¶e plac¶es d'une maniµere al¶eatoire dans une image. Nous
avons ¶evalu¶e les degr¶es des quatre relations spatiales directionnelles de base pour
chaque couple d'objet en utilisant la m¶ethode de compatibilit¶e (paragraphe 1.4.3.3).

3.5.2 Apprentissage de la structure du r¶eseau d'agr¶egation

A¯n de d¶eterminer la structure du r¶eseau d'agr¶egation, nous avons e®ectu¶e une pre-
miµere ¶etape d'apprentissage. Chaque n¾ud du r¶eseau peut utiliser uniquement l'op¶e-
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rateur de moyenne g¶en¶eralis¶eeM p;w i pour d¶eterminer la valeur du r¶esultat µa partir
des entr¶ees. L'¶etape d'apprentissage consiste µa d¶eterminer les poids associ¶es µa chaque
connexion reliant deux n¾uds du r¶eseau ainsi que le paramµetrep de chaque n¾ud.
Les poidswi repr¶esentent l'importance associ¶ee µa la valeur de cette entr¶ee du n¾ud
pour d¶eterminer la valeur de la sortie. Pour garder uniquement les liens importants,
nous avons ¶elimin¶e les connexions les moins importantes pour garder que le squelette
essentiel du r¶eseau. La structure obtenue est pr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.9.

Fig. 3.9 { Structure du r¶eseau obtenue µa la premiµere ¶etape d'apprentissage.

Discussion

En examinant le r¶esultat obtenu (Fig. 3.9), on constate que chaque n¾ud du r¶eseau
possµede une connexion directe oµu indirecte avec l'un ou les deux degr¶esRIGHT (A; B )

et RIGHT (B; C ). La valeur de ces deux degr¶es est trµes importante dans l'¶evaluation de
RIGHT (A; C ). Les autres degr¶es ont aussi un rôle µa jouer car le r¶eseau utilise les huit
degr¶es pour ¶evaluerRIGHT (A; C ).

Sur la premiµere couche du r¶eseau, on observe une sym¶etrie dans l'utilisation des
deux degr¶esRIGHT (A; B ) et RIGHT (B; C ). Le degr¶eRIGHT (A; B ) est combin¶e avec les
degr¶es des autres relations spatiales entre la r¶egionB et la r¶egionC. µA l'inverse, l'autre
degr¶eRIGHT (B; C ) est combin¶e avec les degr¶es des relations directionnelles entre les
deux r¶egionsA et B . Ce r¶esultat ¶etait pr¶evisible, car pour obtenir de l'information sur
la position relative des deux r¶egionsA et C, il faut combiner les degr¶es des relations
entre les deux r¶egionsA et B avec ceux des relations entre les deux r¶egionsB et C.
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3.5.3 Apprentissage des paramµetres du r¶eseau d'agr¶egation

Pour d¶eterminer les paramµetres du r¶eseau obtenu µa l'¶etape pr¶ec¶edente, nous avons
relanc¶e l'algorithme d'apprentissage. Le type d'op¶erateurs obtenus pour chaque n¾ud
est illustr¶e sur la ¯gure 3.10.

(a) Type des op¶erateurs utilis¶es.

N¾ud Op¶erateur p W
0 M 1.726 0.421, 0.005, 0.153, 0.421
1 I -2.254
2 M -0.160 0.073, 0.013, 0.914
3 M -1.014 0.588, 0.378, 0.034
4 I -2.030
5 M 0.758 0.998, 0.002
6 I -6.075
7 I -2.487
8 U 2.795
9 I -5.240
10 I -6.695
11 M -0.196 0.998, 0.002

(b) Paramµetres des op¶erateurs utilis¶es.

Fig. 3.10 { Apprentissage des paramµetres du r¶eseau d'agr¶egation °oue.

Discussion

En examinant la ¯gure 3.10-a, on constate clairement la sym¶etrie obtenue µa la pre-
miµere ¶etape. Le type de l'op¶erateur utilis¶e pour combiner le degr¶eRIGHT (A; B ) avec
un autre degr¶erel (B; C ) correspond exactement µa celui utilis¶e pour combiner le de-
gr¶e RIGHT (B; C ) avec rel (A; B ). Cette sym¶etrie est aussi apparente sur les n¾uds de la
deuxiµeme couche. Cette sym¶etrie n'est pas complµete car en examinant les paramµetres
des op¶erateurs trouv¶es (Fig. 3.10-b), les valeurs obtenues ne pr¶esentent pas une sym¶e-
trie parfaite.

Pour combiner les deux degr¶esRIGHT (A; B ) et RIGHT (B; C ), un op¶erateur union a
¶et¶e utilis¶e. On en d¶eduit que la r¶egionC est µa droite de la r¶egionA si au moins l'une
des deux relationsRIGHT (A; B ) et RIGHT (B; C ) est v¶eri¯¶ee. Dans les autres cas, un
op¶erateur intersection est utilis¶e pour combiner les degr¶esRIGHT (A; B ) et RIGHT (B; C )

avec les degr¶es correspondant aux relationsABOVE et BELOW . Pour utiliser la relation
LEFT OF , l'op¶erateur moyenne a ¶et¶e utilis¶e avec un poids trµes important pour le degr¶e
de la relationRIGHT OF , cela veut dire que la r¶egionC est plac¶ee µa droite si la relation
RIGHT OF est plus v¶eri¯¶ee que la relationLEFT OF pour les couples de r¶egions(A; B )

et (B; C ).
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3.6 Application µa l'inf¶erence des relations spatiales
directionnelles

(a) (b) (c) (d)

Valeur d¶eduite Valeur r¶eelle
RIGHT 0(A; C ) RIGHT (A; C )

(a) 0.417 0.962
(b) 0.526 0.585
(c) 0.624 0.600
(d) 0.500 0.962

Fig. 3.11 { R¶esultat de l'inf¶erence en utilisant le r¶eseau d'agr¶egation °oue

Pour valider les paramµetres du r¶eseau obtenu, nous avons test¶e ce r¶eseau sur les
exemples pr¶esent¶es au chapitre 2. Ces exemples ne font pas partie de la base d'appren-
tissage utilis¶ee. Nous avons compar¶e le degr¶eRIGHT 0(A; C ) obtenu en utilisant le r¶eseau
d'agr¶egation avec le degr¶e r¶eelRIGHT (A; C ) obtenu µa partir d'une ¶evaluation directe.

En examinant les r¶esultats obtenus (Fig. 3.11), on remarque que la di®¶erence entre
le r¶esultat du r¶eseau et la valeur r¶eelle est trµes importante dans les deux cas (a) et
(d). Dans les deux autres cas, les deux degr¶es sont trµes proches. Cette di®¶erence est
li¶ee µa l'absence de l'information m¶etrique qui est importante dans les deux cas (a) et
(d). Pour mieux voir cette di®¶erence, nous avons appliqu¶e le r¶eseau aux deux cas de
la ¯gure 2.10. Dans ce cas, l'information m¶etrique est plus qu'importante. Si on exa-
mine les degr¶es des quatre relations spatiales (Fig. 3.12-b,c), on remarque clairement
que les estimations sont trµes proches dans les deux exemples, la seule di®¶erence r¶eside
dans la distance qui s¶epare les deux objetsB et C. Les r¶esultats obtenus dans les deux
exemples par le r¶eseau d'agr¶egation sont identiques.

Dans les deux cas (b-c) de la ¯gure 3.11, le r¶esultat obtenu par le r¶eseau est trµes
proche du calcul exact. Malgr¶e la ressemblance des relations entre le cas (a) et le cas
(b), le r¶eseau arrive µa d¶eterminer le degr¶e de la relationsRIGHT OF . Cela ¶etait pr¶evisible
car on examinant de plus prµes les degr¶es des di®¶erentes relations, les deux exemples
sont di®¶erents : dans le deuxiµeme cas, l'objetC est plus plac¶e µa droite de l'objetB que
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(a) (b)

rel (A; B ) rel (B; C )

RIGHT OF 0.593 0
ABOVE 0.405 0.147
LEFT OF 0 0.841
BELOW 0 0.155

(c) Relations spatiales directionnelles
entre les objets de (a).

rel (A; B ) rel (B; C )

RIGHT OF 0.593 0
ABOVE 0.405 0.017
LEFT OF 0 0.989
BELOW 0 0.012

(d) Relations spatiales directionnelles
entre les objets de (b).

RIGHT 0(A; C ) RIGHT (A; C )

(a) 0.204 0.322
(b) 0.204 0.

(e) Inf¶erence de la relationRIGHT OF .

Fig. 3.12 { Inf¶erence dans le cas oµu l'information m¶etrique est indispensable.

dans le premier cas.

Pour valider les r¶esultats obtenus, nous avons test¶e aussi les cas extrêmes oµu les
relations sont transitives (Tab. 3.5-a) (la même relation est complµetement v¶eri¯¶ee
pour les deux couples). Nous avons estim¶e les quatre relations spatiales de base, ce qui
correspond µa changer la relation spatiale v¶eri¯¶ee et estimer la relationRIGHT OF . Les
r¶esultats obtenus sont corrects, ils correspondent exactement aux r¶esultats souhait¶es.
Dans le cas oµu l'on a deux relations di®¶erentes qui sont v¶eri¯¶ees (Tab. 3.5-b),le r¶esultat
du r¶eseau correspond µa la bissectrice des deux directions (le r¶esultat de l'inf¶erence sur
les deux directions est identique, les autres relations sont non v¶eri¯¶ees).

3.7 Conclusion

Nous avons pr¶esent¶e dans ce chapitre une m¶ethode d'inf¶erence des relations spa-
tiales directionnelles en utilisant uniquement les degr¶es des quatre relations spatiales
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rel (A; B ) rel (B; C ) rel (A; C ) rel 0(A; B )

RIGHT OF 1 1 1 0.999
ABOVE 0 0 0 0
LEFT OF 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0

(a)

rel (A; B ) rel (B; C ) rel 0(A; C )

RIGHT OF 1 0 0.728
ABOVE 0 1 0.728
LEFT OF 0 0 0
BELOW 0 0 0

(b)

Tab. 3.5 { Inf¶erence dans les cas extrêmes.

directionnelles de base. Nous avons utilis¶e un r¶eseau d'agr¶egation °oue [KRIS-92a,
KRIS-92b] pour d¶eterminer les rµegles d'inf¶erences. Nous avons apport¶e une modi¯ca-
tion µa l'algorithme d'apprentissage propos¶e par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a] pour
assurer la convergence de l'algorithme d'apprentissage. Dans le cas de l'apprentis-
sage des paramµetres d'un r¶eseau complexe, nous avons choisi d'utiliser des algorithmes
¶evolutifs fond¶es sur les algorithmes d'estimation de distributions [LARR-01]. Ces al-
gorithmes sont moins sensibles aux problµemes des minima locaux.

Comme c'¶etait pr¶evu, les r¶esultats obtenus en utilisant le r¶eseau d'agr¶egation sont
proches du calcul direct, sauf dans le cas oµu l'information de distance est importante.
Dans un tel cas, l'être humain essaye de voir d'autres possibilit¶es pour avoir plus d'in-
formations sur la position relative de l'objetC par rapport µa A. Par exemple, on peut
utiliser un autre objet interm¶ediaireB .

Il est possible d'am¶eliorer la qualit¶e des r¶esultats obtenus en e®ectuant une s¶election
des objets interm¶ediairesB µa utiliser en fonction de leurs positions relatives par rapport
aux deux objetsA et C. Cela implique une ¶etude sur les erreurs d'estimations obtenues
en exploitant une possibilit¶e d'inf¶erence. Pour cela, nous nous sommes lanc¶es dans une
¶etude th¶eorique du problµeme d'inf¶erence que nous pr¶esentons au prochain chapitre.
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Chapitre 4

¶Etude probabiliste du problµeme
d'inf¶erence des relations spatiales
directionnelles

Dans cette partie, nous allons aborder le problµeme d'inf¶erence des relations spatiales
par une approche probabiliste. Puisque la plus grande partie des m¶ethodes de repr¶e-
sentation des relations spatiales directionnelles utilisent les relations spatiales entre les
di®¶erents points des deux objets pour repr¶esenter celles entre les objets, nous allons
traiter en premier le problµeme d'inf¶erence dans le cas des points.

Nous pr¶esentons au d¶ebut les r¶esultats obtenus dans le cas d'une distribution uni-
forme des points µa l'int¶erieur d'un disque [DEHA-01] en essayant de faire la di®¶erence
entre les r¶esultats valables pour n'importe quelle distribution de points, de ceux li¶es
µa cette contrainte. Nous pr¶esentons ensuite dans la section 4.6 une extension de ces
r¶esultats dans le cas d'une fenêtre carr¶ee. Dans la section 4.7, nous ¶etudions le cas
d'une distribution quelconque des points dans le plan avec une application sur une dis-
tribution gaussienne. Tous les r¶esultats th¶eoriques ont ¶et¶e compar¶es avec ceux obtenus
par une simulation num¶erique. En¯n dans la section 4.8, nous pr¶esentons l'applica-
tion des r¶esultats obtenus pour l'inf¶erence dans le cadre d'une d¶ecision bay¶esienne. Le
traitement des r¶egions est pr¶esent¶e dans la section 4.9.

4.1 Hypothµeses et notations

On peut voir le problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles entre
des points comme l'¶etude des relations spatiales entre deux pointsA et C sachant les
relations spatiales directionnelles entreA et un autre point B et les relations entreB

et C. En pratique on veut r¶epondre µa la question suivante : \oµu se trouve le pointC

par rapport au point A, sachant qu'il est dans telle direction par rapport au pointB
lui-même situ¶e dans une direction connue par rapport µaA". A¯n d'all¶eger les formules
¶enonc¶ees nous allons utiliser un certain nombre de notations et d'hypothµeses :
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{ L'espaceE est r¶eduit au plan muni du repµere orthonorm¶e(O;
¡!
i ;

¡!
j ).

{ Chaque pointn du plan sera repr¶esent¶e par ces coordonn¶ees cart¶esiennes(xn ; yn )

dans le repµere orthonorm¶e(O;
¡!
i ;

¡!
j ) ou bien par ses coordonn¶ees polaires(r n ; £ n )

d¶e¯nies par :
(

xn = r n cos(£n )
yn = r n sin(£ n )

tel que : r n 2 [0; + 1 [; £ n 2 [¡ ¼; ¼[ (4.1)

{ Pour simpli¯er les formules, on va utiliser la notation [y § z] pour repr¶esenter
l'intervalle [y ¡ z; y + z].

{ On suppose que la distribution des pointsn suit une loi uniforme sur l'espace
r¶eduit µa un disqueD de centreO et de rayonR :

P(r n 2 [r § dr=2]; £ n 2 [µ § dµ=2])rdrdµ =

(
1

¼R2 rdrdµ si 0 · r · R
0 sinon.

(4.2)

D'autres distributions seront ¶etudi¶ees dans la suite (sections 4.6 et 4.7).

{ L'angle £ n 1 n 2 repr¶esente l'angle existant entre le vecteur¡!
i du repµere orthonorm¶e

et le vecteur ¡¡!n1n2 d¶e¯ni par les deux pointsn1 et n2.

{ On suppose que le point A est plac¶e µa l'origine (A=O).

{ On d¶e¯nit deux variables al¶eatoires continues bidimensionnellesB = ( Rb; £ b) et
C = ( Rc; £ c) repr¶esentant respectivement les coordonn¶ees polaires dans le plan
des deux pointsB et C.

{ On d¶e¯nit les trois variables al¶eatoires continues®, ¯ et ° repr¶esentant respecti-
vement les trois angles£ AB , £ BC et £ AC . Ces trois angles permettent de d¶ecrire
la position relative des trois pointsA, B et C l'un par rapport µa l'autre. Dans
le cas du traitement de la position relative des points, si les relations spatiales
°oues sont bien choisies, l'angle£ AB peut être d¶etermin¶e directement µa partir
du quadruplet (RIGHT (A; B ),ABOVE (A; B ),LEFT (A; B ),BELOW (A; B )) (paragraphe
1.3). Ceci nous permet d'utiliser directement les angles µa la place des degr¶es
d'estimation des quatre relations spatiales directionnelles de base.

{ A¯n d'all¶eger les formules nous allons utiliser des symboles pour repr¶esenter des
¶ev¶enements, par exemple on utilisera l'¶ev¶enementB pour d¶esigner le fait que le
point B est situ¶e µa l'int¶erieur de la surface d¶e¯nie parRb 2 [r b§ drb] et £ b 2 [µb§ dµb] :

P(B) = P(B 2 ([r b § drb]; [µb § dµb])) (4.3)

De la même maniµere, l'¶ev¶enementC va nous permettre de d¶esigner le fait que le
point C est situ¶e µa l'int¶erieur de la surface d¶e¯nie parRc 2 [r c§ drc] et £ c 2 [µc§ dµc] :
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P(C) = P(C 2 ([r c § drc]; [µc § dµc])) (4.4)

On utilisera aussi l'¶ev¶enement®e pour dire que le pointB est dans la direction®

µa d® prµes par rapport au pointA (i.e. ® 2 [®§ d®]). De même, les ¶ev¶enements¯ e

et ° e vont repr¶esenter respectivement les ¶ev¶enements¯ 2 [¯ § d¯ ] et ° 2 [° § d° ].

{ On utilisera les ¶el¶ements di®¶erentielsdB et dC pour noter les ¶el¶ements di®¶erentiels
r bdrbdµb et r cdrcdµc.

4.2 Inf¶erence des relations spatiales directionnelles :
¶evaluation de P(C=®e; ¯ e)

A¯n de pouvoir ¶etudier les relations spatiales entre les deux pointsA et C, sachant
les relations qui les relient µa un autre pointB , on va d¶eterminer la loi de distribution
des pointsC dans le plan conditionn¶ee par les ¶ev¶enements®e (B est dans la direction
® par rapport au point A), ¯ e (C est dans la direction¯ par rapport au point B ) et
l'hypothµese que le pointA est plac¶e µa l'origine du repµere. Dans toutes les formules
l'hypothµese (A = O) n'est pas report¶ee mais il faut se rappeler que toutes nos formules
sont conditionn¶ees par cette hypothµese. Dans un premier temps, on va supposer que
¯ 6= ® + k¼, (k 2 Z ) qui est un cas particulier que nous aborderons µa la ¯n. On va
d¶eterminer en premier l'ensemble de d¶e¯nition de cette probabilit¶e.

4.2.1 Support de la loi de probabilit¶e P(C=®e; ¯ e)

Si on examine la d¶e¯nition des ¶ev¶enements®e et ¯ e, on peut voir que siB est dans
la direction ® par rapport au point A alors B appartient au secteur angulaireSA;® (Fig.
4.1-a) d¶e¯ni par :

SA;® = f n(r n ; £ n ) 2 E : £ n 2 [®§ d®]g

De même, siC est dans la direction¯ par rapport au point B alors C appartient
au secteur angulaireSB;¯ (Fig. 4.1-a) d¶e¯ni par :

SB;¯ = f n 2 E : £ Bn 2 [¯ § d¯ ]g

Le domaineSB;¯ d¶ecrit un secteur angulaireD®;¯ quand B d¶ecrit l'ensemble des
points de l'ensembleSA;® (Fig. 4.1). Ce secteur prend quatre formes di®¶erentes suivant
la valeur de la di®¶erencē ¡ ®. Nous avons regroup¶e ces formes en deux classes (les
deux premiµeres ¶equations correspondent au premier cas et les deux suivantes au second
cas) :
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D®;¯ =

8
>>>><

>>>>:

1er cas :

(
J®; ¯ K1 si ¯ ¡ ® 2 [2k¼;(2k + 1) ¼] et (® < ¯ ) et (k ¸ 0)
J®; ¯ + 2¼K si ¯ ¡ ® 2 [2k¼;(2k + 1) ¼] et (® > ¯ ) et (k · 0)

2µemecas :

(
J̄ ; ® K si ¯ ¡ ® 2 [(2k + 1) ¼;(2k + 2) ¼] et (¯ < ® ) et (k · 0)
J̄ ; ® + 2¼K si ¯ ¡ ® 2 [(2k + 1) ¼;(2k + 2) ¼] et (¯ > ® ) et (k ¸ 0)

(4.5)

(a) D¶e¯nition du domaine SA;® et SB;¯

(1er cas).
(b) Support de la loi de probabilit¶e

P(C=®e; ¯ e) (1er cas).

(c) Domaine SA;® et SB;¯ (2µeme cas).
(d) Support de la loi de probabilit¶e

P(C=®e; ¯ e) (2µeme cas).

Fig. 4.1 { Les di®¶erents cas du supportD®;¯ de la loi de probabilit¶eP(C=®e; ¯ e).

1Ja; bK: repr¶esente le secteur angulaireS = f n(r n ; £ n ) = a · £ n · bg
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Les deuxiµeme et quatriµeme ¶equations sont dues au problµeme de la p¶eriodicit¶e des
domaines angulaires. Il su±t de remplacer̄ par ¯ ¡ 2¼ (qui repr¶esente la même direc-
tion que ¯ ) dans la premiµere ¶equation pour obtenir la deuxiµeme ¶equation. Comme¯

est inf¶erieur µa®, le domaineJ®; ¯ Kn'est pas un domaine acceptable, on rajoute dans ce
cas2¼µa ¯ a¯n d'obtenir un secteur angulaire correct. De la même fa»con, la quatriµeme
¶equation peut être d¶eduite de la troisiµeme ¶equation en rempla»cant¯ par ¯ + 2¼. En
r¶esum¶e, si on suppose que l'angle¯ est exprim¶e dans l'intervalle[®; ®+ 2¼] (on rajoute
un multiple de 2¼a¯n de satisfaire cette proposition), on peut regrouper les deux pre-
miµeres ¶equations et les deux derniµeres ¶equations, dans le premier cas le domaine est
D®;¯ est repr¶esent¶e par le domaineJ®; ¯ K (Fig.4.1-a), dans l'autre cas le domaine est
D®;¯ = J̄ ; ® + 2¼K (Fig.4.1-d).

Dans la suite, on va se limiter au premier cas (i.e.D®;¯ = J®; ¯ K). L'autre cas peut
être d¶eduit par sym¶etrie du premier cas.

Dans tous les cas, on a :

P(C=®e; ¯ e) = 0 si C 62D®;¯ (4.6)

Dans la suite, on va donc se limiter au domaineD®;¯ pour ¶evaluerP(C=®e; ¯ e).

4.2.2 ¶Evaluation de P(C=®e; ¯ e)

D'aprµes la d¶e¯nition d'une loi de probabilit¶e conditionnelle, l'¶evaluation deP(C=®e; ¯ e)

va d¶ependre des deux probabilit¶esP(C; ®e; ¯ e) et P(®e; ¯ e). On commence par ¶evaluer la
loi de probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e).

La loi de probabilit¶e P(®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee µa partir de la marginalisation de la loi
de probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) par rapport µa l'¶ev¶enementC :

P(®e; ¯ e) =
Z

D ®;¯

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.7)

Du fait que l'¶ev¶enement̄ e met en relation la position du pointC et celle du point
B , on introduit l'¶ev¶enementB dans l'expression deP(C; ®e; ¯ e).

P(C; ®e; ¯ e) =
Z

E

P(C; ®e; ¯ e; B)dB (4.8)

La distribution P(C; ®e; ¯ e; B) peut être ¶ecrite sous forme d'un produit de probabilit¶es
conditionnelles en utilisant la d¶e¯nition d'une loi de probabilit¶e conjointe :

P(C; ®e; ¯ e; B) = P(¯ e=B; C; ®e)P(®e=B; C)P(B; C) (4.9)

En rempla»cant dans l'¶equation 4.8 :
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P(C; ®e; ¯ e) =
Z

E

P(¯ e=B; C; ®e)P(®e=B; C)P(B; C)dB (4.10)

La position deB par rapport µa A est ind¶ependante de la position deC, on a donc :

P(®e=B; C) = P(®e=B) =
½

1 si B 2 SA;®

0 sinon.
(4.11)

De ce fait, l'int¶egrale de l'¶equation 4.10 est r¶eduite µa l'ensembleSA;® .

P(C; ®e; ¯ e) =
Z

SA ;®

P(¯ e=B; C; ®e)P(B; C)dB (4.12)

Les positions des pointsB et C ¶etant ind¶ependantes, on a donc :

P(B; C) = P(B)P(C) (4.13)

et l'¶equation 4.12 devient :

P(C; ®e; ¯ e) =
Z

SA ;®

P(¯ e=B; C; ®e)P(B)P(C)dB (4.14)

La probabilit¶e P(C) est ind¶ependante des variables d'int¶egration d¶e¯nies pardB

donc :

P(C; ®e; ¯ e) = P(C)
Z

SA ;®

P(¯ e=B; C; ®e)P(B)dB (4.15)

D'aprµes la d¶e¯nition de l'¶ev¶enement̄ e :

P(¯ e=B; C; ®e) =

(
1 si C 2 SB;¯

0 sinon.
(4.16)

Mais si on examine l'int¶egrale de l'¶equation 4.15, celle-ci d¶epend de la position du
point B dans le plan. A¯n de pouvoir exploiter l'¶equation pr¶ec¶edente, on va inverser
les relations spatiales. Si le pointC est dans la direction̄ par rapport au point B alors
le point B est dans la direction¯ ¡ ¼ par rapport au point C (Fig. 4.2).

P(¯ e=B; C; ®e) =

(
1 si B 2 SC;¯ ¡ ¼

0 sinon.
(4.17)

L'int¶egrale de l'¶equation 4.15 devient :

P(C; ®e; ¯ e) = P(C)
Z

SA;® \ SC;¯ ¡ ¼

P(B)dB (4.18)
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Remarque :

Toutes les ¶equations pr¶esent¶ees jusqu'ici sont valides pour n'importe quelle distri-
bution de points ind¶ependants dans le plan.

Du fait que la distribution des points suit une loi uniforme sur le disqueD, les
probabilit¶es P(B) et P(C) sont constantes et peuvent être factoris¶ees pour l'int¶egrale de
l'¶equation 4.18.

En rempla»cant la valeur des probabilit¶esP(B) et P(C) dans l'¶equation 4.18 :

P(B) = P(C) =
1

¼R2 = K

P(C; ®e; ¯ e) = K 2
Z

SA;® \ SC;¯ ¡ ¼

dB (4.19)

Fig. 4.2 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼.

La probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) est proportionnelle µa la surface du secteur½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼

qui est donn¶ee par la formule suivante (cf d¶emonstration en annexe B) :

j½j = 2 r 2
c

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

(4.20)

Donc :

101
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P(C; ®e; ¯ e) = 2 r 2
c K 2 cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)

3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )
(4.21)

La limitation du plan µa un disque impose une r¶eduction du supportD®;¯ de la
probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) µa un secteur angulaire de rayonR. Cette nouvelle contrainte in-
troduit une nouvelle forme particuliµere du supportD®;¯ dans le cas oµu(¯ ¡ ®) > ¼=2. Ce
domaine prend deux formes di®¶erentes pour chaque cas de l'¶equation 4.5 comme illus-
tr¶e sur la ¯gure 4.3. On donne les deux formes pour le premier cas i.e. pourD®;¯ = J®; ¯ K

ou D®;¯ = J®; ¯ + 2¼K les autres sont similaires et s'obtiennent par sym¶etrie.

Dans le cas oµu(¯ ¡ ®) > ¼=2, il existe une partie du secteur angulaireD®;¯ pour
laquelle les pointsB correspondant sont µa l'ext¶erieur du cercle, en cons¶equence la pro-
babilit¶e P(C; ®e; ¯ e) vaut 0 dans cette partie (Fig. 4.3-c,4.3-d) :

{ Si (¯ ¡ ®) 2 ]2k¼; ¼=2 + 2k¼], D®;¯ est un secteur angulaire complet.

{ Si (¯ ¡ ®) 2 [¼=2 + 2k¼;(2k + 1) ¼[, D®;¯ peut être d¶ecompos¶e en un secteur angulaire
complet (pour µ 2 [2¯ ¡ ®¡ ¼; ¯]) et un triangle (pour µ 2 [®;2¯ ¡ ®¡ ¼]).

L'angle (2¯ ¡ ®¡ ¼) repr¶esente la coordonn¶ee angulaire du pointF (Fig. 4.3-d) issue
de l'intersection de la frontiµere du disque de rayonR et la droite d¶e¯nie par une pente
¶egale µatan(¯ ) et passant par le point(R; ®). La droite (AF ) repr¶esente la frontiµere entre
les deux secteurs.

Nous pouvons maintenant reporter la valeur deP(C; ®e; ¯ e) (Eq. 4.21) dans l'Eq. 4.7
pour ¶evaluer la probabilit¶eP(®e; ¯ e). Dans le cas oµu(¯ ¡ ®) 2 [2k¼; ¼=2 + 2k¼], le secteur
D®;¯ est un secteur angulaire complet, alors :

P(®e; ¯ e) =
Z̄

®

RZ

0

2K 2 cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

r 3
c drcdµc

P(®e; ¯ e) =
(®¡ ¯ ) cos(®¡ ¯ ) ¡ sin(®¡ ¯ )

2¼2 (sin(3®¡ 3¯ ) ¡ 3 sin(®¡ ¯ ))
(4.22)

Dans le cas oµu(¯ ¡ ®) 2 [¼=2 + 2k¼; ¼+ 2k¼], le secteurD®;¯ peut être d¶ecompos¶e en
deux parties (Fig. 4.4), une partie triangulaire¢ pour les angles° 2 [®;2¯ ¡ ®¡ ¼] dans
laquelle r c varie entre 0 et R sin( ¯ ¡ ®)

sin( ¯ ¡ ° ) . L'autre partie est un secteur angulaire complet
D2¯ ¡ ®¡ ¼;¯ .

P(®e; ¯ e) =
Z

¢

P(C; ®e; ¯ e)dC +
Z

D 2¯ ¡ ® ¡ ¼;¯

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.23)

Si on ¶evalue chaque terme µa part on obtient :
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4.2 Inf¶erence des relations spatiales directionnelles : ¶evaluation deP(C=®e; ¯ e)

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.3 { D¶e¯nition du domaine D®;¯ .

Z

¢

P(C; ®e; ¯ e)dC =

2¯ ¡ ®¡ ¼Z

®

R sin( ¯ ¡ ® )
sin( ¯ ¡ µc )Z

0

2K 2 cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

r 3
c drc dµc

Z

¢

P(C; ®e; ¯ e)dC =
5 sin(®¡ ¯ ) + sin(3 ®¡ 3¯ ) ¡ 3 sin(5®¡ 5¯ ) + sin(7 ®¡ 7¯ )

8¼2 (10 sin(®¡ ¯ ) ¡ 5 sin(3®¡ 3¯ ) + sin(5 ®¡ 5¯ ))
(4.24)
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Fig. 4.4 { D¶ecomposition du domaineD®;¯ en deux domaines¢ et D2¯ ¡ ®¡ ¼ dans le
cas oµu¼=2 < ¯ ¡ ® < ¼.

Z

D 2¯ ¡ ® ¡ ¼;¯

P(C; ®e; ¯ e)dC =
Z̄

2¯ ¡ ®¡ ¼

RZ

0

2K 2 cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

r 3
c drc dµc

Z

D 2¯ ¡ ® ¡ ¼;¯

P(C; ®e; ¯ e)dC =
2(¯ ¡ ®¡ ¼) cos(®¡ ¯ ) ¡ sin(®¡ ¯ ) + sin(3 ®¡ 3¯ )

4¼2 (sin(3®¡ 3¯ ) ¡ 3 sin(®¡ ¯ ))
(4.25)

Donc :

P(®e; ¯ e) =
5 sin(®¡ ¯ ) + sin(3 ®¡ 3¯ ) ¡ 3 sin(5®¡ 5¯ ) + sin(7 ®¡ 7¯ )

8¼2 (10 sin(®¡ ¯ ) ¡ 5 sin(3®¡ 3¯ ) + sin(5 ®¡ 5¯ ))

+
2(¯ ¡ ®¡ ¼) cos(®¡ ¯ ) ¡ sin(®¡ ¯ ) + sin(3 ®¡ 3¯ )

4¼2 (sin(3®¡ 3¯ ) ¡ 3 sin(®¡ ¯ ))
(4.26)

On peut remarquer que la probabilit¶eP(®e; ¯ e) d¶epend entiµerement dans les deux
cas de la di®¶erencē ¡ ®. Ce r¶esultat ¶etait pr¶evisible car nous avons r¶eduit le plan µa
un disque qui est invariant par rotation. On aurait pu ¯xer ® = 0 lors du choix des
hypothµeses. A¯n d'all¶eger les formules, on poseª = ¯ ¡ ® :

P(®e; ¯ e) =

(
sin(ª) ¡ ª cos(ª)

2¼2 (3 sin(ª) ¡ sin(3ª)) si 0 < ª · ¼=2
3 sin(5ª) ¡ 5 sin(ª) ¡ sin(3ª) ¡ sin(7ª)

8¼2 (5 sin(3ª) ¡ 10 sin(ª) ¡ sin(5ª)) + 2(ª ¡ ¼) cos(ª)+sin(ª) ¡ sin(3ª)
4¼2 (3 sin(ª) ¡ sin(3ª)) si ¼=2 · ª < ¼

(4.27)

Si on calcule les limites deP(®e; ¯ e) quand Ã tend vers ¼
2 , on trouve que la fonction

est continue en¼
2 :

lim
Ã

<
! ¼

2

P(®e; ¯ e) = lim
Ã

>
! ¼

2

P(®e; ¯ e) =
1

8¼2 (4.28)
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Si on calcule l'int¶egrale de la probabilit¶eP(®e; ¯ e), on v¶eri¯e bien la condition de
normalisation d'une loi de distribution de probabilit¶e :

2¼Z

0

2¼Z

0

P(®; ¯ )d¯d® = 1 (4.29)

Fig. 4.5 { La probabilit¶e P(®; ¯ ) en fonction deª = ¯ ¡ ®.

Pour simpli¯er les notations qui suivent, on poseK 1 = 2K 2

P (®e ;¯ e ) qui prend deux
formes di®¶erentes suivant qu'on est dans le cas(¯ ¡ ®) 2 [2k¼; ¼=2 + 2k¼] ou le cas
(¯ ¡ ®) 2 [¼=2 + 2k¼; ¼+ 2k¼]. La probabilit¶e P(C=®e; ¯ e) s'exprime donc :

P(C=®e; ¯ e) =

(
K 1r 2

c
cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc )
3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ ) si C 2 D®;¯

0 sinon.
(4.30)

4.2.3 Discussion

Si on examine la ¯gure 4.5, on peut voir que la probabilit¶e d'avoir les deux ¶ev¶ene-
ments ®e (le point B est dans la direction® par rapport au point A) et ¯ e (le point
C est dans la direction¯ par rapport au point A) d¶epend entiµerement de la di®¶erence
ª = ¯ ¡ ®. Cette probabilit¶e est une fonction croissante sur le domaineÃ =]0 ; ¼[, et par
sym¶etrie elle est d¶ecroissante sur le domaineÃ =] ¡ ¼;0[.

Comme on peut le constater sur la ¯gure 4.6, la probabilit¶e pour que le pointC

soit µa l'ext¶erieur du domaineD®;¯ est nulle. On peut voir la di®¶erence de la forme de ce
secteur dans les deux cas(¯ ¡ ®) 2]2k¼; ¼=2+2k¼] (Fig. 4.6-a) et (¯ ¡ ®) 2 [¼=2+2k¼; ¼+2k¼[

(Fig. 4.6-b, Fig. 4.6-c).
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(a) Repr¶esentation dans
le plan de

P(C=®= ¼=6; ¯ = 2¼=3)

(b) Repr¶esentation dans
le plan de

P(C=®= ¼=6; ¯ = 5¼=6)

(c) Repr¶esentation dans
le plan de

P(C=®= ¼=6; ¯ = ¼)

(d) Repr¶esentation
surfacique de

P(C=®= ¼=6; ¯ = 2¼=3)

(e) Repr¶esentation
surfacique de

P(C=®= ¼=6; ¯ = 5¼=6)

(f) Repr¶esentation
surfacique de

P(C=®= ¼=6; ¯ = ¼)

Fig. 4.6 { Exemples d'¶evaluation de la probabilit¶eP(C=®; ¯) (dans (a-c) noir=1,
blanc=0).

Pour le premier cas ((¯ ¡ ®) 2]2k¼; ¼=2 + 2k¼]), on peut voir que cette probabilit¶e est
croissante en fonction der c. Cela ¶etait pr¶evisible car si on examine l'¶equation 4.30, on
remarque que cette probabilit¶e d¶epend du paramµetrer 2

c . De ce fait, le maximum est
atteint sur la limite du domaine de d¶e¯nition.

La probabilit¶e P(C=®e; ¯ e) d¶epend aussi decos(®+ ¯ ¡ 2µc) (dans le premier cas(¯ ¡ ®) 2

[2k¼;(2k + 1) ¼] et (® < ¯ ) et (k ¸ 0), on a (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )) < 0). Comme cette
fonction atteint son maximum pour la valeur deµc = ®+ ¯

2 , on peut a±rmer que pour une
valeur der c ¯x¶ee, le maximum de la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e) est atteint sur la bissectrice
(µc = ®+ ¯

2 ). En r¶esum¶e, le maximum de la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e) est donn¶e par le point
situ¶e µa l'intersection du bord du disque et de la bissectrice (C0 =

³
R; ®+ ¯

2

´
) si ce point

appartient au support D®;¯ de la probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e).
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C0 2 D®;¯ )

(
(¯ ¡ ®) · ¼=2 Secteur angulaire complet

(¯ ¡ ®) > ¼=2 et
³

®+ ¯
2

´
¸ 2¯ ¡ ®¡ ¼ Secteur angulaire incomplet

(4.31)

)

(
(¯ ¡ ®) · ¼=2 Secteur angulaire complet
(¯ ¡ ®) > ¼=2 et (¯ ¡ ®) · 2¼=3 Secteur angulaire incomplet

(4.32)

) (¯ ¡ ®) · 2¼=3 (4.33)

On peut donc distinguer les deux cas suivants :

1. (¯ ¡ ®) 2 ]0 + 2k¼;2¼=3 + 2k¼] : dans ce cas, le maximum de la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e)

est donn¶e par le pointC0 car l'intersection de la bissectrice avec la frontiµere du
disque appartient au supportD®;¯ .

2. (¯ ¡ ®) 2 ]2¼=3 + 2k¼; ¼+ 2k¼[ : dans ce cas, le pointC0 est situ¶e µa l'ext¶erieur du
domaineD®;¯ . De ce fait le maximum de la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e) est donn¶e par
le point C1 (R; 2¯ ¡ ®¡ ¼) situ¶e µa l'intersection du bord du disque et de la frontiµere
des deux domaines¢ et D2¯ ¡ ®¡ ¼;¯ (la partie triangulaire et le secteur angulaire
complet du domaine de d¶e¯nition), ce point correspond µa la valeur maximale
possible pourr c.

4.3 ¶Evaluation de P(°e=®e; ¯ e)

Si on s'int¶eresse maintenant aux relations spatiales entre le pointC et le point A,
il faut calculer la loi de distribution de l'angle ° conditionn¶ee par les ¶ev¶enements®e et
¯ e (P(° e=®e; ¯ e)).

Sachant que l'¶ev¶enement° e est en relation avec la position du pointC par rapport
au point A, on va introduire l'¶ev¶enementC dans la formulation deP(° e=®e; ¯ e) :

P(° e=®e; ¯ e) =
Z

E

P(° e=C; ®e; ¯ e)P(C=®e; ¯ e)dC (4.34)

D'aprµes la d¶e¯nition de l'¶ev¶enement° e :

P(° e=C; ®e; ¯ e) =

(
1 si C 2 SA;° (µc = ° )
0 sinon

(4.35)

En cons¶equence, l'int¶egrale de l'¶equation 4.34 est r¶eduite au domaineSA;° :

P(° e=®e; ¯ e) =
Z

SA;°

P(C=®e; ¯ e)dC (4.36)

Comme la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e) est nulle µa l'ext¶erieur du domaineD®;¯ , l'int¶egrale
va être r¶eduite µa l'intersection deSA;° \ D®;¯ :
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P(° e=®e; ¯ e) =
Z

SA;° \ D ®;¯

P(C=®e; ¯ e)dC (4.37)

D'aprµes la d¶e¯nition du domaineD®;¯ , on peut distinguer deux cas correspondant
aux deux formes possibles de ce domaine :

1. Dans le cas d'un secteur angulaire complet ((¯ ¡ ®) 2 [2k¼; ¼=2 + 2k¼]) :

P(° e=®e; ¯ e) =

RZ

0

P(C=®e; ¯ e)rdr (4.38)

P(° e=®e; ¯ e) =

(
K 1

R 4

4
cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ ) si ® · ° · ¯

0 sinon
(4.39)

2. Dans le cas du secteur angulaire incomplet ((¯ ¡ ®) 2 [¼=2 + 2k¼; ¼+ 2k¼[), le rayon
du secteur angulaireSA;° \ D®;¯ varie en fonction de° . Dans le cas oµu ce secteur
est inclus dans le domaine¢ (® < ° < (2¯ ¡ ®¡ ¼)), le rayon est donn¶e par :

RSA;° \ D ®;¯ = R
sin(¯ ¡ ®)
sin(¯ ¡ ° )

(4.40)

Dans l'autre cas, (i.e.(2¯ ¡ ®¡ ¼) · ° · ¯ ), ce rayon est ¶egal µaR et on obtient la
même formule que celle obtenue dans le cas du secteur angulaire complet.

P(° e=®e; ¯ e) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

R sin( ¯ ¡ ® )
sin( ¯ ¡ ° )R

0
P(C=®e; ¯ e)rdr si ® · ° · 2¯ ¡ ®¡ ¼

RR

0
P(C=®e; ¯ e)rdr si 2¯ ¡ ®¡ ¼· ° · ¯

0 sinon

(4.41)

P(° e=®e; ¯ e) =

8
>><

>>:

K 1
(R sin( ¯ ¡ ® )

sin( ¯ ¡ ° ) )4

4
cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ ) si ® · ° · 2¯ ¡ ®¡ ¼

K 1
R 4

4
cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ ) si 2¯ ¡ ®¡ ¼· ° · ¯

0 sinon

(4.42)

Discussion

Si on examine les formules 4.39 et 4.42, on remarque que la distribution de proba-
bilit¶e P(° e=®e; ¯ e) est ind¶ependante du paramµetreR qui repr¶esente le rayon du disque
puisqueK 1 est proportionnel µa1=R4 et P(° e=®e; ¯ e) est proportionnel µaK 1R4.

Dans le cas du secteur angulaire complet, la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) (Eq. 4.39) d¶e-
pend de la valeur decos(® + ¯ ¡ 2° ). De ce fait, le maximum de cette probabilit¶e est

108



4.4 Les cas particuliers :̄ = ®+ k¼(k 2 Z)

(a) P(° e=®= ¼=6; ¯ = 2¼=3) (b) P(° e=®= ¼=6; ¯ = 5¼=6) (c) P(° e=®= ¼=6; ¯ = ¼)

Fig. 4.7 { Exemples d'¶evaluation de la probabilit¶eP(°e=®e; ¯ e) en fonction de° 2
] ¡ ¼; ¼[.

donn¶e pour la valeur de° = ®+ ¯
2 .

Dans le cas du secteur angulaire incomplet, la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) (Eq. 4.42)
d¶epend aussi de la valeursin( ¯ ¡ ®)

sin( ¯ ¡ ° ) qui est inf¶erieure ou ¶egale µa1 pour ° 2 [®;2¯ ¡ ®¡ ¼].
Cette fonction prend la valeur maximale1 pour ° = ® ou ° = 2 ¯ ¡ ®¡ ¼. En cons¶equence,
on peut distinguer deux cas possibles :

1. Si ®+ ¯
2 ¸ (2¯ ¡ ® ¡ ¼) alors (¯ ¡ ®) 2 [¼=2 + 2k¼;2¼=3 + 2k¼] : le maximum de la

probabilit¶e P(° e=®e; ¯ e) est obtenu pour° = ®+ ¯
2 .

2. Dans l'autre cas le maximum de la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) est atteint pour ° =

(2¯ ¡ ®¡ ¼).

4.4 Les cas particuliers : ¯ = ®+ k¼(k 2 Z)

4.4.1 ¯ = ®+ 2k¼(k 2 Z)

Fig. 4.8 { D¶e¯nition du domaine ½pour ¯ = ®+ 2k¼.

Si le point B est dans la direction® par rapport au point A et le point C est dans
la direction ® par rapport au point B , alors le point C est forc¶ement dans la direction
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® par rapport au point A. Dans ce cas le supportD®;¯ de la probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e)

sera limit¶e au secteurSA;® . Si on garde les mêmes notations que pour les autres cas,
la probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) d¶epend de la surface du domaine½(Fig. 4.8) donn¶ee par (cf.
d¶emonstration en annexe B) :

j½j =
r 2

c

4
(4.43)

De ce fait,

P(C; ®e; ¯ e) =
K 2r 2

c

4
(4.44)

L'int¶egrale de cette probabilit¶e sur le domaineSA;® donne la valeur deP(®e; ¯ e) :

P(®e; ¯ e) =

RZ

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrc

P(®e; ¯ e) =
1

16¼2 (4.45)

A partir des ¶equations 4.44 et 4.45, on d¶eduit :

P(C=®e; ¯ e) =

(
4r 2

c
R 4 si C 2 SA;®

0 sinon.
(4.46)

P(° e=®e; ¯ e) =

(
1 si ° = ®+ 2k¼
0 sinon.

(4.47)

4.4.2 ¯ = ®+ ¼+ 2k¼(k 2 Z)

Fig. 4.9 { D¶e¯nition du domaine ½pour ¯ = ®+ ¼+ 2k¼.

Si le point B est dans la direction® par rapport au point A et le point C est
dans la direction ® + ¼ par rapport au point B , alors le point C peut être dans la
direction ® par rapport au point A s'il est situ¶e entre les deux pointsA et B , sinon il
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est dans la direction® + ¼ par rapport au point A. Dans ce cas le supportD®;¯ de la
probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) est d¶e¯ni par SA;® [ SA;® + ¼. Si on garde les mêmes notations que
pour les autres cas, la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) d¶epend de la surface du domaine½(Fig.
4.9) donn¶ee par (cf. d¶emonstration en annexe B) :

j½j =

(
(R ¡ r c )2

2 dµ si C 2 SA;®
R 2

2 dµ si C 2 SA;® + ¼
(4.48)

De ce fait,

P(C; ®e; ¯ e) =

8
><

>:

K 2 (R ¡ r c )2

2 si C 2 SA;®
K 2 R 2

2 si C 2 SA;® + ¼

0 sinon

(4.49)

Pour ¶evaluerP(®e; ¯ e), il faut int¶egrer la loi de probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) sur le domaine
D®;¯ :

P(®e; ¯ e) =

RZ

0

µ
K 2(R ¡ r c)2

2
+

K 2R2

2

¶
r cdrc

P(®e; ¯ e) =
7

24¼2 (4.50)

A partir des deux ¶equations 4.49 et 4.50, on peut ¶evaluer les deux probabilit¶es
P(C=®e; ¯ e) et P(° e=; ®e; ¯ e).

P(C=®e; ¯ e) =

8
><

>:

12( R ¡ r c )2

7R 4 si C 2 SA;®
12

7R 2 si C 2 SA;® + ¼

0 sinon.

(4.51)

P(° e=®e; ¯ e) =

8
><

>:

1=7 si ° = ®+ 2k¼
6=7 si ° = ®+ ¼+ 2k¼
0 sinon.

(4.52)

4.5 Discussion

Pour valider les r¶esultats obtenus, nous avons e®ectu¶e une simulation num¶erique
pour calculer la valeur deP(° e=®e; ¯ e) pour ° 2 [¡ ¼; ¼] et ¯ 2 [¡ ¼; ¼]. Pour cela nous
avons compar¶e le r¶esultat th¶eorique avec celui obtenu par une simulation num¶erique.
Nous allons traiter seulement le cas oµu® est ¶egal µa0 car les autres cas sont exactement
les mêmes µa une rotation prµes (cela est dû µa la d¶e¯nition de notre distribution de
probabilit¶e des points). Comme les cas abord¶es dans le paragraphe 4.2.1 d¶ependent de
la di®¶erencē ¡ ®, cette repr¶esentation est su±sante pour repr¶esenter tous les cas pos-
sibles. Le r¶esultat obtenu par un calcul direct deP(° e=®e; ¯ e) en utilisant les formules
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

(a) Le point B . (b) Le point C.

Fig. 4.10 { Histogramme des tirages al¶eatoires des pointsB et C.

Eq. 4.39 et Eq. 4.42 est donn¶e sur la ¯gure 4.11-a.

A¯n d'e®ectuer un tirage al¶eatoire uniforme des pointsB et C dans le disque de
rayon R, nous avons utilis¶e le g¶en¶erateur de nombres al¶eatoires de l'Ecuyer [ECUY-88,
WILL-92] dont la p¶eriode est sup¶erieure µa2£ 1018. Le tirage des points se fait µa l'int¶e-
rieur de la fenêtre carr¶ee de cot¶e2R et on rejette l'ensemble des points situ¶es µa l'ext¶e-
rieur du disque de rayonR. Sur la ¯gure 4.10, on peut voir que nos deux distributions
sont parfaitement uniformes sur un disque. Nous avons e®ectu¶e1010 tirages al¶eatoires
de points pour estimer la fonctionP(° e=®e; ¯ e). Comme la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) est
nulle partout sauf dans l'intervalle ]®; ¯ [ (ou ]¯; ® [ suivant les cas), nous avons pris un
pas d'¶echantillonnage di®¶erent pour le paramµetre° a¯n de ne pas avoir des problµemes
dans le cas oµū est proche de®. Le pas d'¶echantillonnage µa ¶et¶e ¯x¶e µa¼=300 pour les
paramµetres¯ et ®, et µa ¼=1200 pour ° , cette di®¶erence est due au fait que la loi de
probabilit¶e P(° e=®e; ¯ e) est non nulle entre0 et ¯ donc a¯n de pouvoir assurer au moins
quelques points sur la courbe quand̄ s'approche de0, on ¯xe le rapport entre le pas
d'¶echantillonnage de° et celui de ¯ µa 4 (cette limite est ¯x¶ee par la taille physique
de la m¶emoire). A cause d'un problµeme de lisibilit¶e de la ¯gure 4.11-b, nous avons r¶e-
duit ces pas d'¶echantillonnage pour̄ µa¼=25 et celui de° µa¼=200pour la repr¶esentation.

A¯n de pouvoir comparer les deux r¶esultats, nous avons repr¶esent¶e sur la ¯gure
4.11-b le r¶esultat de la simulation de la loi de probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e), et sur la ¯gure
4.11-c le maximum pour̄ constant de la di®¶erence en valeur absolue entre le calcul
analytique et la simulation. On peut remarquer que l'erreur est importante pour trois
valeurs qui correspondent au trois pics importants au voisinage de¡ ¼, 0 et + ¼ :

1. Au voisinage de0 : comme la r¶esolution du calcul pour° est beaucoup plus
importante que celle de® et ¯ , on obtient pour la simulation un lobe au voisi-
nage de z¶ero qui remplace le Dirac attendu(Fig. 4.12-a), ce ph¶enomµene disparâ³t
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4.5 Discussion

(a) la loi de probabilit¶e P(°=¯; ® = 0)

¶evalu¶ee µa partir des ¶equations 4.39, 4.42,
4.47 et 4.52

(b)La loi de probabilit¶e P0(°=¯; ® = 0)

obtenue par simulation num¶erique.

(c)
log10 (max° jP(°=¯; ® = 0) ¡ P0(°=¯; ® = 0) j).

(d)
max° jP(°=¯; ® = 0) ¡ P0(°=¯; ® = 0) j

au voisinage de0.

Fig. 4.11 { Comparaison entreP(°=¯; ® = 0) calcul¶ee directement et la simulation
num¶erique dans le cas d'une distribution uniforme des points µa l'int¶erieur d'un disque.

comme on peut le voir sur la ¯gure 4.11-d quand le pas d'¶echantillonnage est le
même pour les trois paramµetres. Malheureusement dans ce cas, on obtient des
erreurs plus importantes quand̄ = ®§ ² (² repr¶esente le pas d'¶echantillonnage).
Ce ph¶enomµene ¶etait pr¶evisible car dans ce cas la courbe n'est repr¶esent¶ee que
par 2 points.

2. Au voisinage de¡ ¼et ¼: cette erreur est due µa un problµeme d'arrondi. Comme la
r¶esolution de® et ¯ n'est pas trµes importante par rapport µa° , le calcul num¶erique
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

(a) Comparaison entreP(° e=¯ = 0 ; ® = 0)

calcul¶ee directement et la simulation.
(b) Comparaison entreP(° e=¯ = ¼; ®= 0)

calcul¶ee directement et la simulation.

(c) Comparaison entreP(° e=¯ = ¼; ®= 0)

calcul¶ee directement et la simulation au
voisinage de(° = 0) .

(d) Comparaison entreP(° e=¯ = ¼; ®= 0)

calcul¶ee directement et la simulation au
voisinage de(° = ¼).

Fig. 4.12 { Problµeme d'arrondi pour la simulation num¶erique lors du calcul de
P(°e=¯ = 0; ® = 0) et P(°e=¯ = ¼; ®= 0) .

de l'angle° donne deux valeurs di®¶erentes¡ ¼et ¼ (Fig. 4.12-b) qui repr¶esentent
exactement la même direction. Par cons¶equent, ces deux pics doivent être cumu-
l¶es dans un seul pic au voisinage de¼. Comme pour le premier cas(¯ = 0) , on
peut voir sur les deux ¯gures 4.12-c et 4.12-d que les deux pics au voisinage de
z¶ero et¼ ne sont pas des diracs car la r¶esolution de° est plus importante que
celle de® et ¯ .

Si on compare le r¶esultat de plusieurs courbes de la loiP(° e=®e; ¯ e) (Fig. 4.13) pour
¯ ¯x¶e, on peut voir que les r¶esultats sont proches et les deux courbes se superposent
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(a) ¯ = ¼=8 (b) ¯ = ¼=4

(c) ¯ = ¼=2 (d) ¯ = 2¼=3

(e) ¯ = 3¼=4 (f) ¯ = 5¼=6

Fig. 4.13 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(°e=¯ e; ® = 0) .
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trµes bien même dans le cas oµu¯ est proche de0 (Fig. 4.13-a) ou de¼ (Fig. 4.13-f).

Fig. 4.14 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(®e; ¯ e) pour ® = 0.

Si on s'int¶eresse maintenant µa la loiP(®e; ¯ e), on peut voir sur la ¯gure 4.14 que les
deux r¶esultats sont exactement les mêmes et que les deux courbes se superposent bien
sauf en0 et ¼. cette di®¶erence est li¶ee µa la discontinuit¶e de cette fonction en ces points.
Comme la simulation donne une moyenne sur un intervalle de longueur² = ¼=300, la
valeur de P(® = 0 ; ¯ = ¼) obtenue par simulation est sup¶erieure µa la valeur th¶eorique
car au voisinage de¼ la probabilit¶e P(®e; ¯ e) est sup¶erieure µa la valeur deP(®e; ¯ = ¼).
Cette di®¶erence est importante, ce qui explique que la courbe simul¶ee est discontinue.
Dans le cas de(¯ = 0) , cette di®¶erence n'est pas assez importante pour observer la
discontinuit¶e sur la courbe r¶esultat de la simulation num¶erique.

4.6 Cas d'une fenêtre carr¶ee

Fig. 4.15 { D¶e¯nition du domaine ½dans le cas d'une fenêtre carr¶ee.
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L'expression deP(C; ®e; ¯ e) d¶epend uniquement de la forme du domaine½qui repr¶e-
sente l'intersection des deux secteurs angulairesSC;¯ ¡ ¼ et SA;® . Pour tous les pointsC

appartenant au domaine de d¶e¯nition de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) (D®;¯ ), l'intersection
des deux secteurs angulaires repr¶esente la même forme du domaine½(Fig. 4.15) que
celle du cas de la distribution uniforme µa l'int¶erieur d'un cercle. En cons¶equence, le
passage µa une autre forme de fenêtre (par exemple carr¶ee ou rectangulaire) n'a aucune
incidence sur l'¶equation 4.21, que nous rappelons ici :

P(C; ®e; ¯ e) = 2 r 2
c K 2 cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)

3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )
(4.21)

La seule di®¶erence consiste µa modi¯er la constanteK qui repr¶esente la probabilit¶e
de distribution des points dans la fenêtre qui est di®¶erente dans ce cas. En supposant
que le côt¶e de la fenêtre carr¶ee a une longueur de2R, on a :

P(Rn 2 [r § dr ]; £ n 2 [µ § dµ])rdrdµ =

8
><

>:

1
(2R )2 rdrdµ si ¡ R · r cos(µ) · R

et ¡ R · r sin(µ) · R
0 sinon

(4.53)

ce qui signi¯e que :

K =
1

4R2 (4.54)

Le changement de la forme de la fenêtre entrâ³ne une modi¯cation de la forme du
support D®;¯ de la probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e). Cette modi¯cation implique des expressions
di®¶erentes pour les probabilit¶es suivantes :

{ la probabilit¶e P(®e; ¯ e) qui repr¶esente l'int¶egrale de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) sur
le domaineD®;¯ ,

{ la probabilit¶e P(C=®e; ¯ e) qui est ¶egale au rapport deP(C; ®e; ¯ e) sur P(®e; ¯ e),

{ la probabilit¶e P(° e=®e; ¯ e) qui repr¶esente l'int¶egrale de la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e)

sur le domaineSA;° \ D®;¯ .

Avant de commencer, on va ¶etudier les di®¶erents cas pour la d¶e¯nition du domaine
dans le cas d'une fenêtre carr¶ee de cot¶e2R. A¯n de r¶eduire le nombre de cas possibles,
on suppose que :

{ ® 2 [¡ ¼=4; ¼=4] : les autres cas peuvent être d¶eduits µa partir de celui-ci en utilisant
des rotations de¼=2.

{ ¯ 2 ]®; ®+ 2¼[ : si ce n'est pas le cas on rajoute ou on soustrait des multiples de
2¼.
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(a) (b) (c) (d) (e)

(f) (g) (h) (i) (j)

Fig. 4.16 { Les di®¶erentes formes possibles du domaineD®;¯ pour le cas d'une fenêtre
carr¶ee.

Les di®¶erents cas possibles dans le cas d'une fenêtre carr¶ee sont repr¶esent¶es sur la
¯gure 4.16. Cette classi¯cation µa ¶et¶e faite suivant le cas oµu le domaine est en contact
avec un ou deux bords de la fenêtre carr¶ee. On peut remarquer d¶ejµa que les cinq
derniers cas sont les sym¶etriques des cinq premiers cas. Par exemple, le cas (j) est
le cas sym¶etrique du (a), et (h) est le cas sym¶etrique du (c). Ces cinq derniers cas
correspondent au cas particulier(¯ ¡ ®) 2 [¼+ 2k¼;2¼+ 2k¼]. Dans la suite, on ne va
¶etudier que les cinq premiers cas.

4.6.1 Premier cas : ® < ¯ · ¼=4

Dans ce cas le support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) est repr¶esent¶e par le domaine
D1 (Fig. 4.17), les valeurs deP(®e; ¯ e) et P(° e=®e; ¯ e) sont donn¶ees par :

Fig. 4.17 { Support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) pour le cas® · ¯ · ¼=4.
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P(®e; ¯ e) =
Z

C 2 D 1

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.55)

P(° e=®e; ¯ e) =
Z

C 2 SA;° \ D 1

P(C=®e; ¯ e)dC (4.56)

Le rayon du secteur angulaireSA;° \ D1 est ¶egal µa (Fig. 4.17) :

RSA;° \ D 1 =
R

cos(° )

Aprµes l'¶evaluation des ¶equations 4.55 et 4.56, on obtient :

P(®e; ¯ e) =
Z̄

®

R= cos(µc )Z

0

2r 2
c K 2 cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)

3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )
r cdrcdµc (4.57)

P(®e; ¯ e) =
1

384 cos2(®) cos2(¯ )
(4.58)

P(° e=®e; ¯ e) =

R= cos(° )Z

0

2r 2
c K 2

P(®e; ¯ e)
cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

r cdrc (4.59)

P(° e=®e; ¯ e) =

(
1

32P (®e ;¯ e )
cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )

(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) cos 4 ( ° ) Si ® · ° · ¯

0 Sinon.
(4.60)

4.6.2 Deuxiµeme cas : ¼=4 · ¯ · ¼=2

Fig. 4.18 { Support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) pour le cas¼=4 · ¯ · ¼=2.

Dans ce cas le support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) se r¶esume µa l'union de deux
domainesD1 et D2 (Fig. 4.18), donc :

P(®e; ¯ e) =
Z

C 2 (D 1 [ D 2 )

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.61)

P(° e=®e; ¯ e) =
Z

C 2 SA;° \ (D 1 [ D 2 )

P(C=®e; ¯ e)dC (4.62)
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Le rayon du secteur angulaireSA;° \ (D1 [ D2) est donn¶e par (Fig. 4.18) :

RSA;° \ (D 1 [ D 2 ) =

(
R

cos(° ) si ® · ° · ¼=4
R

sin( ° ) si ¼=4 · ° · ¯

Aprµes l'¶evaluation des ¶equations 4.61 et 4.62 on obtient :

P(®e; ¯ e) =

¼=4Z

®

R= cos(µc )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc +
Z̄

¼=4

R= sin( µc )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc (4.63)

P(®e; ¯ e) =
cos2(®+ ¼=4) (8 sin(®¡ ¯ ) ¡ 4 sin(®+ ¯ ) + 4 cos(®+ ¯ ) + 4 cos(®¡ ¯ ))

192 cos2(®) (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))
+

cos(̄ + ¼=4)2 (8 sin(®¡ ¯ ) + 4 cos(®¡ ¯ ) ¡ 4 cos(®+ ¯ ) ¡ 4 sin(®+ ¯ ))
192 sin2(¯ ) (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))

(4.64)

P(° e=®e; ¯ e) =

8
>>>>><

>>>>>:

R= cos(° )R

0
P(C=®e; ¯ e)r cdrc si ® · ° · ¼=4

R= sin( ° )R

0
P(C=®e; ¯ e)r cdrc si ¼=4 · ° · ¯

0 Sinon.

(4.65)

P(° e=®e; ¯ e) =

8
><

>:

1
32P (®e ;¯ e )

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) cos 4 ( ° ) si ® · ° · ¼=4

1
32P (®e ;¯ e )

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) sin 4 ( ° ) si ¼=4 · ° · ¯

0 Sinon.

(4.66)

4.6.3 Troisiµeme cas : ¼=2 · ¯ · 3¼=4

Fig. 4.19 { Support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) pour le cas¼=2 · ¯ · 3¼=4.

Dans ce cas le support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) est limit¶e µa l'union des deux
domainesD1 et D2 (Fig. 4.19) tels queD1 = J®; ' K et D2 = J'; ¯ K. La di®¶erence par
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rapport au cas pr¶ec¶edent, c'est que les côt¶es du domaineD1 ne sont plus en contact
avec les frontiµeres de la fenêtre. L'angle' qui permet de d¶eterminer la frontiµere entre
les deux domainesD1 et D2 est donn¶e par l'expression :

' = arccotg
µ

cos(®) cos(̄ ) + sin( ¯ ¡ ®)
cos(®) sin(¯ )

¶
(4.67)

La probabilit¶e P(®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee µa partir de l'int¶egrale de la probabilit¶e
P(C; ®e; ¯ e) sur le domaineD = ( D1 [ D2) :

P(®e; ¯ e) =
Z

D

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.68)

De même, la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) sera calcul¶ee µa partir de l'int¶egrale de la probabilit¶e
P(C=®e; ¯ e) sur le domaineSA;° \ (D1 [ D2) :

P(° e=®e; ¯ e) =
Z

SA;° \ (D 1 [ D 2 )

P(C=®e; ¯ e)dC (4.69)

Le rayon du secteur angulaireSA;° \ (D1 [ D2) n'est pas constant, il sera di®¶erent
suivant les cas oµuSA;° ½ D1 ou SA;° ½ D2 :

RSA;° \ (D 1 [ D 2 ) =

(
R sin( ®¡ ¯ )

sin( ° ¡ ¯ ) cos( ®) si ® · ° · '
R

sin( ° ) si ' · ° · ¯

En rempla»cant dans les ¶equations 4.68 et 4.69, on obtient :

P(®e; ¯ e) =

'Z

®

R sin( ® ¡ ¯ )
sin( ° ¡ ¯ ) cos( ® )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc +
Z̄

'

R= sin( ° )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc (4.70)

=
sin2(' ¡ ®) sin2(' + ¯ )

128 cos4(®) (cos2(¯ ) ¡ cos2(' ))2 +

sin2(¯ ¡ ' ) (3 cos(®¡ ¯ ¡ ' ) ¡ cos(®¡ ¯ + ' ) ¡ 2 cos(®+ ¯ ¡ ' ))
192 sin3(' ) sin2(¯ ) (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))

(4.71)

P(° e=®e; ¯ e) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

R sin( ® ¡ ¯ )
sin( ° ¡ ¯ ) cos( ® )R

0
P(C=®e; ¯ e)r cdrc si ® · ° · '

R= sin( ° )R

0
P(C=®e; ¯ e)r cdrc si ' · ° · ¯

0 sinon.

(4.72)

=

8
><

>:

(cos( ¯ ¡ ®)¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )) sin 4 (®¡ ¯ )
32P (®e ;¯ e ) sin 4 ( ° ¡ ¯ ) cos4 (®)(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) si ® · ° · '

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
32P (®e ;¯ e )(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) sin 4 ( ° ) si ' · ° · ¯

0 sinon.

(4.73)
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Fig. 4.20 { Support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) pour le cas¯ ¸ 3¼=4 et ' · 3¼=4.

4.6.4 Quatriµeme cas : ¯ ¸ 3¼=4 et ' · 3¼=4

Le support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) peut être d¶ecompos¶e en trois domainesD1 =

J®; ' K, D2 = J'; 3¼=4Ket D3 = J3¼=4; ¯ K. Le rayon du secteur angulaireSA;° \ (D1 [ D2 [ D3)

sera di®¶erent suivant queSA;° ½ D1 ou SA;° ½ D2 ou SA;° ½ D3 :

RSA;° \ (D 1 [ D 2 [ D 3 ) =

8
><

>:

R sin( ®¡ ¯ )
sin( ° ¡ ¯ ) cos( ®) si ® · ° · '

R
sin( ° ) si ' · ° · 3¼=4

¡ R
cos(° ) si 3¼=4 · ° · ¯

La probabilit¶e P(®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee µa partir de l'int¶egrale de la probabilit¶e
P(C; ®e; ¯ e) sur le domaine(D1 [ D2 [ D3) :

P(®e; ¯ e) =
Z

(D 1 [ D 2 [ D 3 )

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.74)

=

'Z

®

R sin( ® ¡ ¯ )
sin( µc ¡ ¯ ) cos( ® )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc +

¼=4Z

'

R
sin( µc )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc

+
Z̄

¼=4

¡ R
cos( µc )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc (4.75)

=
sin2(' ¡ ®) sin2(' + ¯ )

128 cos4(®) (cos2(¯ ) ¡ cos2(' ))2 +
4 cos(®¡ ¯ ) + 2 sin( ®+ ¯ ) ¡ sin(®¡ ¯ )

48 (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))
¡

cos(' ) cos(®¡ ¯ )
¡
2 cos2(' ) ¡ 3

¢
+ cos(®+ ¯ ¡ 3' )

96 sin3(' ) (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))
+

sin(®+ ¯ ) + 2 sin( ®¡ ¯ )
96 cos2(¯ ) (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))

(4.76)

De même, la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) sera calcul¶ee µa partir de l'int¶egrale de la pro-
babilit¶e P(C=®e; ¯ e) sur le domaineSA;° \ (D1 [ D2 [ D3) :
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P(° e=®e; ¯ e) =
Z

SA;° \ (D 1 [ D 2 [ D 3 )

P(C=®e; ¯ e)dC (4.77)

=

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

R sin( ® ¡ ¯ )
sin( ° ¡ ¯ ) cos( ® )R

0
P(C; ®e; ¯ e)r cdrc si ® · ° · '

R
sin( ° )R

0
P(C; ®e; ¯ e)r cdrc si ' · ° · 3¼=4

¡ R
cos( ° )R

0
P(C; ®e; ¯ e)r cdrc si 3¼=4 · ° · ¯

0 sinon

(4.78)

=

8
>>>><

>>>>:

(cos( ¯ ¡ ®)¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )) sin 4 ( ¯ ¡ ®)
32P (®e ;¯ e ) sin 4 ( ° ¡ ¯ ) cos4 (®)(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) si ® · ° · '

1
32P (®e ;¯ e )

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) sin 4 ( ° ) si ' · ° · 3¼=4

cos(®+ ¯ ¡ 2° ) ¡ cos(¯ ¡ ®)
32P (®e ;¯ e )(3 sin( ¯ ¡ ®)+sin(3 ®¡ 3¯ )) cos 4 ( ° ) si 3¼=4 · ° · ¯

0 sinon

(4.79)

4.6.5 Cinquiµeme cas : ¯ < ® + ¼et ' ¸ 3¼=4

Fig. 4.21 { Support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) pour le cas¯ < ® + ¼et ' ¸ 3¼=4.

Dans ce cas, le support de la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e) est limit¶e µa l'union des deux
triangles D1 = J®; ÃK et D2 = JÃ; ¯ K (Fig. 4.21). L'angle Ã est d¶etermin¶e par l'¶equation
suivante :

Ã = arccotg
µ

cos(̄ ¡ ®) + cos(¯ + ®)
sin(¯ + ®) + 3 sin( ¯ ¡ ®)

¶
(4.80)

Le rayon du secteur angulaireSA;° \ (D1 [ D2) sera di®¶erent suivant queSA;° ½ D1

ou SA;° ½ D2 :

RSA;° \ (D 1 [ D 2 ) =

(
R sin( ®¡ ¯ )

sin( ° ¡ ¯ ) cos( ®) si ® · ° · Ã
¡ R

cos(° ) si Ã · ° · ¯

La probabilit¶e P(®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee µa partir de l'int¶egrale de la probabilit¶e
P(C; ®e; ¯ e) sur le domaine(D1 [ D2) :

123
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P(®e; ¯ e) =
Z

(D 1 [ D 2 )

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.81)

=

ÃZ

®

R sin( ® ¡ ¯ )
sin( µc ¡ ¯ ) cos( ® )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc +
Z̄

Ã

¡ R
cos( µc )Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrcdµc (4.82)

=
sin2(Ã ¡ ®) sin2(Ã + ¯ )

128 cos4(®) (cos2(¯ ) ¡ cos2(Ã))2 +

sin2(¯ ¡ Ã) (2 sin(¯ ¡ Ã + ®) ¡ 3 sin(¯ + Ã ¡ ®) ¡ sin(¯ ¡ Ã ¡ ®))
192 cos3(Ã) cos2(¯ ) (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))

(4.83)

De même, l'¶evaluation deP(° e=®e; ¯ e) d¶epend du domaine dans lequel se trouve
l'angle ° :

P(° e=®e; ¯ e) =
Z

SA;° \ (D 1 [ D 2 )

P(C=®e; ¯ e)dC (4.84)

=

8
>>>>>><

>>>>>>:

R sin( ® ¡ ¯ )
sin( ° ¡ ¯ ) cos( ® )R

0
P(C=®e; ¯ e)r cdrc si ® · ° · Ã

¡ R
cos( ° )R

0
P(C=®e; ¯ e)r cdrc si Ã · ° · ¯

0 sinon

(4.85)

=

8
><

>:

(cos( ¯ ¡ ®)¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )) sin 4 ( ¯ ¡ ®)
32P (®e ;¯ e ) sin 4 ( ° ¡ ¯ ) cos4 (®)(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) si ® · ° · Ã

cos(¯ ¡ ®)¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )
32P (®e ;¯ e )(3 sin( ®¡ ¯ ) ¡ sin(3 ®¡ 3¯ )) cos 4 ( ° ) si Ã · ° · ¯

0 sinon

(4.86)

4.6.6 Cas particuliers : ¯ = ®+ k¼(k 2 Z)

4.6.6.1 ¯ = ®+ 2k¼(k 2 Z)

Si le point C est dans la direction® par rapport au point B lui-même dans la
direction ® par rapport au point A alors le point C est forc¶ement dans la direction®
par rapport au point A. Le support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) sera donc r¶eduit au
secteur angulaireSA;® dont le rayon estRSA;® :

RSA;® =
R

cos(®)

Si on examine la ¯gure 4.22, on peut voir que la forme et la surface du domaine
½= SA;® \ SC;® ¡ ¼ ne changent pas par rapport au cas de la fenêtre circulaire, la seule
di®¶erence est la surface du support de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e), donc :

P(C; ®e; ¯ e) =
K 2r 2

c

4
(4.87)
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4.6 Cas d'une fenêtre carr¶ee

Fig. 4.22 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour le cas¯ = ®+ 2k¼

L'int¶egrale de cette probabilit¶e sur le domaineSA;® nous permet de d¶eterminer la
probabilit¶e P(®e; ¯ e) :

P(®e; ¯ e) =

R= cos(®)Z

0

P(C; ®e; ¯ e)r cdrc (4.88)

=
1

256 cos4(®)
(4.89)

Remarque :

la probabilit¶e P(®e; ¯ e) n'est pas continue quand̄ ! ® car la limite de la probabilit¶e
P(®e; ¯ e) (Eq. 4.58) vaut :

lim
¯ ! ®

P(®e; ¯ e) =
1

384 cos4(®)
(4.90)

A partir des ¶equations 4.87 et 4.89, on d¶eduit :

P(C=®e; ¯ e) =

(
4r 2

c
R 4 cos4 (®) si C 2 SA;®

0 sinon.
(4.91)

P(° e; =®e; ¯ e) =

(
1 si ° = ®+ 2k¼
0 sinon.

(4.92)

4.6.6.2 ¯ = ®+ ¼+ 2k¼(k 2 Z)

Si le point C est dans la direction® + ¼ par rapport au point B lui-même dans la
direction ® par rapport au point A alors le point C peut être dans la direction® ou la
direction ® + ¼ suivant qu'il est plac¶e entre le pointA et le point B ou que le pointA
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(a) Le point C est dans la direction®

par rapport au point A.
(b) Le point C est dans la direction®+ ¼

par rapport au point A.

Fig. 4.23 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour ¯ = ®+ ¼.

est plac¶e entre les deux autres. Dans les deux cas la surface du domaine½est donn¶ee
par :

j½j =

8
<

:

( R
cos( ® ) ¡ r c )2

2 dµ si C 2 SA;®
R 2

2 cos2 (®) dµ si C 2 SA;® + ¼

(4.93)

Donc :

P(C; ®e; ¯ e) =

8
>><

>>:

K 2 ( R
cos( ® ) ¡ r c )2

2 si C 2 SA;®
K 2 R 2

2 cos2 (®) si C 2 SA;® + ¼

0 sinon

(4.94)

La probabilit¶e P(®e; ¯ e) sera d¶etermin¶ee µa partir de l'int¶egrale de la probabilit¶e
P(C; ®e; ¯ e) sur le supportD®;¯ :

P(®e; ¯ e) =

R= cos(®)Z

0

0

B
@

K 2
³

R
cos(®) ¡ r c

´ 2

2
+

K 2R2

2 cos2(®)

1

C
A r cdrc

P(®e; ¯ e) =
7

384 cos4(®)
(4.95)

A partir des deux ¶equations 4.94 et 4.95, on peut ¶evaluer les deux probabilit¶es
P(C=®e; ¯ e) et P(° e=; ®e; ¯ e) :
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P(C=®e; ¯ e) =

8
>><

>>:

12(R cos(®)¡ r c cos2 (®))2

7R 4 si C 2 SA;®
12 cos2 (®)

7R 2 si C 2 SA;® + ¼

0 sinon.

(4.96)

P(° e=®e; ¯ e) =

8
><

>:

1=7 si ° = ®+ 2k¼
6=7 si ° = ®+ ¼+ 2k¼
0 sinon.

(4.97)

Si on examine les deux ¶equations 4.92 et 4.97, on remarque que dans le cas oµu
¯ = ®+ k¼ la probabilit¶e ° e=®e; ¯ e est ind¶ependante de la taille de fenêtre (le paramµetre
R) et de l'angle ®.

4.6.7 Simulation

(a) Le point B . (b) Le point C.

Fig. 4.24 { Histogramme des tirages al¶eatoires des pointsB et C.

Pour valider les r¶esultats obtenus, nous avons calcul¶e par simulation num¶erique la
courbe de la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) pour (®; ¯; ° ) 2 [¡ ¼; ¼]3. Cette loi de probabilit¶e d¶e-
pend des trois paramµetres®,¯ et ° , ce qui rend sa repr¶esentation graphique impossible.
Pour pouvoir comparer la courbe th¶eorique et la courbe simul¶ee, on va se limiter au
cas® = 0 .

Nous avons ¯x¶e le pas d'¶echantillonnage de® et ¯ µa la valeur¼=300 et celui de° µa
¼=1200 (cette di®¶erence est utile pour pouvoir être pr¶ecis au voisinage de¯ = 0 . Seule-
ment cela implique une petite erreur pour la fonction pour̄ = 0 car l'¶echantillonnage
¶etant plus pr¶ecis pour la direction° que pour la direction¯ , le dirac va se transformer
en un lobe).
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Pour calculer cette courbe, nous avons e®ectu¶e1010 tirages al¶eatoires pour les points
B et C. Nous avons utilis¶e le g¶en¶erateur al¶eatoire de l'Ecuyer [ECUY-88, WILL-92]
pour e®ectuer un tirage uniforme des points dans un carr¶e de rayon R=2.

L'histogramme des tirages al¶eatoires des pointsB et C (Fig. 4.24) montre l'unifor-
mit¶e de la loi de distribution des points dans la fenêtre carr¶ee.

(a) Courbe th¶eorique deP(°=® = 0 ; ¯ ).
(b) Courbe deP(°=® = 0 ; ¯ ) issue d'une

simulation num¶erique.

Fig. 4.25 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et la courbe simul¶ee deP(°=® =
0; ¯ ) dans le cas d'une distribution uniforme des points µa l'int¶erieur d'une fenêtre
carr¶ee.

Si on examine les deux courbes de la probabilit¶eP(° e=®= 0 ; ¯ e) (Fig. 4.25), on re-
marque bien que cette probabilit¶e est nulle pour° ¸ ¯ ou ° · 0 dans le cas oµū > 0.
A¯n de pouvoir voir la di®¶erence entre les deux courbes nous avons a±ch¶e les deux
fonctions (Fig. 4.27) dans le même plan pour certaines valeurs de¯ qui correspondent
aux di®¶erents cas trouv¶es. Si on examine bien la ¯gure 4.27 on remarque que les deux
courbes se superposent bien malgr¶e les perturbations qu'on retrouve sur la courbe si-
mul¶ee.

Nous avons aussi compar¶e les deux courbes de la probabilit¶eP(®e; ¯ e). On peut
voir sur la ¯gure 4.26 que les r¶esultats obtenus sont ¶egaux. La seule di®¶erence est
obtenue pour¯ = ® + k¼. Cette di®¶erence est li¶ee au pas d'¶echantillonnage de¯ et au
rapport existant entre la valeur de la probabilit¶eP(®e; ¯ e) au point de la discontinuit¶e
et les valeurs dans son voisinage. L'observation de la discontinuit¶e de cette fonction au
voisinage de z¶ero est conditionn¶ee par l'importance de ce rapport.

4.6.8 Conclusion

Dans le cas des applications r¶eelles, les images ont souvent une forme carr¶ee ou
rectangulaire, les images rondes sont trµes rares. Pour cette raison nous avons d¶etermin¶e
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Fig. 4.26 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(®e; ¯ e) pour ® = 0.

la probabilit¶e a posteriori P(° e=®e; ¯ e) dans le cas d'une distribution uniforme des points
µa l'int¶erieur d'une fenêtre carr¶ee. Comme dans le cas de la fenêtre circulaire, cette
probabilit¶e est ind¶ependante de la largeur de la fenêtre. Cela nous permet d'utiliser
ces r¶esultats sans faire d'hypothµeses sur la taille de l'image utilis¶ee.

4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Si on s'int¶eresse maintenant µa une distribution quelconque continuef (r; £) des
points dans le plan (exemple : une gaussienne), on d¶emontre que la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e)

peut être exprim¶ee directement en fonction def .

4.7.1 Cas g¶en¶eral

La probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) est calcul¶ee µa partir de l'¶equation 4.18 qui reste valable
pour n'importe quelle distribution de points ind¶ependants dans le plan, que nous rap-
pelons ici :

P(C; ®e; ¯ e) = P(C)
Z

SA;® \ SC;¯ ¡ ¼

P(B)dB (4.18)

L'intersection des deux secteurs angulairesSA;® et SC;¯ ¡ ¼ repr¶esente le domaine½
(Fig. 4.28). L'int¶egrale de l'¶equation 4.18 devient :

129



4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

Premier cas : ® · ¯ · ¼=4

¯ = ¼=5

Deuxiµeme cas : ¼=4 · ¯ · ¼=2

¯ = ¼=3

Troisiµeme cas : ¼=2 · ¯ · 3¼=4

¯ = 2¼=3

Quatriµeme cas : ¯ ¸ 3¼=4 et
' · 3¼=4

¯ = 4¼=5

Cinquiµeme cas : ¯ < ® + ¼ et
' ¸ 3¼=4

¯ = 9¼=10

Fig. 4.27 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(°e=®= 0; ¯ e) pour les di®¶erents cas trouv¶es.
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Fig. 4.28 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour ¯ 6= ®+ k¼.

P(C; ®e; ¯ e) = P(C) lim
d¯ ! 0;d®! 0

1
d®d¯

Z

½

P(B)dB (4.98)

= f (r c; µc) lim
d¯ ! 0
d®! 0

1
d®d¯

Z

½

f (r b; µb)r bdrbdµb (4.99)

Le domaine½est d¶elimit¶e par les quatre droites (cf. annexe B) :

¢ C;¯ ¡ ¼¡ d¯= 2 : r = r c
sin(µc ¡ (¯ ¡ ¼¡ d¯=2))
sin(µ ¡ (¯ ¡ ¼¡ d¯=2))

(4.100)

¢ C;¯ ¡ ¼+ d¯= 2 : r = r c
sin(µc ¡ (¯ ¡ ¼+ d¯=2))
sin(µ ¡ (¯ ¡ ¼+ d¯=2))

(4.101)

¢ A;® ¡ d®=2 : µ = ®¡ d®=2 (4.102)

¢ A;® + d®=2 : µ = ®+ d®=2 (4.103)

Les ¶equations de ces droites permettent de d¶eterminer les bornes de l'int¶egrale de
l'¶equation 4.99 :

P(C; ®e; ¯ e) = f (r c; µc) lim
d¯ ! 0
d®! 0

1
d®d¯

(®+ d®=2)Z

(®¡ d®=2)

(r c
sin( µc ¡ ( ¯ ¡ ¼+ d¯= 2))
sin( µ ¡ ( ¯ ¡ ¼+ d¯= 2)) )Z

(r c
sin( µc ¡ ( ¯ ¡ ¼¡ d¯= 2))
sin( µ ¡ ( ¯ ¡ ¼¡ d¯= 2)) )

f (r b; µb)r bdrbdµb (4.104)

Pour simpli¯er les notations, on d¶e¯nit la fonction gr c ;µb d¶e¯nie par :

gr c ;µb : < ¡! <

Á 7¡! gr c ;µb (Á) = r c
sin(µc ¡ (Á ¡ ¼))
sin(µb ¡ (Á ¡ ¼))

= r c
sin(µc ¡ Á)
sin(µb ¡ Á)

(4.105)

l'¶equation pr¶ec¶edente devient :
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P(C; ®e; ¯ e) = f (r c; µc) lim
d¯ ! 0
d®! 0

1
d®d¯

(®+ d®=2)Z

(®¡ d®=2)

gr c ;µ b ( ¯ + d¯= 2)Z

gr c ;µ b ( ¯ ¡ d¯= 2)

f (r b; µb)r bdrbdµb (4.106)

Si la fonction f (r; µ) est continue, on peut d¶e¯nir la fonctionFr comme la primitive
de la fonction r f (r; µ) par rapport au paramµetrer , et par cons¶equent :

Fr (r ) =
Z

r f (r; µb)dr (4.107)

dFr (r )
dr

= r f (r; µb) (4.108)

Par cette d¶e¯nition, l'¶equation 4.106 peut s'¶ecrire sous la forme suivante :

P(C; ®e; ¯ e) = f (r c; µc) lim
d¯ ! 0
d®! 0

1
d®d¯

(®+ d®=2)Z

(®¡ d®=2)

(Fr (gr c ;µb (¯ + d¯=2))¡ Fr (gr c ;µb (¯ ¡ d¯=2))) dµb (4.109)

= f (r c; µc) lim
d®! 0

1
d®

(®+ d®=2)Z

(®¡ d®=2)

lim
d¯ ! 0

Fr ±gr c ;µb (¯ + d¯=2) ¡ Fr ±gr c ;µb (¯ ¡ d¯=2)
d¯

dµb (4.110)

Si on examine l'¶equation 4.110, on remarque quelim
d¯ ! 0

F r ±gr c ;µ b ( ¯ + d¯= 2) ¡ F r ±gr c ;µ b ( ¯ ¡ d¯= 2)
d¯

repr¶esente la d¶eriv¶ee de la fonctionFr ±gr c ;µb au point ¯ .

d Fr ±gr c ;µb (x)
dx

¯
¯
¯
¯
x = ¯

=
dgr c ;µb (x)

dx

¯
¯
¯
¯
x = ¯

dFr (x)
dx

¯
¯
¯
¯
x = gr c ;µ b ( ¯ )

(4.111)

En rempla»cant la d¶eriv¶ee de la fonctionFr (Eq. 4.108), on obtient :

d Fr ±gr c ;µb (x)
dx

¯
¯
¯
¯
x = ¯

=
dgr c ;µb (x)

dx

¯
¯
¯
¯
x = ¯

gr c ;µb (¯ ) f ( gr c ;µb (¯ ) ; µb ) (4.112)

Par la suite l'¶equation 4.110 devient :

P(C; ®e; ¯ e) = f (r c; µc) lim
d®! 0

1
d®

(®+ d®=2)Z

(®¡ d®=2)

dgr c ;µb (x)
dx

¯
¯
¯
¯
x = ¯

gr c ;µb (¯ ) f ( gr c ;µb (¯ ) ; µb )dµb (4.113)

Si la valeur de® est di®¶erente dē , la d¶eriv¶eedgr c ;µ b (x )
dx

¯
¯
¯
x = ¯

est une fonction continue

au point µb = ® et la fonction gr c ;µb (¯ ) est continue au pointµb = ® (par d¶e¯nition Eq.
4.105). De plus, si la fonctionf (r; £) est une fonction continue, on retrouve la limite de
l'int¶egrale d'une fonctionh continue divis¶ee par la longueur du domaine d'int¶egration :

lim
dx ! 0

1
dx

(x 0 + dx= 2)Z

(x 0 ¡ dx= 2)

h(y)dy = h(x0) (4.114)
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Cette remarque nous permet de simpli¯er l'¶equation 4.113 :

P(C; ®e; ¯ e) = f (r c; µc)
dgr c ;®(x)

dx

¯
¯
¯
¯
x = ¯

gr c ;®(¯ ) f ( gr c ;®(¯ ) ; ®) (4.115)

donc :

P(C; ®e; ¯ e) = 2 r 2
c

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

f (r c; µc)f
µ

r c
sin(µc ¡ ¯ )
sin(®¡ ¯ )

; ®
¶

(4.116)

Cette distribution de probabilit¶e est valable pour n'importe quelle distribution
continue des points dans le plan.

Remarque :

Si on remplacef (r; £) par 1
¼R2 , on retrouve la formule de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e)

dans le cas de la distribution uniforme des points dans un disque (Eq. 4.21).

Dans le cas oµu la distribution de probabilit¶e des deux pointsB et C dans le plan
n'est pas identique, l'¶equation 4.116 devient :

P(C; ®e; ¯ e) = 2 r 2
c

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc)
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

f C (r c; µc)f B

µ
r c

sin(µc ¡ ¯ )
sin(®¡ ¯ )

; ®
¶

(4.117)

oµu :
{ f C (r; µ) repr¶esente la densit¶e de probabilit¶e de la variable al¶eatoireC (coordonn¶es

polaires du point C),
{ f B (r; µ) repr¶esente la densit¶e de probabilit¶e de la variable al¶eatoireB (coordonn¶es

polaires du point B ).

4.7.2 Application : distribution gaussienne

On suppose ici que la distribution des deux pointsB et C dans le plan suit une loi
normale centr¶ee r¶eduite :

f (r; £) =
1

2¼
e¡ r 2

2 (4.118)

4.7.2.1 Cas g¶en¶eral : ¯ 6= ®+ k¼(k 2 Z)

En rempla»cant dans l'¶equation 4.116, on obtient la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) :

P(C; ®e; ¯ e) =
r 2

c (cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc))
2¼2 (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))

e¡
r 2

c
2

³
1+ ( sin( µc ¡ ¯ )

sin( ® ¡ ¯ ) )2
´

(4.119)
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Remarque :

Si on examine l'¶equation 4.119, on remarque qu'on obtient la même formule que
dans le cas de la distribution uniforme µa l'int¶erieur d'un disque (Eq. 4.30), pond¶er¶ee
par une exponentielle.

La probabilit¶e P(° e; ®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee µa partir de l'int¶egrale de la probabilit¶e
P(C; ®e; ¯ e) sur le domaineSA;° :

P(° e; ®e; ¯ e) =
Z

SA;°

P(C=®e; ¯ e)dC (4.120)

=

+ 1Z

0

r 2
c (cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2µc))
2¼2 (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))

e¡
r 2

c
2

³
1+ ( sin( µc ¡ ¯ )

sin( ® ¡ ¯ ) )2
´

r cdrc (4.121)

=
cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2° )

¼2(3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))
³

sin 2 ( ¯ ¡ ° )
sin 2 ( ¯ ¡ ®) + 1

´ 2 (4.122)

Remarque :

La probabilit¶e P(®e; ¯ e) est calcul¶ee µa partir de la marginalisation de la probabilit¶e
P(° e; ®e; ¯ e). Cette int¶egrale existe mais sa formule analytique est trµes complexe et ne
peut pas être simpli¯¶ee.

4.7.2.2 Cas particuliers : ¯ = ®+ k¼(k 2 Z)

Dans ce cas, on peut distinguer les deux cas suivants :

a) ¯ = ®+ 2k¼(k 2 Z) :

Fig. 4.29 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour ¯ = ®+ 2k¼.
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Dans ce cas, le pointC est situ¶e dans la direction® par rapport au point B , lui-
même plac¶e dans la même direction par rapport au pointA. La ¯gure 4.29 montre que
le point C est forc¶ement dans la direction® par rapport au point A. En cons¶equence,
la probabilit¶e P(° e=®e; ¯ e) est d¶e¯nie par :

P(° e=®e; ¯ e) =

(
1 si ° = ®+ 2k¼ ;(k 2 Z )
0 sinon

(4.123)

Le domaine½est repr¶esent¶e par le losangeAn 1Cn2 qui est d¶elimit¶e par les quatre
droite :

(An 1) : µ = ®+ d®=2 (4.124)

(An 2) : µ = ®¡ d®=2 (4.125)

(Cn1) : r sin(µ ¡ (®¡ ¼¡ d®=2)) = r c sin(µc ¡ (®¡ ¼¡ d®=2)) (4.126)

(Cn2) : r sin(µ ¡ (®¡ ¼+ d®=2)) = r c sin(µc ¡ (®¡ ¼+ d®=2)) (4.127)

La probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) d¶epend de l'int¶egrale de la probabilit¶eP(B) sur le domaine
½(Eq. 4.18) :

P(C; ®e; ¯ e) = P(C)
Z

½

P(B)dB (4.128)

= P(C) lim
d®! 0

1
d®

0

B
B
@

®Z

®¡ d®=2

r c
sin( ® ¡ ( ® ¡ ¼+ d®= 2))
sin( µ ¡ ( ® ¡ ¼+ d®= 2))Z

0

f (r b; µb)r bdrbdµb +

®+ d®=2Z

®

r c
sin( ® ¡ ( ® ¡ ¼¡ d®= 2))
sin( µ ¡ ( ® ¡ ¼¡ d®= 2))Z

0

f (r b; µb)r bdrbdµb

1

C
C
A (4.129)

=
e

µ
¡ r 2

c
2

¶

¡ er 2
c

4¼2 (4.130)

La loi marginale de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) par rapport µa l'¶ev¶enementC repr¶esente
la probabilit¶e P(®e; ¯ e) :

P(®e; ¯ e) =
Z

C 2E
P(C; ®e; ¯ e)dC (4.131)

=

+ 1Z

0

e

µ
¡ r 2

c
2

¶

¡ er 2
c

4¼2 r cdrc (4.132)

=
1

8¼2 (4.133)
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

(a) Intersection des deux domaines
SC;® ¡ ¼ et SA;® dans le cas oµuC est dans

la direction ® par rapport µa A.

(b) Intersection des deux domaines
SC;® ¡ ¼ et SA;® dans le cas oµuC est dans

la direction ®+ ¼ par rapport µa A.

Fig. 4.30 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour ¯ = ®+ ¼+ 2k¼.

b) ¯ = ®+ ¼+ 2k¼(k 2 Z) :

Dans ce cas, le pointC est plac¶e dans la direction(®+ ¼) par rapport au point B ,
lui-même situ¶e dans la direction® par rapport au point A. D'aprµes la ¯gure 4.30, on
peut distinguer deux cas possibles :

1. le point C est situ¶e dans la direction® par rapport au point A, s'il est plac¶e entre
les deux pointsA et B (Fig. 4.30-a),

2. le point C est situ¶e dans la direction®+ ¼ par rapport au point A, si le point A

est plac¶e entre les deux pointsB et C (Fig. 4.30-b).

Dans le premier cas, le domaine½repr¶esente exactement le secteurSC;® ¡ ¼, car celui-
ci est inclus dans le domaineSA;® (Fig. 4.30-a). La probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee
µa partir de l'int¶egrale de la distribution des pointsB sur le domaine½(Eq. 4.18) :
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

P(C; ®e; ¯ e) = P(C)
Z

½

P(B)dB (4.134)

= P(C) lim
d®! 0

1
d®

0

B
B
@

®Z

®¡ d®=2

+ 1Z

r c
sin( ® ¡ ( ® ¡ d®= 2))
sin( µ ¡ ( ® ¡ d®= 2))

f (r b; µb)r bdrbdµb +

®+ d®=2Z

®

+ 1Z

r c
sin( ® ¡ ( ® + d®= 2))
sin( µ ¡ ( ® + d®= 2))

f (r b; µb)r bdrbdµb

1

C
C
A (4.135)

=
e¡ r 2

c

4¼2 (4.136)

Dans le deuxiµeme cas, le domaine½est repr¶esent¶e par le secteur angulaireSA;® car
celui-ci est inclus dans le domaineSC;® ¡ ¼ (Fig. 4.30-b) :

P(C; ®e; ¯ e) = P(C)
Z

½

P(B)dB (4.137)

= P(C)

+ 1Z

0

f (r b; µb)r bdrb (4.138)

=
e

µ
¡ r 2

c
2

¶

4¼2 (4.139)

En r¶esum¶e, La probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) est donn¶ee par :

P(C; ®e; ¯ e) =

8
>>><

>>>:

e¡ r 2
c

4¼2 si µc = ®+ 2k¼ ;(k 2 Z )

e

Ã
¡ r 2

c
2

!

4¼2 si µc = ®+ ¼+ 2k¼ ;(k 2 Z )
0 sinon

(4.140)

La probabilit¶e P(®e; ¯ e) repr¶esente la probabilit¶e marginale de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e),
ce qui nous permet d'¶ecrire :

P(®e; ¯ e) =
Z

C 2E

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.141)

=

+ 1Z

0

e¡ r 2
c

4¼2 r cdrc +

+ 1Z

0

e

µ
¡ r 2

c
2

¶

4¼2 r cdrc (4.142)

=
1

8¼2 +
1

4¼2 (4.143)

=
3

8¼2 (4.144)
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

(a-1) P(C; ® = ¼=6; ¯ = ¼=3). (a-2) P(C; ® = ¼=6; ¯ = ¼=3).

(b-1) P(C; ® = ¼=6; ¯ = 2 ¼=3). (b-2) P(C; ® = ¼=6; ¯ = 2¼=3).

(c-1) P(C; ® = ¼=6; ¯ = 5¼=6). (c-2) P(C; ® = ¼=6; ¯ = 5¼=6).

(d-1) P(C; ® = ¼=6; ¯ = ¼). (d-2) P(C; ® = ¼=6; ¯ = ¼).

Fig. 4.31 { Exemples d'¶evaluation deP(C; ®e; ¯ e) : repr¶esentation surfacique et par
courbe de niveaux.
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

D'aprµes l'¶equation 4.36, la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee µa partir de l'int¶e-
grale de la probabilit¶eP(C=®e; ¯ e) sur le domaineSA;° :

P(° e=®e; ¯ e) =
Z

C 2 SA;°

P(C=®e; ¯ e)dC (4.145)

=
1

P(®e; ¯ e)

Z

C 2 SA;°

P(C; ®e; ¯ e)dC (4.146)

=

8
>>>>><

>>>>>:

8¼2

3

+ 1R

0

e¡ r 2
c

4¼2 r cdrc si ° = ®+ 2k¼ ;(k 2 Z )

8¼2

3

+ 1R

0

e

Ã
¡ r 2

c
2

!

4¼2 r cdrc si ° = ®+ ¼+ 2k¼ ;(k 2 Z )

0 sinon

(4.147)

=

8
><

>:

1
3 si ° = ®+ 2k¼ ;(k 2 Z )
2
3 si ° = ®+ ¼+ 2k¼ ;(k 2 Z )
0 sinon

(4.148)

4.7.2.3 Discussion :

(a) Le point B . (b) Le point C.

Fig. 4.32 { Histogramme des tirages al¶eatoires des pointsB et C.

Comme on peut le constater sur la ¯gure 4.31, la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) est nulle
µa l'ext¶erieur du domaineD®;¯ , elle d¶epend des coordonn¶ees polaires du pointsC(r c; µc)

dans le plan. Pour une valeur ¯xe deµc, le maximum de la probabilit¶e est atteint pour
la valeur der c = 2 sin( ¯ ¡ ®)p

2 sin 2 ( ¯ ¡ µc )+2 sin 2 ( ¯ ¡ ®)
. La formule analytique de l'angleµc qui maximise

la probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) est trop complexe pour être report¶ee ici.

La formule analytique de la probabilit¶eP(°; ®; ¯ ) (Eq. 4.122) est invariable par
rotation car :
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

(a) Courbe th¶eorique deP(°=® = 0 ; ¯ ). (b) Courbe deP(°=® = 0 ; ¯ ) issue d'une
simulation num¶erique.

Fig. 4.33 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et la courbe simul¶ee de la probabilit¶e
P(°=® = 0; ¯ ) dans le cas d'une distribution gaussienne des points dans le plan.

P (° = x + a; ® = y + a; ¯ = z + a) =
cos ((y + a) ¡ (z + a)) ¡ cos ((y + a) + ( z + a) ¡ 2 (x + a))

¼2 (3 sin (( y + a) ¡ (z + a)) ¡ sin (3 ( y + a) ¡ 3 (z + a)))

£
1

³
sin 2 (( z+ a) ¡ ( x + a))
sin 2 (( z+ a) ¡ ( y + a))

+ 1
´ 2 (4.149)

=
cos (y ¡ z) ¡ cos (y + z ¡ 2x)

¼2 (3 sin ( y ¡ z) ¡ sin (3y ¡ 3z))
³

sin 2 ( z ¡ x )
sin 2 ( z ¡ y )

+ 1
´ 2 (4.150)

= P (° = x; ® = y; ¯ = z) (4.151)

Cette remarque ¶etait pr¶evisible car notre distribution des points dans le plan 4.119
est invariable par rotation (ind¶ependante deµ). Dans la suite, nous allons traiter seule-
ment le cas oµu® = 0 ce qui est su±sant pour repr¶esenter l'ensemble des cas possibles.

Pour valider les formules obtenues dans le cas d'une distribution normale, nous
avons r¶ealis¶e une simulation num¶erique pour estimer la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e). Nous
avons e®ectu¶e1010 tirages al¶eatoires de points dans le plan suivant une loi normale
centr¶ee r¶eduite. Les pas d'¶echantillonnages sont les mêmes par rapport au cas de la
fenêtre circulaire et de la fenêtre carr¶ee. Pour un problµeme de lisibilit¶e de la ¯gure
4.33, nous avons r¶eduit ces pas d'¶echantillonnage µa¼=25 pour ¯ et µa ¼=100 pour ° . Une
comparaison des deux courbes (Fig. 4.34) montre que les r¶esultats obtenus par simu-
lation num¶erique ob¶eissent µa la formule analytique calcul¶ee au paragraphe pr¶ec¶edent.

Pour la probabilit¶e P(®e; ¯ e), on retrouve le même problµeme que celui rencontr¶e
pr¶ec¶edemment, µa savoir :

{ une discontinuit¶e non observ¶ee au voisinage de z¶ero due µa un faible saut de la
fonction,
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

P(° e=®= 0 ; ¯ = ¼=4) P(° e=®= 0 ; ¯ = ¼=2

P(° e=®= 0 ; ¯ = 2¼=3) P(° e=®= 0 ; ¯ = 3¼=4)

P(° e=®= 0 ; ¯ = 9¼=10)

Fig. 4.34 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(°e=¯ e; ® = 0) .

{ une di®¶erence entre la valeur simul¶ee et la valeur th¶eorique dans le cas oµu¯ = ®+ ¼

car le calcul num¶erique nous donne une moyenne sur un intervalle de longueur²

(pas d'¶echantillonnage).

4.7.3 Conclusion

Nous avons d¶etermin¶e dans cette partie la probabilit¶e conjointeP(C; ®e; ¯ e) pour
n'importe quelle distribution continue des points dans le plan. Ce r¶esultat peut être
utilis¶e dans les problµemes de localisation oµu il s'agit de trouver la position spatiale du
point C µa partir des position relative® et ¯ . Dans ce cas, l'hypothµese qui n¶ecessite que
le points A soit µa l'origine du repµere peut être ¶elimin¶ee en e®ectuant un changement
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

Fig. 4.35 { Comparaison entre la courbe th¶eorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(®e; ¯ e) pour ® = 0.

de repµere.

Pour valider ce r¶esultat, nous l'avons appliqu¶e dans le cas d'une distribution nor-
male des points dans le plan. Comme les r¶esultats pr¶ec¶edents, les r¶esultats obtenus
correspondent bien µa ceux obtenus par une simulation num¶erique. Le calcul analytique
de la probabilit¶eP(° e; ®e; ¯ e) n'est possible que dans certains cas. Pour une distribution
gaussienne, cela est possible seulement si la distribution est centr¶ee. Dans les autres
cas, on sera amen¶e µa faire des int¶egrales num¶eriques de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) pour
r¶esoudre le problµeme.

4.8 Inf¶erence : d¶ecision bay¶esienne

L'inf¶erence consiste µa d¶eterminer une rµegle de d¶ecisionD(®; ¯ ) qui associe pour
chaque observation des deux ¶ev¶enements®e, ¯ e un angle° correspondant µa la position
spatiale du point C par rapport au point A. En g¶en¶eral, cette rµegle est ¶etablie de fa»con
µa minimiser une fonction de coût [BOX-73, HATO-91, DUDA-01].

4.8.1 Minimisation de l'erreur moyenne de d¶ecision

Dans ce cas, il s'agit de d¶eterminer la rµegleD(®; ¯ ) qui minimise la probabilit¶e
globale d'erreurPerr . Soit ° ¤(®e; ¯ e) l'angle correspondant µa la position relative du point
C par rapport µa A correspondant aux deux ¶ev¶enements®e et ¯ e. La probabilit¶e d'erreur
globale est donn¶ee par :

Perr =

¼Z

¡ ¼

¼Z

¡ ¼

P (D (®e; ¯ e) 6= ° ¤ (®e; ¯ e)) P(®e; ¯ e)d® d¯ (4.152)
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4.8 Inf¶erence : d¶ecision bay¶esienne

Sachant que la probabilit¶eP (D (®e; ¯ e) = ° ¤ (®e; ¯ e)) repr¶esente la probabilit¶e que le
points C soit dans la direction D (®e; ¯ e) ¶etant donn¶e les deux ¶ev¶enements®e et ¯ e

(P (D (®e; ¯ e) =®e; ¯ e)), la probabilit¶e P (D (®e; ¯ e) 6= ° ¤ (®e; ¯ e)) est donn¶ee par :

P (D (®e; ¯ e) 6= ° ¤ (®e; ¯ e)) = 1 ¡ P (D (®e; ¯ e) =®e; ¯ e) (4.153)

En rempla»cant dans l'¶equation 4.152, on obtient :

Perr =

¼Z

¡ ¼

¼Z

¡ ¼

(1 ¡ P(D(®e; ¯ e)=®e; ¯ e)) P(®e; ¯ e)d® d¯

Perr = 1 ¡

¼Z

¡ ¼

¼Z

¡ ¼

P(D(®e; ¯ e)=®e; ¯ e)P(®e; ¯ e)d® d¯ (4.154)

Comme la probabilit¶e P(®e; ¯ e) est une fonction positive, minimiser la probabi-
lit¶e d'erreur globale Perr revient µa d¶eterminer l'angle° qui maximise la probabilit¶e
P(° e=®e; ¯ e).

D0(®e; ¯ e) = ° 0 =) (8µ 2 [¡ ¼; ¼]) ; P(° = ° 0=®e; ¯ e) ¸ P(° = µ=®e; ¯ e) (4.155)

Application

Nous avons trouv¶e (paragraphe 4.3) dans le cas d'une distribution uniforme des
points dans un disque de rayonR que le maximum de la probabilit¶eP(° e=®e; ¯ e) ¶etait
atteint pour la valeur de ° = ®+ ¯

2 ou bien ° = 2 ¯ ¡ ®¡ ¼ suivant les cas suivants :

D0c(®e; ¯ e) =

(
®+ ¯

2 si ¡ 2¼=3 · ¯ ¡ ® · 2¼=3
2¯ ¡ ®¡ ¼ sinon

(4.156)

Dans les deux autres cas (fenêtre carr¶ee et distribution normale), le calcul du maxi-
mum de la probabilit¶e revient µa r¶esoudre une ¶equation (la d¶eriv¶ee deP(° e=®e; ¯ e) par
rapport µa ° ) d'ordre 3 dans le cas de la fenêtre carr¶ee et une ¶equation d'ordre4 dans le
cas de la distribution normale. Ces deux types d'¶equations peuvent être r¶esolues par la
m¶ethode de Lodovico Ferrari ou bien la m¶ethode de Niccolo Tartaglia [DUNH-90]. Ces
deux m¶ethodes sont implant¶ees dans les outils de calcul math¶ematique comme Maple
2 [GARV-02] et Mathematica 3 4 [POIT-98, WOLF-98]. Malheureusement, la formule
analytique des solutions r¶eelles est trop complexe pour être not¶ee ici, pour cela, nous
avons pr¶ef¶er¶e montrer la courbe de ces r¶esultats et les comparer dans les di®¶erents cas.

Sur la ¯gure 4.36, nous avons trac¶e la courbe de la rµegle de d¶ecisionD(® = 0 ; ¯ )

en fonction de ¯ pour les trois cas pr¶ec¶edents : distribution uniforme des points µa

2http://www.maplesoft.com .
3 ¶Equation d'ordre 3 : http://mathworld.wolfram.com/CubicEquation.html .
4 ¶Equation d'ordre 4 : http://mathworld.wolfram.com/QuarticEquation.html .
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

Fig. 4.36 { Comparaison du r¶esultat de la rµegle de d¶ecisionD0(®e; ¯ e) pour ® = 0 en
fonction de ¯ dans les trois cas : une distribution uniforme µa l'int¶erieur d'un disque,
une distribution uniforme µa l'int¶erieur d'un carr¶e et une distribution normale.

l'int¶erieur d'une fenêtre circulaire, distribution uniforme des points µa l'int¶erieur d'une
fenêtre carr¶ee et distribution normale des points dans le plan. On remarque que les
r¶esultats obtenus di®µerent peu suivant la distribution choisie des points dans le plan.
Les r¶esultats obtenus dans le cas d'une distribution uniforme µa l'int¶erieur d'un carr¶e
et de la distribution normale sont l¶egµerement sup¶erieurs µa ceux de la distribution
uniforme µa l'int¶erieur d'un disque dans le cas oµū est sup¶erieur µa0. Cette di®¶erence
¶etait pr¶evisible car dans le cas de la fenêtre carr¶ee, quand¯ est sup¶erieur µa¼=2, il
existe un ensemble de pointsD0 (Fig. 4.37) dont la coordonn¶ee angulaire est proche
de l'angle 0 et qui n'appartiennent pas au domaineD®;¯ . Comme la rµegle de d¶ecision
bay¶esienne minimise la probabilit¶e globale d'erreur, le r¶esultat de l'inf¶erence sera plus
proche de l'anglē que de l'angle0, ce qui explique que l'angle° 0 obtenu est sup¶erieur
µa la bissectrice®+ ¯

2 . On retrouve le même cas de ¯gure si on veut comparer les deux
r¶esultats de l'inf¶erence ((¯ ¡ ®) · 2¼=3 et (¯ ¡ ®) ¸ 2¼=3) dans le cas de la distribution
uniforme des points µa l'int¶erieur d'un disque.

4.8.2 Maximum de vraisemblance

Pour cette m¶ethode, il faut choisir l'angle° qui maximise la probabilit¶eP(®e; ¯ e=°e).
Cette probabilit¶e est li¶ee µa la probabilit¶e a posterioriP(° e=®e; ¯ e) par le th¶eorµeme de
Bayes :

P(®e; ¯ e=°e) =
P(° e=®e; ¯ e)P(®e; ¯ e)

P(° e)
(4.157)

Comme la probabilit¶eP(®e; ¯ e) est ind¶ependante de la variable° , il su±t de choisir la
valeur de° qui maximise le quotient P (° e =®e ;¯ e )

P (° e ) . Or comme nous n'avons aucune direc-
tion privil¶egi¶ee, maximiserP(®e; ¯ e=°e) revient µa d¶eterminer la valeur de° qui maximise
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4.8 Inf¶erence : d¶ecision bay¶esienne

Fig. 4.37 { D¶e¯nition de l'ensembleD0 des pointsC dont la coordonn¶ee angulaire est
proche de l'angle® et n'appartenant pas au domaineD®;¯ .

la probabilit¶e a posterioriP(° e=®e; ¯ e) car la probabilit¶e a priori P(° e) repr¶esente une loi
uniforme sur l'intervalle [¡ ¼; ¼[. En cons¶equence, les r¶esultats obtenus seront identiques
µa ceux de la m¶ethode de minimisation de l'erreur moyenne de d¶ecision (paragraphe
4.8.1).

4.8.3 Minimisation du risque moyen de d¶ecision

C'est en fait une g¶en¶eralisation de la premiµere m¶ethode (paragraphe 4.8.1). On
d¶e¯nit dans ce cas une fonction de coûţ qui associe un coûţ (D (®e; ¯ e)=°e) µa chaque
d¶ecisionD(®e; ¯ e) choisie, sachant que la position relative du pointC par rapport au
point A correspond µa l'angle° . Notre problµeme revient donc µa trouver la valeur de°
qui minimise le risque moyenR d¶e¯ni par :

R =

¼Z

¡ ¼

¼Z

¡ ¼

R (D (®e; ¯ e) =®e; ¯ e) P(®e; ¯ e)d®d¯ (4.158)

oµu R (D (®e; ¯ e) =®e; ¯ e) repr¶esente le risque conditionnel :

R (D (®e; ¯ e) =®e; ¯ e) =

¼Z

¡ ¼

¸ (D (®e; ¯ e)=°e) P(° e=®e; ¯ e)d° (4.159)

Minimiser l'¶equation 4.158 revient µa d¶eterminer la valeur de° qui minimise le risque
conditionnel R (D (®e; ¯ e) =®e; ¯ e) (Eq. 4.159) pour toutes les valeurs de® et ¯ .

Remarque :

Si on d¶e¯nit la fonction de coût ¸ par :

¸ (D (®e; ¯ e)=°e) =

(
0 si D (®e; ¯ e) = °
1 sinon

(4.160)
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

la d¶e¯nition du risque moyen R (Eq. 4.158) sera ¶equivalente µa la d¶e¯nition de la
probabilit¶e globale d'erreurPerr (Eq. 4.152).

Application

Dans notre cas, on d¶e¯nit la fonction de coût comme le carr¶e de la di®¶erence entre
l'angle exact et la d¶ecision choisie :

¸ (D (®e; ¯ e)=°e) = ( D (®e; ¯ e) ¡ ° )2 (4.161)

Dans le cas de la distribution uniforme des points µa l'int¶erieur d'un disque, le
minimum du risque conditionnel R (D (®e; ¯ e) =®e; ¯ e) (Eq. 4.159) est obtenu pour la
valeur de ° 0 suivante :

° 0 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

®+ ¯
2 si (¯ ¡ ®) 2 [2k¼; ¼=2 + 2 k¼]

h
¡ 4

³
(2¯ ¡ ® ¡ ¼)2 ¡ ¯ 2 + 1

´
cos(® ¡ ¯ ) + 5 cos(3 ® ¡ 3¯ )¡

cos(5® ¡ 5¯ ) ¡ (12® ¡ 20¯ + 8 ¼) sin( ® ¡ ¯ )+

(8® ¡ 10¯ + 5 ¼) sin(3 ® ¡ 3¯ ) ¡ (2¯ ¡ ¼) sin(5 ® ¡ 5¯ )
i
,

h
8(® ¡ ¯ + ¼) cos(® ¡ ¯ ) + 8 sin( ® ¡ ¯ ) ¡ 2 sin(3® ¡ 3¯ ) ¡ 2 sin(5® ¡ ¯ )

i
si(¯ ¡ ®) 2 [2k¼+ ¼=2; (2k + 1) ¼[

® + 6¼
7 si ¯ = ® + ¼

(4.162)

Les autres cas, oµu(¯ ¡ ®) < 0, sont obtenus par sym¶etrie.

Fig. 4.38 { Comparaison des r¶esultats des deux rµegles de d¶ecision : minimisation de
l'erreur et minimisation du risque dans le cas d'une distribution uniforme des points µa
l'int¶erieur d'un disque (® = 0).
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En examinant cette ¶equation, on remarque que le r¶esultat obtenu pour le cas du sec-
teur angulaire complet est identique µa celui de la m¶ethode de minimisation de l'erreur
moyenne (Fig. 4.38). Cela ¶etait pr¶evu car la probabilit¶e conditionnelleP(° e=®e; ¯ e) est
sym¶etrique dans ce cas par rapport µa l'axe

³
° = ®+ ¯

2

´
(Fig. 4.7-a). Dans le cas contraire

(secteur angulaire incomplet), la courbe de la densit¶e de probabilit¶e conditionnelle
P(° e=®e; ¯ e) n'est pas sym¶etrique, ce qui explique la di®¶erence des deux r¶esultats. En
examinant la courbe de la rµegle de d¶ecision en fonction de¯ (® = 0 ), on remarque que le
r¶esultat de la rµegle de d¶ecision° dans le cas oµū = ¼est di®¶erent des deux angles pos-
sibles0 et ¼. Ce r¶esultat est une cons¶equence directe de la d¶e¯nition de notre fonction
de coût ¸ . En e®et pour minimiser le risque (distance par rapport µa la valeur exacte),
le r¶esultat ° est plac¶e au centre de gravit¶e de la courbe deP(° e=®e; ¯ e), c'est-µa-dire plus
proche de¼ que de0 car la probabilit¶e (P(° = ¼=®= 0 ; ¯ = ¼) > P (° = 0=®= 0 ; ¯ = ¼)) .

(a) Fenêtre carr¶ee. (b) Distribution gaussienne.

Fig. 4.39 { Comparaison des r¶esultats des deux rµegles de d¶ecision : minimisation de
l'erreur et minimisation du risque dans le cas d'une distribution uniforme des points
dans un carr¶e et d'une distribution gaussienne dans le plan (® = 0).

Nous n'avons pas pu obtenir une formulation analytique en fonction de® et ¯ de
la rµegle de d¶ecision dans le cas d'une distribution uniforme µa l'int¶erieur d'un carr¶e
et d'une distribution gaussienne dans le plan car la primitive de la fonction li¶ee µa
l'int¶egrale qui d¶e¯nit le risque conditionnel ne peut pas être exprim¶ee µa l'aide des
fonctions connues. Pour cela nous avons d¶etermin¶e le r¶esultat par un calcul num¶erique
de l'int¶egrale. La courbe de l'angle° qui minimise le risque conditionnel est trac¶ee en
fonction de l'angle ¯ sur la ¯gure 4.39 dans le cas oµu l'angle® est ¯x¶e µa 0. Comme
on peut le constater, les r¶esultats des deux exemples sont totalement di®¶erents des
r¶esultats de la premiµere m¶ethode. Cela ¶etait pr¶evisible car en examinant les courbes
de la probabilit¶e P(° e=®e; ¯ e) (Fig. 4.27 et 4.34), celles-ci ne sont pas sym¶etriques par
rapport au maximum de la probabilit¶e.
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4.8.4 Conclusion

Les r¶esultats obtenus par les trois m¶ethodes sont trµes proches. Dans le cas d'une
application r¶eelle, on est amen¶e µa minimiser d'autres critµeres que le risque moyenR.
En g¶en¶eral les fonctions de coût utilis¶ees sont di®¶erentes d'une application µa l'autre
et d¶ependent des r¶esultats souhait¶es. Dans ce cas, il faudrait d¶evelopper cette partie
pour chaque application.

4.9 Inf¶erence des relations spatiales directionnelles
entre des r¶egions

Les r¶esultats obtenus dans le cas des points peuvent être appliqu¶es au cas des ob-
jets, pour cela on distingue deux cas :

1. Inf¶erence dans le cas des petits objets compacts ou bien des objets ¶eloign¶es :
l'histogramme d'angles repr¶esentant les relations spatiales entre deux r¶egions
compactes et petites est trµes proche d'une fonction de Dirac correspondant µa
la direction principale (position relative des deux centres de gravit¶e). De même
nous avons vu que l'histogramme d'angles tend vers un Dirac (une seule di-
rection) quand l'objet B s'¶eloigne de l'objetA. Dans ce cas, cela nous permet
d'utiliser un seul angle pour repr¶esenter les relations spatiales entre deux r¶egions.

2. Dans l'autre cas, on combine toutes les possibilit¶es µa partir de l'histogramme
d'angles pour obtenir une estimation de l'histogramme exact.

4.9.1 Inf¶erence dans le cas des petits objets compacts ou des
objets ¶eloign¶es

On utilise directement les r¶esultats obtenus dans la section pr¶ec¶edente. Prenons
par exemple les objets de la ¯gure 4.40-a, l'histogramme d'angles li¶e µa un couple d'ob-
jets (Fig. 4.40-b) est trµes proche d'un Dirac. Cela nous permet de repr¶esenter tous
les objets par leur centre de gravit¶e. Une estimation de l'angle correspondant µa l'angle
form¶e par les deux centres de gravit¶e peut être obtenue en calculant le centre de gravit¶e
de l'histogramme d'angles. Plus l'histogramme d'angles est proche d'une fonction de
Dirac, plus cette estimation sera correcte.

Pour illustrer ces r¶esultats, supposons qu'on soit amen¶e µa d¶eduire la position rela-
tive d'un objet ou une r¶egionC par rapport µa une r¶egionA (Fig. 4.40-a) connaissant
la position relative de cette r¶egion par rapport µa certains repµeresB i . Pour utiliser les
r¶esultats pr¶ec¶edents, la position relative de ces repµeres par rapport µa la r¶egionA est
connue. Cet exercice est trµes fr¶equent quand il s'agit de trouver son chemin en uti-
lisant un plan. µA partir de l'information visuelle, l'être humain (objet A) d¶etermine
sa position relative par rapport µa certains repµeres (objetsB i ) pr¶esents sur le plan. La
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(a) Un exemple d'objets compacts. (b) Histogramme d'anglesHAC .

Objet interm¶ediaire ° j° ¡ µAC j j® ¡ ¯ j

B1 0.5171 0.123 2.12
B2 0.5923 0.048 1.01
B3 0.6806 0.040 1.07
B4 0.7852 0.145 2.16
B5 0.6683 0.028 2.83
B6 0.6163 0.024 2.94

(c) Inf¶erence de la position relative° de l'objet C par rapport µa A (les angles sont
exprim¶es en radian,µAC = 0 :64), connaissant l'histogramme d'angle de l'objetC par

rapport µa un autre objet B i et l'histogramme d'angle de l'objetB i par rapport µa
l'objet A.

Fig. 4.40 { Application de l'inf¶erence des relations spatiales directionnelles dans le cas
des objets compacts.

position relative du point d'arriv¶ee (objet C) par rapport µa ces repµeres (objetsB i ) est
d¶etermin¶ee µa partir du plan. Le problµeme, dans ce cas, consiste µa d¶eduire la direction
µa suivre en partant deA pour arriver en C.

Puisque les r¶esultats obtenus en utilisant les trois types de distribution sont presque
identiques, nous utilisons dans cette partie uniquement les r¶esultats li¶es µa une distribu-
tion uniforme des points µa l'int¶erieur d'un disque. On suppose pour cela que les objets
B1::6 et C sont uniform¶ement plac¶es autour de l'objetA µa l'int¶erieur d'un disque. Les
di®¶erentes positions relativesµXY sont exprim¶ees µa partir des histogrammes d'angles.
Les r¶esultats de l'inf¶erence en utilisant la rµegle de la minimisation de la probabilit¶e
d'erreur sont illustr¶es sur le tableau de la ¯gure 4.40-c.
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Fig. 4.41 { ¶Evolution de la probabilit¶e d'erreur en fonction dej¯ ¡ ®j.

En examinant ce tableau, on remarque clairement que les plus faibles erreurs d'es-
timation j° ¡ µAC j correspondent µa des faibles ou fortes valeurs de la di®¶erencej¯ ¡ ®j.
Cela ¶etait pr¶evisible car la localisation du pointC est d'autant plus di±cile que le
secteur angulaireD®;¯ est large. Cela est con¯rm¶e en examinant la courbe de la proba-
bilit¶e d'erreur (Fig. 4.41), celle-ci est croissante par rapport µa la di®¶erencej¯ ¡ ®j entre
0 et (Ã0 ' 1:915) oµu Ã0 repr¶esente la racine de l'¶equation2Ã ¡ 2¼+ 6 sin( Ã) ¡ 8 sin(2Ã) +

6 sin(3Ã)+5 sin(4 Ã)+2 sin(5 Ã) appartenant au domaine[¼=2; 2¼=3]. Pour Ã0 · j ¯ ¡ ®j · ¼, la
probabilit¶e d'erreur est d¶ecroissante. Dans le cas oµu la valeur dej¯ ¡ ®j est proche de¼,
on doit choisir parmi deux angles possibles® et ¯ . Comme la probabilit¶e d'avoir° = ®

¶etant donn¶e les deux positions relatives®e; ¯ e est largement inf¶erieure µa celle d'avoir
° = ¯ , on a une trµes faible probabilit¶e d'erreur en choisissant° = ¯ .

La probabilit¶e d'erreur devient moins importante si on utilise plusieurs possibilit¶es
d'inf¶erence. On peut fusionner les di®¶erentes probabilit¶esP(° e=®e; ¯ e) obtenues pour les
di®¶erents objets interm¶ediaires a¯n d'am¶eliorer le r¶esultat ¯nal. En tra»cant la courbe
des six probabilit¶es conditionnellesP(° e=®e; ¯ e) li¶ees aux six objets interm¶ediairesB1::6

(Fig. 4.42-a), on remarque clairement que le produit des di®¶erentes probabilit¶es tend
vers un Dirac correspondant µa la position relative de l'objetC par rapport µa l'objet A.
On peut même obtenir une trµes bonne estimation µa partir d'objets correspondant µa un
large domaineD®;¯ . Par exemple avec les deux objets interm¶ediairesB1 et B4 corres-
pondant µa une forte erreur, on arrive µa une estimation° = 0 :655 qui est trµes proche de
la position exacteµAC = 0 :64. Cela est dû au fait que la surface du secteur angulaire issu
de l'intersection des deux domainesD®;¯ est trµes petite compar¶ee µa celle des domaines
de d¶epart. Plus la surface du domaine d'intersection est petite, plus notre estimation
sera proche de la valeur exacte.
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(a) Les courbes de la probabilit¶e
P(° e=®e; ¯ e) en utilisant les six objets
interm¶ediaires de la ¯gure 4.40-a.

(b) Produit des six probabilit¶es
conditionnellesP(° e=®e; ¯ e).

Fig. 4.42 { Fusion des di®¶erents r¶esultats obtenus.

Discussion et exemple d'application

Le problµeme pr¶esent¶e dans cette partie est trµes proche de nos hypothµeses de d¶epart :
si les r¶egions sont compactes, elles peuvent être repr¶esent¶ees par un seul point. L'une
des applications les plus proches de cet exemple est la localisation des t¶el¶ephones mo-
biles. Actuellement les m¶ethodes de localisation utilisent essentiellement l'estimation
du temps de retard entre l'instant d'¶emission et l'instant d'arriv¶ee des ondes au niveau
d'une ou plusieurs stations de base dont la position est connue [ELNA-99]. Il existe
toutefois une autre possibilit¶e en utilisant une estimation de la direction d'arriv¶ee de
l'onde ¶emise par le mobile sur une ou plusieurs stations de base. Cette approche n¶e-
cessite que les stations de bases concern¶ees soient ¶equip¶ees d'antennes multiples dites
intelligentes.

Une localisation pr¶ecise µa l'aide des temps de retard suppose l'existence d'un trajet
direct entre le mobile et la station de base. Cela n'est malheureusement pas toujours
vrai en particulier en milieu urbain, ce qui entrâ³ne souvent des erreurs importantes
sur l'estimation de la position du mobile. µA partir de notre calcul th¶eorique de la
probabilit¶e a posteriori P(°=®; ¯ ) et en utilisant les informations angulaires estim¶ees
sur chaque station, on peut associer un degr¶e de con¯ance µa chaque mesure. Pour cela,
il su±t de supposer que la trajectoire de l'onde entre le mobile et la station de base
principale (la plus proche) est directe. Cette station va repr¶esenter dans notre cas le
point B . Le mobile repr¶esente le pointC et l'autre station de base va repr¶esenter le
point A. µA partir de la position relative de la station de base principaleB par rapport
µa la station A (angle ®) et la position relative du mobile par rapport µa la station de
base principaleB (¯ ), on peut associer un degr¶e de con¯ance µa l'estimation de l'angle
d'arriv¶ee ° 0 mesur¶ee par la station de baseA en fonction de la probabilit¶eP(° 0=®; ¯).
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Sachant qu'il faut trois stations de base pour localiser le mobile, on peut choisir la
meilleure combinaison possible µa partir des degr¶es de con¯ance associ¶es aux di®¶erentes
mesures.

4.9.2 Inf¶erence dans le cas g¶en¶eral

Dans ce cas, on ne peut pas se restreindre au centre de gravit¶e de l'histogramme
d'angles pour repr¶esenter les relations spatiales directionnelles entre les di®¶erents ob-
jets. Un objet peut être dans plusieurs directions par rapport µa un autre. Pour r¶esoudre
ce problµeme, on suppose que les trois objetsA, B et C sont repr¶esent¶es respectivement
par trois points a, b et c dont la position relative ®, ¯ n'est pas pr¶ecise. Dans ce cas,
l'histogramme d'angles normalis¶eH N

AB (µ) va repr¶esenter la probabilit¶e de trouver le
point b dans la directionµ par rapport au point a :

P(®e) = H N
AB (®) (4.163)

De même, l'histogramme d'angles normalis¶eH N
BC (µ) repr¶esente la probabilit¶e de trou-

ver le point c dans la direction µ par rapport au point b. L'inf¶erence revient donc µa
d¶eterminer une estimationH

0N
AC de l'histogramme d'anglesH N

AC µa partir des deux his-
togrammes d'anglesH N

AB et H N
BC .

La probabilit¶e P(° e) est d¶etermin¶ee µa partir de la marginalisation de la densit¶e de
probabilit¶e conjointe P(° e; ®e; ¯ e) par rapport µa ® et ¯ :

P(° e) =

¼Z

¡ ¼

¼Z

¡ ¼

P(° e; ®e; ¯ e) d® d¯ (4.164)

=

¼Z

¡ ¼

¼Z

¡ ¼

P(° e=®e; ¯ e) P(¯ e=®e) P(®e) d® d¯ (4.165)

En supposant que les r¶egions sont repr¶esent¶ees par des points, la variable al¶eatoire¯

(¶ev¶enement̄ e) est ind¶ependante de la variable al¶eatoire® (¶ev¶enement®e). Dans ce
cas, l'estimation de l'histogramme d'anglesH 0N

AC est donn¶ee par :

H
0N
AB (° ) =

¼Z

¡ ¼

¼Z

¡ ¼

P(° e=®e; ¯ e)H N
AB (®)H N

BC (¯ ) d® d¯ (4.166)

Application

Nous avons appliqu¶e cette m¶ethode pour avoir une estimation de l'histogramme
d'angles normalis¶e entre les deux r¶egionsA et C de la ¯gure 4.43-a en utilisant les
objets B1::4. Dans cet exemple, la r¶egionC est situ¶ee dans deux directions par rapport
µa la r¶egionA et l'histogramme d'anglesHAC (Fig. 4.43-b) n'est pas proche d'un Dirac.
Nous avons compar¶e les r¶esultats obtenus avec ceux utilisant l'histogramme angles-
distances (Chap. 2). L'histogramme d'angles est calcul¶e µa partir de l'histogramme
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(a) Un exemple d'objets non
compacts.

(b) L'histogramme d'anglesHAC .

(c) L'histogramme d'angles obtenu en
utilisant la r¶egion interm¶ediaireB1.

(d) L'histogramme d'angles obtenu en
utilisant la r¶egion interm¶ediaireB2.

(e) L'histogramme d'angles obtenu en
utilisant la r¶egion interm¶ediaireB3.

(f) L'histogramme d'angles obtenu en
utilisant la r¶egion interm¶ediaireB4.

Fig. 4.43 { Comparaison entre l'histogramme d'anglesH " N
AC (en pointill¶es) obtenu par

la m¶ethode utilisant l'histogramme angles-distance etH
0N
AC (trait plein) obtenu en utili-

sant uniquement les histogrammes d'anglesHAB et HBC et la probabilit¶e P(°e=®e; ¯ e).
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angles-distances estim¶e en utilisant l'¶equation 2.19.

En examinant les di®¶erents histogrammes obtenus par la m¶ethode probabiliste
(Fig. 4.43), on remarque que le r¶esultat obtenu est presque identique µa celui de l'his-
togramme angles-distances. L'information m¶etrique repr¶esent¶ee dans l'histogramme
angles-distances fait la di®¶erence dans certains cas. Par exemple sur la ¯gure 4.43-e,
on voit clairement que l'histogramme d'angles obtenu µa partir de l'histogramme angles-
distances a±rme qu'il n'existe pas de couples de points correspondant aux directions
] ¡ ¼::µ] (µ ¼ ¡ 1). Dans le cas de la m¶ethode probabiliste, le r¶esultat obtenu a±rme
qu'il peut y avoir quelques couples, car en l'absence de l'information m¶etrique cette
hypothµese devient probable. Cette di®¶erence reste n¶egligeable devant l'importance de
l'espace m¶emoire n¶ecessaire pour stocker l'histogramme angles-distances (fonction bi-
dimensionnelle).

(a) Les deux histogrammes d'angles
HAB 1 et HB 1 C .

(b) Les deux histogrammes d'angles
HAB 4 et HB 4 C .

Fig. 4.44 { Les deux histogrammes d'anglesHAB et HBC correspondant aux deux
r¶egionsB1 et B4.

Comme l'histogramme angles-distances (section 2.6), on remarque que les erreurs
obtenues d¶ependent aussi de la r¶egion interm¶ediaire utilis¶ee. Les histogrammes d'angles
obtenus en utilisant les deux r¶egionsB1 (Fig. 4.43-c) etB4 (Fig. 4.43-f) sont plus proches
de l'histogramme d'angles correct (Fig. 4.43) que les autres. Seulement dans ce cas, les
erreurs ne sont pas dues directement µa la surface de la r¶egion interm¶ediaireB mais µa la
forme de l'histogramme d'angles. Ces deux cas sont plus proches que les autres de nos
hypothµeses de d¶epart (relations spatiales entre des points). Plus le problµeme est proche
de celui des points, plus le r¶esultat sera pr¶ecis. En examinant les deux histogrammes
d'anglesHAB et HBC pour ces deux exemples, on remarque que l'histogramme d'angles
HB 1 C (Fig. 4.44-a) pr¶esente une seule direction principale correspondant µa 0.55. Dans
l'autre cas (Fig. 4.44-b), les deux histogrammes sont presque ¶equivalents µa ceux des
r¶egions compactes (paragraphe 4.9.1).
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4.10 Localisation d'un objet ou une r¶egion connais-
sant sa position relative

Dans le cas des problµemes de localisation, on est int¶eress¶e par la position g¶eogra-
phique de l'objet C et non pas par sa position relative. Pour r¶esoudre ce problµeme,
on utilise la probabilit¶e P(C; ®; ¯ ) (Eq. 4.116,4.117) qui a ¶et¶e d¶etermin¶ee pour n'im-
porte quelle distribution continue des points dans le plan. Localiser le pointC revient,
dans ce cas, µa choisir le point du plan qui minimise une fonction risque ¯x¶ee. Dans
la suite, nous avons utilis¶e le critµere de minimisation de l'erreur moyenne de d¶ecision
(paragraphe 4.8.1).

4.10.1 Exemple

Supposons qu'on soit amen¶e µa se rendre µa l'ENST5 de Paris. Cette ¶ecole est situ¶ee
pas trµes loin de place d'Italie µa l'ouest de la station de m¶etro Tolbiac. Malheureuse-
ment sur notre plan (Fig. 4.45-a), cette station de m¶etro n'est pas pr¶ecis¶ee. L'unique
information dont on dispose est quelle est situ¶ee entre les deux stations place d'Italie
et porte d'Italie. Cela nous permet de d¶eduire qu'elle est situ¶ee au sud de place d'Italie
et au nord de porte d'Italie. Le problµeme consiste µa d¶eterminer une approximation de
la position g¶eographique de l'ENST µa partir de ces informations.

(a) Plan de Paris6 (b) Distribution des points
C (ENST) dans le plan.

(b) Distribution des points
B (station de m¶etro

Tolbiac) dans le plan.

Fig. 4.45 { Hypothµese sur la distribution des points dans le plan pour le problµeme de
localisation de l'ENST (le symbole* entour¶e en bleu repr¶esente la position exacte de
l'ENST sur le plan).

Pour revenir µa notre problµeme des trois pointsA, B et C : l'ENST repr¶esente le point
C, la station de m¶etro Tolbiac repr¶esente le pointB et place d'Italie repr¶esente le point

5ENST : ¶Ecole Nationale Sup¶erieure des T¶el¶ecommunications
6Plan r¶ecup¶er¶e sur le sitehttp://www.maporama.com .
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A. Pour r¶esoudre ce problµeme, il faut trouver une interpr¶etation µa chaque information
donn¶ee. Pour mod¶eliser l'information m¶etrique\pas trµes loin"entre le pointA et le point
C, on suppose que la distribution des pointsC dans le plan,f c, suit une loi normale
centr¶ee sur le pointA (Fig. 4.45-b). Pour la distribution des pointsB dans le plan,
nous avons choisi une loi normale centr¶ee sur le centre du segment reliant la station
place d'Italie µa la station porte d'Italie (Fig. 4.45-c), cela repr¶esente la mod¶elisation
de l'information \la station de m¶etro Tolbiac est situ¶ee entre les deux stations place
d'Italie et porte d'Italie". Les deux angles ® et ¯ correspondent respectivement aux
deux angles¡ ¼=2 et ¼. La probabilit¶e P(C; ®e; ¯ e) est d¶etermin¶ee en utilisant l'¶equation
4.117.

4.10.2 R¶esultats de la localisation

Nous avons repr¶esent¶e sur la ¯gure 4.46-a le r¶esultat de l'¶evaluation de la probabilit¶e
P(C; ®e; ¯ e), le maximum de cette probabilit¶e est atteint au point repr¶esent¶e par l'¶etoile
rouge. On remarque que le r¶esultat obtenu n'est pas trµes ¯able et trµes loin de la position
exacte de l'¶ecole. Ce r¶esultat ¶etait pr¶evisible car les informations utilis¶es ne sont pas
su±santes. Pour voir l'importance d'avoir plusieurs informations, nous avons utilis¶e
la position de la station de m¶etro porte d'Italie. Comme la station de m¶etro Tolbiac
est situ¶e au nord de la station de m¶etro porte d'Italie, nous avons une deuxiµeme
possibilit¶e pour d¶eduire la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e). Sur la ¯gure 4.46-b, Nous avons
pr¶esent¶e le r¶esultat de l'¶evaluation de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) en utilisant l'information
concernant porte d'Italie. Ce r¶esultat est encore moins ¯able que le pr¶ec¶edent, mais si
on examine la fusion des deux informations (Fig. 4.46-c), la localisation est trµes proche
de la position r¶eelle de l'ENST.

(a) Localisation µa partir de
la station de m¶etro place

d'Italie.

(b) Localisation µa partir de
la station de m¶etro porte

d'Italie.

(c) Fusion des deux
r¶esultats

Fig. 4.46 { Localisation de l'ENST de Paris µa partir de sa position relative par rapport
µa la station de m¶etro Tolbiac (Le maximum de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) est atteint
sur le point repr¶esent¶e par le symbole*).
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4.10 Localisation d'un objet ou une r¶egion connaissant sa position relative

Maintenant, si on sait, en plus des informations pr¶ec¶edentes, que l'ENST est situ¶ee
au sud-ouest de place d'Italie, on peut modi¯er la distribution a priori des pointsC
dans le plan pour mieux repr¶esenter cette information (Fig. 4.47-a). L'utilisation de
cette distribution pour localiser l'ENST µa partir de place d'Italie (Fig. 4.47-b) ou bien
porte d'Italie (Fig. 4.47-c) est plus pr¶ecise qu'avant (Fig. 4.46). La fusion des deux
nouveaux r¶esultats donne un r¶esultat encore plus pr¶ecis (Fig. 4.47-d).

((a) Distribution a priori des
points C (ENST) dans le plan.

(b) Localisation µa partir de la
station de m¶etro place d'Italie.

(c) Localisation µa partir de la
station de m¶etro porte d'Italie.

(c) Fusion des deux r¶esultats

Fig. 4.47 { Utilisation de la nouvelle connaissance< L'ENST est situ¶ee au sud ouest
de place d'Italie> pour la localisation (Le maximum de la probabilit¶eP(C; ®e; ¯ e) est
atteint sur le point repr¶esent¶e par le symbole*).

En conclusion, la ¯abilit¶e du r¶esultat d¶epend du nombre d'informations exploit¶ees
pour d¶eduire la position g¶eographique du pointC. Avec peu d'informations, le r¶esultat
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4. ¶Etude probabiliste du problµeme d'inf¶erence des relations spatiales directionnelles

ne peut pas être trµes ¯able car tous les points du domaineD®;¯ v¶eri¯ent les hypothµeses
de d¶epart.

4.11 Conclusion

Nous avons pr¶esent¶e dans ce chapitre une ¶etude th¶eorique du problµeme d'inf¶erence
des relations spatiales directionnelles entre des points. Nous avons ¶etudi¶e plusieurs
exemples de distributions des points dans le plan. Cette ¶etude constitue la base d'une
m¶ethode d'inf¶erence probabiliste des relations spatiales directionnelles. Nous avons d¶e-
termin¶e la probabilit¶e conjointeP(C; ®e; ¯ e) pour n'importe quelle distribution continue
des points dans le plan.

Les r¶esultats de l'inf¶erence obtenus dans le cas des r¶egions non compactes sont trµes
proches de ceux obtenus en utilisant l'histogramme angles-distances et cela en utili-
sant uniquement l'information angulaire. Seulement, dans le cas oµu les histogrammes
d'anglesHAB et HBC sont trµes loin des hypothµeses du calcul th¶eorique le r¶esultat obtenu
n'est pas ¶equivalent au r¶esultat exact. Cela est dû au fait que ces deux histogrammes
d'angles ne sont pas ind¶ependants, ils d¶ependent tous les deux de la forme de la r¶egion
B . Pour am¶eliorer cette estimation, il serait int¶eressant de voir la possibilit¶e d'utiliser
des paramµetres de la forme de la r¶egionB et les deux histogrammes d'angles pour
d¶eterminer la probabilit¶eP(®; ¯ ).

L'exemple ¶etudi¶e dans la section 4.10 montre l'importance de nos r¶esultats th¶eo-
riques dans le cadre d'une application r¶eelle. Cet exemple est proche aussi du problµeme
de localisation des t¶el¶ephones mobiles : on peut utiliser uniquement l'information angu-
laire pour localiser le mobile. L'importance du nombre de stations de base, dans ce cas,
permet de garantir une bonne ¯abilit¶e du r¶esultat. L'¶etude g¶en¶erale de la probabilit¶e
P(C; ®; ¯ ) pour n'importe quelle distribution de probabilit¶e, nous permet d'introduire
plusieurs hypothµeses au problµeme de localisation (distributions di®¶erentes pour les
deux points B et C par exemple) et ainsi adapter le r¶esultat th¶eorique aux exigences
du problµeme µa r¶esoudre.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Le raisonnement spatial est de plus en plus utilis¶e pour r¶esoudre un ensemble de
problµemes d'analyse d'image, d'interface homme-machine et de traitement du lan-
gage naturel. Face µa des problµemes oµu les donn¶ees sont incomplµetes ou impr¶ecises, il
est n¶ecessaire de s'int¶eresser aux modµeles de repr¶esentation quantitative des relations
spatiales. Cette repr¶esentation fond¶ee sur des modµeles °ous cherche µa quanti¯er les
di®¶erentes relations spatiales entre les di®¶erents objets ou r¶egions de l'espace. Com-
par¶ees aux m¶ethodes de repr¶esentation qualitative de l'espace, ces approches se sont
limit¶ees µa l'estimation des di®¶erentes relations sans s'int¶eresser r¶eellement µa la partie
raisonnement. L'objectif principal de cette thµese vise µa d¶evelopper des m¶ethodes d'in-
f¶erence quantitative en utilisant ces modµeles.

Dans un premier temps, nous nous sommes int¶eress¶es aux modµeles existants dans le
but de les enrichir a¯n de pouvoir faire de l'inf¶erence sans avoir µa r¶eestimer chaque fois
ces modµeles de repr¶esentation. En s'appuyant sur l'exemple des points, nous avons in-
troduit l'information m¶etrique dans l'histogramme d'angles pour d¶e¯nir l'histogramme
angles-distances. Notre modµele permet de repr¶esenter µa la fois l'information angulaire
n¶ecessaire µa l'estimation des di®¶erentes relations spatiales directionnelles et l'infor-
mation m¶etrique utile pour d¶eterminer la distance qui s¶epare les deux r¶egions. En
combinant ces deux informations, nous avons pu d¶e¯nir une m¶ethode d'estimation
de l'histogramme angles-distancesH AC qui repr¶esente les relations spatiales entre les
deux r¶egionsA et C µa partir des deux histogrammesH AB et H BC . La ¯abilit¶e des
r¶esultats obtenus d¶epend essentiellement de la forme et de la taille de la r¶egionB .
Malheureusement, on est incapable d'estimer cette ¯abilit¶e uniquement µa partir des
deux histogrammes. De plus, la taille de m¶emoire occup¶ee par ce modµele (fonction
bidimensionnelle) limite son utilisation µa des petites applications et celle-ci ne peut
pas être envisag¶ee par exemple dans le cas d'un systµeme d'information g¶eographique.

Pour rem¶edier µa ces inconv¶enients, nous nous sommes orient¶es vers des m¶ethodes
utilisant moins de ressources. De plus, l'estimation de l'histogramme angles-distances
n¶ecessite la connaissance complµete de la forme, la taille et la position relative des deux
r¶egions. Or ces informations sont parfois indisponibles ou bien impossibles µa d¶etermi-
ner. On s'est int¶eress¶e, dans la deuxiµeme partie, µa la possibilit¶e de d¶eduire la position
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5. Conclusion et perspectives

relative d'un objet C par rapport µa l'objet A uniquement µa partir des estimations
des quatre relations spatiales directionnelles de base. Pour cela, nous avons utilis¶e un
r¶eseau d'agr¶egation °oue pour d¶eduire les relations spatiales directionnelles entre les
deux r¶egionsA et C µa partir de celles entre les deux r¶egionsA et B et les deux r¶egions
B et C. Les r¶esultats obtenus dans le cas g¶en¶eral sont acceptables. Malheureusement,
utiliser uniquement le degr¶e des quatre relations de base s'avµere insu±sant surtout
dans le cas oµu l'information m¶etrique est importante. A¯n de pouvoir d¶etecter ces cas
de ¯gure et avoir une id¶ee sur les erreurs d'estimation, nous nous sommes orient¶es vers
une ¶etude th¶eorique du problµeme d'inf¶erence en s'appuyant sur l'histogramme d'angles.

Nous avons pr¶esent¶e dans la troisiµeme partie une ¶etude probabiliste du problµeme
dans le cas des points. Sachant que la majorit¶e des modµeles de quanti¯cation est fond¶ee
sur la repr¶esentation des relations spatiales entre des points pour estimer ces relations
entre des r¶egions, cette ¶etude peut être facilement ¶etendue au cas des objets. A¯n
d'¶elargir les domaines d'application, nous avons d¶etermin¶e la probabilit¶e a posteriori
P(°=®; ¯ ) pour di®¶erentes distributions des points dans le plan. Nous avons d¶etermin¶e
en même temps la probabilit¶e jointeP(C; ®; ¯ ) qui relie la position spatiale du pointC
dans le plan et les deux positions relatives® et ¯ . Cette probabilit¶e a ¶et¶e aussi d¶eter-
min¶ee pour n'importe quelle distribution continue des points dans le plan. Ce r¶esultat
a un grand int¶erêt dans le cas oµu l'on s'int¶eresse µa la position spatiale du pointC et
non pas µa sa position relative. C'est le cas par exemple du problµeme de localisation
des t¶el¶ephones mobiles.

Le calcul analytique de la probabilit¶e jointeP(°; ®; ¯ ) ne peut pas être d¶etermin¶e
pour n'importe quelle distribution mais le calcul num¶erique µa partir de la probabilit¶e
P(C; ®; ¯ ) reste possible. Pour le passage au cas des objets, nous avons distingu¶e deux
cas :

{ Cas des r¶egions compactes ou des r¶egions ¶eloign¶ees : L'hypothµese de sup-
poser que les r¶egions sont repr¶esent¶ees dans ce cas par des points n'est pas trµes
loin de la r¶ealit¶e. Pour cela les r¶esultats obtenus sont trµes ¯ables et les erreurs
engendr¶ees peuvent être estim¶ees directement µa partir de l'information angulaire.

{ Cas des r¶egions non compactes : Dans ce cas, les r¶esultats obtenus sont
proches de ceux d¶ejµa obtenus en utilisant l'histogramme angles-distances et cela
en utilisant uniquement l'histogramme d'angles. Les erreurs d'estimation obte-
nues sont ¶etroitement li¶ees aux hypothµeses du calcul th¶eorique. Dans le cas oµu
les r¶egions sont non compactes, les deux histogrammes d'anglesHAB et HBC ne
sont pas ind¶ependants, ils d¶ependent tous les deux de la forme de la r¶egionB .
En cons¶equence, l'hypothµese que la variable al¶eatoire¯ (position relative de la
r¶egion C par rapport µa B ) est ind¶ependante par rapport µa la variable al¶eatoire
® (position relative de la r¶egionB par rapport µa A) n'est pas v¶eri¯¶ee. Ce qui
engendre une grande di®¶erence dans certains cas par rapport µa une ¶evaluation
directe.
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Perspectives

La perspective la plus importante est sans doute de continuer µa travailler sur l'ap-
proche probabiliste. En s'appuyant sur d'autres informations autres que les deux his-
togrammes d'angles, on pourrait am¶eliorer les r¶esultats obtenus dans le cas des r¶egions
non compactes. Il faudrait d¶eterminer les paramµetres qui nous permettront d'obtenir
une bonne estimation de la probabilit¶e conditionnelleP(¯=®). Ce point nous semble
essentiel dans le cas du traitement des r¶egions non compactes.

Une seconde perspective ¶egalement importante est de voir ce que peuvent apporter
nos r¶esultats sur les r¶egions compactes dans le cas des problµemes de localisation des
t¶el¶ephones mobiles. Les donn¶ees de ce problµeme sont trµes proches de notre ¶etude th¶eo-
rique et l'int¶egration aux systµemes existants devrait être facile, mais il conviendrait de
prendre de fa»con r¶ealiste les incertitudes de mesures propres µa ce problµeme particulier.

Une autre perspective est de d¶evelopper une m¶ethode d'estimation de la taille et de
la forme de la r¶egion interm¶ediaireB µa partir des deux histogrammes angles-distances
H AB et H BC . Cela permettrait de r¶eduire le nombre de redondances dans l'histogramme
angles-distances estim¶e.

D'autres perspectives sont ouvertes dans le cas du r¶eseau d'agr¶egation. Pour l'ins-
tant, nous avons utilis¶e uniquement les quatre relations spatiales de base pour d¶eduire
la relation RIGHT OF . D'autre relations (m¶etriques ou topologiques) peuvent être int¶e-
gr¶ees aux entr¶ees du r¶eseau. Il est aussi possible d'utiliser notre algorithme d'appren-
tissage pour d¶eterminer les rµegles d'inf¶erence des relations spatiales complexes µa partir
des relations simples (Inf¶erence de type 2 : cf. introduction).
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Annexe A

Introduction µa la th¶eorie des sous
ensembles °ous

L'inadaptation de la th¶eorie classique des ensembles aux notions vagues et impr¶e-
cises, rencontr¶ees pourtant dans de nombreux autres domaines que la linguistique, a
conduit µa une nouvelle mod¶elisation par l'introduction en 1965 de la th¶eorie des sous
ensembles °ous (fuzzy sets) par L. Zadeh [ZADE-65].

Trµes utilis¶ee dans de nombreuses disciplines math¶ematiques(int¶egration, th¶eorie
de la mesure, th¶eorie de l'information, statistique, calcul di®¶erentiel, topologie...), la
th¶eorie des sous ensembles °ous s'est ouverte, en quelque ann¶ees, µa un vaste champ
d'applications. Les domaines concern¶es vont des produits de consommation du grand
public(cam¶era, appareil photo, machine µa laver, ...) jusqu'aux sciences humaines (psy-
chologie, sociologie...) en passant par les automatismes industriels, la robotique, l'in-
telligence arti¯cielle, la reconnaissance des formes, la m¶et¶eorologie et l'¶evaluation des
risques sismiques.

A.1 Objectifs

La th¶eorie des sous ensembles °ous est une th¶eorie math¶ematique dont l'objectif
est de mod¶eliser les notions vagues du langage naturel pour pallier µa l'inadaptation
de la th¶eorie des ensembles classiques. Ce concept a ¶et¶e aussi introduit dans le but
d'¶eviter les passages brusques d'une classe µa une autre(par exemple : de la classe noire
µa la classe blanche) et autoriser les ¶el¶ements µa n'appartenir complµetement ni µa l'une
ni µa l'autre.

La d¶e¯nition d'un ensemble °ou r¶epond au besoin de repr¶esenter des connaissances
impr¶ecises, soit parce qu'elles sont exprim¶ees en langage naturel par un observateur qui
n'¶eprouve pas le besoin de fournir plus de pr¶ecisions ou n'en est pas capable, soit parce
qu'elles sont obtenues avec des instruments d'observation qui produisent des erreurs
de mesure.
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A. Introduction µa la th¶eorie des sous ensembles °ous

A.2 D¶e¯nition d'un ensemble °ou

Un sous ensemble °ouA de l'univers X est d¶e¯ni par une fonction d'appartenance
¹ A qui associe µa chaque ¶el¶ementx de X le degr¶e¹ A (x), compris entre0 et 1, avec lequel
x appartient µa A.

Exemple :

Si X est l'ensemble des âges possibles d'une personne, on peut d¶e¯nir le sous en-
semble °ouA des personnes jeunes. Le degr¶e d'appartenance de toute personne âg¶ee
de x au sous ensemble °ouA est d'autant plus grand que son âge est petit (Fig. A.1

Fig. A.1 { Sous ensemble °ouA repr¶esentant la population jeune. L'âge est repr¶esent¶e
par la variable x

Remarque :

Dans le cas oµu¹ A ne prend que des valeurs ¶egales µa0 ou 1, le sous ensemble °ouA
n'est rien d'autre qu'un sous ensemble classique deX .

A.3 Caract¶eristiques d'un sous ensemble °ou

Divers notions compl¶ementaires, d'utilisation courante, permettent de mieux dis-
tinguer les sous ensembles °ous des ensembles classiques :

A.3.1 Support d'un sous ensemble °ou

Soit A un sous ensemble °ou de l'universX . Le support du sous ensemble °ouA est
un sous ensemble classique deX , dont chacun des ¶el¶ements a un degr¶e d'appartenance
non nul par rapport µa A (Fig. A.2) :

Support(A) = f x 2 X = ¹ A (x) 6= 0 g (A.1)
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A.3 Caract¶eristiques d'un sous ensemble °ou

A.3.2 Noyau d'un sous ensemble °ou

Le noyau d'un sous ensemble °ouA de X est un sous ensemble ordinaire deX dont
chaque ¶el¶ement a un degr¶e d'appartenance ¶egal µa 1 (Fig. A.2) :

Noyau(A) = f x 2 X=¹ A (x) = 1 g (A.2)

Remarque :

lorsqueNoyau(A) 6= ; , on dit que le sous ensemble °ouA est normal ou normalis¶e,
sinon on dit qu'il est sous normal.

A.3.3 Hauteur d'un sous ensemble °ou

La hauteur D'un sous ensemble °ouA de X est la valeur maximale de la fonction
d'appartenance, c'est le plus grand degr¶e d'appartenance µaA (Fig. A.2) :

H (A) = max
x 2 X

(¹ A (x)) (A.3)

Fig. A.2 { Support, Noyau, Hauteur et ®-coupe d'un sous ensemble °ou.

Remarque :

Un sous ensemble °ou est normalis¶e siH (A) = 1 .
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A. Introduction µa la th¶eorie des sous ensembles °ous

A.3.4 ® coupe ou coupe de niveau ®
On appelle®-coupe ou coupe de niveau® du sous ensemble °ouA pour une valeur

donn¶ee® 2 [0; 1], le sous ensemble classiqueA® de X d¶e¯ni par (Fig. A.2) :

A® = f x 2 X=¹ A (x) ¸ ®g (A.4)

Une ®-coupe telle que¹ A (x) > ® ; 8x 2 A est dite stricte.

A.4 op¶erations sur les sous ensembles °ous

Toutes les op¶erations ensemblistes d¶e¯nies pour les ensembles stricts ont ¶et¶e g¶en¶e-
ralis¶ees de tel sorte qu'on puisse les utiliser pour les sous ensembles °ous :

A.4.1 Inclusion
Un sous ensemble °ouA est un sous ensemble d'un sous ensemble °ouB ssi :

8x 2 X ; ¹ A (x) · ¹ B (x) (A.5)

A.4.2 ¶Egalit¶e
Soit deux sous ensembles °ousA et B de l'univers X . On dit que A et B sont ¶egaux

si les fonctions d'appartenance ont la même valeur en tout pointx 2 X :

A = B , 8 x 2 X ; ¹ A (x) = ¹ B (x) (A.6)

A.4.3 R¶eunion
La r¶eunion de deux sous ensembles °ousA et B de même r¶ef¶erentielX est un sous

ensemble °ou not¶eA [ B dont la fonction d'appartenance est :

8x 2 X ; ¹ A [ B (x) = U
³

¹ A (x); ¹ B (x)
´

(A.7)

oµu U est une fonction de[0; 1]£ [0; 1] ! [0; 1]. Pour rester conforme au cas classique cette
fonction doit v¶eri¯er certains critµeres :

1. Commutatitivit¶e : 8x; y 2 [0; 1]; U(x; y) = U(y; x).

2. Associativit¶e : 8x; y; z 2 [0; 1]; U
³

x; U(y; z)
´

= U
³

U(x; y); z
´
.

3. Croissance : 8x; y; z; t 2 [0; 1]; x · z et y · t ) U (x; y) · U (z; t).

4. ¶El¶ement neutre : 8x 2 [0; 1]; U(x; 0) = x.

Ces fonctions portent le nom deconorme triangulaire ou T-Conorme .

Les T-Conormes les plus utilis¶ees sont indiqu¶ees dans le tableau A.1.

166
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A.4.4 Intersection
L'intersection de deux sous ensembles °ousA et B de même r¶ef¶erentielX est un

sous ensemble °ou not¶eA \ B dont la fonction d'appartenance est :

8x 2 X ; ¹ A [ B (x) = I
³

¹ A (x); ¹ B (x)
´

(A.8)

oµu I est une fonction de[0; 1]£ [0; 1] ! [0; 1]. Pour rester conforme au cas classique cette
fonction doit v¶eri¯er certains critµeres :

1. Commutatitivit¶e : 8x; y 2 [0; 1]; I (x; y) = I (y; x).
2. Associativit¶e : 8x; y; z 2 [0; 1]; I

³
x; I (y; z)

´
= I

³
I (x; y); z

´
.

3. Croissance : 8x; y; z; t 2 [0; 1]; x · z et y · t ) I (x; y) · I (z; t).
4. ¶El¶ement neutre : 8x 2 [0; 1]; I (x; 1) = x.

Ces fonctions portent le nom denorme triangulaire ou T-Norme .

Les T-Normes les plus utilis¶ees sont indiqu¶ees dans le tableau A.1.

A.4.5 Compl¶ement
Le compl¶ement d'un sous ensemble °ouA de r¶ef¶erentielX est un sous ensemble

°ou not¶e A dont la fonction d'appartenance est donn¶ee par :

8x 2 X ; ¹ A (x) = N (¹ A (x)) (A.9)

oµu N est une fonction de[0; 1] ! [0; 1] appel¶ee fonction n¶egation. Comme pour les
t-normes et les t-conormes, la fonction n¶egation doit v¶eri¯er certains critµeres :

1. N (0) = 1 et N (1) = 0 .
2. Monotonie : 8x; y 2 [0; 1]; x ¸ y ) N (x) · N (y).
Elle est ditestricte si N (x) est continue et satisfait8x; y 2 [0; 1]; x > y ) N (x) < N (y).

Elle est de plusinvolutive ssi 8x 2 [0; 1]; N (N (u)) = u.

A.4.6 Dualit¶e entre T-Norme, T-Conorme et fonction n¶egation

Une T-Norme I et une T-ConormeU sont dites duales pour la fonction n¶egation
N si elles satisfont les relations suivantes :

1. 8x; y 2 [0; 1]; N
³

U(x; y)
´

= I
³

N (x); N (y)
´
.

2. 8x; y 2 [0; 1]; N
³

I (x; y)
´

= U
³

N (x); N (y)
´
.

Remarque :

Ces deux relations correspondent pour les ensembles aux relations d¶e¯nies par le
th¶eorµeme de De Morgan :

1. , A \ B = A [ B .
2. , A [ B = A \ B .
Les principales dualit¶es existantes entre les di®¶erents op¶erateurs sont donn¶ees aussi

dans le tableau A.1.
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A. Introduction µa la th¶eorie des sous ensembles °ous

T-Norme I (x; y) T-Conorme U(x; y) N¶egationN (x) Nom

min(x; y) max(x; y) 1 ¡ x Zadeh

xy x + y ¡ xy 1 ¡ x Bandler et Kohout

max(x + y ¡ 1; 0) min(x + y; 1) 1 ¡ x Lukasiewicz

xy
° +(1 ¡ ° )( x + y¡ xy )

x + y+ xy ¡ (1 ¡ ° )xy
1¡ (1 ¡ ° )xy 1 ¡ x Hamacher(° > 0)

max
³

1 ¡ p
p

(1 ¡ x)p + (1 ¡ y)p; 0
´

min ( p
p

xp + yp; 1) 1 ¡ x Yager (p ¸ 1)

max
³

x + y¡ 1+ ¸xy
1+ ¸ ; 0

´
min (x + y + ¸xy; 1) 1¡ x

1+ ¸x Weber (¸ > ¡ 1)
8
><

>:

x si y = 1
y si x = 1
0 sinon

8
><

>:

x si y = 0
y si x = 0
1 sinon

1 ¡ x Drastique

Tab. A.1 { Principales T-Normes et T-Conormes duales [BOUC-95].

A.5 Propri¶et¶es des op¶erateurs ensemblistes °ous

Par d¶e¯nition des op¶erateurs t-normes et t-conormes, une grande partie des pro-
pri¶et¶es v¶eri¯¶ees par les op¶erateurs de la th¶eorie des sous ensembles classiques restent
valable :

Soit A,B et C trois sous ensembles °ous de l'universX .
1. Commutativit¶e :

A \ B = B \ A

A [ B = B [ A

2. Associativit¶e :

(A \ B ) \ C = A \ (B \ C)

(A [ B ) [ C = A [ (B [ C)

3. Idempotence :

A \ A = A

A [ A = A

4. Distribution :

A \ (B [ C) = ( A \ B ) [ (A \ C)

A [ (B \ C) = ( A [ B ) \ (A [ C)
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5. Absorption :

A \ ; = ;

A [ X = X

6. Identit¶e :

A [ ; = A

A \ X = X

Remarques :
1. La propri¶et¶e de contradiction ainsi que la propri¶et¶e du tiers exclu ne sont pas

v¶eri¯¶ees par les op¶erateurs °ous :

A [ A 6= X

A \ A 6= ;

2. Si on utilise une t-norme I et une t-conormeU duales pour une fonction de
n¶egationN pour construire les op¶erateurs d'intersection, d'union et du compl¶e-
mentaire, le th¶eorµeme de De Morgan est v¶eri¯¶e :

A [ B = A \ B

A \ B = A [ B

3. Si nous utilisons une fonction n¶egationN involutive, la propri¶et¶e d'involution est
v¶eri¯¶ee :

A = A
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Annexe B

Calcul de la surface de
½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼

B.1 1er cas : ¯ 6= ®+ k¼(k 2 Z)

Fig. B.1 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour ¯ 6= ®+ k¼.

On veut d¶eterminer la surface du secteur½qui repr¶esente l'intersection du secteur
angulaire SA;® et du secteur angulaireSC;¯ ¡ ¼ quand d® et d¯ tendent vers z¶ero (Fig.
B.1).

j½j = lim
d¯ ! 0;d®! 0

j½d®;d¯ j
d®d¯

(B.1)
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B. Calcul de la surface de½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼

Le secteur½d®;d¯ est repr¶esent¶e par le quadrilatµeren1n2n3n4 issu de l'intersection des
quatre droites¢ C;¯ ¡ ¼¡ d¯= 2, ¢ C;¯ ¡ ¼+ d¯= 2, ¢ A;® ¡ d®=2 et ¢ A;® + d®=2. L'¶equation d'une droite
¢ dont la pente est ¶egale µaÁ et qui passe par un pointN (xn ; yn ) est d¶e¯nie par :

cos(Á)(y ¡ yn ) = sin( Á)(x ¡ xn )

Cette ¶equation peut être ¶ecrite en coordonn¶ees polaires sous la forme :

r sin(µ ¡ Á) = r n sin(£ n ¡ Á) (B.2)

oµu (r n ; £ n ) repr¶esente les coordonn¶ees polaires du pointN .

En rempla»cantÁ dans l'¶equation B.2 par¯ ¡ ¼¡ d¯=2 et ¯ ¡ ¼+ d¯=2, µ par ®¡ d®=2

et les coordonn¶ees du pointN par celles du pointC, on obtient les coordonn¶ees des
points n1 (l'intersection des droites¢ C;¯ ¡ ¼¡ d¯= 2 et ¢ A;® ¡ d®=2) et n2 (l'intersection des
droites ¢ C;¯ ¡ ¼+ d¯= 2 et ¢ A;® ¡ d®=2) :

n1 :

(
µn1 = ®¡ d®=2

rn1 = r c
sin(£ c ¡ (¯ ¡ ¼¡ d¯= 2))

sin(®¡ d®=2¡ (¯ ¡ ¼¡ d¯= 2))

(B.3)

n2 :

(
µn2 = ®¡ d®=2

rn2 = r c
sin(£ c ¡ (¯ ¡ ¼+ d¯= 2))

sin(®¡ d®=2¡ (¯ ¡ ¼+ d¯= 2))

(B.4)

Les coordonn¶ees des pointsn3 et n4 sont obtenus de la même fa»con, en rempla»cant
µ par ®+ d®=2 :

n3 :

(
µn3 = ®¡ d®=2

rn3 = r c
sin(£ c ¡ (¯ ¡ ¼+ d¯= 2))

sin(®+ d®=2¡ (¯ ¡ ¼+ d¯= 2))

(B.5)

n4 :

(
µn4 = ®¡ d®=2

rn4 = r c
sin(£ c ¡ (¯ ¡ ¼¡ d¯= 2))

sin(®+ d®=2¡ (¯ ¡ ¼¡ d¯= 2))

(B.6)

On peut exprimer la surface de½d®;d¯ sous la forme d'une int¶egrale :

j½d®;d¯ j =

®+ d®Z

®¡ d®

0

B
B
@

r c
sin(£ c ¡ ( ¯ ¡ ¼+ d¯= 2))
sin( µ ¡ ( ¯ ¡ ¼+ d¯= 2))Z

r c
sin(£ c ¡ ( ¯ ¡ ¼¡ d¯= 2))
sin( µ ¡ ( ¯ ¡ ¼¡ d¯= 2))

rdr

1

C
C
A dµ (B.7)

l'¶evaluation de cette int¶egrale nous donne :

j½d®;d¯ j =
2r 2

c sin(d®) sin(d¯ ) (sin(2®¡ 2£ c) cos(d¯ ) ¡ sin(2¯ ¡ 2£ c) cos(d®) ¡ sin(2®¡ 2¯ ))
4 cos(2®¡ 2¯ ) cos(d®) cos(d¯ ) ¡ cos(2d¯ ) ¡ cos(2d®) ¡ cos(4®¡ 4¯ ) ¡ 1

(B.8)

Comme on alim
x ! 0

sin( x )
x = 1 , l'¶evaluation de l'¶equation B.1 nous donne :
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B.2 2µemecas :¯ = ®+ 2k¼(k 2 Z)

½=
2r 2

c (sin(2®¡ 2£ c) ¡ sin(2¯ ¡ 2£ c) ¡ sin(2®¡ 2¯ ))
4 cos(2®¡ 2¯ ) ¡ cos(4®¡ 4¯ ) ¡ 3

(B.9)

Aprµes simpli¯cation, on obtient :

½=
2r 2

c sin(®¡ ¯ ) (cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2£ c))
sin(®¡ ¯ ) (3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ ))

(B.10)

Comme ¯ est di®¶erent de®+ k¼, la valeur desin(®¡ ¯ ) est di®¶erente de z¶ero :

½= 2r 2
c

cos(®¡ ¯ ) ¡ cos(®+ ¯ ¡ 2£ c)
3 sin(®¡ ¯ ) ¡ sin(3®¡ 3¯ )

(B.11)

B.2 2µeme cas : ¯ = ®+ 2k¼(k 2 Z)

Fig. B.2 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour ¯ = ®+ 2k¼.

Dans ce cas, le pointC est dans la direction®§ d® par rapport au point A. Comme
pour le cas pr¶ec¶edent, la surface du domaine½d® peut être exprim¶ee sous la forme d'une
int¶egrale :

j½d® j =

®Z

®¡ d®=2

r c
sin( ® ¡ ( ® ¡ ¼+ d®= 2))
sin( µ ¡ ( ® ¡ ¼+ d®= 2))Z

0

rdrdµ +

®+ d®=2Z

®

r c
sin( ® ¡ ( ® ¡ ¼¡ d®= 2))
sin( µ ¡ ( ® ¡ ¼¡ d®= 2))Z

0

rdrdµ (B.12)

j½d® j =
r 2

c tan(d®=2)
2

(B.13)
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B. Calcul de la surface de½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼

La limite de ½d®=d® quand d® tend vers z¶ero nous donne :

j½j = lim
d®! 0

j½d® j
d®

(B.14)

j½j =
r 2

c

4
(B.15)

B.3 3µeme cas : ¯ = ®+ ¼+ 2k¼(k 2 Z)

(a) Intersection des deux domaines
SC;® ¡ ¼ et SA;® dans le cas oµuC est dans

la direction ® par rapport µa A.

(b) Intersection des deux domaines
SC;® ¡ ¼ et SA;® dans le cas oµuC est dans

la direction ®+ ¼ par rapport µa A.

Fig. B.3 { D¶e¯nition du domaine ½= SA;® \ SC;¯ ¡ ¼ pour ¯ = ®+ ¼+ 2k¼.

Dans ce cas, si le pointC est dans la direction®+ ¼par rapport µa un point B , lui-
même dans une direction® par rapport au point A, le point C sera dans la direction
® par rapport au point A s'il est situ¶e entre les deux pointsA et B , ou bien dans la
direction ® + ¼ par rapport au point A dans l'autre cas. Dans ce cas, la surface du
domaine ½va d¶ependre de la position deC par rapport au point A. Si C est dans la
direction ® par rapport au point A (Fig. B.3-a), le domaineSC;® ¡ ¼ est inclus dans le
domaineSA;® . De ce fait, la surface de½sera ¶egale µa celle du domaineSC;® ¡ ¼ \ D . Le
rayon de ce secteur angulaire est ¶egale µa(R ¡ r c), donc :

j½jd® =
(R ¡ r c)2

2
d® (B.16)
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B.3 3µemecas :¯ = ®+ ¼+ 2k¼(k 2 Z)

Dans l'autre cas, le domaineSA;® est inclus dans le domaineSC;® ¡ ¼ (Fig. B.3-b).
La surface du domaine½sera ¶egale µa celle du domaineSA;® \ D :

j½jd® =
R2

2
d® (B.17)

En r¶esum¶e, la surface du domaine½est donn¶ee par :

j½j =

(
(R ¡ r c )2

2 si C 2 SA;®
R 2

2 si C 2 SA;® ¡ ¼
(B.18)
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