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R&#sum@

Les relations spatiales entre les di®®rentes rggions d'une image jouent un rble im-
portant dans les domaines de la reconnaissance des formes, vision par ordinateur,
interprgtation de scgnes et plus particuligrement dans les taches liges aux domaines
des systgmes d'informations ggographiques (GIS) et de la navigation autonome des
robots mobiles. L'étre humain est trgs habile dans I'estimation et la dgduction de I'en-
semble de ces relations. Nos d®&ductions restent trgs prgcises malgrg I'arAfidife p
la d§ nition de ces relations.

L'objectif de cette thgse est de proposer une mgthode d'infgrence quantitative des
relations spatiales directionnelles. Nous nous sommes intgress§s au problgme suivant :
dgduire les relations spatiales entre deux rggions A et C connaissant celles qui les re-
lient p une troisipme rggion B. On est confront® p ce genre de problgmes chaque fois
gu'on doit chercher notre direction en utilisant un plan, on se positionne par rapport
A certains repgres pour dgduire notre direction.

Nous prgsentons tout d'abord une gtude des modgles de reprgsentation quantitative
des relations spatiales directionnelles. Ces modgles reposent essentiellement sur la th§o-
rie de la logique °oue pour quanti er I'ensemble de ces relations. Nous nous sommes
inspirgs dans la suite de I'un de ces modgles pour d& nir une nouvelle reprgsentation,
celle-ci nous a permis de reprgsenter g la fois l'information angulaire ngcessaire pour
quanti er les di®grentes relations spatiales directionnelles et I'information de distance
utile pour I'gtape de d®duction.

Dans la plupart des cas, cette information m§trique n'est pas disponible ou impos-
sible p dgterminer. Alors, on est amen® p d®duire des nouvelles relations en utilisant
uniguement l'information angulaire. Pour ®tudier ces cas, nous avons utilis§ un rgseau
d'agrggation °oue pour dgterminer les degrgs des quatre relations spatiales direction-
nelles de base entre deux rggions A et C connaissant uniquement les degrs de ces
relations entre les deux rggions A et B et entre les deux rggions B et C. Un algorithme
d'apprentissage a ®t® propos® pour dgterminer les di®grents paramgtres du rgseaux
(structures et op®rateurs utilis§s).

Dans le but de justi er les rgsultats obtenus, nous avons e®ectu§ une ®tude pro-
babiliste du probleme d'infgrence. Nous avons dgtermin® la probabilit de trouver un
point C dans la direction® par rapport p un point A gtant donng qu'il est placg dans



la direction ~ par rapport g un autre point B, lui méme situg dans la directior® par
rapport au point A. Cette §tude p §t% e®ectue pour di®grentes distributions de points
dans le plan. La probabilitg de positionner le point C dans le plan §tant donn® les deux
paramgtresR et a §t® determin®e pour toute distribution continue des points dans le
plan. Vu que la majoritg des modgles de reprgsentation des relations reposent sur les
relations spatiales entre les di®grents points des deux objets, ces rgsultats constituent
la base d'une m§thode d'infgrence probabiliste des relations spatiales directionnelles
entre objets.



Abstract

Nowadays, the knowledge of spatial relations between objects is a key point in
Image Processing and commonly used in pattern recognition, computer vision, scene
interpretation and more speci cally in Geographical Information System&GIS), scene
descriptions in natural language and autonomous navigation of mobile robots. Human
beings are skilled in estimating spatial relationships and can make very precise deduc-
tions despite the ambiguous de nition of these relations.

This thesis propose quantitative inference methods of directional spatial relations.
We address the following problem : deduce the spatial relationships between two ob-
jects A and C knowing relationships which connect them to a third object B. Eve-
rybody has already tried to deduce a path from his position and visible reference
buildings.

First, we present and discuss the basic quantitative models, essentially based on
fuzzy logic theory. Then we develop a new model which can represent at the same time
angular information, necessary to quantify spatial relationships, and metric knowledge,
useful for the deduction step.

In the case of unknown distance information, we have used a fuzzy aggregation net-
work to deduce directional spatial relationships. The network parameters (structure,
type and parameters of operators) are learned from examples.

In order to explain the fuzzy aggregation network results, we have developed an
evaluation of the position probability of a point C which is known to be in a direction
with respect to a point B, itself in the direction ® with respect to another point A. We
solve the problem for di®erent distributions of points in the plane. These distributions
represent prior knowledge about spatial localisation of points B and C. We generali-
zed our formulas to the case of continuous distributions. These results constitute an
important basis of probabilistic spatial reasoning.
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Introduction

Nous sommes amen®s presque tous les jours g chercher une adresse, g orienter une
personne pour trouver son chemin ou bien dgcrire notre position g quelqu'un pour nous
trouver. Pour cela, nous utilisons un ensemble de relations et de termes pour dgcrire la
position relative d'un endroit ou bien d'un objet par rapport g certains repgres connus.
Ces relations spatiales occupent une place importante dans notre vocabulaire quoti-
dien [LAND-93], il est impossible de d®crire par exemple une scgne sans utiliser ces
relations. Face p une demande croissante des systgmes automatiques, I'exploitation des
relations spatiales a &t intggrge p plusieurs applications liges p la reconnaissance des
formes, la vision par ordinateur et l'interpr§tation de scgnes et plus particuligrement
aux taches liges aux domaines des Systgmes d'Informations Ggographi¢BE&S), de
la description de scgnes en langage naturel et de la navigation autonome des robots
mobiles [DUDE-00].

Simuler le raisonnement humain reprgsente I'axe le plus important des recherches
liges @ l'intelligence arti cielle. Le cerveau humain est trgs habile dans l'interpr§tation
et la dgduction des relations spatiales, on n'gprouve aucune ditcult$ p trouver notre
chemin ou bien g dgduire la position relative d'un endroit par rapport g un autre
méme R partir d'une information sommaire sur leur position ggographique. Malgrg la
complexit® et la forte ambig@® lifes p la d§ nition de ces relations, nous restons trgs
prgcis dans nos d® nitions et nos dgductions. Simuler ce raisonnement spatial est I'un
des d& s souleves par de nombreuses §quipes de recherche. Le nombre de conf§rences
et de sessions dgdi®es au raisonnement spatial atteste de l'importance de ce problgme.

Pour dgvelopper une mgthode d'infgrence ou de dgduction des relations spatiales,
il faut s'intgresser premigrement au problgme de reprgsentation de ces relations. La
d® nition d'une mgthode d'infgrence repose essentiellement sur le modele adopt§. Plus
cette reprgsentation est able et proche de la d§ nition de I'¢tre humain, plus les rgsul-
tats obtenus par dgduction seront corrects et proches de la rgalitg. Dans la littgrature,
on retrouve un ensemble de modeles de reprgsentation des relations spatiales. Cet en-
semble peut &tre subdivisg en deux grandes classes :

1. Les modgles de repr§isentation qualitative :
Ces modgles reposent essentiellement sur la classi cation des intervalles tem-
porels propos®e par Allen [ALLE-83]. La reprgsentation des relations spatiales
en utilisant les 2D-Strings [CHAN-87] est I'une des m®thodes les plus rgpan-
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dues, elle est largement utilisge dans les systgmes d'information ggographiques
(SIG) [LEE-89, LEE-92b, LEE-92c, CHAN-91]. Elle repose essentiellement sur

le traitement de la position relative de deux segments issus de la projection des
deux rggions concernges sur l'axes des abscisses et lI'axes des ordonnges. Plu-
sieurs versions de cette approche ont §t§ proposges dans la littgrature dans le
but d'am®liorer la reprgsentation ou l'infgrence des di®®rentes relations spatiales
[HUAN-94, LEE-90, LEE-92a, CHAN-95].

Dans la méme classe, on retrouve aussi les modgles reposant sur la thgorie de
la m§rgotopologie. Ces approches ont §t% d®velopptes dans le but de reprgsenter
les relations spatiales topologiques [RAND-92, EGEN-94, MARK-94, VARZ-96,
CLEM-97, VIEU-97, COHN-98].

2. Les modgles de repr§sentation quantitative :
L'ambigu?t® li®e p la d§ nition des di®®rentes relations spatiales a encourag® plu-
sieurs chercheurs g adopter les relations °oues introduites par Zadeh [ZADE-65]
pour mieux caractgriser ce problgme. Ces modgles se sont intgress®s particuligre-
ment g la quanti cation des di®grentes relations spatiales. Plusieurs mgthodes ont
®i® d®veloppkes dans la littgrature [KOCZ-88, KRIS-93a, MIYA-94a, KELL-96,
BLOC-96a, MATS-98b] pour la quanti cation de ces relations.

Le problgme d'infgrence ou de d®duction des relations spatiales a §t§ largement
®tudi® dans le cas des modgles de reprgsentation qualitative de I'espace. Il sutt de
voir le nombre de publications traitant la reprgsentation fondge sur les 2D-Strings et
les mgthodes de recherche dans les bases de donnges g®ographiques pour voir I'impor-
tance de cette tache [LEE-91, LIU-98, FREK-92b, MANG-98, ZIMM-93, CHAN-96].
Malheureusement dans le cas des modgles quantitatifs, plusieurs recherches ont §tg
orientfes dans le but de dgvelopper des m®thodes d'estimation plus ables et plus
prgcises sans s'intgresser rgellement g l'infgrence de ces relations, or cette §tape est
cruciale dans I'exploitation de ces informations. Ce problgme d'infgrence ou de dgduc-
tion des relations spatiales peut etre vu sous di®grents angles [DUTT-91] :

1. Pouvoir dgduire des relations spatiales entre deux rggioaset C connaissant
celles qui les relient g une troisigme rggi@n: c'est une capacitg que I'on exerce
chaque fois que I'on doit chercher notre direction en utilisant un plan.

2. D®duire des informations spatiales complexes p partir d'informations spatiales
simples, par exemple la relatiorBURROUND p partir des relationsSRIGHT OF ,
LEFT OF , ABOVE et BELOW [WANG-97a].

3. D®duire des relations spatiales entre des rggions en mouvement g l'instant
connaissant celles p l'instant, : c'est I'une des parties oy I'8tre humain est trgs p
I'aise. Prenant par exemple le cas ou I'on monte ou on descend un escalier, notre
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cerveau connaft la position de nos pieds par rapport aux di®grentes marches de
I'escalier sans aucune information visuelle (personne ne regarde ses pieds en mar-
chant), il dgduit cela uniqguement p partir du mouvement de nos pieds. L'autre
exemple typique est la travers§e d'une chauss®e, p partir de deux ou trois vues on
peut traverser la voie et connaftre p peu prgs la position des voitures par rapport
g nous g chaque instant.

Ce type de problgme plus connu sous le terme de raisonnement spatio-temporel
peut &tre vu comme un cas particulier du premier, car p partir de la connaissance
du mouvement d'un objet, on est capable de le situer par rapport g son ancienne
position. Dans ce cas, il sutt de dgduire la nouvelle position relative p partir de
cette information et de la position relative de lI'ancienne position par rapport p
l'objet de rgfgrence.

L'objectif de cette thgse est de contribuer au dgveloppement de mgthodes d'inf§-
rence dgdiges aux modgles de reprsentation quantitative de I'espace. Vu que le troi-
sigme type d'infgrence peut étre class§ comme un cas particulier du premier, nous nous
sommes intgress®s particuligrement aux problgmes de tgpeomme par exemple :

La rggionB est situge au nord-est de la rggion.
La rggioncC est situge p I'ouest de la rggioB.
Alors que peut-on dire sur la position de la rggioo
par rapport a la rggionA ?

Dans lepremier chapitre de ce rapport, nous prgsentons une g§tude dgtaillge des
di®®rentes approches d'estimation des relations spatiales directionnelles propostes dans
la littBrature. Nous prgsentons une comparaison de ces di®®rentes approches d'estima-
tion. Nous montrons que la majoritg de ces modgles a nggligg l'information m§trique
au pro t de l'information angulaire ngcessaire p I'estimation des di®®rentes relations
directionnelles.

Dans lesecond chapitre de ce manuscrit, nous introduisons un nouveau modgle
de reprgsentation des relations spatiales, celui-ci permet de reprgsenter g la fois I'in-
formation angulaire ngcessaire p la quanti cation des di®®rentes relations spatiales et
I'information mgtrique utile pour l'infgrence et I'estimation des relations spatiales m§-
triques. Nous ®tudions les di®grentes propri®tgs de ce modgle et la relation avec les
modgles existants. Nous avons aussi §tendu les m§thodes d'estimation des relations
spatiales directionnelles p notre modgle. En n nous prgsentons les proprigtés d'inf§-
rence de ce modele.

Le troisipme chapitre prgsente une mgthode d'infrence uniguement p partir des

estimations des quatre relations spatiales directionnelles de base. Cette approche est
utile dans le cas op l'on dispose uniguement de quelques estimations. Nous utilisons
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Introduction

un rgseau d'agrggation °oue pour dgduire les quatre relations spatiales directionnelles
de base entre les deux rggioms et C p partir de celles entre les deux rggiors et B

et de celles entre les deux rggiors et C. La structure ainsi que les paramgtres du
réseau sont obtenus par un algorithme d'apprentissage automatique. Pour rem&dier au
problgme des minima locaux, nous avons utilisg des algorithmes ®volutifs fondgs sur
les algorithmes d'estimation de distributions statistiques.

La dernigre partie de ce rapport prgsente une §tude probabiliste du problgme
d'infgrence des relations spatiales directionnelles entre des points. Cette ®tude re-
prgsente la base d'une m&thode d'infBrence probabiliste. A n d'§largir les domaines
d'applications, nous avons ®tudi® le problgeme dans le cas de plusieurs distributions
des points dans le plan : distribution uniforme g l'intgrieur d'un disque, distribution
uniforme @ l'intgrieur d'une fenétre carrge et distribution normale dans le plan. Nous
montrons qu'il est possible de formaliser complgtement le problgme d'infgrence p 3
points et d'en dgduire des estimateurs probabilistes (au maximum de vraisemblance
par exemple). Nous montrons que ces rgsultats permettent de rgsoudre des problgme a
priori dixciles (pas de solution exacte connue) de faxon probabiliste. Nous prgsentons p
la n I'extension au cas des rggions ou objets du plan. Un exemple concret d'utilisation
des r@sultats thgoriques est donng p la n.
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Chapitre 1

Les modples de reprisentation
guantitative des relations spatiales
directionnelles

Dans le but de dgvelopper des m&thodes d'infgrence quantitative des relations spa-
tiales, nous nous sommes intgress®s particuliprement aux modgles de reprgsentation
guantitative de I'espace. Ces modgles reposent essentiellement sur la th§orie des sous
ensembles °ous introduite par Zadeh[ZADE-65] pour mod€liser les di®®rentes rela-
tions spatiales.

Nous commenxsons par la d§ nition des di®grentes relations de base permettant de
d®crire I'espace (section 1.1). Nous verrons ensuite le probleme de I'ambifgli p ces
relations (section 1.2) qui justi e I'adoption des relations °oues dans presque toutes
les mgthodes propos®es dans la littgrature (section 1.3). Dans la section 1.4, nous
prgsentons une §tude dtaillge des di®%rentes approches proposges dans la littgrature
pour estimer les di®grentes relations spatiales directionnelles.

1.1 Relations spatiales

La classe des relations spatiales entre objets reprgsente I'ensemble des caract§-
ristiques qui dgterminent la position de deux ou plusieurs objets en relation les uns
avec les autres.

L'etre humain utilise un grand ensemble d'expressions pour dgcrire la position re-
lative des objets dans I'espace. Cet ensemble varie d'une personne p l'autre et dgpend
gBn®ralement de la langue utilise [LAND-93]. Freeman [FREE-75] a ®tudi® I'ensemble
de ces relations dans le cadre de la langue anglaise, il a propos® une liste de 13 relations
de base pour d§crire la position relative de deux objets dans l'espace :

LUne introduction p la thgorie des sous ensembles °ous est donnge en annexe A

17



1. Les modgles de reprgsentation quantitative

LEFT OF : p gauche de, p l'ouest de,

RIGHT OF : p droite de, p I'est de,

BESIDE (alongside, next to) : p cotg de,

ABOVE (over, higher than, on top of) : au-dessus de, au nord de,
BELOW (under, underneath, lower than) : au-dessous de, au sud de,
BEHIND (in back of) : derrigre,

IN FRONT OF : devant,

NEAR (close to, next to) : pres de,

FAR : loin de,

. TOUCHING : toucher,

. BETWEEN : entre,

. INSIDE  (within) : g l'int®rieur de,

. OUTSIDE : p l'ext®rieur de.

© o N s WP

[ e S
w N PO

Les autres relations peuvent étre exprimges g partir d'une combinaison de ces re-
lations de base. Si on examine cet ensemble de relations de base, on peut dggager un
ensemble de proprigtgs importantes :

1. Toutes ces relations sont binaires g I'exception de la relati®@ETWEEN qui est
ternaire.

2. L'utilisation des deux relationsBEHIND et IN FRONT OF implique une reprgsen-
tation tridimensionnelle des objets. Dans le cas d'un plan, ces deux relations ne
seront pas utilisges.

3. Les relationsNEAR, FAR, BESIDE, TOUCHING sont des relations sym$triques,
exemple : si I'objetB est proche de l'objetA (NEAR(A;B)) alors l'objet A est
aussi proche de lI'objeB (NEAR(B;A)).

4. Les relationsLEFT OF , RIGHT OF , ABOVE, BELOW, BEHIND, IN FRONT OF , IN-
SIDE, OUTSIDE sont des relations antisym®triques et transitives, exemple :

{ Sil'objet B est p gauche de l'objen (LEFT (A;B)) alors I'objet A n'est pas p
gauche de l'objetB (: LEFT (B;A)),

{ Si l'objet c est p gauche de I'objeB (LEFT (B;C)) et lI'objet B est p gauche
de l'objet A (LEFT (A;B)) alors I'objet C est p gauche de I'objehA (LEFT (A; C)).

5. Toutes les relations p I'exception d8ESIDE et TOUCHING ont une fonction in-
verse, exemple : LEFT (A;B) = RIGHT (B;A), : NEAR(A;B) = FAR(B;A) ...
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1.2 Ambigu&® des relations spatiales

Suivant la nature des paramptres traitgs, cet ensemble de relations peut &tre sub-
divis® en trois grandes classes :

1. Relations spatiales topologiques :  Ces relations font appel p des notions de
la thgorie des ensemblesNSIDE, OUTSIDE), ou des notions de voisinageTpu-
CHING).

2. Relations spatiales m@itriques :  Ce sont des relations qui ont un lien direct
avec la distance qui s§pare les deux objets concerngsAR, FAR).

3. Relations spatiales directionnelles : Cette classe regroupe l'ensemble des
relations faisant appel p une direction de I'espace ou du plabEET OF , RIGHT
OF ...). Dans la suite on va s'intgresser particuligrement g cette classe de relations
spatiales.

1.2 Ambigu A® des relations spatiales

En essayant de modgliser les relations spatiales entre de simples points, on peut
voir que les relations math§matiques classiques (en tout ou rien) ne sont pas adaptges.
Par exemple sur la gure 1.1 : le poing est situg p droite du pointA, le point E n'est
pas p droite du pointA, mais que peut on dire des points et D ? Les deux pointsC et
D sont placgs p droite du poina avec un degrg de satisfaction infgrieur p celui du point
B par rapport pA. Le point B est situg plus p droite du pointA que les deux autres
points C et D. En consgquence, on peut d&g_uire que la relation spatiale \le pomtest
situg p droite du pointA" dgpend de I'angle (i ; AP) entre le vecteur'i 2 et le vecteur

P. Plus cet angle est important plus le degrg de v§ri cation de la relatiogRIGHT OF
(la direction de''i ) sera faible. Le modele math®matique qui permet de prendre en
considgration une §chelle graduelle du degrg de validitg d'une relation repose sur une
modelisation par des relations spatiales °oues [ROSE-76, FREE-75, MIYA-94a] fond%e
sur la thgorie des ensembles °ous introduite par Zadeh [ZADE-65].

Fig. 1.1 { AmbiguZ&® des relations spatiales entre points.

i 1s
2 e plan est muni du reppre orthonorm®O:'i ; '} ).
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

Si la reprgsentation par des relations spatiales °oues est satisfaisante dans le cas du
traitement de la disposition spatiale des points, le problgme est plus complexe lorsqu'il
s'agit de traiter des objets ou des rggions. Cette ambi¥§f est accentuge par la diversit§
des paramptres de forme, de taille, d'orientation ... de ces objets [ROSE-76, WINS-75].
Par exemple, on peut voir sur la gure 1.2 que dans les trois cas I'obtpossgde une
partie situge p droite de l'objeta, mais on ne peut pas atrmer que les trois exemples
sont identiques. Cela implique que la relatioRIGHT OF n'est pas vEri §e avec le méme
degr® dans les trois cas. Le problgme, dans ce cas, est de d& nir une mgthode de quan-
ti cation des relations spatiales entre deux rggions. L'estimation des relations spatiales
directionnelles entre des objets ou des rggions ne sera pas aussi simple que dans le cas
des points, car il faudra prendre en compte, en plus de l'information angulaire, la forme
et la taille des deux rggions.

B

(a) (b) (c)

Fig. 1.2 { AmbiguX® des relations spatiales entre objets.

Si la modglisation reste °oue dans toutes les approches de quanti cation des re-
lations spatiales directionnelles proposges dans la littgrature [KOCZ-88, KRIS-93a,
MIYA-94a, KELL-96, BLOC-96a, MATS-98b], l'interprgtation des degr®s de satisfac-
tion di®gre d'une approche p une autre et dgpend g&n®ralement de I'application sou-
haitge. Le seul point commun entre toutes ces m§thodes est qu'une relation spatiale
n'est pas viri $e entre deux rggions et B (son degr® de satisfaction est nul) si pour
tout point b2 B et pour tout point a2 A, cette relation spatiale n'est pas vgri §e.

1.3 Relations spatiales directionnelles °oues entre
des points

A cause de 'ambig&® des relations spatiales directionnelles (paragraphe 1.2), I'en-
semble de ces relations est reprgsent® par des relations °oues. Le degrg de satisfaction
de la relation sera important si la direction du vecteur form§ par les deux points cor-
respond p la direction de la relation spatiale. Plus cet angle est important moins le
degr® de satisfaction de la relation sera §levg.

La mod¢lisation des relations spatiales directionnelles °oues entre deux points re-
pose sur la dg nition d'une fonctionf () pour reprgsenter ces relations. La fonction
f (1) est une fonction sym®trique, p®riodique de p®riode. et dgcroissante entre 1 et
0 sur l'intervalle [0;¥. L'estimation du degrg de satisfaction d'une relation spatiale
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1.3 Relations spatiales directionnelles °oues entre des points

directionnelle Rel,, (A; B )3 correspondant g la directiony du plan entre deux pointsa
et B revient g dgterminer la valeur de la fonction au pomt \ ( i 'JAB) i Ho

3

Rel,, (A;B) = f \(|;'AB)1 Ho (1.1)

Miyajima et Ralescu avaient propos® d'utiliser des fonctions trigopnom®triques pour
estimer ces relations (Fig. 1.3) :

cog(Y) Si | YR<p<vu=2

1.2
0 sinon (1.2)

f trigo (U) =

LEFT TO BELOW RIGHT TO ABOVE LEFT TO|

0.8

0.6

0.4

0.2

Fig. 1.3 { D® nition de Miyajima et Ralescu [MIYA-94a, MIYA-94b] des relations
spatiales °oues g partir des fonctions trigonomgtriquésigo -

On retrouve aussi des fonctions triangulaires [KRIS-93a] (Fig. 1.4-a) et plus ggn$§-
ralement des fonctions trappzes [KRIS-93a, GADE-97] (Fig. 1.4-b) d® nies par :

o
ZRW i YR <p<Ya=2
f = vi=2 1.3
a (1) 0 sinon (1.3)
8
21 Sijy < ava=2
fap () = >Vfgffig) siaVa2-j - Va2 (1.4)
"0 sinon

Le parampgtrea permet de mesurer le degr§ d'optimisme de la mgthode d'estimation.
Si(a=0), les fonctions trapgzes,,, sont §quivalentes aux fonctions triangulaires, .

Discussion

La comparaison des trois types de fonctions prgc®dentes (Fig. 1.5) montre que les
fonctions trigonometriques permettent d'obtenir des rﬁsultats plus optimistes que les
fonctions triangulaires dans le cas op la d|®&rem§e{ i ;AB)| W~ est inf@rieure pva4

3Rely, (A;B) : représente le degrg de satisfaction de la relation Le point B est dans la direction
Mo par rapport au point A >
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

LEFTTO  BELOW RIGHT TO ABOVE LEFT TO LEFTTO BELOW RIGHT TO ABOVE LEFTTQ
1k N 1 1t- r— I

\
/ \
08F , \ S o8
\ / '

L \ E ! 4 L

0.6 | / v 06
‘
\
o4r \ / oo 4 041
/ R

\
, / \
0.2t " , ; v 021

. . . ! . . . . . { . .
3 2 1 0 2 3 -3 2 1 ap/2 2 3
qAB P qAB

(a) Relations spatiales °oues d® nies (b) Relations spatiales °oues d® nies
a partir des fonctions triangulaires , . p partir des fonctions trapgzesy.p
(a=0:1).

Fig. 1.4 { D® nition des relations spatiales °oues @ partir des fonctions lingaires.

(8U2 [i ¥a# Y] fuigo (1), fa (1) €t plus pessimistes dans l'autre cas (Fig. 1.5).

B
ftrigo 1:4 ftrap
RIGHT OF | 0.25| 0.33| 0.37
ABOVE 0.75| 0.67| 0.74
LEFT OF 0 0 0
q BELOW 0 0 0
A s - (b) Comparaison entre les trois
(a) l'angle \ ' g types de relations.

Fig. 1.5 { Estimation des relations spatiales directionnelles entre des points.

Les deux premiers types de fonctlons‘t(go et f, ) permettent de d® nir une bi-
jection entre lI'ensemble des angles( i 'JAB) et le tuple des quatre relations spatiales
directionnelles de baseLEFT OF , ABOVE, RIGHT OF, BELOW) (les quatre directions
cardinales du plan). Cela implique que Iangle( i 'JAB) peut étre directement dgter-
min® p partir du tuple (LEFT OF , ABOVE , RIGHT OF , BELOW ). Dans le cas des fonctions
trapgzes, cette proprigt§ est vﬁrl 'Be ssi- 0:5. Si la valeur dea est suptrieure 5,
tous les angleg1l; a)v.2- \ ( i 'AB) a¥,2 vont correspondre au tupleo; 1; 1;0).
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

1.4 Relations spatiales directionnelles entre des ob-
jets

Si toute une communaut® scienti que approuve une reprgsentation par relation
°oue des di®®rentes relations spatiales, les mgthodes d'§valuation di®grent d'un groupe
p l'autre. Suivant I'approche choisie, cet ensemble de m&thodes peut étre subdivis§ en
trois grandes classes :

1. Premigre classe : Cette classe regroupe toutes les mgthodes fondges sur le trai-
tement d'une forme simpli $e d&duite de la forme originale de chaque rggion. La
forme originale des deux rggions est n&gligke au pro t d'une forme plus simple g
traiter. Pour cette partie, on peut citer les mgthodes qui remplacent le problegme
d'gvaluation des relations spatiales entre rggions par celui du traitement de deux
points issus des deux rggions [KELL-95, KRIS-93a] (centre de gravitg, ...), ou
par celui du traitement de la position relative des rectangles englobant les deux
rggionsMBR*). Les rgsultats de ces mgthodes ne sont pas trgs ables dgs qu'il
s'agit de traiter des rggions ayant des formes complexes [BLOC-96a].

2. Deuxipme classe : On peut regrouper dans cette classe toutes les mgthodes
fond®es sur le passage par une reprsentation simpli e de l'information spatiale
(Histogramme d'angles, Histogramme de forces). Les di®grentes relations spa-
tiales sont §valuges directement p partir de cette reprgsentation.

3. Troisipme classe : Elle regroupe les mgthodes qui n'appartiennent ni g la pre-
migre ni g la deuxigme classe, on verra que ces approches permettent une $va-
luation des relations spatiales directement g partir du traitement de la position
relative de lI'ensemble des points des deux rggions.

1.4.1 M@thodes repr@isentant les r§gions par des points : (1 mre
classe)

Une solution simple pour §valuer les relations spatiales entre deux rggions consiste
g reprgsenter les deux rggiomset B par deux pointsca et cz dgtermings p partir des
deux rggions. Krishnapuram et al. [KRIS-93a] proposent d'utiliser le centre de gravitg
pour reprgsenter les deux rggions. Les relations spatiales entre les deux rggiosiss
seront estimges @ partir des relations spatiales entre les deux centres de grayit®t
cs, par exemple I'gvaluation de la relatiorRIGHT (A;B) (I'objet B est situg p droite de
l'objet A) est donnge par :

3

RIGHT (A'B) = f \ (i : bacs) (1.5)

4MBR : Minimum Boundary Rectangle
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

Discussion

En examinant les rgsultats obtenus sur la gure 1.6, on dgcouvre que cette approche
atteint ses limites dgs qu'il s'agit de traiter des rggions ayant des formes complexes.
Comme on peut le constater, la position relative des deux centres de gravig et
cg des deux rggiong\ et B ne re°gtent pas trgs bien les relations spatiales entre ces
deux rggions. Les deux relationsBOVE et BELOW ne sont pas VEri §es d'aprgs cette
approche alors que si on examine la rggi@ celle-ci possgde bien une partie situge
en bas et une partie situge en haut de la rggien

Rel(A;B)
RIGHT OF 0
ABOVE 0
B ¢ A LEFT OF 1
BELOW 0
(a) les deux rggions et B. (b) Relations spatiales directionnelles

entre les deux rggions et B.

Fig. 1.6 { Reprgsentation des rggions par des points particuliers (centre de gravit$).

1.4.2 M@thode de Koczy : (1 ™€ classe)

L'®valuation des relations spatiales par la mgthode de Koczy [KOCZ-88] est fondge
sur le traitement d'une projection °oue des deux rggions sur un axe du plan. Cette sim-
pli cation nous permet de classer cette approche dans notre premigre classe, puisque
le traitement de la position relative de deux rggions bidimensionnelles est rameng a
celui de leur projection (objet unidimensionnel) sur les axes du plan. Nous allons prg-
senter |'approche pour gvaluer la relation\EFT OF ", les autres relations peuvent &tre
dgduites facilement par des rotations.

1.4.2.1 D nitions

1. si A est une rggion (non °oue) du plan, la projection °ouf sur lI'axe desx est

d® nie par :
‘ B Amax (X) i Amin (X)
A0 max AT 601 AT () (-6)
telle que :
AT (x) = supfy=P(x;y) 2 Ag 1.7)
A™M (x) = inf fy=P(x;y) 2 Ag (1.8)
P(x;y) : reprgsente le pointP du plan E de coordonng§egx;y):
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

La projection °oue A’ (x) d'une rggionA du plan sur l'axe desx reprgsente la
hauteur de la rggion pour la coordonnte normalisg§e par la hauteur maximale
de la rggion.

2. Le supportAs d'une rggionA dans la directionx est d§ ni comme $tant le support
de I'ensemble °ouA’ (paragraphe A.3.1) :

s_©_f .
AS = x=Af(x)> 0 (1.9)

3. A partir de la projection °oue d'une rggionA, Koczy [KOCZ-88] d® nit I'en-
semble °ou\LEFT OF A" A” (x), qui permet de reprgsenter I'ensemble des points
du plan qui sont situgs p gauche de la rggign Pour chaque coordonnge, du
plan, le degrg de satisfaction de la relationlerT OF A" d§pend de la surface
de la rggionA situge p droite de la droite(¢ : x = xo), plus cette surface est
importante, plus ce degrg va s'approcher de la valeur maximaile

R
) A" (y)dy
AR (x) = %7 (1.10)

L ATy

05—

Fig. 1.7 { D& nition de A", AA et AX.

1.4.2.2 fivaluation de la relation spatiale

Pour estimer le degrg de satisfaction de la relation spatiale, Koczy calcule une
d®fuzzi cation de I'ensemble °ouB A A)", qui reprgsente pour chaque point le degr§
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

de satisfaction de la proposition est dans la projection °oue de8 et situg g gauche
de A" L'ensemble(B A A)" est d& ni comme une conjonction °oue (un produit ici)
entre les deux ensembles °ouB’ et AA .

BA A = BfrAA
(BA A)(x) = B'(A*(x)

La d§fuzzi cation de cet ensemble °ou permet de dterminer le degefT ¢,y (A;B)
de la proposition\la régionB est situge p gauche de la rggiadi. Koczy le d& ni comme
®tant le rapport de surface entréB A A)f (x) et Bf (x) (Fig. 1.8) :

R
(B A A)f (x)dx
LEFT (oczy(AiB) = i R (1.11)
BT (x)dx

il

X

Fig. 1.8 { Bvaluation de la relation spatiale LEFTkOCZy(A; B)=0:90.

Le degr®LEFT 4c,y(A'B) de satisfaction de la relationLEFT OF entre les deux
régionsA et B calculg par la mgthode de Koczy est caract®risg par I'ensemble des
proprigtgs suivantes :

1. Si le support de la rggiors est situg p gauche du support de la rggion alors
LEFT koczy(AiB) =1,

2. Si le support de la rggiorB est situg p droite du support de la rggioa alors
LEFT koczy(AiB) =0.

3. LEFT jocny(AiB) =1 ) LEFT o7 (BiA) =0,
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

4. LEFT jocz(AiB) =0 ) LEFT o, (BiA) = 1.
5. LEFT koozy(AB) > 0) LEFT 5/ (BiA) < 1.
6. LEFT koczy(A;B) < 1) LEFT j5c(B;A) > 0.

On reconna®t dans les proprigtgs (3-6) la relation antisym®trique veri e par la
relation LEFT OF :

{ Sil'objet B est p gauche de l'objen alors I'objet A n'est pas situ§ g gauche de
l'objet B,

{ Sil'objet B n'est pas completement g gauche de I'objetalors il viri e forckment
la relation RIGHT OF (nggation deLEFT OF ) avec un degr§ non nul.

1.4.2.3 Discussion

Rel Ai B |AjC

RIGHT OF 1 1

ABOVE 1 1

LEFT OF 0 0

BELOW 0 0
(b)

(@)

Fig. 1.9 { Problgme de reprgsentation des relations spatiales li§ au modgle de Koczy
[KOCZz-88].

L'utilisation d'une projection sur les axes du plan pour ®valuer les relations spa-
tiales est une approche similaire g la notion de 2D-String [CHAN-87] utilisge dans les
systgmes d'informations ggographiquéSIG). L'estimation d'une relation spatiale di-
rectionnelle entre deux rggions p partir d'une seule projection n'est pas sutsante, car
cela engendre une mauvaise distinction entre le cas op la rggioest situge p l'est de
la rggionA et le cas ou elle est situge au nord-est si les supports des deux projections
°oues des rggiona et B sont disjoints. Cet exemple, illustrg sur la gure 1.9-a, montre
que les deux rggions et C sont situges au nord-est de I'objen, mais la rggionC
est plus au nord dea que la rggions. Cependant, si on examine les rgsultats de l'es-
timation des quatre relations spatiales directionnelles de base (Fig. 1.9-b), il n'existe
aucune di®grence entre les deux cas. Sur ces critgres, on peut azrmer que le modgle de
Koczy [KOCZ-88] n'est pas adapt® pour avoir une bonne quanti cation des relations
spatiales p partir des quatre relations spatiales directionnelles de base correspondant
aux quatre directions cardinales du plan.
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

1.4.3 Histogramme d'angles : (2 PM€ classe)

Miyajima et Ralescu [MIYA-94a, MIYA-94b] ont propos$® d'utiliser un histogramme
d'angles pour reprgsenter la position relative d'une rggian par rapport p une rggion
A. Pour cette mgthode de la deuxigme classe, I'histogramme d'angle est un outil simple
pour reprgsenter I'ensemble des relations spatiales directionnelles entre les deux rggions
A etB.

Si les deux rggions et B reprgsentent deux ensembles nis de pointa.:= fay;:::;a,g
et B = fby;::; by g, la position relative des deux rggions et B est §valuge p partir de la
position relative de chaque poiny de B par rapport p chaque pointa; de A.

1.4.3.1 D€ nitions

L'histogramme d'anglesH s est d§ ni comme une fonction d'une vard;abl|_e d'angle
telle queH s (b reprgsente le nombre de couplés;h) 2 A£B telsque\ 'i;hb = u:

_I__’ |

3. o—
Has () = ~ (ah)2AEB=\ 'li:hp =p - (1.12)

oM X | reprgsente le cardinal de I'ensemble.

1.4.3.2 Propri§t§s

1. L'histogramme d'angles est une fonction p®&riodique de pgriode

2. L'histogramme d'angles qui reprgsente la position relative depar rapport pB,
Hea , S€ dBdUit deHs par une translation deva

Hga (W)= Hag (U+ % (1.13)

3. L'histogramme d'anglesH s d®pend implicitement de la forme des deux rggions
A et B : I'histogramme d'angles d&pend des points des deux rggioxnset B,
toute modi cation de la forme de ces deux rggions entra®ne une modi cation de
I'ensemble des points appartenant p ces deux rggions et donc de I'histogramme
d'angles.

4. L'histogramme d'anglesH,z dgpend de la distance entre les deuxI rggionset
B : I'angle form® par le couple de pointsa;h) 2 A£ B et le vecteur'i dgpend
implicitement de la distance qui s§pare les deux points :

3 ‘ u

1
. |- . )
\ liskly =arctan Yo i Yai

Xb i Xa
O (Xa ;Ya) €1 (x5 1y ) reprgsentent respectivement les coordonnges des poants
et i dans le plan.

(1.14)
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

Si la rggionB s'gloigne de la rggiom, les deux termes(y, i va) €t (xp i Xa)
vont tendre vers l'in ni et le rapport va tendre vers la tangente de la direction
du dgplacement deB par rapport p A pour tous les couplega;;h). Dans ce cas,
I'histogramme d'angles va s'approcher d'une fonction de Dirac correspondant p
la direction du dgplacement.

Cet ensemble de proprigtgs re°pte bien la dgpendance des relations spatiales vis-
p-vis des paramptres de forme, de taille, d'orientation et de position des deux rggions
[ROSE-76, WINS-75].

1.4.3.3 Estimation des relations spatiales par la m§thode de compatibilit§

Pour ®valuer les di®grentes relations spatiales p partir de I'histogramme d'angles
Miyajima et Ralescu proposent d'utiliser une mesure de compatibilitg entre deux en-
sembles °ous. La compatibilitg [ZADE-78b, DUBO-80] entre deux ensembles °okis
et G est un ensemble °owp(F; G) (Fig. 1.10-d) d® ni p partir du principe d'extension
de Zadeh [ZADE-78b, DUBO-85b] :

Lepre) ¢ [0:1]  [0;1]
Sitht(v)=;

_ (1.15)
supflig(s)=v=1g (s)g Sinon

v 71 tepre) (V) =

Dans notre casrF reprgsente I'histogramme d'angles (aprgs normalisatioRn), et
G reprisente I'ensemble °ou associg g la relation spatiale (dg nie par exemple comme
sur la Fig. 1.10-c) :

Hag (X)

sup Hag (x)
x2]i ¥a¥4

HRg (X) = (1.16)

Un degr® de satisfaction de la relation spatiale entre et B est obtenu en prenant
le centre de gravitg de I'ensemble °oup(HJ; ;Rel). Pour modgliser les di®grentes re-
lations spatiales, Miyajima et Ralescu utilisent des fonctions trigonom$gtriquesof (n)
ou sin?(y) Fig. 1.3).

1.4.3.4 Estimation par r§seau de neurones

Keller et Wang [KELL-96] ont propos® une autre approche pour §valuer les rela-
tions spatiales p partir de I'histogramme d'angles utilisant quatre rgseaux de neurones
multicouches (NN1, NN2, NN3, NN4) (Fig. 1.11). Chaque rgseau dispose de 3 couches :

1. une couche d'entre compos®e de 181 neurones correspondant aux 181 ®chan-
tillons de I'histogramme d'angles,
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative
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(a) Les deux objetsa et B du plan. (b) Histogramme d'angles entre les deux
objets A et B.
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(c) Relation spatiale °OUeRIGHT OF . (d) La compatibilit® entre I'histogramme
des angles normalis® et la relation °oue
RIGHT OF (CP(Hgag ;RIGHT)).

Le degr® derRIGHT (A;B) est obtenu par d&fuzzi cation de I'ensembl€P(H s ;RIGHT) :
RIGHT (A;B) = 0;55 (moyenne pond®r&e de l'intervallg; 1] par CP)

Fig. 1.10 { Bvaluation de la relation spatiale \B est situ§ p droite de A" d'aprgs
Miyajima et Ralescu [MIYA-94a].

2. une couche cach®e de 20 neurones,

3. une couche de sortie composge de 4 neurones correspondant g I'gvaluation des 4

relations de base RIGHT OF , ABOVE, LEFT OF , BELOW ).

L'etape d'apprentissage de ces quatre rgseaux a Bt e®ectuge sur 4 ensembles

d'exemples dont la complexitg d'estimation des relations spatiales est di®grente. Ces

exemples ont §t§ présent®s p un groupe de personnes a n d'estimer les quatre rela-
tions spatiales directionnelles de base et fournir ainsi une base d'apprentissage. Une
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

fois I'Btape d'apprentissage e®ectute, chaque rgseau sera spgcialisg dans un cas bien
particulier d'§valuation des relations spatiales directionnelles li p I'ensemble d'ap-
prentissage utilisg. Keller et Wang [KELL-96] utilisent ensuite l'intggrale de Choquet
[MURO-91] pour fusionner les rgsultats des quatre rgseaux NN1,NN2, NN3, NN4 et
obtenir ainsi un degrg de satisfaction pour chaque relation.

—=| NN1 g (= Nord
Nord >
o
o
ey
Est —>= NN2 g > Est
°
o Q
uesi ©
—> NN3 O Quest
P
Sud £
Couche Couche Couche
d'entrée cachée de sortie
(a) Architecture des réseaux (b) Fusion des rgsultats par intggrale de
multicouches NN. Choquet.

Fig. 1.11 { Bivaluation des relations spatiales par réseau de neurones (d'aprgs Keller
et Wang [KELL-96, KELL-00]).

Une autre version de cette approche a §t®§ proposge par Wang et Keller [WANG-99]
en utilisant comme entrge des quatre rgseaux de neurones, en plus de I'histogramme
d'angles, 11 paramptres ligs aux caractgristigues de formes et de positions des deux
rggions.

Remarque :

La base d'apprentissage des rgseaux de neurones a §t§ construite p partir des esti-
mations fournies par un ensemble de personnes, cela implique que les rgsultats obtenus
ne seront pas objectifs et vont dgpendre essentiellement de la population choisie. De
plus la dgcomposition du problgme d'§valuation en quatre cas n'est pas sutsante, car
ce nombre explose avec les nombreuses possibilites que peut avoir la forme d'un ob-
jet. Ces deux remarques montrent les dgfauts de cette approche pour I'gvaluation des
relations spatiales p partir de I'histogramme d'angles.

1.4.3.5 Estimation par pattern matching °ou entre HJs et Rel

Une autre approche a §t® propos®e par Bloch [BLOC-96a] pour §valuer le degrg
de ressemblance entre I'histogramme d'angles et I'ensemble °ou reprgsentant la rela-
tion spatiale. L'idge principale est de considgrer les deux fonctiofRs et G comme
des distributions de possibilitgs. Un moyen appropri§ pour mesurer la similarit§ entre
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

deux distributions de possibilitgs est donn® par le pattern matching °ou [ZADE-78a,
DUBO-88]. Cette ressemblance est exprimge par deux valeurs :

{ Une mesure de n§cessitg, N, correspondant p une estimation pessimiste du degrg
de ressemblance entre les deux distributions. Elle reprgsente le degrg d'inclusion
de Rel dansHp; :

Has — n o1
Nret® =, inf U (Hae ()11 Rel(x) (1.17)

oMU U reprgsente une t-conorme (op®rateur d'union °oue).

Cette mesure est maximale et §gale p 1 si et seulement si l'intersection du sous
ensemble °ouRel et du complgmentaire du sous ensemble °ady; est ®gale

p I'ensemble videRel \ H; = ;). Elle est nulle si et seulement shoyau(Rel) \
noyau(H7; ) 6 ;

{ Une mesure de possibilitg, , reprgsentant une ®valuation optimiste du degrg
de similarit® entre les deux distributions. Elle reprgsente le degrg maximal avec
lequel un anglex peut appartenir p l'intersection des deux sous ensembles °ous
HRg et Rel:

| ReP = sup | (HJg (x);Rel(x)) (1.18)
X2[j Ya+ ¥4

oul reprgsente une t-norme (op®rateur d'intersection °oue).

Cette mesure est nulle si et seulement 8i; \ Rel = ; et elle est maximale et
®gale p 1 si et seulement sbyau(HR; ) \ noyau(Rel) 6 ;

Cette estimation des relations spatiales sous forme d'un intervalie; ] donne une
meilleure reprgsentation de I'ambight® de ces relations. Une valeur moyenne apparte-
nant p cet intervalle peut &tre utile dans certains cas op l'intervallgy; 1 =[0 ;1].

1.4.3.6 Discussion

En examinant les tableaux 1.12.b-d, on d®duit que I'histogramme d'angles donne
une meilleure description des relations spatiales que la mgthode de Koczy (paragraphe
1.4.2). Les deux cas confondus par la mgthode de Koczy (paragraphe 1.4.2.3) sont
nettement distingugs en utilisant I'nistogramme d'angles.

Dans I'exemple de la gure 1.12-c, on retrouve un exemple de relations compo-
sges : \La rggions est situge dans les trois directionsEFT OF , ABOVE et BELOW
par rapport p la rggionA". Dans ce cas, on remarque que linterprgtation d'un seul
degrg indgpendamment des autres peut conduire p des erreurs, par exemple, dire que
la relation LEFT OF n'est pas complgtement vgri e pour les deux rggioaset B ne
peut pas etre justi 8 en examinant la gure 1.12-c. Dans ce cas, on constate que la
reprgsentation sous forme d'un intervalle est plus intgressante mais I'utilisation d'une
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

Compatibilit® Pattern matching
Rel(A;B) | Rel(A;C) | Rel(A;B) Rel(A;C)
0.849
0.370
0
0

0.337
0.858
0
0

RIGHT OF 0.789 0.182
ABOVE 0.209 0.816
LEFT OF 0 0
BELOW 0 0

coooo<Z
coooolZ

(a) Les trois rggionsa, B (b) Estimation des relations spatiales directionnelles
et C. entre les deux rggiong et B et les deux rggions et C.

Rel(A;B) | Compatibilitg | Pattern matching

RIGHT OF 0.10
ABOVE 0.50
LEFT OF 0.50
BELOW 0.50

0.16

oo ool<Z

A
1
1
1

(c) Les deux regions et (d) Estimation des relations spatiales directionnelles
B. entre les deux rggions et B.

Fig. 1.12 { Comparaison entre la m$§thode de compatibilitg utilisBe par Miyajima
et Ralescu [MIYA-94a] et la m&thode du pattern matching °ou utilisge par Bloch

[BLOC-96a] pour l'estimation des relations spatiales directionnelles g partir de I'his-
togramme des angles.

moyenne s'avgre ngcessaire car l'intervajte1] ne nous permet pas de dgduire quelque
chose.

En conclusion, il faudrait étre trgs prudent dans l'interprgtation des degrgs gvalugs
uniquement p partir des angles. Il faut considgrer tous les degrgs obtenus en méme

temps pour aboutir g des interprgtations plausibles.
1.4.4 Histogramme de forces : (2 P™¢ classe)

L'histogramme de forces [MATS-98a] a ®t®& d® ni comme une extension de ['his-

togramme d'angles, celui-ci permet de prendre en compte, en plus de l'information
angulaire, l'information m&trique.
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

1.4.4.1 DE nition

L'histogramme de forcesH; est d§ ni comme ®tant une fonction d'une variable
d'angle p o HE (1) reprgsente un poids associ§ p I'hypothgse \'objet B est situg§ dans
la direction p par rapport g l'objet A". Si I'histogramme d'angles e®ectuait un d§-
nombrement des couples de points dans la directignl’histogramme de forces fait un
dgénombrement pond®rg. Pour d§ nir ces poids, une famille de fonctionsest utilisge
prenant en compte la distance qui sgpare les deux poiriset b :

v RYO R*
, 1
d 7i r(d) = a

L'histogramme de forces est d§ ni par :

X I
HE (W = ' (kbil K) (1.19)
(%. ;bll-)ZA£ B
Vilichig =p

1.4.4.2 Remarque

En exploitant les proprigt®s d'intggrale, Matsakis [MATS-98b, MATS-99] d® nit
I'nistogramme de forces p partir de la position relative de segments situgs sur la méme
section longitudinale de pentean(y). A partir de cette dg nition, il propose une version
rapide pour calculer I'histogramme de forces. Dans ce travail, nous optons pour une
d® nition ®quivalente mais plus proche de I'histogramme d'angles.

1.4.4.3 Propri§t8s

En plus des proprigt®s dgja #nonckes pour I'histogramme d'angles, on peut citer les
propri®ts suivantes :

1. L'histogramme de forces correspondant p= 0, H?, reprgsente I'histogramme
d'angles.

2. Pourr 2 [1,+1 [, I'hnistogramme de forces permet de rehausser le poids des couples
de points proches. Par exemple, si on veut tudier la position relative d'une ri-
vigre par rapport p une maison placge sur le bord de celle-ci [MATS-98b] (Fig.
1.13), ce qui nous intgresse ici c'est la position relative de la maison par rapport
au segment de la rivigre le plus proche. L'histogramme&t® (Fig. 1.13-d) montre
clairement que la rivigre est placge p gauche (Directi@w) de la maison alors
que cette direction n'gtait pas prédominante sur I'nistogramme d'angleg (Fig.
1.13-c).
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

3. Pourr 211 ;i 1], I'nistogramme de forces permet de rehausser le poids des
couples de points lointains. Cela permet d'avoir une vue globale des relations
spatiales entre les deux rggions. Prenons par exemple le cas prgc®dent, si la mai-
son est entourge par la rivigre mais qu'elle est trgs proche du cot§ gauche de la
rivigre, la premigre famille de fonctionsr(2 [1;+1 [) va hous permettre d'atrmer
gue la maison est situge p droite de la rivigre. Pour pouvoir considgrer aussi la
partie de la rivigre qui n'est pas proche de la maison, il faut pgnaliser les couples
de points proches (Fig. 1.13-e).

\\\\\\\\\\\ RN
\ UK
\\&%\\\\‘\‘X\\\“&\“«Q’:\“\
N

(a) Exemple d'une maison (M)
entourge par une rivigre (R). (b) histogrammes de forces (normalisgs).

(c) H2. (d) HEo. (e) HL™.
Fig. 1.13 { volution de I'histogramme de forcetHH. [MATS-98Db] en fonction der.

Matsakis [MATS-98b] accorde une importance particuligre aux deux fonctiong et
', (Fig. 1.14-b) parce qu'elles ont de bonnes proprigtgs par rapport aux transformations
gBom®triques (translation et zoom).
1.4.4.4 Discussion

L'estimation des relations spatiales g partir de I'histogramme de force utilise les
mémes approches que celles utilises pour I'histogramme d'angles, la seule di®grence
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1. Les modgles de reprgsentation quantitative

est cet e®et de pond®ration de chaque couple de points par la distance qui les s&pare.
Si on compare I'histogramme de forces? de la gure 1.14-b et I'histogramme d'angles

de la gure 1.10-b, on voit bien qu'ils sont identiques. Par contre, on remarque bien
que I'histogramme de forcesi? (1) est di®grent de I'histogramme d'angles? (. On
constate qu'il est sup®rieur p celui-ci pour les valeurs ge 7v.40. Cela est d0 aux
poids plus importants associgs aux couples de points proches correspondant p la partie
sup®rieure des deux rggions et B.

0.8}

0.6

0.41

0.2}

0 "
-p

+

(a) Les deux régions et B. (b) Bvaluation des deux histogrammes de
forces (normalisBsH? et HZ.

Fig. 1.14 { Histogramme de forces (d'aprgs Matsakis [MATS-98b]).

1.4.5 M@thode d'agr§gation : (3 PM€ classe)

Pour estimer les relations spatiales directionnelles entre deux rggions, Krishnapu-
ram et al. [KRIS-93a] proposent de consid®rer I'ensemble des couples de paints)
des deux rggions et B. Un degr§:; = Rel(ai; ) sera attribu® p chaque couple en utili-
sant la d§ nition des relations spatiales entre des points (paragraphe 1.3). L'estimation
de la relation spatiale entre les deux rggions sera dgterminge directement p partir de
I'ensemble de ces degrgs en utilisant un op®rateur d'agrggation °oue [DUBO-85a]. Kri-
shnapuram et al. [KRIS-93a] ont utilis§ 'opgrateur de moyenne g&ngralise :

0 1a=n
X X
Rel(A;B)= @ w; 1f A (1.20)
ai2A b 2B
tel que :
X X
Wij =1 (1.21)
aj2A bIZB

Les poidsw; reprsentent I'importance accord®e p chaque degy® Dans [KRIS-934a],
tous les poidsw; ont §t® choisis identiques, cela signi e qu'on ne fait aucune distinc-
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1.4 Relations spatiales directionnelles entre des objets

tion entre les couples de points.

Le paramptrep permet d'ajuster le degrg d'optimisme ou de pessimisme de la
mesure. Quandp tend vers +1 , l'opBrateur de moyenne g&n®ralisge va tendre vers
l'op®rateur max et le degrg obtenu sera le plus optimiste possible. Par contre psend
vers i1 I'gvaluation sera plus pessimiste car I'opgrateur de moyenne ggngralisge va
tendre vers l'op®rateurmin.

Cette approche est gtroitement lige p I'histogramme d'angles. Le degrg de satis-
faction Rel(A;B) (Eq. 1.20) peut &tre dgtermin® aussi de la méme faxon p partir de
I'histogramme d'angles :

0 2 _ . L a=p)
|
Rel(AB) = @ HJ (1) fre(l) " duA (1.22)
i Ya
H
HAs () = m———— (1.23)
Has (H)dp

i Ya

A nde veri er la contrainte lige au poidsw; (Eq. 1.21), I'nistogramme d'angle$i ag
est normalis® par rapport au produit des surfaces des deux rggienst B. Cette valeur
reprgsente l'intggrale dei,s sur tout le domaine[j ¥4; % En conclusion, on peut utiliser
aussi cette approche pour estimer les relations spatiales p partir de I'nistogramme
d'angles. Cette approche relgve alors plutdt de &2 classe.

Discussion
Rel(A;B) | Compatibilitg | Agrggation
p=1 | p=10
RIGHT OF 0.573 0.637| 0.871
ABOVE 0.427 0.335| 0.786
LEFT OF 0.023 0.001| 0.116
BELOW 0.117 0.027| 0.290
(a) Les deux rggions et B. (b) Estimation des relations spatiales

directionnelles entre les deux rggions et B.

Fig. 1.15 { Comparaison entre la m&thode de compatibilitg utilisge par Miyajima et
Ralescu [MIYA-94Db] et la m&thode d'agrggation de Krishnapuram et al. [KRIS-934a]
pour I'estimation des relations spatiales directionnelles entre deux rggions.

Les rgsultats de l'estimation des relations spatiales directionnelles obtenus par la
m®thode d'agrggation dans le cas @ 1 sont proches de ceux obtenus par la mgthode
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de compatibilitg (Fig. 1.15). Le seul avantage dans ce cas est I'Gvaluation directe des
relations spatiales.

L'autre avantage de cette approche est qu'elle peut etre adaptge en fonction des
rgsultats souhaitgs. Il suxt pour cela de dgterminer le paramgtpeadgquat pour notre
application. Cet avantage n'est pas sans inconvgnient car une valeurgg@1l augmente
le temps ngcessaire pour ®valuer la relation spatiale.

Remarque :

Toutes les mgthodes citges jusqu'p prgsent permettent d'§valuer les relations spa-
tiales entre des objets ou des rggions nets. La position relative de deux rggions °oues
est dg nie p partir de la position relative des; coupes (paragraphe A.3.4) de ces
régions [DUBO-87, KRIS-93a], ce qui implique une s®rieuse augmentation du temps
ngcessaire pour estimer ces relations. Cet inconvgnient prend toute son importance
guand on voit qu'une grande partie des algorithmes utilisgs en traitement d'images est
occup®e par les algorithmes de segmentation °oue.

1.4.6 Paysage °ou : (3 PM¢ classe)

Cette approche [BLOC-96a, BLOC-99b] permet une ®valuation directe des relations
spatiales sans passer par une reprgsentation rgduite de l'information spatiale. Elle
repose sur la d§ nition d'un paysage °ow;, (sous ensemble °ou) autour de l'objet
consid®rg directement dans I'espace des objets. Ce paysage re°gte, pour chaque point
P(x;y) de I'espaceE, le degr§ de satisfaction de la relation spatiale \Le poirft(x;y) est
situg dans la directiohiu par rapport p 'objet A":

H 3 o =1
tp, (POGY)=f min T 'l e~ (1.24)

ouf est une fonction sym®trique dgcroissante sur l'intervallg; %] (section 1.3). La
fonction utilisge dans [BLOC-99b] est la fonction triangulaire, (section 1.3) :
u 1
2u

fa (W=max 0;1j "

(1.25)

Le paysage °ou peut étre dgtermin® de manigre §quivalente p partir d'une dilatation
°oue [SERR-82, SCHM-94, BLOC-95] de la rggiom par I'BI®#ment structurants d§ ni
par :

0 T |
211 iy ;!'bP -

8P 2E; 14(P)=max @0; 1j 7

(1.26)
oM O reprgsente le centre de I'BIgment structurant.

Une extension de la formulation du paysage °ou (Eq. 1.24) p %t%® donn®e pour
®valuer en tout point du plan image la satisfaction d'une proposition directionnelle
pour des rggions ou objets °ous :
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(@) (b) (€)

(e) (d) (e)

Fig. 1.16 { Le paysage °ou correspondant p la relation RIGHT OF pour deux objets
nets (a,b) et un objet °ou (c) (I = min).

h T
e, (POGY) = max | 1h(a);f \ 'iu;hP (1.27)
14 (a)60

oul reprgsente une t-norme °oue (intersection °oue).

Si on examine la gure 1.16, on voit trgs bien que la d& nition du paysage °ou
(Eq. 1.24 et Eqg. 1.27) dgpend de la forme de la rggion de rgf§renct de la position
du point P de l'espace par rapport p celle-ci. Le degr§ associ§ p un peirdu plan
reprgsente le maximum des degrgs que peut avwiavec I'ensemble des points de la
régionA.

L'estimation des relations spatiales entre les deux rggioaset B revient p dgter-
miner le degrg d'adgquation de la rggiom avec I'ensembler;, . Pour cela, le pattern
matching °ou (paragraphe 1.4.3.5) est utilis pour mesurer la similaritg entre deux
ensembles :

h i

N = inf UPiy (xy);*s (XY) (1.28)
h i

1= osup 1P (xy); li te (X Y) (1.29)
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A cause de l'ambiga® des rsultats obtenus dans certains cas (un intervajiei]
pour le degrg de vE&ri cation des relations), Bloch [BLOC-99a] propose d'utiliser, en
plus, une moyennev calculge p partir de la correspondance entre les deux sous en-
sembles °ousP etB :

1 X
Mg = =  1s(X)p, (X) (1.30)
18] X2E
Discussion
Rel(A;B) Hist. d'angles Paysage °ou
Comp. N ! N M !
RIGHT OF | 0.573 | 0.120| 0.747| 0.294| 0.810| 1
ABOVE 0.427 | 0.010| 0.610, O 0.518| 1
LEFT OF 0.023 0 0.053| O 0.114| 0.600
BELOW 0.117 0 0.275| O 0.021 | 0.435

(a) Les deux régions et (b) Estimation des relations spatiales directionnelles entre
B. les deux rggions et B.

Fig. 1.17 { Comparaison entre les rgsultats obtenus par I'histogramme des angles
[MIYA-94a, MIYA-94Db] et la m§thode du paysage °ou [BLOC-99a].

En comparant les rgsultats obtenus en utilisant I'nistogramme d'angles [MIYA-94a,
MIYA-94Db] et la m§thode du paysage °ou [BLOC-99a], on remarque que les intervalles
obtenus dans la mgthode du paysage °ou sont plus importants (tableau 1.17-b). Cela
s'explique si on d® nit les degrgsi (Eq. 1.28) et! (Eg. 1.29) pour la m&thode du
paysage °ou p partir des couples de pointsi;h)2 A£ B :

p= sup Rel(a;; ) (1.31)
(ai ;bj )2A£ B
H 1
N = inf supRel(a;h) (1.32)
bj2B  a2A

Dans ce cas, le degrg dgtermin® pa partir du pattern matching entre le paysage

°ou et la rggionB est §gal gL ssi il existe un couple de pointga;;by) tel queRel(a;; ) =

1. Dans le cas de l'histogramme d'angles, ce méme degrg est §galsai I'angle o
(direction de la relation spatiale) est reprgsent® par la plus grande majorit§ de couples
de points(ai;h) 2 A£ B. Cela explique les degrgs obtenus par exemple pour la relation
RIGHT OF , celui-ci est §gal @:747 dans le cas de I'histogramme d'angles et adans

le cas du paysage °ou. Ces deux estimations sont di®grentes car la relation principale
correspond @ la direction nord-est. L'intgrét de I'utilisation d'une valeur moyenng!
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1.5 Conclusion

est parfaitement justi ® si on essaye de comparer les degrs des deux premigres lignes
(RIGHT OF , ABOVE) et les deux dernigres lignes du tableaw&FT OF , BELOW). On
constate que la relationLEFT OF n'est pas v&ri e malgr® l'importance du degrg de
possibilitg obtenu.

1.5 Conclusion

Toutes les approches rgpertoriges ici permettent d'estimer les relations spatiales
directionnelles entre deux rggions. L'interprgtation des di®grents degrgs varie d'une
approche p l'autre. Dans le cas de l'infgrence des relations spatiales directionnelles, un
modgle de reprgsentation simpli  de I'ensemble des relations spatiales v&ri §es entre
les deux rggions serait plus adapt®. Les degrgs des quatre relations spatiales direction-
nelles ne sont pas forckment sutsants car ils ne permettent pas de dgcrire I'ensemble
des cas possibles. Nous avons opt§ pour l'utilisation d'un modgle qui s'approche de
I'nistogramme des angles et de I'histogramme des forces. La raison pour ne pas utiliser
directement I'un de ces deux modgles est la mauvaise reprgsentation de l'information
metriqgue entre les deux rggions. Malgrg la dgpendance directe de I'histogramme de
forces et de la distance entre les deux rggions, il est impossible de dgduire cette in-
formation pour ces deux rggions p partir de celui-ci. Cette remarque est aussi valable
pour I'histogramme d'angles. Or comme on va le voir dans le chapitre suivant, cette
information est capitale pour le problgme de l'infgrence des relations spatiales.

41



1. Les modgles de reprgsentation quantitative
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Chapitre 2

Histogramme angles-distances : un
nouvel outil pour la repr§sentation
et l'infrence quantitative des
relations spatiales directionnelles

La distance qui s§pare les objets d'une scgne est une information capitale dans
I'Btape d'infgrence, son absence rend la dgduction imprgcise voire impossible. Zim-
mermann [ZIMM-93] avait dgja pens® p utiliser cette information pour ameliorer le
raisonnement spatial dans le cas de la reprgsentation qualitative. Dans le chapitre
prgécgdent, nous avons vu que la distance a §t§ complgtement nggligge au pro t de l'in-
formation angulaire. Cette remarque nous a pouss® p ®tudier la possibilitg d'intggrer
la distance dans ces modgles de reprsentation a n de pouvoir faire de l'infgrence de
relations spatiales en plus de I'estimation.

Dans un premier temps, nous allons voir limportance de cette information de
distance dans le cadre de l'infrence des relations spatiales entre des points (section
2.1). Ensuite, nous prgsentons I'histogramme angles-distances un nouveau modgle de
reprgsentation des di®grentes relations spatiales capable de reprgsenter g la fois les
informations angulaires et les informations m&triques entre deux rggions (section 2.2).
Nous allons ®tudier les di®%rentes proprigtgs de ce modele (section 2.3) ainsi que les
m®thodes d'estimation des di®®rentes relations spatiales directionnelles (section 2.4)
et m®triques (section 2.5). En n nous prgsenterons les possibilitgs de dgduction ou
d'infgrence des relations spatiales directionnelles en utilisant I'histogramme angles-
distances (section 2.6).
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2. Histogramme angles-distances

2.1 Inf8rence des relations spatiales directionnelles
entre des points

Le probleme de l'infgrence des relations spatiales directionnelles (Fig. 2.1) consiste
dans notre cas p dgduire la position relative du poirt par rapport au point A (I'angle
° =\ ( i ; AC)) p partir de la connallssance de la position relative du poiat par rapport p
un autre point B (I'angle ~ y —I\ ('i ;'BC)) et de la position relative de celui-ci par rapport
au point A (l'angle ®=\ ('i; 'AB)) Ce problgme est completement dgterministe si I'on
dispose, en plus des deux anglesst —, de la distance qui s§pare les poinisB (jABj)
et B;C (jBCj) :

HiABjcos@® + jBCjcos() |

° = arct —— —
arctan jABjsin(®) + jBCjsin( )

2.1)

Fig. 2.1 { Infgrence des relations spatiales directionnelles entre points.

En conclusion, cette information de distance sera capitale si I'on veut dgterminer
les relations spatiales entre les deux points et C [ZIMM-93, ZIMM-96]. Les modgles
de reprgsentation quantitative des relations spatiales prgsentgs dans le chapitre prgc®-
dent se sont intBress®s exclusivement g la reprgsentation de l'information angulaire a n
de pouvoir quanti er les relations spatiales directionnelles. Dans le cas de l'infgrence,
I'information m$trique est aussi importante que l'information angulaire, ce qui nous a
amen®s p d® nir une extension de ces modgles pour pouvoir reprgsenter p la fois I'in-
formation angulaire ngcessaire p la quanti cation des relations spatiales directionnelles
et I'information m§trique ngcessaire pour I'gtape d'infgrence.

2.2 Histogramme angles-distances

La distance entre deux rggions dgpend de la forme, de la taille et de la distance qui
s§pare les points des deux rggions. Pour introduire cette information m&trique dans les
modgles de repr§sentation quantitative de I'espace, nous avons deux possibilitgs :

1. Utiliser deux modgles di®%rents : le premier reprgsente uniqguement l'informa-
tion spatiale (angulaire) et l'autre va servir g d®crire l'information m®trique
[GERAU-98, BLOC-00],
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2.2 Histogramme angles-distances

2. Utiliser un seul modgle pour reprgsenter p la fois l'information spatiale (angu-
laire) et linformation m$trique.

A n de pourvoir utiliser I'Bquation 2.1, il faut connadtre le nombre de couples de
points placgs p une distance dans la directionp. En consgquence, nous avons opt§
pour la deuxigme possibilit®, p savoir utiliser un seul modgle pour reprgsenter p la fois
I'information mgtrique et l'information angulaire. Ces deux informations ne sont pas
indgpendantes, elles dgpendent de la forme et la position des deux rggions.

Pour cela, nous avons propos® une modi cation de I'histogramme d'angles a n
de pouvoir reprgsenter, en plus de l'information angulaire, l'information de distance
entre les deux rggions. Cette nouvelle reprgsentation permet d'utiliser l'information
angulaire pour estimer les relations spatiales directionnelles, sans nggliger l'information
de distance n§cessaire pour dgduire de nouvelles connaissances et qui permet d'§valuer
certaines relations spatiales mgtriquesNEAR, FAR) et topologiques [OUCHING ).

D& nition
Pour introduire I'histogramme angles-distances, nous considgrons au dgpart que les
reégionsA et B sont des ensembles nis de pointsk = fay;::;;a,g€tB = fhy;:::; by g. L'his-
togramme angles-distances est d& ni comme une fonction bidimensionnellg (r; )
qui reprgsente le nombre de couples de poirits; ) 2 A£ B tels que le pointh 2 B est
situg A une distance du point a; 2 A dans la directiony :
A 3=

Has (M) = = (a;B) 2 AEB=hh = COSH =

rsinp (22)

Si on examine de plus prgs I'Bquation (2.2l s (r; 1) peut étre interpr§t® comme
la surface (cardinal) de l'intersection de la rggioB et la rﬁglonAl qui reprgsente la
translation de la rggionA par le vecteur't —(rcos@) rsin(w)" (Fig. 2.2) :

Hag (W) = .it \ B (2.3)

Si A et B sont deux rggions °oues d® nies par les deux fonctions d'appartenance
1, ettg, I'Bquation 2.3 devient :

X
Hag (nW) = [ [ta(ui rcos@;vi rsin(y) ; tg(u;v)] (2.4)
P (u;v)2E

ou | est un op®rateur d'intersection °oue (t-norme).

Dans le cas O|E est un espace continu, la somme devient une intggrale :

71 71
Hag (r Q) = I [*a(ui rcos@);vi rsin(w) ; g (u;v)]dudv (2.5)
il i1
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2. Histogramme angles-distances

Fig. 2.2 { Calcul de I'histogramme Angles-Distances.

Le calcul num®rique de I'histogramme angles-distancess ngcessite la dg nition
des pas d'gchantillonnage des deux grandeurst u. Pour remgdier p ce problgme, nous

proposons de faire les calculs directement dans l'espace) de I'image :
Y

X = I COSH
y = rsiny (2.6)
Aprgs un changement de variables dans I'expression 2.5, on obtient :
71 71
Hag (Xy) = F[*a(ui xviy); te(u;v)]dudv (2.7)
il il

Fig. 2.3 { L'histogramme angles-distancesl sz .
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2.3 Proprigt®s

Un exemple d'histogramme angles-distances entre deux rggienst B est illustr§
dans la gure 2.3.

Remarque :

Dans le cas opu l'on choisit une multiplication pour l'op®rateur, I'hnistogramme
angles-distances reprgsente la convolution bidimensionnelle des deux fonctiqrisx; i y)
etig(xy) :

71 71
Hag (Xy) = Ya(ui Xviy) te(u;v) dudv (2.8)
i1 il
= A xiy)eelg(xy) (2.9)

ou = reprgsente l'opgrateur de la convolution bidimensionnelle.

Cette remarque importante nous permet d'utiliser l'algorithme du calcul de la
transform$e de Fourier rapide pour dgterminer la convolution bidimensionnelle.

2.3 Proprigtés

2.3.1 Invariance par rapport g I'objet de r&f§rence

L'histogramme angles-distances de la rggiegnpar rapport p la rggions est dg ni
par :
71 71
Hpa (Xy) = I[*e(ui XViy),;*a(u;v)]dudv (2.10)
il il
En e®ectuant le changement de variables suivant :
(

U=uj x o) u=U+x 2.11)
V=vijy v=V+y
on obtient :
71 71
Hga (Xjy) = [ [t (U;V); ta(U+ xV +y)]dudV (2.12)
il 1
= Has (i X;iy) (2.13)

car l'opgrateuri est commutatif.

L'histogramme angles-distances qui reprgsente les relations spatiales de la rggion
par rapport p la régionB s'obtient p partir de celui qui reprgsente les relations spatiales
de B par rapport pA en utilisant une syms®trie par rapport g l'origine. Cette proprigt®
est quivalente p celle de I'histogramme d'angles.
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2. Histogramme angles-distances

2.3.2 Invariance par translation

Supposons que Ies reégioms, et B;, soient les translatgs des rggiomset B par les
translations respectlveél (xe:ve)! et b (x,ive)!

La,(6y) = Ta(Xi XesYi oY)
g, (XY) Le(Xi Xt Yi Vi)

L'histogramme angles-distances qui exprime les relations spatiales entre les deux
reégionsA,, et B,, est d§ ni par :

71 71

£ a
Haie, (KY) = b a, (Ui xviy) 5 e, (uv) dudv (2.14)
[
71 71
= PIa (Ui Xi Xe3Vi Yi Vo) 5 "e(Ui Xep5Vi Yip)ldudv (2.15)
il il

En e®ectuant le changement de variables suivant :
( (

U=uij X o) u= U+ Xy, (2.16)
V=Vi VW, V=V + vy,
on obtient :
71 71
Ha, B, (Xy) = F[Pa (Ui Xi Xt + X5 Vi Vi Y+ Y,) 5 te(UsV)]dudv (2.17)
il il
= HAB (X + th i th;y+ yt1 i ytz) (218)

Donc Ha. s, (x;y) N'est rien d'autre que le translatg deHas (x;y) par le vecteur
i = tz ."cl Cette propri®t® nous permet de d®duire le nouvel histogramme si un des
objets a subi une translation sans refaire les calculs, ce qui est intBressant dans le cas
de rggions ou objets en mouvement (la navigation autonome des robots par exemple).

2.3.3 Traitement de r@gions s§cantes

La reprsentation d'informations spatiales par I'hnistogramme angles-distances entre
deux rggions s®cantes ne pose pas de problgmes d'indgtermination. Dans ce cas l'in-
tersectlon des deux rggions forme un ensemble de couples de paiats) tel que
h.q Yy, Ce vecteur ne présente aucune direction de I'espace. Miyajima et Ralescu
[MIYA-94a, MIYA-94b] n'ont pas traitg ces cas de gure. Matsakis [MATS-98b] pro-
pose de les compter pour toutes les directions possibles de I'histogramme des forces.

Dans notre cas, ces couples de points sont reprgsentgs par la valeuHge p

I'origine 0. De plus cette valeur exprime la surface de l'intersection des deux rggions
A etB.
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

2.3.4 Relation avec I'nistogramme d'angles

L'histogramme angles-distances a §t% d& ni comme une extension de I'histogramme
d'angles. Cette d® nition permet de reconstruire celui-ci g partir du premier. Pour cela
il suxt de remarquer queH,g (1) est le nombre de coupleg;ly) tel que le pointh
est situg dans la directionu par rapport au point a; g n‘importe quelle distance, donc
Hae reprgsente l'intBgrale de I'histogramme angles-distancags sur la demi-droite
qui commence R l'origine et dont la pente est §galetga (1) :

71
Hae (W=  Hag (ucos@);usin(y) du (2.19)
0

Cette possibilitg de pouvoir dgterminer I'histogramme d'angles g partir de I'histo-
gramme angles-distances nous permet dgja d'utiliser les mémes approches (paragraphe
1.4.3) que celles de I'histogramme d'angles pour I'§valuation des relations spatiales di-
rectionnelles.

2.3.5 Relation avec I'histogramme de forces

L'histogramme de forces peut étre dgduit directement g partir de I'histogramme
angles-distances. En e®et, I'histogramme angles-distances reprgsente en plus de l'infor-
mation angulaire, la distance entre les couples de points ngcessaire pour I'gvaluation
de I'nistogramme de forces :

71
HE (W = "t (UWHag (ucos () ;usin(u)) du (2.20)

2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles
p partir de I'histogramme angles-distances

Pour §valuer les degrgs de satisfaction des di®grentes relations spatiales direction-
nelles g partir de I'histogramme angles-distances, on utilise deux approches di®grentes :

{ Comme I'histogramme d'angles peut étre dgtermin® directement p partir de I'his-
togramme angles-distances, on peut utiliser I'ensemble des m§thodes d'estima-
tions d& nies p partir de I'histogramme d'angles (paragraphe 1.4.3).

{ A cause du temps n®cessaire p la dgtermination de I'histogramme d'angles pa
partir de I'histogramme angles-distances, nous avons opt®§ pour une m®thode
d'gvaluation directe. Pour cela, on s'est inspirg de la m§thode du paysage °ou
pour d§ nir une m&thode pour §valuer le degrg de satisfaction d'une relation
spatiale directement p partir de I'histogramme angles-distances. L'id§e princi-
pale consiste p d§ nir un degr® de similarit entre un ensemble °ou 2RI} re-
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2. Histogramme angles-distances

prgsentant la relation spatiale et I'histogramme angles-distances normalis$,
(considgrg comme un ensemble °ou) :

Hag (X;Y)

sup Hag (X;y)
(xy)2< 2

Hae (xy) = (2.21)

Nous allons prgsenter dans ce qui suit le calcul des di®grents paramgtres de la
m&thode.

2.4.1 D8 nition de Rel

Si on considgre I'histogramme angles-distances comme un ensemble °ou, l'esti-
mation de la relation spatialet e revient p dg nir une mesure de similaritg entre
I'histogramme angles-distances normalis§ et un ensemble °ou reprgsentant la relation
spatiale Rel.

Nous avons utilisg la d® nition des relations spatiales directionnelles entre des
points pour d§ nir le sous-ensemble °ou reprsentant la relation spatiale direction-
nelle Rel correspondant p la directiony du plan. Pour cela il faut dg nir la relation
pour tous les vecteursib= (x;y)t du plan :

€% ’
A\ (ilopi b siphcy) 6(0;0)

LRel (X1Y) = i (2.22)
0 sinon

L'ensemble des couples de points correspondant au vecteur bu(couple apparte-
nant A l'intersection des deux rggions) ne prgsente aucune direction du plan, pour cela
la valeur du degrt rq (0;0) sera §gale @. Comme nous traitons I'ensemble des couples
de points appartenant au produit cartgsiem £ B, cette hypothgse n'engendre pas de
problgme dans le cas des rggions s%cantes car ce degrg nul correspond seulement au
cas o les deux points du couple sont identiques.

Pour le choix de la fonctionf, on peut utiliser (Fig. 2.4) les fonctions trigono-
me®triques fuigo (paragraphe 1.3) [MIYA-94a, MIYA-94b] ou bien les fonctions tri-
angulairesf, [KRIS-93b, GADE-97, BLOC-99b]. L'avantage de prendre les fonctions
triangulaires est la vitesse de calcul de ces fonctions lingaires qui est importante devant
celle du calcul des fonctions trigonom$triques.

2.4.2 Estimation des relations spatiales

Comme on l'a d&jp not®, une meilleure modglisation de I'amb#fi des relations
spatiales est obtenue par la thgorie des possibilitgs. La similaritg entre les deux dis-
tributions de possibilitgs est exprimge sous forme d'un intervalle d® ni par les deux
mesures : un degrg de ngcessitfune g§valuation pessimiste) et un degrg de possibilit§

' (une ®valuation optimiste) que nous rappelons ici :
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

(c) fonction trapgze

(a) fonction triangulaire. (b) fonction
(a=0:1).

trigonomtrique.

Fig. 2.4 { D® nition de la relation RIGHT OF avec les trois types de fonctions :
triangulaire, trigonom®trique et trapgze (blanc=0,noir=1).

Rel = i 1 ) -1 n .
NHg, Nt UCra (6Y)i1iH Jg () (2.23)
|09, = sup 1 (Yre (xY)iHRs (%Y)) (2.24)
(xy)2<2

ou! est une t-norme (intersection °oue) et est une t-conorme (union °oue).

Pour le traitement de cas complexes (rggion incluse dans l'autre(Fig. 2.6)) une
moyenneM est importante pour mieux distinguer I'ensemble des relations :

R
o H(HRg (Xy); e (X)) dxdy
M = m (2.25)
HRe (X y)dxdy

i1 il

2.4.3 Exemples

Pour comparer les trois modgles de d§ nition des relations spatiales directionnelles
(paragraphe 2.4.1), nous avons illustrg sur la gure 2.5 le rgsultat de I'estimation
des quatre relations spatiales directionnelles de basRIGHT OF , ABOVE, LEFT OF,
BELOW). Les rgsultats du tableau (Fig. 2.5-c) montrent bien que les fonctions trigono-
metriques sont plus optimistes que les fonctions triangulaires pour les degrgs sup®rieurs
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2. Histogramme angles-distances

Rel(A;B) N : M

RIGHT OF | 0.339| 0.742| 0.609
ABOVE 0.263| 0.661| 0.353
LEFT OF 0 0.156| 0.003
BELOW 0 0.364| 0.049

(b) Fonction triangulaire f,

(a)
Rel(A;B) N ! M Rel(A;B) N ! M
RIGHT OF | 0.339| 0.805| 0.639 RIGHT OF | 0.339| 0.792| 0.669
ABOVE 0.203| 0.664| 0.345 ABOVE 0.279| 0.666| 0.390
LEFT OF 0 0.102| 0.001 LEFT OF 0 0.169| 0.003
BELOW 0 0.322| 0.030 BELOW 0 0.390| 0.055
(c) Fonction trigopnom®trique f yigo (d) Fonction trapgzef,, (a=0:1).

Fig. 2.5 { Comparaison entre les di®grentes d® nitions d®el (I = min, U = max).

A 0:5, ces valeurs ont §t® rehaussges en utilisant cette approche. Par contre, les degrgs
infgrieurs po:5 ont Bt diminugs par rapport aux rgsultats obtenus en utilisant les
fonctions triangulaires. L'estimation des relations spatiales en utilisant les fonctions
trappzes (Fig. 2.5-d) est aussi plus optimiste que celle utilisant les fonctions trian-
gulaires, cependant dans ce cas toutes les valeurs obtenues en utilisant les fonctions
triangulaires (Fig. 2.5-b) ont §t® rehauss§es sans distinctiol.cause du temps ngces-
saire p I'Bvaluation des relations trigonom®triques, nous avons opt® dans la suite pour
l'utilisation des fonction triangulaires dont I'gvaluation est nettement plus rapide que

les autres. Comme on peut le constater sur la gure 2.5, ce choix n'a pas une grande
in°uence sur les rgsultats obtenus.

Maintenant, si on s'intgresse aux estimations des di®grentes relations spatiales, on
voit par exemple que les degrgs de possibilitg des relaticiSHT OF et ABOVE ne
sont pas ®gales pcar ces deux relations ne sont pas aussi importantes que la relation
spatiale nord-est. Si on §value les degr&s pour cette relatign£ v.=), on obtient bien
des valeurs § = 0:340, | =0 :911, M = 0:663) qui sont plus importantes que les autres
degrgs estim$s.

Sur la gure 2.6, nous avons estim$ les quatre relations de base pour des cas com-
plexes. Le premier cas reprgsente une rgg®mui entoure la rggioma. Les deux autres
cas reprsentent le problgme du traitement des rggions sgcantes. Dans les deux cas, I'in-
tersection des deux rggions et B n'est pas vide. De plus dans le dernier cas, la rggion
B est situge @ l'intgrieur de la rggion. Ce problgme est assez courant quand il s'agit
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2.4 Estimation des relations spatiales directionnelles

Rel(A;B) N ! M
RIGHTOF | 0 | 0.847| 0.25
ABOVE 01]0.847| 0.25
LEFT OF 0]0.847| 0.25
BELOW 01]0.847| 0.25
(@)
Rel(A;B) N : M
RIGHT OF 0 0.689| 0.019
ABOVE 0 0.889| 0.244
LEFT OF 0.111 1 0.580
BELOW 0 0.861| 0.169
(b)
Rel(A;B) N || M
RIGHTOF | 0| 1| 0.408
ABOVE 0| 1]|0.447
LEFT OF 0| 1]0.080
BELOW 0| 1]0.084
(©)

Fig. 2.6 { Bvaluation des quatre relations spatiales directionnelles de base entre deux
rggions en utilisant I'nistogramme angles-distancesRel est d§ nie p I'aide des fonc-
tions triangulairesf 4 .

de positionner une rue p l'intgrieur d'une ville, un pays p l'intgrieur d'un continent, etc.

Si I'on examine la gure 2.6-a, on voit d'aprgs les estimations des quatre relations
de base que la rggios est situge dans les quatre directions cardinales du plan par
rapport p la rggionA. Les quatre relations de base sont vgri es avec le méme degr$,
ce qui impligue que la rggiorB est situge dans toutes les directions par rapport p la
régionA.
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2. Histogramme angles-distances

Le traitement des rggions s®cantes est illustrg sur les gures 2.6-(b,c). Si on examine
les degr®s de vEri cation des quatre relations spatiales dans le premier cas, on arrive
a la conclusion que la rggioB est situge p gauche de la rggien Dans le deuxigme
cas, les valeurs del et ! ne nous renseignent pas sutsamment sur la position rela-
tive de la rggionB par rapport A. Dans ce cas, on voit I'importance de ['utilisation de
la moyenne qui exprime clairement que la rggian est situge au nord-est de la rggiox.

(a) Deux rggions °ouesA et B.

Rel(A:B) N ! M Rel(A:B) N ! M

RIGHT OF | 0.195| 0.860| 0.568 RIGHT OF | 0.138]| 0.937| 0.554

ABOVE 0.141| 0.805| 0.386 ABOVE 0.063| 0.862| 0.396

LEFT OF 0 | 0.003| 0.157 LEFT OF 0 | 0.177| 0.005

BELOW 0 0.043| 0.368 BELOW 0 0.371] 0.044
(b) 1 (xy) = xy. () 1 (x;y) =min( x;y).

Fig. 2.7 { Bvaluation des quatre relations spatiales directionnelles de base entre deux
rggions °oues.

Sur la gure 2.7, nous avons estim® les quatre relations spatiales directionnelles de
base entre deux rggions °oues. En examinant les degr&s obtenus, on dgduit clairement
gue la rggionB est situge dans les deux directiorBIGHT OF et ABOVE par rapport g
la rggionA. Cet exemple ressemble p celui de la gure 2.5-a. En examinant les degrgs
obtenus, on remarque que le degrg de possibilitg de la relatRIGHT OF est sup®rieur
a celui du cas non °ou. Cela %tait prgvisible car comme on n'est pas vraiment sOr que
la partie sup®rieure appartienne p la rggiom(degrg:s < 1), cette relation devient la
relation principale entre les deux rggions et B. En comparant les rgsultats obtenus
avec des op%rateurs d'intersection di®grents, on constate que l'intervgNe] obtenu
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2.5 Estimation de la distance qui s§pare les deux rggions

en utilisant le produit est inclus dans celui obtenu en utilisant lenin car I'op®rateur
min est le plus optimiste de tous les op®rateurs d'intersection °oue.

2.5 Estimation de la distance qui s@pare les deux
rigions

La distance est une information trgs importante. La distance qui s§pare deux r§-
gions est dg nie p partir de la distance qui s®pare les couples de points issus de ces
deux rggions.

2.5.1 D# nition

Une distance (ou bien m&trique}l est une fonction positive vEri ant les proprigt®s
suivantes :

1. RE°exivit§ : 8a2E; d(a;a)=0.

2. S@parabilit§ : 8(a;b 2E?; d(a;h=0, a=bh

3. SymSitrie : 8(a;b) 2 E2; d(a;b) = d(b;a).

4. In§galit§ triangulaire :  8(a;b;9 2E?®; d(a;b) + d(b;9 , d(a;0).

2.5.2 Distance entre des r§gions nettes

En traitement d'images, les distances les plus utilisges dans le cas du traitement
des rggions nettes sont [ROSE-85, BLOC-99c¢] :

1. Distance minimale : elle reprgsente la distance minimale qui s§pare tous les
couples de points des deux rggiomset B :

di(A;B) = min d(a;b) (2.26)

b2 B

2. Distance moyenne : La distance moyenne entre deux rggions nettes non vides
A et B est d§ nie par :
X X .
S a; 2.27
JA”BJ a2A b2B ( ) ( )

oM jXj reprgsente la surface de la rggion. Dans le cas continu, la somme est
remplac®e par une intggrale.

d2(A;B) =

On retrouve aussi dans la littBrature une autre d€ nition de la distance moyenne :
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2. Histogramme angles-distances

P a@e) , P ama)
JA] iBj

d3(A;B) = 224 5 b2B (2.28)

avec :
d@B) = inf d@ab (2.29)
d(b;A) = anfA d(a; b (2.30)

3. Distance de Hausdor® : La distance de Hausdor® est d§ nie par :

m 1 M T,
d4(A; B) = max r;wzekx erugd(a;b) ;rngan raglEd(b;a) (2.312)

2.5.3 Distance entre des r§gions °oues

Des extensions des d® nitions de distances entre rggions nettes ont §t® d& nies pour
le traitement des rggions °oues [ROSE-85, BOXE-97, CHAU-96, BLOC-99¢] :

1. Distance minimale : La distance minimale entre deux rggions °oues a %tg
reprgsentge par un nombre °ou appartenant g :

di(A;B)(r)=  sup [Min(* a(8);% & (B)] (2.32)
(a;b)2E 2;d(a;b)=r

2. Distance moyenne : La distance moyenne entre deux rggions °ou@set B est
d® nie par :

P P _
d(AB) = P oo AEDMINC At (1)

a2A ' e MIN(* A (a);* & (b))
oM jXj reprgsente la surface de la rggion. Dans le cas continu, la somme est
remplac®e par une intggrale.

(2.33)

3. Distance de Hausdor® : La distance de Hausdor® entre deux rggions °oues
est d§ nie par :

n (0]
di(A;B)=inf ;A %D:(B)etB ¥%D-(A) (2.34)

ou D: (X) reprisente la dilatation °oue [BLOC-95, BLOC-99c]| de la rggior
par un disque de rayon centrg g l'origine de I'§lfment structurant.

2.5.4 fvaluation p partir de I'histogramme angles-distances

Dans le cadre du traitement des rggions nettes, on peut estimer les deux premigres
distances p partir de I'histogramme angles-distances :
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2.6 Infrence des relations spatiales

1. Distance minimale : La distance minimale sg§parant deux rggions nettes peut
etre obtenue directement p partir de I'histogramme angles-distances :

a

di(A;B) =inf ©r 2<"=9u2]i Y %; Has (r cos@);r sin()) 6 0 (2.35)

2. Distance moyenne : La premigre version de la distance moyennig s§parant
deux rggions nettes peut etre obtenue directement p partir de I'histogramme
angles-distances par I'Bquation suivante :

R R
Hag (X;y)d(O; P(x;y))dxdy
il
R R
Has (X;y)dxdy

i1 il

da(A;B) = 1

(2.36)

Malheureusement, on ne peut pas dgduire la distance de Hausday®t la deuxigme
version de la distance moyenne; entre deux rggions directement g partir de I'histo-
gramme angles-distances. Cela ®tait previsible car la distance de Hausdor® est dg nie
g partir du max d'un min alors que I'histogramme angles-distances reprgsente le car-
dinal de l'intersection (somme d'unmin). Dans le cas de la distance moyenng, la
distinction entre les points de la rggiona et ceux de la rggiorB ne nous permet pas
de d®duire cette information uniquement g partir de I'histogramme angles-distances.

Dans le cas du traitement des rggions °oues, la distance moyenne est la seule
information m®trique qui peut etre d®duite directement p partir de I'histogramme
angles-distances :

R
. Hag (X;y)d(O; P(x;y))dxdy

dh(A;B)= 21 (2.37)

R R
Hag (X;y)dxdy
il il

2.6 Inf§rence des relations spatiales

L'infgrence des relations spatiales entre deux rggions consiste p trouver une esti-
mation H3. de I'histogramme angles-distances.c reprgsentant les relations spatiales
entre deux rggions et C p partir des deux histogrammes angles-distancegs et Hgc .

Ces deux histogrammes reprgsentent les relations spatiales qui relient les deux rggions
A et C avec une autre rggiors.

Pour simpli er les explications, nous avons dgcompos® le problgme en quatre cas :
1. Les deux rggiong et C sont non °oues et la rggiorB se rgduit p un seul poinb.

2. Les deux rggiong et C sont °oues et la rggiorB se rgduit g un seul point(xp; yp).

3. La rggionB n'est pas °oue et elle n'est plus rgduite g un seul point.
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2. Histogramme angles-distances

4. Cas g®ntral.

Dans la suite, m&me si les rggions traitBes sont non °oues on utilisera la notation
1 A(x;y) pour d®signer la fonction d'appartenance d'un poini(x;y) p la rggionA. Dans
ce cas, la fonction d'appartenance, prendra ses valeurs dans I'ensembie; 1g au lieu
de l'intervalle [0; 1].

2.6.1 Premier cas : les deux r§fgions A et C sont non °oues et
la rfgion B se r§duit @ un seul point b
D'aprgs la d§ nition de I'histogramme angles-distancesac (x;y) représente le car-

dlnal de I'ensembld bc= (x;y)!=(a;0) 2 A £ Cg. D'aprgs la relatlon de Chasles, le vecteur
'he peut s'exprimer en fonction du vecteUthb et du vecteur b :

L TV BT
‘he = hb "' +he 72 (2.38)
y Y1 Y2
avec .
(
= +

X=XatXa (2.39)
y=Yyi+Yy2

Dans ce cas, on peut dgterminer I'histogramme angles-distaneégs directement
a partir des deux histogrammesis et Hgc

(a;©) dhe="hb+ be= (xiy) —

IEI I_I__’I

Hac (x;y) _

. . 0=
(2:0) hb= (uv) ~ be= (xi wyi v) -

En passant au cas continu on a :

ZZ

Hag (U;v) Hec (Xi Uy V)dudv
Hae (X;y) aaHgc (X;y) (2.40)

Hac (X;Y)

Hac (XY)

Ce rgsultat ®tait prgvisible, car d'aprgs la d® nition de I'histogramme angles-
distances pour les rggions nettes :

(*a(ixiy)adtg(xy) ea(te(i X i y)oedtc(xy)) (2.41)
(*alGxiy)estc(xy)ea(te(xy) et (i X iy) (2.42)
Hac (x;y) ma(t g (X y) oot g (i X; i Y)) (2.43)

Hag (X;y) aeHgc (X;Y)

Comme la rggionB est rgduite g un seul point, la fonctiortz reprgsente une
fonction de Dirac qui est I'BIfment neutre pour I'op®rateur de convolution, donc :
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2.6 Infrence des relations spatiales

Hac (X;y) = Hag (Xy) #aHgc (X;Y) (2.44)

2.6.2 Deuxipme cas : les deux r§gions A et C sont °oues et la
rfgion B se r§duit g un seul point  b(Xp; Yp)

Dans ce cas, la fonction d'appartenance associge p la rggiae résume a un Dirac :

1 si(xy)=(XbYn)

2.45
0 sinon ( )

te(xy) =

Les deux histogrammesig et Hgc Sont respectivement §quivalents g une trans-
lation des deux fonctions d'appartenance, ettc :

71 71
Has (X1y) = I Fa(ui X;vi y);te(u;v)]dudv (2.46)

il il

D'apres les proprigt®s d'absorption des op®rateurs d'intersection °oue :

I(x;1) = x (2.47)
I(x;0) = O (2.48)
on simpli e I'Bquation 2.46 :
Hag (X;¥) = *a(Xoi XYbi Y) (2.49)
De méme, I'histogrammeHc est §quivalent gt c (x + xp;y + yp) -

71 71

Hec (Xy) = I Pe(ui X;vi y);*c(u;v)]dudv (2.50)
il 1

= 1c(X+ Xpy+ Yb) (2.51)

D'aprgs la d® nition, I'nistogramme angles-distances ,c est §valug p partir des
fonctions d'appartenance des deux rggiomset C :
71 71
Hac = I *a(ui Xvi y);*c(u;v)]dudv (2.52)

i1 il

Pour utiliser les deux histogrammes$is €t Hgc, On introduit les deux valeursx,
et y, en e®ectuant le changement de variables suivant :

= + = 1
u= U+ Xp o) U=uUj Xp (2.53)
v=V+y, V=Vi V¥
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2. Histogramme angles-distances

L'intggrale de I'Bquation 2.52 devient :

71 71
Hac = FEA(U+Xpi XiV +Yhi ¥)itc(U+ XV + yp)ldUudV (2.54)

il 1
71 71

= FEa(pi (Xi U)ivei (Vi V))itc(U+ xpV + yp)]dudV  (2.55)
il il
71 71

= I [Has (xi U;yi V)iHgc (U;V)]dUuadVv (2.56)
il 1

Dans le cas ou l'op®rateur d'intersection °ou est reprgsent§ par I'opgrateur pro-
duit, on retrouve la convolution des deux histogrammel s et Hgc

71 71
Hac (Xy) = Hag (Xi U;yi V)Hgc (U;V)dudVv (2.57)
i1
= Hag (Xy) paHpc (X;Y) (2.58)

Dans ce cas, le traitement des rggions °oues est similaire g celui des rggions non
o
oues.

Remarque :

Dans ces deux premiers cas, on peut dgterminer I'histogrammg: directement p
partir des deux autres histogrammes.

2.6.3 Troisipme cas : la rffgion B nest pas °oue et elle nest
plus r§duite @ un seul point

Dans ce cas, on ne peut pas dgterminer exactement I'nistogramme angles-distances.
Comme on le verra dans la suite, le rgsultat obtenu sera une simple estimatig} (x;y)
de la valeur relle deiac (x;y). D'aprgs la d& nition de I'histogramme angles-distances,
I'histogramme Hc (x;y) est dgtermin® par :

“© ¥ az
Hac (X;y)= (a0 2 A£ C=hc=(x;y)" (2.59)

Soit (a;¢) un couple de points dea £ C correspondant au vectedic = (x;y)t. Si la
régionB n'est pas vide, ce vecteur peut &tre exprim® en utilisant les points de la rggion
b2 B en utilisant la relation de Chasles :

1 uxﬂ i “uﬂ i MX' u
"he =hp Y +bhe ! (2.60)
y v yiu
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Sachant queH g (u;v) reprgsente le nombre de couplgs; b, tels queéb- (u;v) et
Hec (Xi wyi V) reprﬁsente le nombre de couples; g tels que be = (xi wyi wt,
nombre de vecteurshc qui peuvent étre dgcompos®s en une somme de deux vecteurs
o= (u;v)t et b est born® par la valeumin[Hag (u;v);Hec (xi u;yi v)]. En examinant
uniquement la valeur deH sg (u;v) et Hgc (xi u;yj v) rien ne nous permet d'atrmer que
les pointsb2 B qui sont p l'origine de la valeur deH s (u;v) correspondent g ceux qui
sont p l'origine de la valeur deHgc (x i u;y i v). Pour cela, I'nistogrammeHS. dgduit
sera une estimation de I'histogramme exacdiac :

y1 71
Hoc (xy) = min[Hag (U;v);Hec (xi u;yi v)]dudv (2.61)
il 1

En remplagant lemin par un produit en retrouve le produit de convolution utilis®
dans le premier cas. Dans le cas op la rég®rest rgduite g un seul point, les deux op%-
rateurs sont §quivalents car dans ce cas I'histogramme angles-distanegs(x;y) prend
ses valeurs dans I'ensembi®; 1g. En comparant ce rgsultat avec celui du deuxigme cas
(Eq. 2.56), on remarque que l'op®rateur d'intersection °oue a §t® remplac® par un
op®rateur min. Cette modi cation est due au fait que les deux histogrammes,s et
Hgc Nne sont pas normalisgs.

2.6.4 Quatripme cas : Cas G&n§ral

Dans ce cas ggn®ral ou toutes les rggions sont °oues, le calcul reste identique i.e. :

71 71
Ho (xy) = min[Hag (U;V);Hee (xi u;yi v)]dudv (2.62)
il il

En examinant les quatre cas, on remarque que la dgduction de I'histogramme
angles-distancesi,c R partir des deux histogrammesi,s et Hgc est complgtement
dgterministe quand la rggiorB est limitke g un seul point. Dans les autres cas, le
rgsultat obtenu n'est qu'une simple estimation du rgsultat exact.

Proposition 1
Si la rggionB est normalisg§e foyau(B) 6 ;) (paragraphe A.3.2), la valeur de
H%c (x;y) est toujours sup®rieure ou §gale p la valeur dgc (x;y).

Noyau(B) 6 ; =) 8 (x;y) 2<% H2c (X;y) . H ac (X;Y) (2.63)

D&monstration :

Les deux histogrammesiac (x;y) et Hq. (x;y) sont d§ nis par :

61
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o y az
Hac (y) = (&0 2 A£ C=he=(xy)' (2.64)
71 71
HRc (xy) = min[Hag (U;v);Hge (xi u;yi v)]dudv (2.65)
il 1

Pour dgmontrer cette proposition, on considgre deux poiniset ¢ appartenant res-
pectivement aux deux rggions et c. Nous allons dgmontrer que le vectelit = (x;y)t
sera comptabilis® plusieurs fois dans la valeur estim§é. alors qu'il reprgsente un
seul vecteur dans la valeur rgellg ac .

D'apres la relation de Chasles, le vectele peut s'exprimer en fonction des points
b de la rggionB :

8b2 B :'hc= hb+ be (2.66)
D'aprgs la d§ nition de I'nistogramme angles-distancesyy , le poids associ§ g un
vecteurky lig¢ au couple de pointgx;y) 2 X £ Y est dgterming par :

Poidstky) = I [tx (X);1v (¥)] (2.67)

Si la rggionB est normalisge, alors :

> hc= f%\_b+ bc
9b2 B tel que : Poids;(gab) = 1,(a) (2.68)
" Poids(bd = 1 ¢ (0

Cet ensemble de points reprsente le noyau de la régiarEn utilisant la dg nition
de I'histogramme estim®, le poidsoidsl{hc) associ® au vectelic si on utilise le point
b pour décomposer le vectelitc est d§ ni par :

o _ h T T i
Poidsd(hc) = min  Poids(Ab); Poids(bc) (2.69)

Si le point b2 Noyau(B), on a :

Poid2the) = min[1a(a); ! c(0)] (2.70)
I Fa(@;tc(o)] (2.71)
Poids(hc) (2.72)

Car l'op®rateur min est I'op®rateur le plus optimiste de tous les op®rateurs d'intersec-
tion °oue.

Comme on utilise une intggrale pour tester 'ensemble des possibilitgs, le poids rgel
Poidsihc) associf p chaque vectéir dans I'Bvaluation deHd. sera sup®rieur p celui
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utilis§ pour dgterminerHac .

Cela est beaucoup plus facile p expliquer quand il s'agit de traiter des rggions non
°oues. Prenons par exemple la gure 2.8, chaque vecteirsera comptabilis§sj fois,
car le vecteuthc peut &tre dgcompos® en utilisant I'ensemble des poinis B.

Du fait qu'on n'est pas s0r que les points li§s p la valeur ded s correspondent
p ceux li®s p la valeur delgc , un ensemble de vecteurs® inexistants (c°62C) va étre
comptabllls& pour la dgtermination ded9. . Prenons par exemple les deux vecteus,
et bzc de la gure 2.8, le pointc°d® ni p partlr de la combinaison de ces deux vecteurs
n‘appartient pas g la rggionc :

Sbl + !ibzco = !fa\c" (2.73)

tous ces points inexistants vont renforcer cette surestimation.

Fig. 2.8 { Estimation de I'nistogramme Angles-Distancesl ¢ p partir des deux histo-
grammesH ag et Hgc : le couple de pointga; ) est comptabilis par erreur € 62C).

Ces deux problgmes seront d'autant plus importants que la surface de la rggion
B sera importante. Il faudra choisir des rggions de petite surface pour limiter ces
erreurs. Dans la suite, si on dispose de la surface des rggions, on pourra dgterminer
une meilleure estimatiorH .. (x;y) plus prgcise quedd. (x;y) en normalisant le rgsultat
par la surface des et en §liminant toutes les valeurs inf§rieures p cette surface :
Mo Siugay) . B

H;C (y) = OJB] Sinon

(2.74)
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Dans ce cas, on aura ®limin® les d&nombrements redondants du méme vecteur ainsi
que certains rgsidus.

Nous avons dgmontr§ que chaque vectéhr issu de deux pointsa et ¢ des deux
régionsA et C sera comptabilisg au moins une fois. Cela implique qu&. et H"ac
reprgsentent une borne sup$®rieure de I'histogramme rget .

Proposition 2
Le support de I'ensemble °owH}. (paragraphe A.3.1) est inclus dans le support
de I'ensemble °ouHY. :

Support(HAc ) 1 Support(H % (2.75)

D&monstration :

La dgmonstration de la deuxigme proposition dgcoule de la premigre proposition.
Nous avons dgmontrg§ que :

8(x;y) 2<% H2c (X;y) . H ac (X;Y) (2.76)

Soit (x;y) un lfment appartenant g I'ensemblgupport(H4¢ ) :

(x;y) 2 Support(Hac) ) H ac(xy)>0 (2.77)
Hac (X;y)
) max Hac (X;y) >0 (2.78)
(xy)2< 2

L'histogramme angles-distances est une fonction positive, donc :

H X;
maXACéACy()X_y) > 0)H ac(xy)>0 (2.79)
(xy)2< 2 ’
En utilisant la proposition 1, on a :
(x;y) 2 Support(HRc) ) H R2c (xy) . H ac(xy)> 0 (2.80)
HRC (x;y)
>0 2.81
) (X;T)%)f , HRC (x;y) ( )
) H X (xy)>0 (2.82)
) (Xy) 2 Support(H 3 (2.83)
2
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2.6.5 Application

Nous avons appliqug la m®&thode d'infgrence sur un ensemble d'images de tests en
faisant varier la forme et la taille de la rggiors. Les erreurs dues p des vectelks
inexistants apparaissent clairement dans I'§valuation de la relati®@eELow de la gure
2.9-b. En e®et, la relationBELOW n'est pas v&ri e pour les deux rggions et C,
mais I'Bvaluation de cette relation p partir de I'nistogramme angles-distances estim§
engendre un degrg non nyN°=0; M°=0:02; ! °=0:217). Pour montrer l'in°uence de la
surface de la rgégiom sur les erreurs d'estimations, nous avons trait§ sur la gure 2.9-d
le méme exemple que celui de la gure 2.9-a en augmentant la surface de la rggion
On constate clairement que la di®grence entre les degrgs estimgs et les degrgs corrects
degpend de la surface de la rggi@ Dans le cas ou I'on dispose de plusieurs possibili-
t®s pour la dgduction de I'histogrammeid. , la meilleure estimation sera donnge par
la rggion la plus petite. Ce critgre prend toute son importance si on dispose, en plus
des histogrammes angles-distances, de la surface des rggions. Dans le cas contraire, on
peut fusionner toutes les estimations possibles de I'histogrammg: pour obtenir un
meilleur rgsultat.

Sur la gure 2.10, nous avons reprgsent® deux exemples op les relations spatiales
directionnelles entre les deux rggions et B et les deux rggion® et C sont identiques.
La seule di®grence rgside dans la distance entre les rggioes C qui est plus impor-
tante dans le deuxipme cas (Fig. 2.10). En examinant les degrs obtenus, on remarque
que les rgsultats estim®s sont proches des rgsultats rgels et les erreurs d'estimation
ne sont pas di®grents des cas prgctdents. Cette remarque nous permet d'atrmer que
I'information de distance entre les deux rggions est bien reprgsentge, et nous permet
d'obtenir des estimations proches des valeurs exactes.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propos® un nouveau modgle pour la reprgsentation
des relations spatiales qui a l'avantage de pouvoir reprgsenter en méme temps l'in-
formation angulaire ngcessaire p I'gvaluation des relations spatiales directionnelles et
I'information metrique indispensable pour faire de l'infgrence des relations spatiales.
L'histogramme angles-distances v&ri e, en plus des proprigts vEri §es par les modgles
existants, d'autres proprigt®s lifes pa la reprgsentation de l'information de distance entre
les deux rggions. Nous avons d® ni, p partir de ce modgle, une m§&thode pour dgduire
une estimation des relations spatiales entre deux rggions connaissant celles qui les re-
lient g une autre rggion.

Pour construire I'histogramme angles-distances, il faut avoir une connaissance com-
plete sur la forme et la distance qui s§pare les deux rggions. Malheureusement, cette
information mgtrique est souvent indisponible ou impossible p dgterminer. Pour cela,
nous nous sommes orient§s vers d'autres approches utilisant uniguement l'informa-
tion angulaire. De plus, la taille m§moire occup®e par I'hnistogramme angles-distances
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Hac HRC
L B
RIGHT OF || 0.804 1 0.917| 0.752 1 0.868
ABOVE 0 0.197| 0.042 0 0.248| 0.066
LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0.197| 0.042 0 0.248| 0.066
(@
Hac H2c
L I

RIGHT OF || 0.459| 0.638| 0.558| 0.420| 0.662| 0.538
ABOVE 0.362| 0.541| 0.442| 0.338| 0.579| 0.443

LEFT OF 0 0 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0 0.124| 0.010
(b)
Hac H2c
T T A L T

RIGHT OF || 0.485| 0.624| 0.562| 0.431| 0.661| 0.531
ABOVE 0.376| 0.516| 0.438|| 0.339| 0.569| 0.438

LEFT OF 0 0 0 0 0.176]| 0.010
BELOW 0 0 0 0 0.217] 0.020

(c)

Hac H2c

N [ [ mM | N W
RIGHT OF || 0.804 1 0.917| 0.607 1 0.733
ABOVE 0 0.197| 0.042 0 0.393| 0.132
LEFT OF 0 0 0 0 0.093| 0.003
BELOW 0 0.197| 0.042 0 0.393| 0.132

(d)

Fig. 2.9 { Comparaison entre les degrs ®valugs p partir de I'histogramme angles-
distancesH ac et ceux ®valus p partir de I'histogramme estim®8. pour les quatre
relations spatiales directionnelles de base.
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0
Hac HAC
0

RIGHT OF || 0.305| 0.486| 0.374| 0.292| 0.519| 0.375
ABOVE 0.514| 0.695| 0.629|| 0.480| 0.708| 0.624

LEFT OF 0 0 0 0 0.058| 0.001
BELOW 0 0 0 0 0 0
(@)
Hac H3c
I N IV Y B
RIGHT OF 0 0 0 0 0.011/ 0.000

ABOVE 0.470| 0.631| 0.559| 0.444| 0.648| 0.559
LEFT OF 0.369| 0.530| 0.441| 0.351| 0.556| 0.441
BELOW 0 0 0 0 0 0

(b)

Fig. 2.10 { Comparaison entre les degrgs ®valugs p partir de I'histogramme angles-
distancesH ac et ceux ®valu®s p partir de I'histogramme estim®8. pour les quatre
relations spatiales directionnelles de base dans le cas op l'information de distance est
importante.

(fonction bidimensionnelle) nous a pouss®s g voir des approches utilisant moins de
ressources.
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2. Histogramme angles-distances
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Chapitre 3

Un rseau d'agrgation °oue pour
I'infrence des relations spatiales
directionnelles

Nous avons vu dans le chapitre prgc®dent que l'information m§trique (distance qui
s&pare les objets) est capitale pour pouvoir dgduire de nouvelles informations p partir
des connaissances antgrieures. Seulement dans quelques cas, cette information n'est
pas disponible ou ne peut pas etre dgterminge. Dans ces cas, on est amen§ pa d&duire
de nouvelles relations en utilisant uniqguement l'information angulaire ou les degrgs
d'estimation des di®%rentes relations spatiales. c'est ce type de problgmes que nous
abordons dans ce chapitre.

L'etre humain est capable de dgduire plusieurs informations concernant sa position
spatiale uniguement p partir de sa position relative par rapport g certains repgres.
Cela nous a encourag®s p ®tudier la possibilitg de l'infgrence des quatre principales
relations spatiales directionnelles entre deux rggioms et C directement g partir de
la connaissance de ces relations entre les deux rggianst B et celles entre les deux
régionsB et C.

Une grande majoritg des problgmes d'infgrence ou de d®cision est rgsolue en utili-
sant un ensemble de rggles d'infgrence [PEDE-89, DURK-94, BOUC-95] #num®rges par
un expert ou ggngrges par une mgthode d'apprentissage. Ces approches sont frgquem-
ment utilisges pour la rgsolution des problgmes d'automatique [JOUF-97, LACR-97],
de diagnostic, d'interpr§tation de scgnes [MCKE-85], etc.

Dans le but de faire de l'infgrence des relations spatiales directionnelles, nous avons
utilis® un rgseau d'agrggation multi-couches [ZIMM-83, KRIS-92a, KRIS-92b] pour d§-
duire les relations spatiales entre les deux rggioa®t C. Les di®®rents n¥uds du rgseau
utilisent des op®rateurs d'agrggation °oue pour dgterminer la relation entre les degrgs
des relations spatiales entre les deux rggioaset C et ceux entre les deux rggions
et B et les deux rggion® et C. L'utilisation des op®rateurs de la logique °oue nous
permet d'interprgter le rgsultat obtenu sous forme d'un ensemble de rggles d'infgrence.
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3. R®seaux d'agrggation °oue

Comme les rgseaux de neurones, ces approches ont l'inconvgnient d'étre lentes p I'§tape
d'apprentissage, mais une fois cette §tape franchie, le temps ngcessaire pour dgtermi-
ner le rgsultat est trgs rgduit.

Nous allons commencer par une prgsentation des op®rateurs d'agrggation °oue uti-
lisgs par notre rgseau d'agrggation °oue (section 3.1). La d® nition du rgseau d'agrg-
gation °oue est donn®e dans la section 3.2. Pour construire notre rgseau d'agrggation
°oue, nous avons utilis® deux approches di®grentes. La premigre repose sur 'algorithme
de descente du gradient (section 3.3) et la deuxigme sur des algorithmes §volutifs fon-
d®s sur les algorithmes d'estimation de distribution (section 3.4). Nous avons propos®
une approche pour dgterminer le rgseau d'agrggation dans le cas oy on n'a aucune in-
formation sur sa structure (section 3.5). Les r§sultats obtenus dans le cas de l'infgrence
des relations spatiales directionnelles sont prgsent®s dans la section 3.6.

3.1 Op@rateurs d'agrgation °oue

La thgorie des sous-ensembles °ous [ZADE-65] comporte une extension de l'en-
semble des op®rateurs de la logique classique [DUBO-85a], a n de pouvoir manipuler
des donnges °oues [BLOC-96b, DUBO-85a, YAGE-91]. Ces op®rateurs sont utilisgs
pour modgliser les op®rateurs logiques et les op%rateurs de la thgorie des ensembles.
lls sont largement utilisgs dans le domaine de la fusion de donnges.

Vue la diversit® de ces op®rateurs °ous, nous nous sommes restreints p I'Btude des

trois op®rateurs utilisgs par notre rgseau d'agrggation : I'union (ou logique), l'intersec-
tion (et logique) et la moyenne.

3.1.1 Union

A partir des donnges(paramgtres), I'opgrateur union produit un rgsultat glevg si
au moins une des valeurs d'entrges est §levge, il reprgsente I'opgratede la logique
classique. Il est d& ni comme une t-conorme: [0;1]£ [0;1]! [0;1] vEri ant 'ensemble
des conditions suivantes [YAGE-91, GUPT-91] :

1. Commutativit§ :  8(a;b) 2 [0;1F ; U(a;b) = U(b;a).

2. Associativit :  8(a;b;9 2 [0;1]° ; U(U(a;b);c) = U(a;U(b;q).

3. Croissance : 8(a;b;c;9 2 [0;1]*; a- cetb- d) U (a;b -U (c;d).

4. Bl®ment neutre : 0 est un Blfment neutre 8a2 [0:1]; U(a;0) = a.

En utilisant les deux dernigres proprigtgs, on peut dgmontrer queest un glgment
absorbant pour I'op®rateur union :
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3.1 Op%rateurs d'agrggation °oue

8a2[0;1]; U 1) =1 (3.1)

L'op®rateur union le plus utilisg en th§orie de la logique °oue est I'op%ratemsax.
Cet op®rateur permet de retourner le maximum de ses arguments, cela implique que le
rgsultat est toujours born§ par la valeur des arguments. Dans notre cas, cela n'est pas
suxsant car on a des exemples op la relaticRiIGHT OF entre les deux rggions et C
est complgtement vEri BeRIGHT (A;C) = 1) alors que les degr®s de cette relation entre
les deux rggionsa et B et les deux rggion® et C sont infgrieurs p1. Pour rem&dier
a ce problgme, il faut utiliser un op®rateur plus optimiste que l'op®rateurax. Nous
avons utilisg pour cela l'op®rateur union de Yager [YAGE-80, YAGE-94] qui d&pend
d'un paramgtrep. En modi ant la valeur de ce paramgtre, on peut agir sur les rgsultats
de cet op®rateur et ainsi I'adapter p notre cas :

2 A ! an’
Up(X1;X2; 5 Xn) = min 41, xP 5 avecp, O (3.2)
i=1

La t-conormeU, est une fonction dgcroissante par rapport au paramgtpe celui-ci
permet d'ajuster le degrg optimiste de la t-conorme :

{ L'op%®rateur U, tend vers l'op®rateurmax (I'op®rateur le plus pessimiste) quand
p tend vers l'in ni (+1).

Us1 ~ max (3.3)

{ Sip! 0, on obtient la t-conorme la plus optimiste possible (la sortie est toujours
%gale p 1).
{ La t-conorme de Lukasiewicz [DUBO-85a] correspondua.

En examinant la gure 3.1, on constate bien que la valeur depermet d'ajuster le
comportement de la t-conorme. Plus la valeur dg est importante, plus le domaine ou
U, =1 sera restreint.

3.1.2 Intersection

L'op®rateur d'intersection est utilisg dans le cas ou le rgsultat est §levg si toutes les
valeurs d'entrges sont glevges, il reprgsente I'op®ratend de la logique classique. I
est d& ni comme une t-norme :[0;1]£ [0;1]! [0;1] vBri ant 'ensemble des proprigts
suivantes [YAGE-91, GUPT-91] :

1. Commutativit§ :  8(a;b) 2 [0;1F; | (a;b) = | (b;d).

2. Associativit§ :  8(a;b;9 2 [0;1F; I (I (a;b);c) = | (a;1 (b;9).
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3. R®seaux d'agrggation °oue

(a) Uo:s. (b) U, : T-Conorme de () U..
Lukasiewicz.

Fig. 3.1 { Comportement de la t-conorme de Yager en fonction de
3. Croissance : 8(a;b;c;9 2 [0;1]*; a- cetb- d) | (a;b -1 (c;d).
4. fl§ment neutre : 1 est un §lEment neutre 8a2 [0;1]; | (a;1) = a.

En utilisant les deux dernigres proprigtgs, on peut dgmontrer queest un §lgment
absorbant pour l'op®rateur intersection :

8a2[0;1];1(a;0)=0 (3.4)

L'op®rateur min est une t-norme °oue. Il vBri e I'ensemble de ces conditions. Celui-
ci retourne la valeur minimale de tous ses arguments, ce qui implique que le rgsultat ne
peut pas etre infgrieur au minimum des entrges. Pour cette raison, nous avons choisi
la t-norme de Yager [YAGE-80, YAGE-94] qui dgpend aussi d'un parametpe:

2 A [ 3
50 (1=p)
I p(X1;X2; %) =1 | min41; (Li x)P S avecp, 0 (3.5)
i=0

L'op®rateur |, est une fonction croissante par rapport au parametie celui-ci per-
met d'ajuster le degrg pessimiste de la t-norme :

{ L'op®rateur 1, tend vers lI'op®rateurmin (I'op®rateur le plus optimiste) quandp
tend vers I'inni (+1).

l+1 = min (3.6)

{ Sip! 0, on obtient la t-norme la plus pessimiste possible (la sortie est toujours
%gale p 0).

{ La t-norme de Lukasiewicz [DUBO-85a] correspondig.
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3.1 Op%rateurs d'agrggation °oue

En examinant la gure 3.2, on constate que la valeur de permet d'ajuster le
comportement de la t-normel ,. La taille du domaine opl, = 0 est dgcroissante par
rapport g la valeur dep.

(@) 1os. (b) 11 : T-norme de (©) 1,.
Lukasiewicz.

Fig. 3.2 { Comportement de la t-norme de Yager en fonction de.

Remarque

Toutes les t-normes et t-conormes d§ nies dans la th§orie des sous ensembles °ous
se comportent comme les t-normes et t-conormes de Yager (Tab. 3.1). Le r§sultat
obtenu est toujours sup®rieur @ et infgrieur g la valeur minimale des arguments pour
'op®rateur d'intersection (t-norme). Pour l'op®rateur union (t-conorme), le rgsultat
est infgrieur p1 et sup®rieur p la valeur maximale des arguments. Il est impossible
d'obtenir un rgsultat entre la valeur minimale et la valeur maximale des paramptres
d'entrgs en utilisant uniqguement ces deux op®rateurs. Un rgsultat compris entre le
minimum et le maximum des paramptres est important quand il s'agit de d&terminer
le degrg d'un critgre qui reprgsente un compromis entre plusieurs paramgtres. Un
op®rateur qui vEri e cette proprigt® est I'opBrateur de moyenne.

p|o +1
Ip | O O-1 p- min min
U | 1 1,Up, max max

Tab. 3.1 { Comportement des t-normes et t-conormes de Yager en fonctipn

3.1.3 Moyenne

Un op®rateur de moyenne est utilis pour obtenir des rgsultats borngs par la va-
leur minimale et la valeur maximale des parametres d'entrge. Il est d§ ni comme une
fonction M vEri ant les propri§t§s suivantes :
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3. R®seaux d'agrggation °oue

1. L'homog@n§it§ :

9k 2< ;8%x;2<;8t2<; M(txy;txy;uitxy) = t“M (X1; X250 Xn) 3.7)
2. Borne sup8rieure et borne inf§rieure :

8Xi 2 < ; min(X1;X2; X)) - M (X1 X255 Xp) - max(Xa; Xg; i Xn) (3.8)

La moyenne arithm$tique vgri e les deux proprigtés prgctdentes. C'est I'op§rateur
de moyenne le plus utilis§ :

M arith (X1 X2} Xp) = (3.9)

A n de pouvoir adapter I'op®rateur en fonction des rgsultats souhait§s, nous avons
utilisg l'opBrateur de moyenne ggngralisge utilisg par Dyckho® et Pedrycz [DYCK-84,
YAGE-88] :

A)@ ! 12p
M pw o (X150 Xn) = w; xP (p2<) (3.10)

avec .

wi=1letw, O (3.11)
i=1

En remplasantp par 1 et lesw; par %, on obtient la moyenne arithm®tique. L'op®ra-
teur de moyenne g®n®ralisge est une fonction croissante par rappost|RYCK-84] et
on peut obtenir 'ensemble des valeurs comprises entrenién et le max des arguments
en faisant varier la valeur dep :

{ Quandptend versijl , I'op®rateur de moyenne ggngralisge est ®quivalent p I'op®-
rateur min(Fig. 3.3-a),

{ Quandptend vers+1 , I'opgrateur de moyenne g&ngralisge est §quivalent p I'op®-
rateur max (Fig. 3.3-c),

{ Quand p tend verso, I'opgrateur de moyenne ggn®ralisge tend vers la moyenne
gBometrique,

{ On obtient la moyenne harmonique poup= ; 1.
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3.2 R®#seau d'agrggation multi-couches

(a) M i 10;:5;:5 (b) M 1;:5;:5 (C) M 10;:5;:5

Fig. 3.3 { Comportement de I'opgrateur de moyenne g&n®ralise en fonctiorpde

3.2 R@seau d'agrgation multi-couches

Une des faxons d'associer des mesures consiste p utiliser des rgseaux de neurones.
Ces m®thodes [HAYK-99, SARZ-95] ne prsupposent pas des relations x§es entre les
mesures, mais elles s'appuient sur une base d'exemples d§ja associ®s par d'autres tech-
niques qui sert d'ensemble d'apprentissage pour dgterminer les rggles d'associations.
Cette formulation est proche de notre problgme car le rgsultat souhait peut etre dgter-
min® par un calcul direct des relations spatiales directionnelles entre les deux rggions
A et C. Il suxt donc de dgterminer les di®®rentes rggles d'associations.

Un rgseau d'agrggation multi-couches [ZIMM-83, KRIS-92a] reprgsente un ensemble
de n%uds organis® en couches p la manigre d'un rgseau de neurones multi-couches.
Chaque n%ud possgde un ensemble de paramgtres d'entrge provenant de la couche in-
f@rieure, ou bien des paramptres d'entrge du rgseau pour la premigre couche. Les rgsul-
tats du rgseau sont donn®s par les n%uds de la dernigre couche. Les di®grents n¥%uds du
réseau utilisent les op®rateurs d'agrggation °oue d§ nis dans le paragraphe prgc®dent,
cela nous permet d'associer p chaque n%ud un op®rateur logique et ainsi d'interprgter
le rgseau d'agrggation comme un ensemble de rggles. Un algorithme itgratif est utilis§
pour dgterminer les di®grents paramgtres pour chaque n%ud (le type et les paramgtres
de l'opgrateur utilisg). Ce principe a ®t§ utilisg® par Krishnapuram et Lee [KRIS-923a]
dans le but de construire des rgseaux de fusion de donnges [KRIS-92b, KELL-93], des
réseaux d'aide p la dgcision [KRIS-92a] ou la g&n®ration automatique de rggles d'in-
fgrence °oues [RHEE-93, KRIS-93b, RHEE-94]. Nous avons apport§ une modi cation
de l'algorithme d'apprentissage donn§ par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b]
pour assurer la convergence de I'Btape d'apprentissage.

3.2.1 D& nition

A n de pouvoir adapter les trois opgrateurs d'agrggation °oue p notre cas, nous
avons utilis§ deux opgrateurs? et 1 0 d§ nis p partir des op®rateurs de Yager [YAGE-80] :
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3. R®seaux d'agrggation °oue

Ig(xl; hXn) =1y 1:p(x32':::;~xn) avec(p < 0) 3 (3.12)
A .
N (i p)
= 1 min41; @i x)i¥P 5 avec(p < 0) (3.13)
i=0
Ug(xl, N Xp) = Ulsz(xlx::;xn) ave!c(ge> 0) (3.14)
30 R
= min 1; x1=P) avec(p > 0) (3.15)

i=1

Ces deux optrateurs sont directement issus des op®rateurs de Yager [YAGE-80], la
di®®rence rgside dont leur variation en fonction ¢e Nos deux op®rateurs sont crois-
sants en fonction dep (Tab. 3.2) :

1. L'op®rateur i tend vers l'op®rateurmin quand p tend verso.
2. L'optrateur | tend verso quand p tend versii1
3. L'op®rateur U? tend vers l'opgrateurmax quand p tend verso.

4. L'opgrateur U tend vers1 quandp tend vers+1 .

p |il o | o +1
1210 0-1 2. min min iNnd® ni

u? ind® ni max max-U 0. 1 1
M | min min -M - max max

Tab. 3.2 { Comportement del o, UJ et M , en fonction p.

L'utilisation de ces deux op®rateurs nous a permis d'assurer la convergence de
I'algorithme d'apprentissage dans les cas extrémes (paragraphe 3.3.1).

3.2.2 Apprentissage

L'Gtape d'apprentissage a pour but d'associer p chaque n%ud du rgseau d'agrg-
gation un op®rateur d'agrggation °oue. Cet op®rateur permet de d® nir l'op®ration
logique rgalisge par ce n¥ud. Il faut aussi dgterminer les paramptres pour chaque op%-
rateur (p pour l'union et l'intersection, (p;fwig) pour la moyenne). Krishnapuram et
Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] avaient utilis§ les trois op®rateurs, ), M pw,., €t U,. Nous
verrons dans la suite que l'algorithme d'apprentissage ne converge pas pour certaines
donnges utilises pour I'gtape d'apprentissage.
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3.3 Descente du gradient

A n d'amgliorer 'Btape d'apprentissage, nous avons utilis§ les trois opgrateufs-
l(i1=p)r M pwy, €6 US = Ugopy. SOIt D = f((X1i;Xai::5 %0 );yi) 5 1 = 1:Ng un ensemble
d'apprentissage dgcrivant les entrges; d'un n%ud et les rgsultatsy; souhaitgs. Le
problgme consiste p dgterminer le type du meilleur op®rateur ainsi que ses paramgtres
a n que le rgsultat de I'agrggation soit le plus proche possible des rgsultats souhaitgs.
Cela revient g&n®ralement p minimiser l'erreur moyenmed$g nie par :

1 X )
E=S Opwin Xaiii5Xai) i ¥i) (3.16)

i=1
oM O reprsente le type de l'op®rateur.

Pour rgsoudre ce problgme, nous avons appliqug deux m&thodes de minimisation,
la premigre approche est fondge sur l'algorithme de descente du gradient [DUDA-01]
et l'algorithme de rgtropropagation du gradient [HAYK-99]. L'autre approche est un
algorithme ®volutif fond® sur des m$thodes d'estimation de distributions statistiques
[CAST-97, LARR-01].

3.3 Descente du gradient

Supposons que le type de l'op®rateur soit dgja dgtermin®g. Prenons par exemple le
cas de l'op®rateur de moyenne g®n®ralis®,, ., . L'algorithme de descente du gra-
dient est un algorithme itgratif, qui calcule p chaque itgrationune nouvelle valeur de
(e";wl ) en fonction de(pt'i V;wi!i vy

= plidy 3.17

p p T (3.17)
i @E

w o= owit D eee (3.18)

oput et:sont des constantes positives reprgsentant le taux d'apprentissage.

Le choix du type de l'op®rateur dgpend de la valeur dep l'itgration 1. On d§ nit
deux bornesP; < 0 et Pyon > 0 telles que :

{ Si(p>Punion ), 'OpBrateur O est remplac® par I'op®rateur uniony.

{ Si(p<Piner ), 'opBrateur O est remplac® par l'op®rateur intersectiony.

{ Sinon on continue @ utiliser 'op®rateur moyenn® ., .. .

Tous les op®rateurs sont initialisgs avec I'op®rateur moyenne. L'gtape d'apprentis-
sage consiste g modi er la valeur de en fonction des donngeb pour atteindre un
minimum de E. Soit P, la suite des paramgtrep obtenus g chaque itgratiom pour un
n¥aud O; du rgseau. Si le n¥%ud doit reprgsenter un op®ratenm logique la valeur dey;

(donnges d'apprentissage) est sup®rieure ou §galevam(xy;;:::x, ) pour I'ensemble des
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3. R®seaux d'agrggation °oue

exemples d'apprentissage. D'aprgs le comportement de I'opgrateur moyenne, la suite
P, sera une suite croissante entrg et pr > Punion (Pgr; 1) < Punion ). Durant toutes ces
itBrations I'op®rateur utilisg est I'op®rateur moyenne partir de cette itgration, I'op®-
rateur moyenne va etre remplac® par l'op%rateur union ggngralisedont le rgsultat

est sup®rieur ou §gal aux paramptres d'entrge. Cet op®rateur est quivalengpand
ptend vers+1 et p l'opBrateurmax quand p tend verso (Tab. 3.2). L'op®rateur up

est croissant en fonction de la valeur dp. Si la valeur dey; est plus proche de 1 que
du max(x1;; i ), la valeur dep va continuer g croftre jusqu'p I'obtention d'une valeur
optimale. Dans le cas contraire, si la valeur dg est plus proche dumax, la valeur de

p va se stabiliser.

Dans le cas inverse, si le n¥%ud doit reprgsenter un op®rateairlogique la suite
P, sera une suite dgcroissante entig et p; < Piner (pe; 1y > Piner ). M cette it§ration,
I'op®rateur intersectioni ) sera utilis§ p la place de la moyenne pour calculer le rgsultat
A partir des paramptres d'entrge. D'aprgs le comportement de I'opgratefi(Tab. 3.2),
si la valeur dey; est plus proche de que dumin(xy;::x, ), la valeur dep va continuer
a d®croftre jusqu'p I'obtention d'une valeur optimale.

p |il o |0 +1
I, p | min 0-1 ;p- min 0 ind® ni

Up ind® ni 1 max-U - 1 max
M, | min min -M - max max

Tab. 3.3 { Comportement des op®rateurs; ,, U, et M ,, utilis§s par Krishnapuram et
Lee [KRIS-92a] en fonction dep.

Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] ont utilisg les op®rateuts et 1, , pla
place des op%rateursy et |1 0, cette di®Brence engendre une divergence de l'algorithme
dans le cas op la valeur des r§sultats souhaitgs est plus procha da 0. Prenant par
exemple le cas op le n%ud doit reprgsenter un op®rateur logique la suite P, sera une
suite croissante entre la valeur initiale de (po) €t p; > Punon (Pgt; 1y < Punion ). N cette
itgration, l'opBrateur moyenne va etre remplac® par l'op®rateur union de Yagey.
Contrairement p I'opgrateury?, le rgsultat de cet op®rateur est dgcroissant en fonction
dep: il est Bquivalent p I'op®rateumax quandp tend vers+1 et g1 quandp tend verso
(Tab. 3.3). Sila valeur deyy est plus proche da, la valeur dep**V sera infgrieure p®.
Dans les cas extrémes o l'opBrateur souhait® est trgs optimiste, cette valeur sera aussi
infgrieure AP0 €t I'opBrateur union va etre remplac® par I'opgrateur moyenne. En
consgquence le type de l'op®rateur de ce n¥ud va osciller entre I'opgrateur moyenne et
l'opBrateur union sans converger vers une solution xe. On obtient le m&me problgme
quandy; est plus proche de avec la t-normel ; , et I'opgrateur moyenne.
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3.3 Descente du gradient

3.3.1 Comparaison entre notre approche et la m§thode de Kri-
shnapuram et Lee

Pour illustrer la di®grence entre notre approche et la m§thode de Krishnapuram
et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b], nous avons appliqu® les deux algorithmes pour essayer
d'estimer les paramptres d'un n¥ud reprgsentant I'opgratews.; et ayant deux en-
tresx, et x,. L'ensemble des donnges d'apprentissage est illustrg sur la table 3.4. Cet
exemple reprgsente un cas extréme op 'op®rateur union est trgs optimiste.

i | Paramptres d'entrgs R®sultat (y;)
X1i X2i
1 | 0.950 0.615 1.00
2 |1 0.048 0.073 1.00
3 | 0.089 0.017 1.00
4 |0.231 0.791 1.00
5 | 0.606 0.921 1.00
6 | 0.485 0.738 1.00
7 | 0.060 0.092 1.00
8 | 0.023 0.079 1.00
9 | 0.891 0.176 1.00
10 | 0.095 0.061 1.00

Tab. 3.4 { Exemples d'apprentissage utilisgs pour comparer la mgthode de Krishna-
puram et Lee avec notre approche.

(a) Bvolution de I'erreur dans (b) Bvolution de l'erreur dans le cas
l'algorithme de Krishnapuram et Lee. de notre algorithme d'apprentissage.

Fig. 3.4 { Comparaison entre l'algorithme d'apprentissage de Krishnapuram et Lee et
notre algorithme.

79



3. R®seaux d'agrggation °oue

En examinant la gure 3.4, on remarque clairement que Il'algorithme de Krishna-
puram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] ne converge pas, les oscillations entre les deux
op%rateursy, et l'opBrateur moyennem , se traduisent par une oscillation de I'erreur
entre les deux valeur®:41 et 0:48 sans converger. Dans le cas de notre algorithme, I'er-
reur dgcro®t rapidement ver® dgs que l'opgrateur moyenne est remplac par l'op®rateur
union. On remarque que les deux algorithmes se comportent de la m&me fason entre
la premigre itBration et l'itgration 770. N cette itgration, la valeur dep est supgrieure
A Punion , Ce€la implique que l'opgrateur moyenne sera remplac® par I'op§rateur union.
Pour notre algorithme, la valeur dep continue p augmenter jusqu'p obtenir une valeur
optimale. Cela se traduit par une diminution de I'erreur moyenne obtenue. Dans le cas
de l'algorithme de Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b], l'algorithme devient
instable p cause du problgme expliqug dans le paragraphe prgcgdent.

3.3.2 Conclusion

Krishnapuram et Lee [KRIS-92a, KRIS-92b] avaient dgmontrg que l'algorithme
converge dans le cas op les op®rateurs sont x®s p l'avance, mais leur approche qui
consiste @ modi er le type de ces op®rateurs au cours de I'Btape d'apprentissage en-
gendre une non convergence de l'algorithme dans les cas extrémes. Nous avons apportg
une modi cation de cet algorithme d'apprentissage en modi ant les op®rateurs utili-
sts, cette modi cation permet de rgsoudre le problgeme de divergence de l'algorithme
d'apprentissage dans ces cas extrémes.

3.4 Algorithmes d'estimation de distribution (EDA)
et rfiseaux bay@siens continus

A n de rgduire les e®ets des minima locaux, nous nous sommes intgress§s p des
m®thodes d'apprentissage proches des algorithmes ggngtiques. Ces algorithmes gvolu-
tifs ont la particularitg d'eétre moins sensibles aux problgmes des minima locaux.

Nous avons utilis§ pour cela les algorithmes d'estimation de distribution (EDA)
[MUHL-96, CAST-97, LARR-01]. Le principe de ces algorithmes est d'apprendre les
modgles des populations sous forme d'une distribution de probabilitgs. Les dgpendances
entre les di®®rentes variables sont exprimges sous forme d'un graphe orient§ acyclique
(DAG).

3.4.1 Notations

Soit fX;ji = 1:ng un ensemble de variables algatoires continues. Une rgalisation
possible dex; est notgex;. On note f; la fonction de densitg de probabilitg de la
variable algatoireX; :

fi(xj)dx = P(X; 2 [xj i dx=2;x; + dx=2]) (3.19)
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De méme X, = (X1;X2; 5 X,) reprigsente une variable algatoire pdimensions. Les
notations prgc®dentes sont §tendues au cas n-dimensionnel. On ngte la fonction
de densit§ de la probabilit§ conditionnelle (x 2=x1) :

fomi(Xo=X1) dX1dXe = P(X2 2 [X2§ dX2=2;Xo + dXp=2]=X1 2 [X1j dXx1=2;x1+ dx1=2]) (3.20)

3.4.2 R@§seaux bay#§siens
Un rgseau bay®sien est d§ ni par [PEAR-88, JENS-96, BECK-99] :

{ un graphe orient§ acyclique = (X;U), ouX reprgsente I'ensemble des n%uds de
G et U I'ensemble des arcs de. Le grapheG reprgsente la structure du rgseau

bay$sien.
{ un ensemble de variables algatoires correspondant aux n¥uds du graphe, tel que :
Y
P (X1;X2; 55 Xn ) = P(xi=i ' (Xi)) (3.21)
i=1:n

oM (X;) est I'ensemble des parents du n¥aud.

L'ensemble des probabilitgs conditionnellexx;=j i (X;)) reprgsente les paramgtres
du rgseau baygsien.
Cette representation graphique permet de dg nir une factorisation de la densit§ de
probabilit® jointe P(X ). Dans ce cas, chaque variabbe, est indgpendante par rapport
aux variablesf X 1;:::; X, gnfX;;i i (X;)g connaissant la valeur dg i (X;).

Il existe deux types de modeles di®®rents :

1. R@seaux bay§siens discrets : On parle de rgseau bay®sien discret (ou simple-
ment rgseau bay®sien) quand la variable algatoixg est discrgte. Ces exemples
sont les plus courants, c'est pour cela que le terniRseau baygsierst souvent
utilis§ pour dgsigner uniquement le cas discret.

2. R§seaux bay@isiens continus : On parle de rgseau bay®sien continu quand la
variable algatoirex, est continue. Les exemples les plus connus sont les rgseaux
gaussiens op la variable algatoire, suit une loi normale de dimensiom.

KN cause de leur bonne reprgsentation des connaissances, les rgseaux bay®siens
[PEAR-88, HOWA-81, LAUR-96] ont §t® largement utilisgs dans le domaine des sys-
temes experts. Le nombre d'applications reposants sur ces techniques a explosg ces
dernigres annges [BECK-99].
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3.4.3 Optimisation en utilisant les EDAs

Les EDAs [MUHL-96] sont des algorithmes ®volutifs de la m&me classe que les algo-
rithmes ggn®tiques [GOLD-89]. L'utilisation des algorithmes ggn®tiques ngcessite une
grande exp®rience dans ce domaine. En e®et la d§ nition des op®rateurs de croisement
et de mutation [GOLD-89] les plus adapt®s est une tache compliqguge et demande une
grande madtrise du domaine. Les EDAs ont §t® dgvelopp®s dans le but de faciliter
cette tAche. Les EDAs n'utilisent pas ces op®rateurs pour faire §voluer une population
d'une ggn®ration p l'autre. Le nombre de paramptres p xer dans le cas des EDAs est
largement moins important que dans le cas des algorithmes ggn®gtiques. En plus, la
possibilitg de pouvoir exprimer les dgpendances entre les di®grentes variables du chro-
mosome est un grand avantage par rapport aux algorithmes ggn®tiques [HOLL-75].

Comme les algorithmes ggn®tiques, le principe des EDAs est de faire §voluer une
population d'individus p travers les g&n®grations. Chaque individu reprgsente une so-
lution possible du probleme. Nous allons expliquer le principe des EDAs p travers
un de nos exemples d'apprentissage. Il s'agit de dgterminer les paramptres d'un seul
n¥aud avec deux entrges. On dispose pour cela d'une base d'apprentissage comprenant
les paramptres d'entrge et le rgsultat souhaitg. Le but de l'algorithme d'apprentissage
est de dgterminer les trois parametrgs w; et w, du n¥%ud. Le chromosome caractgri-
sant chaque individu de la population est constitu$ de la valeur de ces trois paramgtres.

Dans le cadre des EDAs, on suppose que chaque individu de la population repr§-
sente la rgalisation d'une variable algatoire, dans notre cas continu@; vi; w») 2 <3)
X3 =(X1;X2;X3). La variable algatoirex; est assocife au paramptge les deux autres
variables X, et X3 sont associges respectivement aux deux paramgtieset w,. Pour
résoudre ce problgme d'optimisation, on suppose que la distribution des individus p
I'intgrieur d'une population suit une loi normale multidimensionnelle (dans notre cas
de dimensions3) dont il faut dgterminer les di®grents paramgtres :

exp(ip—(xi ) ;zﬁ' )

(2v3° i8]
out! reprgsente le vecteur moyenne de la variable algatoke et § reprgsente la ma-
trice de covariance.

fa(x) » N (% §) = (3.22)

En exploitant les dgpendances entre les di®grentes variables du chromosome, I'Bqua-
tion 3.22 peut etre simpli $e p l'aide du formalisme des rgseaux bay®siens (para-
graphe 3.4.2). Supposant que les dgpendances entre les di®grentes variables algatoires
X3 = (X1;X2;X3) sont dgcrites par le graphe de la gure 3.5, la densit§ de probabilit§
f3 peut s'exprimer sous la forme suivante :
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fa(x) = Fx,(X1) fFx,=x,(X2=x1) Fx,=x, (X3=X1) (3.23)
fi(x1) » N (f1;v1) (3.24)
fomi(X2=x1) » N (2+ 12(X1i *1);v2) (3.25)
fa=1(Xs=x1) » N (*z3+ 13(X1i '1);V3) (3.26)
(8.27)

ou :
{ i reprgsente la moyenne de la variable algatoixeg.
{ v, et v; reprgsentent respectivement la variance des variables algatoixaset X,
ftant donn® la variablex ;.
{ 7y est un coezcient reprgsentant la relation entre les deux variables et X;
[DEGR-70]. Il reprgsente un poids associ§ p I'ai(cxj.

Fig. 3.5 { Un exemple d'un rgseau bay®sien.

La densitg de probabilitgf; de la variable algatoirex; est complgtement dgter-
minge par la d§ nition des paramgtres des densitgs de probabilit§ f,.,, f;-; et du
graphe des d§pendances.

La gure 3.6 presente le principe de fonctionnement g&n®ral des EDA. Une popu-
lation P, de N individus est utilisBe pour l'initialisation. Selon le critgre de l'erreur
moyenne, on sglectionne les < N meilleurs individus. A partir de cette population
de s individus, on dgtermine les paramgtres du rseau gaussien qui re°gtent au mieux
les dgpendances entre les di®grentes variables du ggnome. Il s'agit de dgterminer p
cette ®tape la structure du graphe reprgsentant les dgpendances entre les di®grentes
variables du chromosome ainsi que les paramptres ngcessaires p la factorisation de la
densit® de probabilitgf;. La di®§rence entre les di®grents algorithmes utilisgs rgside
dans la manigre de construire ce rgseau gaussien. Une nouvelle population est ggngrge
ensuite p partir de la simulation du rgseau obtenu. Le processus est itgrg jusqu'p la
vBri cation d'une condition d'arrét.

3.4.4 D@termination des paramptres du rfiseau gaussien

L'€tape de construction du rgseau gaussien g partir de la populatibp consiste p
dgterminer la structure du rgseau gaussiest (le graphe) et les di®grents paramgtres
du rgseau gaussienk (les:, vf et les™) qui re°gtent au mieux la populationpy.
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Fig. 3.6 { Principe des algorithmes d'estimation de distribution (EDA).

Nous avons utilisg trois algorithmes de complexitgs di®grentes pour construire le
réseau gaussien. Chaque algorithme est brigvement expliqu$ ci-dessous.

3.4.4.1 Algorithme UMDA !

L'algorithme de construction des rgseaux bay®siens discréisivariate Marginal
Distribution Algorithm (UMDA) introduit par M @hlenbein et Paa¥sMUHL-96] a §t§
gBn®ralisg par Larranaga et al. [LARR-00] au cas des rgseaux gaussiens. Dans cet
algorithme, on suppose que toutes les variables sont indgpendantes, ce qui revient g dire
gue le graphe correspondant au rgseau gaussien ne contient aucun arc. La factorisation
de la densit® de probabilith, de X, est d& nie par :

¥
FROGE) = fE(xisE]) (3.28)
i=1
OuE£X est recalculg pour chague population par I'estimateur du maximum de vraisem-
blance :

Lk = xk= N X, (3.29)
r=1

k 1 )(\I k £ky2

o= 5 i (3.30)

LUMDA : Univariate Marginal Distribution Algorithm

84



3.4 Algorithmes d'estimation de distribution (EDA) et rgseaux bay®siens continus

3.4.4.2 Algorithme MIMIC 2

Larranaga et al. [LARR-00] ont dg ni une g&n®ralisation de l'algorithm&lutual
Information Maximization for Input Clustering (MIMIC) [DEBO-97] utilis§ pour la
construction des rgseaux baygsiens discrets. Dans le cas de cet algorithme, on recherche
le rgseau gaussien le plus proche de la population dont la structigest reprgsentge
par une cha?ne. En consgquence, la fonction de densitg marginale de la varighlest
dgcompos®e en un produit d'une fonction de densitg marginale d'une seule variable et
(nij 1) fonctions de densit§ conditionnelle par paires :

fr(x)= Fuun) =v2) (Xvir) =Xei2) ) Fsin i )=van) Ko 1) =Xeqn)) Foin) (Xagny ) (3.31)
OM Y= (i1;ip; i in) reprsente une permutation des variables;.

L'algorithme MIMIC consiste p chercher la meilleure permutation.des variables
pour factoriser la fonction de densit§ jointe,. Le problgme revient g rechercher le
minimum d'une fonction H :

b 1
HEX ) = hny) + (X agr) =Xy ) (3.32)
r=1

oM h(X) reprgsente I'entropie de Shannon d'une variable algatoixe

Dans le cas d'une variable normal®, pn dimensions, I'entropie de la variable<,
est d& nie par [WHIT-90] :

h(X.) = %n(1+log(21/z))+ %Iogj§j (3.33)

L'application dans le cas d'une fonction normale p une seule variable et d'une
fonction conditionnelle p deux variables donne :

h(X) = S(1+l0g(2¥)) + log( %) (3.34)

p‘s 32 . 3 1.
h(X=Y) = %(1+Iog(21/z))+log KA Sy (3.35)

%
OU ¥ et 3% reprgsentent respectivement la variance des deux variabbeset VY. ¥y
reprgsente la covariance entre les deux variables algatoixegt Y.

Pour minimiser la fonctionH, l'algorithme MIMIC (Fig. 3.7) se dgcompose en deux
Btapes :

1. On choisit au dgbut la variablex; ayant la variance minimale. Cette variable va
correspondre @ la valeur de(n).

2MIMIC : Mutual Information Maximization for Input Clustering
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2. De manigre itgrative, choisir p l'itgrationm la variable X; correspondant p la
plus petite valeur de% ouy reprgsente la dernigre variable choisie. Cette
variable correspond p la valeur dgn i m).

1. Choisir ¥(n) = argmin b
J

2. Pour k=nj 1jusqu'p 1 faire
2
Choisir (k) = argmin 8% | B X e
]

Yi(k +1)
j 8 Ya(iii =k+1 :n )

Fin Pour

Fig. 3.7 { Algorithme MIMIC pour l'apprentissage des rgseaux bay®siens gaussien.

3.4.4.3 Algorithme EGNA 3

L'algorithme Estimation of Gaussian Network Algorithm(EGNA) [LARR-01] pro-
pose un modgle plus complet ou I'on autorise les dgpendances multiples. Le principe
est de d®terminer la structures du graphe en optimisant une mesure de qualit§ du
rgseauQ(P;s;f) calculge p partir ddogP (P=S;H). Ce critgre est un compromis entre la
dimension du graphe (sa complexit) et la reprgsentativitg du modgle de la population
P:

2 0 1 23
XX ‘n___ ¢ X

§i 109" 2y i %@Xir il S0 i A S F(N)dim(S)  (3.36)
r=1 i=1 ! X201 (X)

ou :
{ dim(S) reprgsente la dimension du graphe :
X - -
dim(S)=2n+ i (Xi) (3.37)

i=1

{ f(N) est une fonction de pgnalisation non nggative : Nous avons utilis§ le critgre
de Schwarz [SCHW-78] connu sous le terme 8ayesian Information Criterion
(BIC).

f(N) = %IogN (3.38)

3.4.5 Comparaison entre la m§thode de descente du gradient
et les EDA

Pour comparer les deux approches, nous avons g&n®rg une base d'apprentissage
comprenant les rgsultats du réseau d'agrggation de la gure 3.8-a. Ce rseau est com-

3Estimation of Gaussian Network Algorithm
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pos® de trois n¥wuds organis®s en deux couches, les deux n¥%uds de la premigre couche
reprgsentent respectivement les deux op®rateusgs et |2, . L'unique n¥aud de la
couche de sortie utilise I'opgrateur de moyenne arithm§tique ; pour dgterminer le
résultat p partir de la sortie des deux n%uds de la premigre couche.

(a) Rgseau d'agrggation °oue.

(b) Evolution de I'erreur pour le meilleur (c) Bvolution de l'erreur a chaque
individu p travers les ggn®rations dans itgration pour l'algorithme de descente
les trois algorithmes UMDA, MIMIC et du gradient pour des initialisations

EGNA. di®®rentes.

Fig. 3.8 { Comparaison entre les algorithmes EDA et l'algorithme de descente du
gradient.

En examinant la gure 3.8-c, on constate clairement les faiblesses de la m§thode
de descente du gradient. La prgsence de plusieurs minima locaux pour la foncton
empeche l'algorithme de converger vers le minimum global. En modi ant les valeurs
initiales des paramptres, l'algorithme converge vers des solutions di®grentes. Ce pro-
bleme devient beaucoup plus important quand il s'agit d'apprendre les paramgtres
d'un rgseau complexe.

Comme c'gtait prgvu, les algorithmes EDAs sont moins sensibles p ce problgme.
L'erreur lie p la solution obtenue dans le cas des algorithmes EDAs est largement plus
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petite que celle obtenue par la mgthode de descente du gradient. Pour cela, nous avons
opt® dans la suite pour l'utilisation de ces algorithmes pour construire notre rgseau
d'agrggation °oue.

3.5 Construction du riseau d'agr§gation °oue

Dans la suite, nous nous sommes restreints p I'Btude de l'infgrence de la relation
RIGHT OF entre deux rggiong et C §tant donn® les degrgs des quatre relations spatiales
directionnelles de bas®IGHT OF , ABOVE, LEFT OF et BELOW entre les deux rggions
A et B et entre les deux rggions et C. L'infgrence des autres relations est §quivalente
a l'infBrence de la relatiorRIGHT OF en e®ectuant des rotations du plan de=2. Cela
revient p faire une permutation des quatre degr&GHT OF , ABOVE , LEFT OF , BELOW .

N'ayant aucune connaissance sur la structure du rgseau d'agrggation °oue, nous
avons subdivis® I'Btape d'apprentissage en deux gtapes :

1. Apprentissage de la structure du rfiseau d'agr§gation °oue :
Cette ®tape consiste p dgterminer la structure du rgseau, p savoir le nombre de
couches ainsi que le nombre de n%uds d'agrggation par couche. Les connexions
entre les di®®rents n¥suds sont dgterminges p cette §tape.

N'ayant aucune connaissance sur la structure du rgseau, nous e®ectuons une
premigre §tape d'apprentissage sur un rgseau entigrement connect® en utilisant
uniquement l'opgrateur de moyenne ggn®ralisge. Une fois I'gtape d'apprentissage
terminge, nous retirons les connexions les moins importantes (dans le sens o leur
absence augmente le moins possible 'erreur du rgseau) [HASS-93, HAYK-99].

2. Apprentissage des paramptres du r§seau d'agr§igation °oue :
Dans cette ®tape, on dgtermine le type de chaque op®rateur et les paramgtres
associgs. Dans ce cas, on utilise les trois types d'op®rateurs pour dgterminer les
meilleurs paramgtres de la structure du rgseau obtenu p la premigre §tape.

3.5.1 Base d'apprentissage

Pour constituer notre base d'exemples, nous avons §valu§ les quatre relations spa-
tiales entre des couples d'objets di®®rents. A n de ne pas privilggier certain cas, nous
avons choisi des objets ayant des formes trgs di®%rentes (carrg, rectangle, concave,
disque, etc.). Ces objets ont %t placgs d'une manigre algatoire dans une image. Nous
avons ®valug les degrgs des quatre relations spatiales directionnelles de base pour
chaque couple d'objet en utilisant la m&thode de compatibilitg (paragraphe 1.4.3.3).

3.5.2 Apprentissage de la structure du rffseau d'agr§igation

A n de dgterminer la structure du reéseau d'agrggation, nous avons e®ectu®§ une pre-
migre ®tape d'apprentissage. Chaque n%ud du rgseau peut utiliser uniquement I'op®-
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rateur de moyenne ggn®raliste ,.,, pour dgterminer la valeur du rgsultat p partir
des entrges. L'gtape d'apprentissage consiste p dgterminer les poids associ§s p chaque
connexion reliant deux n%uds du rgseau ainsi que le paramgprele chaque n%sud.
Les poidsw; reprgsentent I'importance associe p la valeur de cette entrge du n%ud
pour d&terminer la valeur de la sortie. Pour garder uniqguement les liens importants,
nous avons gliming les connexions les moins importantes pour garder que le squelette
essentiel du rgseau. La structure obtenue est prgsentge sur la gure 3.9.

Fig. 3.9 { Structure du rgseau obtenue p la premigre ®tape d'apprentissage.

Discussion

En examinant le rgsultat obtenu (Fig. 3.9), on constate que chaque n%ud du rgseau
possgde une connexion directe ou indirecte avec l'un ou les deux degI®sT (A;B)
et RIGHT (B;C). La valeur de ces deux degrgs est trgs importante dans I'gvaluation de
RIGHT (A;C). Les autres degrgs ont aussi un réle p jouer car le rgseau utilise les huit
degrgs pour §valuerIGHT (A;C).

Sur la premigre couche du rgseau, on observe une symetrie dans l'utilisation des
deux degrgsRIGHT (A;B) et RIGHT (B;C). Le degrgRIGHT (A;B) est combing avec les
degr®s des autres relations spatiales entre la régioet la rgégionc. N l'inverse, l'autre
degrgRIGHT (B; C) est combing avec les degrgs des relations directionnelles entre les
deux rggionsa et B. Ce rgsultat §tait prgvisible, car pour obtenir de l'information sur
la position relative des deux rggiona et C, il faut combiner les degrs des relations
entre les deux rggiona et B avec ceux des relations entre les deux rggiogt C.
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3.5.3 Apprentissage des paramptres du r§iseau d'agr§gation

Pour dgterminer les paramgtres du rgseau obtenu p I'gBtape prgcgdente, nous avons
relanc® I'algorithme d'apprentissage. Le type d'op®rateurs obtenus pour chaque n¥%ud
est illustrg sur la gure 3.10.

N%ud | OpSrateur p W
0 M 1.726 | 0.421, 0.005, 0.153, 0.421
1 I -2.254
2 M -0.160 0.073, 0.013, 0.914
3 M -1.014 0.588, 0.378, 0.034
4 I -2.030
5 M 0.758 0.998, 0.002
6 I -6.075
7 I -2.487
8 U 2.795
9 I -5.240
10 I -6.695
11 M -0.196 0.998, 0.002
(a) Type des op®rateurs utiliss. (b) Paramgtres des op®rateurs utilisgs.

Fig. 3.10 { Apprentissage des paramgtres du rgseau d'agrggation °oue.

Discussion

En examinant la gure 3.10-a, on constate clairement la sym$trie obtenue p la pre-
migre §tape. Le type de l'op®rateur utilis pour combiner le degrficHT (A;B) avec
un autre degr®rel(B;C) correspond exactement g celui utilis pour combiner le de-
gr& RIGHT (B; C) avecrel(A;B). Cette sym$trie est aussi apparente sur les n¥uds de la
deuxigme couche. Cette sym$trie n'est pas complgte car en examinant les paramgtres
des op%rateurs trouves (Fig. 3.10-b), les valeurs obtenues ne prgsentent pas une symg-
trie parfaite.

Pour combiner les deux degr88IGHT (A;B) et RIGHT (B;C), un op®rateur union a
®t® utilis®. On en dgduit que la rggiog est g droite de la rggiom si au moins l'une
des deux relationsRIGHT (A;B) et RIGHT (B;C) est vEri e. Dans les autres cas, un
op®rateur intersection est utilis pour combiner les degrRssHT (A;B) et RIGHT (B;C)
avec les degrgs correspondant aux relationBOVE et BELOW . Pour utiliser la relation
LEFT OF, l'op®rateur moyenne a %t utilis§ avec un poids trgs important pour le degrg
de la relationRIGHT OF , cela veut dire que la rggiorc est placke p droite si la relation
RIGHT OF est plus vEri e que la relationLEFT OF pour les couples de rggiona;B)
et (B;C).
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3.6 Application p l'infgrence des relations spatiales directionnelles

3.6 Application p l'infrence des relations spatiales
directionnelles

(a) (b) © (d)
Valeur dgduite | Valeur rgelle
RIGHT {A:C) | RIGHT (A;C)
@) 0.417 0.962
(b) 0.526 0.585
(c) 0.624 0.600
(d) 0.500 0.962

Fig. 3.11 { R®sultat de l'infgrence en utilisant le rgseau d'agrggation °oue

Pour valider les paramgtres du rgseau obtenu, nous avons test§ ce rgseau sur les
exemples prgsent®s au chapitre 2. Ces exemples ne font pas partie de la base d'appren-
tissage utilise. Nous avons compar$ le deg®HT YA; C) obtenu en utilisant le rgseau
d'agrggation avec le degrg rgeiGHT (A;C) obtenu p partir d'une §valuation directe.

En examinant les rgsultats obtenus (Fig. 3.11), on remargque que la di®grence entre
le rgsultat du rgseau et la valeur rgelle est trgs importante dans les deux cas (a) et
(d). Dans les deux autres cas, les deux degr®s sont trgs proches. Cette di®§rence est
life p lI'absence de l'information m&trique qui est importante dans les deux cas (a) et
(d). Pour mieux voir cette di®grence, nous avons appliqug le rseau aux deux cas de
la gure 2.10. Dans ce cas, l'information m$trique est plus qu'importante. Si on exa-
mine les degrgs des quatre relations spatiales (Fig. 3.12-b,c), on remarque clairement
gue les estimations sont trgs proches dans les deux exemples, la seule di®grence rgside
dans la distance qui s§pare les deux objetset C. Les rgsultats obtenus dans les deux
exemples par le rgseau d'agrggation sont identiques.

Dans les deux cas (b-c) de la gure 3.11, le rgsultat obtenu par le rgseau est trgs
proche du calcul exact. Malgrg la ressemblance des relations entre le cas (a) et le cas
(b), le rgseau arrive p dgterminer le degrg de la relatioRSHT OF . Cela ®tait prgvisible
car on examinant de plus prgs les degrgs des di®grentes relations, les deux exemples
sont di®®rents : dans le deuxigme cas, l'objetest plus plack p droite de I'objeB que
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3. R®seaux d'agrggation °oue

(a) (b)
rel(A;B) | rel(B;C) rel(A;B) | rel(B;C)

RIGHT OF 0.593 0 RIGHT OF 0.593 0
ABOVE 0.405 0.147 ABOVE 0.405 0.017
LEFT OF 0 0.841 LEFT OF 0 0.989
BELOW 0 0.155 BELOW 0 0.012

(c) Relations spatiales directionnelles
entre les objets de (a).

(d) Relations spatiales directionnelles
entre les objets de (b).

RIGHT YA;C) | RIGHT (A;C)
(@) 0.204 0.322
(b) 0.204 0.

(e) Inf@rence de la relatiorRIGHT OF .

Fig. 3.12 { Infgrence dans le cas op l'information m§trique est indispensable.

dans le premier cas.

Pour valider les rgsultats obtenus, nous avons testg aussi les cas extrémes ou les
relations sont transitives (Tab. 3.5-a) (la méme relation est complgtement vEri §e
pour les deux couples). Nous avons estim§ les quatre relations spatiales de base, ce qui
correspond p changer la relation spatiale vBri §e et estimer la relati@nGHT OF . Les
rgsultats obtenus sont corrects, ils correspondent exactement aux rgsultats souhait§s.
Dans le cas op I'on a deux relations di®grentes qui sont viri §es (Tab. 3.5-b),le rgsultat
du rgseau correspond Rp la bissectrice des deux directions (le rgsultat de l'infgrence sur
les deux directions est identique, les autres relations sont non v&ri §es).

3.7 Conclusion

Nous avons prgsent® dans ce chapitre une m§thode d'infgrence des relations spa-
tiales directionnelles en utilisant uniquement les degrgs des quatre relations spatiales
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3.7 Conclusion

rel(A;B) | rel(B;C) | rel(A;C) | relYA;B)
RIGHT OF 1 1 1 0.999
ABOVE 0 0 0 0
LEFT OF 0 0 0 0
BELOW 0 0 0 0
(a)
rel(A;B) | rel(B;C) | relYA;C)

RIGHT OF 1 0 0.728

ABOVE 0 1 0.728

LEFT OF 0 0 0

BELOW 0 0 0

(b)

Tab. 3.5 { Inf@rence dans les cas extrémes.

directionnelles de base. Nous avons utilisg un rgseau d'agrggation °oue [KRIS-92a,
KRIS-92b] pour d&terminer les rggles d'infgrences. Nous avons apport§ une modi ca-
tion g l'algorithme d'apprentissage propos® par Krishnapuram et Lee [KRIS-92a] pour
assurer la convergence de l'algorithme d'apprentissage. Dans le cas de l'apprentis-
sage des paramptres d'un rgseau complexe, nous avons choisi d'utiliser des algorithmes
®volutifs fondgs sur les algorithmes d'estimation de distributions [LARR-01]. Ces al-
gorithmes sont moins sensibles aux problgmes des minima locaux.

Comme c'Btait prgvu, les rgsultats obtenus en utilisant le rgseau d'agrggation sont
proches du calcul direct, sauf dans le cas ou l'information de distance est importante.
Dans un tel cas, I'8tre humain essaye de voir d'autres possibilitgs pour avoir plus d'in-
formations sur la position relative de l'objetC par rapport pA. Par exemple, on peut
utiliser un autre objet intermg§diaireB.

Il est possible d'am®liorer la qualit® des rgsultats obtenus en e®ectuant une sglection
des objets interm®diaires g utiliser en fonction de leurs positions relatives par rapport
aux deux objetsA et C. Cela implique une ®tude sur les erreurs d'estimations obtenues
en exploitant une possibilitg d'infgrence. Pour cela, nous nous sommes lanc®s dans une
%tude th®orique du probleme d'infgrence que nous prgsentons au prochain chapitre.
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Chapitre 4

fftude probabiliste du problgme
d'inf§rence des relations spatiales
directionnelles

Dans cette partie, nous allons aborder le problgme d'infgrence des relations spatiales
par une approche probabiliste. Puisque la plus grande partie des m§thodes de reprg-
sentation des relations spatiales directionnelles utilisent les relations spatiales entre les
di®%rents points des deux objets pour reprgsenter celles entre les objets, nous allons
traiter en premier le problgme d'inf§rence dans le cas des points.

Nous prgsentons au d§but les rgsultats obtenus dans le cas d'une distribution uni-
forme des points p l'intgrieur d'un disque [DEHA-01] en essayant de faire la di®grence
entre les rgsultats valables pour n'importe quelle distribution de points, de ceux ligs
A cette contrainte. Nous prgsentons ensuite dans la section 4.6 une extension de ces
rgésultats dans le cas d'une fenétre carrge. Dans la section 4.7, nous ®tudions le cas
d'une distribution quelconque des points dans le plan avec une application sur une dis-
tribution gaussienne. Tous les r§sultats thgoriques ont §t§ compargs avec ceux obtenus
par une simulation numgrique. En n dans la section 4.8, nous presentons l'applica-
tion des rgsultats obtenus pour l'infgrence dans le cadre d'une d§cision baygsienne. Le
traitement des rggions est prgsent® dans la section 4.9.

4.1 Hypothpses et notations

On peut voir le probleme d'infgrence des relations spatiales directionnelles entre
des points comme I'Btude des relations spatiales entre deux poiatet C sachant les
relations spatiales directionnelles entr@ et un autre point B et les relations entreB
et C. En pratique on veut rgpondre g la question suivante : \ou se trouve le poigat
par rapport au point A, sachant qu'il est dans telle direction par rapport au poinB
lui-mé&me situ® dans une direction connue par rapport . A n d'allgger les formules
#noncges nous allons utiliser un certain nombre de notations et d'’hypothgses :
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

{ L'espaceE est rgduit au plan muni du repgre orthonormﬁ)!; i ;! ij )

{ Chaque pointn du plan sera repr&sentﬁ par ces coordonnges cartgsiepnes.,)
dans le repgre orthonormﬁ) i ;') ou bien par ses coordonn§es polaires; £ )
d® nies par :

(

Xn = I'n COS(£n)

. telque:rpn 2[0;+1[; £, 2 [i Yo, % (4.1)
Yn = I'h SIN(ER)

{ Pour simpli er les formules, on va utiliser la notation[y § z] pour représenter
l'intervalle [yi z;y+ z].

{ On suppose que la distribution des points suit une loi uniforme sur l'espace
réduit g un disqueD de centreO et de rayonR :

serrdrdy si0- r- R
0

P(rn 2 [r8 dr=2];£, 2 [u§ du=2])rdrdp = sinon

(4.2)
D'autres distributions seront §tudiges dans la suite (sections 4.6 et 4.7).

{ L'angle£,,,, reprgsente I'angle existant entre le vectelr du repgre orthonorm®
et le vecteurh;n, d ni par les deux pointsn; et n,.

{ On suppose que le point A est plac® g l'origine (A=0).

{ On d® nit deux variables al§atoires continues bidimensionnell®s= (Ry;£1) et
C = (Re; £.) reprgsentant respectivement les coordonnges polaires dans le plan
des deux pointsB et C.

{ On d® nit les trois variables algatoires continue®, ~ et ° reprgsentant respecti-
vement les trois angleg s , £5c €t £4c . Ces trois angles permettent de d§crire
la position relative des trois pointsA, B et C 'un par rapport g l'autre. Dans
le cas du traitement de la position relative des points, si les relations spatiales
°oues sont bien choisies, l'angle .z peut étre dgtermin® directement g partir
du quadruplet (RIGHT (A;B),ABOVE (A;B),LEFT (A;B),BELOW (A;B)) (paragraphe
1.3). Ceci nous permet d'utiliser directement les angles p la place des degrgs
d'estimation des quatre relations spatiales directionnelles de base.

{ A n dallgger les formules nous allons utiliser des symboles pour reprgsenter des
tvEnements, par exemple on utilisera I'BvEnemenpour dgsigner le fait que le
point B est situ§ p l'int®rieur de la surface d®& nie pa, 2 [r,§ drp] €L £ 2 [b8 dib)] :

P(B)= P(B2 ([rp § dro]; [ 8 dw])) (4.3)

De la m&me manigre, I'BvEnementva nous permettre de dgsigner le fait que le
point C est situg g l'intgrieur de la surface d§ nie pak. 2 [rc§drc] €t £ 2 [8 di] :
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4.2 Infgrence des relations spatiales directionnelles : §valuationRIEC=Ry; )

P(Q = P(C2 ([rc 8 drc];[1e 8 diel)) (4.4)

On utilisera aussi I'gvEnemen®. pour dire que le pointB est dans la direction®
p d® prgs par rapport au pointA (i.e. ® 2 [®§ d®]). De méme, les §vEnements
et °. vont reprgsenter respectivement les §vgnementa [ s d Jet° 2 [° § d°].

{ On utilisera les §lgments di®§rentied® et dC pour noter les §lgments di®grentiels
rodrpdpy €t redrcdp.

4.2 Inf@rence des relations spatiales directionnelles :
8valuation de P(C=®; )

A n de pouvoir ®tudier les relations spatiales entre les deux points et C, sachant
les relations qui les relient g un autre poing, on va d&terminer la loi de distribution
des pointsc dans le plan conditionnge par les §vEnememis(B est dans la direction
® par rapport au point A), ~. (C est dans la direction™ par rapport au point B) et
I'nypothpse que le pointA est plac® p l'origine du repgre. Dans toutes les formules
I'hypothgse @ = O) n'est pas report§e mais il faut se rappeler que toutes nos formules
sont conditionnges par cette hypothgse. Dans un premier temps, on va supposer que
T 6 ®+ k¥ (k 2 Z) qui est un cas particulier que nous aborderons p la n. On va
dgterminer en premier I'ensemble de d§ nition de cette probabilit§.

4.2.1 Support de la loi de probabilit§  P(C=®; )

Si on examine la dg nition des $vEnements et ~, on peut voir que siB est dans
la direction ® par rapport au point A alorsB appartient au secteur angulaires,e (Fig.
4.1-a) d® ni par :

Spe = fn(rn;£0) 2E £, 2 [®8 d®)|g
De méme, siCc est dans la direction™ par rapport au point B alors C appartient
au secteur angulairesg- (Fig. 4.1-a) d® ni par :
SB;* =fn2E: £Bn 2 [_§ d_]g
Le domaine sz~ d®crit un secteur angulaireDe~ quand B dgcrit 'ensemble des
points de I'ensembles,e (Fig. 4.1). Ce secteur prend quatre formes di®grentes suivant
la valeur de la di®Brence i ® Nous avons regroup® ces formes en deux classes (les

deux premigres §quations correspondent au premier cas et les deux suivantes au second
cas) :
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4. ftude probabiliste du probleme d'inférence des relations spatiales directionnelles

% 1®' cas . ( J®; K siTi ®2 [2k¥a2k+1)Y] et (®< ) et (k, 0)
I TR T +2YK siT | ®2 [2kYa(2k +1)¥] et (®> ) et (k- 0)
© 3 eme ., . @K SiTj ®2[2k+1) YRk +2)Y] et (<® ) et(k- 0)
- T T®+2YK siTj ®2[2k+1)Ya2k+2)Y] et ((>®) et(k, 0)
(4.5)
(@) D® nition du domaine Sy €t Sg-- (b) Support de la loi de probabilitg
(18 cas). P(C=&; ¢) (1°" cas).
(d) Support de la loi de probabilitg
(c) Domaine Sye €t Sz~ (2BMecas). P(C=®; ) (2M€cas).

Fig. 4.1 { Les di®®rents cas du suppofd e de la loi de probabilitgP (C=®; ).

LJa; bK: repr@sente le secteur angulair§ = fn(r,;£,)=a- £, - by
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4.2 Infgrence des relations spatiales directionnelles : §valuationRIEC=Ry; )

Les deuxigme et quatrigme ®quations sont dues au problgme de la p®riodicitg des
domaines angulaires. Il sutt de remplacer par ~ i 2v(qui reprgsente la méme direc-
tion que 7) dans la premigre §quation pour obtenir la deuxipme gquation. Comme
est infgrieur p®, le domaineJ®; Kn'est pas un domaine acceptable, on rajoute dans ce
cas2v,p~ a n d'obtenir un secteur angulaire correct. De la méme faxson, la quatripme
®quation peut etre dgduite de la troisipme ®quation en remplaganpar ~ + 2% En
résum®, si on suppose que l'angleest exprim®& dans l'intervallef®; ®+2v] (on rajoute
un multiple de 2v2a n de satisfaire cette proposition), on peut regrouper les deux pre-
migres ®quations et les deux dernigres g§quations, dans le premier cas le domaine est
De~ est reprgsent® par le domaing®; K (Fig.4.1-a), dans l'autre cas le domaine est
Do = J;® +2¥K(Fig.4.1-d).

Dans la suite, on va se limiter au premier cas (i.®@¢- = J®; K. L'autre cas peut
etre dgduit par sym®trie du premier cas.

Dans tous les cas, on a :

P(C=®R; ¢) =0 si C 6D (4.6)
Dans la suite, on va donc se limiter au domainee- pour gvaluerP(C=R; ).

4.2.2 fvaluation de P(C=®; )

D'aprgs la d& nition d'une loi de probabilitg conditionnelle, I'Bvaluation de (C=&; ")
va dgpendre des deux probabilit§s(C, ®.; ) et P(®.; ). On commence par §valuer la
loi de probabilitg P(C, ®.; ¢).

La loi de probabilitg P (®.; ) est dgterminge p partir de la marginalisation de la loi
de probabilitg P(C,®.; ) par rapport g I'BvEnement :
z
P(®e;_e) = P(C ®e;_e)dC 4.7)

De-

Du fait que I'BvEnement . met en relation la position du pointC et celle du point

B, on introduit I'BvEnementB dans l'expression de (C ®.; ).
Z

P(C®; ¢)= P(CQ®e; ¢ B)dB (4.8)
E

La distribution P(C ®.; ;B) peut &tre crite sous forme d'un produit de probabilitgs
conditionnelles en utilisant la d§ nition d'une loi de probabilit§ conjointe :

P(C®; ¢ B)= P( ¢=B;C ®)P(®=B;QP(B;Q) (4.9)

En remplaxant dans I'gquation 4.8 :
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

z
P(C®; &)= P( ¢B;C®)P(®=B;CP(B;C)dB (4.10)
E
La position deB par rapport pA est indgpendante de la position de, on a donc :

1

*1 siB 2 Sae

P(®=B;0= P(®&=B)= , ~ = (4.11)
De ce fait, l'intggrale de I'Bquation 4.10 est rgduite p I'ensemldgs .
z
P(C®:; )= P( e=B;C ®)P(B;C)dB (4.12)
Sa @
Les positions des point® et C §tant indgpendantes, on a donc :
P(B;0 = P(B)P(O (4.13)
et I'Bquation 4.12 devient :
z
P(C®; &)= P( e=B;C®)P(B)P(O)dB (4.14)
Sa e

La probabilit® P(C) est indBpendante des variables d'intggration dg nies paB

donc :
z
P(C®.; &)= P(O P( ¢=B;C ®)P(B)dB (4.15)

Sa e
D'aprgs la d€ nition de I'BvEnement., :

(
1 siC2 Sg-

P(e=BiC®) = 0 sinon

(4.16)

Mais si on examine l'intggrale de I'Bquation 4.15, celle-ci dgpend de la position du
point B dans le plan. A n de pouvoir exploiter I'Bquation prgc®dente, on va inverser
les relations spatiales. Si le point est dans la direction™ par rapport au point B alors
le point B est dans la direction™ ; v par rapport au point C (Fig. 4.2).

(
1 SIBZSQ*I%

PLBIG®)= 0 sinon. “.17)
L'intggrale de I'Bquation 4.15 devient :
Z
P(C®; )= P(O P(B)dB (4.18)

SA;® \ SC:’ i Ya
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4.2 Infgrence des relations spatiales directionnelles : §valuationRIEC=Ry; )

Remarque :

Toutes les §quations prgsentes jusqu'ici sont valides pour n'importe quelle distri-
bution de points indgpendants dans le plan.

Du fait que la distribution des points suit une loi uniforme sur le disqu®, les

probabilitgs P(B) et P(C) sont constantes et peuvent &tre factorisges pour l'intggrale de
I'Bquation 4.18.

En remplaxant la valeur des probabilitge (B) et P(C) dans I'gquation 4.18 :

1
PB)=P(O = =K
R
P(C®: o) = K?2 dB (4.19)

Sae \ Sc i %

Fig. 4.2 { D® nition du domaine %= Spe \ Sc—; v
La probabilit® P(C ®.; ) est proportionnelle p la surface du sectett= Spe\ Sc—; v
qui est donnge par la formule suivante (cf dgmonstration en annexe B) :

s 5.2C0S@®i )i cos@®+ i 2u)
=2 3sin@®j ) sin(3®; 3)

(4.20)

Donc :
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

2COS@®j )i cos@+ i 2u)

=y —n2
P(C®; ) =2rcK 3sin@®; )i sin@®; 3)

(4.21)

La limitation du plan a un disque impose une rgduction du suppome- de la
probabilit® P(C ®.; ) p un secteur angulaire de rayoR. Cette nouvelle contrainte in-
troduit une nouvelle forme particuligre du supporbe- dans le cas o | ®) > v=2. Ce
domaine prend deux formes di®®rentes pour chaque cas de I'Bquation 4.5 comme illus-
trg sur la gure 4.3. On donne les deux formes pour le premier cas i.e. pour- = J®; K
OU De~ = J®;” +2¥Kles autres sont similaires et s'obtiennent par sym®trie.

Dans le cas ol i ®) > %=2, il existe une partie du secteur angulair®e- pour
lagquelle les pointsB correspondant sont p I'extgrieur du cercle, en consgquence la pro-
babilitg P(C ®.; ) vaut 0 dans cette partie (Fig. 4.3-¢c,4.3-d) :

{ Si(Ti ® 2]2k¥%; %2 +2kY], De~ €St un secteur angulaire complet.

{ SIi(i ® 2 [va2+2k¥s(2k + 1) ¥}, Do~ peut &tre dBcompos® en un secteur angulaire
complet (pouru2 [27; ®; %;]) et un triangle (pour pu2 [®;2 | ®; %).

L'angle 27 ®; ¥ reprgsente la coordonnge angulaire du poinrt(Fig. 4.3-d) issue
de l'intersection de la frontigre du disque de rayoR et la droite d§ nie par une pente
®gale pan(™) et passant par le point(R;®). La droite (AF) reprgsente la frontigre entre
les deux secteurs.

Nous pouvons maintenant reporter la valeur de (C,®.; ) (Eq. 4.21) dans I'Eq. 4.7
pour §valuer la probabilitBP (®; ). Dans le cas ol | ®) 2 [2k¥s; V42 + 2kY], le secteur
De- €st un secteur angulaire complet, alors :

zZ R _ _
—y cos@®j )i cos@®+ | 2ik)
P(®: o) = . i 3sin@; ) sinG®; 3) rédredi
P (@) (®; )cos@®; )i sin(®; ) 4.22)

22 (sin(3®i 37)i 3sin@®j "))

Dans le cas o i ®) 2 [ + 2kY4; V4 2kY], le secteurDe~ peut etre dgcompos® en
deux parties (Fig. 4.4), une partie triangulaire¢ pour les angles 2 [®;2” ®; ¥ dans
laqueller. varie entre 0 et R SM_i % | 'autre partie est un secteur angulaire complet

sin(" i °) "

D27i ®f Va; =
Z VA
P(®; )= P(C®; &)dC+  P(C®; e)dC (4.23)

¢ D27i ®f Ya

Si on §value chaque terme p part on obtient :
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4.2 Infgrence des relations spatiales directionnelles : §valuationRIEC=Ry; )

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.3 { D® nition du domaine Dg-.

_ sin( _i ®)
7 2 yei RSy _ _
- _ 2CosS@i )i cos@+ i 2i) 5
= — — drcd
P(C@: e)dC 3sin@®; )i sin(3®; 3) ootk
% ® 0
P(C.@: 5)dC 5sin@®j )+sin(3®j 3 ) 3sin(®j 5 )+sin(7®j 7)) (4.24)

8Y2 (10sin®j )i 5sin(3®j 3 )+sin(5®; 5))
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Fig. 4.4 { D&composition du domaineD e~ en deux domainest et D, @ +, dans le
cas ouvs2< | ®<Y

R _ _
— _ cos@®i )i cos®+ i 2u)
P(C®; e)dC i 3sin@®j )i sin(3®; 3)

ridre die

DZ’;fi Ve~ 271 ® %0
2( i ® YYecos@®j )i sin(®j )+sin(B®; 3)

P(C@: e)dC = A7 (SinG®; 3) 1 3sin@; ) (4.25)
Do @ v
Donc :
P(@ ) = 5sin@®j " )+sin(83®j 3)j 3sin(B®j 5 )+sin(7T®; 7))
(@i o) = 8/2 (10sin@®j )i 5sin(3®j 3 )+sin(5®; 5 ))
. 2( i ®j YYcos@®j )i sin(®j )+sin(B3®; 3I) (4.26)

472 (sin(3®j 37) 3sin®; 7))

On peut remarquer que la probabilit§e (®.; ) dBpend entigrement dans les deux
cas de la di®®grence; ®. Ce rgsultat §tait prgvisible car nous avons rgduit le plan p
un disque qui est invariant par rotation. On aurait pu xer ® = 0 lors du choix des

hypothgses. A n d'allgger les formules, on pose ~ | ®:
( sin(®) i 2cos(®) sio<a . y,2
P(®e;_e) = %Z‘tizn((%g)m@515ins(iar‘1)(3é))sin(3a) i sin(7%) 2(® | ¥)cos(®+sin(®) i sin(3%) : ) (4-27)
SZESNE) | 0sn® [sShE) T T @2@Esne | snEY) SiYa2 & <Ys

Si on calcule les limites de (®.; ) quand A tend vers %, on trouve que la fonction
est continue en%' :

- — 1
li P(®; =i P (®; = — 4.28
A:<mﬂ ( e) Al!rpﬂ ( e e) 82 ( )

2 2
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4.2 Infgrence des relations spatiales directionnelles : §valuationRIEC=Ry; )

Si on calcule l'intggrale de la probabilitfr (&.; ), on vEri e bien la condition de
normalisation d'une loi de distribution de probabilit§ :

2YRYs
P(@®7)dd®=1 (4.29)

Fig. 4.5 { La probabilitg P(®; ) en fonction de?= | ®.

Pour simpli er les notations qui suivent, on poseK; = F,(%Lz_) qui prend deux
formes di®grentes suivant qu'on est dans le c@s; ® 2 [2k¥;%2 +2k¥] ou le cas
(i ®) 2 [Ya2+2kYa; Y 2k¥]. La probabilitg P(C=&; ) s'exprime donc :

- K pr2 et Jicostr i) siC 2 Do
P(C=@: ) = . 1'c Zsin(® )i sin@G®; 3 ) sinon © (4.30)

4.2.3 Discussion

Si on examine la gure 4.5, on peut voir que la probabilitg d'avoir les deux §vE&ne-
ments ®. (le point B est dans la direction® par rapport au point A) et . (le point
C est dans la direction™ par rapport au point A) dgpend entigrement de la di®grence

a= 7 ; ®. Cette probabilitg est une fonction croissante sur le domairfe=]0;v, et par
symetrie elle est dgcroissante sur le domaie] ; %0l

Comme on peut le constater sur la gure 4.6, la probabilit§ pour que le poiat
soit p I'ext@rieur du domainede~ est nulle. On peut voir la di®grence de la forme de ce
secteur dans les deux caS ®) 2]2k¥s; vu2+2k¥] (Fig. 4.6-a) et("| ®) 2 [Ya2+2kYa; Y42 kY]
(Fig. 4.6-b, Fig. 4.6-c).

105



4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

(a) Reprgsentation dans (b) Reprgsentation dans (c) Reprgsentation dans

le plan de le plan de le plan de
P(C=®= Y6,  =2Y3) P(C=®= Y4%;,  =5Y,b) P(C=R= Yu®;,” = 1Y)
(d) Reprgsentation (e) Reprgsentation (f) Reprgsentation
surfacique de surfacique de surfacique de
P(C=®= Y46,  =2Y3) P(C=®= Y4®;, =5Y,b) P(C=R= Yu®;,” = 1Y)

Fig. 4.6 { Exemples d'&valuation de la probabilitgP (C=®; ) (dans (a-c) noir=1,
blanc=0).

Pour le premier cas (Ci ®) 2]2kvs; ¥a2 +2kY4), On peut voir que cette probabilit§ est
croissante en fonction de.. Cela ®tait prgvisible car si on examine I'Bquation 4.30, on
remarque que cette probabilit® dgpend du parametr@. De ce fait, le maximum est
atteint sur la limite du domaine de d® nition.

La probabilitg P (C=&:; ) d&pend aussi deos@+ i 2) (dans le premier cag j ®) 2
[2k¥;(2k + 1)Y] et (® <) et (k, 0), on a@sin(®; ") sin(3®; 37)) < 0). Comme cette
fonction atteint son maximum pour la valeur dei = &, on peut atrmer que pour une
valeur der. x®e, le maximum de la probabilitgr (C=&; ) est atteint sur la bissectrice
(ke = &-). En résum®, le maximum de la probabilit® (C=&; ~) est donng par le point
situg @ l'intersection du bord du disque et de la bissectrice{= R; % ) si ce point
appartient au support De~ de la probabilitg P (C @.; ).

106



4.3 fivaluation de P (°c=®; ¢)

(

(i ®- Y2 , . Secteur angulaire complet

Co 2 Do~ _ - _ 4.31
0 o ) (i ®>%=2et ®+2 . 2 | ®] Y4 Secteur angulaire incomple( )
) (i ® - Y2 Secteur angulaire complet (4.32)

(i ®>%=2et( | ® - 2¥48 Secteur angulaire incomplet '
) (i ® - 23 (4.33)

On peut donc distinguer les deux cas suivants :

1. (Ti ®) 2]0+2k¥%;2%3 + 2k¥] : dans ce cas, le maximum de la probabilith(C=@y; ")
est donn® par le pointc, car l'intersection de la bissectrice avec la frontigre du
disque appartient au supportDe,-.

2. (i ® 2 2v3+2kvs; Ve 2kYf : dans ce cas, le point, est situ§ p I'extgrieur du
domaineDe;-. De ce fait le maximum de la probabilit§r (C=&.; ") est donn§ par
le pointC, (R; 27§ ®; ¥ situg A l'intersection du bord du disque et de la frontigre
des deux domaines et D,-; & .~ (la partie triangulaire et le secteur angulaire
complet du domaine de d® nition), ce point correspond p la valeur maximale
possible pourr..

4.3 fvaluation de P(°c=®; o)

Si on s'intgresse maintenant aux relations spatiales entre le poiatet le point A,
il faut calculer la loi de distribution de l'angle° conditionnge par les gvnements et

e (P( e=Q%; _e))-

Sachant que I'BvBnemertt, est en relation avec la position du point par rapport

au point A, on va introduire I'BvEnementc dans la formulation deP (°c=®; ) :
Z

P(Ce=®; &)= P(°e=C®; ¢)P(C=®; ¢)dC (4.34)
E

D'aprgs la d& nition de I'BvEnement, :

1 siC2Sp (h=°)

PESCE &= 5 Ginon (4.35)
En consgquence, l'intggrale de I'Bquation 4.34 est rgduite au domatne :
z
P(°e=@; o) = P(C=®,; ¢)dC (4.36)

Sare

Comme la probabilitgP (C=&; ") est nulle g I'extgrieur du domaine®e-, l'intggrale
va étre rgduite p l'intersection desa- \ De- :
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

P(°e=®; &) = P(C®; ¢)dC (4.37)
Sas \ Der

D'aprgs la d& nition du domaineDe-, on peut distinguer deux cas correspondant
aux deux formes possibles de ce domaine :

1. Dans le cas d'un secteur angulaire complet (i ®) 2 [2kYs; a2 + 2kY]) -

R
P(Ce=®; o) = P(C=®; ¢)rdr (4.38)
B E) K R COS(®i )i cos(®+ i 2°) i, o . —
P(Oe:@; e) = 17z 3sin(®; )i sin(3®; 3) - (439)
0 sinon

2. Dans le cas du secteur angulaire incomplet(j ®) 2 [Ya2 +2kY4; ¥a 2k¥)), le rayon
du secteur angulaires,- \ Dg~ Vvarie en fonction de°. Dans le cas ou ce secteur
est inclus dans le domaine (®<°< (27 ®; ¥)), le rayon est donn® par :

sin( i ®)

) (4.40)

RSA;° \De~ =

Dans l'autre cas, (i.e.(2 i ®; ¥ - °- ), ce rayon est §gal g et on obtient la
méme formule que celle obtenue dans le cas du secteur angulaire complet.

8 RSN i ®)
SR 3 _ ~
% P(C=®&; e)rdr si®- °- 27| ®j %
0
Ple=®ie) = SR - L . (4.41)
: : § P(C:@y e)l’dl’ sSi 2 i ®I 1, °.
0
Y sinon
5 (R i ?))4 cos(®i T)i cos(®+ i 2°) . _
°e=@R; = R* cos(®; T)j cos(®+ | 2° . . o
Ple=Ci ) gKlT 35in(l®i ‘I)i sin(g@il 3) Si2 | ®f Va . (4.42)
0 sinon
Discussion

Si on examine les formules 4.39 et 4.42, on remarque que la distribution de proba-
bilit P(°.=®; ) est indgpendante du paramgetr& qui reprgsente le rayon du disque
puisquek ; est proportionnel p1=R* et P(°.=@; ) est proportionnel pK;R*.

Dans le cas du secteur angulaire complet, la probabilit§°.=&; ) (Eq. 4.39) d§-
pend de la valeur decos@®+ ~ 2°). De ce fait, le maximum de cette probabilit® est
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4.4 Les cas particuliers : = ®+ k¥(k 2 Z)

(@) P(°c=®= Y6, =21,3) (D) P(°e=@= Y%, = 5Y6) (C) P(°e=@®@= vi6, = 1)

Fig. 4.7 { Exemples d'§valuation de la probabilitfP (°c=®; ) en fonction de°® 2
]i 1/4;1/{74

donn® pour la valeur de = 2.

Dans le cas du secteur angulaire incomplet, la probabilit(°.=&; ) (Eq. 4.42)
depend aussi de la valeufni—-2} qui est inffrieure ou gale ppour ° 2 [®;2" | ®; ¥.
Cette fonction prend la valeur maximalel pour° = ®ou° =27 ®; ¥ En consgquence,
on peut distinguer deux cas possibles :

1.Si%-, @i ® Y alors (i ® 2 [va2+2k¥2%3 + 2k¥] : le maximum de la
probabilitg P(°.=®; ) est obtenu poure = %—.

2. Dans l'autre cas le maximum de la probabilitfe (°.=@:; ") est atteint pour ° =
(271 ® %).

4.4 Les cas particuliers : = ®+ k¥%(k 2 2)
441 " = ®+2kVa(k 2 Z)

Fig. 4.8 { D® nition du domaine Y2pour = ®+ 2k

Si le point B est dans la direction® par rapport au point A et le point C est dans
la direction ® par rapport au point B, alors le pointC est forcBment dans la direction
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

® par rapport au point A. Dans ce cas le supporbe- de la probabilit® P(C,®.; )
sera limit§ au secteurs,e . Si on garde les mémes notations que pour les autres cas,
la probabilitg P(C ®.; ) dBpend de la surface du domaine(Fig. 4.8) donnge par (cf.
dgmonstration en annexe B) :

r2

= (4.43)

De ce fait,

K?2r2
4

P(C®; ¢) = (4.44)

L'intggrale de cette probabilitg sur le domaine,e donne la valeur deP(®; ) :

R
P(®; &) = P(C ®e; e)redre
0
P(@i ) = o (4.45)
T 164 '
A partir des gquations 4.44 et 4.45, on dgduit :
( 4r2 .
P(C@; ) = & SIC25we (4.46)
0 sinon.
Peo=@: ) = 1 si°=®+2k¥% (4.47)

0 sinon.

4.4.2 T = ®+ Ya+ 2K¥a(k 2 2)

Fig. 4.9 { D® nition du domaine Y2pour = ®+ Y+ 2kY
Si le point B est dans la direction® par rapport au point A et le point C est

dans la direction® + v4 par rapport au point B, alors le point C peut etre dans la
direction ® par rapport au point A s'il est situg entre les deux pointa et B, sinon il
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4.5 Discussion

est dans la direction®+ v.par rapport au point A. Dans ce cas le suppome- de la
probabilit® P(C ®.; ) est d& ni par Spe [ Sae+ Sion garde les mémes notations que
pour les autres cas, la probabilit® (C ®.; ) dgpend de la surface du domaine(Fig.
4.9) donnge par (cf. dgmonstration en annexe B) :

( r
Rir) Gy siC 2 Spe

Y= 2 _ (4.48)
B-dp SiC 2 Sae+v
De ce fait,
8
2RI G2 S
P(C®;e)= KR SiC2 Spe+v (4.49)

"0 sinon

Pour §valuerp (®.; ), il faut intggrer la loi de probabilitg P(C ®.; ) sur le domaine

De-
R 1
_ K2(Rj rg)?2 K2R?
P(®; &) = ( 2| ) + 2 redre
0
- 7
P (®61 e) = 24% (450)

A partir des deux ®quations 4.49 et 4.50, on peut §valuer les deux probabilitgs
P(C=®R:; ¢) ELP(°e=;®; ¢).

8 .
212(F7<F|€74rc)2 siC 2 Sae

P(CG&: o) = |+ SiC 2 Sam+v (4.51)
"0 sinon.
8
21=7 si° = ®+2kY

P(Ce=®i ) = 67 si®=®+Yut2k¥s (4.52)
"0 sinon.

4.5 Discussion

Pour valider les rgsultats obtenus, nous avons e®ectu§ une simulation numgrique
pour calculer la valeur deP(°.=®:; ) pour ° 2 [j %%k et ~ 2 [j %;% Pour cela nous
avons compar® le rgsultat thgorique avec celui obtenu par une simulation numgrique.
Nous allons traiter seulement le cas opest §gal  car les autres cas sont exactement
les mémes @ une rotation prgs (cela est d0 p la dg nition de notre distribution de
probabilitg des points). Comme les cas abordgs dans le paragraphe 4.2.1 dgpendent de
la di®®rence ;| ®, cette reprgsentation est sutsante pour reprgsenter tous les cas pos-
sibles. Le rgsultat obtenu par un calcul direct de(°.=®; ) en utilisant les formules
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

(a) Le point B. (b) Le point C.
Fig. 4.10 { Histogramme des tirages algatoires des poirset C.

Eq. 4.39 et Eq. 4.42 est donn® sur la gure 4.11-a.

A n d'e®ectuer un tirage algatoire uniforme des points et C dans le disque de
rayon R, nous avons utilisg le ggngrateur de nombres algatoires de I'Ecuyer [ECUY-88,
WILL-92] dont la pgriode est sup®rieure p£ 10, Le tirage des points se fait g I'int§-
rieur de la fenétre carrge de cotfR et on rejette I'ensemble des points situgs p I'ext®-
rieur du disque de rayorr. Sur la gure 4.10, on peut voir que nos deux distributions
sont parfaitement uniformes sur un disque. Nous avons e®ectu® tirages algatoires
de points pour estimer la fonctionP (°.=®; ). Comme la probabilitBP (°.=®; ) est
nulle partout sauf dans lintervalle 1®; T (ou ];®[ suivant les cas), nous avons pris un
pas d'Bchantillonnage di®§rent pour le paramgtrea n de ne pas avoir des problgmes
dans le cas o est proche dew. Le pas d'&chantillonnage p $t® x® 1@-300 pour les
paramptres™ et ®, et g %4200 pour °, cette di®®%rence est due au fait que la loi de
probabilit P (°.=&; ) est non nulle entreo et ~ donc a n de pouvoir assurer au moins
quelques points sur la courbe quand s'approche deo, on xe le rapport entre le pas
d'gchantillonnage de° et celui de™ p 4 (cette limite est x§e par la taille physique
de la m&moire). A cause d'un problgme de lisibilitg de la gure 4.11-b, nous avons r§-
duit ces pas d'gchantillonnage pour p%=25 et celui de° pv=200pour la reprgsentation.

A'n de pouvoir comparer les deux rgsultats, nous avons reprgsent® sur la gure
4.11-b le rgsultat de la simulation de la loi de probabilit® (°.=&; ), et sur la gure
4.11-c le maximum pour- constant de la di®grence en valeur absolue entre le calcul
analytique et la simulation. On peut remarquer que l'erreur est importante pour trois
valeurs qui correspondent au trois pics importants au voisinage ¢e; 0 et +va:

1. Au voisinage de0 : comme la rgsolution du calcul pour est beaucoup plus
importante que celle de® et —, on obtient pour la simulation un lobe au voisi-
nage de z®ro qui remplace le Dirac attendu(Fig. 4.12-a), ce phgnomgne disparat
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4.5 Discussion

(a) la loi de probabilitg P(°=";® = 0) (b)La loi de probabilitg PY°=";® =0)
®valuge p partir des §quations 4.39, 4.42, obtenue par simulation num®rique.
4.47 et 4.52
() (d)
log;o (Max- jP(°=7® =0) | PY°=7® =0)]). max- jP(°=5® =0) | PY°=7® =0)j

au voisinage dep.

Fig. 4.11 { Comparaison entreP (°= ;® = 0) calculge directement et la simulation
num®rique dans le cas d'une distribution uniforme des points p l'intgrieur d'un disque.

comme on peut le voir sur la gure 4.11-d quand le pas d'§chantillonnage est le
méme pour les trois parampetres. Malheureusement dans ce cas, on obtient des
erreurs plus importantes quand = ®8§ 2 (2 reprgsente le pas d'gchantillonnage).

Ce phgnomgne ®tait prgvisible car dans ce cas la courbe n'est reprgsentge que
par 2 points.

2. Au voisinage de vet v: cette erreur est due p un problgme d'arrondi. Comme la
rgsolution de® et~ n'est pas trgs importante par rapport g, le calcul numgrique
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

(a) Comparaison entreP (°.=" =0;®=0) (b) Comparaison entreP(°e=" = Y;®=0)
calculge directement et la simulation. calculge directement et la simulation.

(c) Comparaison entreP (°e=" = ¥a;®= 0) (d) Comparaison entreP(°e= = ¥%;®=0)
calculge directement et la simulation au  calculge directement et la simulation au
voisinage de(° =0). voisinage de(° = %).

Fig. 4.12 { Probleme d'arrondi pour la simulation num®rique lors du calcul de
P(°e= =0;®=0) et P(°e= = ¥%;®=0).

de l'angle° donne deux valeurs di®grentgset v (Fig. 4.12-b) qui reprgsentent
exactement la méme direction. Par consgquent, ces deux pics doivent étre cumu-
I#s dans un seul pic au voisinage de Comme pour le premier cag = 0), on
peut voir sur les deux gures 4.12-c et 4.12-d que les deux pics au voisinage de
z%®ro etvane sont pas des diracs car la rgsolution deest plus importante que
celle de® et ™.

Si on compare le rgsultat de plusieurs courbes de la kK .=&:; ") (Fig. 4.13) pour
~ x®, on peut voir que les rgsultats sont proches et les deux courbes se superposent
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4.5 Discussion

(@) =3 (b) ~ = v
(c)  =va2 (d) " =2v3
(e) ~ =34 (f) ~ =5

Fig. 4.13 { Comparaison entre la courbe thgorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(°e= ¢;®=0).
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

tres bien méme dans le cas opest proche deo (Fig. 4.13-a) ou dev.(Fig. 4.13-f).

Fig. 4.14 { Comparaison entre la courbe thgorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(®,; ) pour ®=0.

Si on s'intBresse maintenant g la Io#(®.; ), on peut voir sur la gure 4.14 que les
deux rgsultats sont exactement les m&mes et que les deux courbes se superposent bien
sauf eno et ¥4 cette di®Brence est life p la discontinuitg de cette fonction en ces points.
Comme la simulation donne une moyenne sur un intervalle de longueus v.300, la
valeur deP(® = 0;~ = %) obtenue par simulation est sup®rieure g la valeur thgorique
car au voisinage de.la probabilitg P(®.; ) est sup®rieure p la valeur de(®.; = 4.

Cette di®®rence est importante, ce qui explique que la courbe simulge est discontinue.
Dans le cas dg = 0), cette di®Brence n'est pas assez importante pour observer la
discontinuit® sur la courbe rgsultat de la simulation num®grique.

4.6 Cas d'une fenétre carre

Fig. 4.15 { D% nition du domaine “2dans le cas d'une fenétre carrge.
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4.6 Cas d'une fenétre carrge

L'expression deP (C,®.; ) dBpend uniquement de la forme du domainequi repr§-
sente l'intersection des deux secteurs angulaires-, +, et Sae . Pour tous les pointsc
appartenant au domaine de d® nition de la probabilit¥ (C,®.; ) (D), I'intersection
des deux secteurs angulaires reprgsente la méme forme du domaifieig. 4.15) que
celle du cas de la distribution uniforme p l'intgrieur d'un cercle. En consgquence, le
passage g une autre forme de fenétre (par exemple carrg§e ou rectangulaire) n'a aucune
incidence sur I'gquation 4.21, que nous rappelons ici :

2COS@®j )i cos@+ i 2u)

=N 2
P(C®; ) =2rcK 3sin@; )i sin@B® 3)

(4.21)

La seule di®§rence consiste @ modi er la constamtequi reprgsente la probabilit§
de distribution des points dans la fenétre qui est di®grente dans ce cas. En supposant
que le cotg de la fenétre carrge a une longueur zig on a :

8
> ﬁrdrdu sij R- rcosi- - R

P(Rn2[r 8 drl;£n 2 [u§ dp)rdrdp = eti R-rsin()- R (4.53)
"0 sinon

ce qui signi e que :

1

Le changement de la forme de la fenétre entra®ne une modi cation de la forme du
support De- de la probabilitg P(C, ®; ). Cette modi cation implique des expressions
di®®rentes pour les probabilitgs suivantes :

{ la probabilitg P(®.; ) qui reprgsente l'intggrale de la probabilitf (C,®.; ) sur
le domaineDe-,

{ la probabilitg P(C=R; ) qui est Bgale au rapport d&(C,®.; ) SUr P(®; ),

{ la probabilitg P(°.=®R; ) qui reprgsente l'intggrale de la probabilit (C=&; )
sur le domaines,- \ Da;.

Avant de commencer, on va ®tudier les di®Brents cas pour la d§ nition du domaine
dans le cas d'une fenétre carrge de cat®. A n de r&duire le nombre de cas possibles,
on suppose que :

{ ®2[;i v=;%4]: les autres cas peuvent étre dgduits pa partir de celui-ci en utilisant
des rotations dev.=2.

{ 7 2]®;®+2Y] : si ce n'est pas le cas on rajoute ou on soustrait des multiples de
2Ya
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

(@ (b) (©) (d) (€)

(f) (9) (h) (i) )

Fig. 4.16 { Les di®®rentes formes possibles du domalhg- pour le cas d'une fenétre
carrge.

Les di®®rents cas possibles dans le cas d'une fenétre carrge sont reprgsentgs sur la
“gure 4.16. Cette classi cation p ®t® faite suivant le cas ou le domaine est en contact
avec un ou deux bords de la fenétre carrge. On peut remarquer dgja que les cing
derniers cas sont les sym®triques des cing premiers cas. Par exemple, le cas (j) est
le cas sym®trique du (a), et (h) est le cas sym®trique du (c). Ces cing derniers cas
correspondent au cas particulie(” ; ®) 2 [va+ 2k¥42va+ 2k¥]. Dans la suite, on ne va
®tudier que les cing premiers cas.

4.6.1 Premiercas: ®< - Y4

Dans ce cas le support de la probabilit® (C,®.; ) est reprgsent® par le domaine
D; (Fig. 4.17), les valeurs deP (®.; &) €t P(°c=®:; ) SONt donnges par :

Fig. 4.17 { Support de la probabilit§P (C, ®.; ¢) pour le cas®- - Y4,
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4.6 Cas d'une fenétre carrge

Z
P(®; e) = P(C ®e; ¢)dC
C2Dlz
P(Ce=®; ¢) = P(C=®,; ¢)dC
C2Sp- \ D3

Le rayon du secteur angulaires,- \ D; est §gal p (Fig. 4.17) :

R

Rsy-\p; = F(’)

Aprgs I'gvaluation des ®quations 4.55 et 4.56, on obtient :

Z R=os(He) ® ) ©+ i 2w)
P o) = 2reK 3sin@®j )i sin(3®; 3) redredie
® o
P(®: e = -
©® 7 384co3(®)co(")
R=2o0s(°) _ _
Peo=@: ) = 2r2K2 cos@®j )i cos@®+ i 2")rdr
e P(®: o) 3sin@®; )i sin@®; 3) ¢
0
( 1 cos(®i )i cos(®+ii 2°) Si®- °.
p( o= ;_e) - 32P (®e; &) (3sin(®; )i sin(3®j 37))cos*(°)
0 Sinon.
4.6.2 Deuxipme cas : Y4 - - Y42

Fig. 4.18 { Support de la probabilitBP (C; ®,; ) pour le cas¥4 -

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

. Y2

Dans ce cas le support de la probabilit® (C ®.; ) se rgsume pa l'union de deux

domainesD; et D, (Fig. 4.18), donc :

P(®; ) P(C ®; ¢)dC

C2(Daf Ez)

P(°e=®:; e) P(C®; ¢)dC

C2Sas \ (D1[ D2)
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

Le rayon du secteur angulaires,- \ (D1 [ D) est donn® par (Fig. 4.18) :

( R . ® o Va4
R = cos(®) St . e
Sar \ (D1[ D) R sivy4. °. T

Aprgs I'@valuation des ®quations 4.61 et 4.62 on obtient :
24 R=g0s(ic) Z R=Fn(i)

P(®; &)= P(C ®.; e)rcdredpe + P(C ®.; e)rcdredik (4.63)
® 0 Ya=4 0

cog(®+ Yu4) (8sin(®j )i 4sin®+ ") +4cos(®+ ) +4cos(®; ")) .

P& o) = 192c02(®) (3sin(®; ) sin(3®; 3))
cos(" + Y=4)? (8sin(®j ~)+4cos(®j )i 4cos@+ ) 4sin@+ 7)) (4.64)
192sirf(7) (3sin(®j )i sin(3®; 37)) '
8 r- Rs(*)
% P(C=®: o)redre Si®- ° - Vi
0
° =R.: = R=¢(°) .
PUSE o) 3 P(C=®; e)rcdre  sivd: ° -~ (4.69)
0
"0 Sinon.
8 N _ .
B 2 32P(®e ) (3smc(0c;(.zl)|)slmc(gséé®3 )l)gos)“( y SI®- °- V“f
PCe=®; o) = > 32P(®e e) (3SII’1C(O%(| I)|)é|nc(%sé, 3 ;)sm)“() SRZE S (4.66)
"0 Sinon.
4.6.3 Troisipme cas : Y2 - 3%4
Fig. 4.19 { Support de la probabilit§P (C, ®.; ) pour le cas¥%=2 - - 3¥=.

Dans ce cas le support de la probabilit® (C,®; ) est limitg a I'union des deux
domainesD; et D, (Fig. 4.19) tels queD; = J®;'Ket D, = J;” K La di®®rence par
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4.6 Cas d'une fenétre carrge

rapport au cas prgcgdent, c'est que les cotgs du domamene sont plus en contact
avec les frontigres de la fenétre. L'angle qui permet de dgterminer la frontigre entre
les deux domaine®; et D, est donn§ par l'expression :

“cos(®)cos(‘)+sin(_i ®)ﬂ

cos@®)sin( )

' = arccotg

(4.67)

La probabilitg P(®; ) est dgterminge p partir de l'intggrale de la probabilit®
P(C ®.; ¢) Sur le domaineb = (D;[ D») :
z
P(®; ¢)= P(C®,; ¢)dC (4.68)
D
De méme, la probabilitr (°.=®:; ") Sera calculge p partir de l'intggrale de la probabilit§
P(C=R; ) SUr le domaineS,- \ (D;[ D) :
z
P(Ce=®; ¢) = P(C=®; ¢)dC (4.69)
Sa» \ (D1[ D2)

Le rayon du secteur angulaires,- \ (D[ D,) n'est pas constant, il sera di®grent
suivant les cas Opsa- % D; OU Spe %D,

( mener -
sin(®; ) H o '
e i—= SI®- ° .
RSA;a \ (D[ D2) — smé i )cos(®)

o

sin(®) si'

En remplaxant dans les §quations 4.68 et 4.69, on obtient :

Al savaL=ao) Z Rzn(*)
P(®; ¢) = P(C ®; )redredpe + P(C ®s; ¢)redredpe (4.70)
® 0 ' 0
_ sin?(" | ®sin?(" + ) .
128 cod(®) (cos2(7) i co(* ))?
sin("j ') (Bcos@®; i ')i cos@®j ~+')j 2cos®+ j ')) @.71)
192 sir’(* )sin?(7) (3sin(®; )i sin(3®; 37)) '
sin(R"Siin( ®ci057()®) _
P(C=®,; ¢)rcdre si®- ° - !
0
P(Ce=®; ) = R=gn(°) _ _ B (4.72)
g P(C=®; o)redre si' - o°.
0
0 sinon.
8 _ - L
(cos(_ i ®)i (®+ | 2°)) (® ) ; o '
2 32P(®e;7:)ossi?®4(li) *)023(34(@(323in)( f@".] i sn@e 3y SI®- 7
— cos(®j i cos(®+ j 2° ] o -
T > 32P (@ @SN ® )i Sn@®; 3 ))sin (%) CLE (4.73)
"0 sinon.

121



4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

Fig. 4.20 { Support de la probabilit§P (C, ®.; ¢) pourle cas , 34 et' - 3Vi4.

4.6.4 Quatripme cas: , 34 et' - 34

Le support de la probabilitgP (C, ®.; ") peut étre dgcompos® en trois domaines =
J®;' K Dy = J; 3%=Ket D3 = J3%4; K Le rayon du secteur angulaires,- \ (D[ Dy[ D3)
sera di®®rent suivant qUS,- % D; OU Spe %D, OU Spe %D3 !

8 P
R sin(®; ) B o 1
sin(° j _)(lzos(®) Si®- )
— R Hl o
Rsue \ (D1 D2[ D3) = S sin(®) st - 3Va
. i R H o -

La probabilitg P(®.; ) est dgterminge p partir de l'intggrale de la probabilit®
P(C ®.; ) Sur le domaine(Di[ D, [ D3) :

Z
P(®; ¢)

P(C ®.; ¢)dC (4.74)
(D1[ D2[ D3)

R sin( ®j 7)

R
Z sin( pc Z )cos( ®) 21:4 siz He)

= P(C ®; e)rcdredpe + P(C ®e; e)rcdredie
® 0 ! 0
i R

Z oo
+ P(C ®s; o)rcdredi (4.75)
Ya=4 0O
_ sin?(" j ®)sin?(" + ) , Acos@i T)+2sin(®+ )i sin(®; )
128 cod(®) (cos?() | co(’ ))2¢ 48 (3sin@®j )i sin(3®; 3)) I
cos( )cos@®j ) lZcos?(' )i 3 +cos(®+ | 3) N
96sit(' ) (3sin(®j )i sin(B®; 37))
sin(®+ ) +2sin(®]
96 co§(_)233in(g®i ) i( si|n(3<r)§i 3)) (4.76)

De méme, la probabilitgr (°.=®.; ) Sera calculge p partir de l'intggrale de la pro-
babilitg P(C=&; ) sur le domaineS,.- \ (D;[ D2[ D3) :
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4.6 Cas d'une fenétre carrge

P(Ce=®; ) P(C=&; ¢)dC (4.77)

Sas \ (D1[ D2[ D3)

8 R sin( ®; )

% P(C®g; e)redre si®- ° -
0

8

P(C ®s; ¢)redre si' - ° - 34 (4.78)
0 .

COKRR") _ _
P(C ®g; e)redre si3vad - ° -

0
0 sinon
(cos(Tj ®) cos(®+ "j 2°))sin (T ®)

32P (®e; e)sin?(°i )cos?(®)@Bsin( ®i )i sin(3®j 37)) Si®-
1 cos(®; )i cos(®+ | 2°) it o

o 1

NI

_ 3P (@1 o) BSN(® )i sn@®; 3 ))sin °(°) S - 33 (4.79)
cos(®+ j 2°)i cos(" | ®) si3vsd. °. :
32P (®e; e)(Bsin( | ®)+sin(3 ®j 3 ))cos4(°) 4

sinon

4.6.5 Cinquipme cas: <® + Yiet' , 3¥4

Fig. 4.21 { Support de la probabilit§P (C,®,; ) pour le cas <® + Yiet' , 344,

Dans ce cas, le support de la probabilit® (C=&; ) est limit§ p I'union des deux
triangles D; = J®;AKet D, = JA; K (Fig. 4.21). L'angle A est d&termin® par I'Bquation
suivante :

u

. - 1
A = arccotg cos( | ®) +cos(” + ®)

sin( + ®) +3sin(" | ®)

(4.80)

Le rayon du secteur angulaires,- \ (D1 [ D») sera di®®rent suivant ques,- % D,
OU Sp- %Dy :

( R sin(®; )

Rsu: \ (D[ Do) = Siin(éi eos(®)

cos(®)

si®- °. A
siA. °. ~

La probabilit® P(®; ) est dgterminge g partir de lintggrale de la probabilit$
P(C ®.; ) sSur le domaine(Di[ D) :
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4
P(®; ¢) = P(C®; ¢)dC (4.81)
(D1[ D2)
7 Ty ey Z o
= P(C®e; e)rcdredpe + P(C®e; e)rcdredye  (4.82)
® 0 A 0

sif(Aj ®)sin?(A+ ") .
128 cod(®) (cos?(7) i co(A))?
sin?(" A)(Zsin(ti A+®j 3sinC +Aj ®j sin(i Aj ®) (4.83)
192 cod(A)coZ(T) (Bsin(®j ) sin(3®j 3)) '

De méme, I'Bvaluation deP(°.=®; ) d&pend du domaine dans lequel se trouve
l'angle ° :

P(°e=®; )

P(C=®,; ¢)dC (4.84)
Sae \ (D1[ D2)

R sin( ® 7)

sin( ° cos( ®) -
% P(C=®,; ¢)redre si®- ° - A
0
= s ) (4.85)
§ P(C=®,; ¢)rcdre SiA. ° .
0
"0 sinon
8 _ _ .
(cos(" | ®)j cos(®+ j 2°))sin*("j ®) : ° X
2 32P(®e;*e)si?:"(°1)L)co?4(®,)('3sin)( & is@e Ty SI® ° A
_ cos( i ®)j cos(®+ | 2° P A o -
> 32P(®e;_e)(3sinl( ®iI )i sin(3 (IEi 37))cos?(°) SiA - ) (4.86)
"0 sinon

4.6.6 Cas particuliers: = ®+ k¥(k 2 2)
4.6.6.1 ~ = ®+2k¥(k 2 Z)

Si le point C est dans la direction® par rapport au point B lui-méme dans la
direction ® par rapport au point A alors le pointC est forcément dans la directio®

par rapport au point A. Le support de la probabilitgP (C ®.; ) sera donc rgduit au
secteur angulaires,e dont le rayon estRs,, :

R
Rey, = ——
Swe cos(@®)

Si on examine la gure 4.22, on peut voir que la forme et la surface du domaine
%= Spe \ Sce; w N€ changent pas par rapport au cas de la fenétre circulaire, la seule
di®®rence est la surface du support de la probabilit§c; ®; ), donc :

_ K 2r2
P(C®; e) = 4r° (4.87)
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4.6 Cas d'une fenétre carrge

Fig. 4.22 { D% nition du domaine¥2= Spe \ Sc.—; v, pour le cas = ®+ 2k¥

L'intggrale de cette probabilit sur le domaines,e nous permet de dgterminer la
probabilit® P(®; ) :

R=20s(®)
P(®; ¢) = P(C ®; e)redre (4.88)
0
= # (4.89)
256 co$(®)

Remarque :
la probabilitg P (®.; ¢) n'est pas continue quand ! ® car la limite de la probabilit§
P(®; ) (EQ. 4.58) vaut :

: . 1
1M P (@ o) = 351008 (4.90)

A partir des gquations 4.87 et 4.89, on dgduit :
(

4r? .
P(C@; ) = R o250 (a.91)
0 sinon.
_ 1 si®°=®+2kVa
PCei=Ci o) 0 sinon (4.92)

4.6.6.2 ~ = ®+ Yar 2k¥(K 2 Z)

Si le point C est dans la direction®+ v par rapport au point B lui-méme dans la
direction ® par rapport au point A alors le pointC peut étre dans la direction® ou la
direction ®+ v suivant qu'il est plac® entre le pointa et le point B ou que le pointA
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

(a) Le point C est dans la direction® (b) Le point C est dans la direction®+ %
par rapport au point A. par rapport au point A.

Fig. 4.23 { D% nition du domaine %= Spe \ Sc—; v pour = ®+ Y

est placg entre les deux autres. Dans les deux cas la surface du domziest donnge
par :
8

< cosR ifc ’ H
v = (Gtayire)” (2®)2' ) du siC 2 Sae 4.93)
* ZCORSde’ Si C 2 SA;®+1/4
Donc :
2 R 2
3 sl oo,
. . —_ 2p2 .
P(C®; &)= 5 % SiC2 Sae+v (4.94)
0 sinon

La probabilitg P(®; ) sera dgterminge p partir de l'intggrale de la probabilit§
P(C ®s; ¢) SUr le supportDe- :

R (®)O : "2 !
TZes Kz _R ;¢ 2p2
— _ cos(@®) | 'c K-“R
P(®; &) = % > + 2CO§(®)X redre
0
P(®; ) # (4.95)
e e 384 coé(®) '

A partir des deux ®quations 4.94 et 4.95, on peut ®valuer les deux probabilitgs
P(C®; ) ELP(°e=i®; ¢) :
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4.6 Cas d'une fenétre carrge

8 2
E 12(R cos(®); rc cos’(®))

. —_ 2 )
P(C=®; &) = 5 12%52(@ SiC 2 Sae+ v (4.96)
"0 sinon.
8
21=7 si°=®+2kV
P(Ce=®i ) = 67 si®=®+Yet2k¥s (4.97)
"0 sinon.

Si on examine les deux ®quations 4.92 et 4.97, on remarque que dans le cas ou
~ = ®+ kwla probabilit °.=®,; . est indgpendante de la taille de fenétre (le paramgtre
R) et de l'angle ®.

4.6.7 Simulation

(a) Le point B. (b) Le point C.
Fig. 4.24 { Histogramme des tirages algatoires des poirsset C.

Pour valider les rgsultats obtenus, nous avons calcul§ par simulation num®rique la
courbe de la probabilitgr (°.=®; ") pour (®;;°) 2 [j ¥; . Cette loi de probabilitg d§-
pend des trois paramgtre®,” et °, ce qui rend sa reprgsentation graphique impossible.
Pour pouvoir comparer la courbe thgorique et la courbe simulge, on va se limiter au
cas®=0.

Nous avons x® le pas d'&chantillonnage deet ~ p la valeurv=300 et celui de° p
v,4200 (cette di®®rence est utile pour pouvoir &tre prgcis au voisinage de 0. Seule-
ment cela implique une petite erreur pour la fonction pour =0 car I'gchantillonnage
®tant plus prgcis pour la directiorr que pour la direction™, le dirac va se transformer
en un lobe).
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

Pour calculer cette courbe, nous avons e®ectid¥ tirages algatoires pour les points
B et C. Nous avons utilisg le g&n®rateur algatoire de I'Ecuyer [ECUY-88, WILL-92]
pour e®ectuer un tirage uniforme des points dans un carrg de rayon R=2.

L'histogramme des tirages algatoires des pointset C (Fig. 4.24) montre |'unifor-
mit§ de la loi de distribution des points dans la fenétre carrge.

(b) Courbe deP(°=®=0;") issue d'une
(a) Courbe th®orique der(°*=®=0;"). simulation num®rique.

Fig. 4.25 { Comparaison entre la courbe thgorique et la courbe simulge RIE€=® =
0; ) dans le cas d'une distribution uniforme des points p l'intBrieur d'une fenétre
carrge.

Si on examine les deux courbes de la probabilit§°.=®=0; ") (Fig. 4.25), on re-
marque bien que cette probabilitg est nulle pour, ~ ou° - 0dans le cas og> o.
A n de pouvoir voir la di®grence entre les deux courbes nous avons axch® les deux
fonctions (Fig. 4.27) dans le m&me plan pour certaines valeurs dejui correspondent
aux di®®rents cas trouvks. Si on examine bien la gure 4.27 on remarque que les deux
courbes se superposent bien malgrg les perturbations qu'on retrouve sur la courbe si-
mulge.

Nous avons aussi compar® les deux courbes de la probabifi®.; ). On peut
voir sur la gure 4.26 que les rgsultats obtenus sont §gaux. La seule di®Brence est
obtenue pour™ = ®+ k% Cette di®®rence est lige au pas d'gchantillonnage det au
rapport existant entre la valeur de la probabilitgP (&; ) au point de la discontinuit§
et les valeurs dans son voisinage. L'observation de la discontinuit§ de cette fonction au
voisinage de z®ro est conditionnge par l'importance de ce rapport.

4.6.8 Conclusion

Dans le cas des applications rgelles, les images ont souvent une forme carrge ou
rectangulaire, les images rondes sont trgs rares. Pour cette raison nous avons dgterming
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Fig. 4.26 { Comparaison entre la courbe th§orique et celle obtenue par simulation de
la loi P(®,; ¢) pour ®=0.

la probabilit® a posteriori P(°.=@&:; ) dans le cas d'une distribution uniforme des points

a l'intgrieur d'une fenétre carrge. Comme dans le cas de la fenétre circulaire, cette
probabilitg est indgpendante de la largeur de la fenétre. Cela nous permet d'utiliser
ces rgsultats sans faire d'hypothgses sur la taille de I'image utilisge.

4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Si on s'intgresse maintenant p une distribution quelconque contindér; £) des
points dans le plan (exemple : une gaussienne), on dgmontre que la probabiit§ ®.; )
peut étre exprimge directement en fonction de.

4.7.1 Cas g@néral

La probabilitg P(C ®.; ) est calculge p partir de I'Bquation 4.18 qui reste valable
pour n‘importe quelle distribution de points indgpendants dans le plan, que nous rap-
pelons ici :

Z
P(C®; )= P(O P(B)dB (4.18)

Sae\Sc i v

L'intersection des deux secteurs angulaires.e et Sc-; », reprgsente le domaine:
(Fig. 4.28). L'intggrale de I'Bquation 4.18 devient :
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Premiercas : ®- ~ - v Deuxipme cas : %4- ~ - Y2
T = Yh = Ya3
Quatripme cas : ~, 34 et
Troisipme cas : Y2 ~ - 3v.3 ' 34
T =2Y3 T =4YsS
Cinquipme cas : "<® + viet
', 33
T =9%40

Fig. 4.27 { Comparaison entre la courbe thgorique et celle obtenue par simulation de
la loi P(°e=®=0; ) pour les di®§rents cas trouvgs.
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Fig. 4.28 { D% nition du domaine¥2= Spe \ Sc—; v pour 6 ®+ k¥%

y4
_ _ 1
P(C®;e) = PO lim o5 FP(BdB (4.98)
| 040! - )
= freire) im o= T (o Ho)rodrodip (4.99)
de! o0 Y2

Le domainev:est dglimitg par les quatre droites (cf. annexe B) :

sin(le i (i Y d=2))

Corivid=2 = re sn(i (1 Ya d=2)) (4.100)
o sin(ei (i Ya+ d=2)

Corivad=2 =TIc sin(ni (§ vt d=2)) (4.101)
Crmide=2 | M= ®f d®=2 (4.102)
Cap+de=2 . M= ®+ d®=2 (4.103)

Les ®quations de ces droites permettent de dgterminer les bornes de l'intggrale de
I'Bquation 4.99 :

sin( pei (i Yt d= 2)

(®®=2) (re m)

_ . 1
P(C®:; &)= f(rc;P'c)dI_'r!nOW f(rp; ko) rodrpdib (4.104)

dae®! o0 (®j d®=2) (r sin( pei (Ci % d= 2)
Csin( i (i %i d= 2)

Pour simpli er les notations, on d® nit la fonction g, d® nie par :

O - < i <

sin(le i (Aj ¥)) _ ;. Sin(e | A)

A 7i gfc;lib(A): rCSin(Hbi (AI ) - CSin(Hbi A)

(4.105)

I'Bquation prgctdente devient :
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(®HA®=2) G, +d=2)
P(C®; )= f(rg; pC)dLir!noKd_ f (rp; Mo)rpdrpdpy, (4.106)

d®! 0 (®i d®=2) gr oy, (i d=2)

Si la fonctionf (r;u) est continue, on peut d§ nir la fonctionF, comme la primitive
de la fonctionrf (r;p) par rapport au paramgtrer, et par consgquent :

Z
Fe(r) = rf (r; yp)dr (4.107)
dF(r) _ .
o - F(rm) (4.108)

Par cette d® nition, I'Bquation 4.106 peut s'gcrire sous la forme suivante :

(@+l®=2)
P(C®: e) = T(reibe) im == (Fr(Grepm( + d=2))i Fr(grp( 1 d'=2)) dp (4.109)
d®! 0 (® d®=2)
1(®+Zd®=2) F (C+d=2); F (i d=2)
_ : U r0r o YA =2)) Fr3g (i d=
= Treike) d'é'?"o d® dl’lﬁno d dib (4.110)
(®; d®=2)
Si on examine I'Bquation 4.110, on remarque qldj_e;noF'tg'““b(”dE 2 Fr2oreu( 1422
reprgsente la dgrivge de la fonctior +g. ., au point .
d Ff igrc?“b(x)z = dg’c?lib(x)z dFr (X)E (4111)
dx _— dx w=— dx X= 0oy ()
En remplaxant la dgrivge de la fonctioR, (Eq. 4.108), on obtient :
dF ig c, (X): — dgc: (X): — - .
%_X:* = dit(b_x:— Orewn () F (G ()5 Ho) (4.112)

Par la suite I'Bquation 4.110 devient :

- 1 dar . (x)=
P(C®: o) = f(reitk) lim —o %b()_
(® de=2)

(®AI®=2)
G () F(Go () )dw, (4113

X=

Si la valeur dee est di®®rente de, la dgrivge®<:®)~  est une fonction continue
X=

au point y, = ® et la fonction g, (") est continue au pointy, = ® (par d& nition Eq.
4.105). De plus, si la fonctiori (r; £) est une fonction continue, on retrouve la limite de
I'intggrale d'une fonctionh continue divisge par la longueur du domaine d'intggration :
(XoFdx=2)
lim — h(y)dy = h(xo) (4.114)

dx! 0 dx
(xoi dx=2)
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Cette remarque nous permet de simpli er I'Bquation 4.113 :

PCE: = fraw) 2= g )1 (9.0 ®) (4115

donc :

P(C @, )= 226001 )i cos@+ i 2k) snei )

¢ 3sin@®; )i sin(3®; 3) Fre; ko) rCW@ (4.116)

Cette distribution de probabilit est valable pour n'importe quelle distribution
continue des points dans le plan.

Remarque :

Si on remplacef (r; £) par %, on retrouve la formule de la probabilit (C ®; )
dans le cas de la distribution uniforme des points dans un disque (Eqg. 4.21).

Dans le cas op la distribution de probabilitg¢ des deux poing et C dans le plan
n'‘est pas identique, I'Bquation 4.116 devient :

o=y 2C0S@i T)i cOS@+ i ). M s ) o
P(C@®; ) =212 3sin@; )1 sin@e; 3 clefe Tegre =@ (4.117)

oM :
{ fc(r;p) reprgsente la densitg de probabilitg de la variable algatotgcoordonngs
polaires du pointc),

{ fs(r;un) reprgsente la densit de probabilitg de la variable algatoBgcoordonngs
polaires du pointB).
4.7.2 Application : distribution gaussienne

On suppose ici que la distribution des deux pointB et C dans le plan suit une loi
normale centrge rgduite :

f(r; £) = zil/ei 7 (4.118)
4.7.2.1 Cas g8n8ral : 6 ®+ k¥%(k 2 Z2)
En remplaxant dans I'gquation 4.116, on obtient la probabilit®(C ®.; ) :

—\_ r2(cos@i T)i cos@®+ i 2u)) ; h 1e (i)
P(C®.; )= 22 (3sin(®; )i sin(8®j 3))

(4.119)
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Remarque :

Si on examine I'Gquation 4.119, on remarque qu'on obtient la m&me formule que

dans le cas de la distribution uniforme g l'intgrieur d'un disque (Eqg. 4.30), pond&rge
par une exponentielle.

La probabilitg P(°e;®:; ) est dgterminge g partir de l'intggrale de la probabilit$
P(C ®; ) Sur le domaines,- :

z
PCei®; e) =  P(C®; e)dC (4.120)
SA;"
& r2(cos@i )i cos@®+ i 2k)) 1+ (s Z,r dre (4.121)
272 (3sin(®j ) sin(3®; 3))) e
_ cos@i )i cos@+ i 2°) (4.122)
- in2(: o 2 '
Y@3sin@; )i sin@®; 37)) ImCLD 41
Remarque :

La probabilitg P(®.; ) est calculge p partir de la marginalisation de la probabilit$

P(°e;®; ). Cette intggrale existe mais sa formule analytique est trgs complexe et ne
peut pas etre simpli §e.

4.7.2.2 Cas particuliers : = ®+ k¥a(k 2 2)

Dans ce cas, on peut distinguer les deux cas suivants :

a) = ®+2k%(k2 Z):

Fig. 4.29 { D® nition du domaine %= Spe \ Sc—;wpour = ®+2k¥%
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Dans ce cas, le point est situg dans la direction® par rapport au point B, lui-
meme placg dans la m&me direction par rapport au poiat La gure 4.29 montre que
le point C est forcBment dans la directiom® par rapport au point A. En consgquence,
la probabilitg P(°.=&; ) est d® nie par :

(
_ 1 si°=®+2k¥;(k22)

P(°e=®; ¢) = 0 sinon (4.123)

Le domaine¥:est reprgsent® par le losange:Cn, qui est dglimitg par les quatre
droite :

(Any) : p= ®+ d®=2 (4.124)
(Any) @ p=®) de®=2 (4.125)
(Cny) : rsin(Ui (®] Yj d®2)) = resin(le | (®f Y d®=2)) (4.126)
(Cny) : rsin(uj (® Yat d®R)) = resin(lei (®) Yat d®=2)) (4.127)

La probabilitg P(C @.; ) dBpend de l'intggrale de la probabilit® (B) sur le domaine
»(EQ. 4.18) :

Z
P(C®; e = P(O P(B)dB (4.128)
Y
0 r sin( ®j (®) Yat+ d®= 2))
1 72 Tesn(ui (Bi vt de= 2)
= P(C)dl('!)m()%% f (rb; bo)rodrpdip +
®; de=2 0
A 1
®ERI®=2 " Sy @ =
f (rb; pb)l’bdl’bd}.bg (4.129)
® 0
|
e = e
- & 1 E°
= iy (4.130)

La loi marginale de la probabilitr (C, ®.; ) par rapport p I'BvEnement reprgsente
la probabilitg P(®; ) :

z
P(®; &) = P(C ®.; ¢)dC (4.131)
CZEU_ Zﬂ
g1 b
= %rcdrc (4.132)
0
1
= 4133
8% (4.133)

135
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(a) Intersection des deux domaines (b) Intersection des deux domaines
Sce; v €t Sae dans le cas o)L est dans Sce; v €t Sae dans le cas o)L est dans
la direction ® par rapport pA. la direction ®+ vapar rapport g A.

Fig. 4.30 { D® nition du domaine %= Spe \ Sc—;wpour = ®+ Yat+2kYa

b) = ®+ Ya+2kVa(k 2 Z) :

Dans ce cas, le point est placg dans la directiori® + ¥j par rapport au point B,
lui-méme situg dans la directior® par rapport au point A. D'aprgs la gure 4.30, on
peut distinguer deux cas possibles :

1. le point C est situg dans la directior® par rapport au point A, s'il est placg entre
les deux pointsA et B (Fig. 4.30-a),

2. le point C est situ® dans la directior®+ ¥4 par rapport au point A, si le point A
est placg entre les deux points et C (Fig. 4.30-b).

Dans le premier cas, le domairrereprgsente exactement le secteBg.e; ., car celui-
ci estinclus dans le domaing,e (Fig. 4.30-a). La probabilitgpP (C @.; ) est dgterminge
a partir de l'intggrale de la distribution des pointsB sur le domainev:(Eq. 4.18) :
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

Z

P(C®,; ¢) = P(Q P(B)dB (4.134)

1/2 0

1 Z® 71
= P(Q dgf!ﬂ()%)% f (rp; to)Fodrpdpp +
sin( Hi (®j = 2)) 1

®+A®=2 71

f(ro; ub)rbdrbdub§ (4.135)
® sin( ®j (®+ d®= 2))

e Sn(m (@7 do= 2)
2

el
= =7 (4.136)

Dans le deuxigme cas, le domaineest reprgsent® par le secteur angulaigze car
celui-ci est inclus dans le domain8c.; v (Fig. 4.30-b) :

z
P(C®; o) = P(O P(B)dB (4.137)
Ye
71
= P(O f (rp; lo)rpdry (4.138)
0
“; rgﬂ
— e ’
= (4.139)
En résum®, La probabilitgr (C @.; ) est donnge par :
;7 o osipe= @+2k¥;(k22)
P(C®; )= o 7 (4.140)

3 g Sk = ®+ Vat2k¥a;(k22Z)
"0 sinon

La probabilitg P (®.; ") reprgsente la probabilitg marginale de la probabilit®(C, @.; ),
ce qui nous permet d'§crire :

z
P(®; e) = P(C®; )dC (4.141)
C2E
T |
P A zi L
e e
= g edlet  — o Tedre (4.142)
0 0
1 1
= gz + 7 (4.143)
3
= 2 (4.144)
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(a-1) P(C®= ¥%$,” = ¥43). (a-2) P(C,®= ¥$,” = ¥4B).

(b-1) P(C®= V6, = 2v3). (b-2) P(C®= v6;, = 213).

(c-1) P(C®= ¥®6;, = 5Y%). (c-2) P(C,®= 6, = 5Y#).
(d-1) P(C®= v6;, = Y). (d-2) P(C®= 6, = ).

Fig. 4.31 { Exemples d'§valuation deP (C,®,; .) : reprsentation surfacique et par
courbe de niveaux.
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

D'aprgs I'Bquation 4.36, la probabilitfP (°.=®&; ") est dgterminge @ partir de l'int§-
grale de la probabilitpP (C=&:; ) sur le domaineSs- :

z

P(Ce=®; ) P(C=&; .)dC (4.145)

z
= = P(C ®; ¢)dC (4.146)

8Y4 e rdre si®

®+2k¥;(k22)

, R = _ (4.147)
€ —redre Si° = ®+ Yur2k¥%;(k22Z)

sinon

®+2k¥Ya;(k22Z)
@+ Ya+ 2kYa; (K 22) (4.148)

N O WKW NN 00
®
N

|
O wrhwek, O
(%2
o
1

Vv
28
o

I

sinon

4.7.2.3 Discussion :

(a) Le point B. (b) Le point C.
Fig. 4.32 { Histogramme des tirages al®atoires des poirsset C.

Comme on peut le constater sur la gure 4.31, la probabilit® (C,®.; ) est nulle
a I'extgrieur du domaineDe,-, elle dgpend des coordonnges polaires du poiats.; i)
dans le plan. Pour une valeur xe de, le maximum de la probabilit est atteint pour
la valeur der = p Zsmz(f?i:iﬁizjﬁ ~—— La formule analytique de I'anglei. qui maximise
la probabilit P(C ®.; ) est trop complexe pour &tre reportge ici.

La formule analytique de la probabilitép(°;®;") (Eg. 4.122) est invariable par
rotation car :
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

(a) Courbe th®orique derP(°=®=0;"). (b) Courbe depP(°=®=0;") issue d'une
simulation num®rique.

Fig. 4.33 { Comparaison entre la courbe th§orique et la courbe simul§e de la probabilit$
P(°=®=0; ) dans le cas d'une distribution gaussienne des points dans le plan.

cos((y+a)i (z+a)i cos((y+a)+(z+a)j 2(x+ a))
V#@sin((y+a)i (z+a)i sinB(y+a)i 3(z+ a))

1
£3 — (4.149)
sin2((z+a)j (x+a)) +1
sinZ((z+a)i (y+a))

P(C=x+a®=y+a =z+a) =

cos(yi z)i cos(y+ zi 2x)

—— - (4.150)
Y2 (3sin(yi z)i sin(yi 32z)) %2% +1

= P(°=x®= y;7 = 2) (4.151)

Cette remarque %tait previsible car notre distribution des points dans le plan 4.119
est invariable par rotation (indgpendante dey). Dans la suite, nous allons traiter seule-
ment le cas oR =0 ce qui est sutsant pour reprgsenter I'ensemble des cas possibles.

Pour valider les formules obtenues dans le cas d'une distribution normale, nous
avons rgalis§ une simulation num®rique pour estimer la probabilit§°.=@.; ). Nous
avons e®ectu®o'l® tirages algatoires de points dans le plan suivant une loi normale
centrge rgduite. Les pas d'gchantillonnages sont les m&mes par rapport au cas de la
fenétre circulaire et de la fenétre carrge. Pour un problgme de lisibilitg¢ de la gure
4.33, nous avons rgduit ces pas d'gchantillonnagesgs pour — et p¥=00 pour °. Une
comparaison des deux courbes (Fig. 4.34) montre que les rgsultats obtenus par simu-
lation num®rique obgissent g la formule analytique calculge au paragraphe prgctdent.

Pour la probabilitg P(®; ), on retrouve le méme problgme que celui rencontrg
préckdemment, p savoir :

{ une discontinuit® non observge au voisinage de z&ro due g un faible saut de la
fonction,
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4.7 Cas d'une distribution quelconque continue

P(°e=®=0;" = ¥4) P(°e=®=0; = %2

P(°c=®=0;" =2%3) P(°e=®=0;" =3%#)

P(°e=®=0; =9%40)

Fig. 4.34 { Comparaison entre la courbe thgorique et celle obtenue par simulation de
la 10i P(°e= ¢;®=0).

{ une di®®rence entre la valeur simule et la valeur thgorique dans le cas 9|®+ %
car le calcul numgriqgue nous donne une moyenne sur un intervalle de longuweur
(pas d'gchantillonnage).

4.7.3 Conclusion

Nous avons d&termin§ dans cette partie la probabilitg conjoin®(C,®.; ) pour
n'importe quelle distribution continue des points dans le plan. Ce rgsultat peut étre
utilisg dans les problemes de localisation op il s'agit de trouver la position spatiale du
point C a partir des position relative® et ~. Dans ce cas, I'hypothgse qui n§cessite que
le points A soit p l'origine du repgre peut étre §liminge en e®ectuant un changement
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

Fig. 4.35 { Comparaison entre la courbe th§orique et celle obtenue par simulation de
la loi P(®,; ¢) pour ®=0.

de reppre.

Pour valider ce rgsultat, nous I'avons appliqu& dans le cas d'une distribution nor-
male des points dans le plan. Comme les rgsultats prgcgdents, les rgsultats obtenus
correspondent bien p ceux obtenus par une simulation num®rique. Le calcul analytique
de la probabilitg P (°.; ®; ) N'est possible que dans certains cas. Pour une distribution
gaussienne, cela est possible seulement si la distribution est centrge. Dans les autres
cas, on sera amen® @ faire des intggrales numgriques de la probalpitithe.; ) pour
résoudre le problgme.

4.8 Inf@§rence : d§cision bay#sienne

L'infgrence consiste p d§terminer une rggle de dgcisii®; ) qui associe pour
chaque observation des deux §vEnements . un angle° correspondant g la position
spatiale du pointC par rapport au point A. En g&n®ral, cette rggle est §tablie de fason
a minimiser une fonction de codt [BOX-73, HATO-91, DUDA-01].

4.8.1 Minimisation de l'erreur moyenne de dcision

Dans ce cas, il s'agit de dgterminer la rege(®; ) qui minimise la probabilit§
globale d'erreurp,,, . Soit °*(®; ") l'angle correspondant p la position relative du point
C par rapport pA correspondant aux deux gvEnements et .. La probabilit§ d'erreur
globale est donnge par :

yalWil!
Perr = P (D(®; ¢) 6 °7(®; o) P(®e; o)d®d™ (4.152)
i Yai Ya

142



4.8 Infgrence : dgcision baygsienne

Sachant que la probabilitgp (D (®; ¢) = °° (®s; &) reprgsente la probabilit¢ que le
points C soit dans la directionD (®; ) ®tant donng les deux §vEnements et .
(P (D (®; e) =®; ¢)), la probabilitg P (D (®; ) 6 °° (®e; ) €St donnge par :

P(D(®:; e)6 °"(®; e))=1i P(D(®; )=@; ) (4.153)

En remplaxant dans I'gquation 4.152, on obtient :

24 2
Perr = (1i P(D(®e; &)=®; ¢)) P(®; ¢)d®d
| Vai Vs
yalyall
Perr = 1] P(D(®; ¢)=®:; )P (®e; &)d®d (4.154)

i Yai Ya

Comme la probabilitg P(®.; ) est une fonction positive, minimiser la probabi-
litg d'erreur globale P, revient p dgterminer I'angle° qui maximise la probabilit§

P(°e=®; e).

Do(®; e)= °0=) (BU2[i ¥4B:P(° = °0=®; ), P(° = U=®; ) (4.155)

Application

Nous avons trouvg (paragraphe 4.3) dans le cas d'une distribution uniforme des
points dans un disque de rayomr que le maximum de la probabilitgr (°.=®&; ) Btait

atteint pour la valeur de° = ®— ou bien° =27 ®; vsuivant les cas suivants :
( ®+ ; -

D@ )= 2 Sij %38 | ® 243
OctTer e 2 i ®j Y% sinon

(4.156)

Dans les deux autres cas (fenetre carrge et distribution normale), le calcul du maxi-
mum de la probabilitg revient p rgsoudre une ®quation (la dgrivke Rle.=@; ) par
rapport p°) d'ordre 3 dans le cas de la fenétre carrge et une gquation d'ordrdans le
cas de la distribution normale. Ces deux types d'§quations peuvent &tre rgsolues par la
m®thode de Lodovico Ferrari ou bien la m§thode de Niccolo Tartaglia [DUNH-90]. Ces
deux m®thodes sont implantg§es dans les outils de calcul mathgmatique comme Maple
2 [GARV-02] et Mathematica 3 4 [POIT-98, WOLF-98]. Malheureusement, la formule
analytiqgue des solutions rgelles est trop complexe pour &tre not®e ici, pour cela, nous
avons pregf&re montrer la courbe de ces rgsultats et les comparer dans les di®grents cas.

Sur la gure 4.36, nous avons trac® la courbe de la rggle de dgcigige = 0;7)
en fonction de™ pour les trois cas prgc®dents : distribution uniforme des points p

2http://www.maplesoft.com
3fiquation d'ordre 3 : http://mathworld.wolfram.com/CubicEquation.html
4fiquation d'ordre 4 : http://mathworld.wolfram.com/QuarticEquation.html
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Fig. 4.36 { Comparaison du rgsultat de la regle de dgcisi@y(®.; ) pour ®=10 en
fonction de dans les trois cas : une distribution uniforme p l'intgrieur d'un disque,
une distribution uniforme g l'intgrieur d'un carrg et une distribution normale.

I'int®rieur d'une fenétre circulaire, distribution uniforme des points g l'intgrieur d'une
fenétre carrge et distribution normale des points dans le plan. On remarque que les
rgsultats obtenus di®grent peu suivant la distribution choisie des points dans le plan.
Les rgsultats obtenus dans le cas d'une distribution uniforme g l'intgrieur d'un carrg
et de la distribution normale sont Iggerement sup®rieurs p ceux de la distribution
uniforme g l'intgrieur d'un disque dans le cas op est sup®rieur . Cette di®grence
®tait previsible car dans le cas de la fenétre carrge, quancest sup®rieur =2, il
existe un ensemble de points, (Fig. 4.37) dont la coordonn§e angulaire est proche
de l'angle o et qui n‘appartiennent pas au domainebe-. Comme la rggle de d§cision
bay®sienne minimise la probabilitg globale d'erreur, le rgsultat de I'infgrence sera plus
proche de I'angle™ que de I'angleo, ce qui explique que l'angle, obtenu est sup®rieur

R la bissectrice®—. On retrouve le méme cas de gure si on veut comparer les deux
rgésultats de l'infgrence (i ®) - 2.3 et (" ®) , 2w%3) dans le cas de la distribution
uniforme des points g l'intgrieur d'un disque.

4.8.2 Maximum de vraisemblance

Pour cette m&thode, il faut choisir I'angle qui maximise la probabilit§P (®; "e="e).
Cette probabilitg est lige p la probabilitg a posterion? (°.=&:; ) par le thgorgme de
Bayes :
= oy P(Cem®; )P (®; )

P(®; e=%) = PCo)
Comme la probabilitgr (®.; ) est indgpendante de la variable, il sutt de choisir la
valeur de° qui maximise le quotient%&ﬁj@. Or comme nous n'avons aucune direc-
tion privilggiBe, maximiserP (®.; =) revient p dgterminer la valeur de qui maximise

(4.157)
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4.8 Infgrence : dgcision baygsienne

Fig. 4.37 { D® nition de I'ensembleD, des pointsC dont la coordonnge angulaire est
proche de I'angle® et n‘appartenant pas au domaineD g~

la probabilitg a posterioriP (°.=®; ) car la probabilit§ a prioriP(°.) reprgsente une loi
uniforme sur l'intervalle [; v;% En consgquence, les rgsultats obtenus seront identiques
a ceux de la mgthode de minimisation de l'erreur moyenne de d®cision (paragraphe
4.8.1).

4.8.3 Minimisation du risque moyen de d§cision

C'est en fait une g®n®ralisation de la premigre m&thode (paragraphe 4.8.1). On
d® nit dans ce cas une fonction de coQt qui associe un colt (D(®.; ¢)=°¢) g chaque
dgcisionD(®.; ) choisie, sachant que la position relative du point par rapport au
point A correspond g l'angle . Notre problgme revient donc g trouver la valeur de
qui minimise le risque moyerr d® ni par :

s Ya
R= R(D (®e; e) =®; ) P(®e; ¢)d®d (4.158)
i Yai Ya

OUR (D (®; ¢) =®; ) reprgsente le risque conditionnel :

Vil
R(D (®; e)=®; e)= ,(D(®; e)=°¢)P(°e=R; ¢)d° (4.159)

i Ya

Minimiser I'Bquation 4.158 revient p dgterminer la valeur dequi minimise le risque
conditionnel R (D (®.; &) =®; &) (EQ. 4.159) pour toutes les valeurs de et .

Remarque :

Si on d® nit la fonction de colt, par :

(o SiD(®s; &)= °

4.160
1 sinon ( )

., (D(®e; ¢)=%) =
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4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

la d® nition du risque moyenR (Eq. 4.158) sera ®quivalente p la d® nition de la
probabilitg globale d'erreurpe, (Eq. 4.152).

Application

Dans notre cas, on d® nit la fonction de co0t comme le carrg de la di®®rence entre
I'angle exact et la dgcision choisie :

. (D(®;7e)=) = (D (®; &) i °)° (4.161)

Dans le cas de la distribution uniforme des points p l'intgrieur d'un disque, le
minimum du risque conditionnelR (D (®e; &) =®; ) (EQ. 4.159) est obtenu pour la
valeur de°, suivante :

Al si (T ®) 2 [2k¥a a2 +2kY]

cos(5®j 5 )i (12®; 20 +8Ysin(®; )+ ‘
P
B®; 10 +5¥)sin(B®j 3)i (27 i ¥sinb®j 5)
h i

8
2
h .
g P4 (270 ® %2 2+1 cos(®] )+5cos(3®j 37);j
% 8(®i + Ycos(®j )+8sin(®j )i 2sin(B®; 3)j 2sinB®; ) si(C | ®) 2 [2kVa+ Ya=2; 2k +1) ¥

®+ % si = ®+ Y
(4.162)

Les autres cas, oji j ®) < 0, sont obtenus par symetrie.

Fig. 4.38 { Comparaison des rgsultats des deux rggles de dgcision : minimisation de
I'erreur et minimisation du risque dans le cas d'une distribution uniforme des points p
I'int®rieur d'un disque (® = 0).
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4.8 Infgrence : dgcision baygsienne

En examinant cette §quation, on remarque que le rgsultat obtenu pour le cas du sec-
teur angulaire complet est identique p celui de la mg§thode de minimisation de l'erreur
moyenne (Fig. 4.38). Cela ®tait prgvu cay la probabilitg conditionnelle(°.=&; ) est

symstrique dans ce cas par rapport p I'axe = - (Fig. 4.7-a). Dans le cas contraire

(secteur angulaire incomplet), la courbe de la densit de probabilitg conditionnelle
P(°e=®; o) N'est pas symgtrique, ce qui explique la di®grence des deux rgsultats. En
examinant la courbe de la rggle de dgcision en fonction'dé®=0), on remarque que le
rgsultat de la rggle de dgcisiondans le cas ofr = vest di®grent des deux angles pos-
sibleso et v Ce rgsultat est une consgquence directe de la d® nition de notre fonction
de colt, . En e®et pour minimiser le risque (distance par rapport g la valeur exacte),
le rgsultat° est placg au centre de gravitg de la courbe d¢° .=®; ), c'est-p-dire plus
proche devisque deo car la probabilitg (P(° = %=@=0;" =) >P (° =0=®=0; = 1Y)).

(a) Fenétre carrge. (b) Distribution gaussienne.

Fig. 4.39 { Comparaison des rgsultats des deux rggles de dgcision : minimisation de
I'erreur et minimisation du risque dans le cas d'une distribution uniforme des points
dans un carrg et d'une distribution gaussienne dans le pla® € 0).

Nous n'avons pas pu obtenir une formulation analytique en fonction deet ~ de
la regle de d®cision dans le cas d'une distribution uniforme p l'intgrieur d'un carrg
et d'une distribution gaussienne dans le plan car la primitive de la fonction lige p
l'intBgrale qui d® nit le risque conditionnel ne peut pas etre exprimge p l'aide des
fonctions connues. Pour cela nous avons dgtermin®g le rgsultat par un calcul numgrique
de l'int®grale. La courbe de I'angle qui minimise le risque conditionnel est tracge en
fonction de I'angle™ sur la gure 4.39 dans le cas ou l'angle est x& p0. Comme
on peut le constater, les rgsultats des deux exemples sont totalement di®grents des
rgsultats de la premigre mgthode. Cela ®tait prgvisible car en examinant les courbes
de la probabilit® P(°.=®.; ) (Fig. 4.27 et 4.34), celles-ci ne sont pas sym§triques par
rapport au maximum de la probabilit§.
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4.8.4 Conclusion

Les rgsultats obtenus par les trois m§thodes sont trgs proches. Dans le cas d'une
application rgelle, on est amen® g minimiser d'autres critgres que le risque mayen
En g®n%ral les fonctions de coot utilisges sont di®grentes d'une application p l'autre
et dgpendent des rgsultats souhaitgs. Dans ce cas, il faudrait dgvelopper cette partie
pour chaque application.

4.9 Inf@§rence des relations spatiales directionnelles
entre des r@gions

Les rgsultats obtenus dans le cas des points peuvent étre appliqugs au cas des ob-
jets, pour cela on distingue deux cas :

1. Infgrence dans le cas des petits objets compacts ou bien des objets ®loign®s :
I'histogramme d'angles reprsentant les relations spatiales entre deux rggions
compactes et petites est trgs proche d'une fonction de Dirac correspondant p
la direction principale (position relative des deux centres de gravitg). De méme
nous avons vu que l'histogramme d'angles tend vers un Dirac (une seule di-
rection) quand l'objet B s'§loigne de I'objetA. Dans ce cas, cela nous permet
d'utiliser un seul angle pour reprgsenter les relations spatiales entre deux rggions.

2. Dans l'autre cas, on combine toutes les possibilites p partir de I'histogramme
d'angles pour obtenir une estimation de I'histogramme exact.

4.9.1 Inf§rence dans le cas des petits objets compacts ou des
objets §loign§s

On utilise directement les rgsultats obtenus dans la section prgcgdente. Prenons
par exemple les objets de la gure 4.40-a, I'histogramme d'angles li§ p un couple d'ob-
jets (Fig. 4.40-b) est trgs proche d'un Dirac. Cela nous permet de reprgsenter tous
les objets par leur centre de gravitg. Une estimation de I'angle correspondant g I'angle
form® par les deux centres de gravitg peut étre obtenue en calculant le centre de gravitg
de I'histogramme d'angles. Plus I'histogramme d'angles est proche d'une fonction de
Dirac, plus cette estimation sera correcte.

Pour illustrer ces rgsultats, supposons qu'on soit ameng a dgduire la position rela-
tive d'un objet ou une rggionc par rapport p une rggiona (Fig. 4.40-a) connaissant
la position relative de cette rggion par rapport p certains repgres. Pour utiliser les
rgésultats prgcgdents, la position relative de ces repgres par rapport a la rggioest
connue. Cet exercice est trgs frgquent quand il s'agit de trouver son chemin en uti-
lisant un plan. N partir de I'information visuelle, I'8tre humain (objet A) d&termine
sa position relative par rapport p certains repgres (objets) prgsents sur le plan. La
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(a) Un exemple d'objets compacts. (b) Histogramme d'anglesH ac .
Objet interm®diaire ° i°0 Maci | i®i T
B 0.5171 0.123 | 2.12
B> 0.5923| 0.048 | 1.01
B3 0.6806| 0.040 | 1.07
B4 0.7852| 0.145 | 2.16
Bs 0.6683| 0.028 | 2.83
Bs 0.6163| 0.024 | 2.94

(c) Inf@rence de la position relative de I'objet C par rapport pA (les angles sont
exprimgs en radiany,c = 0:64), connaissant I'histogramme d'angle de l'objet par
rapport g un autre objetB; et I'histogramme d'angle de I'objetB; par rapport p
l'objet A.

Fig. 4.40 { Application de l'infgrence des relations spatiales directionnelles dans le cas
des objets compacts.

position relative du point d'arrivge (objetC) par rapport g ces repgres (objets;) est
dgterminge p partir du plan. Le problgme, dans ce cas, consiste p dgduire la direction
A suivre en partant deA pour arriver encC.

Puisque les rgsultats obtenus en utilisant les trois types de distribution sont presque
identiques, nous utilisons dans cette partie uniquement les rgsultats lis g une distribu-
tion uniforme des points p l'intgrieur d'un disque. On suppose pour cela que les objets
B1.s €t C sont uniformgment placks autour de I'objet p l'intgrieur d'un disque. Les
di®®rentes positions relativeggy sont exprimges p partir des histogrammes d'angles.
Les rgsultats de l'infgrence en utilisant la rggle de la minimisation de la probabilit$
d'erreur sont illustrgs sur le tableau de la gure 4.40-c.

149



4. ftude probabiliste du probleme d'infrence des relations spatiales directionnelles

Fig. 4.41 { Bvolution de la probabilitg d'erreur en fonction dg™ | @).

En examinant ce tableau, on remarque clairement que les plus faibles erreurs d'es-
timation j° i uacj correspondent p des faibles ou fortes valeurs de la di®grengee).
Cela ®tait prgvisible car la localisation du pointc est d'autant plus dixcile que le
secteur angulaireDe - est large. Cela est con rm®& en examinant la courbe de la proba-
bilitg d'erreur (Fig. 4.41), celle-ci est croissante par rapport g la di®grence ® entre
0 et (A,' 1:915) ou A, reprgsente la racine de I'BquatiobA ; 2v4+ 6sin(A) | 8sin(2A) +
6sin(3A) +5sin(4 A)+2sin(5A) appartenant au domaingv.2;2v.3). PourA, -j ~ ®- Y%la
probabilitg d'erreur est dgcroissante. Dans le cas op la valeurjde @ est proche dey
on doit choisir parmi deux angles possibles et . Comme la probabilit§ d'avoir® = ®
®tant donn® les deux positions relative®,; . est largement infgrieure p celle d'avoir
° =", on a une trgs faible probabilit§ d'erreur en choisissant= ~.

La probabilitg d'erreur devient moins importante si on utilise plusieurs possibilitgs
d'infgrence. On peut fusionner les di®grentes probabilit®e .=&; ") obtenues pour les
di®®rents objets interm®diaires a n d'am®liorer le rgsultat nal. En traxant la courbe
des six probabilitgs conditionnelle® (°.=®; ) lies aux six objets interm®diaireB..¢
(Fig. 4.42-a), on remarque clairement que le produit des di®grentes probabilitgs tend
vers un Dirac correspondant p la position relative de I'objet par rapport p I'objet A.

On peut méme obtenir une trgs bonne estimation p partir d'objets correspondant g un
large domaineDe-. Par exemple avec les deux objets interm§diaires et B, corres-
pondant p une forte erreur, on arrive p une estimation= 0:655 qui est trgs proche de
la position exacteusc = 0:64. Cela est d0 au fait que la surface du secteur angulaire issu
de l'intersection des deux domainebe- est trgs petite comparge p celle des domaines
de dgpart. Plus la surface du domaine d'intersection est petite, plus notre estimation
sera proche de la valeur exacte.
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4.9 Infgrence des relations spatiales directionnelles entre des rggions

(a) Les courbes de la probabilit§ (b) Produit des six probabilitgs
P(°e=®; ¢) en utilisant les six objets conditionnellesP (°=&; ).
intermdiaires de la gure 4.40-a.

Fig. 4.42 { Fusion des di®%rents rgsultats obtenus.

Discussion et exemple d'application

Le probleme prgsent® dans cette partie est trgs proche de nos hypothgses de dgpart :
si les rggions sont compactes, elles peuvent étre reprgsentges par un seul point. L'une
des applications les plus proches de cet exemple est la localisation des tgl#phones mo-
biles. Actuellement les mgthodes de localisation utilisent essentiellement |'estimation
du temps de retard entre l'instant d'gmission et l'instant d'arrivge des ondes au niveau
d'une ou plusieurs stations de base dont la position est connue [ELNA-99]. Il existe
toutefois une autre possibilitg en utilisant une estimation de la direction d'arrivge de
I'onde €mise par le mobile sur une ou plusieurs stations de base. Cette approche n§-
cessite que les stations de bases concernges soient gquip®es d'antennes multiples dites
intelligentes.

Une localisation prgcise p I'aide des temps de retard suppose l'existence d'un trajet
direct entre le mobile et la station de base. Cela n'est malheureusement pas toujours
vrai en particulier en milieu urbain, ce qui entra®ne souvent des erreurs importantes
sur l'estimation de la position du mobile.M partir de notre calcul thgorique de la
probabilit¢ a posteriori P(°=®;™) et en utilisant les informations angulaires estimges
sur chaque station, on peut associer un degrg de con ance p chaque mesure. Pour cela,
il suxt de supposer que la trajectoire de lI'onde entre le mobile et la station de base
principale (la plus proche) est directe. Cette station va reprgsenter dans notre cas le
point B. Le mobile reprgsente le point et l'autre station de base va reprgsenter le
point A. A partir de la position relative de la station de base principal@® par rapport
a la station A (angle ®) et la position relative du mobile par rapport g la station de
base principaleB (7), on peut associer un degrg de con ance Rp l'estimation de I'angle
d'arrivge °, mesurge par la station de base en fonction de la probabilitgP (°o=®;").
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Sachant qu'il faut trois stations de base pour localiser le mobile, on peut choisir la
meilleure combinaison possible p partir des degrgs de con ance associts aux di®®rentes
mesures.

4.9.2 Inf§rence dans le cas g&§n@ral

Dans ce cas, on ne peut pas se restreindre au centre de gravitg de I'histogramme
d'angles pour reprgsenter les relations spatiales directionnelles entre les di®grents ob-
jets. Un objet peut étre dans plusieurs directions par rapport p un autre. Pour rgsoudre
ce problgme, on suppose que les trois objetsB et C sont reprgsent®s respectivement
par trois points a, b et ¢ dont la position relative ® — n'est pas prgcise. Dans ce cas,
I'nistogramme d'angles normalis®H); (1) va reprgsenter la probabilitg de trouver le
point b dans la directionu par rapport au point a :

P(®) = Hjs (®) (4.163)

De méme, I'histogramme d'angles normalis®l. () repr&sente la probabilitg de trou-
ver le point ¢ dans la directionu par rapport au point b. L'infgrence revient donc p
dBterminer une estimationH,¥ de I'nistogramme d'anglesH}. @ partir des deux his-
togrammes d'anglesi}; et HY. .

La probabilitg P(°.) est dgterminge g partir de la marginalisation de la densit§ de
probabilitg conjointe P(°¢;®.; ) par rapport p® et — :

VilWil)

P(°e;®; o) d®d (4.164)
i Vai Ya
2 7

P(*e=®; ¢) P( e=®)P (@) d®d (4.165)

i Yai Ya

P(%e)

En supposant que les rggions sont reprgsentges par des points, la variable alg§atoire
(BvBnement ) est indgpendante de la variable algatoire (Bvgnement®.). Dans ce
cas, I'estimation de I'histogramme d'anglesi,} est donnge par :

2 2
Has (°) = P(°o=@; "o)H s (@HY. () dod™ (4.166)
i Yai Ya

Application

Nous avons appliqug cette mgthode pour avoir une estimation de I'histogramme
d'angles normalis® entre les deux rggiomset C de la gure 4.43-a en utilisant les
objetsB;.,. Dans cet exemple, la rggiog est situge dans deux directions par rapport
p la rggionA et I'histogramme d'anglesHac (Fig. 4.43-b) n'est pas proche d'un Dirac.
Nous avons compar$® les rsultats obtenus avec ceux utilisant I'nistogramme angles-
distances (Chap. 2). L'histogramme d'angles est calculg¢ p partir de I'histogramme
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(a) Un exemple d'objets non (b) L'histogramme d'anglesH ¢ .
compacts.
(c) L'histogramme d'angles obtenu en (d) L'histogramme d'angles obtenu en
utilisant la rggion intermgdiaireB;. utilisant la rggion intermgdiaireB,.
(e) L'histogramme d'angles obtenu en (f) L'histogramme d'angles obtenu en
utilisant la rggion interm®diaireB;. utilisant la rggion interm®diaireB,.

Fig. 4.43 { Comparaison entre I'histogramme d'angleld .} (en pointillgs) obtenu par
la mgthode utilisant I'histogramme angles-distance dﬁlf\’\é (trait plein) obtenu en utili-
sant uniguement les histogrammes d'anglé$ s et Hgc et la probabilit® P (°=®; ).
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angles-distances estim® en utilisant I'Bquation 2.19.

En examinant les di®§rents histogrammes obtenus par la mgthode probabiliste
(Fig. 4.43), on remarque que le rgsultat obtenu est presque identique g celui de I'his-
togramme angles-distances. L'information m®trique reprgsentge dans I'histogramme
angles-distances fait la di®®rence dans certains cas. Par exemple sur la gure 4.43-e,
on voit clairement que I'histogramme d'angles obtenu g partir de I'histogramme angles-
distances atrme qu'il n'existe pas de couples de points correspondant aux directions
li %) (u¥% i1). Dans le cas de la mgthode probabiliste, le rgsultat obtenu atrme
gu'il peut y avoir quelques couples, car en l'absence de l'information m$gtrique cette
hypothgse devient probable. Cette di®grence reste nggligeable devant I'importance de
I'espace mgmoire ngcessaire pour stocker I'histogramme angles-distances (fonction bi-
dimensionnelle).

(a) Les deux histogrammes d'angles (b) Les deux histogrammes d'angles
HAB1 et HBlc. HAB4 etHB4c.

Fig. 4.44 { Les deux histogrammes d'anglesl,g et Hgc correspondant aux deux
régionsB; et By,.

Comme I'histogramme angles-distances (section 2.6), on remarque que les erreurs
obtenues dgpendent aussi de la rggion interm®diaire utilisge. Les histogrammes d'angles
obtenus en utilisant les deux rggions; (Fig. 4.43-c) etB, (Fig. 4.43-f) sont plus proches
de I'histogramme d'angles correct (Fig. 4.43) que les autres. Seulement dans ce cas, les
erreurs ne sont pas dues directement g la surface de la rggion intermgdiairaais g la
forme de I'histogramme d'angles. Ces deux cas sont plus proches que les autres de nos
hypothgses de dgpart (relations spatiales entre des points). Plus le problgme est proche
de celui des points, plus le rgsultat sera prgcis. En examinant les deux histogrammes
d'anglesH,s et Hgc pour ces deux exemples, on remarque que I'histogramme d'angles
He,c (Fig. 4.44-a) prgsente une seule direction principale correspondant g 0.55. Dans
l'autre cas (Fig. 4.44-b), les deux histogrammes sont presque gquivalents p ceux des
rigions compactes (paragraphe 4.9.1).
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4.10 Localisation d'un objet ou une r§gion connais-
sant sa position relative

Dans le cas des problgmes de localisation, on est intgress® par la position ggogra-
phique de I'objet C et non pas par sa position relative. Pour rgsoudre ce problgme,
on utilise la probabilitg P(C;®;") (Eq. 4.116,4.117) qui a ®t® d®termin®e pour n'im-
porte quelle distribution continue des points dans le plan. Localiser le poiat revient,
dans ce cas, p choisir le point du plan qui minimise une fonction risque x®#e. Dans
la suite, nous avons utilisg le critgre de minimisation de l'erreur moyenne de dgcision
(paragraphe 4.8.1).

4.10.1 Exemple

Supposons qu'on soit amen® p se rendre p 'ENSIe Paris. Cette ®cole est situge
pas trgs loin de place d'ltalie p l'ouest de la station de m®tro Tolbiac. Malheureuse-
ment sur notre plan (Fig. 4.45-a), cette station de m®tro n'est pas prgcis§e. L'unique
information dont on dispose est quelle est situge entre les deux stations place d'ltalie
et porte d'ltalie. Cela nous permet de dgduire qu'elle est situge au sud de place d'ltalie
et au nord de porte d'ltalie. Le problgme consiste p dgterminer une approximation de
la position ggographique de I'ENST R partir de ces informations.

(a) Plan de Pari& (b) Distribution des points (b) Distribution des points
C (ENST) dans le plan. B (station de m®tro
Tolbiac) dans le plan.

Fig. 4.45 { Hypothgse sur la distribution des points dans le plan pour le probleme de
localisation de I'ENST (le symbole* entour§ en bleu reprgsente la position exacte de
I'ENST sur le plan).

Pour revenir p notre problgme des trois points, B et C : 'TENST reprgsente le point
C, la station de m®tro Tolbiac reprgsente le poirgs et place d'ltalie reprgsente le point

SENST : ficole Nationale Sup$rieure des T&lfcommunications
5Plan rgcup®rg sur le sitehttp://www.maporama.com .
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A. Pour rgsoudre ce problgme, il faut trouver une interpr§tation p chaque information
donn®e. Pour mod¢gliser l'information m&trique \pas trgs loin"entre le point et le point

C, on suppose que la distribution des points dans le plan,f., suit une loi normale
centrge sur le pointa (Fig. 4.45-b). Pour la distribution des pointsB dans le plan,
nous avons choisi une loi normale centrge sur le centre du segment reliant la station
place d'ltalie p la station porte d'ltalie (Fig. 4.45-c), cela reprgsente la modglisation
de linformation \la station de m®tro Tolbiac est situge entre les deux stations place
d'ltalie et porte d'ltalie”. Les deux angles® et ~ correspondent respectivement aux
deux angles v=2 et % La probabilitg P(C ®.; ) est dgterminge en utilisant I'Bquation
4.117.

4.10.2 R@sultats de la localisation

Nous avons reprgsent® sur la gure 4.46-a le rgsultat de I'Bvaluation de la probabilit§
P(C®.; ¢), le maximum de cette probabilitg est atteint au point reprgsent§ par I'toile
rouge. On remarque que le rgsultat obtenu n'est pas trgs able et trgs loin de la position
exacte de I'Bcole. Ce rgsultat ®tait prgvisible car les informations utilisgs ne sont pas
suxsantes. Pour voir I'importance d'avoir plusieurs informations, nous avons utilis$
la position de la station de m®tro porte d'ltalie. Comme la station de m®tro Tolbiac
est situg au nord de la station de m®tro porte d'ltalie, nous avons une deuxigme
possibilit§ pour dgduire la probabilitgP(C ®&; ). Sur la gure 4.46-b, Nous avons
prgsent® le rgsultat de I'gvaluation de la probabilit®(C; ®.; ) en utilisant I'information
concernant porte d'ltalie. Ce rgsultat est encore moins able que le prgc®dent, mais si
on examine la fusion des deux informations (Fig. 4.46-c), la localisation est trgs proche
de la position rgelle de 'ENST.

(a) Localisation p partir de (b) Localisation p partir de (c) Fusion des deux
la station de m§tro place la station de m§tro porte rgésultats
d'ltalie. d'ltalie.

Fig. 4.46 { Localisation de 'ENST de Paris p partir de sa position relative par rapport
a la station de m®tro Tolbiac (Le maximum de la probabilitfP (C, ®s; ) est atteint
sur le point reprgsent§ par le symbole).
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Maintenant, si on sait, en plus des informations prgcgdentes, que I'ENST est situge
au sud-ouest de place d'ltalie, on peut modi er la distribution a priori des point€
dans le plan pour mieux reprgsenter cette information (Fig. 4.47-a). L'utilisation de
cette distribution pour localiser 'TENST p partir de place d'ltalie (Fig. 4.47-b) ou bien
porte d'ltalie (Fig. 4.47-c) est plus prgcise qu'avant (Fig. 4.46). La fusion des deux
nouveaux rgsultats donne un rgsultat encore plus prgcis (Fig. 4.47-d).

((a) Distribution a priori des (b) Localisation p partir de la
points C (ENST) dans le plan. station de m&tro place d'ltalie.
(c) Localisation p partir de la (c) Fusion des deux rgsultats

station de m®tro porte d'ltalie.

Fig. 4.47 { Utilisation de la nouvelle connaissance L'ENST est situge au sud ouest
de place d'ltalie > pour la localisation (Le maximum de la probabilitgP (C, ®.; .) est
atteint sur le point reprgsentg par le symbolé&).

En conclusion, la abilit§ du résultat dgépend du nombre d'informations exploitges
pour d&duire la position ggographique du poirtt. Avec peu d'informations, le rgsultat
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ne peut pas etre trgs able car tous les points du domaime,- v&ri ent les hypothgses
de dgpart.

4.11 Conclusion

Nous avons prgsent® dans ce chapitre une $tude th®orique du problgme d'infgrence
des relations spatiales directionnelles entre des points. Nous avons ®tudi§ plusieurs
exemples de distributions des points dans le plan. Cette §tude constitue la base d'une
m®thode d'infgrence probabiliste des relations spatiales directionnelles. Nous avons d§-
terming la probabilit conjointeP(C ®.; ) pour n'importe quelle distribution continue
des points dans le plan.

Les rgsultats de I'infgrence obtenus dans le cas des rggions non compactes sont trgs
proches de ceux obtenus en utilisant I'histogramme angles-distances et cela en utili-
sant uniquement l'information angulaire. Seulement, dans le cas ou les histogrammes
d'anglesH s etHgc sont trgs loin des hypothgses du calcul thgorique le rgsultat obtenu
n'est pas §quivalent au rgsultat exact. Cela est d0 au fait que ces deux histogrammes
d'angles ne sont pas indgpendants, ils dgpendent tous les deux de la forme de la rggion
B. Pour amgliorer cette estimation, il serait intBressant de voir la possibilit§ d'utiliser
des paramptres de la forme de la rggia et les deux histogrammes d'angles pour
dgterminer la probabilitgP(®; ).

L'exemple ®tudi® dans la section 4.10 montre |'importance de nos rgsultats thgo-
riques dans le cadre d'une application rgelle. Cet exemple est proche aussi du problgme
de localisation des tgl®phones mobiles : on peut utiliser uniquement l'information angu-
laire pour localiser le mobile. L'importance du nombre de stations de base, dans ce cas,
permet de garantir une bonne abilit® du rsultat. L'§tude gEn®rale de la probabilit§
P(C®;") pour n'importe quelle distribution de probabilitg, nous permet d'introduire
plusieurs hypothgses au probleme de localisation (distributions di®®§rentes pour les
deux pointsB et C par exemple) et ainsi adapter le rgsultat thgorique aux exigences
du probleme p rgsoudre.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Le raisonnement spatial est de plus en plus utilisg pour rgsoudre un ensemble de
problgmes d'analyse d'image, d'interface homme-machine et de traitement du lan-
gage naturel. Face p des problgmes ou les donnges sont incomplgtes ou imprgcises, il
est ngcessaire de s'intgresser aux modgles de reprgsentation quantitative des relations
spatiales. Cette reprsentation fondge sur des modgles °ous cherche p quanti er les
di®®rentes relations spatiales entre les di®®rents objets ou rggions de l'espace. Com-
parges aux mgthodes de reprgsentation qualitative de I'espace, ces approches se sont
limites p I'estimation des di®®rentes relations sans s'intgresser rgellement p la partie
raisonnement. L'objectif principal de cette thgse vise p dgvelopper des mgthodes d'in-
férence quantitative en utilisant ces modgles.

Dans un premier temps, nous nous sommes intgressgs aux modgles existants dans le
but de les enrichir a n de pouvoir faire de l'infgrence sans avoir g rgestimer chaque fois
ces modgles de reprgsentation. En s'appuyant sur I'exemple des points, nous avons in-
troduit I'information m&trique dans I'histogramme d'angles pour d& nir I'nistogramme
angles-distances. Notre modgle permet de reprgsenter p la fois l'information angulaire
ngcessaire p l'estimation des di®grentes relations spatiales directionnelles et l'infor-
mation metrique utile pour dgterminer la distance qui s®pare les deux rggions. En
combinant ces deux informations, nous avons pu d§ nir une mgthode d'estimation
de I'histogramme angles-distancesc qui reprgsente les relations spatiales entre les
deux rggionsA et C p partir des deux histogrammesiz et Hgc . La abilitg des
rgsultats obtenus dgpend essentiellement de la forme et de la taille de la rggon
Malheureusement, on est incapable d'estimer cette "abilit uniguement p partir des
deux histogrammes. De plus, la taille de mgmoire occup®e par ce modele (fonction
bidimensionnelle) limite son utilisation p des petites applications et celle-ci ne peut
pas etre envisagke par exemple dans le cas d'un systgme d'information g&ographique.

Pour rem®dier p ces inconvgnients, nous nous sommes orientgs vers des m§thodes
utilisant moins de ressources. De plus, I'estimation de I'hnistogramme angles-distances
ngcessite la connaissance complete de la forme, la taille et la position relative des deux
rgégions. Or ces informations sont parfois indisponibles ou bien impossibles p dgtermi-
ner. On s'est intgress®, dans la deuxigme partie, p la possibilitg¢ de dgduire la position
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relative d'un objet C par rapport g l'objet A uniquement p partir des estimations
des quatre relations spatiales directionnelles de base. Pour cela, nous avons utilisg un
réseau d'agrggation °oue pour dgduire les relations spatiales directionnelles entre les
deux rggionsa et Cc p partir de celles entre les deux rggiomset B et les deux rggions

B et C. Les rgsultats obtenus dans le cas ggn®ral sont acceptables. Malheureusement,
utiliser uniquement le degrg des quatre relations de base s'avgre insuxsant surtout
dans le cas opu l'information m§trique est importante. A n de pouvoir dgtecter ces cas
de gure et avoir une idge sur les erreurs d'estimation, nous nous sommes orientgs vers
une ®tude thgorique du problgme d'infgrence en s'appuyant sur I'histogramme d'angles.

Nous avons prgsent® dans la troisigme partie une ®tude probabiliste du problgme
dans le cas des points. Sachant que la majorit§ des modgles de quanti cation est fondge
sur la reprgsentation des relations spatiales entre des points pour estimer ces relations
entre des rggions, cette ®tude peut etre facilement §tendue au cas des objets. A n
d'glargir les domaines d'application, nous avons dgterming la probabilit a posteriori
P(°=®; ) pour di®%rentes distributions des points dans le plan. Nous avons dgtermin®
en méme temps la probabilit§ jointer (C,®; ™) qui relie la position spatiale du pointC
dans le plan et les deux positions relatives et ~. Cette probabilitg a §t® aussi dgter-
minge pour n'importe quelle distribution continue des points dans le plan. Ce rgsultat
a un grand intgrét dans le cas op l'on s'intgresse g la position spatiale du panet
non pas g sa position relative. C'est le cas par exemple du problgme de localisation
des tgI®phones mobiles.

Le calcul analytique de la probabilit§ jointeP(°;®;™) ne peut pas &tre dgterming
pour n'importe quelle distribution mais le calcul num&rique g partir de la probabilit$
P(C,®;") reste possible. Pour le passage au cas des objets, nous avons distingug deux
cas :

{ Cas des r§gions compactes ou des rggions §loign§es : L'hypothgse de sup-
poser que les rggions sont reprgsent§es dans ce cas par des points n'est pas trgs
loin de la rgalitg. Pour cela les rgsultats obtenus sont trgs ables et les erreurs
engendrges peuvent étre estimges directement g partir de l'information angulaire.

{ Cas des r§gions non compactes : Dans ce cas, les rgsultats obtenus sont
proches de ceux d§ja obtenus en utilisant I'histogramme angles-distances et cela
en utilisant uniquement I'histogramme d'angles. Les erreurs d'estimation obte-
nues sont gtroitement liges aux hypothgses du calcul thorique. Dans le cas ou
les rggions sont non compactes, les deux histogrammes d'anglgs et Hgc ne
sont pas indgpendants, ils dgpendent tous les deux de la forme de la rggon
En consgquence, I'hypothgse que la variable algatoiréposition relative de la
région C par rapport p B) est indgpendante par rapport p la variable algatoire
® (position relative de la rggionB par rapport p A) n'est pas vgri Be. Ce qui
engendre une grande di®®rence dans certains cas par rapport g une gvaluation
directe.
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Perspectives

La perspective la plus importante est sans doute de continuer g travailler sur I'ap-
proche probabiliste. En s'appuyant sur d'autres informations autres que les deux his-
togrammes d'angles, on pourrait am®liorer les rgsultats obtenus dans le cas des rggions
non compactes. Il faudrait dgterminer les paramgtres qui nous permettront d'obtenir
une bonne estimation de la probabilitg conditionnell® (=®). Ce point nous semble
essentiel dans le cas du traitement des rggions non compactes.

Une seconde perspective §galement importante est de voir ce que peuvent apporter
nos rgsultats sur les rggions compactes dans le cas des problgmes de localisation des
t®I®phones mobiles. Les donnges de ce problgme sont trgs proches de notre §tude thgo-
rique et l'intggration aux systgmes existants devrait &tre facile, mais il conviendrait de
prendre de faxon rgaliste les incertitudes de mesures propres p ce problgme particulier.

Une autre perspective est de dgvelopper une mgthode d'estimation de la taille et de
la forme de la rggion interm®diair® p partir des deux histogrammes angles-distances
Has €tHgc . Cela permettrait de rgduire le nombre de redondances dans I'histogramme
angles-distances estim§.

D'autres perspectives sont ouvertes dans le cas du rgseau d'agrggation. Pour l'ins-
tant, nous avons utilisg uniquement les quatre relations spatiales de base pour dgduire
la relation RIGHT OF . D'autre relations (m®triques ou topologiques) peuvent étre intg-
grges aux entrges du rgseau. Il est aussi possible d'utiliser notre algorithme d'appren-
tissage pour dgterminer les rggles d'infgrence des relations spatiales complexes p partir
des relations simples (Infgrence de type 2 : cf. introduction).
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5. Conclusion et perspectives
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Annexe A

Introduction g la th@§orie des sous
ensembles °ous

L'inadaptation de la thgorie classique des ensembles aux notions vagues et imprg-
cises, rencontrges pourtant dans de nombreux autres domaines que la linguistique, a
conduit p une nouvelle modglisation par l'introduction en 1965 de la thgorie des sous
ensembles °ous (fuzzy sets) par L. Zadeh [ZADE-65].

Tres utilise dans de nombreuses disciplines math§matiques(intggration, thgorie
de la mesure, thgorie de l'information, statistique, calcul di®®rentiel, topologie...), la
thgorie des sous ensembles °ous s'est ouverte, en quelque annges, a un vaste champ
d'applications. Les domaines concern®s vont des produits de consommation du grand
public(cam®ra, appareil photo, machine g laver, ...) jusqu'aux sciences humaines (psy-
chologie, sociologie...) en passant par les automatismes industriels, la robotique, I'in-
telligence arti cielle, la reconnaissance des formes, la mgtgorologie et I'Bvaluation des
risques sismiques.

A.1 Objectifs

La th®orie des sous ensembles °ous est une thgorie mathgmatique dont I'objectif
est de modgliser les notions vagues du langage naturel pour pallier g l'inadaptation
de la thgorie des ensembles classiques. Ce concept a ®t§ aussi introduit dans le but
d'gviter les passages brusques d'une classe p une autre(par exemple : de la classe noire
g la classe blanche) et autoriser les §l#ments p n'appartenir complgtement ni p l'une
ni g l'autre.

La d® nition d'un ensemble °ou répond au besoin de reprgsenter des connaissances
imprgcises, soit parce qu'elles sont exprimges en langage naturel par un observateur qui
n'gprouve pas le besoin de fournir plus de prgcisions ou n'en est pas capable, soit parce
gu'elles sont obtenues avec des instruments d'observation qui produisent des erreurs
de mesure.
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A. Introduction p la th§orie des sous ensembles °ous

A.2 D8 nition d'un ensemble °ou

Un sous ensemble °owi de l'univers X est d& ni par une fonction d'appartenance
1, qui associe p chaque g§lf#mente X le degr§ A (x), compris entreo et 1, avec lequel
x appartient pA.

Exemple :

Si X est I'ensemble des ages possibles d'une personne, on peut dg nir le sous en-
semble °o0uA des personnes jeunes. Le degrg d'appartenance de toute personne agge
de x au sous ensemble °ow est d'autant plus grand que son age est petit (Fig. A.1

Fig. A.1{Sous ensemble °0OlA reprgsentant la population jeune. L'age est reprgsent§
par la variable x

Remarque :

Dans le cas og » ne prend que des valeurs §galeo@u 1, le sous ensemble ol
n'est rien d'autre qu'un sous ensemble classique de

A.3 Caract@ristiques d'un sous ensemble °ou

Divers notions compl®mentaires, d'utilisation courante, permettent de mieux dis-
tinguer les sous ensembles °ous des ensembles classiques :

A.3.1 Support d'un sous ensemble °ou

Soit A un sous ensemble °ou de l'univers . Le support du sous ensemble °on est
un sous ensemble classique a@e dont chacun des §lments a un degr d'appartenance
non nul par rapport pA (Fig. A.2) :

Support(A) = fx2 X=1,(x)60¢g (A.2)

164



A.3 Caractgristiques d'un sous ensemble °ou

A.3.2 Noyau d'un sous ensemble °ou

Le noyau d'un sous ensemble °oa de X est un sous ensemble ordinaire de dont
chaque §l€ment a un degr§ d'appartenance §gal p 1 (Fig. A.2) :

Noyau(A) = fx 2 X=t p(X) =19 (A.2)

Remarque :

lorsque Noyau(A) 6 ;, on dit que le sous ensemble °oa est normal ou normalis$,
sinon on dit qu'il est sous normal.

A.3.3 Hauteur d'un sous ensemble °ou

La hauteur D'un sous ensemble °ow de X est la valeur maximale de la fonction
d'appartenance, c'est le plus grand degrg d'appartenancergFig. A.2) :

H(A) =max (*a (x)) (A.3)

Fig. A.2 { Support, Noyau, Hauteur et ®coupe d'un sous ensemble °ou.

Remarque :

Un sous ensemble °ou est normalisg 8iA) = 1.
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A. Introduction p la th§orie des sous ensembles °ous

A.3.4 ® coupe ou coupe de niveau ®

On appelle®-coupe ou coupe de nivea@ du sous ensemble °ol pour une valeur
donnge®2 [0; 1], le sous ensemble classique de X d® ni par (Fig. A.2) :

Ap=fx2 Xzt (x), @ (A.4)
Une ®-coupe telle quet o(x) >® ; 8x 2 A est dite stricte.

A.4 op@rations sur les sous ensembles °ous

Toutes les op®rations ensemblistes d® nies pour les ensembles stricts ont §t® gEn®-
ralisges de tel sorte qu'on puisse les utiliser pour les sous ensembles °ous :

A.4.1 Inclusion
Un sous ensemble °o est un sous ensemble d'un sous ensemble ®LsSi :

8x2 X ;ta(X)r te(X) (A.5)

A.4.2 Hgalit§

Soit deux sous ensembles °ouset B de I'univers X . On dit que A et B sont §gaux
si les fonctions d'appartenance ont la m&me valeur en tout poist2 X :

A=B,8 x2X;1a(X)=1g(x) (A.6)

A.4.3 R&union

La r@union de deux sous ensembles °oaset B de méme rgfgrentiek est un sous
ensemble °ou notfa [ B dont la fonction d'appartenance est :

3

8x2 X;targ(X)= U *a(X);1B(X) (A7)

opU est une fonction ddo; 1]£ [0;1]! [0; 1]. Pour rester conforme au cas classique cette
fonction doit vEri er certains critgres :

1. Commutatitivit§ . 8x;y 2 [0;1]; U(x;y) =, U(y; ).

2. Associativit§ 1 8x;y;z2[0;1]; U x;U(y;z) = U UXy);z .

3. Croissance : 8x;y;z;t2[0;1]; x - zety- t)U (x;y) -U (z;t).

4. Bi§ment neutre :  8x 2 [0;1]; U(x; 0) = x.
Ces fonctions portent le nom deonorme triangulaire  ou T-Conorme .

Les T-Conormes les plus utilisges sont indiquges dans le tableau A.1.
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A.4 op%®rations sur les sous ensembles °ous

A.4.4 Intersection

L'intersection de deux sous ensembles °ous et B de méme rgfgrentiek est un
sous ensemble °ou not®\ B dont la fonction d'appartenance est :
A '

8x 2 Xitars(X) =1 *a(x);ts(X) (A.8)

ou! est une fonction dgo;1]£ [0;1]! [0;1]. Pour rester conforme au cas classique cette
fonction doit vEri er certains critgres :

1. Commutatitivit§ : 8x;y 2 [0;1]; 1 (x;y) =1 (y;%).

2. Associativit§ 1 8x;y;z2[0;1]; 1 x1(y;2) =1 1(xy);z .

3. Croissance : 8x;y;z;t2[0;1]; x - zety- t)I (xy) -1 (z;t).

4. Bi§ment neutre :  8x 2 [0;1]; I (x; 1) = x.
Ces fonctions portent le nom daorme triangulaire  ou T-Norme .

Les T-Normes les plus utilisges sont indiquges dans le tableau A.1.

A.4.5 Compl§ment

Le complgment d'un sous ensemble °on de rgf§rentielX est un sous ensemble
°ou not® A dont la fonction d'appartenance est donnge par :

8x 2 X; tx(X)= N(*a(x)) (A.9)
ou N est une fonction de[o;1] ! [0;1] appel®e fonction nggation. Comme pour les
t-normes et les t-conormes, la fonction nggation doit vgri er certains critgres :
1. N(O)=1 etN(@)=0.
2. Monotonie : 8x;y 2 [0;1]; x, Y)N (x)-N (y).
Elle est dite stricte siN (x) est continue et satisfaitsx;y 2 [0;1]; x>y )N (x) < N(y).
Elle est de plusinvolutive ssi8x 2 [0;1]; N (N (u)) = u.

A.4.6 Dualit§ entre T-Norme, T-Conorme et fonction n§gation

Une T-Norme| et une T-Conormeu sont dites duales pour la fonction nggation
N si elles satisfont |es relations suivantes, :

1.8xy2[0 1; N UXy) =1 NX);N(y) .

2.8xy2[0;1; N 1(xy) =U NX);N(y) .

Remarque :

Ces deux relations correspondent pour les ensembles aux relations dg nies par le
thgorgme de De Morgan :

1., A\ B=A[ B.

2., A[ B=A\B.

Les principales dualitgs existantes entre les di®grents opgrateurs sont donnges aussi
dans le tableau A.1.
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A. Introduction p la th§orie des sous ensembles °ous

T-Norme I (x;y) T-Conorme U(x;y) | N®gationN (x) Nom
min(x; y) max(x; y) 1i x Zadeh
Xy X+yi xy 1i x Bandler et Kohout
max(x +yi 1; 0) min(x + y; 1) 1j x Lukasiewicz
i (1i~° . )
e Gl R Li x Hamacher(® > 0)
3 -
max 1j IE3(1i X)P+(1j y)p; 0 min(FP)xP+yP; 1) 1 X Yager (p, 1)
3 >
max XY 0 ming(x +y+ xy; 1) i Weber (,> j 1)
2x siy=1 2x siy=0
Sy six=1 Sy six=0 1i x Drastique
* 0 sinon "1 sinon

Tab. A.1 { Principales T-Normes et T-Conormes duales [BOUC-95].

A.5 Propri§its des op8@rateurs ensemblistes °ous

Par dg nition des op%®rateurs t-normes et t-conormes, une grande partie des pro-

prites vEri Bes par les op®rateurs de la thgorie des sous ensembles classiques restent
valable :

Soit A,B et C trois sous ensembles °ous de l'univers.
1. Commutativit§ :

A\B = B\A
A[B = B[ A
2. Associativit§ :
(A\B)\'C = A\ (B\ Q)
(AlB)[C = A[(B[C)
3. Idempotence :
AVA = A
A[A = A
4. Distribution :
A\ (B[ C) = (A\ B)[ (A\ C)
A[ (BVC) = (A[B)\ (A[ C)
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A.5 Proprigtés des op®rateurs ensemblistes °ous

5. Absorption :

A\, =
Al X = X
6. Identit§ :
Al; = A
A\ X = X
Remarques :

1. La proprit® de contradiction ainsi que la proprigtg du tiers exclu ne sont pas
veri Bes par les op®rateurs °ous :

AlA 6 X
A\A 6 ;

2. Si on utilise une t-normel et une t-conormeuU duales pour une fonction de
nggatiorN pour construire les op®rateurs d'intersection, d'union et du compl§-
mentaire, le thgorgme de De Morgan est v&ri § :

A[B =
\'B =

> >

\
[

>
| o

3. Si nous utilisons une fonction nggation involutive, la propri®t® d'involution est
veri e :

>

= A
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Annexe B

Calcul de la surface de
7= Spae\ ScT v

B.1 18 cas: ™ 6 ®+ k¥%(k 2 2)

Fig. B.1 { D® nition du domaine %= Spe \ Sc—; . pour 6 ®+ k%

On veut dgterminer la surface du secteurqui reprgsente l'intersection du secteur

angulaire Spo et du secteur angulairesc-, », quand d® et d~ tendent vers z®&ro (Fig.
B.1).

, , Ya®.d |
1h = ;
1 d‘!“(%@! 0 d®d™

(B.1)
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B. Calcul de la surface dé%= Spe \ Sc—; v

Le secteuraeq est reprgsent® par le quadrilatgne n,nsn, issu de l'intersection des
quatre droiteS¢ c.—; v g=2, ¢ ¢ vwd=2, ¢ a®; do=2 €l ¢ ae+de=2. L'BQuUation d'une droite
¢ dont la pente est §gale @ et qui passe par un pointN (x,;y,) est dg nie par :

cos@)(yi yn)=sin(A)(xi Xn)

Cette ®quation peut eétre gcrite en coordonnges polaires sous la forme :
rsin(ui A= rpsinEn i A (B.2)
OM (rn; £,) reprgsente les coordonnges polaires du paint
En remplasantA dans I'Bquation B.2 par j Y d=2et™ | Y%+ d =2, ppar ®; de=2
et les coordonnges du poimtl par celles du pointc, on obtient les coordonnges des

points n; (I'intersection des droites¢ ¢, v, ¢=2 €t ¢ ae, do=2) €t n, (I'intersection des
droites ¢ cived=2 €L ¢ ap; d®=2) :

(
bh, = ®] d®=2
N1 r ' =r sinfEci (i % d=2)) (B.3)
( N1 = ' Csin(® d®=2; (i ¥ d=2))
bh, = ®) d®2
N2 o s (i ved=2) (B.4)
N2 = ' Csin(®; d®=2; ( | ¥ad =2))

Les coordonnges des poinis et n, sont obtenus de la m&éme faxon, en remplagsant

ppar ®+ de=2 :
( ®i d®=2
thy = ® d®=
N3 r = sin(€ ¢i (T Yrd =2)) (B-5)
( N3 = " Csin(®+ d®=2j (| Yad =2))
bh, = ®j d®=2
Na (= . SnEci (i d=2) (B.6)
Na = " Csin(@+d®=2i (| Y% d=2))
On peut exprimer la surface deseq Sous la forme d'une intggrale :
sinE ci (i %rd= 2) 1
@Fd®_ e Sn(pi i wrd= 2)
Yaeaj = rdr & du (B.7)
O de S:if( uc'i((:‘]l/l/-4i dg;zz)z)))

I'Bvaluation de cette intggrale nous donne :

2r2sin(d®) sin(d™) (sin(2®j 2£:)cos(d )i sin(2 | 2£¢)cosd®) | sin(2®j 27))

Yeea ] =

Comme on alim *5) =1, 'fvaluation de I'Bquation B.1 nous donne :
X1

4cos(®j 2 )cos(d®) cos(d )i cos(A )i cos(W®) i cos(4pj 4 )i 1
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B.2 2M€cas . = ®+ 2k¥%(k 2 2)

_ 2r2(sin2® 2£¢)i sin(2 | 2£¢) i sin(2®i 27))

i 4cos(®j 27 )i cos(4®i 4)i 3 (B9)
Aprgs simpli cation, on obtient :
e 2r2sin(®j ") (cos@®j ") i cos@®+ i 2£.)) (8.10)

sin(®j " )(@Bsin(®j )i sin(B®j 3))

Comme™ est di®grent de®+ kv, la valeur desin@®; ™) est di®®rente de z§ro :

2COS@®j )i cos@®+ | 2£()

6=
=2t 3sin@®j ") sin(B®j 3) (B.11)

B.2 2BM€ cas: ™ = ®+ 2k¥(k 2 Z)

Fig. B.2 { D§ nition du domaine %= Spe \ Sc—; . pour = ®+2k¥%

Dans ce cas, le point est dans la direction®§ d® par rapport au point A. Comme
pour le cas prgcgdent, la surface du domaitte peut etre exprimge sous la forme d'une
intggrale :

sin( ®j (®j Ya+ d®= 2)) sin( ®j (® Y4 d®= 2))

Z® "o Sn(w (B v des 3) ®A®=2 "¢ Sn( i (B 7 do= 2)
Yaei = rdrdp + rdrdp (B.12)
®j d®=2 0 ® 0
L r2 tan(d®=2
Yaej = % (B.13)
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B. Calcul de la surface dé%= Spe \ Sc—; v

La limite de v4e=d® quand d® tend vers z®ro nous donne :

o [Yae)
o= e (514
o= c (B.15)
7 = 2 .
B.3 3RME cas : 7 = ®+ Vut+ 2k¥a(k 2 2)
(@) Intersection des deux domaines (b) Intersection des deux domaines
Scoe; v €t Sae dans le cas o) est dans  Sce, v €t Sae dans le cas ot est dans
la direction ® par rapport pA. la direction ®+ vapar rapport g A.

Fig. B.3 { D® nition du domaine ¥2= Spe \ Sc—; w.pour = ®+ Ya+ 2k¥

Dans ce cas, si le point est dans la direction®+ v par rapport p un point B, lui-
méme dans une directior® par rapport au point A, le point C sera dans la direction
® par rapport au point A s'il est situg entre les deux pointa et B, ou bien dans la
direction ® + v par rapport au point A dans l'autre cas. Dans ce cas, la surface du
domaine¥:va dgpendre de la position de par rapport au point A. Si C est dans la
direction ® par rapport au point A (Fig. B.3-a), le domaineSc; +, st inclus dans le
domaine s, . De ce fait, la surface dessera §gale p celle du domairgge, +,\D . Le
rayon de ce secteur angulaire est §galgm; r.), donc :

pan= BT g (8.16)
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B.3 3¥MEcas :™ = ®+ Vit 2kvu(k 2 2)

Dans l'autre cas, le domaines,e est inclus dans le domainec.s; . (Fig
La surface du domainessera §gale p celle du domairsge \D :

2
j4d®= %?d®

En rgsum®, la surface du domairneest donnge par :

(o ritye
4= (R%) siC 2 Spe

- SiCZSA;®i%

175

. B.3-h).

(B.17)

(B.18)



B. Calcul de la surface dé%= Spe \ Sc—; v

176



Bibliographie

[ALLE-83]

[BECK-99]

[BLOC-00]

[BLOC-95]

[BLOC-963]

[BLOC-96b]

[BLOC-99a]

[BLOC-99D]

[BLOC-99¢]

[BOUC-95]

[BOX-73]

[BOXE-97]

[CAST-97]

J. F. Allen , Maintaining Knowledge about Temporal Intervals Communica-
tions of the ACM, 26 (1983), pp. 832{843.

A. Becker et P. Na Am, Les Rfseaux Bay®siens : Modgles Graphiques de
Connaissance Eyrolles, Paris, 1999.

I. Bloch , Spatial Representation of Spatial Relationships Knowledgedans
7" International Conference on Principles of Knowledge Representation and
Reasoning KR 2000, Breckenridge, CO, 2000, pp. 247{258.

I. Bloch et H. Ma *tre , Fuzzy Mathematical Morphologies : A Comparative
Study, Pattern Recognition, 28 (1995), pp. 1341{1387.

I. Bloch , Fuzzy Relative Position Between Objects in Images : A Morpho-
logical Approach dans IEEE International Conference on Image Processing,
vol. Il, Lausanne, Sept. 1996, pp. 987{990.

I. Bloch , Information Combination Operators for Data Fusion : A Compa-
rative Review with Classi cation, IEEE Transactions on Systems, Man and
Cybernetics, 26 (1996), pp. 52{67.

I. Bloch , Fuzzy Relative Position Between Objects in Image Processing : New
De nition and Properties Based on a Morphological Approach International
Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Systems, 7 (1999),
pp. 99{133.

I. Bloch , Fuzzy Relative Position Between Obijects in Image Processing : A
Morphological Approach IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, 21 (1999), pp. 657{664.

I. Bloch , On Fuzzy Distances and Their Use in Image Processing Under
Imprecision, Pattern Recognition, 32 (1999), pp. 1873{1895.

B. Bouchon-Meunier , La Logique Floue et Ses ApplicationsAddison Wes-
ley, france, 1995.

G. Box et G. Tiao , Bayesian Inference in Statistical Analysis Addison-
Wesley, 1973.

L. Boxer , On Hausdor®-Like Metrics for Fuzzy Sets Pattern Recognition
Letters, 18 (1997), pp. 115{118.

E. Castillo, J. M. Guti 8rrez, et A. S. Hadi , Expert Systems And Pro-
babilistic Network Models Springer, New York, 1997.

177



BIBLIOGRAPHIE

[CHAN-87]

[CHAN-91]

[CHAN-95]

[CHAN-96]

[CHAU-96]

[CLEM-97]

[COHN-98]

[DEBO-97]

[DEGR-70]
[DEHA-01]

[DUBO-80]

[DUBO-85a]

[DUBO-85b]

[DUBO-87]

[DUBO-88]

[DUDA-01]

[DUDE-00]

S. K. Chang, Q. Y. Shi, et C. W. Yan , Iconic Indexing by 2D Strings
IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 9 (1987),
pp. 413{428.

C. C. Chang et S. Y. Lee , Retrieval of Similar Picture on Pictorial Data-
base Pattern Recognition, 24 (1991), pp. 675{680.

C. C. Chang et C. F. Lee , Relative Coordinates Oriented Symbolic String
for Spatial Relationship Retrieval, Pattern Recognition, 28 (1995), pp. 563{
570.

C.-C. Chang et J.-H. Jiang , A Spatial Filter for Similarity Retrieval , Inter-
national Journal of Pattern Recognition and Arti cial Intelligence, 10 (1996),
pp. 711{730.

B. Chaudhuri et A. Rosenfeld , On a Metric Distance Between Fuzzy Sets
Pattern Recognition Letters, 17 (1996), pp. 1157{1160.
E. Clementini et P. D. Felice , Approximate Topological Relations Inter-

national Journal of Approximate Reasoning, 16 (1997), pp. 173{204.

A. G. Cohn et A. Varzi , Connection Relations in Mereotopology dans Pro-
ceedings of the 13th European Conference on Arti cial Intelligence (ECAI-98),
H. Prade, ed., Wiley, August 1998, pp. 150{154.

J. De Bonet, C. Isbell, et P. Viola , Mimic : Finding Optima by Estima-

ting Probability Densities, dans Advances in Neural Information Processing,
M. M. M. Jordan et M. Perrone, eds., vol. 9, Denver, 1996, MIT Press, Cam-
bridge.

M. De Groot , Optimal Statistical Decisions, McGraw-Hill, New York, 1970.

R. Dehak, I. Bloch, et H. Maitre , Inference of Directional Spatial Rela-
tionship between Points : A Probabilistic Approach dans IEEE International

Conference on Image Processing, ICIP 2001, vol. 3, Thessalonique, Greece,
2001, pp. 704{707.

D. Dubois et H. Prade , Fuzzy Sets and Systems : Theory and Applications
Academic Press, New York, 1980.

D. Dubois et H. Prade , A Review of Fuzzy Set Aggregation Connectives
Information Sciences, 36 (1985), pp. 85{121.

D. Dubois et H. Prade , Th§orie des Possibilit§s : Application p la Repr§-
sentation des Connaissances en InformatiqueMASSON, Paris, 22M€ gdition,
1985.

D. Dubois et M.-C. Jaulent , A General Approach to Parameter Evaluation
in Fuzzy Digital Picture, Pattern Recognition Letters, 6 (1987), pp. 251{259.

D. Dubois, H. Prade, et C. Testemale , Weighted Fuzzy Pattern Mat-
ching, Fuzzy Sets and Systems, 28 (1988), pp. 313{331.

R. O. Duda, P. E. Hart, et D. G. Stork , Pattern Classi cation, New
York : John Wiley & sons, 2B™€ gdition, 2001.

G. Dudek et M. Jenkin , Computational Principles of Mobile Robotics Cam-
bridge University Press, 2000.

178



BIBLIOGRAPHIE

[DUNH-90]

[DURK-94]

[DUTT-91]

[DYCK-84]

[ECUY-88]

[EGEN-94]

[ELNA-99]

[FREE-75]

[FREK-92D]

[GADE-97]

[GARV-02]

[GERAU-98]

[GOLD-89]

[GUPT-91]

[HASS-93]

[HATO-91]

W. Dunham , Cardano and the Solution of the Cubi¢ ch. 6, dans Journey
Through Genius : The Great Theorems of Mathematics, Wiley, New York,
1990, pp. 133{154.

J. Durkin , Expert Systems : Design and DevellopmenMaxwell Macmillan,
New York, 1994.

S. Dutta , Approximate Spatial Reasoning : Integrating Qualitative and Quan-
titative Constraints, International Journal of Approximate Reasoning, 5 (1991),
pp. 307{331.

H. Dyckhoff et W. Pedrycz , Generalized Means as a Model of Compen-
sation Connectives Fuzzy Sets and Systems, 14 (1984), pp. 143{154.

P. L'Ecuyer , Excient and Portable Combined Random Number Generators
Communications of the ACM, 31 (1988), pp. 742{774.

M. J. Egenhofer, E. Clementini, et P. Felice , Topological Relations
Between Regions with HolesInternational Journal of Geographical Informa-
tion Systems, 8 (1994), pp. 129{144.

H. EINahas , Mobile Localization in a GSM Network, Thgse de doctorat,ficole
Nationale Sup®rieure des T&Ifcommunications, Paris, 1999.

J. Freeman , The Modeling of Spatial Relations Computer Graphics and
Image Processing, 4 (1975), pp. 156{171.

C. Freksa , Using Orientation Information for Qualitative Spatial Reaso-
ning, dans Theories and Methods of Spatio-Temporal Reasoning in Geographic
Space, A. U. Frank, |. Campari, et U. Formentini, eds., vol. 639, International
Conference GIS - From Space to Territory : Theories and Methods of Spatio-
Temporal Reasoning, Springer, 1992, pp. 162{178.

P. D. Gader , Fuzzy Spatial Relations Based on Fuzzy Morphologgans IEEE
International Conference on Fuzzy Systems, 1997, pp. 1179{1183.

F. Garvan , The Maple Book Chapman & Hill, 2002.

T. G 8raud , Segmentation des Structures Internes du Cerveau en Imagerie par
R%sonance Magn®tique TridimensionnelleThgse de doctorat,ﬁcole Nationale
Sup®rieure des T§I®communications, Paris, 1998.

D. E. Goldberg , Genetic Algorithms in Search, Optimisation and Machine
Learning, Addison-Wesley, 1989.

M. M. Gupta et J. Qi , Theory Of T-Norm and Fuzzy Inference Method
Fuzzy Sets and Systems, 40 (1991), pp. 431{450.

B. Hassibi et D. G. Stork  , Second Order Derivatives for Network Pruning :
Optimal Brain Surgeon, dans Advances in Neural Information Processing Sys-
tems, S. J. Hanson, J. D. Cowan, et C. L. Giles, eds., vol. 5, Morgan Kaufmann,
San Mateo, CA, 1993, pp. 164{171.

J. P. Haton, N. Bouzid, F. Charpillet, M. C. Haton, B. L dasri,
H. L &asri, P. Marquis, T. Mondot, et A. Napoli , Le Raisonnement
en Intelligence Arti cielle : Modgles, Techniques et Architectures pour les Sys-
temes p Bases de ConnaissancesterEditions, 1991.

179



BIBLIOGRAPHIE

[HAYK-99]

[HOLL-75]

[HOWA-81]

[HUAN-94]

[JENS-96]
[JOUF-97]

[KELL-00]

[KELL-93]

[KELL-95]

[KELL-96]

[KOCZ-88]

[KRIS-92a]

[KRIS-92b]

[KRIS-93a]

[KRIS-93b]

[LACR-97]

S. Haykin , Neural Networks : A Comprehensive Foundation Prentice Hall,
28Me @dition, 1999.

J. H. Holland , Adaptation in Natural and Arti cial Systems , The University
of Michigan Press, 1975.

R. A. Howard et J. E. Matheson , In°uence Diagrams, dans Readings
on the Principles and Applications of Decision Analysis, Strategic Decisions
Group, Menlo Park, California, 1984, pp. 721{762.

P. Huang et Y. R. Jean , Using 2D C'-String As Spatial Knowledge Re-
presentation for Image Database SystemsPattern Recognition, 27 (1994),
pp. 1249{1257.

F. V. Jensen , An Introduction To Bayesian Networks, UCL Press, 1996.

L. Jouffe , Apprentissage de Systgmes d'Infgrence Floue par des M§thodes
de Renforcement : Application p la R§gulation d'Ambiance dans un Batiment
d'fllevage Porcin These de doctorat, Universitg de Rennes |, 1997.

J. M. Keller et X. Wang , A Fuzzy Rule-Based Approach For Scene Des-
cription Involving Spatial Relationships, Computer Vision and Image Unders-
tanding, 80 (2000), pp. 21{41.

J. M. Keller, R. Krishnapuram, Z. Chen, et O. Nasraoui , Fuzzy Addi-
tive Hybrid Operator for Network-Based Decision Making International Jour-
nal Of Intelligent Systems, 9 (1994), pp. 1001{1023.

J. M. Keller et X. Wang , Comparison of Spatial Relation De nitions in
Computer Vision, dans IEEE Proceedings of ISUMA-NAFIPS, Sept. 1995,
pp. 679{684.

J. M. Keller et X. Wang , Learning Spatial Relationships in Computer
Vision, dans Proceedings of the Fifth IEEE International Conference on Fuzzy
Systems, 1996, pp. 118{124.

L. Koczy , On The Description of Relative Position of Fuzzy Patterns Pattern
Recognition Letters, 8 (1988), pp. 21{28.

R. Krishnapuram et J. Lee  , Fuzzy-Connective-Based Hierarchical Aggrega-
tion Networks for Decision Making, Fuzzy Sets and systems, 46 (1992), pp. 11{
27.

R. Krishnapuram et J. Lee , Fuzzy-Set-Based Hierarchical Networks for
Information Fusion in Computer Vision , Neural Networks, 5 (1992), pp. 335{
350.

R. Krishnapuram, J. M. Keller, et Y. Ma , Quantitative Analysis of
Properties and Spatial Relations of Fuzzy Image RegiondEEE Transactions
on Fuzzy Systems, 1 (1993), pp. 222{233.

R. Krishnapuram et F. C. H. Rhee , Compact Fuzzy Rule Base Generation
Methods for Computer Vision, dans IEEE International Conference on Fuzzy
Systems, vol. 2, 1993, pp. 809{814.

V. Lacrose , Rgduction de la Complexit§ des Controleurs Flous : Application
p la Commande Multivariable Thgse de doctorat, INSA, Toulouse, 1997.

180



BIBLIOGRAPHIE

[LAND-93]

[LARR-00]

[LARR-01]

[LAUR-96]
[LEE-89]

[LEE-90]

[LEE-91]

[LEE-923]

[LEE-92b]

[LEE-92c]

[LIU-98]

[MANG-98]

[MARK-94]

[MATS-98a]

[MATS-98b]

[MATS-99]

B. Landau et R. Jackendoff , \What" and \Where" in Spatial Language
and Spatial Cognition, Behavioral and Brain Sciences, 16 (1993), pp. 217{265.

P. Larra naga, R. Etxeberria, J. A. Lozano, et J. M. Pe na, Optimi-
zation In Continuous Domains by Learning and Simulation of Gaussian Net-
works, dans Procceedings of the 2000 Genetic and Evolutionary Computation
Conference Workshop Program, A. S. Wu, ed., 2000, pp. 201{204.

P. Larra naga et J. Lozano , Estimation of Distribution Algorithms : A
New Tool for Evolutionary Computation, Kluwer Academic Publishers, 2001.

S. L. Lauritzen , Graphical Models Oxford University Press, 1996.

S. Y. LEE, M. K. Shan, et W. P. Yang , Similarity Retrieval of Iconic
Image DatabasesPattern Recognition, 22 (1989), pp. 675{682.

S.Y.LeeetF.J. Hsu , 2D C-String : A New Spatial Knowledge Represen-
tation for Image Database SystemsPattern Recognition, 23 (1990), pp. 1077{
1087.

S. Y. LEE et F. J. Hsu , Picture Algebra for Spatial Reasoning of Iconic
Images Represented in 2D C-String Pattern Recognition Letters, 12 (1991),
pp. 425{435.

S. Y. Lee, M. C. Yang, et J. W. Chen , 2D B-String : A Spatial Know-
ledge Representation for Image Database Systermdans International Compu-
ter Science Conference, 1992, pp. 609{615.

S. Y. Lee, M. C. Yang, et J. W. Chen , Signature File As A Spatial Filter
For Iconic Image Database Journal Of Visual Languages and Computing, 3
(1992), pp. 373{397.

S.Y.LEEetF.J. Hsu , Spatial Reasoning and Similarity Retrieval of Images
Using 2D C-String Knowledge RepresentationPattern Recognition, 25 (1992),
pp. 305{318.

J. Liu , A Method of Spatial Reasoning Based on Qualitative Trigonometry
Arti cial Intelligence, (1998), pp. 137{168.

L. Mangelinck , Repr@sentation et Classi cation de Structures Spatiales -
Application p la Reconnaissance de Paysage Agricole$hese de doctorat, Uni-
versit§ Henri Poincarg, Nancy, 1998.

D. M. Mark et M. J. Egenhofer , Modeling Spatial Relations Between
Lines and Regions : Combining Formal Mathematical Models and Human Sub-
jects Testing, Cartography and Geographic Information Systems, 21 (1994),
pp. 195{212.

P. Matsakis, L. Wendling, et J. Desachy , Repr§sentation de la Position
Relative d'Objets 2D au Moyen d'un Histogramme de ForcesTraitement du
Signal, 15 (1998), pp. 63{76.

P. Matsakis , Relations Spatiales Structurelles et Interpr§tation d'Image
These de doctorat, Universitg Paul SABATIER de TOULOUSE, 1998.

P. Matsakis et L. Wending , A New Way to Represent the Relative Position
Between Areal Objects IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, 21 (1999), pp. 634{643.

181



BIBLIOGRAPHIE

[MCKE-85]

[MIYA-94a]

[MIYA-94b]

[MUHL-96]

[MURO-91]

[PEAR-88]

[PEDE-89]

[POIT-98]

[RAND-92]

[RHEE-93]

[RHEE-94]

[ROSE-76]

[ROSE-85]

[SARZ-95]

[SCHM-94]
[SCHW-78]

[SERR-82]

[VARZ-96]

[VIEU-97]

D. McKeown, W. Harvey, et J. McDermott , Rule-Based Interpreta-
tion of Aerial Imagery, IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, 7 (1985), pp. 570{585.

K. Miyajima et A. Ralescu , Spatial Organisation in 2D Segmented Images :
Representation and Recognition of Primitive Spatial Relations Fuzzy Sets and
Systems, 65 (1994), pp. 225{236.

K. Miyajima et A. Ralescu , Spatial Organisation in 2D Images dans
FUZZ-IEEE, Orlando, june 1994, pp. 100{105.

H. M dhlenbein et G. Paa¥% , From Recombination of Genes to the Estima-
tion of Distributions |. Binary Parameters , dans Lecture Notes in Computer
Science 1411 : Parallel Problem Solving from Nature (PPSN [V), 1996.

T. Murofushi et M. Sugeno , A Theory of Fuzzy Mesures : Representa-
tions, The Choquet Integral and Null Sets Math Analysis and Applications,
159 (1991), pp. 532{549.

J. Pearl
1988.

K. Pedersen , Expert Systems Programming : Practical Techniques For Rule-
Based Expert SystemsJohn Wiley and Sons, New York, 1989.

, MATHEMATICA

D. A. Randell, Z. Cui, et A. G. Cohn , A Spatial Logic Based On Regions
and Connection dans International Conference on Knowledge Representation
and Reasoning, Morgan Kaufmann, 1992, pp. 165{176.

, Probabilistic Reasoning In Intelligent Systems Morgan Kaufmann,

Y. Poitevineau 3 par la Pratique, Eyrolles, Paris, 1998.

F. C.-H. Rhee et R. Krishnapuram , Fuzzy Rule Generation Methods For
High-Level Computer Vision, Fuzzy Sets and Systems, 60 (1993), pp. 245{258.

F. C.-H. Rhee et R. Krishnapuram , Generation of Fuzzy Rules Involving
Spatial Relations For Computer Vision, dans IEEE International Conference
on Fuzzy Systems, Orlando, 1994, pp. 2014{2019.

A. Rosenfeld et A. C.Kak
presss, New York, 1976.

A. Rosenfeld , Distance Between Fuzzy SetsPattern Recognition Letters, 3
(1985), pp. 229{233.

O. Sarzeaud , Les R§seaux de Neurones : Contribution g une Thgori@uest
Editions, 1995.

M. Schmitt et J. Mattioli

G. Schwarz , Estimating The Dimension of a Model Annals of Statistics, 7
(1978), pp. 461{464.

J. Serra , Image Analysis And Mathematical Morphology Academic Press,
1982.

A. C. Varzi , Parts, Wholes And Part-Whole Relations : The Prospect Of
Mereotopology Data and Knowledge Engineering, 20 (1996), pp. 259{286.

, Digital Picture Processing, vol. 2, Academic

, Morphologie Math§matique Masson, 1994.

L. Vieu , Spatial Representation and Reasoning In Arti cial Intelligence, ch. 1,
dans Spatial and Temporal Reasoning, Kluwer, 1997, pp. 3{40.

182



BIBLIOGRAPHIE

[WANG-97a] X. Wang et J. M. Keller , Fuzzy Surroundednessdans IEEE International

[WANG-99]

[WHIT-90]

[WILL-92]

[WINS-75]

[WOLF-98]
[YAGE-80]

[YAGE-88]

[YAGE-91]

[YAGE-94]

[ZADE-65]
[ZADE-783]

[ZADE-78b]

[ZIMM-83]

[ZIMM-93]

[ZIMM-96]

Conference of Fuzzy Systems, Spain, 1997, pp. 1173{1178.

X. Wang et J. M. Keller , Human-Based Spatial Relationship Generaliza-
tion Through Neural/Fuzzy Approaches Fuzzy Sets and Systems, 101 (1999),
pp. 5{20.

J. Whittaker , Graphical Models in Applied Multivariable Statistics, John
Wiley and Sons, 1990.

W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, et W. T. Vetterling ,
Numerical Recipes : The Art of Scienti ¢ Computing, Cambridge University
Press, Cambridge (UK) and New York, 2M¢ gdition, 1992.

P. H. Winston , The Psychology of Computer VisonMcGraw-Hill, New York,
1975.

S. Wolfram , The Mathematica Book Cambridge university press, 1998.

R. R. Yager , On General Class of Fuzzy ConnectivesFuzzy Sets and Sys-
tems, 4 (1980), pp. 235{242.

R. R. Yager , On Ordered Weighted Averaging Aggregation Operators in Mul-
ticriteria Decisionmaking, IEEE Transactions On Systems, Man and Cyber-
netics, 18 (1988), pp. 183{190.

R. R. Yager , Connectives and Quanti ers in Fuzzy Sets Fuzzy Sets and
Systems, 40 (1991), pp. 39{75.

R. R. Yager , Aggregation Operators and Fuzzy Systems Modelingruzzy Sets
and Systems, 67 (1994), pp. 129{146.

L. A. Zadeh , Fuzzy Sets Information and Control, 8 (1965), pp. 338{353.

L. A. Zadeh , Fuzzy Sets as a Basis for Theory of PossibilityFuzzy Sets and
Systems, 1 (1978), pp. 3{28.

L. A. Zadeh , PRUF - A Meaning Repreentation Language for Natural Lan-
guages International Journal of Man-Machne Studies, 10 (1978), pp. 395{460.

H. J. Zimmermann et P. Zysno , Decision and Evaluations by Hierarchical
Aggregation of Information, Fuzzy Sets and Systems, 10 (1983), pp. 234{260.

K. Zimmermann , Enhancing Qualitative Spatial Reasoning - Combining
Orientation and Distance, dans COSIT, 1993, pp. 69{76.

K. Zimmermann et C. Freksa , Qualitative Spatial Reasoning Using Orien-
tation, Distance, and Path Knowledge Applied Intelligence, 6 (1996), pp. 49{
58.

183



