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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire est consacré a ’application des mé-
thodes de changement d’échelle pour la modélisation du comportement des
milieux poreux non saturés dont la phase solide est constituée d’'un matérieu
élastique linéaire.

Pour cela, on commence par rappeler quelques résultats maintenant clas-
siques concernant 1’homogénéisation des matériaux hétérogenes a compor-
tement élastiques linéaires (chapitre 1). Dans cette partie essentiellement
bibliographique sont également présentées des applications des outils de la
micromécanique aux matériaux poreux sec et saturé.

Pour aborder le cas non saturé, il est essentiel de connaitre la répartition
des phases fluides au sein de ’espace poreux. Les outils permettant de déter-
miner les positions d’équilibre d’une interface capillaire au sein d’un milieu
poreux et d’étudier leur stabilité sont présentés dans le second chapitre du
mémoire en particulier dans le cas ou il existe des échanges de matiére entre
les phases fluides.

On utilise ensuite (chapitre 3) les outils de 'homogénéisation linéaire
«classique »pour aborder le comportement mécanique d’un milieu poreux
saturé par deux phases fluides. Les résultats obtenus sont appliqués pour
estimer les déformations de séchage a contrainte imposée constante en condi-
tion isotherme en tenant compte de 'influence des caractéristiques morpho-
logiques de I’espace poreux et des domaines occupés par les phases fluides.

Dans le quatriéme chapitre, on propose une modélisation du comporte-
ment d’un milieu mésofissuré non saturés prenant en compte le couplage entre
les efforts capillaires et les changements de géométrie des fissures. On montre
sur I’'exemple du séchage que dans le cas ou les fissures sont trés aplaties, la
prise en compte de cette non-linéarité modifie radicalement le comportement
par rapport a celui prévu par un modéle linéaire.

Le mémoire s’achéve avec 'examen du comportement d’un matériau gra-
nulaire non saturé. On utilise pour cela une approche numérique reposant



sur ’hypothése de périodicité du milieu étudié.

[’ensemble des résultats obtenus au cours de ce travail démontre claire-
ment l'intéret qu’il y a a se référer aux phénoménes se déroulant a 1’échelle
des pores ainsi qu’aux propriétés morphologiques des domaines occupés par
chacune des phases pour construire des modéles de comportement pertinents
pour les milieux poreux non saturés.

Mots clés

Homogénéisation, Milieux poreux non saturé, Micromécanique,
Capillarité, Stabilité, Morphologie, Séchage, Non linéarité, Fissure,
Granulaire






Abstract

In this thesis, the modeling of the behaviour of the unsaturated porous
media, whose solid phase is composed of elastic linear material, is studied
in the framework of micromechanics. Firstly, we recall some classical results
on the homogenization of the homogeneous materials in the case where the
macroscopic behaviour of the materials is elastic linear (chaptre 1). This part
concerning essentially the bibliography, we present also the applications of
the micromechanical approach to the drying porous media and the saturated
ones.

In order to study the unsaturated case, it is necessary to know the distri-
bution of the fluids in the porous space. The methods permitting to determine
the equilibrium positions of a capillary interface inside of a porous medium
and to study their stability are presented in the second chapter of this thesis,
particularly in the case where there is no material exchange between the fluid
phases.

Then we use the «classical »linear homogenization approach to study
the mechanic behaviour for a porous medium saturated by two fluid phases
(chapter 3). The results obtained are applied to estimate the drying strains,
in the case where the subjected stress and the temprature remain constant,
with taking into account the influence of the morphology characters of the
porous space and the domains occupied by the fluid phases.

In the fourth chapter, the modeling of the behaviour of a medium contai-
ning unsaturated mesocracks is studied by considering the coupling between
the capillary forces and the geometric changes of the cracks. By an example
of drying, we show that, in the case where the cracks are very flat, the macro-
scopique behaviour accounting for the non-linearity differs significantly from
the results of the linear approach.

The thesis is finished by an examination of a granular material behaviour.
To this end, we use a numerical approach based on the periodic hypothesis
of the materials studied.



All results obtained in this thesis show clearly the importance to take
into account the phenomena existing in the pore scale and the morphologic
properties of the domains occupied by each phase in order to modelize the
behaviour of the unsaturated porous media.

Key words

Homogenization, Unsaturated porous media, Micromechanic,
Capillarity, Stability, Morphology, Drying, Nonlinearity, Crack, Gra-
nular
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Introduction

A Téchelle macroscopique, un milieu poreux est considéré comme la super-
position de plusieurs particules (une par phase) confondues géométriquement
et interagissant entre elles. Ce point de vue a fait la preuve de son efficacité
dans de nombreux domaines (mécanique des sols, géotechnique, exploitation
pétroliére, biomécanique,...) pour lesquels les structures étudiées sont trop
complexes pour qu’il soit possible d’utiliser des théories basées sur une des-
cription compléte des domaines occupés par les différents constituants du
milieu étudié.

A titre d’exemple, la théorie de la consolidation unidimensionnelle des sols
proposée par Terzaghi [68], de méme que la théorie de Biot [6, 7, 8] marquent
des avancées importantes dans la modélisation a 1’échelle macroscopique du
comportement des milieux poreux saturés.

Il n’en reste pas moins vrai que les difficultés inhérentes a ce type d’ap-
proche restent importantes. Ces difficultés s’expliquent en grande partie par
le fait qu'’il est nécessaire de rendre compte du comportement de plusieurs
phases (au moins trois dans le cas non saturé) interagissant entre elles, les
comportements observés étant de plus non linéaires dans de nombreuses si-
tuations |28, 59|. Ceci entraine que méme en recourant a de nombreux essais,
des questions importantes restent encore en attente de réponses pleinement
satisfaisantes.

Afin de donner des réponses a ces questions, une alternative a la méthode
expérimentale est d’utiliser les techniques de changement d’échelle afin d’étu-
dier la structure et les propriétés des lois de comportement macroscopique a
partir d’'une modélisation du matériau a I’échelle microscopique [2, 3, 17, 18|.

En utilisant cette approche, on vise dans cette thése a étudier le com-
portement macroscopique d’un milieu poreux constitué d’une matrice solide
élastique saturé par deux fluides immiscibles. L’accent est mis sur le role dé-
terminant joué par les effets capillaires, phénoméne se déroulant a I’échelle
microscopique, sur la forme du comportement obtenu a I’échelle macrosco-

pique.
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Ce mémoire se compose de cinq chapitres. Au cours du premier chapitre,
on présentera la méthodologie et les caractéres généraux de ’approche d’ho-
mogénéisation pour un matériau élastique linéaire a état initial naturel et a
état initial non-naturel et les méthodes d’estimation classiques. On les mettra
ensuite en ceuvre pour les milieux poreux saturés.

Bien qu’une littérature volumineuse ait été consacrée au probléeme de la
forme et de la stabilité d’un ménisque pour des milieux granulaires, ce pro-
bléme est rarement évoqué pour des mileux poreux. Avant d’aborder le pro-
bléme sur les milieux poreux non saturés, on étudiera alors dans le deuxiéme
chapitre la forme et la position ainsi que la stabilité d’une interface capillaire
a l'intérieur d’un pore a I’état d’équilibre.

Le troisiéme chapitre de ce mémoire sera consacré aux applications de
I’approche micromécanique et de 'approche périodique aux milieux poreux
non saturés. L’accent de ce chapitre sera mis sur 'influence des propriétés
morphologiques des phases fluides sur le comportement macroscopique des
milieux.

Dans le quatriéme chapitre, on s’intéressera au comportement d’un ma-
tériau mésofissuré dans le cas non saturé. L’idée consistera & interpréter la
non linéairité du comportement du matériau non saturé étudié ici par les va-
riations du champ de précontrainte dans les fissures ou par le couplage entre
les efforts capillaires et les changements de géométrie des fissures.

Pour compléter nos études, dans le dernier chapitre, on abordera le pro-
bléme d’homogénéisation périodique des matériaux granulaires non saturés.
Comme dans les chapitres 3 et 4, on s’intéressera dans ce chapitre en par-
ticulier a la modélisation des déformations volumiques occasionnées par la
désaturation des matériaux soumis a une contrainte constante nulle en condi-
tion isoterme.
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Chapitre 1

Homogénéisation des milieux
élastiques linéaires

La méthode d’homogénéisation permet de déterminer le comportement
homogénéisé d’'un matériau élastique linéaire hétérogéne a partir de la des-
cription de ses constituants a 1’échelle microscopique. Dans ce cadre, on
distingue classiquement deux approches : 'approche aléatoire et ’approche
périodique (méthode de développement asymptotique en particulier). La
premiére méthode permet d’obtenir des estimations des coefficients méme
lorsque le matériau n’est pas complétement connu a 1’échelle microscopique
(voir par exemple [9, 67, 71|) tandis que la deuxiéme méthode s’avére par-
ticulierement efficace pour identifier la forme des lois de comportement ma-
croscopique ainsi que leur domaine de validité (voir |2, 3, 10] par exemple).

Dans le cas aléatoire, on différencie trois longueurs caractéristiques : L
de la taille caractéristique de la structure, ¢ de la taille du volume élémen-
taire représentatif (v.e.r) et d de la taille caractéristique des hétérogénéités
du matériau. Pour que ’on puisse recourir aux méthodes de 1’homogénéisa-
tion, ces trois longueurs caractéristiques doivent vérifier les deux conditions
suivantes [71] :

— ¢ < L : condition nécessaire pour pouvoir traiter la structure comme

un milieu continu.

— d < ! : condition nécessaire pour pouvoir caractériser le comportement

du v.e.r par une loi homogene équivalente.
Dans la suite de ce document, L définit ’échelle macroscopique tandis que /¢
définit 1’échelle microscopique.

Quand les conditions de séparation d’échelle sont vérifiées, on peut rem-
placer un matériau hétérogéne par un matériau homogéne équivalent en ap-
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pliquant une méthodologie proposée par Zaoui [71]. On distingue alors les
trois étapes suivantes : I’étape de représentation qui permet de décrire le
matériau a 1’échelle microscopique, I'étape de localisation qui permet d’éta-
blir les relations reliant les grandeurs définies a 1’échelle microscopique aux
grandeurs définies a I’échelle macroscopique, enfin I’étape d’homogénéisation
qui permet de calculer des caractéristiques macroscopiques et d’identifier le
comportement macroscopique a partir des résultats des étapes précédentes,
en recourant & une opération de moyenne.

Dans le cas périodique, I'usage pour I’approche qualitative consiste a choi-
sir une cellule de base de la taille de d. Il n’y a pas, dans ce cas, de volume
élémentaire. La condition de séparation d’échelles se réduit simplement en
d< L.

Pour les deux approches, les relations de localisation sont obtenues a
partir de la résolution d’un probléme posé soit sur le v.e.r (approche micro-
mécanique), soit sur la cellule de base (structure périodique), qui sont alors
considérés comme des structures.

Le premier chapitre de ce mémoire est essentiellement bibliographique.
Dans un premier temps, on présente la méthodologie et les caractéres gé-
néraux de 'approche d’homogénéisation pour un matériau élastique linéaire
a état initial naturel et a état initial non-naturel. L’accent est mis sur les
matériaux a microstructure aléatoire mais la méthode aux structures pé-
riodiques est également rappelée. On applique ces résultats généraux a un
milieu poreux dans le cas sec et dans le cas saturé. On présente ensuite les
méthodes d’estimation classiques permettant de remplacer les informations
manquantes dans les situations ou le matériau n’est pas complétement connu
(pour plupart de matériaux). Puis on les étend au cas d’un milieu poreux.

Dans la suite de ce mémoire, on applique les conventions de notation
suivantes :

— x  tenseur d’ordre un

— x tenseur d’ordre deux

— X tenseur d’ordre quatre
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1.1 Comportement élastique homogénéisé a état
initial naturel

1.1.1 Sollicitation homogéne en déformation

On commence par présenter I’approche micromécanique dans le cas d’un
état initial naturel : contraintes et déformations sont nulles en tout point du
matériau hétérogéne en ’absence de chargement extérieur.

1.1.1.1 Probléme traité

On considére ici une structure constituée d’un matériau élastique linéaire
hétérogéne a état initial naturel. Le comportement de ce matériau s’écrit :

o(z) =C(z):e(x)

(1.1)
e(z) =S (z):0o(z)

avec C(z) : S(z) =1, on o désigne le tenseur des contraintes de Cauchy, € le
tenseur des déformations linéarisé et I le tenseur identité du quatriéme ordre.
Supposant les conditions de séparation des échelles satisfaites, on détaille
maintenant les opérations successives permettant de caractériser le compor-
tement du matériau a 1’échelle macroscopique.

1.1.1.2 Représentation

Pour définir le probléme auxiliaire, il convient tout d’abord de décrire
le v.e.r complétement. Pour cela il est nécessaire d’identifier les différentes
phases du v.e.r, les caractéristiques mécaniques de chacune de ces phases ainsi
que leur comportement. Il est en général impossible d’obtenir une description
aussi compléte du matériau (mis a part peut-étre pour le cas particulier des
structures périodiques). On ne peut donc pas dans la plupart des situations
déterminer complétement et précisément le comportement homogéne équi-
valent. Ce constat explique que 'on ait développé des méthodes d’estimation
applicables dans les situations ol le matériau n’est pas complétement connu.
Dans le cadre de ce travail, on ne s’intéressera pas a cette étape d’identifica-
tion du matériau sans en sous-estimer néanmoins la difficulté.

Dans la suite, on suppose donc que 1’on dispose de toutes les informations
nécessaires pour mener la démarche jusqu’a son terme.
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1.1.1.3 Localisation

On se place dans la situation ot le v.e.r est constitué de diverses phases
parfaitement accolées. Pour établir le lien entre comportement a 1’échelle mi-
croscopique et caractérisation du comportement & 1’échelle macroscopique,
on définit le chargement appliqué au v.e.r & partir des grandeurs macro-
scopiques. Pour cela, on impose par exemple une condition de déplacement
imposé : {(z) = E - z sur le bord 92 du domaine € occupé par le v.e.r, avec
E la déformation macroscopique et & le champ de déplacement a Iéchelle
microscopique, les forces de volumes étant nulles. La sollicitation appliquée
sur €2 s’écrit dans ce cas :

{z)=E-z (092)
(1.2)
dive(z) =0 (02)
Compte tenu de la relation entre déplacement et déformation
1 T
€= §(V§+ V¢) (1.3)

ou V désigne lopérateur de gradient et 7 I'opérateur de transposition, on
montre aisément la relation entre les déformations a 1’échelle macroscopique
et déformations a I’échelle microscopique :

1
E=<e>= @/ﬂs (z)dQ (1.4)

ou < - > désigne l'opérateur de moyenne. Pour un v.e.r occupant le domaine
géométrique €2, la moyenne d’une variable sur €2 est définie par :

<= é/ o(z)d0 (1.5)

Le probléme de structure a résoudre a I’échelle microscopique s’écrit :

o(z) =Clz) : e(z) (2)
dive(z) =0 () (1.6)
{(z)=E-x (092)
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Ce probléme est linéaire et admet une unique solution. Le champ de
déformation € associé au champ de déplacement dépend donc linéairement
de la déformation macroscopique E appliquée. On a donc :

e(z)=A(z): E (1.7)

ou A est un tenseur du quatriéme ordre, appelé tenseur de localisation en
déformation. On montre facilement en reportant (1.7) dans la relation (1.4)
que ce tenseur vérifie :

<A>=I (1.8)

A possede les propriétés de symétrie A;jp = Ajir = Aijig, mais la symétrie
d’indices (ij) et (kl) n’est en général pas satisfaite.

1.1.1.4 Lemme de Hill

Avant de passer a I’étape d’homogénéisation proprement dite, il n’est sans
doute pas inutile de revenir sur le mode de chargement particulier adopté
pour définir le probléme de localisation (1.6).

Pour cela, considérons un champ de contrainte o statiquement admissible
(s.a.) dans le mode de chargement (c’est a dire vérifiant dive = 0 dans Q) et
un champ de déformation € cinématiquement admissible (c.a.) avec E (c¢’est
a dire tel qu'il existe £ vérifiant { = E -z sur 9Q et & = (VE+"VE) sur Q).
On montre facilement que pour un tel couple (o, €), le théoréme des travaux
virtuels s’écrit :

<og:e>=<o>E=<0o><e> (1.9)
On définit alors la contrainte macroscopique ¥ par la relation
Y=<o> (1.10)

En reportant I’équation (1.10) dans (1.9), on obtient la relation suivante :

Vec. a avec B
<og:e>=X%X:FE (1.11)
Vos. a. avecX
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qui assure 1’égalité du travail des efforts intérieurs calculé a ’échelle ma-
croscopique et de la méme grandeur calculée a I’échelle microscopique. Ce
résultat, qui constitue le lemme de Hill, assure la cohérence énergétique du
processus de changement d’échelle.

1.1.1.5 Homogénéisation

La définition de la procédure d’homogénéisation repose sur la connais-
sance des tenseurs de localisation A. Dans le cas de la sollicitation en défor-
mation homogeéne envisagée ici, on peut obtenir le comportement élastique
homogeéne en utilisant les relations (1.7), (1.10) ainsi que la loi de comporte-
ment (1.1) :

Y=<0><C:e>=<C:A:E >
=<C:A> E (1.12)

ce qui s’écrit aussi :
S=C¢" . E avec Cym™ =< C: A > (1.13)

On a donc une loi de comportement homogénéisée élastique linéaire caracté-
risée par le tenseur des modules macroscopique Ci™.

On peut également utiliser une approche énergétique pour résoudre le
probléme d’élasticité posé sur le v.e.r. défini par les équations (1.6). En utili-
sant de nouveau le fait que la solution du probléme (1.6) s’écrit sous la forme
(1.7), on montre que l'on a :

1 1 1
\I!(E):—<E:(C:E>:—<E:TA:(C:A:E>:—E:<TA:(C:A>:E

2 2 2
1
=3B Cpem . E  (1.14)
avec
Cpo™ =<TA:C:A > (1.15)

L’identité des modules Cly™ et C™ s’obtient immédiatement en utilisant
le lemme de Hill. Cette identité permet notamment de montrer la symétrie
par rapport aux couples d’indice (ij) et (kl) du tenseur Ci¥™.
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1.1.2 Sollicitation homogéne en contrainte

On reprend le probléme d’homogénéisation précédent en utilisant un mode
de chargement sur le v.e.r défini a partir du tenseur des contraintes macro-
scopiques. Puisque I’étape de réprésentation ne dépend pas du mode de char-
gement appliqué sur le v.e.r, on reprend la présentation directement a I'étape
de localisation.

1.1.2.1 Localisation

On impose ici la condition & la limite en effort : 79 = X - n sur 91, avec
3 représentant le tenseur des contraintes de Cauchy macroscopique. Dans ce
cas la sollicitation appliquée sur €2 s’écrit :

o(z) n(z)=% n(z) (092)
(1.16)
dive(z) =0 (02)

En utilisant le théoréme de Gauss et le fait que le champ des contraintes
o est autoéquilibré, on établit la relation entre les contraintes a 1’échelle
macroscopique et celles a 1’échelle microscopique :

1
Y=<o>= @/ﬂa(g) 2 (1.17)

En procédant comme pour le cas du chargement en déformation homo-
gene, le probléeme d’élasticité posé sur le v.e.r s’écrit maintenant :

o(z) =Clz) : e(z) ()

dive(z) =0 (02) (1.18)

o(z) n(z)=% n(zx) (092)

On a alors une relation analogue a celle obtenue pour le chargement en dé-
formation homogeéne :

o(z)=B(z): X (1.19)

ou B est appelé tenseur de localisation en contrainte. Il posséde les propriétés
suivantes, analogues & celles de A :
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<B>=1I Bijkl = Bjikl = Bijlk (120)

1.1.2.2 Lemme de Hill

En procédant exactement comme pour le cas du mode de chargement en
déformation homogéne, on montre que pour conserver le méme énoncé du
lemme de Hill que celui donné en (1.11), il est nécessaire de définir le tenseur
des déformations macroscopiques a partir de son équivalent microscopique
par la relation de moyenne :

E=<e> (1.21)

1.1.2.3 Homogénéisation

De maniére analogue, dans le cas ot le chargement est du type contrainte
homogeéne, compte tenu de (1.19), (1.21) et de la loi de comportement (1.1),
on a:

E=<e>>=<S:0>=<S:B:X>
=<S:B>:X (1.22)

ce qui s’écrit encore :
E =Sk".x% avec Skm=<S:B> (1.23)

ol S&™ est le tenseur des complaisances macroscopique.

En utilisant le principe du minimum de I'énergie complémentaire pour le
probléme défini par (1.18) et I’écriture (1.19) pour la solution en contrainte
de ce probléme, on obtient :

1 1 1
\I!*(E):§<0':S:0'>:§<Z:T]B%:S:]B%:2>:§E:<T]B3:S:IBS>:E

1
= 5% Sthom . 33 (1.24)

avec
Shom =< TB:S: B > (1.25)
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On démontre également I'identité des modules S¥™ et S%°™ définis par
(1.23) et (1.25) ainsi que la relation de symétrie :
hom hom
Sy (ijkl) — Sx

(klij) (1.26)

1.1.2.4 Relation entre Ci¥™ et S¥™

Chem (chargement en déformation homogeéne) et S%™ (chargement en con-
trainte homogéne) ne sont pas rigoureusement inverses I'un de l'autre. Si la
condition de séparation des échelles d < £ est satisfaite, on admet que les
deux types de conditions aux limites sont équivalentes. Dans toute la suite
on suppose que cette condition est toujours valable. On simplifie donc les
écritures de Ci™ et S&™ en C'o™ et S"™ avec Chom : Shom =1 |44, 53].

1.1.3 Cas périodique
1.1.3.1 Représentation

On considére une structure occupant le domaine géométrique €2 de fron-
tiere 0€2. Les propriétés mécaniques du milieu constitutif (ici les propriétés
élastiques) évoluent de maniére périodique. La structure 2 peut donc étre
construite a partir de la donnée d’une cellule de base C' se répétant pério-
diquement. On congoit aisément qu’il est suffisant de décrire cette cellule de
base, tant du point de vue géométrique que du point de vue mécanique pour
complétement définir le matériau constitutif de la structure.

1.1.3.2 Localisation

Dans cette situation, le probléme de localisation ne se pose pas sur le v.e.r
(constitué d’un grand nombre de cellules de base) mais sur la cellule de base
elle méme [2].

A une déformation macroscopique imposée E, on associe la sollicitation
appliquée sur la cellule de base C' suivante :

E=E-z+¢ ¢ periodique (0C)
dive =0 (C) (1.27)
o -n anti-périodique (0C)
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On rappelle qu’une grandeur définie sur JC' est dite anti-périodique si elle
prend des valeurs de signe opposé aux points se correspondant par périodicité.

A un champ de déplacement £ c.a. avec E, c’est a dire vérifiant la premiere
relation (1.27), on associe le champ de déformation linéarisé :

e=E+¢ (1.28)

avec € = 5(VE+TVE) et €' = 5(VE + V).

En utilisant la périodicité de §', on montre que le champ de déformation
sur C' vérifie la relation :

<e>=E+<e >=FE (1.29)

1 / , .
puisque < &' >= m § ®ndS = 0, les valeurs de § (respectivement n)
e

étant égales (respectivement de signe contraire) aux points de 9C' se corres-
pondant par périodicité.

De méme un champ de contrainte microscopique o défini sur C' est dit sta-
tiquement admissible, s’il vérifie I’équation d’équilibre sans force de volume
dans C' et la condition d’anti-périodicité du vecteur contrainte sur 0C' (se-
conde et troisiéme relation (1.27)). A un tel champ de contrainte, on associe
le tenseur des contraintes macroscopiques X par la relation de moyenne :

1
S <o @/Qa' (2) A2 (1.30)

Pour ce mode de chargement, le lemme de Hill est également valable [67].
En effet, pour tout le champ de déplacement cinématiquement admissible et
pour tout champ de contrainte statiquement admissible, on a :

<og:e><o0>FE+<oc:e >=%:E (1.31)

avec
<o:e'>=— [ £ -0-ndS= (1.32)

’ . . .
car les valeurs de £ sont identiques aux points de JC se correspondant par
périodicité tandis que les valeurs de o - n sont opposées en ces mémes points.
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Le probléme auxiliaire posé sur la cellule de base d’un matériau périodique
est défini par les équations suivantes :

(0(z) =Clz) : (E+¢€'(z)  (O)
divo(z) =0 (€)
E=E-z+¢ (@) (1.33)
¢ périodique (0C)

| o - n anti-périodique (9C)

Comme pour I'approche micromécanique, la cellule de base étant consti-
tuée d'un matériau élastique linéaire, le probléme auxiliaire (1.33) est linéaire
a état initial naturel et on peut définir un tenseur . du quatriéme ordre tel
que :

e(z) =L(z): E (1.34)

I désigne le tenseur de localisation pour le cas périodique. Il possede les
mémes propriétés que le tenseur de localisation A présenté précédemment.

1.1.3.3 Homogénéisation

En introduisant (1.34) dans la relation (1.31), on obtient une loi de com-
portement macroscopique du méme type que celle obtenue dans les situations
précédentes :

S=C"":E avec C""=<C:L> (1.35)
L’approche énergétique peut aussi étre mise en ceuvre pour résoudre le

probléme auxiliaire (1.33). On obtient alors la définition du tenseur des mo-
dules macroscopiques suivante :

chm =<"L:C:L > (1.36)

Cette définition permet encore une fois de démontrer la symétrie par rapport
au couple d’indice (ij) et (ki) du tenseur C™.
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1.1.4 Matériau poreux sec

On s’intéresse ici a la caractérisation du comportement d’un matériau po-
reux sec par une méthode d’homogénéisation. Compte tenu de ce qui vient
d’étre présenté, seul le cas d’une sollicitation homogéne en déformation est
envisageé, les résultats correspondant aux autres situations se déduisant im-
médiatement de ce qui suit!.

Le matériau poreux sec est constitué d’une phase solide et de pores occu-
pant respectivement les domaines 2, (o = s, p). La phase solide est supposée
constituée d’un matériau élastique linéaire homogéne. Pour des raisons de
simplicité, la frontiére du v.e.r. est supposée n’étre constituée que de la phase
solide?. Le probléme d’élasticité posé sur la phase solide s’écrit :

(o(z) =C; : e(x) ()

dive(z) =0 ()
(1.37)

f(2)=E -z (092)

(0 n=0 (wsp)

ol w,, désigne 'interface entre la phase solide et les pores et n le vecteur
unitaire normal extérieur au domaine €2, le long de wqy,.

Au lieu de résoudre (1.37) directement, on remplace ce probléme par un
probléme d’homogénéisation défini sur le v.e.r par les équations suivantes :

(o(z) =C, : e(z) (o, = s,p)
dive(z) =0 ()
(1.38)
fz)=FE-z (09)
L [e]-n=0 [{=0 (Wep)

ou [f] désigne le saut de la grandeur f sur l'interface solide-pores. Il est

'En fait, on ne peut pas mettre en ceuvre le mode de chargement en contrainte dans le
cas général. En effet, si un pore intersecte la frontiére 912, il n’est pas possible d’imposer
la condition o -n = ¥ - n en ces points.

2Dans le cas général oti la frontiére du v.e.r. n’est pas constituée uniquement de la
phase solide, on peut utiliser des prolongements continus des champs de déplacement pour
généraliser les résultats énoncés ici.
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clair qu'’il suffit de prendre C, — 0 dans le probléme (1.38) pour retrouver le
probléme (1.37).

En procédant ainsi, on obtient la loi du comportement macroscopique
pour le matériau poreux sec considéré, qui s’écrit :

T=C"":E (1.39)

avec
C" =Y fuCa i< A>a=(1-n)C, i< A>, (1.40)

a=s,p

ou f, désigne la fraction volumique du domaine occupé par la phase a;, < - >,
I'opérateur de moyenne sur le domaine occupé par la phase a et f, = n la
porosité.

1.2 Comportement élastique homogénéisé a état
initial non-naturel

Dans la présentation précédente nous avons considéré des comportements
élastiques linéaires a état initial naturel. On va maintenant aborder le cas plus
général du matériau élastique linéaire a état initial non-naturel.

1.2.1 Théoréme de Levin

On se place ici dans la situation ot il existe un champ de déformation ini-
tiale en absence de chargement mécanique (champ de déformation d’origine
thermique par exemple) ou un champ de précontrainte en ’absence de défor-
mation (contraintes résiduelles en plasticité par exemple). Le comportement
a I’échelle microscopique s’écrit dans ce cas :

(a) o(z)=C(z):e(z)+0o”(2)
(1.41)
() e(2z)=S):0o(zx)+e"(2)

Compte tenu de la relation C(z) : S (z) = S (z) : C(z) = I, on obtient
les relations entre les champs de précontrainte et de déformation initiale
suivantes :

of () = —C(z):e¥(z) et €"(2)=-S(x):0o”(2) (1.42)
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(P) (P') (P")

F1G. 1.1 — Décomposition du probléme complet (P) en deux problémes élé-
mentaires (P’) et (P")

On s’intéresse au cas d’un v.e.r constitué d’un matériau élastique linéaire
a précontrainte non nulle (1.41.a). Pour trouver le comportement macrosco-
pique pertinent dans ce cas, on utilise le mode de chargement en déformation
homogéne. Le probléme de localisation a résoudre dans ce cas est alors défini
par les conditions (1.2) et la loi de comportement (1.41.a). On décompose
ce probléme noté (P) en deux problémes plus simples notés respectivement
(P') et (P"). Le premier probléme (P’) correspond au probléme élastique
sans précontrainte. Ce probléme est du type de ceux étudiés au paragraphe
précédent. Le deuxiéme probléme (P") correspond au probléme avec précon-
traintes a déformation macroscopique imposée nulle. Nous avons pour ces
trois problémes les relations suivantes :

(o (2) =0’ (z) + 0" (2) VzeqQ)
dive(z) =dive'(z) =dive”(z) =0 (Vz € Q)

(1.43)
{=¢=E-z ¢=0 (V z € 09)
(<e>=<€e >=F <e">=0

ou o, g, { désignent respectivement les contraintes, les déformations et les
déplacements pour le probléme (P); o', €', {' les méme grandeurs pour le
probléme (P') et o, €", £" celles pour le probleme (P").
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Compte tenu des résultats du paragraphe précédent, on a pour le pro-
bléme (P’)

Y=<' >=<C:e >=<C:A:E>=<C:A>E=C"":E (1.44)
On a donc :
=4+ =C"":E+%" (1.45)

La détermination compléte de la loi de comportement a 1’échelle macrosco-
pique se rameéne donc au calcul de X" =< o >.

D’aprés (1.41.a), la solution en contrainte du probléme (P") s’écrit, :
o'=C:e"+o? (1.46)

Par ailleurs, on sait que le tenseur des déformations € du probléme (P')
est cinématiquement admissible avec le tenseur des déformations macrosco-
pique E tandis que le tenseur des contraintes o” solution du probléme (P")
est statiquement admissible avec ¥”. Le lemme de Hill pour ce couple de
tenseurs s’écrit :

<o':g>=<o"><e>=¥"E (1.47)
D’aprés la relation (1.46), la relation (1.47) s’écrit aussi :
<og":e>=<o?:e >+ <" Cie >=<o?: A>E+<e":0 >
(1.48)
Le champ &” est cinématiquement admissible avec E” = 0 et le champ o’

est statiquement admissible. On applique le lemme de Hill sur le deuxiéme
terme de la relation (1.48). On obtient immédiatement :

<e':o' >=<e"><o' >=0 (1.49)

En comparant les relations (1.47) et (1.48), on montre que la contrainte
macroscopique pour le probléme (P") s’écrit :
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Y =<ol:A>=<TA:0?> (1.50)

Compte tenu des relations (1.44) et (1.50), on obtient la relation a I’échelle
macroscopique pour le probléme initial (P) :

T=Y 4+ =C"":E+<"A:0" > (1.51)

Ce résultat montre que dans la situation a état initial non-naturel le com-
portement homogeéne s’obtient en utilisant directement les résultats obtenus
dans la situation & état initial naturel. En particulier, le tenseur de locali-
sation en déformation joue un role fondamental puisqu’il permet d’établir la
relation entre le précontrainte macroscopique et le champ des précontraintes
microscopiques.

Bien évidemment, pour un matérieu a microstructure périodique a état
initial non-naturel, on montre exactement de la méme fagon que I’on a la loi
de comportement macroscopique :

T=Cm Bt <o’ > (1.52)

De maniére analogue, pour la situation ou il existe un champ de défor-
mation initiale e en I'absence de chargement mécanique, on démontre que
le comportement a I’échelle macroscopique s’écrit :

E=S8'"".% + E* (1.53)

avec
El=<"B: el > (1.54)

1.2.2 Matériau poreux saturé [31]

On considére un v.e.r. de milieu poreux dont la matrice est constituée
d’un matérieu solide élastique linéaire homogéne occupant le domaine €2 et
dont I’espace poreux est saturé par un seul liquide occupant le domaine €.
Pour simplifier, on suppose toujours que la frontiére du v.e.r. est constituée
seulement de particules solides.

Comme on ne s’intéresse ici qu’a la part du comportement liée aux défor-
mations du squelette solide, et non pas aux phénomeénes de transport de la
phase liquide par rapport au squelette, les efforts intérieurs a ’échelle micro-
scopique dans le fluide sont représentés par un champ de pression dans les
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situations homogénéisables [2|. Les forces de volume doivent de plus étre né-
gligeables a cette échelle. Les efforts intérieurs dans la phase solide et la phase
liquide sont décrits respectivement par un champ de contrainte de Cauchy
o(x) dans € et un champ de pression uniforme py. Le probléme d’élasticité
posé sur la phase solide s’écrit dans ce cas :

(o(z) =C : e(2) (€25)
dive(z) =0 (Q5)

{ (1.55)
f(z)=E-x (09)

(on=—pn (wse)

oll wyy désigne 'interface entre la phase solide et la phase liquide.

De nouveau, on remplace (1.55) par un probléme d’homogénéisation pour
un milieu biphasique avec précontrainte :

(0 =C, :e+0, (Qo, 0 = 8, £)
dive(z) =0 ()
(1.56)
fz)=E-z (09)
\ [[O']] "h = 0 [[é]l =0 (wsl)
et on se rameéne au probléme initial en faisant :
C (Qy) 0 (Q5)
Co = o, = (1.57)
0 () —ped ()

ot  désigne le tenseur identité du second ordre.

En utilisant le résultat (1.51) présenté précédemment, compte tenu de
(1.57), on montre qu’a 1’échelle macroscopique le comportement du matériau
poreux saturé considéré ici s’écrit :

S=C"":.E—npy<A>:6=C"".E—- By, (1.58)

avec :
B=n<A>;:6 (1.59)
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ot C"™ e tenseur des modules d’élasticité macroscopique du milieu poreux
dans le cas sec, se calcule par la relation (1.40). B désigne le tenseur de Biot.

Pour déterminer les valeurs du B, compte tenu de (1.40) et de la propriété
(1-n) < A >4 +n < A >,= [, on peut réécrire (1.59) sous la forme suivante :

B=(I-C"":.8%:6 (1.60)

ou S* désigne le tenseur des complaisances élastiques de la phase solide.

Dans le cas d’un matériau poreux constitué d’une phase solide incom-
pressible (S*: d = 0), le tenseur de Biot est donc égal a I'identité du second
ordre. La loi de comportement du matériau s’écrit alors en fonction de la
contrainte effective de Terzaghi [68] :

=% -pd=C"".E (1.61)

ou ¥’ désigne la contrainte effective.

Par ailleurs, on montre que la variation de porosité de ’espace poreux a
’échelle macroscopique pour un milieu poreux saturé s’écrit [51] :
1

on=B:E+ — 1.62
n +Mpe ( )

avec :

1
—=6:5°: (B —néd 1.63
Ny (B~ nd) (1.63)
Dans le cas particulier ou les comportements du milieu homogénéisé et
de la phase solide sont isotropes (modules de compression et cisaillement
macroscopiques k"™ et p ™ modules de compression et cisaillement du
solide k* et p®), (1.58) et (1.62) s’écrivent :

Y= 2/LhomEd + khomtr E 6§ — bped

B (1.64)
on=btr E + <b ksn) Do

ou b, le coefficient de Biot est égal a :
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khom
ks

b=1-— (1.65)

et E, désigne la partie déviatorique de E.

On justifie ainsi la forme des équations de comportement obtenues par
une approche complétement macroscopique dans [6, 26].

1.3 Meéthodes d’estimation classiques pour les
solides hétérogénes

On considére un matériau solide hétérogéne non poreux a N phases (ho-
mogéne par phase). Supposant que les valeurs des tenseurs des modules
d’élasticité microscopiques dans chacune des phases sont connues, on peut
réécrire I’équation (1.13) sous la forme suivante :

N
o =Y [C o A (1.66)
i=1
avec : 1
A= o / Alz)d9 (1.67)
%] Jo,

ou C; désigne le tenseur des modules d’élasticité pour la phase numéro 1,
A; la moyenne du champ des tenseurs de localisation des déformations sur
le domaine occupé par la phase numéro ¢. La détermination des caractéris-
tiques élastiques a l’échelle macroscopique se raméne donc aux calculs des
A;. Dans le cas particulier du matériau biphasique dont les deux phases élas-
tiques linéaires homogénes occupent des domaines géométriquement distincts
parfaitement accolés, il suffit de connaitre la valeur du tenseur de localisation
pour une seule des phases puis d’utiliser la propriété < A >= T pour calculer
la méme valeur pour la seconde phase. De la méme fagon, dans le cas général,
la connaissance de N — 1 valeurs des A; permet le calcul de C'™.

Comme nous 'avons mentionné dans le paragraphe consacré a I'étape de
représentation, il est rare de disposer de toutes les informations nécessaires
pour obtenir précisément le comportement homogéne équivalent a partir des
résultats qui viennent d’étre exposés. On a cependant cherché a obtenir des
estimations des caractéristiques effectives en formulant des hypothéses su-
plémentaires visant a remplacer les informations manquantes |56, 43|. C’est
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I’'objet des méthodes d’estimation classiques présentées dans la suite. Ces
méthodes faisant un large usage de la solution du probléme d’Eshelby, nous
présentons tout d’abord rapidement les principaux résultats de ce probléme
qui donnent la clé de la résolution des problémes de matériaux hétérogenes
et composites. Les détails sont décrits dans [33, 34].

1.3.1 Probléme d’Eshelby

La situation initialement considérée par Eshelby est celle d’'un milieu
infini () élastique homogéne de module Cy, dont un domaine borné (I),
I’« inclusion », subit d’une « déformation libre homogeéne e, ». Le déplace-
ment tend vers zéro a 'infini. Les équations de ce probléme sont les suivantes :

(o(z) =G - e(z) (©2) - (@)
o=GC: (e(z) —es) (D

Q dive(z) =0 (02) (1.68)
€(z) =0 (llz]] = o0)

([e]-n=0 [g=0 (90

Eshelby a montré que, si I'inclusion est de forme ellipsoidale, la déforma-
tion a l'intérieur de I'inclusion est homogéne et vaut :

eleE:sL (169)

ol Sz est un tenseur d’ordre quatre, appelé tenseur d’Eshelby (voir annexe
I), qui dépend de la forme de 'ellipsoide (I), de son orientation et du tenseur
des modules d’élasticité Cy.

L’équation de comportement dans l'inclusion & = Gy : (€ — £1) peut étre
réécrite sous la forme :

oc=Cy:e+1 avec T=-Cy:¢p (1.70)

ou T, appelé tenseur de polarisation, est dii a la précontrainte dans 'inclusion.
Gréace a cette tranformation, on peut réécrire la solution d’Eshelby (1.69) sous
la forme suivante :
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er=-P:7 avec P=Sp:C;'=Sp:Sp (1.71)

ol Sy désigne le tenseur de souplesse du milieu et P le tenseur de Hill.

Ces résultats permettent d’aborder maintenant le probléme de I'inhomo-
généité d’Eshelby. Dans ce cas I'inclusion, constituée d’un matériau élastique
de caractéristiques Cy, occupe un domaine ellipsoidal borné a I'intérieur d’un
milieu infini constitué d’un matériau élastique linéaire de caractéristiques Cy.
Les autres conditions sont les mémes que pour le probléme (1.68). Les équa-
tions de ce probléme s’écrivent alors :

(o(z) = Co : e(z) (©2) — (@)
o(z)=Cr:e(@) +7 (D

{ dive(z) =0 (Q) (1.72)
£(z) =0 (llz]] = o)

([e]-n=0 [d=0 (00

On peut réécrire la relation du comportement de l'inclusion o = C; : e+7
sous la forme :

oc=Cy:e+71 avec T=7+(C;—Cy):e (1.73)

A condition que la polarisation 7’ soit homogéne dans I'inclusion, la so-
lution (1.71) associée & 7' est bien la solution du probléme (1.72). La défor-
mation dans l'inclusion s’écrit dans ce cas :

er=[1+P:(C; —Co)] ' : (-P: 1) (1.74)
On impose maintenant une déformation homogéne a linfini ({ = E - z

quand ||z|| — 00). Les autres conditions sont les mémes que pour le probléme
(1.72). Le probléme s’écrit dans ce cas :
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o(z)=Cr:e(z)+T (T)
Q dive(z) =0 (02) (1.75)
{(z) > E-z (llzll = o0)

([e]-n=0 [=0 (90

Pour résoudre (1.75), il faut juste superposer a la solution du probléme
(1.72) un champ de déformation homogéne en tout point. On montre que
dans ce cas la déformation dans I'inclusion est encore homogéne et vaut :

er=[I+P:(C,—Cy)]':(E-P:T) (1.76)

Dans la situation particuliére ou aucune déformation initiale ou précon-
trainte n’apparait dans l’inclusion et ou le milieu est soumis & une défor-
mation homogéne a l'infini, on obtient alors la déformation homogéne dans
'inclusion en faisant 7 = 0 dans (1.76) :

er=[I+P:(C, —Cy)]™": E (1.77)

Dans le cas particulier d’'un matériau constitué d’une matrice dont le
comportement est élastique linéaire isotrope (de caractéristiques iy, ko) et
une inclusion sphérique dont le comportement est également élastique li-
néaire isotrope (de caractéristiques puy, kr), la solution (1.77) du probléme de
I'inhomogénéité d’Eshelby s’écrit :

1 1

e = E 0; = ) 1.78
! 1+30(/LI—M0) ! ! 1+ Oto(lil—/io) ( )
Ho ko
avec : ; 6 200)
Ko Ko + 2f40
o s 7 1.79
* 7 3ko + 4po & 5(3k0 + 4y10) (1.79)

ol ey et f; désignent respectivement les parties déviatorique et sphérique
du champ de déformation dans I'inclusion sphérique, E; et © désignant res-
pectivement les parties déviatorique et sphérique du champ de déformation
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homogéne appliqué a [’infini. On remarque que la taille de la sphére n’inter-
vient pas dans le résultat.

La solution du probléme de 'inhomogénéité d’Eshelby fournit un outil trés
efficace permettant de construire différentes estimations des modules homo-
généisés. Il reste cependant a choisir un bon schéma d’estimation permettant
de rendre compte du mieux possible des caractéristiques morphologiques du
v.e.r. On présente maintenant trois schémas classiques.

1.3.2 Schéma dilué

On considére un matériau constitué d’une matrice (phase ¢ = 1) entourant
des hétérogénéités (phase i = 2, N) de formes et orientations différentes
(toutes les phases ont un comportement élastique linéaire homogéne). On
suppose que la concentration en hétérogénéités est suffisament faible pour
qu’il soit légitime de négliger les interactions entre hétérogénéités. On propose
alors d’estimer la moyenne de la déformation dans chaque inclusion par celle
qui s’établit dans une inhomogénéité de matériau (i) inclues dans une matrice
de matériau (1) soumise a l'infini & la déformation macroscopique E. En
utilisant (1.77), on écrit alors :

<e>R=[M+P:(C-C)] ' E (1.80)

La moyenne du tenseur de localisation de la phase i est alors donnée par :

A =I+P:(C-C)" (1.81)

D’aprés la relation (1.8), la moyenne du tenseur de localisation dans la
phase 1 s’écrit directement :

A= fi (]1 _ zN:fZ-[]I 4P, (C — <c1)11> (1.82)

ou f; désigne la fraction volumique de la phase 1.

On obtient I’estimation des modules d’élasticité C*™ en reportant (1.81)
et (1.82) dans la relation (1.13) :

N
Chm =Ci+ Y filCi—C):[I+P;: (C—Cy)™! (1.83)

=2
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Dans le cas particulier ou les matériaux de la matrice et des hétérogeé-
néités sont isotropes et ot les hétérogénéités sont sphériques, on obtient une
estimation des caractéristiques macroscopiques du matériau également iso-
trope. Si de plus les hétérogénéités sont toutes constituées du méme matériau
(isotrope de caractéristique ks, p2), on obtient les estimations suivantes pour
les deux coefficients d’élasticité macroscopiques :

ks — Ky
fhom =k (1 +
1( I + oy (ks —k1)>

(1.84)
hom — 1 + H2 — 1 >
s Ml( f2M1+51(M2—M1)
avec :
3I€1 6(l€1 + 2#1)
= = — 1.85
Y SV fi 5(3k1 + 4 (1.85)

Le schéma dilué donne de bonnes estimations si la concentration ne dé-
passe pas la dizaine de pour cent [66]. On montre d’autre part que le tenseur
de modules d’élasticité macroscopique estimé vérifie les propriétés classiques
d’un module d’élasticité dans toutes les situations [4].

1.3.3 Schéma de Mori-Tanaka

On considére de nouveau un matériau constitué d’inclusions homogénes
(phase i = 2, N) noyées dans une matrice continue homogéne (phase i = 1).
Afin de rendre compte des interactions entre particules, on estime maintenant
la moyenne de la déformation dans les hétérogénéités par celle qui s’établit
dans une inclusion de méme forme et de mémes caractéristiques élastiques
inclure dans une matrice de matériau (1) soumise a I'infini a la moyenne de
la déformation dans la matrice (E)).

En utilisant (1.77) la déformation moyenne dans la phase (i) s’écrit main-
tenant :
<E€ >?;)t: []I"— ]P)z : ((Cz — (Cl)]il : EU (186)
Celle de la matrice s’écrit évidemment :
<e>i=E, (1.87)
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E\ est déterminé par la condition < € >= E.

Les moyennes du tenseur de localisation de la phase (1) et de la phase (i)
s’écrivent respectivement :

A = [ AL I+ P : (G — C)]
(f +;“ e ) ) (1.88)

A,L' = []I—F]P)Z : (Cz —Cl)]fl : Al

Dans le cas d’un matériau biphasé, reportant (1.88) dans la relation
(1.13), on obtient l’estimation de Mori-Tanaka du tenseur des modules d’élas-
ticité homogénéisés :

Cigt = G- (1~ f)(€~C) ¢ (1~ I+ I+ : (G -C)] ) (1.89)

En développant la relation (1.89) en f, quand f, tend vers zéro, on re-
trouve la relation (1.83) du schéma dilué au premier ordre en f.

Considérant de nouveau le cas particulier d’'un milieu constitué d’une
matrice isotrope et d’inclusions sphériques également isotropes, on obtient les
estimations suivantes des coefficients homogénéisés (le matériau est encore
isotrope a 1’échelle macroscopique) :

ky — ky
. )
! f2k1+a1(1—f2)(k2—k1)

(1.90)

hom __ H2 — [
S “1<“f2u1 +Bi(1— o) (i —m)

Le schéma de Mori-Tanaka permet de rendre compte de l’existence de
phases inclusionnaires sur une large gamme de fraction volumique facilement
et de fagon cohérente. Néanmoins il est convient de garder a ’esprit que les
résultats obtenus dans ce cadre peuvent poser des problémes. Par exemple,
les estimations de C"™ obtenues dans le cadre du schéma de Mori-Tanaka
ne vérifient pas les relations de symétrie classiques dans tous les cas [66]. Ce-
pendant si toutes les inclusions sont de méme forme et de méme orientation,

la relation Cho™ = Chom est, vérifiée.
ijkl klij
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1.3.4 Schéma autocohérent

Les deux schémas présentés précédemment sont bien adaptés pour des
matériaux constitués d’une matrice continue et d’hétérogénéités. Le schéma
autocohérent permet d’aborder les situations ou aucune phase continue ne
peut étre identifiée. e matériau est constitué dans ce cas de grains ou d’hé-
térogénéités accolés les uns aux autres. Dans ce cas, on suppose que chaque
grain est entouré par toutes les autres phases et donc par le milieu moyen
homogénéisé. La déformation dans le milieu moyen loin du grain est notée
E,. La déformation moyenne dans le grain ¢ s’écrit alors :

<e>{=[I+P,: (C;—C"")]": E (1.91)

Comme pour le schéma de Mori-Tanaka, la valeur de la déformation E| est
déterminé par la condition < € >= F.

Dans le cas particulier ou tous les inhomogénéités ellipsoidales sont de
méme forme et de méme orientation, on trouve E = E; et P, = P,|71].
L’estimation des tenseurs de localisation, déduite de (1.91), s’écrit :

A= [[+P, : (G — Com)]! (1.92)

Supposons de plus que le matériau hétérogéne est de nouveau constitué
seulement de deux phases (i=1,2). En reportant (1.92) dans la relation (1.13),
'estimation de C"™ dans ce cas s’obtient en résolvant 1’équation suivante :

Zogz = f1C1 . []I—HP)h : (Cl Chom)]_1+f2C2 . []I—thi ((Cz hom)] ! (1 93)

Pour un matériau constitué des grains sphériques dont chaque matériau
est homogéne isotrope, I’équation tensorielle (1.93) se simplifie en deux équa-
tions scalaires :

hom hom
fl kl k.k k.hom+f2 k2 kk khom =0
1 2 =
1 + OéhW 1 + OéhW
) ) (1.94)
i 241 ,U_ Mhom s M2 M_ Hhom 0
1 + Bh hom 1 + Bh hom
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avec :

B 3khom B B 6(khom+2uhom)
o 3khom _|_4luhom h — 5(3khom _|_4luhom)

(1.95)

Qp

1.4 Application aux milieux poreux saturés

Afin d’identifier le comportement macroscopique d’un milieu poreux sa-
turé, il est nécessaire de déterminer C*™ qui caractérise en fait le comporte-
ment élastique du milieu poreux sec, le tenseur de Biot B ainsi que le module
de Biot M. Compte tenu des relations (1.60) et (1.63), la détermination du
tenseur de Biot B et le module de Biot M se résume au calcul de C™.
Pour cela, on peut utiliser les méthodes d’estimations classique présentées
ci-dessus en les étendant au cas d’un milieu poreux.

On considére un milieu dont les pores sont classés en IN classes, les pores
appartenant a chacune de ces classes étant caractérisés par une forme et une
orientation. La fraction volumique du domaine occupé par chaque type de
pores est notée f; (i = 1,N). Pour un tel milieu, en utilisant la propriété
< A >=T, C"™ défini par la relation (1.40) s’écrit alors :

N
Cm =C (- fily) (1.96)
=1

Afin de déterminer le tenseur C*™, on cherche & estimer la moyenne du
tenseur de localisation A; de chaque classe de pores qui dépend du tenseur
des modules d’élasticité du solide C* ainsi que de la forme et de ’orientation
des pores.

1.4.1 Pore ellipsoidal ou sphérique

Revenant au procédé de calcul indiqué plus haut, on voit que la valeur
des tenseurs de localisation A; pour le milieu poreux s’obtient par passage a
la limite & partir d'un probléme d’homogénéisation pour un matériau solide
hétérogene.

Si on se référe aux méthodes « classiques » d’homogénéisation [71] on
la moyenne du tenseur de localisation par phase est estimée en utilisant la
déformation uniforme qui s’établit dans une hétérogénéité ellipsoidale noyée
dans un milieu infini lorsqu’une sollicitation en déformation homogeéne est
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appliquée a l'infini, cette facon de procéder ne pose pas de probléme parti-
culier.

En effet, la déformation homogéne s’établissant dans I’hétérogénéité est
connue dans un certain nombre de situation de facon analytique. Il suffit
donc de calculer la limite de ’estimation du tenseur de localisation utilisée
dans la situation du matériau solide hétérogéne pour produire des résultats
adaptés a la situation du matériau poreux dont les pores sont ellipsoidaux ou
sphériques. De ce fait en faisant C; = 0 dans la relation (1.77), on obtient :

er=I1-P:Cy) '":E=(1-Sp) ': E (1.97)

Pour le schéma dilué la déformation a I’infini pour le probléme auxiliaire
étant la méme que celle du v.e.r a ’échelle macroscopique, compte tenu de
(1.81) le tenseur de localisation du pore (phase i) est donné par :

A =I-S)! (1.98)

Le tenseur d’élasticité macroscopique s’écrit donc :

chom = . (]1 =) fil- Sg)1> (1.99)

Dans le cas particulier ol I’espace poreux est constitué de pores sphériques
noyés dans une matrice homogeéne isotrope, en faisant ko, = 0 et uy, = 0 dans
la relation (1.84), on obtient :

3]471 + 4,U/1 15]€1 + 20/14)
Ehom — k(1 — f——= hom 1— fo———="") (1.100
1( fo 0, > M M1< fo Oy + 8/ ( )

Pour le schéma de Mori-Tanaka, compte tenu de la relation (1.88), la
moyenne du tenseur de localisation de la phase 7 s’écrit :

Ay =({I-Sy)™": ((1 —m)I+ > fil- SiE)1> (1.101)

Le tenseur d’élasticité macroscopique s’écrit alors :
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=1

crom = s (1= f1—s4) " ((1 —n)l+ Y fi(l- SE)*)
= (1.102)

En appliquant le schéma de Mori-Tanaka au cas particulier ci-dessus, compte
tenu de la relation (1.90) avec ky = 0 et pp = 0, on a immédiatement les deux
coefficients d’élasticité isotrope macroscopique :

3I€1 + 4/1,1 >
khom =y (1 — fogr——
! ( f2 3f2]€1 + 4”1
(1.103)
hom __ <1 _ f 15]{;1 + 20,“/1 )
g = 2(9+ 6f2)k1 + (8 + 12f2) 1

Enfin, pour le schéma autocohérent et dans le cas ou il n’existe qu'une
classe de pores ellipsoidaux (i = 1), en faisant C; = 0 dans la relation (1.92),
on obtient ’estimation de la moyenne du tenseur de localisation pour la phase
poreuse suivante :

Ay =[I-P,: C"]"! (1.104)

Pour un matériau poreux a pores sphériques et a matrice homogéne iso-
trope, en faisant £y = 0 et puy = 0 dans les deux équations (1.94), on obtient
pour le module de compressibilité macroscopique :

A1 — fo)kypom
hom — 11
g 3 faky + 4phom (1.105)

ol ™ est la solution de I’équation du second degré suivante :

8™ — (8 = 20fo)pn — (9 = Bf2)k )™ — (9 — 18f)kyyn =0 (1.106)

A titre d’application, en utilisant les trois schémas présentés ci-dessus, on
calcule les estimations du coefficient de Biot b et du module de Biot M pour
un matériau poreux a pores sphériques et a matrice solide homogene isotrope
(E =1,v = 0.4). Les résultats sont représentés sur |Fig.1.2| et [Fig.1.3].
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On remarque que les solutions de ces trois schémas sont trés proches pour
les faibles porosités. Pour le schéma autocohérent, ’estimation des modules
macroscopiques k"™ et p°™ s’annule (coefficient de Biot b = 1) pour une
porosité égale & 50%. Cet état correspond au seuil de percolation. Dans ce
cas, le milieu poreux n’a aucune résistance losque ’on le déforme.

1.4.2 Pores d’autre forme

Dans le cas général I'estimation de la moyenne du tenseur de localisation
par phase est plus difficile. Tout d’abord la déformation s’établissant dans
I’hétérogénéité n’est pas uniforme. On ne peut pas estimer < € >; en utilisant
la valeur de la déformation homogéne du cas précédent [33, 34]. En outre,
faute de solution analytique on ne peut pas calculer A; par passage a la limite.
Dans ce cas on peut avoir recourt & une méthode numérique pour estimer
ces deux grandeurs.

Pour cela, on pose un probléme auxiliaire en considérant une structure
constituée d’un pore (classe i) immergé dans un milieu solide élastique ho-
mogéne soumis a un chargement en déformation homogéne E* & 'infini. On
utilise un prolongement continu du champ de déplacement dans le pore pour
calculer la moyenne de la déformation dans celui-ci. Compte tenu de la li-
néarité du probléme considéré, le champ de déformation dans le pore dépend
linéairement du tenseur des déformations E* appliqué. On a donc :

gi(x) =A(z): B*  (Vz e (1.107)

ou Af désigne un tenseur du quatriéme ordre, possédant la propriété de sy-
métrie :

(A7 )ijrr = (A7) jire = (A7) ijie (1.108)

En prenant la moyenne de la relation (1.107), on obtient :
<e>=A ' E* (1.109)
Pour estimer C"™, on a besoin uniquement des A pour chaque classe

de pores dont la valeur peut étre calculée grace a la relation (1.109). II suffit
donc de connaitre la moyenne de la déformation dans le pore pour calculer
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en pratique le tenseur A} en considérant les différents chargements en défor-
mation homogéne. Par ailleurs, en utilisant la définition de la déformation et
le théoréme de Gauss on montre la relation suivante :

1

<€>i=———r
RS TTOT

/ E®n+E®n)dS (1.110)
o0

oti la présence du signe moins s’explique par le fait que I’on a considéré ici que
n est le vecteur normal unitaire extérieur au domaine occupé par le solide.

7

‘soHde /féé;

F1G. 1.4 — Vecteur normal au solide

On remarque que dans la relation (1.110) la déformation moyenne dans le
pore ne dépend que des déplacements au bord du pore. Le choix particulier
du prolongement du champ de déplacement a I'intérieur du pore n’intervient
donc pas dans le calcul effectif de (1.109). La définition de < € >; a bien un
sens.

On dispose alors d’un outil pour étendre les résultats pour les milieux
solides hétérogénes aux milieux poreux secs. Le calcul de la déformation
moyenne dans le pore se raméne donc au calcul de la relation (1.110), qui ne
fait intervenir que le champ de déplacement a la frontiére du pore. Le calcul
de cette grandeur par une méthode numérique se pose aucun probléme dans
le cas général.

Grace a la propriété de linéarité, supposant connu le tenseur A’ on peut
maintenant utiliser les schémas d’estimation classiques (schéma dilué, schéma
de Mori-Tanaka, schéma autocohérent, etc.) en fonction de la morphologie
du milieu (porosité, forme et orientation des pores) pour déterminer C*™.

On retrouve le schéma dilué dans le cas ou la déformation appliquée
a l'infini (E*) pour le probléme auxiliaire est prise égale a la déformation
macroscopique du v.e.r (E). Dans ce cas, pour chacune des classes de pores
I’estimation de la moyenne du tenseur de localisation est directement donnée

par A’.
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Par contre, pour le schéma de Mori-Tanaka la déformation appliquée a
I'infini (E*) pour le probléme auxiliaire est différente de la déformation ma-
croscopique du v.e.r (E). Dans le cas ou il y a une seule classe de pores
(¢ = 1), en remplacant E* par E, on obtient la moyenne du tenseur de
localisation A, :

A=A (1 fi)l+ fi] (1.111)

Enfin, pour le schéma autocohérent, on s’intéresse ici & un milieu po-
reux simple biphasique. Par rapport au schéma dilué et au schéma de Mori-
Tanaka, les calculs numériques pour le schéma autocohérent sont plus compli-
qués, puisque dans ce cas un pore est immergé dans un milieu moyen inconnu
a priori. Pour cela, il est indispensable d’utiliser des algorithmes itératifs lors
des calculs numériques pour obtenir ’estimation autocohérente de Ch™ [9].

On utilise I'algorithme du point fixe dans nos études. Le principe de
de cette approche consiste a construire des approximations successives (C?g)m

d’une solution a partir d’une valeur initiale C?(;’)m par application de la relation

2 * N ~ o, . .
de récurrence CT,) = C"™" (Ci3"). Le critére d’arrét du processus itératif
porte sur la norme de 'écart de deux valeurs successives. Afin de limiter le
nombre d’itérations, il convient de prendre une valeur initiale proche de la

solution, par exemple la demi-somme des bornes de Voigt et Reuss classique.

1.4.3 Mise en ceuvre numérique

Les calculs présentés ici ont été effectués avec le code d’élément finis
CASTEM 2000. Ce logiciel permet en particulier de calculer les moyennes
des contraintes < o > et des déformations < € > du probléme auxiliaire
posé. A partir de la moyenne de la déformation < € >, on peut déterminer la
moyenne du tenseur de localisation A par phase, puis le tenseur des modules
d’élasticité macroscopique C"™ par la méthode d’estimation.

Dans le cas général le tenseur AJ s’exprime a I'aide de 36 coefficients in-
dépendants d’aprés les propriétés de symétrie indiquées. Pour déterminer ses
coefficients on peut considérer successivement les six chargements en défor-
mation homogéne suivants :

E§:§y®§y E§:§z®§x+§x®§z
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Chacun de ces chargements permet d’obtenir six coefficients du tenseur Aj
en calculant les composantes de la déformation moyenne < g, >,, < €,y >p,
< €4y >p, < Ey >py < Eyy >p et < €4, >, dans le pore.

On étudie dans la suite tout d’abord I'influence des parametres de maillage
et I'extension du milieu infini du probléme auxiliaire sur la précision des so-
lutions numériques. Ensuite les schémas d’estimations sont mis en ceuvre
numériquement pour des formes de pores sphérique et ellipsoidale. On peut
ainsi vérifier la précision des solutions numériques par rapport aux solutions
analytiques.

1.4.3.1 Approximation numérique

Il est bien connu que les solutions numériques s’accompagnent toujours
d’approximations. La premiére source d’erreurs est due a la discrétisation
du probléme, controlée par les paramétres du maillage (finesse du maillage,
type d’éléments utilisés, etc.). La seconde source d’erreurs provient ici du
fait que I'on ne peut pas complétement tenir compte de 'extension infinie du
domaine considéré pour les problémes auxiliaires lorsque 'on utilise les sché-
mas d’estimation pour évaluer les caractéristiques des matériaux hétérogenes
a ’échelle macroscopique. Dans [9], ces deux sources d’approximation numé-
rique ont été examinées pour des matériaux hétérogénes inclusionnaires. Ici
on s’intéresse a des matériaux poreux pour lesquels le champ de déplacement
dans le pore n’est pas défini. Ici on utilise la relation (1.110) pour calculer
la déformation moyenne dans le pore associée a un champ de déplacement
défini uniquement sur le domaine occupé par la phase solide.

Influence des paramétres de maillage

Pour maitriser la précision des résultats numériques, on examine tout
d’abord l'effet des paramétres de maillage. En effet, s’il est possible d’uti-
liser des maillages trés raffinés dans le cas de problémes bidimensionnels,
les calculs deviennent trés rapidement trés lourds lorsque 1'on s’intéresse a
des situation tridimensionnelles. Il est donc souhaitable d’utiliser une finesse
de maillages juste suffisante pour assurer simultanément une précision des
calculs satisfaisante et des temps des calculs raisonnables.

L’étude a été réalisée sur une structure dont la phase solide est constituée
d’un matériau élastique isotrope linéaire (de caractéristiques F = 1,v = 0.2)
de pores de forme sphérique. Evidemment pour le matériau homogénéisé
dans ce cas le comportement est élastique linéaire isotrope. Pour chercher la
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Fi1G. 1.5 — Maillage du probléme de pore sphérique (maillage grossier : 40
¢éléments-147 noeuds ; maillage fin : 160 éléments-533 nceuds)

solution approchée du probléme auxiliaire, on assimile le domaine infini & une
sphére de rayon important vis a vis de la taille de I’hétérogénéité. Le choix
de cette géométrie permet de se ramener a des problémes bidimensionnels
axisymétriques si les chargements appliqués présentent les mémes propriétés
de symétrie. Les calculs sont réalisés a I’aide d’éléments quadratiques a huit
nceuds.

Sur la figure [Fig.1.5], on a représenté deux maillages différents corres-
pondant & deux finesses différentes. Le nombre de noeuds ainsi que le nombre
d’éléments sont précisés pour les deux cas. La porosité du matériau est prise
égale & 10%. Pour calculer le module de compressibilité macroscopique k"™,
le chargement en déformation homogéne E* = ¢, Q@ e, + €9 Q €y + €, R €,
est imposé a 'infini. Afin de déterminer le module de cisaillement macrosco-
pique, on applique le chargement en déformation homogéne E* = —e, e, —
eg®ep+2e, e, pour lequel la partie sphérique du tenseur des déformations
homogeénes est nulle. Ces deux types de chargement vérifient la condition
d’axisymétrie.

Ici on ne s’intéresse qu’au comportement en cisaillement. Comme indi-
qué ci-dessus, en utilisant un prolongement continu des déplacements dans
le pore, compte tenu des relations (1.109) et (1.110), on montre que la com-
posante du tenseur AJ concernant le module de cisaillement, notée A, dans
ce cas s’écrit :

1
A =—- <€, >=

L= €, -n.dS (1.112)

2|9, 09,

Par souci de simplicité, on ne présente que les résultats du schéma di-
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lué ici. En utilisant la relation (1.96), on obtient ’estimation numérique du
module de cisaillement macroscopique dans ce cas :

PN = ps(1 = fAy) (1.113)

La solution analytique et les résultats numériques d’estimation du module
de cisaillement macroscopique sont les suivants : p™ = 0.3333, uhom =
0.33467 (maillage grossier) et pt™ = (0.33463 (maillage fin). Les résultats
montrent que I'influence de la finesse de maillage sur la précision des calculs
est peu importante. Il est donc inutile d’utiliser des maillages trés fins pour
obtenir une solution précise, du moins tant que la valeur du coefficient de
Poisson n’approche pas 0.5. Dans ce cas, il convient d’utiliser des éléments
spécifiques.

Extension du milieu infini

0.36

0.355

0.35 |

0.345

0.34

Module de cisaillement

0.335

0.33

Fi1G. 1.6 — Influence de 'extension du milieu infini - Pore sphérique (£ =
L,v=0.2,f,=0.1)

La deuxiéme source d’erreur pouvant affecter la précision des résultats
numeériques est I’approximation du domaine illimité a considérer pour le pro-
bléme auxiliaire par un domaine fini. En effet, les méthodes d’estimation
classiques utilisent la solution d’un probléme auxiliaire considérant une hété-
rogénéité inclue dans un milieu d’extension infinie. On impose le chargement
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M) .

X(y)

FiG. 1.7 — Profil du pore F1G. 1.8 — Maillage du probléme auxi-
liaire

a l'infini soit en déformation homogéne soit en contrainte homogeéne. Mais
en ayant recours a une méthode du type éléments finis, on peut seulement
prendre en compte une partie du milieu au lieu d’un milieu d’extension in-
finie. Pour cette raison il est nécessaire de chercher une extension minimale
permettant d’obtenir une approximation satisfaisante.

On utilise le méme exemple que précédemment. Sur la [Fig.1.6], on a re-
présenté 1’évolution du module de cisaillement homogénéisé en fonction de
I’extension du domaine maillé pour le probléme auxiliaire. Au travers des
courbes obtenues, on note que les résultats numériques d’estimation sont
trés proches des solutions analytiques lorsque la taille du domaine maillé at-
teint cinq fois le rayon du pore. Il n’est donc pas nécessaire de considérer un
domaine d’extension trés grande pour rendre compte correctement des inter-
actions entre le milieu infini et le pore. Pour obtenir les résultats présentés
dans la suite, on a considéré des domaines dont la taille caractéristique était
cing fois plus grande que celle du pore.

1.4.3.2 Exemples d’application a des pores d’autre forme

On étudie maintenant un milieu poreux dont le profil des pores de révo-
lution d’axe Oz est un losange (rapport de forme H/L = 0.3) [Fig.1.7]. Pour
simplifier le probléme, on suppose que tous les pores sont de méme forme
et de méme orientation. Les valeurs des caractéristiques de la matrice solide
élastique isotrope sont : F = 1, v = 0.2. Sous ces hypothéses le comportement
du matériau homogénéisé est élastique linéaire isotrope transverse. Il est dans
ce cas impossible d’obtenir toutes les caractéristiques d’estimation a partir
de calculs bidimensionnels. On recourt donc & des calculs tridimensionnels.
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F1G. 1.9 — Modules de cisaillement longitudinal et transversal

La |Fig.1.8] représente le maillage de la structure du probléme auxiliaire.
Des éléments cubiques & 20 nceuds sont utilisés ici. On ne s’intéresse ici qu’aux
valeurs du module de cisaillement longitudinal et du module de cisaillement
transversal. Pour cela, deux chargements en déformation homogéne sont im-
posés, respectivement : E] =€, ® e, + e, Q¢, et B =e, @ ¢y + e, ® €.

Les résultats d’estimation numériques pour le schéma dilué et le schéma
de Mori-Tanaka sont présentés sur la [Fig.1.9]. Dans cette étude on n’a pas
mis en ceuvre le schéma autocohérent, les calculs tridimensionnels devenant
trop lourds lorsque ’on met en ceuvre les algorithmes itératifs.

On remarque que les deux estimations admettent le méme tangente pour
les faibles porosités et que le domaine de validité de ’estimation obtenue par
le schéma dilué est trés limité. En fait, lorsque la porosité est supérieure a
23%, le schéma dilué n’est plus valable dans ce cas.
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1.5 Annexe : Coefficients du tenseur d’Eshelby

La situation initialement considérée par Eshelby est celle d'un milieu
infini () élastique homogéne de module Cy, dont un domaine borné (I),
I’« inclusion », subit d’une « déformation libre homogéne g; ». Le déplace-
ment tend vers zéro a l'infini. Eshelby a montré que, si l'inclusion est de
forme ellipsoidale, la déformation a l'intérieur de 'inclusion est homogéne et
vaut :

eleE:sL (1114)

ol Sg est un tenseur d’ordre quatre, appelé tenseur d’Eshelby, qui dépend
de la forme de Dellipsoide (I), de son orientation et du tenseur des modules
d’élasticité C,.

Considérons une inclusion ellipsoidale des rayons a,b et ¢ suivant les axes
X, y et z. Compte tenu de la symétrie de I’ellipsoide, le tenseur d’Eshelby a
les propriétés suivantes :

75E :SE :SE

ilmn limn ilnm

E E
~ Milmn 7£ Smnil

— SEL,, SE.., SEL, Shhys... sont égaux a zéro (il n’y a pas de couplage
entre extension et cisaillement).

Dans le cas ot le comportement de la phase solide est isotrope, les coefficients
du tenseur d’Eshelby s’écrivent :

St = Qa*l,, + RI,
Sfiae = QW 1y — R, (1.115)

1 1
SFZIZ = §Q(a2 + b2)lab + iR(Ia + Ib)

3 1—2v
onQ=—>2>_R= -
@ 8n(1 —v) 8r(1 —v)
ont des expressions simples pour des formes particuliéres.

. I; et I;; sont les intégrales elliptiques qui

Pour un cas particulier ou I'inclusion est sphéroide (a = b > ¢), les coef-
ficients du tenseur d’Eshelby se calculent en utilisant les relations suivantes :
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Chapitre 2

Capillarité dans un milieu poreux

Il est bien connu que lorsque ’on introduit un petit volume de liquide
mouillant entre deux surfaces solides proches I'une de 'autre, le liquide forme
un ménisque capillaire autour du point de contact ou de la ligne de plus pe-
tite distance entre les deux surfaces. De nombreuses études ont été consacrées
aux caractéristiques géométriques et mécaniques de ces systémes, en parti-
culier dans le cas bidimensionnel et dans le cas axisymétrique. Ainsi, les
configurations d’équilibre d’un ménisque localisé au point de contact entre
deux sphéres ainsi que la stabilité de ces configurations ont été étudiées
dans |27, 63]. Le méme probléme a été traité dans le cas de deux cylindres
en contact [11, 62|, ou de deux surfaces planes, paralléles ou non [24, 39, 48|.

Ces travaux ont permis de montrer que la forme et la position du do-
maine géométrique occupé par la phase mouillante étaient régies par la loi
de Laplace et par les phénomeénes de mouillage le long de la ligne de contact
entre l'interface séparant les domaines occupés par les fluides et les surfaces
solides. De la méme fagon, la distribution de deux fluides immiscibles au sein
d’un espace poreux est pilotée par les deux mémes phénomeénes.

On s’intéresse donc ici au probléme de la détermination de la forme et de
la position d’une interface capillaire au sein d’un espace poreux indéformable.
Pour cela, on rappelle tout d’abord les équations du probléme (équation de
Laplace et équation de Dupré). On donne ensuite les résultats permettant
d’étudier la stabilité des solutions dans le cas ou l'on introduit un volume
donné de liquide non volatile au sein du milieu poreux (on travaille alors a
volume imposé) puis dans le cas ou la pression est imposée.

On s’intéresse ensuite a la résolution de ce probléme dans le cas axisymé-
trique. I a été notamment montré que sous cette hypothése, le profil radial
du domaine occupé par le pont liquide reliant deux surfaces solides pouvait
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étre approximé par un arc de cercle, en particulier dans les situations ou
les forces de pesanteur sont négligeables par rapport aux forces capillaires
(approximation toroidale) |37, 52]. En utilisant les résultats obtenus en ré-
solvant numériquement les équations exactes du probléme, on montre que
I’approximation toroidale est encore valable dans le cas de pore possédant la
symétrie de révolution.

2.1 Stabilité d’une interface capillaire

On s’intéresse ici au probléme général de la stabilité des configurations
d’équilibre d’une interface capillaire séparant deux fluides immiscibles au
repos a l'intérieur d’un milieu poreux indéformable.

2.1.1 Equation du probléme
2.1.1.1 Equation de Young-Laplace

On considére une interface capillaire occupant la surface w de frontiére
Ow. Il est bien connu que la forme de la surface w séparant des fluides au
repos obéit a la loi de Young-Laplace [49, 70|, qui relie la différence des
pressions régnant dans les deux fluides, a la valeur de la tension de surface
dans l'interface et a la courbure locale de cette interface.

On montre que ’équation de Young-laplace correspond a I’équation d’équi-
libre de I'interface capillaire considérée comme une membrane dont les efforts
intérieurs sont de la forme [17] :

n(z) =70rne (Vzecw) (2.1)

ou n(x) désigne le tenseur des contraintes de membrane dans w, 7 la valeur
de la tension de surface, fonction uniquement de la nature des fluides séparés
par l'interface et de la température et d7, () le tenseur unité du plan tangent
T, (z) a la surface w au point z.

Comme on s’intéresse ici aux configurations d’équilibre du systéme fluides-
interface capillaire, les efforts intérieurs dans chacun des fluides se trouvant de
part et d’autre de 'interface sont décrits par un champ de pression uniforme.
On a alors en chaque point de la membrane les équations d’équilibre
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Yo7, (z) : b—[p] =0 Vzew) (2.2)

w=R (Vz € ow) (2.3)

ou [p] = p* — p~ désigne le saut de pression a la traversée de I'interface w
orientée par le vecteur unitaire normal n & w [Fig. 2.1|, v le vecteur unitaire
appartenant au plan tangent & w le long de Ow, normal a la ligne Jw et
pointant vers ’extérieur de la surface w et b le tenseur de courbure de la
surface w au point considéré (voir annexe 2.5.2).

n

Ow

F1G. 2.1 — Interface capillaire

On notera que le choix particulier de I'orientation de la surface w n’a
aucune influence sur la validité de I’équation (2.2) puisque le passage d’une

orientation a l’autre provoque un changement de signe des grandeurs [p] et
b.

Comme il est classique, on montre que les équations d’équilibre locales
(2.2) et (2.3) admettent la formulation variationnelle équivalente suivante :

Véu défini sur w, continu, différentiable par morceaux, on a :

/75%(@356(&) S = 72'5Qd8—/[[p]]5g-@d5 (2.4)

ow

ot de désigne le tenseur des déformations virtuelles de membrane, associé au
champ de déplacement virtuel du par la relation :

e = {ETw@) -gradwégt}s — du,b (2.5)
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Dans la relation (2.5), {x}s désigne la partie symétrique du tenseur {x},
du, la composante normale du déplacement virtuel du et du; = du — du,n,
le déplacement virtuel tangent & la surface w au point considéré.

En utilisant les notions de 'annexe 2.5.1, 'équation (2.5) s’écrit égale-
ment :

1

2.1.1.2 Equation de Young Dupré

Quand une interface capillaire se trouve a l'intérieur d’un milieu poreux,
il faut ajouter aux équations d’équilibre (2.2) et (2.3) les équations décrivant
les interactions entre d’une part les phases fluides et la phase solide et d’autre
part les interactions entre l'interface capillaire et la surface solide. Dans la
mesure ot I'on suppose ici que le matériau constitutif de la phase solide est
indéformable, les interactions entre les phases fluides et la surface solide sont
décrites par la donnée de condition aux limites classiques du type vitesse
imposée nulle (fluide visqueux) le long de la surface solide pour les fluides.

Quand la phase solide est déformable, il convient de tenir compte de
I’existence d’une tension de surface a l'interface solide-fluide pour décrire
correctement les interactions entre phases. Cette situation est traitée au cha-
pitre 3 consacré a I’homogénéisation des milieux poreux non saturés.

Le raccord entre I'interface capillaire séparant les deux phases fluides et
la surface solide est géré par les propriétés de mouillabilité relative des fluides
vis & vis de la surface solide [32]. On se limite ici aux situations ou les pro-
priétés de mouillabilité de la surface solide par rapport aux deux fluides sont
caractérisées par un angle de valeur fixe. Il est clair que ce faisant, on exclut
du cadre de I’étude tous les phénomeénes liés aux phénoménes d’hystérésis
d’angle de mouillage (situation ou I’angle de mouillage d’une phase par rap-
port a la surface solide est différent lorsque cette phase avance ou recule sur
la surface solide) [1, 32].

Pour fixer le cadre de I’étude on examine la situation ot deux fluides
occupant respectivement les domaines €' et Q" occupent 'espace poreux
limité par la phase solide occupant le domaine €, [Fig. 2.2]. Pour fixer les
idées on suppose que le fluide occupant le domaine €' est un liquide tandis
que le domaine €2" est occupé par un gaz.
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F1G. 2.2 — Systéme des trois phases : fluides Q' et Q" ; solide €,

On note w la surface séparant les deux domaines Q' et Q" tandis que w’
désigne la surface séparant le domaine €2’ du domaine 2,. On suppose que
la surface solide est homogéne, ce qui implique notamment que l’angle de
mouillage de la phase Q' vis a vis de la phase solide est partout le méme,
égal a 0 [Fig. 2.2|. De fagon similaire & ce qui a été fait pour la surface w,
v' désigne le vecteur unitaire du plan tangent a w’, normal a la ligne 0w’ et
orienté vers l'extérieur de la surface w’. On notera que par construction ce
vecteur appartient également au plan tangent a la surface solide au point
considéré. Par ailleurs, il est clair que, par définition, ’angle # appartient
nécessairement au segment [0, 7).

Dans cette situation, la position de 'interface capillaire w est déterminée
par les équations suivantes :

dw € 9, (2.7)
vV =cosf (Vz € 0w) (2.8)
Vo1, (@) : b(z) — [p] =0 (Vzew) (2.9)

Il est clair que I'équation (2.7) n’a de sens que si la phase solide est
mouillée par les deux fluides ' et Q”, ce qui exclut les configurations du
type bulles ou gouttes. Dans la mesure ou la spécificité des effets capillaires
dans un milieu poreux est en grande partie due aux interactions de I'interface
capillaire avec la phase solide, cette restriction n’apparait pas génante dans
le cadre de cette étude.

Dans la suite, on utilise les équations (2.7), (2.8) et (2.9) pour traiter
deux problémes différents dont les caractéristiques principales correspondent
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a deux types de situations couramment rencontrées dans les milieux poreux
non saturés.

Dans un premier temps, on s’intéresse aux configurations d’équilibre d’une
interface capillaire séparant un volume donné de fluide incompressible d’un
fluide parfait ou régne une pression constante. Dans ce cas, aucun échange
de masse n’a lieu entre les deux fluides. Ce type de probléme se pose par
exemple quand on introduit de 'huile dans un milieu poreux ou au contact
entre deux corps solides en présence d’air a pression donnée.

Ensuite, on cherche les configurations d’équilibre de I'interface capillaire
séparant un domaine occupé par un liquide incompressible & pression donnée
d’un domaine occupé par un gaz a pression donnée également. Dans ce cas,
aucune condition n’étant imposée sur le volume du domaine occupé par le li-
quide, il peut y avoir des échanges de matiére entre les deux fluides. Ce type
de probléme se rencontre quand les deux fluides saturant ’espace poreux
sont d’une part une phase liquide et d’autre part une phase gazeuse consti-
tuée d’air et de la vapeur correspondant au liquide. Dans le cas isotherme et
si I’humidité relative est imposée dans la phase gazeuse, I’équation de Kel-
vin [32] relie la valeur de ’humidité relative a la pression capillaire égale dans
ce cas a la différence des pressions a la traversée de 'interface capillaire. Dans
les deux cas, on ne prendra pas en compte les efforts de pesanteur.

2.1.2 Probléme a volume imposé

On s’intéresse ici a la caractérisation des configurations d’équilibre d’une
interface capillaire obtenue en introduisant un volume donné de liquide in-
compressible a l'intérieur d’un espace poreux initialement saturé par un gaz
dont la pression est imposée. On ne traite ici que le cas ot le liquide occupe
un domaine connexe. Pour le cas ou cette hypothése ne serait pas vérifiée
(régime pendulaire), il convient d’adapter les résultats présentés en tenant
compte du fait que la pression dans la phase liquide est alors uniforme par
morceau.

2.1.2.1 Formulation du probléme d’équilibre

Si  désigne 'angle de mouillage liquide-solide, la forme de l’interface
capillaire est déterminée par les équations (2.7), (2.8) et (2.9) complétées par
la condition portant sur le volume du domaine liquide

Q| =V (2.10)
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ou V¢ désigne le volume de liquide introduit dans 'espace poreux. Il est im-
portant de noter pour la suite que la quantité [p] intervenant dans I’équation
(2.9) est une inconnue du probléme.

On peut bien sur écrire les équations d’équilibre sous forme du théoréme
des travaux virtuels. En utilisant le fait que les pressions sont uniformes dans
chacun des domaines fluides et en ne considérant que des mouvements virtuels
de w compatible avec la condition d’adhérence (2.7), on obtient a partir de
I'équation (2.4) la formulation variationnelle du probléme d’équilibre

Vou défini sur w vérifiant du-n’ =0 surdw

/75%(:1:):56(&)615: v - duds — [[p]]/ég-nds (2.11)

ow

ou n’ désigne le vecteur normal extérieur au domaine €2, le long de I'interface
solide.

I1 est commode pour la suite de I’étude d’introduire le Lagrangien L défini
par :

L = ylw| — ycos Blw'| + A(|Q| = V) (2.12)

ou |w|, |w'| désignent respectivement 'aire de Uinterface w et de l'interface
W', tandis que || représente le volume du domaine V'

L’équation (2.11) s’interpréte alors comme une condition de stationnarité
du Lagrangien sur ’espace des configurations de w telles que dw C 0€). Pour
montrer ce résultat, il suffit de calculer la variation de L dans un déplacement
virtuel vérifiant la condition du - n® = 0 sur Jw.

D’une part, on a

d|w| = /(divwégt — du - ntrb)dS = / —du,trbdS —i—/ du-vds (2.13)

ow

Par ailleur, comme la surface w’ appartient forcément a la surface solide,
la variation de |w'| est uniquement due au mouvement virtuel de la ligne dw.
On a donc :
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Slw'| = | du-V'ds (2.14)
ow

Pour simplifier la suite des calculs, on suppose que I'interface w est orien-
tée de facon a ce que le vecteur unitaire n soit normal extérieur au domaine
2. En utilisant la relation

Vou vérifiant du-n® =0 surow
5| :/ ou-ndS = / du-ndS (2.15)
oY w

En méme temps que les relations (2.13) et (2.14), on obtient pour tout du
vérifiant du - n® = 0 sur Ow

L5, -0u = /()\ — ytrb)du,dS + / (yv — v cos OV )ouds (2.16)
w ow

Par ailleurs, la variation de L par rapport a A s’écrit :

Lol = (] - VA (2.17)

F1G. 2.3 — Systéme d’une interface capillaire
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Cette derniére condition permet de retrouver la condition d’incompressi-
bilité globale (2.10). En identifiant le multiplicateur de Lagrange A\ au saut
de pression [p] a la traversée de 'interface, on voit que ’équation (2.9) im-
pose la nullité du premier terme de (2.16). Pour montrer la nullité du second
terme, on considére le repére orthonormé direct (v/, n®, n) ou 1 est un vecteur
tangent unitaire a dw [Fig. 2.3]. I

On considére des champs de déplacements virtuels vérifiant du - n® = 0
sur Ow, on a

ou = ou'v' 4 duyn (Vz € 0w) (2.18)

On a donc du-v =v-v' du' et du-v' = du'. En reportant ces relations dans
'intégralité du second membre de (2.16), on obtient

Y(v— v cosh) - du=~(v-v — cosb) du' (Vz € dw) (2.19)

Comme sur la configuration d’équilibre on a v, v/ (v - v/ = cos#), le second
terme de (2.17) est également nul pour toute configuration d’équilibre de w
satisfaisant les équations (2.7), (2.8), (2.9) et (2.10).

2.1.2.2 Stabilité dynamique

Les équations caractérisant les configurations d’équilibre du systéme éta-
blies, on s’intéresse maintenant a la stabilité de celle-ci.

Pour étudier la stabilité d’une configuration d’équilibre, définie ici par la
position de l'interface w, on étudie le comportement du systéme lorsqu’une
perturbation lui est appliquée [36]. Pour les systémes considérés ici, la per-
turbation peut étre définie par la donnée d’un champ de vitesse appliqué aux
particules fluides comprises dans €', par la donnée d’un champ de déplace-
ment défini sur 'interface w ou par une combinaison des deux. Par contre,
ces perturbations doivent laisser inchangé le paramétre de chargement du
probléme, a savoir le volume de liquide introduit. Comme il est classique,
la configuration d’équilibre étudiée ici sera dite stable si le systéme reste
suiffisament «proche»de la configuration occupée avant perturbation lorsque
I’amplitude de ces derniéres reste «modérée ».

Pour obtenir une caractérisation de la stabilité d’une configuration d’équi-
libre du systéme étudié, on commence par écrire le théoréme de 1’énergie
cinétique pour le liquide :
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K= —a:ddQ—l—/ u-o-ndS (2.20)
o o

ou K désigne I'énergie cinétique du systéme, u le champ de vitesse réel dans
', d le champ de tenseur taux de déformation eulérien associé a u et o le
champ de tenseur de Cauchy dans le fluide.

La frontiére 02 est composée de I'interface liquide-solide w’, ou la densité
de puissance des efforts extérieurs est nulle et de l'interface capillaire w ol
I’équation de Laplace s’écrit maintenant

o-n=-p' ' n+~ytrbn (2.21)

ou p" désigne la pression dans le domaine 2",

Par ailleurs, les formules (2.13) et (2.14) sont encore valables quand on
remplace les champs de déplacement virtuel du par le champ de vitesse réel u
sur w. On a donc

vm:/—vtrbundeL/ YV -uds (2.22)
w ow
et
7W6089=/ yeosOv' - uds (2.23)
ow

En combinant (2.22) et (2.23), compte tenu du fait que I'angle de mouillage
liquide-solide reste égale a # dans toutes les évolutions réelles du systéme, on
a

/ ytrbu -ndS = —vm + ’YWCOS 6 (2.24)

En reportant I’équation (2.21) dans (2.20), puis en utilisant (2.24), on établit
que pour toute évolution réelle du systéme, on a

K = —0':ddQ—fym—l—fymcosﬁ—p"/g-ﬁdS (2.25)

Qf w

Comme on a supposé que le liquide était incompressible, le dernier terme
de (2.25) est nul. Le premier terme du second membre de (2.25) représente
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au signe pres la puissance dissipée. Il est donc forcément négatif ou nul. On
a donc

K + 7|w| — y|w] cos# < 0 (2.26)

En admettant que I’énergie de surface du systéme, définie par

S(w) = y|w| + v cos O] (2.27)

permettait de mesurer, au moins localement, I’écart entre deux configurations
du systéme, on établit ainsi que les systémes étudiés vérifient les hypothéses
du théoréme de Lejeune-Dirichlet tel qu’il est utilisé pour les structures [58].

On peut donc énoncer le critére de stabilité :

Une configuration d’équilibre d’un liquide visqueux incompressible non vo-
latile en présence d’une interface solide sans hystérésis de mouillage est dy-
namiquement stable si elle réalise un minimum de [’énergie de surface ¢(w)
sur lespace des configurations de w vérifiant les conditions (2.7) et (2.10).

Dans le cas ou la phase liquide occupe plusieurs domaines disjoints, la
formulation du probléme d’équilibre se trouve compliquée pour le fait que
I’on doive alors tenir compte de la contrainte imposée en sommant les vo-
lumes de chacun des domaines liquides. Par ailleurs, il convient également de
déterminer autant de valeur de pression qu’il y a de domaines disjoints, ce
qui complique encore la résolution du probléme d’équilibre.

Par contre, ’application du critére de stabilité ne pose pas de probléme
particulier a condition de ne considérer que des perturbations qui ne conn-
ectent pas deux domaines liquides entre eux, ce qui est raisonnable si ceux-ci
sont suiffisament éloignés I'un de 'autre. Si 'on accepte cette restriction,
il suffit d’appliquer le critére énoncé ci-dessus a chacun des domaines pris
séparément pour vérifier la stabilité de la configuration étudiée.

Compte tenu des applications traitées dans la suite, on ne développe pas
plus cette approche dans le cadre de ce mémoire.

2.1.3 Probléme & pression donnée

Comme on I’a déja dit plus haut, dans le cas ou la pression de la phase
liquide est imposée a pression de gaz donnée, ou, ce qui revient au méme,
quand la valeur de [p] est imposée, il faut tenir compte du fait que des
échanges de matiére peuvent se produire au travers de l'interface capillaire w.
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On traitera ici ces échanges comme des changements de phase. Comme pour
le cas du probléme & volume imposé, on commence par traiter le probléme
d’équilibre.

2.1.3.1 Formulation du probléme d’équilibre

Par rapport a la situation traitée au paragraphe 2.1.2.1, on remplace la
condition de volume imposé (2.10) par la condition portant sur le saut de
pression a la traversée de l'interface

[p] = pe (2.28)

Les conditions (2.7), (2.8) et (2.9) restent valables. Comme pour le cas
précédent, on ne s’intéressera qu’a des solutions de (2.7), (2.8), (2.9) et (2.28)
telle que le domaine €' associé a la configuration de I'interface capillaire soit
connexe.

Il convient néanmoins de noter que dans la mesure ou les échanges de
masse au travers de l'interface capillaire se font par changement de phase, la
portée de cette hypothése est moins restrictive que dans les cas précédent.
En effet, si I’on doit traiter d’une situation ou la phase liquide occupe plu-
sieurs domaines disjoints au sein de ’espace poreux, il suffit de traiter chaque
domaine séparément pour résoudre le probléme, aucune condition ne reliant
les solutions de chacun des sous problémes entre elles.

En procédant exactement de la méme fagon que pour le cas & volume
imposé, on montre qu’'une configuration d’équilibre (w) solution de (2.7),
(2.8), (2.9) et (2.28) réalise un point stationnaire de la fonctionnelle

E(w,pe) = c(w) + pe|<Y| (2.29)

sur I’ensemble des configurations qui vérifient dw C 02, ce qui s’écrit

Vow veérifiant dw-n’® =0 surodw
0w =10 (2.30)

Ayant établi ce résultat, on passe maintenant a I’étude de stabilité.
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2.1.3.2 Stabilité dymamique

Il est assez intuitif qu’une configuration d’équilibre (w) qui réalise un
minimum local de I’énergie potentielle &(w,p®) définie par (2.29) est une
configuration stable. Pour montrer ce résultat toute la difficulté réside dans
le fait que I'on doit traiter ici d’un systéme a masse variable et qu’il faut
donc tenir compte des phénomeénes de changement de phase se produisant a
I'interface capillaire. Compte tenu de ces difficultés, on adopte un modéle de
fluide parfait incompressible pour décrire le comportement mécanique de la
phase liquide.

On se limite aux situations ou les changements de phase liquide-vapeur
se produisent suffisamment lentement pour que l'on puisse en négliger les
effets dans toutes les équations du type bilan appliquées a la phase liquide.
Dans ce cadre, les changements de phase liquide-vapeur sont uniquement
pris en compte par le fait que l'interface capillaire se propage a une vitesse
w différente de la vitesse des particules matérielles liquides se trouvant au
méme point & l'instant considéré.

Le théoréme de I'énergie cinétique pour les particules liquides s’écrit alors :

Kz—/ pe@-ﬂdsz—/pw-ﬁds (2.31)
on' w

ou py désigne la pression régnant dans la phase liquide au point considéré.

De facon cohérente avec les hypothéses ci-dessus, les échanges de matiére
se produisant au travers de l'interface capillaire w n’entrainent que de treés
faible transfert de quantité de mouvement au travers de w. Les équations
d’équilibre (2.8) et (2.9) pour la membrane capillaire sont donc encore va-
lables. En écrivant le théoréme des travaux virtuels (2.11) pour l'interface
dans le champ de vitesse de propagation w, puis en utilisant les relations
(2.13) et (2.14), on obtient la relation

vm—vmcosﬁﬂL/(pg—pe)w-ﬁdS:0 (2.32)

w

ou p, désigne la pression régnant dans la phase gazeuse a I'instant considéré.

En utilisant le fait que la variation du domaine réellement occupé par la
phase liquide est controlée par la propagation de l'interface capillaire w, on
établit immédiatement la relation
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pCWZ/pcw-@ds (2.33)

Enfin, le liquide étant considéré comme incompressible, on a donc div u = 0
partout dans €', ce qui implique

/ g-@dSz/g-@dSzO (2.34)
(2194 w

En sommant les équations (2.31), (2.32) et (2.33) et en ajoutant au ré-
sultat la derniére égalité de (2.34) multiplié par p. — p,, on obtient que pour
toute évolution réelle du systéme, on a :

K+ €= [ (o= py+pi)(w— - nas (2.35)

On rappelle que le cadre d’hypothéses utilisé ici, seule p, est une grandeur
variant le long de w, p, et p. étant en fait deux paramétres de chargement
du probléme.

Pour montrer le résultat souhaité, il reste & examiner le signe du second
membre de (2.35). Pour cela, on utilise le fait que la dissipation associée au
changement de phase liquide-vapeur est non négative, ce qui s’écrit [26] :

(G = G) Tt 0 = 0 (2.36)

oil g¢, (respectivement g%%) désigne 1’enthalpie libre massique du liquide (res-
pectivement de la vapeur) et 1y, la densité surfacique de quantité de
liquide qui se transforme en vapeur, égale a

Mywa = p'(u—w) -0 (2.37)
ot p’ désigne la masse volumique du liquide.

Compte tenu des hypotheéses utilisées pour formuler le probléme, on montre |32,
50| que l'on a

gt =1 (2.38)

et
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pg — Pe
pé

(2.39)

va __
gm -

En reportant ces deux équations dans (2.36), on établit la ralation :

(pe —pg +p)u—w) -n>0 Vzew (2.40)

En reportant (2.40) dans (2.35), on établit que dans toute évolution réelle
du systéme considéré, on a :

K+&<0 (2.41)

Ce qui justifie de la méme facon que pour le cas & volume imposé, I’énoncé
du théoréme de stabilité donné en début de paragraphe.

2.1.3.3 Critére de variation seconde

Pour énoncer un critére de variation seconde a partir du critére de stabilité
dynamique obtenu ci-dessus, on considére un trajet de propagation continu
défini sur l'interface w a partir de la configuration d’équilibre étudiée. On
représente alors les configurations voisines de la configuration d’équilibre par
une courbe paramétrée par 7 :

1
w(r) = dwr 4 Zwy T 4 - (2.42)

En reportant ce développement dans Iexpression du potentiel &(w,p,),
on obtient

1
C(w,pe) = €W pe) + €, - dw T+ S (0w €,y dw+ €,y - ws) 24 (2.43)

‘ww

Pour que les configurations définies par le trajet w(7) soient licites, il faut
que l'on ait :

Sw e V® = {6w, Sw-n* =0 surdw} (2.44)

En utilisant la relation (2.30), on en déduit que le terme du premier ordre
en 7 du développement (2.43) est nul pour tout trajet de propagation licite.
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On s’intéresse maintenant au terme du second ordre. En écrivant le théo-
reme des travaux virtuels dans le champ de déplacement virtuel wo, on montre
que l'on a :

¢, - Wy = —/ ysinf wy - n'ds (2.45)
ow

Pour que le trajet de propagation défini par w(r) vérifie la condition
d’adhérence dw € 0€), il faut que 'on ait :

wy-n’ —ow-b°-dw=0 (V z € 0w) (2.46)

ot b® désigne le tenseur de courbure de I'interface solide 02, orientée par le
vecteur n’.

En reportant (2.46) dans (2.45), on montre que l'on a

€,, "Wy = —7 sinH/ ow - b®-dwds (2.47)
ow

En reportant ce résultat dans le terme du second ordre, on obtient le
critére de variation seconde suivante :

La configuration d’équilibre w étudiée est stable si :

Yow wvérifiant dw-n’® =0 surdw

5w-é,ww-5w—vsin9/ dw-b° - dwds >0 (2.48)
- ow

Sous cette forme, on voit que la courbure de 'interface solide le long de
la ligne triple influe sur la stabilité de la configuration d’équilibre étudiée.

2.2 Le cas axisymétrique

On s’intéresse maintenant au probléme de la détermination de la forme
et de la position d’une interface capillaire (w) au sein d’un espace poreux
indéformable dans la cas axisymétrique.

Sur la [Fig. 2.4], on a représenté une interface capillaire w symétrique de
révolution autour de 'axe z. r et z désignent les coordonnées d’un point de
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F1G. 2.4 — Surface capillaire symétrique de révolution

w dans le repére cylindrique (o, 7, z), s I’abscisse curviligne le long du profil
radial de la surface w. Les deux rayons (notés par r; et r3) de la courbure
locale de cette interface w se calculent grace a la relation

1 1 Z 'z —r2"
— 4+ — = - — = (2.49)
(8] To 'r(z’Z + 7"’2)5 (212 + 70/2)5
, dz , dr " d?*z ; " d?r
avec 1 2 =—, 1'=— Z'=—c¢ = —.
ds’ ds’ ds? ds?

L’équation de Young-Laplace s’écrit alors dans ce cas :

1 1 2 'y — 2"
Pec=7 <_ + _) =7 1 3 (2'50)
Ty r(22 + r12)3 (22 4 172)7

Pour écrire sous forme adimensionnée la relation (2.50), on pose

r = LR, z=LJZ, s=1LS (2.51)

ou L désigne une longueur caractéristique du pore, R et Z les coordonnées
cylindriques adimensionnées et S I'abscisse curviligne adimensionnée.

En reportant (2.51) dans (2.50), on obtient :

! "zl "
2X = z - — Rz 323 (2.52)
R(ZIQ + R12)§ (Z/2 + R/Z)E
o L dz dR d*Z d’R
pC ! / " 1
X = 7'=—= R=— 7'=-"2 =——
2y’ ds’ ds’ ds?’ ds?
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FiG. 2.5 — Profil du ménisque

Afin de résoudre I’équation différentielle (2.52), il est commode de procéder
au changement de variables suivant :

dR = cos pdS
(2.53)
dZ = sin pdS

ol ¢ est 'angle entre ’axe positif des R et la tangente au profil radial du
ménisque [Fig. 2.5].

L’équation (2.52) s’écrit alors :

( sin @
'=2X —
4 R
R = cos (2.54)
[ Z' =sinp

!/

avec Pour déterminer la forme d’une interface capillaire a I'inté-

_dy
. ~dST o . .
rieur d’un pore axisymétrique, il est nécessaire de compléter I’équation (2.54)
par les conditions aux limites décrivant le raccord entre l'interface capillaire

et la surface solide. Dans la situation générique [Fig. 2.6], on a

(R(S:), Z(51)) € 0P (R(S)). Z(S;)) € 0w
(2.55)
©(Si) = wi (R(S:), Z(Si), 0:) 90(53') =¥ (R(Sj)a Z(Sj), Hj)

ol dwP désigne le profil radial du pore et 6;, 0; la valeur des angles de

81



F1G. 2.6 — Ménisque dans un pore axisymétrique

mouillage liquide solide aux points de raccord entre 'interface capillaire et
I'interface solide ow?.

Dans la suite de I’étude, on se restreint aux situations ot ’axe OR est un
axe de symétrie pour le probléme. Dans ce cas, on cherche des solutions des
équations (2.54) et (2.55) qui possédent également cette propriété, et qui sont
donc solutions de I’équation (2.54) complétée par les conditions aux limites
|[Fig. 2.7] :

| P

F1G. 2.7 — Ménisque symétrique dans un pore axisymétrique

(R(0), Z(0)) € dw” 7(8;) =0
(2.56)
(0) = o (£(0), Z(0), ;) o(S;) = —

Ces équations ne possédent pas de solution analytique simple dans le cas
général. On a donc utilisé une méthode numérique pour résoudre les équations
(2.54) et (2.56). En pratique, un point de raccord entre 'interface solide et
le ménisque capillaire étant choisi, I’équation (2.54) est résolue a partir du
point (R(0), Z(0), »(0)) pour une valeur arbitraire de la pression capillaire.
On calcule alors la valeur de S; en résolvant I’équation Z(S;) = 0 pour
le profil qui vient d’étre déterminé et on détermine la valeur de ¢(S;). On
compare la valeur obtenue a la valeur désirée, et, le cas échéant, on reprend
cette séquence en modifiant la valeur de la pression capillaire jusqu’a ce que
la condition ¢(S;) = —n/2 soit satisfaite.
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Cette procédure a été implanté dans le systéme MATLAB, en utilisant
un schéma de Runge-Kutta explicite pour résoudre (2.54) (solveur ode45). A

0 02 04 06 08 1
R[-]

F1G. 2.8 — Profils de ménisques dans un pore ellipsoidal (de gauche & droite

les angles des points d’accrochage correspondant aux valeurs ¢ = 15°, 30° et
45°)

titre d’exemple on a représenté sur la [Fig. 2.8] les profils radiaux obtenus en
résolvant numériquement 1’équation de Young-Laplace dans le cas d’un pore
ellipsoidal de rapport d’aspect 0.5 pour un angle de mouillage 6 nul.

2.3 Approximation toroidale

Comme il a été dit en introduction, dans le cas d’un pont capillaire entre
deux surfaces symétriques de révolution, il a été montré que dans un large do-
maine d’étude, on obtenait de trés bons résultats en assimilant le profil radial
du ménisque a un cercle [60]. De la méme fagon, pour un pore axisymétrique
saturé par deux fluides immiscibles, on approxime le profil radial du ménisque
par un arc de cercle. Compte tenu du fait que le volume du domaine occupé
par les phases fluides est fini dans cette situation, il convient de distinguer ici
les situations ot le domaine occupé par la phase liquide mouillante est loin
de I'axe de symétrie des situations ou au contraire la phase liquide mouillante
occupe un domaine proche de l'axe de symétrie. Les configurations corres-
pondantes a chacune de ces deux situations sont respectivement dénommeées
famille a et famille b dans la suite [Fig.2.9].

Pour un ménisque de la famille a |Fig. 2.10|, dans le repére cylindrique
ORZ, I'équation du profil radial de 'interface liquide-gaz s’écrit
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liquide

il
S

meénisgue

(famille @)

R

gaz

YA, _,
a

liquide ménisque
(famille b

F1G. 2.9 — Les deux familles de ménisques

F1G. 2.10 — Ménisque de la famille a
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(R—Ry)*+72° =R} (2.57)

Zy
cos(t) + 1)’
coordonnées cylindriques du point d’intersection du ménisque (P) avec 'in-
terface solide ; 1) 'angle entre le vecteur normal du solide ng et ’axe positif
Z; n 'angle de mouillage (I’angle entre le vecteur normal de l'interface gaz-
liquide n; et le vecteur normal du solide ny), satisfaisant

avec R} = Ry = Ry — Rysin(y + 1), ou Ry, Zy désignent les

Ng - Nf = COST au point (Ry, Zy)

[’approximation de la courbure moyenne est donnée par :

trb 1—1-71
rb = —
R R+ Ry

(2.58)

F1G. 2.11 — Ménisque de la famille b

Pour un ménisque de la famille b [Fig. 2.11|, dans le repére cylindrique
ORZ, I'équation du profil radial de I'interface liquide-gaz s’écrit

(R—R — Ry’ +72°=R} (2.59)
avec Rj = ———, Ry = Ry + Rysin(n — ), ou Ry, Zy, ¥, n désignent

85



les mémes quantités que précédemment.
L’approximation de courbure moyenne trb est égale a :

1 1

trb ~ o s (2.60)
D’un point de vue pratique, les pores étudiés occupant tous des domaines
convexes, on étudiera uniquement les configurations appartenant a la famille
a, les configurations appartenant a la famille b étant instables dans ce cas.
En effet, sur la [Fig. 2.12|, on montre que pour la méme valeur de la pression
capillaire, ’énergie potentielle dans un pore de la famille b est supérieure a

celle dans un pore de la famille a.

—o— famillea
—*— famille b

Energie potentielle [-]

6 W

I I I I I
10 15 20 25 30 35 40

Pression capillaire [-]

F1G. 2.12 — Energie potentielle des deux familles de pores (H/L = 0.1)

On détaille maintenant les solutions obtenues pour les deux formes de
pores considérés dans le mémoire. Dans la suite de cette présentation, on
écrit toutes les équations sous forme dimensionnée.

2.3.1 Pore ellipsoidal
2.3.1.1 Calcul de la pression capillaire
La géométrie de I'ellipsoide de révolution étudié ici est caractérisée par son

rayon L, sa hauteur H et son rapport d’aspect € = % [Fig.2.13|. L’équation
paramétrique de I’ellipsoide s’écrit :
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z dlipsoide

conique

F1G. 2.13 — Morphologie du pore

x = L sin pcosb, y = L sinpsinf, z=H cosp (2.61)
avec 0 < o < 7/2et 0 <0< 27.
Les cordonnées cylindriques du point d’accrochage du ménisque sont :

ro = L sin g 20 = H cos @y (2.62)

Dans ce cas, on peut calculer 'approximation de la courbure moyenne du
ménisque par (2.58) et rq, 75 sont respectivement donnés par :

H cos . .
rp=——r0 ro = Lsin ¢y — rq sin(¢ + 2.63
' st ) 2 @o — 1 8in(¢ + 1) (2.63)

Pour que le calcul soit valable dans cette situation, la valeur de la courbure r
doit étre positive. De plus, on a tan 1y = e tan ¢y. On obtient alors le domaine
de validité du calcul défini par la condition sur ¢y :

t 2 —
0 < ¢y < Arctan (M> (2.64)
€

La pression capillaire se calcule alors grace a I’équation suivante :

1 1
pe = ytrb = v(— + ) (2.65)

T 7”1+T2
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P(ro,20)

F1G. 2.14 — Calcul du volume du liquide

2.3.1.2 Calcul de la saturation en liquide

Le volume du liquide est calculé par différence entre le volume du domaine
V1 et le volume du domaine V5 [Fig.2.14] qui sont respectivement :

V= gLZH cos (3 — cos? )

(2.66)
Vo = m|r12h 4+ 1%k + roh(r® — hQ)% — %h?’ + TgrlercsinT—hl
ou h = H cos .
Le volume de la phase liquide est alors :
Ve=2(V1 = V3) (2.67)
On a donc la saturation en liquide :
- % (2.69)

2.3.1.3 Calcul de la contrainte équivalente

En utilisant la relation (3.10), la moyenne du tenseur de contrainte dans
un pore s’écrit :

1

<o >=-Spd—(1-— Sr)pg(S_FW / VO, (2)dS (2.69)
p w
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On suppose que le liquide mouille parfaitement le solide et que la pression
du gaz est uniforme, égale a zéro. La relation précédente s’écrit alors :

1
pPJw

Le premier terme de I’équation (2.70) se calcule aisément en combinant les
équations (2.63), (2.65) et (2.68). Le terme surfacique se calcule en considé-
rant successivement :

1) la contribution de I'interface liquide-gaz (wy,) :

3 2
ol = gto = 211 <r2 (3o — singy cospy) + grlsmgoo (sin*po + 3))

= % T gelp
(2.71)
v ST . 2 2
022 = 53 \ 12 (o + singg cospy) + 3"18m%o (cos®po +2) (2.72)

2) la contribution de l'interface solide-gaz (ws,) :

o 37 (=R kcosgo+ Adps) 14K
Tz = Oy = 46L( 3108 1+ k& ~ (oo Aclpo) = 1)>
(2.73)
s 3rve 1+ k? k cos gy + Ac(po)
] T R et B
avec :
k=(1-é)z, Ad(po) = (cos® gy + €2 sin® @) (2.75)

2.3.2 Pore de profil z = H (1 — %)n

2.3.2.1 Calcul de la pression capillaire

[’équation paramétrique du pore de révolution considéré s’écrit :
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x =rcosf y =rsinf z:H(l—%)n (2.76)

Les coordonnées cylindriques du point d’accrochage de ménisque sont (7, 2o).
[’approximation de la courbure moyenne du ménisque est toujours donnée
par (2.58). En utilisant le méme raisonnement que celui utilisé pour traiter
des pores ellipsoidaux, on obtient que le domaine de validité de calcul est
défini par les inégalités :

0<t¢+n<

b | 3

Quand le ménisque se trouve dans ce domaine, la pression capillaire s’écrit :

po = 7<l P ) (2.77)

1 L+ T2

2.3.2.2 Calcul de la saturation en liquide

P (ro;z0) — P(rg,z0) P(ro, z0)

ol
(Ve) (1) (V2)

FiG. 2.15 — Calcul du volume de liquide

Le volume du liquide est calculé par différence entre le volume V; et le
volume V5 [Fig. 2.15] qui sont égaux respectivement a :

h\* [ 2 1 [(h\"
—x12 h - i _ n
hi=m (h ”h<H> <n+1 n+2<H> ))

h
h3 + ror 2 Aresin —)
™

(2.78)

Wl

‘/2 =T (leh + 7"22h + TQh(T‘12 — hQ)% —

Le volume du pore est obtenu en prenant h = H dans la relation de V] :
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2n n
V., =2rL*?H|[1 - 2.79
p= A7 ( n—|—1+n+2> (2.79)

La saturation en liquide s’écrit :

_2(Vi = V)

- 2.
Sy 7 (2.80)

Dans un cas particulier ou la forme de la surface du ménisque est conique
(n=1) [Fig.2.13], V; et V, sont égaux a

Vi = g (r2 + iy +72) (2.81)
2
v, = %LQH (2.82)

2.3.2.3 Calcul de la contrainte équivalente

Le calcul de contrainte moyenne ici est analogue a celui effectué pour le
pore ellipsoidal. En particulier, les formules permettant de calculer le terme
volumique et le terme surfacique sur 'interface liquide-gaz sont identiques a
celles obtenues dans le cas du pore ellipsoidal. En utilisant la méme méthode,
on a les composantes 0, 0y, et 0., du tenseur des contraintes sur I'interface
solide-gaz suivantes :

020 — goy — 11 TQ);[” +2) /0 . (Ag) + A%) dr (2.83)
o5 27(n+Li;1(rn+2) /OTOT(¥_A[(;)>dT (2.84)
Alr) = <L2 + H?p? (1 - %)2("1)>; (2.85)

Pour un pore de forme conique (n = 1), les équations (2.83) et (2.84) se
simplifient en
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F1G. 2.16 — Pore ellipsoidal

3  (2L? + H?)
sg __ ~sg __ % 2
T = O = 3V e T3 — =7 (2.86)
H
sg __ 2
o9 = 37—L3 o =7 (2.87)

Pour un pore de forme parabolique (n = 2), il existe également des solutions
analytiques. On ne donne pas leurs expressions dans ce mémoire pour ne pas
alourdir le texte.

2.4 Procédure numérique de détermination du
profil du ménisque dans un pore

Les résultats numériques obtenus et les solutions correspondant a 1’ap-
proximation toroidale pour les pores de forme ellipsoidale et conique (n = 1)
pour différentes valeurs du rapport d’aspect sont représentés sur les [Fig.
2.16] et [Fig. 2.17]. La contrainte équivalente calculée ici désigne la partie
sphérique de la moyenne du tenseur de contrainte dans le pore (2.70). Tous
les résultats présentés sont adimensionnés.

On constate que 'approximation toroidale fournit globalement une bonne
précision pour la pression capillaire et la contrainte équivalente dans les deux
cas, les erreurs maximales ne dépassant pas 3.5%. En particulier, pour les
faibles valeurs de la saturation, on observe que lorsque les rapports d’aspect
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F1G. 2.17 — Pore conique (n = 1)
des pores diminuent, les erreurs relatives pour la pression capillaire et la
contrainte équivalente diminuent. On remarque également que les évolutions

des courbes tracées sont similaires et sont constituées d’une partie croissante
suivie d’une partie décroissante en fonction de la saturation en liquide.
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2.5 Annexe

On présente dans cette annexe le gradient d’un champ vectoriel et les
résultats des courbures moyennes de la surface du pore de révolution. Pour
un exposé plus détaillé, on trouvera dans la référence [40).

2.5.1 Gradient d’un champ vectoriel le long d’une sur-
face

On considére une surface w de l'espace euclidien R? qui est définie par la
donnée d’une fonction vectorielle ¢(s', s?) de classe C'. Chaque point de la
surface w est repéré par ses coordonnées curvilignes (s', s?). En un point x
de w, on note a, = ¢, (& = 1,2), la base naturelle ou covariante du plan
tangent T, (z) en = & w, n le vecteur unitaire normal a T, (z), b le tenseur
de courbure de la surface w et 7, (5 I'identité du plan tangent T, (x). On
définit également la base duale ou contravariante de T, (z) :

(07

a® tel que a®-ap =05 (=1,2) (2.88)

Etant donné un champ de vecteurs u différentiable sur w, son gradient en
un point de w est défini par la relation différentielle :

du =grad,u-dz,  (Vdz, €T, (z)) (2.89)

Si on se donne u par ses composantes covariantes u’ et contravariantes u;
, U =u%a, +u"n = u, a*+ u, n, on rapelle que la dérivée de u par rapport
aux coordonnées curvilignes (s', s?) s’écrit

Uy = (u)\|a - ba/\un) Q/\ + (unaa +u/\b3) n

= (Mo — Dhu") ar + (U™, +utber) 1 (2.90)

En utilisant la relation (2.90), on explicite le calcul du gradient d’un
champ de vecteur :

grad,u = (us|s — bapu™) a® @ @’ + (U0 +urbd) n ® a®

= (u®p — bJu") aa ® 0 + (U0 +utbor) R @ a®  (2.91)
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Cette formule s’écrit également sous la forme :

grad, u=grad, u, +n® grad,u” —u"b (2.92)
2.5.2 Calcul de la courbure moyenne de la surface du
pore de révolution
2.5.2.1 Surface ellipsoidale

Grace a la symétrie, on considére seulement une moitié du pore ellipsoidal.
L’équation paramétrique du profil ellipsoidal dans le systéme de coordonnées
cartésiennes s’écrit :

x = Lsinpcosf
y = Lsinpsinf (2.93)
z=Hcosyp

oit ¢ € [0, g],e e [0, 27]

En prenant ¢ et # comme coordonnées, on a la base naturelle de I'espace
tangent a la surface ellipsoidale au point zx :

a, = Lcos pe, — H sin pe,

(2.94)
ap = Lsin pey

Les composantes dans la base duale du tenseur métrique a sont données
par :

a,p = L*cos’o + H%sin%p
agp = L*sin’p (2.95)

acpgzo

On a alors I’élément d’aire pour la surface ellipsoidale :
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dS = \/|apy, - age|ldedd = A, (@) L? sin pdpdf (2.96)
o

H
7

avec A (p) = v/cos?p + e2sinp, ol £ =
Le vecteur unitaire normal a la surface ellipsoidale est :

ap A ag 1 :
n= = (e sin e, + cos e, ) (2.97)
|Qcp A Q9| AE(QO)

Les composantes dans la base duale du tenseur de coubure b de la surface
ellipsoidale se calculent au moyen de la formule suivante :

baﬁ =Nn-aup (O[, B =¥, 9) (298)

On a donc :

( H
bpp =1+ Qpp = _m

Y L. (2.99)
00 — 1Lty — —
7 Ac(p)

\bQGZbGQZE'Qw,GZE'QQ,w:O

La coubure moyenne de la surface ellipsoidale est calculée par :

1
trb="b:a = bepa® =bas - — (2.100)
Qap

ott a®? désignent les composantes du tenseur métrique dans la base naturelle.
On a alors :

€ 1 1
trb = ~7 <A5(90) + A3(90)) (2.101)
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2.5.2.2 Surface de profil d’équation z = H (1 — %)

Pour calculer la courbure moyenne de la surface de révolution dont le profil
n

r . .
z=H (1 — E) , on procéde comme dans le cas précédent. Ici I’équation

paramétrique du profil dans le systéme cartésien s’écrit, :

(= rcosf

¢ Y = rsin (2‘102)
r n

==H(1-7)

our € [0,L],0 € [0, 27].

La base naturelle du plan tangent a la surface au point x :

( r n—1
ar =€ —EN 1__> [
L (2.103)

ag =T€y

H

avec toujours € = —.

Les composantes dans la base duale du tenseur métrique a sont alors égales
a:

( r 2(TL71)
e =1 ’n? (1 - _>
a +en i
 agy = r? (2.104)
( arg =0
Tandis que I’élément d’aire de la surface vaut :
r 2(n—-1)
ds = r\/l +e2n2 (1 - Z) drdf = rA.(r)drdf (2.105)

r\ 2(n—-1)
ou A.(r) = \/1+62n2 (1_E> :
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Le vecteur unitaire normal a la surface s’écrit :

_en(l— )"t 1
n= N e + AE(T)QZ (2.106)

Les composantes dans la base duale du tenseur de coubure b de la surface
sont données par :

( € r\n—2
by = ~(1-=
Ao Y ( L)
er T\t (2.107)
= — 1— —
N ( L)
{ bpp = bg, = 0

La coubure moyenne de la surface s’écrit :

trb = Aj(r)n (1 - %)“ [ﬁ(n 1) - % (1 - %) ] (2.108)

En utilisant ce dernier résultat, on peut calculer la courbure moyenne de
quelques géométries particuliéres :

e surface plane (¢ — 0) :

trb =0 (2.109)
e surface cylindrique de révolution (¢ — o) :
frb = — (2.110)
rb=—— :
R

ou R désigne le rayon du cylindre.
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e surface conique (n =1) :

trb= ———u (2.111)

+=—= (2.112)
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Chapitre 3

Homogénéisation des milieux
poreux non saturés

Par rapport aux milieux poreux saturés, les milieux poreux non saturés
présentent certaines spécificités que ’'on doit considérer au plan de la mo-
délisation. En effet, en plus des efforts intérieurs dans les phases volumiques
représentés par des tenseurs de contrainte de Cauchy, il convient de rendre
compte de l'existence d’efforts intérieurs localisés dans les interfaces entre les
phases volumiques (tension de surface).

Comme pour le milieu poreux saturé, il est possible d’étudier un milieu
poreux non saturé en se placant a deux échelles d’espace distinctes : I’échelle
macroscopique et I’échelle microscopique. A I'échelle macroscopique, le v.e.r.
d’un milieu poreux peut étre considéré comme un élément de matiére consti-
tué de plusieurs particules macroscopiques superposées : la matrice solide
et les phases fluides. Géométriquement ces particules sont indiscernables a
cette échelle. On utilise classiquement la méthode thermodymamique en se
placant directement & I’échelle macroscopique pour modéliser le comporte-
ment mécanique des matériaux poreux [6, 26]. Bien que les résultats obtenus
en mettant en ceuvre ce type d’approche soient trés nombreux, on ne peut
pas expliquer complétement certains phénomeénes physiques en adoptant un
point de vue purement macroscopique. Par conséquent, on propose ici d’uti-
liser les outils de la micromécanique pour aborder certaines questions liées a
la modélisation du comportement de ces matériaux.

Comme il a été dit, a ’échelle microscopique le méme v.e.r. est traité
comme une structure hétérogeéne dans laquelle le solide et 1’espace poreux
saturé par les phases fluides occupent des volumes disjoints. La description
des interactions entre la phase solide et les phases fluides a cette échelle doit
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prendre en compte les effets capillaires pour étre compléte.

Dans ce chapitre, on commence par rappeler quelques résultats généraux
concernant la modélisation d’un milieu poreux non saturé (17, 18, 19]|. En-
suite, on applique ces résultats généraux pour les milieux poreux non saturés
dans deux situations différentes : le cas ou les phases fluides occupent au sein
de l'espace poreux des domaines possédant les mémes propriétés morpho-
logiques (isomorphologie des phases fluides) puis un cas ou cette propriété
n’est pas vérifiée (hétéromorphologie des phases fluides). Pour conclure cette
étude, on s’intéresse en particulier & la modélisation des déformations oc-
casionnées par la désaturation d’un milieu poreux soumis a une contrainte
constante nulle en condition isotherme. En fait, il est généralement admis que
la désaturation d’un milieu poreux soumis a une contrainte macroscopique
constante provoque toujours un retrait du matériau. La prise en compte des
phénoménes se déroulant & 1’échelle microscopique au cours des variations
de saturation d’un matériau poreux met en question le caractére évident de
ce comportement, du moins pour les situations ou le comportement de la
matrice solide est élastique linéaire.

3.1 Micromécanique des milieux poreux non sa-
turés

3.1.1 Description des efforts intérieurs a 1’échelle micro-
scopique

On s’intéresse ici au cas d’un v.e.r. de milieu poreux occupant le domaine
2, dont la matrice est constituée d’un solide élastique occupant le domaine
(), et dont ’espace poreux est saturé par deux fluides immiscibles : un liquide
et un gaz, occupant respectivement les domaines €, et Q, (voir Fig.3.1). La
frontiére entre ces trois domaines notée w, comprend trois parties :

Wiy = 0 N 0Dy, way = 0N N Oy, wyy = O, N O

Ces trois surfaces s’intersectent éventuellement le long d’une courbe gauche
notée Ow,ey. Elles constituent I'interface considérée comme une phase consti-
tutive du milieu poreux non saturé au méme titre que les trois autres phases
volumiques.

Les efforts intérieurs dans chacune des phases sont décrits soit par un
champ de contrainte de Cauchy o, dans les domaines Q, (o = s,¢, g), soit
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FiG. 3.1 — Milieu poreux non saturé

par un champ d’effort de membrane y (z) 7, () défini sur w, 7, () désignant
le tenseur unité du second ordre du plan tangent T, (z) & w au point z et
7v (z) la valeur de la tension superficielle au point z de I'interface w, fonction
de la nature des constituants du v.e.r. et de la température.

Dans la situation homogénéisable, les forces de volume sont négligeables a
I’échelle microscopique. On a donc les équations d’équilibre dans les domaines
volumiques :

dive, =0 (), (a=s5,0,9) (3.1)

Par ailleurs, comme on étudie la part du comportement lié aux défor-
mations du squelette, une description des efforts intérieurs dans les phases
fluides par un champ de pression

Oo = —Dud (), (=1, g) (3.2)
est suffisante.

Les équations d’équilibre pour les interfaces entre les trois phases s’écrivent
respectivement, :

Pe = Pg — Pt = Yegtr b (weg) (3.3)
Os N=—pyg-n+7ys,trb-n (Wsy) (3.4)
os'nN=—p-n-+ stZtr b- n (wsZ) (35)
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ou n désigne le vecteur unitaire normal extérieur a €2 le long des interfaces
Wy et wsg; b le tenseur de courbure des surfaces wyy et wyy, trb = 07,y : b
la courbure gaussienne de 'interface.

Il nous reste a écrire les équations d’équilibre sur la ligne Jwg,. Pour cela,
on utilise la relation de Young Dupré. On peut distinguer deux situations.

Cas régulier

F1G. 3.2 — Equilibre de la ligne triple - cas régulier

Quand les interfaces capillaires séparent trois phases fluides immiscibles,
aucune contrainte géométrique ne vient contraindre la configuration adoptée
par le systeme le long de la ligne triple. Dans ce cas le systéme ”s’adapte”
de facon a ce que les tensions de surface assurent 1’équilibre local de la ligne
Owyog (voir Fig.3.2). On a alors

Y12V12 + Y13V13 + Y23V23 = 0 (V HARS 3w123) (3-6)

ol Vs (aff = 12,13,23) désigne la normale unitaire extérieure du plan tan-
gent a la surface wyg le long de Owy93. Dans ce cas, il n’y a pas de singularité
du tenseur des contraintes le long de la ligne dwia3. Pour les systémes qui
nous intéressent, on rencontre cette situation quand I'une des phases fluides
mouille parfaitement la phase solide.

Cas singulier

Quand l'une des phases volumiques constituant le systéme est indéfor-
mable ou trés peu déformable, le systéme matériel ne peut plus adopter des
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F1G. 3.3 — Equilibre de la ligne triple - cas singulier

awslg

configurations qui permettent d’obtenir I’équation (3.6) le long de Owsg,. 11
existe alors une singularité du tenseur des contraintes dans la phase solide le
long de Owgyg-

A titre d’illustration, on considére le cas ot les plans tangents a 'interface
wse et wsy sont identiques le long de Owgy, (voir Fig.3.3). Dans la direction
du plan tangent a la surface extérieure au solide perpendiculaire & Ow,e,, on
a la relation

Vsg = Vst T Yeg COS 0 (v T e aWsﬁg) (37)

ou 6 désigne I'angle de mouillage entre le plan tangent a I'interface wy, et le
plan tangent a la frontiére entre la phase solide et la phase liquide. Dans la
direction normale a la surface extérieure au solide perpendiculaire & Owsgg,
une force de densité linéique -y, sin 6 est appliquée sur le solide :

E@ws[g (Q) = Vg sin ) - n (38)

Dans ce cas, les efforts intérieurs dans la phase solide sont singuliers le long
de Owgpy. On écrit alors I'équilibre de la ligne Owgy, en utilisant le théoréme
des puissances virtuelles comme dans [17].
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3.1.2 Homogénéisation

On considére ici de nouveau le systéme multiphasique décrit a la section
précédente. Pour simplifier, on suppose que la frontiére extérieure du v.e.r.
est constituée uniquement de particules solides. En étendant le lemme de
Hill & ce systéme, on peut transcrire les efforts intérieurs a ’échelle micro-
scopique vérifiant les équations (3.2), (3.1), (3.3), (3.4) et (3.5) a I’échelle
macroscopique. On montre le résultat suivant [17] :

(V€ vérifiant £ = E - x sur 0Q)

E:E:i</a’:sd9+/7(&)6Tw(:p):sd5>
|Q| Q w -

ol X représente la contrainte macroscopique définie par :

(3.9)

1
Y=(1-n)<o>;—nSpid—n(l— S,«)p96+@ / v (z) 67, dS (3.10)

avec < - >, 'opérateur de moyenne sur le volume €2, n la porosité du milieu
et S, la saturation en liquide.

On cherche ensuite & identifier le comportement & 1’échelle macroscopique
pour ce milieu a partir de la résolution d’un probléme aux limites posé sur
le v.e.r. On suppose de nouveau que le matériau est constitué d’un matériau
élastique linéaire homogeéne. Le comportement de ce matériau s’écrit donc :

o(x)=C:e(z) (VzeQ)
(3.11)
e(z)=S:0o(z) (Vz ey

En outre, pour simplifier on suppose que la phase liquide mouille parfai-
tement le solide et que la valeur de la tension superficielle a l'interface wgp
est nulle. D’aprés la relation (3.7), on a donc vy, = v, = 7 tandis que la
force imposée au solide le long de Owsg, est nulle. La matrice solide est alors
soumise a un chargement caractérisé par la pression du liquide p, le long de
wge et celle du gaz p, le long de wyy, la tension superficielle ytrb appliquée sur
I'interface wyg, ainsi qu’un chargement en déformation homogene E imposé
sur le bord du v.e.r. Le probléme d’élasticité défini sur la phase solide s’écrit :
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(o(z) =C:e(z) (€2)
dive(z) =0 (Q5)
{(z)=E-x (092) (3.12)

os-n=—p;n+ytrbn (ng)

(o5 n=—pn (wse)

De nouveau, on remplace le probléme défini par les équations (3.12) par
un probléme d’élasticité avec précontrainte posé sur le v.e.r. constitué d’un
milieu hétérogéne & quatre phases (les phases solide, liquide, gazeuse ainsi
que linterface w = wysy Uwyy) :

(0 =C, :e+o?b (QuUw), (a=s,¢,9)
dive(z) =0 ()

< (3.13)
f(z)=E -z (092)

(loln=0 =0

c () 0 (625)
avec : Co=<¢ =0 (), (a=1y9) ol =< —p,6 (Q4), (@ =
=0 (W) or,@ (W)

En utilisant le théoréeme de Levin valable pour ’homogénéisation des mi-
lieux hétérogeénes élastiques a état initial non-naturel, on montre immeédiate-
ment qu’a ’échelle macroscopique le comportement du matériau poreux non
saturé considéré ici s’écrit :

T=C":E+%° (3.14)

avec :

C™ = (1 —n)C* < A >, P =<TA: 0" >q (3.15)
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ot n désigne la porosité et X* le tenseur de précontrainte macroscopique qui
peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

3P = —nSpped < A >, — Sr)pgd < A >,

|Q|/75Tw . A(z)dS (3.16)

Pour le cas ou les pressions des phases fluides p, et p, sont données et ou
I’on connait les domaines occupés par chacune des phases fluides ainsi que
la valeur de la tension de surface v, on voit a la lecture de la relation (3.16)
que la détermination de la précontrainte macroscopique X? se raméne a la
détermination des tenseurs de localisation dans les phases fluides et dans
les interfaces. Pour cela, il faut notamment déterminer les domaines occupés
par les phases fluides. En fait, cette question peut étre résolue en trouvant
I'interface liquide-gaz wy, se raccordant au solide avec I’angle de mouillage
6 et vérifiant en tout point I’équation d’équilibre (3.3). La résolution de ce
probléme a été discutée au chapitre 2.

Dans la suite de ce chapitre, on présente diverses mises en ceuvre des
résultats généraux qui viennent d’étre exposés.

3.2 Isomorphologie des phases fluides

Dans ce paragraphe, on applique les résultats énoncés ci-dessus a deux
situations particuliéres ot les domaines occupés par les phases liquide et ga-
zeuse présentent les mémes propriétés morphologiques. Plus précisément on
s’'intéresse a des matériaux dont les pores sont tous de forme similaire et cha-
cun d’entre eux est rempli soit par la phase liquide soit par la phase gazeuse,
comme suggéré sur la (Fig.3.4.a). On n’a donc pas besoin de déterminer I'in-
terface liquide-gaz wy,. Dans ce type d’approche, on ne rend pas compte dans
I’approche mécanique de I'existence d'un réseau poreux connectant les diffé-
rents pores entre eux, bien que l’existence de ce réseau soit essentielle pour
permettre la circulation des phases fluides au travers du milieu poreux.
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3.2.1 Modéle simplifié
3.2.1.1 Principe du modéle simplifié

On consideére d’abord le cas ot il est possible de négliger les termes faisant
intervenir la tension de surface v dans les équations (3.4), (3.5) et (3.10).

En faisant v = 0 dans la relation (3.10), on montre alors que la contrainte
macroscopique s’écrit dans cette situation :

Y¥=(1-n)<o>; —nSpid —n(l—5,)p,0 (3.17)

Comme on I’a déja dit, on se place dans la situation ou il y a isomorpholo-
gie des domaines occupés par les phases fluides. Dans le cadre des méthodes
d’estimation du comportement des matériaux élastiques linéaires, cette hy-
pothése implique la propriété

<A>=<A>,. (3.18)
Compte tenu de la propriété < A >=1T et de la relation (3.15), on a alors :
1 hom
<A>=<A>=—(I1-C"":8) (3.19)
n

ou S désigne le tenseur des complaisances élastiques de la phase solide.

En introduisant la relation (3.19) dans (3.17), on obtient la précontrainte
macroscopique sous la forme suivante :

3P = —B(py — Sipe) avec B=(I-C"":8):6 (3.20)

ou B désigne de nouveau le tenseur de Biot dans la situation saturé. Cette
relation permet de définir une contrainte effective pour formuler le compor-
tement du squelette. On a en effet :

Y =Ct":E =X+ B(p, — Spe) (3.21)

Lorsque la matrice est constituée d’'un matériau incompressible, on a B =
4. Cela nous conduit a retrouver la définition de contrainte effective de Bishop
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dans le cas x = S, [65]. Par ailleurs, en faisant S, = 1 dans la relation
(3.21), on retrouve le comportement du milieu poreux saturé présenté dans
le premier chapitre de ce mémoire :

Y =C"":E=%+pB (3.22)

3.2.1.2 Application au probléme du séchage

On s’intéresse ici aux déformations volumiques prédites par ce modéle
dans le cas ou le matériau considéré est soumis a une expérience de séchage
a contrainte macroscopique nulle (C'auchy = 0), la pression régnant dans
la phase gazeuse supposée égale a la pression atmosphérique, étant de plus
prise comme pression de référence (p, = 0). En combinant les relations (3.20)
et (3.21), on montre que dans ce cas la déformation volumique a I’échelle
macroscopique s’écrit :

r B = (% _ %) (S,pe) (3.23)

avec K" et K les modules de compressibilité macroscopique et microsco-
pique. Compte tenu du caractére poreux du matériau étudié, on a forcément
K > K". Comme le signe du terme S,p. est positif, en prenant I’état saturé
a p. = 0 comme configuration de référence pour mesurer les déformations,
on note que durant tout le processus de séchage la déformation volumique
macroscopique est négative (tr E < 0). Autrement dit, le séchage occasionne
toujours un retrait de ’échantillon par rapport a I’état saturé pris comme
référence. Cependant, le sens de variation de la déformation volumique au
cours du processus peut changer. En effet, la dérivation de I’équation (3.23)

donne
d(tr B) = (% _ %) d(S,p.) (3.24)

On en déduit que le signe de variation de la déformation volumique est piloté
dans ce cas par la courbe capillaire. Comme indiqué sur la (Fig.3.4.b) lorsque
la tangente a la courbe capillaire est au dessous de la courbe de référence
S,p. = cste passant par le point considéré, le séchage provoque un gonflement
du milieu. En revanche, on observe un retrait de I’échantillon lors du séchage
dans le cas ou la tangente a la courbe capillaire se trouve au dessus de la
courbe de référence.
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F1G. 3.4 — Le modéle simplifié

Ce résultat, qui peut paraitre surprenant au premier abord, s’explique
aisément lorsque ’on examine plus en détail les phénoménes se déroulant a
I’échelle des pores lors de la désaturation de I’échantillon. D’une part, la désa-
turation d’un milieu poreux s’accompagne d’une augmentation de la pression
capillaire p. qui mesure la différence entre la pression régnant dans la phase
gazeuse et la pression régnant dans la phase liquide. En supposant que la
pression de gaz et la pression du liquide soient uniformes dans I’échantillon
et que la pression du gaz soit égale a zéro (valeur de référence de la pression
atmosphérique), l'augmentation de la pression capillaire est donc égale (au
signe prés) a la diminution de la pression de la phase liquide qui s’applique
sur la matrice solide le long de sa frontiére avec le domaine liquide. A cette
diminution de pression, on associe naturellement une tendance au retrait du
squelette solide, et donc de I’échantillon (de I'état A a 'état B sur Fig.3.5).
D’autre part, la désaturation de I’échantillon entraine une diminution du
volume occupé par le liquide, ce qui tend dans la plupart des situations a
diminuer l'aire de la surface de la phase solide mouillée par le liquide. Ce
processus entraine le remplacement des efforts de traction appliqués par le
liquide sur la matrice solide par des efforts nuls (ou en tout cas beaucoup
plus faibles dans la majorité des situations). Ce mécanisme tend en général
a accroitre le volume de I'échantillon (de I'état B a 'état C' sur Fig.3.5). En
chaque point du diagramme S, — p,, la courbe de référence (p. S, = cste) sé-
pare donc les domaines d’expression prépondérante de ces deux phénomeénes
contradictoires pour les matériaux dont les caractéristiques correspondent
aux hypothéses du modéle.
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F1G. 3.5 — Deux phénoménes couplés du modéle simplifié

3.2.2 Modéle avec prise en compte des interfaces

On peut évidemment se poser la question de la pertinence des résultats
obtenus a la section précédente compte tenu des hypothéses formulées pour
les obtenir. On présente donc maintenant un autre modéle permettant de
prendre en compte l'influence des tensions de surface négligée dans le mo-
deéle précédent. Par contre, on se place toujours dans la situation ou phase
liquide et phase gazeuse occupent des domaines possédant les mémes pro-
priétés morphologiques vis a vis de ’homogénéisation du comportement du
milieu.

3.2.2.1 Principe du modéle avec prise en compte des interfaces

Ici on suppose que 'espace poreux est constitué de pores sphériques ré-
partis en classes caractérisées chacune par un rayon de pore, tous les pores
appartenant a une classe étant soit remplis de liquide soit remplis de gaz. On
notera qu'’il est possible d’avoir deux classes caractérisées par le méme rayon
de pore, 'une étant saturée par la phase liquide, ’autre étant saturée par la
phase gazeuse.

Pour un pore de rayon R rempli de gaz, la courbure gaussienne de l'in-
terface sphérique vaut Rlﬁ. La matrice solide est alors soumise au chargement

mécanique défini par :

111



(VQGWSg) o's'ﬂ:_(pg_pﬁ)'ﬂ
Vrzewy ogn=-p-n (3.25)

(Vzeo) ¢Ea)=E-z
_2
=Ry
Par ailleurs, la contribution d’un pore de rayon Rg rempli de gaz au
dernier terme de la relation (3.10) se calcule facilement. On a

avec : DB

[ (@) 61,045 = ps¥id (3.20

oun Vg = %WR% désigne le volume du pore. Cette relation montre qu'’il est
possible de rendre compte de I'effet de la tension de surface a I'interface wy,
pour ce pore en considérant que ce pore est rempli par un fluide a la pression
pg qui s'ajoute alors a la valeur de la pression de gaz.

En introduisant I’équation (3.26) dans (3.10) et en négligeant de nouveau
I’effet mécanique d’un éventuel réseau liant les pores sphériques entre eux,
on calcule alors la contrainte macroscopique pour ce modéle :

N=(1-n) <o > —nSpd—n(l—=S)p,d+ Y fapsd (3.27)

BEQy

ou fz désigne la fraction volumique de la classe de pores de rayon IZg rempli
de gaz.

De facon similaire aux résultats obtenus pour le modéle simplifié, le com-
portement macroscopique dans ce cas s’écrit :

C*":E =%+ B (p, — S;p.) — s (3.28)
avec :
5, = 2 > fspsB 3.29
p= 8D8 (3.29)
BeQy

Par rapport au modéle simplifié, on note qu’il apparait ici un terme supplé-
mentaire 35 qui s’explique par la prise en compte des effets capillaires. En
différenciant (3.28) et (3.29), on a
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C™ . dE = d% + B (dp, — dS,p. — p.dS,) — dZg (3.30)

La relation ci-dessus montre que le terme dXg3, associé aux variations de S,
joue un role important dans le comportement macroscopique du matériau
lors du remplissage ou du drainage. Pour pouvoir I'estimer, il est nécessaire
d’introduire un autre modéle permettant de compléter le modéle mécanique
présenté ci-dessus afin de rendre compte des effets capillaires. Pour cela on
présente dans la suite les résultats d’'un modéle capillaire du type de ceux
présentés par Dullien [18, 32.

F1G. 3.6 — Modéle morphologique pour I’hystérésis capillaire

Sur la base du modéle mécanique, on suppose que le réseau poreux est
constitué d’une succession de pores de rayon Rz décroissant reliés entre eux
par des canaux de rayon rg décroissant (voir Fig. 3.6). Si §* représente la
classe de pore se remplissant soit de liquide soit de gaz en fonction des va-
riations de la saturation en liquide, on a

1
dS, = —— > dfs (3.31)

Le principe du modéle de Dullien est que lors du remplissage c’est le rayon
du pore Rg- qui détermine la valeur de la pression capillaire alors que lors du
drainage c’est le rayon d’accés a ce pore rg- qui fixe la valeur de la pression
capillaire (voir Fig. 3.7). On a donc

X 2y 2y
SidS, >0 . = , = 3.32
i = P = (3.32)
2 2
SidS, <0 : pe=-—L, pgo=—L (3.33)
T Rg-



Compte tenu des relations (3.29) et (3.31), on obtient

dzg = —Bpg*dSr (334)

En combinant les relations (3.30), (3.32), (3.33) et (3.34), on obtient la loi
macroscopique suivante :

SidS, >0 : 6&*=C"" . dE
(3.35)
SidS, <0 : 6" — BAp.(S,)dS, = Ct™ . dE
ou 'on a posé :

§X* = dX + (dp, — S,dp.) B (3.36)

et out Ap.(Sy;) = pe(Sy, dS, < 0)—pe(S;, S, > 0) mesure 'hystérésis capillaire.

R
K drainage
2y Ir /
AP(S)
2y IR /
remplissage
St

F1G. 3.7 — Hystérésis capillaire

3.2.2.2 Application au probléme du séchage

Les résultats obtenus précédemment nous permettent de revenir a la mo-
délisation des déformations induites par la désaturation du milieu poreux
en prenant maintenant en compte les phénomeénes d’hystérésis capillaire. En
faisant 3 = 0, p, = 0 dans (3.35) pour dS, < 0, on obtient :
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d(ir B) = (% - Ki) (Ape(S)dS, + Sudpe) (3:37)

Dans le cas sans hystérésis (Ap. = 0), la variation de volume est controlée
par le signe de dp. qui est généralement positif au séchage. Dans ce cas, le
modeéle prévoit un retrait lors du séchage du matériau et cela quelquesoit
la forme de la courbe capillaire. On met ainsi en évidence que pour le cas
ou l’espace poreux est représenté par un ensemble de pores sphériques, le
fait de négliger les effets de la tension superficielle peut conduire & des in-
cohérences importantes par rapport a un calcul complet dans certains cas.
Cette conclusion reste valable tant que les phénomeénes hystérétiques restent
faibles (Ap. < —S,(dp./dS,)). Par contre si I’hystérésis devient important
(Ap. > —S,(dp./dS,)), le modéle prévoit alors un gonflement.

Comme dans le modéle précédent, c’est la courbe capillaire qui détermine
le caractére gonflant ou au contraire contractant dans une expérience de
séchage. Le chargement appliqué a la matrice solide lors d’une variation de
la teneur en liquide de I’échantillon est dans ce cas légérement différent de
celui du modeéle simplifié en raison des effets de la tension superficielle prise
maintenant en compte dans les interfaces solide-fluide.

Il convient également de noter que pour ce modele, la resaturation de
I’échantillon & contrainte macroscopique nulle s’accompagne toujours d’un
gonflement macroscopique.

3.3 Hétéromorphologie des phases fluides

Dans la suite de ce chapitre, on s’intéresse aux situations ou les hypothéses
formulées pour construire les deux modéles des sections 3.1 et 3.2 ne sont pas
vérifiées. On distingue deux grandes classes de morphologie pour lesquelles
il n’est pas possible de supposer que les domaines occupés par les phases
fluides présentent les mémes caractéristiques vis a vis de ’homogénéisation
du comportement du milieu poreux non saturé.

Dans la premiére classe on regroupe les situations ou il est encore possible
de considérer que chacun des pores constituant 1’espace poreux est occupé par
une seule phase fluide, mais il n’est plus possible de négliger les différences
morphologiques entre les pores (situation a sur la Fig. 3.9).

On range dans la seconde classe les configurations de milieux poreux non
saturé ou 'intreface capillaire se trouve a l'intérieur des pores (situation b sur
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la Fig. 3.9). A notre avis, cette situation est plus particuliérement pertinente
pour les faibles valeurs de la saturation en liquide.

Il est bien clair que cette séparation des problémes en deux classes parfai-
tement distinctes est tout a fait arbitraire et que pour pouvoir rendre compte
du comportement d’un milieu poreux particulier dans toutes les situations,
il est nécessaire de traiter des configurations ou les deux situations sont pré-
sentes simultanément. On utilise néanmoins cette configuration pour exposer
les résultats permettant de traiter chaque situation.

Il est clair que les modeles présentés dans les sections 3.1 et 3.2 appar-
tiennent de fait a la premiére classe de configuration. Comme on I’a déja
montré, on peut rendre compte des phénomeénes d’hystérésis non liés aux
variations de I'angle de mouillage. Pour ce qui concerne la seconde classe de
situation et dans la mesure ou l'on néglige les phénoménes d’hystérésis de
I’angle de mouillage, on se restreindra aux situations ou les évolutions du
systéme a l’échelle microscopique , et notamment celle des interfaces sont
réguliéres. Dans ce cas, le comportement macroscopique du matériau poreux
non saturé est réversible et aucun phénomeéne d’hystérésis capillaire ne peut
étre observé.

Une autre différence entre les deux classes porte sur les problémes & ré-
soudre pour identifier par homogénéisation le comportement macroscopique
du matériau. Pour les problémes appartenant a la premiére classe et dans la
mesure ou 1’on néglige I'impact mécanique du réseau assurant la connectivité
hydraulique du milieu poreux, l'interface capillaire est constituée uniquement
de linterface solide-liquide et de I'interface solide-gaz. Dans la mesure ol
chacune de ces deux interfaces est constituée des frontiéres des pores remplis
respectivement par le liquide et le gaz, ces deux interfaces sont compléte-
ment définies dés que I'on connait la répartition des phases fluides au sein de
I’espace poreux.

Pour les problémes relevant de la seconde classe, les pores sont remplis a
la fois de liquide et de gaz. Au contraire du cas précédent, il est nécessaire
dans ce cas de déterminer la forme de l'interface liquide-gaz pour pouvoir
résoudre le probléme. Ce probléme particulier a été discuté dans le chapitre
2 de ce mémoire, chapitre au cours duquel on a également donné les solutions
pour certaines formes particuliéres.

On donne maintenant les résultats généraux permettant de traiter les
situations relevant de chacune des deux classes decrites plus haut.
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3.3.1 Estimation de la précontrainte macroscopique en
utilisant la solution d’Eshelby

Pour un milieu poreux non saturé, si 'on sépare 1’espace poreux en N
classes distinctes, la précontrainte macroscopique se calcule en fonction de
la moyenne des contraintes microscopiques pondérées par les tenseurs de
localisation dans chaque classe de pore :

N
=) fi<TA:o" > (3.38)
i=1

Prenons ici un milieu poreux particulier dont tous les pores sont de forme
ellipsoidale. De plus, la porosité est supposée assez faible pour que le champ
de déformation qui s’établit dans l'inclusion de forme ellipsoidale soit uni-
forme lorsqu’une sollicitation en déformation homogéne est imposée a 1'in-
fini [33, 34]. On en déduit alors I'uniformité du tenseur de localisation sur le
domaine occupé par chaque pore ellipsoidal. La relation permettant le calcul
de la précontrainte macroscopique (3.38) se simplifie donc en

N
=Y fiTA < o > (3.39)
=1

Compte tenu du fait que la formule (3.39) a été obtenue a condition que
la porosité soit suffisamment faible pour que les pores ellipsoidaux restent
ellipsoidaux, on utilisera le schéma dilué pour calculer les grandeurs A; in-
tervenant dans (3.39). Dans ce cadre, 'estimation de la valeur du tenseur
de localisation pour les pores ellipsoidaux ayant déja été présentée dans le
chapitre précédent, il reste juste a déterminer la moyenne de la précontrainte
a I’échelle microscopique dans chacun des pores.

3.3.1.1 oP uniforme par phase

Pour un milieu poreux non saturé du type (a) dans lequel chacune des
phases fluides occupe complétement un pore (voir Fig.3.9.a), le champ de
précontrainte a l'intérieur de chacun des pores est uniforme a condition de
négliger la contribution des termes de membrane. La relation (3.39) s’écrit
dans ce cas :

N
=Y fi"A;:o” (3.40)

=1
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En utilisant le fait que le tenseur de précontrainte est égale a p, dans les
pores occupés par la phase liquide est égale a p, dans les pores occupés par
la phase gazeuse, on obtient a partir de (3.46) la relation

N
¥? = —-Bp, + ZfiTAi : Ope (3.41)

i=1
ou B se calcule grace a la relation (1.60). On généralise ainsi le modéle de

la section 3.1 & des situations ou il n’y a pas isomorphologie des domaines
fluides. Dans ce cas on peut directement déterminer 3” sans aucun probléme.

liquide

gaz gaz

liquide

solide solide

@ (b)

FiG. 3.8 — Morphologies de phases fluides dans des pores ellipsoidaux

3.3.1.2 P non uniforme par phase

Pour un milieu poreux non saturé du type (b) pour lequel I'interface entre
la phase liquide et la phase gazeuse se trouve a l'intérieur des pores (voir
Fig.3.9.b), le champ o? n’est pas uniforme sur le domaine occupé par chaque
pore. On peut utiliser deux approches pour calculer la moyenne de la pré-
contrainte dans les pores : la méthode analytique et la méthode numérique.

La premiére a été présentée dans le chapitre 2. On peut calculer la moyenne
de précontrainte dans un pore ellipsoidal par les équations (2.70), (2.71),
(2.72), (2.73) et (2.74) dans le cadre de I'approximation toroidale.

Pour l’approche numérique, en utilisant les résultats donnés dans [17]
concernant la modélisation mécanique des systémes mixtes membrane-milieu
continu, et comme les efforts a l'intérieur de chacun des pores vérifient en
chaque point les équations d’équilibre sans force de volume, on montre le
résultat suivant :
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(Vi vérifiant o = E,, - z sur 997)

. L (3.42)
| < o7 > B, = / o7 80 = / (6" 1) - £(B,)dS
Q; o0,
avec .
1

En utilisant la relation (3.42), on peut calculer < o >; et puis X grace a
(3.39) valorisant la connaissance des efforts appliqués par les phases fluides
et interfaces sur la frontiére solide du pore.

Dans le cas particulier ot la moyenne de la précontrainte a I’échelle mi-
croscopique est la méme dans chacun des pores constituant I’espace poreux,
en utilisant la propriété < A >= T et la relation (3.15), on montre que la
relation (3.39) s’écrit alors :

¥ = (I-C"":S% < o? > (3.44)

Enfin, on notera que si I'on souhaite prendre en compte les termes de
membrane dans le calcul de ¥ pour un matériau du type représenté sur la
Fig. 3.9, il suffit d’appliquer les relations (3.42), (3.43) et (3.44).

3.3.2 Estimation de précontraintes macroscopiques en

utilisant les motifs morphologiques représentatifs
(M. M. R.)

On vient de présenter la méthode d’estimation des précontraintes macro-
scopiques pour des pores ellipsoidaux dans le cas des faibles porosités. Dans
la suite on considére le cas plus général ou la forme des pores ainsi que la
valeur de la porosité ne vérifient aucune propriété particuliére. Dans ce cas, la
précontrainte macroscopique d’un milieu poreux peut se calculer en fonction
des contraintes microscopiques en utilisant la relation :

N
P = Z fi <TA:o? >, (3.45)
=1
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3.3.2.1 oP uniforme par phase

Pour un milieu poreux saturé ou un milieu poreux non saturé du type
(a) pour lequel chacun des pores (de forme quelconque) constituant I’espace
poreux est saturé par une unique phase fluide (voir Fig.3.9.b), et si 1'on
néglige de nouveau les termes de membrane, le champ de précontrainte a
I'intérieur de chacun des pores est uniforme. La relation (3.45) s’écrit alors :

N
=) fi<TA>z0" (3.46)
i=1

Dans ce cas on peut directement déterminer XP en utilisant les résul-
tats présentés dans la section 1.4 consacrée & I'estimation de C"*™, car on a,
seulement besoin de la valeur estimée de < TA >; qui peut étre obtenue soit
par voie analytique pour les pores sphériques ou ellipsoidaux soit par voie
numeérique pour les pores d’autre formes.

liquide

gaz

liquide
solide solide
@ (b)

F1G. 3.9 — Morphologies de milieux poreux non saturés

3.3.2.2 0P non uniforme par phase

Pour un milieu poreux non saturé du type (b) ou Uinterface entre la phase
liquide et la phase gazeuse se trouve a l'intérieur des pores (voir Fig.3.9.b),
ou un matériau du type (a) avec prise en compte des termes de membrane
dans le calcul de X7?, le champ &P n’est pas uniforme sur le domaine occupé
par chaque pore. Toutefois il est autoéquilibré a l'intérieur de chaque pore.
On a donc (au sens des distributions)

dive? =0 (3.47)
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Pour calculer les précontraintes macroscopiques dans cette situation, on
utilise de nouveau les deux problémes (P’) et (P") considérés pour démontrer
le théoréme de Levin présentés dans la section 1.2. Compte tenu des relations
(1.47), (1.48) ainsi que (1.49), on a :

SP:E=<o":€ > (3.48)

avec P =< TA : P >. On rappelle que &' désigne le champ de déformation
microscopique associé a E dans le cas sans précontrainte.

L’équation (3.48) peut se réecrire :

v <0'p's'>:l/0'p'€'d§2:l/0'p'a—§d§2 (3.49)
£, : q/ 7" 9/, o :

Partant de I’équation (3.49), en utilisant le théoréme de Gauss et I’équa-
tion (3.47), on obtient :

1
P E=— (oP-n)-£dS (3.50)
2] Jaar N

ot n désigne la normale intérieure au domaine solide unitaire a 9QP, £ le
champ de déplacement a la frontiére du pore associé 4 E dans le cas sans
précontrainte. En vertu de (3.50), il faut donc calculer [, (o7 -n)-&'dS
pour estimer X?. Afin d’estimer ce terme, on propose d’utiliser de nouveau
le probléme auxiliaire défini pour estimer C™.

En procédant comme pour calculer C**™, on applique un chargement en
deformation homogéne E* & la frontiére de la structure considérée pour po-
ser le probléme auxiliaire. Dans le cas des faibles porosités, si 'on utilise le
schéma dilué, la déformation appliquée E* étant prise égale a la déforma-
tion macroscopique du v.e.r. (E), le champ de déplacement a la frontiére du
pore occasionné par le chargement E* est donc égal a £'. Le calcul du terme
Jo0p(@” - n) - £dS par une méthode numérique se pose aucun probléme dans
ce cas. En revanche, pour un schéma de Mori-Tanaka et un schéma auto-
cohérent, la déformation appliquée E* étant différente de la déformation
macroscopique du v.e.r. (E), le champ de déplacement a la frontiére du pore
associé au chargement E* n’est donc pas égal a ¢'. En conséquence, le calcul
du terme [, (o - n) - £'dS ne peut donc pas étre mené directement a partir
de la solution du probléme auxiliaire. On ne cherche pas dans ce travail a
proposer des extension permettant de traiter ces situations. Dans la suite, on
présente I'application de ces résultats a quelques situations particuliéres.
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F1G. 3.10 — Morphologie du pore FiGg. 3.11 — Maillage du probléme
auxiliaire (pore ellipsoidal)

3.3.3 Application au probléme du séchage

On choisit de nouveau d’illustrer les résultats théoriques présentés ci des-
sus en calculant les déformations volumiques provoquées par le séhage a
contrainte nulle prévues pour différents matériaux. Comme dans la premiére
partie de ce chapitre, on suppose que la température est constante et que la
contrainte macroscopique est nulle. En faisant 3 = 0 dans la relation (3.14),
on montre que la variation de la déformation volumique est égale a

tr E = —tr [(C"™)~": &7] (3.51)

Pour déterminer C*™ et X, on utilise les résultats du chapitre 1, relations
(1.96), (1.110) pour un schéma dilué ainsi que la relation (3.50).

On considére ici trois matériaux dont la phase solide est constituée d’un
matériau élastique linéaire isotrope et dont 1’espace poreux est constitué de
pores symétriques de révolution dont le profil radial est respectivement ellip-
soidal, conique et parabolique [Fig.3.10|. Pour simplifier le probléme on ad-
met que pour chaque matériau, les pores ont tous les mémes caractéristiques
géométriques (taille) et sont orientés de la méme fagon. Sous ces hypothéses

le comportement macroscopique de ces trois matériaux est élastique linéaire
isotrope transverse.

Les paramétres utilisés dans les calculs sont les suivants : porosité n = 5%
hauteur des pores H = 0.03mm ; rayon des pores L = 0.1mm; module

d’Young E = 1Gpas; coefficient de Poisson v = 0.2; tension superficielle
v = 0.072N /m.
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Comme pour ’estimation des caractéristiques élastiques drainées de ces
matériaux, s’il est possible de traiter analytiquement le cas ot les pores sont
des ellipsoides de révolution, la méthode des éléments finis est utilisée pour es-
timer les grandeurs nécessaires dans les deux autres situations. Pour résoudre
le probléme auxiliaire, on considére un domaine constitué d’un unique pore
inclus dans un milieu solide dont la frontiére a [’infini est sphérique. Compte
tenu du fait que l'on ne s’intéresse ici qu’a la déformation volumique des
matériaux, il suffit de résoudre un probléme bidimensionnel axisymétrique
pour calculer toutes les composantes du tenseur d’élasticité macroscopique
Cho™ et celles de la précontrainte macroscopique 37 influant sur la défor-
mation volumique. Des éléments du type triangle a 6 noeuds ont été utilisés
dans les approches par éléments finis. La [Fig.3.11| représente le maillage du
probléme auxiliaire pour le pore ellipsoidal. Les deux chargements du type
axisymétrique en déformation homogéne & considérer pour calculer C™ et
Psont: By =e¢, Qe et By =¢,Re,.

profil du pore ellipsoida

profil du pore apres déforner

FiG. 3.12 — Forces des phases fluides F1G. 3.13 — Déformation du pore ellip-
soidal

Les résultats d’estimation des composantes du tenseur d’élasticité macro-
scopique pour les matériaux considérés sont présentés dans le tableau (3.1).

matériau_| Chom 4 Clem (Gpas) | Ot (Gpas) | Clom = CTomr (Gpas)

ellipsoide 1.278 0.835 0.224

conique 1.261 0.599 0.173
paraboloide 1.200 0.097 0.051

TaB. 3.1 — Composantes du tenseur d’élasticité macroscopique

Pour le calcul des précontraintes macroscopiques, on connait déja les cour-
bures moyennes pour ces trois types des pores (voir annexe IT). Par ailleurs, il
est légitime ici d’utiliser I’approximation toroidale dont la validité est démon-
trée dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire. Il est alors facile de déterminer
les sollicitations imposées au solide par la phase liquide et par la phase ga-
zeuse. Sur la figure [Fig.3.12|, on a représenté les forces imposées sur le bord
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du pore ellipsoidal par les phases fluides' . La déformée du pore correspon-
dant a ce chargement est représentée sur la figure [Fig.3.13]. On observe que
le profil du pore n’est plus ellipsoidal sous la sollicitation des phases fluides.

N —a— matériau (a)

- —— matériau (b)
AN matériau (c) q“\‘""‘\m

S

Pression capillaire [ Pa ]

3
Variation du volume [ - ]

~ ~& ] —=— matériau (a)
K —— matériau (b)
~ matériau (c)

. ; ; _10° . . . . .
10" - - 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03
10 10 10

Saturation en liquide [ - ] Saturation en liquide [ - ]

F1G. 3.14 — Courbes de pression capil- F1G. 3.15 — Courbes de variation de
laire volume

Les résultats obtenus sont présentés sur la [Fig.3.14] et sur la [Fig.3.15].
On peut observer deux tendances différentes : un gonflement pour les deux
premiers matériaux tandis que le dernier matériau se rétracte lorsqu’il est
soumis a une désaturation. Ces résultats peuvent s’expliquer en invoquant
les deux phénomeénes couplés décrits pour le modéle simplifié. Comme pour
les deux modéles construits en s’appuyant sur ’hypothés d’isomorphologie
des domaines occupés par les phases fluides, c’est la courbe de la pression
capillaire qui pilote le sens des variations de volume lors du séchage. On
constate ainsi que les augmentations de la pression capillaire pour le dernier
matériau sont beaucoup plus fortes que pour les deux premiers. Comme dans
les cas précédents, ’accroissement de la tente de la courbe capillaire d’un mi-
lieu & 'autre accompagne bien sur le passage d'un comportement dilatation
au séchage a un comportement contractant. Il convient également de noter
que la transition d’un comportement & ’autre ne se produit manifestement
pas par référence aux courbes d’équation p.S, = C'ste (voir Fig. 3.14).

1On a représenté sur la Fig. 3.12 les forces nodales associées & la pression répartie
appliquée le long de la frontiére du pore. Comme on utilise ici des éléments quadratiques, on
obtient une alternance de petites forces et de grandes forces bien que la pression appliquée
varie de facon monotone.
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3.4 Matériau périodique

Pour conclure ce chapitre consacré a 'homogénéisation des milieux po-
reux non saturé a matrice solide élastique linéaire, on s’intéresse au cas des
matériaux périodiques. On souhaite ainsi vérifier la pertinence des tendances
observées dans les pages précédentes. En effet, les résultats exposés jusqu’a
présent ont été obtenus en utilisant des méthodes d’estimation du compor-
tement développées au départ pour traiter les comportements de matériaux
solides hétérogénes. Il est normal de s’interroger sur la pertinence des déve-
loppements proposés pour traiter des milieux non saturés.

Pour des matériaux possédant une propriété de périodicité spatiale, on
dispose de méthodes permettant de déterminer exactement le comportement
macroscopique du matériau dés lors que les hypothéses classiques de conver-
gence sont vérifiées (rapport taille de la cellule de base sur taille du v.e.r.
tendant vers zéro). Au prix d’une hypothése forte sur les propriétés méca-
niques du matériau étudié, on peut donc disposer d’informations certaines
pour le comportement macroscopique du matériau et cela pour une large
gamme de comportement |2, 3.

En résolvant les mémes problémes que ceux traités dans le cas désordonné
pour des situations périodiques et en comparant les résultats obtenus pour
ces deux situations (du moins en tendance), on souhaite donc démontrer la
pertinence des approches développées ici.

3.4.1 Homogénéisation périodique en élasticité

On considére une structure constituée d’un matériau élastique poreux
périodique. Partant des éléments donnés dans le chapitre consacré a I’homo-
généisation des milieux hétérogenes linéaires élastiques périodiques (1.1.3),
et en procédant exactement de la méme facon que pour le cas désordonné,
on montre que le comportement de ce matériau dans le cas non saturé s’écrit
sous la forme :

T=C":E+%° (3.52)

ou C"™ le module d’élasticité drainé se calcule en fonction du tenseur de
localisation pour les déformations L :

Chom = (1 —n)C* :< L >, (3.53)
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et ou X” se calcule grace a I’énoncé (1.52) du théoréme de levin, qui s’écrit
dans ce cas particulier

=n<L:o?>, (3.54)

ou o? désigne toujours le champ des tenseurs de précontrainte permettant
de rendre compte des efforts intérieurs dans les phases fluides et dans les
surfaces capillaires. Il convient de garder a ’esprit que pour que la formule
(3.54) soit valable, il est nécessaire que le champ o soit lui aussi périodique.
On aborde ensuite le calcul de la précontrainte macroscopique pour un milieu
poreux non saturé dans le cas périodique.

3.4.2 Calcul de la précontarinte macroscopique

liquide (gaz) liquide

gaz

solide solide

@ (5)

Fi1G. 3.16 — Morphologie des milieux poreux périodiques non saturé

3.4.2.1 oP uniforme par phase
Pour un milieu poreux périodique saturé ou non saturé du type (a)
(Fig. 3.16), le champ de précontrainte o® a I'intérieur de chacun des pores est

uniforme & condition de négliger les termes de membrane. La relation (3.54)
s’écrit alors :

¥ =n<L>o? (3.55)
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Dans ce cas, pour calculer X7 il suffit de connaitre la moyenne du tenseur de
localisation < 7L > du pore qui peut étre obtenue en résolvant numérique-
ment le probléme posé sur la cellule de base. Cela ne pose aucune difficulté.

3.4.2.2 o? non uniforme par phase

Pour un milieu poreux périodique non saturé du type (b) (Fig. 3.16),
le champ de précontrainte o? & l'intérieur de chacun des pores n’est pas
uniforme. En procédant exactement de la méme maniére que pour le cas
désordonné présenté dans 3.3.2.2, on montre que la précontrainte macrosco-
pique d'un milieu poreux périodique dans le cas non saturé se calcule par la
formule suivante :

1
P E = — (o?-n)-&dS (3.56)
1Cl Jacw N

Le terme [, (o7 -n)-£'dS peut étre obtenu numériquement en résolvant le
probléme posé sur la cellule de base.

Avant d’aborder le probléme de séchage, on rappelle dans la suite brié-
vement comment résoudre le probléme de localisation en pratique. En effet,
lorsque la géométrie de la cellule de base et le chargement imposé présentent,
un nombre suffisant de symétries, il est possible de poser le probléme de lo-
calisation sur une partie de la cellule de base au lieu de la cellule de base
entiére. Cela permet de diminuer significativement le temps de résolution du
probléme par la méthode des éléments finis.

3.4.3 Condition de symétrie

On traite le cas ou la cellule de base posséde trois plans de symétrie or-
thogonaux. En utilisant les conditions de symétrie, on peut poser le probléme
sur le huitiéme de la cellule de base au lieu de la cellule de base entiére [10].

La cellule de base occupe le parallélépipéde rectangle défini par :

3
L L
Q= H]—?Jr?{ (3.57)
i=1

Le huitiéme de cette cellule de base occupe donc le domaine :
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Fia. 3.17 — Huitiéme de la cellule de base

3
@;Mo,%[
=1

Le champ de déplacement périodique & et le champ de contrainte o des

solutions du probléme possédent les propriétés suivantes [10] :
—siE=Fje Qe + Eype ® ey + Ezzes @ es, alors :

Ey=0,00=0 sur 9

ou &% désigne la composante normale de &', o la contrainte tangen-
N ) T

tielle, 9Q la frontiere du domaine occupé par le huitiéme de la cellule

de base.

—si E=FE;(e;®e; +e ®e;), pour i # j, alors :
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§r =0, 0y =0 surlesplansz; =0, 7; = Eietxj =0,z =

_INZO, O'TZO

sur le planx, = 0, z;

L
Tkpourk #*1,7

ou & désigne la composante tangentielle de £,
& désig p g g

3.4.4 Application au probléme du séchage

paraboloide ellipsoide
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FiG. 3.18 — Profil des cellules de base F1G. 3.19 — Maillage de la cellule de
base (pore ellipsoidal)

On considére maintenant trois types de matériaux a microstructure pé-
riodique dont les cellules de base sont des parallélépipédes rectangles. Au
centre de celles-ci, les profils des pores sont respectivement ellipsoidal, co-
nique et parabolique [Fig.3.18|. Les valeurs de la porosité, les profils radiaux
des pores ainsi que les caractéristiques de la phase solide sont identiques a
celles prises pour les calculs précédents. Les longueurs, hauteurs et largeurs
des trois cellules de base ont été choisies de fagon a obtenir une méme valeur
de la porosité pour les trois matériaux. Les valeurs sont les suivantes : pour le
matériau a pores ellipsoidaux L; = Ly = 0.3mm, L3 = 0.28mm ; pour le ma-
tériau a pores coniques L; = Ly = 0.3mm, L3 = 0.14mm ; pour le matériau
a pores paraboliques Ly = Ly = 0.26mm, L3 = 0.092mm.

D’aprés les conditions de symétrie présentées ci-dessus, on maille seule-
ment un huitiéme des cellules de base. Le maillage tridimensionnel (en élé-
ments tétraédriques a 10 noeuds) de la cellule de base du pore ellipsoidal est
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représenté sur la [Fig. 3.19]. Les trois chargements imposés en déformation
macroscopique sont : B = ¢, @ e,, By =¢,Q¢, et B3 =¢,Qe,.

Les résultats numériques des composantes du tenseur d’élasticité macro-
scopique sont représentés sur le tableau (3.2) (unité en Gpas). Ils sont symé-
triques par rapport aux couples d’indices (ij) et (kl). Comparant ces résultats
avec ceux obtenus par I’approche micromécanique, on constate qu’ils sont du
méme ordre de grandeur.

matériau | Crom = Chom [ Chom T Cliom T Clom = Chom
ellipsoide 1.032 0.830 | 0.252 0.228
conique 1.028 0.807 | 0.246 0.206
paraboide 1.013 0.067 | 0.023 0.016

TaB. 3.2 — Composantes du tenseur d’élasticité macroscopique dans le cas
périodique

Pour calculer la précontrainte macroscopique, on utilise la relation (3.56).

Les courbes de variation de volume des trois matériaux lors du séchage a
contrainte macroscopique nulle sont présentées sur la [Fig. 3.20]. On constate
de nouveau les mémes tendances que pour les résultats obtenues par la mé-
thode d’estimation. C’est a dire un gonflement au séchage pour les deux
premiers matériaux et un retrait au séchage pour le dernier. Cela démontre
encore une fois non seulement la validité de la méthode d’estimation, mais
aussi 'influence des caractéristiques morphologiques de ’espace poreux sur
le signe des déformations volumiques de séchage.
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F1G. 3.20 — Variation de volume dans le cas périodique
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté la modélisation d’un milieux poreux non
saturé dans le cas d’isomporphologie des phases fluides et celui d’hétéromor-
phologie des phases fluides. On a démontré que les morphologies des phases
fluides jouent un role important au plan de la modélisation d’un milieu poreux
non saturé. En particulier, on a démontré que le signe de la déformation vo-
lumique d’un milieu poreux non saturé occasionnée par le séchage a I’échelle
macroscopique est déterminée par la corbe de la pression capillaire lorsque
le milieu soumis & une contrainte nulle en condition isoterme.
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Chapitre 4

Homogénéisation des milieux
meésofissurés non saturés

On s’intéresse ici & des milieux poreux dont la phase solide est encore
constituée d’un matériau élastique linéaire mais dont la porosité est for-
mée de microfissures, c’est a dire de pores dont 'une dimension est trés
faible comparée aux deux autres. Pour aborder cette situation particuliére,
il est nécessaire de s’intéroger sur la validité des hypothéses formulées pour
construire la méthode d’homogénéisation linéaire “classique” utilisée dans les
chapitres 1 et 3. Ainsi, il est maintenant bien connu que I’hypothése des
petits déplacements n’est pas valable dans ce cas et qu’il est nécessaire de
procéder a une approche incrémentale prenant 1’état actuel comme configu-
ration de référence pour résoudre le probléme de changement d’échelle [45].
Dans ce cadre, il a été notamment montré que dans le cas ou les fissures
ne se propageaient pas et ne se refermaient pas, le comportement a 1’échelle
macroscopique est encore linéaire quand on prend en compte les non linéari-
tés géométriques a 1’échelle microscopique. Ce résultat a également été établi
dans le cas saturé, ou I’on obtient alors un comportement macroscopique po-
roélastique linéaire [59]. Une analyse micromécanique du comportement non
linéaire d’un milieu poreux fissuré dans le cas sec et dans le cas saturé est
proposée dans [28, 29, 30]. Il a été montré que le comportement non linéaire
observé lors d’une expérience de compression isotrope drainée pouvait étre
relié & une fermeture progressive des fissures en fonction de ’accroissement
de la pression de confinement.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement d’un matériau mésofis-
suré dans le cas non saturé. Comme dans les deux chapitres précédents, on
s’'intéresse aux spécificités du comportement liés a la présence simultanée de
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plusieurs fluides au sein de 1’espace poreux ainsi qu’a l’existence des mem-
branes capillaires. Dans ce cadre, on suppose donc que les fissures restent
toujours ouvertes et ne se propagent pas. Comme on I’a déja mentionné, le
tenseur d’élasticité macroscopique du matériau n’est pas modifié lors que ’on
prend en compte les changements de géométrie des fissures. La non linéarité
du comportement du matériau non saturé étudié ici sera donc occasionnée le
cas échéant par les variations du champ de précontrainte dans les fissures ou
par le couplage entre ces efforts capillaires et les changements de géométrie
des fissures.

Pour mener a bien cette étude, on rappelle tout d’abord briévement com-
ment estimer le tenseur d’élasticité homogénéisé d’un solide fissuré a partir
des caractéristiques élastiques du matériau constitutif de la matrice solide et
des propriétés morphologiques de I’espace poreux constitué des fissures.

On donne ensuite les éléments permettant d’étendre la démarche aux cas
ou les fissures sont saturées par deux fluides immiscibles. Pour cela on utilise
les éléments de modélisation permettant de rendre compte des efforts liés a la
présence des fluides dans les fissures exposés au chapitre 2, puis on généralise
la démarche développée pour la situation saturée dans le cas linéaire dans [59]
au cas non saturé.

Pour finir, on propose une modélisation visant a prendre en compte les
couplages entre déformations de la matrice solide et répartition des phases
fluides au sein des fissures.

Les résultats de cette approche peuvent étre appliqués pour traiter du
comportement de différents matériaux comme les bétons [35] et les roches
réservoirs [28|.

4.1 Estimation du comportement du matériau
fissuré sec

On considére un volume élémentaire représentatif de matériau solide fis-
suré occupant le domaine €2 de frontiére 0€2. La phase solide constituée d’un
matériau élastique linéaire, occupe le domaine €2, tandis que les fissures oc-
cupent le domaine €2,, complémentaire de (25 dans 2. Pour simplifier, on
suppose que la frontiére du domaine () est uniquement constituée de parti-
cules solides et que le matériau constitutif de la phase solide est homogéne de
tenseur d’élasticité C,. Toutes ces hypothéses nous permettent de reprendre
de nouveau les résultats présentés dans la section 1.1.4 pour un matériau po-
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reux sec. La loi de comportement & 1’échelle macroscopique pour le matériau
fissuré considéré ici s’écrit alors

S=<o>=C"".E (4.1)

avec

C™ = (1 —n)Cy : Ay = Cy : (I—nA,) (4.2)

Dans la suite de ce travail, on assimile les fissures a des cavités ellipsoidales
symeétriques de révolution autour de leur petit axe comme dans 30, 57| (voir
Fig. 4.1). Elles sont classées en N classes.

F1G. 4.1 — Fissure ellipsoidale

On adopte ici un schéma dilué, pertinent pour les situations ot la densité
de fissure est suffisamment faible et les fissures sont assez éloignées [16] les
unes des autres pour que les interactions entre elles soient négligeables. La
contribution de chaque classe de fissures au tenseur de localisation A, est
estimée en utilisant la solution d’Eshelby [33] pour une fissure immergée
dans un milieu élastique infini homogene d’élasticité C, soumis a l'infini a la
déformation macroscopique E. Dans ce cas, la déformation €/ qui s’établit
dans chaque fissure de la classe j est uniforme sur le domaine occupé par
la fissure et dépend linéairement de la déformation imposée a I'infini. On a
donc

1

e=(1-P:C,) :E (4.3)

ol P’ est un tenseur du quatriéme ordre dépendant de la forme et de ’orien-
tation de la fissure ainsi que de la valeur du tenseur C,. Le tenseur de loca-
lisation pour les fissures de la classe j s’écrit alors

AN =T-P:C (4.4)
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En reportant 4.4 dans 4.2, on obtient ’estimation du tenseur d’élasticité
homogénéisé suivante

chom =, - (]1 - XN:fj (I-P ccs)”) (4.5)

ou f7 désigne la fraction volumique occupée par chaque classe de fissures.

Chaque famille de fissures est caractérisée par son rayon L7, sa hauteur
H’ ainsi que son orientation. La fraction volumique correspondant & chaque
famille de fissures est égale a :

. 4 . .
Fi= ngJQHJDJ (4.6)

ou D7 désigne la densité volumique de fissures d’une méme famille.

. . N ., . . -3 .
En introduisant le paramétre de densité de fissures ¢/ = D’L7", la fraction
volumique f7 peut s’écrire aussi :

) 4 .
= §7rX]5] (4.7)
. HI
avec X’ = 7R désignant le facteur d’aspect des fissures.

En reportant (4.7) dans (4.5), la relation (4.5) s’écrit maintenant

N
om 4 ) -] i -
Chom =, : (]I — E gﬂ'X]g] (]I — P (Cs) 1) (4.8)

j=1

Le facteur d’aspect X7 étant trés petit devant 1, on peut utiliser le fait que
le groupement X7 (I — P/ : C,)~" admet une limite, notée T/, quand X7 tend
vers zéro [28, 57|. Cette limite ne dépend que de orientation des fissures et
des modules d’élasticité de la phase solide. Dans le repére local (e, e2,€3)
attaché a chacune des fissures ot e3 désigne la direction de la normale a la
fissure, les coefficients du tenseur T sont :
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Tllll = T2222 =0

4(1 —v)?
T: = 7
3333 (1= 20)
Th1990 = T911 = 11133 =T33 = 0
41 —v)v
T =T - 7
3311 3322 (= 20) (4.9)
Th212 = Th221 = T2191 = 15112 =0
2(1 — v
To323 = T330 = T3093 = 3930 = u
7?52 — 1/3
2(1 — v
Tiz13 = Tiz31 = T5113 = T3131 = ———=
(2 —v)

ou v désigne le coefficient de Poisson de la matrice solide. Du fait qu’il n’y
a pas de couplage entre une extension et un cisaillement ou entre deux ci-
saillements de couplages de directions différents, les autres coefficients (77112,
Ti123, Tos11, Thoos etc.) sont nuls.

La relation (4.8) s’écrit alors

N
Chom = C, - (]1 -y gwejTj> (4.10)
7=1

écriture qui montre qu’au premier ordre, le tenseur d’élasticité C*™ ne dé-
pend pas du rapport d’aspect des fissures, mais uniquement de leur orien-
tation. Les propriétés de la relation (4.3) assurent que sous ’action de la
déformation E appliquée a l'infini, les fissures restent des ellipsoides de ré-
volution. La prise en compte du couplage entre 1'ouverture des fissures et
la déformation macroscopique ne modifie donc pas la perception macrosco-
pique du comportement du solide fissuré qui reste linéaire tant que les fissures
restent ouvertes et ne se propagent pas.

On considére le cas o les fissures ont toutes le méme rapport d’aspect et
sont distribuées de facon isotrope a I'intérieur du v.e.r. De plus, la matrice
solide est elle méme constituée d’un matériau isotrope. Dans cette situa-
tion, le comportement macroscopique du matériau est alors élastique linéaire
isotrope, caractérisé par le module de cisaillement p™ et le coefficient de
compressibilité k"™ La somme dans la relation (4.10) peut s’écrire :

T 4
Z gﬂej']l‘j =eQ (4.11)
7j=1
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ou ¢ désigne le parameétre de densité de fissures du milieu considéré, défini
par n = 4/37Xe, Q un tenseur du quatriéme ordre, fonction uniquement du
coefficient de Poisson de la matrice solide. Dans le repére global (E1, Es, E3),
les composantes du tenseur QQ sont 28] :

Qiiii = AxD avec i=1,2,3
Qiijj=Bx+xD avec 1=1,2,3 et i#] (4.12)

avec :

A=v*—-13vr+10 B=3v3-v)

16(1— 1) (4.13)

C=2°—1lv+5 D=
v 152 - v)(1 - 20)

Les autres composantes du tenseur Q sont toutes nulles.

En introduissant (4.11) dans (4.10) et en utilisant la relation (4.12), on
obtient les deux coefficients caractéristiques

32 5-v)(1-v)
hom — (1 — = — 4.14
o p(l—p) avec f e 5 (4.14)
“ 16 1—12
hom v
1 - 4.1
k E(1—0b) avec b 913 (4.15)

ou i et k désignent respectivement le module de cisaillement et le module de
compressibilité du matériau constituant la matrice solide.

4.2 Matériau fissuré non saturé - Cas linéaire [23]

On s’intéresse maintenant aux situations ou ’espace poreux a l'intérieur
des fissures est occupé par deux fluides immiscibles, un liquide et un gaz.
On fait I’hypothése que les fissures sont interconnectées entre elles, sans que
cette propriété ne modifie la pertinence de la méthode d’estimation qui vient
d’étre présentée.
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Comme pour le cas du milieu poreux non saturé étudié dans la section 3.1,
les efforts a 'intérieur des fissures sont constitués d’une part des champs de
pression au sein de chacun des fluides et d’autre part des champs d’effort de
membrane définis sur les surfaces séparant deux a deux les domaines occupés
par chacune des trois phases solide, liquide et gazeuse.

Par ailleurs, la description de ces efforts est exactement identique a celle
présentée dans la section 3.1. Dans le cas ou la phase solide est constituée d’un
matériau solide élastique linéaire et ou les couplages géométriques peuvent
étre négligés, en utilisant de nouveau les résultats de la section 3.1, on peut
montrer que la loi de comportement macroscopique pour un matériau fissuré
dans le cas non saturé s’écrit

T=C"" . E+ %P (4.16)
avec
N
2”:<0'p:A>:Z<0'p:A>j (4.17)
j=1

ou < - >J désigne l'opérateur de moyenne sur le domaine occupé par les
fissures de la classe numéro j.

Dans la situation diluée traitée ici, les interactions entre fissures étant
négligeables, le tenseur de localisation est uniforme pour chacune des fissures.
En procédant de la méme facon que pour obtenir 'estimation de C*™ ci-
dessus, en introduisant (4.4) et (4.7) dans (4.17) et en utilisant le fait que
Xi(I—P7:C,)"" tend vers TV quand X7 — 0, on obtient I'estimation de la
précontrainte macroscopique dans le cas dilué :

4 o
=) el <o >I T (4.18)
J

Il reste donc a calculer la moyenne du champ de précontrainte dans chacune
des classes de fissures pour identifier complétement la loi de comportement
macroscopique. Pour cela, on peut utiliser les relations (2.69), (2.71), (2.72),
(2.73) et (2.74).

4.2.1 Effets capillaires dans un pore ellipsoidal aplati
On s’intéresse ici au cas ou l'influence des déformations de l'interface

pore-solide sur la moyenne des efforts de précontrainte dans la fissure est
négligée. Par souci de simplicité, on se restreint aux situations ot la phase
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liquide mouille parfaitement le solide (n = 0) et ou la tension superficielle
dans l'interface solide-liquide est nulle. Pour éviter d’alourdir les notations, on
étudie ici le cas générique d’une fissure occupant un ellipsoide de révolution
de rayon L et de hauteur H = X L.

On suppose naturellement que la répartion des phases fluides au sein de
chacune des fissures vérifie la propriétés de symétrie cylindrique autour du
petit axe des fissures. La résolution de ce probléme s’effectue dans le cadre
de l'approximation toroidale présentée dans la section 2.3, qui consiste a
assimiler I'intersection de 'interface liquide—gaz avec un plan radial contenant
le petit axe de I’ellipsoide par un cercle de rayon r; et dont le centre se trouve
dans le plan Oz;x;3 & une distance 75 de 'axe Oz |Fig. 4.2].

€3

ry le

T

F1G. 4.2 — Fissure non saturée

En utilisant la relation (2.65), on peut calculer la pression capillaire. La
saturation en liquide peut étre calculée par les relations (2.66) et (2.68).

Les courbes capillaires donnant p. en fonction de S, pour différentes va-
leurs du rapport d’aspect X sont tracées sur la [Fig. 4.3]. Pour toutes les
valeurs du rapport d’aspect, on montre que la pression capillaire est une fonc-
tion décroissante puis croissante de la saturation. Il convient donc d’étudier
plus en détail les propriétés mécaniques de ce systéme avant de se prononcer
sur son comportement réel. Comme on néglige les déformations de la phase
solide, le systéme constitué des phases fluides et des interfaces capillaires a
pression capillaire imposée est un systéme conservatif pour lequel une ana-
lyse classique de stabilité peut étre mise en ceuvre [36]. On montre alors que
dans des expériences d’imbibition—drainage a pression capillaire imposée, la
branche croissante de la courbe p.(S,) est instable.

En toute rigueur, il convient donc de prendre en compte la partie crois-
sante de la courbe p.(S,) dans une analyse distinguant chemin de drainage
(obtenu en augmentant réguliérement la pression capillaire a partir de I’état
saturé a pression capillaire nulle) et chemin d’imbibition (correspondant a
I'application d’une pression capillaire décroissante jusqu’a la valeur nulle).
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F1G. 4.3 — Courbes capillaires pour trois rapports d’aspect différents

On obtient alors pour chaque pore une courbe de pression capillaire présen-
tant un hystérésis.

Dans une expérience de drainage a partir de 1’état saturé, il est nécessaire
d’augmenter la pression capillaire jusqu’a la pression d’entrée d’air notée po®
pour qu’une interface capillaire puisse se former a l'intérieur du pore. La
valeur de la pression d’entrée d’air est déterminée par les rayons des canaux
reliant les pores. Ici, pour fixer les idées, on suppose que les rayons des canaux
sont du méme ordre de grandeur que la hauteur H de la fissure. La valeur
de p&® est alors égale 2v/X L. Une fois cette valeur de la pression capillaire
atteinte, on observe un « saut » de la saturation de la valeur S, = 1 jusqu’a
la valeur S telle p.(S]) = p¢* = 2v/X L (courbe de gauche sur la Fig. 4.4).

De la méme fagon, dans une expérience d’imbibition, il est nécessaire de
diminuer la pression capillaire jusqu’a la valeur p™" correspondant au point
le plus bas de la courbe capillaire pour pouvoir revenir a I’état complétement
saturé. Ce retour a I’état saturé donne également lieu a un « saut » de la
saturation de la valeur S™" jusqu’a S, = 1. Evidemment, on observera un
comportement beaucoup moins marqué dans le cas d’'un matériau tel qu’il
existe plusieurs hauteurs de fissures ou mieux une répartition continue des

hauteurs de fissures.

Si cette analyse parait pertinente pour des situations ou la partie crois-
sante de la courbe capillaire est bien séparée de la droite d’équation S, =1
(cas des rapports d’aspect proches de 'unité), I'observation d’état saturé
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F1G. 4.4 — Courbes capillaires avec et sans hystéresis

pour des valeurs de la pression capillaire strictement supérieures a la valeur
correspondante au point le plus bas de la courbe p.(S,) devient beaucoup
moins probable quand la branche instable se rapproche de la courbe S, =1
(cas des faibles valeurs du rapport d’aspect : S™" tend vers 1 quand X tend
vers z€ro).

Pour justifier cette affirmation, on admet comme dans que la formation
d’une bulle de gaz a I'intérieur de la fissure est un processus thermiquement
activé [61, 69]. Dans ce cas, la probabilité w de former une interface capillaire
a l'intérieur du pore lors du drainage est calculée par [47]

w ~ exp(—Ryin/T) (4.19)

ol R,,;, désigne le saut d’énergie qui doit étre franchi pour former une inter-
face capillaire a l'intérieur du pore et 17" la température. Comme la tempé-
rature est supposée constante, ce saut d’énergie est donc égal a la variation
d’énergie potentielle (notée AFE) a franchir pour passer de I’état saturé (état
A") a I’état correspondant au point le plus bas (état C') de la courbe p.(S,).

Cette barriére d’énergie AFE est égale a 'aire grisée représentée sur la
courbe de la Fig. 4.5. Pour la calculer, on distingue deux contribution FE;
et Ey telle que AE = V,E, + V,E, avec V), le volume du pore. E; désigne
I'aire sous la courbe d’équation paramétrique p. = 2v/r, S, = r*/X L3, avec
r compris entre 0 et H et au dessus de la droite d’équation p, = p™". E,
désigne ’aire sous la courbe p.(S,) entre le point B et le point C' et au dessus
de la droite d’équation p. = p™". Les morphologies des phases fluides dans
un pore pour les quatre états (A’', A, B, C') sont représentées sur la [Fig. 4.6].
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FiG. 4.5 — Saut d’énergie potentielle a franchir pour passer de I’état saturé
(A") a ’état correspondant au point le plus bas (C') de la courbe p.(S,) par
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F1G. 4.6 — Morphologies des phases fluides correspondant aux états A’, A, B
et C
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Pour construire la courbe en pointillé permettant de relier le point B a la
droite d’équation S, = 1, on a considéré le cas d’une bulle de gaz sphérique
pour des rayons compris entre 0 (point appartenant a la courbe S, = 1 atteint
quand p, tend vers l'infini) et X L (on retrouve alors le point B sur la courbe
capillaire). Quand X tend vers zéro, la valeur p™" correspondant au point le
plus bas de la courbe capillaire est approximativement égale a p™™ = /X L.
E est alors calculée par

1

Bi= (= ot = S+ [ (- pfas = 2X/L (420)
Sea

De I’état B a I'état C', le calcul de la pression capillaire s’effectue dans le
cadre de 'approximation toroidale, avec

g
e = =0, = —f(X 4.21
ve=2p.= 25(x) (1.21)
E5 est calculée alors par
Sea .
Ey, = / _ (pe — pi*™)dS, = vF(X)/L (4.22)
S’;nzn
La variation d’énergie AE est alors :
4 2 2
AE = —myL*(2X* + X F(X)) (4.23)

3

D’aprés les résultats numérique (par exemple X = 0.01, X F'(X) = 2.0e — 3;
X =0.001,XF(X)=1.1le—4; X =0.0001, X F(X) = 5.2¢ — 6), on montre
que le terme X F/(X) dans (4.23) est une fonction croissante du rapport d’as-
pect X qui tend vers zéro quand X tend vers zéro.

On peut donc conclure que le saut d’énergie potentielle a franchir pour
passer de I’état saturé (état A’) a I’état correspondant au point B est une
fonction croissante du rapport d’aspect. Lors que les autres paramétres sont
fixés, AF tend vers zéro quand X tend vers zéro.

Compte tenu de I’équation (4.19), la probabilité de former une interface
capillaire étant une fonction décroissante du saut d’énergie a franchir pour
former cette interface, il en résulte que la probabilité que cette barriére soit
franchie pour une pression égale & la pression p™" tend vers 1 quand X tend
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vers 0. On ne retient donc que la partie décroissante de la courbe p.(S,) dans
ce cas. La courbe capillaire ne présente pas d’hystérésis et la valeur de la
pression pt® pour laquelle se forme l'interface capillaire correspond au point
le plus bas de cette courbe (courbe de droite sur la Fig. 4.4).

Dans la mesure ot on ne s’intéresse ici qu’au comportement des milieux
fissurés, c’est cette derniére interprétation de la courbe p.(S;) que I'on retient.

4.2.2 Cas des fissures

En reportant dans les formules (2.65) et (2.68) I'approximation X < 1,
on obtient les relations suivantes pour la courbe capillaire

1
~ LX cos g

De S, = cos® ¢y (4.24)
Dans le repére local attaché a chacune des fissures, en reportant X < 1
dans la relation (2.68) et en supposant toujours que la pression dans la phase
gazeuse est nulle, on obtient la moyenne des efforts de précontrainte dans le
pore, égale au premier ordre a

<o?f >=

v (3 —cos’py
LX 2

(e1 ® €1 + €2 ® €3) + cos” ppez @ Q3) (4.25)

Sur les figures |[Fig. 4.7] et |Fig. 4.8], on représente les erreurs relatives
entre les solutions de ’approximation toroidale et les résultats obtenus par
les relations (4.24) et (4.25). La contrainte équivalente calculée ici représente
la partie sphérique de la moyenne du tenseur de contrainte dans le pore. On
constate que les résultats obtenus par les relations (4.24) et (4.25) fournit
une trés bonne précision pour la pression capillaire, la saturation en liquide
ainsi que la contrainte équivalente lorsque le rapport d’aspect X tend vers
zéro.

En toute rigueur, les formules (4.24) et (4.25) issues d’'un développement
limité en 1/X ne sont pas valables pour les valeurs de ¢, tendant vers zéro.
Néanmoins, sur les figures [Fig. 4.7] et [Fig. 4.8], on montre qu’elles donnent
une excellente approximation du comportement le long de la branche stable
du diagramme de pression capillaire p.(S,), y compris au voisinage de 1’état
saturé, obtenu en ¢y = 0.

En combinant les relations (4.24) et (4.25), on obtient la composante o,
de < oP > selon ez ® e3
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Erreur relative de pression capillaire [-]

¢ [rad]

Fi1G. 4.7 — Comparaison des résultats du premier ordre et des solutions de
I’approximation toroidale (pression capillaire)

0.18[ —6— X=0.0001
—e— X=0.001
—+— X=0.01

Erreur relative de saturation en liquide [-]
o
T
Erreur relative de contrainte équivalente [-]

;;\Ngm

15 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16
o [rad] ¢ [rad]

Fi1G. 4.8 — Comparaison des résultats du premier ordre et des solutions de
I'approximation toroidale (saturation en liquide et contrainte équivalente)

145



Lo eos’eo 7 1
P LX I3X3 p2

(4.26)

4.2.3 Déformation de séchage du matériau fissuré iso-
trope

On revient ici au probléme d’homogénéisation pour le solide fissuré. Dans
le cas ot les fissures ont toutes le méme rayon L, le méme rapport d’aspect,
admettent une répartition d’orientation isotrope et ou la phase solide est
elle-méme isotrope, en étendant la méthode utilisée dans 28] on introduit
les deux angles d’Euler 6 = [0, 7] et ¢ = [0, 27] définissant ’orientation de la
normale unitaire a la fissure e3. On montre que la relation (4.18) s’écrit dans
le repére global (E;, Es, E3) attaché au v.e.r. sous la forme :

1 0=n ¢=2m
=X / sinf < o > (0, 4) : T(6, $)dods (4.27)
0—0 Jo

=0

Pour déterminer 37, il faut procéder au changement de base classique du
repére local (eq, es, e3) vers le repére global (E;, Es, F3), qui s’écrit

€1 =sinpFE;, — cos pE,
ey = —cosflcospE| — cosfsin pFE5 + sinfE3 (4.28)

e3 =sinf cos pFE 1 + sinfsin pE5 + cos OE5

Aprés intégration on montre que la précontrainte macroscopique est égale a :
3P =0,b0 (4.29)

ou b est encore défini par (4.14).

Dans une expérience de séchage sous contrainte macroscopique nulle, la
pression dans la phase gazeuse est nulle. La déformation prévue selon (4.16)
par ce modéle est sphérique et s’écrit E = Ed avec :

L b 1

3khom 7P = T 351 — b) L3X3 p?

(4.30)
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Pc

F1G. 4.9 — Séchage du milieu fissuré - cas linéaire

Cette expression n’est valable que dans les situations ot les phases gazeuse et
liquide se trouvent simultanément a l'intérieur des fissures. En se reportant
aux conclusions de I'analyse qui a été menée a la section 4.2.1 et donc a
la relation (4.24) il apparait qu'une interface capillaire ne peut se former a
I'intérieur des fissures pour des valeurs de la pression capillaire inférieures
a pt® = v/LX. La quantité pt* définit donc la valeur de la pression d’entrée
de la phase gazeuse dans les fissures.

Pour mener une expérience de séchage a contrainte macroscopique nulle
a partir de I’état de référence saturé, on soumet le matériau a une augmen-
tation de la pression capillaire a partir de la valeur zéro. Tant que la pression
capillaire reste inférieure a la pression d’entrée de la phase gazeuse dans les
fissures, celles-ci restent saturées par la phase liquide a la pression —p,. et
la moyenne du tenseur des précontraintes dans les fissures est égale a p.d.
En reportant ce résultat dans la premiére égalité de (4.30), on établit que
durant cette phase, E est une fonction linéaire décroissante de la pression ca-
pillaire p.. Un comportement contractant au séchage est donc observé. Pour
les valeurs de la pression capillaire supérieures a p¢*, la déformation du v.e.r.
est maintenant controlée par la seconde équation (4.30). Durant cette seconde
phase, le séchage du matériau sous contrainte macroscopique nulle s’accom-
pagne d’une dilatation qui raméne le v.e.r. dans sa configuration initiale, les
fissures étant finalement saturées par la phase gazeuse. Par rapport a 1’état de
référence (état naturel sans précontrainte capillaire), on note que durant tout
le processus de séchage la déformation macroscopique est négative (retrait).

La courbe de la [Fig. 4.9] résume les résultats qui viennent d’étre décrits.
Cependant, la section suivante va démontrer que 'existence d'une phase di-
latante au cours du séchage prévue par le présent modéle peut étre remise
en cause par la prise en compte des variations du rapport d’aspect X.
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4.3 Prise en compte des non linéarités géomé-
triques [23]

A la différence de la section précédente, on s’intéresse a présent a l’effet
des variations du rapport d’aspect des fissures sur le comportement macro-
scopique du matériau tout en écartant I’éventualité d’une refermeture totale
des fissures. La prise en compte de ce changement de géométrie impose de
travailler de facon incrémentale. La loi de comportement a 1’échelle micro-
scopique s’écrit maintenant

VazeQ) do=C(z):de(z)+do? (x) (4.31)

En reproduisant exactement le méme raisonnement qu’a la section 4.2,
on montre qu’a 1’échelle macroscopique, on a la loi de comportement incré-
mentale

4 ) . )
dX = C"™" : dE + d%” avec dXP = ) el <do? 1T (4.32)
J

ott Ch™ est toujours donné par (4.10). On rappelle que I'état de référence
est I’état naturel dans lequel ¥ = X* = 0. A la condition que les fissures
restent des ellipsoides, l'intégration de la relation (4.32) a partir de I’état de
référence fournit immeédiatement 1’équation de comportement macroscopique
sous la forme

4 ) . .
X =C"":E+X avec ¥ = ) el <o ST (4.33)
J

La validité de la démarche conduisant a (4.33) repose sur la possibilité
d’approcher a chaque instant la forme de la fissure par un modéle ellipsoidal.
Cette propriété est classiquement vérifiée en ’absence d’efforts capillaires.
Cependant, en présence d’'un chargement capillaire considéré ici, il s’agit
d’une premiére approche de la prise en compte de I’évolution de la géométrie
des fissures. De la méme facon, on admet que les conclusions de ’analyse
présentée a la section 4.2.1 restent pertinentes méme si la déformabilité de
la phase solide n’est plus négligée ici.

On note que les expressions (4.18) et (4.33) de X? sont identiques. Par
ailleurs, on a déja noté que l'estimation de C"™ n’est pas modifiée si ’on
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prend en compte les variations du rapport d’aspect. Ces résultats s’expliquent
par le fait que le calcul de C"™ et celui de 3 font intervenir le groupement
X (I—P:C,)”" quiest indépendant de X7 dans le domaine X7 < 1.

La différence essentielle avec la section 4.2 réside dans le fait que 'on
prend désormais en compte les variations du rapport d’aspect X’ dans le
calcul de < o >7.

4.3.1 Changement géométrique des fissures

Le calcul des variations du rapport d’aspect passe par celui des déforma-
tions locales dans les fissures associée a la déformation macroscopique et a
la précontrainte locale. Ce dernier peut étre obtenue a partir de la solution
d’Eshelby (1.76), méme si la précontrainte dans ce cas n’est pas homogéne
dans la fissure. Supposons tout de méme dans la suite que ’effet de la précon-
trainte sur la forme du pore puisse étre raisonnablement estimé en remplagant
le champ de précontrainte par sa moyenne < o, >, ce qui constitue une pre-
miére approximation de ce probléme. En faisant C; = 0, P =S7%,: C;* et en
prenant pour le tenseur de polarisation 7 =< o, >, dans (1.76), on obtient
alors ’estimation de la déformation dans la fissure :

e =1-S)t:(E-S}:C! < a,>) (4.34)
La forme incrémentale de (4.34) s’écrit alors
del = (1—S5) " : (dE - : C;' - d < o? >7) (4.35)

S’agissant du rapport d’aspect, on obtient donc :

dXT=X7 (o) : (I- Sg;;)‘1 :(dE-S}:Ctid < o? >7)  (4.36)

En utilisant de nouveau X4 (I—P/ : C,) ' — TV quand X’ — 0, on montre
que l'intégration de (4.36) a partir de I’état de référence (E=0, o? = 0) se
met sous la forme

X —Xj=(®e)) TV : (E—-S):C;' i< a?>7) (4.37)
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ou Xg désigne le rapport d’aspect des fissures dans la configuration initiale.
L’équation (4.37) peut s’écrire aussi

X -Xj=(®e): (V:E-T:8,:C;" :< a? >) (4.38)

En utilisant X7 (I — S‘g)_l — T9 quand X’ — 0, on peut réecrire le dernier
terme de la relation (4.38) sous la forme :

T :S):Cl i< oP >I= X/ (]I—ng)_1 ST G i< P >

= XT:C; <o ST 4TV :1:C;" i< o? >7 (4.39)

Le permier terme de la deuxiéme égalité de (4.39) étant négligeable quand
X7 — 0, la relation (4.37) s’écrit enfin

X —X]=(e®e) :T:(E-C!:<al>d) (4.40)

A titre d’illustration, on considére de nouveau le cas d’un matériau consti-
tué d’une phase solide élastique linéaire isotrope dont les fissures ont toutes le
méme rapport d’aspect et présentent une répartition d’orientation isotrope.
En utilisant la relation (4.40), on montre la loi de couplage géométrique liant
le rapport d’aspect des fissures a la déformation macroscopique du v.e.r. et
a la précontrainte capillaire o, prend la forme

AX = X — Xp = 22 —g—]’;

— ) (4.41)

En incorporant la premiére égalité de (4.30) dans (4.41), on obtient encore :

E 4
AX =X = Xo=Xoo— avec E,= %XU (4.42)

Observant que 4mreAX/3 représente la variation de volume des fissures, on
note que 1’égalité ci-dessus signifie que la déformation volumique macrosco-
pique 3F est égale & la variation du volume des fissures. —F,.d s’interpréte
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_1/4__ -

F1G. 4.10 — Séchage d’un milieu fissuré - modele avec couplage géométrique

comme la déformation macroscopique pour laquelle les fissures sont entiére-
ment refermées par séchage.

En reportant (4.42) dans (4.30) on obtient la relation suivante

3khomE 1 FE
D. = De = avec &€ = 4.43
S TP <—5 1+ 5)3) ' B, 9

La courbe représentant la relation (4.43) liant p, et € est tracée sur la
|[Fig. 4.10]. On note que la prise en compte des variations du rapport d’aspect
des fissures modifie I’allure de la courbe p. fonction de E pour les « fortes »
déformations de retrait (E < —F,,/4) avec une nouvelle branche correspon-
dant & un comportement contractant au séchage. Pour les « faibles » défor-
mations de retrait (E > —FE,./4) on retrouve une branche correspondant a
un comportement dilatant au séchage comme pour le modéle sans couplage
géométrique.

M

4.3.2 Deéformation de séchage du matériau fissuré iso-
trope

On s’intéresse de nouveau au comportement du matériau lors d’une ex-
périence de séchage sous contrainte macroscopique nulle conduite a partir de
I’état de référence saturé a pression capillaire nulle. Comme pour le cas sans
couplage, 'augmentation a partir de la valeur nulle de la pression capillaire ne
provoque pas immédiatement la désaturation des fissures. On observe donc
de nouveau une phase ou les fissures restent saturées par la phase liquide a
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F1G. 4.11 — Séchage d’un milieu fissuré - cas général

la pression —p,., la déformation macroscopique du v.e.r. se calculant encore
en reportant I’égalité o, = p. dans la premiére équation de (4.30).

Pour déterminer le moment ol la phase gazeuse pénétre dans les fissures,
il faut maintenant tenir compte du fait que les fissures se referment au fur
et a mesure que la pression capillaire augmente. En combinant la premiére
équation de (4.30) pour o, = pt* = v/(LX**) avec les équations (4.42), on
montre que valeur du rapport d’aspect des fissures au moment ou le gaz
pénétre dans les fissures, notée X, est solution de I’équation

Yo 4 khome
LXee 3 b

(X — X,) (4.44)

équation qui admet comme solution :

1 3by
X= [ Xy£4/X} - ——— 4.4
2 ( 0 \/ 0 wsthOWl) (4.45)

On note que I’équation (4.44) n’admet de solution que si Xy > X§* avec

1
3by 2
X = ——— 4.46
0 <mLkhom> (4.46)

Si X est plus grand que X§?, la phase gazeuse pénétre dans les fissures
et la courbe de comportement linéaire observée dans la premiére phase coupe
la courbe décrite par I’équation 4.43 au point (p<*, E?).

Deux situations peuvent alors se présenter. Si E°* < —F,,. /4, en utilisant
I’6quation (4.43) on obtient X§* < Xy < 2X¢&%//3. Dans cette situation la
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désaturation du matériau provoque la fermeture des fissures et un retrait
de séchage est observé (trajet (c) sur la Fig. 4.11). Si on a E** > —E,./4,
situation observée quand 2X§%/v/3 < X, la désaturation des fissures s’ac-
compagne d’une réouverture de ces dernieéres. Une phase de dilatation est
observée et on retrouve un comportement similaire a celui obtenu sans prise
en compte des variations de rapport d’aspect des fissures (trajet (b) sur la
Fig. 4.11).

Enfin si X est inférieur a X§°, il n’y a pas d’intersection entre la courbe
décrite par I’équation (4.43) et la droite rendant compte du comportement du
matériau au cours de la premiére phase dans le plan p., . L’augmentation
de la pression capillaire s’accompagne donc d’une déformation volumique de
retrait du matériau mais sans désaturation des fissures. (trajet (a) sur la
Fig. 4.11)

4.4 Conclusion

Les éléments d’une modélisation par changement d’échelle du comporte-
ment des matériaux mésofissurés & matrice élastique dans la situation non
saturé ont été présentés. Les lois de comportement macroscopiques obte-
nues par cette approche intégrent de fagon quantitative les spécificités du
matériau liées a ses caractéristiques morphologiques et matérielles a 1’échelle
microscopique. Ces résultats ont ensuite été utilisés pour modéliser une expé-
rience de séchage d’un matériau dont ’espace poreux est constitué de fissures
possédant toutes les mémes caractéristiques géométriques et distribuées de
facon isotrope a l'intérieur du volume élémentaire représentatif. Dans le cas
linéaire, dans une expérience ou 1’échantillon est soumis a une pression ca-
pillaire croissante a contrainte macroscopique nulle & partir de 1’état saturé,
le matériau se rétracte avant de revenir a son état de déformation initiale,
le passage d’'un comportement a ’autre se faisant au moment ou la phase
gazeuse non mouillante entre dans les fissures. La prise en compte du cou-
plage entre déformations des fissures et effets capillaire modifie radicalement
ces prévisions dans le cas des fissures trés aplaties. On a en effet montré que
pour les valeurs les plus faibles du rapport d’aspect, les fissures se ferment
en restant constamment saturées, le matériau se contractant réguliérement
au fur et & mesure que la pression capillaire augmente. Pour les valeurs in-
termédiaires du rapport d’aspect, la phase gazeuse finit par pénétrer dans
les fissures mais on obtient cependant un comportement contractant pour
toutes les valeurs de la pression capillaire. Enfin pour les valeurs les plus
importantes du rapport d’aspect, on retouve un comportement du type de
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celui obtenu sans prise en compte des couplages géométriques.
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Chapitre 5

Homogénéisation périodique des
matériaux granulaires non saturés

Dans le cadre de la méthode d’homogénéisation, de nombreuses études
ont été consacrées aux milieux granulaires dans le cas sec [13, 14]. Par rapport
aux milieux granulaires secs, les milieux granulaires non saturés présentent
certaines spécificités dont il convient de rendre compte au plan de la mo-
délisation. En effet, le comportement mécanique d’'un matériau granulaire
est déterminé par les forces de contact entre grains. Dans le cas non saturé,
les forces capillaires dues a la présence de ménisques entre grains modifient
non seulement les forces de contact, mais aussi la rigidité et la capacité de
résistance des matériaux granulaires [38, 54]. Il apparait donc impératif de
prendre en compte I'influence des ménisques pour modéliser le comportement
macroscopique d’un matériau granulaire non saturé.

Par souci de simplicité, on s’intéresse ici qu’aux matériaux granulaires qui
possédent la propriété de périodicité. Dans la premiére partie de ce chapitre,
on présente successivement ’application de la méthode d’homogénéisation
pour des matériaux granulaires secs, saturés et non saturés. On aborde en-
suite la modélisation du comportement mécanique de deux grains sphériques
déformables en contact I'un avec ’autre dans le cas non saturé. En utilisant
ce modéle, on étudie les déformations volumiques dues au séchage pour un
empilement cubique libre de contrainte et en condition isotherme. Enfin, on
aborde 1'é¢tude d’empilements de grains monodisperses désordonnés dans le
cas non saturé en utilisant un outil de simulation numérique tridimensionnelle

developpé par J. N. Roux (LMSGC).

155



5.1 Matériau granulaire sec

5.1.1 Représentation

On considére une structure granulaire occupant le domaine €2 de frontiére
0€). La structure est constituée par la répétition spatiale périodique d’une
cellule de base C, comme sur la |Fig. 5.1|. La périodicité de la structure
permet toujours de choisir une cellule de base dont la frontiére n’intersecte
pas l'intérieur des grains [12]. Il est couramment admis que dans cette situa-
tion le comportement macroscopique du matériau constitutif de la structure
s’obtient en résolvant un probléme posé sur la cellule de base considérée
comme une structure. On présente donc dans la suite la démarche d’homo-

cellule de base

cellule de base

FiG. 5.1 — Exemple de matériau granulaire périodique

généisation adaptée pour traiter de cette situation particuliére (périodicité
et systéme discret).

5.1.2 Localisation

Prenons une cellule de base (C') constituée de N, grains. Les grains n’in-
teragissent que par des actions de contact. On utilise le modéle discret sim-
plifié de [12] pour décrire les efforts intérieurs dans le milieu granulaire. Dans
ce cadre, l'interface de contact entre grains est réduite a un point et les efforts
transmis par les contacts entre grains sont représentés par des vecteurs forces.
On note (k{, kS) les couples de grains au contact numéro c et F. la force de
contact imposée par le grain kS sur le grain k{. N, désigne le cardinal de I’en-
semble de tous les contacts dans la cellule de base. Cet ensemble est séparé
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en deux sous-ensembles : un premier contenant tous les points appartenant
a l'intérieur de la cellule de base et un second contenant les points situés sur
la frontiére 0C'. N; désigne le nombre de contacts du premier sous-ensemble
et N, désigne celui du second. Pour les contacts & la frontiére, F'. désigne la
force appliquée par les grains extérieurs.

La position du grain & (k = 1, V) dans I’espace est repérée par un vecteur
z, reliant un point O de 'espace choisi comme origine & un des points du
grain Oy, arbitrairement choisi comme référence. On note z, = OOF. La
position du point de contact ¢ est notée z..

Comme pour I’homogénéisation des matériaux dont le comportement a
I'échelle microscopique est décrit par un modéle continu (situation traitée
au chapitre 1), il convient tout d’abord de définir un mode de chargement
sur la cellule de base permettant de relier les grandeurs statiques et cinéma-
tiques a ’échelle microscopique a leurs homologues a 1’échelle macroscopique.
Pour un milieu granulaire périodique dont les efforts intérieurs sont décrits
par un modéle discret, on définit le mode de chargement de la facon suivante :

un champ d’efforts (£.).=1,n, est dit statiquement admissible si et seulement
sl :

équilibre de chaque grain (en résultante
et en moment)

F, vérifie les conditions : (5.1)

antipériodicité sur 0C

De fagon duale, un champ de déplacements § défini sur les grains, ri-
gidifiant par grain, est dit cinématiquement admissible avec le tenseur des
déformations macroscopique linéarisé E si et seulement s’il s’écrit :

Ve, {=E-x+ §’ (x) avec §' périodique (5.2)

Pour associer a un champ d’efforts intérieurs statiquement admissible une
valeur du tenseur des contraintes macroscopique, on calcule le travail virtuel
des efforts intérieurs dans tout champ de déplacements cinématiquement ad-
missible. On montre que pour que le lemme de Hill soit vérifié, ce qui assure
la cohérence énergétique du changement d’échelle, le tenseur des contraintes
macroscopique 3 doit étre égal a

1 Ny 1 Ne¢

c=1



avec :

le=mps —x4s c€[1,Nj]
(5.4)
le =Ky — Tpg — @ c€[N;+1,N;] (voir Fig. 5.2)

ou a désigne le vecteur joignant les deux points de contact situés sur le bord
de la cellule et se correspondant par périodicité, avec a = x4 — p.

oC oC

A B| -
'\/\k\; k1 @/ \}

2

F1G. 5.2 — Chargement périodique sur la frontiére de la cellule de base

Pour tout champ d’efforts intérieurs F'. s.a. avec 3 et pour tout champ de
déplacements & c.a. avec E, le lemme de Hill s’énonce sous la forme suivante :

NCOn

Z F,- [[éc]l =|C|Z: E avec N = N;+1/2N, (5.5)
c=1

ou [£.] désigne la discontinuité de vitesse intergranulaire au point de contact

c, avec :

[€c] = &(zc € Qg) — E(zc € Qs) (5.6)

oit £(z. € ) et {(z. € ug) désignent respectivement le déplacement du
point z. en tant que point des grains ki et k3, Qe et (Ui désignant les
domaines occupés respectivement par les grains k{ et kS.

D’aprés la relation (5.5), on note que seulement la moitié¢ des points de
contact situés sur la frontiére est prise en compte en raison de la périodicité
de la cellule de base.
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5.1.3 Homogénéisation

Avec le modeéle discret simplifié, on décrit le mouvement de grains en adop-
tant une cinématique de corps rigides. Les grains sont également supposés
rigides. Les déformations en chaque point de contact sont alors provoquées
par les déplacements des grains les uns par rapport aux autres. La défor-
mation au contact c¢ entre deux grains k{ et kS est désignée par .. On a
alors

gc = §(xe € Upg) — §(ze € Qe) (5.7)

Dans le cadre des petites perturbations, on adopte une loi d’élasticité au
contact linéaire. Elle s’écrit donc [55]

Ec - Kc " Ee (58)
ou K. désigne la matrice de rigidité de contact possédant la propriété [14]
(Ke)ij = (Ke)ji (5.9)

Comme pour un milieu élastique linéaire continu, avant de procéder a I’étape
d’homogénéisation pour un milieu granulaire, il est nécessaire de définir un
opérateur de localisation. Différentes méthodes sont proposées dans la lit-
térature pour effectuer ce calcul [13, 15|. Ici, on propose une présentation
directement inspirée de la présentation classiquement adoptée pour traiter
des milieux continus élastiques. On introduit donc un tenseur de localisation
A, du troisiéme ordre qui associe la déformation au contact . a la déforma-

tion macroscopique E dans le milieu homogénéisé équivalent. On a alors
Ec = éﬂ B (5.10)
Il est clair que l'on a la propriété :
(Ae)ije = (Ac)in; (5.11)

En combinant les relations (5.3), (5.8) et (5.10), on obtient une loi de compor-
tement macroscopique du méme type que celle d'un milieu élastique linéaire
hétérogene continu :

159



T=C": E (5.12)

avec N
1 c
e - g (e we ) o
c=1 o

ou C"™ désigne le tenseur des modules d’élasticité macroscopique, qui pos-
sede les propri¢tés de symétrie CPop = Cre = Gl Pour démontrer la
symétrie d’indices (ij) et (kl), on peut utiliser I'approche énergétique pour

laquelle ’énergie potentielle de la cellule de base s’écrit [12]

N,
<1
mzz§§c-Kc-§C— IC|Z: E (5.14)
c=1

Dans le cas ou la déformation macroscopique E est imposée, le dernier
terme de la relation (5.14) est nul. En introduisant (5.10) dans la relation
(5.14), on obtient alors le tenseur des modules d’élasticité macroscopique

z};(l)cT = Aml] Kmn Ankl (515)

La relation (5.15) combiné avec les relations (5.9) et (5.11) permet de montrer
la symétrie par rapport aux couples d’indices (i5) et (ki) du tenseur C*™,

5.2 Matériau granulaire saturé

On considére maintenant une cellule de base (C') d’un milieu granulaire
saturé dont ’espace vide est saturé par un seul liquide. Comme dans le cas du
milieu poreux saturé, pour les situations homogénéisables les efforts intérieurs
a I’échelle microscopique dans le liquide sont représentés par un champ de
pression uniforme pj.

Du fait que l'interface de contact entre grains est réduite a un point, la
résultante et le moment appliqués sur chaque grain par le liquide sont nuls.
En procédant comme pour un milieu granulaire sec, les efforts intérieurs a
I’échelle microscopique sont dits s.a. s’ils vérifient 1’équilibre de chaque grain
en résultante et en moment et satisfont la condition d’antipériodicité a la
frontiére de la cellule de base.
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Le tenseur des contraintes macroscopique X associé aux forces de contact
et a la pression uniforme du liquide est obtenu en calculant la moyenne des
efforts intérieurs dans la cellule de base. On a alors

Ne
3= |—é,| (Zlc ®Ec> _péa (516)

E
~
= +
N )
(£e 0 X) (£2, 20, 2")
(P') (P")

F1G. 5.3 — Décomposition du probléme complet (P) en deux problémes élé-
mentaires (P’) et (P”) d’un milieu granulaire saturé

On cherche maintenant & déterminer la loi du comportement macrosco-
pique d’un milieu granulaire saturé. On décompose le probléme complet (P)
en deux problémes notés respectivement (P’) et (P") |Fig. 5.3]. Le probléme
(P') correspond au probléme au cas sec a déformation macroscopique E pré-
senté précédemment. Le deuxiéme probléme (P”) correspond au probléme
avec précontrainte a déformation macroscopique nulle. Les relations pour ces
trois problémes s’écrivent

=Y+3" ¥'=-pd
F.=F,+F! F!=0 (5.17)
ce=g=AE, =0

ou X, F., . désignent respectivement la contrainte macroscopique, les forces

de contact et les déformations au contact pour le probléme (P); X', F”. ¢! les
mémes grandeurs pour le probléme (P’) et X", F” " celles pour le probléme

(P").
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Compte tenu des résultats dans le cas sec, pour le probléme (P) on a

N,
1 c

> — e (§ £C®E’c> =Chm . E (5.18)
c=1

ot C"™ le tenseur de module d’élasticité macroscopique du milieu granulaire
dans le cas sec, se calcule par la relation (5.13).

La loi du comportement macroscopique pour un milieu granulaire saturé
s’écrit alors

T=Y4+3"=C"":E —pd (5.19)

On retrouve la formulation du comportement en contrainte effective de Ter-
zaghi.

5.3 Matériau granulaire non saturé

5.3.1 Description des efforts intérieurs a I’échelle micro-
scopique

On s’intéresse maintenant a un milieu granulaire dans la situation non
saturée ou l’espace interstitiel est saturé par deux fluides immiscibles : un
liquide et un gaz, occupant respectivement les domaines €, et €, [Fig. 5.4].
On note wag(af = sg,lyg, sl) Uinterface entre les phases solide, liquide et
gazeuse. La morphologie de I'interface w,g satisfait également la propriété de
périodicité.

Dans la situation homogénéisable, les forces de volume sont négligées a
I’échelle microscopique et le champ de pression dans chacune des fluides est
uniforme. Les efforts intérieurs dans les phases fluides sont alors décrits par
un champ de pression

00 = —Dad (Qa), (=1, 9) (5.20)

Les efforts intérieurs sur l'interface w,p sont encore décrits par un champ
d’effort de membrane v(x)d7, () en utilisant les notations introduites a la
section 3.1.
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(©)

F1G. 5.4 — Un matériau granulaire périodique non saturé

Les équations d’équilibre pour les interfaces s’écrivent toujours

Pe =Dy — Pt = Yegtr b (weg)

(5.21)
051 = —Py ﬂ"‘%gtrbﬂ (wsg) (5-22)
os-n=—pn+yutrbn (wsﬂ) (523)

Qs
Vsg
Veg
0
Q
&usgg ¢

F1G. 5.5 — Tensions superficielles pour un matériau granulaire non saturé

Les équations d’équilibre en résultante et en moment pour chaque grain
s’écrivent maintenant :
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SOFE 4 EE =0

{ (5.24)

Y aEANFE+ M, =0

\ c=1

ot N¥ désigne le nombre de points de contact pour le grain numéro k, F* la
force de contact appliquée sur le grain k au point 2, F% (respectivement M¥ )
la somme des forces imposées par les phases ﬂuldes et les interfaces sur le
grain numéro k. On consideére ici uniquement la situation ou les plans tan-

gents & l'interface wy et wg, sont identiques le long de Owgy, [Fig. 5.5]. Dans
cette situation, compte tenu de la relation de Young Dupré, on a

Vsg = Vst + Yeg cOS O (V& € Owseg) (5.25)
Le long de Owyy, une force de densité linéique v, est appliquée sur le solide :
E&usgg = Yegl (526)

Ici v désigne le vecteur unitaire normal intérieur du plan tangent a la surface
P ot Ak

[P
Fy, et M7 s’écrivent alors

—un Z / pa + r}/wsa 6Tw )n ds + / ’7ng dS
3"-’519

algw

8w§‘,g

\ aegw

(5.27)

_ a0k Wk k
avec w = 00" Nwsq et Owgy = wgy N Wey

5.3.2 Homogénéisation

On considére maintenant une cellule de base d’un milieu granulaire pério-
dique non saturé. Les efforts intérieurs a I’échelle microscopique sont s.a. s’ils
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vérifient I’équation d’équilibre (5.24) de chaque grain en résultante et en mo-
ment et I’équation d’équilibre de U'interface wy, (5.21) ainsi que la condition
d’antipériodicité a la frontiére de la cellule de base.

Comme pour les milieux granulaires saturés, en calculant la moyenne
des efforts intérieurs dans la cellule de base, on montre que le tenseur des
contraintes macroscopique ¥ d’un milieu granulaire non saturé dans le cas
général s’écrit [22]

N, N,
1 c g _ _
EZW[ZL@E(ﬁZ(/ i @pads+ fm@yds)
_ wk Awk
c=1 k=1 st slg

+/ YegOT,, (2) dS] + nS,p.6 — py§5.28)
wy

g

<~k oy X , . o ~k
ou 7" désigne le repére local attaché au grain k, défini par 2° = z — z*.

On ne s’intéresse dans la suite qu’au cas des faibles saturations en liquide
ou la phase liquide discontinue forme des ponts liquides aux points de contact
ou entre des grains rapprochés. Pour simplifier le probléme, on suppose que
le milieu granulaire est constitué des grains sphériques de rayon uniforme. On
introduit la force capillaire F¥, exercée par le ménisque autour de contact ¢
sur le grain £

Ecap = /k pcﬂds _|_/(9 7692d3 (529)

k
st ws[g

La résultante des forces appliquées sur le grain k£ au contact ¢, notée T,
YA :
s’écrit

Ic = Ec + Ecap avec Ec = Kc “Ec (530)

Pour chacun des grains, I’équation d’équilibre en résultante s’écrit alors

NE
Y T.=0 (5.31)
c=1

Par ailleurs, étant donné que le liquide occupe un domaine axisymétrique, le
moment des actions exercées par le ménisque sur le grain calculé au point de
contact est nul.
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F1G. 5.6 — Un systeme dans le cas des faibles saturations

Pour poser le probléme de localisation dans cette situation, il est commode
de considérer un systéme constitué d’un grain, de 'interface solide-gaz wy,
et des demi-ménisques autour des points de contact du grain [Fig. 5.6] [22].
Compte tenu de la relation (5.29) et de la relation p, = p; — p., on montre
que pour tout champ de déplacements & c.a. avec E, rigidifiant par grain et
pour tout champ d’efforts de contact F. tel que le champ T, = F. + Fqp
soit s.a. avec & =3 + pgd, on a

n

=" B = |—é| S(E. + Fuy) - [&] (5.32)

avec :

nr

by =72 Zl ® (Fe+ Fep) (5.33)

La contrainte macroscopique appliquée sur le v.e.r. de milieu granulaire
considéré s’écrit donc

Y= |C|Zl ® (Fo+ Feop) — pgd (5.34)

Il apparait donc que pour la situation considérée, on a un probléme d’ho-
mogénéisation discret pour un matériau dont le comportement est élastique
linéaire avec précontrainte.

A partir des relations (5.30), (5.31) et (5.34), on peut identifier la loi du
comportement macroscopique du milieu considéré. Pour cela, on utilise de
nouveau le théoréme de Levin.
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En procédant exactement comme pour le cas saturé, on peut écrire les
relations suivantes pour les trois problémes (P), (P') et (P") [Fig. 5.7] :

E E 0
/
— +
A / A
(Eca Eey 2) (Elca glca 2,) (E,cl7 §,017 2”)
(P) (P') (P")

F1G. 5.7 — Décomposition du probléme complet (P) en deux problémes élé-
mentaires (P’) et (P") d’un milieu granulaire non saturé

r=x+3"
F.=K-g, T.=F+Fu=K- £ +Fqy (5.35)
Ee=g.te, 2=AE

La solution du probléme (P’) est identique a celle du cas sec. On a

=Cc"":.E (5.36)

Par ailleurs, on sait que le champ des déformations au contact £/, du probléme
(P') est c.a. avec le tenseur des déformations macroscopique E tandis que
le champ des forces T, du probléme (P") est s.a. avec & = X" + p,8. Le
lemme de Hill permet d’écrire

Nc
=" E=) T, £ (5.37)
c=1

D’aprés (5.35), la relation (5.37) s’écrit aussi
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Ne Ne Ne
S Toci=Y el K-+ Fup (A B) (5.39)
c=1 c=1 c=1

On applique de nouveau le lemme de Hill sur le premier terme de la relation
(5.38), on obtient

N, N,
Yo Koe=) £ Fl.=0 (5.39)
c=1

c=1

En comparant les relations (5.37) et (5.38), on montre que la contrainte
macroscopique pour le probléme (P") s’écrit

N,
nr 1 =
»=%"—p,b= ] (Z Feap - éc> — g0 (5.40)
c=1 o
La loi du comportement macroscopique pour un matériau granulaire non
saturé s’écrit donc

N,
om 1 -

2 = 2’ =+ 2” = (Ch - + m (Zﬂcap : éc) - pg(s (541)
c=1

relation qui généralise le théoréme de Levin a la situation discréte considérée
ici.

5.4 Modélisation d’un empilement granulaire
périodique non saturé en faibles saturations

Dans I’approche présentée ci dessus, on a supposé que le comportement
de deux grains en contact pouvait étre décrit par une loi linéaire caractérisée
par la matrice de rigidité de contact K .. Par ailleurs, les couplages entre
déformation des grains et valeur de la force capillaire ont été négligés. On
revient ici sur ces hypothéses en examinant la situation ou la loi de Hertz est
adoptée pour décrire le comportement de deux grains au contact [42].
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5.4.1 Modéle pour un empilement régulier
5.4.1.1 Modéle pour deux grains déformables en contact

On considére deux grains sphériques en contact de méme rayon R [Fig. 5.8|.
Les grains sont constitués d’un matériau déformable homogéne dont le com-
portement est élastique linéaire isotrope. Le comportement du systéme consti-
tué des deux grains déformables en contact est supposé obéir a la loi de Hertz.
Par ailleurs, on suppose que le liquide mouille parfaitement la phase solide
(angle de mouillage # = 0) et que les pressions dans la phase liquide et la
phase gazeuse sont uniformes. Les efforts de gravité dans le ménisque étant
négligés, on peut approximer le profil du ménisque par un cercle (approxi-
mation toroidale) [37, 52].

FiG. 5.8 — Modéle pour deux grains déformables

Compte tenu de la loi de Young et Laplace, la différence des pressions
dans les deux phases fluides dépend de la courbure du ménisque et de la
tension superficielle v,, (notée désormais 7). Elle s’écrit dans cette situation

1 1
e =Py —pp =Y — — — 5.42
Pe =Dg — Pt v(h TQ) (5.42)

avec dans ce cas :

R(1 —cos¢) —§/2
coS ¢

r =

: ry = Rsin¢ — (1 — sin @) (5.43)

ou ry, r9 désignent les deux rayons de courbure principaux du profil radial
de l'interface liquide-vapeur, ¢ ’angle de remplissage et § mesure 'interpé-
nétration des deux grains [Fig. 5.8]. La force sur chaque grain exercée par
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le ménisque dans la direction normale au contact, notée FC]ZP, est constituée
de deux contributions : 'action due a la pression capillaire et ’action de la

tension de surface le long de la ligne triple liquide-gaz-solide [37]. Elle s’écrit :

FYN = p.r(r: — a?) + y(27rs) (5.44)

cap

ol a désigne le rayon de la surface de contact.

D’aprés la loi de Hertz, on a

0= <3(1\;_#FH> 1/3, 5= <%Fg>2/3 (5.45)

ou Fy représente la composante dans la direction normale de la force de
Hertz , E' le module d’élasticité du matériau constituant les grains et v le
coefficient de Poisson.

JUIIA NI
%) 9

Ve Vi Va

F1G. 5.9 — Calcul du volume du liquide

Le volume du liquide est calculé par différence entre le volume du domaine
V1 et le volume du domaine V5 [Fig. 5.9] avec

‘/1:7T|:h((7"1+7‘2)2+7"1)—§h — T‘1+7"2 (h\/’f‘l —h2—|—’f‘1 AT‘CSIIIE)]

V= o (¥4 3h(a> + R*sin’ 9))
(5.46)

et h = R(1 — cos ¢) — .
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Le volume du ménisque est alors :

Vi=2(Vi = V3) (5.47)

Le deuxiéme terme de la relation (5.44) due a la tension de surface le
long du périmétre a été négligé par certains auteurs |5, 41]. Néanmoins, son
influence devient trés importante avec l'augmentation de la saturation en
liquide. A titre d’exemple, la [Fig. 5.10] représente la force capillaire ng et les
deux contributions dues repectivement a la pression capillaire et a la tension
de surface en fonction du volume de liquide. Ici, le rayon de grains R est égal a
20pum. La distance de rapprochement des deux grains d est nulle. La tension
superficielle 7 est égale a 0.072 N/m. La non prise en compte du second
terme de I’équation (5.44) entraine une erreur de 57.5% pour un volume du

ménisque de V; = 0.6 - 107° m3 et de 74.1% quand V, = 0.17 - 10~ m?.

— Fcap
- = premier terme
= = deuxieme terme

0.6

Force capillaire [N]

o
IS
T

’
1}
1}
)

0.2 el

. . . . . . . . .
0 02 04 06 08 1 12 ;5 14 16 18
Volume du liquide [m ] -15

F1G. 5.10 — Force capillaire et ses deux contributions pour deux grains

En combinant les équations (5.42) a (5.45), on fait clairement apparaitre
qu’il existe un couplage entre la valeur de la pression capillaire, la déformation
au contact entre les sphéres et la valeur de la force capillaire. Ce couplage
n’a pas été pris en compte dans l'approche linéaire mise en ceuvre dans la
premiére partie de ce chapitre. On évalue donc maintenant I'importance de ce
couplage, et donc la nécessité de le prendre en compte dans le cas ou la loi de
Hertz est adoptée pour décrire le comportement de deux grains en contact.
Pour cela, on considére une situation ou il n’y a pas de forces extérieures
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appliquées si bien que la force capillaire est en équilibre avec la force de
Hertz normale au contact :

FY = Fy (5.48)

cap

Quand on diminue le volume du liquide, la pression capillaire et la force ca-
pillaire augmentent. Ceci entraine le rapprochement des deux grains et donc
I’augmentation de la force de contact. Les deux grains atteignent un nou-
veau état d’équilibre. Pour un angle de remplissage donné, ’état d’équilibre
entre la pression capillaire et la déformation des grains est obtenu en résol-
vant 'équation (5.48). Cette équation ne possédant pas de solution exacte,
un algorithme itératif a donc été utilisé pour trouver une solution approchée
de (5.48). En pratique, une valeur arbitaire de la force capillaire est choisie
comme valeur initiale. En utilisant (5.48), on a Fégp(o) = Fg)). Ensuite les pa-
ramétres a et § de la surface de contact sont calculés en utilisant 1’équation
(5.45). Puis en utilisant les équations (5.43) et (5.44) on peut obtenir une nou-
velle valeur de la force capillaire. En utilisant la relation Fap "™ = FA™,
on répéte le processus itératif jusqu’a ce que 'écart de deux valeurs succes-
sives de la force capillaire satisfasse un critére d’arrét du processus itératif.
Pour limiter le nombre d’itérations, il convient de prendre une valeur initiale
proche de la solution. Dans nos études, pour un angle de remplissage donné,
la valeur initiale a été obtenue en calculant la force capillaire dans le cas ou

la distance de rapprochement 0 est nulle.

d
Les courbes de déformation des grains (e = Eé) en fonction de volume

du liquide pour deux rayons des grains (R = 10um et 20um) sont présentées
sur la [Fig. 5.11|. Les paramétres utilisés dans les calculs sont les suivants :
module d’Young F = 65000M Pa; coefficient de Poisson v = 0.25; tension
superficielle v = 0.072N/m. On constate que la déformation des grains due a
la présence du pont capillaire est trés faible (de ordre de 107°) et que plus
le rayon des grains est petit, plus les grains se déforment.

Par ailleurs, on a étudié également 'influence de la déformation des grains
sur la force capillaire. Le rayon des grains est égal a 20um et les parameétres
pris dans le calcul sont les mémes que ceux indiqués ci dessus. Les résultats
sont présentés sur la [Fig. 5.12].

On constate que la prise en compte de la déformation des grains pour le
calcul des forces capillaires modifie trés peu les résultats obtenus en négligeant
ce couplage. Ce résultat justifie le recours a une modélisation simplifiée pour
la modélisation des milieux granulaires non saturés en petite déformation.
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—%— R=20pm
—©- R=10um

2.8

26

SR [-] 247

22f

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
VI/R*R*R [-]

F1G. 5.11 — Déformation des grains due a la force capillaire

Force capillaire [N]

VI/R*R*R [-] x 10

FiG. 5.12 — Influence de la déformation des grains sur la force capillaire
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5.4.1.2 Application a ’empilement cubique

z V4
N N
F cap F, cap
N T N Y
F cap F N F cap FN
cap cap
N N
F cap F cap

F1G. 5.13 — Cellule de base d’un empilement cubique

On considére un empilement cubique (six points de contact par grain,
indice des vides égal & 0.91) de grains déformables dans la situation non
saturée ot le liquide forme des ponts liquides entre les grains. La cellule
de base est représentée sur la [Fig. 5.13]. On montre que lorsque les grains
sont soumis uniquement & ’action des forces de contact, non seulement les
équations d’équilibre en résultante et en moment, mais aussi les conditions
d’antipériodicité sur la frontiére OC' sont vérifiées. Elles sont donc s.a. En
utilisant la relation (5.3), on obtient la contrainte macroscopique dans ce cas
due uniquement aux forces capillaires :

1
> = 4—R2Fg§p5 (5.49)

ou FJY, est calculée par la relation (5.44).

On s’intéresse de nouveau au probléme du séchage. L’empilement est sup-
posé libre de contraintes. La déformation macroscopique de I’empilement est
calculée en utilisant les relations

2 2/3
€= éé, avec 0 = (%Fy> (5.50)

Les caractéristiques du matériau des grains et la tension superficielle sont
identiques a celles prises pour le calcul de deux grains déformables au para-
graphe (5.4.1.1). La courbe de la variation du volume de I’empilement cubique
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en fonction de la saturation en liquide est présentée sur la [Fig. 5.14]. Les
résultats montrent que le séchage s’accompagne d’un retrait dans le cas des
faibles saturations en liquide pour un matériau granulaire de ce type.

x10°

9.5

4.5
[¢]

I I I I I I I I |
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14 0.16 0.18 0.2

saturation de liquide [-]

F1G. 5.14 — Variation du volume pour un empilement cubique lors du séchage

5.4.2 Simulation numérique pour un empilement de grains
monodisperses désordonnés

Pour compléter nos études, on s’est intéressé a un empilement de grains
sphériques monodisperses désordonnés tridimensionnel dans le cas non sa-
turé. Cette étude a été réalisée a partir du programme développé par J. N.
Roux (LMSGC). La méthode de simulation numeérique utilisée dans le pro-
gramme est la dynamique moléculaire dans le cadre de I’hypothése des petites
perturbations [14].

La préparation des échantillons est réalisée par compactage des assem-
blages sous une pression isotrope pour qu’ils soient homogénes a 1’échelle
macroscopique. Afin de mettre en relief 'effet des forces capillaires dans le
cas non saturé, on a choisit une pression égale a p = 10 Kpa. La condition
aux limites utilisée ici est du type périodique. Sur la [Fig. 5.15|, on a re-
présenté une coupe d’un échantillon de 4000 particules pour un empilement
désordonné périodique. Les grains sont constitués d’un matériau déformable
homogéne dont le comportement est élastique linéaire isotrope.
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F1G. 5.15 — Coupe d’un échantillon de 4000 particules pour un empilement
périodique monodisperse (partie grise)

Les interactions entre les grains sont décrites par la loi de Hertz. La
rigidité normale k,, s’obtient par un calcul de la dérivée de I'expression de la
force normale de contact Fy par rapport a la distance de rapprochement 6.
Elle s’écrit

dFy EV2R .
= = 2 . 1
fn ds  2(1— ,,2)5 (5:51)

La rigidité tangentielle k; se calcule par [46]

2(1 —v)

k, —
t 2—v

kn, (5.52)

Pour simplifier le probléme, la matrice de rigidité est calculée sur la configu-
ration initiale de I’empilement.

En utilisant ce programme, on a cherché a modéliser ’expérience sui-
vante : un empilement de particules compacté sec est exposé a une am-
biance humide dont on controle la pression capillaire. Il se produit donc une
condensation capillaire autour des points de contact ou des points suffisament
proches entre grains. En fait, il a été montré dans [61] que le phénoméne de
condensation capillaire ne pouvait se produire entre surfaces solides que pour
de trés faibles distances de séparation (de 'ordre de 10 nm pour des parti-
cules millimétriques dans 'expérience rapportée dans [61]). On admet donc
pour notre simulation qu’un ménisque ne peut se former qu’entre deux grains
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réellement en contact. Ce point fixé, il reste a calculer en chaque point de
contact les caractéristiques du pont capillaire. On utilise de nouveau 1’ap-
proximation toroidale. Pour chaque point de contact, les caractéristiques du
ménisque (controlées par la valeur de 'angle de remplissage) sont ajoutées
par un processus itératif de la facon & ce que la pression capillaire du mé-
nisque soit égale a la pression capillaire prescrite.

Une fois la force capillaire calculées, on utilise le programme de simulation
pour déterminer la nouvelle configuration d’équilibre. On peut alors en faisant
varier la pression capillaire, et donc les caractéristiques des ménisques au
contact, simuler le processus de séchage du milieu.

A titre d’exemple, on a représenté sur la [Fig. 5.16] les variations de
volume pour quatre échantillons (4000 particules de rayon R = 20um , com-
pacité de 0.64) soumis & un séchage a contrainte macroscopique nulle. Les
caractéristiques du matériau des grains et la tension superficielle utilisées ici
sont identiques a celles prises pour le calcul de deux grains déformables. La
portée de la force capillaire notée D,,, est prise égale a zéro dans ce calcul.
C’est a dire qu’il n’y a pas de ménisque entre deux grains si la distance entre
les grains D est positive.

6.5

—6— 11999 ménisque
—&— 8071 ménisque

—+— 12015 ménisque
—$— 7892 ménisque

dV/V []

5.5 i

5
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Saturation en liquide [-]

F1G. 5.16 — Variation de volume pour les empilements granulaires désordon-
nés

On constate de nouveau un retrait des échantillons au séchage. De plus,
on remarque que la variation de volume des échantillons est proportionnelle
aux nombres de ménisques pour des compacités d’échantillons identiques.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, en utilisant la méthode d’homogénéisation et le théo-
reme de Levin, on a obtenu la forme du comportement macroscopique pour
un matériau granulaire sec, saturé et non saturé dans les situations ou il est
possible d’adopter une loi linéaire pour décrire le comportement aux contacts
entre grains. Dans le cas de faibles saturations ou la phase liquide forme des
ponts liquides entre grains, on a démontré que la contribution de la tension
de surface le long du périmétre de mouillage des grains a la force intergranu-
laire occasionnée par des ménisques n’est pas négligeable. En ce qui concerne
la déformation volumique des matériaux granulaires considérés ici lors du sé-
chage, on a toujours obtenu un retrait du matériau. Par ailleurs, on a montré
que le couplage entre déformation des grains et force capillaire est négligeable
dans le cas des faibles saturations.
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Conclusions générales

Au cours de ce travail, nous nous sommes attachés a construire des mo-
deéles de comportement macroscopique pour divers milieux poreux non satu-
rés en partant d’une description de la composition du milieu et du comporte-
ment de ces constituants a ’échelle des pores. Ce travail trouve sa justification
dans les difficultés rencontrées lorsque la modélisation du comportement de
ce type de matériaux est abordée en se placant uniquement a I’échelle ma-
croscopique.

La premiére question abordée dans ce travail concerne la détermination
des configurations d’équilibre et la stabilité d’une interface capillaire au sein
d’un milieu poreux. La résolution de cette question permet en effet de dé-
terminer les domaines occupés par les différentes phases fluides au sein de
I’espace poreux, information nécessaire pour pouvoir mettre en ceuvre une
méthode de changement d’échelle.

Pour simplifier, on a supposé que le milieu poreux était indéformable et
qu’il n’y avait pas d’hystérésis de mouillage des phases fluides sur le solide.
Dans ce cas, les configurations d’équilibre du ménisque sont définies locale-
ment par ’équation de Laplace et I’équation de Young-Dupré.

Deux situations différentes ont été étudiées.

On a tout d’abord étudié le cas ot un volume donné de fluide visqueux
incompressible non volatile est introduit dans un milieu poreux initialement
saturé par un gaz, les deux fluides étant immiscibles. Dans ce cas, le pa-
rameétre de chargement est le volume de liquide introduit. On s’est ensuite
intéressé a la situation ou des échanges de matiére par changement de phase
liquide-vapeur se produisaient au travers de 'interface, la phase liquide étant
toujours constituée d’un fluide visqueux incompressible. La pression capillaire
définie comme la différence entre la pression régnant dans le gaz et la pression
régnant dans le liquide constitue alors le paramétre de chargement.

Dans les deux cas, on a montré que les configurations d’équilibre stable de
I'interface réalisaient un minimum d’une énergie potentielle sur 1’espace des
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configurations de l'interface capillaire vérifiant les conditions de mouillage au
raccord avec la surface solide, avec prise en compte d’une contrainte sur le
volume occupé par la phase liquide dans le premier cas.

Ces résultats théoriques acquis, on s’est attaché a déterminer explici-
tement la forme de l'interface capillaire dans le cas d’une interface solide
axisymétrique. Dans ce cas, le critére de stabilité est nécessaire pour choisir
la configuration des phases au sein du pore en fonction des proprités géo-
métrique de sa frontiére solide (phase mouillante au « centre » ou phase
mouillante & « I'extérieur »). A cette occasion, on a également montré que
I’approximation toroidale, classiquement utilisée pour approcher le profil ra-
dial de l'interface capillaire dans le cas ou la phase mouillante se trouve
autour de l'axe de symétrie, était encore valable dans les situation ou la
phase mouillante se trouve rejetée loin de I'axe de symétrie. Les résultats
pour différentes formes de pores sont présentés dans le mémoire.

La seconde question abordée dans ce travail concerne 'influence des mor-
phologies de la phase solide des domaines occupés par les phases fluides
au sein de l’espace poreux sur le comportement mécanique macroscopique
du milieu poreux non saturé. Pour répondre a cette question, on s’est tout
d’abord attaché a modéliser les déformations occasionnées par la désatura-
tion d’un milieu poreux soumis a une contrainte constante nulle en condition
isotherme dans le cadre des petites déformations dans le cadre d’une ap-
proche complétement linéaire. Comme on pouvait s’en douter, les résultats
obtenus montrent que la morphologie des domaines occupés par les phases
fluides et la phase solide influe notablement le comportement du milieu po-
reux dans la situation non saturée. En considérant des milieux idéalisés on a
en particulier montré que le signe de I'incrément de déformation volumique
du milieu poreux non saturé occasionné par un incrément de pression ca-
pillaire dépendait de la forme des pores. Par ailleurs, quand on compare les
résultats obtenus pour différents milieux idéaux, il apparait que le signe et
I'intensité des déformations induites par le séchage sont corrélés a la valeur
pente de la courbe capillaire dans le diagramme pression capillaire fonction
de la saturation.

Pour approfondir cette question, on s’est ensuite attaché a construire un
modéle permettant de prendre en compte le couplage entre la déformation des
pores et les effets capillaires induits par la désaturation du milieu. Pour cela,
on a étudié un milieu mésofissuré dont I’espace poreux est constitué de fissures
interconnectées entre elles et on a tenu compte dans ’approche du fait que les
fissures s’ouvraient ou se refermaient lorsque le milieu se déformait a 1’échelle
macroscopique. Lorsque I'on examine le comportement de ce matériau lors
d’une expérience de séchage sous contrainte macroscopique nulle conduite
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a partir de I’état de référence saturé a pression capillaire nulle, on observe
différents régimes en fonction de I’ouverture des fissures dans la configuration
de référence.

Qaund les fissures sont suffisament ouvertes, le couplage ne joue aucun
role et on observe le méme comportement que celui prédit par le modéle
linéaire : une phase de retrait suivie d’'une phase de dilatation qui rameéne
le milieu dans sa configuration initiale a 1’état sec. Pour des fissures plus
fermées, on observe un retrait croissant en fonction de la pression capillaire,
I’état sec étant obtenu lors de la fermeture compléte des fissures. Enfin dans
le cas des fissures les plus étroites, 'augmentation de la pression capillaire
s’accompagne d’une déformation volumique de retrait du matériau mais sans
désaturation des fissures. La prise en compte du couplage entre déformations
des fissures et effets capillaire modifie donc radicalement les prévisions dans
le cas des fissures trés aplaties.

Pour conclure ce travail, on s’est briévement intéressé a la situation par-
ticuliére du milieu granulaire non saturé. En effet, les caractéristiques mor-
phologiques de ce type de milieu sont complétement différentes de celles envi-
sagées dans les deux chapitres précédents. Aprés avoir redonné les éléments
permettant d’obtenir le comportement homogénéisé a partir d’'un modéle
discret de milieu granulaire, on a montré qu’il était légitime dans les situa-
tions courantes de négliger le couplage entre la déformation des grains et
les effets capillaires. Ce résultat acquis, on a mis en ceuvre un programime
de simulation permettant de calculer les déformations liées au séchage de
milieux granulaires denses dans le régime pendulaire. Comme on pouvait
s'y attendre, il apparait que pour tous les échantillons testés, le séchage du
matériau s’accompagne de déformations de retrait.

Pour ce qui concerne les perspectives ouvertes par ce travail, il nous semble
possible de valoriser les résultats généraux concernant I’équilibre et la stabi-
lité des interfaces capillaires au sein d’'un milieu poreux pour compléter les
résultats et analyses déja disponibles dans la littérature portant sur le lien
entre la courbe capillaire et les propriétés microstructurales de 1’espace po-
reux. La prise en compte de I'hystérésis de mouillage ou de la déformabilité
de la phase solide constituent également des directions de recherche tout a
fait intéressantes.

Pour ce qui concerne les milieux constitués de pores suffisament arrondis
(situation traitée au chapitre 3), il semble nécesaire d’étendre les résultats
obtenus en prenant en compte maintenant des comportement de la phase
solide plus complexes que 1’élasticité linéaire. Ce travail semble absolument
nécessaire pour pouvoir se rapprocher de la situation des matériaux réels.
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En ce qui concerne les matériaux mesofissurés, la question de la pro-
pagation des fissures liées aux déformations du milieu lors d’une sollicita-
tion quelconque constitue la prochaine étape a aborder. Ce travail permettra
d’aborder des questions relevant directement de la durabilité des matériaux
(béton en particulier). Enfin, 'application de I’approche développée dans le
cinquiéme chapitre & des empilements laches de matériaux granulaires est
un travail qui peut permettre d’apporter des éclairages intéressants pour la
modélisation du comportement des sols effondrables.
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