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Chapitre 1
Perspective épistémologique

On décrit généralement le mouvement d’un fluide « simple » par I’équation de Navier-
Stokes, connue depuis 1823, et qui prend la forme

Vp+vAT+ f
0

8% + 5.V T
v.

(1.1)

11
I

ol ¥ est le champ de vitesse du fluide, p est la pression, v est la viscosité cinématique et f
est un éventuel terme de forgage [11]. Un fluide vérifiant la deuxidme équation est appelé
incompressible, et s’il vérifie en plus la premiére, on le dit Newtonien. Ce systéme
donne une description adéquate de I'écoulement de fluides tels que I’eau ou I'air, pourvu
que la vitesse de 1'écoulement reste trés inférieure 4 la vitesse de propagation du son
dans le milieu.

Bien avant que ces équations ne soient écrites, par la simple observation, on remarqua
certaines propriétés des écoulements rapides, torrentiels, qui semblaient universelles.
Tandis qu’un écoulement lent donne 'impression d’avoir une certaine structure spatiale
et temporelle, un écoulement trés rapide ressemble & un enchevétrement de tourbillons
transitoires. Un tel écoulement est appelé turbulent. Ce mot vient du latin turba:
agitation d’une foule nombreuse, venant lui-méme du grec tOpfBy signifiant tumulte,
désordre. Le mot turbulence pour désigner ’ensemble des phénoménes associés 4 un
écoulement turbulent ne fut introduit que tardivement, en 1935 en frangais, en 1895 en
anglais.

L’équation de Navier-Stokes présente une symétrie de transformation d’échelle, liée
au fait que Pon peut exprimer le temps et les distances en des unités arbitraires. Si on
considére un écoulement dans un récipient de taille L et avec vitesse typique v, alors
le seul paramétre adimensionné que 'on puisse définir est le nombre de Reynolds
Re = {“}3 La turbulence développée correspond alors & la limite Re — oo.

C’est avec I’étude des transitions de phase et des phénoménes critiques (et aussi
la théorie quantique des champs) que la notion de point critique est apparue. En
général quand un systéme est & un point critique, différentes fonctions statistiques du
systéme (e.g. auto-corrélation de spins) vérifient des lois d’&chelle caractéristiques de
ce point critique. On pense que le point Re™! = 0 est un point critique du systéme décrit
pas I’équation de Navier-Stokes, et on cherche généralement & décrire les lois d’échelle
a ce point, par exemple pour 'auto-corrélation du champ de vitesse. Le seul résultat



8 Perspective épistémologique

quantitatif et rigoureux en la matiére est la loi des § de Kolmogorov, qu'il établit et
prouva en 1941.

On peut énoncer ce théoréme ainsi (d’aprés Frisch [27]): Dans la limite Re — oo, la
fonction de structure longitudinale d’ordre trois du champ de vitesse d’un écoulement
turbulent homogéne isotrope, prise pour des séparations £ trés petites devant 1’échelle in-
tégrale de I'écoulement, peut &tre exprimée en fonction du taux moyen £ de la dissipation
d’énergie par unité de volume (supposé fini non nul), comme

(6017 8)%) = —<t

Dans son célébre article [36] datant de 1941, Kolmogorov conjectura que la fonction
de structure longitudinale d’ordre n € N quelconque se comporte comme £*3. Trés
vite Landau objecta que ceci n’est possible que si le taux de dissipation de I’énergie ne
fluctue pas, hypothése improbable. De fait, Landau conjectura !'intermittence spatiale
des champs de vitesse turbulents. On appelle dans ce contexte intermittence le fait
que les exposants pour les fonctions de structure d’ordre n de la vitesse ne varient pas
linéairement avec n. Ceci implique tout de suite que le champ de vitesse ne saurait &tre
Gaussien, et que ’écart par rapport au comportement gaussien augmente forcément
quand on va vers les petites échelles. En particulier la platitude et les hyper-platitudes
d’ordre supérieur de la statistique des incréments de vitesse augmentent indéfiniment
quand la séparation tend vers 0. Certains auteurs appellent ce dernier phénomeéne en soi
intermittence.

Dés lors, un long effort commenca pour prouver, soit théoriquement, soit expérimen-
talement, ou encore par simulation numérique, I'intermittence des écoulements turbu-
lents (précisément: I'intermittence des incréments de vitesse pour des séparations dans
le domaine inertiel (cf. Sect. 2.2)). La tache s’avéra trés difficile, pour les trois approches.
Le consensus ne se dégagea que lentement & partir des années 70 et dans les années 80,
d’abord dans des expériences [9, 4] puis des simulations numériques [33]. L’approche
théorique, quant A elle, avait de la peine & parvenir 3 trancher la question.

Pour développer la théorie d'un probléme difficile, souvent on commence par étudier
des modéles plus élémentaires. On essaie alors de voir si on retrouve, au moins quali-
tativement, certains aspects que 'on aimerait prouver sur le systéme plus compliqué.
C’est en partie dans une telle perspective que Kraichnan introduisit en 1968 {37} son
fameux modéle d’advection passive par un champ de vitesse stochastique bruit blanc
gaussien en temps.

C’est dans le cadre de ce modéle que l'on réussit pour la premiére fois [30, 52, 20]
a prouver rigoureusement ’apparition d’intermittence, notamment pour la fonction de
structure de la quantité advectée. On peut y voir un premier pas vers la démonstration
de I'intermittence du champ de vitesse turbulent.

La trés grande simplification des ces modéles par rapport & Navier-Stokes vient du
fait qu’on se raméne & des processus stochastiques 4 incréments indépendants. L’in-
termittence est pergue comme un comportement non-trivial du systéme et on s'attend
donc, intuitivement, que sa présence dans le modéle simplifié augure bien quant & sa
présence dans le systéme plus compliqué qu’est Navier-Stokes. 11 faut reconnaitre cepen-
dant que personne n’a encore réussi & transposer les méthodes — ni méme les idées, de
fagon efficace, — développées dans le cadre du modéle de Kraichnan, au probléme de la
turbulence développée dans les systémes évoluant selon Navier-Stokes.



Indépendamment de son role de modéle simplifié de Navier-Stokes, ’étude de I'ad-
vection passive présente un intérét en soi. En effet, de nombreux phénoménes physiques,
tel advection d'un polluant dans I’air ou des algues sur la surface de 'océan, ou encore
dans une certaine approximation des grains de sable par le vent ou l'ean, et aussi ’ad-
vection d’un champ magnétique faible au sein d'un liquide ou plasma conducteur, sont
des cas d’advection passive. Certes, méme pour les problémes d’advection passive on
travaillera avec des champs de vitesse simplifiés plutdt qu’avec celui issu directement de
la solution de Navier-Stokes. La encore, il s’agit d’un premier pas vers la compréhension
de l'intermittence des quantités passivement advectées. Dans le modéle de Kraichnan
de I’advection passive 'origine de l'intermittence semble étre bien compris, aussi bien
pour des quantités scalaires (température, densité) que vectorielles (champ magnétique,
gradient de scalaire). Quant aux champs de vitesse plus réalistes en fait les expériences
et simulations numériques révélent que la statistique d’un scalaire passivement advecté
est bien plus intermittente que celle du champ de vitesse advectant. Remarquons que
c’est déja le cas pour le modéle de Kraichnan ot le champ de vitesse est Gaussien. On a
la méme situation dans le cas de la turbulence bi-dimensionnelle ot le champ de vitesse
n’est pas intermittent alors que le scalaire advecté 1’est [18], et pour la turbulence 3D
le scalaire passif est bien plus intermittent que le champ de vitesse [5, 44]. Grace aux
idées développées pour les modéles simplifiés on commence de nos jours 4 comprendre
la situation générale [6, 19].

Notre fil conducteur sera 1’étude de ’advection passive dans des champs de vitesse
stochastiques. On abordera de nombreuses variantes. Le champ advecté pourra étre
scalaire ou vectoriel, forcé ou libre. Le champ advectant pourra étre lisse ou rugueuse,
bruit blanc en temps ou au contraire corrélé.
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Chapitre 2

Phénoménologie élémentaire de la
turbulence

Cette introduction a pour but de définir les concepts élémentaires de la théorie de
la turbulence, auxquels on aura recours par la suite (cf. [27] pour une présentation
extensive ou [14] plus proche de nos préoccupations). On les présente dans le cadre
usuel d’un écoulement vérifiant I’équation de Navier-Stokes (1.1) en 3 dimensions. Il
faut souligner qu’il s’agit 14 vraiment de phénoménologie, donc plutdét d’observations
approximatives et d’images parlant & 1’esprit, généralement admises ou utilisées, par
opposition & des résultats rigoureusement établis ou vérifiés.

Pour fixer les idées, nous supposons que ’écoulement est confiné spatialement & un
domaine A, par exemple un récipient, et qu’il est entretenu par un dispositif mécanique
qui agite le fluide & grande échelle, par exemple une turbine ou une grille que 1’on déplace
dans le fluide.

2.1 Bilan énergétique

Partant de (1.1) on peut écrire le bilan énergétique de I'éconlement

Btﬁéqﬂ=Lﬁﬁ-{-[\vﬁ.Aﬁ:/Af.ﬁ'—u[&(ﬁ@’).(ﬁﬁ‘)

exprimant le fait que 1’énergie est apportée par le terme d’injection f et dissipée par
le terme de viscosité ¥Ad (en particulier on néglige les effets de frottement sur la pa-
roi). Introduisant les notations E(t) = [ 3#(7t)%d7, I(t) = [ f(7t).8(Ft)dF et D(t) =
v [(V#(Ft))2d7, on a 8E(t) = I(t) — D(t).

Si Pon maintient 1’écoulement dans un régime stationnaire, ce qui reviendrait dans la
pratique par exemple & faire tourner la turbine ou déplacer le réseau 4 vitesse constante,
alors I’énergie totale de I’écoulement se stabilisera autour d’une valeur finie Ey. Une
définition formelle possible de ce fait est

1 T
li — Etydt = F,
f;on ®) 0

mais en toute rigueur on ne sait pas si la limite est bien définie et on pourrait imaginer
d’autres définitions inéquivalentes. Il ne s’agit ni d’un théoréme démontré (en fait méme
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I'existence de la solution de (1.1) est un probléme ouvert) ni vraiment d’une constata-
tion expérimentale (on ne peut pas mesurer le champ de vitesse avec suffisamment de
résolution spatio-temporelle pour avoir une approximation fiable de I'intégrale, d’autant
plus qu’on manque de théorie sur les singularités éventuelles de ¥), juste d’une hypothése
usuelle « fondée sur I'observation ». De plus il est généralement admis que si le taux
d’injection d’énergie est maintenue constante tandis que v — 0, alors E, tend vers une
limite finie. On parle d’anomalie dissipative.

On définit le taux moyen d’injection d’énergie ¢; et le taux moyen de dissi-
pation d’énergie £;4 de maniére semblable & Ey & partir de I(t) et D(t) & la place de
E(t). On a alors €; = g4 et on écrira simplement ¢ pour la valeur commune.

2.2 FEchelles

Le forgage de l’ecoulement par notre dispositif mécanique d’entrainement apparait
dans (1.1) comme le terme _f Il agit & une échelle caractéristique £;, appelée &chelle
d’injection (d’énergie) ou échelle intégrale, qui serait typiquement la taille de la tur-
bme ou I'interstice du réseau. Dans l’espace de Fourler cela se voit comme concentration
de f(k) autour des vecteurs d’onde ¥ tels que |&| ~ ki =2m/¢;.

La dissipation d’énergie résulte du terme de viscosité vA#. Il y a manifestement deux
paramétres dimensionnels qui interviennent dans cette dissipation, notamment le taux
moyen de dissipation ¢ et la viscosité v. Le premier a une dimension de "12 et le second L?z
La seule combinaison des deux qui soit une longueur est £, = (13/£)'/4, appelée &chelle
dissipative ou échelle de Kolmogorov. Dans la mesure oft I’on peut supposer que la
contribution principale a4 D(t) vient de cette échelle, on voit que le nombre de Reynolds
a. cette échelle est justement de l'ordre de 1.

Les échelles se situant entre I'échelle d'injection £5 et 1’échelle de dissipation ¢, sont
appelées collectivement le domaine inertiel. A ces échelles, ni I'injection d’énergie ni
la dissipation visqueuse ne se font directement sentir.

2.3 Cascade

L'image généralement donnée du domaine inertiel est la cascade de Richardson
[47]. Dans son livre Richardson parle de vortexes de toutes les échelles. Les vortexes d’une
certaine échelle sont transportés sans déformation par les vortexes beaucoup plus grands
et transportent sans déformer les vortexes beaucoup plus petits. Seuls des vortexes de
tailles comparables peuvent interagir entre eux non-trivialement et transférer de énergie
entre échelles. Il en résulte une image oit I'énergie cascade des vortexes plus grands vers
les plus petits, d’échelle en échelle, de proche en proche. Le flux moyen d’énergie a
travers les échelles est bien sir le méme que le taux moyen d’injection et de dissipation,
ie. e.

On peut effectuer une analyse dimensionnelle pour la densité spectrale de ’énergie

E(k) = dE.(k) /dk (ot E(k) est Pénergie contenue dans les modes Fourier |%| < k) qui
est de dimension %‘:—f En supposant que la densité spectrale de 1’énergie ne dépend que
de l'échelle £ = 2xr/k et du flux moyen d’énergie € (alors que, a priori, il faudrait faire
intervenir les fluctuations aussi du flux, qui pourraient dépendre du mode d’injection de
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I’énergie, en particulier de 1’échelle d’injection £;), on a alors E{k) = £%/3k~5/3, qui est
souvent appelé le spectre de Kolmogorov de la cascade de Richardson.

L’image de cascade peut étre appliquée & d’autres quantités que 1’énergie de I'écoule-
ment, telles I'enstrophie de ’écoulement ou bien ’énergie d’un scalaire passif transporté
ou encore 1'énergie magnétique d’'un écoulement MHD. Dans le cas du scalaire passif,
I’analogue du spectre de Kolmogorov est le spectre de Kolmogorov-Obukhov-Corrsin
{45, 22]. Ce dernier s’obtient également par analyse dimensionnelle. Les paramétres
pouvant a priori intervenir sont les paramétres de 1’écoulement &,,L,,v (respectivement
taux d’injection d’énergie par le forcage du champ de vitesse, échelle de ce forcage, vis-
cosité cinématique du fluide), les paramétres du scalaire gq,Lg,4 (respectivement taux
d’injection d’énergie par le forgage du champ de scalaire, échelle de ce forgage, coeffi-
cient de diffusion du scalaire), et échelle £ & laquelle on se place. En 3D on a anomalie
dissipative pour le champ de vitesse donc v peut &tre prise nulle et n’interviendra pas
dans ’analyse dimensionnelle. On admet également ’anomalie dissipative pour I’énergie
du scalaire, ce qui élimine . En outre 'approche de type Kolmogorov suppose que les
échelles d’injection d’énergie dans le champ de vitesse L, et dans le scalaire Ly peuvent
tendre vers l'infini et que la théorie 4 1’échelle £ fixée aura une limite finie. On élimine
donc L, et Lg. Il nous reste alors £,,64,f, de dimension %,%2 et L respectivement. La
fonction de structure d’ordre N du scalaire est de dimension V. La seule combinaison
de €,,£5,£ qui soit de la bonne dimension est (g4e, 132/ 8YN/2, Quant au spectre d’énergie
du scalaire, E(k) étant de dimension 2L, on obtient Eg(k) = eoey -/ k=5/3,

Quand le transfert de la quantité en question se fait des échelles plus grandes vers
les échelles plus petites, on parle de cascade directe. Il arrive cependant pour cer-
taines quantités dans certaines situations que le transfert se fasse en sens inverse, i.e.
des échelles plus petites vers les échelles plus grandes. Ce processus est appelé cascade
inverse. Des exemple de cascade inverse sont donnés par I’énergie dans un écoulement
bi-dimensionnel vérifiant (1.1) ou encore par 'énergie d’un scalaire passif dans un écoule-
ment fortement compressible. Dans le cas d’une cascade inverse, soit il y & un mécanisme
de dissipation & grande échelle (par exemple frottement avec le bord pour un écoulement
2D) soit, ’énergie s’accumule dans les modes de plus grande échelle et il n’y a pas d’état
stationnaire du sytéme.

2.4 Trajectoires Lagrangiennes

Puisque les petites structures de 1’écoulement sont transportées par les grandes,
il est souvent plus intéressant d’étudier non pas le mouvement absolu des particules
fluides mais plutdt leur mouvement relatif. L'effet des grandes échelles se réduit alors,
en premiére approximation, 4 un changement de référentiel.

La différence entre les approches Lagrangienne et Eulérienne réside en outre dans les
formalismes utilisés. Tandis que dans 'approche Eulérienne on travaille avec des équa-
tions aux dérivées partielles (EDP), approche Lagrangienne est intrinséquement plus
prés du point de vue de processus stochastiques. Tout comme en théorie des probabilités,
les deux approches, bien qu’équivalentes, permettent souvent d’avoir des compréhensions
complémentaires du probléme et c’est tantdot 'une tantét I'autre qui s’avére plus fruc-
tueuse.

Notons ici encore une particularité des écoulements turbulents qui concerne la sé-
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paration de deux particules Lagrangiennes, c’est-a-dire la dispersion Lagrangienne,
dans le domaine inertiel. Richardson observe [48] la séparation p(t) de deux ballons dans
une atmosphére agitée. Il trouve expérimentalement que p?(t) augmente avec le temps ¢
comme t? soit que v(p) = d(p?(t))/dt o p** ot v(p) apparait comme un coefficient de
diffusion effectif & ’échelle p. On peut retrouver ce résultat encore par 1’analyse dimen-
sionnelle. A partir d’un flux d’énergie ¢ et d’une distance p la seule combinaison ayant la
dimension d’un coeficient de diffusion est ¥(p) = (p*c)'/3. Ce qui est remarquable c’est
que les deux trajectoires se séparent en loi de puissance du temps, et par conséquent
deux trajectoires initialement arbitrairement proches (on suppose Re = oo et plus parti-
culiérement ¢, = 0, sinon il faut que la séparation reste supérieure & ’échelle visqueuse)
seront néanmoins séparées par une distance d’ordre 1 en un temps qui reste fini quand
la séparation initiale tend vers 0. Ce comportement des trajectoires, caractéristique (du
domaine inertiel} des écoulements turbulents est appelé séparation explosive des tra-
Jectoires. Ceci est qualitativement différent de la situation pour les systémes dynamiques
chaotiques, ot la séparation est exponentielle donc deux trajectoires infiniment proches
mettront infiniment longtemps & se séparer.

2.5 Intermittence

L’intermittence, au niveau phénoménologique, est le fait de constater des événements
rares de grande intensité aux petites échelles. Sur une définition plus rigoureuse et/ou
formelle les avis divergent et I'on en rencontre dans la littérature un peu selon le gofit
de chacun.

En général on convient que les événements rares de grande intensité doivent étre de
plus en plus « marqués » quand on va vers les petites échelles. Les définitions les plus
simples diraient par exemple qu’une famille de variables aléatoires (centrées pour faire

simple) (X (r))rer, est intermittente si la kurtosis %%é tend vers l'infini quand » — 0.

On peut réécrire ceci comme
X(r)? 12 e
(X(r)A] [ ro

ce qui dit que la variance de la variable « réduite » %%:— devient trés grande aux petits
r, en gros elle aura tendance & prendre des valeurs de pius en plus grandes aux petites
échelles. Donc X (r)? prendra des valeurs de plus en plus écartées de sa valeur moyenne
(X(r)2).

On peut donner une définition plus fine dans le cas oit pour tout r la variable aléatoire
X (r) est positive et tous ses moments d’ordre positif existent et de plus (X (r)") ~ rén,
On observe d’abord que &, est une fonction concave de n. Ceci découle de 'inégalité de

Holder (ab) < (ap)%(aq)% valable pour des variables aléatoires positives a,b et des réels

m

p,q > 0 tels que £ + % = 1, appliquée avec a = X(r)»,b= X(r)7. On a

R~ (X(r)FX()T) < (XE))F (X()™)F ~ réetion

Ceci étant valable quand r — 0 on en déduit €%+-'f,‘— > ;1){;‘,, + ‘—llﬁm, signifiant que &, est
concave en n. A remarquer aussi que £ = 0. On dira alors que la famille (X(r))rer,
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est intermittente si &, n’est pas linéaire. Notons que si X(r) est Gaussienne pour tout r
alors elle ne peut pas étre intermittente car (X (r)*") = (2n — (X (r)?)" pour r € N,
impliquant la linéarité de §,, — compte tenue de sa concavité, — pour tout n € R,.
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Chapitre 3

Advection passive dans le modéle de
Kraichnan

En 1968 Kraichnan introduisit [37], dans le but d’étudier ’advection d’un scalaire
passif par un écoulement turbulent, un modéle simplifié, devenu connu depuis sous le nom
de modéle de Kraichnan. La méme année, indépendamment de Kraichnan, Kazantsev
introduisit un modéle identique [35] pour des champs magnétiques passifs, sans doute
motivé par ses études sur le dynamo astrophysique.

Le modéle d’advection turbulente de Kraichnan a deux propriétés fondamentales.
D’une part le champ de vitesse advectant est pris bruit blanc Gaussien en temps. L’hy-
pothése de Gaussienneté est importante (Majda [42] traite le cas d’un bruit décorrélé
en temps, mais Poissonien au lieu de Gaussien, conduisant 4 un opérateur d’évolution
pseudo-différentiel pour le scalaire). D’autre part la statistique du champ de vitesse est
donnée indépendamment {de fagon a priori) de la quantité advectée.

Kraichnan et Kazantsev remarquérent tous les deux que le modéle était soluble
exactement, au sens ol les fonctions 4 N points du scalaire passif satisfaisaient & un
systéme d’équations fermé.

3.1 Evolution des corrélateurs d’un champ passif

Une quantité tensorielle T (scalaire, vecteur, gradient ou tenseur d’ordre supérieur),
advectée passivement (i.e. ¥ est donné indépendamment de T') par le flot du champ de
vitesse ¥, en I'absence de diffusion (pour T'), vérifie une équation de transport que ’'on
peut écrire schématiquement

8T = DyT (3.1)

oll Dy est un opérateur différentiel dépendant linéairement (pas affinel) de ¢. En parti-
culier si on suppose ¥ de moyenne nulle, on aura {(Dg) = 0, ou (-} signifie, ici et dans
la suite, la moyenne par rapport i la statistique du champ de vitesse. On supposera en
général — sauf mention du contraire — que {#(7,t)) = 0 pour tout point 7 et tout instant
t. Pour des exemples concrets de Dy cf. Sect. 3.2, 3.3.

On verra dans la Section 3.6 qu’en passant & la limite oli ¥ est Gaussien delta-corrélé
en temps, (3.1) est & prendre au sens de Stratonovitch, méme si la statistique de T n'est
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pas réversible dans le temps! La, forme Ité correspondante est

. 1
BtT = DgT + E(Dg o Dt')') T (3.2)

ol {-)_ signifie la moyenne sur ¥ & temps égaux pour les deux occurences de 7, et divisé
par le terme §(0) par rapport & (-) (en langage mathématique c'est le processus de
variation quadratique de la martingale sous-jacente); et o ne signifie pas le produit de
Stratonovitch mais la composition des opérateurs différentiels (o est non commutatif).
Cette formule peut &tre aisément vue pour le cas oit T n’est pas un champ (cas de
dimension infinie) mais juste un vecteur (cas de dimension finie).

Les puissances tensorielles du champ T vérifient aussi une équation analogue & (3.1).
Si on note T®V(ry,... . ry;t) = T(r1;t) ® ... ® T(ry;t), alors

aTeN = pMTeN

oll Dé.N) =N D" avec D} étant Dy agissant sur le n'*™® élément du produit tensoriel
T®N_ La aussi la formule est & prendre en interprétation Stratonovitch pour un champ
delta-corrélé en temps. La forme It6 correspondante est, comme ci-dessus

8,78 = pMTeN | %(DéN) o D{V)_T®V

ce qui donne, pour les corrélateurs, & cause de I'indépendance de ¥ par rapport aux T
antérieurs 1

BUTN) = (DV)T™N) + 5(DF" o DFY)_(T2%)

] rl rl N » + —
Puisqu’en général on suppose # de moyenne nulle et que 'D,fT ) est linéaire en 7, on a

(D,(TN)) = 0, et le premier terme disparait. Utilisant le fait que pour n # m les opérateurs
D3 et D commutent puisqu’ils ne s’appliquent pas & la méme copie de T, on peut encore
écrire

T™) = My(T) = |5 3 (DIDPL+5 Y DpoDi.| (T (33)

1<n#m<N 1<n<N

Ceci aurait pu aussi étre obtenu directement de (3.2) par la formule d’Itd. La formule
(3.3) définit I'opérateur d’évolution My de la fonction & N points de T, et on constate
que cet opérateur d’évolution est un opérateur aux dérivées partielles d’ordre 2. De plus
Péquation d’évolution (3.3) ne fait intervenir que la fonction & N points de T, elle a une
forme fermée. Ce sont bien 14 les grands avantages du modéle de Kraichnan.

Le cas forcé peut étre traité de maniére semblable. On suppose le forgage bruit blanc
Gaussien, indépendant du champ de vitesse, de covariance (f ® f)_ = x. Avec le terme
de forgage (3.1) devient 8,1 = DyT + f et (3.2) s’écrit alors

1
;T = DyT + —2-<Dg o] D{;LT +f
On doit appliquer la formule d'Ité pour obtenir

N
oY =DYTON + 3" TENY(R, 8 By) f(Ry)

n=1

1 o o .
+ MyT®V + 3 > TR, Ry )x(Ba R

I<n#m<N
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Dans le cas ot ¥ et f sont centrés, il reste, pour la moyenne de T®

BUT™) = My(T=) + 2 37 (TN 2Ry, 2, B (B o)

1<n#m<N

On voit alors que, aussi dans le cas ot la champ scalaire est forcé par un terme en bruit
blanc Gaussien en temps, indépendant du champ de vitesse et du scalaire, 1’équation
d’évolution de la fonction & N points du scalaire est une équation aux dérivées partielles
d’ordre 2 dans la variable spatiale (et d’ordre 1 dans la variable temps) et ne fait in-
tervenir que les fonctions &4 N et & N — 2 points du scalaire, conduisant encore & un
systéme fermé.

3.2 Exemple 1: Le scalaire passif

Commengons par un exemple simple. Le scalaire passif 8 vérifie I'équation d’évolution
00 = Dyt avec Dy = —v,0,:
8t6 = _Uaaae (3-4)

Pour m # n on a simplement
(DFDF ). = (0a(Tn)vs(Tm))-0rg0,8

Nous supposerons dorénavant la statistique du champ de vitesse invariante par transla-
tion, de sorte qu’on peut écrire

—,

{Va(T0)vs(Tm))- = Dap(Tn — Tm) = Dap(0) — dap(n — )
ou Dy, et dog sont définis par cette formule méme. Nous avons alors
(D5DF)_ = [Dag(0) — das(Tn — 7m)|0rgOig
D’autre part pour n donné (pas de sommation!)
(D Dy)- = (va(Fn)vp(Pn))-0rg 8,8 + (va(n)(Orgvs(7n)))-0,8
= Dup(0)8ra0, 8 + [Orados(T))5 0,0

Le terme [8,edqs(7)]_50,s donnera une contribution nulle dans deux circonstances cou-
rantes. Soit quand la statistique de ¥ est isotrope car alors on & [Gpadyg(F))g = O
(puisque [Byadys(7)]-_g est un tenseur constant (7= 0) & un indice covariant (8), c’est
donc un vecteur, et le seul vecteur isotrope est 6) Soit quand c’est la statistique de 6
qui est invariante de translation, auquel cas c’est la somme

N N
2_[Oredo(les dp = Prodas(lecs ), O

qui s’annule, car 3, 8.6 = 0 en ce qui concerne son action sur les corrélateurs de 6.
On supposera que I'une ou l'autre des deux conditions est vérifiée. Partant de (3.3) on
obtient alors

1 - 1 o L
My=5 3 Das®0iz0is =5 D daglfa—7m)OrgOyg

1<mnp<N 1<n#£m<N
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Remarquons alors que 1’on peut écrire

Y Dus@sds= 3 Dusl0) [Z a,,a] [Z 0 }

1<mn<N 1<, f<d

et les deux sommes entre crochets s’annulent si la statistique de @ est homogéne. On
reste alors avec

Y dag(fn—Fm)0rade

1<n£m<N

L’opérateur & deux points peut encore se simplifier un peu. Utilisant Ore = —0pe dé-
coulant de l'invariance par translation, on a My = dog(7; — 7)0re 0, . Si T'on introduit

G(F:t) = (8(71)0(D; 1)), alors

0G(7t) = dap(T)0a0sG(T; 1) (3.5)

3.3 Exemple 2: Le vecteur passif

Considérons maintenant le cas ol le champ advecté est un champ vectoriel (eg. champ
magnétique) et 1’équation d’advection s’écrit

o1 = —Ba('uaT,:) + (ij,-)’.l*j (36)

Remarquons que Dy sera un opérateur matriciel. Notant 8 o v la composition de la
dérivation avec la multiplication par v (ie. 8 o v = (8v) + v0), et omettant de marquer
explicitement la dépendance de D par rapport 4 7, on a

D; = "53'_160 © Vo + (33"01;)

De méme, My sera un opérateur tensoriel N fois covariant et N fois contravariant. On
pourrait le noter plutét My = M;‘l ;‘1‘:, Mais dans le cas particulier N = 1 on écrira

juste M; et dans le cas N = 2 on utilisera la notation plus économique M;%

3.3.1 La fonction 4 1 point

Avant de calculer M, on peut commencer par calculer M; = = $(DL(r)Dk(r)).
On trouve 4 termes

£ 1645(8s 00) 0 (95 0 05) — (B 0 va) 0 (By25) — (By01)8p © v + (Okv.) By

Les corrélateurs sur v seront ici implicites. On supposera de plus la statistique de v
invariante sous translation.

On raméne l'expression précédente & une forme normale par les transformations
suivantes. On expande d’abord les o. Ensuite on utilise 'invariance sous translation de
la statistique de v qui donne l’identité

{[Gavil (r)u; (0)) = —(wi(r)[Bav41(0))
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ce qu’on pourrait aussi écrire comme 9, ® 1 = —1 ® J, sous-entendu qu’il s’agit de
P’action sur la fonction & 2 points de v. Cette derniére transformation permet de mettre
toutes les dérivées, agissant sur les v, & gauche de tous les v. Au bout du compte on
arrive a '

M = %5@(—[3390{,] (0)0a + Dqs(0)8a85) + %[83- (Dai — Dia}](0)8a

A noter que dans la formule ci-dessus on ne suppose pas D;; invariante de rotation. Si
la statistique de T' est homogéne alors bien sfir I’action de M; est nulle.

3.3.2 La fonction & 2 points

Passons & la fonction & deux points. Nous supposerons désormais que la statistique
de T est invariante sous translations. Les termes coincidents contribuent & M ;; par

045633 Dap(0)0a0s
On calcule aisément que le terme non coincident donne
~01j650a0a © Daa(r) + 8104 © (8;Duz)(r) + 8504 © (8;Dia)(r) — (8;0; Diz)(r)
On déduit alors I'opérateur d’évolution temporelle de G5(7;¢) = (T;(7 t)T(0; 1))
8:Gy = MiGy;
= +0;0;ld;3Ga] — 0;[(85d57)Gig] — 85[(8;di3) Gl + (8;05d3) G5

On a obtenu Péquation d’évolution de la fonction & 2 points. Le cas & N points est
trés semblable. En fait I'opérateur d’évolution de la fonction & N points est la somime
sur toutes les paires de points des opérateurs 4 2 points.

3.4 Exemple 3: Le gradient passif

L’équation d’advection du vecteur passif (type magnétique) en ’abscence de dissi-
pation a été écrite en (3.6). L'adjoint de cette équation s'écrit

O:T; = —vaGaTi — (aivjﬂ} (3.7)

C’est I'équation vérifiée par le gradient du scalaire passif (type température). En effet,
le scalaire passif vérifie 3,60 = —v,8,0 et donc si on pose T; = 9;# alors

AT = 0,0,60 = 0,00 = —3;(Va040) = —(004)0ub — V.0,0:0
= _(aiva)Ta — 140, T;

ce qui est la relation voulue. _

On voit alors d’aprés Sect. 3.1 que si pour une quantité T vérifiant 8,1 = DT sa
fonction & deux points vérifie 'EDP 8,G3 = M3G3, alors pour une quantité 7' vérifiant
Bﬂ; = —D'T (ou D' est I'adjoint de D) sa fonction & deux points vérifie 'EDP 8,G, =
M,Gs.
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3.5 Trajectoires Lagrangiennes

La trajectoire Lagrangienne R(t | 7t ) qui passe par 7 4 'instant ' satisfait I'équation
d’évolution d

S BE17,) = 0B | 7)) (3.8)

avec la condition initiale R(# |7t} = 7. Quand le champ de vitesse est continu en
espace-temps et localement Lipschitzien en la variable spatiale, cette équation a une
solution unique, assurée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. De plus on a clairement
la propriété de cocycle
R(t| Rt |™ ")) = Bt |7 ")

Si on veut faire simple on considére une seule particule et 'on écrit juste &R = ﬁ'(ﬁ,t).
Quand ¥ est pris delta-corrélé en temps, on considére ici encore que c’est la limite
d’un champ dont la statistique est symétrique en temps, donc (3.8) est & prendre en
interprétation Stratonovitch. La forme It6 correspondante est (en écriture simplifiée)

8. = w(fz) + %(((aﬁ)ﬁ)uﬁ,t) (3.9)

On remarque que si ¥ a une statistique isotrope alors le vecteur {((7.V)7))_ est forcé-
ment nul. Plus généralement, dans ce cas toutes les interprétations (Ite, Stratonovitch,
anti-Itd, etc.) de (3.8) sont équivalentes, ce qui simplifie par exemple les simulations
numeériques.
De méme
8, RN} — V) (R 1)

est & prendre au sens Stratonovitch. La forme Ité correspondante est
BN = F(FM 1) 4 2 (5. F W) (R )

Pour une fonction f deux fois continument dérivable de B ), 1a formule d’It6 nous
donne

of = [ts-+ 5(0.90)). ] + 3 (o). 06, f

Si f est une fonction invariante de translation et aussi la statistique de v est invariante
de translation, alors {(v.Vw)(R))_ est indépendant de R et P'action {(v.Vv);)_8; sur f
est nulle. On reste dans ce cas avec

1
Oif = viOif + E(vivj)=aiajf

Il en ressort que f (ﬁ(N )} est une martingale (ici on ne suppose pas nécessairement 7 de
moyenne nulle) ssi [(v;)8; + 3 (v;v;)_8;8;] f = 0 soit encore

N
— 1 - —
0= Z(va(Rn))aRgf + E Z Daﬂ(Rn - -Rm)aﬂgaggf
n=1 1<n,m<N
N
- 1 ” —
=2 (alB)rsf =5 3" dap(Bn— Fin)rsOps f
n=1 1<n#m<N

puisque »_ Daﬂ(ﬁ)aR%BRﬁ f=0
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3.6 Scalaire passif et trajectoires Lagrangiennes

Dans un écoulement il y a un lien naturel étroit entre le transport d’un scalaire
passif et les trajectoires des particules fluides. En termes géométriques les trajectoires
correspondent au flot et le scalaire passif est transporté par le flot comme un champ
scalaire.

Dans un champ de vitesse continu en espace-temps et localement Lipschitzien en la
variable spatiale, ol donc les trajectoires Lagrangiennes sont bien définies et uniques, le
scalaire passif vérifie

a(7t) = 8(R(¢ | 7t),t) (3.10)

ce que 'on peut encore écrire
_ f o7 #)6(F — B(t | 7)) dF (3.11)
A

Le terme (7 — R(' | 7)) est en fait un noyau de probabilité de transition pour une
trajectoire d’aller de 7 4 l'instant ¢ au point 7 & Vinstant ¢’ (si ¢ < ¢ alors il s’agit de
transition par le flot en arriére): K(7;¢ |7t) = 8(F — R(' | 7.t)).

Pour plusieurs points on peut aussi écrire

OF)-+-8(nt) = [ 8FLE) - 0(7)
AN
KN(?T‘;, PN 3FN;t’ |F1, e ,T_"N;t)d’f"l v df’N

Quand le flot est lisse on a simplement

Kn(T, st 71, - ,TN,t)—H6 R(t' | Tst))

C’est le moment opportun d’introduire la densité de probabilité de transition con-
jointe de IV trajectoires Lagrangiennes

Pn(7, - Pt |7 T t) = (BN - st |7 TN E)

Si le champ scalaire est pris indépendamment du champ de vitesse & un instant ¢/, alors
4 un instant ¢ ultérieur on aura

{O(F1st) - - 6(Fn k) =

- O(F,t) - - O(F N Y Pu (T, oo T BT, oL P ) dFy - - IFy (3.12)

Quand le champ de vitesse n’est plus localement Lipschitzien en la variable spatiale,

le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne garantit plus 'unicité de la solution de (3.8). Le

théoréme d’existence de Péano garantit encore l'existence des trajectoires, au moins

localement. De plus nous devrons considérer le cas ou le champ de vitesse, au lieu d’étre

continu, est bruit blanc Gaussien en temps. Des possibles constructions de solutions
seront discutées dans la Section 6.
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En nous restreignant pour le moment au cas oil les trajectoires Lagrangiennes sont
bien définies par (3.8) et uniques, nous voyons que (3.10) détermine complétement I’évo-
lution du champ scalaire . C’est le cas aussi pour les champs de vitesse delta-corrélés en
temps, tant que (3.8) peut étre interprété comme une équation différentielle stochastique
conduisant & des trajectoires uniques. En particulier on a vu dans la Section 3.5 que si
la statistique du champ de vitesse ¥ est isotrope (en plus d’atre homogeéne), alors les
trajectoires Lagrangiennes ne dépendent pas de la convention (It8, Stratonovitch, etc. )
adoptée pour (3.8). Ceci conduit & la remarque intéressante que (3.1) ne peut certaine-
ment pas étre prise avec n’'importe quelle convention, il y en a tout au plus une qui soit
compatible avec (3.10) exprimant le transport Lagrangien de 8.

Pour déterminer quelle est la convention imposée par (3.10), reformulons-le

O(Ft + At) = O(R(t | 7t + At),t) (3.13)

Introduisons .
AR= R(t|ft+ At) —F (3.14)

Clairement pour At = 0 nous avons Z?E = 0. On admettra en outre que AR est une
semi-martingale continue en At. Supposant #(7,t) deux fois continument dérivable en 7
on peut écrire la formule d’Tt6 comme le développement de Taylor & I’ordre At

O(R(t |7t + A0E) = 8(7) + BRVOE) + LARAR,)O00(7) +o(AD)

Il est important de noter que AR doit lui aussi étre développé & 'ordre At. Combinant
avec (3.13) on obtient la formulation en convention Ité de I’équation d’évolution de 8

O(7\t + At) — O(F2)

a0(rt) = IL{) Az
—
AR - (ARAR) .
= fim, 5-90(00) + 3 Jim, S0 a5

Il nous reste & déterminer le développement de A'_ﬁ a Pordre At. Remarquons qu’on
peut écrire

AR = R(t|7t + At) — R(t + At |7t + At)

Considérons par exemple que notre tra_]ectmre Lagrangienne R(t | 7,t'} vérifie (3.8) prise

en convention Itd. Pour développer AR a l'ordre At il faut intégrer (3.8) en partant de
a l'instant £+ At et remonter le temps jusqu’a t. La convention Ité en avant dans le temps
devient anti-Ité pour intégrer en remontant le temps, ce qui donne le développement

R(t| 7t + At) =R{t + At| 7t + At)
t+ AL t+At -
+ [—ar)ds + [(-09(-D)(Fe)ds + ot
i t

On voit I'apparition de (56’6’)= qui est — comme nous I’avons remarqué aprés (3.9) —
—
nul quand la statistique de ¥ est isotrope. Dans ce cas on a donc simplement AR =
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ftHM —0(7,s) ds + o(At), ce qui donne lima; .o % = —9(F\t) et limag.o (AR-%% =
(vv5)_ (7yt). Par conséquent
- 1 -
B0(71) = 7). FOE) + 3 {vivs)(FA)BOH) (315

a lire en convention It6. Mais ce n’est rien d’autre que la forme Itd correspondant & (3.4)
lu en convention Stratonovitch.

On voit aisément qu’on aurait pu prendre n'importe quelle autre convention (Strato-
novitch, anti-Itd, etc.) pour (3.8) et on aurait toujours abouti & (3.15) (4 lire toujours en
convention It8). Il apparait donc que pour (3.4) et plus généralement pour (3.1), seule la
convention de Stratonovitch est cohérente avec l'interprétation en termes de transport
Lagrangien du champ. L’autre conclusion est que quand le champ de vitesse n’a pas une
statistique isotrope on ne peut pas forcément écrire 'advection sous la forme (3.1) sans
terme de dérive (i.e. Dy n’est plus linéaire en ¥ mais contient aussi — pour le scalaire — un
terme proportionnel & (6.‘613:, sauf quand (3.8) est pris en convention Stratonovitch).
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Advection passive dans le modéle de Kraichnan
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Chapitre 4

Choix du champ de vitesse dans le
modeéle de Kraichnan

Rappelons de la Section 3.1 que dans le modéle de Kraichnan on considére des
champs de vitesse stochastiques, delta-corrélés en temps, de statistique Gaussienne. De
plus on considérera ici seulement le cas ol le champ de vitesse est de moyenne nulle en
tout point. 1l suffit alors, pour caractériser complétement la distribution des champs de
vitesse, de donner leur fonction a deux points. Si de plus sa statistique est invariante de
translation, on peut écrire

{#t,7) @ v(t', 7)) =6(t — ') D(F — ) (4.1)

ou D(F) = (#(7) ® §(0))_ est le corrélateur & temps égaux du champ de vitesse. Il est
commode d’écrire D en représentation Fourier. De maniére générique on a

() = [ e BRER) (4.2

ot E(k) est un scalaire et P(k) est un tenseur d’ordre 2 normalisé & étre de trace 1.

4.1 Propriétés de covariance

Le fait que D soit une covariance implique des propriétés de réel-ité, de positivité et
de symétrie.

Tout d’abord Dy(7) = [ We“‘ k7E(K) étant réel il vient que E(—k) = E(k)*.
plus D;; est la somme de covariances donc E (E) € R+ En particulier E(- k) = E(k)

Puisque D;; est réel, on doit aussi avoir P, (k) = Py(- k)*. De lautre c6té, D,; étant
une covariance, E(k)P(k) doit étre hermitien pos1t1f. Compte tenu de la positivité de
E(k), il vient que P(k) est lui-méme hermitien positif. En particulier il est diagonalisable
et ses valeurs propres sont positives, donc s’il est non nul alors sa trace est strictement
positive, en particulier non nulle, ce qui rend la normalisation & trace 1 possible (si
P(E) = 0 on peut prendre E(k) = 0).

L’invariance par translation de la statistique de ¥ donne la relation

Dii(7) = {vi(7)vy( @ 'U:-(O vi(—7))- = Dj(-T7)
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ce qui signifie que la partie paire de D est symétrique et sa partie impaire est antj-
symétrique. Compte tenu de (4.2) et de la symétrie de E(k) ceci équivaut & Py (k)
Py(— k) On aurait pu ega,lement obtenir ceci & partir des deux relations P (k) =
P;(—Fk)* et P;;(k) = Py;(k)* (ce dernier exprimant que P est hermitien). On peut écrire
alors P = P° +{P* avec P° symétrique paire et P* anti-symétrique impaire, tous deux
4 coefficients réels.
Ecrivons D;(7) = Dj;(0) — di(7) = Dy;(0) — d;(7) — d2(7), ot 'on a décomposé d
en partie symétrique paire et partie antisymétrique impaire. On a

Dy = [ ok p@ PR (4.3
4 = [ (;"*)d (1~ &%) B(R) Py (F) (44)
5 = [ et AT miiypy (45)
0= [ 2 smErE@Py) (46

4.2 Spectre d’énergie

On cherche le plus souvent & modéliser un écoulement hydrodynamique « réel ». Rap-
pelons de la Section 2.2 que si on prend I’exemple d’un écoulement vérifiant 1'équation
de Navier-Stokes (1.1) en 3D, on peut distinguer — du moins pour des nombres de Rey-
nolds suffisamment élevés — deux échelles caractéristiques, 1’échelle d’injection d’énergie
¢; et 'échelle de dissipation d’énergie, qui est 1’échelle visqueuse £,. Loin de ces échelles
caractéristiques le champ de vitesse suit une loi d’échelle, certes pas exactement, no-
tamment 4 cause de l'intermittence, mais ceci est une bonne premiére approximation.
Aux échelles plus petites que £, le champ de vitesse est lisse et les différences de vitesse
pour une séparation r sont de 'ordre de r. Dans le domaine inertiel, c’est-a-dire pour
£, <1 < £y, les différences de vitesse suivent en gros le spectre de Kolmogorov donnant
Av(r) o< r'/3. Aux échelles plus grandes que £; les différences de vitesse sont dominées
par le terme de forgage et sont d’ordre r° (i.e. ne dépendent pas de ). Dans le modéle
de Kraichnan on veut reproduire ces lois d’échelle pour le champ de vitesse. Dans le cas
le plus simple on se contente de reproduire un seul comportement & toutes les échelles
(i.e. on prend £, = 0 et £; = 00).

On supposera que la statistique du champ de vitesse est suffisamment isotrope pour
que les coefficients non nuls de P(k) soient d’ordre k° 4 la fois pour k petlt et grand. En
fait il serait plus judicieux de dire que ce sont les valeurs propres de P(k) qui doivent
étre d’ordre k9 ce qui signifie que tous les modes constituant ls base diagonalisante de
la covariance du champ de vitesse ont une énergie de I'ordre de E(k). On supposera
aussi qu'il y a suffisamment d’isotropie pour que E (k) soit du méme ordre pour |k|
fix¢, indépendamment de la direction de E. 1l est utile alors de définir I’énergie totale a
Péchelle k comme E(k) = [ I E(k)dk.

On prend E(k) k ~1=¢, au moins pour un certain domaine de k. Ce qui nous
intéressera principalement est le comportement de E(k) pour k grand, donnant le com-
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portement de la covariance du champ de vitesse 4 petite séparation, selon les théorémes
Taubériens-Abéliens connus. Les petites échelles sont intéressantes soit si Pon veut étu-
dier le domaine inertiel avec £, = 0 soit si ¢’est le domaine visqueux qui nous intéresse.
Remarquons que la constante de proportionnalité entre E(k) et k~'7¢ est le seul pa-
ramétre dimensionnel du modéle. Sa dimension, L>~¢T~!, peut étre déduite de (4.1)
compte tenu de ce que la dimension de §(¢ — #') est T~

Pour que l'intégrale dans (4.2) ainsi que celles de (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6) soient
convergentes pour k grand, il faut avoir £ > 0, ce que 'on supposera par la suite. De
plus on prendra E(k) suffisament régulier pour % petit pour que toutes les intégrales
convergent autour de k = 0. Le comportement & petit k de E(k) influence le compor-
tement & grande séparation de la covariance du champ de vitesse, mais cela n’est pas
parmi nos préoccupations.

Pour £ > 0 donné, di; et df; seront de classe C%, i.e. si 'on note |£] la partie entiére
de £ alors elles sont |£]| fois dérivables et leur dérivée d’ordre |£| est Holder continue
d’exposant o pour tout a < £ — |£]. Le tenseur di; étant symétrique son gradient en
7 = 0 s’annule, cependant il n’y pas de raison particuliére & ce que le gradient de d3;
s a.nnule, ni que les dérivées secondes de dj; soient nulles en 7 = 0. I1 vient donc que

(F) se comporte comme 7€ pour 0 < £ < 2 et comme 72 pour £ > 2. Quant & d (F) il
se comporte comme 75 pour 0 < £ < 1 et comme r pour £ > 1.

Quand le but est de modéliser le domaine inertiel d'un champ de vitesse turbu-
lent solution de Navier-Stokes en 3D, habituellement on choisit £ de telle sorte que
deux particules Lagrangiennes se séparent selon la loi de Richardson (cf. Sect. 2.4), i.e.
4 5(t)? o p(t)*/? ce qui donne, par simple analyse dimensionnelle, § = 3.

4.3 Compressibilité

En général on peut définir le degré de compressibilité d’un champ % comme

_ (@)
((Biv5)%)
Clairement p > 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwartz (dans Pespace Fourier) implique
# < 1. On voit que la valeur p = 0 correspond & un champ de vitesse incompressible
(sans divergence), alors que p = 1 correspond & un champ potentie! (irrotationnel).
Si ’on applique cette définition & chaque mode Fourier de ¥, on a, compte tenu de
la normalisation P; =1

(4.7)

ol — Kk R,(k) k;kJ;;(k) “s)

On considérera seulement le cas ol g) est 1ndependa.nt de . On vérifie alors aisément

que p est égal, pour tout 7 # 0, & g' B (,,._.} ") de sorte qu’on peut caractériser p par (4.7)

méme si le champ ¥ n’est pas lisse pour & < 2.

4.4 Isotropie

Dans un souci de simplicité, on considére en général le champ de vitesse homogéne et
isotrope. Le plus souvent on ajoute aussi 'invariance sous parité. Alors nécessairement
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P est combinaison linéaire des tenseurs &;; et 11 La positivité et la normalisation de P
1mphquent qu en faat on doijt avoir une combmaason convexe des deux tenseurs positifs
=16 — ] et —~§1 Pour avoir en plus un degré de compress1b1]_1té p = p(k) (cf. (4. 8))
111dépendant de k la seule possibilité est

- 1— kik; kik;
Pylfi) = =2 (- ) 4 i (49)

Dans le cas particulier ot Pespace physique est unidimensionnel (i.e. d = 1) le champ
de vitesse est forcément potentiel et on prend P = 1.

4.5 Brisure de parité

Si l'on permet la brisure de parité, on peut aussi avoir dans P en 3 dimensions le
terme zem# et en 2 dimensions le terme euk ky — ekik. A cause de la positivité P

est en 3D combinaison convexe de 2[5,, 14- + e k] et %% En 2D on a Py(k) =

ald;; — 5]+ bEG +CM aveca,b>0,a+b=1, ab> c2 On peut paramétriser
ces combmaasons par deux pa.rametres, la compressibilité g € [0,1] et la brisure de parité
A € [-1,1], comme

L2 (5""1' - %i) + Tt + MgRie, en 3D

(1-p) ( ) + 50—11 + X/ E"k k‘_e‘ kb en 9D

Notons qu’en 3D le terme brisant la parité contribue & d. Pour £ > 1 le gradient
en 7= 0 de df; s’exprime 3 partir de (4.6) comme

" _ 1-— £ - dk k;km
oy (0) = A e [ BB

L’intégrale ci-dessus est proportionnelle & &, avec un coefficient strictement positif
(et fini si on suppose que E(k) est régularisé pour petit k), donc &d? (0) X € et
d3;(7) o €5my se comporte en 7! et non pas en r¢.

R.J(E:p) =

4.6 Classification par le mouvement i 2 points

En regardant le comportement statistique de la séparation Lagrangienne de deux
particules on peut donner une classification intéressante et significative des différents
comportements qualitatifs que le modéle peut présenter. De (3.12) on déduit

G(Ft) = f P (7 PG ) dF

oll nous avons introduit la fonction de densité de probabilité de transition P (7#) =
[ P(#+p5,5:¢ | #,0;t) d7. Rappelons également que la fonction 3 deux points d’un scalaire
passivement advecté évolue selon (3.5), ce qui donne alors

B P (7, 7) = Mo P (7 )
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Ceci peut étre interprété comme I’équation de Kolmogorov en arriére associée au pro-
cessus stochastique qu’est la séparation Lagrangienne de deux trajectoires. Si on ne
g’intéresse pas 4 la direction de la séparation seulement & sa grandeur, cela revient &
ne considérer 1’équation ci-dessus que dans le secteur invariant de rotation. Dans ce cas
M3 se réduit &

My = M = Dyr(92 + a‘i—’”&,) (4.10)
avec

S a+§ 1
T 1+gp

Par la suite on aura besoin de I’implication simple suivante

(4.11)

G <1 =3 ay,<1.

Pour d > 2 ¢’est une conséquence élémentaire de (4.11). Dans le cas d = 1 on a forcément
g = 1 et alors a¢; = 0 pour toute valeur de §. Ci-aprés, chaque fois que le degré de
compressibilité p est fixé, on écrira simplement a¢ & la place du a¢, plus encombrant,
et parfois méme juste a quand il n’y a pas de possibilité de confusion.
Dans le cas £ < 2 correspondant aux champs de vitesse non-lisses, on peut passer
aux nouvelles coordonnées
u=u(r) = %Dglmrl”% . (4.12)

2

Dans ces coordonnées le générateur (4.10) devient

82 + (%) %au (4.13)

et il décrit le processus de Bessel {cf. {17] pour un bref rappel) de paramétre —be ou de
dimension effective deg = 2(1 — b¢) ol

1-— GE
= : 4.14
b= 5 (414)
En particulier
d—&%p

Oefs

e-o0+en
Quand deg est un entier positif, le processus de Bessel correspondant dé_grit le compor-
tement de la norme |W(t)| du mouvement Brownien dog-dimensionnel W {t).

La théorie générale du comportement aux bords des processus de diffusion unidimen-
sionnels a été établie par Feller dans [26]. Pour le processus de Bessel ce comportement
aux bords est bien connu [17, 49] et il dépend du paramétre du processus, ou de maniére
équivalente de sa dimension effective. Pour deg < 0, le bord 0 est un point de sortie
(les réalisations du processus de diffusion peuvent arriver en 0 en temps fini, mais ne
peuvent pas partir de 0, ni en revenir.). Pour 0 < deg < 2, le bord est un bord régulier
(les réalisations peuvent aller, partir et revenir de 0 en un temps fini). Pour dg > 2,
le bord zéro est un point d’entrée (les réalisations peuvent partir de 0, mais aucune ne
peut l'atteindre en un temps fini). Les différents comportements mentionnés ci-dessus
correspondent respectivement aux différents régimes du modéle de Kraichnan qui ont
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| _champ | compressibilité | caractérisation implications bord |
faible p < dz;fz +3 agp > 1 entrée
1>a¢,>6—1
non-lisse | intermédiaire 2 ilepc i b régulier
% T2 £ 1
> ap
forte >4 E—12>ag, sortie
_ faible p<4 agy > 1
lisse naturel
forte p>4 asp <1

TAB. 4.1 ~ Régimes du modéle de Kraichnan sans régularisations

été appelés dans la littérature fortement compressible (p > 5%), moyennement
compressible (%2 + } < p < &) et faiblement compressible (p < 22 +3), cf.
[31, 23].
Dans le cas limite £ = 2 correspondant aux cham/ps de vitesse spatialement lisses,
. . ] ~—1/2
on peut introduire la nouvelle coordonnée v = Dy /“Inr. Dans cette coordonnée le

générateur (4.10} devient
Bﬁ + (0,2 - 1)6@,

et il décrit un mouvement Brownien avec dérive & la vitesse a3 — 1. Dans ce cas r = 0

(correspondant & » = —oo) est un bord naturel d’oli aucune réalisation ne peut partir, ni
y arriver en temps fini. La quantité (ay— 1)D(1,/ 2= %EDCI,/ ? est 'exposant de Lyapounov

du flot Lagrangien et il est non-négatif dans le régime faiblement compressible P < %, et
non-positif dans le régime fortement compressible p > ‘Z‘, s’annulant & la rencontre des
deux en p = %. Nous résumons cette classification dans la Table 4.1. Les trois premiéres
lignes correspondent aux champs de vitesse non lisses avec £ < 2. Les deux derniéres
aux champs lisses avec £ = 2. Notons que pour d > 4 le régime faiblement compressible
g’étend & tout I'intervalle 0 < p < 1, indépendamment de £.

La relation entre le comportement au bord du processus de diffusion r(t) décrivant
la distance entre trajectoires Lagrangiennes, d’une part, et les différents régimes du flot
Lagrangien d’autre part, peut ére expliquée intuitivement. Si les réalisations peuvent,
aller en 0 sans pouvoir en revenir, alors elles y sont piégées. Ceci conduit & la coalescence
des trajectoires Lagrangiennes, caractérisant le régime fortement compressible [31]. Si
les réalisations peuvent aller en 0 et revenir, alors on doit spécifier explicitement le
comportement de bord, car plusieurs choix sont possibles. Tel est le cas dans le régime
de compressibilité intermédiaire ot cette multiplicité des choix a été découverte dans [23].
Si des réalisations partant de l'intérieur de la demi-droite ne peuvent pas atteindre 0,
alors il n'y pas de possibilité de coalescence des trajectoires. Dans ce cas, correspondant
au régime faiblement compressible, les trajectoires peuvent cependant se séparer méme
sl initialement elles coincident, conduisant & un flot Lagrangien non-déterministe [16).
Ce comportement est appelé séparation explosive des trajectoires, par opposition & la
séparation exponentielle observée pour des champs de vitesse lisses (dans notre modéle
le cas £ = 2), ot des particules coincidentes ne se séparent jamais, tout comme des
particules séparées ne se touchent jamais.
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Chapitre 5

Role des modes zéro

5.1 Généralités

Nous n’allons pas présenter ici une théorie trés générale des modes zéro, telle que ce
serait applicable 4 Navier-Stokes par exemple, car une telle théorie n’existe pas encore.
On se bornera A présenter leur utilisation dans le cadre du modéle de Kraichnan, méme si
leur application dans des situations plus générales est possible, cf. [6, 19]. Dans ce modéle
la fonction & N points d’une quantité passivement advectée vérific une équation fermée
dans le cas sans forgage. Dans le cas forcé, il y a couplage 4 la fonction & N — 2 points,
ce qui conduit en fin de compte encore 4 un systéme fermé, mais on verra justement que
pour le comportement & petite échelle du cas forcé, seul les termes de degré N comptent.

Rappelons de la Section 3.1 et plus particuliérement la formule (3.3), que la fonction
4 N points d'une quantité tensorielle T passivement advectée vérifie '’équation aux
dérivée partielles

at (T®N) — MN (T®N)
d’oti 'on a
(T (1)) = exp(tMn)(T®Y(0))

Si on ajoute un forcage bruit blanc Gaussien statistiquement stationnaire, on a symbo-
liquement

(T (t)) = exp(tMN)(T®(0)) + fo ds exp(t — JMN[(TE" 2(s)) ®@x  (5.1)

Pour étudier le comportement & grand temps de (T®¥(t)), il est utile de considérer sa
transformée de Laplace et de se servir du théoréme Taubérien-Abélien qui dit que pour
des réels —1 < py < ... < p1 < 0 les deux comportements ci-dessous de f et de sa
transformée de Laplace f impliquent 'un I'autre

N
@) = Z ¢;t? + o(tPN) au voisinage de t = oq, (5.2)
i=1

N
Fla) = Z cil(p: + a7t + o(a P 1) au voisinage de o = 0%. (5.3)

i=1



34 Role des modes zéro

En effet, la transformée de Laplace de (T®N(t)) fera intervenir (My — a)=L, plus
facile & étudier. Pour le premier terme du membre de droite de (5.1) on a

/ e exp(tMy)dt = —(My — o)™
0

valable quand la partie réelle de a est plus grande que le maximum de la partie réelle
du spectre de My. Ensuite on peut faire un prolongement analytique en o en dehors
du spectre de My. Typiquement le spectre de My est R_ et alors le comportement &
grand ¢ de exp({My) est relié au comportement en a > 0 de (My — @)~! au voisinage
de o = 0, selon (5.2), (5.3).

Pour le deuxi¢me terme du membre de droite de (5.1) on procéde par intégration
par parties

00 t
J= f dt et f ds exp[(t — s)Mn] Gn_2(s)
0 0
_1 f dt e Gr_g(t) + ~ My J
a Jo &

d’ot VYon tire ~
J=(a~- MN)_lf dte ™ Gy_s(t)
o

Au total on a X R
Gn(e) = (@ = My)™ [Gx(0) + x ® C-a(0)]

Nous pouvons appliquer cette formule récursivement. Notons que Gy = 1 donc ég(a) =
1

De (5.2), (5.3) on voit que Gx(t) admet une limite finie non nulle pour ¢ — oo ssi
dans le dévelopmment en puissances de o de Gy(a) au voisinage de a = 0% le terme
de degré le plus bas est en a™". Si Gn(t) et Gn-2(t) ont tous deux des limites (notées
simplement G et Gn.2) quand ¢ — oo alors 4 I'état stationnaire on a schématiquement

MyGn =x®Gn_2 (5.4)

Les conditions de bord sont don_nées par le domaine de My, et ce dernier est donné
par la connaissance de (My — @)™ pour o en dehors du spectre de My; en parti-
culier My = lim,_,o+ (My — )7 (au sens de la convergence forte des opérateurs et
si la limite existe) — c'est utile quand My n’est pas donné directement mais comme
une limite d’opérateurs régularisés par exemple. Toute solution de (5.4) est la somme
d’une solution particuliére et des solutions de 1’équation homogéne (comme pour les
équations différentielles ordinaires), les coefficients de ces derniéres étant déterminées
par les conditions de bord. L’opérateur My étant homogéne de degré £ —2, et si en plus
X ® Gn-3 se comporte en loi de puissance R* au voisinage de R = 0, on peut choisir la
solution particuliére de (5.4) & se comporter en loi de puissance R 2—¢€ au voiginage de
R = 0. Cependant, les solutions de I’équation homogéne (NB: on peut prendre une base
de Pespace vectoriel des solutions homogénes de (5.4), i.e. des modes zéro de My, dont
tous les éléments soient des fonctions homogenes de B )) peuvent se comporter en loi
de puissance au voisinage de ( avec une puissance plus petite que A. Dans ce cas il ya
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de bonnes chances que dans la fonction de structure (combinaison spécifique de Gy pris
en différents points) ce soit ces solutions de 1’équation homogéne qui I'emportent aux
petites échelles. En fait, c’est seulement quand leur degré d’homogénéité est supérieur
& h, ou bien quand il y a des symétries (ou des annulations accidentelles) qui rendent
leurs coefficients nuls qu’elles ne sont pas dominantes.

Quand il n’y a pas d’état stationnaire, en principe il faut regarder les termes en @~
(voire de degré plus petit si on veut faire un développement asymptotique, et que leurs
effets ne sont pas nuls dans la fonction de structure qui est une combinaison particuliére).

Nous ne nous étendrons pas sur ce cas ici, mais une telle situation est traitée dans le
Chapitre 10.

i

5.2 Un cas d’école: le scalaire anisotrope

On présentera les idées générales exposées ci-dessus sur le cas de la fonction & deux
points du scalaire passif advecté par un champ de vitesse Kraichnan & statistique iso-
trope. L’intérét de ce cas réside dans le fait qu’on sait le traiter explicitement, sans
approche perturbative.

On suppose d invariant sous rotation et parité, donc ayant deux composantes tenso-
rielles, 'une proportionnelle & 4,3, 'autre & r,ra, plus précisément

s Tg_z(si?‘z&xa + Sarars)
avec

S1=Do(d+£—1—Ep)
82 = DOE(_l + dp)

On a 6050.05 = A et 14750,05 = H o (H — 1), oul A est le laplacien en dimension d et
‘H est I'opérateur d’homogénéité H = r,3,. Le Laplacien peut &tre écrit comme somme
d’une partie radiale et d’une partie sphérique: A = H(H +d — 2) + 7 2Ag avec Ag
désignant le Laplacien sphérique. On a alors

My = r2[S1(Ag + H(H + d — 2)) + SyH(H — 1))

On voit alors que I'espace vectoriel des fonctions de la forme ¥(7/r)f(r), o ¥(F/r)
est un mode propre du Laplacien sphérique, est stable sous 1’action de M. Le spectre
de Ag est —j(j +d — 2), 7 € N. L’action de Mj peut s’écrire dans chaque secteur de
moment angulaire comme

a a j(i+d—2)
Mz,j:Oo’rE |:3,2.+;6r—d_1 2 ]

avec Co = S1+ Se=Do{d—1)(1+€p) et a = (d— 1)S1/(S1 + Sa) = f‘fé% — 1. Noter

que g > ‘f—ié —-1= %‘r—; > 0 avec égalité ssi d = 1. On peut tout de suite écrire les degrés

des modes zéro homogénes de Mj dans le secteur de moment angulaire 7

Cgi,,-=-;-ll—ai\/(l—a)2+£%j(j+d—2)] =%[1—aiQ]
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oit 'on a introduit @ = V(1 — a)? + Z23(7 + d — 2). Notons encore que pour j > 1 on
aj(j+d—2) >d—1 et par conséquent @ > /(1 —a)2 +4a = Vil+a2=1+ea
puisque @ > 0. Donc ¢, > 1 et {5 ;< —a<0quand j > 1 {en particulier d > 2).

Le comportement de la fonction 4 2 points d’une densité passive est décrite par
I’adjoint M; de M. Si on reécrit My ; sous la forme

Mag = Golr 20,08, — 622 (5 + d — 2))

alors on a pour M} ; (compte tenu de la mesure d’intégration oc r4=1dr)

- —a. d— .2 o
M;:J = CO[Tl daf"ra T'TE ard ! - TE 2d_ ].J(J +d_ 2)]
d’otl I'on voit que M;,j = potHl=d A, ré—a+d-1 en particulier les degrés de ses modes
zéro homogénes sont (;j; = @fj +a—-¢+1-—-d.
Il est plus aisé de voir sur les modes zéro de M; 4 duels sont ceux autorisés au
voisinage de r = 0. Ce sera important pour écrire (Mg,j —a)7L. En effet on a

G0 (u)ty a('”) :

@i, (V)05 o (1 .

J'—g—’J—COv oy Slu >v

ol ¢; est solution de (MEJ — a)gbj,a = 0 avec condition de bord appropriée en 0, Via

est solution de (.M;J — )0 = 0 avec condition de bord appropriée en oo, et Wjo
est le Wronskien de ¢;, et ¥;,. L'opérateur M; ; étant homogeéne de degré £ — 2 < 0,

(Mg,j - 0’)_1(“:'”) = {

. 1+ : P .
et ayant deux modes zéro, notamment 727, de maniére générale ¢, (et 1;, aussi) se
développe en série

oC
1+ Z cIna""r(z_e)"

n=1

1+ _ =
¢j,a(7‘) = c;:arcz;i + cj,aTsz

1+ Z cj_’na"r(ghf)"]

n=1

. 1+ _ t—
et se Comporte all voisinage der = 0 comme C;:a'rc2'3 + Cj}a'l"cz.ﬂ .

La seule question que l'on examinera ici est de savoir si c;-‘:a et/ou c;, peuvent étre

différents de 0. A cette fin on note que (M}, ; — @)~ H(u,v) décrit, va comme fonction
de u, ’état stationnaire d’une densité passive injectée 4 taux constant 1 en v et qui est
tuée exponentiellement avec taux (i.e. demi-vie) a. Quand o > 0 on a done forcément
un état stationnaire positif avec masse totale finie. La positivité implique que ou bien
Cje > 0 ou bien Cia=10c¢t c;-fa > 0. La finitude de la masse totale implique que @ o)
doit étre intégrable au voisinage de u = 0, sans oublier I’élément d’intégration u%'du
ceci implique que Q:,ﬂj: + d > 0 sont nécessaires respectivement pour que c;-t (o) puissent
étre non-nuls. L’autre condition porte sur le flux, notamment que si flux il y a alors
il doit aller de v vers 0, mais il est interdit d’avoir un flux venant de 0, car rien n’est
injecté en 0. On a donc u®d,u¢~%u*1¢; ,(u) > 0 prés de u = 0 ce qui nécessite dans le
cas ¢;, > 0 qu'on ait C§5+€—a+d—- 1=¢; 20, et dans le cas Cia =0, c;-‘:a >0
qu’on ait Q;:.,-'—l-f—a—l—d—l :szj > 0.

On voit alors que pour j > 1 la condition sur le flux n’est pas vérifiée par (< O et
seul 'autre mode zéro est autorisé. En particulier il n’y a pas de transition de phase liée 4
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la compressibilité dans les secteurs non isotropes. Pour 5 =0on a C‘j;- = 1[1—at|l-al],
valant 0 et 1 — a. La condition de masse finie n’est pas vérifiée pour {3 ; = 0 donnant
(; j=e—§¢+l1—-dquanda—-§+1<0 (i.e. dans la phase fortement compressible).
La condition de flux n’est pas vérifiée pour {3; = 1 — a donnant C;J- =2— £ —d quand
1 —a < 0 (i.e. dans la phase faiblement compressible). Cela donne les 3 phases de
compressibilité habituelles dans le secteur isotrope, cf. la Table 4.1.

On se bornera ici & étudier les secteurs non isotropes. Le comportement de ;o ()
au voisinage de u = 0 impose le choix

, _ o 1—e—d 2 a2t
Piel) =T (2—5 Do )

ot I est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce. Au voisinage de oc c’est
¥;0(v) qui doit étre intégrable ce qui impose

_ _ 1 2 & =t
Vo) Zo T R, (2—5 Do’”)

ot K est la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce. A partir des coefficients
apparaissant dans 'opérateur différentiel M;r-,g on peut déduire que le Wronskien est
w(v) oc v2+2-24-2% Utilisant les développements pour z — +00

L(z) = \/%(H-O(%)), Ky(z)=\/2ir—;e_"(1+0(§)),

pour trouver le coefficient de proportionalité, on a alors

w(v) = 2 ; € jot2-24-2¢

Nous pouvons maintenant développer (MT — o)1

plus bas est

ol ga<
(M}, — o) Huw) = L { Y Su= "’} +0(a)

en o petit. Le terme d’ordre le

Co@ ucﬁdyl_&_c%f siu>wv

compte tenu du fait que aussi @/(2—&) > 1 pour j > 1 (Q_ > 1 1+a > 4 >

24¢ [+
Trayss > 1 pour 0 < ¢ < 2). Pour (M — o)~ on a de méme

_ 1 uq:i 'vl_é_qa‘ siu<wv
Mz — a) (uw) = { N

a;@ } + O(a)

w2t 2w >

Dans le cas de la décroissance libre, les relations (5.2) et (5.3) permettent seulement.-
de dire que la fonction & deux points dans chaque secteur de moment angulaire 7 > 1
décroit plus vite que ¢71. Il faudrait aller plus loin, faire un calcul spectral complet
(effectuer une intégrale de contour de (Ms; — a)~! en la variable o autour du spectre
de M, ; i.e. la demi-droite réelle négative dans le plan complexe. En effet (My; — a)™?
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a une coupure de branche le long de cette demi-droite. Pour un exemple de tel calcul,
voire le Chapitre 10).

Par contre on a directement le résultat pour le cas forcé. Le comportement asymp-
totique de la fonction & deux points dans le secteur de moment angulaire j, si le forgage
dans ce secteur est x;, s’écrit

- ~ o
Fyi(rt) = "@16 [rgd _/0 P () dr' + R / P G () dr | + O

r

A noter que de maniére générale x;(r') ~ 7 pour 7' petit, et décroit trés vite pour 77
grand. Rappelons que (;; < 0 donc 1 — £ — C2,; > —1, par conséquent le premier terme
se comporte, pour  petit, en r2-$t4, Ceci correspond & la loi de puissance normale. Le
comportement du deuxiéme terme dépend du signe de 2 — £ — G" ;+J. Si ce nombre est

positif alors 'intégrale converge en 7 = 0 et le terme se comporte en rq:r ce qui est une
loi de puissance anormale. Remarquons que justement on est dans le cas (2 ;<2—£+7,
donc il sera dominant. Dans le cas contraire, quand 2—¢ — ¢, ;T3 <0, Vintégrale diverge
en r = 0 et le terme se comporte en r?- ‘f+3 ce qui est la loi de puissance normale. Il
est intéressant de remarquer que les deux cas sont possibles. En effet {7 j se comporte,

pour j grand, comme v 727, et on azt =1+ (dE(l —dp

SN Ta) donc dépendant du signe de
1 —dpclest {;ou2—¢ + J qui l’emporte

5.3 Spectres de modes zéro reliés

53.1 M et Mt

Le spectre des modes zéro de M' peut étre relié de maniére simple a celui de M.
On donne ici cette relation car elle est utile quand on veut relier le comportement du
scalaire passif 4 celui de la densité passive, ou encore le comportement du vecteur passif
4 celui du gradient du scalaire passif.

M est un opérateur homogéne de degré —y = ¢ — 2. Soit M = 7M., qui est un
opérateur homogene de degré 0. En transformée de Mellin, il sera diagonal par blocs sur
chaque secteur de degré d’homogénéité fixe. Rappelons la transformée de Mellin d’une
fonction, définie pour ¢ € R

flgz) = fo FaT)de

ol T = Z/|z|. La transformée de Mellin M de M s’obtient en conjugant M par la
transformation f — f. L'opérateur M étant homogene, on peut écrire M(c Z;d,3) =
§(e— )M(c)(m Z’). On peut prolonger a.na,lythuement M(c) pour ¢ € C. Si pour un

certain c on a M(c) non inversible, alors A = —4 3 T ic est dans le spectre de modes zéro
de M .

On voit alors que (M (et = (M) (€) = (./\;t }(€). Donc le spectre de modes zéro de
M? contiendra b = —2 + iz = —% +i[i(h + 4 = —d — R et on voit aisément que celui

de M' contiendra h” = fy d— h



5.3 Spectres de modes zéro reliés 39

5.3.2 Scalaire et gradient passifs

On remarque que si G'n est un mode zéro de l'opérateur d’évolution My du scalaire
passif alors V®YGy est un mode zéro du My du gradient du scalaire passif, parce que

B{(VO)®N) = VEN5,(6°%)

Ainsi si k est dans le spectre du scalaire passif alors — N sera dans celui de son gradient.

Combinant avee le résultat de la section précédente on voit ainsi que A = N +~v —
d — h sera dans le spectre du vecteur passif. Notons cependant qu’on n’obtient ainsi que
les modes zéro de My (du gradient passif) restreint au secteur irrotationnel de (3.7) et
le méme vaut pour le champ magnétique.
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Chapitre 6

Flots généralisés, noyaux, solution
statistique

On a vu dans la Section 4.6 que la séparation de deux trajectoires Lagrangiennes
peut se comporter différemment en fonction du paramétre g donnant le degré de com-
pressibilité du modéle de Kraichnan. En particulier, la classification obtenue, résumée
dans le Tableau 4.1, semble indiquer que dans le cas des champs de vitesse non lisses
(¢ < 2) on peut avoir comportement explosif des trajectoires (séparation de parti-
cules partant du méme point au méme instant) ou coalescence (particules initialement
séparées, ayant des trajectoires coincidentes a partir d'un certain moment). Ce genre
de comportement est trés différent de ce que 'on peut observer dans le cas des champs
de vitesse Lipschitziens, en particulier les systémes dynamiques ot il y a séparation et
convergence exponentielles des trajectoires: donc ni séparation explosive ni coalescence,
qui restent interdites par I'unicité des trajectoires.

Dans le cas des champs de vitesse non-lisses ni P’équation (3.1) de transport d’un
champ passif, ni I’équation (3.8) d’évolution des trajectoires Lagrangiennes ne sont bien
définies. On doit leur donner un sens. Une fagon naturelle de procéder dans ce cas est
d’introduire un peu de régularisation de type visqueux pour le champ de vitesse et /ou
de type diffusivité moléculaire pour le scalaire advecté. On remplace donc ’équation
(3.8) par ’équation stochastique

i.‘.

= Rt 7 ) = 3,(B, .t | 7)) + V26 7(t)

ol 7, et la vitesse régularisée de facon commode,  est le coefficient de diffusion du sca-
laire et 77 est un bruit blanc Gaussien vectoriel. Cette équation différentielle stochastique
a une unique solution forte (au sens stochastique, c’est-a-dire une fonction mesurable
de 7). On peut définir le noyau régularisé K, .(';t'| 7;t) en moyennant sur 77 (noté par
surligné)

K, (7 |7,8) = 8(7 — B, .(t'| 1))

Ensuite on essaye de montrer qu’en prenant la limite de régularisation zéro on a conver-
gence du noyau dans un sens approprié qu'il faudra spécifier. La régularisation x (i.e.
v =0 et k — 0) a été discutée par Bernard, Gawedzki et Kupiainen dans [16, 29]. Les
relations entre la régularisation x et la régularisation v (i.e. kK = 0 et v — Q) pour les
vitesses de Kraichnan ont été le sujet des travaux de E et Vanden-Eijnden [23, 24]. Pour
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le méme ensemble de vitesses, Le Jan et Raimond [41] ont défini directement les noyaux
sans régularisation. Nous présenterons leur construction en deuxiéme place.

Dans les deux cas on aboutit & une notion de flot généralisé. Par opposition 4 la
notion classique de flot donné par 'application bijective 7 +— R(#] 7yt)), on aura (pour
chaque réalisation du champ de vitesse) un processus de Markov donné par application
7 K(7;t' |7, t)dr" dans 'espace des mesures de probabilité. La composition des flots

R(¢"| R(t' | 7)) = B |72))

est remplacée par la convolution des probabilités de transition
f K" |7 ) K(7 ¢ |7 6)dF = K7 ¢" | 7:£)

4 la Chapman-Kolmogorov. Le flot determnuste peut étre vu comme le cas spécial du
flot généralisé ot K (7;¢' | 7t) = 8(7 — R(t' | 7t)).

6.1 Régularisation i la Vanden-Eijnden et E

Dans leur travail & la suite de [29, 41], E et Vanden-Eijnden ont discuté, pour les
vitesses de Kraichnan, les différentes limites possibles o disparaissent les régularisa-
tions de I’équation (3.8), introduisant & la fois un lissage spatial du champ de vitesse
a l'échelle £, et de la diffusivité moléculaire x. On s'inspire librement de [23] (on ces
résultats sont annoncés sans démonstration et pas entiérement explicitement) et [24]
(ot des résultats plus faibles sont prouvés et par conséquent énoncés plus rigoureuse-
ment) pour les énoncés suivants. Il s’agit donc d’énoncés « vraisemblables ». Ici nous
allons considérer seulement les cas ot 'on prend les limites des noyaux K, (| T E)
dans l'ordre lim,. g lim,, g ou limy, g lim,_,g. Pour la possibilité de prendre les limites
simultanément et le type de comportement qu’on peut alors obtenir, voir la Section 10.

Considérons d’abord la situation ol ’on prend d’abord la limite £, — 0 et ensuite
la limite K — 0. On peut montrer dans le cadre du modéle de Kraichnan (isotrope,
compressibilité constante) [23] qu’il existe, pour presque toute réalisation du champ de
vitesse, un noyau K(7";t'|7;t), (donné directement par la construction de Le Jan et
Raimond, voir la section suivante) tel que pour toute fonction test 8

2
lim lim < [ [ 0 o5 758) — K52 f;t)}] > —0,  (6)
(-) étant la moyenne sur I'ensemble des vitesses.

Dans la phase fortement compressible du modéle de Kraichnan, tout comme pour
les champs de vitesse lisses, il existe R(#|7t)) tel que l'on ait K (™t |rt) = 6(F —
R(t'| 7t)). Néanmoins, contrairement au cas lisse, les applications 7+ R(t | 7,t) ne sont
pas inversibles, mais représentent des trajectoires coalescentes. Ceci est signalé par la
présence d’une contribution proportionnelle 4 §(p) dans la distribution

<5(p _ ‘ﬁ(t’ |74) — R(t| f',t)l))
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de la distance i temps t' entre deux particules Iancees 4 temps t dans deux points
distincts 7 et 7 [31].

Dans les phases de compressibilité faible et intermédiaire, pour des champs de vitesse
non-lisses, K(7';¢' | 7 ¢) ne sera plus une masse de Dirac en un point, comme signalé par
la forme lisse en p de la distribution

(8(p— 17 = 7|) K(7¥' | 7it) K(7'5 | 58) dF df‘")

des distances de particules partant du méme point 7 en temps . Ceci signifie que des
particules lachées du méme point au méme instant « ont le choix » entre plusieurs
trajectoires différentes possibles.

On peut également faire tendre les régularisations vers zéro dans 1’autre sens. Com-
mencer par k£ — 0 revient en fait simplement & prendre x = 0 et on tombe sur les noyaux
K, qu’on peut obtenir directement dans les vitesses lisses. Ils ont la forme

K, (70| 731) = (7 = Ru(t' |7:2))

pour un flot 71— B, (# | 7t) (de tels flots ont été étudiés dans le livre [38]). Il faut alors
définir de maniére adéquate la limite lim,, .o K,. Ceci est un peu moins évident que
dans le cas précédent. Dans le cas fortement compressible on peut énoncer 'analogue
de (6.1): pour toute fonction test & '

2
lim < [/dr OF K, (75 £ | 7:8) — K(f";t’|f’;t)}} > —0 (6.2)
et encore une fois on peut écrire K(7;t'|7;t) = (7 — R |7t)) (le noyau K est le
méme que pour la limite dans le sens inverse).

Aussi dans le cas de compressibilité faible on devrait retomber sur la méme limite
qu’avec la régularisation par terme de Langevin. Or K, pour v > 0, est toujours une
distribution de Dirac, donc nécessairement on devrait écrire une version {plus) faible de
(6.2). On a en fait

ill_n)g<[fd7"df’ﬁ(f") {K. (7t |7t) — K(f’;t’lf’;t)}ﬁ(fjr> =

pour des fonctions test & et 4.

En ce qui concerne le cas de compressibilité intermédiaire la situation est encore plus
complexe. D’une part on sait qu’une trajectoire individuelle a plusieurs « choix », mais la
distribution des distances entre les particules se comporte, dans la limite £, — 0, comme
dans le cas coalescent. Ici on s’attend & la convergence en loi, ou pour les moments, ¢’est-
a-dire qu'il existe des densités Py, telles que

(f(R.,,(t'|'f"1,t),...,ﬁ (' | ™vst))) o

—0
[ (e ) PGl it | T P ) A7 AP (63)

pour toute fonction f continue bornée. Il est sans doute possible de faire un peu mieux,
voir la section suivante.
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6.2 Construction de Le Jan et Raimond

On peut aborder le probléme de maniére plus abstraite en partant de ’équation (3.1)
pour un champ scalaire (i.e. de (3.4)). On définit la solution de cette équation de trans-
port & partir de 'exponentielle de 1'opérateur d’évolution M;, qui s’écrit formellement,
en convention Ité:

g(fit) = /Texp [\/: (—(-,5).V + —%’—A) ds | (77) 6(F ') dF

ot Texp désigne exponentielle ordonnée en temps. On peut la développer en somme de
puissances de ¥ (dit « développement en chaos de Wiener ») pour écrire

o0
0 =3 [ e wEA () Gt
S

(=0 stn) Vel PA qs . dt,

Le Jan et Raimond ont montré dans [40] que cette série, vue comme une suite de fonctions
L? sur 'espace des champs de vitesse, converge en norme L?. De plus on aura

(BFH?) < OTAFF) O t)? (6.4)

Connaitre I'évolution d’un champ scalaire équivaut & la connaissance des noyaux
K(7t'|7t) si on écrit que

O(F ) = f K7 ¢ |74) 07 ¥) d

voir (3.11). On peut montrer que, sous ’hypothése (6.4), il y a unicité des K, solutions
de (3.4).

On peut aussi ajouter la diffusivité moléculaire & la construction de Le Jan et Rai-
mond. Ceci revient 4 remplacer £2 par (22‘1 + &) plus haut. De plus, dans la limite x — 0
on retombe sur les noyaux construits sans diffusivité.

Avec les noyaux K bien définis pour presque toute réalisation du champ de vitesse, on
peut considérer les probabilités de transition & N particules. Si on prend des particules
sans interaction, on aura simplement

N
Pn(Y, o Pt |7, P t) = <H K(ﬂl;t’|v"n;t)>. (6.5)
n=1

Les familles (Py),¢ ainsi obtenues constituent, pour chaque N , une famille de pro-
babilités de transition Markoviennes (grace a la décorrélation temporaire des vitesses
de Kraichnan). Les Py sont symétriques sous permutation des particules: pour toute
permutation « de N particules on a

PN(’I-"I, ...,’J'—"N;t’|’f-"1, ...,’I_"N;t) = PN(’F;_I, . ..,'IT‘:TN;t’I'f"m, . ..,'f_"-,rN;t). (66)
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De plus, les Py pour différents N sont consistants entre eux, au sens ol « oublier » 1'une
des N particules dans Py redonne Py_;: ’

/dFN Py (7, - U |7, - t) = P, - T U 7L, - TN-13E)

Inversement, Le Jan et Raimond ont montré [39] que, si on se donne une famille
de probabilités de transition Markoviennes Py qui correspondent 4 des processus de
Feller {en gros diffusions avec chemins continus) et de plus les Py sont symétriques sous
permutation des particules et consistantes entre différents N, alors il existe une variable
aléatoire (K, )uen & valeurs dans les noyaux de transition, telle que (6.5) soit vérifiée
par les Py et K, ou la moyenne {-) est remplacée par la moyenne par rapport a w,
et tel qu'on ait K (s|t) * K(t|lu) = K(s|u) presque stirement. Pour chaque w, la famille
(K, (s[t))s: permet de reconstruire un champ de vitesse #,, tel que K, soit solution
de (3.4) pour ¥ = 4. Cette construction permet donc, en particulier, de récupérer les
champs de vitesses et les noyaux K de Le Jan et Raimond, & partir des probabilités Py
données par les moments (6.5). Mais le schéma est plus général.

Comme Le Jan et Raimond ont montré [39)], il est possible de modifier les probabilités
Py. On considére les