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Résumé

Cette thése traite d’algorithmique des ensembles de données en adoptant le point de vue
de la combinatoire analytique. Cette approche permet d’obtenir des résultats asymptotiques
puissants sur des questions variées. On traite ici de trois problémes qui illustrent cette ap-
proche : les listes & sauts associées a de ’analyse asymptotique bivariée, le hachage a essai
aléatoire avec pagination et le comptage probabiliste.

Les listes & sauts sont une structure de données intermédiaire entre les skiplists et les
arbres binaires de recherche. Il s’agit d’une liste chainée, oli chaque nceud posséde en plus un
pointeur “jump” qui permet de se déplacer rapidement dans la liste. L’étude de cette structure
a donné lieu a un probléme d’asymptotique bivariée avec coalescence de singularités, qui est
Iextraction du coefficient [2"u¥](1 — 2)2(1 — u)?(1 — 2u)°.

Le hachage avec essai aléatoire est un algorithme qui gére les collisions d’une table de
hachage. A chaque élément distinct est associée une séquence aléatoire de positions du ta-
bleau, et un élément est inséré dans la premiére case non pleine indiquée par cette séquence.
Dans le contexte étudié qui est celui de la pagination, on obtient la moyenne, ainsi que tous
les moments successifs du cotit de construction. Dans le cas particulier ou la table est pleine,
on retrouve les résultats du probléme du collectionneur de coupons généralisé.

La derniére partie est consacrée a la question trés simple : Etant donné un ensemble de
données de taille quelconque, comment estimer avec précision le nombre d’éléments distincts
dans cet ensemble, en utilisant une mémoire auxiliaire trés petite? Les algorithmes origi-
naux Loglog et Super Loglog permettent d’estimer le cardinal d’un ensemble en utilisant un
kilooctet de mémoire avec une précision d’environ 3%.
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Abstract

This thesis is about algorithms on data sets, from the point of view of analytic combina-
torics. This approach leads to powerful results on various open problems. Its content is based
on three main directions : jumplists and bivariate asymptotic, random probing hashing and
probabilistic counting.

A jumplist is a data structure inspired from skiplists, and close to binary search trees. It
is a sorted linked list, where each node has an additional pointer “jump” that allows to move
quickly in the list. The study of this structure leads to a bivariate asymptotic problem, with
coalescing singularities, that is the extraction of the coefficient [2"u*](1—2)%(1—u)°(1 —zu)C.

Random probing hashing is an algorithm that handles the problem of collisions in a hash
table. To every distinct element is associated a random sequence of locations, and an element
is inserted in the first non-full location of its sequence. In the context studied here, that is
hashing with buckets, we find the average, and all the other moments of the construction
cost of the table. In the particular case where the table is full, we rediscover the results of
the generalized coupon collector.

The last part is concerned with the very simple question : Given a data set, how to esti-
mate with accuracy the number of distinct elements, using a very small auxiliary memory ?
The original algorithms Loglog and super Loglog tell how to estimate the cardinality of a
data set using a kilobyte of memory, with a precision of about 3%.
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Introduction

Le domaine étudié dans cette thése est [’algorithmique des ensembles de données. On s’intéresse
a des algorithmes permettant de stocker des données, de les manipuler (insertion, suppression,
recherche, tri) et d’en extraire des informations qualitatives. Les méthodes utilisées pour analyser
ces algorithmes sont l’emploi de séries génératrices, et sur ces séries, l'utilisation de théorémes
d’analyse complexes univariée ou bivariée comme l’analyse de singularités, la transformation de
Mellin ainsi que la méthode du col.

Cette thése présente donc deux aspects, qui sont liés. Le premier est un aspect algorithmique
pratique, car les problémes étudiés sont extrémement concrets. Le comptage probabiliste est motivé
par des besoins d’analyse qualitative des données de routeurs internet et par ’optimisation de
requétes pour des bases de données. Le hachage permet d’avoir des accés en temps constant & tous
les éléments d'un grand ensemble de données, et le hachage avec pagination permet de prendre en
compte de facon réaliste le fait qu’un disque magnétique soit paginé, et qu’accéder & un élément
signifie accéder & une page entiére d’éléments. L’algorithme de tri rapide est fondamental pour ’étude
d’ensemble de données, et gagner sur sa vitesse moyenne d’exécution est une réelle motivation. Le
second aspect de ce travail est ’analyse de ces problémes en s’appuyant sur les méthodes de la
combinatoire analytique. Cela signifie que les complexités annoncées sont prouvées, et ne dépendent
pas d’un choix particulier d’implantation ni des jeux de données choisis pour ’expérimentation.

La contribution de I'analyse ne se limite pas a la validation de résultats pratiques déja existants,
car ’analyse est parfois au coeur méme de la conception d’'un nouvel algorithme meilleur que les
précédents. Par exemple, I'écriture de l'algorithme de comptage probabiliste Loglog présenté dans
le chapitre 4 repose sur la connaissance d’une certaine correction. L’analyse nous apprend que cette
correction est une constante, et fournit une expression exacte (v/2e?), que I'expérience n’aurait pu
qu’approcher numériquement. Pour la version optimisée super Loglog de cet algorithme, 'interven-
tion de ’analyse dés les premiéres phases de la conception de ’algorithme est encore plus spectacu-
laire. Tout d’abord, ’idée de cette optimisation provient de ’analyse de l'algorithme précédent, et
ensuite sa mise au point dépend également d’une valeur de correction qui n’est plus une constante
mais se révele étre une fonction périodique de faible amplitude et de période logarithmique!

Si I'analyse guide l'intuition pratique, il est également vrai que les simulations et les caractéris-
tiques observées peuvent beaucoup aider la mise au point d’une preuve.

C’est cette double imbrication entre objectifs pratiques d’une part, méthodes analytiques d’autre
part qui permet d’atteindre les résultats présentés ici. Ce travail peut étre lu & deux niveaux.

e Pour une lecture compléte, chaque chapitre présente les enjeux et les motivations du sujet, ainsi
que les résultats principaux. Ensuite une large proportion du texte est consacrée & ’analyse et aux
preuves de ces résultats.

e Pour un lecteur intéressé & l'algorithmique pratique, il est possible d’extraire les résultats qui sont
présentés de maniére a étre directement utilisables, et qui sont le plus souvent possible accompagnés
d’exemples et de simulations. Ainsi, le code complet des algorithmes de comptage probabilistes
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Loglog et super Loglog est fourni a la fin du chapitre 5, et le théoréme 4.1 et ’énoncé 5.1 donnent
leur précision respective. La structure de données des listes & sauts peut étre implantée sans difficulté,
et les algorithmes de base sur cette structure sont rappelés; enfin une comparaison systématique
avec la structure bien connue des arbres binaires de recherche est fournie. L’algorithme d’insertion
du hachage a essai aléatoire avec pagination est décrit et analysé dans le chapitre 3.

Ce qui suit présente les résultats principaux de cette thése, selon deux directions, les résultats
algorithmiques et les résultats analytiques. On organise tout d’abord les résultats algorithmiques
en trois thémes principaux! (Stocker-Manipuler-Extraire de 'information), puis dans une deuxiéme
section les résultats analytiques, lesquels concernent des séries génératrices bivariées.

1 Résultats algorithmiques

1.1 Stocker

Les chapitres 2 et 3 présentent deux structures de données, qui permettent de stocker des en-
sembles de données. La premiére, la liste & sauts ou “jumplist”, est une structure originellement
inventée par Hervé Bronnimann et Frédéric Cazals et décrite, accompagnée de son analyse dans la pu-
blication commune [BCDO03]. Cette analyse est présentée en détail dans ce manuscrit. La deuxiéme,
est la table de hachage avec pagination, gérée par la méthode de hachage 4 essai aléatoire, qui est une
structure classique. La contribution de cette partie du travail, réalisé en collaboration avec Alfredo
Viola, est d’obtenir une mise en équation compléte du comportement de I’algorithme de remplissage
de la table de hachage, ce qui permet notamment d’obtenir des estimations asymptotiques précises
du cotit de construction de cette table.

Listes a sauts

Une liste & saut est une structure de donnée basée sur une liste chainée triée, dans laquelle
chaque nceud posséde un pointeur supplémentaire, le pointeur de saut jump qui pointe vers un noeud
ultérieur de la liste, et permet de la parcourir de maniére accélérée. Ces pointeurs jumps vérifient
quelques contraintes naturelles : ils ne se croisent pas (au sens strict), et forment visuellement une
architecture d’arches au dessus de la liste chainée. Les listes & sauts sont présentées dans le chapitre 2
et on peut voir un exemple de liste & saut sur la figure 2.4.

Cette structure utilise une mémoire de 2n pointeurs pour stocker n éléments, plus bien str la
place mémoire nécessaire pour stocker les éléments eux-mémes. Il est de plus possible de définir les
listes & sauts randomisées?, en s’inspirant du modéle des skiplists aléatoires. Les pointeurs jump
sont alors distribués de facon uniforme, tout en respectant les contraintes de non croisement. La
construction d’une liste & sauts randomisée est réalisée en temps linéaire.

Hachage i essai aléatoire

Le hachage & essai aléatoire avec pagination est un algorithme qui permet de gérer une grande
base de données, en gardant un accés en temps moyen constant & chacun des éléments. Larson
dans [Lar83] a montré que ’espérance du cotit de construction d’une table a-pleine est linéaire en
m (une table de taille m est a-pleine lorsqu’elle contient ma éléments). On obtient des expressions

!Une structure de données est bien sfir concernée par plusieurs thémes, par exemple, une liste & sauts permet de
stocker et de manipuler des éléments.

*L’introduction de tirages au sort dans un algorithme est appelée aléatoirisation, ou randomisation (selon 'usage
en anglais).
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asymptotiques pour l’espérance et la variance dans le cas des tables presque pleines et pour la
variance dans le cas des tables a-pleines. Ces expressions sont résumées dans le théoréme suivant

Théoréme [Chap 3| La série génératrice f(z,t,z) = ka,g fn,,c,gzntkgg qui code la répartition
de la table et le cotdt de construction est égale a

o0 =L (sz/m blsm
o e (s £«

1=0 1=0

oﬂag,z,s): b;l( z/m )$z+$bzb es _ b;l (s/m)l
=0 1=0

t! 7!
L’espérance du cott de construction d’une table presque pleine de taille m, lorsque les pages sont
de taille b est de la forme

1 log1 1
m(logm—l—(b—l)logloganv—1+logm—l—(b—1)2 (M) +O< )),

logm logm

et la variance vérifie

V(ce) = O(m?).

La variance du coit de construction d’une table a-pleine vérifie V.= o(m?). Par conséquent la
distribution du codt de construction d’une table a-pleine est concentrée.

1.2 Manipuler - Chercher

La manipulation des données informatiques repose sur l’existence de plusieurs fonctions élé-
mentaires fondamentales. Il faut savoir ingérer un élément dans un ensemble, le rechercher, et le
supprimer. Dans certains cas, pour faciliter ou accélérer ces opérations, on peut vouloir manipuler
un ensemble trié. Auquel cas il faut savoir trier, et/ou disposer de fonctions d’insertion/suppression
qui préservent 1’ordre.

L’algorithme quicksort est l'algorithme de tri en place le plus rapide, et probablement le plus
utilisé. On effectue dans le chapitre 1 ’analyse de la complexité d’un quicksort optimisé proposé par
Bentley et Macllroy dans [BM93]. Les algorithmes permettant d’insérer, rechercher et supprimer
dans une liste & saut sont développés en détails dans [BCDO3] et leur complexité est étudiée dans
le chapitre 2. Pour le hachage a essai aléatoire, seule I'insertion est étudiée en détail au chapitre 3.

Quicksort

L’algorithme de tri rapide “quicksort”, inventé par Hoare en 1962 [Hoa62| fonctionne selon la
méthode diviser pour régner, en divisant le tableau en deux sous-tableaux selon la position des
éléments par rapport & un pivot, puis en triant ces deux sous-tableaux. Le choix d’un bon pivot
conditionne en grande partie la complexité moyenne de cet algorithme, et le choix d’une stratégie
différente pour les tableaux de petite taille influe sur le deuxiéme ordre de cette complexité.

La variante de quicksort inventée par Bentley et MacIlroy [BM93], version qui est utilisée dans
certains Unix (FreeBSD), est analysée en détail dans la section 1.3. Les résultats analytiques obtenus
confirment et précisent les résultats expérimentaux obtenus a I’époque. De plus cette approche ana-
lytique permet d’affiner 1égérement les bornes expérimentales qui délimitent le choix des différentes
stratégies selon la taille du tableau a trier.

Cet algorithme est fondé sur trois quicksorts différents, le quicksort classique, le quicksort mé-
diane de 3 et le quicksort médiane 3-3. L’algorithme quicksort médiane de 3 sélectionne trois éléments
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au hasard, et utilise comme pivot la médiane de cet échantillon. Le quicksort médiane 3-3 choisit
trois échantillons de taille trois au hasard, et prend comme pivot la médiane des trois médianes de
ces échantillons.

L’algorithme quicksort optimisé de Bentley et Macllroy utilise quicksort médiane 3-3 pour les
tableaux de taille > 40, médiane de 3 pour les tableaux de taille entre 7 et 39, et enfin le quicksort
de base pour les tableaux de taille inférieure & 6, et cela de facon récursive. Nous obtenons

Théoréme [Chap 1] Le nombre moyen de comparaisons effectuées pour trier un tableau de taille
n en utilisant le quicksort optimisé de Bentley et Mcllroy est

12600\ (o120 Y 12600, (L NI2600 26 N
8027 " O8e T Y807 T M 8027 e 27 7) go2r ~ 3 2 n)’

o Ao = 0.3727. .. et~y est la constante d’Fuler. Numériqguement cette complexité vaut

1.5697 nlog, n — 1.0363 n + 1.5697 log, n — 7.3484 + O(1/n).

Cette complexité est & comparer avec la borne inférieure de la complexité moyenne de tout tri
par comparaison qui est log, n! ~ 1.4426 nlog,n — 1.44n.

Listes a sauts

La structure de liste & sauts se manipule de maniére relativement simple. Il est possible de
rechercher, insérer ou supprimer un élément. La recherche d’un élément se fait en utilisant les
pointeurs jump & chaque fois que c’est possible, et en marchant le long de la liste chainée sinon.
L’insertion et la suppression sont trés similaires & ce qui se fait pour les listes chainées.

La manipulation des listes a sauts aléatoires est plus délicate, et plus intéressante aussi, car
il s’agit de maintenir les propriétés d’aléa qu’on impose lors de ces opérations d’insertion et de
suppression. La section 2.4.3 présente 'algorithme d’insertion. La suppression, décrite dans 1’ar-
ticle [BCDO3], se fait en inversant le processus d’insertion.

Une contribution importante du chapitre 2 est de détailler le colit de chacune des manipulations
qui peut étre faite sur une liste & sauts aléatoire, en comparant & chaque fois ces performances a
celles des arbres binaires de recherche. Le théoréme suivant résume les caractéristiques des listes &
sauts.

Théoréme [Chap 2]
— Il y a C, listes a sauts de taille n, ou C,, désigne les nombres de Catalan.
— Le codt moyen d’insertion dans une liste a sauts est ~ 2logn.

La profondeur d’un élément est définie comme le nombre de pointeurs qu’il faut suivre pour
accéder a cet élément.

— La longueur de cheminement interne, égale G la somme des profondeurs des neceuds est équi-
valente & 2nlogn.

— Le profil d’une liste a sauts, défini comme la distribution de la profondeur de ses éléments, est
en moyenne asymptotiquement gaussien.

— La hauteur d’une liste & sauts, qui est le mazimum des profondeurs des neuds, est en moyenne
inférieure o la hauteur moyenne d’un arbre binaire de recherche, soit clogn, ot c=4.31....

— La profondeur moyenne du k-iéme élément dans une liste & sauts de taille n est équivalente a
log k + log(n — k).
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Cette structure posséde quelques propriétés agréables. La recherche d’intervalle se fait aisément,
de par la structure sous-jacente de liste chainée triée. Ensuite, les éléments du début de la liste sont
accessibles en un temps trés court, en se contentant de suivre la liste chainée. Cette propriété s’avére
utile si les éléments sont triés selon la fréquence a laquelle ils sont recherchés.

Hachage 4 essai aléatoire

La recherche d’éléments dans une table de hachage se fait trés facilement. D’aprés les résultats
concernant le colt de construction, une recherche dans une table a-pleine se fait en temps moyen
constant. Cette valeur se dégrade lorsque la table se remplit, jusqu’a valoir en moyenne log n lorsque
la table est pleine.

1.3 Extraire de ’information
Comptage probabiliste

Comment évaluer a faible cotit le nombre d’ordinateurs différents connectés & un serveur ? Quelle
est la richesse du vocabulaire de Shakespeare comparée & celui de Victor Hugo 7 Combien y a t il de
noms de famille différents parmi tous les habitants de Paris? et si on ajoute Boulogne ? Comment
estimer le nombre d’adresses IP associées aux paquets qui circulent dans un routeur ? Comment
savoir en temps réel combien de personnes ont regardé ma page web aujourd’hui?

Toutes ces questions peuvent étre résumées en une seule qui est d’estimer le nombre d’éléments
distincts dans un ensemble de données dont on ignore la distribution. Ce probléme fait partie d'une
problématique plus générale qui vise & évaluer les répétitions dans des grands ensembles de données,
et qui est présentée par Alon, Matias et Szegedy dans [AMS99]. Les résultats des chapitres 4 et 5
sont issus d’une collaboration avec Philippe Flajolet et sont publiés dans [DF03].

Les chapitres 4 et 5 décrivent les algorithmes Loglog et super Loglog qui permettent d’estimer
le nombre d’éléments distincts dans un multiensemble, qu’on nomme cardinalité, ce en une seule
passe sur les données, en utilisant une mémoire de moins d’un kilooctet de mémoire, et avec une
précision moyenne d’environ 3%. Ou encore, en utilisant ’espace mémoire nécessaire a 1’écriture de
cette page-ci en latex, obtenir un algorithme qui estime la cardinalité avec une erreur typiquement
de ordre de 1%.

Les applications de ces algorithmes sont suggérées par les questions posées au début de cette
section. Il s’agit de pouvoir détecter une attaque sur un serveur, si elle se manifeste par un nombre
de connections distinctes anormales. Ou encore de pouvoir repérer un virus ou un ver selon le
nombre d’adresses IP qui propagent des paquets infectés. C’est également de pouvoir obtenir des
informations trés variées sur des textes, qu’ils soient issus d’ceuvres littéraires ou a l'opposé, des
traces de serveur HTTP.

Les algorithmes Loglog et super Loglog se basent sur les propriétés de suites binaires aléatoires,
et en particulier sur la taille du plus long préfixe de zéros. Le lien entre les suites binaires aléatoires et
des données réelles qui peuvent étre trés variées s’effectue par le hachage. Il est en effet trés réaliste
de dire qu'une bonne fonction de hachage permet d’obtenir une distribution presque indistinguable
de D'uniformité. Le traitement effectué par ces algorithmes est trés rapide, et n’utilise que peu
de mémoire (les éléments ne sont jamais stockés!). Il est donc possible de les utiliser pour des
applications ou le flux de données est trés important. Estan, Fisk et Varghese [EVF03] rapportent
le cas de données récoltées au niveau d’un routeur pour repérer un ver, ce au rythme de 0.5GB de
données comprimées par heure.
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Ces algorithmes permettent d’obtenir une estimation & chaque instant du cardinal des éléments
déja lus. De plus ils peuvent étre implantés sous forme distribuée.

Le théoréme suivant repose sur un modéle abstrait qui utilise une fonction de hachage statis-
tiquement “parfaite". Une telle fonction peut étre extrémement bien imitée dans la réalité, ce qui
justifie le modéle.

Théoréme [Chap 4] Soit E, la valeur retournée par lalgorithme Loglog appliqué & un multien-
semble de cardinal inconnu n. Alors
(1) L’estimée E, est asymptotiquement non biaisée, c’est-a-dire que lorsque n — oo,

1
EIE(En) =1+61,+0(1), ot |01, <1075

(i1) L’erreur standard, définie comme

L @)y = P

n Vvm
ol les valeurs de [, sont proches de 1.3, et sont décrites précisément dans le théoréme 4.1 du
chapitre 4.

L’algorithme super Loglog est basé sur les mémes principes algorithmiques que ’algorithme
Loglog, mais avec une optimisation supplémentaire. Il est également non-biaisé, et a une erreur
% ce qui est un progres d’environ 30% par rapport a la version Loglog. 11 est
de plus valable sur un intervalle de valeurs extrémement étendu.

V(E,) vérifie quand n — oo,

+ 025 +0(1), o |02 <107C.

relative majorée par

2 Résultats analytiques

Les résultats analytiques obtenus sont des développements asymptotiques de coefficients de
séries génératrices bivariées & singularités confluentes. Ces séries génératrices interviennent dans
divers problémes issus de la combinatoire analytique ou de l’analyse d’algorithmes.

Généralement la variable z “code” la taille n de I’ensemble étudié. Lorsqu’on veut ajouter un ou
plusieurs parameétres, on va de la méme maniére associer & chacun une variable, et ’on obtient alors
des séries génératrices multivariées.

Lors de 'analyse des listes a sauts, j’'ai été conduite & étudier une série génératrice bivariée
qui contient des termes de la forme (1 — 2)~%(1 — zu)~". Une partie du chapitre 2 est consacrée a
I’estimation de I’asymptotique des coefficients de telles séries génératrices. Une extension naturelle
de cette problématique est ’estimation de I’asymptotique des coeflicients de séries génératrices de la
forme (1 — 2)7%(1 — zu)~°(1 — u)~¢. La section 2.6 présente les résultats asymptotiques recherchés.

Des séries de ce type interviennent dans des problémes variés issus de l'analyse d’algorithmes,
dont trois sont présentés en détail. Tout d’abord les listes & sauts, qui sont pour moi ’origine de
cette problématique, ensuite les algorithmes de sélection rapide (quickselect) et quicksort partiel,
et enfin une étude de fréquence d’apparition de symboles sous un modéle de source réductible, dite
non-primitive.

Les résultats analytiques obtenus dans le chapitre 2 sont résumés dans le théoréme suivant. Soit
la fonction génératrice bivariée f définie par

fz,u) = (11Z>a (1 —1zu>b (1iu)
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et soit w(z,u) une fonction analytique dans un domaine suffisant (par exemple pour |u| < 2 et
z < 2), et telle que w(1,1) = 1. On montre le résultat trés général suivant

Théoréme [Chap 2] Si les trois variables a, b et ¢ vérifient R(a) > 0, R(b) > 0 et R(c) > 0, et
que n, k et n — k sont proportionnels, avec k < n, alors

k.b-l—c—l,na—l 1
I'(a) T(b+¢)

k
(2"t e, ~ o (1-abbrat),
ol 9 F1 est une fonction hypergéométrique.
On obtient le méme type de résultats si on ajoute 4 la série génératrice des termes logarithmiques,
ou de faible variation.

3 Organisation

Le chapitre 1 est consacré & des rappels sur les méthodes analytiques utilisées dans cette thése,
en particulier la transformation de Mellin. Une partie de ces techniques est mise en ceuvre pour
I’analyse d’un algorithme de quicksort optimisé qui est présenté dans la section 1.3. Cette analyse
est publiée dans 'article

— “Asymptotic Analysis of an Optimized Quicksort Algorithm" publié dans le journal Informa-

tion Processing Letters en 2003, volume 85, pages 73—77 [Dur03].

Le travail réalisé en collaboration avec Stephen Taylor sur le comportement des arbres binaires
de recherche dans un modéle d’insertion/suppression symétrique est également une mise en ceuvre
des méthodes analytiques présentées dans le chapitre de rappels. Ce travail n’est pas détaillé dans
cette thése. Il a donné lieu a la publication

— "Emerging Behavior as Binary Search Trees Are Symetrically Updated" dans le journal Theo-

retical Computer Science en 2003, volume 297, pages 425-445 [DTO03].

Le chapitre 2 étudie d’une part la structure de données des listes & sauts, et d’autre part un
probléme général d’asymptotique bivariée qui s’applique & "asymptotique de paramétres de listes
& sauts. Le travail sur les listes & sauts a été réalisé en collaboration avec Hervé Bronnimann et
Frédéric Cazals et est ’objet d’un article.

— "Randomized Jumplists : A Jump-and-Walk Dictionary DataStructure” publié dans le compte-

rendu de la conférence STACS’03, pages 283-294 [BCDO03].

Le chapitre 3 s’intéresse & ’algorithme de hachage & essai aléatoire. On présente tout d’abord
I’algorithme, ainsi que ses motivations, puis on s’intéresse particuliérement au paramétre qu’est le
colt de construction de la table. Il y a alors deux cas de figure étudiés. Dans le premier, la table
est pleine, et on obtient la moyenne et la variance du colt de construction. Dans le deuxiéme la
table n’est pas pleine, ce qui est le cas souhaité en pratique, et on obtient ’espérance du cotit de
construction. Ce travail est réalisé en collaboration avec Alfredo Viola et fera 'objet d’un article
ultérieur.

Les deux derniers chapitres sont consacrés & deux algorithmes de comptage probabiliste, 1’al-
gorithme Loglog et sa variante optimisée super Loglog. Ce travail est réalisé en collaboration avec
Philippe Flajolet, et a donné lieu & la publication

— “Loglog Counting of Large Cardinalities", publié dans le compte-rendu de la conférence "Eu-

ropean Symposium on Algorithms" (ESA03) en 2003, pages 605-617 [DF03].
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Le chapitre 4 présente un survol des différentes méthodes de comptage probabilistes, et analyse
’algorithme d’estimation de cardinal nommé comptage par collisions (linear counting). La section 4.4
est consacrée & I’énoncé de l'algorithme Loglog, et la section 4.5 & son analyse.

Le chapitre 5 est la suite du chapitre précédent, et présente 1’algorithme super Loglog et son
analyse. Il y a ensuite trois sections consacrées a la mise au point de l’algorithme vis & vis de
données réelles (correction des non-linéarités initiales) et au calcul de la précision obtenue dans ce
cas. La section 5.6 contient les résultats expérimentaux obtenus sur des données diverses et variées,
la section suivante 5.7 montre comment améliorer le colit mémoire de I’algorithme en compressant
les données stockées pendant 1’exécution de ’algorithme. Enfin la derniére section fournit le code
source des algorithmes Loglog et super Loglog, écrit en C.



Chapitre 1

Quelques méthodes de la combinatoire
analytique
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Cette thése étudie différents aspects de ’algorithmique des ensembles de données, en utilisant
des outils issus de la combinatoire analytique. Un certain nombre de méthodes sont a la base des
différentes analyses menées dans cette thése, et ce chapitre de rappels en fait un tour d’horizon.

La premiére section présente les principaux outils d’analyse univariée, ainsi que leur champ
d’application. On voit tout d’abord la notion d’holonomie (voir aussi [Dur00]), qui permet dans un
grand nombre de cas de formaliser le passage d’un probléme combinatoire & un probléme d’analyse
de séries génératrices. Cette mise en équation peut étre faite par d’autres moyens, par exemple de
maniére directe comme c’est le cas dans le chapitre 4.

Ensuite, les méthodes analytiques qui permettent d’étudier ces séries génératrices sont ’analyse
de singularités, la méthode de col, la poissonisation, et enfin la transformation de Mellin. La trans-
formation de Mellin étant particuliérement utile pour ’analyse de ’algorithme Loglog, la deuxiéme
section lui est entiérement consacrée. On rappelle notamment les relations entre asymptotique de
la fonction et singularités de sa transformeée.

La troisiéme section sert d’étude de cas consacrée & l'analyse d’'un quicksort optimisé mis au
point par Bentley et MclIlroy. Cette analyse originale [Dur03] est 'occasion de montrer dans son
intégralité le processus d’analyse d’algorithme, du probléme combinatoire & 'asymptotique du pa-
rameétre étudié.

1.1 L’analyse d’algorithmes univariée

L’ensemble de données que 1’algorithme va permettre de stocker ou de manipuler est générale-
ment imprévisible, cependant on souhaite avoir des informations sur le coit (au sens large) d’une
exécution. Typiquement, on souhaite pouvoir répondre aux questions : combien de temps faut-il
pour trier un tableau de taille n, combien de pointeurs faut-il suivre pour retrouver un élément dans
une structure de données (arbre binaire de recherche, liste & sauts) ? Combien de pages charge-t-on

13



14 Chapitre 1. Quelques méthodes de la combinatoire analytique

pour atteindre 1’élément recherché dans une table de hachage avec pagination? La réponse & ces
questions varie bien siir selon 'ensemble de données étudié ou 1’élément recherché.

Pour répondre au mieux & ces questions, la stratégie est d’étudier tous les ensembles de données
possibles de taille n, considérés comme équiprobables. Le paramétre auquel on s’intéresse est alors
vu comme une variable aléatoire X, dont la loi de probabilité est la distribution des valeurs du
paramétre étudié sur tous les ensembles de données. La réponse a la question “Combien vaut le
parameétre sur tel ensemble de taille n 7’ est alors : “Ce paramétre suit telle loi de probabilité sur
les ensembles de taille n”.

L’étude de cette distribution passe d’abord par ’analyse des quantités caractéristiques clés que
sont la moyenne et la variance. La moyenne du paramétre sur des ensembles de taille n donne lieu
a une séquence 4, (et la variance & une séquence a%), qui peut étre codée par une série génératrice
univariée u(z) := ) pp2z™. De fagon inverse, la valeur p,, s’obtient en fonction de la série génératrice
11(2) par une intégrale de Cauchy [2"|u(z) = pp = 5 § p(z)z ™ !dz.

Dans cette thése, le schéma d’étude utilisé comprend deux étapes, la premiére est de traduire
le probléme sous forme d’une équation vérifiée par la série génératrice du parameétre (u(z) dans
Pexemple de la moyenne). Cette traduction se base généralement sur des propriétés de décomposa-
bilité de la structure de données sous-jacente, laquelle se traduit en une récurrence sur la séquence
et enfin en équation fonctionnelle sur la série génératrice. Dans le cas holonome, cette équation fonc-
tionnelle se révéle étre une équation différentielle linéaire & coefficients polynomiaux. Cette partie
est développée dans la sous-section “Holonomie”. La seconde étape de ce schéma d’étude consiste &
extraire de la série génératrice des informations sur 'asymptotique des coefficients. Cette étape se
base (dans cette thése) sur trois méthodes exposées plus loin, qui sont l’analyse de singularité, la
transformation de Mellin et la méthode de col.

Ce schéma d’étude conduit a des résultats asymptotiques sur les parameétres étudiés pour toutes
les applications présentées dans cette thése.

1.1.1 Holonomie

La combinatoire du probléme se traduit fréquemment en une récurrence sur le parameétre qui dé-
termine la complexité. Cela provient du fait que les structures étudiées sont souvent décomposables :
arbres binaires, tableaux, listes & sauts. Cette décomposition se transmet souvent aux paramétres,
taille d’un arbre binaire, longueur de cheminement interne d’une liste & sauts, et se transmet a la ré-
currence satisfaite par le paramétre. Cette récurrence est dans de nombreux cas linéaire & coefficients
polynomiaux, et on dit alors qu’elle est holonome [Dur00], ou encore [Chy98, Sta80].

La série génératrice de la séquence f, est définie selon les cas par f(z) = Y fn2" qui se nomme
série géneératrice ordinaire ou par f(z) = ) fn‘;—ﬁ, nommeée série génératrice exponentielle. La ré-
currence obtenue pour la séquence f,, est traduite en équation différentielle linéaire & coefficients
polynomiaux satisfaite par f(z). Les conditions initiales de ’équation différentielle sont obtenues
simplement & partir des conditions initiales de la récurrence. Cette traduction peut étre réalisée au-
tomatiquement dans certains cas [SZ94|, et ne présente pas de difficulté majeure pour les exemples
présentés dans cette thése.

Cette équation différentielle est de degré un dans de nombreux cas. La méthode de variation
de la constante fournit alors une expression intégrale de la série génératrice. La solution obtenue
n’est pas toujours particuliérement avenante, mais elle posséde souvent un développement simple
au voisinage de sa singularité dominante. Cette singularité est en pratique trés souvent égale & 1,
pour tous les paramétres ayant une croissance polynomiale. Cette approche permet donc d’obtenir
la série génératrice recherchée, et souvent un équivalent de cette série au voisinage de sa singularité
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principale.

Une autre méthode est d’obtenir la traduction du probléme combinatoire en équation fonc-
tionnelle sur une série génératrice de fagon directe, de par la connaissance des distributions de
probabilité sous-jacentes. Cette approche directe passe par la connaissance de relations entre des
opérations combinatoires et des transformations sur les séries génératrices associées. C’est la mé-
thode utilisée pour 'analyse des algorithmes Loglog et super Loglog, ainsi que pour ’analyse du
hachage a essai aléatoire. Par exemple, pour la mise en équation de la moyenne de 1’algorithme
Loglog, on exprime tout d’abord la série génératrice de probabilité relative a la valeur d’un registre.
Puis cette série est élevée a la puissance m pour exprimer la prise en compte des m registres.

Par ces deux méthodes, on obtient une expression de la série génératrice recherchée, éventuel-
lement sous forme intégrale. Pour accéder & l'information qui nous intéresse sur les structures de
taille n, il faut alors extraire I’asymptotique du coefficient de [2"] dans la série génératrice dont on
a obtenu une expression.

1.1.2 Meéthodes analytiques

Cette section résume les principales méthodes analytiques utilisées pour extraire de 'information
asymptotique relative aux coefficients d’une série génératrice. Ces méthodes sont a priori uniquement
valables pour des séries génératrices univariées.

L’analyse de singularités

L’analyse de singularité, due a Flajolet et Odlyzko [FO90], permet d’obtenir l’asymptotique
des coefficients d'une série génératrice, lorsqu’on dispose d'un équivalent adapté de cette série au
voisinage de sa singularité dominante.

Définition 1.1 On dit qu’un ouvert D du plan compleze est un A-domaine s’il eriste deux réels
R>1,et0< ¢ <m/2 tels que

D ={z||z] < R,z # 1,|Arg(z — 1)| > ¢}.
Une fonction est A-analytique si elle est analytique sur un A-domaine.

Méthode d’analyse de singularités. Soit f une fonction A-analytique, telle que dans l’in-
tersection de son A-domaine et d’un voisinage de 1 on ait

10~ g o ()

a—1

I'(a)

alors

logb n.

[2"]f(2) ~

En pratique, I’équivalent de la série génératrice étudiée, f, est souvent composé de fonctions de
type (1 — 2)®log?(1 — 2), avec « et B des petits entiers, ce qui fait que les résultats de la figure 1.1
permettent de faire ce passage de série génératrice & asymptotique des coefficients, jusqu’a un o(1),
dans de nombreux cas.

Cette méthode est rappelée dans la section 2.2.1, et est utilisée de nombreuses fois et étendue
dans le chapitre 2.
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f(z) fn
1 0+ o(1)
— 1+ o(1)
ﬁ n+1+o0(1)
 log ;- logn + v+ o(1)
ﬁlogﬁ nlogn+ (y — 1)n+logn + 1/2 + v+ o(1)
ﬁlogQﬁ nlog2n+2(’y—1)nlogn+72n—27n+2n—”%"4—0(’@)

Fia. 1.1 — Récapitulatif de I’'asymptotique des coefficients de certaines fonctions de base.

Méthode de col

Un point col pour une fonction complexe est ’équivalent d’un col en montagne. De méme que
le randonneur choisit de passer par un col pour changer de vallée en minimisant son effort, un
contour d’intégration peut choisir de passer par un point col, pour concentrer & ce point la valeur
de l'intégrale.

La méthode de col consiste alors & écrire le coefficient de 2" de la série génératrice étudiée grace
4 une intégrale de Cauchy, puis & choisir comme contour d’intégration un cercle qui passe par le
point col de l'intégrande. Ce point col se détermine explicitement car c’est un zéro de la dérivée de
I'intégrande. Sous certaines hypothéses, la contribution dominante est alors concentrée autour du
point col, et peut alors étre approximée. La méthode de col est rappelée de maniére trés détaillée
par Szpankowski dans [Szp01, p344], et est survolée ici.

Méthode du col. Soit une fonction g(z), a coefficients de Taylor positifs, de rayon de conver-
gence p, et soit h(z) = logg(z) —nlog z. Soit r 'unique racine (le point col) de I’équation h'(r) =0,
alors sous des hypothéses de croissance adaptées pour h, on a

m ooy 9T
[#"lg(2) ~ —7—== ol

La méthode de Laplace est une version réelle de la méthode de col, qui relie I’asymptotique
d’une intégrale & la position du maximum de ’intégrande, sous certaines hypothéses.

La méthode de col est & la base des théorémes de dépoissonisation analytique, qu’on présente
maintenant.

Poissonisation

Lorsque les méthodes précédentes ne s’appliquent pas, comme c’est le cas dans ’analyse de
I’algorithme Loglog, il peut s’avérer trés difficile d’extraire I’asymptotique de coefficients d’une série
génératrice.

Le probléme peut alors étre étudié sous un modeéle de Poisson (d’ou le nom de poissonisation).
11 s’agit de s’intéresser & 'asymptotique du paramétre étudié sur un ensemble dont la taille suit une
loi de Poisson au lieu d’étre fixée. Intuitivement, le fait de relacher la contrainte de la taille fixe
permet de gagner en liberté, et d’utiliser des méthodes qui n’étaient pas disponible auparavant. On
définit la série génératrice de Poisson d’une séquence f, comme étant f(z) = 5 fn%e_z, qui est la
série génératrice exponentielle, & un facteur e™% prés.

Lorsqu’on a obtenu des résultats asymptotiques dans ce modéle Poisson, on peut, si les résultats
ont de bonnes propriétés de croissance, obtenir des résultats asymptotiques pour le modéle ou la
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taille est fixe. C’est la dépoissonisation.

Le principal résultat de la poissonisation/dépoissonisation utilisé dans ce manuscrit est qu’elle
transforme un probléme d’extraction de coefficient en un probléme d’évaluation de fonction. Plus
précisément, si f(z) est la série génératrice de Poisson, sous certaines hypothéses, on a f, ~ f(n).
C’est la dépoissonisation analytique, due & Philippe Jacquet et Wojciech Szpankowski [Szp01].

Ce processus de poissonisation/dépoissonisation est utilisé pour I’analyse de I’algorithme Loglog.
Des références pour cette technique sont [JS98, Szp01].

Transformation de Mellin

La transformation de Mellin est un outil qui permet de relier I’asymptotique d’une fonction en 0
ou 'infini & ’ensemble des singularités de sa transformée dans le plan complexe. De plus la trans-
formation de Mellin se manipule trés naturellement pour toute une classe de sommes (les sommes
harmoniques), qui interviennent fréquemment en analyse d’algorithmes. Ces propriétés en font une
méthode privilégiée en analyse d’algorithmes, et un complément naturel de la poissonisation. En
effet, la poissonisation exprime un probléme combinatoire, ou d’analyse d’algorithme sous forme
d’une évaluation de fonction en n, avec n qui tend vers l'infini, et la transformation de Mellin per-
met de relier cette évaluation & une connaissance des singularités d’une transformée, qui se calcule
parfois facilement.

La section suivante est consacrée a la présentation et & 1’étude de la transformation de Mellin,
qui est utilisée & plusieurs reprises lors de ’analyse de ’algorithme Loglog.

1.2 Transformation de Mellin

La transformation de Mellin, introduite par Hjalmar Mellin(1854-1933), est une transformation
de fonctions qui permet de relier le développement asymptotique d’une fonction & I’ensemble des
singularités de sa transformée

Définition 1.2 La transformation de Mellin d’une fonction f définie sur l’aze réel est la fonction
compleze f*(s), ot

£7(s) = /0 O

1.2.1 Propriétés principales
Bande fondamentale

La transformée de Mellin de la fonction f(t) est définie par une intégrale. Cette intégrale a un
sens pour s > «, si au voisinage de 0, f(t) = O(t™%), et pour s < ( si au voisinage de !'infini
f(t) = O(t#). Ceci conditionne l'existence de I'intégrale a 1’ordre de grandeur de f aux bornes de
I’intégrale. La proposition suivante formalise le domaine de définition d’une transformée de Mellin.

Proposition 1.1 Il existe un intervalle ouvert Q = {z|R(z) €], B[} mazimal tel que la transformée
de Mellin de f est définie si a < R(s) < B. Cette bande de définition est appelée bande fondamentale
et est notée (a, 3).

La valeur « est définie comme l'inf de tous les a tels que f(z) = O(z™%) en 0. De méme, f =
sup{b|f(z) = O(z?),z — oo}. La transformée de Mellin a une zone de définition si o < /3, sinon
I'intégrale est nulle part convergente, et on dit que la fonction n’a pas de transformée de Mellin.
Par exemple, les constantes et les polynémes n’ont pas de transformée de Mellin.
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Exemples

L’exemple le plus immédiat est la fonction exponentielle e™* qui a, par définition, comme trans-
formée de Mellin la fonction I'. Plus généralement, il y a certaines fonctions qui apparaissent fré-
quemment, et dont on donne ici les transformées de Mellin.

Fonction | Transformée Bande fond.
e T(s) (0, 00)
e ? -1 I'(s) (—1,0)
1 T
T+z sinws <07 1>
log 1+£E) ssigﬂs <_1’O>

Il y a beaucoup d’autres exemples classiques qui ne sont pas cités ici, et qui peuvent étre trouvés
dans [FGD95|.

Propriétés fonctionnelles - Séries harmoniques

La transformation de Mellin satisfait un certain nombre de propriétés fonctionnelles qui per-
mettent, jointes aux exemples précédents, de calculer trés facilement la transformée de Mellin d’un
grand nombre de fonctions.

Certaines de ces propriétés sont listées dans le tableau suivant, elles se démontrent toutes assez
facilement par des manipulations simples d’intégrales.

Fonction Transformée Bande fond. | Conditions
f(z) f*(s) (a, B)
f(uz) pof*(s) (a, B) p>0
f(z?) S3) {pa, pB) p>0
af@ [Q=-s)f*(s-1) (.8
f(z)logz L1 (s) (o, B)

Exemple. Ces propriétés permettent de déduire la transformée de Mellin de la fonction e=%/™ qui
est trés présente dans ’analyse de ’algorithme de comptage probabiliste Loglog(voir section 4.5.4).
La transformée de Mellin de e~*/™ est égale & m°T'(s).

On peut déduire de ces propriétés fonctionnelles, et de la linéarité de 'intégrale, la transformée
de Mellin d’une somme harmonique. On obtient alors

(3o Mes ) = (30 Mlose) ™) £(5).

La bande fondamentale de cette transformée est l'intersection de la bande fondamentale de f, avec
la bande d’existence de Y Ax(ug)~%. On a ainsi pu “factoriser” f* dans la transformée de Mellin, ce
qui permet ensuite de séparer un certain nombre de problémes, dont la recherche de singularités.

Transformation de Mellin inverse

Il existe une transformation inverse de la transformation de Mellin, qui est décrite dans cette
proposition.
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Proposition 1.2 Si f(z) est une fonction continue, localement intégrable, dont la transformée de
Mellin est définie dans la bande fondamentale {(c,3), alors, pour tout ¢ appartenant a l’intervalle

]a7ﬂ[} on a

1 c+i00 . .
f@) = 5= [ reads
La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans [Wid41].

Cette transformation inverse n’est pas utilisée fréquemment, et il est en général beaucoup plus
commode de reconnaitre une transformée de Mellin grice aux propriétés fonctionnelles et aux
exemples déja connus que de la calculer.

La proposition 1.2 est valable pour z réel. Pour obtenir un développement asymptotique pour
f(2), avec z complexe, il peut étre intéressant de définir g(z) = f(ze?). On peut alors appliquer les
résultats donnés par la transformation de Mellin & la fonction g, qui est définie sur 1’axe réel. Cette
méthode permet en pratique d’obtenir des extensions analytiques au voisinage de I’axe réel, et est
utilisée dans ’analyse de l’algorithme Loglog, dans la section 4.5.5.

Propriétés asymptotiques

La transformation de Mellin est largement utilisée dans ce manuscrit car elle exprime le dévelop-
pement asymptotique de la fonction f en 0 ou 'infini (qu’on recherche), en fonction de singularités
de f* (qu’on connait souvent). On introduit tout d’abord la notation suivante ¢(s) =< > Agy(s)
signifie que chaque A, (s) est une troncature de la série de Laurent de ¢ en sg.

La correspondance entre asymptotique de f et singularités de f* est décrite par les deux théo-
rémes qui suivent.

Théoréme 1.1 Soit la fonction f(x) et sa transformée de Mellin f*(s) avec comme bande fonda-
mentale (a, B), qu’on suppose non vide.
Si f(x) a le développement asymptotique en l’infini

F@) =" cepatlogh(z) + O(a?),
&k

ot la somme est finie, et ou & vérifie f < —& < —4§. Alors f*(s) est prolongeable en une fonction
méromorphe dans la bande (o, —0), et

fH(8) = =) cert ——mrrt
LM a ey

La preuve de ce théoréme peut étre trouvée dans [FGD95]. Elle est essentiellement basée sur le
calcul de la transformée de Mellin de chacun des termes, qui donne la correspondance asymptotique-
singularité :

f(z) f*(s)
z¢ logk(ac) (x — o0) —%

Le second théoréme est la réciproque du premier : il permet de passer des singularités de f* &
I’asymptotique de f. Ce résultat est utilisé & plusieurs reprises dans cette thése.

Théoréme 1.2 Soit la fonction f(x) continue sur |0, +o00[ et sa transformée de Mellin f*(s) ayant
comme bande fondamentale (o, 8), qu’on suppose non vide.
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Si f*(s) posséde un prolongement méromorphe dans la bande {«, ), avec § > [ et analytique sur
R(s) = 9, si de plus pour unn € (a,B) et unr > 1, on a f*(s) = O(|s|™") quand s — oo avec
n<R(s) <4, et si

1
A—E de p ————
&,k 6719(8_5)16

lorsque s € (n,d). Alors le développement de f a linfini peut s’écrire
Z de, k ¢ log" H(z) + O(z79).

Ce théoréme est appliqué & un exemple dans la section suivante.

1.2.2 Maximum de variables géométriques

On considére la variable aléatoire géométrique qui est la position du premier symbole “1” dans
un mot binaire aléatoire uniforme non biaisé. (Dans un tel mot, chaque caractére vaut 0 ou 1 avec
probabilité 1/2, indépendamment des autres caractéres.) La probabilité que le premier 1 soit situé
strictement au dela du k-iéme caractére est 2k, car ’événement signifie que les k premiers caractéres
sont des 0. La probabilité que cette position soit < k est par conséquent (1 —27%). On s’intéresse
au maximum des positions des premiers 1 dans un ensemble de n mots, tous binaires aléatoires non
biaisés. Le maximum, noté M, est inférieur a k si toutes les positions du premier 1 sont inférieures

a k, ce qui a une probabilité (1 —27%)". La loi de probabilité de M est donc
Pr(M >k)=1-(1-2F)m

L’espérance de cette variable aléatoire M est alors égale &

)=1+) 1—-(1—-27%)"

E>1

Pour calculer cette espérance, on introduit la fonction F(x) définie par

21—1—2 il—e“k“.
k=1

k>1

avec iy, = — log(1—27%). La fonction F est une somme harmonique, comme on le voit dans le terme
droit de I’équation précédente. Sa transformée de Mellin peut alors étre calculée sans difficulté, et
on obtient

F*(s) = —D(s)A(s),  Als) = 3 g™
k=1

La bande fondamentale de F*(s) est (—1,0). En effet, ’approximation (1—27%)% ~ 1+=zlog(1—27*)
au voisinage de 0 montre que F(x) =0 O(z). Au voisinage de 'infini, on montre que F(z) =z 00
O(log2 z) en découpant la somme en deux parties, a savoir, la partie k < log? z, ot les termes sont
majorés grossiérement par 1, et le reste, qui tend vers 0 lorsque x tend vers 'infini. Cela montre
que F(z) =p—o0 O(z€), quel que soit € > 0, et termine la caractérisation de la bande fondamentale.
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Pour obtenir I’asymptotique de F(z) quand z tend vers l'infini, on étudie les singularités de sa
transformée de Mellin & droite de la bande fondamentale, c’est-a-dire & droite de 0. Au voisinage de
z = 0, on a le développement

(—log(l—1)) ° = % (1 — %:B + %s(?)s — 5)z% + O(w3)> .

Ce résultat est alors appliqué a chacun des pg, ce qui permet d’écrire A(s) sous la forme

2 s 2571
Py + R(S)a

Als) = -
(8) =% ~ 371

ou R(s) est une fonction analytique sur (—o0,2). Les singularités de A(s) sont alors situées aux

: 2ikm 2ikm : : 2 Pt ] N . s
points Tog 27 1+ foga» OU bien sont de partie réelle supérieure ou égale & 2. La seule singularités de

la fonction I'(s) & droite de la bande fondamentale est le point 0.

La correspondance entre les singularités de la transformation de Mellin et 'asymptotique de la
fonction permet d’énoncer la proposition :

Proposition 1.3 La fonction F(z) = 15, 1 — (1 — 27%)% posséde le développement asymptotique
suivant lorsque x — 0o -
F(x) = logy z + P(logy @) + o(1),

ot P est une fonction périodique de période 1, qui s’écrit

Y 1 ]. 2'lk'7r —92ik
P - _ - - T ikns
(z) log2 2 + log 2 kgzz* (log2 ¢

1.3  Quicksort optimisé

En 1993, Jon Bentley et Douglas Mcllroy ont implanté un nouvel algorithme de tri construit
& partir de plusieurs quicksorts. Leur motivation était que les algorithmes de tri existants étaient
parfois trés lents sur des tableaux particuliers, et aussi le fait que la complexité moyenne pouvait
étre améliorée. Leur algorithme mélange trois quicksorts différents, le quicksort de base, le quicksort
médiane de trois et le quicksort médiane 3-3 qui sont expliqués plus tard. Ces trois stratégies sont
utilisées sur des tableaux de taille différentes. I’idée directrice est que plus le tableau & trier est
grand, plus on recherche un pivot centré, quitte a ce que ce choix soit plus cotteux.

Cette section étudie la complexité moyenne de I'algorithme définie comme le nombre moyen de
comparaisons nécessaires pour trier un tableau rempli avec n valeurs distinctes, toutes les permu-
tations étant prises équiprobables. L’analyse sous le modéle des permutations aléatoires posséde
le mérite de fournir une échelle souple et standard de comparaison des algorithmes de tri. On ob-
tient facilement que le terme du premier ordre de cette complexité est O(nlogn), mais on veut
aussi obtenir le terme du deuxiéme ordre qui ne doit pas étre négligé car cet algorithme de tri doit
aussi étre efficace sur des tableaux de taille moyenne. Bentley et Mcllroy ont effectué des mesures
expérimentales de cette complexité, qui sont en accord avec les résultats théoriques obtenus ici.

Cet algorithme de type quicksort, qui est actuellement 1’algorithme de tri de FreeBSD, posséde
des optimisations destinées a réduire le nombre d’affectations. Les tableaux remplis avec d’éven-
tuelles répétitions sont également pris en compte dans I'implémentation. Pour le quicksort de base,
I’analyse avec des clés répétées est faite par Sedgewick [Sed77].
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L’algorithme

L’algorithme de tri quicksort a été inventé en 1960 par C. Hoare [Hoa62] (anobli depuis, quicksort
meéne vraiment & tout). Différentes versions de cet algorithme sont présentées dans [BM93, Knu98,
Sed88]. L’algorithme quicksort trie un tableau de la facon suivante : un pivot est choisi dans le
tableau, puis l'algorithme compare tous les éléments (sauf le pivot) au pivot. Ceci divise le tableau
en deux, le tableau des élément inférieurs au pivot, et celui des éléments supérieurs au pivot. Ces
deux sous tableaux sont ensuite triés récursivement.

Le choix du pivot est essentiel, car plus il est central (c’est-a-dire proche de la valeur médiane
des éléments), plus les deux sous tableaux ont des tailles voisines, et donc plus le découpage est
efficace. Cependant, pour que la complexité reste bonne, ce choix doit étre rapide. L’idée la plus
simple est le quicksort de base, ou un élément aléatoire est choisi comme pivot (par exemple le
premier du tableau). Une deuxiéme méthode est de choisir un échantillon de trois éléments, et
prendre la médiane de cet échantillon comme pivot. C’est le quicksort médiane de 3, qui est étudié
dans [Knu98|. Le dernier quicksort présenté est le quicksort médiane 3-3, qui sélectionne une pseudo-
médiane de 9 éléments comme suit. On choisit trois échantillons de trois éléments chacun, la médiane
de chaque échantillon est choisie pour créer un nouvel échantillon, dont la médiane est sélectionnée
comme pivot. Cette technique est appelée pseudo-médiane car le pivot peut étre le quatriéme, le
cinquiéme ou le sixiéme des neufs éléments. Sélectionner la pseudo-médiane cotite en moyenne 32/3
comparaisons, ce qui est bien moins que le colt de détermination de la médiane qui est de 14
comparaisons.

L’algorithme optimisé de Bentley et Mcllroy est alors :

Quicksort optimisé de Bentley et Mcllroy

— Pour un tableau de taille < 7, utiliser le quicksort de base

— Pour un tableau de taille > 7 et < 39, utiliser quicksort médiane de 3
— Pour un tableau de taille > 40 utiliser quicksort médiane 3-3

Et ceci de facon récursive

L’analyse du quicksort de Bentley-McIlroy

Pour I’analyse de cet algorithme, on suppose que le tableau & trier est rempli par des éléments
distincts, et que la distribution de probabilité sur les permutations possibles est uniforme. La maniére
dont on sélectionne les échantillons est alors sans importance. En effet il est équivalent de considérer
que le tableau est rempli par une permutation quelconque ou que les éléments des échantillons sont
choisis au hasard, de facon uniforme. Dans les deux formalisations, tous les éléments ont la méme
probabilité d’étre choisi dans un échantillon.

Notons f, le nombre moyen de comparaisons effectué pour trier un tableau de taille n par
I’algorithme de quicksort optimisé présenté précédemment. De par la construction récursive de
I’algorithme, on peut écrire une récurrence satisfaite par la suite f,,

fro=ta+ D k(o1 + fak)-
k

ou t, désigne le nombre de comparaisons faites lors de la premiére étape de I’algorithme : la sépara-
tion en sous-tableaux, avant les appels récursifs et 7 la probabilité que le pivot choisi soit le k-iéme
élément du tableau. Aprés calcul de ces valeurs on obtient la récurrence satisfaite par f,,. On note
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@) =z(z—-1)...(z—k—1).

(n)g

n—>5 n—4
fn = n—1+32/3+% 6(k — 1)3(n —k)sfr—1 + ((n')): D 20(k — 1)a(n — k)afr—r +
k=4 k=5
GO Z (k = 1)s(n — k)3 fp1 n > 40, (1.1)
k=6

Cette récurrence se traduit en une équation intégrale lorsqu’on multiplie chaque membre de 1’équa-
tion par z", puis qu’on somme sur n. Le membre de gauche devient f(z), et les termes de droite
deviennent des expressions intégrales fonctions de f. En dérivant cette relation, on obtient I’équation
différentielle du lemme suivant.

Lemme 1.1 L’équation différentielle satisfaite par la série génératrice f(z) =, fn2™ est

(1—2)°fO(2) = (1 — 2)°(2) + 25920(1 — 2)% F®)(2) + 17280(1 — 2)* F®) (2) +1296(1 — 2)° F©)(2),

ot t(z) = (1_12!)11 + 23—6(1_9;)10, et £ vaut %Z(f).

Cette équation différentielle est obtenue & partir de ’algorithme quicksort médiane 3-3, qui
n’est en pratique utilisé qu’a partir de n = 40. On considére alors les 49 premiéres valeurs de
fn, ou de facon équivalente les quarante-neuf premiéres dérivées de f évaluées en 0, comme des
conditions initiales. L.’équation différentielle vérifiée par f est une équation d’Euler et peut donc
étre résolue de maniére explicite en fonction des racines «; du polynéme indiciel qui est ici I(z) =
(z — 2)z(x + 1)(x + 2)(2° + 35z* + 51523 + 416522 + 19188z + 36576) (voir [Dur00, Dur03]). La
solution générale de cette équation différentielle est

10! 1 1 26/3 A
— 1 . _fai
1o = e = 1= 12" zz: 1 — 2)o

La connaissance des conditions initiales permet de déterminer les coefficients A,,, et ainsi d’at-
teindre une connaissance compléte de f(z). On se contente ici d’écrire les premiers termes du
développement de f(z) au voisinage de sa singularité dominante 1. Les termes suivants sont tous
accessibles, mais ne présentent qu’'un intérét secondaire.

12600 1 1 26/3
— n — .
=Lg2r 1—2)2 1-2z (1-22 1-2

fz) ~

La valeur Ay est égale a la fraction rationnelle N/D ou N = 2995983733115509419099157 et D =
8038281507796651107742200, ce qui s’approxime par Ag = 0.3727....

La connaissance de cette série génératrice permet d’obtenir les coefficients f,, en utilisant les
résultats de la section 1.1.2. On obtient alors le théoréme

Théoréme 1.3 Le développement asymptotique de fy, la complexité moyenne du quicksort optimisé
de Bentley et Mcllroy, est

12600 12600 12600 1 12600 26 1
= 1 I b 1 bt 2.
Jn = 3og7 108t ((7 ) 3027 2) go27 Be ”+<(2 + 7) 8027 3 2) O (n>
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Comme Xy = 0.3727... et que v est la constante d’Euler, le développement avec des constantes
approchées numériquement est

fn = 15697 nlog, n — 1.0363n + 1.5697 log, n — 7.3484 + O(1/n).

Ceci est trés proche de ce que Bentley et Mcllroy ont trouvé expérimentalement, soit une complexité
égale & f, = 1.5783 nlog,n — 0.74n, obtenu par une régression par moindres carrés.

Optimisations

A partir de I'idée de Bentley et Mcllroy de créer un quicksort composé des trois quicksorts,
classique, médiane de 3 et médiane 3-3, on va ici chercher les valeurs de seuil idéales dictant les
changements d’algorithme, qui optimisent le nombre moyen de comparaisons. Celles de 1’algorithme
présenté par Bentley et Mcllroy ont été déterminées par ces auteurs de facon expérimentale. Les
valeurs de seuil optimales ne dépendent que des récurrence respectives des complexités moyenne des
trois quicksorts utilisés.

On propose ici une amélioration du quicksort de Bentley et Mcllroy, fondée sur les choix

n <15 quicksort classique
15 < n < 86 quicksort médiane de 3
86 <n quicksort médiane 3-3

On obtient alors un nombre moyen de comparaisons pour un tableau de taille n qui est
cn = 1.5697nlog, n — 1.1512n + 1.5697 log, n — 7.4633 + o(1),

qui est légérement inférieur a f,. Pour un tableau de taille 1000, le quicksort “optimal” ci-dessus
est 1.2% meilleur que celui de Bentley et Mcllroy, et 12% meilleur que le quicksort classique.
Cependant il faut garder a l’esprit que d’autres paramétres comptent dans le temps d’exécution
de l'algorithme, comme le nombre d’échanges, qu’on ne prend pas en compte ici. On remarque
que la complexité moyenne ¢, est proche de la limite inférieure théorique de la moyenne qui est
log, n! ~ 1.4426 nlog,n — 1.44n.

Le quicksort présenté dans cette section est optimal dans sa catégorie, mais de nombreuses
autres stratégies de choix de pivot sont possibles. Par exemple prendre un échantillon de taille 3%,
déterminer 3~! médianes de triplets, puis 3¥~2 médianes de médianes, et ce jusqu'a obtention du
pivot ; ou bien choisir m pivots, m > 1, et ensuite diviser le tableau en m + 1 sous tableaux; ou
encore sélectionner m pivots parmi un échantillon de taille plus grande que m. L’analyse en moyenne
ou en distribution de ces variantes fait trés souvent intervenir des équations d’Euler et est donc du
ressort des méthodes que nous venons d’exposer.
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Ce chapitre est consacré a I’analyse asymptotique de coefficients de séries génératrices multiva-
riées. On considére des séries génératrices & singularités confluentes du type (1 —2)~%(1 — zu) (1 —
u) €. Ces résultats sont appliqués & plusieurs problémes, dont notamment les listes & sauts.

Résultats principaux. Le théoréme 2.3 (p. 60) énonce 'estimation asymptotique des coefficients
bivariés de la série génératrice (2.1), soit

1 @ 1 b 1 ¢ fbte—lpa-1 1 k
n, k B ' k
. U](l—z) (1—zu) (1—u> I'(a) I‘(b-|_c)2F1 (1 a,b,b+c,n),

lorsque R(a) > 0, N(b) > 0 et RN(c) > 0.

Le théoréme 2.1 (p. 51) et les propositions 2.9, 2.10 2.11, 2.12, et 2.13 énoncent toutes les
propriétés des listes & sauts, qui sont rappelées ici.

— Iy a C), listes a sauts de taille n, ou C), désigne les nombres de Catalan.

— Le colit moyen d’insertion dans une liste & sauts est ~ 2logn.

La profondeur d'un élément est définie comme le nombre de pointeurs qu’il faut suivre pour
accéder 3 cet élément.

— La longueur de cheminement interne moyenne, égale & la somme des profondeurs des noeuds
est équivalente a 2n logn.

— Le profil d’une liste a sauts, défini comme la distribution de la profondeur de ses éléments, est
en moyenne asymptotiquement gaussien.

— La hauteur d’une liste a sauts, qui est le maximum des profondeurs des nceuds, est en moyenne
inférieure & la hauteur moyenne d’un arbre binaire de recherche, soit clogmn, ot ¢ = 4.31....

25
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— La profondeur moyenne du k-iéme élément dans une liste & sauts de taille n est équivalente &
log k + log(n — k), pour log?n < k < n — log?n.

2.1 Introduction

Ce chapitre traite d’analyse bivariée de séries génératrices & singularités confluentes. Il s’agit
d’obtenir des résultats asymptotiques pour des coefficients de séries génératrices bivariées du type
de ’équation (2.1), lesquelles interviennent & de nombreuses reprises en analyse d’algorithme. Des
exemples d’application sont présentés.

La section 2.2 de ce chapitre est consacrée a la mise au point d’outils d’analyse bivariée pour le
cas plus simple des séries génératrices de la forme (1 — z)~%(1 — zu)~°. On utilisera la particularité
du probléme, qui est que la série posséde deux singularités confluentes en la variable z, mais n’a
qu’une unique singularité en la variable u. La méthode consiste alors & contourner la difficulté de la
confluence, pour d’abord extraire le coefficient de u*, et se ramener ainsi & un probléme d’analyse
univariée qu’on sait résoudre.

Le cas général est l’'objet d’une section ultérieure. Il s’agit de déterminer la nature asympto-
tique des coefficients bivariés de séries génératrices possédant plusieurs singularités confluentes. On
s’intéresse en particulier & des séries du type

(=) (%) (=) )

avec éventuellement des facteurs logarithmiques supplémentaires. Les deux variables u et z ont des
roles symétriques, et il est indispensable de gérer la confluence de singularités. Les sections 2.5 et 2.6
étudient cette question. Le théoréme 2.3 énonce I'asymptotique des coefficients de la série (2.1). Ce
résultat est ensuite généralisé & une famille de fonctions équivalentes. La preuve utilise la transfor-
mation de Mellin pour “séparer” les singularités, et ainsi obtenir le coefficient de u* de la série de
léquation (2.1) comme une série hypergéométrique en z. Cette série peut ensuite étre utilisée pour
obtenir le coefficient de 2". Le résultat final met en jeu une série hypergéométrique en ’argument
k/n, avec a, b et ¢ comme parameétres.

Un premier exemple d’application de ces résultats est l’analyse des listes & sauts. Les listes a
sauts, introduites par Frédéric Cazals et Hervé Bronnimann, sont une structure de donnée basées
sur des listes chainées ordonnées, et inspirées des skiplists dues & Pugh [Pug90]. Les algorithmes
qui permettent d’utiliser cette structure sont présentés (Recherche - Insertion - Suppression), ainsi
qu’une analyse compléte des colits moyens des paramétres principaux. Cette structure doit étre
comparée aux arbres binaires de recherche, et ’analyse montre que les ordres de grandeur des cofits
sont identiques. Elle présente des propriétés intéressantes, comme une recherche d’intervalles trés
rapide, ou encore un accés en temps constant aux plus petits éléments de ’ensemble. L’analyse de
la profondeur moyenne du k-iéme élément dans une liste & saut donne lieu & des séries génératrices
a singularités confluentes. C’est cette analyse, techniquement délicate, qui m’a conduite & étudier
de maniére générale les questions d’asymptotiques traitées dans ce chapitre.

Les séries génératrices de la forme (2.1) apparaissent dans d’autres parties de I’algorithmique.
On traite ’exemple des algorithmes de sélection rapide (quickselect) et de tri rapide partiel (partial
quicksort), ce dernier étant di & Martinez [Mar04|, dont l’analyse fait apparaitre des séries géné-
ratrices présentant ce type de singularités. On examine également dans la section 2.7 I’exemple de
la fréquence d’apparition d’un symbole dans une chaine de caractéres issue d’une source a deux
composantes primitives. Dans le cas ol les deux composantes ont des contributions du méme ordre
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de grandeur, une série génératrice possédant une confluence de singularité intervient, ce qui en-
traine pour la fréquence étudiée une distribution uniforme sur un intervalle. Cet exemple permet
de retrouver un résultat de De Falco, Goldwurm et Lonati [DGLO3], originellement établi par des
méthodes d’analyse matricielle.

Les méthodes d’asymptotique bivariée développées ici pour le cas particulier de séries de type (2.1)
s’'inscrivent dans une problématique plus générale d’asymptotique bivariée, qui s’avére nettement
plus délicate que les problémes univariés correspondant, de par les interférences possibles entre les
deux variables. Robin Pemantle et Mark Wilson étudient la question d’asymptotique multivariée
de facon générale selon la géométrie des singularités dans [PW97, PWO03]. Les cas étudiés dans ce
chapitre ne sont pas couverts par leurs résultats.

Ce chapitre est divisé en sept sections. La premiére section 2.2 présente un cas particulier
d’analyse asymptotique bivarié, suffisant pour ’application des listes & sauts. La section 2.3 est
consacrée & 1’étude des arbres binaires de recherche, auxquels on veut comparer les listes & sauts.
La section (2.4) présente et étudie les listes a sauts. Les section 2.5 et 2.6 contiennent des résul-
tats généraux d’asymptotique bivariée, et leur preuve. Finalement les deux derniéres sections sont
consacrées & des exemples d’applications.

2.2 Cas d’une unique confluence

On commence par traiter le cas d’une confluence unique. Cela permet de rappeler les méthodes
d’analyse de singularités, et de montrer les difficultés d’extension des méthodes univariées & un cadre
bivarié. De plus ce cas particulier est utile pour ’analyse des listes a sauts.

Dans le cas o ¢ = 0 dans ’équation (2.1), il n’y a qu’une confluence de singularité, et le probléme
se simplifie alors en 1’étude de la fonction

<1iz>a<1—1zu>b' (22)

Cette section est consacrée a 1'étude de la fonction définie dans I’équation (2.2). Cette fonction
posséde deux singularités, situées en z = 1 et z = u~!, qui se rejoignent lorsque u tend vers 1. Il y
a alors une confluence de singularités et c’est le comportement de la fonction au voisinage du point
de confluence (z,u) = (1,1) qui dicte le comportement asymptotique des coefficients.

On remarque que selon la variable u, il n’y a qu’une singularité située en u = 1/z. Ce probléme
d’extraction bivariée & singularités confluentes peut donc, dans ce cas particulier, étre réduit & un
probléme d’extraction oil une seule singularité intervient, puis & un probléme univarié. Il est alors
possible de déterminer I'asymptotique des coefficients de cette série génératrice dans un domaine
raisonnable par calcul d’une intégrale de Cauchy selon un double contour de Hankel.

On rappelle tout d’abord la définition et I'usage d’un contour de Hankel en dimension 1 pour
Panalyse de singularités, ce qui est un résumé de Flajolet et Sedgewick [FS05|, et dans la deuxiéme
partie, on généralise ces résultats en suivant les méthodes présentes dans ’article de Drmota [Drm94a]
pour obtenir le résultat recherché grace & une intégration selon un double contour de Hankel.

2.2.1 Contour de Hankel en dimension 1

L’intégration par contour de Hankel permet de traduire 'information dont on dispose sur la
fonction au voisinage de ses singularités en information sur ’asymptotique des coeflicients de son
développement de Taylor. Pour une présentation détaillée, voir [FS05]. Le module de la plus petite
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F1a. 2.1 — Contour de Hankel pour une singularité [gauche| ou deux singularités [droite].

singularité donne le comportement exponentiel des coefficients, et le comportement de la fonction
au voisinage de la singularité permet d’affiner cette premiére approximation.

Le contexte est le suivant : on dispose d’une fonction f(z) = > fnz", et on veut déterminer
I’asymptotique de la suite f,. De par la combinatoire du probléme, on a fréquemment accés & un
équivalent de la série génératrice, comme on 1’a montré dans le chapitre 1. Les hypotheéses faites
dans ce sens concernent donc un grand nombre de problémes. Souvent, on dispose d’informations
supplémentaires, comme par exemple que ces coeflicients f,, sont positifs. Cela est extrémement fré-
quent en combinatoire, car la quantité f,, correspond typiquement & un dénombrement de structure,
ou encore & une probabilité.

On s’intéresse aux fonctions qui n’ont qu’une singularité de module minimal située en z = 1 et

a
qui satisfont g(z) ~ (ﬁ) dans un voisinage suffisamment grand de z = 1. Si cette singularité est
située en un point p # 1, on peut se ramener au cas précédent par une simple homothétie (z — z/p).
a
Pour la clarté de ’exposé on étudie d’abord la fonction f(z) = (ﬁ) , puis on étend les résultats

obtenus aux fonctions équivalentes & f.
Concernant ’asymptotique des coefficients de la fonction f, on énonce la proposition suivante :
a
Proposition 2.1 La fonction f(z) = (le) , —a ¢ N satisfait
,njafl

[2"1f(z) ~ Ta)

La condition —a ¢ N signifie que f(z) n’est pas un polynome. Cette condition est toujours
imposée dans la suite.

Remarque. Le développement asymptotique des coefficients de la série génératrice peut étre poussé
a n’importe quel ordre. On se restreint ici volontairement & 1’ordre 1, d’une part pour la clarté de la
présentation, et d’autre part parce que les applications présentes dans la suite du chapitre n’utilisent
que le premier ordre.

Preuve. Le coefficient f,, s’exprime de facon intégrale par le théoréme de Cauchy,

£ = 1 1 \* dz
"2 Jp\1—2z) ntl’

ou I' désigne un contour autour de 0. On choisit le chemin d’intégration comme sur la Figure 2.1
de facon & entourer la singularité. On pose I' =Ty + T'o + I's + T'4, ol

T1={z=1+%",0¢[r/2,3n/2]}
Iy={¢s=2z+ ;.2 €[L,R]}
I'3={*=2z~- 1,z €[l,R]}
I'y = {z = Re", R(z) < R}.
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La borne R peut par exemple étre choisie comme étant égale & 1+ 135:—" Cette valeur doit étre prise
suffisamment grande pour permettre de majorer l'intégrale de reste le long du contour I'y.

On utilise ensuite le changement de variable z = 1 + %, ce qui permet de se focaliser sur le
voisinage de la singularité dans la bonne échelle. On obtient alors 1’égalité suivante

£ = 1 / n® dt
" n2im Jor (—t)® (14 Lyntl

Le chemin C’ correspond a la transformation du chemin I' selon le changement de variable. Les
notations analogues sont utilisées pour les chemins I';. On sépare l'intégrale en 2, tout d’abord,
Ci + C) + C§ qui est la partie principale, et ensuite Cj qui fournit une contribution négligeable.

La valeur de R étant fixée & 1 + %, le long du chemin C} + C} + Cj, la quantité ¢ est non
bornée lorsque n tend vers U'infini, tandis que 1+t/n reste au voisinage de 1. On a donc l’estimation
1+ 4y t=ct(1+ O(log* n/n)). Cela permet d’écrire

1 / n® dt na 1 / e! gt
n2im Joryepiey (1) (L4 2 20w Jerieqey (-0
Le membre droit de I’équation précédente est évaluée grace au lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit D le chemin qui part de oo + i, tourne autour de l’origine dans le sens direct et

termine en oo — i. Alors
1 / e ! 1
2im Jp (—t)® T'(a)

La preuve de ce lemme repose sur la définition de la fonction I' et la formule des compléments qui
peut étre trouvée dans [AS73|, ainsi que sur une technique classique originellement due a Hankel.
La preuve du lemme est donnée dans [FS05].

L’intégrale qui nous intéresse est alors décomposée en [o/_ o o = [p — [ - Sur ce chemin R,

1 2 3
_ 2

I'intégrande ﬁ est & décroissance exponentielle. En choisissant la valeur R = 1+ lﬂgn—", on obtient
la borne [, % dt = O(e=1°6’"). Ceci permet d’écrire que fC’1+C§+C§ % dt = ﬁ + O(e~log” ).
Le résultat peut alors étre énoncé comme un corollaire du lemme 2.1.
Corollaire 2.1 Soit D, le chemin qui part de logn + i, tourne autour de Uorigine dans le sens

direct et termine en log?n —i. Alors

% /Dn (it)a dt = r(la) (1 +0(e” 1032")) .

Pour la partie de 'intégrale le long de I'y, le changement de variable n’est pas nécessaire. La
fonction ﬁ est bornée supérieurement sur I'y par n?, et le dénominateur z"% est borné par
R™™. Finalement, la contribution de cette partie de I'intégrale est exponentiellement petite lorsque
n tend vers l'infini.

On peut alors conclure

Cette proposition se généralise au cas d’une fonction g qui est équivalente a la fonction f(z) =

ﬁ au voisinage de la singularité située ici en 1.
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Proposition 2.2 Si la fonction g est A-analytique (voir Définition 1.1) et si dans un voisinage de

1onag(z)~ ﬁ, avec —a ¢ N, alors les coefficients de la série g vérifient

(#"lo(2) ~ Ty

La preuve précédente s’adapte sans difficulté & cette généralisation. Pour une étude compléte, on
peut se reporter & [FS05].

Remarque. Si la série génératrice étudiée a plusieurs singularités isolées de module minimal, la
forme asymptotique des coefficients s’obtient en sommant les contributions individuelles de chaque
singularité. Cela s’établit en construisant un contour d’intégration qui entoure toutes les singularités,
comme présenté sur la figure 2.1.

Remarque. Il arrive fréquemment que les fonctions de bases auxquelles on cherche a se comparer ne
soient pas seulement du type simple (1 —z)~%, mais également de la forme (1 —2)~%log®(1/(1— z)).
L’asymptotique des coeflicients s’obtient en généralisant la preuve de la proposition 2.1, et on obtient

alors si —a ¢ N
1\ 1 n®!
n k k
[z](l_z> log <l—z) Ta) log" n.

Ce résultat est également valable pour une fonction f équivalente a (1 — z)~%log®(1/(1 — 2)). On a

alors [2"]f(z) ~ % logF . Un énoncé complet peut étre trouvé dans [FS05].

2.2.2 Contour de Hankel en deux variables

La généralisation de la section précédente au cas bivarié n’est pas immédiate. Je présente dans
cette section un cas particulier qui est ensuite utilisé dans la section 2.4 pour l’analyse des listes
a sauts [BCDO03]. Cette méthode de double contour de Hankel est inspirée des travaux de Dr-
mota [Drm94c|.

On s’intéresse ici a la fonction bivariée f(z,u) = ﬁm, et on suppose que a et b ne sont
pas des entiers négatifs. Cette fonction est un exemple qui se veut représentatif, car de nombreuses
fonctions s’y raménent. De plus, comme dans la section précédente, les résultats obtenus sur cette
fonction se généralisent aux fonctions qui lui sont équivalentes.

L’objectif est d’extraire le coefficient de [2"u*] de la fonction f. Pour cela, on énonce la propo-
sition suivante.

Proposition 2.3 Si k est compris entre log®>n et n — log® n alors, lorsque n tend vers Uinfini, on
a uniformément en k
kbfl (n _ k.)afl

nir,,k ~
N1 ) ~ )

Preuve. La formule de Cauchy fournit ’expression de f, x = (2" [uF] f (2, u) :

o= 1 // 1 1 du dz
MET @2 Jog Jog (1= 2)* (1= zu)p ub¥1 it

Les contours d’intégration notés 0+ sont des contours de Hankel autour de ’origine qui sont détaillés
ici.

(2.3)
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Contour pour z : Ce contour, orienté dans le sens direct, est I'union de 4 chemins I'y, ...['4,

1 = {z=(1+t/n) | RE<O0,]t| =1}

Ty = {z=(1+t/n)|0< Rt <log’n,St =1}

s = {z=(1+t/n)|0< Rt <log’n,St= -1}
log?n +i log?

r, = {Z||z|:‘1+°g7”ﬂLz §R(z)§1+°gn”}.

Contour pour u : Ce contour, orienté dans le sens direct, est 'union de 4 chemins Aq,...,Ay,
qui dépendent de z (on intégre d’abord par rapport a u, puis par rapport a z).

Ay ={u= (1+h/k) | Rh < —R(t),|h + R(t)| =1}
Le demi-cercle est décalé vers la gauche, de R(t) = max{0, R(tk/n)}

Ay = {u=(1+h/k)| —R(t) <Rh < M,Sh=1}
A = {u=(1+h/k)| —R(t) <Rh < M,Sh= -1}

M+ M
{u||u|:‘1+ t §R(u)<1+—}

k
La valeur M est choisie comme étant égale a max(log? k,log3/ 2n), ce qui permet de garantir un
contour qui va suffisamment loin dans le plan des u, méme pour les petites valeurs de k.

Une fois les contours d’intégration bien définis, le calcul de 'intégrale double reprend les mé-
thodes utilisées pour le cas univarié. Il s’agit d’extraire la partie principale, puis de borner les termes
d’erreur, sachant qu’on intégrera d’abord par rapport & u, puis par rapport a z. On désigne par A; ;
I'union des deux chemins A; et Aj, et I’on étend cette notation & I'union de plus de deux chemins
ainsi qu’au contour I'. Comme dans le cas univarié, le chemin d’intégration apportant la contribu-
tion principale est la zone autour des singularités. Les autres parties sont traitées comme des termes
d’erreurs. L’intégrale double est découpée en trois morceaux. Tout d’abord, on s’intéresse a la partie
principale, qui est Ajo3 x I'1 23, puis on étudie les termes d’erreur en deux étapes, Ajg34 x I'y
puis A4 X P1,2’3,4.

Pour la partie principale, le processus est trés similaire au cas d’une seule variable. On applique
les changements de variables z = 1 +¢/n et u = 1+ h/k. Les termes z~"~! et u~*~! peuvent alors
étre remplacés par e * et e . On obtient alors

1 1 du dz 1 ¢ [(—n\"* —k b,
~— — _ dhdt.
/1;1,2,3 /Al,z,s (1 —2)2 (1 — zu)b uktl zntl  nk € ( t ) / (h +t(k + h)/n) ¢

Les contours d’intégration du membre droit sont déduits de I' et A par homothétie et ne sont pas
explicités. Dans la suite on note A} et I'; les chemins d’intégration pour h et ¢ qui correspondent
aux chemins A; et I'; pour u et 2.

Ay

Partie principale

On vise ici & approximer la contribution principale, notée P, qui est donnée par l'intégrale qui
prend en compte ’excroissance I'1 23 du contour d’intégration selon z, et Aj 93, celle du contour
selon u. Dans cette zone, on peut faire ’approximation k& + h = k(1 + O(M/k)), ce qui permet

d’écrire

7
1,2,3
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On intégre tout d’abord par rapport & A selon le contour A'1,2,3. Pour cela, on effectue le changement

de variable h' = h + %, ce qui transforme l'intégrale fA’1,2,3 %e*hdh en e Ik ﬁe*h'dh'.
Le contour d’intégration de cette nouvelle intégrale part de 1+ M + %, tourne autour de —R(t) + %
dans le sens direct et termine en —i+ M + % C’est maintenant que le décalage du contour de Hankel
A par R(t) devient utile, car par définition, —R(t) + £ est inférieur ou égal & zéro. De la sorte ce

contour d’intégration enclot 0. Le corollaire 2.1 s’applique alors, et on a I’égalité ﬁ Ik ﬁe*h' dh' =
ﬁ (1+0 (e™™)). La valeur du terme d’erreur est obtenue en observant que R(i + M + %) est
supérieur & M — 1, car sur les chemins considérés la partie réelle de ¢ est supérieure & —1. Ceci

donne ’estimation

1 -1\’ —h—thjn gy, _ L M
%A&,z’s(m> e dh—m(l"‘O(e ))

L’équation (2.4) peut alors se récrire :

1 nolgb-l 1 M
p—- -~ —t__ —  _tk/n 1 el )
1T F(b) /F’1,2,3 € (—t)ae dt + 0 k

Un dernier changement de variable #' = ¢(1 — k/n) (inspiré par le terme e /" de I'intégrale)

7 a—171__ a—1 ;p—1
transforme P en % i et ﬁdt' , 3 un facteur 2 (111(:)/ n) ’%(b) prés, modulo les termes d’erreur

qui restent inchangés. Le contour d’intégration part de log®n(1 — k/n) 4+ i(1 — k/n), contourne
I'origine et se termine en logZn(1 — k/n) —i(1 — k/n). Si k/n < a < 1, Vextrémité du contour
log? n(1 — k/n) est asymptotiquement supérieure & M. On applique alors le corollaire 2.1, ce qui

donne o (n ;(,2);—1 ;;‘b(;; N (1 L0 (%)) .

Les autres composantes de l'intégrale vont seulement contribuer en tant que termes d’erreur. Ils
seront bornés en deux temps, tout d’abord la partie I'1 23 X Ay, puis I'y X Ay 93 4.
e Pour la premiére partie, on doit borner l'intégrale

1 / / 1 1 du dz (2.5)
(26m)2 Jry 5 S, (1 —2)0 (1 — zu)b ubt1 zntl” ’

1
1—zu

Termes d’erreur

< £ car |n| >

M. Le terme z ™ ! peut étre borné par une constante, et ne pose pas de probléme (car z se
trouve sur le contour I'1 23), et le terme u %71 est celui qui permet de borner I'intégrale car on
a lu Tl < (1+ %)_k_l. Cette majoration permet d’obtenir la borne u™*~! = O (e™). La
compilation de tous ces résultats, en supposant k& > log? n, montre que I'intégrale de I’équation (2.5)
est O (n“kbe_M ) et est donc bien un terme d’erreur par rapport au terme principal, ceci car M est

Sur ces contours, on dispose des majorations suivantes : ‘ﬁ‘ < net ‘

supérieur a log3/ Zn.
e La deuxiéme partie correspond & l'intégrale

1 / / 1 1 du dz (2.6)
(2im)2 Jry JArpsa (1 —2)% (1 = zu)b ybtl zntl ’
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n

Cette partie est plus facile a traiter, car c’est maintenant grace au terme z ™ ! qu’on majore

1 <1et‘1

< % Le terme

I'intégrale. Les majorations qui sont nécessaires ici sont :
ufkfl

1—z| = n» 1—2u

est toujours borné par une constante (cette majoration pourrait étre améliorée, mais c’est

sans intérét ici) et enfin |z " 1| = 0(6*1052”). Par conséquent l'intégrale de I’équation (2.6) est

2 . . . -
0 (nanbe_log "), ce qui représente également un terme d’erreur par rapport au terme principal.

Bilan

Finalement les développements qui précédent prouvent que si k est compris entre logn et an,
ol a est une constante strictement inférieure & 1, on a f j ~ ’%b(;)l % La proposition est en
partie prouvée.

Symétrie. Pour terminer la preuve de la proposition 2.3, il faut élargir 'intervalle des valeurs
de k. Pour cela, on effectue une symétrie selon k pour les coefficients f, ; et on examine a la série
génératrice des coefficients f;,,,_;. On obtient cette série génératrice via la transformation qui a

#z associe zu et & u associe u~'. On voit aisément que si on part de f(z,u) = 3 fnr2z"uF alors

flzu,u™t) =3 frnkz™uP. Or pour ce qui nous concerne, f(z,u) est égale & ﬁm, et alors

on a f(zu,u ') = mﬁ Lorsqu’on applique la partie prouvée de la proposition & cette
- —_— a_l .. . .

fonction, on obtient que fn kg ~ krb(—b)l% a condition que n — k soit compris entre log?n et

an. Ceci compléte bien l'intervalle pour k comme souhaité, et la proposition 2.3 est prouvée.

Généralisation

De maniére similaire au cas univarié, ces résultats restent valables si les fonctions comportent
des facteurs logarithmiques. La preuve qui est est omise conduit au résultat suivant :

a . b .
Proposition 2.4 La fonction f(z,u) = (ﬁ) log" (1T1z) (1_1w> log’ (ﬁ) satisfait

[2"u¥] f (2, u) ~
lorsque k € [log2 n,n — log? n|, et que n tend vers l'infini.

Remarque. Il est possible d’étendre légérement le domaine de validité [log2 n,n—log? n] de I’énoncé
précédent.

2.3 Arbres Binaires de Recherche

Cette section présente en détail la structure de donnée d’arbre binaire de recherche (ABR). Les
parameétres classiques de cette structure sont la longueur de cheminement interne, la hauteur, la
profondeur moyenne de chacun des éléments, dont on rappelle les moyennes. Ces rappels sont la
plupart du temps accompagnées des preuves. Les arbres binaires de recherche sont extrémement
proches des listes a sauts (présentées section 2.4). Pour ces deux structures les mémes parameétres
sont analysés, et ensuite comparés. L’analyse est souvent basée sur les mémes méthodes mais est
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F1G. 2.2 — Un arbre binaire de recherche de taille 19

parfois beaucoup plus complexe pour les listes & sauts (par exemple la profondeur moyenne du k-
iéme élément). La comparaison est facilitée par le fait que les listes a sauts peuvent étre vues comme
des arbres binaires, comme on le montre dans la section 2.4.1.

2.3.1 Présentation

Définition 2.1 Un arbre vide est un arbre binaire de recherche. Un arbre binaire de recherche non
vide est un arbre binaire dont tous les sommets sont étiquetés et qui vérifie les deuxr propriétés
suivantes.

o La valeur de la racine est supérieure 4 toutes les valeurs des sommets du sous-arbre gauche, et
inférieure & toutes les valeurs des sommets du sous-arbre droit.

o Le sous-arbre droit et le sous-arbre gauche sont des arbres binaires de recherche.

On peut consulter [CLRS01, Knu98, Mah92, Sed88, Vui80] pour une présentation générale de la
structure de donnée et des algorithmes associés, ainsi que [Mah92, FS05] pour I’étude des différents
paramétres comme longueur de cheminement interne, profil moyen, ou profondeur moyenne du k-
iéme élément. L’étude presque sire de la profondeur et du profil est réalisée par Jabbour [Jab01] et
Chauvin, Drmota et Jabbour dans [CDJHO01|. L’étude de la hauteur des arbres binaires de recherche
se trouve dans [Dev87, Drm01, Ree03].

On considére dans la suite des arbres binaires de recherches étiquetés de fagon canonique par les
entiers de 1 & n. Un arbre binaire de recherche est alors caractérisé de maniére unique par sa forme.
La distribution de probabilité considérée sur les arbres binaires de recherche de taille n est comme
suit. Soit un arbre binaire de recherche A de taille n dont les deux sous-arbres sont notés D et G,
la probabilité de A est définie de maniére récursive par

Pr(A) = %Pr(G) Pr(D).

La figure 2.2 montre un exemple d’arbre binaire de recherche de taille 19.

2.3.2 Valeurs de divers paramétres

Cette section rappelle le nombre d’arbres binaires de taille n, les valeurs moyennes de la longueur
de cheminement interne de la hauteur et du cotit d’insertion et enfin décrit le profil moyen d’un
arbre binaire de recherche.

Nombre

Lorsque les arbres binaires de recherche sont étiquetés de maniére canonique, ils sont uniquement
déterminés par leur forme d’arbre. On dénombre ici le nombre de forme d’arbres binaires de recherche
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de taille n, qui est en fait le nombre d’arbres binaires.
Le nombre d’arbres binaires de taille n est un paramétre classique, et est rappelé et prouvé ici.

Proposition 2.5 Le nombre d’arbres binaires de taille n est égal au nombre de Catalan C, :
1 2n
C, = .
"4l ( n )

Preuve. Notons pour 'instant B,, le nombre d’arbres binaires de taille n. La série génératrice de
By, définie par B(z) = )_ Byz" satisfait I’équation fonctionnelle

B(z) = 1+ 2B(2)’,

car un arbre binaire est soit vide (codé par 1) soit composé d’une racine (codée par z) et de deux

sous-arbres (codés par B(z)?). Cette équation de degré 2 posséde deux solutions. La condition
_ 1-/1—4z
- 2z .
Cette série génératrice est la série génératrice des nombres de Catalan, ce qui prouve la proposi-

tion. On peut observer de plus, grace a la formule de Stirling, ou ’analyse de singularité qu’asymp-

initiale By = 1 permet de sélectionner celle qui convient, et on obtient alors B(z)

totiquement C, ~ ﬁ.
Les nombres de Catalan interviennent réguliérement dans des problémes de combinatoire, et
sont largement étudiés, voir [AS73, Com74, GKP94]. [ |

LCI - Insertion - Profil

L’analyse de la longueur de cheminement interne (noté LCI), du cotit d’insertion et du profil
est briévement résumeée ici. Une étude détaillée de ces paramétres peut étre trouvée dans le livre de
Mahmoud [Mah92].

On dit qu’un sommet est & profondeur k si la distance (en nombre d’arétes) qui le sépare de la
racine est égale & k. Par convention, la racine est a profondeur 0.

La longueur de cheminement interne (Ici) est la somme des profondeurs de tous les sommets de
I’arbre.

Proposition 2.6 (i) L’espérance de la longueur de cheminement interne d’un arbre binaire de
recherche de taille n notée L, vérifie

L, =2nlogn+ O(n).
(1) Le coit moyen d’une insertion dans un ABR de taille n noté I, est
I, =2logn + O(1).

(1) Soit my p, le nombre moyen de sommets situés a profondeur k. Le polyndme des niveauz moyen
est défini par Pp(u) = >, mk,nuk. La wvariable aléatoire Y, qui code le profil des arbres binaires de
recherche dont la loi est définie comme suit. La probabilité que Yy, soit égale a k est my p,/Pp(1).

La variable aléatoire Y, est asymptotiquement gaussienne de moyenne 2logn et de variance 2logn.

La suite est consacrée a la preuve de cette proposition.
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Polynéme des niveaux. Le polynome des niveaux moyen est égal & P,(u) = 5., myg,u®, ot
My, est défini dans I’énoncé de la proposition comme étant la proportion moyenne de sommets
a profondeur k. Ce polynéme code le nombre moyen de sommets & profondeur k¥ dans un ABR.
L’ensemble des coefficients my, ;, permet d’exprimer le “profil” de I’arbre moyen. Certains paramétres
s’expriment en fonction du polynéme des niveaux. En particulier, ’espérance de la longueur de
cheminement interne est égale & P! (1), et analyse de P, (u) au voisinage de u = 1 permet d’obtenir
le point (iii) de la proposition.
Le polynome P, (u) satisfait la récurrence

Pal) = 14 )" (P1(w) + Poafu)
=1

car il y a un sommet au niveau 0, et ensuite si la racine est le i-iéme élément (ce qui a une probabilité
1/n) Parbre posséde deux sous-arbres de tailles respectives i —1 et n—i. La profondeur d’un sommet
dans un sous-arbre est sa profondeur dans ’arbre moins 1, donc on multiplie la contribution du fils
P; 1 ou P, ; par u pour traduire ce décalage.

On définit ensuite la série génératrice double P(z,u) := ) Pn(u)z". La récurrence satisfaite
par P,(u) se traduit en une équation différentielle linéaire pour P(z,u) qui est

U 1
0z 1_zP(z,u) (1 -2)?

Cette équation différentielle se résout sans difficulté grace a la condition initiale P(0,u) = 0, qui
exprime simplement le fait qu'un arbre de taille 0 n’a aucun sommet, et on obtient

Plzu) =1 —12u (1 i 2 ( —1z)2u) : 27)

Longueur de cheminement. La longueur de cheminement interne moyenne L,, est égale a P}, (1),
car Ly, = ) kmy . Cette valeur s’obtient en dérivant la série génératrice P(z,u), puis en évaluant
le résultat en u = 1, et enfin en extrayant le coefficient de [2"]. Le résultat est

n 2 1 2 2
L, = [z](1_z)210g<1_z>_(1—z)2+1—z

= 2nlogn+2(y —2)n+2logn + 2y + 1+ o(1),

ou 7y est la constante d’Euler. Le point (i) de la proposition est alors prouve.

La longueur de cheminement externe d’un arbre est la somme des profondeurs des feuilles.
On note LE, la longueur de cheminement externe moyenne d’un arbre binaire de recherche. Les
longueurs de cheminement externe et interne (lce et lci) d'un arbre de taille n sont reliées par la
relation lce = lci 4 2n, qui se vérifie facilement par induction. Cela entraine LE,, = 2nlogn+ O(n).

Recherche - Insertion. Le coiit de recherche d’un élément est défini comme le nombre de compa-
raisons effectuées lors de la recherche. Pour rechercher un élément dans un arbre binaire de recherche,
I’algorithme donné par la plupart des références suit les grandes lignes suivantes.

-Si l'arbre est vide, renvoyer un résultat d’échec, sinon :
-Tester si ’élément est strictement inférieur & la racine;
-Si oui, rechercher dans le sous-arbre gauche;
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-Si non, tester si ’élément est égal & la racine; si ce n’est pas le cas, le rechercher dans le
sous arbre droit.

Le cout de cette procédure de recherche est en moyenne de 2logn comparaisons ternaires (qui
permettent de distinguer <, = et >), soit 3 logn comparaisons binaires. Ce point n’est que rarement
explicité dans la littérature.

Arne Andersson dans [And91] propose un algorithme de recherche qui coite en moyenne 2logn
comparaisons binaires. Cet algorithme se contente de décider si 1’élément recherché est strictement
inférieur (<) ou supérieur (>) a la racine, et poursuit ensuite selon le cas sa recherche dans le fils
droit ou gauche, en se souvenant dans le cas > que la racine est candidate pour étre égale & I’élément
recherché. La force de cet algorithme est qu’un candidat chassant ’autre, & la fin il n’y a besoin que
d’une comparaison supplémentaire avec I'unique candidat en lice. L’algorithme en pseudo code est :

-candidat :=null

-Tester si ’élément est strictement inférieur & la racine;

-Si oui, rechercher dans le sous-arbre gauche;

-Si non, candidat < racine, et rechercher dans le sous arbre droit.

-Si candidat # null, tester si ’élément est égal au candidat.

Le cott de la recherche d’un élément est alors équivalent & la profondeur moyenne d’une feuille,
laquelle est 2logn + O(1).

Le cotit d’une insertion est défini comme le nombre de comparaisons effectuées. L’insertion dans
un ABR se fait au niveau des feuilles. L’algorithme consiste a d’abord rechercher 1’élément, puis
& l'insérer dans la feuille ol la recherche s’est terminée. Le cotit moyen d’une insertion est donc
équivalent au colit moyen d’une recherche, soit I, = 2logn + O(1), ce qui prouve (7).

Profil. Pour étudier le profil de ’arbre, on revient & la série génératrice du polynéme des niveaux
P(z,u) explicitée dans ’équation (2.7). Grace a des méthodes d’analyse de singularités, on peut
extraire le coefficient de [2"], et obtenir que lorsque le paramétre u est dans un voisinage de 1, on

a uniformément ou—1 2u—1
1 U— n U—
1-—2u I‘(2u) 2u —1

En appliquant le théoréme des quasi-puissances de Hwang [Hwa94|, on trouve que la loi de la
variable aléatoire Y;, (définie par Pr(Y;, = k) = my,/P,(1)) est asymptotiquement gaussienne de
moyenne 2logn et de variance 2logn, lorsque n tend vers U'infini. Ce qui prouve le point (7iz) de
la proposition.

Hauteur

Proposition 2.7 L’espérance de la hauteur d’un arbre binaire de recherche de taille n est équiva-
lente a clogn, ou la constante ¢ est définie par (2—86)0 = e et vérifie c =4.311....

La preuve de cette proposition est assez délicate, car la hauteur n’est pas un paramétre addi-
tif, contrairement & tous les parameétres étudiés jusqu’ici. Luc Devroye a établi ce résultat en
1987 [Dev87] par des méthodes de processus de branchements, et Michael Drmota l’a prouvé en
2001 [Drm01] par des méthodes analytiques, en obtenant de plus des bornes sur le deuxiéme ordre
asymptotique. Finalement Bruce Reed a obtenu récemment (en 2003) [Ree03] le deuxiéme ordre
asymptotique. Il montre que la hauteur moyenne d’'un ABR de taille n est clog n —dloglogn+O(1),
ou d=1.953..., lorsque n tend vers l'infini.
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Ce résultat décrit 'espérance du temps d’accés maximal & un élément dans un arbre binaire, ou
encore la profondeur de récursion maximale moyenne de ’algorithme quicksort.

2.3.3 Profondeur moyenne du k-iéme élément

Dans cette sous-section, on se propose de calculer la profondeur moyenne du k-iéme sommet
dans un ABR de taille n, qu’on note g, ;. On rappelle que les sommets sont supposés numérotés
canoniquement de 1 jusqu’a n. De fagon naturelle, ce qu’on nomme le k-iéme élément est alors celui
qui porte le numéro k. Grace a la décomposition récursive d’'un ABR, on peut écrire la récurrence

k—1 n
1 1
Ik = § 1+ gn—ik—i)+ p E (1+gi-1k)-
i=1 i=k+1

Cette récurrence se lit de la maniére suivante. Le sommet numéro i est la racine avec probabilité
1/n. Si k est strictement plus petit que 4, alors on recherche le k-iéme sommet dans un arbre de
taille 2 — 1, en prenant en compte le fait qu’on a déja suivi une branche. Si k est strictement plus
grand que 4, alors on est ramené & chercher dans un arbre de taille n — ¢ le sommet numéro k — 3.
Finalement si k = i, c’est terminé, on est & profondeur 0.

Cette récurrence bivariée peut étre transformée en une équation différentielle portant sur la série
génératrice G(z,u) =Y. gn 2" u"

Comme cette équation n’est différentielle que par rapport & la variable z, on peut la résoudre grace
a la méthode de variation de la constante, avec comme condition initiale G(0,u) = 0. On obtient la

série génératrice
1 1 1 1
G = 1 1 —
(2:) 1—z1—zu<unl—z+n1—zu zu)

On peut alors extraire de facon explicite le coefficient de [z"uk] de cette série génératrice, ce qui
nous permet d’énoncer la proposition suivante

Proposition 2.8 La profondeur moyenne du k-iéme sommet dans un arbre binaire de recherche de
taille n est
Gnk = Hyp + Hy_y,

ot Hy, désigne le k-iéme nombre harmonique, Hy = Zle %
Cette valeur est équivalente asymptotiquement a logk + log(n — k), ce qui permet de constater que

si k vérifie an < k < (1 — a)n, pour une constante 0 < o < 0.5, alors gp  ~ 2logn.

2.3.4 Un résumé en images

La figure 2.3 résume une partie de cette section. La premiére courbe, & gauche, montre le tracé
de la profondeur moyenne du k-iéme élément. On observe bien le plateau autour de la profondeur
2logn. On voit également que les éléments dont les indices sont les plus petits ou les plus grands
se trouvent en moyenne situés & moindre profondeur dans I’arbre que les autres.

Le deuxiéme tracé de la figure 2.3 montre la quantité de sommets situés en moyenne & chaque
niveau, c’est-a-dire le profil moyen de l’arbre. On observe qu'un arbre binaire de recherche moyen
est ventru, avec la plupart de ses sommets situés a une profondeur proche de 2logn.
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F1G. 2.4 — Une liste a sauts de taille 15

2.4 Listes & sauts

Les listes a sauts, ou jumplists, sont une structure de donnée inspirée des skiplists, dues &
Pugh [Pug90], d’ou le nom de jumplists. Cette structure a été inventée par Frédéric Cazals et Hervé
Bronnimann, et ma contribution est d’avoir mené & bien ’analyse des paramétres usuels de cette
structure. L’article [BCDO03] propose un exposé complet concernant les listes a sauts.

2.4.1 Définition - Présentation
Définition

Une liste & sauts est une structure de donnée qui fournit les opérations usuelles d’un dictionnaire
c’est-a-dire insertion, suppression et recherche. C’est une liste chainée ordonnée, dont les nceuds pos-
sedent un pointeur nommeé next et un pointeur supplémentaire nommé jump, qui permet d’avancer
plus rapidement dans la liste. On suppose que le premier élément de la liste a un réle de sentinelle,
c’est-a-dire que tous les éléments insérés ont une valeur plus grande que celle du premier nceud. Une
liste & sauts de taille 15 est représentée sur la Figure 2.4.

Les régles que doivent respecter les pointeurs jump sont les suivantes :

-Chaque nceud est point de départ d’un pointeur jump, sauf le dernier

-Un neeud est point d’arrivée d’au plus un pointeur jump

-Deux pointeurs ne peuvent se croiser

-Un pointeur jump peut étre égal & null, si c’est la seule solution compatible avec les régles
précédentes.

Ces régles font que les pointeurs jump forment un systéme d’arches au dessus de la liste chainée.
Pour parcourir une liste & sauts, on peut alors décider a chaque nceud si on suit le pointeur de la liste
chainée (on marche), ou si on utilise le pointeur jump (on saute). Si les arches sont bien disposées,
cela permet d’accéder & un élément de facon trés rapide.
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Pr=1/3 Pr=1/3

p=1e & NN

Fi1G. 2.5 — Probabilités des listes & sauts de taille 4.

Liste a sauts randomisée

Les listes & sauts permettent d’accélérer les requétes usuelles par rapport & une liste chainée,
si les pointeurs jump sont bien disposés. Cette “bonne” disposition doit pouvoir étre conservée
de facon simple et rapide lors de l'insertion ou la suppression d’un élément. L’idée, inspirée des
skiplists randomisées, est de manipuler des listes & sauts randomisées. On dit qu’une liste & sauts
est randomisée si le premier pointeur jump atterrit avec probabilité uniforme sur tous les éléments
qui le suivent, et que de plus la liste située sous cette arche et la liste située aprés cette arche sont
également des listes & sauts randomisées.

Les régles de construction d’une liste a sauts randomisée sont les suivantes.

1. On construit tout d’abord la liste chainée des éléments ordonnés notés ay, k allant de 1 & n.

2. Pour le nceud ay, en procédant par ordre croissant k allant de 1 & la taille de la liste & sauts, on
crée un pointeur jump qui part de ag, et qui atterrit avec probabilité uniforme parmi tous les
nceuds qu'’il peut atteindre sans croiser d’autres pointeurs jump précédemment crées. (Si deux
pointeurs ont le méme point d’atterrissage, on considére qu’il y a croisement.) Si I’ensemble
des possibilités est vide alors le pointeur se voit affecter la valeur null.

Pour rechercher un élément dans une liste & sauts, on regarde comment il se situe par rapport
a arrivée du premier pointeur jump. Soit il est supérieur et on utilise ce pointeur jump, soit il
est égal et c’est gagné, soit on marche, c’est-a-dire qu’on utilise le pointeur next. Les algorithmes
d’insertion et de suppression qui permettent de maintenir les propriétés d’aléa utilisent des idées
assez fines. L’algorithme d’insertion est présenté dans la section 2.4.3; I'algorithme de suppression
est I'inverse du processus d’insertion et n’est pas décrit ici. L’article [BCDO03] donne le détail de ces
deux algorithmes.

Cette structure de donnée présente de plus 'avantage de permettre de rechercher tous les élé-
ments d’un intervalle trés rapidement en suivant simplement les pointeurs next.

Modéle probabiliste

On suppose maintenant que les nceuds d’une liste & sauts sont étiquetés canoniquement par les
entiers de 1 & n. Une liste a sauts est alors uniquement définie par sa forme.

Le modéle probabiliste choisi pour analyser les listes & sauts est le suivant. On considére une liste
a sauts C de taille n dont la liste issue du pointeur next est notée N, et la liste issue du pointeur
jump est notée J. La probabilité de C s’exprime en fonction de la probabilité de ses sous-listes, soit

PH(C) = - L - Pr(N)Pr(J).

Cette propriété est I’équivalent de la propriété de décomposabilité des ABR, qui permet d’appliquer
le principe “diviser pour régner”.
La figure 2.5 donne cette loi de probabilité sur toutes les listes & sauts de taille 4.
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FiG. 2.6 — L’arbre binaire correspondant a la liste & sauts de la figure 2.4

Correspondance liste a sauts - arbre binaire.

Une liste & sauts peut étre vue comme un arbre binaire, ayant comme racine le premier élément
de la liste, comme fils gauche I’arbre binaire construit récursivement & partir de la sous liste allant
du 2¢ élément inclus jusqu’a l’arrivée du pointeur jump exclu, et comme fils droit, ’arbre binaire
construit & partir de la sous liste commencant au pointeur jump. Cet arbre binaire permet de ranger
dans le fils gauche tous les éléments qu’on atteint via le pointeur next et dans le fils droit tous ceux
auxquels on accéde par le pointeur jump. La figure 2.6 montre ’arbre binaire qui correspond & la
liste & sauts de la figure 2.4.

Les performances des algorithmes sur les listes & sauts sont reliées a la forme de cet arbre. Le
nombre de pointeurs qu’il faut suivre pour atteindre un élément est par définition sa profondeur
dans ’arbre binaire associé, et par conséquent le temps de recherche moyen est égal a la profondeur
moyenne des éléments dans l’arbre. On a donc tout intérét & ce que I’arbre soit bien équilibré pour
minimiser le temps moyen de recherche.

On peut associer un arbre binaire & une liste & sauts, mais cette correspondance n’est pas
surjective, car 'arbre binaire obtenu présente la particularité suivante. Si un nceud n’a qu’un seul
fils, alors, avec les conventions choisies, c’est nécessairement le fils gauche qui est vide.

Les sections suivantes étudient des paramétres des listes & sauts via le point de vue des arbres
binaires. On commence par compter le nombre de formes de listes & sauts de taille fixée dans la
section 2.4.2, puis la section 2.4.3 analyse le colit moyen de l'algorithme d’insertion. La section 2.4.4
s'intéresse a la longueur de cheminement interne moyenne et au profil moyen de ’arbre binaire
associé a une liste & sauts, et la section 2.4.5 fournit une majoration pour la hauteur moyenne dune
liste & sauts. La derniére partie consacrée aux listes & sauts (2.4.6) calcule la profondeur moyenne
du k-iéme élément.

2.4.2 Nombre de listes a sauts

On appelle forme d’une liste & sauts le graphe obtenu lorsqu’on efface les étiquettes d’une liste
a sauts.

La figure 2.7 présente toutes les formes de listes & sauts de taille inférieure a 5. On constate que
le nombre de formes de listes & sauts, groupées selon la taille est 1,1, 2,4,9. La proposition suivante
précise cette quantité lorsque la taille est n.

Proposition 2.9 Soit j, le nombre de formes de listes 4 sauts de taille n étiquetées de maniére
canonique par les entiers entre 1 et n, et j(z) la série génératrice ) jnz". On a

14+ z2—V1—2z— 322
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FiG. 2.7 — Jumplists de taille 1 & 5. (Les pointeurs next sont omis)

ainsi que les résultats sur les coefficients :

V3 1

. . n
]n - Mn—l Et ]n 3 \/7—_(_”3/25

ot M, désigne le n-ieme nombre de Motzkin.

Ces résultats peuvent étre comparés a ceux des arbres binaires, présentés dans la section pré-
cédente. Le nombre d’arbres binaires de taille n est donné par les nombres de Catalan C, qui

vérifient
1 2n 4n
C, = t Cp~——r.
" n+1(n> ¢ " /mn3/?

La série génératrice de ces nombres notée C(z) est égale a 1yl-de 3;43_ Ces résultats ont des formes
similaires, et on remarque surtout qu’il y a asymptotiquement beaucoup moins de formes de listes
a sauts que d’arbres binaires, car le terme exponentiel passe de 3™ a 4™.

Preuve. La preuve de la proposition se fonde sur la décomposition combinatoire des listes & sauts.
La notation J désigne ’ensemble des formes des listes a sauts, toutes tailles confondues, y compris
de la liste & sauts vide, qui est notée e. La liste a sauts de taille 1 est représentée par e.

TJ=ct+o+exTx(J—e).

Cette équation exprime qu’une liste & sauts est soit vide, soit de taille 1, soit composée d’une racine,
d’une liste & sauts next éventuellement vide, et d’une liste & sauts jump qui ne peut étre vide. Cette
décomposition ensembliste se traduit d’aprés les méthodes symboliques [FS05] par une équation sur
les séries génératrices

i(z) =1+ 2+ 2j(2)(j(2) — 1)

Cette équation de degré 2 admet deux solutions dont une seule j(z) =
en (. Ceci prouve la premiére partie de la proposition.

On reconnait alors que la série génératrice est & un facteur z prés égale a la série génératrice
des nombres de Motzkin, pour lesquels on dispose de nombreux résultats, voir par exemple Stan-
ley [Sta98]. Les nombres de Motzkin dénombrent les chemins de Motzkin de taille n. Ces chemins
sont définis dans N? par un point de départ qui est (0,0), un point d’arrivée (n,0), des déplacements
possibles qui sont au nombre de trois : un pas nord-est (1,1), un pas est (1,0) et un pas sud-est

142—v1-22—322
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N N N

F1G. 2.8 — Un exemple de la bijection listes & sauts - Chemins de Motzkin.

(1,—1), avec la contrainte supplémentaire que ce chemin ne doit jamais descendre sous I’axe y = 0,
c’est-a-dire que chaque niveau descendu doit avoir été monté auparavant.
La comparaison avec les résultats asymptotiques classiques (ou encore I’analyse de singularité
directe de j(z)) donne la forme asymptotique de la seconde partie de 1’énoncé.
[ |

L’égalité j, = Mp_1 exprime qu’il y a autant de chemin de Motzkin de taille n — 1 que de
listes & sauts de taille n. Ce résultat peut étre prouvé directement de fagon bijective comme indiqué
ci-dessous. La figure 2.8 représente une liste & sauts et le chemin de Motzkin correspondant par
cette bijection.

Bijection. Partant d’une liste & sauts de taille n, on trace une ligne verticale passant par chacun
de ses nceuds. Le niveau du chemin de Motzkin au point i est le nombre de pointeurs jump que
traverse la ligne verticale passant par le nceud . Le chemin obtenu est bien de longueur n — 1, mais
il faut encore montrer que c’est bien un chemin de Motzkin. Il y a trois cas de figures différents
possibles, soit le noeud est point de départ d’un pointeur jump trivial, auquel cas le niveau du chemin
descend de 1 (pas sud-est), soit le nceud est point de départ d’un pointeur jump non-trivial, et il y a
alors deux possibilités : le noeud est 'arrivée d’un pointeur jump, auquel cas le niveau est stable (pas
est), ou il ne I’est pas auquel cas le niveau monte (pas nord-est). Il y a toujours un nombre positif de
pointeurs au dessus de chaque nceud, donc le chemin est toujours au dessus de ’axe y = 0. Le point
de départ du chemin ainsi construit est (0,0) par définition et son point d’arrivée est a l'altitude
0, car il n’y a aucun pointeur jump au dessus du dernier élément. C’est donc bien un chemin de
Motzkin.

La construction réciproque se base sur les mémes principes.

2.4.3 Insertion

La difficulté de I’insertion provient du fait qu’on doit maintenir les propriétés d’aléa de la liste
4 sauts. Par exemple, pour une liste & sauts de taille n, chaque noeud, excepté le premier a une
probabilité 1/(n — 1) d’étre le point d’arrivée du pointeur jump issu du premier élément. Avec
I'insertion d’un nouvel élément, chaque élément, y compris le nouveau, est ’arrivée de ce pointeur
avec probabilité 1/n. Il faut donc a priori reconstruire les arches de la liste & sauts pour insérer un
élément. L’algorithme d’insertion va cependant le plus souvent possible tenter de recycler les arches
préexistantes.
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F1G. 2.9 — Insertion : notations.

Algorithmique

On présente un premier algorithme d’insertion qui préserve les propriétés d’aléa, puis une va-
riante qui l'optimise.

Premier algorithme. Notons z I'élément & insérer, lequel est inséré dans une liste nommée L,
dont les sous listes next et jump sont nommées respectivement N et J; cf figure 2.9. On note n la
taille de la liste & sauts L avant l'insertion. On confond systématiquement un élément et la sous-liste
qui part de cet élément.

L’algorithme procéde comme suit :

e Le nouvel élément est point d’arrivée du pointeur jump partant de L avec une probabilité 1/n.
Dans ce cas de figure, on doit alors reconstruire la liste L U {z} pour restaurer les propriétés
de randomisation de la liste & sauts. Cela est fait en utilisant ’algorithme de construction déja
présenté.

e Le deuxiéme cas est qu’avec probabilité 1 — 1/n, le pointeur jump n’est pas modifié.

— Si x doit étre inséré juste aprés L, et avant N (donc en deuxiéme position), alors on recons-
truit toute la liste N U {z}, la liste J n’étant alors pas affectée par ce changement.
— Si, au contraire la position de z est aprés IV, alors on insére récursivement dans la sous liste
N ou J selon la position de .
Cet algorithme maintient bien les propriétés de randomisation des listes & sauts.
Cependant les cas de figures ol ’on doit reconstruire la liste & sauts sont trop fréquents et trop
colteux. Par exemple, le cott de I'insertion d’un élément en deuxiéme position, juste aprés la racine
(L) est équivalent & n, voir [BCDO3] pour les détails.

Algorithme optimisé. Il est possible d’améliorer ’algorithme précédent, afin de diminuer le cott
moyen de l'insertion. L’algorithme optimisé proposé ici procéde comme le premier algorithme, sauf
dans un cas particulier.

Le cas de figure amélioré ici et celui ot 'insertion a lieu juste aprés la racine. L’intuition est qu’au
lieu de tout reconstruire & partir de rien, on va pouvoir recycler certaines arches. On suppose étre
dans la situation ou le pointeur jump issu de la racine n’est pas modifié (ce qui a une probabilité
1 — 1/n). Les notations sont comme il est précisé sur la figure 2.10. Le schéma (a) présente la
situation avant insertion, et le schéma (b) la situation aprés insertion de la valeur, mais avant la
mise & jour des arches. L’élément x s’insére juste aprés la racine, et le pointeur jump partant de C
est inchangé.

L’algorithme optimisé crée alors le pointeur jump qui part de x. On note £ la taille de la liste
N. Il y a deux cas de figures.

— Avec probabilité 1/k, le pointeur jump de x atterrit sur N, et les arches suivantes peuvent étre

préservées (cas (c)).
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FiG. 2.10 — Usurpation d’arches

— Avec probabilité 1 — 1/k D'arrivée du pointeur jump est aprés N. Alors x usurpe 'arche jump
qui part de N, car cette arche posséde la distribution adéquate (cas d). La liste next de z
doit alors étre réorganisée, ce qui est fait de facon récursive.

L’algorithme optimisé préserve les propriétés de distribution des arches dans la liste & sauts.

Colt moyen

Proposition 2.10 L’espérance du codt d’une insertion dans une liste & sauts de taille n est asymp-
totiguement équivalente a 2logn.

Le reste de ce paragraphe est consacré & la preuve de cette proposition. On énonce d’abord un
lemme préliminaire qui correspond au cas ol l'insertion a lieu juste aprés le premier élément de la
liste, et ol on est en situation d’utiliser la stratégie d’usurpation d’arches.

Lemme 2.2 Le coidt moyen d’une insertion en deuziéme position dans une liste a sauts aléatoire
par lalgorithme optimisé est asymptotiquement équivalent a logn, ot n est la taille de la liste next..

Notons S, le nombre moyen de pointeurs mis & jour lors d’une insertion faite juste aprés le premier
neeud, et donc basé sur l'algorithme d’usurpation d’arches. Comme l'algorithme d’insertion est
récursif, on peut écrire une équation de récurrence sur le coiit S,, qui se décompose selon les
positions du pointeur jump de z

1 1y 1 &
Sp=-—1 1——)— 14 S5;_9).
" n+< n)n—lz(—l_ZZ)

=2

Cette récurrence code le fait qu’avec une probabilité 1 — 1/n on usurpe ’arche et on continue
récursivement et qu’avec une probabilité 1/n, on se limite & créer une arche de longueur 1.

Cette récurrence peut étre étudiée grace aux méthodes présentées dans la section 1.1.2. La série
génératrice S(z) satisfait une équation différentielle, écrite ici avec sa solution.

z i(1 - 2) — Ei(1))e!~?
59 - 15556) = 7o S(z) = B = 2) “Eill))e 77 (28)

1—2 1—2

ou Ei(x) désigne ’exponentielle intégrale, définie par

o] ef:ct
Bi(z) = /1 —d, (2.9)
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voir [AS73|. Cette série génératrice vérifie S(z) ~,1 ﬁ log ﬁ, ce qui permet d’obtenir le com-
portement asymptotique de S, par analyse de singularité :

Sp ~ logn. (2.10)

Pour prouver la proposition 2.10, on écrit une relation de récurrence sur 7, représentant 1’espé-
rance du cotit total d’insertion d’un élément dans toutes les positions possibles

n
T, = n%n + (1 - %) ﬁ Zz_; (SifQ +Tn—iv1+ Ti72) .
Cette récurrence traduit le comportement de 1’algorithme, avec la variable 7 qui dénote le point
d’arrivée du premier pointeur jump. On reprend les notations de la figure 2.9 pour décrire cette
décomposition. Avec probabilité 1/n on doit reconstruire la liste entiére, ce qui a un colt n, et ce
pour tous les éléments. Ensuite la liste n’est pas entiérement reconstruite avec probabilité (1 — %),
et 7 est point d’arrivée du pointeur jump avec probabilité 1/(n—1). Les différentes positions possibles
pour l'insertion sont :
— en deuxiéme position, ce qui a un cotit moyen égal a S;_o, par le lemme 2.2;
— dans la liste & sauts N accessible par le pointeur next, ce qui a un colt moyen égal a T; o car
on insere dans une liste & sauts de taille i — 2;
— dans la liste & sauts J accessible par le pointeur jump, ce qui a un cotit moyen égal & Ty, ;11
car on insére dans une liste & sauts de taille n — ¢ + 1.
On récrit alors la récurrence de fagon plus lisible

n
To=n+ >3 (Si2+Ta i+ T o)
i=2
La condition initiale de cette récurrence est 7y = 0, car on ne manipule aucun pointeur pour insérer
dans une liste vide.
Etant donné qu’on connait la série génératrice associée a Sy, on peut transformer 1’équation de
récurrence de Ty, en équation différentielle vérifiee par T'(z) = ) T,2", et on obtient

1+2 2z 1 z5(z)

TI(Z)_T(Z)l—z:(1—z)3+(1—z)2 1—2

Cette équation se résout & nouveau par variation de la constante en utilisant 1’équation (2.8), et
la solution & cette équation différentielle est
e!7*(1+ 2)(Ei(1 — z) — Ei(1))
(1-2)

T(z) =

et vérifie T'(2) ~,—1 ﬁ log (ﬁ), d’oll on extrait la formule asymptotique T;, ~ 2nlogn. Ceci
achéve donc la preuve de la proposition car le colit moyen d’insertion, qui vaut T3, /n, est donc
équivalent a 2logn.

2.4.4 LCI - Loi limite du profil

Les paramétres déja définis pour les arbres sont étendus aux listes & sauts, grace & la représen-
tation des listes & sauts sous forme d’arbre binaire. La longueur de cheminement interne (lci) est un
paramétre intéressant pour les listes a sauts, car il permet d’accéder au colit moyen d’une recherche.

Pour étudier la Ici et le profil des listes & sauts, on introduit le polynéme des niveaux qui permet
de coder la forme de I’arbre associé.
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Définition 2.2 Le polynéme des niveaur d’un arbre est )., . . uprofondeur(v),
Le coefficient de u* dans ce polynéme est le nombre de nceud au niveau k dans I’arbre. Le polynéme

des niveaux moyen des listes & sauts de taille n est alors défini comme suit.

Définition 2.3 Soit s, le nombre moyen de neeuds a profondeur k parmi toutes les listes a sauts de
taille n. Le polyndme des niveauz moyen des listes a sauts est alors défini par Sy (u) =D 1~ sk,nuk.
La série génératrice associée est S(z,u) = >, <o Sn(u)2". -

La longueur de cheminement interne moyenne des listes a sauts est égale & S}, (1) et peut aisément
étre obtenue & partir de S(z,u). Cette série génératrice est également utilisée pour étudier le profil
des listes & sauts.

Les méthodes utilisées dans cette section sont parfois trés proches de celles utilisées pour 1’étude
des arbres binaires de recherche, et on ne les rappelle alors que briévement.

Longueur de cheminement interne. Le pointeur jump du premier élément atterrit avec pro-
babilité uniforme sur tous les éléments de la liste, excepté lui méme. Les tailles des sous-arbres droit
et gauche de l'arbre binaire associé sont donc k et n —k —1 (1 < k < n — 1) avec probabilité
uniforme ﬁ La suite Sy (u) satisfait donc la récurrence

n—1
u
Sp(u) =1+ — (I; Sk(u) + Snkl(u)> . (2.11)
La série génératrice S(z,u) satisfait I’équation différentielle
1 1+2 z
! — Z = . 2.12
S'(z,u) S(z,u)<z+u1_z) TEE (2.12)

Cette équation est obtenue directement & partir de la récurrence (2.11), en la multipliant par 2"
puis en sommant par rapport a n. Cette équation différentielle est alors résolue par la méthode de
variation de la constante, et on obtient

S(z,u) = % (1 + /Oz(l - t)Q(“_l)e“tdt> : (2.13)

Cette série génératrice fournit beaucoup d’informations sur les listes a sauts. Tout d’abord, S}, (1)
est I’espérance de la longueur de cheminement interne, ensuite le théoréme des quasi-puissances de
Hwang [Hwa94| appliqué a un équivalent de S, (u) au voisinage de 1 montre que la distribution des
Sn.k, pour k compris entre 0 et n est asymptotiquement gaussienne quand n tend vers 'infini.

Pour obtenir la Ici, on commence par dériver S par rapport a wu, puis on évalue la fonction
obtenue en u = 1. Le coefficient de 2" est ensuite obtenu par analyse de singularité, qu’on trouve
dans [FO90]. On obtient alors la proposition suivante

Proposition 2.11 La longueur de cheminement interne moyenne d’une liste & sauts de taille n est
2nlogn + n(—3 — 2Ei(1) + e ) + 2logn — 2Ei(1) + et + 3 + o(1),

o4 7y est la constante d’Euler, et Ei la fonction exponentielle intégrale de I’équation (2.9).
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Cette méthode s’applique également & 1’équation de récurrence qui concerne le nombre moyen
de comparaisons effectuées pour trouver un élément dans une liste & sauts, qui est

n—1
Cr(u) = u® + ﬁ (Z uC(u) + uQCn_k_l(u)) . (2.14)
k=1

Cette récurrence traduit le fait que pour décider si un élément est égal a la racine ou plus grand que
le pointeur jump, ou strictement inférieur au pointeur jump, il faut soit une soit deux comparaisons.
En effet la comparaison dont on dispose naturellement est binaire, et ne peut séparer les différents
éléments qu’en deux catégories. La stratégie utilisée est que la premiére comparaison dit si ’élément
recherché est plus grand que le pointeur jump (ce qui permet de poursuivre la recherche dans le
sous-arbre droit), ou §'il est strictement inférieur. Dans ce second cas, une seconde comparaison dit
si I’élément est plus grand que le pointeur next (sous-arbre gauche) ou enfin, s’il est égal a la racine.
Le nombre moyen de comparaisons binaires est alors

3nlogn +n(—3 — 3Ei(1) +3e™!) + 3logn — 3Ei(1) + 3¢~ +9/2 + o(1).

La preuve de ce développement est analogue & la preuve de la longueur interne de cheminement.

Loi limite des coefficients. La nature des coefficients S, ; pour 0 < k < n et lorsque n tend
vers l'infini permet de se faire une idée du profil de ’arbre, c’est & dire savoir & quelle profondeur il
y a le plus de nceuds, et quelle est la dispersion.

Par analyse de singularité de la fonction S(z,u), dont ’expression est fournie par ’équation (2.13),
on a
W) +1)

Salu) ~ I'(2u)

+ O(n*?), (2.15)
uniformément dans un voisinage de u = 1, avec A(u) = fol(l —1)2(=Deu gt En utilisant le théoréme
des quasi-puissances de Hwang [Hwa94], on aboutit a la proposition suivante

Proposition 2.12 La variable aléatoire X,,, niveau d’insertion, dont la loi est définie par P(X, =
k) = Snk/Sn(1) est asymptotiquement gaussienne lorsque n tend vers linfini, avec une moyenne
équivalente a 2logn et une variance équivalente a 2logn

Cette proposition montre que la profondeur des nceuds est concentrée autour de 2logn et que
les profils des arbres binaires de recherche et des arbres binaires associés aux listes & sauts sont
similaires.

2.4.5 Hauteur

La hauteur d’un arbre est définie comme le maximum des profondeurs de tous les nceuds. De
facon cohérente, on définit la hauteur d’une liste & sauts comme la hauteur de ’arbre binaire
associé. On sait [Dev86, Drm01] que la hauteur moyenne d’un arbre binaire de recherche de taille
n est équivalente a clogn, ol la constante ¢ est définie par (%)c = e, et vaut numériquement
c=4311....

Grace aux similitudes entre listes & sauts et arbres binaires de recherche, on peut énoncer une
proposition sur la hauteur moyenne des listes a sauts.

Proposition 2.13 La hauteur moyenne d’une liste a sauts de taille n est bornée supérieurement

par une quantité de la forme clogn + o(logn), ot c =~ 4.3 est définie par (Q—Ce)c =e.
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Preuve. La preuve de cette proposition se fait par comparaison entre la hauteur moyenne d’un arbre
binaire de recherche, et la hauteur moyenne d’une liste & sauts de méme taille. On commence donc
par préciser les notations respectives. On note A, (A pour arbre) la variable aléatoire représentant
la distribution de la hauteur des arbres binaires de recherche de taille n. On note ensuite J,, (J pour
jumplist) la variable aléatoire qui code la hauteur des listes & sauts. La quantité Pr(J, = k) est
égale & la probabilité qu’une liste & sauts de taille n soit de hauteur k.

Pour un arbre binaire donné, qu’il soit de recherche ou issu d’une liste a sauts, la hauteur est
égale au maximum de la hauteur de ses deux sous-arbres, plus 1. Ceci induit des récurrences sur les
distributions de probabilité A, et J,, en notant que pour qu’un arbre soit de hauteur inférieure &
h, il faut que ses deux fils soient de hauteur inférieure & h — 1 :

n
Pr(A, < k) — %Z Pr(Ap_1 < h—1)Pr(Ap_j < h—1),
k=1

et
n—1

D Pr(J1 < h—1)Pr(Jpg <h—1).
k=1

1

n—1

Pr(J, <k)=
Les conditions initiales de ces récurrences sont données par le fait qu’un arbre de taille zéro a
une hauteur égale & zéro dans tous les cas. Pour comparer les séquences A, et J,, on procéde

par récurrence. On suppose que pour tout n < NN, on a la relation de domination stochastique
Pr(J, < h) > Pr(A, < h). On peut alors minorer Pr(Jy < h) :

N
nPr(Jy <h) = 3 Pr(Je1 <h—1)Pr(Jy_ <h-1)=Pr(Jy_1 <h—1)+Pr(Jy < h)

k=1
N

> Y Pr(Jyp1 <h—1)Pr(Jy_g <h—1)
k=1
N

Z ZPI(A/C—I S h — 1) PI‘(AN_k S h — 1)
k=1

> nPr(Ay < h).

Le passage de la premiére a la deuxiéme ligne provient de l'inégalité Pr(Jy_1 < h—1) < Pr(Jy < h)
qui exprime que lorsqu’on ajoute un nceud & un arbre, sa hauteur n’augmente pas de plus de 1.
L’inégalité obtenue sur les probabilités permet d’obtenir une inégalité sur les espérances car

EAn, =Y Pr(A, >h) et EJ, =) Pr(J, >h).
h h

La majoration Pr(Jy < h) > Pr(Ax < h) entraine la minoration Pr(Jy > h) < Pr(Ax > h), et
donc aprés sommation EJ, < EA,. On a montré ainsi que la hauteur moyenne d’une liste & sauts
est inférieure & la hauteur moyenne d’'un ABR, ce qui prouve la proposition. |

2.4.6 Profondeur du k-iéme élément

La connaissance de la profondeur du k-iéme élément permet d’obtenir de facon précise le temps
moyen d’accés & chaque nceud de la liste. Cela permet de mieux comparer les listes & sauts et les
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arbres binaires de recherche. Cette section utilise les résultats asymptotiques développés dans ce
chapitre.

Cette analyse de la profondeur moyenne du k-iéme élément dans une liste & sauts est a ’origine
de mon intérét pour ’asymptotique bivariée.

L’organisation de cette partie est la suivante. On montre tout d’abord une récurrence satisfaite
par les coefficients f;, . Cette récurrence permet d’obtenir une comparaison entre listes & sauts et
arbres binaires de recherche. Ensuite on obtient une expression pour la série génératrice des f ;.
Cette série génératrice est alors séparée en plusieurs parties qu’on sait analyser, et on obtient un
résultat asymptotique sur f, j lorsque £ n’est ni trop petit ni trop grand.

Récurrence

Si on note f, i la profondeur moyenne du k-iéme élément dans une liste & sauts de taille n, on
peut écrire la récurrence suivante, pour k supérieur a 2.

k—1 n

1 1

o =1+ p— E 2 Jn—it1k—iv1 + per Ek+1 fi—ok—1, (2.16)
1= 1=

avec comme condition initiale f, 1 = 0.

Cette récurrence se déduit de la description récursive des listes & sauts. En effet le pointeur jump
issu de 1 atterrit sur le ¢-iéme élément, 2 < ¢ < n avec probabilité uniforme, c’est-a-dire ﬁ Pour
tous les éléments excepté le premier, il faut suivre au moins un pointeur, ce qui explique le “1” dans
la récurrence. Ensuite il y a deux possibilités, qui sont chacune prises en compte par une somme.
Soit le premier pointeur jump arrive avant 1’élément recherché, auquel cas on utilise ce pointeur jump
et on doit chercher I’élément numéro k — i+ 1 dans une liste & sauts de taille n —i + 1 (qui est celle
qui suit le pointeur jump) ; soit le pointeur jump arrive aprés I’élément recherché auquel cas on doit
commencer par marcher d’un pas, puis rechercher 1’élément numéro k — 1 dans une liste & sauts de
taille ¢ — 2. On a alors obtenu exactement la récurrence (2.16).

Majoration

Il est possible, grace a la récurrence (2.16) de comparer les listes a sauts aux ABR, et de montrer
la propriété suivante.

Propriété 2.1 Soit f, 1 la profondeur moyenne du k-iéme élément d’une liste a sauts, et g, la
profondeur moyenne du k-iéme élément d’un ABR. Alors

n
fn,lc < ——~9n,k-
n—1

Pour les arbres binaires de recherche, la récurrence pour la séquence gy, j, est (comme vu dans la

section 2.3.3)
k—1 n

1 1
ne = > (U4 gnoih—i) + - > (L+gicik)

i=1 i=k+1

qui peut se récrire de fagon & ressembler & la récurrence des listes a sauts comme

n-1 1¢ 1
nk = — + n Zgn—i+1,k—i+1 + " Z 9i—1k-
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D’apres la proposition 2.8, on sait que gp = Hj, + Hy_j, ou Hy désigne le k-iéme nombre harmo-
nique.

Pour comparer les deux séquences f,, x et gnx qui correspondent respectivement aux listes a
sauts et aux ABR, on introduit une troisiéme séquence, intermédiaire entre les deux précédentes,
qui satisfait la récurrence

n—1

hn,k =

k—1 n
1 1
—t ZQ hn—itie—i1 + D hiog-1, (2.17)
1=

i=k+1

avec les conditions initiales hy, 1 = gn,1.

On compare maintenant hy, x a gy k. Le but est de montrer que pour tout n et k on a hy x < gn i,
ce qu’on prouve par récurrence. L’hypothése de récurrence est que pour tout N <nonahyi < gnk-
La valeur h,, j définie par I'’équation (2.17) peut étre majorée grace a I'’hypothése de récurrence par

n-1 1¢ 1
hnjp < ——+ - > Gn—isip—it1 + - D giok.
i=2 i=kt1

Grace au résultat g, = Hy + Hy_, on voit que gi—ox—1 = gi—1,k — %, donc

k n
n—1 1 1
hpg < - + - E > n—itlk—it1 + o Ek+19i1,k = 9n k-
1= 1=

Cela prouve que quel que soit n et k on a hy, ; < gn k-
On continue en comparant hy, et fy ;. De par leur définition, on a

n

fn,k =

bk
n—1 n,k

Ce qui donne finalement

n n
frg < o1 Ink = H(Hk + Hy i) (2.18)

Remarque. On constate facilement que f,, ; < k, car chaque élément est accessible par une suc-
cession de pointeurs next de longueur k. Ceci permet de raffiner la majoration précédente lorsque
k est petit.

Asymptotique

On obtient un résultat asymptotique pour f, » grace aux méthodes présentées précédemment,
si k n’est ni trop grand ni trop petit, et 'on peut alors constater que la majoration obtenue dans
I’équation (2.18) est trés proche de la réalité. On énonce de fait le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Si f,, ;. désigne la profondeur moyenne du k-ieme élément dans une liste a sauts de
taille n, alors on a

fng ~log(n — k) +logk

pour log?n < k < n —log?n, lorsque n tend vers linfini.
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o B N W A O O
AT TR R A NETA T}

F1G. 2.11 — La courbe des f, i, pour n = 70

Pour la zone concernée par ce théoréme, la majoration énoncée dans la proposition 2.1 est effec-
tivement précise. On constate expérimentalement que lorsque k est en dehors de cette zone, cette
majoration reste valable (& condition de tenir compte en plus de la majoration f,; < k). Pour k&
petit, ceci s’explique intuitivement par le fait que en moyenne le premier pointeur jump atterrit en
n/2, le deuxiéme, toujours en moyenne en n/4, et ainsi de suite pour les premier sauts. Ceci revient
a dire que les premiers éléments sont généralement atteints en marchant, et donc que fp, ~ ksi k
est “petit”. En pratique on constate que cette équivalence est valable presque jusqu’a logn. Pour k
grand, on observe de surcroit que la profondeur moyenne tend & diminuer jusqu’a valoir logn. Une
explication intuitive du fait que cette profondeur décroit est que vers la fin de la liste a sauts, il y a
une forte concentration d’arrivées de pointeurs, ce qui permet donc d’arriver plus rapidement & des
éléments situés vers la fin. La figure 2.11 résume ce paragraphe en montrant l’exemple de la courbe
des fp pour n = 70.

La preuve du théoréme 2.1 occupe la fin de cette sous section. On commence par expliciter la
série génératrice F'(z,u) de f,; pour ensuite extraire ’asymptotique des coefficients de cette série
génératrice. Pour cela on par énonce un lemme préliminaire qui prend en compte les termes du type
(1 — 2)" qui y apparaissent. La série génératrice F' s’exprime comme une somme de trois termes.
Intuitivement le premier correspond a la singularité située en z = 1, le deuxiéme a celle en z = 1/u,
et le troisiéme au reste. On traite séparément chacun des trois termes afin d’obtenir le résultat
recherché.

La série génératrice. La série génératrice ordinaire de la séquence fi, , définie par F(z,u) =
>k frgub2™, satisfait I'équation différentielle
) Y

1-uw)(1-2)2 (1—u)(l-2z2u)?

2%u U 22u? udz?
1—2z 1—2z2u

2F!(2,u) — F(z,u) (1 = +

Cette équation se déduit de la récurrence satisfaite par f;, x. La méthode de variation de la constante
fournit la solution explicite

Ze—uz

# u ut U 1 u
Fle,u) = (1_Z)u(1_zu)/0 (1 - 01 - e ((1_t)2—(1_tu)2>dt. (2.19)

Un lemme préliminaire. Par rapport aux résultats énoncés dans la section 2.2, on constate
que la série génératrice F' est beaucoup plus complexe. Les deux difficultés principales sont d’une
part la présence de l'intégrale, et d’autre part le terme (1 — 2)%, o la variable u apparait désormais
en exposant. Ce paragraphe aplanit cette deuxiéme difficulté.
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Lemme 2.3 Le coefficient de [z"][u*] dans la fonction w(z,u) := (ﬁ)u L_]og’ (li—z) vérifie

1—z2u

("] [uk] (1 ! Z>u L ogi (1 ! z) ~ logi(n — k) (2.20)

1—2u
pour k tel que log®n < k < n —log®n, lorsque n tend vers Uinfini.

Preuve. La preuve reprend la preuve de la proposition 2.3 oil sont extraits des coefficients bivariés
par double contour de Hankel. La partie principale de ce double contour de Hankel est celle qui se
situe autour de z = 1 et de u = 1, et est notée I'1 23 X Aj 93 dans la preuve de ce théoréme. Sur
cette partie principale du contour double, on peut approcher w(z,u) et écrire

11 1 1
w(z,u) ~ 1—z1—zu10g (1—z) <1+O<(1—u)log1_z)>.

La preuve de I’énoncé se conclut alors de maniére identique & celle de la proposition 2.3. |

On voit que si la fonction w(z,u) du lemme 2.3 est multipliée par une fonction analytique a(z,u)
telle que a(1,1) = 1, alors l'estimation du membre droit de (2.20) reste valable.

Remarque. On obtient de la méme maniére que

1\ 1 ; 1 ;

n, k 7 1
1 ~1 .

[zu](l—z> 1-2zu 8 (1—zu> og'k

L’extraction bivariée pour une série génératrice simplifiée. Pour commencer, on s’in-
téresse & une série génératrice plus simple qui est

1 z u u2 1 Uu
6 = g J, 400y (e~ )

L’analyse de cette série génératrice est le cceur du probléme, et on le traite par conséquent en détail.
La simplification provient du fait que les termes exponentiels (qui sont analytiques en (1,1))

ont été enlevés. On vise & approcher le coefficient de [z"u*] de G(z,u), qu'on note g, 5. Cette série

génératrice se récrit sous une forme plus compacte, qui permet de mettre en relief les singularités

1 1 (1 —1)*2(1 — #2u)
Glz,u) = (1—2)"1-zu /0 (1 —tu) dt,

dont on note l'intégrande g(t,u) :

(1 —1)""2(1 — ?u)
(1 —tu)

g(t,u) :=

Pour extraire ’asymptotique des coefficients g, ; en appliquant la méthode de double contour de
Hankel, il faut gérer le probléme de l'intégrale. Pour cela on sépare 'intégrande en deux parties
g(t,u) = g(t,1) + (9(t,u) — g(t,1)). Le premier terme s’intégre sans probléme, et le deuxiéme est
étudié ensuite.

La contribution du premier terme s’écrit

1 1 z 1 1 1
—_— t,)dt = —— - 21
(1—2)“1—zu/og(’) (1—z)“1—zu< “t Ogl—z)
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¥] dans cette fonction est équivalent & 2 log(n—k).

Pour la deuxiéme partie, l'idée est d’extraire la partie correspondant & la singularité tu = 1.

—t(1—u)(1—t)*—2
1—tu

D’apreés le lemme préliminaire, le coefficient de [z™u

Ceci donne un deuxiéme terme nommé h(t,u) égal & . Ensuite on nomme r(t,u) le

reste de la fonction, c’est & dire
glt,u) = g(t,1) + hit,u) + r(t,u).

L’étude de l'intégrale est donc séparée en trois termes, dont deux principaux, a savoir g(¢,1) (dont
la contribution est déja calculée) et h(t,u). Enfin le troisiéme terme r(¢,u) est un terme d’erreur.

u—2
e Une approximation de h. La fonction h(t,u) est égale a h(t,u) := jl_—quu;tL Sa contri-
u—1

bution est calculée via 'approximation h(t,u) ~ 0 , valable au voisinage de (1,1), qui est

(1-0)(1—tu)
intégrable :
? u—1 1 1

— = —1 1 . 2.21
/0 (1—-t)(1—tu) Ogl—z+0g1—zu (2.21)

Cette approximation est justifiée car la différence s”écrit

u—1 u—1
h(t,u) — = 1-t)*1t-1). 2.22
Al s s Sl s (=1 ) (2:22)

Pour le domaine 1 — z > 1/n et 1 — u > 1/k, c’est-a-dire qu’on se place dans les conditions
adéquates pour pouvoir ultérieurement extraire le coefficient [z"uk], on dispose de l’estimation
(1 -t 1 —1) = O((1 — u)log ;). La différence (2.22) est alors bornée par

h(t,u) — ———— =0

1 1
11— - tu) ((1—t)(1—tu) 1—t>

uniformément pour ¢ entre 0 et z. Grace & une décomposition en éléments simples, on obtient que
Iintégrale de cette différence vaut

[ e~ g = ([ o)

La contribution de h est donc équivalente a la contribution du terme de I’équation (2.21).
e La contribution de h. La contribution de h est égale a

u—1

(1 —u)?log

1 z o [k 1 1o 1 o 1
(1—z)“(1—zu)/0 At u) ~ | ](l—z)u(l—zu)< lgl—z-l_lgl—zu)'

Par le lemme 2.3, on obtient que la partie droite de ’équivalence ci dessus est égale a log k—log(n—k).
e La contribution du reste r. Le reste r s’écrit sous la forme r(t,u) = FEL((1 —¢)* "1 —1). Cette
fonction s’intégre de facon explicite par rapport & ¢, et on obtient

[="u]

[t = —2log s (12" (a2 ) — (1 1),
0 -z —u

La contribution de ce terme d’erreur qui est [z"uk]m Jo r(t,u)dt est alors O(1) en vertu du
théoréme 2.3 et du lemme 2.3.
A ce stade, on a établi le résultat recherché pour une série génératrice simplifiée.
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La preuve compléte. Pour la série génératrice compléte, on revient & la série génératrice bivariée
du cott du k-iéme élément dans une liste & sauts de taille n, énoncée dans 1’équation (2.19), et qu’on
rappelle ici.

ze*UZ

? u ut u2 1 v
o) = g Jy 0 00 (e )

On constate que par rapport a la série génératrice simplifiée G(z,u) qu’on vient d’étudier, il y a
une différence : les facteurs u?e*t et ze"® qui sont respectivement a l'intérieur et a l’extérieur de
I'intégrale. De fait il apparait que cette différence n’influe pas sur I’asymptotique trouvée pour la
série génératrice simplifiée.

Les deux facteurs supplémentaires ajoutés sont analytiques, et donc vont contribuer seulement
par leur valeur en la singularité (1,1). On note qu’au voisinage de u = 1, on a u2e* ~ e’. Cette
équivalence peut ensuite étre injectée aux différentes étapes de la preuve précédente et on constate
que cela modifie les valeurs précédemment trouvées pour GG d’une constante multiplicative e.

Le cas de ze™%* qui figure a l’extérieur de l'intégrale est plus simple. Comme au voisinage de
(z,u) = (1,1), la fonction ze “# est équivalente &4 e !, on peut vérifier que la modification due &
cet ajout est un facteur e~1.

Ainsi, les deux modifications (e et e 1) se contrebalancent, de sorte qu’on obtient [z"u*]F(z,u) ~
[2"u*]G(2z,u) ~ logk +log(n — k). Ceci conclut la preuve du théoréme 2.1.

Conclusion

On a montré dans la partie Majoration de cette section une majoration du colit moyen d’accés
au k-ieme élément dans une liste & sauts de taille n notée f, x qui est

. n
Frje < mingk, ——— (Hi + Hn-)},

pour tout k.

Le paragraphe Asymptotique de cette section montre que cette majoration est aussi un équivalent
asymptotique lorsque k est central, c’est a dire entre log? n et n —log? n. L’expérience montre qu’en
fait cette majoration colle étroitement & la réalité sur tout l'intervalle [0, n].

En conclusion les listes & sauts et les ABR ont des coiits d’accés extrémement similaires, excepté
pour les petites valeurs o les listes & sauts sont nettement meilleures. Ceci est un avantage dans le
cas de tels éléments seraient souvent recherchés.

Pour le cas général ou les éléments ont une probabilité d’accés uniforme ou tout simplement
inconnue, le nombre moyen de pointeurs & suivre est du méme ordre de grandeur pour les deux
structures, tout en étant légérement inférieur pour les listes & sauts.

2.5 Deux singularités confluentes

La section 2.2 était consacrée a l'extraction bivariée de coefficients de fonctions du type (1 —
2)7%(1 — zu)~°. La réussite de I’extraction par double contour de Hankel repose sur le fait que,
si cette série possede deux singularités en z, il n’y a en revanche qu’une singularité en w. La mé-
thode développée & cette occasion consiste & contourner la difficulté en commencgant par calculer
le coefficient de u*, puis celui de z". Ce dernier calcul a alors lieu en univarié sans probléme de
confluence de singularité. Par contre, pour calculer le coefficient de 2™ pour tout u de la fonction
(1—2)%(1—2zu)?, il faut affronter ce probléme de double singularité dont la distance n’est pas a priori
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minorée. La méthode introduite ici consiste & utiliser la transformation de Mellin afin de “séparer”
les deux singularités.

Cette technique est de fait trés générale, elle permet ensuite d’extraire les coefficients de fonctions
présentant une confluence de singularités du méme type (situées éventuellement en d’autres points
que 1 et 1/u).

Le résultat principal est énoncé ci-dessous. La premiére étape de preuve revient a d’exprimer
le coefficient de 2™ par une intégrale de Cauchy, la seconde & calculer la transformée de Mellin
de ’expression obtenue, pour finalement obtenir le résultat recherché par la transformée de Mellin
inverse.

2.5.1 Reésultats asymptotiques

Théoréme 2.2 Le coefficient de [2"] dans a lz) m, avec u au voisinage de 1 vérifie
1 1 I'(b+14)1 log?n
n a+b+i—1 h 14+0 .
= ](1—z) a(1— zu)b = Fulh Zn F(a+b+14) T'(b) 4 ( + ( n

%

(2.23)
ot u=1+h, avec |h| = O (M)

n

Remarque. Ce résultat reste vrai si f(z,u) est multiplié par une fonction analytique w(z,u) telle
que w(l,1) = 1.
Preuve.

La preuve du théoréme 2.2 se fait en deux parties. Tout d’abord, on exprime le coefficient de
[2"] grace au théoréme de Cauchy, puis on calcule cette intégrale grace & la transformée de Mellin.
Le résultat obtenu est alors une série hypergéométrique, qui peut étre utilisée efficacement pour
obtenir le coefficient de u*. Cette derniére étape est effectuée dans la section 2.6.

Remarque. Tout d’abord pour éclairer le contenu de ce théoréme, on peut ’adapter au cas parti-

culier a = 1 et b = 1. On doit calculer le coefficient [z”]ﬁﬁ qui est s’évalue par un calcul
h_
élémentaire & 15 “—- Or l'estimation fournie par le théoréme précédent est n Z ) soit ™ - DY

ce qui est équivalent au résultat attendu car u” = (1 + h/n)" ~ eh.

Intégrale de Cauchy. On rappelle que f(z,u) est ici définie par f(z,u) := ﬁm Le
coefficient de [2"] est noté fn(u) := [2"]f(z,u). La fonction f,(u) s’exprime grace au théoréme de

Cauchy
fn u 2271- f‘f n+1

On opére alors les changements de variables suivants qui permettent de se ramener & un voisinage
des points 1 et 1/u, qui sont les singularités en z, et I’on se place dans la bonne échelle pour z, c’est

& dire qu’on pose
t
z=1+ — et u=1+h.
n

On peut alors récrire f,,(u) de la facon suivante, en définissant f,,(h) := fn(1 + h),

fulu) = fr(h) = %j{ (_Tn>a (t/n +(}_12bth/n)b (1 + %) o %
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F1G. 2.12 — Un contour de Hankel, avec deux singularités trés proches

Avant d’estimer cette intégrale, on précise quelques notations. L’intégrale selon z est calculée
selon un contour de Hankel de Hankel noté I'1 9 3 4 en reprenant les notations de la section 2.2.1.

2
Ce contour passe autour de z = 1, & une distance O (lﬂgn—”) (I'1,2,3), puis autour de z = 0 & une

distance 1 + O (lﬁg:—") (I'4). La distance du contour I'1 23 & la singularité 1 est suffisante pour

laisser la singularité 1/u & ’extérieur de ce contour. On est alors bien dans le cadre du théoréme de
Cauchy, car seule la singularité située en 0 est & I'intérieur du contour I'1 53 4.

La figure 2.12 montre la partie principale du contour de Hankel d’intégration pour le cas de figure
étudié, on u est trés proche de 1. (Pour que le contour soit complet, il faut refermer le cercle). On
voit que la singularité 1/u est a 'intérieur du “tube” que le contour dessine autour de la singularité 1.
Cela fait qu’il ne suffit pas seulement de considérer la singularité 1 pour approximer la valeur de
I’intégrale le long de ce tube, et que les méthodes classiques d’analyse de singularité ne s’appliquent
pas.

En utilisant encore les notations de la section 2.2.1, on considére d’une part la partie principale
de 'intégrale qui est sur le contour I' 2 3 (le tube), et d’autre part la partie selon I'y qui est traitée
plus tard en terme d’erreur.

On s’intéresse donc pour l'instant & 1’intégrale principale

=, (2 it (03

t

sur laquelle on dispose des équivalences suivantes : (1 + %)77%1 ~ e ' car t est petit devant n;
t/n+h+th/n = (t/n+h/n)(1+0(log? n/n)), car on a |t| < log? n. L'intégrale peut alors se récrire

,n/a71+b d o
Fin(h) ~ / 12,3(—7:)—“—”%(:%—’5 =Ty ().

2 1+ 807 n

La suite est consacrée a I’étude de 727n(h)

Transformée de Mellin. L’intégrale fQ,n(h) ne peut pas étre évaluée directement, a cause de ce
probléme de double singularité. On utilise alors la transformée de Mellin afin d’obtenir un dévelop-
pement asymptotique de f2,n(h) en puissances croissantes de h.

La transformée de Mellin de f; ,(h) est notée f;(s). Par définition, on a

fr(s) = /0 fon(R)R*" dh.
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Les deux intégrales peuvent étre interverties, ce qui permet d’écrire

na+b_1 a—b _—t * 1 hs ldh d
*(s) = . —1)78 %~ SEE—— t. 2.24
Fals) =" / e /0 T (2.24)

L intégrale selon h peut étre évaluée grace aux propriétés classiques de la transformation de Mel-
lin [FGDY5], dont ’essentiel a été rappelé a la section 1.2. En particulier, on sait que la transformée

de Mellin de a —:m)b est F(b;fg)r (s) (voir [FS05]), de sorte que par un simple changement de variable

on obtient
(b—s)I'(s)

* 1 s—1 _ nsr
| TR Y R

La substitution de ce résultat dans 1’équation (2.24) entraine

na—l—b—s—l —s s
fite) =" [ ayentertay SO

L’intégrale ci-dessus est semblable & celles manipulées lors de la section 2.2.1 & propos de I'extrac-

tion de coefficients par contour de Hankel. On peut alors approximer cette intégrale, et obtenir
I’estimation

1 '(b—s)[(s)
(a+b—s) T'(b) ’

f;:(s) ~ na—|—b—s—1 (_1)5 -

asymptotiquement lorsque n tend vers l’infini.

Transformation de Mellin inverse. La connaissance des singularités de la transformée de Mellin
permet d’accéder a l’asymptotique de la fonction initiale. On étudie pour cela f;:(s) au voisinage de
ses singularités. La bande fondamentale de cette transformée de Mellin est (0, b)(voir section 1.2),
et ses singularités a gauche de la bande fondamentale sont situées aux entiers négatifs, car ce sont
les poles de la fonction I'(s). Un équivalent de f(s) au voisinage d’un entier négatif —i est :

atbti—1 1 Fo+4)1 1
T(a+b+i) TO) s+

f;:(s) ~Ns—3—3 T

a+b+i—1 1 D(b+7) 1
T(a+bti) T'(b) 4"

Ceci nous permet de déduire que la fonction 72’n(h) posséde un développement en 0 de la forme

_ abie 1 F+i)1,,;
fz,n(h)’“zi:“+b+ 1F(a+b+i) T() i

Par les propriétés d’inversion de Mellin, le coefficient de A’ dans 72,n est n

Ce développement en série entiére de ?2,,1 implique

T matd-1 n' F(b-l'i)

L.
z'_!h , (2.25)
lorsque 7 tend vers I'infini.

Terme d’erreur I'y. Les hypothéses prises concernant la position de u permettent de garan-
tir que lorsque z est sur la partie I'y de son contour d’intégration, on a (1 — zu) ! < n. Cela
permet de reprendre les majorations classiques, et de montrer que, le long de I'y, l'intégrale est
en O(e” log? mnatb) et est donc un terme d’erreur par rapport a lintégrale le long de I'123. Cela
entraine

Fa(B) = Fip + O(e™ 198" npath), (2.26)
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Conclusion. Les équations (2.26) et (2.25) entrainent l’estimation

Fall) = Yoot +1b - F(Fb(;;i) zl,h +o(1), (2.27)

K3

2
uniformément pour |h| = O (an—”), lorsque 7 tend vers 'infini.
La preuve du théoréme 2.2 est alors terminée.

2.5.2 Si u n’est pas proche de 1

Lorsque u n’est pas voisin de 1, c’est a dire que 1 — u > 1/n, on peut se ramener & ’analyse
de singularité classique pour calculer f,(u). Il y a trois cas de figure, selon que 'une des deux

singularités domine, ou qu’elles sont en concurrence. On considére que 1 est la singularité dominante
logZn
n

si|l/u| > 1+ IOg:", de méme on dit que 1/u est la singularité dominante si 1 > |1/u| + . Dans
le cas intermédiaire on considére les points 1 et 1/u comme étant en concurrence. Les deux premiers
cas se traitent assez facilement car on peut obtenir 'asymptotique de f,(u) grace & un simple
contour de Hankel autour de la singularité dominante. Pour le troisiéme cas, la méthode consiste &
intégrer selon un contour de Hankel qui entoure les deux singularités séparément, et prend ainsi en

compte les deux contributions.

Cas 1 : Si la singularité 1 domine alors

1 na—l
fn(u) ~ (1 —u)? T'(a)
Cas 2 : Si la singularité 1/u domine alors
1 nb—l
fnl(u) ~ u".

(1 —1/u)* T'(b)
Cas 3 : Si les deux singularités contribuent alors

1 b—1 1 a—1

)~ T et A= wp @)

Les preuves de ces différentes équivalences sont une simple reprise du cas ou il n’y a qu’une
singularité. Le cas 3 étant ’addition des contributions des deux singularités, on remarque sans
grande surprise que I’équivalent fourni dans le cas 3 est 'addition des équivalents fournis pour les
cas 1 et 2.

2.6 Trois singularités confluentes

Le but de cette section est d’étudier la série génératrice bivariée

f(z’“):(1iz>a<1—1zu>b(1iu)c’ (2.28)
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avec éventuellement 1'ajout de termes logarithmiques, et d’en extraire le coefficient de [u¥z"]. On
suppose toujours que k , n — k et n sont proportionnels, et que k < n.

Cette fonction posséde trois courbes singuliéres u = 1, z = 1 et zu = 1, qui se croisent au point
(1,1), et qui vont toutes les trois participer a ’obtention du résultat final.

Le résultat asymptotique obtenu dans cette section se situe dans le prolongement naturel des
résultats obtenus dans la section 2.2.2. Il permet d’étudier en toute généralité toute une famille de
problémes combinatoires, dont quelques exemple sont présentés a la fin de ce chapitre.

L’idée d’utiliser les propriétés des fonctions hypergéométriques pour obtenir l'asymptotique des
coefficients bivariés m’a été suggérée par Michael Drmota, lors d’une visite que j’ai effectuée a
Vienne.

2.6.1 Enoncés

Le théoréme 2.3 explicite 'asymptotique des coefficients f,, = [2"u*]f(z,u), avec k, n —k et n
proportionnels, et k < n.

a b c
Théoréme 2.3 Soit f(z,u) = (ﬁ) ( 1 ) (ﬁ) , avec R(a) > 0, R(b) > 0 et R(c) > 0, alors

I-zu

kb-{—c—lna—l 1
I'(a) T(b+c

(k] f (2 ) ~ o F (1 _abib+c %) , (2.29)

a b c
Théoréme 2.4 Soit la fonction g(z,u) = w(z,u) (L) ( L ) (L) , ot w(z,u) est une fonc-
0 et

1-2 1—2u 1-u
tion analytique, telle que w(1,1) = 1, et avec R(a) > 0, R(b) > 0 et R(c) > 0, alors
gbrelpa—l k
n, k
~ Fi{l—a,b;b+c;— 2.3
[Z U ]g(z,u) F(a) F(b+ C)2 1 ( a,0;0+ c; n) ) ( O)

La suite de cette section est consacrée 4 la preuve de ces théorémes. On commence par rappeler
la définition des fonctions hypergéométriques. Le théoréme 2.3 est prouvé dans la sous-section 2.6.3.

2.6.2 Fonctions hypergéométriques

Une suite f, est dite hypergéométrique si elle satisfait une récurrence linéaire d’ordre 1 dont les
coefficients sont des fractions rationnelles en n. Ces suites peuvent toujours étre représentées comme
des produits et quotients de valeurs de la fonction I" en des points qui sont des fonctions linéaires
en n.

Une série génératrice f(z) = > fn2™ est hypergéométrique si la suite de ses coefficients f, est
hypergéométrique. On note a = (ag, ... ,ap) et b = (bo, - .., by). Une fonction hypergéométrique peut
donc se mettre sous la forme

k

R P D(as+k) v T(b) =
qu(Qanz)—ZH T(a;) jI:III‘(bH—k)H

Ces fonctions hypergéométriques o F} vérifient deux propriétés, dont la premiére est due & Euler,
et dont on se sert par la suite :
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Proposition 2.14 Si R(c) > R(b) > 0, alors
oF1(a,b;¢;2) =

De plus si R(b) > R(a) >0, on a

_$ lezt a—1 _ p\b—a—1
_I‘(a)F(b—a)/o 11— 1) g,

Ces formules peuvent étre trouvées respectivement p. 505 et p. 558 du Handbook of Mathematical
Functions par Abramowitz et Stegun [AS73].

1F1(a;b; 2)

2.6.3 Preuve

La preuve du théoréme 2.3 se base sur les résultats de la section 2.5, ol on a obtenu le coefficient
de [u*] de la fonction (1 — u)~¢(1 — zu)~°.

On extrait le coefficient de [2"] dans [u*]f(z,u) par une intégrale de Cauchy prise le long d’un
contour de Hankel I'1 93 4.

1 dz 1

I ) = 5 [ G S+ d

k
= — u”| f(z,u)——
2im 2T p4[ 1f(z, )z"+1
L’intégrale selon I'y 3 3 fournit la contribution principale, alors que celle selon I'y apparaitra comme
un terme d’erreur.

Partie principale. Lorsque z est situé le long du contour I'1 33, le théoréme 2.2 s’applique a
[uF](1 —u)~¢(1 — zu)~°, soit

] 1 1 11 3 Eetb=t T(b+1) (2 — 1)%@'_
(1—u)e(l—2)2(1-zu)b (1-—2)° = C(c+b+1i) I(b) !

La deuxiéme partie de la proposition 2.14 s’applique & cette expression, sous I’hypothése que R(c) >
0 et R(b) > 0. On obtient

ct+b—1 1
W) ~ prorg [ €=t ke

Ceci se récrit

1

1 k.C—H)—l 1
L wMse ) de / L / (1 — ) e kb 11— p)e s (2.31)
21T Ti,2,3 ) 0

~ 2r T(c)T(b

Ti,2,3

On note P := % fFl as e*k*(1 — z)~%dz. Cette intégrale s’évalue par le changement de variable
z=1+7:
1

dz no—lekt kt
P = zkt 1— —a — / 61}(7_1) —v) .
L= Sin (=2 " = o Fros (=v)

Ti,2,3
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L’étape suivante est de faire le changement de variable v' = —v (% — 1), lequel est légitime car ¢
est inférieur & 1. L’intégrale devient alors :

(n — kt)o—Lekt

P ~
de par l'application du corollaire 2.1.
L’équation (2.31) se récrit alors
1 kc+b—1 1 (n _ kt)a_l
— [u¥)f (2, u)dz ~ 7/ VA ) Lt R A ) (2.32)
2im Jry 4, T(c)T(b) Jo ['(a)

Termes d’erreur. La partie de I'intégrale le long du chemin I'y doit étre traitée différemment, car
les résultats du théoréme 2.2 ne s’appliquent plus. On revient donc & des méthodes de majorations

classiques.
du dz

1 1 1
Iy := .
4 /1,4 /0+ (1 —u)¢ (1 — 2)o (1 — zu)b ub+l gntl

On choisit comme contour d’intégration pour u le cercle de centre 0 et de rayon 1 — 1/k. Cette
intégrale double est majorée

Iy = / O(kkPna)e 18",
'y JO+
Cette partie fournit donc une contribution négligeable par rapport a la partie principale (2.32)
estimée précédemment.
Calcul de ’intégrale (2.32). La premiére partie de la proposition 2.14 nous permet d’obtenir

kb—|—c—1na—1 1
T(a) T(b+¢)

[2"uk] f (2, u) ~ oy (1 —a,b;b+c; %) ,

ce qui est exactement 1’énoncé du théoréme 2.3.

Preuve du théoréme 2.4

La preuve du théoréme 2.3 peut étre reprise intégralement pour obtenir une preuve du théo-
réeme 2.4.

L’intuition est que seule la valeur de la fonction au voisinage du point (1,1) conditionne 1’asymp-
totique de ses coefficients, lorsqu’on connait les singularités. La multiplication par une fonction ana-
lytique qui vaut 1 au point (1,1) n’a alors pas d’influence sur le premier terme de I’asymptotique
des coefficients.

2.6.4 Ajout de logarithmes

L’ajout de facteurs logarithmiques se fait exactement comme dans le cas univarié. Les preuves
étant une reprise compléte du cas sans logarithmes, on se contente ici d’énoncer le résultat.

Proposition 2.15 Soit

o= (12) () (r55) e () () (1)
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avec R(a) > 0, R(b) > 0 et R(c) > 0, et k et n proportionnels avec k < n. On a

kb+cfl,na71 1
T@) T(b+o

k
[2"uF)f (2, u) ~ oF (1 —a,b;b+c; ;) log® A+ n.

2.6.5 Quelques cas particuliers

Le théoréme 2.3 donne une estimation de I’asymptotique des coefficients de la série génératrice
(1 — 2)7%(1 — zu)~°(1 — u)~¢ valable si les parties réelles de a, b et ¢ sont strictement positives. Ce
théoréme peut étre étendu au cas ol ces valeurs sont positives ou nulles.

Cas ot ¢ = 0. Lorsque ¢ = 0, on connait déja ’asymptotique des coefficients bivariés, obtenue
dans la section 2.2.2, & savoir

k.bfl (n _ k.)afl

[z”uk](l —2)7%1 - zu) b ~ TG) T(a)

En évaluant le résultat du théoréme 2.3 en ¢ = 0, on obtient

kb-lna—l 1 k., K Intl <T(1-a+i)

[znuk]f(z,u) ~ W@QE(I —a,b;b; E) = T ) : T ) (k/n)'.

On reconnait alors ), W(k /n)t = (1 —k/n)? !, ce qui fait que I’énoncé est établi dans ce cas

particulier. Le cas a = 0 est analogue.

Cas ou b =0. Lorsqu’on spécialise b = 0 dans la formule du théoréme 2.3, on obtient

na—l kcfl
fn,k ~ 3
I'(a) T'(c)

ce qui est le résultat attendu. Le théoréme est donc valable si b = 0.

2.7 Fréquence d’apparition de symboles

L’étude de fréquence d’apparition de motifs dans des chaines de caractéres donne parfois lieu
& des séries génératrices possédant des singularités confluentes. Pour ’exemple présenté dans cette
section, cela conduit & une distribution de fréquence qui est & la limite uniforme sur un domaine.

Le probléme étudié dans cette section, directement extrait de [DGLO03|, concerne la fréquence
d’occurrence d’'un symbole dans un texte aléatoire. On suppose que ce texte est construit sur un
alphabet & deux lettres {a, b}, et que le symbole recherché est a. Le texte est issu d’une source
représentée par un automate. Les transitions de cet automate ont un certain poids, et sont étiquetées
par a ou b. Au départ, I'automate est dans I'un de ses états initiaux ; & chaque étape une transition
est choisie selon son poids et 'automate change d’état en émettant la lettre correspondant a la
transition choisie. La concaténation des lettres émises constitue le texte étudié. Ce modéle de source
est formalisé par une matrice u(z) de taille £ x k, ou k est le nombre d’états de I'automate. La
valeur p(z)[i, 7] est le poids de la transition de 1’état ¢ vers 1'état j etiquetée par z.



64 Chapitre 2. Asymptotique bivariée et listes a sauts

2.7.1 Cas primitif

Ce cas de figure est étudié dans [BCGLO03], et est rappelé rapidement ici. On note Y, la variable
aléatoire représentant la fréquence d’apparition du symbole a dans un texte aléatoire de taille n
produit par la source. On montre que la série génératrice des moments de Y,, est égale a (Ae®+ B)"
a normalisation prés, o A = u(a) et B = u(b). La moyenne et les moments successifs de Y, sont
obtenus en évaluant cette série ou ses dérivées en z = 0. Pour obtenir ces moments, on introduit
la série génératrice H(z,w) = > (Ae* + B)"w" = [I — w(Ae® + B)]~!, et on rappelle la définition
des matrices primitives ainsi que quelques unes de leur propriétés liées a la théorie de Perron-
Frobenius [Sen81, chap 1].

Définition 2.4 Une matrice T a coefficients positifs est dite primitive s’il existe un entier m tel que
tous les coefficients de T™ soient strictement positifs. On dit que l'automate est une représentation
primitive, ou que la source est primitive, si la matrice M = p(a) + p(b) est primitive.

La primitivité de la représentation assure qu’a partir de chaque état, on peut atteindre tous les
autres états.

Lorsque la source qui émet le mot est primitive, on sait par le théoréme de Perron-Frobenius
que la matrice M posséde une unique valeur propre A de module maximal, de plus que A est réelle
positive. Soit v7 et u les vecteurs propres associés & A, respectivement & gauche et a droite. Les
puissances de M peuvent alors s’écrire comme M™ = A"(uvT + C(n)). On note C =Y, C(n). Ces
notations permettent d’énoncer la proposition suivante pour Yy, qui est le théoréme 2 de [BCGLO03],
et est essentiellement un résultat classique.

Proposition 2.16 Dans le cas primitif, la moyenne et la variance de Y, vérifient
E(Y,) =pBn+0O(1), V(Y,)=yn+ O(1),
ol B et vy sont définis en fonction de X\ et des vecteurs propres de M associés a la valeur propre A.
vl Au vl ACAu
A Az

De plus, lorsque n tend vers linfini, Y, est asymptotiquement gaussienne, c’est-a-dire qu’on a la
convergence en loi

B = y=F— 5 +2

Y, —pBn 4
W%N(O’l)-

2.7.2 Le modéle a deux composantes

Lorsqu’on relache la condition de primitivité, les phénoménes changent qualitativement de na-
ture. L’article [DGLO03] étudie un cas de source non primitive o I’automate qui représente la source
est composé de deux parties primitives.

Dans ce cas ’automate qui représente la source est composé de deux parties. Chaque élément
est accessible depuis tous les éléments de la méme partie que lui, mais entre les deux parties, les
déplacements sont & sens unique : il est possible de quitter la premiére partie pour la deuxiéme,
mais pas de revenir & la premiére en partant de la deuxiéme. En d’autre termes, la matrice y qui
code les transitions est alors triangulaire supérieure par blocs, et en s’inspirant des notations du cas
primitif, on note

A A B, B M, M
A:“(“):( 0 Ag) B:“(b):( 0 Bg)etM:AJ’B:( 0 M(2)>
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Dans le modéle & deux composantes, on suppose que les matrices My et My sont primitives.

Les résultats de Perron-Frobenius sur les matrices primitives s’appliquent séparément a M; et
M, lesquelles ont chacune une valeur propre réelle dominante, ces valeurs propres étant notées
respectivement A1 et Ao. La distribution de la fréquence d’apparition du symbole recherché dépend
alors des positions respectives de A1 et A2. Sil’une des deux valeurs propres est strictement supérieure
a l'autre, c’est le cas général, sa composante a tendance & dominer. Si au contraire elles sont égales,
c’est le cas dit équipotent, et des phénomeénes nouveaux apparaissent.

Cas général

Le cas général est résumé rapidement. On suppose qu’il n’y a pas dégénérescence, c’est-a-dire
qu’aucune des matrices étudiées n’est nulle. Cette restriction n’est pas présente dans [DGLO03|.

Lorsque les valeurs propres dominantes associées aux deux composantes sont distinctes (par
exemple A\; > A2), la composante de la plus grande valeur propre a tendance & dominer, et on
retrouve les résultats du cas primitif.

Proposition 2.17 Sous le modéle a deux composantes, si \1 > Ao on a la convergence en loi
Y, — Bin
Yo = fin — N(0,1).
Yin

Les constantes (1 et 1 correspondent aux constantes 8 et v du cas primitif, pour la matrice M;.

Cas équipotent

Dans le cas dit équipotent, les deux composantes apportent leur contribution, et les distributions
limites sont alors différentes du cas général. Notons Ay = A9 = A la valeur propre commune.
Si on suppose que les constantes des espérances 31 et o sont différentes, on a

- S(2)w 1 _Fa()
H(z,w) = A= nw)d = yQ(z)w)H (1 - yl(z)w) +0 (1 - y2(z)'w> '

On observe un phénomeéne de confluence de singularités lorsque w = A~ ! et z = 0, car y;(0) = ),
i=1,2.

Les deux singularités étant polaires d’ordre 1, on attend des phénoménes de méme nature que
pour la série (1 — 2)71(1 — zu)™!, c’est & dire une distribution uniforme sur un certain intervalle.
On obtient ici le théoréeme 15 de [DGLO3].

Théoréme 2.5 Si My # 0, A1 = Ao = X et B1 < B2, alors la distribution de % converge vers la
distribution uniforme sur l'intervalle [B1, B2).

Le cas B2 < B1 est similaire

2.8 Quickselect—Quicksort partiel

Les algorithmes de la famille de quicksort fournissent de nombreuses applications du savoir faire
d’analyse de singularité. On a vu dans la section 1.3 une analyse d’un quicksort optimisé, dans un
cadre d’analyse univariée. La section 2.3 a présenté une étude bivariée de paramétres des arbres
binaires de recherche (qui sont liés & des exécutions de quicksort). Cette section fournit une étude
de deux algorithmes, quickselect et quicksort partiel, au cours de laquelle apparaissent des séries
génératrices du type de (2.28), étudiées dans la section 2.6.
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2.8.1 Quickselect

L’algorithme quickselect a été crée par Hoare [Hoa61] & la méme époque que le fameux quicksort.
Cet algorithme, basé sur le principe de diviser pour régner, permet de sélectionner le m-iéme élément
dans un tableau de taille n.

L’algorithme

L’algorithme quickselect, qui est trés proche de quicksort, est rappelé ici

Quickselect(T,deb,fin,m)
Choisir un pivot p tel que deb< p<fin
Partitionner le tableau
Soit k la position du pivot p
Si k<m Alors Quickselect(T k+1,fin,m-k)
Sinon  Quickselect (T,debk-1,m)

Diverses stratégies de choix du pivot sont classiques, on choisit ici le choix uniforme, implanté par
exemple en prenant le premier élément comme pivot. Cet algorithme a en moyenne un coit linéaire,
comme on le voit dans la section suivante qui explicite ’analyse en moyenne du cotit d’une recherche
fructueuse.

L’analyse

On ne présente ici que le cas particulier ot le pivot est choisi parmi les éléments avec probabilité
uniforme. Ce cas suffit & montrer que des singularités confluentes apparaissent. Des cas plus généraux
sont traités dans [MR01, MPV04].

Soit Qpn,m le colit moyen de recherche du m-iéme élément dans un tableau de taille n. La suite
Qn,m vérifie la récurrence

1 m—1 1 n
Qn,m =n—1+ ; Z C2nflc,mflc + E Z Qkfl,m-

k=1 k=m+1

Cette récurrence met en évidence la taille des sous-tableaux dans lesquels se font la recherche,
celles-ci étant déterminées par la position du pivot. Soit Q(z,u) la série génératrice associée a
Qnm, Q(z,u) = > Qnmz"u™. Cette série génératrice satisfait une équation différentielle issue de
la récurrence qui est

. B 2 2U z
2Q:(zu) = T pa g OB <1—zu * 1—z>'

Cette équation différentielle se résout sans difficulté,

1 2 2 2 1 1
= log —— —1
Qzu) (1—2)(1—2u) (1—z+1—zu+1—u<og1—z ogl_zu>+p(z,u)>,

o p(z,u) est un polynome en z et u. Cela entraine, d’apres les résultats des sections précédentes

Qnm ~ 2(n —m) + 2m + 2mlog(n — m) — 2mlogm ~ 2n.
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En d’autres termes, le colit moyen de recherche du m-iéme élément dans un tableau par ’algo-
rithme quickselect est asymptotiquement équivalent & 2n, lorsque m et n — m sont proportionnels
an.

Dans ce cas particulier de quickselect & pivot aléatoire uniforme, on voit des termes m
apparaitre dans la série génératrice. Dans le cas d’une stratégie de choix de pivot plus complexe,
cet aspect des séries génératrices est conservé.

L’algorithme quickselect multiple généralise 1'algorithme quickselect a la recherche de plusieurs
éléments. Cet algorithme est étudié par Prodinger dans [Pro96].

L’algorithme quickselect est généralisé de la maniére suivante. On recherche simultanément p
éléments j; < --- < jp. Pour cela on choisit un pivot, et on partitionne le tableau. Ensuite on
recherche récursivement les éléments ji strictement inférieurs au pivot dans le sous-tableau des
petits, et les éléments strictement supérieurs au pivot dans le sous-tableau des grands. Si un élément
recherché est égal au pivot, alors il est trouvé et sa recherche s’arréte.

Les méthodes de séries génératrice présentées pour l'analyse de 1’algorithme quicksect se géné-
ralisent sans aucun doute & I’analyse de quickselect multiple, ce qui permettrait de redémontrer les
résultats de [Pro96].

2.8.2 Quicksort partiel

Le but de l’algorithme quicksort partiel du & Conrado Martinez [Mar04| est de trier une partie
seulement d'un tableau. Partant d’un tableau de n éléments, 1’algorithme renvoie les m premiers
éléments(m < n) triés.

L’algorithme

L’algorithme quicksort partiel imite ’algorithme quicksort en n’effectuant que les appels utiles,
c’est-a-dire que si tous les éléments d’un sous tableau sont situés au dela du m-iéme, ce tableau
n’est pas trié. L’algorithme complet est décrit dans la figure 2.8.2.0.

Quicksort Partiel(T,deb,fin,m)
Choisir un pivot p tel que deb< p< fin
Partitionner le tableau
Soit k la position du pivot p
Si k<m Alors Quicksort Partiel(T,deb,k-1k-1)
Quicksort Partiel(T k+1,fin,m-k)
Sinon  Quicksort Partiel (T k+1.fin,m)

La méthode de choix de pivot n’est pas précisée a priori, toutes les stratégies classiques peuvent
étre utilisées.

L’analyse

Les résultats présentés ici sont extraits de I’article Partial Quicksort de Conrado Martinez [Mar04].
Il est plaisant de constater qu’ils s’insérent naturellement dans le cadre de ce chapitre, ainsi que
nous allons ’expliquer briévement. On suppose, comme il est classique de le faire, que toutes les
permutations des n éléments du tableau sont équiprobables.
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On note P, ,, le nombre moyen de comparaisons effectuées par l’algorithme pour trier les m
plus petits éléments d’un tableau de taille n, et P(z,u) sa série génératrice bivariée : P(z,u) =
Zn ngn anmznum'

La méthode utilisée pour choisir le pivot n’est pas précisée a priori, et on note m, ; la probabilité
que le pivot choisi soit le k-iéme des n éléments du tableau. Comme on a vu dans la section 1.3, si
le choix est uniforme, on a m, ; = n~!. Si on choisit des stratégies plus évoluées, comme médiane
de 3, ou médiane 3-3, la distribution de m, ; n’est alors plus uniforme. On suppose dans la suite,
pour une présentation simplifiée, que le colit du choix du pivot est une constante c.

La séquence P, ;, satisfait la récurrence

m n
Pn,m =n—1+c+ Z Wn,k(Pkfl,kfl + Pnfk,mfk) + Z 7Tn,lcljlcfl,m-
k=1 k=m+1

Cette récurrence code le fait que l'algorithme commence par choisir un pivot puis compare tous les
éléements & ce pivot (coit n — 1 — ¢). Ensuite il y a deux situations. Soit le pivot &k est inférieur a
m, auquel cas il faut trier le premier sous tableau et continuer I’algorithme sur le deuxiéme sous
tableau (Py—1x—1 + Pr—km—k), soit k est supérieur & m, auquel cas on se contente de poursuivre
I'exécution de I’algorithme dans le premier sous-tableau (Py—1,m).

Lorsque n = m, l'algorithme quicksort partiel devient un quicksort total, dont on sait calculer
la complexité pour les stratégies de choix de pivot classiques, voir la section 1.3. On note ¢, = P, .

Soit tpm = n — 14 c+ Y.4o T rdk—1, la fonction qui représente la fonction de péage. La
récurrence précédente peut se récrire

m n
Pn,m =tpm + Z 7"'n,lcf)nfk,mfk + Z 7"'n,kzljszl,m.-
k=1 k=m+1

Cette récurrence ressemble beaucoup a celle qu’on observe pour ’algorithme quickselect. Si on
note T la série génératrice de 5, cette récurrence peut étre transformée en équation différentielle
pour P(z,u), qu’on présente ici sous forme résolue :

P(z,u) = i 2)21 ) (/(1 —2)(1 - uz)%—fdz—l— K) .

On constate alors que si on connait 7'(z), ou encore si on dispose d’informations sur le compor-
tement de [(1 —z2)(1 — uz)%—fdz, on peut obtenir des résultats asymptotiques sur Py, ,,, sans avoir
besoin de connaitre explicitement la série génératrice P. Dans les cas particuliers classiques, ol on
a acces a la série génératrice, cette théorie bivariée permet de simplifier grandement les calculs, car
elle est utilisable directement sur ce type d’exemples.

Pour le cas particulier ot 7, ; = 1/n, le cott moyen de I’algorithme quicksort partiel, en terme
de nombre de comparaison est trouvé dans [Mar04| et est

P =20+ 2(n + 1)Hy, — 2(n + 3 — m)Hp1_m — 6m + 6.
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Ce chapitre s’intéresse au hachage comme étant un moyen de stocker un grand nombre d’élé-
ments, tout en conservant un accés rapide & chacun d’entre eux. L’algorithme de hachage analysé
ici est le hachage a essai aléatoire, ou random probing hashing, dans un contexte de pagination. Les
résultats présentés ici se basent en partie sur l’article de Larson [Lar83].

Reésultats principaux. On obtient dans le Théoréme 3.1 la série génératrice multivariée f dont
le coefficient f,, 1 o représente la probabilité qu'une table de hachage qui contient n éléments, ait o;
cases remplies par ¢ éléments et un colit de construction égal a k.

Cette série génératrice permet ensuite d’analyser ’asymptotique du colt de construction. Les
théorémes 3.2 et 3.3 explicitent 'asymptotique de 1’espérance et de la variance dans le cas des
tables presque pleines (n = bm — 1). On obtient que I’espérance est équivalente a mlogm et que
Pécart-type est d’ordre O(m).

Pour le cas essentiel des tables a-pleines, ol le taux de remplissage de chaque case est égal & «,
0 < a < b, les théorémes 3.4 et 3.5 montrent que I’espérance du colt de construction est linéaire en
m (résultat déja obtenu par Larson [Lar83]), et que ’écart-type est sous-linéaire en m.

Ces résultats sont issus d’une collaboration avec Alfredo Viola.

Plan. La section 3.1 rappelle les principaux algorithmes de hachage en place, tandis que la sec-
tion 3.2 présente en détail 'algorithme de hachage & essai aléatoire. Les trois sections suivantes sont
consacrées a ’analyse du cofit de construction. La partie combinatoire de ’analyse est traitée dans
la section 3.3, et les résultats analytiques sont obtenus dans la section 3.4 pour les tables pleines, et
dans la section 3.5 pour les tables a-pleines. La derniére section 3.6 constitue une annexe technique.

69
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3.1 Le hachage, utilité et applications

3.1.1 Définitions

On dispose d’un ensemble d’éléments £ C U, pour un certain univers U de données, qu’on

souhaite stocker dans une table de hachage de taille m. On note N,,, I’ensemble des entiers compris
entre 0 et m — 1.
Une fonction de hachage est une fonction h : Y — N, qui a chaque élément associe un indice de la
table de hachage. Une table de hachage est un tableau de taille m dont les cases peuvent contenir
un élément dans le cas du hachage classique, et plusieurs (mais en nombre toujours inférieur & une
borne fixe) dans le cas du hachage avec pagination. La capacité d’une case est notée b. On s’intéresse
ici au hachage en place ol on se dote d’une stratégie de résolution de collisions. On rappelle qu’a
I’opposé, le hachage avec chainage séparé stocke un nombre arbitraire d’éléments dans chacune de
ses cases. Le hachage classique est un cas particulier du hachage avec pagination, avec b = 1. Une
table est dite pleine si elle contient bm éléments,presque pleine si elle contient bm — 1 éléments et
a-pleine, si elle contient am éléments.

L’objectif est de stocker I’ensemble £ dans la table de hachage, et ensuite d’accéder rapidement
& chacun des éléments.

On suppose dans la suite que la fonction de hachage est uniforme au sens que toutes les cases
sont atteintes avec la méme probabilité.

3.1.2 GGestion des collisions

Lorsqu’on tente d’insérer un élément x dans une table de hachage a ’emplacement h(z) indiqué
par la fonction de hachage, il arrive que cet emplacement soit déja rempli. On dit alors qu’il y a une
collision. Il y a plusieurs maniéres de résoudre ce probléme, et de trouver un endroit oil insérer cet
élément. Les plus classiques sont présentées ici.

A

Hachage a essai linéaire. Le hachage a essai linéaire (linear probing hashing) est la stratégie
de résolution de collision la plus simple. La méthode consiste & insérer 1’élément = dans la premiére
case non pleine qui suit h(z). La table est alors considérée comme circulaire, c’est-a-dire que ’em-
placement 0 est utilisé aprés ’emplacement m — 1. Tant que la table n’est pas pleine, on peut insérer
un nouvel élément.

Le défaut de cette méthode est que des ilots d’éléments consécutifs ont tendance a apparaitre
au fur et a mesure que la table se remplit, et que I'insertion d’un élément peut étre coiiteuse si sa
localisation initiale est au début d’un grand ilot.

Cet algorithme a été trés étudié, dans le cas de base par Flajolet, Poblete, Viola et Munro [FPV98,
PVM97] et est également connu sous le nom du probléme du parking [KW66]. Ce probléme peut
se formuler comme suit : “une personne conduit sa voiture dans un parking de forme circulaire.
Cette personne tourne en rond, et & une position aléatoire sur le parking, décide de se garer. Elle se
gare alors dans la premiére place disponible.” On voit que ces deux problémes sont des formulations
différentes de la méme question. L’algorithme avec pagination est étudié dans ’article de Viola et
Poblete [VP9S].

Hachage a essai uniforme. Le hachage a essai uniforme, ou uniform probing hashing, résout
les collisions en associant & chaque élément, non pas une position dans la table de hachage, mais
une permutation de toutes les positions de la table de hachage. Toutes les permutations sont sup-
posées équiprobables. On note ainsi que la fonction de hachage h associe & chaque élément = une
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permutation de N, notée o,. L’élément z tente d’abord de s’insérer & la position o,(1), si cette
case est pleine, alors la deuxiéme tentative se fait a la position 0,(2), etc.

L’avantage de cette stratégie est qu’elle permet de bien distribuer les éléments dans la table,
I'inconvénient est qu’il est difficile et coliteux d’attribuer une permutation aléatoire & chaque élé-
ment, et cela méme §’il suffit pour la plupart des valeurs de calculer seulement les premiers termes
de chaque permutation.

Cet algorithme, ainsi que son analyse, est présenté par Gonnet et Baeza-Yates dans [GBY91],
et de facon plus détaillée par Larson dans [Lar83|. L’article de Ramakrishna [Ram88| présente de
nombreux résultats expérimentaux.

Hachage a essai double. Le hachage a essai double (double hashing) a pour vocation d’imiter
le comportement du hachage & essai uniforme, tout en étant plus simple & implanter. La fonction de
hachage renvoie une paire d’indices notée (pg, sy (p comme position et s comme saut). Les positions
successives dans lesquelles z tente de s’insérer sont p;, py + s mod m, p; + 2s, mod m, etc. A
chaque échec on saute de s, cases et on tente de nouveau d’insérer 1’élément.

La valeur p; a par hypothése une probabilité uniforme, alors que s, est choisie de fagon uniforme
parmi les nombres premiers & m la taille de la table. (Si m est un nombre premier, alors s, est choisi
avec probabilité uniforme entre 1 et m — 1.) Cette méthode imite le hachage a essai uniforme, car la
séquence p; + ks, mod m est une permutation des positions. La différence est que les permutations
choisies ne le sont pas uniformément parmi toutes les permutations, puisqu’il s’agit seulement d’un
petit sous-ensemble des permutations. On observe de plus que cette stratégie est trés simple 3
implanter, et est peu cotliteuse.

Les références pour cet algorithme sont [GBY91, Sed88|, ainsi que [GS78, LM93|.

Hachage a essai aléatoire. Le hachage & essai aléatoire est la méthode de résolution de collision
étudiée dans ce chapitre. La fonction de hachage sous-jacente h associe & chaque élément z une
séquence de positions qui sont les endroits ot I’élément x tente de s’insérer.

Cette méthode ressemble au hachage & essai uniforme, la différence principale étant qu’on au-
torise des répétitions dans la séquence de positions d’insertions, et qu’un élément peut tenter de
s'insérer plusieurs fois dans une méme case déja pleine. Le hachage & essai aléatoire s’avére donc
en principe moins bon que le hachage a essai uniforme. Cependant, on lit dans [GBY91| que, pour
le cas sans pagination (b = 1), lorsque m tend vers 'infini, avec « le taux de remplissage fixé, les
performances du hachage & essai aléatoire coincident au premier ordre asymptotique avec ceux du
hachage a essai uniforme.

Les trois méthodes de hachage a essai uniforme, double et aléatoire présentent des caractéris-
tiques asymptotiques comparables dans le cas sans pagination. On peut légitimement espérer que
ce soit encore le cas pour les algorithmes avec pagination. Le hachage a essai aléatoire parait le plus
abordable du point de vue de ’analyse, et c’est cette stratégie que nous présentons dans ce chapitre.

Le hachage a essai aléatoire sans pagination est étudié dans [GBY91]. Des résultats concernant
le hachage avec pagination sont présentés par Larson [Lar83] et Ramakrishna [Ram89].

3.1.3 Algorithmique

Les algorithmes d’insertion et de suppression présentés dans cette partie sont valables pour
toutes les méthodes de résolution de collisions présentées précédemment, et pour des tables avec ou
sans pagination.
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Insertion - Recherche. Le choix de la méthode de résolution de collisions induit la méthode
d’insertion d’un élément. Pour rechercher un élément, il suffit d’imiter le processus d’insertion, en
regardant dans ’ordre toutes les cases ou ’élément a pu étre inséré, ce jusqu’a ce qu’on le trouve,
ou bien qu’on arrive sur une case non-pleine (auquel cas la recherche a échoué).

3.1.4 Intérét de la pagination

De maniére simplifiée, un disque magnétique se divise en unité physiques, appelées pages, et
accessibles en une seule opération (par positionnement d’une téte de lecture). Ce qui signifie que le
colit d’accés & une partie ou & la totalité de la page est le méme.

Le hachage avec pagination s’inspire de cela et propose de regrouper les données par page, et
de bénéficier de cette organisation en blocs. Le colt d’accés a un bloc de disque mémoire étant
largement supérieur au colt d’'une comparaison entre éléments de la table, c’est ce paramétre qui
est pris en compte dans les estimations de complexité ou de coiits.

3.2 Le hachage a essai aléatoire (Random Probing Hashing)

3.2.1 L’algorithme de hachage aléatoire sans pagination

L’algorithme de hachage aléatoire se base sur une table de hachage de taille m et sur un géné-
rateur pseudo-aléatoire g qui prend en argument un élément z qu’on souhaite hacher et un entier
positif k, et renvoie en résultat un entier entre 0 et m — 1. La fonction g fournit donc pour chaque
élément & hacher z une séquence de positions possibles, avec d’éventuelles répétitions.

L’algorithme est assez simple. Il insére chaque élément dans la premiére position libre de sa
séquence de positions. L’algorithme s’écrit comme suit en pseudo-code :

Algorithme de hachage aléatoire.
Pour tous les éléments = € £ Faire

k=0
Tant que H[g(z,k)] est pleine, Faire k :=k + 1
Hlg(z,k)] ==

Il est possible qu’un élément échoue plusieurs fois sur la méme case pleine. Cela se produit avec
une probabilité suffisamment faible pour qu’en pratique ce phénoméne soit négligeable.

Une fois la table construite, afin de rechercher un élément, on applique le méme type de méthode,
c’est-a-dire qu’on teste les positions possibles de 1’élément recherché dans I'ordre. En pseudo code
cela s’écrit

Chercher(x)
k:=0
Tant que H[g(x,k)] différent de x et H[g(x,k)] pleine
Faire k=k+1;
Si Hlg(x,k)]=x Renvoyer g(x,k)
Sinon Renvoyer Echec

Cette structure de donnée permet de gérer également les suppressions. Les algorithmes de sup-
pression et de recherche peuvent étre trouvés dans Knuth [Knu98|.
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FiG. 3.1 — Un exemple de table de hachage pleine, avec trace des tentatives d’insertion.

3.2.2 Le hachage a essai aléatoire avec pagination

Une table de hachage avec pagination est une table de hachage ot chaque case posséde une cer-
taine capacité de stockage, généralement notée b. Les paramétres de cofit sont exprimés en fonction
du nombre de cases manipulées, ce qui généralise le nombre d’éléments lus dans le cas non paginé.

L’algorithme d’insertion étudié dans ce chapitre est le hachage aléatoire avec pagination, qui est
une généralisation du hachage aléatoire. Pour ’écriture de ’algorithme en pseudo-code, la table de
hachage est notée H et est présentée comme un tableau de dimension 2 de taille m x b.

Algorithme de hachage aléatoire avec pagination.
Initialiser chaque case de H[|[] a libre
Pour tous les éléments x a insérer Faire
k=0
Tant que H[g(z, k)] est plein, Faire k := k + 1
Hlg(z,k)][p] := =, ou p désigne le premier emplacement libre de la page.

3.2.3 Exemple

Soit une table de hachage de taille 4, avec la taille des cases b égale & 2. La figure 3.1 montre le
remplissage de cette table par 8 éléments numérotés de a & h, et dont les séquences associées sont

{4132, .}
{3132,..}
{4133,..}
(4242, .)
{1323, }

}

}

{2242,
{1312,
{22143, }

S|S0 (o

Les tentatives d’insertion infructueuses sont représentées sur la figure 3.1 par un cercle contenant
I’élément, placé au dessus de la case concernée.

3.2.4 Survol

Per-Ake Larson dans [Lar83| étudie le hachage a essai aléatoire avec pagination dans le cas des
tables a-pleines infinies (c’est-a-dire selon un modéle probabiliste correspondant & n et m tendant
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vers l'infini). Il obtient l’espérance du cott de construction, sous forme implicite. Ces résultats
sont étendus dans la section 3.5. Les méthodes de 'article [Lar83] ne peuvent apparemment pas
étre étendues au cas ou les tables sont finies, et ne permettent pas le calcul des moments d’ordre
supérieur.

M. V. Ramakrishna dans [Ram87]| étudie le cas particulier des tables ou il n’y a pas de déborde-
ment, et en calcule la probabilité. Dans I’article [Ram89], il obtient une récurrence qui exprime la
distribution du cofit de construction. Cette récurrence ne permet pas d’obtenir de résultat explicite
ou asymptotique sur le cotlit de construction, mais permet I’obtention simple de résultats numériques
pour des petites valeurs des parameétres.

3.3 Analyse, séries génératrices

L’analyse du hachage aléatoire avec pagination est basée sur une traduction du probléme en
séries génératrices, puis sur ’étude de ces séries génératrices, grace en particulier & une variante
originale de la méthode de Laplace.

La répartition des éléments dans une table est décrite par un vecteur @ = (aq,...,®p), ol
«; compte le nombre de cases qui contiennent ¢ éléments. Dans la suite on nomme répartition de
la table la répartition des éléments. Le codt de comstruction d’'une table est égal au nombre de
tentatives d’insertion qui ont eu lieu lors de la construction de la table. Cette valeur (aléatoire) est
généralement notée k dans ce chapitre.

On considére dans 'analyse que les générateurs de séquences sont aléatoires uniformes. Etant
donné un ensemble de n éléments, on considére alors la probabilité f, i que le coit d’insertion
de ces n éléments soit égal & k et que la répartition de la table soit a. Pour plus de lisibilité, on
note £ = xg,..., Ty et 2% = z(°...z;°. Le théoréme suivant explicite la série génératrice de ces
probabilités.

Théoréme 3.1 La série génératrice

f(z,t,ﬁ) = Z fn,k,gzntkzg (31)

n,k,a
qui code la répartition de la table et le codt de construction est égale a

o0 22 (sz/m) . X2 (s/m)i
%/0 e ta(z,z,8)" ! (Z %wz + (1 — t)xp2® (em - ( /i! ) )) ds, (3.2)

1=0

t! t!

ot a(z, z,8) = 32078 Bl i 4 gy (e% bl (s/m)z).
Dans la suite, on note le reste de la série exponentielle
Ryle) =€ =35 (33)

La preuve de ce théoréme utilise une modélisation par un probléme d’urne, lequel est résolu grace
aux méthodes de [FGP03]. Les résultats obtenus pour les urnes sont ensuite traduits en résultats
concernant le hachage. Cette preuve occupe toute la suite de cette section.



3.3. Analyse, séries génératrices 75

3.3.1 Des urnes

L’algorithme de hachage aléatoire avec pagination peut étre modélisé par un probléme de tirages
de boules dans une urne. Cette modélisation permet d’utiliser les méthodes de Flajolet, Gabarr6 et
Pekari [FGP03], et d’obtenir une série génératrice multivariée qui code la répartition de la table et
le colit de construction.

La table de hachage contient m cases, chacune de capacité b. Chaque case peut avoir b + 1
états différents, car elle contient de 0 & b éléments. L’'urne qui représente la table contient m boules
(chacune représentant une case) qui peuvent étre de b + 1 couleurs différentes. Les couleurs sont
notées 0,. .., b et leur valeur correspond au remplissage de la case qui leur est associée. Au départ,
I’urne contient m boules de couleur 0, et lors de chaque insertion dans la table de hachage, il y a
une boule qui passe de la couleur ¢ a la couleur 7 + 1.

Unité de temps. La quantité de base qu’on souhaite fixer pour étudier le hachage aléatoire avec
pagination est le nombre d’insertions. Or vis & vis de la description en urnes, il est plus simple
de se baser sur le nombre de tentatives d’insertion (et c’est différent : on peut échouer si on tente
d’insérer dans une case pleine) car ainsi, & chaque étape on tire une boule au hasard, et on agit en
conséquence. Dans toute la suite, la variable z associée a 1’entier n compte le nombre d’insertions,
et la variable ¢ associée & l'entier k compte le nombre de tentatives d’insertion.

Une urne est spécifiée par deux données. Tout d’abord un état initial (ici m boules de couleur
0), et ensuite une matrice T de taille b+ 1 x b+ 1 qui code les transitions possibles. A chaque étape,
une boule est choisie au hasard (toutes les boules sont équiprobables) et est ensuite replacée dans
I'urne. De plus si sa couleur est ¢, on ajoute T; ; boules de couleur j pour toutes les couleurs j.

La matrice suivante correspond au modéle d'urne qui décrit le processus de hachage :

| 0 0
En effet, lorsqu’on tire au sort une boule de couleur i < b, on l'enléve (T;; = —1) et on ajoute

une boule de couleur 7 4+ 1. Lorsqu’on tire au hasard une boule pleine, c’est-a-dire lorsqu’on essaye
d’insérer un élément dans une case pleine, on échoue et il ne se passe rien.

Cette matrice a la propriété particuliére que la somme de chaque ligne est égale & 0, ce qui
correspond au fait que quoi qu’il arrive, l'urne contient toujours m boules. Cette propriété permet
d’utiliser certains des résultats de [FGP03]. Ceux-ci traitent le cas des urnes & 2 couleurs de boules.
L’étude de l'urne correspondant au hachage aléatoire avec pagination peut étre conduite grace a
une extension algébrique de [FGP03]. Pour une étude générale des urnes a plus de trois couleurs,
on peut se référer a la thése de Vincent Puyhaubert [Puy04].

La série génératrice exponentielle qui code ’évolution de l'urne associée au hachage est par
définition

tk
F(t,z) = Z ak’gggﬁ. (3.4)
k,a

Le coefficient a o est le nombre de configurations qui aboutissent au temps k & la situation ou
I’'urne contient «; boules de couleur ¢ pour 0 <7 < b.



76 Chapitre 3. Hachage avec pagination

Equations différentielles. La série génératrice F' vérifie deux équations différentielles. La pre-
miére exprime les transitions entre couleurs, et la seconde exprime le fait que le nombre de boules
reste constant et égal & m.

Lemme 3.1 La série génératrice F' est solution du systéme de deux équations aux dérivées partielles,

oF oF oF
$18_m+...+xbawb_1 =5 (3.5)
et oF oF
zo— + -+ Tp— — mF = 0. (3.6)
0xg Oxp

Preuve. Dériver la série génératrice F par rapport a x; revient & multiplier chaque terme t*¥z% par
a;, ce qui revient & compter le nombre de possibilité qu’il y a de tirer une boule de couleur %, et
ensuite diminuer «o; de 1, ce qui correspond & retirer une boule de couleur 7. La multiplication par
Z;+1 code ensuite I’ajout d’une boule de couleur 7 + 1. La premiére équation différentielle peut alors
se lire de la fagon suivante : le terme de gauche code toutes les évolutions possibles de 'urne en une
étape, et le terme de droite code le fait que le temps augmente de 1.

Pour la seconde équation différentielle, la partie ing—iz multiplie chaque sommant de la série
génératrice F' par le nombre total de boules dans 'urne. Cette quantité étant égale & m, la somme
est égale & mF', d’ou le résultat. |

Ce systéme d’équations différentielles associé aux conditions initiales, code une et une seule
solution. En effet, si on note F une solution de ce systéme, et telle que [t°]F = z* (les conditions
initiales), alors on voit que chaque coefficient [t*]F est I’état de I'urne au temps k, qui ne dépend
que de t*~1F 1'état de Purne au temps précédent. Par récurrence, chaque coefficient est déterminé
de facon unique, et donc la solution F' est unique.

Solution du systéme.

Lemme 3.2 Soit Ry, le reste de ’exponentielle définie en (3.3), la série génératrice (définie en (3.4))
qui énumere les évolutions de 'urne associée au hachage vaut

xb—ltb_l m
F(Q,t): $0+$1t+...7+$bRb(t) .
(b—1)!
Preuve. La preuve de ce lemme est trés simple. Il suffit de montrer que cette série génératrice est

'unique solution du systéme du lemme 3.1 vérifiant la condition initiale [t°]F = z'. On vérifie
.’Eb_ltb71

tout d’abord que la fonction z¢ + z1t + ... “oonr T zpRy(t) vérifie ’équation différentielle (3.5),
et ensuite que si f est solution de cette équation différentielle, alors f™ l'est aussi. Cela prouve que
la série génératrice F' vérifie la premiére équation différentielle du lemme.

Le fait que F' vérifie la deuxiéme équation différentielle du lemme est une simple vérification.
L’évaluation de F' en ¢t = 0 montre que les conditions initiales sont les bonnes. L’unicité de la
solution a été vue auparavant. La preuve du lemme 3.2 est ainsi achevée.

|

Vérifier que la série génératrice F' est la solution recherchée est relativement aisé. Cependant,
deviner ’expression de cette série génératrice est plus délicat. En "occurrence, des méthodes basées
sur 1 article [FGP03| ont d’abord permis de trouver la solution pour le cas b = 2 qui est (xg + z1t +
zo(e! — 1 —t))™. Ceci nous a naturellement suggéré la solution générale donnée ci-dessus.
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3.3.2 Retour au hachage

Le modéle d’urnes exposé a la section précédente est proche du probléme de hachage qui nous
intéresse, mais est légérement différent. La série génératrice g égale a

z1t xb_ltbfl "
9(z,t) = F(z,t/m) = (5130 + gy t... (5 —1)! +$bRb(t/m)) .

est la série génératrice dont le coefficient de t*z% vaut la probabilité d’aboutir & la répartition «
aprés k tentatives d’insertion.

A partir de chaque configuration a de la table de hachage, le nombre d’éléments effectivement
insérés peut étre trouvé sans difficulté, car une case qui est codée par la variable x; contient 2
éléments. On opére donc la substitution z; — z;2* dans la série g pour obtenir la série génératrice
g1 qui posséde une variable z supplémentaire codant le nombre d’éléments effectivement insérés
dans la table. La série g; est égale &

_ T1tZ Ty 1012071 b "
9i1(z,t,2) = | zo+ m +---m+$b2Rb(t/m) .

On voit ici clairement que pour chaque case non pleine, le cotlit de construction de la case est égal
au nombre d’éléments insérés, car il n'y a pas d’échec; pour les cases pleines, le nombre d’éléments
insérés est b, et le colit de construction da & cette case est supérieur ou égal a b, car des tentatives
d’insertion ont pu échouer.

Exponentielle ou ordinaire ? La série génératrice g est exponentielle en la variable £. Ce choix
était nécessaire pour pouvoir obtenir la série génératrice via les modéles d’urnes, mais n’est pas
adéquat pour la problématique de hachage. En effet pour calculer des parameétres comme le cotit de
construction, on doit éliminer les coefficients du type 1/k!.

Pour transformer une série génératrice exponentielle en série génératrice ordinaire, il suffit d’ap-
pliquer une transformée de Laplace : L(f)(t) = o e~5/tf(s)ds. On obtient alors la série généra-
trice ordinaire gy en appliquant la transformée de Laplace a g1 :

1 [ + 152 Ty_18° 1201 b "
92(z,t,2) = Z/(; =5/ (3;04- - +... 15— 1)1 + zpz Rb(s/m)) . (3.7

Ne pas accepter 1’échec - Intuition. Le probléme de hachage qu’on souhaite formaliser est le
suivant : étant donné 'algorithme de hachage aléatoire avec pagination, trouver la série génératrice
f=> an,k,gznggtk telle que a, i o soit la probabilité d’étre dans la configuration a avec un cotit
k sachant que n éléments ont été insérés. Par contraste, la série génératrice go code la probabilité
d’étre dans la configuration o avec n éléments insérés sachant que k tentatives d’insertion ont été
effectuées. Cette deuxiéme série génératrice code beaucoup plus de situations que la premiére, car
elle prend en compte les cas ol on s’arréte sur une tentative d’insertion infructueuse alors que pour
la premiére série génératrice, on ne prend pas ces situations en compte. De plus le fait de pouvoir
échouer indéfiniment dans ce deuxiéme modéle rend la série génératrice g, singuliére en z = 1, alors
que f est parfaitement définie.

Un exemple

Pour illustrer cette différence, considérons un exemple simple obtenu en choisissant les para-
métres b = 1 et m = 2, soit une table de hachage qui peut contenir 2 éléments.
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Il n’y a qu’un moyen de mettre 0 éléments dans une table, ce qui est codé par z3, également un
seul moyen de mettre un élément : une case vide et une case pleine, ce qui s’écrit ztxgz1. Lorsqu’on
insére deux éléments dans la table, la configuration finale est codée par z2z?, et le nombre de
tentatives d’insertion dépend du nombre d’échecs lors de 'insertion du deuxiéme élément. Il est
inséré directement avec probabilité 1/2, aprés un échec avec probabilité 1/4, etc. Cela se traduit en

la série génératrice t2/2 + t3/4. .., soit finalement

f= 3:3 + ztzozy + zQw%tQ%t.
On retrouve que [2"]f est une série génératrice de probabilité car si on I'évalue en zg = 21 =t =
1, on obtient 1+ z + z2. Si on dérive f par rapport & t avant de faire cette évaluation, on obtient la
série génératrice du colit moyen de construction qui est pour cet exemple z + 322. Cela signifie que
I’insertion d’un élément se fait en moyenne en une tentative, alors que l'insertion de deux éléments
en nécessite en moyenne trois.
En utilisant la formule (3.7) dans ce cas particulier, on obtient

t2

A-t)2-1)

2

g2(z,t,2) = x% + 2z0712 + :c%z

t
2—1
On observe que cette série est bien singuliére en ¢ = 1. On voit de plus que [t¥]ge est une série
génératrice de probabilité, car [tF]go(1,t,1) = 1. Cette série génératrice peut également se calculer
de facon directe pour ce cas particulier, en listant toutes les évolutions possibles de la table de
hachage.

On vérifie ici que les séries génératrices f et go sont liées entre elles par une simple relation

différentielle.
by, 092

92—§$18$1 = f.

Passage du temps t au temps z

Lemme 3.3 La série génératrice f de I’énoncé du théoréme 3.1 codant le codt de construction d’une
tables et la série go donnée par (3.7) sont reliées par la relation différentielle suivante :

t  0go

gz—ﬁ%a—%:f-

Dans le cas général, la série génératrice go code toutes les situations qui peuvent exister apres k
tentatives d’insertion, que la derniére tentative soit fructueuse ou non. Pour obtenir la série f qui
ne prend en compte que les situations se terminant par une tentative réussie, on calcule la série
génératrice qui code toutes les situations ou la derniére tentative d’insertion est un échec, et ensuite
on soustrait.

L’opération %wba%b revient & ajouter une tentative d’insertion infructueuse a la fin d’une situa-
tion quelconque. Car la dérivation par rapport a xy revient & choisir une case pleine, la multiplication
par z; dit que cette case est laissée intacte, le facteur ¢ ajoute une tentative d’insertion au compteur,
et enfin la division par m est la probabilité d’avoir choisi cette case pleine. Enfin la soustraction de
%xbg—ﬁ qui code toutes les situations se terminant par un échec & go qui code toutes les situations

aboutit & f qui ne prend en compte que les situations qui s’achévent par un succés.
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Preuve du théoréme 3.1. La série génératrice recherchée est la fonction f de I’énoncé du théo-
réme 3.1. Un simple calcul & partir du lemme 3.3 et de I’équation (3.7) donne alors

i 892
f = go——zp—
m = Oxp
_ 1 [ m t Oa(z,z,s)™
- t/o ‘ t(a(z’z’s) ™ omy )ds
o
Tt ot - )
0
b—1 .
1 [ & i
= ;/ eta(g,z,s)ml( (S'Zﬂxi%—xbzb(l—t)ﬂ’b(s/m)) ds.
0 =0 )

Ce qui est ’expression recherchée.

3.4 Asymptotique - Tables pleines

Les tables de hachage pleines représentent le cas limite d’utilisation de tables de hachage. On
observe que le colt de construction se dégrade fortement lorsque la table est pleine. Ceci provient
du fait que 'insertion des derniers éléments est trés longue, car les tentatives d’insertion échouent
dans presque tous les cas. Il est intéressant d’étudier ce phénoméne et de la quantifier précisément.

Les résultats concernant les tables pleines se traduisent immédiatement en résultats pour le
probléme classique du collectionneur de coupons.

Pour des raisons de convergence de la série génératrice, on s’intéresse ici aux tables presque
pleines, c’est-a-dire qui contiennent mb — 1 éléments, soit une seule position reste inoccupée. Dans
ce cas particulier le coefficient de [2"] s’exprime simplement :

(s/m)° " ay
(b—1)!

1

™ Nf = /000 e (@y Ry (s /m))™ ((1 = t)m +1).

t
La spécialisation ¢ = 1,z; = 1 dans la série [z™~!]f permet d’écrire

[e9) s/m b—1
|7 e s pmymr S 1, (35)

car [z™~1]f est une série génératrice de probabilité.

3.4.1 Collectionneur de coupons

Le collectionneur de coupons achéte des tablettes de chocolat Poulain, et collectionne les vi-
gnettes. On suppose que les vignettes sont équiprobables. Combien de tablettes devra manger en
moyenne le collectionneur avant d’avoir un album plein ? Deux albums pleins ? b albums pleins ?

Ce probléme est similaire & ’étude du cotit de construction d’une table de hachage par 1’algo-
rithme de hachage & essai aléatoire. En effet, chaque vignette Poulain est représentée par une urne,
et chaque tablette de chocolat achetée est un élément haché dans la table. La table de hachage est
pleine lorsque b albums sont complets.

Donald Newman et Lawrence Shepp montrent dans [NS60] que 'espérance du nombres de vi-
gnettes nécessaires a la construction de b albums de taille m est m(log m+(b—1) log log m+Cp+o0(1))
lorsque m tend vers l'infini. Ces résultats sont retrouvés et affinés dans le théoréme 3.2.
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3.4.2 Coit de construction - Espérance

Théoréme 3.2 La valeur moyenne du coit de construction d’une table presque pleine de taille m,
lorsque les pages sont de taille b est de la forme

1 log1 1
m (logm_l_ (b_ 1) ]Oglogm—{—'y— 1+log 7(1)_ 1)! + (b— 1)2 (%) + 0 <logm>> .

Remarque. Le colit de recherche moyen dans une table presque pleine est par conséquent asymp-
totiquement égal & §(logm + (b — 1) loglogm + v — 1log ﬁ + o(1)).

La preuve de ce théoréme repose sur une variante de la méthode de Laplace. La méthode de
Laplace traditionnelle renormalise la fonction vers la fonction de base e~ . Dans le cas présent,
la renormalisation naturelle se fait vers la fonction e~%e~¢ “. La preuve consiste alors & effectuer
le changement de variable adéquat pour faire mettre en évidence D’effet de concentration en la va-
riable m (par l’apparition du terme y™), puis & déterminer les équivalents asymptotiques appropriés
pour les termes restants.

La preuve du théoréme 3.2 occupe la suite de cette sous-section.

Mise en équation. Le cotlit de construction s’obtient en dérivant la série génératrice f par rapport
& t, puis en évaluant en ¢t = 1.

mb—1
E(cc) := Mh:l

ot
* s/m)b-1 00 s/m)b-1
= (m+ 1)/0 e_s(Rb(S/m))m_l% —m/0 se_s(Rb(s/m))m_l7((5_)1)!

La premiére intégrale a été évaluée a I’équation (3.8) et vaut 1. Le calcul de ’espérance du coit de
construction se réduit donc au calcul de la deuxiéme intégrale. Un premier changement de variable
s' = s/m modifie 'expression de I'intégrale

m2 e8] b s . . Sb_l m—ld
lE(cc)—(m—i-l):m/0 s’e <—e — se ---—m—i—l) S
On note P(s) := —e 5 — s 5+ — e 1, et on remarque que P'(s) = s~ e=5. Cela
(>=1)! (—1)!

permet d’écrire

E(cc) — (m + 1) = m? /000 sP'(s)P(s)™ ds.

La fonction P est croissante sur [0, o0], car sa dérivée est toujours positive, et est & valeur dans
I'intervalle [0, 1]. L’intégrale E(cc) est transformée grace au changement de variable y = P(s),

1
Bleo) — (m+1) =m? [ PO )"y,
0

ott PCY représente linverse vis a vis de la composition de P.

Lorsque m tend vers l'infini, le comportement de l'intégrale est dicté par le comportement de
Iintégrande au voisinage de 1, & cause du terme y™~!. On étudie maintenant le terme P~ (y) au
voisinage de y = 1.
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Développement de P(~1. La fonction P~ (y) est définie implicitement par I’équation

_ b—
_e—PCV) _ P(—1)(y)e_P(—1)(y) e we—ﬂ‘”(y) + 1. (3.9)

v= b—1)!

En s’inspirant de l’article de Corless, Gonnet, Hare et Jeffrey [CGHJ93] sur la fonction de Lambert,
on obtient un développement asymptotique de P~ (y) en y = 1.

Lemme 3.4 La fonction P(_l)(y) admet le développement suivant au voisinage de y =1 :

1 1 loglog 1 1
P (y) = log + (b —1)loglog —— + log ———— + (b — 1)2& +0 (7> .

1—y 1—y (b—1)! logﬁ logﬁ

Preuve. Pour simplifier les notations, on choisit dés maintenant de noter L := log ﬁ et LL :=

log log ﬁ
Lorsque y est au voisinage de 1, P(~1)(y) est au voisinage de I'infini. On considére donc I’équation
simplifiée obtenue & partir de (3.9)

_pe-u) PO ()"

= (3.10)

l—y=e
On peut montrer formellement que cette simplification d’induit que des termes négligeables dans
I’échelle asymptotique du probléme.
C’est le terme exponentiel qui donne le comportement dominant de cette derniére équation, de
sorte que le premier terme du développement de P(~1)(y) est du type logarithmique. On pose

PV (y) =L+ A,

qu’on substitue dans (3.10). Cela donne e4 = %. En supposant A = o(L), cela se réduit a

A~ (b—1)LL.
On itére le processus : on pose

PCY(y) =L+ (b—1)LL + B,
qu’on injecte dans l'équation (3.10). Cela donne B ~ —log((b — 1)!). L’étape suivante est
P (y) =L+ (b—1)LL —log((b—1)!) + C,

qui donne e = (1+ (b—1)£L), dont on approche la solution par C ~ (b — 1)2£L. La derniére
étape est de poser

PCD(y) = L+ (b—1)LL — log((b— 1)) + (b — 1)2% +D,

soit D ~ (b — 1)%.

D’aprés l’article [CGHJ93| portant sur le développement de la fonction W de Lambert, on peut
montrer que P(_l)(y) admet un développement asymptotique complet mettant en jeu L et LL. On
se contentera ici des premiers termes,

oLL

PV (y) =L+ (b—1)LL —log(b— 1) + (b— 1) - 0 (%) ,
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lesquels suffisent & terminer la preuve du lemme 3.4.
[ |

Le développement obtenu pour P(—Y g'intégre terme a terme, y compris le terme d’erreur, ce
qui s’écrit

1 1 1 1
E(cc) = (m+1) = m® (/ Ly™ 'dy + (b - 1)/ LLy™ 'dy + log = / y™dy+

VLI 11
—1)2 m—1 2 om—1
=1 /0 LY dy+0(/0 L’ dy))

Le calcul de chacune de ces intégrales est décrit dans la section 3.6 et ne pose pas de difficulté
particuliére. On obtient alors le résultat annoncé dans le théoréme 3.2

3.4.3 Coiit de construction - Variance

Théoréme 3.3 La variance du cotdt de construction d’une table presque pleine de taille m et dont
les pages ont taille b vérifie
V(ce) = O(m?).

Pour calculer la variance, on commence par étudier le moment d’ordre 2, noté Ms. La dérivée
seconde de [z™*~1]f évaluée en t = 1 permet d’écrire

1
My + 2mE(cc) = mz/ PV ()2 s + o(m?). (3.11)
0

Pour calculer I'intégrale du membre droit de cette équation, on reprend le développement de P(—1)(y)
trouvé dans la section espérance, et qu’on rappelle ici

P (y) = L+ (b—1)LL —log(b—1!) + (b — 1)2% +0 (%) .

Le développement de P(-(y)? est alors égal a
PV (y)? = L242(b-1)L.LL—2L1og(b—1!)+(b—1)?LL* 4+ LL(—2(b—1) log(b—1!1)+2(b—1)%) +O(1).

Ce développement peut étre substitué dans 'intégrale de 1’équation (3.11), laquelle s’intégre
ensuite terme a terme. Le détail du calcul des intégrales est reporté a la section 3.6. Finalement, le
moment d’ordre 2 admet le développement asymptotique

My 4+ 2mE(cc) = m? ( log? m + 2ylogm + 2(b — 1)(log m log log m + ~log log m)
—21og(b — 11 (log m) + (—2(b — 1) log(b — 11) + 2(b — 1)) log log m + 0(1)).

La variance est égale & My — E(cc)?, et on constate que tous les termes dominants s’annulent

jusqu’a l'ordre m?2, ce qui permet d’écrire

V(ce) = O(m?).
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3.5 Tables a-pleines

Les résultats de la section précédente ont montré la dégradation de performance associée a des
tables presque pleines. Pour cette raison, il est souhaitable que les tables de hachage manipulées
soient au plus a-pleines (a < b).

Le coiit de construction des tables a-pleines est analysé dans cette section. On retrouve tout
d’abord des résultats de Larson [Lar83] en montrant que l'espérance du coit de construction est
asymptotiquement équivalent & pm, ol p est défini par une équation implicite, et ne dépend que de
«. Puis on donne une borne supérieure pour la variance.

3.5.1 Loi de probabilité

La série génératrice qui code ’état d’une table de hachage de taille m a été énoncée dans le
théoréme 3.1.

o0 2L (s2/m)
f(z,t) = %/0 e ta(z, z,8)™ ! (Z %xz +(1- t)xbszb(s/m)> ds,

ou a(z, z,8) = Zi-’;é (szé!m) T; + 12 Ry(s/m).
La série génératrice de probabilité du coiit de construction notée C(t) s’obtient par spécification

de z en 1, et en extrayant le coefficient de 2. On obtient alors

— ~1 1 S
cit) = = ( " >7 etV PRy (v)Prdy  (3.12)
Zz:; ’ Zjﬁjz::m— 1 Bo - Bo) Tljcp 3 /0 ’

Ejjﬁj:n_i
B m—1 1 % _my o pg, b B+l
o > BZ , (50,---,&)1_[3@]'!5]'/0 e R ) dy
jPi=m=
Ejjﬁj:n—b

De par la combinatoire du probléme, la série génératrice C(t) évaluée en t = 1 est égale a 1. Cette
évaluation, simple & obtenir, est utile pour calculer les moments suivants du cofit de construction
parameétre. On 1’écrit donc de maniére compléte :

b—1
m m— 1 1 >
1=) — ( ) - / e~ ™" Ry (v)Podu (3.13)
gz! z_: Boy---, 0 Hj<bj!ﬂj 0
2B =m—1
Zj jﬂ] =n—1
On détermine maintenant la forme asymptotique des deux premiers moments du cofit de construc-
tion.

3.5.2 Coiit de construction, espérance

L’espérance du coit de construction a été obtenue par Larson [Lar83]. La méthode utilisée ne
peut étre étendue aux moments suivants. On retrouve ici ce résultat, mais par une méthode qui
peur ensuite étre étendue au moment d’ordre 2.
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Théoréme 3.4 [Larson/ L’espérance du codt de construction est asymptotiquement équivalente a
mp lorsque m tend vers l'infini, ot p est défini par l’équation implicite

_n-b8 B Ry—1(p)

1
pm  m Ry(p)

00 pi
, avec ﬂ:mefpg R
i=b

La preuve de ce théoréme se fait en comparant l'expression de ’espérance a I’équation (3.13),
et est principalement basée sur la méthode de Laplace.

L’espérance du cotit de construction notée E(cc) s’obtient en dérivant la série génératrice C par
rapport a ¢, puis en évaluant la série obtenue en ¢ = 1.

E(cc) = C'(1). (3.14)

Pour la commodité des calculs, on choisit de décaler la série génératrice d’'un facteur ¢, ce qui revient
& décaler le colit de construction de 1.

- -1 1 * —mu, n—
E(ec) = Z% Z (ﬂor,n---,ﬁt)l_[i/o mve ™y" % R, (v)% dif3.15)

. q1B;
i— <bJ*
=0 2B =m—1 ’

Zj JBj=mn—1
-1 1 ©
- T (g e e
0y---9/9b '<b-7'J 0
Zj Bj=m—1 ’
ij/ﬁj =n-—>b

= I-J.

L’étude de ces sommes multiples est a priori complexe. De fait, pour obtenir un équivalent
asymptotique de I’espérance du cotit de construction, on utilise I’équation (3.13).

Nombre de pages pleines. On constate que les intégrales présentes dans ’expression de E(cc)
ne dépendent que de m, de b et de B, ce dernier comptant le nombre de pages pleines dans la table
de hachage. Larson, dans l’article [Lar83], a montré que la probabilité que k éléments aient tenté
de s’insérer dans une case donnée suit une loi de Poisson de paramétre = le colit de construction
moyen de chaque case, qui vérifie I’équation implicite

T = % —be *Ry(z) + ze” *Ry_1(z).

Une page est pleine s’il y a au moins b éléments qui ont tenté de s’y insérer, ce qui a une probabilité
pr = Y p>p€ “47. Elle est non pleine avec la probabilité complémentaire. Le nombre de pages
pleines est donc concentré autour de la valeur moyenne 3 = mp £, qui s’écrit

B =me *Ry(x). (3.16)

Le coiit de construction d’une table de hachage particuliére est a priori linéaire, et varie peu
selon la répartition des éléments dans la table, comparé & la variation des probabilités des différentes
répartitions. On peut donc approcher Sy ~ 3 dans les intégrales présentes dans l'expression du cofit
de construction moyen E(cc), ou dans ’équation (3.13).
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Etude de l’intégrale, pour m — oco. L’intégrale fooo e~ ™y~ Ry (v)Pedv avec éventuellement
quelques variations mineures intervient dans toutes les expressions ci-dessus.

On a vu précédemment qu’on pouvait étudier uniquement le cas B, = 8 (gréace a la concentration
de distribution de f3), ce qui simplifie beaucoup la situation. On pose donc

o
A:/ e ™" P Ry (v)Pdw,
0

qu’on va étudier en appliquant la méthode de Laplace.

On pose h(v) = —v + %logv + %log Ry(v). Cette fonction ne dépend que du taux de
remplissage « de la table et non pas de m. L’intégrale A se récrit sous la forme fooo M) dy.
En suivant toujours la méthode de Laplace, on observe que la fonction A ne présente qu’un seul
maximum sur [0, 00], et on pose h/(p) = 0. La valeur p est alors définie par ’équation implicite

_n-0b8 n B Re—1(p)

1 .
pm  m Ry(p)

Comme h ne dépend pas de m, la position du maximum n’en dépend pas non plus. La contribution
principale de l'intégrale a lieu au voisinage de ce point p.

Ce qui distingue I’équation (3.13) et la somme I de ’équation (3.15) est un facteur mv, noté en
gras dans 1’équation (3.15). L’importance de ce facteur est montrée le lemme suivant.

k gmh(v) mh(v)

Lemme 3.5 L’intégrale fooov
est défini par h'(p) = 0.

dv est asymptotiquement équivalente & p* foooe dv, ot p

kemh(v) gy est découpée en trois parties pour extraire le comportement

Preuve. L’intégrale fooov

central : It + L+ I3 == [[° = [7 “+ ppj:+fp°_ie, ou € est fixe (et petit). Soit A un majorant de
h sur [0,p — €] U [p + €,00[. La valeur X\ est strictement inférieure & h(p), de par sa définition. La
décroissance de h(v) lorsque v s’éloigne de p garantit une décroissance exponentielle du terme a
I’intérieur des deux intégrales I; et I3. Leur contribution a alors un comportement asymptotique

d’ordre de grandeur exponentiel égal & €™*. L’intégrale I, se comporte asymptotiquement comme
emh(p)

Lorsque m tend vers l'infini, comme A < h(p), les intégrales I; et I3 sont négligeables devant I5.
On peut alors écrire qu’asymptotiquement

o] pte
/ vk e ) gy N/ v ™) dy. (3.17)
0 p—€
La valeur de v dans l'intégrale de droite est encadrée par p — € et p + €. Cela permet d’écrire

pte pte pte
/ (p—e)Fem™W gy < / vFe™r ) dy < / (p + €)Fe™ ) gy,
p

—€ p—e€ p—e¢
L’équation (3.17) est valable pour k£ = 0, ce qui permet de récrire 'encadrement précédent
o o o
(p— e)k/ ™MW dy <. / k™) dy < (p+ e)k/ ™) dy. (3.18)
0 0 0

Le signe <. signifie que les inégalités sont valides asymptotiquement.
Comme les inégalités (3.18) valent quel que soit € > 0, le lemme 3.5 est prouvé.

Le cas particulier K =1 du lemme précédent entraine I ~ mp.
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Bilan. La somme J, définie dans I’équation (3.15) est asymptotiquement négligeable devant I,
car elle est égale a O(1).

L’espérance du coiit de construction est donc asymptotiquement équivalent a mp. La quantité p
est donc le colit de construction moyen d’une case, soit en reprenant les notations de Larson p = .
L’équation (3.16) donne alors I’expression de (3 recherchée.

Cela acheéve la preuve du théoréme 3.4.

3.5.3 Coit de construction, variance

Théoréme 3.5 Le moment d’ordre 2 du codt de construction d’une table a-pleine est équivalent a
m?2p?, ce qui fait que la variance du cotit de construction notée V vérifie V.= o(m?). Par conséquent
la distribution du codt de construction est concentrée.

Le moment d’ordre 2 du colit de construction est noté My. Comme 1'espérance, on peut ’obtenir
en dérivant la série génératrice C(t) par rapport a ¢, mais deux fois, puis en I’évaluant en ¢ = 1. On
obtient alors

b—1
m m—1 1 *°
My = E(cc) Z = Z 7'&/ (m2v2 — 2mv)e ™" Ry (v)Pr du
2.7 Bo .-, B) TLA Jo

B Yibi=m—1

_ o]
— Z <ﬂm lﬂ )71_[ lz-u,B» / 2mve*m”vn_b_b’3bRb(v)ﬂbHdU.
05-+-3/9 X2 *Jo
Zi Bi=m—1

Le terme dominant dans cette expression est celui qui contient le facteur m?. Ce terme peut étre
estimé en utilisant les mémes méthodes que pour l'espérance. Le lemme 3.5 nous dit que

00 00
/ ,UQemh(v)d,U ~ p2 / emh('u) dv,
0 0

ou p est défini par h/(p) = 0.
Cela entraine que My ~ m?p?, et donc qu’il y a une annulation des deux premiers termes dans
le calcul de la variance, ce qui termine la preuve du théoréme.

3.5.4 Extension

Cette approche par série génératrice multivariée est & mon sens trés riche. On a obtenu ici un
équivalent de ’espérance et une borne supérieure de la variance pour le colt de construction. II est
certainement possible d’obtenir bien plus. On voit déja que I'obtention du premier terme de tous les
moments du colt de construction peut étre faite sans difficultés. De plus, je pense qu'une analyse
plus poussée donnera accés a plus de termes du développement asymptotique de chaque moment du
colt de construction. Cette approche permet également d’obtenir des informations sur la répartition
des tables.

3.6 Appendice : Estimations d’intégrales

Ce lemme énonce les égalités nécessaires au calcul de 'espérance et de la variance du colt de
construction des tables presque pleines. On rappelle que L = log ﬁ et LL = loglog ﬁ
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Lemme 3.6 On dispose des évaluations asymptotiques suivantes

1
1
m/ Lym_ldyzlogm—i—'y—l—O( >
0 logm

1
1
m/ LLy™ ldy = loglogm + O ( )
0 logm

1
log1 1
m/ L/LLym—ldy:Mw( )
0 logm logm

! 1
1/Ly™ 'dy =
o ) =0 ()

1
m/ L2y™ Yy = log? m + 2ylogm + O(1)
0

1
m/ L.LLy™ ‘dy = logmloglogm + yloglogm + O(1)
0

1
m/ LL*y™ 'dy = (loglogm)? + O(1)
0

Le reste de la section est consacré & la preuve de ce lemme. Dans la preuve, il est commode de
substituer m — 1 — m dans les intégrales, ce qui n’affecte pas les résultats énoncés.

On commence par montrer le schéma qui est utilisé pour ’estimation de toutes les intégrales du
lemme. Soit f(y) une fonction & variation au plus logarithmique. Ici f(y) est égale & L, LL ou une

fraction rationnelle en ces deux fonctions. On pose y =1 — >

[ sowra= 1 [ (- 2) (- 4) "o

Cette intégrale est coupée en deux morceaux, par Z,, = m'/3. La partie a > x,, est majorée par
1 m m m
—/ Mf(l—i> da:Mf(l—x—m> NMfe_mm,
m [J, m m

ol My est un majorant de f sur lintervalle [z, m]. Si f(y) = L, My = logm, si f(y) = LL,
My = loglogm. Dans tous les cas rencontrés dans cette section, la contribution de l'intégrale pour
a > x, est exponentiellement négligeable. Pour la partie de l'intégrale a < z,,, on a & notre
disposition ’approximation (1 — £)™ = e~%(1 + O(z2,/m)).

On remarque de plus
1 m a\m 1
/ymdy:/ (1——) da = ——
0 0 m m + 1

Le terme d’erreur O (@) recherché pour les premiéres intégrales est noté O(I~1).

-
1 Tm a\m Tm
m/ Ly™dy = / log(m/a) (1 - —) da+ O™ ') =logm — / log ae™%a + O(I™").
0 0 m 0
L’intégrale de logae™® s’exprime de facon explicite, et on obtient

1
m/ Ly™dy = logm +y+ O(™").
0
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- [LL]

1 ITm
m/ LLy™dy = / log log(m/a)e™%da + O(I™")
0 0

Tm 1
= loglogm +/ log (1 _ e ) e %a + O(I71).
0 log m

L’intégrale de I’équation précédente est divisée en deux parties, autour de la valeurs a = 1 et
on montre

. loga Tm loga
1 1-— “Cda = -1 1 1— —aj _ -1
/0 og ( logm) e %da=0("") et /1 og ( logm> e %da=0("),

respectivement par la majoration log (1 - l%’gg%) < 1%% et la majoration ‘log (1 - %g%)‘ <

%gﬁa, toutes deux valables sur les intervalles d’intégration concernés.

Finalement on a prouvé

1
m / LLy™dy = loglogm + O(I™")
0

- [

! “m Jog1
m/ L/LLy™dy = / loglogm/a . . o)
0 0 logm/a

Les logarithmes se développent, ce qui donne

log(1—
loglogm/a loglogm [ 1+ 122(10;,2
logm/a  logm 1—x ’
ol = lfgg%. On distingue deux intervalles pour a, le premier est a € [0,z..!], le deuxiéme est

a € [z,,', Z,]. Dans le premier intervalle, on borne la fonction L/LL par un majorant M, et
dans le deuxiéme, on peut développer cette fonction en séries, et écrire

loglogm/a  loglogm (1+O(loga>) .

logm/a  logm logm

L’intégration de cet équivalent et de cette majoration donne le résultat recherché :

. log 1
m/ L/LLy™dy = w +o(u
0

ogm

~[1L

1 Tm 1
1/Ly™d: “oda + O !
m/0 /Ty y/o e a0

On utilise les mémes approximations qu’au point précédent, et le résultat est alors immédiat.

La précision recherchée est maintenant O(1) pour tous les termes qui suivent.



3.6. Appendice : Estimations d’intégrales

89
]

1 T
m/ L?y™dy = / (log m — log a)2e_ada +0(1)
0 0

Le terme fozm log? ae~%da est en O(1), le reste se calcule d’aprés les résultats précédents. On
obtient alors

1
m/ L2y™dy = log* m + 2log my + O(1).
0
- |L.LL

a logm

Lorsqu’on développe le produit dans l'intégrale, tous les termes s’intégrent grace aux résul-
tats précédents, sauf le terme log a log (1 — loga

Togmm ) On reprend les majorations écrites lors de
I’analyse du terme , et on obtient que

Tm 1
/ log alog (1 - loga ) e %da = O(1).
0

ogm

! m Tm loga —a
m [ L.LLy™dy = (logm — loga) | loglogm + log | 1 Je *da+ O(1)
0 0

Cela montre

1
m/ L.LLy™dy = logmloglogm + 7loglogm + O(1).
0
— | LL?

1 9 Tm loga 2
m/ LL y™dy = / (log log m + log (1 - ) e %da+ O(1).
0 0 logm

Lorsqu’on développe le produit dans I’intégrale, tous les termes s’inteégrent grace aux résultats
précédents, sauf le terme (log (1 — loga

2
i ogm> . On reprend les majorations écrites lors de I’analyse
du terme , et on obtient que

Tm 2
/ (log (1 — lloga ) e %da = 0(1).
0

ogm
Cela montre

1
m/ LL*y™dy = (loglogm)? + O(1).
0
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Le comptage probabiliste vise & extraire une certaine information qualitative d’un multiensemble
d’éléments, potentiellement trés grand. L’information recherchée est une estimation du nombre
d’éléments distincts, encore appelé cardinalité dans ’ensemble étudié, ce rapidement et avec peu
de mémoire. Cette question fait partie d’une problématique plus générale qui est de caractériser
au moins partiellement la distribution de la fréquence des éléments dans un ensemble de données,
dont l’origine et la distribution sont a priori inconnues. En reprenant les notations de Alon, Matias
et Szegedy [AMS99], on note F, = wa , oll z; est le nombre de d’occurrences de 1’élément i ; ce
chapitre est alors consacré & la détermination approchée de la quantité Fy qui représente la cardina-
lité. Comme les informations visées incluent des flots massifs de données, la difficulté du probléme
provient du fait que la mémoire disponible est extrémement petite, et ne permet absolument pas de
stocker ne serait-ce qu’une fraction non négligeable des éléments. L’objectif est d’obtenir la meilleure
estimation possible, tout en minimisant la quantité de mémoire utilisée.

Reésultats principaux. Le théoréme 4.1 énonce les résultats concernant ’analyse de I’algorithme
Loglog. Lorsque ’algorithme Loglog est appliqué & un multiensemble idéal de cardinalité n, et si on
note E,, la valeur retournée par l'algorithme alors

(1) L’estimateur F,, est asymptotiquement non biaisé, c’est-a-dire que, lorsque n — 00, la quan-
tité LE(E,) est voisine de 1 (& des fluctuations d’amplitude trés faible pres).

(13) Lorsque m mots mémoire sont utilisés, I’erreur standard, mesurée comme % V(E,) vérifie
quand n — oo, %\/V(En) ~ ﬂ\/_% (également a des fluctuations d’amplitude trés faible prés), ou les
valeurs de (3,, sont proches de 1.3, et sont décrites précisément dans le théoréme 4.1.

Les propositions 4.4 et 4.5 donnent I'espérance et la variance d’un algorithme de comptage par
collisions utilisé comme procédure de correction au chapitre suivant.
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4.1 Présentation du probléme

4.1.1 Probléme

La problématique de ce chapitre est :

Soit un multiensemble quelconque d’éléments, comment estimer avec une précision raisonnable
la cardinalité de cet ensemble, en une seule passe et avec un espace mémoire extrémement restreint ?

Une premiére réponse consiste & stocker tous les éléments triés en mémoire de facon unique,
et a la fin regarder la longueur de la liste. Cette approche présente deux inconvénients majeurs :
tout d’abord, elle demande de stocker tous les éléments distincts, ce qui peut étre trés coiliteux en
mémoire, et ensuite elle demande d’insérer tous les éléments de 1’ensemble, ce qui est trés coliteux
en terme de nombre d’accés & une mémoire secondaire, par exemple.

Les algorithmes efficaces qui répondent & cette question se servent de propriétés de distribution
de mots aléatoires, et permettent d’évaluer le cardinal de ’oeuvre compléte de Shakespeare (5Mb)
& quelques pour cents prés en utilisant une mémoire de quelques kilobits, cela sans supposer quoi
que ce soit sur la structure des éléments. Des résultats analogues peuvent étre obtenus pour des
ensembles de taille beaucoup plus grande. Par exemple pour des traces d’accés de pages webs, on
dispose de trés gros ensembles de données qui ont beaucoup de points communs globalement (une
ligne est constituée de ’adresse IP du client, de la date, du contenu de la requéte) et localement
(un méme client envoie plusieurs requétes successivement). L’algorithme Loglog présenté dans ce
chapitre ne tient pas compte de ces similitudes parmi les données étudiées, mais seulement des
éléments distincts, grace a l'utilisation de fonctions de hachage.

4.1.2 Motivations

Routeurs. Un routeur internet voit passer un flot continu de paquets, qui sont trop nombreux
pour pouvoir étre stockés. Estan et al. [EVF03] citent des traces d’en-tétes de paquets, produites
a4 un rythme de 0.5GB par heure sous forme compressée! Ces données ont été collectées pour
tracer un ver (Code Red, 1-12 Aott 2001), et l'objectif était de compter le nombre de sources
infectées distinctes circulant par ce routeur, pour ensuite tenter d’en localiser la source. On voit
sur cet exemple l'intérét crucial de ne pas stocker les données afin d’économiser la mémoire, de
faire peu d’opérations & chaque étape, car on doit pouvoir traiter les données & la volée, et enfin
on note que l'obtention du résultat exact n’est pas essentielle, qu’on peut se contenter d’'une bonne
approximation.

De maniére plus générale, I’analyse du trafic internet par les routeurs est trés demandeuse d’es-
timations qualitatives du trafic diverses et variées. Estan et al. dans [EV01, EVF03] présentent
une série d’exemples illustrant cette demande. Pour commencer, certains types d’attaques (“port
scan”) créent un nombre anormalement élevé d’événements caractéristique au niveau des routeurs,
qui peut alors permettre de les détecter. Ensuite cette analyse qualitative peut permettre de bien
dimensionner les routeurs, par exemple la taille des différents caches, afin d’optimiser leur utilisa-
tion. La figure 4.1, extraite de [EVF03]|, représente le nombre de connexions distinctes entrantes et
sortantes du réseau d’un campus américain. On observe un grand pic de connections qui correspond
& une attaque du site.
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Fi1G. 4.1 — Evolution du nombre de connections distinctes entrantes et sortantes, le jour d'une
tentative d’attaque du site.

Bases de données.

Les estimations probabilistes sont utiles dans la gestion de gros volumes de données. Dans
certains cas on peut fournir une réponse approchée & un probléme dans un temps beaucoup plus
faible que ce qu’il faudrait pour obtenir une réponse exacte. Voir pour cela la description du projet
AQUA par Gibbons et al. dans [GPAT9S].

Un autre exemple, proposé par Palmer et al. [PSFT01], décrit 1'utilisation d’algorithmes de
type comptage probabiliste pour une analyse extensive de la connectivité de la topologie du réseau
internet. Un des parameétres étudié est la détermination du nombre de paires de noeuds qui sont &
distance au plus h dans le graphe du réseau internet, pour chaque distance h. Etant donné que le
graphe de référence posséde plus de 300 000 noeuds, le nombre de paires & considérer est largement
supérieur 4 10'°. Cela rend problématique 1'utilisation des algorithmes exacts. En pratique, les
auteurs de [PSFT01] couplent un algorithme a priori sous-optimal avec des méthodes de comptage
probabilistes, et obtiennent de bonnes estimées. Grace a cela, ils ont pu obtenir des informations
extensives sur la métrique du graphe internet en ne gardant en mémoire qu’un trés petit sous
ensemble des données. Le temps d’exécution a alors été réduit d’un facteur supérieur & 400.

L’estimation de cardinal a de plus des applications en optimisation de requéte dans des bases
de données. Dans ce domaine, le fait de connaitre la cardinalité des ensembles ou sous-ensembles
étudiés permet de choisir la stratégie algorithmique la plus adaptée. Pour un probléme aussi simple
que l'intersection de deux grands ensembles A et B qui contiennent des répétitions, il existe plusieurs
maniéres de procéder. On note a et b le nombre d’éléments contenus dans A et B, et « et § le cardinal
(nombre d’éléments distincts) de A et B.

1. On peut trier A, puis chercher chaque élément de B dans cet ensemble, et ne garder que les
recherches fructueuses. Cette stratégie a un coit O(alog a+ blog o). On peut appliquer cette
stratégie en inversant les roles de A et B.

2. On peut trier A, trier B, puis faire 'intersection des deux ensembles triés, ce qui a un cofit
O(aloga+blog S+ a+ ).

3. Eliminer les répétitions dans A et /ou B par des méthodes de hachage, puis appliquer 'une ou
I'autre des méthodes précédentes. Le cotit dépend alors des méthodes de hachage utilisées. Si
le hachage se passe dans de bonnes conditions (Tables non pleines) la complexité est a + b +
aloga + Blog .

On voit alors que le choix de la meilleure stratégie dépend fortement des valeurs de cardinal, mais
que les estimations de ces valeurs n’ont en revanche pas besoin d’étre extrémement précises.
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4.2 Les réponses apportées - Un survol

Parmi les réponses apportées a ce probléme, on distingue dans cette section trois “familles” de
méthodes. Une sous-section est ici consacrée & chacune d’elles, afin de présenter les idées et les
principaux résultats. L'article de Astrahan, Schkolnick et Whang [ASW87| présente un survol des
méthodes disponibles en 1987.

Pour tous ces algorithmes, les données dont on évalue la cardinalité sont des mots binaires de
longueur finie. Il est toujours possible de se ramener & ce cas de figure grace & un hachage des
données. Selon les cas, et pour faciliter I’exposé, on peut choisir de présenter ces mots binaires de
longueur / comme des réels entre 0 et 1 ou comme des entiers entre 0 et 2 — 1. (On passe aisément
d’une présentation & I’autre par une multiplication par 2.)

Dans toute la suite, on suppose que I’ensemble des données distinctes est uniformément réparti
parmi les mots binaires ou les réels. Cette hypothése trés réaliste traduit le fait que les données
originales sont hachées. Elle est aussi validée a posteriori par les simulations présentées au chapitre 5

On expose tout d’abord l’algorithme de comptage probabiliste, qui est un ancétre des algo-
rithmes Loglog et super Loglog dont I’étude constitue la majeure partie de ce chapitre, ainsi que
du chapitre 5. Le deuxiéme algorithme discuté est 1’échantillonnage adaptatif, da a Flajolet [F1a90].
Le troisiéme est basé sur le comptage par collisions, et fait I’objet d’une analyse compléte dans
la section 4.3, car si cet algorithme est classique, son analyse n’avait pas encore été faite, & ma
connaissance. Dans cette section de survol, concernant cet algorithme, seuls les résultats seront
énoncés. La derniére sous-section est consacrée a des contributions de Estan, Varghese et Fisk, qui
fournissent des algorithmes efficaces, mais qui postulent quelques hypothéses supplémentaires sur
I’ordonnancement des données.

4.2.1 Le comptage probabiliste

L’algorithme de comptage probabiliste (Probabilistic Counting) présenté par Flajolet et Martin
dans [FM85] est un algorithme probabiliste qui estime le nombre d’éléments distincts dans un
ensemble en se basant sur les propriétés de fréquence d’apparition de préfixes. Cet algorithme est
étudié et étendu par exemple dans [KPS92, KPS96|.

La caractéristique a laquelle on s’intéresse est la longueur du préfixe de zéros de chaque mot,
ou, autrement dit, la position du premier 1 dans le mot. Si I’ensemble de mots qu’on considére
est aléatoire uniformément distribuée, c’est-a-dire que pour chaque mot, chaque bit vaut 0 ou 1
avec une probabilité 1/2, indépendamment des autres, la probabilité que la position du premier 1
soit au moins k dans un mot est 2%, pour k > 1 et inférieur a la taille des mots. On note n le
nombre de mots distincts dans cet ensemble aléatoire. Le maximum des positions des premiers 1
sur tout ’ensemble a une valeur moyenne proche de logy n (ce résultat est prouvé plus tard dans la
section 4.4.2). D’ou l'idée d’utiliser ces informations sur les positions des premiers 1 pour estimer
logy 1, et dans un deuxiéme temps estimer n.

L’algorithme de comptage probabiliste conserve en mémoire un tableau de bits noté T' de taille
la longueur des mots, et pour chaque mot de ’ensemble de mots étudié, coche la case % si le premier
1 arrive en position 7. Finalement T'[¢] vaut 1 s’il existe un mot dans l’ensemble qui commence par
0'1. On note R la position du zéro le plus & gauche dans le tableau T. L’article [FM85] montre
que ’espérance de R est équivalente a log, ¢n, & des fluctuations périodiques négligeables pres. La
valeur ¢ désigne une constante dont la valeur numérique est 0.77.... Cependant, ’écart type de
cette variable aléatoire est proche de 1.12, ce qui signifie que ’estimation de log, n est relativement
imprécise.
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L’idée est alors de séparer les mots en différents groupes, d’estimer le nombre d’éléments distincts
de chaque groupe, puis de regrouper ces résultats pour réduire la variance. On stocke alors en
mémoire m tableaux de bits, Ty,...,Tjn—1. Il est pratique de choisir m = 2%, car alors on peut
orienter les mots selon leurs k premiers bits, et aller ensuite chercher la position du premier 1 dans
le suffixe. Par exemple, si k = 2, le mot 01001... fera cocher la case T1[2]. A chaque tableau de bits

T; on associe la position du zéro le plus & gauche R;. D’aprés ce qui précéde, on sait que l’espérance
de la moyenne empirique des R; est log, ¢, et on pose alors E,, = %2 m comme estimateur

de n.

Proposition 4.1 L’algorithme “comptage probabiliste” fournit une estimation E, de la cardinalité
de l’ensemble qui est asymptotiguement non biaisée, et telle que

o) . A\ o8
n  Jm Y

ot m est le nombre de mots mémoire utilisés, et oo désigne l’écart-type.

On voit que pour une mémoire en bits égale & m fois la longueur des mots, on obtient une
erreur standard (définie comme 1’écart-type normalisé) de %. Par exemple pour avoir une erreur

standard de 2.5% sur des mots de taille 32 bits, il faut choisir m = 2'°, ce qui correspond a un
espace mémoire de 4ko.

4.2.2 L échantillonnage adaptatif

L’algorithme d’échantillonnage adaptatif (Adaptive Sampling) originellement di & Wegner est
présenté et analysé par Flajolet dans [F1a90]. Cet algorithme stocke en mémoire un échantillon
représentatif de mots, et infére ensuite le cardinal de I’ensemble & partir du cardinal de I’échantillon
et des conditions d’échantillonnages.

On dispose d’un espace mémoire de m mots, c’est-a-dire de taille m fois la longueur d’un mot. A
chaque instant, on stocke tous les mots qui satisfont le critére de filtrage. Au départ, ce critére est le
prédicat universellement vrai, c’est-a-dire que tous les mots le satisfont. Ensuite lorsque la mémoire
devient pleine, on durcit le critére de filtrage, afin d’éliminer une partie des éléments mémorisés, et
on continue. Un critére de filtrage simple consiste & sélectionner tous les mots commencgant par &
zéros, la valeur de k étant 0 au départ, et augmentant de 1 a chaque fois que la mémoire sature.
Au moment d’estimer le cardinal de I’ensemble total, on considére que les mots commencant par le
préfixe 0F sont représentatifs, et si v désigne le nombre de mots en mémoire, I’algorithme répond
v2k.

Proposition 4.2 L’algorithme d’échantillonnage adaptatif fournit une estimation E, de la cardi-
nalité de ’ensemble qui est non biaisée et telle que

o(En)

ot o désigne l’écart-type.

Cet algorithme est moins performant a priori que le comptage probabiliste, mais présente ’avantage
d’étre non biaisé non seulement en un sens asymptotique mais aussi pour des ensembles de petite
taille.



96 Chapitre 4. Comptage Probabiliste

4.2.3 Les méthodes de comptage par collisions

Le hachage est une transformation qui permet d’indexer les éléments d’un ensemble. Soit un
ensemble de données A, une fonction de hachage est une fonction de A vers les entiers inférieurs
a m. Ceci permet d’associer & un élément de ’ensemble une case de la table de hachage, qui est un
tableau de taille m. Ensuite selon les applications, différentes options peuvent étre choisies. Pour
I'indexation les éléments seront stockés (par exemple dans une liste chainée) dans la case qui leur
est associée. Ceci permet des recherches efficaces, & condition que les éléments se répartissent de
fagon équitable dans la table. D’autres stratégies ne permettent que le stockage d’un nombre borné
d’éléments dans chaque case et il faut alors trouver une méthode pour résoudre les débordements.
L’algorithme de hachage a essai linéaire essaye d’insérer I’élément dans la case suivante, voir le travail
de Flajolet, Poblete et Viola [FPV98, VP98|. Le hachage & essai aléatoire consiste & tirer une case
au hasard jusqu’a ce qu’il y ait une place libre. Le hachage a essai uniforme associe a chaque élément
une permutation des cases, et cherche une place vide dans la table de hachage dans l'ordre de la
permutation, cet algorithme est présenté par Larson dans [Lar83]. Ces stratégies ont été présentées
en détail dans le chapitre 3 dont le sujet est I’étude de I'algorithme de hachage & essais aléatoires.
Pour une étude générale voir [Knu98]. Le hachage permet aussi des tris trés efficaces, en temps
moyen linéaire, si I’on connait a priori des informations sur la distribution des éléments [Knu98].

Le comptage par collisions. Ce paragraphe présente l’algorithme d’estimation de cardinal basé
sur le comptage par collisions, ainsi que les principaux résultats. Pour ’analyse compléte, voir la
section 4.3. Cet algorithme, présenté par Whang, Vander-Zanden et Taylor dans [WVZT90] est
basé sur une fonction de hachage notée h. On dispose d’une table de bits de taille m, nommeée T.
La fonction de hachage h associe par hypothése & chaque élément un entier entre 0 et m — 1 avec
probabilité uniforme.

Algorithme de comptage par collisions.

Pour tout i : T[i]:=0;
Pour tout é&lement x, T[h(x)]:=1;
Soit V=#{T[i]=0} \\nombre de cases égales a 0

Si V différent de O Alors Retourner -mlog(V/m)
Sinon Retourner -mlog(1l/m)+m

On note E,, := —mlog(V/m) I’estimateur si le cardinal, inconnu, de I’ensemble étudié est n. On
a alors les résultats suivants sur ’espérance et la variance de E,,, notées respectivement E et V.

Proposition 4.3 On note u et 02 Uespérance et la variance du nombre de cases vides V. Ces
quantités s’expriment de la fagon suivante, avec p =n/m fixé
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Fi1G. 4.2 — Un exemple de table de hachage multirésolution.

Lorsque n est inférieur 4 cm, ot ¢ est une constante, l'espérance et la variance de l'estimateur E,
admettent les développements

Tant que n est proportionnel & m, ces développements se récrivent E(E,,) ~ n+ e"/#, et V(E,) ~

e™™ — 1. On constate sans surprise que le biais de I'algorithme augmente lorsque n devient grand
et que la variance augmente également avec n.

4.2.4 Les tables adaptatives

Cette section s’intéresse a des algorithmes proposés par Estan,Varghese et Fisk [EVF02]. Ces
algorithmes sont inspirés de l'algorithme de comptage par collisions, mais contrairement & celui ci,
fournissent des résultats pour des valeurs de n grandes. L’idée commune & cette gamme d’algorithmes
est de faire évoluer la granularité de la table de hachage. Cette stratégie repose sur I’hypothése
que les éléments sont répartis de facon “relativement uniforme”. Cette restriction empéche cette
famille d’algorithmes d’étre universelle, cependant, sur certaines données réelles comme des traces
de routeurs, les résultats obtenus sont compétitifs.

Table adaptative. L’algorithme de la table adaptative (adaptive bitmap) est une méthode qui
est basée sur le hachage et les estimations de collisions, avec des parameétres évoluant dynami-
quement de sorte a toujours utiliser des tables de hachage raisonnablement pleines, ce grace & un
bon choix d’échelle. Cette méthode est développée par Cristian Estan, Georges Varghese et Mike
Fisk dans [EVF02, EVF03]. D’autres problématiques de comptage sont étudiées avec des méthodes
similaires dans [EV02].

Les différents algorithmes basés sur ce type de méthodes qui sont présentés dans [EVF03] sont
utilisés en pratique pour résoudre un certain nombre de problémes, parmi lesquels ’analyse qualita-
tive de flots internet au niveau des routeurs, la détection systématique de scan de ports, ou encore
I’estimation de taux de diffusion de virus le long du réseau. Pour toutes ces applications, ils ont
permis des gains en mémoire extrémement significatifs.

Table multirésolution. L’algorithme d’estimation de cardinal le plus simple est le comptage par
collisions. Cet algorithme présente le sérieux inconvénient de devenir totalement inadapté lorsque le
cardinal & estimer devient trop grand. Pour pallier ce probléme Estan et al. proposent d’utiliser une
table multirésolution (multirésolution bitmap) qui est une table de hachage dont la résolution est
variable selon la zone dans laquelle on se trouve. Formellement, la résolution d’une zone est définie
comme la densité de ses cases.
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La figure 4.2 propose un exemple avec quatre niveaux de résolution. Sur cette figure, les précisions
relatives des quatre zones sont dans les rapports 1, 2, 4 et 8. Ceci permet, aprés coup de choisir la
zone qui avait la bonne résolution, et d’estimer le cardinal recherché grace au taux de remplissage
de cette partie (en ajoutant éventuellement une influence des zones voisines). En pratique, cette
méthode impose une limitation assez restrictive sur la taille du cardinal a estimer, car au dela de
cette limite, aucune zone ne posséde la résolution adéquate, et la table est entiérement pleine.

Table multirésolution adaptative. La méthode utilisée en pratique est un mélange entre les
tables adaptatives et les tables multirésolution, laquelle est présentée maintenant.

Pour résoudre le probléme de “zone de validité” trop petite et fixée par avance, Estan et al. ont
proposé un algorithme basé sur des tables multirésolution adaptatives. Remarquons tout d’abord que
I’algorithme basé sur une table multirésolution tel qu’on I’a présenté dans le paragraphe précédent
maintient une seule table de hachage, mais d’un point de vue théorique on peut considérer qu’il se
base sur plusieurs tables de hachage, chacune avec une résolution différente, et toutes disjointes. On
suppose dans la suite que les éléments & étudier sont lus comme des entiers entre 0 et 1. De maniére
générale, on dispose de m tables de hachage, Hi,. .., Hy,, toutes couvrant un intervalle distinct (par
exemple, au départ, la table H; couvre l'intervalle [27%,27%71]), et de résolution de plus en plus
précise (par exemple on peut doubler la résolution entre deux tables consécutives).

L’idée de la table multirésolution adaptative est que lorsque la premiére table est d’une résolution
trop grossiére, et ne peut plus étre utilisée pour donner d’information, alors on cesse de la maintenir,
on décale toutes les tables (c’est & dire H; := H;11), et on crée une nouvelle table Hy, qui est d’'une
résolution plus précise que H,, 1 et couvre, par exemple, 'intervalle [2=™, 2=™*+1]. Ainsi I'intervalle
de validité se décale au fur et & mesure des besoins, et cette adaptabilité permet d’estimer le cardinal
de I'ensemble étudié avec une zone de validité beaucoup plus grande.

Cet algorithme présente le défaut de nécessiter pour sa validité des hypothéses particuliéres
portant sur la distribution des éléments. Méme si ces hypothéses sont vérifiées dans un certain
nombre d’applications, elles empéchent cet algorithme d’étre une solution universelle au probleme
d’estimation de cardinalité. Le probléme vient du fait que lorsqu’on décale d’un cran les tables de
hachage, la table H,, se met a recueillir des informations sur un intervalle qui jusque la avait été
négligé. Les résultats de cet algorithme ne sont donc valables que si ce qui se passe dans la zone
nouvellement couverte par H,, est “représentatif” de ce qui s’y passait avant, c’est-a-dire si le flot
de données est en un certain sens “homogéne”.

Résultat 4.1 A partir de résultats expérimentaux et d’une analyse heuristique, on obtient les ré-
sultats suivants.

L’algorithme d’estimation de cardinal basé sur une table de hachage multirésolution adaptative
renvoie une estimation non biaisée lorsque les données sont distribuées de fagon homogéne. De plus

la précision attendue est
Précision = 0—9
ﬁ’
ot la taille de la mémoire auxiliaire utilisée est m1ogNmaz, aveC Npmar la limite de wvalidité de
l’algorithme.

En conclusion ce type de méthode fournit d’excellents résultats pratiques pour des applications
qui présentent une “bonne” répartition des données. Par exemple, une table multirésolution adap-
tative permet d’évaluer le nombre de flots distincts sur un lien internet en utilisant une mémoire de
2Ko avec une erreur moyenne de moins de 1%, tant que le nombre de flots distincts est inférieur &
100 millions [EVF02].
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4.3 Comptage par collisions - Analyse

Cette section présente l'analyse de 1’algorithme de comptage par collisions déja introduit dans
la section 4.2.3 et qu’on rappelle briévement. On dispose d’une fonction de hachage h uniforme et
d’une table de bits de taille m, dans laquelle on hache un ensemble. Au début de ’algorithme, toutes
les cases de la table sont initialisées & 0. Ensuite, pour chaque élément x de ’ensemble, la table est
mise & jour en mettant la valeur de la case h(z) égale a 1. A la fin, la case 7 vaut 1 s’il existe x tel
que h(z) = i, et 0 sinon. On observe que l’état de la table de bits a la fin de I’algorithme ne dépend
que de I’ensemble des éléments distincts, et pas des répétitions éventuelles.

Pour obtenir une estimation de n le cardinal (inconnu) de cet ensemble, on se base sur le
remplissage de la table de bits. La variable aléatoire qui code le nombre de cases vides dans la table
aprés hachage d’un ensemble de cardinal n est notée V,.

4.3.1 Choix de P’'estimée

Pour étudier la distribution de V;,, on fait appel au formalisme des urnes, lequel permet d’obtenir
directement les résultats recherchés. On considére qu’un élément haché est une boule lancée, et que
les cases de la table de hachage sont des urnes. La probabilité qu’il y ait k& cases vides est notée
Pk = Pr(V, = k).

Lorsque n boules sont lancées dans m urnes avec probabilité uniforme, la probabilité p, j qu’il
y ait k urnes vides est

m! n (1 m
Pk = 2im {m _ k} = alw]l"(e® 1+ )™,

ou la notation {7} désigne les nombres de Stirling de deuxiéme espéce, voir [AS73, GKP94| pour la

définition de ces nombres et leurs propriétés. La série génératrice de la variable aléatoire est

> paguts /nl = (/™ =14 u)™.

La variable z code le nombre d’éléments jetés dans la table, et w le nombre de cases vides. Pour
comprendre cette série génératrice, on observe simplement que chaque urne est soit vide soit non
vide. Si une urne est vide alors elle est codée par z%u qui marque le fait qu’il y ait une urne vide
(u) qui contient zéro éléments (2°). Et si au contraire une urne est non vide, alors on la marque par
uo(ez/ ™ — 1), car cette urne ne compte pas comme urne vide, et contient au moins un élément. Le
coefficient 1/m dans l’exponentielle est la normalisation qui permet d’obtenir une série génératrice
de probabilité. La série génératrice s’obtient alors en élevant /™ — 1 + u & la puissance m pour
prendre en compte le fait que les boules se distribuent parmi m urnes.

La moyenne du nombre de cases vides s’obtient facilement en dérivant la série génératrice (ez/ m_
1 + u)™ par rapport & u (ce qui vaut Ekpn,kukz" /n!) puis en l’évaluant en v = 1 (on obtient
> kpp k2™ /nl), et finalement en extrayant le coefficient de 2™ et en multipliant le tout par nl. On
obtient alors que l’espérance de V;, notée u(n) vaut

u(n) = m (1— %)n

Cette valeur est approchée par me™", avec p qui est le taux de remplissage de la table c’est-a-dire
p=n/m.
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Fi1G. 4.3 — La moyenne plus ou moins I’écart type du nombre de cases vides dans la table de hachage.

La variance, notée o(n) est obtenue par la formule usuelle (1) + f/(1) — (f(1))? o1 f désigne
la série génératrice des py, , soit

o?(n) = m(m — 1) (1— %)n—l—m(l— %)n—mQ (1— %)%

La variance peut étre approchée par m (e"’ — e‘2p) lorsque n et m tendent simultanément vers
'infini. Lorsque la valeur de n n’est pas explicitement nécessaire, on note p(n) et o(n) respectivement
p et 0. La figure 4.3 montre la courbe y = p(n), pour m = 100, entourée des courbes y = p(n)+o(n).

L’estimation de la valeur moyenne de V,,, soit u(n) ~ me~™™_ suggere de choisir comme esti-
mateur de n :

E, := —mlog —.
m

Ceci fournit ’algorithme d’estimation de cardinal de comptage par collisions qui a été annoncé dans
la section 4.2.3. Le cas particulier ol la table de hachage est pleine doit étre traité séparément car
le logarithme n’est alors plus défini. La solution choisie ici est d’utiliser l’estimation pour le cas oil
la table est presque pleine (V;, = 1) et de considérer qu’il faut environ m essais pour la remplir
entierement. L’estimation renvoyée pour le cas V,, = 0 est alors mlogm + m

Le reste de la section est consacré & 1’étude de la variable aléatoire E,, en commencant par la
distribution de V,.

4.3.2 Description du nombre de cases vides

L’étude de V,, se fait en deux temps. Tout d’abord on montre que V,, peut étre approximée par
une gaussienne au voisinage de sa moyenne p, et on trouve ensuite une majoration & décroissance
exponentielle en dehors de cette zone. Comme l’essentiel de la distribution est située autour de la
moyenne, ainsi qu’on le voit sur la figure 4.4, cette approximation gaussienne peut étre utilisée pour
I’étude de E,.

V., est gaussienne. On pose f(z,u) = (e —14u)™ qui est & normalisation prés la série génératrice
de probabilité de V,,. L’objectif est d’estimer le coefficient de 2™ dans f(z,u). On se propose de
procéder par méthode de col appliquée aux grandes puissances. Cette méthode est détaillée par
Drmota et Soria dans [DS95]. On a
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Fi1G. 4.4 — Distribution de Vgg, avec m = 100.

1 (e* —14+u)"™dz
n —_ _

Ici I'intégrale est prise le long d'un contour entourant 0. On pose h(z,u) = log(e® — 1+u) — > log 2,
ce qui donne

1 () = g e

2 z
Par la méthode classique de col, on obtient que

() ~ o ! — MW" B(u)
(2" f(z,u S )2 Ca)m u u),

ot ¢(u) est le point col, défini par 1’équation implicite ¢ (u)eS(u)/(e¢(u) — 1+ u) = p. Cette approxi-
mation est uniforme pour u dans un voisinage compact de 1. Pour une preuve détaillée voir ’article
de Drmota [Drm94b].

Par le théoréme des quasi puissances de Hwang [Hwa94], ou en anglais dans [FS05], on conclut
ensuite au fait que la loi de V,, est asymptotiquement gaussienne.

_ Ge=w)?
On obtient par une seconde application de la méthode de col I'équivalence p, ; ~ e 202 !

oV2n’
lorsque k est situé dans un voisinage de p de rayon by, , := olog®m, a < 1/2. Ceci va permettre

d’étudier E,, dans la région centrale de cette gaussienne.

Grandes déviations. Pour le cas ol k n’est pas situé prés de u, on peut utiliser la méthode de
col pour obtenir des bornes de grandes déviations de p, . On obtient qu'’il existe C1, Cy tels que

Png < C1(Cg)|“_k| avec Cy < 1.

Preuve.

. . . ! A(uo)™ B(uo) e .
On dispose de la majoration ppx < 5% Lo ok %) TLorque ug est inférieur & 1, cela montre une

0
décroissance exponentielle des coefficients p,, x, pour k < p.
Le cas ol k est plus grand que la moyenne est analogue, et traité de la méme maniére. |
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4.3.3 Analyse de ’espérance de l’estimateur FE,

Le calcul de ’espérance de E,, permet de déterminer si ’estimateur est bon, et éventuellement
modifier le choix de ’estimateur initial, afin d’en obtenir un nouveau qui soit non biaisé.

Proposition 4.4 L’espérance de E, admet le développement asymptotique

2 2
o o
EFE, —n—l—m2lu2 +0<mﬁ>,

lorsque n est inférieur a cm, ot ¢ est une constante arbitraire fizée.

Preuve. L'espérance de E,, s’écrit ), —mlog %pn,k + m(logm + 1)py. Le cas particulier £ = 0
n’est en fait pas essentiel, car, tant que n est proportionnel & m, la probabilité py est exponentielle-
ment négligeable Ceci provient par exemple de I’équivalence pg ~ 1 — (1 — e~ ”)™. Dans la suite, la
notation Z ou a et b ne sont pas nécessairement entiers, représente E[ 1 c’est-a-dire une somme
sur tous les entiers de l'intervalle [a, b].

On applique un changement de variable k := k — u pour centrer la variable aléatoire, et on
développe le logarithme par log = ki — jog £ 1 log(1+ %) ce qui donne

m—pu

k
EE, =n — Z mlog(l + =)pn ktpu-
k=—p+1 H

Dans cette équation, le premier terme n est le terme principal, et le terme somme apporte des cor-
rections. Pour chacun des termes de cette somme, c’est la probabilité p, ; qui dicte le comportement
général tandis que le logarithme n’apporte qu’une légére modification. En particulier le comporte-
ment des probabilités rend les termes de la somme qui ne sont pas proches de k = 0 négligeables. On
découpe donc la somme en trois parties, la partie centrale autour de £k = 0 et les deux extrémités.

On écrit alors
_bn ,m bn ,m

Z Z Z Z =51+ 52+ 83,

k=—p+1 k=—p+1 k**bn m k= bn m

ol by, = 0log®m est la limite de la zone ot I’approximation gaussienne a lieu.

On s’intéresse tout d’abord a la somme Sy qui est la plus importante, et sur laquelle on peut
_ (k—p)? .
appliquer I’équivalence p,  ~ e 202 #ﬁ Sur cette zone de sommation, on peut développer le

logarithme en série entiére, et ensuite intervertir les deux sommes (par exemple grace au théoréme
de Fubini) pour aboutir au développement suivant :

bnm
SQ ~ Zm \/—2 Z —e 20’ .
i>1 2ro k=—bnm 7%

On remarque tout d’abord que lorsque l’entier ¢ est impair, pour des raisons de symeétrie, le terme

b k
k"_’fbn . kK eT27 est nul, la somme Sy est donc restreinte aux ¢ pairs. Pour étudier cette somme,

on énonce fe lemme suivant.

. b 2i . L . L .
Lemme 4.1 Soit K; := ) "™, ke 2 —_ alors K; est une suite décroissante, de décrois-
n,m WU oV2m

sance géométrique K; 11 < f et on a de plus K1 ~ Z—; Ko ~ 3%2 et K3 = O(Z_z)'
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Preuve du lemme. La décroissance géométrique se prouve grace & la majoration (k/u)? < 1/4, et
2

les équivalents pour K1, Ky et K3 se prouvent en montrant que ZZ’;’an . Z—ze_# ~ ffooo z—Ze_zfr_?dac,
pour i = 1,2, 3, et en calculant 'intégrale.

Ce lemme permet d’écrire que Sy = Zim_;i(i. La preuve de la proposition 4.4 dépend alors
uniquement des majorations des sommes 57 et Ss.

La somme S; est majorée facilement grace aux observations suivantes. Lorsque —p +1 < k <
—by,m alors on a les majorations suivantes |log(1+k/u)| < logp, et ppx < C1(Cs)P»™, ce qui donne
finalement pour S;

S1 < m?log pCy(Co)"m.

Ce qui prouve la décroissance exponentielle de S; lorsque n est proportionnel & m. On montre de
fagon exactement identique la décroissance de la somme Ss.
Il est possible d’obtenir un développement de EE,, avec plus de termes, comme le suggére le
lemme 4.1, & condition d’avoir une estimation plus précise des probabilités py, .
|

Remarque. Lorsque la table de hachage est pleine, ’estimation du nombre d’éléments renvoyée
par I'algorithme est équivalente & mlogm. Ceci n’est pas une surprise, car cette valeur apparait
déja dans le probléme du collectionneur de coupons qui est présenté par exemple par Motwani et
Raghavan dans [MR95], et rappelé dans la section 3.4.1. Le collectionneur de coupons achéte des
tablettes de chocolat Poulain, et collectionne les vignettes. On suppose que les vignettes sont toutes
équiprobables, combien de tablettes devra manger en moyenne le collectionneur avant d’avoir un
album plein ? La réponse est équivalente & m logm ot m est le nombre de vignettes. Le probléme du
collectionneur de coupons est le méme que le comptage par collisions dans une table de hachage : il
suffit de considérer que chaque vignette Poulain est représentée par une urne, et que chaque tablette
de chocolat est un élément haché dans la table. La table de hachage est pleine lorsque la collection
est compléte (ou réciproquement), et ce au bout d’un temps moyen équivalent & m logm.

4.3.4 Analyse de la variance de E,

Le moment d’ordre 2 de E,, est égal & My := Y, (mlog(k/m))*pnk, ce qui permet d’écrire la
variance de E,, sous la forme

VE, =Y (mlog(k/m))*pnk — (Z —mlog(k/mﬂpn,k) :

k k

On peut énoncer la propriété suivante

Proposition 4.5 Lorsque n est plus petit que cm, ot ¢ est une constante fizée, on a

2
o
VE, ~m’—.
I
Preuve. On s’intéresse ici & trouver un équivalent de My. Pour cela, on utilise les approximations et
majorations de pj, , montrées dans la sous-section précédente, et comme pour I’espérance, on coupe

la somme en trois parties, aprés ’avoir recentrée.

m—u _bn,m bn,m m—u

M, = Z (mlog((k + p)/m))*priy = Z + Z + Z =51+ 52+ Ss.

k=—pu+1 k=1—p —bn,m bn,m
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Pour la partie centrale So, on applique I’approximation gaussienne de py, .

bn,m

® 1

S 3 (mlog((k +p0)/m))Pe 27 ——

_bn,m
Comme pour l'espérance, on développe le logarithme, log((k + u)/m) = log(u/m) + log(1 + k/u).
En développant ensuite le carré autour du logarithme et en utilisant les résultats de la section
précédente on obtient

2 o’ o’ 2 s 2 B 1
So=mn +2nm(—+o<—)>—l—m log“(1+ k/u)e 202 .
22 w? _§m / V2mo?
On appelle A la somme dans I’équation ci dessus. Dans cette somme, on développe le logarithme,
en ne gardant que les premiers termes de puissance paire (par symétrie les termes de puissances
a

impaires n’apportent aucune contribution). On obtient alors A ~ R Lorsqu’on compile tous ces
résultats, on obtient un équivalent de Ss

2 2 2 2
o o o o

Sy = n*+ 2nm (—+o(—)> +m? (—-I—o(—)).
22 112 112 12

La somme S7 est majorée grace aux résultats de grandes déviations obtenus sur p,k, et a des
majorations grossiéres sur le reste. Ces résultats permettent d’écrire

S1 < m3log? mC (Cy)? 8" ™,

qui montre une décroissance exponentielle de S;. La somme S3 est majorée de maniére parfaitement
similaire, et on a ainsi prouvé que M est équivalent & Sy. Il n’y a alors plus qu’a regrouper tous les
développements obtenus pour conclure que

2
VE, ~ m? (0—2> :
1

ce qui achéve la preuve de la proposition. |

4.3.5 Algorithme

Les résultats de la proposition 4.4 montrent que ’algorithme de comptage par collisions classique
est biaisé. Le fait de connaitre le biais permet de développer un nouvel algorithme, basé sur les mémes
idées, mais qui corrige ce biais. Pour obtenir un algorithme non biaisé, il suffit a priori d’inverser la
formule de la proposition 4.4. Cela n’est pas directement réalisable, mais une maniére d’approcher
cette inversion est de procéder par raffinement successifs.

On rappelle la relation entre I’espérance de E,, et n :

E(E,) = n+m20:2% o (ma2(n)> |

ou
p(n) ~me? o*(n)~m(e?—e ) p= n
m
L’algorithme consiste & obtenir une valeur approchée de n par la méthode classique ng = Ej,
puis raffiner cette valeur en approchant u(n) et o(n) par u(ng) et o(ng).
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FiG. 4.5 — Comptage par collisions classique versus comptage par collisions raffiné, pour m = 100,
et n < 250. Les courbes représentent les valeurs de |E,/n — 1|, ou E, est l'estimateur, soit de
Palgorithme classique [trait fin], soit de ’algorithme raffiné [trait épais|.

Algorithme de comptage par collisions (II)

Pour tout i : T[i]:=0;
Pour tout é&lement x, T[h(x)]:=1;
Soit V=#{T[i]=0} \\nombre de cases égales & 0
Si V différent de O Alors nO=-mlog(V/m)
Sinon n0=-mlog(1/m)+m
mu :=mexp(-n0/m); sigma2:= m(exp(-n0/m)-exp(-2n0/m));
Renvoyer nl:=n0-msigma2/(2mu~2);

Cet algorithme renvoie une premiére valeur raffinée de n. La précision pourrait étre améliorée
en se basant sur un développement de ’espérance plus long, et plus d’étapes de raffinement. La
figure 4.5 montre le comportement de 1’algorithme de comptage par collisions (II) par rapport au
comptage par collisions classiques. On observe que le niveau de raffinement choisi dans le programme
ci-dessus est déja tres bon.

4.4 L’algorithme “Loglog counting”

L’algorithme “Loglog counting” [DF03] permet d’estimer efficacement, rapidement et avec trés
peu de mémoire auxiliaire le nombre d’éléments distincts dans un grand ensemble de données.
C’est un algorithme probabiliste, dont la précision attendue est fonction de la mémoire utilisée. Par
exemple, avec ’espace mémoire utilisé par la Figure 4.4 (256 caractéres utilisant chacun 5 bits), on
évalue le cardinal de I'oeuvre compléte de Shakespeare avec une précision de 9.4%.

ghfffghfghgghggggghghheehfhfhhgghghghhfgffffhhhiigfhhffgfiihfhhh
igigighfgihfffghigihghigfhhgeegeghgghhhgghhfhidiigihighihehhhfgg
hfgighigffghdieghhhggghhfghhfiiheffghghihifgggffihgihfggighgiiif
fjgfgjhhjiifhjgehgghfhhfhjhiggghghihigghhihihgiighgfhlgjfgjjjmfl

Fi1G. 4.6 — Espace mémoire utilisé pour estimer le nombre de mots différents dans I’oeuvre compléte
de Shakespeare (disponible & http ://the-tech.mit.edu/Shakespeare/). L’estimée obtenue ici
est n® = 30897, et le nombre exact est n = 28239.
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§ c{0,1} R Duplication
Uniforme Mélange UTILISATEUR
%y Multiensemble 90t

‘ !
% Cardinal (9)="777

Fi1a. 4.7 — Un sous-ensemble de {0,1}* est choisi uniformément (par ’ange) puis dupliqué et
mélangé arbitrairement (par le démon) et enfin remis a l'utilisateur qui doit estimer son cardinal

4.4.1 Enoncé du probléme

Le probléme posé est d’évaluer le cardinal d’un multiensemble U. Pour cela, on suppose encore
disposer d’une fonction de hachage h, qui transforme les éléments de U en des chaines de bits de
taille suffisamment grande et telles que les bits de la valeur hachée aient ’apparence d’un aléa
uniforme et indépendant. Cette supposition est justifiée par Knuth qui écrit dans [Knu98| : “It is
theoretically impossible to define a hash function that creates random data from non-random data
in actual files. But in practice it is not difficult to produce a pretty good imitation of random data.”

En se basant sur cette supposition, le probléme est alors modélisé de la fagon suivante.

— Soit B = {0,1}* D’ensemble des mots possibles. Un multiensemble idéal 9t de cardinal n
est construit comme suit. On pioche tout d’abord m mots de facon aléatoire dans B, avec
probabilité uniforme (i.e. chaque lettre de chaque mot est indépendante de toutes les autres
et vaut 0 ou 1 avec probabilité 1/2 ). Puis on réplique certains éléments de facon arbitraire et
un nombre de fois quelconque. Enfin on applique une permutation arbitraire.

~ On dispose alors du multiensemble idéal 9t (potentiellement trés grand), et le but est de
déterminer la valeur (inconnue) de n, avec un coit mémoire trés faible et peu de calculs. On
souligne le fait qu’aucune hypothése n’est faite sur la nature et le nombre des réplications,
ainsi que sur la permutation finale (qui peut par exemple trier les éléments).

— Ce processus est illustré par la Figure 4.7.

Le fait de considérer des mots infinis facilite la présentation pour 'instant. L’algorithme portant

sur des mots finis ainsi que ses performances seront discutés plus tard, a la section 5.4.

4.4.2 Intuition

Dans cette sous-section, on s’intéresse a des mots binaires infinis sur I’alphabet {0,1}. Pour
un mot aléatoire, c’est-a-dire dont chaque bit est 0 ou 1 avec probabilité 1/2, la probabilité de
commencer par au moins k zéros vaut 2~%. Par conséquent, la probabilité de commencer par moins
de k zéros est égale 3 1 —27%. Lorsqu’on considére un ensemble de n mots binaires infinis aléatoires
indépendants, la probabilité que le plus grand préfixe de zéros soit de longueur inférieure ou égale
a k est alors (1 — 27%)”. Finalement on obtient que la probabilité que la taille M du plus grand
préfixe de zéros soit égale a k, noté P, (M = k), vérifie

Po(M=k)=(1-2"F"—(@1—27FHn (4.1)

Espérance de M

Pour calculer l'espérance de M, on considére la courbe déterminée par P,(M > k) =1 — (1 —

—n2~k

27%)" lorsque k varie. On remarque tout d’abord que (1 —27%)" ~ e , et on va en fait étudier
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FIG. 4.8 — Tracé de la probabilité que M > k, pour n = 10% mots, pour 0 < k < 4logn.

la courbe définie par 1 — e_”Q_k, qui est représentée Figure 4.8 pour n = 108. On observe sur cette
courbe qu'il y a un effet de seuil, que si & est inférieur & logy n alors la probabilité est trés proche
de 1, et si k est supérieur a log, n, elle vaut presque 0. On va maintenant prouver la réalité de ce
phénomeéne, ce qui permettra ensuite d’évaluer ’espérance de M. Plus précisément, on énonce les
propriétés suivantes :

~ Sik <logyn —loglogyn. Alors 1 —e "2 " > 1 — 1/n.

~ Si k < logyn + loglogyn. Alors 1 — e 27"
exponentielle de la queue de distribution.

L’espérance de M s’exprime comme ), P, (M > k). D’aprés ce qui précéde, cette somme est
équivalente & loggyn :

< 1—1/logyn, avec de plus une décroissance

En (M) ~ logy n.

L’espérance de M est obtenue de maniére beaucoup plus précise grace a la transformation de
Mellin. On dispose alors un développement asymptotique de E(M) jusqu’a n’importe quel ordre.

Cette étude a été rappelée dans la section 1.2.2, et peut étre trouvée dans [FGD95|. Le développe-
ment obtenu dans la section 1.2.2 est

Y
B, (M) = logyn + Tog2 + €(logy n) + o(1).

otl €(n) est une fonction périodique de période 1, et d’amplitude bornée par 1075,

Choix de Pestimée

Sachant que l'espérance de M est équivalente a logy n, il pourrait étre tentant de considérer 2M
comme estimée possible de n. En fait I’espérance de 2™ est infinie.

L’idée suivante consiste & séparer les éléments en m groupes, qu’on appelle urnes, oll m est un
parameétre de controle de l’algorithme. Une méthode trés simple pour réaliser cette séparation est
de choisir m = 2%, et d’utiliser les k premiers bits de chaque élément comme numéro de 'urne dans
laquelle ils sont placés. Ensuite, pour chaque urne, on efface les k premiers bits de chaque mot (cette
information a déja été utilisée), et on calcule la valeur M du maximum des positions du premier
1 prise sur les éléments de cette urne. On obtient alors m maximums qu’on note My, ..., M;_1
(& 'urne numéro % correspond le maximum M;). On s’intéresse alors a la moyenne arithmétique
des valeurs M;, %ZMZ comme estimée potentielle de log,n. On verra plus tard, au cours de

I’analyse, que ’espérance de la puissance de cette moyenne m2m = Mi | est % (il y a une constante
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de correction ,a des fluctuations trés petites prés, qui sont étudiées au cours de I’analyse). On pose
donc comme estimée

E, = ay2m =M, (4.2)

Ensuite se pose la question de la qualité de la réponse, laquelle est déterminée par la variance de
FE,,. La définition de ’erreur standard permet de formaliser cette notion :

Définition 4.1 Soit une variable aléatoire X de moyenne p et de variance o?, Uerreur standard

notée err est définie par
/o2 — 12
7

err =

4.4.3 L’algorithme

Cette section présente formellement 1’algorithme et les résultats associés, qui sont ensuite prouvés
dans la section 4.5.

L’algorithme Loglog dans sa version de base prend en entrée un multiensemble 91 de mots
binaires infinis. La position du premier 1 dans le mot y en comptant & partir de 1 est notée p(y).
C’est-a-dire p(1011...) =1 et p(0100101...) = 2.

Algorithme LOGLOG (9 ;m := 2F)
Initialiser My, ..., M1 &4 0;
soit p(y) la position maximale du premier 1 dans y;
pour = b1by - - € M faire
j = (b1---bg)a (Valeur des k premiers bits en base 2)
M; := Ilnax(Mja P(bk41bk12- )

= M; . .
renvoyer F,, := a,,,m2m ZJ J comme estimée du cardinal.

On définit :

_9l/m -m 0
Q= (P(—l/m)%) , [(s) := 1/0 e ' dt. (4.3)

Les valeurs numériques de différents o, sont
ags = 0.39178 108 = 0.39439 924 = 0.39668 oo = 0.39701.

Le nom Loglog. L’algorithme stocke en mémoire la position du premier 1 pour chaque groupe.
Ces valeurs sont situées en moyenne prés de log, n, et ’'espace mémoire pour stocker chacun d’entre
eux est donc proche de log, logy n, d’oit le nom Loglog. Cette occupation mémoire de m log, log, n
est & comparer avec l’espace utilisé par la plupart des autres algorithmes qui est de m log, n.
Remarque. Si on considére I’arbre digital associé aux mots de cet ensemble, I’algorithme détermine
la taille de la branche gauche dans le cas m = 1, et la moyenne arithmétique de la taille des branches
gauches commengant au niveau logy m dans le cas général.
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donnée w | (M;, p(suffixe)) | [Mo, M, My, Ms)]
1101111. .. (3,2) [0,0,0,2]
1111001 .. (3,1) [0,0,0,2]
1011011. .. 2,1) 0,0,1,2]
0100110. .. (1,3) 0,3,1,2]
0010101 .. 0,1) [1,3,1,2]
1111101. .. (3,1) [1,3.1,2]
0110110. .. (1,0) [1,3.1,2]
1100101. .. (3,3) [1,3,1,3]
1000011. .. 2.4) 1,3,4,3]
0101100. .. (1,2) 1,3,4,3]
0001010. .. (0,2) 2,3,4,3]
1001000. - 2,2) 2,3,4,3]

o,

Fia. 4.9 — Un exemple d’exécution de l'algorithme Loglog

Un exemple La figure 4.9 montre le déroulement de 1’algorithme sur la base de données {0001010,
0010101, 0100110,0101100,0110110, 1000011, 1001000, 1011011,1100101,1101111,1111001, 111110},
dans le cas ou m = 4. Les registres sont désignés par My, M1, My, M3. La colonne de gauche présente
les mots de ’ensemble étudié, la colonne du centre le couple constitué par le registre associé a la
donnée et la position du premier 1 dans le suffixe et la colonne de droite I’évolution des registres.
Sachant que a4 = 0.35, le résultat renvoyé par ’algorithme pour cet exemple est ~ 11.4.

4.4.4 Reésultats

Théoréme 4.1 Lorsque l’algorithme de base LOGLOG est appliqgué & un multiensemble idéal de
cardinalité n, et si on note E, la valeur retournée par l’algorithme alors
(1) L’estimateur E, est asymptotiquement non biaisée, c’est-a-dire que, lorsque n — oo,

1
EIE(E”) =1+61,+o0(1), ot |61, <1075

1

(i4) L’erreur standard, définie comme - +/V(Ey) vérifie quand n — oo,

1 _ Bm . 6
n V(En) - \/m + 92,71 + 0(1)’ ou |02,n| <107°.
Avec :
1 — 22/m\™ 1 —21/m 2m
Bm = m\/(l‘(—2/m)m) - (P(—l/m)ilog2 ) ;

et Pros = 1.30540, Piops = 1.29897, oo = 1/ 15 log? 2 + 2 = 1.29806.

4.5 Analyse de ’algorithme

4.5.1 Résumé

La figure 4.10 résume le schéma suivi pour l'analyse de l’algorithme. On part d’une quantité
qu’on veut étudier qui est notée f, sur le schéma. Cette quantité est typiquement I’espérance de
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Poissonlisation

s |F(2) =X falye

lMellin

fgsympt Frasympt (z)

Dépoigsonisation
I
I

FiG. 4.10 — Schéma de ’analyse. A gauche des pointillés le monde Bernoulli, et & droite le monde
Poisson.

I’estimateur ou sa variance. L.’étude se poursuit dans le “monde” Poisson, qui correspond au fait de
considérer des ensembles non pas de taille n fixée, mais des ensembles dont la taille suit une loi de
Poisson de parameétre z. La série génératrice de Poisson F'(z) de ce parameétre peut ici étre calculée
de facon explicite.

La transformation de Mellin permet de calculer un équivalent asymptotique de la valeur du
parameétre lorsque z tend vers l'infini, et enfin un théoréme de dépoissonisation permet de revenir
au modéle initial et d’obtenir un équivalent asymptotique du parameétre f,, avec pour résultat
fn~F (n)

Cette étude est traitée selon le plan suivant. La section 4.5.2 donne la mise en équation des
séries génératrices, la section 4.5.3 détaille le sens de la poissonisation des séries génératrices obte-
nues. La section suivante 4.5.4 exprime ’asymptotique du parameétre sous le modéle Poisson par la
transformation de Mellin, et enfin la section 4.5.5 dépoissonnise ces résultats et conclut.

4.5.2 Séries génératrices

On commence par modéliser le probléme d’une seule urne. Lorsqu’une urne recoit v éléments,
la variable aléatoire M associée (qui compte la position maximale du premier 1) a une distribution
de probabilité qui est

roren = (1-4) mor-n- (1o 4) - (104

La série génératrice bivariée exponentielle de cette distribution de probabilité est alors
v
Glz,u) = Y Pr(M = kjub = = 7o (20172 — g1/, (4.4)
v,k ’ k

qu’on obtient par simple sommation. Cette série génératrice G permet d’exprimer la moyenne et la
variance de la pseudo-estimée
— 9% > M
Z = Ep/ay = m2m &3

qui est la version non normalisée de ’estimée E,,.
On énonce le lemme qui exprime la moyenne et la variance de Z en terme de G.

Lemme 4.2 La moyenne et la variance de l’estimée non normalisée Z valent
E(Z) = mn![2"|G (%,21/7")7”

V(Z) = m2n![z"] (G(%,QQ/W))"’—(m”![z”]G(%,Ql/m)my
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Preuve. La série génératrice G code le comportement d’une urne dans laquelle tombent v éléments.
Le fait d’élever cette série & la puissance m correspond & coder le comportement de m urnes dans
lesquelles n éléments se répartissent de fagon équiprobable (on doit remplacer z par z/m pour
obtenir la normalisation correcte). Le coefficient n![2"]|G(z/m,u)™ est alors la série génératrice de
probabilité de la somme ; Mj. Les expressions des premier et deuxiéme moments sont finalement

obtenus en substituant u — 21/™ et u s 22/™ [ |

La preuve du théoréme 4.1 se réduit alors au fait d’estimer asymptotiquement ces deux moments.

4.5.3 Poissonisation

Dans cette sous-section, on “poissonnise” le probléme d’estimation de la moyenne et de la va-
riance. Une loi de Poisson de paramétre A est la loi d’une variable aléatoire X telle que

Y

Pr(X =¢)=e N

Etant donné un ensemble de lois de probabilité M), indexées par une valeur A\, la “poissonisation”
consiste & considérer la nouvelle famille Mx,, ott X est une loi de Poisson de paramétre . Au-
trement dit, pour le probléme qui nous intéresse, au lieu de jeter A éléments dans les urnes, on en
jette une quantité qui suit une loi de Poisson de paramétre A. L'intérét de ce changement de modeéle
est qu'on peut utiliser la transformation de Mellin, laquelle permet d’estimer asymptotiquement
I’espérance et la variance de maniére commode. La sous-section suivante est consacrée & la dépois-
sonisation de ces résultats. L’idée est intuitivement justifiée par le fait que la loi de Poisson est trés
concentrée autour de sa moyenne, et donc que jeter n éléments ou une quantité choisie selon une loi
de Poisson de paramétre A, pour A égal ou voisin de n, conduit a des phénomeénes quantitativement
semblables.

L’intérét du modele Poisson est que les moments se calculent sans probléme. Tout d’abord,
I’espérance et la variance s’expriment grace a la série génératrice bivariée de probabilité G introduite
pour le modéle non-poisson. Ceci est une régle générale que si f(z) = )Y, fn2"/n! est la série
génératrice exponentielle qui code 1’espérance d’un paramétre, alors

e =Y fe N

est I’espérance sous le modéle Poisson correspondant.
Une conséquence directe de cette régle est que les quantités

{e‘n = mG (&,2/m)" e

m m 4.
v, = sz(%,22/m) e—n_<mG(%’2l/m) e_n>2. (4.5)

sont respectivement la moyenne et la variance de Z lorsque le nombre d’éléments distincts de
I’ensemble étudié suit une loi de Poisson de paramétre n.

4.5.4 Mellin

L’asymptotique de la moyenne et de la variance de l'estimée sous le modéle Poisson est obtenue
par la transformation de Mellin :
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Lemme 4.3 La moyenne et la variance sous le modéle Poisson &, et V, vérifient quand n — oo :

&~ [(P-1/m) 522" e

Vi~ | (D(2/m)5ZE)" (D1 /m) 52 ) nn] 2, (46)

ot |en| et || sont bornés par 1076,

La preuve est essentiellement basée sur la transformation de Mellin, présentée en introduction
dans la section 1.2. Par commodité, on rappelle ici trés briévement sa définition ainsi que les pro-
priétés essentielles qui sont utilisées pour cette preuve. La transformée de Mellin d’une fonction f
définie sur l'axe réel est définie par

re=[ i dr.

Les deux principales propriétés de la transformation de Mellin utilisées ici sont :

1. Il y a une correspondance entre les propriétés asymptotiques de la fonction f et les singularités
de la transformée de Mellin f*.

2. Les sommes harmoniques de la forme ) Apf(uxx) ont une transformée de Mellin qui se fac-
torise sous la forme (3 Mgy ®) - f*(s).

Preuve. L’espérance et la variance &, et V,, définies dans équation (4.5) peuvent étre récrites comme
En =mA(n)™, Vo + &2 =m?B(n)™,

ou A(z) et B(z) désignent les sommes harmoniques

Alz) =Y 2™ (p(a/2) — p(x/271), Bla) = 2™ (p(a/2) — o(/271),

i i

avec p(z) = e~*/™. Ceci découle de I'expression de G dans I’équation (4.4).
La transformée de Mellin de ¢ est ¢*(s) = m’T'(s), et, par application de la transformation de
Mellin aux sommes harmoniques (cf [FGD95]) on obtient

21/m 22/m

A(s) = ¢ (8)(2' = D,

Espérance

La bande fondamentale de A*(s) est (—1, —1/m). La figure 4.11 montre la bande fondamentale

de A*(s) (en hachuré) et ses singularités. Les singularités de % sont désignées par des cercles,

et celles de I'(s) par des carrés. Les singularités de A*(s) sur l'axe vertical R(s) = —1/m sont
situées aux points I(s) = 0 mod (27/log2). Chacune de ces singularités fournit une contribution
au développement asymptotique de A(z). La contribution principale provient de la singularité située
sur l’axe réel. Au voisinage de s = —1/m, on a

“lg) m eV g L2
A*(s) stijm’ avec a=1m L(—1/m) (4.7)

log 2
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o

-1 ~1m

F1G. 4.11 — Les singularités et la bande fondamentale de A*(s).

Le théoréme de transfert de Mellin nous dit que la contribution correspondant & cette singularité
dans le développement asymptotique de A(x) a l'infini est az'/™. Pour les singularités complexes
situées aux points —1/m + 2ikw/log 2, le développement au voisinage de ces singularités est

s+1/m’

A*(s) ~

2ikm\ 1 —21/m
avec ap =m /™ (—1/m+ i W)

log 2 log 2

Chacune de ces singularités ajoute donc une contribution au développement asymptotique de A(x)
qui est de la forme apal/m*2kT/1082 T4 décroissance tres rapide de la fonction T' le long d’un axe
vertical entraine que ces constantes ay sont extrémement petites. Par exemple |I'(2im/log2)| =~
5-1077 et |T'(4in/log2)| ~ 3 - 10 2. Par conséquent, la valeur &, = mA(n)™ est équivalente &
ma™n + €,n quand n tend vers I'infini, ol ¢, est une petite fluctuation. Ceci prouve ’équivalent de
la moyenne énoncée dans l’équation (4.6).

Remarque. Les fluctuations de faibles amplitudes sont inhérentes au probléme, et rendent de
fait I'analyse intrinséquement non-élémentaire. En pratique ces fluctuations sont indétectables car
masquées par les variations statistiques.

Variance

Pour la variance, on montre que la bande fondamentale de B*(s) est (—1, —2/m). Les poles qui
contribuent au premier ordre du développement asymptotique de B(z) a 'infini sont donc situés
sur l’axe de partie réelle —2/m. La contribution principale est donnée par la singularité s = —2/m,
au voisinage de laquelle on a

-1

* ~h — —2/m _
B*(s) bs+2/m avec b=m I'(—2/m)

1— 22/m
- 4.8
log 2 (48)
La contribution de cette singularité est donc bz?/™. De facon similaire & ’espérance, les autres
singularités contribuent sous la forme de fluctuations de faible amplitude. On a donc prouvé que
B(z) = bz2/™ 4 §,22/™ o 8, est périodique, et d’amplitude trés faible. L’estimation de la variance
énoncée dans ’équation (4.6) s’ensuit. [ ]

4.5.5 Dépoissonisation

Les estimations asymptotiques de la moyenne et de la variance de ’estimée obtenues pour le mo-
déle de Poisson peuvent étre transférées au modéle initial grace & un théoréme de Dépoissonisation.
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Plusieurs cadres sont présentés dans le chapitre 10 du livre de Szpankowski [Szp01]. On utilise ici
la méthode nommée “dépoissonisation analytique” due & Jacquet et Szpankowski, laquelle se base
sur une analyse de col appliquée aux intégrales de Cauchy, cf [JS98, Szp01].

Lemme 4.4 Les deux premiers moments de ’estimée de l’algorithme LOGLOG sont asymptotique-
ment équivalent, dans le modéle de Poisson et sous le modéle qui fize la valeur de n :

E.(Z) ~ &, Vn(Z) ~Vy

Preuve.
Tout d’abord on définit le cone Sy comme

Sy ={z:|arg z| <6}, avec |0] < 7/2.

Le “lemme de dépoissonisation basique” de [JS98| instancié a notre probléme se reformule comme
suit

Lemme 4.5 Supposons qu’il existe 0 > 0, a < 1, tels que
(C1) : a Vintérieur de Sy on a e *G (z/m, 21/m)m = 0(]#]),
(Cs) : a Uextérieur du cone Sy, on a G (z/m, 21/m)m = O(e?).
Alors B(Z),) ~ &,.

Pour vérifier les hypotheéses de ce lemme de dépoissonisation, on récrit la série génératrice G(z,u)
définie dans I’équation (4.4) :

G(z’Ql/m) =e sz/m (672% - 67215_1) )
k

Condition C2. On étudie séparément les deux zones R(z) < 0, et R(z) > 0.
e Pour la zone R(z) < 0, on obtient G(z,2'/™) = O(e*?l) en séparant la somme en deux parties
selon la valeur L := |log, |#|], soit & < L, et k > L. Pour la deuxiéme partie, on utilise I’égalité

(efzik — efzk%l) = O(z/2k), ce qui fournit

G(z,2Y™) =0 | ¢ Z 2E/moe=% | + 0 (ez Z 2k/m2ik> .

k<L k>L

On a ainsi obtenu que G(z,2Y/™) = O e"‘|z|), quel que soit a > 0.

e Lorsque R(z) > 0, on a encore (e * 672’%1) = 0(z/2¥), ce qui permet d’écrire que

G(z,2Y/™) =0 (ez ZQk/m%> = O(ze?).
k

Si on choisit § = 7/3, alors en prenant o = 3/4, on a G(z,2'/™) = O(e®).
Le résultat G(z,2'/™) = O(e®*]) entraine que G(z/m,2'/™)™ = O(e**!), ce qui est la condition
Cs.
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Condition Cj. La condition C est démontrée grace a la transformation de Mellin. Pour la cas ol
z est réel positif, on a vu dans la section 4.5 que e ?G(z/m, 2/™)™ ~ z. Ceci implique la condition
C,. Lorsque z est situé & l'intérieur du cone Sy, mais n’est pas réel, les mémes résultats peuvent
étre obtenus en adaptant légerement la preuve.

Posons A;(z) = G(a:e”/m,21/m)e_ze”/m, ou || < 7/3, ce qui permet d’étudier la fonction G
selon une direction complexe fixée pour z. La fonction A, définie ici est égale a la fonction A définie
dans la section 4.5.4 lorsque ’angle 7 est nul, de plus on peut exprimer A, en fonction de A par
A,(z) = A(ze'™). On reprend les grandes étapes de la démonstration du lemme 4.2 & propos de
I’espérance.

La fonction A, s’écrit sous forme de somme harmonique

Ar(z) = Y 2km (e_f:; —e_mwzfl)
k
S (o) 5 ()

wel‘l’

ou ¥ est définie par U(z) = e~ m . D’aprés ce qu'on sait des transformées de séries harmoniques,
on obtient que la transformée de Mellin de A, est

21/717,

A (s) = W ()(2" = 1)

La transformée de Mellin de W s’obtient de la facon suivante

[e%S) 2eiT €700 .
T*(s) :/ e m :cs_ldxzf e Tt /m) " d.
0 0

Pour calculer cette intégrale, on décompose le chemin d’intégration en un chemin qui suit ’axe

. . . . N P Re'"
réel, et un chemin qui va de I'axe réel & 'axe complexe d’angle 7. Formellement, on écrit fo =

f0R+ i) 1? e”, ou la troisiéme intégrale est le long du cercle de rayon R. Ensuite on passe & la li-
mite en faisant tendre R vers l'infini. La premiére intégrale tend alors vers U*(s), la deuxiéme
vers (€7 /m)~* [ e ®a*'dz = (¢'"/m)~*T(s), et enfin la troisiéme intégrale qui est bornée par

Rre ®R’"'K (ou K est une constante) tend vers 0. On a finalement ¥*(s) = (ﬂ)_s I'(s).

m
La transformée de Mellin de A, peut étre écrite de fagon compléte

eZT

Ax(s) = (—) e~y 2"

m 1 —21/m2s’

dont la bande fondamentale est (—1,—1/m). Les singularités de A%(s) a droite de la bande fonda-
mentale sont situées le long de I'axe R(s) = —1/m. Le théoréme 1.2 s’applique alors & condition
que 'hypothése de décroissance f*(s) = O(|s|™"), r > 1, soit satisfaite. On connait [AS73, p257]
une majoration pour la décroissance de la fonction I' & I'infini qui est

T(z + iy) = O(e™¥I7/21),

Cette décroissance va compenser la croissance du terme e %7 dans le cas qui nous intéresse. On
note s = ¢ + id, ce qui permet d’écrire que e~ = O(e?"/3). Lorsqu’on injecte ces bornes dans
I’expression de A*(s), le résultat est A*(s) = O(e 14m0-1) = O(|s| 2). Le théoréme 1.2 s’applique, et
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dit que I’asymptotique de A, (z) est en O(z'/™) lorsque z tend vers l'infini. Ce résultat est valable
pour tout 7 inférieur & § = 7/3 I'angle du cone, ce qui prouve la condition C; car cette condition
est équivalente & A;(x)™ = O(z) quel que soit |7| < 7/3, et pour z grand.
Les deux conditions C; et Co étant satisfaites, le lemme 4.5 s’applique, ce qui achéve la preuve
du lemme 4.4.
La preuve pour la variance est similaire, et n’est pas détaillée.
|

On peut maintenant terminer la preuve du théoréme 4.1. L’estimateur non normalisé Z, associé
a la cardinalité sous-jacente n est asymptotiquement équivalent & n/ay, par les lemmes 4.3 et 4.4.
L’estimateur E,, = a,,Z est donc asymptotiquement non biaisé. La variance, si on néglige les fluc-
tuations mineures, est asymptotiquement équivalente & v/6™a~=2™ — 1, oll a, b sont définies dans les
équations (4.7) et (4.8). Grace encore aux lemmes 4.3 et 4.4, cette valeur est précisément équivalente
& B /+/m selon les notations du théoréme 4.1.
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Ce chapitre regroupe des résultats expérimentaux obtenus avec 1’algorithme Loglog, ainsi que des
optimisations suggérées par ces expériences. Les améliorations de I’algorithme Loglog, notamment
la variante super Loglog, se fondent sur une analyse basée sur quelques hypothéses trés réalistes.
Les effets de ces optimisations sont ensuite examinés dans la section 5.6 entiérement dédiée aux
résultats expérimentaux. Ces expériences sont bien siir effectuées sur des mots de taille finie, et la

pertinence du modéle des mots infinis est justifiée en détail dans la section 5.4.

Reésultats principaux.

actuellement. Ils sont non biaisés méme sur des ensembles de petite cardinalité.

La section 5.6 fournit de plus une validation expérimentales de tous les résultats annoncés.

5.1 Introduction

L’algorithme Loglog

On rappelle que l'algorithme Loglog permet d’estimer la cardinalité d’un ensemble de données,

en utilisant une mémoire auxiliaire trés restreinte.

Cet algorithme a été étudié dans le chapitre 4, et est rappelé ici. L’algorithme Loglog de base
prend en entrée un multiensemble 99T de mots binaires infinis. La position du premier 1 dans un mot

y (en comptant a partir de 1) est notée p(y). Par exemple p(1011...) =1 et p(0100101...) = 2.

117

Ce chapitre présente deux algorithmes d’estimation de cardinalité d’en-
sembles de données réels, Loglog et super Loglog. Ces algorithmes sont les meilleurs disponibles
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Algorithme LoGLOG (9 ;m := 2F)
Initialiser My,..., M1 4 0;
soit p(y) la position maximale du premier 1 dans y;
pour T = b1by - -- € M faire
g := (b1 -+ bg)2 (Valeur des k premiers bits en base 2)
M; = 11na,x(Mj, P(Ok41bkt2- ) ;

- M; . .
renvoyer E,, := a,,m2m ZJ J comme estimée du cardinal

Les quantités oy, sont définies par
1-2um\ ™" 1o
Oy, = (F(—l/m)w) , P(S) M _/0' (& tts dt.

Super Loglog

L’algorithme Loglog est trés simple & énoncer et & programmer. Les résultats expérimentaux
permettent de vérifier les prédictions fournies par ’analyse et développées dans le chapitre précédent.
Par exemple les résultats de la section 4.4.4 montrent que I'estimateur est non biaisé et que I’erreur
standard est voisine de 1.3/4/m. La figure 5.10 confirme fort bien le comportement en 1.3/4/m de
Perreur standard.

L’analyse du chapitre précédent, section 4.5, permet de comprendre les phénoménes associés &
des paramétres éventuellement difficiles & observer expérimentalement, par exemple de trés petites
oscillations ou des distributions limites. Cette compréhension fine guide ensuite la mise au point de
I’algorithme, et dans le cas présent la conception d’une variante plus efficace, le super Loglog. Ce
nouvel algorithme est inspiré par 1’étude de la distribution des valeurs des registres pour 1’algorithme
Loglog, et sa mise au point est fortement dépendante de son analyse, qui est effectuée dans la
section 5.8

L’algorithme Loglog, décrit dans le chapitre précédent est basé sur m estimations séparées de
logy n/m, ot n désigne toujours le nombre d’éléments distincts que l'on souhaite estimer. Ces esti-
mations étant obtenues en distribuant les éléments en m groupes selon leur préfixe. Chaque groupe
donne ensuite lieu & une estimation de logy n/m. Ces m estimations sont alors utilisées de la fagon
la plus simple possible dans l'algorithme Loglog, car on calcule la moyenne arithmétique de toutes
ces valeurs afin d’obtenir une meilleure estimation de logy n/m. On peut bien sir imaginer d’autres
procédés pour extraire I'information contenue dans ces m valeurs. La variante super Loglog présentée
dans la section 5.2 propose un usage de ces valeurs qui reste trés simple et permet de gagner en
précision. L’idée est de ne prendre en compte qu’une fraction des valeurs obtenues, les plus petites,
et de prendre la moyenne arithmétique de ces plus petites valeurs comme estimation de log, n/m.

La section 5.8 est dédiée & ’analyse de ce nouvel algorithme super Loglog. L’espérance et la
variance de ’estimation renvoyée par cet algorithme sont obtenues numériquement. Cette analyse
permet de mettre & jour un phénomeéne d’oscillation de ’estimation due & la troncature des registres.
L’étude de ces oscillations périodiques permet de mettre au point de fagon simple ’algorithme
super Loglog, et d’obtenir un nouvel algorithme non biaisé (i.e. dont I’espérance est le nombre de
mots distincts). Cet algorithme aurait été trés délicat a mettre en place en se basant uniquement
sur des données expérimentales. Cette variante de l’algorithme Loglog reste extrémement simple &
implanter, et donne lieu & une erreur standard inférieure & 0.95/4/m. Les énoncés obtenus dans cette
section sont basés sur quelques hypothéses simplificatrices. Pour ne pas introduire de confusion, on
les nommera Résultat, et non pas théoréme ou proposition.
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Petits ensembles et données réelles.

La section suivante 5.3 étudie un travers de ’algorithme Loglog tel qu’il a été présenté pour
I'instant. Les résultats sont entachés d’un biais systématique lorsque n est petit. L’estimation ren-
voyée par ’algorithme devient bonne dés que n est supérieur & environ 5m/2. Ces non-linéarités
initiales ont lieu tandis qu’on dispose d’une trés bonne information, elles peuvent donc étre corrigées
sans probléme, grace 3 un algorithme de comptage de collisions. Le comportement de 1’algorithme
aprés cette modification devient alors excellent lorsque n est petit, et il suit ensuite les prévisions
de précision annoncées par la théorie asymptotique.

La présentation de l'algorithme Loglog (ou super Loglog) est basée sur l'utilisation de mots
infinis. En réalité 1’algorithme s’applique & des mots finis (typiquement de longueur 32 ou 64 bits).
Cela peut étre modélisé par une troncature des mots infinis, ce qui est formalisé dans la section 5.4.1.

La section 5.4.2 est dédiée au probléme des collisions lors du hachage des données. On dispose
au départ d’un ensemble de données qui contient n éléments distincts, qu’on hache sur ’ensemble
des mots binaires de taille L. On sait (paradoxe des anniversaires|Knu98, section 6.4]) que lorsque
n est supérieur a VoL , il est probable qu’il y ait des collisions. Autrement dit, que deux éléments
distincts aient la méme image par la fonction de hachage. Le nombre 7 d’éléments distincts aprés
hachage, qu’on estime par exemple par l'algorithme Loglog est donc a priori différent du nombre
n qu’on recherche. En fait on sait trés bien estimer le nombre de collisions (cf section 4.3), et en
apportant les corrections de la section 4.3, on peut retrouver sans probléme une estimation fiable
de n & partir de I'estimation de 7.

On montre dans la section 5.5 que la distribution des résultats de 1’algorithme Loglog est asymp-
totiquement gaussienne, ce qui permet de mieux quantifier I’erreur commise.

Résultats expérimentaux

Les résultats expérimentaux sont présentés dans la section 5.6. Ces résultats concernent les
algorithmes Loglog et super Loglog, avec ou sans les améliorations présentées précédemment. Les
exécutions de ces algorithmes sont faites sur des données réelles diverses et variées (ceuvres littéraires,
traces de pages webs, décimales de m,...) ainsi que sur des données aléatoires.

La section 5.7 est consacrée 4 une amélioration finale de I’algorithme, basée sur la compression des
registres. En effet, on a pour 'instant supposé que si les registres contenaient des valeurs inférieures
a 32, ils étaient stockés sur 5 bits en utilisant un codage classique. Comme les valeurs de ces registres
sont concentrées autour de log, n/m, il est intéressant de compresser I'information contenue dans
les registres. En utilisant un codage préfixe trés simple, on réussit a n’utiliser environ que 3 bits (au
lieu de 5) par registre, ce qui permet un gain de mémoire conséquent.

Finalement la derniére section 5.9 contient le code source commenté des algorithmes, en C.

5.2 Super Loglog

Cette section présente une variante de ’algorithme Loglog, nommée super Loglog. Ce nouvel
algorithme a ’avantage d’étre (& mémoire égale) plus précis que le précédent, d’environ 30%. Le
traitement des données est identique, ce qui permet de conserver la simplicité et la rapidité de Loglog.
Ce qui change est la maniére dont sont utilisées les valeurs des registres M;. Au lieu de calculer
leur moyenne pour obtenir une estimation de log, n/m, ’algorithme super Loglog ne conserve que
la partie considérée comme la plus significative de ces valeurs, en 'occurrence les plus petites, et
garde la moyenne arithmétique de ces valeurs sélectionnées comme estimation de logyn/m. Une
telle moyenne tronquée fournit de meilleurs résultats, car la distribution des registres a une queue
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Fic. 5.1 — La distribution expérimentale des valeurs des maxima pour les digits de m, avec n ~
2-107 et m = 1024 [gauche|; la distribution théorique de la valeur d’une urne M, si v = 2 - 10*,
Pr, (M = k)[droite].

de distribution pour les grandes valeurs qui décroit relativement lentement (ce qui rend les grandes
valeurs moins significatives).

Dans cette section on expose tout d’abord l’'intérét de ne prendre en compte qu’une partie
des registres, puis en 5.2.2 on donne l’algorithme super Loglog en pseudo-code; enfin les résultats
principaux concernant cet algorithme sont énoncés dans le Résultat 5.1. L’analyse de cet algorithme
est I'objet de la section 5.8.

5.2.1 Distribution des registres

Lors de exécution de l’algorithme Loglog, il v a m = 2F urnes qui contiennent chacune le
maximum M d’un ensemble de variables suivant une loi géométrique. En premiére approximation,
pour chaque urne, le nombre d’éléments pris en compte est le méme, et est voisin de n/m. On
peut donc étudier la distribution du maximum M, qui est trés similaire pour tous les registres. La
distribution de M est décrite comme suit, si l'urne regoit n/m éléments :

Pr (M =k) = (1 —27F)»/m _ (1 — o=k+1)n/m (5.1)

n/m

La figure 5.1 montre le tracé de la distribution de M, comparé & ce qu’on observe empiriquement
sur une simulation. L’exemple choisi part des 200 millions premiers digits de # qu’on regroupe 10
par 10 de sorte & former 20 millions de mots. Cet exemple est réutilisé plus tard dans les études
expérimentales.

On observe sur les tracés de la figure 5.1 que la courbe de distribution décroit assez lentement
lorsque k devient grand. C’est ce qui explique, sur la courbe expérimentale la présence de valeurs de
maxima isolés sur la droite (situés & la valeur k = 22 pour ’exemple de la figure 5.1). L’équation (5.1)
précise que cette décroissance est géométrique, car lorsque k tend vers l'infini on a Pr,(M = k) ~
Qk%. Ceci a pour conséquence une variabilité sur les grandes valeurs de M, lesquelles peuvent se
trouver dans une zone trop grande et ainsi induire une erreur significative.

Une solution a ce probléme consiste & tronquer les grandes valeurs des registres, en ne gardant
qu’une fraction des plus petits (typiquement 70%), ce qui a pour effet de diminuer la variabilité
de l'estimateur et donc d’améliorer la précision. Ce gain est cependant contrebalancé par le fait
qu’on supprime des valeurs et qu’on ne prend donc en compte qu’une fraction des données dont on
dispose. L’effet global résultant de ces deux phénomeénes est étudié dans les sections suivantes.
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5.2.2 Super Loglog, I’algorithme

Le nouvel algorithme avec troncature nommé Super Loglog est une variante de ’algorithme
Loglog présenté dans la section 4.4. La différence entre les deux algorithmes est que, lors de les-
timation, une partie des valeurs des registres est éliminée et ’on ne garde que les plus petites. Le
traitement des données et la mise & jour des registres sont les mémes que pour l'algorithme Loglog,
ce qui fait que ’espace mémoire mis en jeu et le temps de traitement sont identiques. Par contre,
la fonction donnant ’estimateur est légérement plus complexe. L’analyse montre que la “constan-
te” de correction dépend en fait légérement de la partie fractionnaire de log, n. C’est une fonction
périodique, de période log, n, suffisamment réguliére, et qui peut étre approchée de facon précise
par un polynéme, avec pour résultat que le calcul de I'estimateur reste rapide. L’algorithme calcule
donc une premiére estimation temporaire ng par la méthode Loglog, puis grice & cette estimation,
peut déterminer avec une bonne précision un facteur de correction &,,(n¢) appliqué a l'estimateur
basé sur la moyenne tronquée.

L’algorithme en pseudo-code est alors :

Algorithme SUPER LOGLOG(9;m := 2F)
Initialiser My,...,Mmn—1 4 0;
soit p(y) la position maximale du premier 1 dans y;
for z = biby--- € M do
j = (by---bg)o (Valeur des k premiers bits en base 2)
M; := max(M;, p(bg+1bg+2-- ) ;

Soit My, ..., M |ms| I’ensemble des |mé| plus petites valeurs parmi les M; ;
Soit ng := amm2% 2 M; ;

Kng := [10gy(ng/m) — logy log(1/6)] — logy(no/m)
Ta] Zj M;

renvoyer é, := P(ky,)m2lm] comme estimation du cardinal.

La fonction notée P est un polyndéme qui approxime la fonction réelle de correction &m,(ng) sur
une période. Cette fonction &;,(ng) fournit le facteur de correction du biais de ’algorithme. Elle
dépend du taux de troncature d§, et est définie précisément dans la section analyse. Par exemple pour
0 = 0.7, on a @x(np) qui oscille entre 0.764 et 0.782. La section 5.8.2 montre que ces oscillations
qui dépendent de la valeur de n sont prises en compte par cette fonction. La valeur § est un
parametre de réglage dont le choix est discuté dans la section analyse 5.8, et dans la partie résultats
expérimentaux 5.6.
Par exemple, pour m grand et 6 = 0.7, le polynoéme P(z) est défini par

P(2) := 0.00305082* — 0.0341782> + 0.196852% — 0.470752 + 1.14288 (5.2)

L’algorithme Loglog est modifié pour ne prendre en compte que la fraction § des premiéres
valeurs en compte. La valeur optimale de § peut étre estimée expérimentalement, en se basant
sur des données aléatoires; d’aprés les résultats du tableau 5.3 qui repose sur les valeurs m = 28,
n = 40000 et sur 10000 essais, on trouve que la valeur § = 0.7 est optimale.

0 06 07 08 09
Erreur standard 73 65 7.1 7.3 (5.3)
Erreur standard x 4/m | 1.16 1.04 1.13 1.16
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F1G. 5.2 — La distribution de probabilité avant (en blanc) et aprés troncature (en noir).

Pour le cas ou § = 0.7, les valeurs de la fonction &, (ng) varient comme suit :

a128(n0) | Qas6(no) | G1o24(n0) | Goo(n0)
Min | 0.762 0.763 0.764 0.764
Mazx | 0.780 0.7805 0.781 0.782

De facon surprenante, cette troncature va apporter un nouveau phénoméne d’oscillations de
I’estimateur selon les valeurs de logs n. Ce phénoméne est étudié dans la section 5.8.2. Il dépend de
la maniére dont se passe la troncature. On voit sur la figure 5.2 que la troncature se fait sur une
distribution d’une variable aléatoire & valeurs entiéres. Selon que la coupure a lieu ou non entre deux
valeurs, les phénoménes sont quelque peu différents. Une fois quantifiée, cette variation périodique
de période log, n peut ensuite étre corrigée.

Reésultat 5.1 L’algorithme Super Loglog qui estime le cardinal d’un ensemble, avec le choiz § = 0.7,

grace a la formule
) .
1 M.
En = Gy (ng)m?2Lmd] 2 I

a une erreur standard bornée par % lorsque m est grand.

) .
Cette erreur standard provient d’une part de lerreur standard de l'estimation 2[7d] Ej M; , et
d’autre part du calcul de la valeur de correction.

Les valeurs de corrections &, dépendent de la valeur inconnue n, et sont ici construites & partir
d’une premiére estimation ng issue de l'algorithme Loglog, & savoir

1 .
ngy = QyMm2m XM

. ~ 2 by — / AN
La fonction @, (n) est égale a a,™ ou

1 1\ 12" 1 : N __
= I(-——)——2  _ Zoka/m ok/m ( Ftrn k—1+~n)
fin 0 ( m’) log 2 0 Zk: . .

—1/28n—1
+ (1 - %) gfin/m’

et fip i= [0y ko7 | — loga(n/m) ~ logy(no/m) — logy log(1/6)] — logy(no/m).
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FiG. 5.3 — La moyenne de 10000 exécutions pour m—256, et n < 500. On observe la présence des
non-linéarités initiales

Dans l'algorithme, cette fonction de correction est approchée par un polynéme de degré par
exemple 4, Py, (ky) (comme (5.2)). On observe que la fonction &,(n) est périodique de période
logy n, ce qui justifie ’approximation polynomiale faite sur une période.

5.3 Correction des non-linéarités

La figure 5.3 présente le tracé de la moyenne de 10000 exécutions de ’algorithme Loglog, pour
des petites valeurs de n (entre 0 et 512) avec m = 256, ainsi que le tracé de la droite y = =z.
On constate immédiatement que 1’algorithme n’est pas linéaire au départ, et met un certain temps
avant d’atteindre son régime asymptotique. Ce phénoméne s’explique trés simplement. Lorsque
n = 0, toutes les urnes sont vides, donc tous les M; sont égaux a 0. La formule de ’estimateur
amm22Mi/™ donne alors qu,m; par exemple pour m = 256, on trouve 101.4. Et lorsque n reste
petit, ce phénomeéne persiste mais il devient trés peu perceptible dés que n = 2m.

Méme si ’estimateur est inexact pour des petites valeurs de n, on posséde toute 1’'information
nécessaire pour obtenir un résultat précis. En effet, lorsqu’on lance n balles (les mots) dans m
urnes (selon leur préfixe), on sait estimer quelle proportion d’urnes aura regu des balles et quelle
proportion sera vide. En ’occurrence, lors de l'exécution de l’algorithme, les valeurs M; associées
aux urnes dépendent du nombre de mots recus par chaque urne. Si 'urne % est vide, alors M; = 0,
et si au contraire I'urne ¢ a recu au moins un mot alors M; > 0. On va donc utiliser la méthode de
comptage de collisions présentée dans la section 4.3 pour déterminer le nombre de mots distincts
rencontrés, lorsque n est faible.

On dispose de deux moyens d’estimer n : le premier est l'estimateur déja rencontré, qui vaut
mm22Mi/™m  qui est asymptotiquement linéaire et non biaisé, mais impreécis au départ, et le second
est basé sur le comptage de collision qui est —m log #{M; = 0} /m, cet estimateur est trés précis au
départ, mais devient mauvais si n est trop grand par rapport & m. Sur une zone intermédiaire, les
deux estimateurs présentent des précisions trés comparables. Pour I'implantation de cette partie, j’ai
fixé la limite & 5m /2. On ne peut pas décider a priori quelle méthode utiliser, car n est inconnu, mais
on peut calculer les deux estimations, et répondre suivant les deux valeurs. On note ecc 1’estimation
obtenue par comptage de collision, et ell I'estimation utilisée pour le Loglog classique.

— Si les deux estimations sont inférieures & 5m /2, répondre ecc;

— Si les deux estimations sont supérieures & 5m/2, répondre ell ;
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FiG. 5.4 — Tracé de la moyenne d’exécutions normalisées pour n < 1024 et m = 256, sur 10000
exécutions [gauche]. Tracé de 'erreur standard observée correspondante, dans les mémes conditions
[droite].

— Sinon renvoyer la moyenne arithmétique %(ecc + ell).

Les résultats expérimentaux peuvent alors se lire sur la figure 5.4. Le premier tracé représente
pour m = 256, la moyenne sur 10000 tirages aléatoires du résultat de I’algorithme divisé par n, pour
n compris entre 0 et 4m. Le deuxiéme tracé présente la moyenne de ’erreur standard observée dans
les mémes conditions. On voit sur le premier tracé que, dés les premiéres valeurs de n, le nouvel
estimateur est bon, car la moyenne sur 10000 tirages ne s’éloigne pas de plus de deux pour mille de
la bonne réponse. Le deuxiéme tracé représente la courbe expérimentale de ’erreur standard, sur
lequel on voit que la précision pour les petites valeurs de n est excellente, bien meilleure méme que
I’erreur standard attendue asymptotiquement, qui est représentée par le trait horizontal.

5.4 Mots finis

Dans les conditions réelles d’utilisation, les algorithmes Loglog et super Loglog prennent en
entrée des mots finis de longueur L, et non des mots infinis comme on 1’a supposé jusqu’ici. La
modification des algorithmes présentés dans les section 4.4 et 5.2 passe par la modification de la
fonction p qui code la position du premier 1. On ajoute que lorsque w est le mot uniquement
constitué de zéros, alors p(w) = k + 1, si |w| = k.

Ce retour a la réalité a deux conséquences qui sont étudiées dans cette section. La premiére est
que la distribution de probabilité des registres est modifiée, et devient finie. On voit dans la premiére
sous section que la troncature des mots est annulée par la troncature des registres de 1’algorithme
super Loglog, et a une influence négligeable si n ne dépasse pas certaines limites. La deuxiéme est
que le hachage des données entraine des collisions, en nombre non négligeable si n est grand. Ce
point est traité dans la deuxiéme sous-section.

5.4.1 Troncature des mots

Proposition 5.1 L’algorithme super Loglog appliqué o un ensemble de cardinal n < Npqp constitué
de mots de taille L en bits a une erreur standard bornée par 0.95/v/m, & condition que les mots
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W= W W,

logm I
L

F1c. 5.5 — Notations

aient une longueur minimale vérifiant la condition

L > logym + [log2 N:lnam-‘ +2. (5.4)
Notations. Les notations utilisées dans cette section sont les suivantes. L’algorithme prend en
entrée des mots de longueur L, et chaque mot w est décomposé en un préfixe de longueur log, m
noté wi, et un suffixe de longueur [ := L — log, m, comme montré sur la figure 5.5. On note de plus
w = 0 pour désigner un mot dont tous les bits sont & zéro. Le nombre de bits d’un mot fini w est
notée |w|.

Pour analyser I'influence de cette troncature des mots, on suppose qu’on dispose au départ d’un
ensemble E de mots binaires infinis, et on note E/ ’ensemble constitué des préfixes de longueur L
des mots de E. C'est-a-dire que Ef est la partie qui est prise en compte par I’algorithme. On note
M; les maximums des premiers 1 sur I’ensemble E, ce qui est la notation utilisée dans les sections
précédentes, et Mif , les maximums obtenus sur les mots tronqués de l’ensemble Ey. La lettre w
désigne maintenant toujours un mot fini, et la lettre z toujours un mot infini.

Intuition Il y a une différence entre les valeur M; et Mif , 8'il existe un mot z = z1z9 de FE tel que
|z1| = logym, 1 = i et tel que x5 = 0'Tlz3. Dans ce cas, la valeur de M; est strictement supérieure
al+1, alors que la valeur de Mif est, par définition, bornée par [ + 1. Dans le cas de ’algorithme
Loglog, le rapport entre les estimateurs a,,m2'/™2Mi et q,,m21/ m ¥ M/ est alors au moins 21/ m
ce qui est non négligeable par rapport & la précision espérée.

En ce qui concerne l'algorithme super Loglog, la situation est plus favorable, car s’il y a un
mot ¢ = z1zo tel que xo commence par plus de [ + 1 zéros, alors il y aura une différence entre
My, et MJI, mais qui a peu de chance d’intervenir dans ’estimation finale car la valeur M{l fera
probablement partie des valeurs tronquées. On constate donc que ’erreur issue de la troncature des
mots est en partie compensée par ’oubli des grandes valeurs Mif .

Lorsque n devient trés grand, cette compensation n’est plus suffisante, et 1’algorithme super
Loglog perd en précision. On remarque en particulier que comme chaque M; est borné par [ + 1,
I’estimation renvoyée par super Loglog est bornée par &, m2t1. L’algorithme devient nécessairement

inadéquat lorsque n est supérieur a cette valeur.
Analyse.

Choix de la longueur des mots. La valeur N,,,, correspond au nombre maximal d’éléments
qu’on souhaite estimer. Comme ’erreur due & la troncature augmente avec n, on borne dans cette
section ’erreur dans le cas ou il y a Ny,q, €léments. Cette borne reste a fortiori valable pour le cas
1 < Niyaz-

Un mot induit quant au comportement des registres des conséquences différentes dans les cas
fini et infini lorsque le suffixe du mot infini commence par [+ 1 zéros. Soit p = 1/2"*1 la probabilité
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de cet événement. Le nombre de mots dont le suffixe commence par [ + 1 zéros est noté D (pour
Différent). La loi de probabilité de D est

pr(p =0 = (V7 )t -

Cette distribution s’approxime par une distribution poissonienne car pNy,qz €St une constante et on
s’intéresse au cas ol k est trés petit devant Ny,uz. On a alors approximation numérique?

(PNimaz)*
K

La moyenne de D est égale & pNy,q.. Sachant que l'algorithme super Loglog tronque 30% des
valeurs, on peut se permettre d’avoir une partie des mots qui créent une différence entre le modeéle
fini et infini, sans qu’il y ait au final de conséquences. On choisit, et la suite justifiera ce choix,
d’imposer qu’il y ait en moyenne moins de m/8 mots qui posent probléme. On a alors

Pr(D = k) ~ e PNma=

m
meam < g

Sachant que la longueur des mots finis est L = log, m+1, cette inégalité se traduit en une minoration
de L qui est

N,
L > log, m + [logQ :;laz-‘ + 2.

On suppose dans la suite que la taille des mots L est supérieure & log, m + [logQ ut ’T’;L”] + 2, ce
qui va permettre de borner ’erreur induite.

Majoration de l’erreur Soit un mot infini £ = z1x2 dont le suffixe o commence par [ + k
zéros, la différence entre p(z3) dans le cas fini et dans le cas infini est égale & k. La modification du
quotient My, par M{l (en utilisant les notations du paragraphe précédent) due a z est inférieure a

1/m-—1

ok/m En moyenne, le quotient est majoré par qu’on majore par 1.5, en supposant que m

—ol/m—1>
est supérieur a 4 (le cas m strictement inférielir 2a 4 ferait simplement appel & une constante plus
grande). Si j mots ont le méme préfixe 4, et tous un suffixe qui commence par au moins [ + 1 zéros,
alors on majore le rapport entre M; et Mif par 1.57, ce qui surestime la contribution réelle de ces j
mots.

On note R le quotient des deux estimations, celle basée sur les mots infinis et celle basée sur
les mots finis. La variable R s’exprime comme 2m L Mi—M{ , ou la somme est prise sur les 70% plus
petite valeurs. On majore alors la valeur moyenne de R comme suit

E(R) S Z meam (me'ax) + Z meaz (me’!am) (1_5)k—|_3m/10J
k<[3m/10] k! k>[3m/10] k!
3m/10
< 1 (15)"13m/10] g-pNmasg (PNLE) 0
[3m,/10]!

= 1+ a(m).

La fonction a(m) décroit exponentiellement en m, et on vérifie que a(64) < 1073. Ceci conclut la
preuve de la proposition 5.1.

30n utilise la notation & pour relier des quantités dont la différence est numériquement négligeable dans les
conditions du probléme.
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FIG. 5.6 — Une exécution de super Loglog pour n = 6.10° et m = 2'2 (espérance normalisée).

Zone de validité. La proposition 5.1 décrit la longueur des mots L qui est nécessaire pour obtenir
une estimation de cardinalité. Si L est fixé, on peut inverser la formule pour en extraire la zone de
validité de l’algorithme correspondante, a savoir

L

Nimaz = QZ

Par exemple, des mots de 32 bits permettent d’étudier des ensembles de cardinal jusqu’a un
milliard, et des mots de 64 bits des ensembles de cardinal jusqu’a quatre milliards de milliards. . .

La figure 5.6 montre une exécution de l’algorithme super Loglog dans un cas extréme oil n =
6.10° et m = 2'2 et L = 32. La valeur Ny,q; est alors égale 3 10°. On observe qu’au dela de la
limite Npqq, I’estimation s’éloigne complétement de la droite y = 1, ce qui illustre bien les limites
de validité de l’algorithme.

5.4.2 Collisions

Lorsqu’on hache un ensemble de cardinal n dans ’ensemble des mots de taille L, ou de fagon
équivalente dans une table de hachage de taille 27, il va trés probablement se produire des collisions.
L’exemple classique est de comparer les dates d’anniversaires d’un groupe de personnes. S’il y a
plus de 23 personnes, il est vraisemblable qu’au moins deux personnes aient le méme anniversaire
(paradoxe des anniversaires). Le nombre de ces collisions peut étre estimé de maniére trés précise si n
n’est pas trop grand par rapport a 2, comme on ’a montré dans la section 5.4. Or la proposition 5.1
impose la limite n < ZT pour que l’algorithme super Loglog garde la précision souhaitée. Le biais
crée par ces collisions est donc facilement rectifié.

Notons n le nombre d’éléments distincts de ’ensemble initial, et 72 le nombre d’éléments distincts
aprés hachage (qui est la valeur estimée par I’algorithme). Le fait qu’il puisse y avoir des collisions
implique 7 < n. La section 4.3 a montré que n; = —2% log(1 —72~%) est un approximant acceptable
de n. Pour corriger ’effet des collisions, il suffit donc de modifier ’algorithme en conséquence.

Erreur. On veut ici estimer ’erreur apportée par le fait qu’il y ait des collisions dans la fonction
de hachage. Cette erreur a deux origines. Tout d’abord le hachage lui-méme, et ensuite la correction
effectuée par I’algorithme.

L’erreur due au hachage est \/%\/ e? — 1, ol p désigne le remplissage de la table, qui est borné

par 1/4. Cette erreur est majorée par \/—lm%, ou [ est la longueur du suffixe pris en compte (L =
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F1G. 5.7 — Distribution de ’estimateur

log, m+1). Sil est raisonnablement grand, l’erreur crée par le hachage est négligeable devant ’erreur
de l’algorithme (% pour Loglog).

ef—1

L’erreur due a l’estimation est donnée dans la section 4.3, et est égale a

. 1 1.2
1C1 par ﬁﬁ
L’erreur conjuguée de ces deux phénoménes est finalement majorée par

, ce qu’on majore

1 2

N Pour le cas
particulier L = 32 et m = 1024, I’erreur due au hachage est inférieure a 3.107°, alors que I’erreur
due a l’algorithme est environ 4%.

5.5 Distribution de ’estimateur
On revient ici & l'algorithme Loglog, dont on souhaite estimer les risques d’erreur.

Proposition 5.2 La distribution de la variable aléatoire e, définie par e, = am2% LM o5t asymp-
totiguement gaussienne lorsque m tend vers linfini :

€n— 1N
TN, N, 1)
nPm//m
Preuve. (Esquisse) La preuve de cette proposition se base sur le théoréme central limite : lorsqu’on
dispose de m variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne y et de
variance o2, alors la variable aléatoire Z,, définie Ty 1= 2 Xizma la loi 1
) m par Zp = === converge vers la loi normale
N(0,1), lorsque m tend vers I'infini.

La distribution de tous les registres M; est la méme, & des variations stochastiques pres, liées
aux cardinalités des groupes et qui sont négligeables. On note u 'espérance des M;, et o2 la variance
correspondante. D’apres le théoréme central limite énoncé précédemment, on obtient que % S M;,
aprés normalisation tend vers la loi normale, c’est-a-dire

1 o
—>"Mi=p+——G
m N i

ot Gy, est une variable aléatoire qui converge en loi vers G telle que G LN (0,1) (g représente
légalité en distribution).
1
Soit ensuite la variable aléatoire Y définie par Y = 2m 2 Mi. On peut alors écrire

d 2 Gm
y & ot Tmlm,
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Fic. 5.8 — Une exécution de super Loglog pour n = 103, n = 105, n = 6.10° et m = 28 (espérance
normalisée).

L’écart-type o est une constante, et m tend vers l'infini, ce qui permet I'approximation suivante

d o 1
Y=2"14—=Gp+o|—]].
( vymo " m
Asymptotiquement, la variable aléatoire Y est donc gaussienne, et il en est de méme pour 1’estima-
teur e, car e, = a,,Y.
On a montré dans le chapitre 4 que l'espérance de 'estimateur e,, est asymptotiquement n (& des
n2p2,

fluctuations extrémement petites prés), et que sa variance est —-2, également a des fluctuations

pres. Cela conclut la preuve de la proposition. |

Remarque. Plus précisément, ’exponentielle d’une loi normale est une loi log-normale. Ici, la loi
limite est normale car I’écart-type est asymptotiquement négligeable devant la moyenne.

La distribution de ’estimateur renvoyé par l'algorithme super Loglog est également gaussienne,
car les arguments de la preuve précédente demeurent valables. Les deux algorithmes ont la méme
moyenne n, par contre la variance de I’estimateur de ’algorithme super Loglog est inférieure & celle
de l'estimateur de ’algorithme Loglog.

Le fait de savoir que la distribution limite est gaussienne permet de quantifier 'erreur commise

selon ’écart-type o = 4/ % Ainsi la probabilité d’étre & une distance de la moyenne inférieure &
o, 20, 30 est respectivement de 65%, 95% et 99%.

La figure 5.7 présente ’histogramme de la distribution observée sur 1000 estimations, corres-
pondant & 1000 exécutions de l'algorithme super Loglog, pour les valeurs m = 10 et n = 20000,
ainsi que la courbe gaussienne attendue.

5.6 Résultats expérimentaux

5.6.1 Super Loglog - données aléatoires

Dans cette sous-section, ’algorithme est appliqué & des données aléatoires de 32 bits engendrées
par un générateur pseudo-aléatoire de qualité. La figure 5.8 montre trois exécutions de l'algorithme,
pour la valeur m = 28, et des valeurs de n petites (n < 1000) moyennes (n < 10%) et trés grandes
(n < 6.10%). Pour le choix m = 28, Ierreur standard prédite est 6.2%. On constate sur les deux
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Fic. 5.9 — Tracé de am2sm X Mi pour n = 10® et m = 220 sur des données aléatoires, moyenné sur
100 exécutions de l’algorithme.

premiers graphes de la figure 5.8 que I’estimation est la plupart du temps comprise entre 1 — 0.062
et 1+0.062, méme si, comme il est attendu, il lui arrive de sortir de cette zone. Le troisiéme graphe
par contre correspond & une exécution de l'algorithme en partie hors de sa zone de validité, on
constate donc que l’estimation diminue et perd en qualité lorsque n dépasse la limite Ny,q, qui est
ici égale a 10°.

5.6.2 Importance de la constante de correction &,

La figure 5.9 montre la tracé de am2s% £ Mi o3 o est une constante fixée. On voit trés bien sur
cette figure que pour les grands fichiers, il y a des oscillations dont la période augmente avec n de
fagon logarithmique.

5.6.3 Erreur standard

Les courbes de la figure 5.10 montrent le tracé de I’erreur standard observée pour n = 10%, m
compris entre 2% et 220 et 1000 exécutions, en comparaison avec ’erreur standard théorique. La
courbe de gauche correspond au cas de ’algorithme Loglog, et celle de droite au cas de ’algorithme
super Loglog. Dans les deux cas la courbe expérimentale est légérement supérieure a la courbe
théorique pour les petites valeurs de m, mais on reconnait aisément le comportement en 1.3/y/m
pour Loglog et 0.95/4/m pour super Loglog.

Pour le cas de I’algorithme super Loglog, on observe que [’écart entre la courbe expérimentale et
la courbe théorique est de 'ordre de grandeur de % Cet écart est négligeable asymptotiquement,
mais explique le léger écart pour des valeurs de m petites.

5.6.4 Super Loglog - données réelles
Textes en francais ou anglais

Les textes en anglais ou en frangais sont typiquement des données ou les mots ne sont pas
distribués de fagon aléatoire. Il y a des mots trés présents, et d’autres trés peu. Par exemple dans
Tartuffe de Moliére, le mot “vous” apparait 580 fois, alors qu’on ne lit qu’une fois le mot “vermeille”.
De plus ’apparition d’un mot dépend bien stir des mots précédents. Dans Hamlet le mot “be”
apparait 32 fois aprés “to”, et 217 fois au total. L’ordre de grandeur de la quantité de mots différents
dans un livre en frangais ou en anglais est 10 000, en comptant les formes (accordées, conjuguées)
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F1G. 5.10 — Tracé de l’erreur standard expérimentale et théorique, pour 1’algorithme Loglog [gauche]
et super Loglog [droite].

o
e

F1G. 5.11 — Tracé de ’erreur multipliée par y/m pour 5 textes différents. Les traits horizontaux sont
positionnés respectivement a un, deux et trois écarts-types.

des mots, et varie significativement selon ’auteur et la longueur du livre. Par exemple “Les trois
mousquetaires” contient 14822 mots différents, “Le tour du monde en 80 jours” 9441 et “Hamlet”
qui est le plus court 5044.

La figure 5.11 présente le tracé de 5 courbes correspondant a 5 textes différents : la bible, le tour
du monde en 80 jours, Hamlet, Tartuffe et les trois mousquetaires. Pour chaque valeur de log, m
comprise entre 4 et 20, on trace la valeur |E'st — Real|y/m, ou Est est 1’ estimation et Real la valeur
réelle. On fait figurer de plus trois traits horizontaux situés a 0.95, 1.90 et 2.85, qui correspondent
aprés normalisation & une, deux et trois erreurs standard. On s’attend donc, en suivant la remarque
de la section 5.5 & ce que 65% des valeurs soient situées en dessous du premier trait horizontal,
95% en dessous du deuxiéme, et 99% en dessous du troisiéme. Cela est confirmé visuellement par
ce qu’on observe sur cette figure.

Regveda et Mahabharata

Le regveda est un texte indien écrit en sanscrit qui date du deuxiéme millénaire avant JC. Je
ne résiste pas a ’envie d’en citer quelques vers, extraits du récit de la naissance divine de la déesse
Indra.

4.018.01a ayam pantha anuvittah purané yato deva udajayanta vigve
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Fic. 5.12 — Erreur relative de l’estimateur pour le texte du Mahabharata, comparée a l’erreur
standard théorique (m = 24,...,2%%), pour trois fonctions de hachage différentes.

4.018.01c 4tas cid a janisisiia pravrddho ma mataram amuya péattave kah

4.018.02a naham 4to nir aya durgahaitat tiragcata par§van nir gamani

4.018.02¢ bahuni me akrta kartvani yadhyai tvena sam tvena prchai

Soit en anglais :
This is the ancient and accepted pathway by which all the gods have come into existence.

Hereby one could be born, through wazen mighty.

Not this way I go forth, hard is the passage ; forth from this side, obliquely, I will issue.
Much that is yet undone I will accomplish. One must I combat and the other question.

Ce texte a la particularité de contenir beaucoup de formes de mots distincts, car outre la richesse
du style, la langue sanscrite posséde une trés riche morphologie et fait largement appel aux mots
composés. Cela fournit ainsi un texte avec un vocabulaire abondant.

Le texte contient 45597 mots distincts pour environ 182 000 mots au total, et selon les valeurs
de m, les estimations fournies par 1’algorithme sont

logo m 4 5 6 7 8 9 10 11
estimation 28827 | 35426 | 42547 | 41645 | 45444 | 43781 | 46735 | 46518
Précision en % 37 22 6.7 8.7 0.4 4.0 2.5 2.0

logo m 12 13 14 16 18 20
estimation 45591 | 45133 | 45543 | 45416 | 45544 | 45586
Précision en % | 0.02 1.0 0.12 0.4 0.12 0.03

Le Mahabharata (prononcer Ma-haa-BHAAR-a-ta) est un texte religieux indien. Il a existé
sous de nombreuses formes, la plus fondamentale étant un texte en ancien Sanskrit, qui est peut
étre le plus grand livre du monde. Il contient environ un million de mots, dont 177601 différents.
La figure 5.12 représente des courbes de ’erreur relative de ’estimation renvoyée par 1’algorithme
super Loglog, selon la valeur de m, pour trois fonctions de hachage différentes.

5.6.5 Traces de serveur web et 7

L’algorithme super Loglog peut étre appliqué & des données de taille plus importantes, telles
des logs de pages web de taille 400Mb contenant 1.8 millions de "mots” distincts, ou encore aux 200
millions premiers digits de m, groupés 10 par 10 pour former 20 millions de mots dont sont 19979352
distincts.
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Le premier tableau montre lerreur relative (en %) des exécutions de ’algorithme pour des
valeurs de m allant de 2° & 2'® et sur un fichier de logs de pages webs contenant 1.8 millions de
mots distincts. (E.S. désigne l'erreur standard attendue.)

logom |5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Reés 12 89 12 023 35 26 19 25 1 12 13 065 05 0.32
E.S. 16 11 8 5.7 4.0 28 2 14 1 0.7 05 036 025 0.18

Le deuxiéme tableau montre le résultat de trois exécutions de ’algorithme sur 20 millions de
mots formés par les 200 millions premiers digits de m, chacune utilisant une fonction de hachage
différente, et la quatriéme ligne montre ’erreur moyenne commise sur ces trois exécutions. Fina-
lement la derniére ligne rappelle la valeur de l'erreur standard (E.S.) attendue. Toutes les valeurs
sont exprimées en pourcentage.

logom | 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Exéc1 |07 15 28 027 13 064 04 0.7 022 0.39 0.19 0.13 0.06
Exéc2 | 7.2 0.8 022 0.52 007 075 067 02 02 0.02 0.09 0.06 0.12
Exéc3 |41 26 08 16 1.7 10 1.1 05 0.13 006 0.18 0.13 0.19
Moy 4 17 13 08 1 0.8 08 05 028 0.17 0.16 0.11 0.12
E.S. 5.7 4.0 28 2 14 1 0.v 05 036 025 0.18 0.13 0.09

Les valeurs qui sont au deld d’une erreur standard de la valeur attendue sont présentées en gras.
On constate que 20% des valeurs sont & plus d’un erreur-type d’écart, ce qui est cohérent vis & vis
de l'approximation gaussienne de la distribution des valeurs.

5.6.6 Super Loglog - Zone de troncature

L’algorithme super Loglog présenté dans ce chapitre est basé sur un choix de troncature des
registres & 70%. Ce choix est illustré par des simulations dans cette partie.

L’évolution de la précision de I’algorithme selon la valeur de troncature ¢ choisie repose sur deux
phénomeénes qui ont des effets opposés, d’une part la variance de la quantité 2#21\4", et d’autre
part 'amplitude de la valeur de correction @&;,. On prend § compris entre 0.5 et 1. De plus cette
zone encadre bien la valeur que nous avons choisie, qui est § = 0.7.

Erreur standard. La variance de la quantité 2m7 ZMi qgcroit avec 4. Lorsque 6 = 1, lerreur
standard multipliée par +/m est égale & 1.3, et diminue jusqu’a étre proche de 0.79 pour § = 0.5.
Ces valeurs sont présentées dans la section 5.8.3, voir la figure 5.22, ou le tableau de valeurs (5.8).
Selon ce seul critére, on a intérét & choisir § relativement petit, par exemple § = 0.5.

Amplitude de la valeur de correction. Lorsque J diminue 'amplitude de ’espérance de la
quantité 97 2 M (et par conséquent I’amplitude de la valeur de correction) augmente de fagon
sensible. Ce phénomeéne est illustré par la figure 5.8, sur laquelle on peut voir que entre 6 = 0.9
et § = 0.5, 'amplitude a environ doublé. Cela pose un probléme, car le calcul de la valeur de
correction est basé sur une valeur approchée de n. L’erreur commise sur cette valeur approchée est
plus amplifiée lorsque d est petit. Ce phénoméne pousse donc vers des valeurs de ¢ grandes.

Bilan La conjonction de ces deux phénomeénes conduit & choisir comme valeur de troncature
0 = 70%. Ce choix n’est bien sur pas le seul possible, et opter pour une valeur de § comprise entre
0.5 et 1 permet d’améliorer la précision de ’algorithme Loglog.
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Fic. 5.13 — Comparaison des différents choix de valeur de troncature §. A gauche, de bas en haut
6 =0.7,§ = 0.6, 6 = 0.5, et & droite bas en haut § = 0.7, § = 0.8, § = 0.9.
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FiG. 5.14 — Tracé de l'erreur standard et d’une exécution pour des données aléatoires avec les
paramétres n = 108 et m = 220, Les lignes horizontales indiquent le point de repére de I’erreur
standard attendue.

Illustration La figure 5.13 montre les tracés de courbes représentant 1’erreur standard commise
pour différentes valeurs de §. Toutes ces simulations sont obtenues pour m = 22, n < 108, et pour
200 exécutions. Le tracé de gauche montre, de bas en haut, les courbes correspondant & 6 = 0.7,
6 =0.6, § = 0.5, et le tracé de droite montre, de bas en haut, les courbes correspondant 8 § = 0.7,
6 = 0.8, § = 0.9. On observe sur cet exemple que la valeur de troncature optimale est § = 0.7.

5.6.7 Super Loglog - précision a 0.1%

La précision de l'algorithme super Loglog peut en théorie étre rendue aussi petite que désiré, en
ajustant le nombre de registres. Par exemple pour obtenir un algorithme précis a 0.1%, on choisit m
supérieur & la solution de I’équation 1073 = %, soit m > 9.2.10°. Comme on veut en plus que m

soit une puissance de 2, on choisit m = 220. La figure 5.14 représente les traces de l'erreur standard
pour 100 exécutions de I’algorithme, avec m = 2%0 et n = 108, et la trace d’une exécution normalisée.
On constate donc que 'erreur standard est bien en moyenne inférieure & 0.1%.

Lorsque m = 220 sachant que la distribution des valeurs est approximée par une gaussienne,
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Fic. 5.15 — Tracé de l'erreur standard et d’une exécution pour des données aléatoires avec les
paramétres n = 108 et m = 223, Les lignes horizontales indiquent le point de repére de I’erreur
standard attendue.
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F1G. 5.16 — Comparaison de I'erreur standard expérimentale des algorithmes Loglog et super Loglog
sur 100 exécutions, pour les valeurs n = 500000, et m = 28, 212 et 216,

il y a environ 65% des exécutions qui auront une erreur inférieure a 0.1%. Pour augmenter cette
proportion, on choisit une valeur de m encore plus grande. Par exemple si on prend m = 223, I’erreur
standard attendue est 3.10~*. L’approximation gaussienne dit alors que dans 99% des cas I’erreur
du résultat est inférieure & 0.1%. On obtient alors un algorithme qui garantit que sauf pour un petit
nombre de cas, le résultat renvoyé est a moins de 0.1% de la réalité. La figure 5.15 présente les
mémes graphes que la figure 5.14, mais pour les valeurs n = 8.10% et m = 23. On observe bien que
I’estimation est presque toujours située & moins de 0.1% de distance du résultat attendu.

5.6.8 Loglog versus super Loglog

La figure 5.16 montre des exécutions des algorithmes Loglog et super Loglog sur les mémes
données. La figure montre le tracé de ’erreur standard dans les deux cas, pour les données suivantes :
500 000 éléments, 100 exécutions, et m égal a 28, 2!2 et 2'6. Pour les trois tracés, la courbe la plus
haute correspond & 'algorithme Loglog, et la plus basse & 1’algorithme super Loglog. On observe
donc expérimentalement que la version super Loglog est plus précise que la version Loglog.

On constate que sur le troisiéme tracé (m = 2'%), les deux courbes coincident au départ. Cela
provient du fait que pour des petites valeurs de n (n < 5m/2), les deux algorithmes utilisent la
méme méthode de correction de non linéarités, et renvoient donc exactement le méme résultat.
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F1G. 5.17 — L’arbre de codage des données

5.7 Compression des registres

5.7.1 Algorithme de compression

Les algorithmes Loglog et super Loglog sont basés sur la mise & jour de m registres, puis sur
I’évaluation d’une estimation & partir des valeurs de ces registres. Ces registres contiennent a priori
des valeurs comprises entre 0 et log Npyqz/m, qui sont donc codées sur environ loglog Ny, bits,
d’ott le nom des deux algorithmes. Par exemple, si on fixe Ny,qe = 259, ce qui est largement suffisant
pour la plupart des applications, les valeurs des registres sont codées sur 6 bits, comme on 1’a montré
dans la section 5.4.1.

Cependant, si on observe la figure 4.4 qui montre les valeurs des registres aprés exécution de
lalgorithme sur l'oeuvre compléte de Shakespeare (n = 28239), en utilisant m = 256 registres, on
constate que seulement sept valeurs différentes sont utilisées, dont une une seule fois. Cela signifie
que les registres peuvent se compresser efficacement, sans perdre d’information, et sans perturber
I’exécution de ’algorithme, ce qui permet de gagner beaucoup d’espace mémoire.

La distribution des données suit la loi de probabilité (pour k < by,)

Pr(M = k) = (1—2%)1/— (1—2%_1)V

ou v est le nombre d’éléments associés & 1'urne, qui vaut environ n/m. La valeur Pr(M = b,,) est le
complément des probabilités précédentes. La figure 5.1 présente un exemple de cette distribution.
La plupart des valeurs sont concentrées autour de la valeur log, n/m, et en pratique seules les
quelques valeurs autour de cette limite vont intervenir. Les registres sont par définition bornés, car
ils représentent la position du premier “1” dans un mot de taille finie. Cela est expliqué en détail
dans la section 5.4.1. On note R4, la valeur maximale des registres.

Le codage choisi pour coder les valeurs des registres est un codage préfixe qui va coder 1’écart
entre la valeur et la valeur “milieu” qui est |logy,n + 1], comme représenté sur la figure 5.17. Le
codage 001 correspond 4 la valeur |logyn + 1| — &, et ce pour k > 0, et le codage 10*1 correspond
a |logam + 1] + k + 1. Toutes les valeurs possibles sont ainsi codées, et le fait d’utiliser un codage
préfixe permet de concaténer toutes les valeurs My, ... M,,_1 en une chaine de bits, sans avoir &
mettre de séparateur. L’espace mémoire occupé par l’algorithme est donc la somme de ’espace
mémoire occupé par tous les registres.
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L’espace mémoire moyen occupé par les m registres, noté S est égal &
b

L10g2 n+1J Rmaz
S=m Y mlllogn+1—k+D+m Y. pylk—llogyn+ 1] +1)
k=0 k=|logy n+1]+1

Cette somme code le fait que les valeurs k inférieures a la limite |logon + 1| sont codées sur
k — |log, n + 1| + 2 bits et apparaissent avec une probabilité pg, alors que les valeurs k strictement
supérieures a [logyn + 1] sont codées sur |logon + 1| — k + 1 et apparaissent également avec une
probabilité pg. Si on supprime la troncature R, dans la deuxiéme somme de I’équation précédente,
alors on obtient un majorant de S.

Remarque. Lors de 'exécution de l'algorithme, la valeur exacte de n, le nombre d’éléments distincts
est inconnu. Cependant le fait de connaitre une estimation suffit pour mettre en place en pratique
cette méthode de compression des registres.

Le cott S dépend de n et de m, et est majoré par I’expression suivante

|logy n+1] 1)
S<m Y pelllognt 1 —k+2)+m D pelk— llogynt 1] + 1)
k=0 k=|logy n+1]+1

La somme qui majore S est périodique en logy, n, ce qui fait qu’on peut se contenter de 1’étudier
numeériquement sur un intervalle de type [z,2z]. On obtient alors

S < 3.01m.

On a obtenu une majoration de l’espace moyen occupé par ’algorithme, S. Il reste encore &
trouver une valeur Sy, telle qu’avec une trés grande probabilité, l'espace mémoire occupé par
I’algorithme soit inférieur & Sp,q;- L’écart entre le nombre attendu mpy de registres égaux a k, et
les valeurs constatées est de l'ordre de y/m. L’écart entre S et Sy,q; est par définition du méme
ordre de grandeur, et donc lorsque m est suffisamment grand, choisir Sy,q, égal & am avec « une
constante suffisamment supérieure & 3.01 convient. On choisit

Sinaz = 3.2m.

Ce choix est justifié expérimentalement dans la section suivante.

On constate que cette compression des registres n’affecte pas ’algorithme, méme s’il y a un
surcott lorsque la partie entiére de logy n/m change car il faut alors modifier toutes les valeurs. Ce
phénomeéne reste cependant extrémement rare, et peut étre négligé. En dehors de ce cas de figure,
la mise & jour des registres est faite sans difficulté supplémentaire.

La précision de 'algorithme est alors amélioré de 20% par rapport & un codage des registres
sur 5 bits, et de 27% par rapport & un codage sur 6 bits. Ce qui revient & dire que si I'on impose
Nyae = 10'8, en utilisant la méme quantité de mémoire que dans ’algorithme super Loglog sans
compression, on obtient une précision qui est

0.7
Erreur standard =

3

5.7.2 Expériences

La figure 5.19 montre le taux de compression moyen de chaque registre pour différentes valeurs
de m, sur 100 exécutions et pour n = 100000.
La figure 5.19 montre le méme parameétre, mais sur une seule exécution
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FiG. 5.18 — Mémoire moyenne occupée par un registre selon le nombre d’éléments. Expérience faite
sur 100 exécutions, n = 100000, et (a) m = 2%, (b)m = 212 et (c)m = 26
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FiG. 5.19 — Méme chose que pour la figure 5.18, mais sur une seule exécution.

5.8 Analyse de super Loglog

L’analyse de ’algorithme super Loglog utilise les mémes outils que celle de I'algorithme Loglog,
mais de maniére plus complexe, car la distribution des registres est désormais tronquée. On se base
donc dans cette section sur quelques hypothéses simplificatrices, comme par exemple 1’équiréparti-
tion des éléments dans les urnes, propriété qui est valide au premier ordre.

La mise en équation de l’espérance et de la variance est effectuée en 5.8.1. Les sous-sections 5.8.2
et 5.8.3 étudient le comportement asymptotique de ces deux quantités. La sous-section 5.8.4 détaille
la valeur de ’erreur standard. La sous-section suivante 5.5 est consacrée & l’étude de la distribution
de l'estimation calculée par I’algorithme super Loglog.

Dans cette section, on reprend les notations utilisées dans les sections précédentes, a savoir le
nombre d’éléments distincts & évaluer est noté n, et le nombre de registres utilisé m. Les registres
sont notés M; et les ¢ plus petits registres sont notés M;.

On rappelle que les énoncés nommeés Résultat sont basés sur quelques hypothéses simplificatrices
(toujours extrémement réalistes).

5.8.1 Intuition - Mise en équation

Pour 'algorithme Loglog, lorsqu’on évalue n éléments grace a m registres, la probabilité qu’un
registre ait une valeur inférieure a £ est

Pr(M < k) = (1 - 2ik) (5.5)

ol v est le nombre d’éléments dirigés vers l'urne, voir I’équation (4.1).

Lorsqu’on décide de tronquer les valeurs les plus grandes, la loi de probabilité change, les valeurs
les plus petites deviennent plus probables, et la distribution devient plus concentrée. On note J la
fraction de valeurs que 1’on souhaite conserver, et on considére la distribution de probabilité d’une
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variable notée L; conditionnée & ne conserver que la fraction § la plus & gauche de la distribution
initiale. Une telle distribution tronquée est représentée sur la figure 5.2.

La troncature des valeurs les plus élevées revient & faire m tirages selon la distribution initiale,
et & ne garder que les dm plus petits. Lors de ces tirages , il y a md valeurs qui tombent dans la
zone correspondant & la distribution L;, & un facteur 1 + O(1/4/m) prés. On considére donc pour
super Loglog le modeéle selon lequel on lance ém valeurs selon la distribution L; (qui est valide & un
facteur 1 + O(1/4/m) pres). C’est maintenant ce second modele, plus simple, qu’on analyse. Pour
bien distinguer le nombre d’urnes noté m du nombre d’urnes prises en compte par super Loglog, on
note m' = ém.

Mise en équation

Hypothése HI : il y a m' urnes qui regoivent chacune n/m éléments, et qui suivent la loi de
probabilité L.

Cette hypothése est valide au premier ordre asymptotique, car le nombre d’éléments dans chaque
urne est (1 + O(nfl/ 2)) Les résultats au premier ordre (qui sont ceux auxquels ont s’intéresse
ici) ne sont a priori pas modifiés par cette hypothése simplificatrice.

Jusqu’au seuil de troncature qu’on note b, la nouvelle distribution L; est proportionnelle & la
distribution précédente. Cette valeur seuil est définie comme le plus petit entier supérieur & Bn, avec

n/m
(1 _ i) s,
2bn

1
bn = ’VIOgQ m-‘ .

Si M*® (s comme super) est une variable aléatoire qui suit la distribution L1, on a

n/m n/m
Pr(MS:k)=%<1—2lk) —%<1—2;—_1) k< by

avec Pr(M?® = b,) qui est le complément des probabilités précédentes, c’est-a-dire

1 1 "

On définit la série génératrice de cette distribution de probabilité comme suit

soit encore,

Gs(u) := Y Pr(M*® = k)uF.

Ici, il n’y a que la variable u qui intervient car les éléments sont par ’hypothése H1 équirépartis
dans les urnes, de sorte que n est donc traité comme un parameétre.

On peut reprendre toute la partie mise en équations formelle de I'analyse de Loglog. L’espérance
notée E, de lestimateur é,,m2> Mi/™ s’exprime comme

By = amm Y _ 26 Pr(> " M; = k) (5.6)
k

Le résultat suivante reformule cette expression en fonction de la série génératrice Gs.
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Résultat 5.2 L’espérance de lestimateur de l’algorithme super Loglog s’exprime comme
By = GmmG, (2™

Preuve. Ce résultat est une conséquence directe de I'expression de E énoncée dans 1’équation (5.6),
car la série génératrice Gy(u)™ est égale a S Pr(Y...,, M; = k)uF. L'évaluation de cette série en
u = 2Y/™" compléte la preuve.

|

5.8.2 Espérance

Cette section étudie le comportement de ’espérance E de l'estimation de ’algorithme super
Loglog é,. L’analyse de E; permet de déterminer les valeurs de correction &, (n) et de montrer que
I’espérance F; est égale a n & des oscillations d’amplitude extrémement faible prés.

Résultat 5.3 L’espérance Eg vérifie
E;=n

asymptotiquement, lorsque n tend vers l’infini.

Remarque. Ce résultat provient principalement de la définition de la valeur de correction &, (n),
qui & des petites oscillations pres, est défini pour que ce résultat soit vrai. Cette valeur dépend de
n qui est inconnu, et son approximation apporte des erreurs supplémentaires.

Cette fonction &, (n) est périodique de période log, n, et peut étre approximée par un polynoéme
sur une période. Le choix d’un polynéme de degré 4 entraine une erreur bornée par 2.107%, ce qui
est suffisant pour la plupart des applications. Pour améliorer cette précision, il suffit d’approcher
&y par un polynome de degré plus élevé, ce qui permet de rendre ’erreur commise lors de cette
approximation aussi petite qu’on le souhaite.

Preuve du résultat 5.3

Cette section s’intéresse principalement & I’étude de la fonction de correction. On montre que
c’est une fonction périodique qui ne dépend que de m et de la valeur k,, cette derniére étant
équivalente a [log,n/m — logylog1/8] — log,(n/m).

La preuve du résultat 5.3 est relativement technique, et s’articule comme suit. On reprend les
grandes lignes du théoréme 4.1 de 1’étude de I'algorithme Loglog, avec comme difficulté supplémen-
taire, le fait qu’on étudie une distribution finie et non plus infinie. La preuve raméne tout d’abord
l’étude de E a I’étude de sa racine m-iéme (& une constante prés) As, qui est I’équivalent de A dans
I’analyse de ’algorithme Loglog. Cette somme A est décomposée en trois parties, qui sont chacune
étudiées, et finalement une derniére partie rassemble tous ces résultats et conclut.

On s’intéresse a la fonction

Ay = G (2Y™) ZPr s = )2k/m

La somme sur k£ dans ’équation précédente est sur le domaine k < b, car la distribution L est
(par construction) tronquée. Cela ne permet pas d’utiliser les mémes théorémes que dans le cas non
tronqué, car la somme est finie, mais non bornée. On choisit alors de récrire cette somme comme
Dk = ko0~ 2k>b, T 2k, car il est plus facile de traiter la somme de b, & l'infini que son
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complément, et que kK = b, est un cas particulier comme on le voit sur la figure, et grace a la
définition. Pour donner un sens & ce découpage on prolonge la distribution L; de la fagon suivante.
On définit p, = % (1 — %)n/m — % (1 — Q,G%I)n/m pour tout k, La valeur Ay s’écrit alors

o0
Ay = pkoklm™ — N pk2k/™ 4 N " Pr(M® = by)20 /™
k=0 k>bn n

La premiére somme, de 0 & I'infini est une reprise quasi immédiate du cas Loglog, aux modifica-
tions prés que m se transforme en m/, et du coefficient 1/§. La deuxiéme somme fait apparaitre des
non-linéarités sous la forme d’oscillations de période logn, ce qui est également le cas de la troisiéme
somme, qui est réduite & un seul élément.

La premiére somme [0,00]. Ce paragraphe s’inspire directement de la section 4.5.4, car la
premiére somme n’est rien d’autre que la distribution non tronquée multipliée par 1/4. La premiére
somme s’écrit

% Z 2k/m’((1 _ 2—k)n/m _ (1 _ 2—k+1)n/m).
k>0

Etant donné la forme de la loi de probabilité des py, on voit qu’on peut négliger les termes ou k est

petit, et donc écrire (1 — 2_k)"/m ~ en/(m2%)

La somme devient alors

1 k/m' (—n/(m2%) _ _—n/(m2*-1)
DI Gt )
E>0
ce qui se mellinise trés bien. On sait estimer cette somme en reprenant les résultats de la section 4.5.4,
ce qui donne
]. / ,"7’ _ n' !
SZQk/m (e misk — e m/2k—1> — Knl/m
k>0
ou K est quasiment une constante (aux petites oscillations prés), définie par

1—2/m
log2 mt/m

1 !
K = gF(—l/m )

Les petites oscillations mentionnées précédemment sont issues des singularités complexes de la
transformée de Mellin, et ne sont pas explicitées ici. Cependant, on peut préciser que ’amplitude
de ces oscillations est bornée par 107, exactement comme dans I’analyse de Loglog.

La deuxiéme somme [b,,00] La deuxiéme somme, qui correspond aux valeurs tronquées y
compris la valeur k = b, s’exprime sous la forme d’une somme infinie, qui est légérement périodique
en fonction de n, le résultat.

1 /
B(n) — - Z 2k/m ((1 _ 2fk)n/m _ (1 _ ka—i-l)n/m)'
)
k>by
soit encore, grace a I'approximation (1 — 27F)»/m ~ ¢ moF lorsque k est suffisamment grand, qui

s’applique ici car k > by, .
B(n) ~ L 3 o4/ (o5 — o)
k>by
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Pour faire apparaitre les oscillations de période log, n, on pose b, = logy(n/m) + ky. Cela permet
d’extraire le terme n!/™ | et de faire apparaitre clairement son coefficient multiplicateur, qui est une
fonction de k. Ce terme k, dépend directement de la partie fractionnaire de log, n lorsque n est
suffisamment grand car

fin ~ [logy(n/m) —logy log(1/6)] — logy(n/m)

asymptotiquement, lorsque n tend vers l'infini.

B(n) ~ 22/ SOk (ot — o)
£>0
1 ’ ’ ’ __1 — 1 '
~ S(n/m)l/m 9kn/m Z2k/m (e kFrn — e 2k—1+nn) — ﬂnnl/m
k>0

B(n)

avec la constante 8, qui est définie par

/Bn = 1 1 2nn/m’ Z 2k/m’ (67 2k‘i}ﬁn —_e 2k—11+nn>
k

6 ml/m

La partie 3, ne dépend en fait que de la partie fractionnaire de logy n, et peut donc étre étudiée
numériquement sur un intervalle borné. Pour cela on observe que la somme présente dans ’expression

i /1 _ 1 L
de B, converge de facon géométrique car le terme 2K/™ (e 2kFrn — ¢ 2’°*1+~n) est majoré par

ok/m’9—k—kn Teg premiers termes de cette somme fournissent donc une approximation de la somme
compléte avec autant de précision qu’on souhaite, selon le nombre de termes pris en compte.

Le petit morceau [b,]. La derniére partie de la somme est la partie qui correspond au fait
qu’on traite une loi discréte et non continue, et qu’il y a un morceau incomplet, qu’on doit traiter
séparément.

260 /™ Pr(M® = by,) = 20/™ (1 - %(1 — 2”“))

qui se récrit

N Kn—1 f ’ !
(1= 2L (gt — e

avec

O 1= (1 — M) (1/m)1/m’2n/m’

Calculs numériques.

Finalement le total de ces trois contributions est

’

AS — nl/ml(K . /871 + 5n) _ (1/m)1/mlann1/m )

d’ou

log 2 1)

—1/2rn 1
+ (1 - %) 9kn/m’.

— ol/m! ’ '
a,,n = %1—‘ (-%) i — 12'4'71/7” ZZk/m (e_ Qk-‘iﬁn — e_ 2k—11+lin)
k
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F1aG. 5.20 — Le tracé de a)'(ky) pour 6 = 0.9 (i), 0.7 (ii) et 0.5 (iii).

Ce qui correspond bien au Résultat 5.1. Dans toute cette partie de résultats numériques, on suppose
n grand, ce qui nous permet d’approximer b, par [logs(n/m) — log,log1/d]. Le coefficient a, ne
dépend alors que de la partie fractionnaire de logy(n/m) et de m. On étudie a,, numériquement
dans cette section, et on rappelle que l’espérance de ’estimateur est défini comme Ej := G, (n)ai'n.

On constate tout d’abord, expérimentalement que les valeurs de a, dépendent de m, mais que
lorsque la partie fractionnaire de logy(n/m) reste constante, les valeurs de a]' ne dépendent que
faiblement de m (ce qui était déja le cas pour l’algorithme Loglog). Ceci permet d’étudier a,
comme une fonction d’une seule variable. On choisit alors comme variable de référence k,, définie
précédemment comme

} ~ logy(n/m) ~ [logyn/m — logy log 18] — log,(n/m)

1
tin = |logy T

dont la variation est liée aux variations de la partie fractionnaire de logyn/m, et qui varie entre
—logylog1/8 et —logylogl/d + 1.

La figure 5.20 représente différents tracés de a]'(ky,) selon la valeur de 6. On constate sur cette
figure, que selon la partie fractionnaire de logs, n, la constante de correction varie. On observe de
plus que plus § est petit, plus cette variation est grande. Cette variation pose a priori un probléme,
car elle ne permet pas d’avoir un algorithme donnant une estimation centrée. Il est cependant
possible de régler ce probléme de la fagon suivante. On peut obtenir, grace & I’algorithme Loglog
une estimation de n notée ny. Cette premiére estimation permet d’évaluer précisément la valeur de
log, n, et en particulier de sa partie fractionnaire. Grace a cette connaissance, on peut savoir quelle
est la constante de correction adaptée pour ’algorithme super Loglog, et ainsi obtenir un estimateur
centré pour ’algorithme super Loglog.

A la place de la constante de correction c, de I’algorithme Loglog, on pose ici une fonction de
correction @&, (n), définie par

am(n) = a;m’

Fonction de correction et calcul de ’erreur commise

Pour la simplicité de ’algorithme super Loglog, on choisit d’approcher la fonction &, (n) trouvée
dans la sous section précédente par un polynoéme noté P. Ce polynéme dépend de la valeur de § et
de m, et peut donc étre précalculé. La figure 5.21 présente le tracé du facteur de correction &, (qui
est U'inverse du tracé de la figure 5.20), ainsi que le tracé de &, — P, qui est 'erreur commise par
I’approximation polynomiale.

Il y a donc a priori deux erreurs commises sur 1’évaluation de cette valeur de correction. La
premiére provient de la différence entre &;,(n) qui est la bonne correction, et d’autre part G, (no)
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FiG. 5.21 — Le tracé de la fonction de correction @&, pour § = 0.7 avec m = 4000, et le tracé de
ay, — P, pour les mémes valeurs.

qui est la valeur de correction pratique sur laquelle on se base. La deuxiéme erreur provient de
Papproximation polynomiale de &y, (ng) par P(ng).
¢ La premiére erreur est bornée comme suit

|G (n) — @ (no)| < Max |, (z)]|logs n — logy mo|- (5.7)

La valeur Max(al,(z)) est une constante relativement petite (inférieure a 0.08 pour § = 0.7), et
|logy n — log, ng| tend vers 0 lorsque m tend vers l'infini. Cette erreur est donc asymptotiquement
négligeable.

Pour des valeurs de m utilisées en pratique, I’erreur créée par cette approximation doit néanmoins
étre prise en compte. La majoration de cette erreur obtenue dans I’équation (5.7) peut étre précisée,
car on connait déja l'erreur commise sur la premiére estimation ng issue de ’algorithme Loglog.
L’erreur moyenne est obtenue en calculant ’espérance de I’équation (5.7). On cherche donc & majorer
la quantité E(| log n — logng|) qui peut se récrire E(|log(1l + (no/n — 1))|). Or l'estimation ng est
proche de n, donc la quantité ng/n — 1 est proche de zéro, ce qui permet de développer le logarithme
en utilisant la formule log 1 + z ~p z. On obtient alors

E(|log(1 + (no/n = 1))) ~ IE(In—yf - 1)).

En remarquant qu’une variance est toujours positive, on a l'inégalité E(|X|) < /E(X?) pour X
une variable aléatoire quelconque. Cela permet d’écrire, pour n suffisamment grand

E(|log (1 + (no/n — 1)) < VE(("> ~1)?).

Le majorant de I’équation précédente est en fait exactement l'erreur standard de ’algorithme Loglog,
qui est majoré par 1—\/%
Finalement, l'erreur commise est majorée par Max |, (z)||logn — log ng|, qui dans le cas par-

ticulier 6 = 0.7 on a 13 011
Erreur < ——.0.08 < —.
/m v/m
Cette approximation crée une erreur qui est plus petite que 'erreur due a 1’algorithme super Loglog,
mais apporte tout de méme une contribution d’environ 10%.

¢ La deuxiéme erreur est bornée par

[P(no) — @m(no)| < Max|P(z) — am(z)|-



5.8. Analyse de super Loglog 145

Cette erreur dépend de la qualité du polynéme P, et peut étre rendue aussi petite qu’on veut par
le choix approprié d'un polynéme de degré suffisamment grand. Pour le cas particulier § = 0.7 et
m = 4000, en prenant un polyndme de degré 4, qui interpole &, en 5 points, la figure 5.21 montre
que cette différence est bornée par 2.1076.

Cela conclut la preuve du résultat 5.3. La section suivante estime la variance de cet estimateur,
ce qui permet d’estimer la précision de ce nouvel algorithme.

5.8.3 Variance

Résultat 5.4 L’erreur standard de [’algorithme super Loglog basé sur une valeur de correction

parfaite est majorée par (\)/8—4, lorsque § = 0.7.

L’erreur commise en pratique est plus élevée, car il faut prendre en compte I'erreur commise lors
du choix de la constante de correction @, qui est majorée par 0.11/+/m.

Preuve—Courbes

La variance, comme ’espérance dépend de la partie fractionnaire de logy 1, mais contrairement
a U'espérance, elle dépend de m. Comme pour l’algorithme Loglog, on observe que cette dépendance
est en 1/m. Ce qui intuitivement dit que plus on fait de tirage selon la distribution, plus la moyenne
de ces tirages est centrée.
Toute la sous-section précédente sur ’espérance peut étre adaptée pour la variance, qui est
définie par
V, = m2a (G (22/m )m Gs(21/m’)2m’)_

On étudie alors la valeur Mo, définie par

My = G4(2%/™) ZPr k)22k/m"

Les calculs sont similaires & ceux de ’espérance, et ne sont pas repris. On obtient
!
My ~ v,n2/™

lorsque n tend vers U'infini, v, dépend de la partie fractionnaire de log, n/m et également de m, et
en reprenant les notations de la section précédente est égale a

m—2/m —2\ 1 —22/m e—1/2en! > /! )
—__ _ m= /m' 92k, /m
vn ) r (m’) log(2) 1 ) 2

_ %(1/m)2/m’225n/m’ ZQQk/m’ (671/2’“‘*””“ _ 671/2’“""‘”_1) )
k

La variance est ensuite définie comme V; := @2,m?v™ — E2, et I’erreur standard par err; := VEVS .

Ce qui nous intéresse maintenant est de pouvoir borner I’erreur standard selon les différentes valeurs
de 6. La figure 5.22 représente des tracés de la variance Vyn~2 pour différentes valeurs de 6, en
fonction de k. Le tableau suivant (5.8) représente les valeurs maximales de erreur standard,
rapportées & m, pour différentes valeurs de .

0 09 08 07 0.6 0.55 0.5 0.45 0.4
Err stand x /m | 0.98 0.88 0.84 0.797 0.790 0.787 0.789 0.796

(5.8)
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F1G. 5.22 — Le tracé de la constante de la variance pour § = 0.9 (i), 0.7 (ii) et 0.5 (iii), avec m = 4000.

On constate alors que la troncature optimale, selon les critéres vus jusqu’ici, est située & § = 0.5,
et que Derreur standard est alors &22. La section suivante est consacrée au choix de la valeur de

\/m
troncature.

5.8.4 Conclusion

Choix du taux de troncature. On observe que l'analyse suggére un taux de troncature égal
& 0.5, alors que l’expérience conduit a un taux de troncature voisin de 0.7. En pratique il est
raisonnable de se fier & la valeur expérimentale, qui se base sur des valeurs de m finies. De plus
I’analyse montre que 'erreur standard varie peu (quelques %) lorsque § varie entre 0.4 et 0.7.

Erreur globale. Une fois le taux de troncature choisi égal & 0.7, I'erreur standard est majorée
par la somme de 'erreur standard de ’algorithme doté d’un oracle qui lui fournit le facteur de
correction et de ’erreur due & ’approximation de &,. L’erreur due a l’approximation polynomiale
de a,, est en pratique négligeable et on obtient alors que asymptotiquement

0.95

Erreur moyenne < ——.

y — m
Cette valeur est légérement optimiste par rapport aux valeurs observées pour des m petits (on
trouve 1.04/y/m pour m = 28), mais devient valide lorsque m augmente (0.94/+/m pour m = 2%0).

5.9 Code source

Les algorithmes Loglog et super Loglog sont présentés en pseudo code dans les sections 4.4.3
et 5.2.2. Dans cette section, on présente le code complet de ces deux algorithmes écrit en C. Ce code
est basé sur une premiére implémentation aimablement fournie par Keith Briggs.

Les différentes parties du code sont séparées deux sections. La premiére contient le corps du
programme et les fonctions essentielles comme Loglog, super Loglog, le hachage et la correction
des non-linéarités. La deuxiéme contient les fonctions moins importantes, qui sont nécessaires pour
faire tourner le programme, mais ne sont pas indispensables pour la lisibilité et la compréhension
du code.

5.9.1 Fonctions principales

Le code des principales fonctions est séparé en plusieurs paragraphes. Le premier concerne les
notations, et le second les fonctions de hachages, qui sont nécessaires pour transformer les données
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en mots binaires de maniére satisfaisante. Le troisiéme et le quatriéme présentent les algorithmes
Loglog et Super Loglog, et enfin le dernier la fonction qui permet de corriger les non linéarités.
En téte, notations

Le programme se sert des librairies standard suivantes :

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>

Les variables globales sont :

typedef unsigned int ui;

ui k; //taille du prefixe

ui m; //nombre de registres
double alpha; // constante de correction
int stop=0;

La fonction de hachage

La fonction de hachage est en deux parties, tout d’abord convertir la chaine de caractéres en
entier, puis hacher cet entier.

ui convert(char* t){//convertit une string en ui
ui res=0; int pow=1l;int 1i;
for(i=0;i<strlen(t);i=i+1) {
res+=pow* (int)t[i];
pow=(pow<<5)+(pow<<2)+pow;}
return res;}

Cette fonction de hachage est extraite de [Knu98, section 6.4]. La valeur K doit étre un grand
nombre premier. En utilisant plusieurs valeurs de K on peut obtenir un grand nombre de fonctions
de hachage différentes.

ui hash(int a){
double K=179424673.0;
double vO=((double)a/pow(2,32))*K;
return (ui) ((double)pow(2,32)*(v0-(int)v0));}

La fonction Loglog

Les constantes de correction «a sont précalculées. Lorsque le nombre de registres est supérieur &
9, on peut considérer que oy, ne dépend plus de m et est égal a 0.3965.

double loglog(int* M){
double b=0; int i; double alpha=0.3965;
switch (k){
case 4:alpha=0.376;break;case 5:alpha=0.387;break;case 6:alpha=0.391;break;
case 7:alpha=0.394;break;case 8:alpha=0.396;break;case 9:alpha=0.396;break;
}
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for(i=0;i<m;i++) {b+=M[i];}
return pow(2,b/m)*(alpha)*m;
}

L’algorithme Super Loglog

Cette premiére méthode alphanum calcule la constante de correction «, en fonction d’une pre-
miére évaluation nval et de la valeur de k. A chaque k est associé un polynéme qui approxime la
véritable fonction de correction. Ces polynémes deviennent trés proches lorsque k devient grand, ce
qui permet de regrouper certains cas. Les valeurs de k inférieures & 3 ne sont pas traitées ici, mais
peuvent ’étre sans difficulté supplémentaire.

double alphanum(double nval){
double kap=(int) (log(nval/m)/log(2)+1.48)+1-1log(nval/m)/log(2);
if (k<4){return 0.74;}
switch (k){
case 4:alpha=0.003497*pow(kap,4)-0.03555*pow(kap,3)+0.1999*pow(kap,2)
-0.4812xkap+1.1390;break;
case 5:alpha=0.00324250*pow(kap,4)-0.0346687*pow(kap,3)+1.140732+
0.19794194%pow (kap,2) -0.47555735320+kap ; break;
case 6:alpha=0.0031390489*pow(kap,4)-0.0343776755*pow (kap,3)+
1.141759+0.197295*pow (kap,2)-0.4730536+kap; break;
case 7:alpha=0.0030924632*pow(kap,4)-0.0342657653*pow (kap,3)+
1.142318+0.197045*pow (kap,2)-0.4718622+kap; break;
case 8:alpha=0.0030709*pow(kap,4)-0.034219*pow(kap,3)+1.14260+
0.19694*pow (kap,2)-0.47129%kap; break;
case 9: case 10: case 11:case 12 : alpha=0.0030517*pow(kap,4)-
0.034180#*pow (kap,3)+1.14287+0.19685*pow (kap,2) -0.47077*kap;break;
default :alpha=0.0030504*pow(kap,4)-0.034177*pow(kap,3)+1.14288+
0.19685*pow (kap,2)-0.47073*kap;break;
}
return alpha;

}

double superloglog(int M[]){
double ave=0.0;
alpha=alphanum(loglog(M));
int prop=m#7/10; // La valeur de troncature choisie ici (70%)
ave=sommetronc (M, prop)*1.0/prop;
return alpha*m*pow(2,ave);

La correction des non-linéarités

Cette méthode met en place une estimation du nombre d’éléments par comptage de collision,
présenté dans la section 5.3. Cette méthode est ensuite appelée par la méthode evaluation.

double nonlincc(int M[]){
int nb=0;int i;
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for (i=0;i<m;i++){if (M[i]==0){nb++;3}}

if (nb==0){nb=1;}

if ((m-nb)<sqrt (m)){return (double) (m-nb);}
return m*log(m/(double)nb);

La fonction principale

La méthode evaluation rassemble tous les éléments précédents, et décide quel valeur utiliser
entre le résultat de superloglog et le résultat de nonlincc. Enfin cette méthode corrige I'effet des
collisions lors du hachage.

double evaluation(int M[]){
double res;
double sll=superloglog(M);
double nl=nonlincc(M);
if(s11<5*m/2 && nl<5*m/2){ res=nl;}
else {if(sll>5*m/2 && nl>5*m/2){ res=sll;}
else res= (sl1ll14+nl)/2;}

float N=pow(2.,32); //Correction des collisions
return (-N*log(l-res/N));

La fonction principale main initialise toutes les variables nécessaires, procéde & la mise a jour
des registres, et enfin affiche le résultat souhaité.

int main(int argc, char* argv[]) {

ui b,j,*M,r;double card;FILE *fich;

if (arge<2){
printf("To run the algorithm, run the command\n
./superloglog m filename\n m should be an integer<32, and filename the
name of the file.\n
The result returned is an estimate of the number of distinct words of
filename\n");
return 1;

}

k=atoi(argv[1]); k=k<1?71:k; k=k>32732:k;

// Verifie que la valeur de k est acceptable

m=1<<k;

fich=fopen(argv[2],"r") ;M=calloc(m,sizeof (ui));
b=sourcefich(fich);
while (stop==0) {
j=head(b) ;r=rho(tail(b));if (x>M[j]) M[jl=r;b=sourcefich(fich);
}
card=evaluation(M);
fprintf (stderr,"The number of distinct words in the file %s is %f,
with an expected precision of %f pc\n",argv[2],card, 0.95/sqrt(m)*100);
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free(M);
return 0;

}

5.9.2 Fonctions annexes

int sommetronc(int M[],int 1lim){//somme les 70% plus petites valeurs de M
int *C;int i;int ct=0;int pos=0;int res=0;
C=calloc(32-k+2,sizeof (int));
for(i=0;i<m;i++){CIM[il]++;}
while (ct+C[pos]<=1lim){
res+=pos*C[pos];ct+=C[pos] ;pos++;
}
res+=(lim-ct)*pos;
free(C);
return res;

ui rho(int x) { // index du premier 1 dans x, en comptant & partie de 1
int i;
for (i=1; i<=32; i++) {if (x<0) return i;x<<=1;}
return 33-k;

}

ui head(ui x) { // k premiers bits de x
return x>>(32-k);}

ui tail(ui x) { // supprime les k premiers bits de x
return x<<k;}

ui sourcefich(FILE* file){//lit le fichier ‘‘file’’ mot & mot
char toto[2000];
if (file==NULL){
printf ("Error: can’t open file.\n");
stop=1;return O;
}
else {if(!feof(file)) {
fscanf(file, "%s", &toto);}
else {stop=1;return 0;}
}
ui a=hash(convert (toto));
return a;



Conclusion

L’application de la combinatoire analytique & ’analyse d’algorithmes a permis dans cette thése
d’obtenir de nombreux résultats. Cette approche permet de traduire les propriétés de décomposa-
bilité des algorithmes ou des structures en séries génératrices. Cela permet d’exprimer de maniére
compléte le comportement de certains parameétres sur des structures parfois complexes. La mise
en équation au chapitre 3 du cotit de construction d’une table de hachage par l'algorithme de ha-
chage & essai aléatoire en est un excellent exemple. Les résultats asymptotiques s’obtiennent alors
de maniére simple comme une évaluation d’une série génératrice ou de ses dérivées. On voit dans
les chapitres 2, 4 et 5 que cette approche permet également d’atteindre des résultats asymptotiques
a priori complexes. Par exemple le comportement en log k +logn — k de la profondeur des éléments
dans une liste a sauts de taille n, ou le comportement trés légérement oscillant des estimateurs des
algorithmes Loglog et super Loglog. Ces exemples confirment le fait que la combinatoire analytique
est une approche élégante et puissante a ’étude des problémes de complexité algorithmique.

Les résultats analytiques bivariés développés au chapitre 2 concernent une large classe de pro-
blémes. On a vu les listes & sauts, les algorithmes de type quicksort ainsi qu’une estimation de
fréquence d’apparition de symboles.

Lors de 'analyse de l'algorithme de hachage & essai aléatoire, on a obtenu la série génératrice
multivariée qui code le colit de construction et la répartition des tables de hachage. Cette série
génératrice a mené & l'estimation de 1’espérance et de la variance du cotit de construction pour les
tables a-pleines et presque pleines. Beaucoup d’autres problémes peuvent étre analysés en se basant
sur cette série génératrice. Par exemple la maniére dont se passe, pour le colit de construction, la
transition entre les tables a-pleines et presque pleines, ou encore 1’évolution de la répartition des
tables de hachage selon le taux de remplissage. Il serait intéressant de déterminer si les méthodes
utilisées pour le hachage & essai aléatoire s’appliquent & des stratégies de hachage voisins, comme
le hachage a essai uniforme.

Les algorithmes de comptage probabiliste présentés aux chapitres 4 et 5 sont actuellement les
meilleurs algorithmes d’estimation de cardinalité, domaine trés actif grace a la motivation apportée
par les routeurs. Ceci illustre & mon sens la force de ’analyse dans la conception algorithmique.
D’autres algorithmes, également basés sur la répartition de valeurs aléatoires (qui représentent les
données hachées) sont envisageables, et ’analyse générale de ces algorithmes constitue un projet de
recherche prometteur.
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