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Résumé

La métrologie des compteurs d’eau se dégrade au long de leur vie opéra-
tionnelle, entraînant, pour la plupart des compteurs actuellement utilisés en
France, une sous-estimation du volume d’eau facturé. Ce phénomène est source
de problèmes pour les distributeurs d’eau : il se traduit en un manque à gagner
non négligeable et détermine une situation d’inégalité entre les usagers. En outre,
une réglementation, de plus en plus exigeante, obligera bientôt les distributeurs à
limiter la proportion d’appareils à métrologie imparfaite en dessous d’une valeur
Þxée. La planiÞcation des renouvellements des compteurs est, par conséquent,
un problème complexe qui demande la mise en place d’une stratégie optimale.

N’importe quelle méthode de planiÞcation nécessite la connaissance prélimi-
naire de la métrologie des compteurs en conditions réelles d’exploitation. Le but
de cette thèse est de fournir des éléments utiles à la mise en place des règles de
gestion optimale adoptées par la Compagnie Générale des Eaux.

L’étude de la dégradation de la métrologie se fait avec un modèle dynamique
(markovien) à quatre états discrets à métrologie de plus en plus dégradée. Du
point de vue statistique la particularité du problème vient du mécanisme d’obser-
vation des données. Le manque d’observations répétées sur les mêmes individus
ne permet pas la mise en œuvre des méthodes d’estimation normalement em-
ployées pour cette classe de modèles. Les calculs d’inférence sont réalisés dans un
cadre bayésien avec des techniques MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Cette
méthode d’estimation est une alternative, plus que valide, aux procédures basées
sur la recherche du maximum de la vraisemblance sous contraintes.

Ensuite, on se pose le problème de la recherche de nouvelles variables ex-
plicatives, autres que l’âge et, sur la base de la provenance géographique des
compteurs étalonnés et des données relatives aux phénomènes de blocage, on
partage les sites français d’exploitation en trois groupes à "agressivité" crois-
sante.

Finalement, on montre que le modèle est capable de fournir des prévisions
directement utilisables par les décideurs : l’estimation du sous-comptage et de la
probabilité de non-conformité, en fonction de l’âge, de l’agressivité du site et de
la consommation annuelle.

Mots-clés : Compteurs d’eau, métrologie, planiÞcation optimale, modèles
dynamiques, modèles hiérarchiques, inférence bayésienne, méthodes MCMC.
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Abstract

Water meters’ metrology become more and more inaccurate during their
operating life, which originates, in particular for meters actually used in France,
the under-estimation of accounted water. That is a source of problems for water
distribution companies : it gives rise to signiÞcant Þnancial losses and to an
unequal billing policy.

Furthermore, a more and more severe national standard will soon oblige
water companies to keep the rate of inaccurate devices below aÞxed value.
Thus, the planning of meters’ renewal is a complicate problem which needs the
determination of an optimal strategy.

Every management method needsÞrstly the preliminary knowledge of me-
ters’ metrology in real operating conditions. The goal of this PhD thesis is to
give indications useful to apply optimal management rules, currently used by
"Générale des Eaux" water distribution company.

Meters’ degradation is studied by a (markovian) dynamic model, based on
four discrete states, each one of which characterises a more and more inaccurate
metrology. By the statistical point of view, the problem is a little peculiar, due
to data observation mechanism. The lack of repeated observations on individuals
does not allow to use inference methods which are normally employed to estimate
this class of models. Inference calculations are made in a Bayesian framework
by MCMC (Markov Chain Monte Carlo) techniques. This estimation method
is a very attractive alternative to usual procedures based on the constrained
maximisation of likelihood.

After that, we look for new explanatory factors, in addition to age, and using
geographical localisation of sampled meters and local "stuck" meters observa-
tions we divide French operating sites in three groups of increasing "aggressive-
ness".

Finally we show as the statistical model can give forecasts which can be
directly use by decision-makers : the estimation of unaccounted-for water and
non-conformity probability as a function of age, aggressiveness, and annual con-
sumption.

Key-words : Water meters, metrology, optimal planning, dynamic models,
hierarchical models, Bayesian inference, MCMC methods.
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Glossaire

BMN Base Métrologique Nationale.
BUGS Bayesian inference Using Gibbs Sampler.
CGE Compagnie Générale des Eaux.
COFRAC COmité FRançais d’ACcréditation.
CIFRE Convention Industrielle de Formation par la REcherche
DAG Directed Acyclic Graph.
DN Diamètre nominale.
EMT Erreurs Maximales Tolérées.
ENGREF Ecole Nationale du Génie Rural, des Eaux et des Forêts.
GRESE Gestion du Risque En Sciences de l’Environnement
ICBC Info centre Compteurs, Branchements et Clients.
LECE Laboratoire d’Essai des Compteurs d’Eau.
MCMC Markov Chain Monte Carlo.
MDEL Modèle Dynamique à Etats Latents.
q�p�d�{ Débit maximal.
q�p�l�q Débit minimal.
q�q Débit nominal.
q�w Débit de transition.
RCI Réseaux, Comptage et Investissements.
SEDIF Syndicat des Eaux d’Ile de France.
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Prologue

Toute thèse a une petite histoire. La mienne est un peu spéciale et je crois
qu’elle mérite d’être racontée.

En avril 1999, chargé de recherche de l’Université de Naples 2, je travaillais
sur la modélisation ßoue de la propagation de polluants dans les cours d’eau et
les estuaires, et je contactais le Prof. Lucien Duckstein à son adresse électronique
de l’Université de Tucson (Arizona), pour lui demander des conseils sur comment
choisir l’algorithme le plus adapté à mon cas d’étude.

Le lendemain en lisant la réponse, pratiquement immédiate, à mon courrier
je découvrais qu’elle venait de l’ENGREF et que mon interlocuteur ne se trou-
vait pas au pays des cactus, mais à Paris, ce qui tombait bien, parce que j’avais
déjà programmé d’y passer une période de vacances quelques jours plus tard.
Alors, une semaine après mon premier courrier, un peu intimidé par son im-
pressionnante liste de publications, je rencontrais le Prof. Duckstein. De cette
rencontre est née une collaboration étroite, dont les résultats sont résumés en un
article publié sur le JORBEL (Revue Belge de Recherche Opérationnelle), grâce
à laquelle j’ai eu l’occasion de passer quelques temps à l’ENGREF, de connaître
mon futur laboratoire d’accueil et son directeur, le Dr. Eric Parent.

Un soir de novembre 1999, Lucien Duckstein me demandait si j’étais in-
téressé à commencer un doctorat à l’ENGREF et de là est parti mon premier
projet de thèse concernant la modélisation de la qualité des eaux superÞcielles
avec des méthodesßoues. Malgré nos e��orts et l’opinion encourageante des nom-
breux chercheurs rencontrés pour mieux déÞnir le cadre de la recherche, le projet
échouait en mai 2000 par le désistement de l’organisme qui aurait dû leÞnancer
et je mettais de côté mes projets de thèse.

Le 13 juillet 2000, je recevais un courrier de Lucien me décrivant un projet
de modélisation de laÞabilité des compteurs d’eau qui pouvait donner lieu à une
thèse, et me priant de contacter dans les plus brefs délais Eric Parent.

Ensuite tout est allé très vite : la rencontre avec Messieurs Pascal Arnac et
Dominique Olivier de la Compagnie Générale des Eaux, le dossier CIFRE et le
démarrage de ma thèse sous la direction d’Eric Parent, un an après ma discussion
avec Lucien.

Merci Lucien ! Merci de m’avoir convaincu que j’avais le potentiel pour faire
une thèse, merci pour être à l’origine de cette aventure et merci pour ton sou-
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tien dans les quelques moments di�! ciles que j’ai vécus dans ces trois ans. Tes
observations et tes remarques tout au long de mon travail m’ont beaucoup aidé
et cette thèse, même si très lointaine de notre projet original, t’appartient.

Je tiens à adresser ma profonde gratitude à mon directeur de thèse Eric Parent
que je remercie d’avoir accepté de diriger ma thèse, me connaissant à peine,
et d’avoir fait un pari si important sur la base du prior informatif de Lucien.
Merci Eric, d’avoir perturbé mon esprit et d’avoir frappé durement ma vision
d’ingénieur d’un monde déterministe et gouverné par des équations di��érentielles,
et merci d’avoir été toujours à mon écoute, d’avoir partagé tes connaissances, et
de m’avoir guidé dans un domaine scientiÞque dont j’ignorais le charme.

Au laboratoire GRESE, j’ai eu le privilège de travailler dans un environ-
nement incroyablement riche d’idées. Les discussions avec les collègues thésards
et anciens thésards Sandrine Micallef, Billy Amzal, Antoine Penciolelli, Etienne
Rivot, ont toujours été toutes aussi intéressantes que sympathiques.

Environ la moitié de ce travail de thèse a été réalisée à la Direction Tehnique
de la Compagnie Générale des Eaux, et précisément au sein du Service "Réseaux,
Comptage et Investissements" (RCI). Je remercie Pascal Arnac, responsable de
ce Service, de m’avoir accueilli dans son équipe et pour les fructueux échanges
d’idées que nous avons eu dans ces 3 ans. Sa profonde connaissance de la prob-
lématique technique et opérationnelle des compteurs a été très importante pour
mener à bien les tâches qu’on s’étaitÞxées.

J’ai proÞté, tout au long de ce travail de l’aide précieuse des experts du comp-
tage de l’équipe RCI : François Paquet (initialement), Serge Lamandé dont l’ex-
périence de la pratique technique a rapproché mes études à la réalité du terrain,
Hervé Cleraux, qui de son laboratoire à Nancy n’a jamais arrêté de m’alimenter
en résultats expérimentaux, Laurent Chicot qui m’a fourni les données concer-
nant les phénomènes de blocage des compteurs. Je remercie aussi Jean-Paul
Guillaume, Alain Boireau et Laurence De Beir pour l’aide qu’ils m’ont apportée
sur l’interprétation de la variable "agressivité" des sites d’exploitation et les cor-
respondants régionaux qui ont mis en application mes plans d’échantillonnage et
ont permis la réalisation de cette étude.

Je tiens à remercier les professeurs Jacques Bernier, Furio Cascetta et Jean-
Pierre Raoult pour l’honneur qu’ils me font à être rapporteurs de mon travail et
pour la lecture particulièrement attentive qu’ils ont fait de ma thèse.

Un grand merci aussi aux membres du comité de suivi dont l’avis et le con-
seil m’ont été très précieux : Messieurs Gilles Celeux, Bernard Brémond et Do-
minique Olivier (qui aura assisté au début et à l’achèvement de ce travail).

Ma reconnaissance s’adresse aussi à Madame Claude Pingeon et Mademoiselle
Céline Guillemet qui, avec ma femme Sandrine, sont parties à la chasse des
erreurs d’orthographe. Si j’ai trop maltraité la langue de Molière, je l’ai fait sans
le vouloir.

Merci à Fabienne. Vous savez que votre aide a été décisive et je n’ai pas
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besoin d’en dire davantage.
Dulcis in fundo, je tiens à dédier ma thèse à ma femme Sandrine, qui a vécu

avec moi tous les états d’âme à travers lesquels je suis passé au long de ces trois
années. C’est dur de partager sa vie avec un thésard qui rentre tard tous les
soirs et qui parfois reste accroché des journées entières à un problème de cal-
cul . . . A toi, "victime" malgré toi de la statistique, des méthodes Monte Carlo,
et des compteurs d’eau, qui mériterais un doctorat avec mention en "Patience
Appliquée" mes remerciements les plus profonds.



Chapitre 1

Introduction

Le comptage de l’eau est la façon la plus équitable et correcte pour rémunérer

le service de distribution d’eau potable, selon le principe élémentaire que plus

on consomme, plus on paie.

Il s’agit aussi d’un système e�! cace de limitation des consommations et des

gaspillages d’une ressource de plus en plus chère.

Toutes les études concordent : l’introduction du comptage entraînerait une

baisse substantielle des consommations qui permettrait aux collectivités locales

de dimensionner les infrastructures sur la base des exigences réelles des usagers.

Il s’agit d’un problème vital dans les pays industrialisés mais encore plus dans les

pays en voie de développement où la connaissance du besoin réel en eau devrait

permettre la correcte allocation des ressources économiques, humaines et poli-

tiques nécessaires pour garantir l’accès à l’eau, un droit fondamental de l’homme

dont on a beaucoup parlé en 2003, "année internationale de l’eau douce".

On reviendra sur ces arguments pour les discuter dans les chapitres suivants.

Dans cette introduction je veux surtout parler des motivations de cette thèse.

Ce travail naît d’un partenariat CIFRE entre la Direction Technique de la

Compagnie Générale des Eaux (CGE) et le laboratoire de Gestion du Risque en

Sciences de l’Environnement (GRESE) de l’Ecole Nationale du Génie Rural, des

Eaux et des Forêts (ENGREF). Les conventions CIFRE (Convention Industrielle

de Formation par la Recherche) rapprochent une entreprise qui propose un sujet

de recherche industrielle et un organisme de recherche qui se charge de l’aspect

méthodologique du travail, Þnalisé à la réalisation d’une thèse.

La CGE, véritable institution dans la vie économique française avec ses 150

ans, est le premier distributeur d’eau potable en France : elle fournit environ 2.1

1
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milliards de mètres cubes chaque année à 26 millions d’usagers.

Le problème technique au cœur de cette thèse est la dégradation de la métrolo-

gie des compteurs. Les erreurs de mesure augmentent avec l’âge des dispositifs et

cette dégradation entraîne, dans l’écrasante majorité des cas, un sous-comptage :

le compteur enregistre un volume d’eau inférieur à celui e��ectivement consommé.

Les conséquences pour le distributeur d’eau sont multiples. L’eau non comp-

tée n’est pas facturée et donc constitue un manque à gagner qu’on peut chi��rer

à plusieurs dizaines de millions d’euros par an, par rapport à une situation idéale

de comptage parfait, mais elle est aussi source d’inégalité entre les usagers (qui

à consommation égale et à tarif égal peuvent avoir des factures di��érentes).

En outre, la nouvelle réglementation française qui instaurera la vériÞcation

périodique des compteurs en service, obligera de plus en plus les distributeurs

à améliorer la qualité de leur parcs de compteurs, enÞxant une limite à la

proportion tolérée d’appareils à métrologie imparfaite.

Face à ce problème technique, la CGE (comme d’autres distributeurs) a mis

en place des techniques de gestion optimale des renouvellements de compteurs.

La mise en œuvre de ces méthodes nécessite la connaissance du comportement

des compteurs en conditions réelles d’exploitation. Par exemple le calcul de l’op-

portunité strictement économique de remplacer un compteur en service par un

compteur neuf se base sur l’évaluation préliminaire du manque à gagner engen-

dré par le sous comptage en fonction de l’âge du dispositif (et éventuellement

d’autres variables explicatives).

Si les stratégies de gestion ne sont pas directement mises en cause et, par

volonté de la CGE, n’ont pas fait l’objet de cette étude, en revanche le dis-

tributeur a souhaité améliorer sa connaissance du phénomène de dégradation

et, par conséquent, se doter des moyens deÞabiliser les hypothèses techniques

à la base des dites stratégies. Il s’agit d’un problème complexe dont l’étude dé-

passe le cadre des techniques de statistique et analyse des données normalement

employées dans les entreprises. Pour entreprendre un véritable travail de modéli-

sation, la CGE a sollicité la compétence d’un organisme de recherche appliquée :

le laboratoire GRESE de l’ENGREF.

Au cœur des préoccupations du GRESE se trouve l’analyse et la modélisation

de la composante aléatoire de phénomènes complexes dans di��érents domaines

d’application.

La complexité d’un phénomène l’éloigne parfois du domaine de compétence
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des experts "naturels" pour le rapprocher de problèmes très di��érents.

Revenons aux compteurs. En théorie, l’étude des erreurs de mesure est du

ressort de la mécanique de précision et de la mécanique desßuides et justement

les fabricants de compteurs font appel à cette catégorie de spécialistes pour la

conception et la réalisation de leurs produits. En revanche quand un compteur

est employé sur le terrain pour la facturation, il est soumis à une série de sol-

licitations pratiquement non reproductibles en laboratoire : surpressions, arrêts,

démarrages, régimes de fonctionnement très variables d’un usager à l’autre, in-

teraction chimique avec l’eau circulante, passages de particules solides entrées

accidentellement dans le réseau ou qui se sont détachées des conduites etc. Dans

ce cadre toute prévision déterministe est impossible et le seul moyen possible

pour étudier le phénomène est l’analyse statistique des données recueillies sur le

terrain. L’analyse et la modélisation statistique se basent sur des méthodologies

qui ne sont pas strictement liées à un domaine d’application spéciÞque et qui

d’une certaine façon rassemblent des problèmes di��érents. La même technique

de modélisation dynamique peut servir pour expliquer la dégradation des comp-

teurs mais aussi la croissance des arbres, le déroulement des études d’un jeune

universitaire et des phénomènes de précipitations pluviales !

Cette thèse est volontairement recentrée sur le problème technique. Je suis

ingénieur et dans le cadre d’un doctorat en "Sciences de l’eau" j’ai essayé d’écrire

un document qui s’adresse essentiellement à un "public" d’ingénieurs, même si la

partie méthodologique est prédominante et développe des concepts de statistique

et de mathématiques appliquées. Pour cette raison, (par exemple) j’ai rappelé

en annexe des notions sur les lois de probabilité employées dans ce travail et sur

les méthodes d’estimation MCMC, outils peu habituels pour les ingénieurs.

Néanmoins, je pense que le lecteur statisticien pourra aussi être intéressé

par le problème de modélisation qui montre, une fois de plus, que la statistique

bayésienne fournit un cadre à la fois rigoureux et simple pour aborder de façon

opérationnelle des modèles à structure mathématique assez complexe.

Cette thèse s’articule en 8 chapitres.

Le chapitre 2 décrit le principe de fonctionnement des principaux types de

compteurs actuellement utilisés dans la pratique technique et donne des no-

tions fondamentales pour la compréhension du problème technique (signature

métrologique, histogramme de consommation, rendement). On insiste aussi sur

les aspects réglementaires et en particulier sur la nouvelle norme qui entrera
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bientôt en vigueur pour évaluer la conformité métrologique d’un parc de comp-

teurs.

Dans le chapitre 3, on se focalise sur la gestion optimale des renouvellements

des compteurs et sur les problèmes engendrés par un sous-comptage de plus

en plus marqué en fonction de l’âge. Même si, par souci de conÞdentialité, on

ne s’occupe pas de l’aspect décisionnel de la gestion, on souligne la nécessité

d’une bonne connaissance du comportement des compteurs en service dans toute

stratégie imaginable. On termine avec quelques (rares) exemples de stratégies de

gestion proposées dans la bibliographie technique.

Le chapitre 4 marque la transition entre la partie technique et la partie math-

ématique de la thèse. Il s’agit d’un chapitre "autobiographique" parce qu’il repro-

duit, d’une certaine manière, le chemin intellectuel qui a conduit à la réalisation

du modèle statistique de dégradation des compteurs, au cœur de ce travail. La

conceptualisation naît de l’observation préliminaire des données qui suggèrent

la présence simultanée dans un parc de compteurs de plusieurs populations, en

proportions variables avec l’âge. Le découpage de quatre catégories de compteurs

est réalisé ensuite sur la base de considérations techniques et réglementaires. La

modélisation du phénomène se fait avec l’interprétation des dites catégories, à

métrologie de plus en plus dégradée, comme des états à travers lesquels chaque

dispositif passe le long de sa vie opérationnelle. C’est le point de départ du

modèle dynamique de dégradation (qu’on suppose markovien) qui se présente

comme mieux adapté à la structure stochastique des données, par rapport à

d’autres techniques (notamment de régression) typiquement employées dans l’é-

tude statistique des compteurs.

Dans le chapitre 5 nous abordons les aspects méthodologiques. Nous com-

mençons avec les principes de base de l’inférence bayésienne et nous montrons

que les techniques Monte Carlo par Chaînes de Markov permettent de surmonter

assez facilement les di�! cultés d’un problème d’estimation peu usuel. En e��et,

l’inférence sur les modèles markoviens est normalement menée à partir de séries

temporelles d’observations répétées des états de plusieurs individus à des pas

de temps Þxés. Dans notre cas, puisque l’échantillonnage d’un compteur est

une mesure destructive, les données se présentent sous la forme d’observations

ponctuelles et les calculs sont un peu plus complexes. En plus, un des quatre

états n’est pas observé dans le processus d’échantillonnage et son occurrence

doit être estimée sur la base d’une autre source d’information.
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Dans le chapitre 6 nous nous posons le problème d’avoir une modélisation

plus Þne des facteurs d’inßuence de la dégradation des compteurs. La mise en

œuvre d’un modèle hiérarchique met en évidence le rôle joué par la localisation

géographique des compteurs dans le phénomène de dégradation. On calcule ainsi

un paramètre de vitesse de dégradation qui traduit l’agressivité globale d’un

certain site sur les compteurs installés. Ce paramètre est cohérent avec un autre

indicateur technique de l’agressivité des conditions locales d’exploitation : le taux

de blocage observé sur le terrain par les releveurs. Cette observation, d’une part

conÞrme les résultats métrologiques expérimentaux, et d’autre part est très utile

en pratique parce qu’elle autorise l’extrapolation de l’agressivité sur la base du

seul taux de blocage, pour les sites pour lesquels n’existe pas de retour d’expéri-

ence, quant à la dégradation des compteurs. Nous terminons ce chapitre avec

la description d’un autre facteur explicatif : la consommation annuelle. Comme

on pouvait l’imaginer les compteurs soumis à des consommations importantes

se dégradent plus vite que ceux qui ont des régimes de fonctionnement plus

ordinaires.

Le chapitre 7 donne un exemple de la manière de prendre en compte âge,

agressivité et consommation pour donner des prévisions sur un paramètre tech-

nique très important pour le distributeur : l’estimation du sous-comptage. Ces

indications sont directement utilisables dans les outils de gestion optimale des

parcs de compteurs.

EnÞn le chapitre 8 trace un bilan du travail de thèse en soulignant les résultats

obtenus et les perspectives.

"Tous les événements, ceux mêmes qui par leur petitesse semblent ne

pas tenir aux grandes lois de la nature, en sont une suite aussi nécessaire

que les révolutions du soleil. Dans l’ignorance des liens qui les unissent

au système entier de l’univers, on les a fait dépendre des causesÞnales,

ou du hasard, suivant qu’ils arrivaient et se succédaient avec régularité ou

sans ordre apparent ; mais ces causes imaginaires ont été successivement

reculées avec les bornes de nos connaissances, et disparaissent entièrement

devant la saine philosophie qui ne voit en elles que l’expression de l’igno-

rance où nous sommes des véritables causes."

Pierre Simon de Laplace (1749-1827).
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Chapitre 2

L’ABC des compteurs d’eau

2.1 Généralités

Les compteurs d’eau sont des machines hydrauliques qui permettent la mesure

automatique du volume d’eau traversant en un temps donné une section déter-

minée d’un courant liquide. Les compteurs normalement utilisés pour la factura-

tion de l’eau sont de type mécanique : l’organe de mesure est actionné directe-

ment par la force hydrodynamique de l’eau et met en rotation les mécanismes

d’un dispositif d’a�! chage (totalisateur) grâce à l’énergie mécanique transmise

par le courant d’eau. Les autres typologies de compteurs (notamment les débit-

mètres électromagnétiques) ne sont utilisées que dans des cas très particuliers et

ne feront pas l’objet de cette étude.

Parmi les compteurs mécaniques on distingue deux grandes familles :

— lescompteurs volumétriquesdont l’organe de mesure (un ou plusieurs pis-

tons à mouvement rotatif ou oscillant) se déplace sous l’e��et d’une dif-

férence de pression dans le dispositif refoulant périodiquement un volume

déterminé d’eau. Le nombre de refoulements donne donc une mesure du

volume d’eau écoulé.

— lescompteurs de vitessedont l’organe mesurant est un rotor (turbine ou

hélice) qui tourne sous l’e��et de la poussée hydrodynamique de l’eau qui

y transite. Le principe de mesure est la proportionnalité entre la vitesse

angulaire du rotor et le débit de l’eau. C’est le nombre de tours du rotor

sur une période de temps donnée qui indique le débit intégré, c’est-à-dire

le volume d’eau écoulé.

La terminologie anglophone met bien en évidence le principe de mesure. Les

7
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compteurs volumétriques sont désignés comme "displacement meters", alors que

les compteurs de vitesse qui calculent "indirectement" le volume écoulé sont

appelés "inference meters". Les plus anciens brevets de compteurs d’eau ont été

déposés en Angleterre dans les années 1850 (Carlier, 1968) et concernent des

compteurs volumétriques. L’utilisation courante de ces dispositifs date de 1860.

Dans la suite nous donnons une description technique des principales typologies

de compteurs actuellement utilisés.

2.1.1 Les compteurs volumétriques

Parmi les di��érents types de compteurs volumétriques, nous nous focalisons

sur les compteurs ditsà piston rotatif . Il s’agit des compteurs les plus précis et

sensibles.

Le système de mesure, initialement breveté vers 1880 aux Etats Unis est

représenté schématiquement dans laÞgure 2.1.

O' O

A

B
E S

m n

1

2 3

4

Fig. 2.1 — Principe de fonctionnement des compteurs volumétriques.

L’organe de mesure est formé de deux parties :

— Une boîte mesurante, constituée de deux cylindres coaxiaux (centreO)

réunis par un diaphragmeAB.

— Un piston cylindrique (de centreO’ ) d’axe parallèle à celui de la boîte

mesurante et constamment tangent, intérieurement au cylindre extérieur

de la boîte (de rayonOA) et extérieurement au cylindre intérieur (de rayon

OB). Les deux points de tangence (m et n) sont constamment alignés avec

les deux centresO et O’.
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Une fente est réalisée dans le piston pour pouvoir laisser passer le diaphragme

AB. Pour permettre une rotation complète du piston à l’intérieur de la boîte,

l’axe O’ est guidé par un galet centré enO. Sur les plans inférieur et supérieur

de la boîte se trouvent respectivement deux oriÞces symétriques par rapport au

diaphragme (en pointillé) qui sont en communication l’un avec l’arrivée de l’eau

(E), l’autre avec la sortie (S). Pour toute position du piston, la boîte mesurante

est divisée en quatre compartiments (numérotés sur laÞgure) qui sont, à tour de

rôle, en communication avec l’entréeE, puis isolés et ensuite en communication

avec la sortie.

Un tour complet du piston correspond au passage d’un volume d’eau égal à

la somme du volume des quatre compartiments. Le nombre de tours du piston

est donc proportionnel au volume d’eau qui transite dans le compteur.

La Þgure 2.2 montre la section d’un compteur volumétrique actuellement

disponible sur le marché (Altaïr V3) produit par le fabriquant français Sappel.

Dans cette Þgure on observe bien le parcours de l’eau à l’intérieur du dispositif

de mesure et la transmission du mouvement rotatif du piston à la minuterie

du totalisateur, réalisée avec la juxtaposition de deux aimants. L’entraînement

magnétique, dont l’utilisation courante date des années 70 a l’avantage d’isoler

complètement le totalisateur de l’eau du réseau, évitant ainsi les phénomènes de

blocage de la minuterie, causés par l’incrustation de particules solides dans les

engrenages.

Cette technologie de mesure est largement la meilleure du point de vue

métrologique, à la fois en termes de sensibilité (capacité de mesure à faible débit),

et en termes d’exactitude (précision de la mesure). Elle a, en outre, l’avantage que

la qualité de la mesure est indépendante de la position du compteur (horizontale

ou verticale).

En revanche, ce type de compteur est relativement plus fragile que les comp-

teurs de vitesse, supportant mal les débits excessifs, les mises en eau "musclées"

et les passages d’air. En principe ces dispositifs sont aussi plus sensibles à la

qualité de l’eau circulante. Le passage de particules solides peut provoquer des

rayures sur l’ensemble boîte-piston qui, donnant lieu à des micro-fuites entre les

compartiments de la Þgure 2.1, engendrent un sous-comptage, ou dans des cas

plus graves causer un blocage du piston (aucun volume n’est alors enregistré).

EnÞn, les compteurs volumétriques peuvent avoir un fonctionnement bruyant

à débit élevé, ce qui oblige parfois les distributeurs d’eau à les remplacer, quand
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Chambre
de mesure

Filtre

Totalisateur

Entraînement
(magnétique)

Arrivée
Eau

Piston rotatif

Sortie
Eau

Fig. 2.2 — Circulation de l’eau dans un compteur volumétrique.

ils se trouvent à l’intérieur des habitations.

2.1.2 Les compteurs de vitesse

A cette grande famille appartiennent di��érents types de compteurs. L’organe

de mesure peut être une turbine ou une hélice.

Les compteurs à turbine se divisent encompteurs à jet unique(l’eau attaque

la turbine sous forme d’un seul jet, comme le montre laÞgure 2.3) et compteurs

à jets multiples (Þgure 2.4) où l’organe de mesure est placé dans unechambre

d’injection munie de plusieurs oriÞces obliques à travers lesquels l’eau rentre

dans le mesureur et attaque la turbine sur toute sa périphérie. La sortie de l’eau

se fait par d’autres oriÞces situés sur un plan parallèle à celui des ouvertures

d’entrée (généralement dessus).

Dans les compteurs à jets multiples la section totale des ouvertures d’entrée

n’est qu’une partie de la section de la veine d’eau à l’entrée du compteur et donc

la vitesse périphérique de la turbine est sensiblement supérieure à celle de la

veine ßuide (contrairement aux compteurs à jet unique).

Un réglage, typiquement réalisé avec une vis (évidemment plombée) est néces-

saire pour garantir le bon fonctionnement du compteur (Þgure 2.4). On signale

ainsi que la formation de dépôt dans les oriÞces d’entrée peut, en réduisant

leur section, augmenter la vitesse de rotation de la turbine et engendrer des
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Admission Sortie

Admission Sortie

Fig. 2.3 — Principe de fonctionnement des compteurs de vitesseà jet unique.

Admission Sortie

Vis de 
réglage

Fig. 2.4 — Principe de fonctionnement des compteurs de vitesseà jets multiples.

phénomènes de sur-comptage (Cascetta et Sepe, 1997). Les compteurs à jets

multiples ne sont plus utilisés par la Compagnie Générale des Eaux (CGE).

EnÞn on signale, parmi les compteurs de vitesse, les compteurs à hélice (verti-

cale ou horizontale) dits aussi compteurs Woltman, utilisés en présence de débits

très importants.

En général, les compteurs de vitesse ont des prestations métrologiques in-

férieures à celles des compteurs de volume en termes de sensibilité et exactitude.

En revanche, les compteurs de vitesse sont normalement réputés plus robustes

que les compteurs volumétriques par rapport aux di��érentes agressions qui peu-

vent se manifester le long de leur vie opérationnelle (eaux dures et/ou chargées

en particules solides, sur-débits) et sont moins encombrants et moins bruyants.
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Par ailleurs, leur robustesse est à l’origine de leur di��usion (Fontana, 1996),

qui a démarré à grande échelle lors de la reconstruction allemande de 1945.

Les réseaux endommagés par la guerre étaient alors fortement ensablés et les

compteurs volumétriques, inadaptés à des conditions si sévères, ont cédé la place

à des compteurs de vitesse à jets multiples.

2.1.3 Compteurs actuellement utilisés en France par la

CGE

Le tableau suivant montre le principaux types de compteurs utilisés aujour-

d’hui par la Compagnie Générale des Eaux en France métropolitaine.

Nom Fabricant Calibre
Techn. de 

mesure 
Années de 

pose
% du parc 
compteurs

Aquadis Actaris* 15 à 65 mm Volumétrique Depuis 1990 27.0%

Véga Sappel 15 à 40 mm Volumétrique Depuis 1985 17.2%

Volumag Schlumberger 15 à 65 mm Volumétrique 1975 – 1990 12.9%

Altaïr Sappel 15 et 20 mm Volumétrique Depuis 1995 12.2%

Flostar Actaris 15 à 32 mm Vitesse Jet Un. Depuis 1990 12.1%

Marly 2 Wateau 15 et 20 mm Volumétrique Depuis 1999 2.6%
Microprecis MP2 Farnier 15 à 100 mm Vitesse Jet Un. Depuis 1977 2.0%

Compteurs utilisés en France par la CGE.

Les pourcentages ci-dessus sont calculés sur la base de la population connue de

compteurs. On imagine donc que la répartition des di��érents types de compteurs

est la même dans la population connue et celle inconnue (19.5% du total). Le

nombre de compteurs installés est estimé à environ 6 millions.

Dans le langage technique courant ce qu’on appelle ici "type" de compteur

est normalement appelé par les ingénieurs "modèle de compteur". On a préféré,

dans cette thèse, utiliser ce terme exclusivement dans le sens attribué par le

langage mathématique.

(*) N.B. Depuis novembre 2001, "Actaris " est le nouveau nom de la branche

comptage du groupe Schlumberger.
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2.2 Le débit maximal de fonctionnement dépend

de la technologie de mesure

La norme internationale en vigueur en matière de compteurs d’eau froide

(ISO 4064-1) déÞnit le débit maximal de fonctionnement (débit de surcharge

�t�v) comme le débit le plus élevé auquel l’appareil doit pouvoir fonctionner, sans

détérioration, pendant des durées limitées, en respectant les erreurs maximales

tolérées (cette déÞnition sera précisée dans la suite) et sans dépasser la valeur

maximale admissible de la perte de pression provoquée par la présence de l’ap-

pareil de mesure dans la conduite. Les compteurs sont répartis en quatre groupes

sur la base de cette valeur maximale de la perte de charge (0.1, 0.3, 0.6 et 1 bar).

Les compteurs d’eau sont caractérisés conventionnellement par leur "débit

permanent" ( �t�s) déÞni comme le "débit auquel le compteur doit pouvoir fonc-

tionner de manière satisfaisante en utilisation normale". Il est égal à la moitié

du débit de surcharge.

Dans le langage technique courant les termesdébit permanent et débit de

surchargesont normalement remplacés respectivement par les termesdébit nom-

inal (�t�q) et débit maximal (�t�p�d�{), utilisés dans le texte législatif français (Décret

76-130).

Au débit nominal est généralement associé undiamètre nominal (DN), relié

approximativement aux dimensions de la tuyauterie du compteur.

Les compteurs volumétriques actuellement utilisés en pratique ont des débits

nominaux compris entre 1.5 m3�@h (DN 15 mm) et 10 m3�@h (DN 40 mm), et donc

des débits maximaux qui n’excèdent pas 20 m3�@h.

Les principales contraintes techniques qui limitent le débit de fonctionnement

de ce type de compteur sont liées notamment aux pertes de charge et aux di-

mensions qui seraient nécessaires à un fonctionnement correct à fort débit.

Quand on dépasse ces valeurs, on utilise alors normalement des compteurs

à turbine (à jet unique) pour des débits maximaux jusqu’à 100 m3�@h (DN 100

mm) et, pour des débits encore plus importants des compteurs à hélice, pouvant

atteindre des valeurs jusqu’à 5 000 m3�@h (DN 500 mm).

A titre de curiosité, il est remarquable que la valeur limite de 100 m3�@h pour

les compteurs à turbine était déjà indiquée dans la bibliographie technique des

années 50 : Howe (1950) indique un chi��re de 10� i �w3�@�k, soit environ 102 m3�@h.
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2.3 L’exactitude d’un compteur dépend du débit

d’utilisation

Comme tout instrument de mesure, un compteur est susceptible d’erreur : le

volume enregistré sur un branchement en une période donnée (�y�h) est générale-

ment di��érent du volume e��ectivement consommé (�y�f). L’erreur relative de

mesure est déÞnie par la relation :

�h=
�y�h�� �y�f

�y�f
(2.1)

Quel que soit le principe de mesure, le fonctionnement d’un compteur mé-

canique se base sur le transfert d’énergie mécanique entre le courant d’eau et le

dispositif mesurant.

Quand le débit est faible ce transfert d’énergie est plus di�! cile et, par con-

séquent, les erreurs relatives sont négatives et importantes en valeurs absolues,

pouvant atteindre la totalité (-100%) quand l’énergie mécanique n’arrive pas à

mettre en rotation les organes de mesure.

A mesure que le débit augmente, l’erreur diminue en valeur absolue jusqu’à

atteindre des valeurs parfois légèrement positives.

La représentation graphique de la relation entre l’erreur relative de mesure

et le débit circulant est dite courbe métrologiqueou signature métrologiquedu

compteur.

Tronskolanski (1963) propose des expressions théoriques de l’équation de la

courbe métrologique des compteurs de vitesse basées surl’équation fondamentale

d’Euler (exprimant le couple de rotation exercé par un courant de débit donné

sur la roue d’une turbine hydraulique).

En pratique les signatures métrologiques sont obtenues expérimentalement

dans des laboratoires spécialisés en faisant circuler dans le compteur un volume

connu d’eau à débit constant. La courbe est alors construite point par point avec

les résultats des essais aux di��érents débits d’étalonnage.

Les méthodes et matériels d’essai font l’objet de la norme ISO 4064-3.

La Þgure 2.5 montre des exemples de courbes métrologiques de compteurs

volumétriques neufs de diamètres nominaux égaux à 15, 20, 30 mm respective-

ment. Les débits sont toujours reportés sur l’axe des abscisses en échelle loga-

rithmique.
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Fig. 2.5 — Exemple de courbes métrologiques de compteurs.

De l’examen de cetteÞgure apparaît nettement que les compteurs ne fonction-

nent correctement que dans une plage limitée de débit et aussi que la sensibilité

d’un compteur (capacité d’enregistrer à faible débit) est inversement liée à ses

dimensions. En e��et, plus les organes de mesure sont grands, plus le compteur

est "inerte" mais si on veut faire fonctionner le dispositif à haut débit, il est

nécessaire d’augmenter la taille du mesureur (pour des questions de résistance

aux sollicitations mécaniques et de limitation des pertes de charge). En déÞni-

tive un compteur mécanique perd en sensibilité ce qu’il peut gagner en débit et

inversement.

Le choix du compteur à installer sur un branchement est un problème déli-

cat et un compromis s’impose entre le risque de surcharge hydraulique et la

possibilité de mesurer à faibles débits

Une solution pour avoir une plage de fonctionnement très large, en termes de

débit, pourrait, en principe, être représentée par lescompteurs combinés(Betta

et al., 2002), réalisés en disposant sur la conduite principale un gros compteur

(par exemple à hélice) et en parallèle, sur une canalisation de plus faible diamètre,

un petit compteur (par exemple volumétrique). Une valve automatique à l’amont

ou à l’aval du gros compteur réglerait le fonctionnement du dispositif, en dirigeant

les faibles débits vers le petit compteur et les hauts débits vers le gros compteur.

Cette solution, incontestablement attractive du point de vue théorique, s’est
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révélée décevante, en termes de performance, en conditions réelles d’exploitation

et n’est plus adoptée par la CGE. En particulier l’e�! cacité dans le temps du

système de commutation des débits entre les deux compteurs, qui déjà au dé-

part présente un comportement asymétrique, est mise en cause et des réglages

fréquents seraient nécessaires, avec une évidente perte de rentabilité.

2.4 Le rendement dépend des modalités de puis-

age de l’eau

La répartition, en pourcentage, des volumes d’eau consommée par tranches

de débit est un élément fondamental pour le choix du compteur à installer sur

un branchement et pour l’évaluation des performances d’un compteur.

Cette répartition est normalement représentée sous forme d’histogramme (dit

histogramme de consommation).

En principe chaque abonné a sa propre façon de puiser l’eau. En pratique,

des études statistiques ont permis de déÞnir des proÞls moyens de consommation

pour des grandes catégories d’usagers (par exemple les consommations domes-

tiques).

Les histogrammes types actuellement utilisés proviennent de campagnes de

mesure réalisées dans les années 90 qui ont fait l’objet de plusieurs rapports de

stages, par exemple (Girard, 1995).

La procédure pour obtenir l’histogramme de consommation d’un abonné s’ar-

ticule en trois phases. D’abord, le compteur en service sur le branchement choisi

est déposé et remplacé avec un compteur neuf (dont la courbe métrologique est

connue et supposée invariante pendant la durée des mesures) équipé d’une tête

émettrice qui envoie à distance une impulsion chaque fois qu’un volume d’eau

donné (typiquement 0.01 l) est enregistré.

Ensuite, dans la phase d’enregistrement on recueille les données sur une péri-

ode de tempsÞxée (une semaine pour les abonnés domestiques). Finalement, le

traitement informatique des enregistrements temporels des impulsions permet

le calcul du volume consommé dans chaque tranche de débit. Ces volumes sont

corrigés sur la base de la courbe métrologique (connue) du compteur.

La Þgure 2.6 montre, à titre d’exemple, deux histogrammes de consommations

enregistrés respectivement dans une maison individuelle et dans un immeuble de
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Fig. 2.6 — Exemple d’histogrammes de consommation.

50 appartements.

Dans l’histogramme relatif à la maison individuelle le pic dans la zone des

faibles débits correspond à des fuites (robinets fuyants, chasses d’eau défectueuses

etc.).

En superposant l’histogramme de consommation et la signature métrologique

le long de l’axe des débits, on peut évaluer lerendement(�U) d’un compteur, déÞni

comme le rapport entre le volume enregistré et le volume consommé :

�U=
�y�h
�y�f

= 1 +
P

�l
�h�l�{�l (2.2)

où �h�l et �{�l sont respectivement les erreurs de mesures et les proportions de

la consommation en correspondance du débit�t�l.

La quantité
P

�l �h�l�{�l (moyenne pondérée des erreurs de mesure sur l’his-

togramme de consommation) est couramment désignéeCoe�! cient de Comptage

Moyen (CCM).

L’examen desÞgures 2.5 et 2.6 montre aussi l’importance de la connaissance

du proÞl de consommation dans le choix du compteur à installer sur un branche-

ment.

Dans l’exemple proposé, pour la maison individuelle on choisira un compteur

de 15 ou 20 mm, alors que pour l’immeuble de 50 appartements le compteur le

plus adapté au proÞl de consommation est celui de 30 mm.
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La construction d’un proÞl type d’utilisation pour des grandes catégories d’u-

tilisateurs est une opération délicate. Pour certains gros consommateurs (par ex-

emple les industriels), compte tenu à la fois des importants enjeux économiques et

de la grande variabilité des conditions d’utilisation strictement liées aux produits

fabriqués et aux machines employées, il est envisageable d’avoir un histogramme

personnalisé.

Pour les abonnés domestiques, la di�! culté principale consiste en la détermi-

nation de la partie de consommation ayant lieu à faible débit, cette consommation

parasite pouvant donner lieu à des volumes importants. Par exemple, un robi-

net qui goutte (env. 3.5 l/h) engendre une consommation annuelle d’environ 30

m3/an soit environ 1/4 à 1/3 de la valeur annuelle moyenne pour cette catégorie

d’usagers.

L’utilisation généralisée d’appareils de mesure de meilleure qualité (et no-

tamment des compteurs volumétriques), capables de détecter (et de facturer)

ces consommations a donc permis, par rapport au passé, une augmentation im-

portante des rendements du comptage.

Par exemple Grau (1985), dans le cadre d’une étude réalisée dans les années 70

concernant des abonnés domestiques de la ville de Barcelone (Espagne) équipés

de compteurs de vitesse inertes jusqu’à 10 l/h (à la sortie d’usine), a montré

que le cumul des volumes facturés était inférieur d’environ 15% aux volumes

e��ectivement consommés. En e��et, 9.1% de la consommation avait lieu à des

débits inférieurs à 9 l/h et donc les compteurs utilisés perdaient déjà à leur mise

en service entre 9 et 10% des volumes consommés.

L’opinion courante des experts dans le domaine du comptage est que le fait

que les distributeurs d’eau soient capables de facturer ces volumes a poussé les

usagers à améliorer la qualité de leurs installations et donc la proportion de

consommation à faible débit est en baisse par rapport au passé. Cette réduction

des gaspillages d’eau potable s’inscrit dans un cadre plus général d’une baisse de

la consommation d’eau potable (Detoc ; Grandjean et Jannin ; Stevenin et Jean-

Marie, 2000), motivée d’une part par une prise de conscience de l’importance

d’une ressource naturelle, imaginée comme de plus en plusprécieuse, mais aussi

par l’augmentation des prix : d’après une étude réalisée par leSyndicat des

Eaux d’Ile de France (SEDIF), organisme qui regroupe 144 communes de la

Région Parisienne, 70% des familles interpellées déclarent faire attention à leur

consommation d’eau notamment en évitant les gaspillages (Francheteau, 2002).
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Beaucoup d’encre a été versée sur l’importance de réduire les consommations

d’eau et les ménages des pays industrialisés, soumis à un alarmisme excessif et

non justiÞé par les données réelles (Lomborg, 2001) sur une possible "Emergence

Eau" à l’échelle mondiale, se sont souvent sentis responsabilisés d’une tâche

qui va bien au delà de leurs possibilités concrètes de modiÞer la demande en

eau : dans l’Union Européenne (Margat,2000) les consommations domestiques

ne représentent que 17% des volumes totaux (8% sur échelle mondiale). D’autre

part les économies d’eau sont importantes(Lee et al. 2001) parce qu’elles évitent

le surdimensionnement des infrastructures : réseaux de distribution, stations de

pompage, usines de production d’eau potable (de plus en plus chères à cause

de l’augmentation de la pollution des nappes et des eaux superÞcielles), et donc

des investissements inutiles de la part des collectivités. Eviter de gaspiller une

ressource, qui en France et en Europe n’est pasrare mais chère, ne sauvera

pas le monde d’une fantomatique menace de sécheresse planétaire mais est tout

simplement . . . une question de bon sens.

En pratique, le proÞl de consommation type des abonnés domestiques est

obtenu par mélange de proÞls di��érents (avec fuites d’eau ou non) selon des

proportions Þxées (par exemple 25% avec fuites et 75% sans).

2.5 La réglementation Þxe des limites aux er-

reurs de mesure

Le texte législatif français en matière de compteurs d’eau froide est le Décret

n. 76-130 du 29/01/1976. Cetexte, qui reprend une directive CEE (75/33/CEE)

est en accord avec la norme ISO 4064-1.

Tout d’abord le Décret déÞnit le débit maximal �t�p�d�{ et le débit nominal �t�q.

Les déÞnitions sont analogues à celles de débit de surcharge et débit permanent

données par la norme internationale.

La valeur maximale de la perte de pression provoquée par la présence du

compteur a étéÞxée dans un texte successif (arrêté du 19/07/1976) à 1 bar au

débit maximal et 0.25 bar au débit nominal.

L’étendue des débits à l’intérieur de laquelle les compteurs doivent respecter

les limites de loi est comprise entre un débit minimal (�t�p�l�q) et le débit max-

imal. Cette plage est partagée par undébit de transition (�t�w) en deux zones
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dites inférieure et supérieure dans lesquelles les erreurs maximales tolérées sont

di��érentes. Les débits�t�p�l�q et �t�wsont Þxés en fonction du �t�q et de la classe

métrologique du compteur (A, B ou C en ordre décroissant d’exactitude) selon

le tableau suivant :

�t�q �?15 m3�@h �t�q �� 15 m3�@h

Classe �tmin �t�w �tmin �t�w
A 0.04 �t�q 0.10 �t�q 0.08 �t�q 0.30 �t�q
B 0.02 �t�q 0.08 �t�q 0.03 �t�q 0.20 �t�q
C 0.01 �t�q 0.015�t�q 0.006�t�q 0.015�t�q

LesErreurs Maximales Tolérées(EMT) lors de la " vériÞcation primitive " des

compteurs (c’est à dire à la sortie d’usine) sontÞxées de la manière suivante :

"Cinq centièmes, en plus et en moins, du volume mesuré pour

tout débit situé dans la zone inférieure comprise entre�t�p�l�q inclus et

�t�wexclu."

"Deux centièmes, en plus et en moins, du volume mesuré pour

tout débit situé dans la zone supérieure comprise entre�t�winclus et

�t�p�d�{ inclus."

Pour les compteurs en service, les valeurs des EMT sont le double de celles

admises pour les compteurs neufs.

La réglementation Þxe donc, en fonction de la classe métrologique et du débit

nominal, descanaux de toléranceà l’intérieur desquels la courbe métrologique,

construite à partir des erreurs de mesure à�t�p�l�q, �t�w, �t�p�d�{ doit être contenue.

La Þgure 2.7 montre les canaux de tolérance pour des compteurs neufs (�t�q�?15

m3/h). Les débits sont exprimés en pourcentages du�t�q.

Des développements futurs de la réglementation font actuellement l’objet

d’une étude à la Sous-Direction de la Métrologie du Ministère de l’Economie des

Finances et de l’Industrie. Le projet d’arrêté déÞnit les modalités de contrôle de

la métrologie des compteurs en service (Costes et Pia, 2000).

La vériÞcation périodique pourra être réalisée selon l’une des modalités suiv-

antes :

—Véri Þcation unitaire , avec une périodicité di��érente selon la classe métrologique.

—Véri Þcation statistique par lots selon des plans d’échantillonnage dont la

courbe d’e�! cacité (norme ISO 2859-0) présente uneprobabilité indi��érente
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Fig. 2.7 — EMT pour compteurs neufs (Décret 76-130)..

de 50% d’accepter ou refuser un lot contenant une proportion de dispositifs

non conformes inférieure ou égale à 10%.

Vraisemblablement, l’application de la réglementation sera graduelle : dans

un premier temps le taux de non conformité acceptable sera de 15% pour passer

progressivement à 12.5% etÞnalement à la valeur de régime de 10%. De cette

manière, les distributeurs d’eau auront le temps de planiÞer la mise en conformité

de leurs parcs.

Les distributeurs d’eau ayant mis en place un système d’assurance qualité

équivalent à celui assuré par la vériÞcation périodique (unitaire ou statistique)

devraient être dispensés du contrôle.

Le contrôle de conformité prévoit, pour chaque compteur échantillonné, un

essai d’exactitude aux deux débits suivants, dans l’ordre :

— Un débit compris entre 0.8�t�q et �t�q.

— Un débit compris entre 0.1�t�q et 0.3 �t�q pour les compteurs de�t�q �?10 m3�@h

ou entre 0.3�t�q et 0.5 �t�q pour les compteurs de�t�q �� 10 m3�@h.

L’appareil est jugé conforme si les erreurs de mesure, évaluées en correspon-

dance des deux débits d’essai sont inférieures ou égales (en valeur absolue) à

4%.

La réglementation en vigueur et ses développements probables ont inspiré le

classement des compteurs en service en quatre catégories, qui forme la base du

modèle statistique de dégradation présenté dans cette étude.
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2.6 La performance des compteurs se dégrade

au long de leur vie

L’observation des courbes métrologiques des compteurs en service et leur

comparaison avec les performances des compteurs neufs, montrent que générale-

ment la métrologie d’un compteur se dégrade auÞl du temps.

Mis à part les compteurs de vitesse à jets multiples (qui ne représentent

qu’une partie très marginale des compteurs de la CGE) ladéformation de la

courbe métrologique se manifeste normalement (Þgure 2.8) avec une réduction

de la plage des débits de fonctionnement (le compteur devient moins sensible)

et, éventuellement, une légère baisse dans la zone haute de la courbe (en corre-

spondance des débits de tirage les plus fréquents).

Normalement, les facteurs explicatifs de la dégradation de la métrologie des

compteurs, proposés depuis toujours par les experts, sont, outre les caractéris-

tiques du compteur (marque, type, diamètre nominal), l’âge du dispositif, le vol-

ume enregistré, et la qualité de l’eau mesurée (notamment en termes de dureté

et de particules en suspension).

Parmi ces facteurs, l’âge est reconnu comme le plus important et générale-

ment les rares études disponibles dans la bibliographie technique ne prennent

en compte explicitement que cette variable (AWWA, 1966), (Newman et Noss,
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1982), (Tao, 1982), sous l’hypothèse que l’échantillon analysé est su�! samment

homogène par rapport aux autres facteurs.

La notion de qualité de l’eau reste surtout liée à la localisation géographique

des compteurs (Grau, 1985). En e��et, si on peut imaginer que des eaux chargées

en minéraux et/ou particules en suspension ont tendance à accélérer le phénomène

de dégradation, il est très di�! cile d’isoler le rôle d’un facteur unique. Deux eaux

ayant la même dureté peuvent, par exemple, être plus ou moins entartrantes en

fonction de la température ou des conditions d’utilisation (compteur qui tourne

continuellement ou soumis à des longues périodes d’arrêt). Il est donc plus simple

d’imaginer que chaque site d’exploitation ait une certaineagressivitévis-à-vis des

compteurs (résultant de l’e��et de l’eau circulante et de l’état du réseau), plutôt

que d’étudier un par un les di��érents facteurs.

Le rôle joué par le volume total enregistré ("kilométrage" du compteur) est

souvent controversé et parfois nié (Sisco, 1967). Il s’agit d’une variable stricte-

ment dépendante de l’âge du dispositif et pour cette raison on a préféré introduire

plutôt, dans cette étude, la variable "consommation annuelle moyenne", rapport

entre l’index du compteur et son âge. En revenant à l’e��et de cette variable sur

le phénomène de dégradation, s’il est vrai qu’un compteur qui tourne plus vite

a tendance à s’user plus vite, il est aussi vrai que les nombreux cycles d’arrêt

et démarrage, qu’on peut observer sur des branchements à faible consommation

peuvent être une source de stress tout aussi importante pour le dispositif.

L’opinion générale est que la consommation fait partie des facteurs aggravant

la dégradation métrologique. En particulier, concernant les compteurs domes-

tiques, on a pu observer une di��érence marquée entre les compteurs enregistrant

plus ou moins de 200 m3 par an, les premiers se dégradant sensiblement plus vite

que les seconds.



Chapitre 3

Le retour d’expérience est à la

base de la gestion optimale

3.1 Que signi Þe "gérer un parc de compteurs" ?

Les compteurs sont utilisés, dans la pratique technique, pour la facturation

des volumes d’eau consommés par les abonnés. De leur précision dépend donc la

rémunération (ou du moins une partie) du service de distribution d’eau potable.

Puisque, comme il a été déjà souligné dans le chapitre précédent, les comp-

teurs ont tendance à sous-estimer les consommations, il est évident que leur

dégradation se traduit par un manque à gagner pour les distributeurs d’eau.

Le fait que les erreurs de mesure s’accroissent le long de la vie opérationnelle

des dispositifs, détermine, en outre, une situation d’inégalité entre consomma-

teurs équipés de compteurs récents et consommateurs équipés de vieux comp-

teurs, les premiers payant, à quantités égales d’eau consommée, plus que les

seconds.

EnÞn, la dégradation de la métrologie peut amener un compteur à dépasser

les Erreurs Maximales Tolérées (EMT) Þxées par la réglementation et rendre

l’instrument non conforme et par conséquent inapte à la facturation.

Gérer un parc de compteurs d’eau signiÞe mettre en place une stratégie de

remplacement des appareils de mesure aÞn d’améliorer globalement le rendement

du parc, et poursuivre un ou plusieurs des objectifs suivants :

— Limiter les pertes économiques représentées par l’eau consommée et non

facturée.

24
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— Avoir un système de facturation équitable.

— Limiter le nombre d’appareils non conformes.

Dans la suite de ce chapitre chacune de ces problématiques sera brièvement

explorée.

3.2 Le sous-comptage peut conduire à un manque

à gagner important

Le volume d’eau consommé par les usagers sur une période donnée, mesuré

par di��érence entre deux lectures successives de l’index du compteur, a��ecte de

manière di��érente la rémunération du distributeur d’eau selon le principe de

tari Þcation choisi.

La Þgure 3.1 trace la relation entre la dépense de base, hors taxes et rede-

vances, en eau pour le consommateur en fonction du volume d’eau consommé

selon di��érents modes de tariÞcation. Ces graphes montrent que le prix de base

(rapport entre la dépense hors taxes et le volume consommé) dépend normale-

ment de la consommation, selon la règle quasiment générale que le prix unitaire

est fonction décroissante de la consommation (Erhard-Cassegrain et Margat,

1983).

Les tarifs normalement utilisés en France sont de typebinôme, avec une partie

Þxe (dépendant du diamètre du branchement) et une partie variable dépendant

du volume consommé (à prix constant ou variable par tranche dégressive).

En pratique, la rémunération du service d’alimentation en eau potable, cou-

vrant les coûts de production et distribution de l’eau, mais aussi de l’abonnement,

de la location du compteur, du raccordement au réseau etc., ne représente qu’une

partie (entre 43 et 45%) de la facture payée par les usagers.

L’autre partie de la facture constitue la rémunération du service d’assainisse-

ment (si présent), couvrant la collecte et le traitement des eaux usées, des taxes

(TVA de 5.5%), et des redevances au proÞt essentiellement des Agences de

l’Eau, du FNDAE ( Fond National pour le Développement des Adductions d’Eau)

et, dans certains cas, des VNF (Voies Navigables de France). Ces di��érentes

rubriques sont réparties de manière variable selon les collectivités desservies mais

les valeurs ne s’éloignent guère de celles indicatives fournies dans laÞgure 3.2.

Cette Þgure montre aussi, sur la base des indications fournies par Babillot et
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Fig. 3.2 — Structure de la facture d’eau potable en France.

Le Lourd (2000) et Chambolle (1988), l’évolution de la structure moyenne de

la facture de l’eau dans les dernières années qui traduit l’e��ort national d’as-

sainissement et l’augmentation des redevances.

Pour estimer le manque à gagner des distributeurs d’eau par e��et du sous-

comptage des volumes d’eau facturés, on doit d’abord calculer le prix moyen du

m3 d’eau distribuée. Le calcul est compliqué par e��et des di��érentes règles de

tari Þcation.

La méthode généralement acceptée se base sur l’analyse des factures d’eau

pour une consommation annuelle de référence1 de 120 m3.

Le Centre d’Information sur l’Eau (C.I.Eau) donne une fourchette de prix

comprise entre 1.5 et 3 C=/m 3, et la Direction Générale de la Concurrence, de la

Consommation et la Répression des Fraudes(DGCCRF) calcule un prix moyen

de 2.65 C=/m 3.

Des valeurs un peu plus importantes (avec une moyenne de 2.9 C=/m 3) sont

fournies par le Syndicat Professionnel des Distributeurs d’Eau(SPDE), sur la

base de son propre échantillon de services gérés en délégation2. L’écart de prix

est imputable, d’une part au poids des charges sociales, plus lourdes pour les

1La valeur de 120 m3/an a été retenue comme consommation de référence par L’Observa-
toire de l’eau créé par arrêté du 21 février 1996, ayant pour mission de développer l’information
sur le prix de l’eau.

2Ces chi��res ont été fournis pat le C.I.Eau et sont disponibles sur le site web :
www.cieau.com.
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exploitants en délégation que pour ceux en régie, et d’autre part à la di��érence

des prestations fournies.

En déÞnitive on peut imaginer que la rétribution perçue par m3 d’eau dis-

tribué vaut environ 2�=65· 0�=435 = 1�=15C=.

Le manque à gagner peut s’évaluer par di��érence entre la valeur théorique

du gain (calculée sur la base du volume e��ectivement consommé) et la valeur

réelle calculée à partir du volume enregistré par le compteur.

Si on dénote�u�p�r�| le rendement moyen des compteurs installés, le manque à

gagner (par m3 e��ectivement distribué) peut facilement s’exprimer comme :

1�=15· (1 �� �u�p�r�| ) C= �@m3 (3.1)

ce qui donne, par exemple, pour des rendements compris entre 95% et 98%

des manques à gagner entre 2.3 et 5.7 centimes d’Euros par m3 consommé.

Ces chi��res, apparemment dérisoires, multipliés par les millions de m3 dis-

tribués par des grands distributeurs, comme la CGE donnent lieu à des gisements

potentiels importants.

Si, par exemple, on admet un rendement moyen des compteurs de 98%,

compte tenu du fait que la CGE distribue, en France, environ 2.1 milliards de

m3 par an, il en resulte un manque à gagner annuel de 48 millions d’euros !

Il s’agit, évidemment, d’un calcul théorique, basé sur la di��érence avec les

gains dans une situation idéale, et impossible en pratique, de comptage parfait

(rendement égal à 1). Néanmoins ce calcul donne une idée de l’importance des

enjeux économiques liés au comptage et de l’intérêt pour les grands distribu-

teurs d’eau d’améliorer le rendement global des parcs de compteurs. Améliorer

le rendement moyen de 0.1% signiÞe pour la CGE une augmentation des re-

cettes annuelles de 2.4 millions d’euros, de quoi justiÞer (largement) les e��orts

de recherche dans le cadre desquels s’inscrit cette thèse.

3.3 L’équité du comptage : un engagement vis-

à-vis des consommateurs

Dans le long débat sur l’opportunité d’utiliser ou non les compteurs dans

les services de distribution d’eau potable, l’équité a toujours été un des deux

arguments principaux (Guarino, 1976), (Lund, 1988).
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L’opinion courant est qu’il s’agit de la seule façon "logique et correcte"

(Hazen, 1918) de facturer l’eau et d’éviter inégalités et discriminations entre

les usagers. L’autre argument majeur est la maîtrise des consommations d’eau3,

avec des baisses parfois supérieures à 50% par rapport à des systèmes de tariÞ-

cation forfaitaire.

Le débat n’est plus d’actualité aujourd’hui, surtout en France où le comptage

est généralisé, mais l’argument de l’équité de la facturation reste très important.

La dégradation des compteurs, qui entraîne un sous-comptage de plus en

plus marqué, pose, comme il a été déjà anticipé, un problème, dans la mesure

où le rendement des compteurs installés n’est pas le même d’un usager à l’autre.

Le phénomène met en cause un des principes fondamentaux du Service Public

(Duroy, 1996) : l’égalité devant le tarif du service.

Le problème est délicat et, à vrai dire, la législation actuelle ne prévoit aucune

mesure spéciÞque pour garantir un comptage équitable aux consommateurs, les

seules obligations légales en la matière étant celles du Décret 76-130.

Par ailleurs, les collectivités locales qui délèguent le service à des sociétés

privées, Þxent parfois un âge limite à partir duquel tout compteur doit être

remplacé. L’Association des Maires de France(2001) conseille deÞxer ce délai

en fonction de la "qualité" des appareils et du "degré d’agressivité de l’eau".

En déÞnitive, aujourd’hui les distributeurs d’eau ont peu de contraintes en

la matière et c’est à eux de déÞnir leur politique de comptage.

Deux approches diamétralement di��érentes sont possibles. La première prévoit

l’utilisation d’appareils de mesure très précis, avec des rendements peu dispersés

et assez stables dans le temps, mais bien sûr plus chers ; l’investissement demandé

pour la mise en œuvre des compteurs est compensé par un meilleur rendement

(avec réduction des pertes dues à l’eau non comptabilisée), et une vie opéra-

tionnelle plus longue. Un autre choix pourrait être d’employer des compteurs

moins performants, et moins chers, avec des rendements nettement inférieurs

mais renouvelés plus souvent.

S’il est a priori di�! cile de se prononcer sur l’opportunité économique des

deux di��érentes approches (tout dépend du prix de l’eau), il n’y aucun doute

quant à celle des deux qui est la plus équitable : un comptage précis va davan-

tage dans le sens des intérêts de l’usager qui paye e��ectivement pour ce qu’il

3La réduction des consommations d’eau par e��et de l’introduction du comptage est l’objet
de nombreuses études, dont, p. ex. celles de Shipman (1978), Lund (1987), Ditcham (1997),
Austin et al., Guerquin et Grosjean, Richard et Huau, Varszegi (2000).
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consomme.

En revenant au problème posé par la dégradation des compteurs, il est di�! -

cile d’évaluer l’équité d’une stratégie de gestion. L’égalité des usagers devant un

service public ne doit pas être confondue avec l’uniformité de traitement (Cha-

pus, 1993), et la règle simpliste de remplacer les compteurs, une fois atteint un

âge limite, ne semble pas très adaptée à la gestion des parcs de compteurs où

plusieurs types d’appareils de qualités di��érentes coexistent (et c’est souvent le

cas dans la pratique).

Même dans le cas théorique où tous les appareils sont égaux, une stratégie de

ce type, qui Þxe en principe une limite inférieure aux rendements des compteurs,

ne peut pas être considérée équitable. Il est évident que le même traitement ne

peut pas être réservé aux gros et au petits consommateurs, étant donné que les

montants non facturés par e��et du sous-comptage sont bien di��érents dans les

deux cas.

Changer plus souvent les compteurs sur les branchements à forte consom-

mation est une règle logique qui va à la fois dans la direction de la rentabilité

économique et de l’équité.

Uniformiser les typologies d’appareils utilisés est une mesure décisive pour

améliorer l’équité du comptage. Mérite d’être signalé, notamment, l’e��ort de la

CGE qui ne pose actuellement que des compteurs de classe C (cf. page 21),

et systématiquement des compteurs volumétriques dans les diamètres de 15 à

40 mm (hors contraintes techniques). Les compteurs de classe C représentent

aujourd’hui environ 96% des 6 millions de compteurs de la CGE (avec 79% de

volumétriques). Une autre mesure prise par la CGE à l’encontre de cette exigence

est la disparition progressive des compteurs de vitesse à jets multiples, les seuls

dispositifs avec un risque non négligeable de sur-comptage. Il en reste quelques

uns (un peu moins de 6% du parc) localisés surtout sur des contrats acquis

récemment par la Compagnie et donc "hérités" par des exploitants précédents.

3.4 La nouvelle réglementation aura un impact

sur les stratégies de gestion

Les dispositions normatives actuelles prévoient la "vériÞcation primitive " des

compteurs d’eau (chapitre 2) : à la sortie d’usine tout appareil doit respecter les
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Erreurs Maximales Tolérées(EMT) en correspondance des trois débits�t�p�l�q, �t�w,

�t�p�d�{.

En revanche, aujourd’hui aucune norme n’impose la "vériÞcation périodique"

des compteurs en service. Le seul cas oùcette éventualité se présente (en pra-

tique) est à l’occasion d’un litige entre le distributeur et l’abonné. Le compteur

est jugé conforme si ses erreurs de mesure ne dépassent pas les EMT des comp-

teurs en service, soit le double de celles prévues pour les compteurs neufs, aux

trois débits réglementaires.

La nouveauté principale du projet d’arrêté, concernant la nouvelle réglemen-

tation, est l’introduction de la véri Þcation périodique des compteurs en service,

selon les modalités décrites dans le chapitre 2. Du point de vue des grands dis-

tributeurs d’eau, qui à long terme opteront pour un contrôle statistique par lots,

l’introduction de la nouvelle norme se traduira par l’intégration, dans les règles

de gestion des parcs de compteurs, de mesures visant à limiter, à l’intérieur de

chaque lot, le taux de dispositifs non conformes en dessous du seuilÞxé (10% en

conditions de régime).

La déÞnition des lots et des plans d’échantillonnage étant à la charge du

distributeur, les nouvelles règles de gestion seront visiblement plus compliquées

et devront intégrer aussi le découpage en lots des parcs et le calcul du nombre

de compteurs à étalonner dans chaque lot.

Pour répondre aux exigences de la nouvelle réglementation, il sera nécessaire

d’estimer la probabilité de non-conformité d’un compteur en service, en fonc-

tion d’un certain nombre de variables explicatives qui traduisent ses conditions

d’exploitation (âge, consommation, agressivité du site) mais aussi l’incertitude

caractérisant cette estimation.

Le modèle statistique développé dans cette étude a été conçu pour répondre

à ces questions, aujourd’hui intéressantes, demain inévitables.

3.5 Quelques exemples de formulation théorique

des stratégies de gestion

Un des premiers articles où les critères de gestion des parcs de compteurs

sont explicitement formulés en termes mathématiques est dû à la Section de

Californie de l’American Water Works Association (AWWA, 1966).
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Les auteurs déterminent la période optimale de remplacement (où plutôt de

réparation) d’un compteur sur la base du calcul des pertes économiques annuelles

dues à l’eau non facturée. La durée de service optimale est celle où le cumul des

pertes est égal au coût de remplacement/réparation.

L’étude concerne les compteurs de petit calibre (diamètres de 5/8 et 3/4 de

pouce soit environ 15 et 20 mm) en service par laCalifornia Water & Telephone

Company. Le calcul économique, mené sur la base d’une perte moyenne de ren-

dement de 0.21% par an, arrivait à la conclusion que la durée de vie optimale

des compteurs, pour l’exploitation examinée, était de 20 ans (Þgure 3.3).
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Fig. 3.3 — Calcul de la durée de service optimale d’un compteur (AWWA, 1966).

En plus du fait que cette étude semble surévaluer les performances des comp-

teurs, compte tenu de la technologie de l’époque, on remarque que la méthode

ne prend pas en compte la variabilité de la consommation entre les di��érents

usagers, puisque le calcul économique est mené sur la base d’une consommation

moyenne.

Une stratégie de gestion plus complexe est proposée par Noss et al. (1987).

La durée de service optimale d’un compteur (au terme de laquelle l’appareil doit

être remplacé ou réparé) est calculée en minimisant une fonction objectif, somme

de trois termes :

1. Le coût annuel de la stratégie de gestion, fonction décroissante de la durée

de service prévue�W, étant le nombre de compteurs à remplacer chaque
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année égal au rapport entre la taille du parc et la variable�W. Le calcul se

base donc sur l’hypothèse théorique que la pyramide des âges du parc de

compteurs est plate.

2. La perte économique annuelle due aux volumes d’eau non facturés à cause

du sous-comptage, calculés à partir d’un rendement moyen du parc et d’une

consommation moyenne de référence. Le rendement moyen est évalué sur

la base d’une loi de vieillissement linéaire :�D�� �E · (�W�@2). Ce terme, est

fonction croissante de l’âge moyen du parc et donc de la durée de service

�W.

3. La perte économique annuelle causée par l’eau non mesurée par les comp-

teurs bloqués. Le calcul se base sur un taux de blocage annuel moyen et un

temps moyen de permanence d’un compteur bloqué dans le parc (en pra-

tique la période comprise entre deux relevés). Ce terme dépend en principe

de la durée de vie des compteurs ; plus souvent on change les compteurs,

plus on a de chance de remplacer un compteur bloqué et pas encore dé-

tecté par les releveurs. En réalité, ce terme, fonction décroissante de�W, est

négligeable par rapport aux deux premiers.

La recherche pratique du minimum de la fonction objectif se fait facilement

et le calcul donne une expression exacte de la durée optimale (on omet volon-

tairement cette formule ici).

Une analyse de sensibilité de cette formule montre une grande variabilité du

résultat en fonction de la loi de vieillissement choisie : si on passe de —0.3%

par an à —0.295% par an, on peut avoir des écarts dans la durée optimale de

plus de 3 ans. A titre d’exemple, les calculs menés sur un exemple réel (ville

de Taunton, Massachussets US) sur la base des indications de Newman et Noss

(1982) concernant les pertes annuelles de rendement (environ —0.45% par an) et

les taux de blocage (1.3% par an) donnent lieu à une durée optimale de service

de 9 ans (Þgure 3.4).

Cette technique, comme la précédente, se base encore sur un calcul "moyen"

valable pour tous les compteurs du parc.

On termine cette revue des principales études théoriques avec la méthode

proposée par Lund (1988).

La stratégie se base sur le remplacement de tous les dispositifs ayant atteint

une durée de service optimale�W, calculée individuellement pour chaque comp-

teur, et la détermination d’une règle de décision pour déposer les compteurs d’âge
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Fig. 3.4 — Exemple de calcul de la durée de service optimale d’un compteur
(Noss et al. 1987).

inférieur à �W, potentiellement bloqués. Les défaillances des compteurs sont parfois

très facilement repérées sur le terrain ; c’est le cas quand l’appareil présente des

signes évidents de détérioration (chocs mécaniques, gel, fraude). Dans d’autres

cas la seule manière de détecter le blocage est la comparaison entre les deux

index successifs, une di��érence anormalement faible étant imputable au blocage

de l’appareil de mesure. L’auteur propose un méthode pour évaluer la probabil-

ité4 [�E|�F] que le compteur se soit bloqué dans la période comprise entre l’�qème

et l’ (�q+ 1) ème relevé, conditionnellement à la consommation�F observée dans

la même période (di��érence entre les deux derniers index). La probabilité[�E|�F]

peut être calculée avec la formule de Bayes :

[�E|�F] =
[�F|�E] · [�E]

[�F|�E] · [�E] +
£
�F|�E

¤
·
£
�E

¤ (3.2)

où [�E] est la probabilité de blocage dans la période entre les deux relevés

et vice versa
£
�E

¤
= [ �q�r�w(�E)] = 1 �� [�E], est la probabilité que le compteur ait

fonctionné normalement dans cette période.

La probabilité [�E] peut être évaluée sur la base de la connaissance de la

densité de probabilité �i (�w) de la durée de vie du compteur, qu’on imagine déjà

4On utilise ici la notation entre crochets (Gelfand et Smith, 1990) des probabilités qui
exprime avec[�D] la probabilité de l’évènement aléatoire�D. On reviendra sur cette convention,
et sur la formule de Bayes, dans le chapitre 4.
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connue :

[�E] =

(�q+1) �W�OZ

�q�W�O

�i (�w)�g�w (3.3)

où �W�O est l’intervalle de temps entre deux relevés successifs.

Si le compteur a fonctionné normalement entre les deux relevés, alors la

consommation observée�F est égale (à l’erreur de mesure du compteur près)

au volume réellement consommé�F�u sur le branchement. La probabilité
£
�F|�E

¤

est alors égale à la probabilité[�F�u] d’occurrence de la consommation�F�u sur le

branchement examiné. La loi de probabilité de�F�u (qu’on imagine déjà connue)

peut être, par exemple, modélisée en fonction de di��érents facteurs d’inßuence5

parmi lesquels la catégorie d’usager, la saison etc.

En revanche, si le compteur s’est bloqué à l’instant�x compris entre �q�W�O et

(�q+1) �W�Oalors la consommation�F n’est qu’une fraction de�F�uqu’on peut estimer

comme :

�F = �F�u·
�x
�W�O

(3.4)

La densité de probabilité de�F(�x), qu’on peut considérer ici comme une fonc-

tion de l’instant de blocage �x, s’obtient en multipliant la probabilité [�F�u] =

[�F · �W�O�@�x] par �i (�x).

Par conséquent, la probabilité d’observer une consommation�F, sachant que

le compteur qui l’a enregistrée s’est bloqué dans la période comprise entre�q�W�O
et (�q+ 1) �W�O est exprimée par l’intégrale :

[�F|�E] =

(�q+1) �W�OZ

�q�W�O

[�F · �W�O�@�x] �i (�x)�g�x (3.5)

La mise en œuvre de la stratégie prévoit alors, sur la base du calcul de[�E|�F],

le choix parmi les alternatives possibles (remplacer le dispositif, procéder à une

inspection in situ, ou ne rien faire) de celle qui minimise une fonction objectif,

5Parmi ces facteurs explicatifs on peut imaginer,à juste titre, d’inclure les caractéristiques
(type, âge etc.) du compteur ayant enregistré les consommations dont on étudie la distribution
de probabilité. De cette manière la consommation�F�u serait interprétée comme " la consom-
mation enregistrée par un compteur fonctionnant normalement dans la période comprise entre
�q�W�O et (�q+ 1) �W�O".
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somme des coûts d’intervention et des pertes économiques imputables à l’eau

non facturée.

L’avantage principal de cette méthode est l’application des critères d’optimi-

sation à chaque compteur. Cette approche est plus adaptée à la réalité opéra-

tionnelle où plusieurs types de compteurs sont présents dans le même parc et les

consommations sont très variables entre les usagers.

3.6 La pratique technique de la gestion des parcs

de compteurs

La déÞnition d’une stratégie de gestion des parcs de compteurs a toujours

été au cœur des préoccupations des distributeurs d’eau. Une étude réalisée aux

Etats Unis dans les années 70 (Williams, 1976) montrait déjà que plus de 3/4 des

distributeurs interpellés avaient des stratégies basées sur la dépose des appareils

ayant atteint un âge limite ou, plus rarement un index maximal Þxé, mais seule-

ment 1/4 admettaient que la valeur de cette âge limite était issue d’un calcul

économique réaliséad hoc. Les valeurs des durées maximales de service étaient

comprises entre 5 et 25 ans avec un pic dans la tranche 10-15 ans.

S’il a été déjà mis en évidence qu’une stratégie de ce type, basée sur un

unique critère d’âge maximal pour tous les appareils, a des limites, il faut aussi

observer que la mise en place de règles de gestion plus e�! caces nécessite des

moyens importants que souvent les petites collectivités n’ont pas.A contrario ,

les grands distributeurs d’eau français, et notamment la CGE, ont la capacité

de déÞnir des stratégies de comptage de plus en plus optimisées à leurs parcs

de compteurs. L’approche suivie consiste en un calcul économique sur chaque

compteur installé, sur la base du type d’appareil, de son rendement présumé

(fonction d’un certain nombre de facteurs explicatifs et notamment de l’âge) et

de la consommation enregistrée sur le branchement. Néanmoins dans la pratique

technique la gestion des parcs est plus compliquée et les calculs économiques

théoriques ne su�! sent pas à déÞnir un programme de renouvellement.

Tout d’abord, il y a les contraintes budgétaires, les investissements consacrés

au comptage étant Þxés année par année sur la base des exigences et de la

disponibilité Þnancière de l’entreprise. Ensuite il y a des contraintes locales et no-

tamment les limitations d’âge Þxées par certaines collectivités et, plus rarement,
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Fig. 3.5 — Gestion des parcs de compteurs d’eau en pratique.

des situations exceptionnelles (campagnes de dépose systématique de types de

compteurs défectueux) qui peuvent complètement monopoliser les ressources (Þ-

nancières et humaines) destinées au renouvellement des compteurs. La réalité des

grands distributeurs d’eau est très loin des règles théoriques de gestion suggérées

dans la bibliographie technique (Þgure 3.5).

A l’échelle mondiale, les critères sont très variables d’un pays à l’autre et

la stratégie utilisée dépend de facteurs locaux tels que la qualité de l’eau, les

modalités de distribution (constante ou intermittente comme dans certains pays

en voie de développement) mais aussi le prix de l’eau par rapport au prix des

compteurs. Aujourd’hui encore l’opportunité économique du comptage est par-

fois mise en cause là où le prix de l’eau est très faible comme en Inde (Stedman,

2003).

Pour les gros consommateurs, compte tenu des enjeux économiques, de la

grande variabilité des consommations et des modalités de puisage, un suivi au

cas par cas peut être envisageable (Van der Linden, 1998), alors que pour les

petits compteurs, les valeurs des variables utilisées pour le calcul économique,

et notamment les rendements des dispositifs, sont déduites à partir d’études

statistiques.
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Des calculs économiques, compteur par compteur, sont aujourd’hui à la base

de la politique de gestion de la CGE. Volontairement on ne rentre pas dans le dé-

tail du calcul (pour des raisons de conÞdentialité) mais on veut encore une fois

souligner que, quelle que soit la règle de décision sur l’opportunité technico-

économique de remplacement, il est indispensable de bien connaître le com-

portement des compteurs installés et notamment leur rendement, les critères

économiques étant en général très sensibles à ce dernier paramètre. A ce propos

les distributeurs d’eau procèdent à des étalonnages de compteurs en service, ex-

pressément déposés et testés dans leurs propres laboratoires d’essais. Ces données

sont à la base des études statistiques mises en œuvre.

Le deuxième élément de la réussite d’une stratégie de gestion est un système

d’information capable de fournir, pour chaque branchement, le maximum de ren-

seignements sur le compteur (type, diamètre, âge, dernier index) et sur l’abonné

(localisation, typologie, dernières consommations). Un tel outil est indispensable

à la fois pour la déÞnition d’un programme de remplacement, puisqu’il fournit

les variables du calcul économique, et pour la mise en œuvre (programmation des

interventions de déposes par zones géographiques). L’amélioration du comptage

passe, plus que jamais, par laÞabilisation des systèmes d’information (Vlontakis,

2000).



Deuxième partie

Modélisation statistique de la

dégradation des compteurs

39



Chapitre 4

De l’examen des données à un

modèle conceptuel

4.1 Les données métrologiques

L’étalonnage des compteurs en service permet aux distributeurs d’eau de

connaître le comportement des appareils de mesure en conditions réelles d’ex-

ploitation et constitue la base pour toute réßexion sur la gestion des parcs de

compteurs. Les résultats des étalonnages sont des courbes métrologiques constru-

ites point par point en correspondance d’un nombre signiÞcatif de débits, choisis

en fonction du calibre du compteur, sur une grille standard. Les histogrammes de

consommation (représentations des proportions de la consommation ayant lieu

dans une tranche donnée de débits) sont normalement référés à la même grille,

ce qui rend plus facile le calcul du rendement du compteur étalonné.

Le Groupe Veolia Water, dont la Compagnie Générale des Eaux (CGE) fait

partie, dispose actuellement de trois laboratoires d’essais : le LECE (Labora-

toire d’Essai des Compteurs d’Eau) à Vandoeuvre-Lès-Nancy, les installations

du Service Compteurs de la SADE à Ivry-sur-Seine et un troisième laboratoire,

plus petit, à Lyon. Le LECE et le laboratoire de la SADE sont accrédités par le

COFRAC ( Comité Français d’Accréditation ). L’accréditation COFRAC recon-

naît la conformité aux critères généraux de qualité prévus par la norme ISO/CEI

17025 et l’aptitude à réaliser des étalonnages dans un domaine déÞni avec des

incertitudes précisées dans le programme d’accréditation. Les critères de con-

formités pour un laboratoire d’essai de compteurs d’eau sont déterminés par le

40
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Fig. 4.1 — Schéma hydraulique du banc d’essai du LECE.

document COFRAC n. 2023, qui analyse toutes les sources possibles d’incer-

titude sur le calcul de l’erreur de mesure d’un compteur et enÞxe les valeurs

maximales acceptables.

Les données métrologiques utilisées dans le cadre de cette étude proviennent

du LECE.

Au LECE sont étalonnés les compteurs de provenance de toutes les exploita-

tions françaises (hors SEDIF, de compétence de la SADE) et occasionnellement

étrangères de diamètre jusqu’à 40 mm.

La Þgure 4.1 montre un schéma hydraulique du banc d’essai. L’eau, pompée

à débit constant à travers les compteurs disposés en série sur 3 rails est envoyée

vers des jauges de di��érentes capacités (selon le débit d’étalonnage). Quand le

volume d’eau prévu a rejoint la jauge, l’essai s’arrête et l’erreur de mesure est

calculée en comparant la di��érence d’index après et avant le test (volume mesuré)

avec le volume réellement transité.

Les débitmètres d’une part assurent la constance du débit et d’autre part

mesurent le volume écoulé, déterminant l’arrêt automatique de l’essai.

Le banc de mesure peut accueillir simultanément un nombre maximal de 30

compteurs (volumétriques)1 de DN 15 mm.

L’ensemble des étalonnages LECE, avec les essais des gros compteurs de la

SADE, constitue une importante base de données, diteBase Métrologique Na-

tionale (BMN). A l’heure actuelle la BMN comprend un peu plus de 32 000 ré-

sultats d’étalonnages dont environ 27 000 concernant des compteurs en service.

Parmi eux un peu plus de 22 000 sont exploitables pour des études métrologiques.

1Les compteurs de vitesse sont sensibles aux perturbations hydrodynamiques engendrées par
la présence en amont en en aval d’autres dispositifs. Par conséquent, le nombre d’étalonnages
simultanés de ces appareils de mesure, limité par ce phénomène d’interférence plutôt que par
les dimensions du banc, est inférieur à celui relatif aux compteurs volumétriques.
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Fig. 4.2 — Le banc d’essai des compteurs du LECE.

Pour qu’un étalonnage soit exploitable il faut que les erreurs de mesure soient

calculées au moins en correspondance de 5 débits d’essai. On estime que 5 points

sont su�! sants pour donner une appréciation globale de la métrologie du comp-

teur et notamment pour déterminer son état métrologique(Þgure 4.7, page 51).

En revanche pour le calcul du rendement, seuls les étalonnages complets

(courbe métrologique déterminée sur la base des erreurs de mesure en corre-

spondance de tous les débits d’essai prévus par la grille standard) sont retenus.

Les 22 000 étalonnages exploitables sont répartis par diamètre nominal, selon

le schéma de laÞgure 4.3. On peut remarquer que les compteurs de petit calibre

(DN 15 mm) sont largement prédominants dans la base de données.

Concernant la répartition des étalonnages par type de compteur on retrouve

dans la Base Métrologique tous les compteurs actuellement utilisés en France

par la CGE (Þgure 4.4).

Dans le groupe des "Autres Volumétriques" on a regroupé tous les vieux types

de compteurs volumétriques (notamment PSM, SOCAM 501 et 510, Stella J) qui

présentent un intérêt limité dans le cadre de cette étude puisque ils ne sont plus

installés et sont en voie de disparition dans les parcs de compteurs. Dans le même

principe on a regroupé tous les compteurs à jets multiples (notamment Corona,

SOCAM 401 et 410 et Doris SM). EnÞn le groupe des "Autres" est formé par tous

les compteurs qui n’ont pas d’intérêt pour desÞnalités métrologiques (vieux types
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de compteurs pratiquement inexistants dans les parcs ou,a contrario, nouveaux

compteurs, comme le Marly 2, dont l’apparition est trop récente pour pouvoir

espérer un retour d’expérience).

4.2 Les données de facturation

L’ensemble des données utilisées pour la facturation des clients, stockées dans

des bases informatisées, constitue un important réservoir d’informations sur les

compteurs.

En particulier, dans cette étude on a utilisé des données issues d’une base

appelée ICBC (Info-centre Compteurs, Branchements et Clients). Il s’agit d’un

outil interne de gestion des parcs de compteurs obtenu par déversement péri-

odique des informations des bases de facturation. Actuellement le périmètre géo-

graphique d’ICBC couvre la plupart des exploitations françaises de la CGE. La

Þgure 4.5 montre les "régions" dont l’outil de facturation est compatible avec

ICBC. Les régions sont des unités géographiques issues d’un découpage admin-

istratif du territoire français interne à l’entreprise. La France métropolitaine est

aujourd’hui divisée en 11 régions dont 8 font partie du périmètre ICBC. Des

détails ultérieurs sur l’organisation géographique de la CGE, seront donnés dans

le chapitre 6, consacré à la caractérisation des di��érentes exploitations quant à

leur "agressivité" vis à vis des compteurs.

Les informations de la base ICBC sont contenues en plusieurs tables dont les

principales sont :

— La table "Abonnés" avec les indications relatives aux clients. Chaque abonné

est détecté avec un code numérique à 16 chi��res. Les premiers 14 chi��res

codiÞent le branchement et les 2 derniers sont un "numéro de rang" qui

est augmenté d’une unité à chaque fois que sur le même branchement un

abonnement est fermé et un autre est ouvert à sa place. Les informations

principales contenues dans cette table sont : numéro et nom de l’abonné,

adresse de consommation et facturation, indications géographiques sur la

base du découpage du territoire de la CGE (agence, centre opérationnel,

contrat), dernière consommation annuelle.

— La table "Compteurs" qui constitue un véritable Registre d’Etat Civil des

compteurs. De chaque appareil on connaît le numéro de série, le numéro

de l’abonné correspondant, le type, le diamètre l’année de fabrication, et
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Périmètre géographique d'ICBC
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Fig. 4.5 — Couverture territoriale de la base de données ICBC.
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des indications utiles à la politique de gestion (notamment le rendement

estimé et un paramètre qui exprime l’intérêt technico-économique de son

remplacement). Dans cette table on trouve les compteurs actuellement en

service et les compteurs déjà déposés. Un paramètre dit "Etat de Pose" dis-

crimine les compteurs opérationnels des compteurs qui n’existent plus dans

les parcs ("P" pour les compteurs en service et "D" pour les compteurs

déposés).

— La table "Changement des compteurs" où toutes les interventions de poses

et déposes sont répertoriées. A chaque intervention correspond une ligne

dans cette table et un code "Intervention " distingue les opérations de dé-

pose de celles de pose. On y trouve notamment la date de l’intervention,

le numéro de l’abonné, le numéro du compteur, l’index du compteur, et

le motif de pose ou dépose. Parmi les causes de dépose on distingue trois

grandes familles : les déposes préventives, curatives, administratives. Dans

le premier groupe (75 à 80% des interventions) on trouve tous les rem-

placements réalisés dans le cadre de la politique de gestion des parcs de

compteurs. L’appellation "préventive" met en évidence le fait que le comp-

teur déposé fonctionne et il est renouvelé avant de pouvoir engendrer des

problèmes. Le second groupe (10 à 15% du total) comprend les déposes ir-

révocables décidées suite à l’observation d’une défaillance du dispositif en

place : blocage, choc mécanique, rupture due au gel, fraude. EnÞn les dé-

poses administratives se vériÞent, parfois, lors d’un changement d’abonné

sur le même branchement ou à l’occasion de la fermeture d’un branche-

ment. Ces interventions représentent 5 à 10% des déposes totales.

— La table "Historique des relevés" qui contient les informations relatives

à la lecture des index : numéro d’abonné, numéro du compteur, index,

nature de l’index (lu par le releveur, estimé, communiqué par l’abonné,

radio-relevé).

Du point de vue de l’étude du comportement des compteurs en service, ICBC

donne des informations importantes concernant les défaillances des compteurs et

notamment les phénomènes de blocage. Ces données seront utilisées pour carac-

tériser l’agressivité des conditions d’exploitations des di��érents sites français. Le

grand avantage d’ICBC est que cette base nous renseigne sur la quasi-totalité des

compteurs français, alors que les donnéesmétrologiques sont forcement établies

sur la base d’un échantillon de la population des compteurs en service.
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La principale di�! culté dans l’utilisation de ces informations est d’ordre pra-

tique, la base de données n’ayant pas été conçue pour réaliser des études statis-

tiques mais simplement comme un outil de gestion des parcs de compteurs. Par

exemple, dans la table "Changement des compteurs" on n’a pas toutes les infor-

mations dont on aurait besoin concernant les appareils déposés ; la récupération

de ces données dans la table "Compteurs" n’est pas immédiate parce que le

numéro de série du compteur n’est pas un code unique à niveau national et le

numéro de l’abonné peut avoir changé après la dépose de l’appareil (cf. chapitre

6). Il aurait fallu tout simplement prévoir dans la table " Compteurs" un champ

"Date de dépose" pour simpli Þer énormément la phase de collecte de l’informa-

tion.

L’autre question qu’on pourrait soulever concerne laÞabilité des données.

Certaines informations non indispensables pour la facturation (comme le motif

de dépose) pourraient être mal renseignées par les exploitants à l’acte de saisie

dans l’outil qui permet d’établir les factures (source des données ICBC). Au

cours de ces années on a constaté une amélioration de la qualité de l’informa-

tion (réduction des compteurs de type ou âge inconnu, et des motifs de déposes

inconnus) et on a raison de croire en laÞabilité de cette base de données, mais

on sait que quand on mène des études à caractère strictement local, comme celle

concernant les taux de blocage, on risque de prendre en compte des informations

aberrantes sur un nombre (heureusement limité) de sites.

Un des résultats atteints dans ce travail de thèse est justement de montrer aux

exploitants comment ces informations (apparemment complémentaires) peuvent

être utilisées pour fournir des éléments importants dans la gestion des parcs de

compteurs et les motiver à veiller sur leur bon renseignement dans les bases de

données.

4.3 Un problème compliqué de modélisation

Parmi les paramètres techniques qui caractérisent un compteur, le rendement

est sans doute le plus important parce qu’il donne immédiatement une estimation

de la consommation non facturée et par conséquent des pertes économiques.

D’ailleurs, les stratégies de gestion optimale des parcs de compteurs se basent

normalement sur des calculs technico-économiques où intervient la prévision des

rendements des compteurs en fonction de leurs caractéristiques d’exploitation et
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notamment de l’âge.

La relation qui exprime comment le rendement d’un type de compteur dépend

de l’âge est normalement appelée dans le langage technique "loi de vieillisse-

ment" du compteur. Dans cette appellation le terme "vieillissement" ne doit

pas être interprété dans le sens communément attribué par les statisticiens dans

le domaine de laÞabilité, mais simplement comme synonyme de "dégradation"

de l’appareil.

Une approche simple au problème de l’étude des compteurs en service pour-

rait être la modélisation directe de la relation entre âge et rendement à l’aide

d’un modèle linéaire, comme par exemple dans (Newman et Noss, 1982).
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Fig. 4.6 — Exemple de données métrologiques. Visualisation de la relation
rendement-âge pour un échantillon de 1 400 compteurs volumétriques.

Un coup d’œil aux données montre que la mise en œuvre de ces techniques de

base dans le cadre de cette étude n’est pas possible. LaÞgure 4.6 montre, sous

forme de nuage de points les résultats d’environ 1 400 étalonnages de compteurs

volumétriques de DN 15 mm, tous de même type, d’âges compris entre 5 et 25

ans. Les données montrent, de manière assez claire, la coexistence, à l’intérieur

d’échantillons de même âge, de compteurs ayant des rendements très proches de

l’unité, de compteurs à métrologie plus imprécise mais dont le rendement reste

dans l’intervalle [0.8,1] et de compteurs nettement défaillants qui ont des rende-

ments distribués de manière très dispersée entre 0.4 et 0.8. On remarque aussi,

que, au fur et à mesure que l’âge augmente, on a plus de chances de trouver parmi
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les individus échantillonnés, des compteurs à faible rendement, et par conséquent

le nuage a tendance à se disperser. En d’autres termes les observations n’ont pas

les mêmes variances (les statisticiens parlent de non respect de l’hypothèse de

homoscédasticité).

Ce problème est bien connu par les experts du comptage qui ont toujours

remarqué la présence, dans les parcs de compteurs, d’appareils particulièrement

défectueux, présentant un sous-comptage important, mais qui ne sont pas blo-

qués. Puisque leurs index continuent de progresser, ces dispositifs défaillants sont

pratiquement indécelables sur le terrain et pour cette raison les ingénieurs les

appellent parfois "compteurs sous-marins".

Compte tenu des données, un modèle dynamique de mélange de plusieurs

populations de compteurs, en proportions variables en fonction de l’âge, semble

plus adapté au problème, qu’un modèle "classique" de régression qui cherche à

décrire le comportement de l’individu moyen et quantiÞer les écarts par rapport

à ce comportement.

4.4 Quatre groupes de compteurs

Sur la base des considérations inspirées par l’analyse exploratoire des don-

nées métrologiques on a imaginé de découper les compteurs en service en quatre

groupes de qualité métrologique décroissante.

Le découpage est suggéré par la réglementation actuelle et les di��érents

groupes sont ainsi déÞnis (Þgure 4.7) :

—Groupe 1 : compteurs dont la courbe métrologique est entièrement con-

tenue dans les canauxÞxés par les erreurs maximales tolérées (EMT) des

compteurs en service (cf. chapitre 2). On rappelle que les valeurs des EMT

sont ± 10% à faible débit (entre �t�p�l�q et �t�w) et ± 4% à moyen et fort débit

(entre �t�wet �t�p�d�{). Quand on dit que la courbe métrologique doit être con-

tenue "entièrement" cette assertion veut dire que les erreurs de mesure

doivent être comprises entre les EMT en correspondance de tous les débits

d’étalonnage prévus. Il n’est pas superßu de rappeler que cette condition

est beaucoup plus restrictive que celle requise pour la conformité régle-

mentaire, qui prévoit le respect des EMT en correspondance de seulement

deux débits d’essai. Les compteurs appartenant à cette catégorie ont une

métrologie excellente, proche de celle d’un compteur neuf, et des rende-
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ments très proches de l’unité.

—Groupe 2 : compteurs dont la courbe métrologique sort en quelques points

des canaux de tolérance mais respecte les valeursÞxées par les EMT au

moins en correspondance des débits : 0.2�t�q et 0.9 �t�q (0.5 �t�q si �t�q �� 10

m3/h). Ces dernières restrictions sont les conditions minimales de confor-

mité demandées par la nouvelle réglementation (cf. chapitre 2). En pratique

appartiennent à cette catégorie les compteurs à métrologie imparfaite mais

encore acceptable du point de vue réglementaire.

—Groupe 3 : compteurs dont la métrologie ne respecte pas les conditions de

conformité réglementaire, mais encore en état de marche. Ces dispositifs

ont évidemment des rendements très faibles et leur présence dans le parc est

doublement dangereuse parce que, en plus d’être non-conformes et de sous-

estimer nettement la consommation, ils sont aussi di�! cilement décelables

lors des relevés d’index. On peut identiÞer cette catégorie de compteurs

comme les fameux "sous-marins" dont parlent les experts.

—Groupe 4 : compteurs bloqués à tout débit et n’enregistrant aucune

consommation. Ces appareils sont assez facilement détectés sur le ter-

rain par les releveurs lors de la lecture périodique de l’index et aussitôt

remplacés, dans un délai de quelques semaines. En pratique, il y a très

peu de compteurs bloqués dans les parcs et la probabilité d’échantillon-

ner aléatoirement un appareil bloqué est très faible. En plus les types

de compteurs actuellement utilisés sont de moins en moins a��ectés par

les phénomènes de blocage. Par conséquent, les rarissimes compteurs blo-

qués qu’on retrouve dans la base métrologique ne sont absolument pas

représentatifs des défaillances observées sur le terrain et pour estimer l’oc-

currence de ces phénomènes il faudra faire appel à d’autres sources d’in-

formations (notamment les données de la base ICBC). Une étude détaillée

des phénomènes de blocages estdéveloppée dans le chapitre 6.

Concernant la relation entre les groupes ainsi déÞnis et les rendements, laÞg-

ure 4.8 montre clairement les di��érences entre les 3 premiers groupes de comp-

teurs (le quatrième groupe n’est pas pris en compte parce que c’est celui des

compteurs à rendement nul). Ces histogrammes ont été établis sur la base des

mêmes données représentées dans laÞgure 4.6 classées en trois catégories selon

les critères de découpage précédemment décrits.

Les répartitions des fréquences empiriques des rendements sont cohérentes
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Fig. 4.7 — Découpage de groupes de compteurs sur la base de la signature
métrologique (exemple relatif à DN = 15 mm).

avec la notion de qualité métrologique associée à chacune des trois catégories.

Dans le premier groupe on trouve des compteurs avec des rendements très proches

de l’unité et relativement peu dispersés et, au fur et à mesure qu’on passe dans

les catégories les moins performantes, le rendement moyen baisse et la dispersion

augmente.

L’analyse des répartitions par groupes des échantillons de même âge (Þgure

4.9) montre que la proportion de "bons" compteurs est une fonction décrois-

sante de l’âge des dispositifs et que, inversement, au fur et à mesure que cette

variable augmente la proportion de compteurs appartenant aux catégories moins

performantes a tendance à augmenter.

4.5 Un modèle conceptuel de dégradation des

compteurs

Le point de départ du développement d’un modèle conceptuel qui explique

la dégradation des compteurs est l’interprétation des quatre catégories de comp-

teurs comme desétats (�[ (0), �[ (1), �[ (�w)...) à travers lesquels chaque appareil

passe au long de sa vie opérationnelle.

Concernant l’état initial, une hypothèse réaliste est que tout appareil dé-
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marre sa vie opérationnelle dans l’état 1. Cette hypothèse est justiÞée par le

fait que tout compteur, à la sortie d’usine, doit respecter les conditions prévues

par la vériÞcation primitive (erreurs inférieures, en valeur absolue, aux EMT des

compteurs neufs en correspondance des débits�t�p�l�q, �t�w, �t�p�d�{). Compte tenu du

fait que les EMT des compteurs neufs sont la moitié des EMT des compteurs en

service on peut imaginer que la conformité réglementaireà neuf entraîne aussi

le respect des conditions prévues par l’état 1.

N’ayant pas à disposition d’observations répétées sur les mêmes individus, on

n’observe pas réellement les modalités des transitions mais on peut imaginer que

la probabilité qu’un compteur se trouve dans un état donné à un âge t dépend

uniquement de son état à l’âge t-1 et est indépendante de l’histoire du compteur

dans la période [0,�w-1[. Du point de vue mathématique cette hypothèse traduit

le fait que la succession des états du système�[ (�w) est une chaîne de Markov2.

Du point de vue de l’ingénieur, une dynamique de ce type exprime le fait que la

dégradation d’un compteur est due à une succession d’événements aléatoires qui

le font basculer d’une catégorie à une autre plutôt qu’à une dégradation continue

due, par exemple, à des phénomènes d’usure progressive.

En réalité les deux dynamiques (continue et "par accidents") coexistent dans

la dégradation des compteurs mais on peut imaginer que, en conditions normales

d’utilisation, l’e ��et des accidents est prévalent, ce qui est conÞrmé par le fait

que certains dispositifs démontés et analysés après plusieurs années de bons

et loyaux services ne présentent pas d’usure apparente et ont des rendements

pratiquements équivalents à ceux des compteurs neufs.

Cette conclusion pourrait sembler en contraste avec les résultats des essais

d’endurance réalisés par les fabricants qui consistent à faire tourner, en eau

claire, des compteurs neufs à débit constant très élevé (typiquement égal à�t�p�d�{)

pendant des cycles de duréeÞxée. E��ectivement, si on étalonne les compteurs

au terme de chaque cycle et on compare entre elles les courbes métrologiques, on

observe une dégradation de la métrologie due à un phénomène d’usure, mais, si

ces tests donnent des indications importantes sur l’endurance du dispositif, ils ne

sont absolument pas représentatifs des conditions réelles d’exploitation. D’une

part, des débits de fonctionnement si élevés se vériÞent très rarement et d’autre

part, dans la réalité, les compteurs sont sujets à des agressions di�! cilement

2En l’honneur du mathématicien russe Andrei Andreyevich Markov (1856-1922) à qui l’on
doit les bases de la théorie des processus stochastiques.
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imaginables et reproductibles en laboratoire : surpressions, arrêts et démarrages

brutaux, passages de particules solides, dont l’e��et sur la métrologie est loin

d’être quantiÞé.

Revenons maintenant aux aspects mathématiques du problème.

Puisque on regroupe les compteurs de même âge pour étudier la probabilité

d’occurrence des di��érents états, il est naturel de faire référence à une variable

discrète pour exprimer le temps. On peut utiliser l’âge, exprimé en ans, mais

aussi, quand les échantillons sont de taille plus petite, des classes d’âge (0 à 4

ans, 5 à 9 ans etc.). Le modèle statistique qu’on utilise pour décrire la vie d’un

compteur est donc markovien à temps discrets.

Ces modèles, si on suppose connu l’état initial du système, sont paramètrés

par les probabilités de transitions���l�md’un état �là un autre �m. En fonction de l’état

initial il est alors possible d’écrire les probabilités d’appartenance aux di��érents

états pour toute valeur de la variable temporelle.

Concernant les probabilités de transition on imagine qu’elles ne dépendent

pas du temps ; en langage statistique on dit que le modèle esthomogène. Cette

hypothèse signiÞe qu’on néglige le vieillissement du système dans la dynamique

de dégradation et que les vieux appareils ont la même probabilité de subir un

accident que les jeunes.

Une autre hypothèse importante qu’on fait sur les probabilités de transitions

est que le processus de dégradation est irréversible, c’est à dire que le système

ne peut pas revenir en arrière ou, de manière équivalente, que la métrologie

d’un compteur ne peut jamais s’améliorer avec l’âge. Par conséquent l’état n. 4

(compteur bloqué) est sans retour (on dit qu’il estabsorbant pour la chaîne) et

pour �w�$ + �4 la probabilité que le système se trouve dans l’état 4 tend vers 1.

�T������

�T����� ��
Etat 1

�T���� �T����
�T���� �T���� �T����

�T����
�T�����T����

Etat 2
Etat 3

Etat 4

Fig. 4.10 — Mécanisme de dégradation des compteurs "par états" .

La Þgure (4.10) montre une représentation schématique du modèle de dégra-



4. De l’examen des données à un modèle conceptuel 55

dation. La formulation mathématique du problème et l’estimation des probabil-

ités de transition seront l’objet du chapitre suivant.

4.5.1 Une schématisation bien générale

Les modèles markoviens sont très largement utilisés en statistique appliquée

notamment quand on peut associer à un système complexe un certain nombre

(Þni ou inÞni) d’états (observables ou non) qui résument ses conditions de fonc-

tionnement.

Les applications enÞabilité où chaque état exprime la notion de dégradation

du système sont nombreuses.

Ang et Tang (1984) développent par exemple, un modèle irréversible de dégra-

dation de la stabilité d’un immeuble, suite à des tremblements de terre répétés,

basé sur 5 états d’endommagement de plus en plus graves (absence de dégâts,

endommagement léger, modéré, important, e��ondrement de l’immeuble). Dans

le même esprit, des schématisations markoviennes sont utilisées pour modéliser

les conditions de santé d’individus atteints de maladies graves (notamment le

SIDA), comme dans Guihenneuc-Jouyaux et al. (2000).

EnÞn une autre application intéressante est donnée par Dhillon et Yang

(1997) qui s’occupent de laÞabilité d’un système à plusieurs composantes. Dans

cet exemple les états sont déÞnis par le nombre de composantes défaillantes au

même temps.

Dans un domaine d’application complètement di��érent, Abi-Zeid et Bobée

(1994) fournissent un résumé des principales applications de cette classe de mod-

èles en hydraulique et hydrologie, parmi lesquelles on signale la modélisation des

apports ßuviaux (Parent et al., 1991) et lacustres (Duckstein et Bogardi, 1979)

dans un système hydraulique. Plus récemment, Jimoh et Webster (1999) ont

fourni un exemple de modélisation des précipitations pluviales avec une chaîne

de Markov à 2 états (pluie, beau temps).

Les processus markoviens sont aussi couramment employés en écologie. Un

aperçu général de l’utilisation de ces méthodes dans ce domaine d’application

est donné par Legendre et Legendre (1979). Des exemples typiques sont la mod-

élisation des cycles de vie (Caswel, 1989) et en particulier de la croissance des

arbres (Guédon, 1997) et de la succession des espèces végétales sur une parcelle

de réserve naturelle (Coquillard et Hill, 1997).

EnÞn les sciences sociales ont aussi fourni di��érents exemples d’application
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de cette classe de modèles. Parmi eux (Bickenbach et Bode, 2001) la modéli-

sation des incréments rélatifs des revenus annuelspro capita d’une population

(processus à 5 états). Un résumé d’autres applications se trouve dans Berchtold

(1998) : entre autres, l’obtention d’une maîtrise universitaire (modèle à 6 états

correspondants aux 4 années d’inscription, plus les deux états absorbants "Ob-

tention du diplôme" et "Abandon des études"), les états civils successifs d’une

personne, le nombre de passagers dans un avion, le prix de l’or (avec 3 classes

de prix).

4.6 Modélisation "indirecte" du rendement en

fonction de l’âge

Le problème initial de trouver la relation entre rendement et âge des comp-

teurs est abordé de manière indirecte. Si à chaque état de marche (1, 2, 3) on

associe une distribution de probabilité des rendements (dont les paramètres sont

éventuellement fonctions de l’âge), alors, sachant les probabilités d’occurrence

des quatre états, il est simple de simuler par la méthode de Monte Carlo la

distribution de probabilité d’un parc de compteurs d’âge donné�w.

Pour réaliser un tirage aléatoire dans cette distribution de probabilité il faut

dans un premier temps e��ectuer un premier tirage dans un modèle d’urne à 3

dimensions (annexe B) pour établir dans quel état se trouve le compteur. Les

paramètres de ce modèle d’urne sont les probabilités conditionnelles des 3 états

de marche, sachant que le dispositif n’est pas bloqué.

Ensuite on réalise un deuxième tirage dans la loi de probabilité des rende-

ments correspondant à l’état obtenu. La valeur obtenue est issue de la distribu-

tion de probabilité des compteurs d’âge�w. La répétition de cette procédure un

grand nombre de fois permet de simuler cette loi (Þgure 4.11).

En réalité le problème est un peu plus complexe parce que les probabilités

d’occurrence des 4 états sont, elles aussi, des variables aléatoires. Une description

complète de la méthode est donnée dans le cadre de l’exemple développé dans le

chapitre 7.
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1. Tirage aléatoire
de l'état du
compteur

2. Tirage aléatoire dans la loi de probabilité
correspondante à l'état obtenu

Obtention
d'une valeur
aléatoire du
rendement

Fig. 4.11 — Simulation du rendement d’un compteur en fonction de son âge.

4.7 Pourquoi la modélisation "directe" du ren-

dement en fonction de l’âge est probléma-

tique

L’originalité du modèle que nous proposons dans cette étude est que la qual-

ité métrologique d’un compteur est décrite avec un paramètre "objectif " (l’état

métrologique) établi sur la base uniquement de la signature métrologique.A con-

trario , le rendement est un paramètre non-objectif, puisque la pondération des

erreurs de mesure en fonction des débits est faite sur la base d’histogrammes

de consommation qui sont, par déÞnition très variables. Parmi les deux élé-

ments qui interviennent dans le calcul (compteur et usager) le "facteur humain"

reste le plus incertain et le plus di�! cile à renseigner, les techniques d’obten-

tion des proÞls de consommations étant coûteuses et assez di�! ciles à mettre en

place. La di��usion du radio-relevé des compteurs, avec des lectures continues

des index, permettra, dans un futur proche, de déterminer des histogrammes

de consommation "sur mesure" pour chaque client équipé d’un dispositif émet-

teur et d’améliorer considérablement la connaissance, mais à l’heure actuelle on
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a peu d’éléments pour conÞrmer la validité des hypothèses quant au choix des

histogrammes types.

En pratique, les incertitudes les plus importantes dans le calcul du rendement

concernent le pourcentage de la consommation à faibles débits qui est établi

avec une pondération empirique entre les di��érents proÞls d’utilisateurs (fuyards

ou non-fuyards) en fonction de données, acquises il y a quelques années, qui

pourraient ne pas être représentatives de la situation actuelle. Aujourd’hui on

a raison de croire que les usagers font davantage attention à leurs installations

hydrauliques et que fuites et gaspillages ont diminués considérablement.

En outre, le rendement est sensible aux valeurs des erreurs de mesure dans la

zonehaute de la courbe métrologique, qui normalement corresponde aux débits

de puisage les plus fréquents. Par exemple si on utilise l’histogramme type des

compteurs de DN 15 mm on pondère par un coe�! cient 33% l’erreur de mesure

à 300 l/h et 28% celle à 700 l/h. Ces erreurs dépendent du réglage à neuf des

dispositifs et donc de facteurs aléatoires di�! cilement contrôlables. L’utilisation

du rendement comme paramètre unique de la métrologie ampliÞe ces di��érences

de comportement entre compteurs qui peuvent masquer le phénomène réel de

dégradation.
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Fig. 4.12 — Evolution du rendement moyen en fonction de l’âge d’après Tao
(1982).

Un exemple typique de la di�! culté de cette approche "directe" est fourni

par l’étude de Tao (1982) qui a examiné le rendement moyen en fonction de
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l’âge de 3 200 compteurs volumétriques de petit diamètre (5/8 de pouce, soit

environ 16 mm), au service de la collectivité locale de Hackensack (New Jersey).

La prise en compte de l’âge comme seul facteur explicatif de la dégradation et

l’analyse des rendements, calculés sur la base de signatures métrologiques en 3

points (144, 648 et 4 320 l/h) et en imaginant que 15% de la consommation avait

lieu à des débits inférieurs à 215 l/h, 75% entre 215 et 2 150 l/h et 10% à des

débits supérieurs à 2150 l/h conduisaient l’auteur à a�! rmer qu’aucune dégrada-

tion n’était observable, en fonction de l’âge, dans la métrologie des compteurs

examinés (Þgure 4.12).

N’ayant pas à notre disposition les données sur la base desquelles cette con-

clusion a été établie, nous ne pouvons pas en dire plus ; mais l’exemple montre

combien la modélisation du rendement en fonction de l’âge est une opération

délicate, et l’utilisation de courbes métrologiques peu détaillées (uniquement 3

points de mesure, dont aucun dans la zone des faibles débits), associé au fait

qu’on néglige des facteurs potentiellement importants (comme le type de comp-

teur et le niveau de consommation), peut ne pas identiÞer le phénomène de

dégradation.

4.8 Avantages de l’approche choisie

En déÞnitive, les principaux points forts de la modélisation dynamique par

mélange de populations peuvent être ainsi résumés :

— Du point de vue méthodologique, le modèle conceptuel proposé explique

à la fois la présence de vieux compteurs extrêmement performants et de

jeunes défaillants. L’aspect le plus évident de la dégradation est surtout

l’évolution des proportions de bons et mauvais compteurs en fonction de

l’âge (Þgure 4.9) plutôt qu’une baisse continue de la performance. D’autre

part la structure même des données semble suggérer naturellement une ap-

proche de ce type : en conclusion ce modèle est, du point de vue conceptuel,

plus correct.

— Du point de vue opérationnel, cette méthode permet d’utiliser aussi les ré-

sultats d’étalonnages partiellement incomplets. En pratique, un minimum

de 5 points est su�! sant pour établir la catégorie d’appartenance d’un comp-

teur, alors que pour en calculer le rendement il faut beaucoup plus de préci-

sion, sachant qu’il est en général très dangereux de calculer des rendements
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sur la base de signatures métrologiques obtenues par interpolation (ou, en-

core pire, par extrapolation) à partir des erreurs relatives à quelques débits

d’essai. L’avantage de ne pas utiliser le rendement comme l’unique indica-

teur métrologique est évident : par exemple sur environ 18 500 étalonnages

exploitables de compteurs de DN 15 mm à peine 7 100 sont des signatures

métrologiques complètes sur la grille des débits d’essai et pour lesquelles

le calcul du rendement estÞable.

— Du point de vue du distributeur d’eau, le modèle a l’avantage de donner

une information très importante, c’est-à-dire la proportion en fonction de

l’âge (et éventuellement d’autres facteurs explicatifs) des compteurs non

conformes à la nouvelle réglementation. Ces indications seront de plus en

plus précieuses puisque, dans un futur assez proche, les taux de non con-

formité des parcs ne devront pas dépasser des valeursÞxées (d’abord 15%,

puis 12.5% pour arriver, en condition de régime à 10%) et le respect de ces

contraintes sera un critère fondamental dans la gestion des renouvellements

des compteurs.

En revanche, ce type de modèle est, du point de vue mathématique, nette-

ment plus complexe que ceux normalement utilisés dans la pratique technique

des ingénieurs et demande la mise en place de méthodes d’estimation plus so-

phistiquées qui feront l’objet du chapitre suivant.



Chapitre 5

Inférence bayésienne pour un

problème complexe

5.1 La formule de Bayes, le Révérend Bayes et

les "Bayésiens"

Soient �D et �E deux événements aléatoires. La probabilité de�E, condition-

nellement à la réalisation de�D, est par déÞnition exprimée (si la probabilité de

l’événement �Dest non-nulle) par la relation suivante :

[�E|�D] =
[�E�> �D]

[�D]
(5.1)

où [�E�> �D] est la probabilité que les deux événements�Det �E aient lieu simul-

tanément.

Dans l’équation (5.1) on a utilisé la notation entre crochets(Gelfand et Smith,

1990) des probabilités, introduite déjà dans le chapitre 3, c’est-à-dire :

[�D] : Probabilité de l’événement aléatoire�D

De manière analogue si�[ est une variable aléatoire à valeurs dans un sous-

espace deR�q alors la notation simpliÞée[�{] exprimera la probabilité [�[ = �{] que

la variable �[ vaille �{1. Dans la suite on se servira toujours de cette notation,

1On utilisera aussi la convention de représenter par des majuscules les variables aléatoires
et par les minuscules correspondantes les valeurs de ces variables.

61
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qu’on trouve très commode par rapport à d’autres notations d’usage courant

commePr(�D)�>ou P(�D)�=

Revenons à l’équation (5.1). Puisque[�E�> �D] = [ �D�> �E] si dans l’expression de

[�D|�E] :

[�D|�E] =
[�D�> �E]

[�E]

on remplace[�D�> �E] par [�E�> �D] = [ �E|�D] · [�D], on en déduit la relation entre les

deux probabilités conditionnelles[�D|�E] et [�E|�D] :

[�D|�E] =
[�D] · [�E|�D]

[�E]
(5.2)

L’équation (5.2), conséquence triviale de la déÞnition de la probabilité condi-

tionnelle, est appeléeFormule de Bayes(ou aussiThéorème de Bayes) en l’hon-

neur du Révérend Thomas Bayes (1702-1761) à qui l’on doit un des ouvrages qui

sont à la base de l’inférence statistique : "Essay Towards Solving a Problem in

the Doctrine of Chances" publié en 1763 dans lesPhilosophical Transactions de

la Royal Society de Londres.

Thomas Bayes, pieux serviteur de Dieu2 et grand mathématicien, n’est pas

passé à l’histoire pour la découverte de la formule qui porte son nom, mais pour

son interprétation et son application à un problème d’estimation.

Le problème du Rév. Bayes (Bernier et al., 2000) est le suivant : une balle

est lancée sur une table parfaitement horizontale et s’arrête à un certain point

P0. Ensuite, une deuxième balle est lancée�qfois et on s’intéresse au nombre de

fois �|, qu’elle s’est arrêtée à la droite de la première (appelons ces événements

"succès"). Comment estimer la probabilité de succès�� ?

Bayes imagine que�� est une variable aléatoire déÞnie sur l’intervalle [0,1] et

décrit avec une distribution de probabilité donnée[��] sa connaissance concernant

cette variable, préalablement à l’observation des données.

En utilisant la formule de Bayes, il est possible d’écrire l’expression de la

distribution de probabilité de ��, conditionnellement à l’observation des données

�| :

[��|�|] =
[��] · [�||��]

[�|]
(5.3)

2Il est auteur en 1731 de l’essai : "Divine Benevolence, or an Attempt to Prove That the
Principal End of the Divine Providence and Government is the Happiness of His Creatures".
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où [�|] peut être calculé par marginalisation de la loi jointe [�|�> ��] :

[�|] =
Z

�l
[�|�> ��] �g��=

Z

�l
[�||��] · [��] �g�� (5.4)

Dans la dernière équation on a noté�l l’ensemble des valeurs possibles de la

variable aléatoire �� (l’intervalle [0,1] dans le problème de Bayes).

Les di��érents termes de la formule (5.3) peuvent être interprétés de la manière

suivante :

—[��] est la distribution de probabilité a priori du paramètre inconnu��. L’ap-

pellation ”a priori” exprime le fait qu’elle a été établie préalablement à

l’observation des données�|. Elle peut être issue de l’opinion personnelle du

statisticien, ou établie sur la base de l’analyse d’autres données similaires

ou de l’avis d’expert avec des techniques dite d’élicitation de croyance. Des

exemples de mise en œuvre de ces méthodes sont fournis par Kadane et

Wolfson (1998), O’Hagan (1998), Garthwaite et O’Hagan (2000) et Parent

et Prevost (2003). En revanche, son indépendance des données est obliga-

toire pour éviter d’utiliser deux fois la même information (Berry, 1996).

—[�||��] est la probabilité des observations conditionnellement à la valeur��

du paramètre du modèle statistique qu’on utilise pour leur description. Il

s’agit de la vraisemblancedes données, sous le modèle paramétré par��.

—[��|�|] est la distribution de probabilité a posteriori du paramètre du modèle,

sur la base de la connaissancea priori et de l’information apportée par les

données. L’appellation”a posteriori” vient du fait que, logiquement, elle

suit l’observation des données.

— Le dénominateur, indépendant de��, est uniquement une constante denor-

malisation, telle que la distribution de probabilité [��|�|] respecte la propriété

fondamentale :
R

�l [��|�|]�g��= 1.

Le passage de la distributiona priori à la distribution a posteriori des

paramètres du modèle statistique, exprimé par la formule de Bayes, peut être

alors interprété comme une mise à jour de la connaissance, sur la base des ob-

servations (Þgure 5.1).

Cette lecture de la formule de Bayes est à la base de l’origine de la distinction

entre les statisticiens dits fréquentisteset les bayésiens.

La di��érence fondamentale entre les deux approches est que, pour les fréquen-

tistes, toute technique statistique (inférence, test, choix de modèle . . . ) doit être

fondée uniquement sur les données et aucune information externe à l’échantillon
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Fig. 5.1 — Mise à jour de la connaissance avec la formule de Bayes.

observé ne peut être introduite dans les calculs.

L’école fréquentiste, née au début du XXème siècle des travaux des fonda-

teurs de la statistique moderne, notamment W.S. Gosset3 "Student", K. Pearson,

R.A. Fisher, N.J. Neyman, est aussi appeléeclassique, parce qu’elle a longtemps

prévalu parmi les statisticiens même si historiquement l’approche bayésienne de

T. Bayes, qui fut aussi, comme le fait remarquer Sivia (1996), celle de Jakob

Bernoulli (1654-1705) et P. de Laplace (1749-1827) la précède d’environ un siè-

cle et démi.

La raison de la mauvaise popularité des techniques bayésiennes a été longtemps

la di�! culté pratique des calculs d’inférence ;a contrario, le développement de

techniques de simulationMonte Carlo des loisa posteriori (et la disponibilité

d’ordinateurs capables de les mettre en œuvre) a marqué le début de la renais-

sance de l’intérêt pour la vision bayésienne dans la communauté statistique.

3W.S. Gosset (1856-1937) est universellement connu avec son pseudonyme ”Student” qu’il a
été contraint d’adopter parce que son employeur, le fabriquant de bière Guinness, ne permettait
pas, à l’époque, à ses employés de publier.
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5.2 La solution du problème de Bayes et ... le

calcul des intégrales

Revenons au problème du Rév. Bayes. Si�| est le nombre de succès observés

et �� la probabilité de succès, le modèle naturel pour décrire le phénomène est

le modèle binomial (annexe B). C’est à dire que, conditionnellement à��, la

probabilité d’observer �| succès s’écrit :

[�||��] =
µ

�q
�|

¶
���| (1 �� ��)�q�3�| (5.5)

Concernant la distribution a priori de ��, un bon choix est une loi de la

famille Bêta (annexe B). Ces lois, à deux paramètres�� et �� , sont déÞnies dans

l’intervalle [0�>1] et, selon les valeurs de�� et �� peuvent avoir des formes très

di��érentes. Cette souplesse rend la familleBêta très adaptée à la formalisation

de la connaissance préliminaire sur une variable bornée. En vertu de ce choix,

l’expression de la loia priori de �� est :

[��] =
1

�E(���> ��)
���� �31 (1 �� ��)�� �31 (5.6)

D’après la formule de Bayes la loia posteriori [��|�|], proportionnelle au pro-

duit entre loi a priori et vraisemblance :

[��|�|] �2 ���|+ �� �31 (1 �� ��)�q�3�|+ �� �31 (5.7)

est alors encore une loiBêta de paramètres :�| + �� et �q�� �| + �� .

Dans ce cas l’expression du numérateur de la formule de Bayes nous a permis

directement de reconnaître que la loia priori et la loi a posteriori appartiennent

à la même famille (Bêta). On exprime cette circonstance heureuse en disant que

les loisBêta et binomiales sont conjuguées.

Malheureusement, sauf quelques autres cas d’école, dans la pratique courante

de la modélisation, la propriété de conjugaison n’est pas vériÞée et alors le calcul

du dénominateur de la formule de Bayes s’impose.

Or, le calcul analytique de cette intégrale, souvent multidimensionnelle, est

infaisable dans la plupart des cas. C’est pour cette raison que l’approche bayési-

enne a été longtemps mise à l’écart, à l’avantage de l’approche classique qui o��re,

elle, des solutions simples à de nombreux problèmes statistiques.
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La découverte et la possibilité de mettre en œuvre des algorithmes de sim-

ulation capables d’obtenir des tirages aléatoires dans la loia posteriori des

paramètres a libéré les bayésiens des fardeaux du calcul intégral et a permis

l’estimation de modèles à structures complexes. L’expression mathématique de

la loi a posteriori restera inconnue à jamais mais, avec des échantillons aléa-

toires de cette loi de taille signiÞcative, on peut en calculer empiriquement la

moyenne, la variance, les percentiles et toutes les autres grandeurs statistiques

qui la décrivent, ce qui est d’ailleurs plus intéressant en pratique que d’avoir la

formule mathématique de la loi jointe des paramètres du modèle (Þgure 5.2).
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Fig. 5.2 — Approximation de la loia posteriori avec des échantillons aléatoires.

Des procédures de simulation aujourd’hui très utilisées dans l’inférence bayési-

enne sont les méthodes dites MCMC (Monte Carlo Markov Chain), qui, à partir

de l’expression d’une loi de probabilité�i (�{), connue à une constante près, con-

struisent une chaîne de Markov dont la distribution stationnaire est la loi visée

�i (�{). Le principe est alors de faire tourner de nombreuses fois l’algorithme de

calcul et, une fois vériÞé que la chaîne a atteint sa distribution asymptotique,

utiliser les dernières valeurs obtenues comme échantillon de�i (�{).

Les deux principales méthodes MCMC sont celle deMetropolis-Hastings
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(Metropolis et al., 1953), (Hastings, 1970) et l’échantillonneur de Gibbs(Geman

et Geman, 1984), (Gelfand et Smith, 1990), qui d’ailleurs peut être interprété

comme un cas particulier de l’algorithme de Metropolis-Hastings.

Une brève présentation de ces deux algorithmes de calculs est donnée dans

l’annexe C. Une description exhaustive des méthodes MCMC et de leur mise en

œuvre peut être trouvée dans de nombreux textes et monographies de référence,

parmi lesquels (Neal, 1993), (Gilks et al.,1996), (Robert, 1996), (Brooks, 1998),

(Robert et Casella, 1999).

5.3 Avantages de l’approche bayésienne

Dans ce travail de thèse, j’ai décidé d’utiliser l’approche bayésienne pour les

raisons suivantes :

— La visionsubjective des probabilités, à la base de l’approche bayésienne,

me semble plus cohérente que les théories fréquentistes qui interprètent

la probabilité comme une proportion limite déterminée sur la base d’une

séquence inÞnie d’expériences (Von Mises et Geiringer, 1964). D’ailleurs

on associe souvent une probabilité à des événements qui par déÞnition ne

sont pas répétables, (cf. par exemplel’argumentaire de Hartigan (1983)

autour de l’assertion, qui n’est heureusement plus d’actualité : "Je pense

que la probabilité qu’un conßit nucléaire éclate entre Etats Unis et Union

Soviétique avant l’année 2000 est de 0.05").

L’interprétation bayésienne de la probabilité (De Finetti, 1937, 1974) est

associée à une notion depari rationnel : la probabilité attribuée à un

événement est déÞnie par les conditions auxquelles un individu rationnel

est prêt à parier sur la réalisation de tel événement. Larationalité de

l’individu, est nécessaire pour éviter que la déÞnition de la probabilité

soit arbitraire et est décrite par certaines règles de comportement, face à

l’incertitude (Savage, 1972).

— La question de choisir une interprétation subjective ou fréquentiste de la

probabilité n’est pas uniquement philosophique. Si l’on s’appuie à la déÞni-

tion subjective, alors il est possible de combiner les informations objectives,

apportées par les données, avec des informations extérieures à l’échantil-

lon observé et la formule de Bayes est l’instrument qui rend possible ce

couplage dans un cadre cohérent basé uniquement sur le calcul des prob-
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abilités (Bernardo et Smith, 1994). Le rôle de la formule de Bayes comme

trait d’union entre la vision subjective du modélisateur et l’évidence des

résultats expérimentaux est souligné, entre autres, par Box et Tiao (1973),

Berry et al. (1996), Press et Tanur (2000).

Cette possibilité d’intégrer des éléments extérieurs aux échantillons est

très adaptée à la pratique technique. Dans le monde réel, le statisticien est

normalement confronté à des données peu représentatives ou incohérentes

mais en revanche il dispose de l’avis technique des experts qui, sur la base

de leur expérience et savoir-faire, sont capables de donner des informations

complémentaires de grande utilité, qu’il serait dommage de ne pas prendre

en compte (Cullen et Frey, 1999), (Bernier et al., 2000), (Perreault, 2000).

— L’analyse bayésienne fournit des résultats d’interprétation plus directe que

ceux de la statistique classique. L’exemple le plusßagrant est la déÞnition

de l’intervalle de conÞancedu paramètre �� d’un modèle. Pour les bayésiens,

qui préfèrent parler plutôt d’ intervalle de crédibilité4, il s’agit de l’inter-

valle qui contient le paramètre avec une probabilité donnée. Par exemple

l’intervalle de crédibilité a posteriori à 95% est typiquement celui délim-

ité inférieurement par le percentile d’ordre 2.5% et supérieurement par le

percentile d’ordre 97.5%. Dans l’inférence classique cette assertion n’est

plus vraie parce que le paramètre (inconnu) du modèle n’est pas une vari-

able aléatoire mais une grandeur constante. L’interprétation correcte de

l’intervalle de conÞance est que, si on imagine l’ensemble des échantillons

aléatoires pouvant être obtenus à partir du modèle, paramétré par��, 95%

des intervalles de conÞance calculés (sur la base des di��érents échantillons)

contiennent la vraie valeur du paramètre. L’interprétation bayésienne, dé-

cidément plus naturelle, est d’ailleurs celle de la plupart des praticiens qui

font de l’inférence bayésienne ... sans le savoir (Lecoutre et Poitevineau,

1996).

— Les résultats de l’inférence bayésienne sont plus riches que les estimateurs

fournis par les techniques classiques d’inférences (Berger, 1985). Les tech-

niques bayésiennes permettent d’obtenir la loi jointe des paramètres du

modèle et donc de prendre en compte simultanément l’e��et de l’incertitude

globale sur l’ensemble des paramètres inconnus sur les prévisions futures

4Autres terminologies d’usage moins courant :Région à plus grande probabilitéou HDR,
(Lee, 1997),intervalle bayésien de conÞance (Lindley, 1965).



5. Inférence bayésienne pour un problème complexe 69

du comportement du système étudié et sur les décisions suggérées par ce

comportement (Krzysztofowicz, 1983).

— EnÞn, les techniques d’inférence par méthode MCMC, relativement faciles

à mettre en œuvre, sont très adaptées à l’estimation de modèles com-

plexes à plusieurs paramètres ou à structure hiérarchique. L’estimation

de ces modèles avec la technique usuelle duMaximum de Vraisemblance

se révèle parfois nettement plus compliquée. L’argument de la commod-

ité opérationnelle qui a longtemps joué contre l’approche bayésienne com-

mence aujourd’hui à peser dans le sens opposé dans la vieille querelle entre

fréquentistes et bayésiens (Robert, 1992).

5.4 Estimation bayésienne du modèle de dégra-

dation des compteurs

La dégradation des compteurs est décrite avec un modèle markovien. Nor-

malement l’estimation de ces modèles est réalisée à partir de données sous

la forme d’observations répétées d’un certain nombre d’individus. Dans le cas

présent, puisque l’essai d’un compteur peut être considéré comme une mesure

destructive de l’appareil, les techniques d’estimation usuelles ne sont pas utilis-

ables et le problème est mathématiquement plus complexe.

Dans la suite nous décrivons d’abord les techniques employées pour l’estima-

tion de cette classe de modèles et ensuite nous montrons comment mettre en

œuvre un algorithme de type Metropolis-Hastings pour mener les calculs d’in-

férence dans un cadre bayésien.

5.4.1 Un problème d’estimation peu usuel

Soit �[ (�w) une chaîne de Markov discrète et homogène avec un nombreÞni ( �v)

d’états : 1�>2�=�=�=�v�=Ce modèle est paramétré par une matrice carrée de transition

�� :

�� =

�3

�E
�E
�E
�E
�C

��11 ��12 ... ��1�v

��21 ��22 ... ��2�v

...

���v1 ���v2 ... ���v�v

�4

�F
�F
�F
�F
�D

(5.8)
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dont l’élément ���l�mest la probabilité que le système soit dans l’état�mau temps

�w, sachant qu’il se trouvait dans l’état �l au temps �w�� 1 :

���l�m= [ �{(�w) = �m|�{(�w�� 1) = �l] (5.9)

Ces paramètres sont indépendants de�w, en vertu de l’hypothèse d’homogénéité,

et vériÞent les relations :

0 �� ���l�m�� 1
�vX

�m=1

���l�m= 1 (5.10)

Si on dénote avec[�{(�w)] le vecteur ligne (à �vcomposantes) des probabilités

inconditionnelles d’appartenance à chacun des�vétats :

[�{(�w)] = { [�[ (�w) = 1] �> �=�=�=�>[�[ (�w) = �v]} (5.11)

l’évolution du système est décrite par l’équation dynamique :

[�{(�w)] = [ �{(�w�� 1)] · �� (5.12)

qui peut s’écrire, en fonction des probabilités de l’état initial du système

[�{(0)] :

[�{(�w)] = [ �{(0)] · �� �w (5.13)

L’estimation de ce modèle se fait classiquement sur la base des observations

des états à travers lesquels passe un certain nombre�} d’individus sur une période

donnée�w�r�e�v. Les données se présentent donc sous la forme :

{ �{�n(0)� > � {�n(1)�> �=�=�=�> �{�n(�w�r�e�v)} �n= 1�>2�> �=�=�=�> �} (5.14)

Dans ce cas des estimateurs simples parMaximum de Vraisemblance sont

disponibles :

b���l�m=
�p�l�m
�vP

�m=1
�p�l�m

(5.15)

Dans cette dernière formule�p�l�mést le nombre total de transitions de l’état

�l à l’état �m(entre deux temps successifs) observées sur l’ensemble des individus

pour tout �wcompris entre 0 et �w�r�e�v:
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�p�l�m=
�}X

�n=1

�w�r�e�vX

�w=1

1(�{�n(�w)= �m�>�{�n(�w�31)= �l) (5.16)

où 1(�{�n(�w)= �m�>�{�n(�w�31)= �l) est une fonction (dite indicatrice) qui vaut 1 si la condi-

tion entre parenthèses est vériÞée et 0 autrement.

Ces estimateurs (Anderson et Goodman, 1957), (Bickenbach et Bode, 2001)

sont sans biais, leur distribution asymptotique est normale et leur écart type

peut être estimé avec la formule :

b��b���l�m
=

vu
u
u
t

b���l�m· (1 �� b���l�m)
�vP

�m=1
�p�l�m

(5.17)

Dans de nombreux problèmes réels, les données à disposition ne sont pas des

séries temporelles des états, mais l’individu�n est observé une seule fois à un

instant �x�n.

Pour Þxer les idées on peut imaginer que les données sont issues de mesures

destructives réalisées sur un certain nombre (�}0) d’individus :

Individu #
Instant de 

mesure
Etat 

observé
1 2 1
2 10 4
3 5 2
…
z' 7 3

Ces données sont résumées de manière exhaustive par les statistiques :

{ �|1(�w)� > � |2(�w)� > � =� =� =� |�v(�w)} �w= 1�>2�> �=�=�=�> �w�r�e�v (5.18)

�|�l(�w) étant le nombre d’individus observés à l’instant �wet qui s’y trouvent

dans l’état �l :

�|�l(�w) =
�}0X

�n=1

1(�x�n= �w�>�{�n= �l)

et �w�r�e�v= max( �x1�> �=�=�> �x�}0)�=
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Dans la suite on dénotera�|(�w) le vecteur ligne des observations au temps�w:

�|(�w) = { �|1(�w)� > � |2(�w)�> �=�=�=�|�v(�w)} (5.19)

Les premières méthodes utilisées, dès les années 50, pour résoudre le prob-

lème de l’estimation de la matrice de transition�� dans ce cas "peu usuel" étaient

basées sur le remplacement des probabilités inconditionnelles[�{(�w)] par les pro-

portions des individus observés de même âge, qui se présentent comme leurs

estimateurs naturels :

[b�{(�w)] =
½

�|1(�w)
�q(�w)

�>
�|2(�w)
�q(�w)

�> �=�=�>
�|�v(�w)
�q(�w)

¾
(5.20)

où �q(�w) =
�vP

�m=1
�|�m(�w) est la taille de l’échantillon d’âge �w. Il n’est pas superßu

d’observer que le nombre d’observations�q(�w) n’est pas forcement le même pour

toutes les valeurs de�w. On peut imaginer, par exemple, d’étalonner 10 individus

de 5 ans, aucun de 10 ans et 20 individus de 15 ans.

Le remplacement de[�{(�w)] par [b�{(�w)] dans les équations (5.12), donne lieu à

un système de�w�r�e�v· �véquations en les�v2 inconnues���l�m, qui, si �w�r�e�v� A � v, peut être

résolu avec des techniques demoindres carrés (Miller, 1952), (Goodman, 1953),

(Madansky, 1959). La di�! culté principale dans la résolution de ce système est le

respect des contraintes spéciÞées par les équations (5.10). Cette méthode est sen-

sible à la présence de données manquantes, parce que le manque d’observations

pour un âge donné�w�Wentraîne la suppression de2�véquations (celles aux temps

�w�Wet �w�W�� 1). Cette approche a été récemment revisitée dans un cadre bayésien

par Congdon (2001).

Le problème a été reformulé successivement, dans les années 60, par Lee et al.

(1968) qui ont proposé une technique d’estimation parMaximum de Vraisem-

blance. L’écriture de la vraisemblance se fait sur la base de l’observation que,

conditionnellement au vecteur des probabilités d’appartenance aux�vétats [�{(�w)],

le vecteur des observations�|(�w) est la réalisation d’un tirage multinomial (annexe

B) de paramètres[�{(�w)] et �q(�w). La vraisemblance est alors le produit de�w�r�e�v+ 1

termes indépendants :

£
�||��

¤
=

�w�r�e�vY

�w=0

�q(�w)!
�vQ

�m=1
�|�m(�w)!

�vY

�m=1

[�{�m(�w)]
�|�m(�w) (5.21)
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dans cette expression[�{�m(�w)] est la composante�mdu vecteur [�{(�w)] : [�{�m(�w)] =

[�[ (�w) = �m].

Lee et al. (1968) obtiennent un estimateur de�� en maximisant l’expression

(5.21) sous les contraintes (5.10) avec des techniques de programmation quadra-

tique.

Pour estimer ce modèle dans un cadre bayésien, il faut choisir préalablement

une loi a priori pour �� . Une distribution de probabilité adaptée pour �� est le

produit de �vdistributions de Dirichlet indépendantes (cf. annexe B), une pour

chaque ligne ���l de la matrice, chacune paramétrée par�v constantes positives

{ �� �l1�>�=�=�=�> ���l�v} :

���l �q D(�� �l) (5.22)

avec �� �l = { �� �l1�>�=�=�=�> ���l�v} .

Les distributions de Dirichlet , normalement utilisées en statistique bayési-

enne (Good, 1965 ; Gelman et al., 1995) comme loisa priori conjuguées des

lois multinomiales (cf. demonstration page 178) sont des généralisations multi-

dimensionnelles de loisBêta et ont la propriété que leurs réalisations vériÞent

automatiquement les conditions (5.10).

La distribution a priori de �� s’écrit alors5 :

[�� ] =
�vY

�l=1

�K(�� �l1 · �=�=�=· �� �l�v)
�K(�� �l1) · �K(�� �l�v)

���� �l1 �31
�l1 · �=�=�=· ���� �l�v�31

�l�v (5.23)

Lee et al. (1968) se servent de la méthode utilisée pour la maximisation de la

vraisemblance pour obtenir un estimateur bayésien ponctuel de�� en maximisant

le produit de la vraisemblance (5.21) et de la loia priori (5.23). Cet estimateur,

puisque dans la formule de Bayes le dénominateur ne joue aucun rôle, maximise

aussi la loi a posteriori de �� et représente lemode a posteriori.

L’expression exacte de la loia posteriori est pratiquement incalculable : elle

demanderait l’intégration d’une fonction de �v2 variables. En revanche, la mise en

place d’un algorithmeMCMC de type Metropolis-Hastings permet, avec un choix

5Le lecteur statisticien remarquera que le terme à droite du signe d’égalité dans la formule
(5.23) n’est pas un produit de densités de probabilité "canoniques" (par rapport à la mesure
de Lebesgue) de variables deR�v. La densité de probabilité (formule B.22, page 177 ) de la
loi de Dirichlet est (en réalité) déÞnie dans l’espaceR�v�� 1. Pour plus de détails sur les lois de
Dirichlet, cf. annexe B.
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astucieux des "fonctions de saut" (annexe C), d’obtenir des tirages aléatoires de

ladite loi, comme il sera exposé dans la suite.

5.4.2 Mise en œuvre de l’algorithme MCMC

L’algorithme de Metropolis-Hastings est une procédure itérative pour obtenir

des tirages d’une distribution de probabilité, connue à une constante près. A

chaque itération �n, sur la base des valeurs obtenues lors de l’itération�n�� 1,

appelons-les�� (�n�31), on tire au hasard, dans une certaine loi éventuellement

dépendante de�� (�n�31), dite loi instrumentale, un candidat �� �W. Les lois instru-

mentales sont aussi appeléesfonctions de saut (jumping functions) parce que le

passage à une nouvelle valeur de tentative, à partir de la dernière valeur retenue,

peut être interprété comme un saut, dans l’espace des valeurs possibles, dont la

longueur dépend des caractéristiques de la fonction choisie (notamment de sa

variance). Le candidat est ensuite retenu avec une certaine probabilité (annexe

C), fonction de �� �Wet de �� (�n�31).

Dans le cas présent, un choix commode est de tirer indépendamment chaque

ligne ���W�l de la matrice candidate �� �Wselon une loi deDirichlet dont l’espérance

est le vecteur ligne��(�n�31)
�l de la matrice �� (�n�31), de manière à ce que tout candidat

vériÞe automatiquement les contraintes (5.10).

Ces lois deDirichlet appartiennent toutes à la famille de lois paramétrées

par le vecteur �k�l·��
(�n�31)
�l , �;�k�l �5]0�>+ �4 [ :

���W�l �q D
³

�k�l · ��(�n�31)
�l

´
(5.24)

La démonstration de cette assertion est simple ; il faut juste expliciter le calcul

de l’espérance des éléments���W�l�mde la matrice �� �W:

E
¡
���W�l�m

¢
=

�k�l · ��(�n�31)
�l�m

�k�l ·
³

��(�n�31)
�l1 + �=�=�=+ ��(�n�31)

�l�v

´ =
�k�l · ��(�n�31)

�l�m

�k�l
= ��(�n�31)

�l�m (5.25)

puisque ��(�n�31)
�l1 + �=�=�=+ ��(�n�31)

�l�v = 1.

La constante �k�l peut être interprétée comme un paramètre de forme de la

distribution de probabilité. En e ��et �k�l a��ecte les variances des variables���W�l�m :

V
¡
���W�l�m

¢
=

��(�n�31)
�l�m ·

³
1 �� ��(�n�31)

�l�m

´

�k�l + 1
(5.26)
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Fig. 5.3 — Exemple de fonction de saut dans un espace de dimension 2.

et plus �k�l est grand, plus la loi deDirichlet est "pointue" (et dégénère asymp-

totiquement vers une Dirac quand �k�l �$ + �4 ).

Une visualisation graphique des lois instrumentales est possible quand�v=2

et �v=3 (pour des espaces de dimension supérieure à 3 il faut faire preuve d’imag-

ination).

Dans un espace bidimensionnel tous les couples possibles des probabilités de

transition ���l1 et ���l2 se trouvent sur la droite �cd’équation ���l1+ ���l2 = 1. La fonction

de saut alors prend des valeurs positives sur�cet vaut 0 partout ailleurs dans

[0,1]2 (dans ce cas laDirichlet dégénère en une loi de typeBêta).

Dans un espace de dimension 3, tous les triplets possibles de probabilités de

transition, déÞnis dans [0,1]3, peuvent être décrits par un point dans un des trois

plans engendrés par les couples(���l1� > � ��l2), (���l1� > � ��l3) ou (���l2� > � ��l3). Puisque chaque

composante du vecteur est connue, sachant les deux autres, cette représentation

est unique et sans ambiguïté. PourÞxer les idées, supposons de représenter le

triplet (���l1� > � ��l2� > � ��l3) par ses deux premières composantes. Le point de coordonnées

���l1 et ���l2 se trouve à l’intérieur du triangle T déÞni par les semi-axes positifs

de ���l1 et ���l2 et la droite �c. Tout point externe à ce triangle ne vériÞe pas la

condition ���l1 + ���l2 + ���l3 = 1 et, vice-versa, pour tout point interne à T , il existe

un et un seul ���l3 = 1 �� ���l1 �� ���l2 qui est compris entre 0 et 1. Telle représentation

de triplets de probabilités, très utilisée en théorie de la décision, a été introduite
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Fig. 5.4 — Exemple de fonction de saut dans un espace de dimension 3.

pour la première fois par Marshak (1950)et a acquis une grande popularité dans

les années 80 après les travaux de Machina (1983).

Le rôle des constantes�k�l dans l’estimation des ���l�mest important. Même si

la convergence de la chaîne construite par l’algorithme de Metropolis-Hastings

vers la distribution visée est assurée pour toute fonction de saut, en pratique

des lois instrumentales trop plates génèrent des candidats avec des probabilités

d’acceptation trop faibles et donc le nombre d’itérations requis pour atteindre la

loi visée augmente considérablement.A contrario , si les fonctions de saut sont

trop pointues, d’une part plusieurs itérations sont nécessaires pourexplorer toute

la distribution de probabilité visée (on dit aussi que les valeurs obtenues ne se

mélangent pas) et d’autre part la chaîne construite risque de rester bloquée sur

un maximum local de la loi a posteriori.

En pratique, on a procédé par réglages successifs de la variance des lois in-

strumentales en seÞxant comme objectif d’atteindre la convergence de la chaîne

après un nombre maximal de 5 000 itérations.

5.4.3 Une classe de modèles plus générale

Le modèle de dégradation des compteurs peut être interprété comme un cas

particulier d’une importante classe de modèles : lesmodèles dynamiques à états

latents (MDEL). Tous ces modèles décrivent un système qui évolue, auÞl du
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temps, selon un mécanisme aléatoire de transition, conditionnellement à ses états

précédents. En particulier, dans un modèle markovien d’ordre 1 (ou markovien

tout court) on fait l’hypothèse que seul l’état immédiatement précédent inter-

vient dans le processus. L’autre point commun à tous ces modèles est le fait que

la suite des états�[ = { �[ (1)� > � [(2)�> �=�=�[(�w�r�e�v)} n’est pas observée (alors on dit qu’il

s’agit de variableslatentes) mais on dispose d’un certain nombre d’observations

d’autres grandeurs �\ = { �\ (1)� > � \(2)�> �=�=�\(�w�r�e�v)} liées aux états du système qu’on

utilise pour reconstruire le processus de transition. Le terme�� dénotera encore

l’ensemble des paramètres du modèle. Parmi eux un groupe,���{, a��ecte unique-

ment le mécanisme de transition entre les états, et un autre,���| uniquement le

mécanisme d’observation des données.

Un MDEL est décrit par deux groupes d’équations

—Equations de transition, qui décrivent l’évolution de l’état du système entre

deux pas de temps successifs (qu’on suppose discrets pour simpliÞer) :

�[ (�w+ 1) = �i (�{(�w)� > � ��{� > � ��{(�w)) (5.27)

Dans cette équation le facteur aléatoire qui perturbe (éventuellement) le

mécanisme déterministe d’évolution est représenté par le terme���{(�w).

—Equations d’observation, qui décrivent le mécanisme d’observation des don-

nées, en fonction des états inobservés et d’un bruit aléatoire d’observation

���|(�w) :

�\ (�w) = �j (�{(�w)� > � ��| � > � ��|(�w)) (5.28)

Par exemple dans le modèle markovien du paragraphe précédent les équations

de transition sont les équations dynamiques (5.12), alors que les équations d’ob-

servation sont les équations (5.21) qui expriment la dépendance (aléatoire) entre

les probabilités des états du système et les données observables (dénombrement

par état des individus de même âge). Dans ce cas on a :

�� = ���{ = { ���l�m} �l�> �m= 1�=�=�=�v (5.29)

puisque les équations d’observation (5.21) n’introduisent aucun paramètre

supplémentaire (les seuls paramètres du modèle dynamique sont les probabilités

de transition).
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Le modèle de dégradation des compteurs est juste un peu plus compliqué,

puisqu’il faut rajouter l’équation d’observation des compteurs bloqués (cf. para-

graphe suivant).

La représentation graphique des MDEL (Þgure 5.5) met bien en évidence la

di��érence entre ces deux groupes d’équations. Pour cette raison nous présen-

terons dans le prochain paragraphe des généralités concernant la théorie des

graphes appliquée à la modélisation statistique. Ensuite, nous utiliseront ces

considérations pour décrire les algorithmes d’inférence bayésienne normalement

employés pour l’estimation des MDEL.

X(t) X(t+1)X(t-1)

�Tx

Y(t)Y(t-1) Y(t+1)

�Ty

(…) (…)

(…) (…)

Fig. 5.5 — Représentation générale d’un MDEL sous forme de DAG.

Quelques éléments de modélisation graphique

Un modèle statistique peut être représenté par un graphe où toutes les vari-

ables sont représentées par des nœuds et les liens entre elles (déterministes ou

probabilistes) par des connexions orientées ou non.

Les liens non-orientés traduisent l’idée de la corrélation (Spiegelhalter et al.,

1996-a) entre les voisins proches d’un graphe (c’est-à-dire les variables liées entre

elles).
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Les liens orientés expriment la causalité entre deux variables. Ils sont représen-

tés par une ßèche orientée dans la direction de la variable dépendante. Cette

dernière est appelée "Þls" et la variable dont elle dépend en est un "parent".

Pour une interprétations intuitive de la di ��érence entre les deux types de liens,

cf. le célèbre argumentaire de Cowell et al (1999) sur les deux représentations

possibles du lien entre les variablestabagismeet cancer des poumons6.

Dans un DAG les propriétés d’indépendance conditionnelle entre les variables

(on reviendra sur ce concept) sont exprimées par le fait que, sachant ses parents,

toute variable est conditionnellement indépendante de toutes celles qui ne sont

pas sesÞls ("directed local Markov property").

L’indépendance conditionnelle de deux variables�D et �E, sachant �F, qu’on

peut exprimer par la notation :

�D�B �E|�F (5.30)

signiÞe que pour tout couple(�e�> �f) de valeurs de�E et de �F respectivement

on a :

[�d|�e�> �f] = [ �d|�f] (5.31)

En vertu de la propriété ci-dessus, la loi jointe de toutes les variables d’un

DAG (�[ 1� > � = � = � = � > � [�q) peut être factorisée de la manière suivante :

[�{1� > � = � = � = � > � {�q] =
�qY

�l=1

[�{�l|�s�d(�{�l)] (5.32)

où �s�d(�{�l) est l’ensemble des parents de�{�l.

Dans un cadre bayésien, l’intérêt de la mise en forme graphique du modèle et

de la factorisation de la loi jointe a posteriori des paramètres est particulièrement

évident quand on utilise pour les calculs d’inférence la méthode MCMC dite de

" l’échantillonneur de Gibbs" (Gelfand et Smith, 1990).

Cette méthode (cf. annexe C) permet de réaliser un tirage selon la loi jointe

de plusieurs variables[�{1�> �=�=�=�> �{�q] avec des tirages séquentiels selon les lois condi-

tionnelles de chaque variable, sachant toutes les autres :

6Un lien orienté entre les variables aléatoirestabagisme et cancer des poumonstraduit
l’hypothèse du modélisateur que fumer a une incidence sur la probabilité de contracter la
maladie. Un lien non-orienté indique simplement qu’il y a une relation, non explicitée dans le
modèle, entre les deux variables, par exemple qu’il existe un gène inconnu qui donne envie de
fumer et, en même temps, prédispose aux maladies pulmonaires.
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[�{�l|(�{1�> �=�=�=�> �{�q)\ �{�l] (5.33)

En d’autres termes, le problème de la simulation d’une variable aléatoire de

dimension �q est réduit à la simulation de �q variables unidimensionnelles. La

connaissance préliminaire des relations d’indépendance conditionnelle entre les

variables simpliÞe la mise en œuvre de l’algorithme de Gibbs.

En e��et, de la formule 5.32 on peut déduire (Cowell et al., 1999) que :

�{�l �B (�{1�> �=�=�=�> �{�q)\ �{�l|�e�o(�{�l) (5.34)

où l’ensemble�e�o(�{�l), dit "couverture markovienne" (Markov blanket) de �{�l,

est formé par les parents de�{�l, par les Þls �f�k(�{�l) de �{�l, et par les éventuels

co-parents desÞls de �{�l :

�e�o(�{�l) = �s�d(�{�l) �^ �f�k(�{�l)
S

�m6= �l
{ �f�k(�{�m) �_�f�k(�{�l) 6= �>} (5.35)

De la formule (5.34) on déduit immédiatement que :

[�{�l|(�{1�> �=�=�=�> �{�q)\ �{�l] = [ �{�l|�e�o(�{�l)] (5.36)

et cette observation rend plus facile l’écriture des lois conditionnelles utilisées

pour mettre en œuvre l’algorithme de Gibbs.

La détermination des couvertures markoviennes des di��érentes variables d’un

DAG peut être faite à partir d’une procédure graphique très simple qui prévoit,

dans un premier temps, le remplacement de tous les liens par des liens non-

orientés et, ensuite, le rajout de liensÞctifs entre les parents deÞls communs

(" moralisation " du graphe). La couverture markovienne de chaque variable est

alors l’ensemble de ses voisins dans ce nouveau graphe, ainsi obtenu.

Retour sur les MDEL et sur leur estimation

Avec la convention de représenter les observations avec des nœuds carrés,

et les variables latentes avec des nœuds pointillés, laÞgure 5.5 décrit tous les

possibles MDEL dans l’hypothèse que le mécanisme de transition est markovien

d’ordre 1. Dans cetteÞgure on observe bien le mécanisme markovien d’évolution

et le rôle joué par les variables latentes dans les équations d’observation.
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L’approche bayésienne simpliÞe, du moins du point de vue conceptuel, le

problème de l’estimation de ces modèles. Pour les bayésiens (West et Harrison,

1997) toutes les grandeurs non-observables (paramètres et variables latentes)

jouent le même rôle dans le processus de mise à jour de l’information, exprimé

par la formule de Bayes. Alors la loi jointe a posteriori des paramètres et des

variables latentes s’exprime :

£
���> �{|�|

¤
�b [��] · [�{|��] ·

£
�||�{� > � �

¤
(5.37)

et la loi a posteriori des paramètres s’obtient par marginalisation de la loi

jointe (5.37) :

£
��|�|

¤
=

Z £
���> �{|�|

¤
�g�{ (5.38)

Pour obtenir des tirages aléatoires dans les lois (5.37) et (5.38), en pratique

incalculables, on fait appel, évidemment, à des méthodes MCMC.

Normalement ces modèles sont estimés (dans un cadre bayésien) à l’aide

de l’algorithme de Gibbs (annexe C). La mise en œuvre de cette méthode de-

mande la connaissance préliminaire des lois conditionnelles de chaque variable,

conditionnellement à toutes les autres. Pour les MDEL, en tenant compte des

conditions (5.36) ces lois s’écrivent (Parent et Prevost, 2003) :

£
���{|�|� > � {� > � ��|

¤
�b [���{] · [�{ (0)] ·

�w�r�e�vY

�w=1

[�{ (�w) |�{ (�w�� 1) � > � ��{] (5.39)

£
�{(�w)|�|� > � {�3(�w) � > � ��{� > � ��|

¤
�b [�{ (�w) |�{ (�w�� 1) � > � ��{] ·

· [�{ (�w+ 1) |�{ (�w) � > � ��{] · [�| (�w) |�{ (�w) � > � ��| ] (5.40)

£
���| |�|� > � {� > � ��{

¤
�b [���| ] ·

�w�r�e�vY

�w=1

[�| (�w) |�{ (�w) � > � ��| ] (5.41)

où :

�{�3(�w) = { �{(0)�> �=�=�=�> �{(�w�� 1)� > � {(�w+ 1) �> �=�=�=�{(�w�r�e�v)} (5.42)

Quand le développement des produits exprimés par ces formules, permet de

reconnaître des lois de probabilités connues, la mise en place de l’échantillonneur
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de Gibbs est très simple et cette méthode est nettement plus e�! cace que l’algo-

rithme de Metropolis-Hastings. Dans le cas des modèles markoviens ici décrits,

cette circonstance ne se vériÞe pas. En fait l’équation (5.39), compte tenu du fait

que �� = ���{, devient :

£
���{|�|� > � {

¤
�b

�l= �vY

�l=1

���� �l1 �31
�l1 · �=�=�=· ���� �l�v�31

�l�v · �€(���l�m) (5.43)

�€(���l�m) étant un polynôme d’ordre �w�r�e�ven ���l�mavec�l�> �m= 1�=�=�=�v. La présence dans

cette expression de termes du type���n�l�m�l�m· ��
�n�l0�m0

�l0�m0 avec�l�m6= �l0�m0 exclut toute propriété

de conjugaison.

Alors, il faudrait mettre en place un algorithme de Gibbs "hybride" (Gilks,

1996 ; Brooks, 1998) dans lequel les tirages selon les lois conditionnelles dont

l’expression est connue à une constante près sont réalisés à l’aide de la méthode

de Metropolis-Hastings (sélection d’un candidat sur la base de la dernière valeur

retenue et acceptation/rejet avec une certaine probabilité) et la procédure perd

la simplicité de l’algorithme de Gibbs original.

C’est pour cette raison qu’on a utilisé pour toutes les grandeurs la méthode

de Metropolis-Hastings. Cette démarche, d’une certaine manière, se rapproche

de la méthode classique d’estimation des MDEL dans laquelle on fait abstraction

du processus dynamique en écrivant la vraisemblance comme :

£
�||��

¤
=

Z £
�||���> �{

¤
[�{|��] �g�{ (5.44)

qui n’est rien d’autre que l’équation (5.21).

Dans Pasanisi et Parent (2003) et Pasanisi (2003) l’estimation du modèle de

dégradation des compteurs était réalisé à l’aide du logiciel WinBUGS (annexe

C) qui met en place l’algorithme hybride Gibbs/Metropolis, directement à partir

du graphe de laÞgure 5.5. Cette méthode, pour un modèle à 4 états et pour des

valeurs de �w�r�e�vsupérieures à 10 se révèle assez lourde en termes de temps de

calcul. L’utilisation de WinBUGS dans le cadre de ce modèle est donc faisable

quand le nombre de pas temporels est limité.

L’implémentation d’un algorithme ad hocde type Metropolis-Hastings a per-

mis une augmentation spectaculaire de la vitesse de calcul (de plusieurs heures

à quelques minutes pour réaliser 10 000 itérations MCMC dans le cas�w�r�e�v=20)

et donc d’avoir un outil d’estimation plus général.
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5.4.4 L’observation des compteurs bloqués

Dans la pratique technique, le blocage d’un compteur est détecté par les

releveurs au moment de la lecture périodique de l’index. Si, par rapport à la

dernière valeur connue, ce dernier n’a pas bougé, alors le compteur est jugé

bloqué et une demande de remplacement est immédiatement établie. L’appareil

défectueux est déposé dans les plus brefs délais.

Compte tenu aussi du fait que les compteurs actuellement utilisés ont ten-

dance à se bloquer de moins en moins (les taux de blocages annuels moyens

sont généralement inférieurs à 1%) la probabilité d’échantillonner un compteur

bloqué est pratiquement nulle et leur faible nombre dans la base métrologique

ne permet aucune estimation de leur proportion.

Par conséquent il n’est pas possible d’écrire une équation d’observation multi-

nomiale du type (5.21) :

£
�|1� > � |2� > � |3� > � |4|��

¤
=

�w�r�e�vY

�w=0

�q(�w)!
4Q

�m=1
�|�m(�w)!

4Y

�m=1

[�{�m(�w)]
�|�m(�w) (5.45)

mais il faut distinguer entre l’observation des états "observables" ( Þgure 4.7,

page 51) parmi les données métrologiques (1, 2 et 3) et l’observation des comp-

teurs bloqués.

Le nombre de compteurs, d’âge donné, qui se trouvent dans les états 1, 2

ou 3 est la réalisation d’un tirage multinomial de paramètres �q(�w), taille de

l’échantillon, et �t(�w), vecteur dont les composantes�t�m(�w) sont les probabilités

conditionnelles d’appartenance à l’état �m, sachant que le compteur n’est pas

bloqué :

£
�|1� > � |2� > � |3|��

¤
=

�w�r�e�vY

�w=0

�q(�w)!
3Q

�m=1
�|�m(�w)!

3Y

�m=1

�t�m(�w)�|�m(�w) (5.46)

�t�m(�w) =
[�{�m(�w)]

P �m=3
�m=1 [�{�m(�w)]

(5.47)

Concernant les compteurs bloqués, plusieurs solutions sont imaginables pour

décrire leur observation.

Si on fait conÞance aux informations de la base "Branchements et Comp-

teurs" ICBC, alors on peut imaginer que le nombre�|�e(�w) de compteurs bloqués
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d’âge donné est la réalisation d’un tirage binomial de paramètres�s�e(�w) et �p(�w) :

�\�e(�w) �q B�l�q(�s�e(�w)� > � p(�w)) (5.48)

où �p(�w) est le nombre de compteurs d’âge�wrépertoriés dans la base ICBC et

�s�e(�w) est la probabilité d’observer le blocage d’un compteur d’âge�w. Ce dernier

terme est, en première approximation, égal à la probabilité�e(�w) que le blocage

ait lieu dans la période comprise entre�w�� 1 et �w:

�e(�w) = [ �{1(�w�� 1)] · ��14 + [ �{2(�w�� 1)] · ��24 + [ �{3(�w�� 1)] · ��34 (5.49)

dans l’hypothèse (réaliste) que le remplacement soit pratiquement immédiat

et donc que les compteurs bloqués d’âge�wsoient ceux qui sont tombés en panne

entre �w-1 et �w.

Eventuellement cette probabilité peut être multipliée par des termes correctifs

qui prennent en compte l’incertitude liée à l’observation des blocages dans ICBC.

Dans Pasanisi et Parent (2003) et Pasanisi (2003) la méthode d’extraction des

données concernant les déposes de compteurs ne permettait d’avoir qu’une partie

des informations. Ce phénomène était bien mis en évidence par un écart sensible

entre le nombre de compteurs déposés et le nombre de compteurs posés sur une

même année.

Le terme �s�e(�w) était alors calculé comme :

�s�e(�w) = �e(�w) · �s�u�h�q (5.50)

où �s�u�h�qétait une probabilité de renseignement de l’opération de dépose dans

la base de données, rapport entre le nombre de compteurs déposés (issu d’ICBC)

et le nombre réel de déposes, obtenu sur la base des informations concernant les

achats de compteurs sur la même année. Ce rapport était égal à 0.58 pour les

données de l’année 2001.

La méthode actuelle d’extraction (cf. chapitre 6) permet d’obtenir pratique-

ment la totalité des données concernant les déposes des compteurs dans le

périmètre de la base ICBC (�s�u�h�q= 1).

Si l’on admet que les bases de données n’apportent pas d’information sig-

niÞcative concernant les blocages on aborde le problème di��éremment. Ce cas

peut se présenter en pratique quand on mène une étude sur des populations de

petite taille ; alors le nombre de pannes observées se réduit à quelques unités et
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le mécanisme binomial n’est plus très adapté pour décrire le phénomène. Une

autre situation où les données ICBC ne sont pas signiÞcatives est quand les mo-

tifs des interventions de poses/déposes des compteurs ne sont pas su�! samment

renseignés (cf. chapitre 6).

L’occurrence des blocages est alors estimée sur la base de l’avis d’expert qui,

éventuellement s’appuyant sur le peu d’informations disponibles, donne un taux

de blocage�x(�w) et une incertitude sur son estimation (sous forme d’un écart type

��(�w)). Une équation d’observation réaliste peut être alors une équation normale

de type :

�X(�w) �q N
¡
�e(�w)� > � �(�w)2

¢
(5.51)

où les taux de blocages fournis par l’expert remplacent les données (inexis-

tantes ou peuÞables).

EnÞn, une méthode encore plus pragmatique pour résoudre le problème est de

faire complètement abstraction des blocages et de mener les calculs d’inférence

et de prévision sur un modèle réduit dont l’état absorbant est l’état n. 3. Cette

approche est justiÞée par la faible occurrence des blocages et par le fait que,

en pratique, ce qui intéresse le distributeur d’eau est surtout la prévision du

comportement des compteurs survivants plutôt que l’estimation des probabilités

de blocages.

5.5 Un exemple

5.5.1 Les données

AÞn de montrer un exemple d’application des techniques d’inférence précédem-

ment décrites à un cas réel, nous avons examiné les données reportées dans le

tableau suivant concernant des compteurs volumétriques domestiques (DN 15 et

20 mm), d’âge compris entre 1 et 20 ans. On imagine que l’âge est le seul facteur

explicatif de la dégradation.



5. Inférence bayésienne pour un problème complexe 86

Age y1 y2 y3
Nombre de 
blocages

Taille de la 
pop.observée

1 43 5 2 136 63741
2 25 6 3 67 61983
3 78 16 7 82 41595
4 157 33 9 116 66475
5 237 50 7 149 82744
6 235 37 14 116 106898
7 243 72 11 64 45928
8 170 63 29 84 34452
9 174 61 21 95 33880
10 187 80 35 97 29209
11 179 94 27 134 32109
12 149 86 32 127 33132
13 150 125 51 176 26832
14 152 146 41 146 19203
15 157 137 50 394 64403
16 114 81 89 129 23155
17 80 65 66 85 10149
18 70 50 22 48 4676
19 79 62 25 107 10484
20 63 63 46 113 12010

Données métrolo giques Données de facturation

Concernant les blocages, les données ICBC sont relatives à un échantillon

signiÞcatif de l’e��ectif total de compteurs installés et on fait l’hypothèse que le

taux de renseignement de l’information, au sein de la population examinée est

de 100% : en pratique tous les blocages sont inclus dans les observations.

5.5.2 L’estimation

Les distributions a priori des probabilités de transition ���l�msont des distribu-

tions de Dirichlet dont les paramètres sont tous égaux à 1. Ce choix donne lieu

à des lois uniformes pour les 3 vecteurs des probabilités de transitions à partir

des états 1, 2, 3 :

��1 = { ��11� > � �12� > � �13� > � �14} �q D(1�>1�>1�>1)

��2 = { ��22� > � �23� > � �24} �q D(1�>1�>1)

��3 = { ��33� > � �34} �q D(1�>1)

(5.52)

Le choix d’une loi a priori uniforme traduit le manque de connaissance

préliminaire sur les probabilités de transition : toutes les valeurs possibles sont

également probablesa priori .

Pour obtenir des tirages aléatoires dans les loia posteriori des ���l�mon a

réalisé avec l’algorithme de Metropolis-Hastings 10 000 itérations de 5 chaînes
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di��érentes, à partir de points initiaux très dispersés. L’utilisation de plusieurs

chaînes permet de vériÞer la convergence vers la loi visée, comme il sera plus

clair dans la suite.

Les dernières 5 000 valeurs de chaque chaîne sont retenues pour simuler les

loi a posteriori. Le tableau suivant montre les principales caractéristiques de ces

lois, obtenues empiriquement, à partir des valeurs retenues.

Percentiles

Param. Moyenne Mode Mediane Ec. type 2.5% 97.5%

��11 0.9483 0.9485 0.9484 0.0011 0.9461 0.9504

��12 0.0492 0.0489 0.0491 0.0012 0.0469 0.0515

��13 0.0011 0.0008 0.0010 0.0005 0.0003 0.0022

��14 0.0013 0.0014 0.0013 0.0001 0.0012 0.0015

��22 0.9389 0.9395 0.9389 0.0026 0.9337 0.9444

��23 0.0610 0.0603 0.0611 0.0026 0.0556 0.0662

��24 0.0001 0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 0.0004

��33 0.9667 0.9677 0.9669 0.0017 0.9633 0.9698

��34 0.0332 0.0322 0.0331 0.0017 0.0302 0.0367

Les percentiles d’ordre 2.5% et 97.5% représentent les bornes del’intervalle

de crédibilité a posteriori de niveau 95%, interprété par les bayésiens comme

l’intervalle où se trouvent 95% des valeurs possibles des paramètres.

La Þgure 5.6 montre les histogrammes de fréquence empirique des valeurs

simulées pour les probabilités de transition les plus intéressantes.

La convergence vers la loia posteriori est vériÞée en comparant les "parcours"

des 5 chaînes simulées pour chaque variable. LaÞgure 5.8 montre, par exemple,

les 5 chaînes relatives à la variable��23. Dans un premier temps les valeurs générées

dépendent des valeurs initiales et les chaînes restent signiÞcativement distinctes.

Au fur et à mesure que le nombre d’itérations augmente les chaînes se mélangent

et deviennent pratiquement non distinguables, ce qui indique que les valeurs

générées des 5 chaînes ont la même loi de probabilité. Il s’agit de la loi limite de

la chaîne, soit la loi a posteriori qu’on se propose de simuler.

En pratique la convergence est vériÞée à l’aide de la méthode de Brooks-

Gelman (1998), décrite dans l’annexe C. Cette technique s’appuie sur le calcul

pour chaque variable d’une statistique, b�U�E�J, qui fournit une mesure de la simili-

tude des lois sous-jacentes des dernières valeurs simulées de chaque chaîne. Quand



5. Inférence bayésienne pour un problème complexe 88

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98

Probabilité de transition

F
ré

q
. 

e
m

p
ir

iq
u

e

�T�� ��

�T�� ��

�T�� ��

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Probabilité de transition

F
ré

q
. 

e
m

p
ir

iq
u

e

�T�� ��

�T�� ��

�T�� ��

Fig. 5.6 — Histogrammes de fréquence empirique des probabilités de transition
���l�l et ���l�l+1 .
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pour toutes les variables simulées la valeur deb�U�E�J est su�! samment proche de

1, alors on peut a�! rmer que la convergence est atteinte.

La Þgure 5.7 montre que, pratiquement à partir de l’itération n. 3 000 toutes

les chaînes ont atteint leur distribution limite et que les valeurs extraites peuvent

être utilisées pour la simulation des loisa posteriori.
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Fig. 5.7 — Contrôle de convergence de l’algorithme MCMC à l’aide de la statis-
tique de Brooks-Gelman.

5.5.3 Prédictions et test d’adéquation

Sur la base des résultats de l’inférence, il est possible d’obtenir les distri-

butions de probabilité a posteriori de toute grandeur �Z (observable ou non)

dépendante des paramètres du modèle��. Ils s’agit de la phase déductive (Gi-

rard et Parent, 2000) de l’inférence statistique qui suit la phase inductive de

l’estimation.

Théoriquement, la distribution a posteriori [�z|�|], que certains appelent "pré-

dictive", de �Z peut être obtenue par marginalisation de la loi jointe [�z�> ��|�|] :

[�z|�|] =
Z

�l
[�z�> ��|�|]�g��=

Z

�l
[�z|��][��|�|]�g�� (5.53)

En pratique les lois prédictives sont simulées sur la base des valeurs ex-

traites des distributions a posteriori des paramètres, obtenues avec l’algorithme
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Fig. 5.8 — Parcours des 5 chaînes de valeurs de la variable��23, générées par
l’algorithme de Metropolis-Hastings.

MCMC. En particulier on s’intéresse aux prédictions des grandeurs suivantes :

probabilités d’appartenance aux di��érents états métrologiques et prédictions des

grandeurs observables.

Probabilités d’appartenance aux di �� érents états métrologiques

Il s’agit d’informations importantes du point de vue pratique, puisqu’elles

permettent de reproduire la vie opérationnelle d’un compteur. LaÞgure 5.9 mon-

tre, en fonction de l’âge, les intervalles de crédibilité à 95% et les moyennesa

posteriori des probabilités des 4 états. Dans la partie inférieure de laÞgure,

on a isolé les probabilités conditionnelles d’appartenance aux états de fonction-

nement 1, 2 et 3, sachant que le compteur ne se trouve pas dans l’état absorbant

de blocage. Ces probabilités permettent de prédire la composition d’un parc de

compteurs opérationnels d’âge donné et, en particulier, le taux de non-conformité

réglementaire, représenté par la probabilité conditionnelle d’appartenir à l’état

3

Prédictions des grandeurs observables

Il s’agit en pratique des simulations de nouvelles donnéese�|, à l’aide du mod-

èle, sur la base des loisa posteriori de ses paramètres. Cet exercice de retour
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nance aux di��érents états en fonction de l’âge.
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du modèle à la réalité observable a pour but d’évaluer l’adéquation du modèle

aux données. Une méthode intuitive pour répondre à cette question consiste en

comparer les vraies données avec les intervalles prédictifs de leur répétitions. La

Þgure 5.10 montre que les "tubes" prédictifs à 95% du nombre de compteurs

appartenant à chacun des 4 états contiennent pratiquement toujours les obser-

vations et que donc le modèle est bien calé sur les données utilisées pour son

estimation.
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Fig. 5.10 — Intervalles de crédibilité prédictifs à 95% des répétitions des obser-
vations (modèle à 4 états).

Un jugement sur l’adéquation du modèle aux données peut être aussi établi

avec la méthode des "p-valeurs bayésiennes". Cette technique se base sur le

choix préalable d’une statistique de test�W, fonction des grandeurs observables

et des paramètres du modèle. Avec les mots de Gelman et al. (1995) la p-valeur

bayésienne�sest la probabilité que les données simulées soient "plus extrêmes"

que les données réelles. Cette probabilité est calculée à l’aide de la statistique de

test choisie :

�s= [ �W(e�|�> ��) � A � W(�|�> ��) |�|] (5.54)

Des valeurs proches de 0.5 indiquent que le modèle est bien calé sur les

données et,a contrario quand �s est proche de 0 ou de 1, on peut conclure

que le modèle proposé ne reproduit pas, de manière satisfaisante, la structure




















































































































































































































































































