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| ntroduction

|. L’alternative estimation - Ssmulation

Les techniques de krigeage permettent d’ estimer localement les valeurs prises par une variable
régionalisée a partir d un échantillonnage de cette derniére. Cependant, la propriété de lissage induite
par le krigeage empéche d apprécier la variabilité des valeurs inconnues (non mesurées) : ang,
I” histogramme des valeurs estimées est moins disperse que celui des valeurs rédlles ; le variogramme
des valeurs estimées N’ est pas non plus représentatif de laréalité.

Les techniques de simulation conditionnelle visent a construire des images réalistes de la variable
régionalisée, respectant ses propriétés statistiques (histogramme, variogramme, €tc.) et restituant les
mesures effectuées aux sites d’ échantillonnage. Leur mise en cauvre fait appel al’interprétation de la
variable régionaisée en tant que réalisation d une fonction aéatoire, et consiste a construire d' autres
réalisations de cette méme fonction aléatoire. De telles rédisations congtituent des scénarii plausibles
et équiprobables et permettent de mesurer | incertitude portant sur les valeurs inconnues de la variable
régionalisée.

Les smulations conditionnelles sont utiles pour estimer des grandeurs qui ne sont pas directement
accessibles par krigeage. Aing, en géostatistique miniére, la probabilité que la teneur en métal d une
unité de sélection (de support plus volumineux que celui des échantillons) soit supérieure a une teneur
de coupure est évauée par la fréguence avec laguelle les teneurs simulées de cette unité dépassent la
teneur de coupure. Un tel outil est une aide précieuse pour la prise de décision et la planification du
projet minier.

1. Limitations du modéle multigaussien

La construction de simulations est particulierement ssmple dans le cadre des fonctions aéatoires
de loi spatiale multigaussienne, ¢’ est-a-dire telles que toute combinaison linéaire de vaeurs suit une
distribution gaussienne. De nombreux algorithmes ont é&é développés pour obtenir des simulations non
conditionnelles : décomposition matricielle, moyennes mobiles discrétes, méthodes spectrales, bandes
tournantes, méthode séquentielle, pour n’en citer que quelques-uns (Alabert, 1987 ; Boulanger, 1990 ;
Chilés, 1995; Davis, 1987 ; Lantugoul, 1994, 2002 ; Matheron, 1972b, 1973a) ; le conditionnement a
un ensemble de données se résout en générd al’ aide d un krigeage smple (Journel, 1974).

La variable régionaisée doit ére préalablement transformée en une variable dont la distribution
marginae est gaussienne, laquelle est supposée posséder une loi spatiale multigaussienne. Une telle
transformation est connue sous le nom “d anamorphose” gaussienne (Matheron, 1974 ; Journd and
Huijbregts, 1978 ; Rivoirard, 1994) ; il s agit par exemple d' un passage au logarithme s la variable
suit une distribution lognormale. Une fois la procédure de simulation achevée dans le cadre gaussien,
I”anamorphose inverse est appliquée pour revenir alavariable initiae.



La distribution multigaussienne est extrémement commode a utiliser car elle ne dépend que des
moments d ordre 1 et 2 (espérance et fonction de covariance ou variogramme), ce qui facilite latéche
d'inférence statistique. Toutefois, €lle présente plusieurs caractéristiques limitatives :

difficulté de réaliser I’ anamorphose lorsque I’ histogramme de la variable régionalisée est fort
dissymétrique ou présente une proportion importante de valeurs nulles (Matheron, 1980a ;
Rivoirard, 1994) ;

symétrie des distributions de probabilité par rapport a la valeur médiane : les caractéristiques
structurales des vaeurs élevées (anisotropie, continuité...) se produisent également pour les
valeursfables;

“désordre” dans I’ agencement spatial des valeurs, ce qui traduit un phénomene de type diffusif
(Matheron, 1989b). Parmi les |ois spatiales admettant une méme fonction de covariance, laloi
multigaussienne maximise |’ entropie, qui peut S interpréter comme une mesure du désordre
spatia (Jones, 1979 ; Christakos, 1990 ; Chilés and Delfiner, 1999) ;

propriété de “déstructuration des hautes teneurs’ (Matheron, 1982 ; Journdl, 1993 ; Goovaerts,
1997) : I’ occurrence des valeurs extrémes devient purement aléatoire, ce qui empéche que les
valeurs trés fortes ou trés faibles soient spatialement connectées.

Ces caractéristiques motivent la recherche d’ algorithmes de simulation non gaussienne. Or, quatre
problémes se posent lorsque I’ on cherche a réaliser des simulations en dehors du cadre multigaussien :

1)
2)
3

4)

spécification d’un modéle de loi spatiale, cohérent mathématiquement
inférence des paramétres du modéle a partir des données expérimentales
construction de réalisations de ce modele

conditionnement de la simulation aux données.

Souvent, les points 1) et 3) sont interdépendants : la loi spatide est fréguemment définie a partir
d’un procédé de construction de fonctions aléatoires. Citons comme exemples les modées booléen
(Matheron, 1975a), des feuilles mortes (Matheron, 1968a ; Jeulin, 1997), de substitution (Lantugoul,
1993, 2002) et latechnigque des plurigaussiennes (Armstrong et al., 2003). Cependant, le dernier point
est souvent difficile aréaliser.

Certains algorithmes dérogent ala regle précédente, en ce sens que leur mise en cauvre ne requiert
pas de spécifier un modele de loi spatiale, mais seulement un nombre limité de paramétres (souvent, la
loi marginae et une partie de la loi bivariable). De tels agorithmes se veulent “passe-partout” et ont
été éaborés en vue de s adapter a tous les types de variable régionalisée, ce qui explique leur coté
séduisant pour I’ utilisateur.

Les questions que souléve cette derniére approche sont de deux ordres :

1) qu'un agorithme produise une image conforme al’idée que I’on se fait de laréalité, n’est pas une
garantie de sa qualité et son utilisation peut conduire a des résultats erronés. |1l est donc important
de connaitre |e degré d’ approximation des algorithmes “ passe-partout”. Le vocabulaire utilisé par
les promoteurs de tels algorithmes (“imagerie’ stochastique) trahit la différence conceptuelle avec
la“simulation” stochastique, qui se référe a un modele complet de loi spatiae.

2) peut-on se passer d'un modéle de fonction aéatoire et des limitations inhérentes a ce modéle ?
Comme écrivait G. Matheron (1982), une méthode passe-partout, qui serait utilisable quelle que
soit la variable étudiée, a peu de chance de tomber juste.



[11. Principaux algorithmes de ssmulation non gaussienne

[11.1. Méthodes “ exactes’ (smulation stochastique)

Nous énumérons ciapres plusieurs méthodes fournissant des réalisations exactes de fonctions
aléatoires non gaussiennes. Le choix de telle ou telle méthode et dicté par les propriétés structurales
observées sur la variable régionalisée.

[11.1.1. Modéle mosaique

L’ espace est partitionné en cellules a éatoires stationnaires, dont les caractéristiques ne dépendent
pas de leur position dans |’ espace. On assigne a tous les sites d’ une méme cellule une vauation, tirée
selon une loi de probabilité de moyenne et variance finies. Les valeurs tirées dans les cellules sont
indépendantes les unes des autres. On montre que la fonction aéatoire générée (dite “mosaique’) est
stationnaire d'ordre deux et sa covariance est proportionnelle au covariogramme géométrique des
cellules, lequel mesure la probabilité que deux sites appartiennent a la méme cellule en fonction de
leur séparation (Matheron, 1982 ; Rivoirard, 1994). Il existe de nombreux modées de partition ou
“tesséation”, par exemple :

mosaique de Poisson (Miles, 1961, 1974 ; Matheron, 1975a ; Alfaro, 1979) : la partition est définie
par un réseau d' hyperplans poissoniens. La covariance simulée est un schéma exponentiel dont la
portée et inversement proportionnelle ala densité des hyperplans poissoniens ;

mosaique de Voronoi (Gilbert, 1962 ; Miles, 1974) : latessdlation est congtituée par les frontiéres
des polyédres d’ influence de points poissoniens dans I’ espace ;

mosaique de Johnson-Mehl (Lantugoul, 1977): la construction est “dynamique’ : elle consiste a
faire apparaitre, au cours du temps, des points poissoniens en chacun desquels une cellule se
développe de maniére isotrope. La croissance d'une cellule dans une direction s arréte lorsgu’ elle
rencontre une autre cellule ;

mosaique des feuilles mortes (Matheron, 1968a ; Jeulin, 1997), qui est auss définie de maniére
dynamique : des points poissoniens apparaissent successivement, en chacun desguels est implanté
un ensemble aéatoire ou grain primaire ; les grains nouveaux recouvrent les grains anciens. Au
bout d’un temps trés long, les frontieres apparentes des grains constituent une partition aéatoire.

Le conditionnement des simulations a un ensemble de données est un probléme qui ne possede
pas encore de solution générale. Certains cas sont analysés par Lantugoul (2002).

[11.1.2. Modeles construits par implantation d' objets

Dans ces modéles, la construction de la smulation est réalisée de maniére “dynamique’. Des
points de position aéatoire gpparaissent au cours du temps ; en générd, ils sont issus d' un processus
ponctuel de Poisson dont la densité peut étre uniforme ou variable dans I’ espace ou dans le temps.
Chague point est le centre de gravité d’'un “objet”, par exemple une forme géomeétrique prédéterminée,
detaille et orientation aéatoires et de valuation uniforme ; la valuation peut aussi étre une fonction de
la distance au centre de gravité ou dépendre de I'instant ou apparait I’ objet. Les objets sont appelés
grains primaires ou fonctionsprimaires, selon que leur valuation est constante ou non.



Lorsgu’un objet nouveau rencontre un objet ancien, une convention est adoptée pour définir la
valeur des sites ou les deux objets se chevauchent, par exemple :

valeur du dernier objet ou du premier objet : modéle des feuilles mortes (Jeulin, 1989, 1997)
somme des valeurs des objets : modéle de dilution (Serra, 1968 ; Alfaro, 1979)

produit des valeurs des objets : modél e desjetons multiplicatifs(Guiblin et al., 1995)

vaeur maximae : modele booléen (Jeulin and Jeulin, 1981 ; Serra, 1988).

La smulation s arréte au bout d'un temps suffisamment long. Cette méthode de smulation par
lancement d’ objets fournit de nombreux modeles de fonctions aléatoires non gaussiennes. La mise en
cauvre pratique pose certaines difficultés :

1) ladéermination de |’instant ou arréter la simulation, car la convergence du processus simulé vers
le processus asymptotique peut étre lente ;

2) I'inférence des parametres du modéle (densité du processus poissonien, taille et forme des objets,
type de valuation, convention pour le recouvrement des objets) ;

3) le conditionnement de la simulation a des données: souvent, il est nécessaire de recourir a des
procédures itératives d' acceptation et rejet (Lantuéjoul, 2002).

[11.1.3. Modéles de substitution

Une fonction aléatoire de substitution s écrit sous laforme d’ une composition de deux processus :
une fonction directrice et un processus de codage (Matheron, 1989b ; Lantuégoul, 1993, 2002). Des
hypothéses doivent étre vérifiées par ces deux processus pour que lafonction aléatoire résultante ait de
bonnes propriétés statistiques telle la stationnarité d' ordre deux. La procédure de substitution est tres
flexible pour imposer aux réalisations certaines propriétés morphol ogiques (anisotropie, stratification,
relations topologiques entre les valeurs, etc.). Cette technique sera revue en détail au chapitre 3.

[11.1.4. Smulations gaussiennes trongueées et plurigaussiennes

L a technique des gaussiennes tronquées simule un ensemble aléatoire, que I’ on représente par une
variable binaire ou “indicatrice”, par seuillage d’ une fonction aléatoire de loi spatiale multigaussienne
(Journel and Isaaks, 1984 ; Matheron et al., 1987 ; de Fouquet et al., 1989). On peut éendre cette
approche et simuler une partition de I’espace en plusieurs ensembles aéatoires en travaillant sur
plusieurs fonctions aéatoires gaussiennes. Cette généralisation, connue sous le nom de méthode des
plurigaussiennes (Le Loc'h et al., 1994 ; Armstrong et al., 2003), fournit une vaste classe de modéles
capables de reproduire de nombreuses caractéristiques morphologiques des ensembles aéatoires a
simuler, notamment les relations de contiguité et d’ emboitement.



[11.2. Méhodes*” passe-partout” (imagerie stochastique)

[11.2.1. Techniques d’ optimisation

L’idée est de perturber progressivement une image initiale, afin d’améliorer la reproduction de
certaines caractéristiques (histogramme, variogramme, variogrammes d’ indicatrices...). La nouveauté
est que le probléme de simulation est entierement formulé en termes d’ optimisation, sans se référer a
un modéle de fonction aéatoire : il Sagit de construire une image qui minimise une fonction objectif
donnée, mesurant I’ écart entre les caractéristiques structurales expérimentales de I'image et celles
souhaitées (Deutsch, 1992 ; Deutsch and Cockerham, 1994 ; Deutsch and Journel, 1998).

En pratique, I'image initiale est soit une simulation jugée insatisfaisante, soit une image respectant
déa I"histogramme a simuler. On |ui applique une perturbation démentaire, en vue de diminuer la
valeur de la fonction objectif. Typiquement, on échange les valeurs prises en deux sites quelconques.
L’ échange est accepté S'il est favorable, ¢’ est-a-dires'il diminue lavaleur de la fonction objectif,rejeté
sinon. En fait, on autorise aussi certaines perturbations non favorables, avec une probabilité dépendant
d un parametre appelé température. Plus la température est élevée, plus une perturbation défavorable
est susceptible d étre acceptée ; au contraire, S la température devient nulle, seules les perturbations
favorables sont acceptées.

Usuellement, on part d’ une température donnée que I’ on abaisse peu a peu (ni trop lentement, ni
trop rapidement) : plus la température baisse, plus I'image a tendance a se figer. Ce procédé présente
des analogies avec cdlui utilisé en métallurgie pour le recuit d'un métal, d’ ou le nom de recuit simulé
donné ala méthode. Cette terminologie est malheureuse, car €lle préte a confusion avec une technique
proposée par Kirkpatrick et al. (1983) (cf. annexe C) ; ¢’ est pourquoi on préféreraici la terminologie
“technique d’ optimisation” a celle de “recuit smulé”.

L’ agorithme s arréte lorsque la fonction objectif atteint une valeur prédéfinie, signifiant un bon
accord de I'image avec les caractéristiques souhaitées. Toutefois, outre sa lourdeur agorithmique, la
méthode ne garantit en rien la reproduction des caractéristiques structurales qui n’entrent pas dans la
fonction objectif, comme par exemple le variogramme le long des directions ou pour les classes de
distances non spécifiées. Il n’est d'ailleurs pas rare de voir apparaitre des structures “parasites’ sur les
réalisations obtenues (anisotropies non souhaitées, décrochage du variogramme au-dela de la derniére
distance spécifiée, fluctuation anormale du variogramme entre deux distances consecutives, €tc.).

111.2.2. Smulation séquentielle d’indicatrices

Il sagit d'une technique itérative : la valeur en un site est simulée selon sa fonction de répartition
conditionnée par les données initiaes et les valeurs précédemment simulées (Alabert, 1987 ; Deutsch
and Journel, 1998 ; Goovaerts, 1997 ; Journel, 1989). Cependant, hormis quelques rares cas particuliers
comme le cas multigaussien, une telle fonction de répartition est inaccessible et I’on se contente de
I’estimer par krigeage d'indicatrices ; cette fonction estimée, imparfaite et incompléte, fait I’ objet de
corrections (figure 1).

L’ avantage de cette méthode est sa flexibilité car elle s affranchit de I” hypothése multigaussienne.
En utilisant un krigeage d’indicatrices, les traits structuraux de la variable régionalisée sont modélisés
par les covariances des indicatrices associées a plusieurs seuils de coupure: on peut ains rendre
compte d'une éventuelle structuration des valeurs extrémes. Par ailleurs, I'emploi des indicatrices
permet de coder aisement les incertitudes de mesures et les informations secondaires, qualitatives ou
non (Zhu and Journel, 1993). Enfin, les rédisations obtenues sont directement conditionnées aux
donnéesiinitiales car celles-ci sont utilisées dans chaque krigeage d’indicatrices.
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Figure 1 Fonctions de répartition conditionnelles en un site : A, théorique,
B, estimée par krigeage d'indicatrices, C, corrigée et D, interpolée et extrapol ée

Bien que sa smplicité conceptuelle et sa flexibilité puissent séduire I’ utilisateur, I’ agorithme

sequentiel d'indicatrices souffre de plusieurs défauts dont les effets ne se compensent pas mais tendent
au contraire as accumuler :

1)

2

3

4)

analyse variographique : n'importe quel variogramme n’est pas autorisé pour décrire une variable
binaire (Matheron, 1987, 1989a, 1993) ; de surcroit, les variogrammes des indicatrices associées a
des seuils différents doivent satisfaire certaines contraintes de compatibilité car ces indicatrices ne
sont jamais indépendantes (Rivoirard, 1993) ;

caractere non optimal des estimations d'indicatrices (typiquement, un krigeage séparé de chaque
indicatrice, au lieu d’ une espérance conditionnelle, d’ ou une perte importante de précision) ;

problemes de “relations d' ordre” entre les estimations d’ indicatrices, qui requiérent une correction
aposteriori (Deutsch and Journel, 1998 ; Goovaerts, 1997 ; Sullivan, 1984) ;

discrétisation : les fonctions de répartition obtenues par krigeage d'indicatrices sont incompl etes et
doivent faire I'objet d'une interpolation entre les seuils de coupure choisis et d’ une extrapolation
au-dela des seuils extrémes (Deutsch and Journel, 1998 ; Goovaerts, 1997) ;

changement de support : les fonctions de répartition estimées se réferent au méme support que
celui des échantillons, d' ou I'impossibilité de simuler directement des valeurs sur un support
différent, @ moins d’avoir recours a une approximation grossiere, par exemple soumettre les lois
locales a une correction affine (Chilés and Liao, 1993 ; Journel, 1985, 1987) ou recourir a la
technique des variables utiles consistant a utiliser des pseudo-données se référant au support a
estimer (Bouchind’ homme, 1980 ; Sullivan, 1984) ;



6) conditionnement limité aux valeurs voisines du site a smuler, afin de réduire les temps de calcul
qui deviendraient vite prohibitifs si toutes les valeurs étaient gardées (Deutsch and Journel, 1998 ;
Goovaerts, 1997) ;

7) instabilité numérique lorsque I’on simule des sites trés proches les uns des autres, surtout s les
variogrammes d' indicatrices sont continus a |’ origine (apparition de poids de krigeage négatifs qui
entrainent I’ obtention de densités de probabilité estimées négatives). Ces incohérences soulevent
une autre difficulté conceptuelle, celle de I’ existence méme de la fonction aéatoire (définie
continlment en tout site de I’ espace) que I’ on prétend ssimuler ; nous aborderons ce point qui peut
sembler surprenant dans le deuxieme chapitre de ce mémoire.

La section suivante présente une technique qui, bien qu’ elle reste imparfaite, résout les points 1, 4
et 5 ci-dessus et améliore le deuxiéme point.

[11.3. Une posture intermédiaire : la simulation sequentielle isofactorielle

L’idée directrice de cette méthode consiste a remplacer, dans I’ agorithme séquentiel, e krigeage
d’indicatrices par un krigeage digonctif (Emery, 2002). Ce dernier tire parti de la loi bivariable
compléte de la fonction aéatoire (Matheron, 1973b, 1976), tandis que le krigeage d'indicatrices
N’ utilise gqu’ une partie de cette loi, a savoir les fonctions de covariance de quelques indicatrices. On
démontre que le krigeage digonctif équivaut a un cokrigeage simple de toutes les indicatrices
associées alafonction aéatoire (Rivoirard, 1994) car laloi bivariable est caractérisée par la donnée de
toutes les covariances smples et croisées d'indicatrices. Les équations du krigeage digonctif peuvent
étre résolues analytiquement lorsque laloi bivariable est isofactorielle, ¢’ est-adire lorsqu’il existe une
famille compléte de fonctions sans corrélations spatiales croisées appel ées facteurs (cf. annexes A et
B).

Le krigeage digonctif améliore I’ estimation des fonctions de répartition conditionnelles, élimine
les problémes de di scrétisation inhérents aux méthodes d’ indicatrices et réduit les contraintes d’ analyse
variographique®. Mais al’instar du krigeage d’indicatrices, il ne résout pas les problémes de relations
d ordre : en genéral, les densités de probabilité conditionnelles estimées peuvent prendre des valeurs
négatives, bien que leur intégrale soit égale a 1, ce qui requiert une correction a posteriori.

Par rapport aux techniques précédentes, la simulation séquentielle isofactorielle apparait comme
une méthodologie “hybride’, au sens ou elle repose sur la spécification d'un modéle (un méme modée
ne permettra pas de décrire n’importe quelle régionalisation), mais cette spécification reste incompléte
(lois bivariables au lieu de multivariables). C’ est un compromis entre deux exigences souvent difficiles
a concilier : la cohérence mathématique interne du modéle et sa flexibilité d’ usage, qudifiée de
“cohérence externe” par Journd (1993). Cet argument rejoint une réflexion de Matheron (1978b) selon
laquelle un modele entierement spécifié de loi spatiale dépasse ce que cet auteur dénomme seuil de
réalisme.

! Ce probléme se pose notamment lorsque I’ on cherche & simuler des valeurs non ponctuelles par la moyenne de simulations
ponctuelles réalisées sur une grille de maille trés fine. |l serait donc évité si le changement de support pouvait étre pris en
compte directement au moment de la simulation (probleme n°5).

2 Dans les modéles isofactoriels usuels, les covariances des facteurs se déduisent du corrélogramme de la fonction aléatoire,

qui est le seul outil variographique requis. Le fait d' utiliser un unique corréogramme comme dans le modéle multigaussien
N’ est guére génant, car certaines propriétés structurales de la variable régionalisée (par exemple, une connectivité des valeurs
€élevées ou une dissymétrie entre la structuration des valeurs faibles et celle des valeurs fortes) peuvent étre prises en compte,

selon le modéle choisi, atravers de paramétres scalaires.

Toutefais, il se pose encore un probleme de cohérence du modéle: en effet, étant donné un modele de loi isofactorielle, quels
variogrammes sont compatibles avec cette loi ? et existet-il une fonction aléatoire admettant de telles lois bivariables
isofactorielles ? (Matheron, 1973b, 1987, 1989a). A |’ heure actuelle il n’ existe pas de critéres généraux pour répondre a cette
question.



Les agorithmes de smulation séquentielle d’ indicatrices et isofactorielle seront le point de départ
de cette these qui s'intéresse aux simulations de modéles isofactoriels et aleur conditionnement a des
données expérimentales. Le choix des lois isofactorielles n'est pas fortuit, car elles constituent une
vaste classe de lois bivariables et permettent de s adapter a la description de nombreux phénomeénes.
Jusgu’ a présent, on sait mener I’ estimation locale par krigeage digonctif, mais il n’'existe guére de
méthodes de simulation : ¢'est cette lacune que I’ on cherchera a combler.

V. Notations

Nous introduisons ci-dessous quel ques notations usuelles en géostatistique :

d indique ladimension de I’ espace de travail ; en général, d =2 ou 3, ¢’ est-a-dire que I’on se place
dans |’ espace géographique R* ou R

ID| est lamesure (longueur, aire, volume...) du domaine D inclus dans R®

X est un vecteur de localisation dans I’ espace, qui varie continiment dans R*
(X4,... X4) SONt les coordonnées du vecteur x

{z(x), xT R} constitue I’ ensemble des valeurs prises par la variable régionalisée
n représente le nombre de sites de données

{Xa,a = 1... n} sont les sites de données dans R

{Z(x), xT R% estlafonction aléatoire représentant la variable régionalisée

{Y(x),xT R% estlafonction aéatoire “anamorphosée”, dont laloi marginale coincide avec celle
du modée isofactoriel considéré

f est lafonction d’anamorphose reliant les valeursiinitiales et anamorphosées : Z(x) =f [Y (X)]
(Y (X) ; y) est I"indicatrice cumul ée associée au seuil de coupurey :

1sYX)<y

'(Y00iy) = 0 snon

En général, les indices grecs a, b sont réservés pour désigner les sites de données. Les matrices et
Vecteurs sont notés en caractéres gras. Les lettres minuscules désignent les quantités déterministes et
les lettres majuscules les quantités aléatoires. Les estimateurs utilisés sont généralement repérés par un
indice ou une astérisque placée en exposant ; par exemple, Y (x) représente un estimateur de Y (x). Par
abus de notation, on écrira parfois Y (x) au lieu de{Y(x), x T R} pour désigner lafonction aéatoire.

Terminons cette introduction par une remarque d’ ordre typographique : pour faciliter lalecture des
chapitres suivants, les démonstrations et points secondaires seront fréquemment écrits en caractéres
plus petits et mis |égérement en retrait du texte principal.



Chapitre 1 :

Comparaison entre krigeage
d’indicatrices, krigeage disjonctif
et espérance conditionnelle

|. Objectifs

Dans le chapitre introductif, nous avons présenté des algorithmes de simulation approchée basés
sur une estimation des lois de probabilité conditionnelles par un krigeage d'indicatrices ou un krigeage
digonctif (ssmulation séquentielle d'indicatrices et séquentielle isofactorielle), aors que les véritables
lois de probabilité sont obtenues par |’ espérance conditionnelle des indicatrices.

Ces trois estimateurs sont hiérarchisés : |’ espérance conditionnelle repose sur la loi spatiale de la
fonction aéatoire, le krigeage digonctif sur laloi bivariable compléte et le krigeage d' indicatrices sur
une partie de laloi bivariable (covariances de plusieurs indicatrices). Que perd-on en passant del’un a
I’ autre de ces estimateurs ? Pour répondre a cette question, nous allons nous intéresser a quel ques cas
simples de fonctions aéatoires et un nombre limité de sites de données, situations pour lesquelles on
peut expliciter des lois multivariables et mener abien les calculs.

L’ objectif de cette étude est double : d’une part, fournir un ordre de grandeur des approximations
commises par les agorithmes de simulation séquentielle dans des modéles particuliers ; d’ autre part,
mettre en évidence des situations dans lesquelles le krigeage digonctif ou d’indicatrice coincide avec
I’ espérance conditionnelle, ce qui permettra de trouver les conditions sous lesquelles les agorithmes
séquentiels sont exacts.

Les modéles de fonctions aéatoires qui seront analysés sont :

le modele multigaussien (Anderson, 1958 ; Maréchal, 1978 ; Verly, 1983)

le modéle mosaique (Matheron, 1982 ; Rivoirard, 1994)

le modéle de diffusion bigamma (Matheron, 1973b ; Hu, 1988)

modeles en tout ou rien : modéles en damier, processus autoduaux, gaussennes tronquées.



1. Modéle multigaussien

Le premier cas éudié est celui d une fonction aéatoire{Y(x), x I R deloi spatiale gaussienne
stationnaire, centrée et réduite : la densité de probabilité conjointe a priori d'un ensemble de vaeurs
{Y(X1),... Y(X,)} est entiérement caractérisée par lafonction de corrélation r (h) :

_ly’R‘ly
e 2

~ 1
WarYo) = o Jaa®)

oly' = (Yi,... Yn) & R est lamatrice de corréation de terme générique r (x; —x;) en lignei et colonnej.

Dans ce modele, la loi de probabilité conditionnelle d'une valeur est encore une gaussienne, de
moyenne égale au krigeage simple de cette valeur par les données conditionnantes et de variance égae
a la variance de krigeage associée (Journdl and Huijbregts, 1978 ; Rivoirard, 1994). Cette extréme
simplicité des lois conditionnelles explique la popul arité du modéle multigaussien. En contrepartie, les
réadisations de processus multigaussiens exhibent des caractéristiques spécifiques, notamment une
déstructuration des valeurs extrémes et un désordre dans |” agencement spatial des valeurs (cf. chapitre
introductif).

Figure 1.1 Réalisation d'un processus multigaussien dans le plan,
de corrélogramme exponentiel (représentation en niveaux de gris)

[1.1. Une donnée conditionnante

Examinons tout d’ abord ce qui se passe en présence d’ une seule donnée conditionnante, notée Y .
On cherche a déterminer la probabilité qu’une valeur Y, soit inférieure a un seuil y. On désigne par
r lacorrélation entre Yo et Y, et par r celle entre lesindicatrices [(Yo; y) et I(Y1; y). Ces corrélations
sont reliées par laformule (Matheron, 1975b) :

_ 9y’ 2 HpsO)° re

= (1.0
GWI[-GWM] g1 P

ou g et G sont les densités de probabilité standard et cumulée de laloi normale réduite
{H,,pT N} sont les polynémes d’ Hermite normés (Rivoirard, 1994).
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Les différents estimateurs S écrivent :

krigeage d'indicatrice : 1(Y,;y) S =rlI(y,;y) +(1- r)G(y)

. L o 1
krigeagee digionctif :1(Y,;y)“® = G(y) + & —IDHp.l(y)g(y)r PH, (Y1)

Pl
- 0
espérance conditionnelle : 1(Y,;y) -1 (‘)y¥ a(Yo, Y1) dyo :Ggey Y N
a(y,) g 1-r? o

En développant la densité conjointe g(Yo,y:) en polyndmes d’ Hermite normés, on s apercoit que
les expressions de |’ espérance conditionnelle et du krigeage digonctif sont identiques. Cette identité
n'est pas surprenante : les calculs ne font intervenir que les lois marginae et bivariable du couple
{Yo,Y1}, qui sont entiérement modélisées et prises en compte dans le krigeage digonctif et I’ espérance
conditionnelle. En revanche, le krigeage d'indicatrice fournit une estimation différente, a cause de la
codification de la donnée en indicatrice (variable binaire), ce qui implique une perte d information.

Lafigure 1.2 visualise I’ écart absolu entre krigeage d’indicatrice et espérance conditionnelle, pour
trois valeurs du coefficient de corrédation r . On observe que I’ estimation par krigeage d’indicatrice est
éloignée de I’ espérance conditionnelle lorsque la donnée est tres proche du seuil de coupure ou lorsque
ladonnée est extréme et le seuil médian. Une explication intuitive est que la codification en indicatrice
perd I'information de la distance entre la donnée et le seuil de coupure et suppose implicitement que la
donnée est “moyennement” éoignée de ce seuil.

donnée

03

0.25

02

015

01

0.05

donnée

-2 -15 -1 -05 0 a5 1 15 2
seuil

Figure 1.2. Ecart absolu entre krigeage d’ indicatrice et espérance conditionnelle
en fonction de la valeur du seuil de coupure et de la donnée conditionnante
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L’ amplitude de I’ erreur commise est d’ autant plus éevée que la donnée est corréée avec le site a
estimer. Par exemple, au point (y =0, yy = 0), I'écart vaut r / 2, soit 0.295 s r = 0.8. Cette remarque
montre que, s I’ effet de pépite est peu important, |’ estimation des lois conditionnelles par krigeage
d'indicatrices est fortement erronée lorsgue le site que I’on cherche a estimer est trés proche d'une
donnée. En conséguence, on peut mettre en doute la possibilité de réaliser un changement de support a
partir de la smulation de valeurs ponctuelles par la méthode sequentielle d’indicatrices sur une grille
trés dense, comme le recommandent certains auteurs (Deutsch and Journel, 1998 ; Glacken, 1997 ;
Journel, 1993).

[1.2. Deux données conditionnantes

Dans ce qui suit, lalettre grecque r désigne la corrélation entre valeurs gaussiennes, tandis que la
lettre latine r indique la corréation entre indicatrices. Les données sont indexées par 1 et 2, lavaleur a
simuler par 0. On obtient :

krigeage d'indicatrice

(Yo = =51 (0= 12 T20) 1(23Y) * (o0 - T2 Tio) 12301 + (- m)()
112 1

avec” i,jT {012}, o) a "'l(y)zrf‘ [Eq. (1.1)]
G G(Y)] g1 v

krigeage digonctif

Ime“%ﬂxw+é—%Hpuwmwnmwaﬁs

pl

N 1
ou [Hp(Yo)]KS = 2p [(rfo - errgO)Hp(yl)+(r go - rfzrlpo)Hp(yz)]
-l

espérance conditionnelle

yo 9_ Gal_ ro)Y-(N0= T12f 5) Ya- (rzo‘rlzrlo)YZ—

(Y1) = 6E
' g \/1-rlz'\/l'rlz'rlo'r20+2r12r20r10

Q H-

Si lacorréation r 1, entre données tend vers 1, on obtient les convergences suivantes :
Yi® Yo, Y Y)® I(Y,5y) Mg ® 1o, 1 ® L1 ® 1y

Si(r 20— 10) / (1 —r1 1) reste borné', on retrouve la situation précédente a une donnée égale a une
moyenne pondérée de Y; et Y, (lestermesen1 —rj; ou 1 — ry, se factorisent et se simplifient dans
I’expresson des estimateurs) : les deux données Y; et Y, deviennent totalement redondantes et ne
comptent plus que pour une donnée unique.

1 Ladémonstration est relativement aisée si |’ on suppose que (r ,— I 10) / (1 —r 1) tend vers une constante finie ; en réalité, le
résultat reste valide si ce quatient reste borné sans présenter nécessairement de limite (il suffit de manipuler des inégalités, au
lieu d' éguivaents). En revanche, lorsque le quotient tend vers I’infini, ce qui se produit avec des covariances trés réguliéres a
I’ origine, la convergence peut étre mise en défaut (considérer par exemple un site au milieu des données avec une covariance
gaussienne), bien qu’ elle soit toujours vraie en espérance.
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L’ expression des estimateurs dépend de six paramétres : les corrélations entre valeurs gaussiennes
I, I 10, I 20, €S valeurs conditionnantes y; et y, et le seuil y. Pour faciliter leur comparaison, nous
allons éudier quelques configurations éémentaires des sites {Xo, X1, Xo} associés a{Yo, Y1, Yo} :
répartition aux sommets d’ un triangle équilatéral ou sur une méme droite. L’ estimation porte sur deux
indicatrices cumulées, celles associées aux seuilsy = 0 (seuil médian) ety = 1 (seuil correspondant au
guantile de probabilité cumulée 84%). On suppose que la fonction aéatoire étudiée est isotrope, de
covariance exponentielle.

A) Triangle équilatéral

Xl-
e Xp
Xz ]

Les résultats sont présentés ci-dessous, sur rois graphiques correspondant a des niveaux de
corréation entre les valeurs de plus en plus faibles. A cause de I’ hypothése d'isotropie, les corrélations
entre deux valeurs sont égales: r 1, = 19 =r . Le krigeage d'indicatrice est constant dans chacun des
guadrants d' origine (y,y), tandis que I’ espérance conditionnelle prend des valeurs égales sur les droites
d éguation y; +y, = constante ; ceci explique les motifs qui se dessinent sur les graphiques.

seconde donnée

seconde donnée

IS

1) -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
premigre donnée premiére donnée

y=1 y=1

2 2
k| :
15 15
1 1 &
) 8
: :

nde donn
nde donn

2 15 a1 05 0 0.5 1 15 2 2 15 a1 05 0 0.5 1 15 2

premiére donnée premiére donnée

Figure 1.3. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)
et entre espérance conditionnelle et krigeage d’indicatrice (droite),
pour r 15 =t 19 =T » = 0.8 et deux seuils: y =0 (haut) et y = 1 (bas)
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Figure

Figure

seconde donnée
seconde donnée

-2 -15 -1 =05 0 05 1 15 2
premiére donnée

y=1

seconde donnée
seconde donnée

-2 -15 -1 05 0 a5 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2

premi¢re donnée premi¢re donnée

1.4. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)
et entre espérance conditionnelle et krigeage d’indicatrice (droite),
pour r 15 =t 19 =T » =0.5 et deux seuils: y =0 (haut) et y = 1 (bas)

-«
Il

=3
%
Il

o

seconde donnée
seconde donnée

LS

-2 -15 -1 =05 0 05 1 15 2
premiére donnée premiére donnée

-15 -1 =05 0 05 1 15

©

y=1 y=1

seconde donnée
seconde donnée

2 -1.3 -1 0.3 0 0.3 1 15 2 e -13 -1 -0.5 0 0.3 1 15

1.5. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)

et entre espérance conditionnelle et krigeage d’indicatrice (droite),
pour r 15 =t 19 =T » =0.2 et deux seuils: y =0 (haut) et y = 1 (bas)
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A titre indicatif, les résultats sont résumés par le calcul approché des quantités suivantes (tableau
1.1), ou I’ astérisque représente I’ un des deux estimateurs testés (krigeage digonctif ou d'indicatrice) :

écart absolu moyen : AI(Yq:y) - 1(Yq;y)5la(y,,y,)dy, dy,

racine de I’ écart quadraticue moyen : J@[I(Yo;y)* - 1Y) EC12 aly,,Y,) dy, dy,

En moyenne, I’ erreur absolue commise par le krigeage d’ indicatrice est tres supérieure acelle du
krigeage digonctif. La différence relative entre les performances des deux estimateurs S accentue
lorsgue les corrélations diminuent : le krigeage digonctif fournit une erreur absolue moyenne trois a
quatre fois plus faible lorsque le niveau de corrélation est élevé, et jusqu’a quarante fois plus faible
lorsgue le niveau de corrélation est bas.

Par ailleurs, les erreurs dues au krigeage d’ indicatrice sont élevées non seulement pour des valeurs
extrémes des données, mais auss lorsgue les données sont proches du seuil a estimer (figures 1.3 2 1.5
selon le quadrant dans lequel on se situe), une circonstance qui risque de se présenter fréquemment en
pratique. Au contraire, les erreurs les plus élevées du krigeage digonctif ont lieu lorsgue les données
conditionnantes prennent des valeurs extrémes, ce qui se produlit plus rarement.

krigeage krigeage
digonctif d'indicatrice
y=0 | y=1 | y=0 | y=1
ecart absolu 0.026 0.019 0.108 0.070
r,=08 _moyen
racine de " écart 0.044 0036 0134 | 0097
guadratique moyen
ecart absolu 0,008 0014 0085 | 0061
r,=05 _moyen.
recine de I’ ecart 0013 0021 0103 0.076
quadratique moyen
ecart absolu 0.001 0.004 0.040 0031
rp,=02 _moyen
racine de " écart 0.001 0.005 0.049 0038
quadratique moyen

Tableau 1.1. Satistiques approchées des écarts par rapport
a |’ espérance conditionnelle (sites en triangle équilatéral)

B) Sitesalignés: xo milieu de[X, X]
Une deuxiéme configuration a laguelle nous dlons porter intérét est celle ou le site a estimer se

trouve au milieu des deux données.

X, X X,

Les performances des deux estimateurs sont comparables a celles obtenues dans le cas du triangle
équilatéral. La supériorité relative du krigeage digonctif sur le krigeage d’ indicatrice s accentue quand
les corrélations sont faibles (cf. figures 1.6 a 1.8 et tableau 1.2).
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Figure 1.6. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)
et entre espérance conditionnelle et krigeage d’ indicatrice (droite),
pour r 15 =0.64,r 1o =T » =0.8 et deux seuils: y =0 (haut) et y = 1 (bas)
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Figure 1.7. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)
et entre espérance conditionnelle et krigeage d’indicatrice (droite),
pour r 15 =0.25,1 19 =T » =0.5 et deux seuils: y =0 (haut) et y = 1 (bas)
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seconde donnée

seconde donnée

Figure 1.8. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)

-15 -1 =05 0 05 1 15

premiére donnée

y=1

-1.3 -1 0.3 0 0.3 1 15

premi¢re donnée

seconde donnée

2 a5 a0 w5 0 05
premiére donnée

y=1

015

115 2 g

seconde donnée

-0.5 0 0.3

premi¢re donnée

et entre espérance conditionnelle et krigeage d’indicatrice (droite),
pour r 1, =0.04,r 10=r » =0.2 et deux seuils: y = 0 (haut) et y = 1 (bas)

krigeage krigeage
digonctif d'indicatrice
y=0 y=1 y=0 y=1
ecar:foab:r?'“ 0.051 0037 0117 0.074
= 0.8 o dy Ia T
raciné ae - ecar 0.073 0.061 0.156 0.115
quadratique moyen
ecart absolu 0.017 0.025 0.099 0.070
=05 . mgyel’”
racine de |’ écart
quedratique moyen | 0023 0.035 0.122 0.091
ecart absolu 0.001 0.005 0.045 0035
rp=0.2 _moyen.
racine de I"ecart 0.002 0,007 0056 | 0043
quadratique moyen ' ‘ ' '

Tableau 1.2 Satistiques approchées des écarts par rapport

a |’ espérance conditionnelle (sites alignés)
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C) Sitesalignés: x, milieu de[Xo, X1]
Latroisiéme et derniére situation qui sera analysée est celle ou le site a estimer et aligné avec les
données selon la configuration suivante :

X, X Xg

[ ]

Les résultats présentés ci-aprés montrent que le krigeage digonctif ne souffre aucune erreur. En
effet, la propriété d écran de la covariance exponentielle (Matheron, 1970 ; Rivoirard, 1984), implique
gue I’ espérance conditionnelle ne fait pas intervenir la vaeur de Y, : il y aindépendance entre Y, et
Y ; conditionnellement &Y ,. Quant au krigeage digonctif, les facteurs des lois bivariables (polynémes
d Hermite normés) possedent eux-aussi une covariance a décroissance exponentielle, de sorte que la
valeur Y, est totalement écrantée dans I’ estimation. Dans ces conditions, il n'est pas éonnant que le
krigeage digonctif coincide avec I’ espérance conditionnelle puisqu’ en définitive seule entre en compte
laloi bivariablede{Y,,Y}.

Toutefois cette circonstance ne se produit pas pour le krigeage d'indicatrice, car le corré ogramme
de I'indicatrice n’est plus une exponentielle décroissante, ce qui leve I'effet d écran. L’ estimation
dépend donc de la premiere donnée, ou plus exactement de la position de sa vaeur par rapport au seuil
de coupure.
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seconde donnée
seconde donnée

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 i - - -05 0.5
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!
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©
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Figure 1.9. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)

et entre espérance conditionnelle et krigeage d’indicatrice (droite),
pour r 10=0.64,r 1, =1 x =0.8 et deux seuils: y =0 (haut) et y = 1 (bas)
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Figure 1.10. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)
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Figure 1.11. Ecart absolu entre espérance conditionnelle et krigeage digonctif (gauche)
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pour r 10=0.04,r 1, =r  =0.2 et deux seuils: y =0 (haut) et y = 1 (bas)
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krigeage krigeage
digonctif d’indicatrice
y=0 y=1 y=0 y=1
ecart absolu 0,000 0,000 0123 | 0079
r,=08 _moyen.
racine de " écart 0.000 0.000 0144 | 0101
quadratique moyen
ecart absolu 0,000 0,000 0085 | 0059
r,=05 . mgyel’”
racine de |’ écart
quadratique moyen 0.000 0.000 0.100 0.070
ecart absolu 0,000 0,000 0034 | 0026
rp=02 _moyen
racine de " écart 0.000 0.000 0041 | 0031
quadratique moyen
Tableau 1.3. Satistiques approchées des écarts par rapport
a |’ espérance conditionnelle (sites alignés)
[11. Modéle mosaique

L e deuxiéme modéle que nous alons examiner est celui d’ une fonction aléatoire de loi mosaique
(Matheron, 1982 ; Rivoirard, 1994) : I’ espace est partitionné en cellules aléatoires de loi stationnaire ;
dans chacune de ces cellules, la fonction aéatoire prend une valeur constante indépendante des valeurs

des autres cellules.

Une particularité de ce modéle est que la covariance de toute fonction de Y (x) est proportionnelle
aun unique corrélogramme r (h), qui mesure la probabilité que deux sites séparés de h soient dans la
méme cellule. Par suite, les indicatrices sont autokrigeables et le krigeage d indicatrices coincide avec
le krigeage digonctif, puisque ce dernier équivaut a un cokrigeage complet de toutes les indicatrices
(Rivoirard, 1994). Le krigeage d’indicatrices apparait comme la technique d’ estimation implicitement

associ ée au modéle mosaique.
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[11.1. Une donnée conditionnante

Soient r e coefficient de corrélation entre ladonnée Y, et lavaleur aestimer Y, et F(.) lafonction
de répartition de la loi marginae de Y (x). Les différents estimateurs (krigeage d'indicatrice, krigeage
digonctif et espérance conditionnelle) sont identiques :

(Yo W) S =1(Ye;¥)KP =1(Yq ;) =1 I(y,;y) + L- 1) F(y).

La connaissance du seul paramétre r équivaut a spécifier la loi bivariable entiére, ce qui suffit a
calculer I" estimateur optimal.

[11.2. Deux données conditionnantes

Soient x; et X, les localisations des données Y, et Y, et X, celle de la valeur Y, a estimer. Les
estimateurs du krigeage d’indicatrice et krigeage digonctif sont identiques :

(Yo ¥) S =1(Y,;y) P

1 F+r (1.2
[ (ro- T2 20) (Y13 Y) +(F o - T 12T 10) I(Y25 W) + (L- ——2)F(y)
1-r5, 1+r1y,

L’expression de I’ espérance conditionnelle fait intervenir la loi trivariable entre les deux vaeurs
conditionnantes et la valeur a estimer. Pour expliciter les parametres de cette loi, nous adopterons la
convention suivante, ou la virgule indique un changement de cellule :

P12 : probabilité que x; et x, soient dans la méme cellule et X, dans une cellule différente
P20 probabilité que x4, X, et X, soient dans trois cellules différentes

Pour des raisons de compatibilité mathématique, on doit avoir :
1 P20+ P12o +Pro2 ¥ P01+ Pro =1
|
i T12 = P1zo P10
[
i T10 = P1g2 TP120
{ I'20 = Po2g1 P12
Par rapport alaloi bivariable, il suffit de spécifier un parametre supplémentaire, par exemple pioo
(fonction des locdisations de Xi, X, €t X), pour connaitre la loi trivariable. Pour calculer I’ espérance
conditionnelle, on distingue les différents cas:

S X, €t X, sont dans laméme cellule, ce qui se produit avec la probabilitér ;»

1(Yy:Y) £C =ri[p120 1(Y15Y) + P10 F(Y)] = i[plzo 1(Y, 3 Y) +Prao F(Y)] 13

12 12

S X3 & X, sont dans des cellules distinctes, ce qui se produit avec la probabilité 1 —r i,

1(Yo;y)E° 2%[[310’2 1(Y13Y) P21 (Y2:Y) + Proo F(Y)] (1.4

12
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Considérant en outre que Y (X) est une variable aloi marginale absolument continue (gaussienne,
par exemple), |’ appartenance de deux sites a une méme cellule est synonyme d égalité des vaeurs
associées: la probabilité que deux cellules distinctes aient la méme valeur est nulle.

111.2.1. Mosaique de Poisson

Dans cette section, nous allons considérer la mosaique de Poisson (Miles, 1961, 1974 ; Matheron,
1975a) valuée selon une distribution gaussienne réduite (moyenne 0, variance 1) dans I’ espace a deux
dimensions. Le corrélogramme, qui représente la probabilité que deux sites soient dans la méme cellule
de lamosaique en fonction de la s&paration entre ces sites, est une fonction exponentielle :

r(h)=exp(-21 |h))
oul est ladensité du réseau de droites poissoniennes définissant la mosaique.

Plus généralement, la probabilité qu’ un domaine borné convexe X soit inclus dans une cellule est
liée & son périmétre P(X) par laformule :

Prob(X i 1celule) =exp (-1 P(X)).

Pour faciliter la comparaison avec le cas multigaussien, les résultats sont présentés selon la méme
échele de gris. Lesvaleurs inscrites sur les diagonal es des graphi ques correspondent au cas oul les deux
données sont égales (qui se produit avec une probabilité non nulle).

A) Triangle équilatéral
X, »
oXg
X,

La probabilité que les trois sites se trouvent dans la méme cellule est p1oo = exp (- 31 a), ou a est
la longueur du coté du triangle équilatéral. Cette relation permet de déterminer toutes les probabilités
trivariables :

Proo=Xp(- 3l @) =(r 12)3/2
Pioo =exp(- 21 a)- exp(- 3l a)

i
-.-
i
| Puoz =exp(-21 @) - exp(- 3l a)
i Pogz =exp(-2l a)- exp(-3l a)
I
|

Proo =1- 3exp(- 21 a) +2exp(- 31 a)

Les résultats (figure 1.13) seront commentés ultérieurement.
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Figure 1.13. Ecart absolu entre krigeage
d'indicatrice et espérance conditionnelle

B) Sitesalignés: x, milieu de[x1,X]

X, X X,

Les deux données jouent des roles symétriques. Laloi trivariable est déterminée par la donnée de
P120 = O (les cellules de la mosaique poissonienne sont convexes) :

_ _ 2
plz,o —1+r12 T Ty —(1' r20)
_ _ 2
Pazo =T 12 =( 2)
Pigz2 =F10 - T2 =T 50 (L- 1 5)

Poo1 =T 20" M2 =T 50 (L= T )
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Commentaires sur les situations A) et B)
1) Seulsdeux critéres interviennent dans les graphiques précédents :
(i) appartenance ou non des données conditionnantes ala méme cellule
(i) position des valeurs des données par rapport au seuil a estimer.
A cause du caractére mosaique du processus, on avu que I’ espérance conditionnelle ne prend pas
en compte les valeurs des données elles-mémes, mais seulement leur éventuelle égalité (i) et les
indicatrices associées a ces données (ii). Pour sa part, par construction, le krigeage d’ indicatrice ne

considére que la propriété (ii). En particulier, aucun des estimateurs ne dépend de la proximité des
valeurs conditionnantes par rapport au seuil considéré.
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2

3

4)

Dans le cas B), le krigeage d'indicatrice ne prend pas en compte la convexité des cellules de la
mosaique et s écarte de |’ espérance conditionnelle lorsque les données sont égales ; I’ écart est
d autant plus important que les corrélations sont faibles : le krigeage d’ indicatrice se rapproche de
I’ espérance a priori, tandis que la propriété de convexité fournit la valeur exacte du site xo. Une
Situation analogue se produit dans le cas A).

Lorsque le seuil de coupure est médian (y = 0) et que les données sont situées de part et d’ autre de
ce seuil, I'écart entre le krigeage d'indicatrice et |’ espérance conditionnelle est nul : ces deux
estimateurs fournissent en effet une estimation égale a 0.5 (cette Situation correspond aux deux
guadrants de |’ anti-diagonal e des graphiques associés au seuil nul).

Bien que laloi marginale soit la méme que dans le cadre multigaussien, les écarts entre espérance
conditionnelle et krigeage d'indicatrice sont moindres lorsgue les corrélations sont éevées (cf.
tableau 1.4). Cependant, si les corréations sont faibles, le krigeage d’indicatrice est a peine meilleur
que dans le cas multigaussien et ses résultats sont moins bons que ceux du krigeage digonctif
bigaussien.

stesen triangle . o
&qilatéral sites alignés
y=0 y=1 y=0 y=1
ecar:foabesr?'“ 0.005 0,003 0016 | 0011
r0=08 racinedsél’écart
quecratiquemoyen | 0007 0.005 0.021 0.015
ecart absolu 0.020 0015 0050 | 0036
0= 0.5 - moyer,],
racine de " écart 0.025 0018 0.065 0.047
quadratique moyen
ecar;foabesr?'“ 0.023 0.016 0.025 0.018
=02 racinedZ:l’écart
: 0.031 0.023 0.064 0.047
guadratique moyen

Tableau 1.4. Satistiques des écarts entre le krigeage
d'indicatrice et |’ espérance conditionnelle

C) Sitesalignés: x, milieu de[Xq,X1]

Dans ce cas, la probabilité que x; et X, soient dans la méme cellule et x, soit en dehors est nulle

(convexité des cellules) : py> = 0. On en déduit :

1 P12 =T 10

| _

| P20 =12~ To
| _

7T P20t =T20-T10

{ Prao=1+T0-T1p- Ty
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En utilisant lardation r 1o =r 15 I 5, ON trouve que les trois estimateurs coincident :

(Yo ¥) S = 1Yo 59) P = 1Yo 5y) 5 =1 0 1(y, ) + (L- 1 0) F(Y).

La covariance exponentielle implique un effet d’écran de x, sur x;. En conséguence, seule la loi
bivariable entre X, et x, entre en jeu dans |’ espérance conditionnelle, ce qui explique I identité avec le
krigeage digonctif, donc auss le krigeage d’ indicatrice.

111.2.2. Mosaique des feuilles mortes

Le second modele que nous alons éudier est la mosaique des feuilles mortes (Matheron, 1968a ;
Jeulin, 1997). Dans ce modéle, des points poissoniens ou “germes’ apparai ssent au cours du temps, en
chacun desquels est implanté une forme géométrique A de valuation constante (grain primaire). Les
grains nouveaux sont cachés par les grains plus anciens. Le procédé de construction s arréte dés que le
domaine est entiérement recouvert ; on obtient alors une mosaique dans laguelle la probabilité que
deux sites x et X + h soient dans la méme cdlule est :

rh)=— )
2K(0)- K(h)

ou K(h) est le covariogramme géométrique du grain primaire A, ¢’ est-a-dire le volume moyen entre le
grain primaire et le méme grain trandaté du vecteur h (Matheron, 1965 ; Serra, 1982).

Plus généralement, la probabilité qu’un compact K soit inclus dans une cellule est donnée par la
formule (Matheron, 19684) :

Prob(K | 1 cellule) = SUAOKD
E(AAK))
ol K estletransposé du compact K (image de K par une symétrie de centre I’ origine)
O et A désignent les opérations d’ érosion et de dilatation respectivement
| D | représente la mesure du domaine D.

Pour éviter une grande complexité mathématique, nous n’alons considérer que le cas ou les trois
sites {xo,X1,X2} sont alignés et ou les grains primaires sont tels que le corrélogramme de la mosaique
soit une exponentielle décroissante, soit r (h) = exp(- |h|). D’ aprés Matheron (1986), cette circonstance
se produit dans I’ espace a une dimension si les feuilles sont des segments al éatoires de covariogramme
géométrique :

_ 4exp(- |h])

0= Lrexp(- |

La valuation des grains primaires est supposée gaussienne, ce qui assure que la loi marginale du
processus est également gaussienne. Le covariogramme géométrique est lié alafonction de répartition
delaloi en longueur des segments par :

é1- exp(- )

" 030, F(f) =1+ K§r) = .
A T
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A) Sitesalignés: x, milieu de[x,X]

X, X X,

Notons 2L la longueur séparant x; €t X,. Les paramétres des lois bivariable et trivariable sont liés a
cette longueur par les relations suivantes :

I (B Coo K@Y e g _2eta+el)
10 V2= v Pip = =l 10 © P1o = 0 T
2K(0) - K(L) 2K(0) - K(2L) 1+e)((3-€e7)
n ¥=1
“.;i
i i
[ .8 2 J'E
ag,__!." 1 :
[premLTE ¢ danrsy e Sl
&
| &
% i
E &
n _E % R
o )
I jEcint dimtc I premie didmés I
B‘f 1
1 far:'s‘
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Figure 1.15. Ecart absolu entre krigeage
d'indicatrice et espérance conditionnelle
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Démonstration de I’ expression delaloi trivariable

La probabilité que les trois sites soient dans la méme cellule de la mosaique est |e rapport entre les deux quantités
suivantes :

\-'¥ \+

E(ACK]) = @, (¢~ 2L)dF() :-QL¥ [F()- [df =K (2L)

E(AAK = QL 30dF(0) + Q‘* (2L + 1) dF(0)

={3LF(L)- 3(5 F(0)de} - {3LIF(L) - 1] + d¥ [F(0) - 1d¢}

=3LF(L) - 3[L+K(L)- K(0)] - 3L[F(L) - 1] + K(L)
=3K(0) - 2K(L)

On trouve finalement |’ expression annoncée:

_ K(2L) _ 2e?t@1+el)
P20 = 3K(0)- 2K  @+e)@E-eh)

B) Sitesalignés: x, milieu de[Xq,X1]

X, X, Xp

Soit 2L la longueur entre X, et X;.

Par rapport & la situation précédente, la probabilité que les trois sites soient contenus dans la méme
feuille est inchangée, tandis que les corréations entre valeurs sont :

r,, = —Letr :&:r2
2% 2K(0)- K(L) Y 2K(0)- K(2L) 1

2

Contrairement & la mosaique de Poisson, |’ espérance conditionnelle ne bénéficie pasde la propriété
markovienne et dépend de la donnée Y ;. Le krigeage d’ indicatrice reste indépendant de cette donnée.
Par conséquent, il existera un écart non nul entre les deux estimateurs.

Pour chaque configuration étudiée, I’ écart le plus important se produit lorsgque la corrélation entre
valeursest intermédiaire (r », = 0.5). Lorsque X, est le milieu de [X1,X5], on note une |égére améioration
par rapport au cas de la mosaique de Poisson, bien que les ordres de grandeur des écarts soient
similaires (tableau 1.5). Cette amélioration est toutefois compenseée par la détérioration qui se produit
lorsgue X, est le milieu de [Xq,X;], Situation pour laquelle | écart n’est plus nul.
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Figure 1.16. Ecart absolu entre krigeage d’ indicatrice et espérance conditionnelle

Xo Milieu de [ Xq,X5] X, milieu de[ Xo,X4]
y=0 y=1 y=0 y=1
ecart absolu 0014 0,010 0001 | 0001
r=0.8 _moyen
recine de |’ ecart 0019 0014 0.002 0.002
guadratique moyen
ecart absolu 0.040 0.029 0010 | 0007
o= 0.5 - moye',‘],
racine de " écart 0.052 0038 0012 0.009
guadratique moyen
ecart absolu 0.018 0.013 0.007 0.005
Fp=02 _moyen
recine de I ecart 0.046 0033 0.010 0.007
quadratique moyen

Tableau 1.5. Satistiques des écarts entre le krigeage d’ indicatrice et I espérance conditionnelle
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[11.2.3. Conclusions

De la comparaison des résultats précédents avec ceux obtenus dans le cadre multigaussien, on tire
la conclusion qualitative suivante : le krigeage d’indicatrice gagne en précision lorsque |’ on passe du
modéle de diffusion au modéle mosaique (dans ce dernier cas, la covariance dindicatrice réussit a
modéliser laloi bivariable entiére) ; au contraire, le krigeage digonctif gagne en précision lorsgue I’ on
passe du modéle mosaique au modée de diffusion.

On est alors enclin a penser que la simulation séquentielle d'indicatrices est un agorithme adapté
au modéle mosaique, tout comme le krigeage d’indicatrices est implicitement associé & ce modéle?.
Cette réflexion souleve la question suivante : a quelle condition est-il possible d’avoir coincidence
entre le krigeage d'une indicatrice et son espérance conditionnelle ? Une condition nécessaire est que
les résultats du krigeage de I’ indi catrice soient toujours compris entre O et 1, ce qui congtitue d’ ores et
déja une circonstance rarissme car €elle interdit la possibilité d’ obtenir des pondérateurs de krigeage
négatifs.

Une telle condition n’est réalisable que dans I’ espace unidimensionnel et pour certaines fonctions
de covariance® telle la covariance exponentielle (Matheron, 1986). Or, méme dans ce cas de figure, il
N’ est pas possible d’ obtenir n’importe quel modele de mosaique. En témoigne la mosaique des feuilles
mortes unidimensionnelle & covariance exponentielle : comme on a pu le vérifier avec I’ exemple de
trois sites aligneés, elle ne correspond a aucune séquence de simulation. Une exception notable est
fournie par la mosaique de Poisson, laquelle correspond a une simulation ségquentielle d’indicatrices en
ordre régulier, indépendamment du nombre de données conditionnantes, a cause de I’ effet d’ écran
exercé par la covariance exponentielle.

Lorsque la covariance de la mosaique est une exponentielle décroissante et que le site X, a smuler
est au milieu de deux sites de données { x;,X,}, un calcul basé sur les équations (1.2) a (1.4) montre que
le krigeage d'indicatrice coincide avec I’ espérance conditionnelle a ces deux données si et seulement
s laloi trivariable est définie par :

gy

P120 = .
1+r,,

Cette loi differe de celles associées aux mosaiques de Poisson et des feuilles mortes ; nous en
donnerons une interprétation par un modele de recouvrement au chapitre suivant. Signalons que les
compartiments d’ une telle mosaique ne sont pas convexes, puisquel’on a:

3/2 1/242
2r " _ (-1

= >0desqueO<rq, <l
1+r, 7 1+r, a 1

P20 =T 12 -

2 Hors du cadre mosaique, la simulation séquentielle d’ indicatrices i’ a aucune chance de fournir une image exacte du modéle
de fonction aéatoire considéré, puisque le krigeage d'indicatrices qu’'elle met en jeu ne coincide jamais avec le krigeage
digonctif (Matheron, 1982), ni a fortiori avec |’ espérance conditionnelle.

3 Une conséquence est que dans I’ espace multidimensionnel la simulation séquentielle d indicatrices ne correspond & aucun

modéle de fonction aéatoire a loi marginale absolument continue, quelle que soit la covariance choisie (hormis, bien sir,
I effet de pépite pur).
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V. Modéebigamma

Les fonctions al éatoires précédemment étudiées sont de loi marginale gaussienne, ce qui implique
notamment une symétrie de la structuration spatiale de leurs indicatrices par rapport au seuil médian. |1
existe des processus qui S appuient sur des lois marginales non gaussiennes et pour lesquels il est
possible de former |e krigeage digonctif ; nous prendrons I'illustration des processus isofactoriels a loi
marginale gamma (Matheron, 1973b ; Hu, 1988).

Laloi gamma dépend d'un paramétre positif, noté a, et présente une dissymétrie d’ autant plus
importante que ce parametre est proche de zéro. Laloi isofactorielle bigamma est une extension de la
loi bigaussienne, qui apparait comme un cas limite lorsque a tend vers I'infini. Les facteurs de la loi
bigamma sont |es polyndmes de Laguerre normésd ordrea définis par laformule de Rodrigues (Chiles
and Ddlfiner, 1999) :

Ga) 1 d®P

-y, pra-l
GprnGap ey i )

" pl N, L‘Z(Y)=\/

Dans cette section, nous allons considérer un processus bigamma particulier, a savoir une fonction
aéatoire dediffusion (Lantugoul, 1984 ; Matheron, 1983, 1984b; Hu, 1988) le long de I’ axe temporel.
Un tel processus est markovien : connaissant la valeur présente du processus, les valeurs futures ne
dépendent pas des vaeurs passées. Les fonctions de covariance des facteurs sont toutes des fonctions a
décroissance exponentielle. Pour s éoigner du cas multigaussien, on fixe le paramétre a de la loi
gamma égal a0.5.

valeur
w

coordonnée

Figure 1.17. Réalisation d’ un processus de diffusion gamma (a = 0.5)

IV.1. Une donnée conditionnante

Le krigeage d'indicatrice s écrit classiquement :

(Yo ) =rl(y,;y) +(@- N, (y)
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_oafZily) o L3a?

- P, of. équation (1.1
FOL-RoNS  p S ewaon (D

fo(y)=——exp(-y)y®* : densité delaloi gammade paramétrea

G( )

Fa(y) : fonction de répartition associée.

Le krigeage digonctif et I espérance conditionnelle sont identiques :

1Yoy EC_'(YO y)<P =

S 7Q fa VoY) g (15)

Dans cette expression, f,(Yo,y1) est ladensité bivariable du couple {Y,,Y 1} ; sous forme analytique
(Hu, 1988) :

(a 1)/2

& Yoty 08,0Y:0 (; YoYif
exp : = 2—_
G(a)(l r g 1-r Z}S r g 8 1-r 5

fa(Yo,Y1) =

our estle coefficient de corrélation entre Y, et Y, et ou |,., est la fonction de Bessal modifiée de
premiére espece, définie par (Abramowitz and Stegun, 1972) :

,La-1 +¥ l Zp

&0
| =89 3 __1 &0
=10 8 hiGa+p iz

Les estimateurs (1.5) s obtiennent par intégration numérique. |l est aussi possible de développer la
densité bivariable en polyndmes de Laguerre normés d' ordrea {L,,p| N} :

fa (Yo, Y1) =fa (Vo) fa (YDIL+A 1P L5 (Yo) L (Yy)]

p1

et d intégrer terme aterme, ce qui donne, aprés quelques calculs :

(Yo y) 5 = 1Yo )P =R (y) +@ 1P \Efaﬂ(y) L33 (L5 (yy)

p*1

Les écarts les plus importants entre le krigeage d’indicatrice et I’ espérance conditionnelle ont lieu
lorsque la valeur de la donnée est proche du seuil de I’'indicatrice a estimer ; ils s accroissent auss
avec le niveau de corrélation entre la donnée et la valeur inconnue (figure 1.18). L’amplitude des
écarts est du méme ordre de grandeur que dans le cas multigaussien (figure 1.2). La commodité de
manipulation des indicatrices, avancée par certains auteurs comme un avantage décisif du krigeage
d'indicatrices et autres méthodes “non paramétriques’ (Isaaks, 1984 ; Journel, 1983, 1984), ne résout
pas la difficulté due a la dissymétrie de la distribution marginale, en ce sens qu’ elle n"améliore pas la
précision des estimations.
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Figure 1.18. Ecart absolu entre krigeage d' indicatrice et espérance conditionnelle
en fonction de la valeur du seuil de coupure et de la donnée conditionnante

|V.2. Deux données conditionnantes

On décide de n’ éudier qu’ un seuil de coupure, égal a0.5; cette valeur coincide avec la moyenne
delaloi marginae.

A) Sitesalignés: xo milieu de[X, X]

X Xp X,

Compte tenu de la propriété markovienne, laloi de Y; conditionnée par Yo et Y, est égale alaloi
de Y, conditionnée par Y, S0it :

fa(Yi:Yo0.Y5) fa (Yo, ¥1)
fa(YilYo,Y2) === (Y Yo) == ——
R VT2 B A ()
ce qui donne I’ expression de la dengité trivariable :
f YL (Yoo
INUBMDE Vo ;/1)(y §y° Ya) (1.6)
a 0
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L’ espérance conditionndle del’indicatrice associée alavaleur Y, est donc :

) a(Y1:Y0,Y2)dy,

1
1(Yo:y)™ =————=Q f
° fa(yoys) @

Le calcul numérique de cette expression est délicat. Un moyen efficace consiste a développer la densité bivariable
sous laforme d’ un mélange poissonien de lois gamma (Matheron, 1983 ; Lantuéjoul, 1984) :

€t Gyg =hyolyg-

p° 0 : 10

p
_ 1
fa(Yoyy) =fa(y)e ™" 601 %hmfma(hm Yo) avec hy = 1

fa(Yo.Y2) =fa(y,)e ™2 601 (qu y2) ——=—hyfg.a(hynYo) avec hy = - €t Oy =hyl -

9?0 2

On obtient alors |’ expression de I’ espérance conditionnelle sous la forme d' une série dont le calcul est plus précis
qu’une intégration numérique de la densité trivariable :

EC Me Gi0¥1™ oY é (G Y)” (@xy2)?! v hi5? h3? Glp+a+a)f g (hyo)dyo
fa(yny,) oo PIAP+a) q!G(q+a) Q hprara-t

_G@)faly)falys) & QoY %Yo a (G0 Y1)® (dzY2)* hic"h%* Ap+q +a) Fyugia (hY)
fa(y1.y2) naeo PIG(P+a) q!Gq +a) hPrara
= (ri2y1 yz)(a- D12 g hoVrhi Py o (GoY1)" (AnY2)* h'a hg'a G(p+q+ 2)Fyuqia(hY)
hiola-1(2NoT 12 Y1 Y2) ppo P'AP+2) AG(q+a) hPraa

(Yo, Y)

ot I’onaposé hy, = 1% eth=hy+hy-1.
12

Bien qu'elle comporte une double sommation, la série précédente converge plus rapidement que celle obtenue
par développement de la densité trivariable en polynémes de Laguerre et intégration terme a terme. L’ expression se
simplifie encore si I'on écrit :

L riolz h1oN 2
(L-rp)A-ry) h, 82 NN 12Y1Y2

de sorte que

3«121 iz Mo lVa oz Mo)Ya - g (h1g G Y1) (hpg Oy ¥2)° Qp+q+a)k +q+a(hy)
l.-1(2a;) po PIGP+a) q!Gqg+a) hP*a

|(YOvY)

Le krigeage digonctif met en jeu un développement en polynémes de Laguerre d’ ordre a normés
{L,2,pT N} et lekrigeage simple de chacun de ces polyndmes :

1(Yo;9)® =F,(v)+@ \/; a1 (V) LT L (Y

p°1

oUl [L2 (Y)]*S =

1
2p [(r fo' I’le‘ go) L?)(yl)"'(r F2)0' rlpzrfo)l-%(yz)]-
- 12

Enfin, le krigeage d' indicatrice s écrit sous laforme :

1(Yo:y)" =

(0~ T Tao) (Y23 Y) * (10 - TraTio) 1Y 5¥)] + (1~ 2 X o l0ye (y) @)

12 T
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Sur la figure 1.19, on observe que le krigeage d'indicatrice et le krigeage digonctif s écartent
davantage de |'espérance conditionnelle quand le niveau de corrélation est élevé. Cependant, le
krigeage digonctif constitue une bien meilleure approximation de I’ espérance conditionnelle que le
krigeage d'indicatrice, dont les écarts sont importants dés lors que les valeurs des deux données sont
situées du méme coté du seuil a estimer et proches de ce seuil. La prise en compte du comportement
conjoint des indicatrices par une modélisation de la loi bivariable entiére améiore considérablement
les estimations ; chercher un agorithme non paramétrique qui ignore une grande partie de cette loi
bivariable conduit a des résultats grossiers.

Il est certain qu' une modélisation au-dela de la loi bivariable améiorerait encore la performance
de I’ estimateur. Une comparaison des résultats relatifs aux krigeage digonctif et d’indicatrice montre
cependant que le gain principal S opére au niveau de la loi bivariable, plus qu'il ne serait possible
d obtenir al’aide de lois d’ ordre supérieur.
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Figure 1.19. Ecart absolu entre krigeage digonctif et espérance conditionnelle
(gauche) et entre krigeage d’indicatrice et espérance conditionnelle
(droite), pour troisvaleurs du coefficient de corrélationr 14
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Le tableau 1.6 fournit des statistiques approchées par calcul numérique des écarts par rapport a
I’ espérance conditionnelle. Les valeurs sur les axes de coordonnées (une donnée nulle, correspondant
a une densité de probabilité infinie) ont été négligées dans le calcul, ce qui, au vu des graphiques
précédents, favorise le krigeage d’indicatrice.

krigeage krigeage
digonctif d'indicatrice
ecargoabe}]’o'“ 0.027 0.072
o= 0.8 - Yy —
racine de I’ écart 0.040 0.113
quadratique moyen ’ '
Seart absolu 0.014 0.056
o= 0.5 - Oya:],
racine de I’ écart 0.020 0.085
guadratique moyen ' '
écart absolu
C on moyen 0.003 0.024
o= racine de I’ écart 0,005 0,037
guadratique moyen ' '

Tableau 1.6. Satistiques approchées des écarts
par rapport a |’ espérance conditionnelle

B) Sitesalignés: x, milieu de[Xo,X1]

Du fait de la propriété markovienne, I’ espérance conditionnelle en x, ne dépend pas de la valeur
au site x; et coincide avec le krigeage digonctif

1 1
) fa (Y12 Y o) dyg = O falyz:Yo)dyo -

1Y ; EC = (Y : Kb—- -
(oiy) Yoi¥) fa(y1’Y2)Q fo(y2)

L’ expression du krigeage d'indicatrice est quant a elle inchangée [Eq. (1.7)].

Bien que I’ une des données soit écrantée, le krigeage d' indicatrice fournit une précision du méme
ordre de grandeur que pour la configuration précédente, comme I’'indiquent la figure et le tableau ci-

apres.

=08 =05 =02
ecart absolu 0,079 0.047 0,017
moyen
racine de I ecart 0112 0.068 0.026
guadratique moyen

Tableau 1.7. Satistiques approchées des écarts entre
krigeage d'indicatrice et espérance conditionnelle
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Figure 1.20. Ecart absolu entre krigeage d’ indicatrice et espérance
conditionnelle, pour trois valeurs du coefficient de corréation r 1,

V. Fonctions aléatoir es en tout ou rien

On sintéresse a présent a des fonctions aéatoires binaires (a valeurs 0 ou 1), qui peuvent étre
représentées par une fonction indicatrice. Le krigeage de I'indicatrice coincide avec son krigeage
digonctif puisque la loi bivariable est entierement caractérisée par la fonction de covariance de
I"unique indicatrice. Le résultat est égal a I’ espérance conditionnelle dans le cas d'une seule donnée
conditionnante, car tous les estimateurs ne mettent en jeu que laloi bivariable entre la donnée (Y,) et
lavaleur aestimer (Yo):

YoEC :YOKD =Y0KI =1 Yy + (- 1) E(Y).

Désormais, seules seront étudiées les situations avec deux ou trois données conditionnantes.

V.1. Fonctions aléatoires en damier

Considérons deux modéles particuliers de fonctions aéatoires binaires (d’ apres Ch. Lantugoul) :

() Dans le plan, on construit deux réseaux de droites (I’un vertical, 'autre horizontal) séparées par
des distances exponentielles indépendantes de moyenne a. On obtient une partition du plan en
rectangles, que I’ on value indépendamment a 0 ou 1 avec la méme probabilité 1/2. On peut voir ce
modéle comme un cas particulier de mosaique de Poisson, associée a un processus poissonien de
densité anisotrope (concentrée le long des axes de coordonnées).
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(b) Méme situation sauf que les droites sont séparées par des distances exponentielles de moyenne 2a,
tandis que les vauations des rectangles sont aternativement misesa 0 ou 1.

Figure 1.21. Réalisations de modeles en “ damier”

Ces deux fonctions aéatoires ont en commun la loi marginale (loi & deux atomes, O et 1, avec la
méme probabilité) ains que les lois bivariable et trivariable. Leur différence se note seulement a partir
de la loi quadrivariable. En effet, sagissant de fonctions aléatoires hinaires, la loi bivariable est
caractérisée par la fonction de covariance ; en outre, la propriété d autodualité” implique que la loi
trivariable (et plus généralement, la loi d ordre 2p+1) se déduit de la loi bivariable (loi d’ ordre 2p).
Nous alons démontrer |’ identité des fonctions de covariance, ce qui établirale résultat annonceé.

Processus (a)

En utilisant la propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle, on peut exprimer la probabilité que deux
sites séparés de h = (hy,h,) se trouvent dans le méme rectangle :

[hy 410y
a

¥ U ¥ RY _ .
r(h)= gﬂ/a e“du sza eVdv =exp( ).

4 Un ensemble fermé aléatoire (représenté par une fonction indicatrice) est autodual s'il admet la méme loi spatiale que la
fermeture de son complémentaire, c'est-a-dire si I'on peut échanger les valeurs 0 et 1 sans modifier la loi spatiale. Cette
propriété implique en particulier que les proportions de O et de 1 sont égales. Laformule de Poincaré s écrit sous laforme:

2p+l 2 g+1 2 g+1 ) 2p+l
Prob | JA;1= @ Prob[A;]- @ Prob[A;[|A]+...+ (- D** Prob[ () A(]
=t i=1 i,j=1 iz
it
ou A; est un événement qui se référe au site x; (appartenance ou non a |’ ensemble aléatoire). Or, I"hypothése d autodualité
implique, en notant A;° I’ événement complémentaire de A; :

2p+l 2p+l 2p+l
Prob () A;]=Prob[ (") Af] =1- Prob[ | J A;]
il i=1 i=1
d'ou
2ptl 2gh 2pt
2Prob[ | J Ai1= @ Prob[A;]- g Prob[A;()A]+..+1
i=1 i=1 :ijlil
ce qui permet d’ exprimer les caractéristiques de laloi a (2p+1) variables al’ aide seulement de caractéristiques de laloi a (2p)
variables.
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Cettefonction r (h) est le corrélogramme de la fonction al éatoire construite, puisque sa covariance est :

[hyl+[h|

cov[Y(x+h),Y(x)]=r (h)" C(0)+[1- r (h)] 0=%a<p( 3

).

Processus (b)

Deux sites distants de h = (hy,h,) ont la méme valeur si les nombres de droites horizontales et verticales qui les
séparent ont méme parité, ce qui se produit avec la probabilité

fhy = 3 e 2 Aml2a)® 5 (n,| 22" | 3 3 (| 28)7 52 (hgl/22)
b0 (2p)! (29)! s (2p +1)! (2q+1)!
Al e Jnd el
=e 22 ch(|h,|/2a)e 22 ch(lh,|/2a) +e % sh(|h,|/2a)e 22 sh(]h, |/23)

_Iny _Ihgl hi bl

=2are )are )+z(-e )e ")

11 [hy|+]h,]|
=+t -—-ep(- ——=—
5t3 p( a )

On a utilisé le fait que les nombres de droites horizontales et verticales entre les deux sites suivent des lois de
Poisson de paramétres respectifs | h, |/ 2a et | h, |/ 2a. Par suite, on a :

LY (+ )Y ()] = Probl Y (69 =1 P(h) = P(h)

cov[Y (x+h),Y ()] :%p(h)_ %:%e(p ‘ [hy I”{;Ih2 I)
r (h)=corr[Y (x+h),Y(x)] =2P(h)- 1=exp(- &alhﬂ) ]

Examinons a présent |’ écart entre I’ espérance conditionnelle et le krigeage d'indicatrice. Nous
étudierons le cas de deux et trois données conditionnantes, de fagcon a mettre en jeu les lois tri et
guadrivariables. Ce n'est que dans la seconde situation gque I’on observera une différence entre les
estimateurs associés aux modéles (a) et (b) ; pour cette raison, les démonstrations relatives au cas de
deux données conditionnantes se référent ala fonction aléatoire de type (b).

V.1.1. Deux données conditionnantes
On reprend les notations précédemment introduites, ou r désigne le coefficient de corrélation :

P, =(+r,,)/2 : probabilitt que Y, et Y , soient égales
P, =(1+r,,)/2: probabilité que Y, et Y, soient égales
P,o = (1+r ,,)/ 2 : probabilité que Y, et Y, soient égales.

A cause de la propriété d’ autodualité, ces probabilités se divisent par moitié selon que les valeurs
sont égales a 1 ou au contraire égales a 0. De méme, la probabilité 1 — P;, que Y, et Y, soient
différentes se divise par moitié selon que (Y1,Y>,) = (1,0) ou (0,1). On note Py, la probabilité que Y,
Y, et Y, soient toutestrois égales. On a :

Pioo + (P2 = Piog) + (P = Pigg) +(Pyg - Pryg) =1, S0t Piyy =(1471 1, +1 1541 )/ 4.

De méme que précédemment, la moitié de cette probabilité correspond au cas ou les trois valeurs
sont égales a 1, |’ autre moiti€ au cas ou elles sont nulles.
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On est a présent en mesure d’ exprimer |’ espérance conditionnelle, en distinguant tous les cas
possibles pour les valeurs des données conditionnantes :

s Y;=1etY,=0, cequi seproduit avec la probabilité (1 —Py) / 2:

Y, = Prob(Y, = V,) _(Ro- Plzo)lzzl(l_l_rlo' r20)
L P2 2% 1-r,

sY;=0etY,=1, cequi seproduit avec la probabilité (1 — Py) / 2:

Y, = Prob(Y, = v,) = o= Pz 2 1y | T o= Tao
1-P)/2 2° 1-r1,

sY;=1letY,=1, cequi seproduit avec la probabilité Py, / 2:

P../2 ro,+r
YOEC =Prob(Y, =Y,) = 1201 < _ 1(l+ 10 20)
P,/2 2 1+r,

S Y;=0etY,=0, cequi seproduit avec la probabilité Py, / 2

P../2 1 ro,+r
120 ==(1- 10 20).

Y, EC=Prob(Y, t Y,) =1- =
0 ( 0 l) P12/2 2 1+r12

Or, il setrouve que ces formules coincident avec le krigeage d’indicatrice

1 1 r,,+r
Y KS = Foo= Tt )Y, (-1 )Y, ]+ =(1- 20— 20)
0 1_ rfz[( 10 12 20) 1 ( 20 12 10) 2] 2( l+r12 )

Dans les deux modées autoduaux proposés, le krigeage d'indicatrice est identique a I’ espérance
conditionnelle lorsqu’il y a une ou deux données conditionnantes, quelle que soit leur configuration
géométrique par rapport au Site a estimer.

L’interprétation que I’on tire de ce résultat est la suivante : lorsque les proportions de O et 1 sont
égales, le krigeage d'indicatrice suppose que la loi du processus est autoduale, ¢’ est-a-dire que I’on

peut échanger les valeurs 0 et 1 sans modifier laloi spatiale, et déduit laloi trivariable a partir de laloi
bivariable (covariance de I’ indicatrice).

V.1.2. Trois données conditionnantes

On s'intéresse au cas ou les donneées et la valeur a estimer constituent les sommets d’ un rectangle
de cotés horizontaux et verticaux.
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Le krigeage d'indicatrice donne comme estimation en X,

Yoo =l Yo+l Yo+l Y+ (@1 -1, - 3%

ou les pondérateurs de krigeage sont donnés par le systeme matriciel :

el ry, r13@19 ?109
criz 1 ryagla+=¢lyp=

8['13 r.23 1 %I 35 gr 305
AVEC T 55 =T 10, Fp =M g0s Mg TMp M 53 61T 30 =T 451 o
Le Site x, est affecté d’ un poids non nul, bien que cela ne serait pas le cas en I’ absence du site x; a
cause de la propriété d'écran d' une covariance factorisable entre deux directions orthogonaes dans

I’espace a deux dimensions (Rivoirard, 1984). L’ expression des poids de krigeage est relativement
compliquée et leur explicitation n"aguere d'intérét ici.

Pour calculer I’ espérance conditionnelle, il convient de distinguer le type de processus.

Processus (a)

Sachant que le coefficient de corrélation entre deux sites représente la probabilité qu’ils se trouvent
dans le méme rectangle, on a:

S Y1 =Yst Yy dors Y€ :%

SY,=Ysl Yy, dors Y, = 2 (r23Y1+1_ r23l):1+£(2vl-1)
141, 2 2 2 l+r,
: 2 1-r,, 1. 1 r
SY,=Y,! Yy dors Y, = rp,Ys+—22)==+—12 2y, -1
1 2 3 0 l2(12 3 2 2) 2 1”12( 3 )
S Yl = Y2 =Y3, aors
1-r 1-r 1-r,1-1r,1
4r r Y +r 23Y +r 12 12 23_
(12 23 "2 12 2 3 23 1 2 2 2

IR PR ST PR Y

_1_,_ (rp+r ) @v,- 1)
2 (@41 ,)(@+r )

Processus (b)
Compte-tenu de la structure en “damier” du processus, trois cas se dessinent :
S Yy =Y dors Y,5 =Y,
S Y1=Y,! Y dors Y, 5= Y,
SY,=Ys! Yy, dors Y,50=Y,
Contrairement au processus de type (a) I’ erreur d’ estimation est nulle, ¢’ est-a-dire que I’ estimation

est parfaite.
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Figure 1.22. Ecart absolu entre krigeage d’ indicatrice et espérance conditionnelle
en fonction des coefficients de corréation entre données conditionnantes
gauche : processus (a), droite : processus (b)
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Les fortes erreurs correspondent a des situations peu fréquentes, par exemple lorsque r 1, €t r »
tendent vers 1 adlors que Y, différe de Y, et Y;: dans une telle circonstance, |’ estimation par krigeage
d'indicatrice sort nettement de I'intervalle [0,1] (quasi-singularité de la matrice de krigeage, ce qui
entraine I’ apparition de pondérateurs négatifs), alors que I’ espérance conditionnelle se situe toujours
dans cet intervalle.

En comparant les graphiques de la colonne de gauche avec ceux de la colonne de droite, on
constate que |’ écart entre krigeage d' indicatrice et espérance conditionnelle est moindre dans le cas du
processus (a). Ce dernier présente une organisation spatiale des valeurs moins “prévisible’, en ce sens
gue I'espérance conditionnelle est affectée d'une erreur d estimation, tandis que le processus (b)
conduit a une espérance conditionnelle sans erreur. Le krigeage d'indicatrice favorise le processus
dans lequel la valeur non mesurée est la plus incertaine ; il ne voit pas les liaisons présentes dans les
lois a plus de deux variables, qui sont particulierement marquées dans I’ exemple du processus (b) pour
la configuration étudiée.

V.2. Processus autoduaux

Nous avons signalé que, pour les fonctions aléatoires binaires, le krigeage d'indicatrice coincide
avec |’ espérance conditionnelle en présence d’ une seule donnée conditionnante. Ce résultat s éend au
cas de deux données conditionnantes lorsque I’ on a affaire a un processus autodual, tels ceux présentés
au paragraphe précédent. Un processus binaire est dit autodual lorsque I’ on peut échanger les valeurs 0
et 1 sans modifier laloi spatiae.

Dans le cas d’ un processus binaire, I’ espérance d’ une vaeur Y, conditionnée par deux données Y,
et Y, s écrit souslaforme :

Y,5C =a+bY, +cY,+dY,Y,
puisque{1,Y1,Y,,Y.Y,} forment une base sur |I'ensemble desfonctionsde Y, et Y.
Par linéarité de I’ espérance conditionnelle, il vient :

1- Y,)=1-a-bY;-cY,-dY,Y,
=@-a-b-c-d)+(b+d)(1- Y,)+(c+d)(d- Y;)-d(d- Yi)(@A- Y3)

Sous I” hypothése d’ autodualité, les coefficients sont inchangés entre I’ estimation de Y, a partir de
Y.etY,etceledel -Yo apatirdel-Y,etl-Y, dou:

_i_l— a-b-c-d=a

{b+d=b . i2a+b+c=1
| It i

:I:C+d=C Td:O
fd=-d

Lanullité du coefficient d implique que I’ espéranceconditionnélle s écrit comme une combinaison
linéaire des deux données conditionnantes ; on en déduit qu’ elle est identique au krigeage, en tant que
combinaison linéaire des données qui minimise la variance d’ estimation. Ce résultat se généralise aun
nombre pair de données conditionnantes : dans I’ expression de I’ espérance conditionnelle, le produit
de plus haut degré est nécessairement d ordre impair. L’ espérance conditionnelle coincidera avec le
krigeage d'indicatrice s, a cause des effets d’ écran ou de I’ indépendance entre certaines valeurs, son
expression ne fait intervenir aucun produit d’ ordre supérieur ou égal a 3.
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V.3. Gaussiennetronquée

Soient y un réel et {Y(x),x T R% une fonction aléatoire gaussienne de moyenne nulle, variance
unité et corrdogramme r (h). On obtient une fonction aéatoire binaire en considérant I indicatrice
cumulée associée au seuil y, soit 1(Y(x) ; y). Lavaeur du seuil détermine les proportionsde O et de 1;
sy =0, ces proportions sont égales et le processus est autodual.

% %

Figure 1.23. A, réalisation d’' un processus gaussien isotrope
et B, image obtenue par coupure au seuil médian

Le corrélogramme r(h) de la fonction indicatrice se déduit de celui de la gaussienne (Matheron,
1975b ; Xiao, 1985) :

1 arcsinr (h)] 2

_ y
20G(y)[1- G(y)] @

) 1+dnq

r(h) exp| 1dg.

Pour les calculs pratiques, il est commode d'introduire |e développement de la fonction indicatrice
en polynémes d’ Hermite normés{H,, p| N} ; on obtient [Eq. (1.1)] :

2
o 90 o Hea™
O s emis e

ou g et G sont les densités standard et cumulée de laloi normale réduite.

L’ expression du krigeage d'indicatrice est identique a celle vue dans le cadre multigaussien. En
revanche, |’ espérance conditionnelle est différente, puisque les données conditionnantes sont ici des
valeurs binaires au lieu de valeurs continues. Dans |a suite de cette section, nous analyserons le cas de
deux données conditionnantes. Pour cela, commencons par déterminer les probabilités mono, bi et tri-
variables susceptibles d' intervenir dans les calculs :

ENCYI=E Y, I =E1(Ye: )] =G(y)

ENCYL Y)Y, 91 = G- G(y)lr, +G(y)?.

Les autres probabilités bivariables se déduisent par permutation des indices.
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La probabilité trivariable E[1(Y1; y) 1(Y2; y) I(Yo; Y)] peut s exprimer a l’aide des coefficients
du développement des indicatrices en polynémes d Hermite normés; toutefois, son calcul pose des
problémes de convergence numérique, de sorte que |’ on préférera I’ évaluer par intégration numérique,
selon la situation considérée. On est a présent en mesure de spécifier I’ espérance conditionnelle, selon
les valeurs des données conditionnantes :

si(Yy;y)=1(Ys;y)=1:

Yy e = PrOBLY: <Y, Y5 <9, Yo <31 _ EDICYiy) (Y iy) (Yo )
o Prob[Y, <y,Y, <y] E[(Yy:y)1(Y,:y)]

sI(Yi;y)=1etl(Yz;y) =0:

(Y, y)EC = Prob[Y; <y, Y, >y, Y, <yl _ E{I(Yy;¥)[1- 1Yo 9)11(Yo: Y)}
o Prob[Y; <y, Y, > ] E{I(Yy; Y[1- 1(Y2;y)]}

si(Y1;y)=0etl(Yz;y) =1:

LY.y = PTOPDYs > Y. Y, <y, Yo <yl E{IL- 10 1Yo NI (Yo )
o Prob[Y; >y, Y, <] E{[1- 1(Y5;V)]1(Y,;y)

SI(Y1;y)=1(Y2;y)=0:

(Y, :y)EC = Prob[Y; >y.Y; >y, Y, <yl _ E{[1- I(Y;9II- 1Yo 9)11(Yo; 9}
0: .

Prob[Y; >y, Y, > V] E{[1- 1(YinIR- 1(Y2: 91}
A) Triangle équilatéral
X e
oXg
X, .

Le cacul de la probabilité que les trois gaussiennes soient simultanément inférieures au seuil y
est facilité en considérant la situation suivante. S T, U, V, W sont quatre gaussiennes réduites et
indépendantes entre elles et r un réel comprisentre 0 et 1, alors les variables a éatoires définies par

Ty, =T+ f1-1 U

1|'.Y1=1/r_T+./l- rv

FY, = r T T W

sont trigaussiennes, de coefficients de corrélation r 1, =119 =r 50 =T .
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En conditionnant par la valeur de T, on obtient la probabilité cherchée:
ENY I, 9) (Yo )] =Prob[Y, <y, Y, <y,Y, <V]

_ y-Art, y-Nre y-dre
=0, g(t) Prob[U < r J_ _\/]? ] dt

+¥ y-—\/l’_t 3
G(——)] dt
AIGE =]

Une intégration numérique fournit la valeur de I'intégrale avec un degré d approximation trés
satisfaisant.

Pour étre les plus complets possibles, les résultats seront visualises en fonction de la corréation
r » entre les données gaussiennes et du seuil de troncature y. On observe que le krigeage d’indicatrice
coincide avec |’espérance conditionnelle lorsgue le seuil de coupure est nul (cas d auto-dualité).
L’ écart absolu est faible lorsque la corrélation tend vers 0 (valeurs indépendantes) ou vers 1 (valeurs
presque slrement égales) et augmente dans les situations les moins fréquentes : données inférieures a
un seuil trés bas ou supérieures a un seuil tres éeve, données fortement corrélées mais situées de part
et d'autre du seuil de troncature. On note enfin que I'écart entre les deux estimateurs dépend
davantage du seuil de troncature que du niveau de corrélation entre données (du moins, tant que ce
dernier ne tend pas vers 0 ou 1).

Par rapport au cas multigaussien, les écartsentre krigeage d’indicatrice et espérance conditionnelle
sont ici beaucoup plus faibles (au plus, de 1.5%, au lieu de 50% dans le cas multigaussien) : s agissant
d'un processus binaire, le codage en indicatrice n’entraine pas de perte d'information et se révéle
“presque’ optimal.
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Figure 1.24. Ecart absolu entre krigeage d’ indicatrice et espérance conditionnelle en fonction
du coefficient de corrélation entre données conditionnantes et du seuil de troncature
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B) Sitesalignés: x, milieu de[x,X,]

X Xy X3

On suppose que la covariance de la fonction aéatoire gaussienne décroit de facon exponentielle,
ce qui impliquer » =1 1> =T 5" Cette fois, les valeurs trigaussiennes peuvent s écrire sous la forme

iY,=T
1.\(1_\/_T+,/ rv

JT Y =«/V—T+ 1-

avec T, V, W gaussiennes réduites et indépendantes entre ellesetr =r ;,1 [0,1].

La probabilité trivariable S exprime comme suit :

y- it yJ_t
e e

— y Gy'\/r—t 2d
a(®)[ (—m)] t

E[CYYIY 9 1Yoy = g(t) Prob[V < -———

Yi<y, Y, <y Yi<y. Y2y
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Figure 1.25. Ecart absolu entre krigeage d’ indicatrice et espérance conditionnelle en fonction
du coefficient de corrélation entre données conditionnantes et du seuil de troncature

Les conclusions sont qualitativement identiques a celles de la configuration en triangle équilatéral.

Toutefois, I'amplitude de I’ écart absolu entre krigeage d'indicatrice et espérance conditionnelle est
plus importante (jusqu’ a 5% pour les niveaux de corrélation et les seuils de troncature considérés).
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C) Sitesalignés: x, milieu de[Xq,X1]

X, X, X
* * O

Sr =r, et s lacovariance décroit de maniére exponentielle, la probabilité trivariable admet une
expression analogue au cas précédent :

ELIY, DI, 91V = &, 9OIG(E 2 et

e
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Figure 1.26. Ecart absolu entre krigeage d indicatrice et espérance conditionnelle en fonction
du coefficient de corrélation entre données conditionnantes et du seuil de troncature

Ici, les écarts entre estimateurs sont bien moindres que dans le cas précédent : la cause est |’ effet
d’ écran exercé par ladonnée Y, sur la donnée Y, laguelle joue peu de rdle dans les estimations.
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V1. Discussion

Les modéles et configurations analysés établissent que le krigeage d’ une indicatrice ne coincide
presque jamais avec son espérance conditionnelle. En effet, dans I’ espace a plusieurs dimensions, il
peut fournir des estimations négatives car il est toujours possible d’ obtenir des pondérateurs de krigeage
négatifs. La seule exception qui ait été vue est celle de la mosaique de Poisson avec des sites alignés.
Quant au krigeage digonctif, une autre situation est apparue ou |’ estimation coincide exactement avec
une espérance conditionnelle : celle des modeles isofactoriels markoviens (bigaussien ou bigamma)
dans I’ espace a une dimension. Aing, cetour d’horizon laisse entrevoir que ce n’est que dans I’ espace
aune dimension et pour ces familles de modéles que I’ on peut espérer obtenir une simulation exacte.
Nous reviendrons sur ce sujet au chapitre suivant.

Suivant Matheron (1989b), s I’ on différencie les modé es isofactoriels en modées de diffusion et
modéles de type mosaique, on peut avancer que le krigeage digonctif s @oigne moins de I’ espérance
conditionnelle dans les modéles de diffusion que dans le modéle mosaique, tandis que le krigeage
d'indicatrices est au contraire plus proche de I’ espérance conditionnelle dans |e cas mosaique que dans
les modéles de diffusion. Dans tous les cas, le krigeage digonctif est toujours meilleur que le krigeage
dindicatrices ; I"'amélioration est spectaculaire dans les modéles de diffusion. En termes d'imagerie
stochastique, cela signifie que I’ algorithme séquentiel isofactoriel est bien plus précis que I’ algorithme
sequentiel d’indicatrices, surtout pour simuler des processus de diffusion.

Lesfacteurs expliquant I’ écart entre krigeage d’indicatrice et espérance conditionnelle sont :

1) La proximité des valeurs des données par rapport au seuil a estimer : le krigeage d'indicatrice
suppose implicitement que la valeur de chague donnée est “moyennement” éloignée du seuil a
estimer (d'un cbté ou de I’autre), ce qui conduit a des écarts importants par rapport a |’ espérance
conditionnelle lorsque cette valeur est tres proche de ce seuil ; la codification de la donnée en
indicatrice est alors trompeuse.

2) L’effetd écran(partiel outotal) qui se produit lorsque lesdonnées sont alignées. Cet effet N’ est pas
systématique, méme lorsque la fonction de covariance est exponentielle (cf. le cas de la mosaique
des feuilles mortes) : I'argument selon lequel les données proches écrantent les données éloignées,
invoqué pour limiter lataille des voisinages de krigeage, n’est donc pas toujours justifié.

3) Les corrélations entre vaeurs: dans les modéles de diffusion, plus elles sont élevées, plus le
krigeage d’indicatrice s écarte de |’ espérance conditionnelle. La modéisation des lois de diffusion
par une covariance d’indicatrice apparait comme tres incompléte et les résultats obtenus ne sont
acceptables que lorsque I’ on se rapproche de I indépendance bivariable.

4) Lesliens multivariablesentre lesvaleurs (par exemple, les relations de connexité ou de contiguité),
invisibles dans la covariance de I’indicatrice : plus ces relations réduisent I’ incertitude portant sur
la valeur non mesurée, plus I’ estimation optimale par espérance conditionnelle s écarte de celle
donnée par le krigeage d’indicatrice ; des exemples sont fournis par le processus en damier ou par
la mosaique poissonienne ou |’on cherche a simuler la valeur située au milieu de deux données
égales.

Le krigeage digonctif coincide avec le krigeage d' indicatrice dans le cadre mosaique mais apporte
de nettes amédliorations dans le cadre de processus de diffusion (gaussien ou gamma). En un sens, il
dépend moins du caractére “mosaique’ ou “diffusif” de larégionalisation. En outre, la précision de ses
résultats est peu sensible a la proximité des valeurs des données par rapport au seuil a estimer :
I’explication vient du fait que le krigeage digonctif évite I’écueil de codifier chague donnée en une
valeur binaire, ce qui réduit considérablement la quantité d'information disponible. En revanche, les
liens multivariables entre valeurs restent ignorés par le krigeage digonctif tout comme le krigeage
d'indicatrice.
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Chapitre 2 :

M odeles de fonctions aléatoires
associés a |’algorithme seqguentiel

|. Objectif

Dans le chapitre précédent, nous avons comparé les performances du krigeage digonctif et du
krigeage d'indicatrice, qui interviennent dans les algorithmes de simulation séquentielle (isofactorielle
et d'indicatrices) via I’estimation des lois de probabilité conditionnelles. Ce chapitre Sintéresse a
plusieurs modéles de fonctions aléatoires et cherche les conditions sous lesguelles les agorithmes
séguentiels restituent exactement les caractéristiques du modéle qui ont été spécifiées. On explicitera
alorsleslois bivariables et multivariables obtenues et dans quelle mesure la simulation conditionnelle
deteleslois est possible. Les modées étudiés sont les suivants :

modéle mosaique, dans lequel les covariances ssimples et croisées de toutes les indicatrices sont
proportionnelles entre elles ;

modéle d’ensemble aléatoire, qui peut ére vu comme un cas particulier du modéle mosaique,
pour lequd les vauations sont binaires ;

modeles “ multi-indicatrices’ , ou I’on spécifie les espérances et covariances simples de plusieurs
indicatrices ;

modéles isofactoriels, ou I’on spécifie entierement les lois marginale et bivariable du processus
(espérances et covariances ssimples et croisées de toutes |les indicatrices).

1. Modéle mosaique a valuations continues

Dans cette section, nous allons examiner en détail la simulation d'un modéle mosaique par la
méthode sequentielle d'indicatrices. Dans ce modéle, les indicatrices sont en corréation intrinseque,
C’ est-a-dire que leurs covariances simples et croisées sont proportionnelles a un méme corrélogramme
r (h), qui caractérise laloi bivariable de lafonction aéatoire mosaique. Les valeurs en deux sitesx + h
et x sont égales avec la probabilité r (h) et indépendantes avec la probabilité complémentaire. L’ espace
est partitionné en compartiments au sein desquels le processus est constant et sa valeur indépendante
de celles des autres compartiments (Matheron, 1982 ; Rivoirard, 1994).
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Dans la suite de cette section, on supposera que la loi marginale est absolument continue. Cette
hypothese simplifie grandement I’ é&ude du modéle, puisque I’ appartenance de plusieurs sites a un
méme compartiment de la mosaique est synonyme d’ égalité de leurs valeurs (en effet, deux valeurs
indépendantes prennent presque sirement des valeurs différentes).

[1.1. Condition pour reproduireleslois marginale et bivariable

Dans I’ espace unidimensionnel, avec une covariance a décroissance exponentielle, une simulation
sequentielle dans un ordre régulier fournit une mosaique de Poisson, mais ce n'est plus le cas s la
simulation s effectue dans un ordre irrégulier : on obtient alors une mosaique a cellules non convexes
(cf. chapitre 1). En somme, la loi spatiale dépend del’ ordre selon lequel est réalisée la simulation.
Pourtant, un calcul simple montre que la covariance entre deux valeurs simulées quelconques est bien
une exponentielle décroissante.

Cette remarque n’ est du reste qu’ un cas particulier d un résultat plus général qui s énonce comme
it : a condition que les poids du krigeage d’ indicatrice soient toujours positifs et de somme inférieure
al’unité, les valeurs simulées reproduisent correctement les lois marginale et bivariable du modele.

La démonstration s effectue par récurrence sur le nombre total de sites simulés. Supposons que I’ on dispose de
valeurs{Yy,... Y} aux sites{xy,... X,} tellesque

"iT {1,...n},Prob(Y; <y) =Ky)
" I,]T {1,...n},cov(Yi,Yj) :r()(i - Xj)

Construisons la fonction de répartition conditionnelle d’ un nouveau site x,,.; par krigeage d’indicatrice. A la valeur
prise par la donnée Y, cette fonction présente un saut d’amplitude égale au poids de krigeage |; de cette donnée
(supposé positif) ; le poids| ( de lamoyenne, complémentaire au poids cumul é des données, est attribué alafonction de
répartition a priori F(y). Celasignifie quelavaeur simulée Y .., est égale a Y; avec la probabilité | ; ou indépendante de
{Y4,... Y.} avec la probabilité | 4 : le caractére mosaique des lois bivariables est donc bien respecté. |l reste a vérifier
gue laloi marginale et la covariance sont celles attendues :

Prob(Y ., <y) =@ | ; Prob(Y; <y)+1, F(y)=Hy)

i=1
"L} cov(Y g, Y) =8 L ooV (YY) = Q1T (X - X)) =T (K - X))

i=1 i=1

Laderniére égalité provient des équations de krigeage simple. Ceci établit le résultat annoncé.

Peu de covariances stationnaires garantissent gque les poids de krigeage ssimple soient toujours
positifs et de somme inférieure a I'unité ; hormis |’ effet de pépite pur, ¢’ est seulement le cas a une
dimension des covariances “ compléement monotones’™ sur R, (exponentielles gigognes). Matheron
(1986) a déemontré que de telles covariances sont du type “feuilles mortes’ et correspondent a des
modél es autorises pour décrire des indicatrices :

rhy =
2K(0) - K(h)

ou K(h) est le covariogramme géomeétrique d’ un ensemble a éatoire.

! Une fonction f(x) est complétement monotone si le signe de ses dérivées successives alterne: ™ p1 N, (-1)°fP(x) 3 0. Un
théoreme di a Bernstein (Feller, 1966) établit que les fonctions complétement monotones sur R.. sont proportionnelles a
la transformée de Laplace d'une loi de probabilité et peuvent donc s écrire sous la forme d'un mélange de covariances
exponentielles.
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La smulation séquentielle d'indicatrices fournit donc un procédé pour construire des réalisations
exactes de mosaiques unidimensionnelles a covariances complétement monotones. Inversement, les
modéles variographiques théoriquement interdits pour décrire des indicatrices ne peuvent faire partie
des covariances donnant toujours des poids de krigeage positifs.

Remar que

Utiliser un krigeage ordinaire d'indicatrice n’ assure plus la reproduction de la covariance ni méme
le caractere mosaique de laloi bivariable : I’ algorithme ne peut plus générer des valeurs indépendantes
de celles préexistantes, car le poids de la moyenne est nul. En outre, la covariance simulée ne sera pas
stationnaire et s écartera de plus en plus du modéle théorique a mesure que se déroulera la simulation.
C'est pourquoi tous les krigeages considérés ici seront des krigeages simples, a moyenne connue.

[1.2. Lol de probabilité multivariable des valeurs simulées

Soient {X,...Xn} lessitesasimuler. L’ ordre selon lequel ces sites sont traités est représenté par une
permutation s ={iy,... Ii,} del’ensemble {1,... n}. Par application récursive de la formule de Bayes, la
densité de probabilité multivariable des valeurs smulées{Y,... Y} sefactorise comme suit :

oy o s o} s
fono-¥a)=O [A1 0k dy, o +@- A TEDF )] (21)

k=l /r<k 1<k

ou f(y) est ladensité marginale des valeurs simulées
{1 ©),¢ <K} sont les poids de krigeage du site x;, a partir des sites{x;,, ¢ <k}.

L'intégrale de f;,(y.,... ) sur R" vaut 1 (on le voit en intégrant successivement par rapport a
Yin--- Yi)- S f(y) est absolument continue, la positivité de fs ,(y1,... Yn) €st assurée si et seulement s
tous les poids de krigeage sont positifs et de somme inférieure & 1: dans ce cas, il S agit bien d’une
densité de probabilité multivariable.

Les densités de probabilité a m variables (m < n) sont définies par intégration par rapport aux
n—m indices restants ; en général, elles ne sont pas invariantes par trandation (car elles dépendent de
configurations de krigeage qui ne se répétent pas dans I’ espace), sauf les lois bivariables qui sont de
type mosaique et associées ala covariance stationnairer (h) :

" T (YY) = O s (Ve Yn) Y e Ay g Ay g0y g Ay gy
=r(x;- Xj)dyi:yj fly ) +[1-r (- ) (y) F(y))

Contrairement aux densités multivariables, ces densités bivariables sont indépendantes de n et s
(nombre et ordre des sites simulés). Par suite, il est possible de traiter les sites avec un ordre différent
d unesimulation al’autre, sans modifier les lois bivariables simulées. On préféere alors considérer que
I’ordre de traitement des sites est déatoire (Isasks, 1990), chois au hasard “pur” parmi toutes les
permutations de { 1,... n}. Ladensité multivariable devient :

1 o
fn(yl,...yn):—l a fo . (Yp--¥,) (2.2

ni s &,

ou &, désigne I’ ensemble des permutations de { 1,... n}.
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[1.3. Conditionnement a un ensemble de données

Pour conditionner les simulations a un ensemble de données, I’ approche la plus fréquente consiste
aconsidérer |es sites de données comme des sitesdéja simulés (Journel, 1989 ; Goovaerts, 1997). Bien
que d’ apparence simple, cette opération revient aimposer le début de la séquence de simulation, ce qui
empéche d atteindre certaines lois multivariables (seul un sous-ensemble de &, est utilisé).

Par ailleurs, les lois multivariables a priori qui restent accessibles dépendent de la localisation des
échantillons, ce qui laisse croire que les propriétés a priori de lafonction aléatoire sont altérées parce
que cdlle-ci a été échantillonnée ! Une telle approche est fort discutable.

Par exemple, soient trois valeurs {Y1,Y>, Y3} placées en des sites {x;,X,,x3} alignés et régulierement espacés.
Supposons que le modéle soit une mosaique a covariance exponentielle et cherchons a quantifier la probabilité que x,
interrompe une cellule contenant X, et X3, c'est-adire que Y; et Yz soient égales et différentes de Y,. Les calculs se
simplifient grace al’ effet d’ écran induit par la covariance exponentielle (Rivoirard, 1984).

Si aucun échantillon n’ est effectué, la probabilité cherchée est strictement positive (tableau 2.1) :

2 2
r<@-r N - s . S
Prob[Y; =Y; 1 Y,] :ﬁ our estle coefficient de corrélation entre deux sites consécuitifs.
+r

séquence de simulation Prob [Y1=Y31! Yy probabilité moyenne

X1—X2—X3

X2 —=X1—X3 0

X2 =Xz =X r?@-r)?

X3—X2—X1 —

3(+r )
X1 —X3—Xo r.2 1- 2r ]
X3 —X1 =Xz 1+r2

Tableau 2.1. Distribution a priori de{Yi, Yz, Ya}

Si a présent x, est échantillonné, les seules séquences considérées seront celles commencant par ce site, de sorte
que la probabilité devient nulle, quelle que soit la valeur de I’ échantillon. Autrement dit, le simple fait de savoir ou se
trouve un échantillon (sans connaitre sa valeur) modifie les statistiques a priori de lasimulation.

Pour contourner ces difficultés, une solution consiste a séparer le probléme de la smulation d’ une
mosaique en deux étapes : d’ abord la détermination des compartiments, puis leur vauation selon la loi
marginade souhaitée, indépendamment d'un compartiment a I’autre. Seule la premiere étape pose
réellement probleme pour la ssmulation conditionnelle, les données introduisant des contraintes sur la
géométrie des compartiments.

Pour simplifier la description, on symbolise |’ appartenance de deux sites a un méme compartiment
par une connexion entre ces sites : un compartiment de la mosaique est alors congtitué par I’ ensemble
des sites connectés entre eux, qui forment une classe d’ équivalence.

La séquence de simulation, que I’ on fixe une fois pour toutes, induit un ordre chronologique entre
les sites. D’ apres le paragraphe 1.1, lavaleur smulée en un site est égale a celle d’ un site plus ancien
avec une probabilité égale au poids de krigeage associé, ou indépendante avec une probabilité égale au
poids de la moyenne. Ceci suggére I’ algorithme d’ acceptation et de rejet suivant pour mener abien la
smulation conditionnelle.
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1) Initigdisation

Trouver un ensemble de connexions respectant les conditions sur les données (i.e. tel que deux
sites de méme valeur appartiennent a la méme classe d' équivalence et que deux sites de valeurs
différentes ne soient pas connectés entre eux).

2) Phaseitérative

On choisit un site x au hasard parmi ceux asimuler. Soient {x;,1 = 1... n} les sites plus anciens que
X, {li,1 =1... n} leurs poids de krigeage €t | , le poids de la moyenne. On simule une variable U
uniforme sur [0,1]. S U £ |, on propose d effacer toute connexion entre X et les sites plus
anciens. Sinon, on propose de connecter x au site x; tel que

i-1 i
al,EUEal .
j=0 =0

La proposition est acceptée s elle ne contredit pas les conditions sur les données.

Exemple : simulation unidimensionnelle en ordrerégulier avec un schéma exponentiel

Parmi les sites plus anciens que le site a smuler, seul compte le site immédiatement antérieur, a
cause de I'effet d écran de la covariance exponentielle. Par suite, un changement de compartiment
entre ces sites est une alternative de Bernoulli, dont la probabilité de succés est | o =1 —exp(- ad) ou d
est la distance entre deux sites consécutifs et a un parametre positif lié a la portée de la covariance.
L’ application de I’ algorithme d' acceptation et de rejet est donc ici trés smple.

Cette description permet d' ailleurs de retrouver la définition de la mosaique poissonienne a partir d’un processus
ponctuel de Poisson. En effet, soit un intervalle de longueur | = md avec m entier. Le nombre N de changements de
compartiments sur cet intervalle est la somme de m alternatives de Bernoulli indépendantes entre elles ; c’est une loi
binomiale de paramétresm eth = 1 —exp(- ad). A présent, faisons tendre vers 0 la distance entre deux sites consécutifs
tout en maintenant constante lalongueur | : mtend vers!’infini, h tend vers 0 maismh tend versq =1 a. Par suite, laloi
de N tend vers une loi de Poisson de paramétre g, directement proportionnel ala longueur de I'intervalle. On retrouve
une définition de la mosaique poissonienne en continu, ou les compartiments sont délimités par un processus ponctuel
de Poisson (Alfaro, 1979 ; Lantugoul, 2002).

La mosaique poissonienne a une dimension constitue en fait un cas particulier, car elle bénéficie
d une propriété markovienne qui permet de mener directement la ssimulation conditionnelle, a partir de
la connaissance des lois de probabilité trivariables, sans passer par une procédure itérative (cf. section
ultérieure sur les modeles isofactoriels).

I1.4. Cohérencedeslois multivariables

On se pose a présent la question de savoir s b loi multivariable [Eq. (2.2)] correspond a un
modele de fonction aléatoire. Le probléme peut se formuler de la fagon suivante : s |I'on décide de
simuler n+1 valeurs au lieu de n, obtiendra-t-on laméme loi de probabilité conjointe pour les n valeurs
communes, ' est-a-dire la loi des vaeurs simulées est-elle indépendante du niveau de “résolution” et
de lataille du domaine de smulation choisis par I’ utilisateur ?
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La réponse & cette question est négative. En général®, on aura:
fn+1(y1""yn) = dnﬂ(yl’“'yn 1 yn+1) dyn+1 1 fn (y11"'yn) .

Un exemple illustrant cette inégalité est donné ci-apres.

Considérons quatre sites alignés et régulierement répartis {X1,X,,X3,X4}, dont on simule les valeurs a partir d une
covariance exponentielle. On cherche a comparer laloi de{Y4,Y2,Y3}, selon quel’on simule ou non lavaleur Y,. Cette
loi trivariable est caractérisée par la probabilité que Y; et Y; soient égales et Y, différente (probabilité que x, coupe un
compartiment contenant x; et X3). Onnoter le coefficient de corrélation entre deux sites consécutifs.

séquence de simulation Prob[Y;=Y31Y,] probabilité moyenne

X1 —Xo—X3—Xy
X1 —Xo—X4—X3
Xo—X1—X3—Xq4
Xo—X1—X4—X3
Xo—X3—X1—Xg
Xo —X3—Xg4—X1
Xo—Xg4—X1—X3 0
Xo — X4 —X3—X1
X3—Xo—X1—Xy
X3 —Xo—X4—X1
X3 —X4—Xo—X1
X4—Xp=X1 = Xg 2 2 2 3
Xq—Xo—X3—X1 re@-r) (2+r°+2r7)
Xg4—=X3—Xp—X1 6(1+r2)(1+r3)

X1 —X3—Xo—Xy
X1 —X3—X4—Xo ) )
X3—X1—X2—X4 re@-r)
X3—X1—X4—X2 l+r2
X3 —Xg4—X1—X2
X4 —X3—X1—X2

X1 — X4 — Xp — X3 r*(1- r)?(L+r)
Xg—X1—Xz—X3 (L+r2)(L+r3)
X1—Xq—X3—Xp r2(1-r)?
Xg—X1—X3—Xo 1+r3

Tableau 2.2. Loi de{Y,,Y,, Y3} lorsquel’on simule Y,

2 || existe quelques cas ot lasimulation d’ une valeur supplémentaire ne modifie paslaloi desvaleursinitiales :

casou |’ on ne considere que deux valeurs :
"2t En (Y =falyiny))

cas ou I’on tient compte de I’ ordre des sites simulés et ou |e site supplémentaire est gjouté en dernier ou en avant-
dernier :

S:{i]!"'iniin-v»l}i 6n-v»lifs,n-i-l(yil""yi",l’yi"):.I:Stﬁn(yil""yin,ﬂyi") Ol:l S¢:{i1,...in_ :I.’In}
" S:{im---invinﬂ}T 6n+1’fs,n+1(yi11"'yin_1'yi )= fscn(yill"'yiwllyi ) ot s€={i,...i, 1.

n+1 n+l

Laderniére égalité découle des relations entre pondérateurs de krigeage (Emery, 2003) :

"[<k<n,|(ﬁsf =|(ﬂ( et " [<n,|(5@ =|(S) _+_|(Zr)]|(s)

£,n+l /,n+1 n,n+l -
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Ce tableau est a comparer avec le tableau 2.1, qui donne la méme probabilité lorsque x, N’ est pas considéré dans la
séquence de ssmulation. En conclusion, la probabilité cherchée change dées que I’ on simule une valeur supplémentaire.

La différence n’est pas négligeable, surtout lorsgue le coefficient de corrélation r est compris entre 0.5 et 0.75 (figure
2.1).

0.02

0.0151

0.01F

probabilité moyenne

0.005

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

coefficient de corrélation (p)

Figure 2.1. Comparaison des probabilités trivariables selon quel’on
simule ou non la valeur Y,, en fonction du coefficient de corréation r

Le fait que les lois de probabilité dépendent du nombre total de sites simulés signifie que le
vecteur aéatoire smulé {Y,,... Y} ne correspond pas & un modéle sous-jacent de fonction aéatoire
{Y(x),x1 R%. Plus exactement, on voit sur |’ exemple précédent que plus le nombre de sites simulés
est important, plus les séquences possibles sont nombreuses et plus on enrichit I’ensemble des lois
multivariables accessibles par I'agorithme séquentiel. En simulant de plus en plus densément pour
chercher a s approcher d'une loi spatiale, on multiplierait al’infini les lois multivariables accessibles,
ce qui suggere qu'il existe une infinité de fonctions aéatoires dont la restriction aux sites smulés
coincide avec le vecteur { Yy,... Y n}.

Conséquences

Hormis les lois bivariables, les lois multivariables dépendent du nombre total de valeurs simulées,
donc sont laissées al’ arbitraire de I’ utilisateur. Toutefois, deux situations évitent cet inconvénient.

a) L’espace ne compte qu’un nombre fini de localisations et on les ssimule toutes. C' est par exemple
le cas lorsque I’ on cherche a simuler des blocs de support non ponctuel sur un domaine fixé. Cette
Situation n'est pas pleinement satisfaisante, car on ne peut augmenter la taille du domaine sans a
nouvesu modifier le nombre total de localisations.

b) On peut ordonner préalablement tous les sites de I’ espace, indépendamment des données et des
sites a smuler choisis par I’ utilisateur. En suivant cet ordre, la poursuite al’infini de I’ agorithme
séquentiel permet de simuler I” espace entier et de converger vers un modéle unique de loi spatiale.
Cette approche n’'est possible qu’a une dimension, par exemple avec une séquence dichotomique
telle le “ déplacement aléatoire du point médian® (Voss, 1985 ; Chilés, 1995). L’ ordre régulier est
auss envisageable sous certaines conditions, par exemple dans le cas de la mosaique de Poisson,
laguelle possede la propriété markovienne. Sans cette derniere propriété, il n'est plus sir que les
lois résultant d’'une simulation en ordre régulier soient indépendantes du nombre de sites smulés
(maille de discrétisation choisie).

3 On simule d'abord les extrémités du domaine & simuler, puis leur milieu, et ainsi de suite: a chaque éape, on simule les
milieux des segments définis par les sites simulés aux étapes précédentes. Tout site du domaine & simuler est atteint au bout
d’un nombre fini ou dénombrable d'itérations. Cette technique permet d’ affiner une simulation entre deux sites déja simulés.
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A I’exception de ces quelques cas, I’ usage des simulations comme modéle d'incertitude ne sera
satisfaisant que s I'on fait appd a des statistiques relatives a une ou deux valeurs alafois (distribution
des valeurs en un site, d' ou I’on déduit la moyenne ou la probabilité de dépasser un seuil donné...).
Cette situation &ait prévisible, puisque I’ agorithme séquentiel n’exige de spécifier que laloi bivariable
desvaleurs;; il faut donc considérer que lesloisd’ordre supérieur sont indéter minées. En revanche,
il N"est pas recommandé de mettre en jeu des statistiques multivariables, en particulier réaliser un
changement de support sur les réalisations des simulations, puisque la loi des valeurs régularisees
dépendra de lamaille de discrétisation (arbitraire) choisie par I’ utilisateur.

[1.5. Exemple : déplacement aléatoire du point médian

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au processus mosaique unidimensionnel de covariance
exponentielle obtenu par déplacement aléatoire du point médian. Contrairement alasimulationenordre
régulier, cette procédure fournit des mosaiques a compartiments non convexes.

Supposons que I’on cherche & smuler (2'+1) valeurs en des sites répartis & maille réguliére sur
I'intervalle [0,1], de coordonnées {k/2", k = 0... 2"}. Hormis 0, chaque coordonnée peut S écrire sous
forme de fraction irréductible : k/2" = k/2"" avec K entier impair. On conviendra d’ appeler ordre du
ste lafraction /2" et I’'on noterar le coefficient de corrélation entre les deux sites extrémes {0,1} .

valeur
=

1] 0.25 05 075 1
coordonnée

Figure 2.2 Smulation d’ une mosaigue a covariance exponentielle et |oi
mar ginal e gaussienne par déplacement aléatoire du point médian

Nous allons donner une interprétation de ce processus par une construction voisine de celle du
modele des feuilles mortes colorées (Jeulin, 1980, 1997 ; Lantuéoul, 2002).

Initidisation : ssimulation des sites extrémes

On recouvre le segment [0,1] par une “feuille” valuée selon laloi marginale souhaitée. Le site de
coordonnée 0 est attaché a cette feuille et prend savaleur ; il devient une barriere empéchant toute
feuille future de latraverser (a cause de I’ effet d' écran induit par la covariance exponentielle).

Le site de coordonnée 1 est dlors smulé. Avec la probabilitér , lafeuille attachée en 0 est attachée
en 1; avec la probabilité complémentaire, on attache une feuille nouvelle va uée indépendamment
de la feuille précédente et recouvrant I'intervalle ]10,1]. Le site prend la valeur de la feuille a
laquelle il est attaché et devient une barriere pour les futures feuilles.
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Phase récursive : simulation des sitesd' ordrei = 1/2V

Pour tout site x d’ordre i, on effectue I’ opération suivante. Avec la probabilité 2 '/(1+r %), on
attache le site a une feuille choisie au hasard parmi celles déja présentes en x. Avec la probabilité
complémentaire, on attache en x une feuille valuée indépendamment des autres feuilles ; dans ce
dernier cas, la feuille nouvelle recouvre I'intervalle situé entre les deux sites adjacents Jx—i X+i[.
Le site x prend la valeur de la feuille a laguelle il est attaché et devient une barriére qui coupe
toutes les feuilles passant par ce site. Les bouts de feuilles non attachés tombent et disparaissent.

étape 1

Y g — — ——————— — —

(initialisation)
feuille 2
feuille 1
T T T T T T T
0 178 1/4 3/8 172 5/8 314 718 1
1 1 1
I x I
1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
étape 2 1 1 I
1 1 1
(ordre 1/2) | | |
| 1 feuille 2 |
| I T
| feuille 1 | |
* T 1
; ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ |
0 1/8 1/4 348 172 5/8 3/4 718 1
1 1 1 1 1
| ¥ | % |
| I |
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
étape 3 1 1 1 1 1
| | feuille 3 1 | 1
(ordre 1/4) i : i i i
| | I | feuille 2 |
| | I T T
| feuille 1 | | | |
* | t 1 1
| : | : | : | : |
0 1/8 1/4 3/8 172 5/8 3/4 7/8 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
T I O B A A
1 1 1 1 1
| I | | I | | I |
1 1 1 1 1 1 1 1 1
. ! | feuille 4 ! ! ! | feuille 5 ! ! !
étape 4 I 1 1 I 1 1 1
1 1 | feuille 3 I 1 1 1 1 1
(ordre 1/8) i —e i i i i i
1 1 1 1 1 1 | 1 feuille 2 |
| I | | I I T T T
| feuille 1 1 |_feuille 1 | | 1 1 1 1
I I T T | | I |
! ! ! ! ! ! ! ! |
0 1/8 1/4 3/8 172 5/8 3/4 7/8 1

Figure 2.3. Modél e de recouvrement

Remar ques

1) Convergence de la construction : les feuilles apparaissant sur les sites d’ ordre i couvrent en moyenne une longueur
I(i) = 1 —2r '/(1+r %), qui converge vers 0 lorsquei diminue ; la vitesse de convergence est proportionnelle &i?:

|(i)i®~0i2|n2(r)/2.
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Il existeunréd iptel que" i£ig, I(i) £ i. Le cumul deslongueurs pour les ordres inférieurs aiy est majoré par :

1"(i,)=8 )£ Q i=2i,
i£ig i€y
car les ordres sont en progression géométrique de raison 1/2. En conclusion, étant arrivé a un ordre i, la longueur

susceptible d’ étre recouverte par de futures feuilles est une variable aléatoire positive dont I’ espérance tend vers 0
amesure que i diminue.

2) On peut éendre la construction a un ordre irrégulier quelconque de la séquence simulée : la probabilité de choisir
une feuille déja présente est donnée par les poids de krigeage des sites adjacents & x ; en particulier, les feuilles
attachées a ces sites ne sont plus équiprobables. On peut également généraliser la construction a une covariance
non exponentielle (pourvu qu’ elle soit complétement monotone, ce qui garantit des poids de krigeage toujours
positifs) : dans ce cas, les sites simulés ne font plus écran et les feuilles ne sont plus sectionnées ; le choix d’'une
feuille présente est donné par les poids de krigeage de tous les sites déja simulés, d’ une feuille nouvelle par la
probabilité complémentaire.

3) Eninversant |'échelle de temps, c'est-adire en commencant par les sites d ordres les plus faibles et en remontant
vers ceux d' ordres plus élevés, on obtient un modéle équivalent mais dont la construction présente deux avantages.
D’une part, on peut simuler |’ espace entier (les sites sont traités par ordres croissants et I’ ordre peut étre aussi élevé
qu’on le souhaite) et pas seulement le segment [0,1] ; on doit alors définir un ordre maximal (ordre a partir duquel
le domaine a simuler est entierement recouvert), ainsi qu’ un ordre minimal en dessous duquel on considére que la
probabilité d apparition d'une feuille est nulle. D’ autre part, en randomisant la position de I'un des sites d' ordre
minimal (pris comme origine), on évite de donner une situation privilégiée aux bords du champ asimuler.

[1.6. Extension a plusieurs dimensions

Une fonction aéatoire & loi mosaique dans R® peut ére obtenue via le “produit” de d mosaiques
unidimensionnelles{Y,... Y¢} : deux sites x et x' de R appartiennent au méme compartiment si, pour
touti T {1,... d}, les sites de R correspondant aux iémes coordonnées de x et x' appartiennent au
méme compartiment de Y;. Une fois définis les compartiments dans I’ espace RY, leur valuation se fait
en fonction de la loi marginale souhaitée, indépendamment d’ un compartiment al’ autre.

Le corrédlogramme de la mosaique multidimensionnelle est le produit des corrélogrammes des
mosaiques unidimensionnelles, par exemple une exponentielle factorisée s I’on part de mosaiques a
corrélogrammes exponentiels.

Xz

X1 X

A B

Figure 2.4. Réalisations obtenues par |e produit de deux mosaiques unidimensionnelles a
covariance exponentielle : A, de Poisson et B, déplacement aléatoire du point médian
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[11. Modéle d’ ensemble aléatoir e

Lorsgue la valuation de la mosaique est binaire, on simule une fonction indicatrice qui représente
un ensemble aléatoire. On ale résultat suivant, qui particularise celui obtenu dans le cadre mosaique :
s le krigeage de I’indicatrice reste toujours compris entre 0 et 1, I’ algorithme séquentiel d’indicatrice
reproduit correctement la moyenne et la covariance de la fonction indicatrice.

[11.1. Conditions sur les pondérateurs de krigeage

Le krigeage smple d'une indicatrice 1(x) de moyenne p a partir d’un ensemble de valeurs situées
en{x,,a =1.. n}, sécrit sous laforme :

') =a l.1x)+1- & 1.)p.
a=1 a=l

Soient S" et S™ les sommes des poids positifs et négatifs respectivement. Les valeurs extrémales
de I’ estimateur sont :
e (X)=S" +(@- S*-S)p
Imin(X) =S +(1- S"-S)p

*

L’ estimateur est toujours comprisentre O et 1 si et seulementsi 17, (X)£1 et 1, (x)3 0, soit :

0£S" £1+—P s et (5 -)—P_£5 £0.
1 1-p
Dans le plan paramétré par S™ et S’, la zone autorisée est un triangle délimité par les axes de
coordonnées et la droite d’ équation
. ep 1-po..
S’ =1+ max —3S .
gl- P P g

2+

1

p-1 p
% p-1

Figure 2.5. Condition sur les poids de krigeage
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[11.2. Casd’uneindicatrice de moyenne 1/2

La condition la moins sévere se produit lorsque p = 1/2 (I’indicatrice compte autant de 1 que de
0) ; on obtient dlors: S* - S £ 1. Cette inégalité traduit synthétiquement que la somme des valeurs
absolues des poids de krigeage doit étre inférieurea 1 :

1. ]£1 (2.3)

Qo5

=1

Q

Comme dans le modéle mosaique a vauations continues, une condition suffisante est que les
poids de krigeage soient tous positifs et de somme inférieure a1 (cas d’ un effet de pépite pur ou d'une
covariance compléetement monotone dans I’ espace unidimensionnel), mais a premiére vue elle n’est
pas nécessaire.

[11.2.1. Point de vue matriciel

La condition antérieure peut S exprimer sous forme matricielle. Soient {x,,a =1... n} un ensemble
desites, C = [C(Xa —Xp)]an- 1. » l€ur matrice de variance-covariance et B la matrice inverse' de C. On
démontre que les pondérateurs de krigeage de X, par les{x,, bt a} vaent {- bap/bas, b? a}, ot byy
designe le terme générique de B (Dubrule, 1983). Aing, |’ équation (2.3) équivaut a écrire :

n
"a=1.n b2 g |byl

b=1

bta

C’ est-a-dire que la matrice B est a diagonale dominante. Cette propriété doit étre vérifiée pour tout
choix dessites{x,,a = 1... n}.

[11.2.2. Point de vue du krigeage dual

Le krigeage de I’indicatrice a partir des données situées en {X,, a = 1... n} peut S exprimer sous
forme duae (Matheron, 1980b, 1981b ; Chauvet, 1999) :

n
e(X)=21"(x)-1=§ b, C(X, - X)
a=1
ou les coefficients {b,, a = 1... n} vérifient le systéme d' égquations linéaires qui exprime les conditions

dinterpolation exacte aux sites de données :

n
"a=1..n, é b, C(x, - X,) =e(x,) = +1.

b=1

La fonction de covariance doit étre telle que la fonction interpolatrice e(x) soit comprise entre —1
et +1, pour tout choix dessites{x,,a = 1... n} et desvaeurs{e(x,),a = 1... n} dans{- 1,+1}.

4 Tout comme C, B est une matrice symétrique définie positive. Ses termes diagonaux sont toujours positifs ; ce sont en fait
lesinverses des variances de krigeage (Dubrule, 1983).

62



En notant ici encore B lamatrice inverse de C, les coefficients{b,, a = 1... n} S'expriment de la
fagon suivante :

n n
"a=1.n,b, =3 bap €Xp) =baa &Xa) + A Db &%)
a=1 a=1
alb
Dire que B est a diagonale dominante &uivaut a dire que b, est du méme signe que e(Xx,) pour
touta | {1..n} ettout choix des{e(xy), a =1... n} dans{- 1,+1}. Comme lafonction de covariance
présente un maximum absolu al’ origine, cette condition permet que la fonction d’ interpolation

e(x) =8 b, O(X, - X)

a=l

présente un extremum local en chagque site de données (maximum ou minimum, selon le signe de la
donnée). Ceci suggeére que les “points névralgiques’ dee(x) a éudier sont les sites de données.

[11.2.3. Conjecture

On conjecture que seules les covariances compl etement monotones dans |’ espace unidimensionnel
vérifient I’équation (2.3). Il est facile d’ exhiber des configurations mettant en défaut cette condition
pour les autres modeles usuels de covariance (sphérique, triangulaire, quadratique, gaussienne...),
méme lorsqu’ on leur gjoute une forte composante pépitique. Par exemple, un corrél ogramme composé
d un effet de pépite d’ amplitude 0.95 et d’ un schéma sphérique de palier 0.05 et portée 1 conduit a une
somme des valeurs absolues des poids égale a 1.0298 lorsque I’on estime le site origine a partir de
1000 données réguliérement réparties sur le segment [-1,1].

[11.2.4. Autodualité

S I’on simule une indicatrice de moyenne 1/2, sous réserve que le krigeage d’indicatrice soit
toujours compris entre 0 et 1, I'ensemble aéatoire smulé est autodual, ¢’ est-a-dire que I’on peut
échanger les O et les 1 sans modifier la loi spatiale. Une premiére consequence est que I’ algorithme
sequentiel est incapable de simuler des ensembles aéatoires non autoduaux tels la plupart des schémas
bool éens.

Si I’on représente |’ ordre des sites smulés par une permutation s = {iy,... i} de {1,... n}, laloi
multivariable des valeurs simulées { (X1),... I(X,)} S exprime de la maniére suivante [Eq. (2.1)] :

AR 2 | (s) LA MLR(6
fs,n (ylv---yn)=O [a I 2,k dyikzy” + (1' a I /k)/z]:_no [1"‘8. l L,k (2dyik =y, 1)]
k=1 /r<k <k 2 k=1 <k
ou {yi,... yn} sont desvaeursde{0,1}
{1, ¢ <k} sont les poids de krigeage du site x;, & partir des sites {x;,, ¢ <k}.

L’ autodualité se manifeste par I'invariance de la loi multivariable lorsque I'on change {yu,... Yn}
en{l —vyi,..1 —y,}. On peut égaement décrire les lois multivariables des valeurs simulées par les
fonctionnelles caractéristiques de I’ ensemble fermé aléatoire E associé a I’ indicatrice I(x) (Matheron,

19753) :

Q(K) = Prob[K N E = A pour tout compact K de R*
T(K)=Prob[KNE * A =1- Q(K)
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Un ensemble fermé aléatoire est autodua s'il possede les mémes fonctionnelles caractéristiques
gue la fermeture de son complémentaire.

K

o «

A B
Figure 2.6. Le compact K évite ou, au contraire, rencontre |’ ensemble E

Remarque: loi spatiale et fonctionnelles caractéristiques

Laloi spatiale d'une indicatrice ne caractérise pas complétement |’ ensemble aléatoire associé. Ainsi, un ensemble
congtitué d'un nombre fini ou dénombrable de points situés au hasard dans I’ espace a une loi spatiale nulle (égale ala
loi spatiale de I'ensemble vide). Plusieurs propriétés de |’ ensemble aléatoire ne sont pas décrites par sa loi spatiale, en
particulier les propriétés de connexité et convexité dont la définition met en jeu une quantité infinie et non dénombrable
de sites.

Les fonctionnelles caractéristiques sont des outils plus complets pour caractériser un ensemble aéatoire fermé
L’idée de base est de remplacer I’ensemble fini de sites {x,,... X} par des ensembles plus volumineux, en I’ occurrence
des volumes fermés et bornés (compacts). Lafonctionnelle T satisfait les propriétés suivantes :

1) O0£TE1L avec TEE)=0.

2) Continuité monotone séquentielle : pour toute suite décroissante {Kp, p T N} de compacts qui converge vers un
compact limite K, lasuite { T(K,), p T N} décroit et tend vers T(K).

3) Pour tout compact K et tout ensemble de compacts {K;, i1 | <¥}, onal’inégalité:

a 0" 7(J K, k) £0 ou|yindique le cardina de I’ ensemble J.
J i}

Cette propriété exprime la postivité de la probabilité que I'ensemble aléatoire rencontre chague ensemble K; sans
toucher K. Elleimplique que T est croissante: s K1 K', alors T(K) £ T(K").

On qualifie de capacité alternée d’ ordreinfini toutefonction qui vérifie les deux derniéres propriétés et de capacité
de Choquet toute fonction qui satisfait les trois propriétés. Un résultat fondamental est le suivant (Choquet, 1954 ;
Kendall, 1974 ; Matheron, 1969a, 1972c, 1975a) : si T est une capacité de Choquet définie sur les compacts de RY alors
T caractérise un unique fermé aéatoire. La fonctionnelle caractéristique est donc I’ équivalent pour un fermé aléatoire
d’une fonction de répartition pour une variable a éatoire.

En revanche, étant donnée une loi spatiale d'indicatrice, il existe un nombre infini de fermés aléatoires associés a
cette loi spatiale. Toutefois, I’ un d’ entre eux (noté E) est contenu dans tous les autres et se caractérise par :

E=END
pour un ensemble dénombrable D dense dans R (la barre indique la fermeture topologique). On dit que E est séparable
par D. Cette propriété signifie que, grace a un échantillonnage dénombrable et dense (représenté par D), il est possible
de reconstituer complétement le fermé aléatoire, bien que disposer d’ un échantillonnage dénombrable ne permet que
d'inférer laloi spatiale de I'indicatrice. Cependant, en général, I’ensemble D dépend de E. Pour que ceci n'ait pas lieu,

on peut restreindre |’ étude aux fermés aléatoires dont la frontiere a une mesure nulle (Schmitt, 2001). Sous cette
contrainte, I’ensemble minimal E est régulier, ¢’ est-a&dire qu'il coincide avec lafermeture de son intérieur, et I'on a:

E=END

pour n’'importe quel ensemble dénombrable D dense dans R¢.
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Figure 2.7. Lorsque la maille d' échantillonnage tend vers zé&ro, on obtient
une image compléte de |’ ensemble aléatoire si celui-ci est régulier

L' agorithme de simulation séquentielle d'indicatrices se place dans |’ optique de la loi spatiale, car il simule les
sites de |’ espace les uns gorés les autres, donc ne peut traiter qu’un nombre fini de sites. Pour définir sans ambiguité
I’ensemble aléatoire simulé, on doit se restreindre & la famille des fermés aléatoires dont la frontiére a une mesure nulle.

111.2.5. Exemple : processus autodual a covariance exponentielle sur la droite réelle

Fonctionnelle caractéristique

Soient C(h) = exp(—a |h|) lafonction de covariance et E I’ ensemble aléatoire simulé (ensemble des
sites pour lesquels I'indicatrice est égale a 1). Un résultat remarquable est que I’ ensemble aléatoire E
est indépendant de I’ ordre de simulation et que sa fonctionnelle caractéristique est :

L;,]_
Q) = Prob{k, NE == - O {L+expl-axin - )1}

|
pour toute union finie de sites K, =( J{x;} .
i=1

La démonstration s effectue par récurrence sur le nombre de sites simulés. La propriété est vérifiée lorsgu’il n'y a
qu'un ou deux sites. Supposons-la valide jusqu’'a I ordre I- 1 et simulons un site supplémentaire x;. Notons X, & Xy les
sitesadjacentsax, aveca, b1 {1,...1- 1}. A cause de |’ effet d’ écran induit par la covariance exponentielle, lavaleur Y,
est égale a 'Y, ou Y, ou est indépendante de ces valeurs, avec des probabilités données par les poids de krigeage et le
poids de la moyenne respectivement. En particulier, si Y, et Y, sont toutes deux nulles, Y, vaut 1 avec une probabilité
égale alamoitié du poids de la moyenne, 0 avec la probabilité complémentaire.

En notant K,_; I’ union de tous les sites { X1,... X1}, ordonnés par abscisse croissante, on a:

Q(K,) =Prob[K, NE =A&] =Prob[K, ; NE=A" Prob[Y, =0|K,_;NE =A&]

1 % , ep[-a(x, - x)[+ep[-a(x - x,)] 1

1 9 {1+epl-axq- x)1} {1- - Trep[-a(x - x)] )E

:il'oz (1409 [- Al - X1} 1+ep[-a(X, - X)]+ep[-alx, - x;))]+ep[-ax, - x,)]
A 1+exp[-a(x, - X,)]

_i"’z i i A lrep[-alx, - x)IH1+tep[-alx, - x,)]}

Py (31 {1+ep[-alxiq - x)1} Tropl-atg - x,)]

}

1 k!
=0 (2repl-atc, - )}
i=1

On vérifie sans peine que la formule de récurrence est vérifiée méme si x, n'a pas de voisin d'un coté.
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La connaissance de la fonctionnelle caractéristique sur toute union finie de sites équivaut a la
donnée de laloi spatiale de I’ensemble aléatoire. D’ apres ce qui précéde, I’ ensemble aléatoire est alors
entierement caractérisé s'il est choisi dans la classe des fermés aléatoires dont la frontiere est de mesure
nulle.

Ce réaultat d' unicité facilite la smulation conditionnelle d’ un tel ensemble aléatoire, puisque |’on
peut considérer |es sites de données comme des sites déja smulés (la contrainte que celaimpose sur la
sequence des sites simulés est sans incidence sur laloi spatiale du processus ssimulé).

Coincidence avec d’ autres modéles
L’ ensemble aéatoire obtenu coincide avec plusieurs autres modeles :

a) mosaique de Poisson a vauations binaires et équiprobables, dont les compartiments sont définis
par un processus de Poisson de paramétre a

b) processus binaire dont les valeurs aternent aux points d' un processus de Poisson de paramétre a/2

c) schéma booléen stationnaire de covariance exponentielle et moyenne 1/2.

Pour établir le premier cas, il suffit de considérer la simulation séquentielle en ordre régulier (cf.
section sur le modéle mosaique). Le deuxieéme cas se démontre en remarquant que les changements de
valeurs dans la mosaique décrite en a) dessinent un processus induit par un processus de Poisson dans
lequel chague point peut étre éiminé avec probabilité 1/2 ; il s agit encore d’ un processus de Poisson,
mais de paramétre a/2. La démonstration du troisiéme cas est plus fastidieuse et requiert de vérifier
I’identité des fonctionnelles caractéristiques des deux ensembles aéatoires.

Dans le modéle booléen, la covariance est liée au covariogramme géométrique K(h) et ala densité g du processus
de Poisson associé a la chute des grains primaires (Matheron, 1987) :

C(h):%e(p[qK(h)]-% d ol K(h):w

Ce covariogramme géométrique est celui d'un segment de longueur aéatoire distribuée selon laloi

aexp (- arl)

"3 0 F(0)=1+ Kg =1- —o2Pah)
b(1) =1+ K qlL+eq(-ar)]

(on doit avoir q = a/2 pour assurer F,(0) = 0).

A présent, la fonctionnelle caractéristique du schéma booléen stationnaire est (Lantuéjoul, 2002) :
Q(K) =exp[-qE(] AA K |)] pour tout compactK deR
ou Aestlegrain primaire (segment de longueur distribuée selon F)

AAK =|JA, estledilatédeApar le compactK (A estletranslaté de A par le vecteur —x).

xI K
I ~
Soit K; une union finie ou dénombrable de sites : K, :U{xi} avec” il {1,...1- 1}, Xjs1 > X;.
i=1

Comme A est un segment, la mesure moyenne du dilaté de A par K vaut (figure 2.8) :

E(AAK, ] =1" K(0)- 51 K (X - %))
i=1
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Figure 2.8. Dilatation d’ un segment A par le compact K
Lafonctionnelle caractéristique du schéma booléen s écrit finalement :

1 k!
Q(K)) =?O {1+ep[-a(xq - x)]}, CQFD.
i=1

Remarque

Une conséquence est que le schéma booléen de moyenne 1/2 et de covariance exponentielle a une dimension est
autodual. La propriété d autodualité se produit seulement avec la covariance exponentielle. En effet, le corrélogramme
r (h) d'un schéma booléen est associé au grain primaire de covariogramme géomeétrique

K(h)=In[1+r (h)]/q.
I 11
Lafonctionnelle caractéristique du compact K, :U{xi} devient : Q(K,):?O{lﬂ(xiﬂ- Xi)}.
i=1 i=1

Considérons un ensemble de trois sites {x;,X,,X3} alignés dans cet ordre. La probabilité que les trois valeurs
associées{Y1,Y,,Y3} valent 1 s exprime comme suit :

Prob[Y1 =Y, = Y3 =1] = Q({X1,X2}) + Q({X1,X3}) +Q({X2,X3}) - Q({X1,X2,X3}) - %

:%{1'”()(2 = X)) 1 (X3 - Xp) +2r (X3- X1) - 1 (Xp - X)T (X3~ %)}

Cette probabilité est égale a Q({ X1,X2,X3}) Si et seulement si r (Xo —X1) r (X3 —X2) = (X3 —X4), i.€. Si et seulement si
r (h) est une exponentielle décroissante sur R.. On en déduit que I’ensemble aléatoire de moyenne 1/2 obtenu par
simulation séquentielled’ indicatrice ne coincide avec un schéma booléen que dans le cas d' une covariance exponentielle
aune dimension. Dans les autres cas, e premier ensemble est autodual tandis que le second ne I’ est pas.

Unicitédu processus ?

L es exemples précédents correspondant curieusement au méme ensemble aéatoire, il est [égitime

de chercher a savoir S'il existe d’ autres processus binaires autoduaux de covariance exponentielle dans
I’ espace aune dimension. De tels processus existent effectivement, comme I'illustre I’ exemple suivant.

Soit un processus poissonien qui divise la droite réelle en intervalles indépendants de longueur

aléatoire régie selon une loi exponentielle de moyenne 2a. Sur la premiére moitié de chaque intervalle
on pose Y®(x) = 1 alors que sur la seconde moitié Y®(x) = - 1. Cette technique dite de “migration”
conduit & un processus Y ®(x) admettant comme fonction de covariance (Haaset al., 1967 ; Matheron,
1968b)

cO (= 1- Mheq(- I
a a
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On considere alors la fonction aléatoire binaire définie par
"xI R YY) =Y®(xU)

ou U est une variable aléatoire uniforme sur [-1,1]. Y(x) n'est autre que la restriction a un axe de
coordonnée du processus tridimensionnel obtenu & partir de Y(x) par bandes tournantes (Matheron,
1972b, 1973a). La covariance de Y (x) décroit de maniére exponentielle (Lantugoul, 1994, 2002) :

ofhy = exp(- 1)

Laloi de U éant symétrique par rapport a O, le processus Y (x) représente un ensemble aléatoire
autodual, mais differe du schéma booléen vu précédemment car les alternances de valeurs n’ obéissent
pas a un processus de Poisson (deux compartiments consecutifs ont la méme longueur, ce qui implique
gue la propriété markovienne n’est pas satisfaite). Pour rendre le processus ergodique, il suffit de le
composer avec une mosaique de Poisson : dans chaque compartiment de la mosaique, on définit un
ensemble a éatoire tel que ci-dessus, indépendamment d’un compartiment a |’ autre.

[11.3. Ensembles aléatoir es non autoduaux

L’identité entre le schéma booléen de covariance exponentielle et I’ ensemble a éatoire obtenu par
I’ algorithme séquentiel d’indicatrice en ordre régulier reste vérifiée quand la proportion p de I’ espace
occupée par I’ ensembl e a éatoire (moyenne de I’ indicatrice) difféere de 1/2.

En effet, le schéma booléen admet la covariance exponentielle C(h) = p (1 — p) exp(-a |h|) si le covariogramme
géométrique du grain primaire est

K(h)=2inf1+ —P—exp(- afh]
g 1-p

qui correspond aun segment de longueur distribuée selon la fonction de répartition

ep(-al)

"3 = =l-—
020, R() =1+ K¢/ =1 1- p+ pexp(-ar)

(onaposéq=ap).

Sous ces conditions, on trouve comme fonctionnelle caractéristique :

I 1l p
Quooaen(K )=~ p) O{1+ 1- p9<p[-a(xi+1- )1}
i=1

|
pour tout compact K, = J{x;} tel que” i1 {L....1- 1}, X1 > X

i=1

Quant al’algorithme séquentiel en ordre régulier, on obtient une mosaique de Poisson dont les compartiments sont
valués par 1 avec la probabilité p et par O avec la probabilité complémentaire. Le nombre de compartiments contenant
deux sites x; et x;; est égal a 1 s I'intervalle [x;,x;+1] ne contient aucun point poissonien, ce qui se produit avec la
probabilité p; = exp(- a [xi+1 — Xi|), ou & 2 avec la probabilité complémentaire 1- p;. Un raisonnement anal ogue pour un
compact K, constitué de | sites consécutifs{x;, i = 1... I} donne lafonctionnelle caractéristique cherchée:

1*"54 B(p)
Qusquentia (K1) = E[X- p) ™= ]

ou B(p;) est une alternative de Bernoulli de probabilité de succes 1 —p;.
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D’aprés la propriété d absence de mémoire du processus de Poisson, les variables {B(p), i = 1... | — 1} sont
indépendantes entre elles. Par suite:

[
Quuenia(K) =@~ ) O E[@- p)°®]

i=1

ke - (X - X - (X - X
=(L- PO [ %) +(1- &%) (- p)]

i=1

l’;'l - a(Xi - X

=1- p) O [pe ** ) +(@1- p)]
i=1
Ix1

=1-p'0 [1+%e’ 2%

i=1

S la smulation ségquentielle s effectue en ordre irrégulier, laloi spatiale des valeurs simulées
change. Pour le voir, considérons trois sites {x1,X»,Xs}, tels que X, soit le milieu de [x1,X3], que l’on
simule selon la séquence {X1,X3,X2} . En notant r le coefficient de corrélation entre les valeurs en x; et
X, lafonctionnelle caractéristique est :

2r
1+r°2

Qusquential {X15 X3, X,}) =(@- p){1- p(d- r?)H1- p(- )}

qui differe de celle du schéma bool éen.

V. Modéles aindicatrices multiples

IV.1. Condition pour reproduire les moyennes et covariances d’indicatrices

Les résultats établis dans le cadre mosaique peuvent se généraliser lorsque les indicatrices ne sont
pas en corréation intrinseque. 11 est alors nécessaire de discrétiser I'ensemble desvaleurs de lafonction
aléatoire a |’ aide de plusieurs seuils de coupure et de spécifier un modé e variographique pour chaque
indicatrice de seuil.

Si toutes les fonctions de répartition conditionnelles construites par krigeage d'indicatrices sont
croissantes, la simulation reproduira correctement les moyennes et les covariances d'indicatrices. Ce
résultat a déa éé mentionné par Journel (1989), sans que cet auteur mette |’ accent sur la contrainte de
croissance des fonctions de répartition obtenues par krigeage d'indicatrices. 1l peut étre démontré par
récurrence sur le nombre de sites simulés, al’instar de ce qui a été fait dans le cadre mosaique.

La contrainte de croissance des fonctions de répartition estimées est tres exigeante, car a présent
les poids de krigeage évoluent avec le seuil de I’indicatrice considérée. Elle est impossible a satisfaire
deslors que I’ on utilise un modéle de covariance interdit pour décrire une indicatrice (Matheron, 1987,
19893, 1993) ou des que les modées associés a plusieurs indicatrices ne sont pas compatibles entre
eux : lesindicatrices ne sont jamais indépendantes, de sorte que des contraintes lient leurs covariances
simpleset croisées (Rivoirard, 1993 ; Chilesand Delfiner, 1999).

De plus, les difficultés mentionnées dans le cadre mosaique et liées al’ utilisation d’ un algorithme
sequentiel subsistent ; en particulier, les lois multivariables dépendent du nombre de sites et de I’ ordre
dans lequel ils sont traités. Le mieux est de recourir a un ordre préétabli, par exemple I’ ordre régulier
ou le déplacement aléatoire du point médian dans |’ espace a une dimension.
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IV.2. Exemple : indicatrices a covariance exponentielle

Cet exemple a pour but de trouver des modées qui garantissent la croissance des fonctions de
répartition conditionnelles estimées par krigeage d'indicatrices. Dans |’ espace a une dimension, on
considére un processus dont les indicatrices ont des corrél ogrammes exponentiels de portée dépendant
du seuil :

"y R, ry(h) =corfI(Y (x+h);y),I(Y (x);y)] =& *P" avec afy) > 0.
S la simulation s effectue en ordre régulier, I'estimation de la fonction de répartition au site a

simuler X,.; ne fait intervenir que le site immédiatement antérieur X, a cause de I’ effet d’ écran de la
covariance exponentielle. Cette fonction s écrit donc :

1 (Yo Y) = € 2091(Y 1y) +[1- e 2O F(y)
ou d est la distance séparant .., de X, et F(y) lafonction de répartition a priori.

La valeur de la donnée Y, étant quelconque, la croissance de cette fonction de répartition n’ est
assurée que si chacune des deux fonctions suivantes est croissante :

j1(y)=[1- e 2VUK(y) etj ,(y) =€V +[1- eV F(y) =[1- e *V[F(y)- ] +1
ce qui revient agarantir lacroissance de f , (y) =[1- e M9 F(y) e f ,(y) =[1- e *V9][F(y)- 1.

Loi marginale exponentielle

Si F(y) et lafonction de répartition d’une loi exponentidlle : " y 1 R,, F(y) =1 —e?, plusieurs
solutions sont envisageables, par exemple :

"yI R,, aly)=ae” avecO£aetO£b£ 1
"yI R,,aly)=a+by avecO£b £a.

Loi exponentielle inversée

S aprésent" y1 R., F(y) =€, on peut proposer les exemples suivants pour lafonction a(y) :

"yIR_,a(y)=ae™ avecOf£aetO£bE£1
"yl R.,a(y)=a- by avecO£b£a.

L’intérét de cet exemple est que la portée — inversement proportionnelle a la fonction a(y) —
augmente avec le seuil, tandis que dans le cas de laloi exponentielle la portée diminue avec le seuil.

Loi quelconque

On se ramene al’un des cas précédents par anamorphose : on associe a tout seuil la portée du
seuil de laloi exponentielle de méme fréguence cumulée. On peut auss composer |es cas précédents,
par exemple associer les portées de laloi exponentielle inversée jusgu’ a un certain seuil, puis celles de
laloi exponentielle, ou encore changer les paramétres (@ et b) qui régissent I’ évolution des portées a
partir d un certain seuil. Ceci confére une trés grande souplesse d’ utilisation.
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Cette procédure fonctionne pour des lois marginales de toute nature ; elle permet d’ associer a un
histogramme donné des covariances d'indicatrices compatibles avec un tel histogramme, au sens ou
I’ensemble de ces paramétres pourront étre reproduits exactement par |’ algorithme séquentiel a une
dimension.

valeur
valeur

coordonnée coordonnée

A B

Figure 2.9. Réalisations de processus discrets de loi uniforme dans{1,... 10}
pour lequel 1a portée des indicatrices diminue (A) ou augmente (B) avec e seuiil

Remarque

Les rédisations obtenues ont un aspect de mosaique : elles présentent une vaeur constante dans
un compartiment de I’ espace, puis une transition brusgue vers une autre vaeur. La raison est que la
probabilité gu’un site ait laméme vaeur que le site précédent n’est pas nulle :

Prob[Y,,, =y|Y, =yl =e 1,

n+l —

Contrairement au cas mosaique, cette probabilité de transition dépend de la valeur prise par le site
Y ., ce qui signifie que la longueur des compartiments dépend de leur valuation.

S I'on souhaite impérativement obtenir des réalisations dont les trgjectoires ne dont pas divisées
en compartiments, il faut améliorer la procédure séquentielle, par exemple en tenant compte des
covariances croisees des indicatrices et en remplagant le krigeage propre des indicatrices par un
cokrigeage (smulation séquentielle isofactorielle, cf. section suivante).

IV.3. Covariances croisées d’indicatrices

En général les covariances croisées des indicatrices simulées ne sont pas stationnaires, ¢’ est-a-dire
gu’ elles ne dépendent pas seulement de la distance de séparation mais auss de la position des points
d appui. En outre, elles dépendent de la séquence selon laquelle les sites sont simulés.

En effet, considérons un ensemble de données{Y,... Y} situéesen {xy,... X} et tellesque:

"yl RMIT {L..n} HI(Y;;y)} = Prob(Y; <y) =H(y)
"yl RMLT{L.n} cov{I(Yiy) (Y iy 9 =aly,y§ry,e(X; - X;)

ou a(yy)=HKy)[1-Fy)lsiy£y' F(y) [1-Fy)] sinon
ryy (Xi,%) est une fonction égale a 1 lorsque x; = X; et telle que ryy(Xi,X;) = fyy (X X))

71



Lafonction de répartition conditionnelle en ., est estimée par krigeage d' indicatrices :

EI(Y r; y)ldonnées] =3 15 () 1Y)+ o(Y)F(Y) ot 1 o(y) =1- & 1 :(y)

i=1 i=1

Par rapport au cas mosaique, les corrélogrammes d'indicatrices et les poids de krigeage dépendent du seuil y. La
formule ci-dessus implique :

BICY s Y)Y Y 9] = E{I(Y Y G ELI (Y445 y) | données]}

=E{I(Y;;y0[a 1 ) 1Y 9) +1 o () FO)I}
i=1

S8 1 A,y - X,)+F(y) Fy9
i=1
dou
COV{ I (Ypats YICY i YO} =a(Y, YO & |1 (V) TyyelX; - X))

i=1

Cette expression dépend des configurations de krigeage, donc de la séquence de simulation, et n’'a pas de raison de
se simplifier (en particulier, elle ne dépend pas seulement de la distance séparant X1 et ) :

COV{I(Yn+1; y)rl (Yj; y()} ! a(y1 y() ryyu‘,(X n+l " Xj) :

Méme si I’on randomise la fquence de simulation, il n’est pas certain que les covariances croisées deviennent
stationnaires (fonctions de xq1 - ¥ seulement). En effet, les configurations de krigeage ne sont pas invariantes par
trandation car il y aurainévitablement des effets de bords en périphérie du domaine simulé. Par ailleurs, cette approche
pose le probléme de la dépendance des lois multivariables vis-&vis du nombre total de sites considérés dans la
simulation (cf. section sur le modéele mosaique).

En conséquence, certaines caractéristiques de la loi bivariable vont dépendre de la séquence de
simulation et ne seront pas stationnaires dans I’ espace : ¢'est le cas en particulier de la covariance, qui
S exprime comme la somme de toutes les covariances croisées d'indicatrices lorsque les seuils (y,y")
balaient R? (Matheron, 1982). Avoir une covariance ou un variogramme dépendant de la séquence de
simulation signifie que, d’'une réalisation a |'autre, le variogramme régional risque de présenter des
différencesdont I’amplitude dépasse celle d’ une smple “fluctuation” statistique. C'est |a une situation
fort inconfortable.

En ce qui concerne la non-stationnarité, le seul moyen de I’ éviter est de trouver une séquence de
simulation qui laisse les covariances croisees d’indicatrices invariantes par trandation. Par exemple,
dans |’ espace a une dimension, lasimulation en ordre régulier avec des corré ogrammes exponentiels
donnera, a cause des effets d’ écran :

"jl {L..np, 1y pe(Xpe, %) =1 n(y)ryy¢(xn’xj)=6 i(y)” 1= 6 Fy(Xisg = Xi) =1y (Xpug = X;) -
i=] i]

Aing, la covariance croisée entre les indicatrices associées a deux coupures distinctes ne dépend
que de la distance de séparation entre valeurs. Pour |es distances positives, elle est proportionnelle au
corrédlogramme de la coupure relative a la derniere valeur smulée; pour les distances négatives, dle
est proportionnelle au corrélogramme de la coupure relative a la premiére valeur simulée :

"h3 0,ry(h)=r,(h) et r,q(-h) =ryh) =rh).
Bien que stationnaire, laloi bivariable représentée par ces covariances d' indicatrices ne peut étre
isofactorielle, car elle n'est pas symétrique (invariante lorsque I’ on change h en —h). En revanche, le

processus bénéficie de la propriété de Markov, ce qui facilite sa ssimulation conditionnelle (cf. section
suivante sur les modéles isofactoriels).
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L’ ordre régulier est sans doute la seule sequence fournissant des covariances croisées stationnaires.
Par exemple, considérons un ordre irrégulier tel le déplacement aléatoire du point médian. Soient x; et
X, les deux sites extrémes, Xs, X4 €t X5 les milieux respectifs de [x;,X2], [X1.X3] € [X3,X2]. Supposant a
nouveau que les covariances d'indicatrices sont des schémas exponentiels, un calcul montre que les
covariances croisées entrex; et x; d’une part et entre x, et xs d’ autre part, ne sont pas égales :

ryyc(xlv X3) ! I’yth(X4 ) X5)

d ou I’ absence de stationnarité du processus ssimulé. Ce défaut de stationnarité se présente dés qu’ une
méme distance sépare des paires de sites smulés a partir de configurations différentes.

IV.4. Simulation hiérarchique
Considérons une variable a valeurs dans {0,... m} et définissons des ensembles aléatoires par
E,=R%et"il {1,..m},E, ={x] RY/Y(x)3 i}

Une procédure connue sous le nom de simulation hiérarchique (Dimitrakopoulos and Dagbert,
1993) consiste a smuler chacun de ces ensembles aléatoires de fagon indépendante par I’ agorithme
sequentiel d’indicatrices, puis a poser :

" xT R% Y(x)=max{i/x] E} (2.4)

Cette procédure permet de diminuer les temps de calcul par rapport ala simulation d’indicatrices
classique, puisque I'ensemble E; n'a besoin d'ére ssimulé que dans le complémentaire des ensembles
d ordre supérieur ; c'est pourquoi il est avantageux de smuler E.,,, puis E 1, € ains de suite jusqu’a
E. (d' ou le qudificatif de “hiérarchique’” donné ala méthode).

Loi bivariable

Le processus simulé ne présente pas d’ effets de bord en descendant : S en un site x on sait que
la valeur est plus faible qu'un seuil j (C'est-a-dires x n’'appartient a aucun des ensembles E;,... E,),
alors la valeur smulée en x est indépendante de I éventuelle appartenance d'un site voisin x + ha
E;.... En Lasimulation hiérarchique est donc implicitement associée au modele isofactoriel arésidus
d'indicatrices orthogonaux (Rivoirard, 1988, 1989). Il s agit d’ une extension du modéle mosaique, ou
les effets de bord ne se manifestent que lorsgue I’ on passe d’ une valeur faible a une valeur forte. On
démontre que la covariance croisée entre les indicatrices associées aux seuilsi et j est proportionnelle
au corrélogramme de I'indicatrice du seuil le plus élevé. Ce modél e reste donc relativement limité ; les
modées de diffusion du type multigaussien sont inaccessibles.

L ois multivariables

Comme le modéle mosaique est un cas particulier de ce modéle sans effets de bord en descendant,
on sait par avance que les lois a plus de deux variables dépendront de la séquence de simulation et du
nombre total de sites smulés. C'est pourquoi il est conseillé de recourir & un ordre prédéterminé, le
plus smple étant de choisir le méme ordre pour toutes les simulations d’indicatrices (par exemple dans
I’espace a une dimension, |’ordre régulier avec des covariances exponentielles ou le déplacement
aéatoire du point médian).
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valeur

Plus précisement, laloi multivariable de I’ ensemble des valeurs ssimulées{ Y (x4),... Y (X,)} peut se
factoriser sous laforme suivante :

Prob[Y (X)) =1,...Y(Xm)=m]=6 Prob[X, 1 E, & (Lj X)(E =4

ou {X;,i = 1... m} forme une partition de {X,... X,} ; X; représente |’ensemble des sites de {Xi,... X,}
prenant lavaleur i. Laloi multivariable exprime que I’ ensemble E; doit couvrir tous les sites valant i et
aucun des sites prenant une valeur inférieure ai. Autrement dit, I'indicatrice smulée I1(Y (x) ; i) doit
valoir O sur X; et 1 sur tous les {X;, j <i} ; la probabilité d’ occurrence de ces événements dépend de
I’ordre selon lequel les sites {Xy,... X} sont Smulés.

Exemple : covariances exponentiellesa une dimension

La figure suivante donne une illustration de simulation hiérarchique a une dimension. Les portées
des covariances (des modéles exponentiels) dépendent du seuil considéré, tandis que les proportions
des ensembles aléatoires sont fixées de fagon que le processus simulé suive une distribution uniforme
sur {0,... 4}. Ces derniers sont smulés sur une maille trés fine en ordre régulier.

valeur

coordonnée coordonnée

A B

Figure 2.10. A, smulation de trois ensembl es al éatoires de covariance exponentielle
et B, modele arésidus d'indicatrices associé, sans effets de bord en descendant

Conditionnement a des données

L’ équation (2.4) montre que la simulation conditionnelle du processus { Y (x), x T R?} se raméne
a celle des ensembles aéatoires {E;,i = 0... m}, qui sont mutuellement indépendants. Une donnée
Y (x) =y crée une condition sur les ensembles {E;, i =y... m} et est inactive sur les autres ensembles
{E;,i=0...y-1} :

xI E, et"i>yxl E.
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IV.5. Variables catégorielles

Detelles variables codifient |’ appartenance d' un site a une catégorie (faciés ou unité géologique)
sous forme d'un nombre entier : Y(x) =i 9 X appartient au i-éme facies ; on suppose que |I'ensemble
des facies, au nombre de m, forment une partition de I’ espace. La valeur de Y (x) étant le produit d’une
codification, I’ordre induit par la numérotation des faciés est arbitraire et ne correspond en général a
aucune réalité physique.

Dans ce cas, il est tentant d’ abandonner le concept d'indicatrice cumulée (Y (X) ; y) (fonction
vaant 1§ Y(x) <y, 0 sinon) et de recourir a cdui d indicatrice standard i(Y (x) ; y) (fonction vaant 1
s Y(x) =y, 0 sinon) (Deutschand Journel, 1998). Cependant, une telle approche conduit a une impasse
dans I’ algorithme séquentiel d’indicatrice car |la somme des indicatrices standards estimées ne sera pas
toujours égale a1, ce qui signifie que les probabilités d appartenance aux différents facies ne totalisent
pas 1, amoins de se placer dans le cadre du modele mosaique.

Pour le vair, il suffit de considérer |I” estimation en un site x a partir d’un seul sitede donnéex + h :
"L mbiCY (i) =1 ()Y (x+h)si) + [2- 1 (h)]m,

ou m; et r(h) désignent lamoyenne et le corrélogramme de I’indicatrice i(Y () ; i). En notant iy I"indice du faciés présent
au site de donnée x + h, la sommation sur tous les indices donne :

8 IVO) =1, () + & [ il =1, () +1- & r()m .
i=1

i=1 i=1

Cette somme est égale a 1 en toutes circonstances seulement si elle ne dépend pas de ig, C' est-adire si tous les
corrélogrammes sont identiques (modéle mosaique).

La smulation de variables catégorielles est donc relativement limitée. On devra recourir aux
indicatrices cumul ées (avec un modéle mosaique ou a résidus d' indicatrices orthogonaux) au risque de
devoir hiérarchiser arbitrairement les facies. Une autre possibilité revient a employer un cokrigeage des
indicatrices au lieu d’ un krigeage séparé de chacune d' elles : la somme des valeurs estimées sera alors
toujours égale a 1. Or, le cokrigeage d'indicatrices équivaut a utiliser un krigeage digonctif ; sa mise
en oavre n'est commode que dans le cadre des modées isofactoriels qui sont I’ objet de la section
suivante.

V. Modéesisofactoriels

V.1. Condition pour reproduirelesloismarginale et bivariable

Dans le cadre de la simulation sequentielle isofactorielle, on ale résultat suivant : si, au cours de
la smulation, toutes les pseudo-densités du krigeage digonctif sont positives, les bis marginale et
bivariable du processus obtenu coincident exactement avec le modéle spécifié.

La démonstration s effectue par récurrence. Supposons qu’ aux sites {Xi,... X}, des données {Y,,... Y} suivent

une loi bivariable isofactorielle caractérisée par les facteurs {c,, pT N} etleurs corrélogrammes { T(h), pT N} (cf.
annexe B). On simule en Xx,.; une valeur Y,,; a partir de sa pseudo-densité fyp(y | données), supposée positive. Pour

toute fonction j développable en série de facteurs, on peut écrire :

T {Lenb E (Yaa)i (Y] =E{E] (Yy.)i (Y;) | données]} .
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Or, sous réserve de positivité, la pseudo-densité joue le role de densité conditionnelle :
ELj (You)i (Yj)données] <[y, j (Yo (y | données)dylj (v) =j (Vrua)“"J (V)

Par suite, en restituant aux valeurs Y., et Y; leur caractére aléatoire et en notant {j p1 N} les coefficients du
développement dej en facteurs:

"1 L Bl (V)] (YDT=ED (Yaa) P T (YD1 =i 5 +ELQ T e, (Vo) e, (Y))] .
Pl

Désignant par {I *, i = 1... n} les poids de krigeage de c,(Yn.1) €t utilisant les équations du krigeage simple, il
vient :

n
“JTLNLEL (Ye)l (YDI=i 0+ A0 2 1T, X)) =i 6+ 8 a To(Xnsa - X)) -
Pl i=1 Pl

Lacovariance entrej (Yn:1) €tj (Y;) admet alors I’ expression théorique souhaitée
" (L0 oVl (Yae)d (Y1 =@ 05 To(Xo - X))
Pl

ce qui démontre que laloi bivariable de I’ensemble {Y4,... Yy, Y1} est bienisofactorielle.

En ce qui concerne la loi marginale, sa correcte reproduction découle de la propriété de non-biais du krigeage
digonctif :

"y T R, EN(Yyu I=EN(Yrs y)<PT

La encore, laloi spatiade du processus smulé dépend de I’ ordre dans lequel les sites sont traités.
Aing, dans le cas unidimensionnel avec une séguence de ssimulation réguliére et un corrélogramme
exponentiel, la simulation d’une loi bigaussienne est multigaussienne, tandis que la simulation d’une
loi bigamma donne un processus de diffuson gamma. Par contre, dans un ordre irrégulier, les lois
spatiaes different de ceslois de diffusion (cf. chapitre 1).

V.2. Sur la poditivité des pseudo-densités du krigeage digonctif

La question est & présent de savoir quelle condition sur les corrélogrammes { T,(h), p1 N} assure
la positivité des pseudo-densités du krigeage digonctif. Pour cela, nous alons examiner en détail le
cas bigaussien (loi marginae gaussienne). La pseudo-fonction de répartition et sa dérivée, la pseudo-
densité, s expriment sous la forme (Matheron, 1976 ; Rivoirard, 1994) :

, o 1
Feo (y|données) =G(y) +a ——=H ,.;(Y) 9(¥) H (Y,.1)" S

Pl 4/P
feo(y |données) =g(y)+Q H, () 9(y)H (Y )<
pil

ot {H,, pT N} représentent les polyndmes d’ Hermite normés.

On s'intéresse au cas oul I’ on dispose de deux données conditionnantes{Y,,Y .} situées en { Xy x>}
pour simuler lavaleur Y, en un site Xo. La pseudo-densité du krigeage digonctif s écrit :

2 rfo'rfzrgo rgo'rfzrfo
fio(Y1YnY2) =9 +a(Y)a {——, = Ho (V) + == ——H, () H,(y).
01 1-r35 1-r3}
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Imaginons que les deux données{Y1,Y,} soient égales a une méme valeur y. On obtient ainsi une
condition nécessaire pour que la pseudo-densité soit positive : il faut qu'il en soit de méme de la
fonction bivariable

o ~ " 3 _rfo+r20
f(y,y9=0()a(y9a a,H,(y)H,(y§ ol a,=1et"p31 a =—"—=.

50 1+r},

L’intégrale de cette fonction vaut 1, car les termes d'ordre p 3 1 ont une intégrae nulle. D’ apres
Matheron (1975b), la condition cherchée est que les coefficients {a,, pT N} constituent les moments
successifs d’ une variable aléatoire a valeurs dans [-1,1]. Or, un théoreme (Hausdorff, 1921 ; Widder,
1941) éablit qu’ une suite de réels{a,, pT N} coincide avec les moments d’ une variable aléatoire sur
R s et seulement s pour toute famille finie {a,,... a,} descaaires, on a:

&
S@a,.--a,)=a a;a;a,%0.

i,j=0
Particularisonsaucasoup=1: S(a,,a,) =aza, +2a,a,a +a’a,.

Il s agit d’un polyndme du second degré en a, et a; ; un tel polynéme sera toujours positif s son
discriminant réduit est négatif ou nul. Or, ce discriminant est du signe de :

2(!‘10— rlzrzo)(rzo' r1or12)
A+r )2 @+15)

D= 312 -8 a =
Examinons le cas ou les trois sites {Xo,X1,X>} forment un triangle isocéle et supposons que le
corrélogramme soit isotrope. Deux situations sont possibles :

S Xo est équidistant de x; et X, (figure 2.11A), on a:

2rfo(l' r12)2
@+1 )2 A+r 3)

La condition cherchée D £ 0 n’'est jamais satisfaite, a moins que le corrélogramme soit purement
pépitique (r 10 =0 en toutes circonstances). Hormis ce cas, la pseudo-densité du krigeage digonctif
prendra inévitablement des valeurs négatives.

S X, est équidistant de x, et X; (figure 2.11B), aors on doit avoir :

D= 2r 15 (N - rfz)(l' l10)
A+r,)2@+r5)

Or, un raisonnement identique au précédent lorsque les deux données {Y,1,Y,} sont égalesay et
—y' respectivement conduit a une autre condition nécessaire :

De= - 21 5 (r 0 - T 5) (1- T 10)
(- r12)* (A+r3)

Ainsi, les seuls modél es variographiques possibles sont | effet de pépite pur (r 1, = 0) et le schéma
exponentiel & une dimension, pour lequel r (2h) =r (h)?, Soit 1 10 =r 1,°.
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Figure 2.11. Les données etle site a estimer forment un triangle isocele

Réciproquement, les conditions ci-dessus suffisent a assurer la positivité des pseudo-densités :

Ieffet de pépite conduit & un modée de “bruit blanc”, ou toutes les valeurs sont mutuellement
indépendantes ;

le corrélogramme exponentiel a une dimension fournit un processus de diffusion gaussien lorsque
la smulation est effectuée en ordre régulier (cf. chapitre 1) ; il sagit d'un modéle markovien, ce
qui explique pourquoi la connaissance de la seule loi bivariable suffit a reproduire le modéle.

Toutefois, la simulation en ordre régulier n'a d'intérét que s le résultat ne dépend pas de la maille
choisie (niveau de résolution de la simulation). On S'en assure en vérifiant I'identité des densités
obtenues en considérant ou non ladonnée Y :

fo(Y 1Y) =E f o (V1Y Y)Y}
Démonstration

Hfuo (1Y, Y)Y =QOfko (Y 1Y1,Y2) Ay 2 Y1) dy,

o Iih-rhrb o Ihy-rihri N
=g)+a)a ————Hp(yoH,W+ay)a —=———H, ) OHp(Y2)aly2 Y1) dy,
p1 1- riy ps1 -r
rh-rhrh r-riri
=g(y) +9(Y)& —2—22H (y)H,(1) +9()Q —2—ZH, (y)r L H,(v,)
p1 1- riy p1 1- r

=g(y)+9() A& 1 & Hp (y1) Hy (¥)
Pl
=fo(Y1ys)

En bref, hormis le cas du modéle purement pépitique, seulela simulation en ordrerégulier avec
une covariance a décr oissance exponentielle conduit a une pseudo-densité du krigeage digonctif
qui soit toujours postive. Ce résultat s éend aisément aux cadres bigamma, poissonien et binomial
négatif : il implique que la simulation séquentielle d’ un processus de diffusion est inexacte, quel que
soit e modéle variographique retenu, a I’ exception des processus markovien et pépitique pur.

Revenant au cas bigaussien, il est intéressant de quantifier jusgu’a quel point la pseudo-densité du
krigeage digonctif peut étre négative. Pour qu’ une telle éude ait un sens, il est nécessaire de pondérer
les valeurs de la pseudo-densité par la probabilité d’ occurrence des données {Y1,Y,}. On est aing
amené a définir une distribution de probabilité de la pseudo-densité. La figure 2.12 montre plusieurs
guantiles de cette distribution (quartiles, déciles et centiles extrémes) lorsque I’on smule une valeur
située au milieu de deux données et le modele variographique est un schéma exponentiel (figure 2.12
gauche) et un schéma exponentiel de palier 0.85 plus un effet de pépite d’ amplitude 0.15 (figure 2.12
droite).
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quantiles de la distribution des
valeurs de la pseudo densité

MODELE EXPONENTIEL

pu= 038

quantiles de la distribution des
valeurs de la pseudo densité

MODELE EXPONENTIEL + PEPITE

pi=08

quantiles de la distribution des
valeurs de la pseudo densité
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valeurs de la pseudo densité

08 0.8

0.6
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quantiles de la distribution des
valeurs de la pseudo densité

Figure 2.12. Centiles extrémes, déciles extrémes et quartiles dela distribution
des valeurs de la pseudo-densité lorsgue les données varient

La conclusion que I’ on tire de ces représentations est que la pseudo-densité du krigeage digonctif
prend souvent des valeurs négatives lorsgue la corrélation est importante (jusqu'a -0.15 dans les
circonstances les plus défavorables) et lorsque les seuils sont éloignés de 0. L'gout d'un effet de
pépite modéré n"améiore la situation que trés légérement. En conclusion, la méthode séquentielle
isofactorielle n’est guére recommandable, sauf pour travailler en ordre régulier dans I’ espace a une
dimension avec des processus a covariances exponentielles.
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Toutefois, s I’on cherche a conditionner des simulations a des données préexistantes, |’ ordre de
simulation ne peut étre régulier. Ceci montre que, s I’ on souhaite construire des simulations exactes, il
est nécessaire d expliciter les lois de probabilité au-dela des lois marginale et bivariables. Ici encore, le
cas le plus prometteur est celui de processus de covariances exponentielles a une dimension, car la
propriété markovienne de cette covariance laisse espérer qu’une loi trivariable suffit.

V.3. Processus mar koviens a une dimension

Un processus unidimensionnel, défini le long de I’ axe temporel, est markovien s, connaissant la
valeur présente du processus, les valeurs futures ne dépendent pas des valeurs passées.

Signalons tout d'abord qu’ un processus a covariance exponentielle dans I’ espace a une dimension
N’ est pas forcément markovien. Un contre-exemple est fourni par la mosaique des feuilles mortes avec
des segments de longueur aléatoire (cf. chapitre 1). D’ autres mosaiques a covariance exponentielle
peuvent étre construites a |’ aide de I’ agorithme séquentiel, sans pour autant étre markoviennes: les
compartiments ne sont pas convexes dés que I’ ordre de simulation n’ est pas régulier.

En revanche, il est facile d'imaginer la construction de processus markoviens admettant des lois
bivariables isofactorielles. On connait dga les processus de diffusion (bigaussien ou bigamma), qui
sont de covariance exponentielle, mais nous verrons que de tels processus peuvent étre généralisés s
I’on randomise la portée de leur covariance.

Nous allons commencer par définir des processus markoviens atemps discret ; pour simplifier la
présentation, les temps seront pris entiers. La procédure de construction est sequentielle : connaissant
les valeurs {Y,... Yn}, on simule Y,.; selon une loi isofactorielle conditionnée uniquement par la
valeur immeédiatement antérieure :

fyly,) =f(y) & T,(n.n+)c, (y)c,(y,).

p0
ot{c, pl N} sont lesfacteurs deslois bivariableset { T,,pT N} leurs covariances.

Le processus ains congtruit est markovien, puisque lavaeur Y .., ne dépend que de Y,. Graceala
formule de Bayes, on exprime la densité de probabilité entre trois valeurs consécutives, par exemple
{Y1,Y,Y3}, enfonction des lois bivariables (voir laformule (1.6) du chapitre 1) :

f(y1 Y2)f (Y2 Y3)

2.5
f(y2) @9

f(y Y. Y3) =

L’intégration de cette densité par rapport a y; ou ys redonne les densités bivariables des couples
{Y2Y3} et {Y,Y,}, lesqueles sont isofactorielles. La vérification que la densité de {VY,,Y3} est
isofactorielle requiert un petit calcul :

f(yY3)=0Of (Y1, Y2, Y3)dy,
=8 & fy)f () T, T,(23) ¢, (Y1) Cq (V3) OC,(V2) Cq(¥2) F(y2) dy,

p°0q30
= é. fly)flys)T,(L3)c,(y)c,(Ys)
peo
avec" pi N, T,(13) = T,(1,2) T,(2,3), qui est bien un moment d’ ordre p en tant que produit de deux
moments d’ ordre p.
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Plus généralement, on obtient toujours une loi isofactorielle entre deux sites non consécutifs :
"pl N,T,(Ln)=T,(12)..Ty(n-Ln)= [Tp(],2)]”‘1 sous réserve de stationnarité.
Cette équation montre que les covariances des facteurs sont des exponentielles décroissantes :
" pl N, Ty(Ln) = expl(n - HIn(T,(1.2))].

En conclusion, s a chaque étape I’on utilise une loi conditionnelle isofactorielle dans le procédé
de construction, on obtient un processus markovien dont toutes les lois bivariables sont isofactorielles
et dont les covariances des facteurs sont toutes exponentielles. Par rapport au paragraphe précédent, on
dispose d' une formule explicite et cohérente de toute loi trivariable. La simulation ségquentielle de tels
processus dans un ordre irrégulier sera donc possible de maniére exacte, puisque la valeur en un site ne
dépendra que des val eurs connues adjacentes a ce site ; on pourra donc déterminer la loi de probabilité

conditionnelle au site a simuler, puistirer une valeur aéatoire selon cette loi de probabilité.

Pour généraliser la classe des processus construits, une idée consiste a randomiser le coefficient de
corrélationr , entre Y,.; et'Y, selon une distribution de probabilité v (d ) sur [-1,1]. Supposant que ce
coefficient est indépendant des précédents {r ,,... r ...} €t que, r, é&ant fixé, laloi entre Y., et Y, est
de diffusion, alors la covariance du p-iéme facteur pour une distance unité vauit :

T, =¢rPv(dr).
Donnons quel ques exemples simples de lois de probabilité pour r ,, :
Diracenr : v (dr)=d,
T,(12) =r" : modéle de diffusion
Loi adeuxatomesenOetl:v(dr)=(1-r)d,+rd,
T,(L2) =r : modéle mosaique

br-1. b(l-r)-1
Loi beta de paramétres {br ,b(1-r )} sur [0,1] : v (dr) = SOl d-r dr avecb>0

Gor ) Gb(1- r))

_G(b)Gbr +p)
Tp(l2)= Gbr)Gb+p)

Lorsque la corrélation est toujours positive, une autre possibilité consiste a I’ écrire sous la forme
r »=exp(- a,) ol a, suit uneloi de probabilité v (da) sur R., par exemple :
Loi de Poisson deparamétre q : v (da) =e ¢ § C:—'di
N

Ty (12) =exp(- o(1- €'?)).

Loi gamma de parametre a et facteur d’échelle b : v (da) = exp(-a/b)a**da

ba

@)

T,(L2) =exp(-ain(L+bp).
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Lorsque b tend vers 0, on se rapproche du processus de diffusion.

valeur

|
[ 10 20 30 40 50 &0 70 80 20 100

coordonnée

Figure 2.13. Réalisation d'un modéle hermitien (le paramétre
de la covariance suit une loi gamma de parametrea = 0.01)

On obtient ainsi un procédé de construction de processus isofactoriels markoviens, qui ont la
particularité de généraliser la classe des processus de diffusion. Pour faciliter I'inférence du modéle et
de ses paramétres a partir de données expé&imentales, il est commode d examiner le variogramme
d ordre 1 ou madogramme, noté g. Dans le cas d’ un processus de diffusion (coefficient de corréation
déterministe et constant), le madogramme est proportionnel a la racine carrée du variogramme. Dans
le cas général, on alaformule :

v g C@n) - _ 1 o Gp-1/2
ns3 i, —91(¥) E[Jl Min 26(1/2)paa'0 o T,(Ln).

Nous reviendrons sur ce point au chapitre 4.

Remar ques

1) Laloi bigaussienne autorise I’ existence de corrélations négatives, qui ne peuvent donc se mettre
sous la forme exp(- a). Par exemple, écrivons la corrélation entre deux sites consécutifs sous la
forme cos(a) et randomisons a selon une loi uniformeentreO et p :

T,(12) =%(1+(_ 1)p)d>/2 cosP (a)da= (1+(- 1)) 2:1 d(p+1/2? |

p!

Dans ce modéle, les covariances des facteurs d’ ordre impair sont purement pépitiques, tandis que
les facteurs d’ ordre pair (fonctions du carré des valeurs) manifestent une structure spatiale : tout
se passe comme s le signe des valeurs générées était aéatoire.

2) L’hypothese markovienne a permis d' éviter |’ occurrence de densités de probabilité négatives lors
de la smulation sequentielle. Ce résultat n’est pas le fruit du hasard, puisque cette seule hypothese
revient en fait a déterminer un type de loi spatiale a partir des seules lois bivariables : le modéle de
fonction aléatoire est alors entiérement spécifié.
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V1. Extensions des modéles précédents

Pour terminer ce tour dhorizon sur I’agorithme ségquentiel, les paragraphes suivants proposent
deux extensions des modél es précédents.

V1.1. Composition de modéles

Donnons un exemple simple : il consiste a simuler d’ abord une mosaique unidimensionnelle puis,
indépendamment dans chaque compartiment de cette mosaique, un processus isofactoriel markovien.

Notonsr (h) la covariance de la mosaique unidimensionnelle, f(y) et f(y1,y.) les densités marginae
et bivariable du processus isofactoriel markovien, {c,,p T N} ses facteurs et {T,(h),p T N} leurs
corrdogrammes. La composition des deux modéles donne un processus {Y(x), x T R tel que la
densité du couple { Y(x + h),Y (X)} s écrit souslaforme :

fQy,y,) =r(h)fly,,y,)+[1- r(MIf(y)f(y,)
=r(MIF(y)f(y) A& To(h)c, (vy)C, (Y )l +1- r (M (y,)T(y,)

ps0

=fy)f(y,)a THhc, (y)c,(Y,)

p3 0
avec Tgh)=1et" p3LTS(h)=r(h)T,(h).

Le processus résultant est donc bien isofactoriel de méme loi marginale, mais en général il ne sera
plus markovien, sauf s la mosaique unidimensionnelle est elle-méme markovienne (mosaique de
Poisson). C'est ce dernier cas qui retiendra notre attertion, car il facilite grandement la simulation
conditionnelle. En effet, a cause de la propriété markovienne, seule la loi trivariable du processus est
requise, laguelle s exprime en fonction des lois marginde et bivariable [Eq. (2.5)].

VI1.2. Modées interrompus

Partant d'un processus markovien unidimensionnel {Y(x), x I R%, on dimine & intervalles
réguliersun segment de longueur constante |. Soit L la longueur restante entre deux coupures; I’ origine
Xo des coupures est choisie au hasard dans |e segment de coordonnées [0,L+] (figure 2.14).

Soient deux sites{x + h, x}. On pose
E, = partieentierede |h|/ L
F, = partie fractionnaire de |h| / L
fo (V2. ¥2) =F (V) F(¥2) & T, () e, (y1)c,(y,) : loi bivariable de {Y (x+ h),Y (x)}

p30

Lessites{x + h, x} occupaient initiaement d autres positions qui ont été séparées par un nombre
N de coupures : N = E,, avec laprobabilité 1 — R, E, + 1 avec la probabilité complémentaire F,.
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Figure 2.14. A, processusinitial markovien et B, processus interrompu

Laloi bivariable du processus “interrompu” Y'(X) S exprime comme suit :

fFY1.Y2) =(@- R)IF(Y)F(Y2) A Toh+1Ep)co(ya)Cp(y)]

p°0

+R[f(y)f(y) & To(h+1E, +1)c, (yy) e, (¥,)]

p30

:f(yl)f(yz)é T&(h)cp(yl)cp(yz)

p*0

avec Tgh)=1et"p3LTS(h)=(1- R)T,(h+I1E)+ R T,(h+IE, +1).

covariance

distance réduite (ap h//L)

Figure 2.15. Covariance du facteur d ordre p en fonction du rapport I/L

Ainsi, le processus résultant est encore isofactoriel. Cependant, il perd la propriété markovienne
car, connaissant les valeurs jusqu’'a un site chois comme origine, la valeur en un site “futur” dépend
non seulement de la valeur présente, mais auss de I'instant de la derniere coupure, lequel dépend lui-
méme de toutes les valeurs passées.
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Chapitre 3 :

M odeles isofactoriels a
plusieurs dimensions

|. Objectif

Le chapitre précédent a permis d'identifier les conditions sous lesquelles I’ algorithme séquentiel
reproduit exactement les parametres du modele théorique. En général, ces modéles doivent étre définis
dans I’ espace a une dimension et posséder la propriété markovienne, ce qui constitue un cadre trés
restrictif pour les applications.

Ce chapitre vise a étendre la simulation de modéles isofactoriels a I’ espace multidimensionnel. A
ce titre, deux pistes seront explorées. La premiére voie est |la méthode dite de substitution (Matheron,
1989b ; Lantugoul, 1993, 2002), qui permet de construire des fonctions aéatoires isofactorielles a
plusieurs dimensions a partir de processus isofactoriels unidimensionnéls ; sous certaines conditions,
ceux-ci pourront étre simulés par |’ algorithme séquentiel. Cet agorithme sera ensuite laissé de coté et
I’on introduira des modéles nouveaux et des méthodes de smulation adaptées. On s intéressera en
particulier aux modéles isofactoriels construits a partir d ensembles aéatoires, de modeles mosaiques
ou de fonctions aléatoires multigaussiennes.

I1. Fonctions aléatoir es de substitution

[1.1. Définition et application a la smulation de modeles isofactoriels
Les méthodes de substitution s intéressent aux fonctions aléatoires qui s écrivent sous laforme :
Y (x) = X[T(x)]

o {T(x),x1 R" estunefonction aéatoire appelée fonction directrice
{X(t),tT R} estun processus unidimensionnel appelé processus de codage.

L’ explicitation des lois marginale et bivariable de la fonction aléatoire de substitution est possible
sous I hypothese que X(t) est stationnaire, T(x) intrinségque stricte et indépendante de X(t) (Lantugoul,
2002). Dans ce cas, Y (X) est stationnaire, de méme loi marginae que X(t) et de covariance

Cy(h) =E{C(T(h)-TO)I}.
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Une propriété importante est la conservation du caractére isofactoriel : s X(t) est un processus de
loi isofactorielle, il en est de méme de Y (x). Cette propriété permet de définir des processus de loi
isofactorielle dans des espaces a plusieurs dimensions a partir de processus unidimensionnels. Les
facteurs sont inchangés, mais laloi isofactorielle de Y (x) peut ére plus générale que celle de X(t) (par
exemple, hermitienne au lieu de bigaussienne). Les covariances des facteurs d ordre p de X(t) et Y (x)
sont reliées par laformule (Matheron, 1989b) :

c{” (h) =E{CY[T(h) - TO} 3.1

Le conditionnement du modéle a un ensemble de données expérimentales{ Y (x,), a = 1... n} peut
étre réalise en plusieurs éapes (Lantuéjoul, 2002) :

a) simulation de{T(Xa), a = 1... n} conditionnellement a{Y (X,) =Ya,a =1...n} ;
b) simulation de T(x) conditionnellement a{T(x,) =t,,a =1...n} ;

c) simulation de X(t) conditionnellement a{X(t,) =ya.,a =1...n} ;

d) cacul de X[T(x)].

Les éapes b) et c) requierent de disposer d’ algorithmes de simulation conditionnelle, a la fois de
lafonction directrice et du processus de codage. Pour leur mise en oauvre, on pose les deux conditions
simplificatrices suivantes :

le processus de codage est mar kovien

la fonction directrice est un processus a accr oissements multigaussiens et son variogramme est

la somme d'un schéma linéaire et d' un variogramme a paier. On sait smuler exactement de tels

variogrammes dans |’ espace multidimensionnel par la méthode des bandes tournantes (Orfeuil,

1972 ; Chilés, 1995) ; le conditionnement S effectue par krigeage ordinaire.

L’ étape @) peut étre menée a bien par un procédé itératif basé sur I’ échantillonneur de Gibbs (cf.
annexe C) ; I'idée consiste a partir d’une simulation non conditionnelle et modifier progressivement
les valeurs simulées de facon a se rapprocher de la distribution conditionnelle. Plus précisément, on
propose I’ gorithme suivant (Lantugoul, 2002) :
al) smulation non conditionnelle de { T(x,),a = 1... n} ; obtention de vaeurs{t,,a = 1... n}

a2) sdlection d'un indice a, au hasard dans{ 1,... n}

a3) smulation de T(x,,) conditionnellement a{T(x,) =t,,a * ao} : obtention d'une nouvelle valeur t',
candidate pour remplacer t,

ad) calcul des probabilités des valeurst, et t's , sachant { X(t,), at ag} :

Pa, = Prob[X(t, ) =Ya, {X(ta) =ya,a* ag}]
pg, =Prob[X(t$ )=y, {X(t.)=y..a* ag}]

ab) simulation d'une valeur u uniforme dans [0,1]

. p :
ab)s UE # , remplacement de la valeur ancienne t, par lavaleur nouvellet',

Pa, +PE
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a7) itération du procédé depuis a2).

Telle qu’ écrite cidessus, |’ éape ad) suppose que X(t) suit une loi discréte. S la loi de X(t) est
absolument continue, il suffit de remplacer |a probabilité par la densité de probabilité. La propriété
markovienne du processus de codage entraine des simplifications importantes, car seules les valeurs

adjacentes at, et t', interviennent dans le calcul.

A ce stade, on dispose de peu de degrés de liberté, car le variogramme du processus de codage est
un schéma exponentiel. Nous allons voir gu’ une plus grande souplesse d' utilisation est possible dans
le cadre du modéle hermitien.

[1.2. Modée hermitien

Supposons que T(x) et X(t) soient des processus multigaussiens, le premier intrinseque strict de
variogramme ¢ €t le second stationnaire de corrélogramme G;. La méthode de substitution fournit
alors un processus Y (x) isofactoriel hermitien. L’ intérét de ce modéle est que |’ on peut s affranchir du
caractére markoviendu processus de codage sans compliquer latache de smulation. Les manipulations
restent relativement simples dans le cadre multigaussien: aind, les lois conditionnelles requises au
cours de I’ éape a4) sont gaussiennes, dont |es moyennes et variances sont données par un systeme de
krigeage. Par rapport au cas général, on alevé une restriction, puisque le variogramme du processus de
codage peut maintenant étre quelconque parmi les variogrammes a palier.

11.2.1. Quelques exemples

Pour se faire une idée des modéles hermitiens qu’il est possible d' obtenir, nous donnons crapres
quatre exemples illustratifs ou I’ on teste plusieurs covariances pour le processus de codage.

1) Covariance exponentielle + pépite (figure 3.1A) : Cy(Dt) = (1 — Co) do + Co exp(—a [Dt]) ou Gy £ 1.

Le facteur d’ ordre p du processus de substitution a pour covariance :

" ) P p?a®gr(h)
h0,C " (h)=2(Cy) eXp[T] Gl- pa,/g; (h)]
ou G est lafonction de répartition de la gaussienne réduite.

En effet, laformule générale donnant la covariance des facteurs en fonction de celle du processus de codage
[Eq. (3.1)] se développe comme suit :

"ht 0, c(h) =E{CY[T(h) - TOT

= (Co) E{ exp[- pa[T(h)- T(O)[}
= (Co)PE{ exp[- paygr(h) U1} (U : variable gaussienne réduite)

=2(Col’ Q) e[~ payar(h) y1a(y)dy

_ pa’gr(h), 1 .#¥ 1
=2(Co’ep 1 p=q epl- Jlpalar®) +yIay

2 A2
=2 ep L2 E W g pa o))
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Le développement de la fonction de répartition gaussienne en fraction continue (Abramowitz and
Stegun, 1972) :

" 1 2 1
us0,G(u)=1- —exp(-u°/2
«lZp u++
u+ 2

u+ 3
ut...

fournit les convergences suivantes :

= comportement asymptotique : comme gr(h) est un variogramme sans paier, on obtient

2(Cy)f 1

e \Vp pa fg ()

Cette covariance tend vers 0 mais n’'est pas intégrable, car gr(h) a une croissance au plus
parabolique.

cf”

= vitesse de convergence lorsque |h] est fixé et p tend vers |’ infini

1 (©Co)

(Y)
hes ()p®+¥a pgr(h) p

La déstructuration des covariances des facteurs de Y (x) est plus lente que celle des facteurs du
processus de codage X (t), lesquels se déstructurent comme [Cx(h)]® avec Cx(h) < C,.

2) Covariance gaussienne + pépite (figure 3.1B) : Cx(Dt) = (1 — Cy) dby + Co exp(—a |DXf).

On obtient :

(Co)®

N1+ 2pag;(h)

Aing, s gr(h) est un schéma linéaire, les facteurs ont pour covariances des modéles gamma de
paramétre 1/2.

"ht0,c(h)=

De manieére explicite, le calcul donne successivement :

"ht0,C{"(h) =(Cy)’ E{ep[-pagr(h)U’]} (U : vaiable gaussienne réduite)

- (co)pJ;—pdjem[-pagT(h)yZ]ap - y?12) dy

=(Cop)?

L Yoy {-L+2pag (h)]y3d
0, eP{-3 pagr(h)]y}dy

V2p
= (Cp)” 1

JI+2pag;(h)

La encore, ces covariances tendent vers 0 lorsque |h| devient infini mais ne sont pas intégrables ;

le comportement asymptothue de C} )(h) est encore en [gr(h)] Y2 Toutefois, la déstructuration
des facteurs est plus lente, puisou’ elleest en (Co°/ p?).
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3)

4)

Covariance cosinus + pépite (figure 3.1C) : Cx(Dt) = (1 — Co) dy + C, cos(w D).

L es covariances des facteurs du processus de substitution ont pour expression :

"h10,C(h)=

35‘3200 Xe Chexpl- 2 (2k- p)*w? gy (0)].

ﬂko

Cette formule sera justifiée dans un cadre plus genéral au paragraphe suivant.

Les covariances des facteurs d’ ordre impair sont intégrables, car leur comportement asymptotique
est en exp[- W gr(h)/2]. En revanche, il n'en est pas de méme de celles des facteurs d ordre pair,
car le terme correspondant ak = p/2 est constant. Lorsgue h est fixé et p tend vers|'infini, le terme
dominant est celui ou k =pl2ouk = (px1) /2 sedon la parité de p: C est aors équivaent a
(2° | p%), donc la convergence des covariances des facteurs est dominée par (G / p*?).

Lorsque la composante pépitique est nulle, le processus de codage est une sinusoide. La fonction
aéatoire de substitution s écrit alors sous laforme :

Y (X) = A cos[wT(x)] +Ban[wT(x)]

ou T(x) est une fonction aéatoire intrinsegque a accroissements multigaussiens et A et B sont deux
variables gaussiennes réduites indépendantes.

Covariance cosinus amorti + pépite (figure 3.1D) : Cx(Dt) = (1— Cy) do + C, exp(—a |Dt?) cos(w Dt)
Les covariances des facteurs du processus de substitution ont pour expression :

6" 1 § 1 (2k- p)®w? g (h).

pu eX - .
P 1/2{:1pgT(h)+1.f’3'0 » &Pl 3 2apg,(h)+1 -

En effet, en utilisant laformule de Moivre et |e développement en série du cosinus :

"htocCl (h)=§£2°

"ht 0,C{"(h) = (Co)° E{ cos”[ wy/gr (h) Ul exp[- ap gr (h) U]}

d
=(Co)’ ipa Cls E{cos[(2k - p)w+[g; (h) Ulexp[- apgr (h) U]}

P24 58 LD k- pw)or ™17 B U epl- apg; () U]}
Pz o 2N)!

ou U désigne une variable gaussienne réduite. En posant g = a p gr(h), uneintégration par parties donne :

2n g QU 2 ¥ oo _uz(q+) _29+1 \ L2 o (q*—) _2 +1

- -2n-1.2n-3 - 3 . 1 -, _ (2n)!

2n-1,
dous lon = o0+1'200 == 0¥ 2q¥1 ' 2+ 21 ° 2 mqen

On en déduit finalement :

"h10,C(h) =(CoP L zpm pémW[(zk B wylg; (1™

- (Col 2P L4 Clep[- 12D W

2ars 18 %Pl 2 2apg, (w10
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or(h) n"ayant pas de palier, le comportement asymptotique de ces covariances est en [gr(h)] vz

gu'elles soient d’ordre pair ou impair, dés que le paramétre d’amortissement a n’est pas nul.
On retrouve la situation ol les covariances ne sont pas intégrables. A h fixé, la convergence des
covariances des facteurs est dominé par (C¢ / p) quand p tend vers Iinfini.

Lorsque la composante pépitique est nulle, la fonction aléatoire de substitution s écrit sous la
forme :

Y () = A[T(x)] cos[wT (x)] + B[T(x)]sin [wT(x)]

ol T(x) est une fonction aéatoire intrinségue a accroissements multigaussiens et A(x) et B(x)
deux fonctions aléatoires gaussiennes indépendantes de méme corrélogramme (en I’ occurrence,
un schéma gaussien de parametre a). Un modele similaire a éé introduit par Matheron (1982) qui
a proposé comme exemple de modéle hermitien :

Y (X) = A(X) cos[wT (x)] + B(x)Sn[wT(x)] .

Figure 3.1 Quatre réalisations de modéles hermitiens. Danstous les cas, la
fonction directrice a un variogramme linéaire ; seul change le processus de codage
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Conclusion provisoire

Comme I’illustrent les quatre exemples précédents, une difficulté des procédures de substitution
est I obtention de modéles dont les facteurs ont des portées intégrales finies ; la portée intégrale d' une
fonction aléatoire est définie comme I’ intégrale de sa covariance sur tout I’ espace (Matheron, 1978b ;
Yaglom, 1987). Que celle-ci soit infinie restreint I’ ensemble des modéles variographiques accessibles,
mais celaaauss des conséquences sur les caractéristiques du modéle de fonction aléatoire.

La portée intégrale est en particulier liée ala notion d’ ergodicité (Lantugoul, 1991). L’ ergodicité
est une propriété selon laguelle une espérance mathématique peut étre approchée par une moyenne
spatiale. Elle implique que les paramétres de laloi spatiale (histogramme, variogramme, €tc.) peuvent
étre inférés a partir d’ une unique réalisation du processus. Or, lorsque la portée intégrale est infinie, il
faut disposer d’un domaine trés étendu pour espérer avoir une estimation précise de ces paramétres
(celareste possible, mais les conditions sont beaucoup moins favorables).

[1.2.2. Inférence

Laloi marginale de la fonction aléatoire étudiée peut étre transformeée par anamorphose, de sorte
gue le probleme de I’inférence concerne surtout les lois bivariables. On introduit le variogramme
d ordre 1 ou madogramme de Y (x), défini par :

g,(h) =E|Y(x+h)- Y(x)|/2.
Le madogramme est la somme de tous les variogrammes d’indicatrices lorsque le seuil de coupure

balaie la droite réelle (Matheron, 1982) et constitue a ce titre un paramétre qui “résume” la distribution
du couple{Y(x + h),Y (x)}. Toujours d' apres Matheron (1982), le modée hermitien vérifie :

Vp g, (n) = E{{1- C,[T()- TO)]} .
Laracine carrée peut se développer en érie, ce qui laisse apparaitre les covariances des facteurs:

- o G(p- 1/2) )
Yp g (h)=1+ a D ™ (32)

D’autre part, le variogramme est défini par : o(h) = E{1- C,[T(h)- T(O)]}.

L’ examen du madogramme en fonction du variogramme indique la vitesse de déstructuration des
facteurs du processus isofactorid.

On atoujours : +/p g, (h) £./gh) et s le corrélogramme Cy et positif, ~/p g, (h) 3 g(h).

Ces inégalités s obtiennent en écrivant :

var{y{1- Cx[T(h)- T(O)]} = H1- Cx[T(h)- T(O} - E{y/1- Cx[T(h)- T(O)]}* 2 0

si Cyx est unefonction positive, Jl- Cy[T(h)- T(0)] 3 1- C4[T(h)- T(O)].

Les cas d' égalité correspondent aux modéles bigaussien (le madogramme est proportionnel a la
racine carrée du variogramme) et mosaique (madogramme et variogramme sont proportionnels). Les
deux premiers model es présentés précédemment conduisent a des situations intermédiaires (figure 3.2).
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Figure 3.2. Comparaison entre le variogramme et |e madogramme pour un processus de codage
de covariance (A) exponentielle + pépite et (B) gaussienne + pépite. La zone autorisée est grisée.

11.2.3. Extensions pour obtenir des modéles a portéesintégrales finies

Fonction directrice multivariable

Nous proposons cidessous une extension de la procédure de substitution qui fournit des portées
intégrales finies. Les ingrédients sont :

une fonction directrice multivariable T(x) ={Ti(x),... Tn(X)} & composantes mutuellement
indépendantes, chacune de méme loi et méme variogramme ;

un processus de codage multigaussien aN dimensions X(t) a covariance factorisée :
N
Cyx (Dt) =Cy (Dty,...Dty) =Q r (Dt;) .
i=1

Laloi bivariable du processus de codage étant bigaussienne, la fonction aéatoire de substitution
Y (X) = X[T(X)] = X[T1(X),... Tn(X)] st hermitienne. Son p-iéme facteur a pour covariance [Eq. (3.1)] :

Ci () =ELO T (T.(h)- TO)"} (caractére bigaussien de X(1))
= O ELLr (T, (M) T, @)} (indépendance de Ti(x).. Tu(x)

i=1

=E{r°[T,(h) - T,O}"

Par rapport & la section précédente, les covariances des facteurs obtenus sont élevées ala puissance
N. Lorsgue ce nombre est élevé, la portée intégrale devient finie. On a cette fois trois degrés de liberté
qui facilitent la modélisation :

le variogramme de la fonction directrice, lequel peut notamment inclure des structures gigognes et
des anisotropies ;

la covariance r (Dt) des processus de codage € émentaires ;

le nombre N de composantes de la fonction directrice.
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Figure 3.3. Réalisations de fonctions al éatoires hermitiennes
utilisant une fonction directrice (A) bivariable et (B) quadrivariable
et un processus de codage a covariance exponentielle factorisée

L’inférence des paramétres est toujours possible gréce a une comparaison des variogramme
et madogramme du processus de substitution [Eq. (3.2)].

Le conditionnement des smulations a un ensemble de données {Y(x,), a = 1... n} est mis en
cauvre selon I’ dgorithme décrit au paragraphe 11.1. L’ éape c) se divise en deux parties : une smulation
non conditionnelle d' un processus factorisé (directement ou par e théoreme de lalimite centrale) et un
conditionnement classique par krigeage. L’ étape a) est inchangée, a ceci prés que |’on travaille avec
des composantes vectorielles {t,, a = 1... n} au lieu de scaares. Pour accélérer la convergence de
I’ algorithme, on peut n’ actuaiser qu’ une seule composante de la fonction directrice alafois : aing, au
cours de |’étape a3), on choisit un indice i dans {1,... N} et on obtient une valeur candidate pour

remplacer lai-eme composante de T (Xa,).

Introduction de termes de dérives dans la fonction directrice

Soit d ladimension de I’ espace ou |’ oncherche asimuler la fonction de substitution (i.e. le nombre
de composantes du vecteur x). La seconde extension proposée considére les ingrédients suivants :

une fonction directrice multivariable T(x) ={T1(X),... Tan(X)} dont les N derniéres composantes
sont des fonctions aléatoires a accroissements multigaussiens mutuellement indépendantes, de
variogramme a* gr(h), et les d premiéres composantes sont des termes de “dérive’ de laforme
"1 {Ll..d}, T(X) =e bx

avece =1ou - 1 avec laméme probabilité 1/2

b : coefficient scalaire positif

X; . -éme coordonnée du vecteur X.
un processus de codage multigaussien X (t) ad+N dimensions qui s écrit sous laforme

X(t) = X(tl, td,... td+N) :Xl(tl,... td) X Xd+1(td+1) X ... X Xd+N(td+N)

ou X; est un processus d-dimensionnd isotrope de covariance r 4(Dt), tandis que Xg.1,... Xg:n SONt
des processus unidimensionnd s indépendants de méme covariance r (Dt).
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La covariance de X(t) se factorise de lafacon suivante :

dN
C, (D) =C, (Dt,,...Dt ) =T ,(yDt,2 +..+ Dt,2) O r(Dt,).

i=d+1

Laloi bivariable du processus de codage étant bigaussienne, la fonction aéatoire de substitution
Y (x) = X[T(X)] est hermitienne. Son p-iéme facteur a pour covariance [Eq. (3.1)] :
" (h) =E{(Cy[T(h) - TON
=r{(blh)” B rP[Ty,(h)- Ta, O}
=r{(blh])” E{r la /g (h) JUI}"

ou U est une variable gaussienne réduite.

Par rapport & |’ extension précédente, la fonction de covariance du p-iéme facteur est multipliée par
la covariance isotrope r ; élevée ala puissance p. Il est dors tres facile d’ obtenir des covariances de
portées intégrales finies ; il suffit par exemple quer ; ait une portée finie. La ssimulation conditionnelle
de tels modéles est identique a celle présentée dans le cadre des fonctions directrices multivariables.

Figure 3.4. Réalisations de fonctions al éatoires hermitiennes
utilisant une fonction directrice contenant des termes de dérive

Cette procédure est satisfaisante car elle conduit aux situations extrémes suivantes :

S a est infiniment petit, les termes de dérive sont prépondérants et I’ on obtient un processus multi-
gaussien;;

si b est infiniment petit, lestermes de dérive n’ ont guére d’ impact dans les covariances des facteurs
et I’ on retrouve le processus de substitution proposé antérieurement.
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I[11. Modées construits a partir d’ ensembles aléatoires

Un ensemble aéatoire peut étre représenté par son indicatrice, qui est une fonction aléatoire a
valeurs binaires. Nous détaillons ckdessous quel ques modéles élémentaires permettant de ssmuler des
ensembles aléatoires. Ceux-ci serviront ensuite d’ outils pour construire deux modéles isofactoriels : le
modele a résidus d'indicatrices orthogonaux et le modéle binomial.

[11.1. Quelques exemples d’ensembles aléatoir es

[11.1.1. Modéle de substitution avec un processus de codage binaire

L’ obtention d’ un ensemble aléatoire par substitution requiert de choisir un processus de codage ne
pouvant prendre que deux vaeurs. On pose donc :

Y ()= X[T(X)]

ol lafonction directrice T(x) est intrinseque a accroissements multigaussiens
le processus de codage X (t) est un processus stochastique binaire.

Laloi bivariable de Y (x) est caractérisée par sa covariance :
Cyv(h) =E{CT(h)-T(O)I}.

Aing, une fonction directrice monovariable de variogramme gr(h) et un processus de codage de
covariance exponentielle (de paramétre a) donnent :

Cy (h) =C, (0){ 2exp[a® g; (h)/ 2] G[- a/g; (M) ]} .

Si la fonction directrice comprend N composantes indépendantes et si |e processus de codage a
une covariance exponentielle factorisée, on obtient la méme covariance élevée alapuissance N :

Cy (h) =C, (0){ 2exp[a® g; (h)/ 2] G[- a/g; ()]} "

Dans le premier chapitre, on a étudié deux exemples de processus binaires a covariance factorisée
(processus “en damier”). Le plus flexible est celui ou I’ espace est partitionné en compartiments valués
indépendamment les uns des autres, car ce modéle permet de choisir les proportions de 0 et 1 (figure
3.5).

Cependant, le conditionnement de ces modéles a des données expérimentales n’ est guére réalisable
en pratique : les procédures classiques comme |’ échantillonneur de Gibbs (cf. annexe C) conduisent a
une combinatoire tres élevée (I’ expression des lois de probabilité multivariables est compliquée des
gue la propriété markovienne disparait). Nous allons chercher d’ autres modéles permettant d’ obtenir
des ensembl es aéatoires.
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Figure 3.5, Réalisation d’un ensenble aléatoire (fonction directrice bivariable ;
processus de codage autodual a covariance exponentielle factorisée)

[11.1.2. Troncature de processus isofactoriels hermitiens

Si le processus de codage est une fonction en échelon déterministe et si |a fonction directrice est
multigaussienne, alors la fonction aléatoire de substitution est une gaussienne tronquée. Une extension
multivariable de ce modde est la technique des plurigaussiennes (Armstrong et al., 2003) qui considéere
une fonction directrice multivariable et un processus de codage déterministe. La section précédente
utilise des processus de codage stochastiques.

De fait, on peut adapter la technique des gaussiennes tronquées au cas des processus isofactoriels.
En particulier, s Y (x) est un processus hermitien obtenu par substitution, la covariance de I’ ensemble
aléatoire coincidant avec les sites de |’ espace ou Y (X) est supérieur aun seuil y vaut :

¥
ch) =g(y)? & %H;‘;.l(y) i (h)
p=1

ol {H,,pT N} désignent les polyndmes d’ Hermite normés
{C”,pT N} sont les covariances des facteurs successifs de Y (x).

X2

X1 X1

Figure 3.6. Réalisation d’ ensembl es aléatoires obtenus par troncature de processus
hermitiens : A, processus de la figure 3.1A et B, processus dela figure 3.1B
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En principe, on obtient une classe plus vaste de covariances d’indicatrices que celle associée aux
processus gaussiens tronqués, pour lesquels la covariance du piéme facteur est égale a la covariance
du processus gaussien élevée ala puissance p.

La smulation conditionnelle de ces ensembles aléatoires est identique a celle des gaussiennes
tronquées (Freulon, 1992 ; Freulon and de Fouquet, 1993 ; Lantugoul, 2002). On génere d'abord un
ensemble de vaeurs gaussennes aux sSites de données, puis I’on simule le processus hermitien
conditionnellement & ces valeurs, enfin on effectue la troncature. La génération des valeurs gaussiennes
est basée sur latechnique de I” échantillonneur de Gibbs (cf. annexe C).

Lorsque le seuil de troncature et le seuil médian (y = 0), I’ ensembl e aléatoire obtenu est autodual.
Il est donc clair que la classe des ensembles aéatoires qu'il est possible d’ obtenir est loin d' ére la plus
générale. On peut imaginer éendre la procédure a la troncature de plusieurs processus hermitiens
indépendants (généralisation de la méhode des plurigaussiennes au cadre hermitien). Toutefois,
I’expression des fonctions de covariance des ensembles aéatoires, dé§a compliquée dans le cadre
multigaussien, devient inextricable (a plus forte raison, celle delaloi spatiae).

[11.1.3. Schéma booléen stationnaire

Cet ensemble adéatoire est constitué par la réunion d objets ou “grains primaires’ implantés aux
points d’'un processus de Poisson (Matheron, 1967, 1975a ; Lantugoul, 2002 ; Stoyan et al., 1996).
Sous I hypothése de stationnarité, la densité poissonienne (notée q) est constante et tous les grains
primaires ont des caractéristiques invariantes par trandation. Soient G un grain de référence centré a
I’origine, K(h) son covariogramme géométrique, B le schéma booléen et Y (X) safonction indicatrice.

Xy

Figure 3.7. Réalisation d’ un schéma booléen dont les grains primaires
sont des ellipses de taille fixe et orientation aléatoire

L e schéma booléen possede les propriétés suivantes :
loi marginale : Prob[Y (x) =0] =Prob[{x} N B=A&] =exp[- gK(0)] (porosité du schéma booléen)
loi bivariable : Prob[Y (x +h) =0,Y (x) =0] =Prob[{x +h,x} N B=/] =exp{- q[2K(0) - K(h)]}

fonctionnelle caractéristique : " K1 K ,Q(K) = Prob[KN B = A =exp{- qE|GAK |}

oU K est I’ensemble des compacts de |’ espace R*
GAK ={x1 RtelsqueK trandaté du vecteur x rencontre G} est le dilaté de G par K.
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Pour éviter des effets de bord, la smulation de B dans un domaine de |’ espace requiert de dilater
ce domaine du diamétre maximal des grains primaires. C'est dans ce domaine dilaté, noté D, que sont
implantés les points poissoniens. Pour conditionner la smulation a un ensemble de données binaires,
on utilise une procédure itérative (Lantuéoul, 2002) :

Initialisation : placer des grains primaires afin de satisfaire les contraintes sur les données ; ces
grains “primitifs’ devront disparaitre ou étre recouverts au cours de la smulation, car ils ne
respectent pas les caractéristiques structurales ou géomeétriques de I’ ensembl e a éatoire a simuler.

Phase itérative : on propose le noyau de transition suivant entre deux états :

a) smuler une variable déatoire U avaleurs dans {—1,0,1} avec le systeéme de probabilité :

Prob(U =1) =L

i

: Q+n+1

! prob(u=-1)=—"

: - _Q+n

[ Prob(U=0)= Q

| (Q+n+1)(Q+n)

ol n est le nombre de grains primaires présents
Q est le nombre moyen de grains primaires dans le domaine D (produit de la densité q
par lamesure deD).

b) S U =0, on ne modifie pas le processus en cours de simulation. St U = 1, on gjoute un grain
primaire, tandisques U =- 1, on retire un grain choisi au hasard parmi ceux déa simulés.

D’ apres ladynamique de Barker (cf. annexe C), ce noyaude transition admet pour limite ergodique
une loi de Poisson de moyenne Q : il permet donc la smulation non conditionnelle d’ un schéma
booléen, vu comme une population de grains primaires dont I’ effectif est poissonien (Lantugoul,

2002). A présent, pour assurer le conditionnement aux données, la transition est restreinte aux

seuls états compatibles avec les données, ¢’ est-a-dire que I'gout ou le retrait d’'un grain primaire
N’ est accepté que s |’ opération n’interrompt pas le conditionnement aux données expérimentales.

On arréte la simulation au bout d’ un nombre suffisasmment éevé d' itérations.

[11.1.4. Ensembl e aléatoire des feuilles mortes

Cet ensemble aléatoire n’ est autre qu’ une mosaique des feuilles mortes stationnaire avec des grains
primaires de valuations binaires (Jeulin, 1997). Il peut étre généraisé par le modéle des feuilles mortes
colorées a deux phases : a chague valeur (0 ou 1) sont associés un processus de Poisson et une forme
de grain primaire différents. Sauf mention contraire, on utilisera le premier modéle, qui revient en fait
a attribuer a chague phase les mémes caractéristiques (mémes densités et mémes grains primaires).

Lafigure 3.8 illustre les deux modéles avec des grains primaires elliptiques d’ orientation aléatoire
et taillefixe ; les proportions de O et 1 sont égales. Dans |e cas des feuilles mortes col orées biphasees,
les grains associés alavaeur 1 ont des rayons deux fois plus éevés que ceux associés alavaeur nulle
mais leur proportion est quatre fois moindre afin de conserver les mémes proportions de O et de 1.
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MOSAIQUE DES FEUILLES MORTES FEUILLES MORTES COLOREES

Xy

Figure 3.8. Reéalisation d’ ensembles al éatoires des feuilles mortes dont les
grains primaires sont des ellipses de taille fixe et orientation aléatoire

[11.2. Modele arésidus d’indicatrices orthogonaux

111.2.1. Modéle discret sans effets de bord en descendant
Ce modée peut étre obtenu par smulation hiérarchique (cf. chapitre 2) en posant :
" xT RYY(x)=max{i/x] E} (3.3

OUE,=R%et {E;,i = 1... m} sont des ensembles aléatoires mutuellement indépendants. La figure 3.9
illustre le mode de construction dans les cas ou les ensembles aléatoires sont des schémas booléens.

Le conditionnement d' un tel modele a des données expérimentales requiert seulement de savoir

mener des simulations conditionnelles des ensembles aléatoires. Une donnée conditionnante Y (x) =y
est active sur lesensembles{E;, i =y... m} et inactive sur les autres ensembles{E;,i =1... y- 1} :

x1E, et"i>yxl E.

Ce modele discret a éé introduit par J. Rivoirard (1988, 1989), qui a démontré |’ isofactorialité des
lois bivariables et exhibeé les facteurs (“résidus d'indicatrices’) :

g _ (Y(X);p) I(Y(X);p+1D)
ColVeol =t el L mh el Y O =g 9 00 T EIOYO0:p 3]

Il Sagit d'une généralisation du modéle mosaique : I’ espace est divisé en compartiments au sein
desquels la fonction aléatoire prend une valeur constante, mais cette valeur dépend de la taille du
compartiment. Une propriété intéressante est |” absence d’ effets de bord en descendant : s, pour tout i
dans{1,... m}, on définit les ensembles A; des sites a valeurs inférieures ou égales ai, la probabilité de
trouver une vaeur inférieureaj <i est uniforme dans A.. Autrement dit, les sites proches de la frontiére
de A ont autant de chance de prendre des valeurs inférieures ai que les sites centraux de A. On peut
identifier I’ absence d' effets de bord en descendant en comparant les covariances simples et croisées
d'indicatrices : la covariance croisée entre deux indicatrices est proportionnelle a la covariance simple
de I’indicatrice associée au seuil le plus devé.
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ETAPE 3 ETAPE 4

-‘l

Figure 3.9. Construction du modéle a résidus d’ indicatrices orthogonaux
par hiérarchisation d’ ensembles al éatoires bool éens indépendants

I11.2.2. Modéle discret sans effets de bord en montant
En inversant |a construction précédente et en posant
" xT RY% Y(x)=min{i/x] E} avecE,=R’ (34)

on définit un modele sans effets de bord en montant : sur I’ensemble des sites a valeurs supérieures ou
égaes a i, il existe une probabilité uniforme de trouver une valeur supérieure a j > i. Cette fois, la
covariance croisée entre deux indicatrices est proportionnelle a la covariance simple de I’indicatrice
associée au seuil le plusfaible.

En géostatistique miniére, le modée sans effets de bord en montant peut servir a décrire des veines
minéralisées al’intérieur desquelles les teneurs sont totalement pépitiques. L’ appartenance a une veine
minéralisée (teneur positive), que le site soit proche ou non de la frontiére de la veine, ne renseigne pas
sur lateneur effective, qui peut prendre n’importe quelle vaeur positive. La probabilité de trouver une
teneur élevée est identique en tout site de la veine.

Seul le cas ou toutes les covariances smples et croisées d'indicatrices sont proportionnelles réunit
I’ absence d’ effets de bord en montant et en descendant : les indicatrices sont en corréation intrinséque,
ce qui correspond au modele mosaique. Toutefois, les constructions proposées [Eq. (3.3) et (3.4)] ne
permettent pas d obtenir un tel modéle ou les effets de bord sont absents dans les deux sens. Elles
coincident avec des fonctions aléatoires booléennes a grains primaires cylindriques (Serra, 1988), ou
encore avec des modéles de feuilles mortes colorées dont les grains primaires dépendent du temps.
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I nférence des paramétres (modéle sans effets de bord en montant)

On détermine les caractéristiques des ensembles aléatoires de départ via leur impact sur les lois
marginale et bivariable de Y (x). Dans la suite, on notera{p;, i = 1... m} les moyennes des ensembles
aéatoires{E;,i =1... m} et {r(h),i = 1... m} leurs corrélogrammes.

Loi marginde

k=0

“i1 {0,..m},T = Prob[Y(x)>i]=6 Prob[x| E,] =6 - p).

Loi bivariable : s U et U désignent les opérateurs minimum et maximum respectivement, alors

i0j iJj
il {0,---m},Ti,j(h)=Pf0b[Y(X+h)>i,Y(X)>J]=9 {1- py[1- rk(h)]}kO_ 1- po)

dou I'on tire lardation

N Tigj
l, Jl {0,...m},Ti’j (h) =TTin‘in (h)

ivj

En effet, la probabilité cherchée s exprime sous laforme :

i ) ) i )
Prob[Y (x +h) >i,Y(x) >jl= QO Prob[x +hl E,,xT E] O Prob[x| E,]

k=0 k=1+Uj

Or, pour I’ensemble aléatoire E,, de variogramme gyh) = p (1 - pW) [1—r )], la probabilité que deux sites
séparés de h soit hors de cet ensemble est :

Prob[x +hT E,,xi E,] =1- Prob[xT E,]- Prob[x+hT E,,xT E,]=1- p.- g.(h)=(1- pX1- p[l- r, (]}

On en déduit la formule annoncée ci-dessus.

[11.2.2. Modéle continu

Dans le modé e décrit précédemment, s Y (x) prend un nombre élevé de valeurs, il est possible de
les regrouper en un petit nombre de classes adjacentes ; un tel regroupement préserve le caractere
isofactoriel. En effet, si I’on décide de supprimer la valeur i, il suffit d’ éliminer le résidu c; associé et
de remplacer le résidu suivant c;.; par c; + Ci.1, les autres résidus restant inchangés. Cette opération est
réversible : on peut gjouter des vaeurs au lieu d’ en supprimer, ¢’ est-a-dire que I’ on peut augmenter le
niveau de discrétisation (Rivoirard, 1989).

En augmentant a |’ extréme la discrétisation, on obtient un modéle ou les ensembles aléatoires sont
indexés par un parameétre positif qui varie continlment et sera assimilé a un temps. La description du
modéle est lasuivante : entre lesinstantst et t + dt, on laisse tomber un ensemble aléatoire de moyenne
p(dt) infinitésmale® et corrédlogramme r ((h) ; on retient pour Y (x) lavaleur det alaquele le site x a
€té recouvert pour la premiére fois :

" x1T R Y(X) =inf{t/x] E} (35)

L En pratique, cet ensemble aéatoire sera un schéma booléen infinitésimal, ¢’ est-a-dire un schéma booléen dont les points
poissoniens ont une densité g(dt) infiniment petite.
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Pour obtenir les éguations du modée continu, on remplace I’ opérateur produit par I’ exponentielle
de I'intégrale du logarithme et I’on utilise le développement de la fonction logarithme au premier
ordre : 9 e est infiniment petit, In(1 —e) » —e.

Loi marginde

"t R.,1- F(t) =Prob[Y (9 > t]= exp{q) Inf1- p(du)]} =exp(- ) Pldu)} .

L’inversion de cette relation permet de choisir les moyennes des ensembles a éatoires de maniere
areproduire une distribution donnée :

F(dt)

“t1 R, p(dt) = - e

Au passage, on S assure que tout point X est recouvert en un temps presque sirement fini.

Loi bivariable

tU
Y

"4l R, Prob[Y(x+h) >, Y(x) > td = exp{y " - [1- 1, ()] p(c)} exp{- &y p(du))
=[1- F(tUt9)[L- FtUtg]exp{) " r , (h) p(ci))

=[1- FOIL- Fe9lexp{q) " 1 , () pldu))
En particulier, s le corrélogramme est indépendant du temps, il vient :
"t,td R,,Prob[Y(x+h) >t,Y(x)>t§=[1- F(t)][1- F(tY][1- F(tUt®] ™,

Unetéeleloi est associée ala“densité’

"ttd R,,F, (dt,dtg =r(h)[1- FO)]* "™ Fdt)d, e +[1- r (N)][1- F(tUtY] "M F(dt) F(dtg .

En effet, supposons que t3 t' et montronsquel’ona: Prob[Y (x +h)>t,Y(x) >t¢= d¥ c‘f R, (du, dv)

D’ une part
6 QT M- HUP O R, = (L Rl R =5 FOP

D’ autre part,

5 1= (L~ Fu OV ® Fd) Fdv)

+¥ +¥
N \

=0 QM- r MR- FVI W FEF@) + Q) [T (T FUT "™ R F(ev)
= Q) Al Fe9P "™ - [ R )R + Q) [L- (] Ful ™ [ F(u)]F(du)

+¥

=[1- Ft91" - FOI- ¢ r([L- F)lt ™ F(du)

r(h)

} 2-1(h)
5. r(h)[l 20|

=[1- K91 " [1- F()] -
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On notera |’ analogie entre ces formules et celles du modele mosaique (Matheron, 1982, 1984c).
Elles peuvent d'ailleurs étre retrouvées gréce a la théorie des fonctions a éatoires bool éennes a grains
primaires cylindriques (Serra, 1988), avec lesguelles la construction proposée [Eg. (3.5)] coincide.

I sofactorialité des lois bivariables

Leslois bivariables sont isofactorielles des que I’ on considéere un regroupement des valeurs en un
nombre fini ou dénombrable de classes, puisgue I’ on retrouve aors le modéle discret (cf. paragraphe
I11.2.1). Toutefois, le modéle continu n’'est pas isofactoriel, car la propriété de commutation évoquée
en annexe B est mise en défaut :

o F(dtdu)  FRdudv) | ¥ F(didu) F(du,dv)

\

"t T L h,h@ d, \
LviR R Q=0JF(o|t) F(du) +/F(du) F(dv) QZOJF(dt) F(du) /F(du) F(dv)

Cette inégalité peut étre établie en considérant un corrélogramme indépendant du temps et une loi
marginale exponentielle (ce qui revient a supposer que la densité des schémas bool éens infinitésimaux
est constante dans le temps, situation alaguelle on peut toujours se ramener par anamorphose).

Simulation conditionnelle

La smulation du modele continu, construit a partir de schémas booléens infinitésimaux, revient a
simuler un processus ponctuel “marqué’, c'est-a-dire un ensemble de germes poissoniens auxquel s sont
associés des“ objets’ (lesgrains primairesvalués). Ces points sont situés dans |’ espace-temps R * R, ;
leurs coordonnées spatiaes sont en fait restreintes a un domaine fini, noté D ci-dessous, correspondant
au domaine a smuler dilaté du rayon maximal des grains primaires. La simulation peut se décomposer
en trois étapes :

1) initidisation : recouvrement des donnees conditionnantes {y(x,), a = 1... n} ;
2) simulation des valeurs comprises entre zéro et la plus forte donnée conditionnante, Soit Vi ;
3) simulation des vaeurs supérieures a Ymax

Pour mener a bien I’ é&ape 1), on ordonne les données par valeurs croissantes. Chague groupe de
valeurs égales doit étre recouvert par un grain primaire’ germé dans D qui ne rencontre aucune des
données de plus faibles valeurs ; une procédure d’ acceptation et de rejet peut étre utilisée a cet effet.
Chague grain primaire est ensuite valué selon la valeur commune des données qu'il recouvre, ce qui
definit sa“date’ d apparition le long de |’ axe temporel.

L’ éape 2) revient a simuler une population poissonienne de germes sur D * [0,y ma] Qui respecte
les contraintes induites par les données. Elle peut étre réalisée par itérations markoviennes. A chaque
itération, un germe poissonien associé a un grain primaire peut ére gjouté ou retiré; I'gout ou le
retrait est accepté s'il n’interrompt pas les conditions sur les données (Lantuéoul, 2002 ; voir aussi
I’annexe C). Les grains obtenus lors de I’ éape 1) sont inamovibles, car il est en principe impossible de
les retirer sans interrompre le conditionnement et également impossible d’ gjouter un grain primaire
dont la valuation coincide exactement avec une donnée.

L’ étape 3) consiste simplement & poursuivre la simulation sans contrainte de conditionnement sur
D" ]ymac¥ [, jusqu’ace que le domaine a smuler soit totalement recouvert.

2 En théorie, on devrait étre capable de recouvrir toutes les données égales avec un seul grain primaire car, dans le modde,
deux grains primaires distincts ont des valuations presque slirement différentes.
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[11.3. Modéle binomial

D’ aprés Matheron (19804a), un modéle isofactoriel de diffusion aloi marginale binomiale de taille
N et parametre p peut étre obtenu de fagcon exacte en additionnant N ensembles aléatoires stationnaires
indépendants de méme moyenne p et méme corrélogramme r (h). Dans ce modele, la covariance du
p-ieme facteur (polynéme de Krawtchouk normé) est égde ar (h) élevé alapuissance p. Si N tend vers
I"infini, le modéle binomia converge vers un modéle de diffusion gaussien (Matheron, 1984a), ce qui
est cohérent avec la construction proposée en vertu du théoreme de la limite centrale.

Parmi les modéles d' ensembles aléatoires, deux retiendront notre attention (le schéma booléen et
les feuilles mortes), car ils facilitent considérablement le conditionnement de la simulation. Dans les
deux cas, les ensembles aléatoires sont construits par lancement de grains primaires, dont les germes
sont situés dans un domaine, noté D, égal au domaine a simuler dilaté du diametre maximal des grains
primaires. Bien que ces modéles ne soient pas les plus généraux’, ils peuvent s adapter & la plupart des
situations pratiques (la classe des corrélogrammes accessibles est d§ja tres vaste).

L e conditionnement est basé sur la technique du recuit simulé (Kirkpatrick et al., 1983 ; Hegstad
et al., 1994) dont le principe est détaillé en annexe C. Le point de départ peut étre une ssimulation non
conditionnelle ; lamise en cauvre du recuit Simulé repose sur les noyaux de transitions ci- dessous.
Somme de schémas bool éens stationnair es (figure 3.10)

On utilise le noyau de trangition défini comme suit :

a) sSdectionner unindicei au hasard dans{1,... N} ;

b) simuler une variable aéatoire U pouvant prendre les valeurs {—1,0,1} avec les probabilités

Prob(U=1)=—2  Prob(U=-1)=—"_ et Prob(U=0) = Q
Q+n; +1 Q+n; (Q+n; +)(Q+n;)

ou n; est le nombre de grains primaires présents dans le i-eme schéma booléen
Q est le nombre moyen de grains primaires souhaité dans D pour chague schéma bool éen.

¢) S U=1, ongouteun grain primaire au i-eme schéma booléen, tandisque s U =- 1, on retire un
grain chois au hasard parmi ceux déa simulés dans le i-éme schéma bool éen.

Somme d’ensembles aléatoir es des feuilles mortes (figure 3.11)
Un noyau de transition pour simuler une mosaique des feuilles mortes est proposé en annexe C.

Dans le cas qui nous intéresse, il est précédé de la sélection d'un indice i au hasard dans {1,... N} &t
appliqué au i-eme ensembl e a éatoire des feuilles mortes.

3 Le corrdogramme obtenu r (h) est toujours positif, alors qu’en théorie le coefficient de corrdation d une loi de diffusion

binomiale peut prendre des valeurs négatives. Par ailleurs, r (h) est nécessairement le corrélogramme d'une variable binaire,
ce qui interdit les modéles incompatibles avec cette distribution (schéma gaussien par exemple) ; toutefois, on ignore quelle
classe de modél es variographiques est compatible avec laloi de diffusion binomiale.
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Figure 3.10. Réalisations de processus binomiaux : p = 0.5 (gauche)
et p= 0.1 (droite) par addition de schémas booléens dont les grains
primaires sont des ellipses de taille fixe et orientation aléatoire
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Figure 3.11. Réalisations de processus binomiaux : p = 0.5 (gauche) et p = 0.1 (droite)
par addition d’ ensembles al éatoires de feuilles mortes dont lesgrains
primaires sont des ellipses de taille fixe et orientation aléatoire
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V. Modées aloisindéfiniment divisibles

Une variable aléatoire est indéfiniment divisible si, pour n’importe quel entier N, elle peut s écrire
comme la somme de N variables al éatoires indépendantes et identiquement distribuées. Cette propriété,
qui concerne la loi marginale, peut étre éendue aux lois bivariables. Elle va permettre de smuler des
modeles isofactoriels indéfiniment divisibles par sommation de plusieurs modéeles élémentaires. Dans
la suite, nous analyserons trois procédés pour mener a bien cette sommation : le premier est celui des
bandes tournantes, le second est le modéle de dilution poissonienne, tandis que le troisiéme consiste a
additionner plusieurs modeles mosaiques aloi marginale indéfiniment divisible.

IV.1. Smulation par bandestournantes

Dans le cas multigaussien, on connait une technique générale permettant de passer d’ un processus
unidimensionnel a un processus multidimensionnel : la méhode des bandes tour nantes (Matheron,
1972b, 1973a; Freulon et de Fouquet, 1991 ; Lantuéjoul, 1994). Dans cette section, nous proposons
une extension de cette méthode a d’ autres modél es isofactoriels.

IV.1.1. Principe des bandes tournantes

Les ingrédients de la méthode sont les suivants :
une fonction aéatoire unidimensionnelle { X(t), t T R} de covariance continue, notée Cy(Dt) ;
une droite D de R? et un vecteur directeur unitaire u de D.
Dans un premier temps, on pose :
"x1 R%,Y,(X)= X(Lx[u:) (formule d' épandage).

projection
dexsurD

valeur
valeur
w
')

50
coordonnée v

. 40
. ‘ ) . , ! 60 30 I
0 0 40 60 80 100 coordonnée u 1

coordonnée t

A B

Figure 3.12. A, réalisation d’ un processus unidimensionnel
et B, processus bidimensionnel obtenu par épandage
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La fonction aléatoire Y, n’'est pas isotrope car ses réalisations sont constantes sur les hyperplans
orthogonaux a u. On la rend isotrope en randomisant I’ orientation de la droite D : on remplace u par
une variable aléatoire U uniforme sur la sphére unité de R?, d ol la définition findle de Y (x) :

" x1 RY%Y(X)=X(<x|U>).
Lacovariance de Y (x) s exprime de la maniére suivante :
C, (h)=E{C, (<h|U>)}.
La technique des bandes tournantes peut étre vue comme un cas particulier de substitution, pour

laguelle la fonction directrice T(x) est une projection orthogonale sur une droite d orientation U
aéatoire et uniforme :

"xI RY, T(x)=<x|U>.

Ce processus correspond a une fonction aléatoire intrinseque de variogramme parabolique.

IV.1.2. Applicabilité aux modeles isofactoriels?

La méthode des bandes tournantes, utilisable dans le cadre multigaussien, peut-€lle étre étendue a
d autres modéles isofactoriels ? A priori, la Situation semble favorable : s I’on utilise un processus de
codage {X(t), tT R} aloi isofactorielle, on obtiendra une fonction aléatoire également isofactorielle et
définie dans I’ espace R? car on sait que la substitution conserve |e caractére isofactoriel.

Or, dans la mise en oauvre des bandes tournantes, la procédure d épandage est répétée pour de
nombreuses directions{U;, i = 1... N}, tirées au hasard ou quasi-réguliérement espacées' sur la sphére
unité de R®. Lasimulation finale est |a somme des différentes simulations éémentaires :

Y00=4 Y, (0=4 X, (<x]U, >) 39

ou {X;,i =1... N} sont des processus de moyenne nulle et variance I/N.
Cette pratique répond a une double préoccupation :

d une part, assurer la convergence du processus sSimulé vers un processus multigaussien d' apres le
théoréme de lalimite centrale (Feller, 1966) ;

d autre part, garantir |’ ergodicité de ce processus : les réalisations de chaque Y (x) sont constantes
le long d" hyperplans de I’ espace, donc présentent une anisotropie non contenue dans la covariance
théorique ; cette Situation disparait lorsque I’on additionne un grand nombre de composantes
élémentaires [Eq. (3.6)].

4 Dans I’ espace atrois dimensions, le plus grand nombre de droites réguliérement réparties qu’il est possible de construire est
éga a15 : il S'agit des droites joignant les milieux des arétes opposées d' un icosaedre régulier (Guibal, 1972 ; Journel, 1974).
Pour augmenter ce nombre, une alternative consiste a utiliser une séquence de directions équiréparties, ¢’ est-a-dire une suite
de points sur la sphére unité telle que la proportion de points tombant dans un angle solide déterminé parmi les N premiers
points converge vers la proportion de I’ espace occupée par cet angle solide lorsque N devient infini. A titre d’ exemple, citons
les séquences de Van der Corput (Freulon et de Fouquet, 1991 ; Freulon, 1992 ; Lantuéjoul, 1994) qui sont basées sur les
décompositions binaires et ternaires des entiersi = 1... N, N étant le nombre total de droites. Dans I’ espace bidimensionnel, il
n’'existe pas de telles restrictions et I’ on peut toujours construire une séquence contenant un nombre quelcongue de droites
réguliérement réparties.
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Bien que I'on cherche a s affranchir du caractere multigaussien de la simulation, la contrainte
d ergodicité rend inévitable la sommation de plusieurs composantes. Pour s en sortir, il faut utiliser
une famille de lois isofactorielles qui soit stable par addition. Parmi les lois de diffusion absolument
continues, ¢ et le cas de laloi bigaussienne et de laloi bigamma®. Malheureusement, cette derniére ne
peut étre obtenue par la procédure des bandes tournantes, car |I’éandage d’'un processus bigamma
unidimensionnel conduit a un processus de loi de Laguerre.

uy uy

us u

w

A B

Figure 3.13. Directions A, réguliéres dans le plan
et B, équiréparties dans |’ espace tridimensionnel

IV.1.3. Exempledelaloi de Laguerre

En général, la propriété de stahilité pour I’ addition est mise en défaut pour laloi de Laguerre. Une
exception notable a lieu lorsque les covariances des facteurs successifs sont les moments d' une loi beta
de paramétres { C,(h), Cy(0) — C,(h)}. Matheron (1973b) a en effet montré qu’'un couple {Y(x + h),
Y (x)} admettant cette loi laguerrienne s écrit sous laforme

iY(x+h)y=U+V

Y =U+wW (3.7)

ou U, V, W sont trois variables indépendantes a loi gamma, de parameétres G, (h) pour la premiére et
Cv(0) — Cy(h) pour les deux autres ; Cy(h) est lacovariance entre Y (x + h) et Y (x).

5 Considérons la transformée de Laplace d’ un couple de valeurs{ Y1, Y.} ayant une loi bigamma de paramétre a et corrélation
r (Matheron, 1973b ; Hu, 1988) :

fl,m=He'" ™:]=[1+] +m+Im(1-r)] 2.

La somme de deux processus indépendants de loi bigamma de paramétres a et a' respectivement et de méme corrélogramme
r (h) aura pour transformée de Laplace le produit des transformées de Laplace de chaque processus. Celle-ci s'identifie a

la transformée de Laplace d'un processus bigamma de corrélogramme r (h) et paramétre a + a', ce qui établit le résultat
annoncé. Cette propriété de stabilité pour |’ addition ne contredit pas le théoreme de la limite centrale, car la loi bigamma
converge verslaloi bigaussienne lorsque son paramétre tend vers’infini.
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Sous cette forme, on voit que la somme de deux processus indépendants admettant cette loi de
Laguerre, de paramétresa; et a, et covariances C,(h) et Cy(h) respectivement, fournit un processus de
méme loi, mais de parametrea; + a, et covariance C,(h) + C,(h).

D’ apres Matheron (1973b), un tel processus laguerrien peut étre obtenu par régularisation d’une
mesure a éatoire orthogonale a loi gamma. Lantugjoul (1984) explicite un mode de construction sur
une maille réguliére dans I’ espace unidimensionnel. Le processus de départ est une “ marche aéatoire’
aloi gamma{W(t), tT R}, laguelle se caractérise par les propriétés suivantes :

1) pour tout Dt3 0, I’ accroissement entre deux valeurs W(t + Dt) — W(t) a une loi gamma de paramétre
aDt/a ou a est un paramétre positif fixé une fois pour toutes ; en conséquence, le variogramme de
W(t) est un schémallinéaire de pentea/2a ;

2) les accroissements W(t; + Dt;) — W(ty) et W(t, + Dt;) — W(t,) sont indépendants dés lors que les
intervalles [t, t; + Dty] et [, t, + Dty] ont au plus un point commun.

On pose finalement : " t 3 0, X(t) = W(t + a) — W(t). La génération des valeurs est aisee s la
maille de smulation est discréte, méme lorsqu’elle est irréguliére.

12or «=3.5,a=035 2r

coordonnée coordonnée

A B

Figure 3.14. A, réalisation d’ une marche aléatoire gamma
et B, processus obtenu par accroissement sur unintervalle fixé

X(t) a une loi marginale gamma de parametre a et une loi bivariable isofactorielle de Laguerre
[EQ. (3.7)]. Contrairement a W(t), ce processus 0’ est pas markovien. Sa covariance est proportionnelle
au covariogramme géomeétrique du segment de longueur a, ¢’ est-a-dire un schématriangulaire :

" a(l- Dt/a) siDtf£a
D= 0. Cx (D) = 0 sinon

L’ épandage de X(t) perpendiculairement a une direction u de I’espace conduit a un processus
isofactoriel laguerrien tel que les covariances des facteurs successifs sont les moments d’ une variable
aléatoire beta de paramétres { Cx(< h | u >), Cx(0) — Cx(< h | u >)} Pour le vair, il suffit de remarquer
qu’ une écriture sous laforme de I éguation (3.7) est conservée par épandage.
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Soit & présent un ensemble de directions {u;, i = 1... N} équiréparties sur la sphére unité de R? et
{Xi(t), i = 1... N} des processus laguerriens indépendants obtenus par régularisation d’ une mesure
orthogonale aloi gamma de méme parameétrea/N. L’ application de la technique des bandes tournantes
conduit & poser

N N
Y=aYi=a X(<x|u; >).
i=1 i=1
A cause de la propriété de stabilité pour I’ addition de la loi laguerrienne, Y (x) admet une loi de
Laguerre de paramétre a et de covariance égale ala somme des covariances des processus épandus :
Cy(h)= a Cx, (<h]u; >) ——a Cx(<hlu; >).
i=1

En toute rigueur, cette covariance n'est pas isotrope. Toutefois, s lasuite {u;, i = 1... N} congtitue
une séquence équirépartie et si le nombre N est devé, |"anisotropie induite par la discrétisation de la

sphére unité a partir d’un nombre fini de directions devient négligeable (Chilés, 1977 ; Freulon et de
Fouquet, 1991). On peut aors écrire’ :

C, () » E{C(<h|U>)}

ol U est une variable aléatoire d’ orientation uniforme sur la sphére unité de RY. Cette écriture signifie
gue G, est la covariance associée a G, (schéma triangulaire) par |’ opérateur des bandes tournantes
(Matheron, 1973a). On en déduit :

adeux dimensions

a?i 9 si|h|£a

C, (h) =

v a_2a1|h| /|h|2_1
—_ —- arccosg— smon
Pia a? rab

atrois dimensions

Dans les deux cas, Cy(h) décroit al’infini comme une hyperbole.

On peut d'ailleurs rendre le processus simulé exactement isotrope en définissant les directions { u;,
i =1... N} aunerotation aéatoire pres, ce qui n’atere pas le caractére isofactoriel deslois bivariables.

Cependant, cette procédure est purement théorique, puisgu’elle ne rend pas davantage isotrope la
covariance expérimental e obtenue sur les réalisations.

8 En particulier, laloi d’ un couple de valeurs{Y (x,),Y(x,)} ne dépend plus de N lorsque ce nombre devient infini. En ce qui
concerne les lois multivariables, tout ensemble de valeurs {Y(xy),... Y(Xn)} peut s écrire sous la forme d’ une décomposition
analogue a I’équation (3.7) ; du fait que la suite de directions {u;, i = 1... N} est équirépartie, les parameétres des variables
aléatoires intervenant dans cette décomposition sont asymptotiquement indépendants de N : la construction converge donc
vers un unique modéele de loi spatiale lorsque le nombre de directions devient infini.
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IV.1.4. Conditionnement a des données

Le conditionnement du modele a des données expérimentales peut étre réalise par la technique de
recuit smulé (cf. annexe C) avec le noyau de transition défini comme suit :

a) sSéectionner un nombrei au hasard parmi {1,... N} ;

b) sdectionner une valeur t, uniformément sur [O,L;] ou L; est la longueur maximale de la projection
du domaine a ssmuler sur ladroite de direction u; ;

c) lelong de cette droite, modifier la marche aéatoire Wi(t) sur un intervale [toto + Dtg] ou Dt est
une longueur fixée al’avance; raccorder en t, + Dty les valeurs anciennes de Wi(t) ;

d) calculer lesnouvelles valeurs de X(t) sur I'intervalle [t, — a,to + Dto] €t les valeurs correspondantes
de Y (x) ; les autres valeurs ne sont pas altérées.

La vitesse de convergence de I’ dgorithme peut étre améliorée en choisissant un noyau de transition
non stationnaire (Gidas, 1985). En I’ occurrence, il s agit de partir d’une valeur Dt, relativement élevée
et de la faire diminuer a mesure que se déroule la smulation et que le paramétre de température
décroit. Le but est de pouvoir n'accepter de grandes transitions que pour les températures fortes, car
ces transitions sont presgue systématiquement rejetées lorsgue la température baisse.

IV.1.5. Extension aux modeles gigognes et anisotropes

Pour smuler un modele isofactoriel de covariance gigogne, le plus simple consiste a simuler
séparément chague composante de la covariance : leur superposition conduira alaloi voulue en vertu
de la propriété de stabilité du modée laguerrien pour I’ addition. Le conditionnement par recuit smulé
utilise un noyau de transition similaire a celui présenté ci-dessus, a ceci pres qu’ a chaque étape on ne
modifie qu’ une seule composante, choisie au hasard parmi celles contenues dans le modele gigogne.

Quant a la smulation de modéles anisotropes, il est facile de tenir compte des anisotropies
géométriques et zonales puisqu’il suffit d effectuer un changement de référentiel (rotation suivie d’une
homothétie) pour se ramener au cadre isotrope. Les anisotropies plus complexes peuvent souvent étre

représentées par un modéele gigogne dans lequel les diverses composantes présentent des anisotropies
geomeétriques ou zonales d’ orientations et rapports différents.

V.1.6. Généralisation aux modéles a lois indéfiniment divisibles

Le modele présenté repose sur la stabilité pour |’ addition de la loi laguerrienne, laquelle découle
de la décomposition d'un couple de vaeurs{ Y (x + h), Y(x)} sdon [Eq. (3.7)] :

iY(x+h)=U+V
Y =u+w

ou U, V, W sont trois variables gamma indépendantes.
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Or, ce type d'identité n’est pas spécifique ala loi de Laguerre et est associé a plusieurs autres
lois isofactorielles, notamment les modéles bigaussien, de Poisson (Matheron, 1980a) et de M eixner’
(Matheron, 1973b). Les variables U, V et W suivent aors des distributions gaussiennes, poissoniennes
et binomiales négatives respectivement. Dans les deux premiers cas, le modéle donne une loi de
diffusion, pour laquelle la covariance du piéme facteur est égale a celle du premier facteur élevée a
la puissance p. Dans le dernier cas, a I'instar du modéle de Laguerre, les covariances des facteurs
successifs sont les moments d’ une variable aléatoire beta, ce qui N’ est pas éonnant car le modele de
Meixner est la version discrétisée du modéle de Laguerre (Matheron, 1983, 1984a).

Dans les modéles de Laguerre et Meixner, les covariances des facteurs sont les moments d'une variable beta R(h)
de parametres {a r (h), (1 —a) r (h)} ou a est un scalaire positif et r (h) est le corrélogramme de la fonction aléatoire
Y(x) ; R(h) tend vers son espérancer (h) lorsque a devient infini, ¢’ est-adire qu’ elle devient déterministe. On en déduit
les convergences de ces modéles vers les modéles de diffusion :

laloi de Laguerre de paramétre a tend verslaloi bigaussienne lorsque a tend vers|’infini ;

laloi de Meixner de paramétres (h,a) tend verslaloi de Poisson de paramétreqquandh ® 0,a ® ¥ etah® q.

Ces quatre modéles ont en commun la propriété d' infinie divisibilité, auss bien des distributions
marginales que bivariables : quel que soit I'entier N, un processus suivant I’un de ces modéles peut
s écrire comme la somme de N processus indépendants de méme loi isofactorielle mais de paramétres
différents, ce qui induit la stabilité du modéle pour I’ addition. Dans la procédure des bandes tournantes
cette propriété joue un double réle :

1) €lle permet de conserver le caractere isofactoriel des distributions lorsque I'on gjoute les processus
élémentaires épandus ;

2) dle rend possible la construction de chague processus unidimensionnel a épandre a partir d une
marche aéatoire, ce qui regoint la procédure proposée par Matheron pour définir un processus
isofactorid a loi indéfiniment divisible par régularisation d’ une mesure aéatoire orthogonale
stationnaire (Armstrong and Matheron, 1986a ; Matheron, 1973b).

D’ autres modeles isofactoriels bénéficient de la propriété d'infinie divisibilité, mais ils sont d’ un
emploi moins courant car leurs facteurs ne sont pas polynomiaux. Citons celui proposé par Hu (1988) :
il sagit d’'un modele aloi de Gauss inver se, appelée parfoisloi de Schel continue par référence aux
travaux de Sichel (1971), dont la construction est basée sur un processus de marche aéatoire et est
identique a cdlle présentée dans le cadre laguerrien. Laloi de Gauss inverse dépend de deux paramétres
{a b}® et peut décrire des distributions trés dissymétriques, d’ ol son intérét ; une méthode pour simuler
des variables al éatoires suivant cette loi est donnée par Matheron (1985b). Laloi de Gauss inverse fait
a son tour partie d'une famille plus générale de lais, les lois de Gauss inverses généralisées, dont laloi
gamma est un cas limite. Bien que la construction de modéles isofactoriels a lois de Gauss inverse
généralisée soit envisageable, I inférence des parametres est plus délicate.

" Ce modéle a été introduit sous le nom de modéle binomial négatif, mais cette terminologie est & présent réservée au modéle
de diffusion (Chilés and Delfiner, 1999).

8 Les densité de probabilité et fonction de répartition sont définies sur R, et S expriment comme sLit :

i ) 2 b2
i fap(y)=—2=y %2 ep(ab- %- Ty)

"y>0, : \/5
! B a .
{Fan®)= G(byfy - W) +exp (2ab)[1- Gbyy +W)]
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Dans un cadre similaire aux processus a lois indéfiniment divisibles, Boulanger (1990) a proposé
d utiliser la méthode des bandes tournantes pour simuler des processus a lois stables, qui généralisent
les processus gaussiens mais possedent une variance infinie.

IV.1.7. Difficultés pratiques et limitations

La simulation par bandes tournantes présente plusieurs difficultés. Citons en particulier, dans le
cas du modéle de Laguerre, les points suivants :

simulation de variables aéatoires gamma de paramétre proche de zéro : pour construire un modéle
aloi gamma de paramétre a a partir de N directions {u;, i = 1... N}, il faut simuler le long de
chacune de ces directions un processus gamma de paramétrea/N. Pour cefaire, il est conseillé de
recourir a un algorithme d’ acceptation et rget (von Neumann, 1951 ; Lantugoul, 1984) plutét que
la méthode classique de simulation de variables aéatoires par inversion.

I’épandage d’une valeur forte conduit a des artefacts dans la simulation finale, surtout lorsgue le
paramétre a est faible (aspect de “toile d’ araignée’, cf. figure 3.15).

lenteur de la convergence, ce qui oblige a prendre un nombre trés important de droites.

limitation sur la classe des fonctions de covariance qu'il est possible de reproduire : cette classe est
I’'image par I opérateur des bandes tournantes de la covariance triangulaire ou, dans la version plus
générale ou I’on ssimule un modée gigogne, d’une somme de schémeas triangulaires, ¢’ est-a-dire
d une covariance convexe. Dans tous les cas, |a covariance multidimensionnelle décroit de fagon
hyperbolique, donc sa portée intégrale est infinie.

Par exemple, dans le cas isotrope a trois dimensions, la décroissance de G, (h) est au moins aussi lente que
Vlh|, car :

. . 1 h A
Cy (r) 3 0 (fonction convexetendant versO al’infini) et C, (h)=—g@a& Cy(Ndr ~ —
x() ( ) Y( ) Ith x() o + [h]

ou A est la portée intégrale de la covariance Cy.

Dans le cadre multigaussien, il est possible de simuler des processus multidimensionnels a portée
intégrale finie a partir de processus unidimensionnels de portée intégrale nulle, dont la covariance
présente un fort effet de trou ; des exemples connus sont les modéles sphérique et exponentiel

(Matheron, 1972a ; Lantuéjoul, 1994). Ceci n'est plus possible pour la loi de Laguerre, car son
coefficient de corréation doit nécessairement étre positif.

En fin de compte, la méthode des bandes tournantes est décevante pour la simulation de processus
a loi marginale fortement dissymétrique, tandis qu’elle devient acceptable lorsgue la loi gamma se
rapproche d'une loi gaussienne (paramétre a élevé). Néanmoins, bien que la méthodologie proposée
ait peu d'intérét pratique (le but est de smuler des processus les plus éoignés possibles de la loi
de diffusion gaussienne), I'idée d'gouter un grand nombre de processus élémentaires inspirera les
méthodes de ssmulation de modeles isofactoriels présentées dans | es sections suivantes.
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N=500,0=035

Figure 3.15. Réalisations par bandes tournantes de processus laguerriens
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I'V.2. Dilution poissonienne

Le modéle de dilution considére un ensemble de points poissoniens dans |’ espace. Chaque point
devient le centre de gravité d'un grain primaire valué ; on calcule ensuite la somme des valuations de
tous les grains primaires (Serra, 1968 ; Alfaro, 1979 ; Lantugoul, 2002) :

"xT RLYY= & A

x- X1 G
ol {X;,iT 1} estun processus de Poisson ponctuel de densité g constante dans I’ espace
{G,,iT 1} est unefamille de grains primaires déerministes ou aléatoires centrés al’ origine ; leur

forme géométrique ne dépend pasde {X;,i1 1}

{A,iT 1} sont des variables aléatoires de méme loi, d espérance met variance s, indépendantes
entre elles et indépendantesde {X;,i1 1} et de{G;,iT 1}.

La covariance du processus simulé est proportionnelle au covariogramme géométrique moyen des

grains primaires K(h), par exemple un schéma sphérique de portée a s les grains primaires sont des
sphéres de diamétre a :

C(h) =q(s® +nf)K (h)
Calculons latransformeée de Laplace des lois marginae et bivariable.

Loi marginale : pour un site x fixé, soient N le nombre aléatoire de points poissoniens{ X;,i T 1}
telsquex — X;1 G;etj latransformée de Laplace delaloi desvauations{A,i1 1}, dors:

f(1) = Eexp(-1 Y (x)] = E{E[exp(-| élA) IN=nl} =E{j (1)}

Or, N suit une distribution de Poisson de parametreq K(0), d' ou :

f()=exp{gK O] (I')- 1}

Cette loi marginae et indéfiniment divisible en tant que somme de variables aéatoires en nombre
poissonien (Feller, 1966 ; Matheron, 1969D).

Dans le cas de vauations discretes, la méme relation lie les fonctions caractéristiques g(s) et G(9)
des valuations et du processus de dilution:

G(s) = exp{qK(O)[g(s) - 1}

Loi bivariable : les grains primaires recouvrant les sites x et x + h peuvent se décomposer en trois
processus indépendants : ceux qui recouvrent X + h et pas x, en nombre N;, ceux qui recouvrent X
et pasx + h, en nombre N,, et ceux qui recouvrent alafoisx et x + h, en nombre Ns. Les nombres
N, N, et N3 sont des variables poissoniennes indépendantes, de paramétres g [K(0) — K(h)] pour
les deux premiéres et g K(h) pour la derniére. On en déduit :

F(m = E{Eexp(-1 Y(x+h)- mV(x)) [Ny =ny, N, =n5, Ny = ng}
=E(j )™ M +m™}
= exp{q[K(0)- K(M]I[j (1) +j (M- 2] +gK(h)[j (| +m - 1}
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Cette transformée de Laplace vérifie I’ éguation caractéristique des modéles isofactoriels a lois
indéfiniment divisibles (Matheron, 1973b) :

LM =f ) OF @O+

our (h) =K(h) / K(0) est le coefficient de corrélation entre les valeurs prises aux sitesx et x + h.

On retrouve donc un mode de construction général des modées isofactoriels a lois indéfiniment
divisibles. Parmi ces lois, toutes celles qui sont positives sont accessibles (Matheron, 1969b), mais le
modéle bigaussien par exemple ne I'est pas (la loi gaussienne ne peut Sécrire comme un mélange
poissonien de variables aléatoires). La ssimulation conditionnelle des modéles de dilution est détaillée
par Lantugoul (2002) ; elle consiste en une procédure itérative au cours de laquelle les conditions sur
les données sont respectées a chaque itération.

Exemples
Processus de diffusion de Poisson

Ce processus (Matheron, 1973b) correspond au cas ou la vauation des grains primaires est presgue
sirement égale a 1 (figure 3.16). Ce modéle porte le nom de jetons aléatoires (Alfaro, 1979). La
valeur simulée en un site est une variable entiére égale au nombre de grains primaires (“jetons’)
qui recouvrent ce site ; ele suit une loi de Poisson.

Nombre moyen de points poissoniens = 100 Nombre moyen de points poissoniens = 1000

Xz

Figure 3.16. Réalisations de modéles de jetons al éatoires de densités poissoniennes différentes.
Lesgrains primaires sont des ellipses de taille fixe et orientation aléatoire

Modde stable

Etant donné un scalaire a dans]0,1[, on considére la somme suivante :

Y - T[;l/a

Qo=

1

n

ol N est une variable aléatoire de Poisson de parametret/ G(1 - a)
{T.,n1 N} sont des variables a éatoires uniformes et indépendantes sur [0,t]
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AlorsY converge vers une variable aéatoire de loi stable de paramétrea quand t tend vers I’ infini
(Lantuéjoul, 1987), caractérisée par satransformée de Laplacej (I ) =exp(-| %).

Pour obtenir un modéle isofactoriel aloi marginae stable de paramétrea, il suffit donc de prendre
un modéle de dilution avec une densité poissonienne g trés éevée et des grains primaires valués
sdlon uneloi uniforme sur [0, G1 - a)] élevée alapuissance - 1/a.

Modéle de Meixner

Laloi binomiae négative de paramétres h et a est un mélange poissonien (de densité g K(0)) de
variables entieres définies par le systéme de probabilité suivant :

a v s __a h
K(O)In(l- h) et " n Lp(n)_qK(o) .

p(0) =1+
q

sous la contrainte que p(0) soit positif. On vérifie en effet que, s N suit le systeme de probabilité
précédent, sa fonction caractéristique est donnée par :

99 =EE")=p(O)+& & p(n)= p(0)- —2—In(1- sh)=1+—2 _jn 2N
n=1 gK(0) gK() '1-sh

)

de sorte que le mélange poissonien admet la fonction caractéristique

6(9 =eplaK Ol - 1 =2

qui coincide avec celle de laloi binomiae négative de parametresh et a.

On peut simuler la variable N par itérations markoviennes (procédure de Métropolis-Hastings, cf.
annexe C) ou par acceptation et rgjet, car saloi de probabilité aux grandes valeurs est majorée par
une loi géométrique (Lantugoul, 2002).

Les modéles de dilution manquent cependant de flexibilité, car ils ne permettent pas de contréler
le caractére plus ou moins mosaique du processus ssimulé : aing, le modéele isofactoriel de Charlier, a
loi marginale poissonienne, est inaccessible ; seul le modéke de diffusion poissonien peut étre obtenu.

Le modele présenté ci-apres permet au contraire de controler e caractere diffusif ou mosaique du
processus obtenu. |l ne posséde plus la propriété d'infinie divisibilité des lois bivariables, bien que
celle des lois marginaes reste conservée. Pour faciliter la lecture, nous commencerons |’ exposé par la
loi gamma.
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V.3. Addition de mosaigues indépendantes

IV.3.1. Modéele de Laguerre

Soit une fonction aéatoire {Y(x), x 1 R%} mosdique, de loi marginale gamma de paramétre a et
corrélogramme r (h) a valeurs positives. Avec la probabilité r (h), deux valeurs Y (x + h) et Y (x) sont
égales; avec la probabilité complémentaire elles sont indépendantes (Matheron, 1982). Par suite,
I’ espace est divisé en compartiments aéatoires al’ intérieur de chacun desquels lavaleur est constante
et indépendante des autres compartiments.

Additionnons a présent plusieurs fonctions aléatoires mosaiques{Y;,i = 1... N} indépendantes de
méme loi marginale gamma de paramétrea/N et corrédlogrammer (h) :

" x1 R",Y(x)zéN‘Yi (x) .

i=1

Soit K le nombre (aléatoire) de fois ol les sites x et x + h appartiennent au méme compartiment de
mosaique ; K est une variable binomiale de taille N et paramétrer (h). Conditionnellement aK =k, le
couple devaeurs{Y(x + h), Y(x)} sedécompose dela maniére suivante :

iYx+h)=U+V

Yoo 38)

TYX)=U+W

ol U, V et W sont trois variables aléatoires gamma indépendantes’, la premiére de paramétrea k / N,
les deux dernieres de paramétrea (1—k / N).

Le coefficient de corrdlation conditionnel aK =k est égal ak / N ; il est toujours positif.

D’ aprés la section précédente [Eq. (3.7)], le couple { Y (x + h), Y(x)} suit une loi isofactorielle de
Laguerre telle que les covariances dbs facteurs successifs sont les moments d une variable beta de
paramétres{a k/N, a (1 —k/N)}.

En déconditionnant par rapport a K, on voit que laloi a priori du couple{Y(x + h), Y(x)} est une
loi de Laguerre ou la corrélation est caractérisée par une variable aéatoire R(h) aloi beta randomisée
par une binomiae :

—_— ) (hY = _plG@G@aK/N+p)
ht 0, C,’(h) E{R(h)"} E%G(aK/N)G(a+p)fv)

(3.9
_G@)[L- r(h"

Ga +p)

cx@r(h) ¢ Gak/N+p)
L VE&1-r(h)g Gak/N)

Qo

=
1l

Examinons les deux situations extrémes :

s N =1, on retrouve le modéle mosaique a loi marginae gamma :

C{"”(h) =r (h) indépendant de p.

® On admet qu' une variable gamma de paramétre nul est presque sirement égale & zéro ; cette convention permet d'inclure
lescasouk =0etk =N.
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s N tend versI’infini, d’aprés laloi forte des grands nombres, la variable K / N converge presque
srement vers son espérance, ¢’ est-adire r (h). On retrouve donc le modéle de Laguerre présenté
dans la section précédente ou les covariances des facteurs sont les moments d’ une variable beta de

paramétres{ar (h),a [1-r (h)]} :

C(Y) (h) - G(a)G(a r (h) + p) .
i Gar(h)Ga+p)

Le choix du nombre N permet d' évoluer entre ces deux extrémes. On dispose donc d'un paramétre
supplémentaire pour réguler certaines caractéristiques de b simulation comme la propriété plus ou
moins marquée de déstructuration des hautes teneurs.

1V.3.2. Exemple de la mosaique des feuilles mortes

Contrairement a la méthode des bandes tournantes, il est aisé de construire des modéles dont les
facteurs ont des covariances de portée intégrale finie. 1l suffit en effet de choisir une mosaique dont la
covariance a une portée finie. Parmi les modéles mosaiques connus, I’ un des plus intéressants est celui
des feuilles mortes (Matheron, 1968a ; Jeulin, 1997) car il correspond a de nombreux modées de
covariance et permet de réaliser le conditionnement du modéle isofactoriel a un ensemble de données.

Détaillons brievement le modéle des feuilles mortes, qui se construit dynamiquement. Des points
ppoi SSoNiens apparai ssent successivement, en chacun desquels est implanté un ensemble aéatoire valué
ou grain primaire. Les grains nouveaux recouvrent les grains plus anciens (modele de recouvrement).
Au bout d'un temps infini, on obtient un modéle mosaique dont laloi marginale coincide avec celle de
la valuation des grains primaires et dont laloi bivariable est caractérisée par le corrd ogramme

ry =0
2K(0) - K()

ou K(h) est le covariogramme géométrique moyen du grain primaire. Cette formule suppose que la
densité du processus de Poisson et les caractéristiques du grain primaire ne dépendent pas du temps.
On obtiendra un corrélogramme de portée finie s'il en est de méme du covariogramme géométrique
K(h) (grain primaire de taille presque sirement finie et bornee).

Une variante de ce modéle, qui fournit la méme loi spatiae, consiste a considérer que les grains
nouveaux sont “cachés’ par les grains anciens (modéle de germination) ; cela revient a réordonner
chronologiquement les grains primaires en renversant |’ échelle de temps. Vis-a-vis du modée initial,
cette variante présente I’ avantage de donner une image exacte de la mosaique dés que le domaine a
simuler est recouvert par les grains primaires (gjouter d’ autres grains n’atére plus I’image, puisque les
grains nouveaux sont cachés par les grains d§ja tombes) ; ceci permet d obtenir de fagcon exacte une
simulation non conditionnelle du modéle, en tant que somme de N mosaiques indépendantes (figure

3.17).
L e conditionnement du modele a un ensemble de données peut étre mené a bien par recuit smulé

a partir d’une simulation non conditionnelle, al’ aide du noyau de transition proposé en annexe C pour
la mosaique des feuilles mortes.
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Figure 3.17. Quatre réalisations de processus laguerriens de paramétrea = 0.5
Lesgrains primaires sont des ellipses de taille fixe et orientation aléatoire

1V.3.3. Prise en compte d’ un effet de pépite

La présence d'un effet de pépite — vu comme une microstructure — se révele génante, car ele
correspond a un grain primaire de dimensions tres petites mais de densité poissonienne tres éevee. Un
modéle de feuilles mortes contenant une telle microstructure risque donc de provoquer une quantité
considérable de calculs, surtout lors de la procédure de recuit smulé.

Une solution consiste aintégrer | effet de pépite en tant que composante supplémentaire qui vient
s gouter aux mosaiques. On choisit donc d’ additionner N mosaiques de méme loi marginae gamma
de parametre (a — a,)/N et corrélogrammer (h) et un processus pépitique de loi marginale gamma de
parametre a,. L’ égquation (3.8) devient :

1Y(x+h)=U+V
Iy =u+w

ou U, V et W sont trois variables gamma indépendantes, la premiére de paramétre (a —ao) k/ N, les
deux derniéres de paramétre a — (a —ao) k / N.
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L’ éguation (3.9) donnant les covariances des facteurs successifs devient :

"1 ) (1) = h)P 1Ga)d(a- a,)K/N+p]u
0 M=ERNI=EGa -a)K/N]G(a+p)é
_S@IL )" ¢ @) ¢ d@-agk/N+p
Garp) & VB d@- agk/N]

(3.10)

Le conditionnement par recuit simulé peut S effectuer a partir d'une simulation non conditionnelle
al’ade du méme noyau de transition que précédemment. Il suffit de considérer que la valuation des
grains primaires est la somme d’ une valeur gamma de paramétre (a — a,)/N et d'un effet de pépite de
loi gamma de parametreao/N.

IV.3.4. L’ inférence des parametres du modéle

Outre le corrdlogramme r (h), on dispose de paramétres scalaires pour caractériser le modédle : a,
ao et N. Le premier est un paramétre de dissymétrie dans la distribution marginale des valeurs : plus il
est proche de zéro, plus la loi marginale est concentrée sur les vaeurs faibles et présente une queue
allongée. En pratique, bien qu’ une anamorphose est toujours possible, ce paramétre est choisi de fagon
a ne pas trop déformer I” histogramme des valeurs mesurées (Demange et al., 1987 ; Hu, 1988). Le
paramétre a, est destiné a modéliser I’ effet de pépite.

Le nombre N peut quant a lui Sinterpréer comme un paramétre de déstructuration des hautes
teneurs (propriété de laloi bivariable qui traduit le “désordre” observé dans |’ organisation spatiale des
valeurs). Un critére synthétique permettant de I'inférer a partir des données disponibles consiste a
comparer leurs variogramme et madogramme. D’ aprés Matheron (1982), dans le modée laguerrien, le
madogramme g, (h) vérifie :

0.() /g, (¥) =Ey1- R(h)}.

Aprés quelques calculs, on obtient I expression suivante :

g (h) _ ryy S Ga) gc - r(h)o da, +(a-agk/N+1/2] (3.11)
0:(¥) Ga +1/2) k=0 gr(h) g dag+(a-ag)k/N]
En effet, on ale développement :
g0 T RO =148 e o
141 r(h)]N g Ckaer(h) ¢ G(a) o G(p-1/2)d(a- ag)k/N+p]

gl r(h);a d(a- ag) k/N]JE-1/2) sy Ga+p)p!

“1+[1- r()M § 2 ckaer(h) [21( U2(@-ak/N,al-q
k=0 (h);zs
—r(h)Na ck, gl(;rf)h)f JR(V2(@- an)d- k/N),a)  (changement devariablek ® N —K)

ou ,F, est lafonction hypergéométrique de Gauss (Abramowitz and Stegun, 1972) définie par :

Gc) o Gla+p)Gb+p) x°
G@a@b) z;  Glc+p) p'

oR(ab,c,X) =1+
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Lasérieconvergepour -1 <x<letenx=%1s c>a+b. L’ expression annoncée découle de |’ identité de Gauss

Gc)G(c- a- b)

,R(ab,cl)= qc- G- b) .

En absence d' effet de pépite (a, = 0), les cas extrémes sont les suivants :

N =1 (modele mosaique)

aM _,_, (h) ()]
%.(¥) 9(¥)

N ® ¥ (modéebeta, cf. Chiles and Delfiner, 1999)

i &M _ @  Goh+y2

‘g (¥) G@a+1/2)

: variogramme et madogramme sont proportionnels

Lorsgue le paramétre a augmente, ce rapport tend vers la racine carrée du variogramme divisé par

son palier (cas bigaussien).
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Figure 3.18. Comparaison du variogramme et du madogramme,
en fonction du paramétre a et du nombre N de mosaiques (ao =0)



IV.3.5. Autres modeles a loi marginale indéfiniment divisible

La construction s éend aux autres modéles isofactoriels a lois marginaes indéfiniment divisibles
(gaussienne, poissonienne, binomiale négative, gaussienne inverse). On obtient les modéles suivants :

modéle hermitien: laloi marginale est une gaussienne réduite et les covariances des facteurs sont
les moments de lavariable R(h) = K (1—a,) / N, ol a, représente la variance de I’ effet de pépite :

"h10,C(h) = ME(KF)) (1- ap)’[L- r ()" & ct et )
N* NP o 11y

modéle de Charlier : laloi marginae est poissonienne de paramétre a et les covariances des
facteurs sont les moments de lavariable R(h) =K (a —agy) /N a ;

modele de Meixner : laloi marginae est binomiale négative ; les covariances des facteurs sont
les moments successifs d' une variable R(h) dont laloi est celle d’ une variable beta de parametres
{(a—ag)K/N,a—(a—ag) K/N} randomisés par labinomiadeK ;

modeleinver se gaussien: laloi marginale est une loi de Gauss inverse de paramétres {a b} .

Dans le modele de Meixner, le madogramme est lié au corrélogramme r (h) par la méme formule
gue celle donnée dans le cadre laguerrien [EQ. (3.11)]. En revanche, dans les modées hermitien et de
Charlier, cette formule devient :

g (h) _ N 0 \/_1 ao,,80&-r(h) r(h)o
ae M a LAY O

ou a représente lavariance a priori (1 pour le modée hermitien, paramétre de laloi poissonienne pour
le modéle de Charlier) et ao I'amplitude de I’ effet de pépite.

En effet, le calcul donne successivement :

G(p 1/2) (Y)
—E{q’l R(h)} =1+ e 1/2) (h)

2r(h) &5 Gp-1/2) @K@-a,)d
r g & PG 1/2)§ Na

=1+[1- r(h)N kaer(h) Oge k(a aO)
o0 8 GRS ;
N
—n-r § cf =M ) L k(a ao)
a-rO" & iy |

Laformule annoncée s obtient par le changement de variablek ® N —k.

=1+[1- r (" a ck, gl

En ce qui concerne le processus a loi inverse gaussienne, bien que les facteurs de laloi bivariable
n'aient pas encore été explicités'*, on connait la relation liant le madogramme du processus isofactoriel
et son corrédlogramme (Hu, 1988) :

10 Cette terminologie se référe aux modéles isofactoriels & loi marginale poissonienne mais dont la loi bivariable n’est pas de
diffusion (Chilés and Delfiner, 1999).
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Ckaer(h) o

g(h)=ES@- (a-a,)K/Nb} =[1-r(]" §
a r(h) &

Sa-(a- ay)k/N,b)

ou S(a,b) est la sélectivité ou indicateur de dispersion de la loi de Gauss inverse de paramétres {a,b},
calculable par intégration numérique a partir de laformule :

S@ab)=q Fa®)l- Fap(y)dy.

La section suivante Sintéresse a un autre modéele isofactoriel qui, bien qu’indéfiniment divisible,
ne peut étre obtenu par dilution poissonienne ou addition de nmosaiques indépendantes : le modde de
diffusion bigamma.

V.Lemodéebigamma

V.1. Carréd’unefonction aléatoire bigaussenne

Si U est une fonction aléatoire dont les lois bivariables sont bigaussiennes réduites, alors Y = U?/2
suit une loi bigamma de paramétrea = 0.5.

Démonstration

La densité bigamma de paramétre a = 0.5 et de coefficient de corrélation r s exprime sous la forme (Matheron,
1973b ; Hu, 1988) :

_ 1 e
fr(y,y9—JB(l_ r)apg

ou |y, est lafonction de Bessel modifiée de premiére espéce (Abramowitz and Stegun, 1972) : 1_,,,(z) = p_zz ch(z)

En reportant dans I’ expression de la densité bivariable, il vient :

o y+y¢019(pg2\ yy \/yyalr%‘

1
f(y,y9=
2p.Jyyat-r) glrﬂt g Lr ia 8 zb
S S P 2y+2y¢ 4fyyE +2ytrafyy®
2pm% gz(l r)(y+2y yy )_ apg 2(1 2y y yy )%
=9 (2 20+, (2 -2+ \/_Jz_y¢)+geﬁ(\/_ YET)

J_

ouel {+1,-1} et g(u,u) est ladensité bigaussienne réduite de coefficient de corrdationr :

5 €2
& _1 (u2-2ruu¢+u¢2)g:—ﬂ G, (u,ug

1
o T8 20 ) 5 fufue

g, (uug=

11 D’ aprés Matheron (1973b), ce ne sont pas des polyndmes ; Hu (1988) propose deux familles de fonctions orthonormées
pour laloi marginale gaussienne inverse, mais ces familles ne restent pas orthogonales pour laloi bivariable.
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Soit {Y,Y'} un couple bigamma de paramétre a = 0.5 et coefficient de corrélation r . D’ aprés ce qui précéde, on a:

AY WY

ProblY <y,Y o< yd =y Q¢f, (t, 19 dt dte
=G W2y 2Y9- G (f2y- Y9 - G- (-+2y 2y8 + G, (- 4[2y - +2y0)

On vérifie que cette fonction est nulle si y = 0 ou y' = 0. Soit a présent {U,U'} un couple higaussien réduit de
corréation er V2

Prob[Y <y,Y¢<yq = Prob[U < .2y, Ut<.[2y@ - Prob[U <.[2y,Ut<-[2yq
- Prob[U < -[2y, Ut<.[2yq + Prob[U <- /2y, Ut<-[2yq
= Prob[U < y[2y - /2y¢< Ut< [2yq - Prob[U <- /2y - [2y¢< U¢<[2yq
=Prob[ -2y <U <2y~ \[2ye< Ut< /2y

=Prob[U?/2<y,U¢/2<y}

ce qui établit quelaloi de{Y,Y} coincide avec celle de {U%2,U'%/2}.

Ce résultat montre que, pour construire une fonction aléatoire a loi bigamma de paramétrea = 0.5,
il suffit d’ élever au carré une fonction aléatoire multigaussienne. On obtient des images a textures trés
variées selon le choix du corrélogramme de la fonction gaussienne (figure 3.19).

A B
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Figure 3.19. Réalisations de processus bigamma construits a partir de fonctionsaléatoires
gaussiennes de corrélogramme A, sphérique, B, exponentiel, C, gaussien et D, sinus cardinal
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Plusieurs conséquences découlent de cette construction.
1) Relation entre polyndmesd'Hermite et deLaguerred’ordre 1/2

Si U est une fonction aléatoire multigaussienne, alors Y = U?/2 est un processus isofactoriel dont
les facteurs s expriment en fonction des polynémes d' Hermite normés (Rivoirard, 1994) d' ordre pair :

" pT N,c,(Y) =Hy (2Y).

En effet, H,, est un polyndéme pair de degré 2p, de sorte que ¢, est un polyndme de degré p. Ains,
lasuite{c,, pT N} forme un systéme polynomial complet et, de plus, orthonormé :

" pgl Ncov[c,(Y),ca(Y9]=0siptq.

Or, d’aprés ce qui précede, Y est une fonction aléatoire aloi bigamma, donc ses facteurs sont les
polyndmes de Laguerre normés d ordrea = 0.5 (Hu, 1988) :

"pT N (Y)=(-DP LY2(Y).
Le coefficient (-1)° a été introduit afin que le signe du terme dominant soit positif, a I’instar de

celui des polyndmes d' Hermite d’ ordre pair. On en déduit une identité entre polynémes d’ Hermite et
de Laguerre :

" pl N," y3 0 LY2(y) = (- DP Hyp(V2y) .

2) Cohérenceinterne du modele

Le corrélogramme r (h) du processus bigamma est le carré de celui du processus multigaussien.
On retrouve la condition nécessaire r (h) 3 0 pour gque la densité bigamma soit positive (Matheron,
1973b). Mais on obtient également une condition suffisante pour que r (h) soit un modéle autorisé : il
suffit qu'il s exprime comme le carré d' un corrélogramme. Parmi les modéles les plus connus, c'est le
cas des schémas exponentiel, stable, gamma et de Cauchy ; en revanche, les modéles triangulaire et
sphérique ne sont pas autorises, méme dans |’ espace a une dimension.

3) Proportionnalité entre le madogramme et la racine carrée du variogramme

L’ écart entre deux valeurs gamma de coefficient de corrélation r peut s écrire sous laforme

U-UC o U+
\J2-2r J2+ 24

A et B sont deux variables gaussiennes indépendantes, de moyennes nulles et variances unitaires.
D’ apres Matheron (1982), on a:

Y - Y¢:1/1— r AB oul’'onapose A =

E|A|=E|B|=+/2p

de sorte que le madogramme de Y et Y' et proportionnel alaracine carrée de leur variogramme :
%E|Y- Y¢|=1A/1- r.
p
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V.2. Modée bigamma de paramétre demi-entier

Une fonction aléatoire Y bigamma de paramétrea = m/2 et corrélogrammerr (h) peut étre obtenue
en additionnant m fonctions aléatoires mutuellement indépendantes'?, & loi bigamma de paramétre 1/2
et corrélogrammer (h) :

X1 RLYX =4 Y,00=58 VP

i=1 i=1

ou {U;, i = 1... m} sont des fonctions aéatoires multigaussiennes mutuellement indépendantes. Dans
la suite, on notera U(x) le vecteur aéatoire dont les composantes sont { U;(x), i = 1... m} :

" xT R 2Y(x) =|UX)[?

Ce modée pourrait étre baptisé de “chi carré” (car saloi marginae est un chi carré am degrés de
liberté). Dansle casou m = 2, Alfaro (1979) aqualifié de “processus de Rayleight” laracine carrée de
Y (X).

Lasmulation d un tel modéle revient a ssmuler m fonctions al éatoires gaussiennes indépendantes,
soumises a des conditions sur lanorme du vecteur U aux sites d' échantillonnage {x,, a = 1... n}. Pour
inclure de telles contraintes non linéaires, il est avantageux de recourir a un échantillonneur de Gibbs
(Freulon, 1992, 1994 ; voir aussi |'annexe C).

Initialisation

En chague site x, (@ = 1... n), on peut par exemple poser

"iT{L.m},U (%) =€,

2 R L, -
2y(Xs) ol e, =1 ou—1 avec équiprobabilité
m

Phase itérative
1) choisir un site X,, au hasard parmi {X,, a = 1... n} ;

2) remplacer U(X,,) par un vecteur simulé selon la distribution conditionnelle a {U(x,), a * ao}
et a IU(XE\())l2 = 2Y(Xa0)

Conditionnellement aux valeurs {U(X.), @ * ao}, U(X,,) €St un vecteur gaussien dont la moyenne
est le vecteur u” des krigeages de chague composante et dont la matrice de variance-covariance est
proportionnelle & la matrice identité™®. Ainsi, dans I’ espace R™, la densité de probabilité du vecteur
U(Xa,) conditionnée par {U(X.),a * ao} est

f(u)

_ 1 [ « 24
“eprrsm ol e Y

12 Cette propriété découle de I’ indéfinie divisibilité de la transformée de Laplace o une loi bigamma de paramétre a :
He' V"™ =[1+1 +m+(@-r)In?.

13 |_es composantes de U(x) sont indépendantes et ont le méme corrélogramme, ce qui explique que les termes de covariance
soient nuls et que les termes de variance égauix ala variance de krigeage de I’ une quel conque des composantes, notée s*2.
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Les courbes o’ isodensité sont des sphéres centréesen u'. Il S agit & présent d’ échantillonner cette
densité multivariable sous la contrainte que la norme JJ(x,,)| soit égale 8 R = [2y(x4,)]"?, ce qui
revient a choisir un point sur la sphére S(O,R) centrée en 0 et de rayon R (figure 3.20). Ce choix peut
étre réalise gréce al’ agorithme de Metropolis (cf. annexe C).

(

15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

premiére composante U;(Xo,)

151

0.5p

)

deuxiéme composante Uy (X, )
|
¢
W (=}

Figure 3.20. Courbes d'isodensité du vecteur U(X,,)
et contrainte sur la norme de ce vecteur

L’ éape 2) peut alors étre décomposée en:
2a) poser u =(R0,... 0) ;
2b) choisir un état candidat u' uniforme sur la sphere SO,R) ;
2c) choisir V uniforme sur [0,1] ;
2d) s f(u) V < f(u'), remplacer u par u';
2e) retourner en 2b).

A I'issue de la phase itérative, le vecteur U est simulé en chague site de donnée. On obtient ine
simulation du processus bigamma dans |’ espace R® entier en simulant chacune des composantes U; (x)
conditionnellement a{U;(x,), a = 1... n}.

A titre d'illustration, une simulation non conditionnelle d’ une fonctionaléatoirea loi exponentielle
(parametrea = 1) est menée sur une grille de taille 400 x 400 (figure 3.21A). Le corrélogramme des
composantes gaussiennes comprend deux modéles sphériques gigognes de palier 0.5 et portées 20 et
100 respectivement. Une centaine d’ échantillons sont ensuite extraits de laréalisation (figure 3.21B) et
sont utilisés comme données conditionnantes pour obtenir deux simulations conditionnelles (figures
3.21C et 3.21D).

129



400.

O o o ) ¢)
f¢)
] °
{o o le) 00 A
300._| O @ O
59 o L/
1 . o o °
1° e © o °°
{8 o o °
200.| ~ O
.O. o © OO o
leo o e OO o e
.O 0 le)
| ® 0®
100. ] O 9] % 4.0
00 © o ® o 4 °
1 e e O [} O
le e © ¢
: (RN ¥ OQO.O.I.f.?DIP..QI.,.C? >
0. 100. 200. 300. 400. 0. 100. 200. 300. 400.
A B 2.0

0.0

Figure 3.21. A, ssimulation non conditionnelle ; B, données conditionnantes ;
C et D, deux simulations conditionnelles (Ies données sont super posees)

Remar ques

1

2)

La classe des corrélogrammes que |’ on peut ssimuler par cette procédure est trés vaste. |l est auss

possible d’ envisager la smulation de modéles laguerriens par la procédure de substitution, avec
les mémes extensions que celles proposées dans le cas hermitien (fonction directrice multivariable
et processus de codage a covariance factorisée).

La construction proposée du modéle bigamma est une extension au cadre continu de la technique
des plurigaussiennes (Armstrong et al., 2003) : dans |’ espace R™ dont les axes sont |es gaussiennes
{Ui(x), i =1... m}, lavaeur du processus bigamma est constante sur chacune des sphéres centrées
al’origine et est égale alamoitié du carré du rayon de cette sphére.
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Chapitre 4 :

L’inférence statistique

Ce chapitre vise a définir les conditions sous lesquelles les paramétres des lois (histogramme,
variogramme, €tc.) sont compatibles avec le modéle choisi et comment déterminer ces parameétres.

|. Détermination delalol marginale

|.1. Considérations générales

Lamodélisation d' une loi marginale présente deux difficultés mageures :

1) lareprésentativité de I” histogramme empirique des données lorsgue la répartition spatiale de ces
derniéeres est trés irréguliére voire préférentielle. Pour minimiser le risque d’ erreur radicale, il est
recommandé de pondérer les données dans le calcul de I’ histogramme expérimental. Plusieurs
techniques ont été proposées a cet effet, reposant sur des critéres de nature géométrique (Journel,
1983 ; Goovaerts, 1997 ; Deutsch and Journel, 1998) ou structurale (Matheron, 1977 ; Bourgault,
1997). Par exemple, citons la méthode des cellules, qui consiste a paver le domaine échantillonné
par des cellules rectangulaires identiques, puis & assigner & chaque donnée un poids inversement
proportionnel au nombre d' échantillons présents dans la cellule a laquelle appartient cette donnée.

2) la moddisation des queues de distribution, particuliérement incommode lorsgue I’ histogramme
des données est fort dissymétrique. 1l est nécessaire de choisir un comportement pour les vaeurs
extrémes, ¢’ est-a-dire celles qui dépassent la plus grande valeur échantillonnée. Un tel choix doit
étre guidé par des considérations pratiques (connaissance du phénomene, voire intuition) et peut-
étre auss par des raisons de cohérence avec les autres paramétres du modéle, en particulier le
variogramme.

La distribution marginale des valeurs est requise dans I'agorithme de smulation séquentielle
d'indicatrices pour spécifier les moyennes de ces dernieres, ains que dans la simulation des modéles
isofactoriels pour transformer la variable initiale en une variable suivant la loi marginale du modéle
(procédure d’anamorphose). Une hypothése de stationnarité est nécessaire pour pouvoir inférer
correctement cette distribution (Matheron, 1974).

! Par exemple, un modée variographique aussi usuel que |e schéma sphérique n’ est pas toujours compatible avec une fonction
aléatoire bilognormale (Matheron, 1989a). 11 convient toutefois de signaler que, au cours de la modélisation des processus
isofactoriels, I'analyse variographique repose non sur la variable lognormale mais sur son logarithme, pour lequel le schéma
sphérique est autorisé. Aussi, la modélisation de la loi marginale n’est-elle pas directement liée a I’ analyse variographique,
car entre les deux intervient une transformation ou anamorphose des valeurs.
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[.2. Commentaires sur la procédure d’anamor phose

La pratique actuelle (Lantuéoul et Rivoirard, 1984 ; Hu et Lantugoul, 1988 ; Chilés and Delfiner,
1999) consiste a calculer une anamorphose empirique et alui gjuster un polynéme, dont le degré est
généralement inférieur a 100. Dans le cadre bigaussien ou hermitien, I’ anamorphose s écrit comme un
développement en érie de polyndmes d'Hermite, tronqué a un certain ordre ; dans le cadre bigamma
ou laguerrien, il est avantageux d' utiliser des polyndmes de Laguerre.

L’ avantage de cette procédure est que les coefficients du développement polynomia permettent
de mener a bien le calcul des “réserves récupérables’ par krigeage digonctif. Elle présente toutefois
plusieurs inconvénients :

probléme pour la modéisation des queues de la distribution, car le développement polynomia (de
degréfini) diverge al’infini (figures4.1C et 4.1D) ; une correction est inévitable (Lgjaunie, 1993) ;

manque de robustesse de I’ gjustement polynomial : I’ anamorphose empirique est une fonction en
escadlier, de sorte qu'un gjustement globa par un polynéme est sensible a I’ existence de marches
de grande amplitude (données extrémes ou atypiques, cf. figure 4.1D). Ceci détériore la qualité de
I’ gjustement des marches de faible amplitude qui renferment souvent beaucoup de détails (figure
4.1C) et peut conduire a des valeurs anamorphosées de qualité médiocre (figure 4.1B).
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Figure 4.1. Anamorphose gaussienne sur des données a distribution dissymétrique
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Une procédure alternative consiste a effectuer un gustement local de |I’anamorphose empirique,
vue comme un nuage de points et non plus comme une fonction en escalier (figure 4.2C) : par exemple,
on peut joindre les points expérimentaux par des segments de droite (figure 4.2D). La principae
difficulté est la définition des extrema de la variable initiale, en particulier la valeur maximale possible,
ains que le mode d’ extrapolation au-dela du dernier point expérimental, par exemple par une fonction
exponentielle. Sur les données de la figure 4.1, | anamorphose conduit a des résultats plus satisfaisants
(figure 4.2B), bien qu’ imparfaits a cause de la présence d'un effet zéro (6.5% des données initiales
sont égales alavaeur minimale de 0.01 ppm et conduisent a un atome dans |” histogramme gaussien).
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Figure 4.2. Anamorphose gaussienne sur des données a distribution dissymétrique

Bien entendu, sur I’exemple précédent, le choix d’ une anamorphose gaussienne est discutable et
le recours a une loi gamma de faible paramétre serait sans doute plus adéquat. La détermination exacte
de ce paramétre reste a définir, principalement en fonction des lois bivariables (Hu, 1988), mais auss
de laloi marginde : il est en effet souhaitable que I’ anamorphose ne déforme pas trop I’ histogramme
des données initiales. Ce souhait répond a des considérations d’ ordre pratique plutdt que statistique :
une transformation violente risque d’induire des interprétations sujettes a caution, par exemple s dle
amplifie démesurément les écarts entre des valeurs initialement trés voisines et ne différant en fait que
par un bruit de mesure. On éviteraains de transformer un histogramme extrémement dissymétrique en
un histogramme gaussien, ce qui est d ailleurs déconseillé par plusieurs auteurs (Hu, 1988 ; Rivoirard,
1994).
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1. Modélisation deslois bivariables

[1.1. Méthodes d’indicatrices

Une limitation des méthodes qui reposent sur le krigeage d'indicatrices est le choix d’un modéle
variographique cohérent. Cette section a pour but de mettre en relief les principales difficultés de la
modélisation.

11.1.1. Analyse variographique de chaque indicatrice

Les modeles autorisés pour décrire des variables indicatrices sont trés restrictifs. En effet, outre la
propriété de négativité conditionnelle classique, le variogramme g, de I’indicatrice associée au seuil
de coupure y doit étre borné (maximum = 1/2, paier maximal = 1/4) et vérifier une autre propriété de
négativité conditionnelle (Matheron, 1993) :

k k k
"k>2"X;,.x TR "ep,.e 0 {-11 tdsqued € =L & e € 9,,(x - X,)£0.

i=1 i=1 j=1

En particulier, en choisissant trois sites {x, x + hy, x - h,} affectés des poids{- 1,1,1}, on obtient
une inegalité triangulaire qui interdit que le comportement a I’ origine soit convexe (Matheron, 1987,
19899) :

"hy,h,T RY, giy(hy +hy)£g,(hy)+g,(hy).
Cette inégalité empéche que le comportement al’ origine soit plus régulier qu’un schémalinéaire :

s g,(h) ~ |h|%adorsq £l
' |h|®0

On ignore s les conditions précédentes suffisent pour qu'un variogramme soit un variogramme
d'indicatrice. Parmi les modeles autorisés dans |’ espace multidimensionnel, citons I effet de pépite, le
schéma exponentiel et les mélanges de ces derniers (covariances complétement monotones). Dans
I’ espace a une dimension, tout corrélogramme convexe sur R, est compatible avec une indicatrice, par
exemple les modéles triangulaire et sphérique.

Cedernier résultat vient du fait qu'il est toujours possible de construire une mosaique unidimensionnelle admettant
un corrél ogramme convexe donné. En effet, une fonction convexe K(h) peut s'interpréter comme une courbe de bénéfice
conventionnel associée a une fonction de répartition F (Matheron, 1981a; Lantuéjoul, 1990) et s écrire sous laforme :

K(h) =q+¥ (¢~ h)Fd?) .

On reconnait I’ expression du covariogramme géométrique moyen d’ un segment dont la longueur ¢ est aléatoire et
régie par laloi F. On obtient la mosaique souhaitée en juxtaposant des segments indépendants ayant ce covariogramme
géométrique. Cette construction a d'ailleurs été proposée par Matheron (1988) pour simuler des fonctions aléatoires a
variogramme concave sur R..

Ajoutons que toute fonction paire convexe sur R, et sannulant a I'infini est une fonction de covariance dans

I’ espace aune dimension, d' aprés un théoréme di & Polya (1918). L es fonctions complétement monotones ne constituent
gu’ une classe restreinte de fonctions convexes.
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11.1.2. Analyse variographigue conjointe

La modélisation conjointe d’ un ensemble de variogrammes d’ indicatrices est tres délicate. D’une
part, il existe des contraintes entre les variogrammes simples et croisés, car les indicatrices ne sont
jamais indépendantes (Rivoirard, 1993). D’ autre part, méme le modéle linéaire de corégionalisation —
d’ usage courant en géostatistique multivariable (Wackernagel, 1998) — peut se révéler inadapté, car il
impose que tous ces variogrammes aient la méme portée, ce qui est souvent incompatible avec la
propriété de déstructuration des hautes teneurs observée sur la plupart des régionalisations.

[1.2. Modélesisofactoriels : généralités

La plupart des lois bivariables isofactorielles stationnaires associées a une distance vectorielle h
S expriment sous la forme (cf. annexe B)

F, (dy, dy9 = F(dy) Fdy9 & E[R(h)*Ic,(y)c,(y9

p°0

ou F(dy) est ladensité marginde
{cp, pl N} sont lesfacteurs delaloi isofactorielle
R(h) est une variable aléatoire, dont les moments congtituent la suite des covariances des facteurs.

Le type de modele isofactoriel étant défini, seule la variable R(h) doit étre déterminée. Il convient
donc de chercher les conditions sur cette variable assurant la cohérence du modele. Matheron (1973b)
énonce une condition nécessaire pour que la famille de lois bivariables { F,(dy,dy’), hT R% puisse
étre associée a une fonction aéatoire : pour tout choix de I’ entier k, on doit avoir

k Kk
" Xy X T RY ey T LZ(R),E{[é L YOOPH=A Oi (Wi (Y9F, ., (dy,dy92 0.

ij=1

Mais une telle condition ne suffit sans doute pas a assurer |’ existence d’un processus isofactoriel
ayant ces lois bivariables.

En général, les corrélogrammes des facteurs — donc la variable R(h) — se déduisent de celui de
la variable anamorphosée, noté r (h) ci-aprés, par une formule smple ne mettant en jeu que des
parametres scalaires. La question reste de savoir quels corrélogrammes sont compatibles avec une loi
isofactorielle donnée. Si le modéle bigaussien, restriction du modele multigaussien, ne pose aucune
limitation du point de vue variographique?, il n’en est pas de méme des autres modéles isofactoriels.
Aing, dans le cadre mosaique, le corrdlogramme du processus est égal au corrélogramme de ses
indicatrices, donc doit vérifier les contraintes propres aux fonctions aéatoires en tout ou rien
(Matheron, 1993). D’ores et déja, par rapport aux méthodes d'indicatrices, le recours a un modele
isofactoriel facilite grandement la recherche de conditions de cohérence interne, puisque I’on ne
manipule désormais qu’ un seul corrédlogramme (celui de la variable anamorphosee) : le probléme de
I’ analyse variographique multivariable est résolu.

Pour trouver des conditions nécessaires de cohérence, un moyen élémentaire consiste a examiner
le madogramme g,(h) du processus isofactoriel. D’ aprés Matheron (1982), ce dernier est la somme
des variogrammes d'indicatrices : il doit satisfaire I'inégalité triangulaire et ne peut étre plus régulier
qu'un schémalinéaire al’ origine. On pourra examiner la contrainte que celaimplique sur le modéle de
corrélogrammer (h).

2 pour toute fonction de type positif, un théoréme dii & Kolmogorov assure |’ existence d’un processus gaussien admettant
cette fonction comme covariance.
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Par exemple, si lavariable R(h) suit une loi beta de paramétres {ar (h), a[1- (h)]} (cf. chapitre 3
pour I’exemple des modéles de Laguerre et de Meixner), le madogramme normé a pour expression
(Chilés and Délfiner, 1999) :

¢, (h) _daq@-r(h)+1/2Ca)
0.(¥) Ga(-r(h]G@a+1/2)

Par suite, s 1- r(h) ~ wilh|?, dors
lh|® o

i g(h) ~ weh|*? s a=¥ (modde de diffusion)

hi®o

I
7 & (h) ~ w@h|? sinon
{91()'“@0 Gh|

En conclusion, excepté le modéle de diffusion, on ne peut utiliser au plus qu’un corrélogramme
linéaire al’origine (q £ 1).

Quelquesrésultats

1) Les corrélogrammes compatibles avec un modéle mosaique sont également compatibles avec les
modéles isofactoriels a lois indéfiniment divisibles ; ceci résulte de la construction de ces derniers
par addition de modéles mosaiques (cf. chapitre 3). De méme, les corrélogrammes d'indicatrices
sont compatibles avec le modele binomial, celui-ci éant une somme d’ ensembles aléatoires.

2) Lacovariance exponentielle est compatible avec tous les types de loi isofactorielle, du moins dans
I’ espace a une dimension : pour cela, il suffit de construire un modéle markovien a temps discret
(cf. chapitre 2; se référer auss a Matheron, 1975b et 1989b). Plus généralement, les covariances
complétement monotones sont compatibles avec tous les types de loi isofactorielle dans I’ espace
unidimensionnel.

En effet, un corrélogramme complétement monotone s' écrit comme la superposition de schémas exponentiels
dont la portée a est régie par une loi de probabilité v (da) :

r (h) = (f‘ ey (da) .

Il suffit donc de considérer le processus égal, avec la probabilité v (da), a un processus isofactoriel markovien
dont la covariance est une exponentielle de portée a. Un tel processus n'’ est toutefois pas ergodique.

Il est possible de définir un processus ergodique si la mesure de probabilité v est a support borné. Dans ce
cas, r (h) est le produit d’'un schéma exponentiel de portée finie et d’ un corrélogramme complétement monotone :
il s'agit du corrélogramme du processus composé obtenu en définissant un processus identique au précédent dans
chague compartiment d’ une mosaique de Poisson, indépendamment d’ un compartiment a |’ autre (cf. chapitre 2).
Sur un intervalle d' espace tres grand, on aura une succession de nombreux processus indépendants, ce qui assure
I" ergodicité du processus compose.

A défaut de criteres généraux de cohérence interne, on se contentera de choisir la loi marginale et
le corrélogramme de |a variable anamorphosée parmi les modéles dont on a pu expliciter un mode de
congtruction, par exemple les modéles a résidus d'indicatrices, a loi marginae indéfiniment divisible
ou a loi bigamma (cf. chapitre 3). Au contraire, on évitera de recourir a des agorithmes “aveugles’,
comme I’ dgorithme séquentiel qui ne comporte aucun garde-fou sur la cohérence interne du modéle et
dont les résultats sont trés imparfaits (cf. chapitre 2).
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[1.3. L’exemple du modéle de Laguerre

Le modéle de Laguerre (Matheron, 1973b, 1975b ; Hu, 1988 ; Chilés and Liao, 1993) est I'un des
modelesisofactoriels les plus connus aprés les modél es bigaussien et hermitien. Son intérét réside dans
la possibilité de modéliser des distributions trés dissymétriques. Pour réaliser I'inférence statistique
d'un tel modele, on se penchera sur la propriété de déstructuration des teneurs extrémes, selon laquelle
les variables indicatrices deviennent pépitiques lorsgue le seuil de coupure est trés faible ou trés éleve.

11.3.1. Retour sur la propriété de déstructuration des teneurs extrémes

Considérons une fonction aléatoire Y (x) dont les lois bivariables sont laguerriennes et notons a le
paramétre de laloi marginae gamma. La densité d’ un couple { Y (x + h), Y (x)} S écrit souslaforme

fan.y9=f, W, (y§& C()L3A(Y) L3 (Y9

p°0
ou f.(y) estladensité delaloi gammade paramétrea
{ LF’", p1 N} sont les polyndmes de Laguerre normés
C,"(h) sont les corrélogrammes de ces polyndmes.

La déstructuration des teneurs extrémes peut étre étudiée en examinant le comportement des
corrélogrammes des fonctions indicatrices [(Y (X) ; y) en fonction du seuil de coupure y. Comme toutes
les fonctions de variance finie, les indicatrices se développent en polynémes de Laguerre normés

dordrea {L,*,pT N}:

(Y (X);y) =R (y) +<’+§1 \/%f a1 VLI LY ()]
=

1

ou F,(y) désigne la fonction de répartition de la loi gamma de parametre a.

En effet, dans |e développement en facteurs, |e coefficient d’ ordre p est I’ espérance de I’ indicatrice multipliée par
le polynéme de Laguerre de degré p (cf. annexe B) :

i +
Y)Y = & @, V)LEIY (9] aves ™ BT N,j y(a,y) =y I(EY) L(DF, (D dt= ¢ LT, (e
p=0
Pour leterme d ordre O, il vient :

Jo@y)=Q faOd=F ().

Par ailleurs, les polynémes de Laguerre normés sont définis par laformule de Rodrigues (Hu, 1988) :

. s a Gla+p) [y
I N, = 4.1
PIN. 5O = [ Gyemed 1) *
w3 _Y a _ | CG@+p) -y, (B a4
p 11] p(a,y)—q Lp(t)fa(t)dt_ G(a)G(p+1) fa+p (y)_ pfa+1(y)|—p-l(y)
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_ Par suite, le corrélogramme de I’ indicatrice s exprime en fonction des corrélogrammes {CM(h),
pl N} despolyndmes de Laguerre :

1 a

2If, L () LB ()] 4.2
F L O IO[ ann(Y) L1 (V)] 4.2

+¥
ry(h) =al v,(@,y)C" (h) avec v  (a,y) =
p:

Hormis le cas mosaique, le modée de Laguerre est caractérisé par une déstructuration des facteurs
d ordre élevé, dont les corrél ogrammes se rapprochent d'un effet de pépite. Le coefficient v ,(a,y) avec
pT N indique la contribution du p-iéme corréogramme dans celui de I’ indicatrice associée au seuil y.
A titre d’ exemple, prenons la valeur a = 0.25 et examinons I’ évolution des dix premiers coefficients
en fonction du seuil (tableau 4.1). 1l apparait que les coefficients d’ ordre faible ont une contribution
plus importante dans le corrélogramme des indicatrices de seuil élevé que dans ceux des indicatrices
de sauil faible ; on doit donc s attendre a ce que la déstructuration des teneurs faibles soit plus
prononcée que celle des hautes teneurss.

y p=1 p=2 p=3 p=4 p=5| p=6 p=7 p=8 p=9 | p=10

10° | 0.0165 | 0.0103 | 0.0078 | 0.0063 | 0.0054 | 0.0047 | 0.0042 | 0.0038 | 0.0035 | 0.0032

10* | 0.0310 | 0.0194 | 0.0145 | 0.0118 | 0.0100 | 0.0880 | 0.0078 | 0.0071 | 0.0065 | 0.0060

10° | 0.0609 | 0.0380 | 0.0285 | 0.0231 | 0.0196 | 0.0171 | 0.0153 | 0.0138 | 0.0126 | 0.0117

10 | 0.1314 | 0.0808 | 0.0597 | 0.0477 | 0.0399 | 0.0343 | 0.0302 | 0.0269 | 0.0242 | 0.0221

10" | 0.3307 | 0.1749 | 0.1103 | 0.0748 | 0.0526 | 0.0377 | 0.0273 | 0.0198 | 0.0143 | 0.0102

1 0.6505 | 0.0163 | 0.0182 | 0.0486 | 0.0482 | 0.0317 | 0.0145 | 0.0038 | 0.0001 | 0.0012

Tableau 4.1 Contributions des corrélogrammes des premiers facteurs
dans celui desindicatrices (modéle de Laguerre de paramétrea = 0.25)

Pour corroborer cet argument, trois cas sont examinés : le modele “ betifi€” (modée bigamma dans
lequel le coefficient de corréation est randomisé selon une loi beta de paramétresar eta (1-r)); le
modéle obtenu par addition de plusieurs mosaiques indépendantes f. chapitre 3) ; le modéle de
diffusion bigamma.

Modéele betifie

Les corrélogrammes des facteurs s expriment en fonction du corrélogramme r (h) de la variable
gamma (Chilés and Déelfiner, 1999) :

+ s 1.0ty 2 SRIG@T () +P)
P Sarmea 3

Connaissant r (h), il est donc possible de calculer les corrélogrammes d’indicatrices pour divers
seuils, par exemple les quartiles de la distribution marginale. On observe que, lorsque le paramétre a
est faible, les teneurs sont d’ autant mieux structurées qu’ elles sont éevées (figure 4.3A). Ce n’est que
lorsgue le paramétre a devient tres grand que la situation tend a se symétriser : les teneurs médianes
sont alors mieux structurées que les teneurs extrémes (figure 4.3D) ; ceci était prévisible, car le modéle
de Laguerre betifié converge vers le modée bigaussien lorsque a devient infini, donc on retrouve la
propriété connue de “déstructuration des hautes teneurs’ (Matheron, 1982). Toutefois, les teneurs
fortes sont toujours mieux structurées que les faibles.
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Figure 4.3. La déstructuration des indicatrices dans le modéle
de Laguerre betifié, pour quatre valeurs du paramétre a

Addition de mosaiques indépendantes

Dans le cas de I’ addition de plusieurs mosaiques, nous comparerons graphiquement les ensembles
aléatoires obtenus par seuillage de deux réalisations de la figure 3.17 du chapitre 3 (celles associées a
la somme de cing et cinquante mosaiques de paramétres 0.1 et 0.01 respectivement). On observe que
les ensembl es associ és aux teneursinférieures au premier quartile sont plus morcelés que ceux associés
aux teneurs supérieures au troisieme quartile (figure 4.4). Une explication intuitive est que, a cause de
la forte dissymétrie de I’ hissogramme, un site de I’ espace appartient a I’ ensemble des hautes teneurs
des lors qu'il a une teneur élevée dans I’ une des mosaiques, indépendamment des autres mosaiques
dont les contributions ont toutes les chances d’ étre peu importantes. En revanche, les compartiments
de faibles teneurs de chague mosaique sont fragmentés par les compartiments des autres mosaiques :
méme si ces derniersn’ont qu’ une faible contribution, €lle est susceptible de provoquer un changement

important de quantile a cause de la forte dissymétrie de laloi gamma.
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Figure 4.4. Seuillage des réalisations de modél es obtenus par addition de mosaiques

M odéle de diffusion bigamma

Dans le modéle de diffusion, la covariance du p-ieme facteur est égale au corrélogramme de Y (X)
élevé ala puissance p ; ladensité bivariable de coefficient de corrdation r s écrit :

fo (VY9 =f,(Nf,(y9a r° L3 (y)LA (Y9 (4.4)

p30

Onéablit que le variogramme de I’ indi catrice associ ée au seuil de coupurey s exprime enfonction
du corrédlogramme de la variable gamma :

JUd
gl,y (h) =a Q(h) fa+l.r (y,Y) dr (45)

et que, en I'absence d effet de pépite, ce variogramme est proportionnel au madogramme gi(h) du
processus bigamma au voisinage de I’ origine :

6y (), ~ Faz () G(0) (46)

ou f, + 11> désigne la densité de probabilité de laloi gamma de paramétrea + 1/2.
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Démonstration

Dans |e cadre bigamma, laformule (4.2) donnant le corrélogramme d’ indicatrice s écrit :

5 1
n@r)=arv,(@y) aecv,(ay=

—_— N Laj'l 2
p=1 F (y)[l F (y)] p[ a 1(y) p 1(y)]

En dérivant cette équation par rapport ar , il vient :

a 40¥ p a+1l 2
a rffaaLy WM.

T @r) ¥
———=34 pv,@yr” mpzo

T

-

On reconnait le développement isofactoriel de la densité bigamma de paramétrea + 1 [Eq. (4.4)], d'ou :

n@r) _ a
fir FRWIL-FR Y]

fauy (¥,y), sOit 1 (a,1) = ydr (nul lorsquer = 0).

a r
———Of +1,r Y
E LRy @ ey

En termes de variogramme, cette égalité s écrit :

6y () =0, F)[,@0) - 1, @1 (] =2 (), Tau, ¥y

A présent, ladensité bigamma admet I’ expression suivante (Matheron, 1973b ; Hu, 1988) :

fawe (V,Y9=

cree e e aa

ou |, est lafonction de Bessel modifiée de premiére espéce (Matheron, 1965 ; Abramowitz and Stegun, 1972) :

e y+ytmyye '’ E | yya
§

.a

v .2p z
| (z):859 a_—- & __°
2 €2g oo P!'Gla+p+l)e2g @+ 2pz

Apres quelques calculs, on trouve :

oP (Y2 1 faan()Fa+l/2) 1

far V¥ 5, 2pGa+l) fi-r 2apGa) 1-r

de sorte que le variogramme de I’indicatrice pres de I’origine (f ® 1, en supposant qu'il n'y ait pas d' effet de pépite)
vérifie

a+112 (y) G(a +1/ 2) \1 dr

hi@o JpQa) O 21t
Ga+1/2)
=f,, J1-r(h)
a 1/2( ) —\/_G( ) I’(

gly( )

Aux courtes distances, le variogramme d'indicatrice est donc proportionnel a la racine carrée du variogramme du
processus bigamma, tout comme I’ est d' ailleurs son madogramme (Matheron, 1982). 1l est intéressant d’ exprimer le
variogramme d'indicatrice en fonction de ce dernier, ce qui conduit al’ égquation (4.6).

Pour étudier la vitesse de déstructuration des indicatrices, il faut considérer leurs variogrammes

“standardisés’ (normés autour d'un palier unité) :

91y (M) - fasr2[ R (U)]
gy(¥)mecud- u)

g, (h) =x(a,u) g, (h)

ou u = F,(y) est le quantile (entre O et 1) associé au seuil y.
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Lafonction x(a,u) est infinie lorsque u tend vers 0 ou 1, ce qui signifie que la déstructuration des

guantiles extrémes est trés prononcée. Toutefois, on observe que la vitesse de déstructuration est plus
lente pour les quantiles élevés que pour les quantiles plus faibles (figure 4.5).

10’3
s
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= a=025
g s
un
4,
3 2202
N a=1 -
1 =S et
0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

quantile (u)

Figure 4.5. Vitesse de déstructuration des indicatrices en fonction du quantile

paramétre de laloi gamma 0.25 0.5 1 5
quantile le mieux structuré 84.6% 78.0% 71.5% 60.6%

Tableau 4.2. Quantiles les mieux structurés en fonction du paramétre de la distribution gamma

Remarques

D

2)

3

Le modde bigaussien est régi par une formule analogue a I’ équation (4.6) (Matheron, 1975b ;
Chiles and Definer, 1999), ce qui n'est pas étonnant car il Sagit d'un cas limite de modée
bigamma :

2/2
eV

J2p

soit, compte tenu de la proportionnalité entre le madogramme et la racine carrée du variogramme

N

1
gl,y (h) = Q(h) gr (y! y) drlhlg 0

6y (M), = )& ().

L’ équation (4.6) reste valable dans le nodéle de Laguerre dés lors que la variable aléatoire R(h)
qui remplace le corrédlogramme r (h) est presgue sirement égale a 1 lorsque || tend vers 0. Ceci
exclut le modéle mosaique ou le modée betifié.

Pour contrdler la dissymétrie de structuration entre les faibles et fortes teneurs, on peut jouer sur le
paramétrea (plus il est élevé, plus le modéle se rapproche du cas hermitien) ou sur le caractére
diffusif ou mosaique de laloi bivariable : alalimite, dans le modéle mosaique, les indicatrices ont
toutes le méme corrélogramme et I’ on a une parfaite symétrie entre les faibles et fortes teneurs.
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11.3.2. Sratégie a adopter pour la modélisation des lois bivariables

En pratique, I’ gjustement d’'un modée de Laguerre a un ensemble de données se réalise souvent
selon les étapes suivantes (Hu, 1988 ; Chilés and Liao, 1993 ; Chilés and Delfiner, 1999) :

1) transformation des données initiales en données aloi gamma, dont le paramétre est chois de sorte
ane pas trop déformer I’ histogramme initial;

2) anayse variographique des données anamorphosées;

3) gpécification du modéle par gustement du madogramme comme une fonction paramétrique du
variogramme.

Le troiséme point est discutable. En effet, le madogramme est |la somme de tous | es variogrammes
d'indicatrices (Matheron, 1982) donc ce qui est rédlement gjusté est en quelque sorte |e comportement
“moyen” des indicatrices. En particulier, la dissymétrie de structuration entre valeurs fortes et valeurs
faibles échappe ala moddlisation. La procédure ne permet méme pas de vérifier que les valeurs fortes
sont mieux structurées que les valeurs faibles. Dans de nombreuses situations (teneurs en or dans les
gisements auriferes, par exemple), c'est plutot la circonstance contraire qui se produit : les teneurs
fortes sont tres pépitiques, tandis que les teneurs faibles sont bien structurées dans I’ espace.

Le modele de Laguerre est intéressant pour décrire des variables régionalisées a histogrammes
trés dissymétriques et dont les valeurs fortes présentent une meilleure structuration spatiale que les
valeurs faibles. En revanche, il n’est guére adapté si ces deux conditions ne sont pas réunies et un autre
modée doit alors étre recherché (par exemple, celui arésidus d'indicatrices orthogonaux ou un modéle
qui ne bénéficie pas de la propriété isofactorielle). || n’est en effet guere recommandable de construire
une anamorphose qui distord fortement |’ histogramme des données initiaes, car ele risque d’ amplifier
démesurément les écarts entre des vaeurs initialement trés voisines et de rendre la modélisation trés
sensible aux bruits de mesure.

Le paramétre de laloi gamma doit étre choisi en fonction de deux critéres : d’ une part, la parenté
de la loi gamma avec la distribution des données initiales; d autre part, la capacité du modde a
différencier les propriétés des vaeurs fortes et des valeurs faibles et aaccorder aux premiéres une
meilleure structuration spatiale qu’ aux secondes.

Aing, la stratégie proposée pour gjuster un modele de Laguerre a un ensemble de données est la
suivante :

1) calcul de quelques variogrammes d'indicatrices, par exemple ceux associés aux quartiles de la
distribution globale ;

2) choix du paramétre de la |oi gamma enfonctionde I” histogramme initial et du degré de dissymétrie
observé entre la structuration des valeurs fortes et celle des valeurs faibles ;

3) anamorphose des données;
4) specification des parametres du modele (analyse variographique, gjustement du madogramme) ;
5) validation du modéle proposé (examen des variogrammes d'indicatrices induits par le modele ou

examen des variogrammes d’ ordres inférieurs a 2, cf. section suivante) ; s'il n’est pas satisfai sant,
retour en 2).
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I1.4. Lesvariogrammes d’ordresinférieursa deux

Pour tout scalaire w compris entre O et 2, le variogramme d ordre w est défini par (Matheron,
1987) .

gN<h>=%E{| Y(x+h)- Y(x) [}

Le variogramme usuel correspond aw = 2, le madogramme a w = 1. Lorsque w décrit I'intervalle
10,2], I'ensemble des variogrammes d’ ordre w déterminent la loi de I’ accroissement Y (x + h) — Y ().
Il s'agit donc d'un outil plus complet que le seul madogramme, a défaut de caractériser entierement la
loi du couple{Y (x + h),Y(x)}. Dans les sections suivantes, nous alons exprimer ces variogrammes en
fonction du variogramme usuel dans les modéles les plus courants : bigaussien, bigamma, hermitien et
laguerrien.

11.4.1. Modéles bigaussien et bigamma

Dans le modeéle bigaussien, I’ accroissement Y (X + h) — Y (x) a une loi normale de moyenne nulle
et variance égae a deux foisle variogramme :

Y(x+h)- Y(x) o [2g(h)]"?v(0,1) (égdité en distribution)
ou MO0,1) et une variable gaussienne réduite. Par suite, le variogramme d' ordre w valt :

_1 w2 =1 w/zi wi2 ¥ (we1)2 -u
gW(h)-Z[Zg(h)] E{|v (O} 2[29(h)] 2"7q u e du

Jp
it -
0,(h) = [g(h)]W’z%le?%l? @7
p €2 g
En particulier, pour tout w, on doit avoir:
o1 re Gu() _€g(h) U @8

, a
gu(ho) ~ &ho)

ou hy est une distance de référence (en pratique, il S agit souvent de la portée des variogrammes

empiriques). En coordonnées logarithmiques, les points associés aux variogrammes “standardisés’

doivent étre aligneés avec une pente w/'2. Cette propriété peut servir a valider le caractere bigaussien

d un ensemble de données dont I” histogramme est dgja gaussien.

Dans le modéle bigamma de paramétre a et corrdogrammer (h), |’ accroissement d’un couple a
pour loi

Y(x+h)- Y(x)° 2T 1 (M]g(a) ¥(01)

ou MO0,1) est une variable gaussienne réduite
G(a) est une variable gamma de paramétrea indépendante de M0,1).
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Démonstration

Latransformée de Laplace d'un couple bigamma{Y,Y'} de paramétre a et corrélationr est (Hu, 1988) :
Hep(-1Y-nm¥Q}=[1+] +m+(1- r)l n]"?
En remplagant| et mpar —iu et iu respectivement, on obtient |a transformée de Fourier de|’accroissement Y —Y' :
Eepliu(Y - YOI} =[1+(L-r)u’]®
qui peut étre dével oppée comme suit :

Eexpliu(Y - YOI} =G(—Q “ep{-t{L+ (- r)u’Tdt

:L)Q e el 2(1- 1)t ot

On reconnait la transformée de Fourier de‘/2(1- ryg(a) »0,1) , C.Q.F.D.

En conséguence, e variogramme d’ ordre w S exprime comme suit :

g,(h) = 2“”’2[1 r(M]"*E{g@)""*}E{| v (0.1)I"}

1 w2 w/2i 1 ¥ aavw2 ot Uy [2 .+ w y2r2 o B
==2"1-r(h)] i= t € dtyj.— y e’ dyy

2 i Ga )Q) rV)1/ Q ]Y)
; 2wl2[1 r(h)]wlz G(a +W/2) 1 2w/2 Q u(w l)/2e dU

Ga) Jp

s0it, en tenant compte delardation gh) =a [1—r (h)] :

B w2 2"t aerv+1oG(a+w/2)
gw(h) =[g(h)] WIZJ_GQ 2 5 Ga) (4.9)

Matheron (1982) a obtenu cette méme formule dans le cas ou glh) = a (valeurs non corrélées). La
formule (4.8) reste valable et constitue une maniére de tester le modéle.

11.4.2. Modeles hermitien et laguerrien

Ces modéles s obtiennent a partir des modeles bigaussien et bigamma en remplacant |e coefficient
de corrélation r (h) par une variable aéatoire R(h), a valeurs dans [-1,1] pour le modéle hermitien et
[0,1] pour le modéle laguerrien. Les formules (4.7) et (4.9) deviennent :

modéle hermitien : g, (h) = E{[1- R(h)]W’Z} =% GQ&WHO (4.10)
modéle laguerrien : g, (h) = E{[1- R(h)]"'%} 2" g +190(@ +wi2) (4.11)

%25 Ga
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Ces expressions peuvent se développer en fonction des covariances { Cp(Y’(h), p1 N} desfacteurs
successifs:

gw(h) =1+ o G(p- w/2) C(Y) (h)
gw(¥) p3l p'G(' w/ 2) P

Pour pouvoir aler plus loin et expliciter cette formule, il faut adopter un modéle de distribution
pour la variable R(h). Un exemple intéressant est celui ou cette variable suit une loi beta de paramétres
{br(h),b[l-r(h)]} (b>0), defacon que I'espérance de R(h) soit égale au corrélogramme r (h).
Alors:

i wz, — G)Gb- br(h) +w/2]
E{[1- R(h)]"} &b +wi2) G- br ()] (4.12)

Les formules (4.10) a (4.12) sont utiles non seulement pour valider le caractére isofactorid mais
auss pour déterminer la valeur du paramétre b. Les modéles bigaussien et bigamma correspondent au
casou b est infini. Au contraire, le modele mosaique s obtient en faisant tendre b vers 0; la variable
R(h) est dorségade a0 ou 1 et tous les variogrammes d’ ordre w sont proportionnels entre eux :

E{[1- R(N)]"?%} = E{[1- R(h)} =1- r (h)

Les variogrammes d’ ordres faibles (pour fixer lesidées, w £ 1) sont des outils plus robustes que le
variogramme classique, surtout lorsque I’ histogramme des données est trés dissymétrique®. 1ls sont
donc une aide précieuse pour faciliter I'inférence statistique des parametres du modéle et I'analyse
variographique : sous réserve d'avoir choisi un type de modele, ils peuvent servir de substitut au
variogramme classique, viales équations (4.7) a (4.12).

[11. Lois multivariables

Dans le chapitre précédent ou sont proposées plusieurs méthodes de simulation, les lois a plus de
deux variables n’ont volontairement pas été explicitées. En fait, I'inférence statistique des modéles
isofactoriels est pratiquement toujours limitée aux lois marginales et bivariables ; méme dans le cadre
multigaussien, la spécification des lois d’ ordre supérieur est laissée de coté et I'on se borne a vérifier
partiellement |” adéquation des lois bivariables aux données. La raison est qu’ une inférence raisonnable
des lois multivariables requiert un nombre tres é evé de données dans des configurations géométriques
se répétant dans |’ espace, ce qui est souvent bien trop exigeant. Comme le souligne Matheron (1978b),
« nous N’ aurons, en général, aucun espoir de tirer de nos données des renseignements crédibles sur les
lois a plus de deux variables ».

En limitant I'inférence aux lois marginale et bivariable et en imposant les lois d’ ordre supérieur
(par exemple, en adoptant un modéle de diffusion), certaines caractéristiques du processus aléatoire
échappent a la modélisation, comme une éventuelle connexité existant entre les valeurs extrémes: la
definition d’ une telle relation met en jeu un nombre infini de sites de I’ espace.

3 A cetitre, le variogramme o ordre % ou “rodogramme’ a été proposé comme outil par Cressie et Hawkins (1980) pour
réaliser I’ analyse variographique, en évitant le recours au variogramme expérimental traditionnel. D’ autres auteurs suggerent
d' examiner les variogrammes d' ordre 1 et %2 pour compléter le variogramme usuel et détecter des caractéristiques structurales
aux grandes distances, telles que la portée ou les anisotropies (Journel, 1987 ; Goovaerts, 1997).
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Toutefois, cette limitation aux lois bivariables n'est que partielle, car ces lois contiennent dg§a
beaucoup d’'information. A titre d’ exemple, il est relativement difficile d’ exhiber des processus a lois
bivariables bigaussiennes autres que les processus multigaussiens, bien qu’il soit facile de construire
des contre-exemples parmi les vecteurs aléatoires’. Chilés et Delfiner (1999) donnent des exemples de
processus binaires a corrélogrammes purement pépitiques mais différents d’ un bruit blanc (les valeurs
sont indépendantes deux a deux mais non mutuellement indépendantes) ; a partir d’un tel processus a
valeurs dans {+1,-1}, noté {e(x), x T R, on peut définir une fonction aléatoire bigaussienne a effet
de pépite en posant :

"xI REY(X) = ()| AKX

ou A(x) est une fonction aléatoire multigaussienne pépitique (bruit blanc). Bien que les lois marginae
et bivariable de Y (x) soient gaussiennes, il N’ en est pas de méme des lois d’ ordre supérieur puisque les
valeurs dee(x) ne sont pas mutuellement indépendantes.

L’ gustement d’'un modéle géostatistique a partir des lois marginale et bivariable réalise un juste
compromis entre deux exigences difficiles a concilier :

la possibilité de réaliser I’inférence statistique et de définir un modéle rigoureux (cohérence
“interne”) ;

la capacité du modele a décrire des caractéristiques complexes de la variable régionalisée
(cohérence “externe’).

Contrairement a ce qu’exprime Journel (1993), il n’est jamais conseillé de sacrifier la premiere
exigence a la seconde : le modéle est un garde-fou qui évite de faire “n’importe quoi” et dont il faut
savoir accepter les limitations. A contrario, une technique de simulation qui prétend échapper a tout
modéle prédéterminé de fonctions aléatoires, tel |’ algorithme séquentiel d’ indicatrices, est indéfendable
lorsgue I’ on sait que, sauf de rares exceptions, les propriétés des images obtenues dépendent du niveau
de résolution choisi par I utilisateur ou de la taille du champ (cf. chapitre 2).

4 Soit g(y1,... Yn) ladensité de probabilité d’ un vecteur multigaussien de taille n. Alors lafonction définie par

f(Y1rYn) = OV Vo) [1H+8IN(y1) .sin(y )]

est la densité de probabilité d’ un vecteur aléatoire dont toutes les lois bivariables sont bigaussiennes : en effet, a cause de leur
imparité, les termes en sinus disparaissent dés lors qu'ils sont intégrés.
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Chapitre 5 :

Application a des
données minieres

|. Présentation des données

Le gisement aurifére El Pefion est situé dans la deuxieme région du Chili (désert d’ Atacama), a
160km au sud-est du port d’ Antofagasta et a une dtitude de 1800m environ. Deux veines d’ orientation
nord-sud sont en cours d’ exploitation : la premiere, Quebrada Colorada, a une faible épaisseur (2a5
meétres) et des frontiéres marquées, perceptibles al’cal nu depuis une gaerie ; la seconde, Quebrada
Orito, est plus épaisse (5 a 15 métres environ) mais ses teneurs sont plus faibles et ses frontieres avec
la matiére stérile plus diffuses.
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Figure 5.1 A, localisation du gisement et B, implantation des échantillons (coordonnées UTM)
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Du point de vue géologique, la minéralisation est un systeme de veines épithermales de “faible
sulfuration” (en anglais, low sulfidation) associé a un important systéme de failles. Le modéle utilise
pour la planification miniére considére des unités de sélection de 2m x 5m x 2m, divisées en sous-
blocs de 0.5m de c6té pour Quebrada Colorada et de 1m de c6té pour Quebrada Orito.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous intéresser au secteur Escarlata de la premiére veine
(Quebrada Colorada), qui s étend approximativement sur 350 métres le long de I’ axe nord-sud et sur
200 metres le long de la verticale. Deux types de données sont disponibles pour ce secteur :

16 069 données d’ exploration disposées le long de sondages rectilignes d’ orientation variable. |1
s agit d’ échantillons composites représentatifs d’ une portion de sondage de 0.5 metre de longueur.
Les composites de support inférieur a 0.4 métre présents dans la base de données initiadle ont é&é
éliminés; ils ne représentaient qu’ une faible fraction du total (207 échantillons).

5 (P4 données extraites dans la galerie au moment de I’exploitation fainurages). Une série

d échantillons est prise tous les trois métres environ sur toute la largeur de laveine, araison de 0.5
meétre au maximum par échantillon.

7302850,

7302750._]

 exploration

7302650._]

Nord [m]
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7302550._]

7302450, T T
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Figure 5.2. Secteur Escarlata (veine Quebrada Colorada)

Dans chagque cas, deux variables numériques sont disponibles, a savoir les teneurs des échantillons
en or et en argent, chacune exprimée en parties par million (ppm ou g/t). Une troisiéme variable,
codifiant I’ appartenance ou non des échantillons a la veine, était originellement contenue dans la base
de sondages d’exploration, mais elle ne sera pas prise en compte dans la suite de I’ étude pour deux
raisons :

I’ appartenance d' un échantillon alaveine N’ est pas définie objectivement (il semble qu’ une teneur
de coupure ait été utilisée comme critére) ;

on ne dispose d’ aucun modéle géologique permettant de décider s un point non échantillonné se
trouve al’intérieur ou al’ extérieur de lavene.
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1. Etude exploratoire et choix des données a analyser

Les échantillons étant disposés irrégulierement dans |’ espace, il convient de les pondérer dans le
calcul des histogrammes et des statistiques é émentaires. Plusieurs méthodes ont été dével oppées pour
réaliser cette pondération ; en généra, elles ne prennent en compte que la configuration géométrique
des échantillons et laissent de c6té leur structuration spatiale. Leur principal intérét est d éviter de
commettre une erreur radicale au moment de déterminer la distribution marginale des échantillons, ce
qui pourrait se produire lorsque I’ échantillonnage est préférentiel.

En I’ occurrence, les poids des échantillons ont été calculés par la méthode des cellules (Deutsch
and Journel, 1998) : I’ espace est partitionné en cellules parallélépipédiques ; chague cellule recoit le
méme poids, lequel est ensuite réparti équitablement entre les échantillons qu’ elle contient. La taille
descdlulesaééfixéealm ™ 3m~ 5m (ce choix est arbitraire et correspond a une taille “raisonnable’
au vu du mode d' échantillonnage).

Les histogrammes obtenus (figure 5.3) montrent une trés forte dissymétrie des distributions de
teneurs : le maximum est égal a plusieurs dizaines ou centaines de fois la moyenne et le coefficient de
variation est trés supérieur a 1. On note également un important effet zéro, ¢’ est-a-dire une proportion
non négligeable de teneurs nulles ou sub-nulles. Un tel effet compromet d’ ores et déja le recours a une
anamorphose gaussienne.
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Figure 5.3. Histogrammes empiriques des données (A et B, teneursen or ; C et D, teneurs en argent)
La derniére barre représente les échantillons dont la teneur dépasse la derniére valeur en abscisse
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Une difficulté se pose pour |’ analyse géostatistique : au regard des teneurs moyennes et quantiles
des histogrammes, les deux séries de données ne représentent manifestement pas la méme rédité. En
fait, la plupart des échantillons issus des sondages d’ exploration correspondent a du matériel stérile
situé hors de la veine, sans intérét économique et aux caractéristiques géologiques fort différentes de la
zone minéraisée. Il est donc prudent de séparer leur étude de celles des données d’ exploitation. Les
données d’ exploration posent d' ailleurs un autre probleme, lié ala qualité de leur positionnement dans
I’ espace : les coordonnées fournies sont entachées d’ une erreur pouvant atteindre quelques métres; s'il
s agit d un niveau d erreur acceptable vis-a-vis de la longueur totale des sondages (plusieurs centaines
de metres), celal’ est beaucoup moins en comparaison d' une veine de deux a cing metres d’ épaissedr...

Pour ces raisons, I’ é&tude géostatistique est désormais restreinte aux seules données d exploitation.
Toutefois, de telles données ne se prétent guére a une modéisation en trois dimensions : comment
calculer un variogramme sur une longueur maximale de quelques métres (une dizaine d’ échantillons
au plus) ? Pour contourner cette difficulté, une solution consiste a passer en accumulations, ¢’ est-a-
dire sommer les teneurs le long de chaque rainurage en les pondérant par leur longueur. L’ avantage de
cette procédure et triple :

0N se ramene a une &ude en deux dimensions ;

on élimine un probléme de stationnarité au sein de la veine car, méme s ses frontiéres sont nettes,
les teneurs les plus havtes sont trés souvent au centre et les teneurs les plus faibles en bordure ;

le passage en accumulation a pour effet de régulariser les valeurs et facilitent leur modélisation,
surtout du point de vue variographique.

La figure 5.4 visualise les cartes et histogrammes des données d’ accumulations. Les cartes sont
des projections des centres de gravité des rainurages sur le plan nord / cote ; les valeurs sont repérées
par un niveau de gris.
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Figure 5.4. Cartes et histogrammes des données d’ accumulations
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Les accumulations sont mieux adaptées que les teneurs pour décrire les gisements en veine, car
leur définition ne dépend pas (ou peu) de la quantité de stérile qui a été échantillonnée en dehors de la
veine, correspondant a des teneurs nulles ou sub-nulles. De plus, dans le cas qui nous occupe, lafaible
épaisseur de laveine (2 a5 métres) ne permet pas une exploitation sélective, de sorte que le détail des
teneurs le long de cette épaisseur n'a guére d’'importance. On aurait pu compléter I’ é&ude en goutart la
variable puissance, qui mesure |’ épaisseur de la veine ; cette derniére a été laissée de coté pour ne pas
compliquer le modéle qui comporte déa deux variables corrélées entre elles (figure 5.5).
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Figure 5.5. Nuage de corrélation entre les accumulations en or et en argent
Bien que I’on se soit formellement ramené & un probléme bidimensionnel, la modélisation et la
simulation des accumulations s effectueront dans I’ espace tridimensionnel, car la veine est une surface
non plane (figure 5.6). Pour lewr visualisation, lesrésultats seront projetés sur le plannord/ cote comme
sur la figure 5.4 ou, mieux, sur la surface de la veine une fois “dépliée’ (ce qui induit de légeres
distorsions dans la représentation plane).
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Figure 5.6. Modélisation de lagéométried’ une partie dela
veine a partir des centres de gravité desrainurages
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[11. Choix du modéle

Variogramme croisé / variogramme simple

Variogramme croisé / variogramme simple

Se pose a présent le choix d'un modéle isofactoriel destiné a décrire les accumulations en or et en
argent. Celui-ci doit étre recherché parmi les modéles alois continues.

Un premier candidat est le modéle a résidus d’indicatrices orthogonaux. Pour tester |” adéquation
de ce modéle aux données, on compare les variogrammes simples et croisés de plusieurs indicatrices,
en |’ occurrence celles associées aux quartiles de la distribution marginale. Le variogramme croisé
entre deux indicatrices est proportionnel au variogramme simple de I'indicatrice associée au seuil le
plus élevé sil N’y apas d effets de bord en descendant, ou a celui de I’ indicatrice associée au seuil le
plus faible Sil n'y a pas d effets de bord en montant (Rivoirard, 1988, 1989). Dans le cas qui nous
occupe, le test appliqué aux variogrammes omnidirectionnels se révele infructueux, auss bien pour les
accumulations en or (figures 5.7A et 5.7B) que pour celles en argent (figures 5.7C et 5.7D) : auss le
modele arésidus d'indicatrices sera-t-il écarté.
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Figure 5.7. Test du modele a résidus d'indicatrices orthogonaux : en |’ absence d’ effets de bord,
le rapport entre les variogrammes simples et croises d’indicatrices doit étre constant

On s oriente vers les modées isofactoriels a loi marginale indéfiniment divisible obtenus par
addition de mosaiques indépendantes, car ces modéles permettent de contréler |’ aspect plus ou moins
diffusif de la régionaisation. Parmi les lois continues susceptibles de décrire les accumulations, le
choix se porte sur laloi gamma (modéle de Laguerre).
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[11.1. Anamorphose

Il est tout d’abord nécessaire de transformer les valeurs initiales en données dont la distribution
marginale est une loi gamma. Or, cette loi dépend d’'un parameétre scalaire a qui contréle son degré de
dissymétrie. Plusieurs critéres ont été proposés pour déterminer ce parametre (Demange et al., 1987 ;
Hu, 1988), I'idée é&ant généralement de ne pas trop “déformer” I” histogramme des valeurs initiales.

Le point-clé est toutefois la modélisation des lois bivariables (par exemple, le parametre chois
influe sur le degré de dissymétrie entre la structuration des faibles valeurs et celle des fortes valeurs),
de sorte qu'il est difficile d’ avancer avec certitude la meilleure valeur de a. On choisit ici un paramétre
égal a 0.5, auss hien pour les accumulations en or que pour celles en argent ; au besoin, ce choix sera
revu ultérieurement.

[11.2. Un modéle bivariable

Nous allons étendre les modél es présentés au chapitre 3 afin de décrire le comportement conjoint
des accumulations en or et en argent. Pour cela, on crée une dimension supplémentaire en affectant a
chaque variable un indice u (par exemple, 1 pour I’ or et 2 pour I’ argent), ce qui ramene le probléme a
une moddlisation sur R* x {1,2}. La démarche proposée ci-dessous peut aisément étre généralisée &
plus de deux variables.

Construction d’unetesséation sur R? x {1,2}

Une premiéreidée consiste a construire une mosaique des feuilles mortes dont les grains primaires
sont des cylindres de hauteur L (figure 5.8). Sur chacun des hyperplans R? x {1} et R x {2}, ce modéle
induit une mosaique des feuilles mortes dont le covariogramme géométrique est celui de la base des
grains primaires cylindriques. Les deux mosaiques sont corrélées, puisgue certains grains primaires
sont communs aux deux hyperplans tandis que d’ autres n’ en rencontrent qu’ un seul. Cependant, elles
possedent le méme corrélogramme, ce qui est assez regtrictif.

Figure 5.8. Grain primaire cylindrique sur R® x R
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Pour pallier cette difficulté, une construction plus générae est envisagée, sur le principe du modéle
des feuilles mortes colorées. On considére une famille de grains primaires cylindriques { A, i = 1... 1}
telsque :

leur hauteurest L =1;
leurs bases ont pour covariogrammes géométriques {Ki(h),i = 1... 1} surR?;

leurs germes ont une densité régionalisée { gi(x,u), i = 1... 1} nulle hors des hyperplans R® x {1},
RYx{3/2} et R?x{2}, constante sur ces hyperplans mais différente d’ un hyperplan a1’ autre. Dans
lasuite, on écrira q;(u) au lieu de gi(x,u) et I’on poserag = qi(1) + qi(3/2) + g(2).

Entre lesinstantst et t + dt, on implante | schémas bool éens indépendants, de grains primaires { A,
i=1...1} et dedensités{q;(u) dt,i = 1... I}. Lesgrains primaires nouveaux recouvrent les grains d§a
présents al’instant t. Au bout d’un temps infiniment long, |es frontiéres des grains primaires apparents
dessinent une tessdlation sur R® x {1,2}.

Les probabilités d’ appartenance de deux sites distincts a une méme cellule de la mosaique (que
I’on peut symboliser par larelation d’ équivalence ©) valent :

& [0, +q, (3/ 21K, ()
Prob[(x+h) © (x,D] =1, (h) =— =

ala (M+aq (/212K (0)- K, (h)]

i=1

ala;(3/2)+q (1K, (h)
Prob[(x+h,2)° (x,2)]=r ,(h) = —=
ala,(3/2+q, (2K, (0)- K, ()]
a a;(3/2)K; (h)
Prob[(x+h 1) © (x,2)] =14, (h) = —=
A a[2K;(0)- K; (h)]
i=1

Les deux premiéres équations expriment que, sur les hyperplans R® x {1} et R x {2}, le mod&le
proposé induit des mosaiques des feuilles mortes stationnaires de covariogrammes géométriques

KauM =4 a K, (h) 51
Kag(h) =a b K;(h) (5.2)
i=1
avec a, =— q;()+q(3/2)
a [q;)+q;(3/2)]
j=1
b - 4B/2+q (2

a [q;(3/2) +q;(2)]

=1
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Démonstration des formules

Pour qu'aun instant T les deux sites (x + h,1) et (x,2) se trouvent dans une méme cellule de la mosaique, il faut
qu'ils aient été recouverts & un instant t par un grain germé sur I’ hyperplan R® x {3/2} et non recouverts entre t et T.
Ceci se produit avec la probabilité:

d A .
Probl(x+h1) ° (2] =8 ¢ K, (a2t O ep(-Q a;[2K;(0)- K, ()]du)
T x+hdex2
recouverts al’instant

tparungrain A

(x + h,1) et (x,2) non recouverts
entretet T par ungrain A

| . . i ;
o : K|(h)q|(3/2) ‘I[l_ e(p{_ Té qJ[ZKJ(O)' KJ(h)]}E

= § q;[2K,0)- K; (! =
j=1

jab)

De méme, les sites (x + h,1) et (x,1) se trouvent dans une méme cellule de la mosaique a I'instant T S'ils ont é&é
couverts aun instant t par un grain germé sur I”un des hyperplans RY x {3/2} ou RY x {1} et non recouvertsentretet T :

' A
Prob[(x+h,1) ° (x)]= QT K, ([ o () +0;(3/2)]dt O exp{- f)T[q1(1)+ 4,3/ 2][2K, (0) - K (1]}
A O
|
a K Mg, +q;(3/2)] . p
=12 i 1- ep{- T& [q,(0+0;(3/ 2I[2K;(0) - K (M} y
é.[qj(l)+qj(3/2)][2Kj(o)- Kj(h)]T j=1 b

=1

En changeant I'indiceude1a2, il vient :

é Kilai3/+a (2] . | ;
Prob(x+h,2) ® (x,2)] = -—= 1 1- ep{- T4 [0;(3/2) +q;(A][2K; (0) - K;(h)]}y
&10;(3/2+q;112K,(0)- K, (! b

=1

L es probabilités annoncées s obtiennent en faisant tendre T vers|’infini.

On obtient une image approchée de la tessélation en arrétant la simulation a un instant T suffisamment grand. Une
image exacte est obtenue en changeant de point de vue dans la construction du modéle des feuilles mortes. En effet, s
I’on pouvait commencer la simulation a partir del’instant t = - ¥, on obtiendrait at = 0 un processus dont les propriétés
statistiques ont atteint I’ équilibre (cela revient a trandater I’ échelle de temps conventionnelle, qui part det = 0 et tend
verst = ¥). Maintenant, si I'on inverse cette échelle de temps, ce modéle équivaut a partir de t= 0 et remonter dans le
temps, en changeant |’ opérateur “dernier grain observé” en “premier grain observé”. La différence fondamentale est que
le processus n'est plus altéré dés lors que le domaine a simuler est entierement recouvert ; a partir de cet instant, on
obtient donc une image parfaite du processus asymptotique.

Valuation descellules

Une fois construite la tessélation sur R x {1,2}, deux valuations sont attribuées a chaque cellule,

I"une concernant I'accumulation en or, |’ autre I' accumulation en argent. La raison pour laquelle on ne
considére pas la méme valuation pour les deux variables est que leur corrélation n’est que partielle (et
accessoirement, leurs lois marginales pourraient étre différentes). On pose donc, pour tout site x de R :

Y(xD)=U+V

i
1y(x,2=u+w

ou U, V et W sont trois variables aléatoires gamma indépendantes, de paramétres respectifsa, a; —a
et a,—a, constantes sur chaque cellule et indépendantes d' une cellule al’ autre.
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Les covariances simples et croisées des deux mosaiques sont finalement :

cov[Y(x+hl),Y(xD]=a,r (h)
cov[Y(x+h,2),Y(x,2]=a,r,(h) (5.3)
cov[Y(x+hl),Y(x,2] =cov[Y(x+h,2),YxD]=ar,(h)

Addition de plusieurs mosaiques

Additionnons N mosaiques indépendantes telles que définies ci-dessus :

i N
Jl YauX=a Y,(xJD)

n=1
|

. N
-'f Y ag(X) =§l Y, (x.2)

Pour chacune des variables (accumulations en or et en argent), on obtient un modéle de Laguerre
défini par une somme de mosaiques a valuations gamma. Les lois marginales sont des lois gamma de
paramétres respectifs N a; et N a, et les corrédlogrammes sont r 1(h) etr ,(h). Les covariances des
facteurs sont (cf. chapitre 3, équation (3.9)) :

GNa LT, " & @1y & Gak+p)
GNa, +p) & VE L G,k

"ht0,"ul {12,Ct(h)=

Voyons a présent la loi conjointe d un couple de valeurs { Y au(X + h),Y a¢(X)}. Soit K le nombre
de foisou les sites (x + h,1) et ,2) appartiennent a la méme cellule de mosaique ; il sagit d une
variable binomiae de taille N et paramétre r 1,(h) en tant que somme de N aternatives de Bernoulli
indépendantes de probabilité de succés r 1,(h). Conditionndlement a K = k, le couple {Yau(X + h),
Y ag(X)} S écrit souslaforme :

1Y (x+h)=U+V
FY (9 =U+W 54
I " Ag

ou U, V e W sont trois variables aléatoires gamma indépendantes, de parametresa k, a; N —a k et
a;N—a k respectivement.

Larelation (5.4) é@ablit que le couple { Y au(X + h),Y a¢(X)} suit, conditionnellement a K = k, une
loi de Laguerre dissymétrique (Hu, 1988) telle que les covariances croisées des facteurs d ordre p sont

G(Na,+p)G(Na,) GNa,)Fak+p)
G(Na,+p)GNa,;) Gak)GNa, +p)

"h1o0 (C{?(h) K:k)=\/

En déconditionnant par rapport a K, on obtient les covariances croiséesa priori des facteurs :

"h10,C(h)= G(Na1+p)G(Na2)E‘I,G(Na1)G(aK+p)[)
i G(Na, +p)G(Na,) %G(aK)G(Naﬁp)i;

=J GNa,)GNay) - (h)]N ok ) o' Gak+p)

QNa, +p)GNa, +p) ¥ L Gl

(55)
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M oddefinal

On peut compléter le modéle en gjoutant, pour I”accumulation en or, N; mosaiques monovariables
de parametrea; et covariogramme Ka,(h) [Eq. (5.1)], €t pour I"accumulation en argent, N, mosaiques
monovariables de paramétrea, et covariogramme Ka4(h) [EQ. (5.2)]. Il est auss possible d’ gjouter des
composantes purement pépitiques{ Y o(X),Y o'(X),Yo"(X)} alois gamma de paramétres respectifsao, ao'
et a.()" .

V(0= 8 Yo DA YS0)+Yo() +YX)
]

n=l1 n=1

.I. N N,

% Yo =4 Y (XD +Q YHX) +Yo(x)+YHx)
n=1 n=1

Loisdirectes

Les accumulations en or et en argent sont distribuées selon des |ois gamma de paramétres

an, =(N+Nj)a; +a, +a§
ang =(N+Ny)a,+a,+a

Leurs covariances smples sont :

Cau(M)=(N+Ny)a,r,(h)+(a,+ab)dh)

(5.6)
Cag(h)=(N+Ny)a,r,(h)+(a, +a®)d(h)

Quant aux covariances desfacteurs, eles s expriment comme suit (cf. chapitre 3, éguation (3.10)) :

ok @13(n) 0 G(an- ao- aB)k/N+p]
Gan+p) & “Ery Q@u-a,-af)k/N]

Glang)[L- ro(h)]" & ce@rat gk G@ng- ao- aff)k/N+p]
Gang+P) wa &l-ro(N)g d@ag- ao- a§)k/N]

" 1 Au — Au 1- 1h N
h O,Cf) )(h)—G(a )[ r ( )]

Qo

=~
1l

(5.7)

"h10,Cl9 ()=

Loi croisée

Dans|’équation (5.4), s h ' 0, le paramétre de la variable U est inchangé, par contre les variables
V et W ont cette fois pour parametres a,, —a K et a,g —a K. Les covariances croisees des facteurs
[EQ. (5.5)] deviennent :

N K
Hang) Aaau) Lo & ok B e 9 G@k+p)

T (5.8)
Gapg tp)Ha,, +p) k=1 1-rp,(h g Gak)

"ht0,C{?(h) :J

Pour h =0, le paramétre de lavariable U est a k + a,, tandis que ceux des variables V et W sont
aa—ak—agetasg—ak —ao. Lescovariances croisées des facteurs pour cette distance sont donc :

: ECIBIEC) Vi @rp0 ¢ Gak+a,+p
(12 - 9 R k 12 = 0
o0 _\/G(aAg +p)J@,, +p) - 7200 21CN gl' r.(0p Gak+a,)
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La covariance croisee entre les accumulations en or et en argent s écrit :

Cau-ag(h)=Nar,(h)+a,d(h) (5.9)

Bilan

Nous disposons en fin de compte d’un modele trés riche pour décrire le comportement conjoint
des accumulations en or et en argent. Résumons le r6le de chacun des paramétres:

les scalairesag, ao' et a," servent amodéliser I’ effet de pépite des covariances simples et croisee
des accumulations [Eq. (5.6) et (5.9)] ;

les covariogrammes géométriques { K;(h),i=1... 1} et les densités régionalisées {qi(u),i=1... I}
servent a modéliser la composante continue de ces covariances simples et croisée. Ces paramétres
jouent en quelque sorte le méme réle que les schémas gigognes et leurs paliers dans le modéle
linéaire de corégiondisation (Wackernagel, 1998) ;

les nombres N1, N, et N servent a controler le caractére plus ou moins diffusif des lois simples et
croisées ; ils permettent une modélisation de ces lois au-dela des covariances, par exemple viales
covariances d'indicatrices qui se déduisent des équations (5.7) et (5.8) (revoir a ce titre laformule
(4.2) du chapitre 4) ;

les scalaires a; et a, régulent les variances a priori des accumulations en or et en argent. Le
scalaire a influe sur leur coefficient de corrélation ponctud [Eqg. (5.9)].

[11.3. Mise en oeuvre pratique

L’ inférence des paramétres et la validation du modéle va se baser sur les variogrammes simples et
croisés des accumulations anamorphosées ainsi que sur ceux des indicatrices associées aux quartiles de
la distribution globale des accumulations. La raison pour lagquelle les autres outils structuraux (comme
le madogramme ou les variogrammes d’ ordre inférieur a deux, cf. chapitre 4) ne sont pas considérés
est qu'ils n'ont pas d’ extension au cadre bivariable (une telle extension constituerait un intéressant
sujet de recherche) ; au contraire, les variogrammes croisés d'indicatrices permettent une description
delaloi conjointe des accumulations en or et en argent.

On commence par guster les variogrammes simples et croises des accumulations anamorphosées
(figure 5.9). De la sorte, tous les parametres sont spécifiés, al’ exception des nombres de mosaiques N,
N; et N,. Les calculs sont effectués de maniére omnidirectionnelle, car les variables ne manifestent
aucune anisotropie évidente. Les modéles élémentaires considerent des grains primaires sphériques, de
diametre 10m et 100m.
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Or PARAMETRES DE MODELISATION

Structure 1
portée : a = 10m
densités : 0,(1) =57, 8,(3/2) =143, 6,(2)=0

Structure 2
portée : a = 100m
densités : 0,(1)=0.1, 0,(3/2)=0.9, 0,(2)=0.2

Variogramme

Effet de pépite
paliers : oy =0.076, oy =0.051, ag=0

% 20 20 6 50 100 Nombre de mosaiques et paramétres des lois gamma
Distance [m] (N+N) o, =0.373, (N+N,) a1, = 0.424, No, = 0.373
Or / Argent Argent

041

Variogramme
Variogramme

] 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Distance [m] Distance [m]

Figure 5.9. Variogrammes simples et croises expérimentaux et modélisés

Remar que géenérale sur le calcul desvariogrammes expérimentaux

Aux grandes distances, les variogrammes expérimentaux se stabilisent généralement au-dessus de
leurs paliers théoriques (0.5 pour les variables gamma ; 0.1875 et 0.25 pour les indicatrices associées
aux quartiles de la distribution). Ce probléme n’est pas spécifique aux modéles isofactoriels étudiés : il
se pose également dans le cadre multigaussien lorsgue le variogramme expérimental de la transformée
gaussienne a un palier supérieur a 1. Plusieurs causes peuvent étre identifiées :

données peu “compatibles’ avec I’ hypothése de stationnarité ;
échantillonnage irrégulier, qui détériore la qualité des variogrammes expérimentaux ;

domaine trop petit par rapport al’ échelle du phénomene étudié, ce qui provogue un écart non
négligeable entre la variance expérimentale des données et la variancea priori du modde™.

Une solution approximative consiste & normaliser les variogrammes simples et croisés autour des
variances et covariances expérimentales. C'est ce parti qui a été adopté, en convenant que le paier est
lavaeur obtenue pour une distance de 100m.

1 Aprés la procédure d anamorphose, |’ histogramme des données coincide exactement avec une loi gamma. En particulier, la
variance expérimentale est égale alavariance a priori du modéle, alors que la théorie des fluctuations ergodiques (Matheron,
1965, 1978b) indique qu’il ne devrait pas en étre ainsi. La racine du probléme se situe donc déja au niveau de I’ anamorphose
des données et de lamodélisation de laloi marginale.
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Pour déterminer les paramétres manquants (nombres de mosaiques) on examine les variogrammes
des indicatrices associés aux quartiles de ladistribution marginale, ains que les variogrammes croi sés
entre indicatrices de mémes quartiles mais de variables différentes’. Ces outils sont jugés suffisants
pour fournir une description adéquate des lois bivariables simples et croisées. Inclure davantage de
variogrammes d'indicatrices rendrait la tache d’inférence trop laborieuse et n’ enrichirait sans doute

pas |la modélisation.

L’ gjustement est satisfaisant en prenant N = 1 et N; = N, = 0 (figures 5.10 & 5.12) : les variables
anamorphosées sont donc gjustées individuellement par un modele mosaique plus un effet de pépite.
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0 . . . . ,
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0.125F
0.15F
2 01 2
§0075F 7 g 0l
s s
> >
0.051
0.05F
0.025F
0 . . . . , 0 . . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Distance [m] Distance [m]

Figure 5.10. Variogrammes simples et croisés des indicatrices associées au premier quartile

2 L’ expression de ces variogrammes se déduit des coefficients du développement des indicatrices en polyndmes de Laguerre
normés et des covariances de ces derniers [Eq. (5.7) et (5.8)], cf. chapitre 3.
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Figure 5.11. Variogrammes simples et croises des indicatrices associées a la médiane
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Figure 5.12. Variogrammes simples et croisés des indicatrices associées au troisiéme quartile

163



V. Simulation conditionnelle

Rappelons le principe de I’ algorithme de simulation propose au chapitre 3. L’idée est de regarder
le modéle bivariable précédent comme un processus ponctuel marqué. A chague germe poissonien est
affecté un “objet” constitué de plusieurs éléments :

un diamétre (10m ou 100m) ;

un indice indiquant si I’ objet concerne exclusivement I’ une des variables (or ou argent) ou S'il est
commun aux deux variables ; le choix de cet indice dépend des densités des germes poissoniens

ai(u) ;

une ou plusieurs (selon qu’ une seule variable est concernée ou les deux) valuations a loi gamma
uniformes sur I’ objet ;

un ou plusieurs (idem, selon gu’ une seule variable est concernée ou les deux) effets de pépite aloi
gamma’ venant S gjouter aux valuations précédentes;

le numéro de la mosaique a laquelle appartient I’ objet (ce paramétre est inutile dans le cas présent,
puisque |le modele ne compte qu’ une seule mosaique).

Le point de départ est une simulation non conditionnelle des deux variables (accumulations en or
et en argent), effectuée sur D x R,, D éant le domaine a simuler dilaté du rayon maximal des objets.
Le conditionnement repose sur le recuit smulé, qui consiste a construire une chaine markovienne
d éats dont la loi converge vers la loi conditionnelle cherchée (cf. annexe C). A chaque itération, un
état candidat est généré en renouvelant tous les objets germés dans un sous-domaine de D x R, dont
I’emplacement est choisi au hasard. L’ état candidat est ensuite accepté ou refusé selon la dynamique
de Metropolis, dépendant a la fois d' une fonction objectif et d’ un paramétre de température contrdlant
la probabilité d’ accepter des transitions non favorables.

Les paramétres choisis pour la mise en cauvre pratique du recuit smulé sont détaillés ci-apres. La
fonction objectif est la somme des écarts absolus entre les donneées et les valeurs simulées aux sites
d échantillonnage, aprés application de I’anamorphose gamma. A la k-iéme itération, la température
est prise inversement proportionnelle a In(k+1). Le sous-domaine de renouvellement est une cellule

Dy, Dy, D, : longueurs du domaine D le long de chague axe de coordonnée, soit 140m, 450m et
300m environ ;

t : date d’ apparition du dernier grain recouvrant D lors de la smulation non conditionnelle.

Les figures 5.13 et 5.14 montrent une partie des données d’ accumulations, projetées sur la surface
de laveine (figure 5.6), les images initiales de la procédure de recuit (simulations non conditionnelles)
et celles obtenues aprés 50 000 et 500 000 itérations. La coordonnée en abscisse mesure la position
horizontale le long de la veine ; elle correspond a la direction nord |égerement inclinée vers|’est. Dans
Iétat initia, la fonction objectif vaut 1898 pour les 1491 donnees d or et d’ argent ; savaleur n’est plus
que de 834 dans I’ état fina, indiquant un écart absolu moyen de 0.28 en chague site d’ échantillonnage,
amettre en comparaison avec la moyenne (0.5) des données gamma.

% En pratique, on garde en mémoire les valeurs pépitiques grace a un seul nombre (le numéro de “germe” utilisé dans la
génération des nombres aléatoires), d’ ot une importante simplification algorithmique.
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Figure 5.13. Données d’ accumulation en or, simulation non conditionnelle et images obtenues par itérations markoviennes
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Accumulation en argent [ppm x m]
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Figure 5.14. Données d’ accumulation en argent, simulation non conditionnelle et images obtenues par itérations markoviennes
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A titre de remarque générale, la fonction objectif décroit de plus en plus lentement a mesure que
se déroule lasimulation. Aingi, elle perd environ un tiers de sa valeur initiale aprés 50 000 itérations,
mais a partir de cet instant sa valeur stagne pratiquement : plusieurs centaines de milliers d'itérations
sont alors nécessaires pour la réduire significativement. Cette lenteur de la convergence est sans doute
le principal inconvénient du recuit ssimulé lorsque I’ on a affaire a des variables a lois continues.

Pour résoudre cette difficulté, des recherches complémentaires sont nécessaires ; on pourrait par
exemple

tester plusieurs états candidats a chaque transition ;

identifier les grains primaires ayant la plus forte contribution a la fonction objectif et effectuer les
transitions préférentiellement (mais non exclusivement) dans les sous-domaines susceptibles de
recouvrir ou remplacer ces grains primaires ;

diminuer la taille du sous-domaine de renouvellement a mesure que se déroule la smulation, de
maniére a permettre des transitions de plus en plus fines (au bout d’un certain nombre d’' itérations,
les états candidats sont presgue toujours rejetés). Ceci revient a définir un noyau de transition non
stationnaire ; une telle piste a éé évoquée par Gidas (1985) et Boulanger (1990).

V. Réflexions finales

Au-dela des difficultés d' implémentation et de la lenteur de la convergence de I’ agorithme de
simulation conditionnelle, les paragraphes précédents ont montré la capacité du modele de Laguerre de
décrire des variables a distributions tres dissymétriques et a caractére non diffusif. Cependant, d’ apres
les résultats du chapitre 4, un tel modéle ne permet pas de représenter des variables pour lesquelles les
hautes teneurs sont moins bien structurées que les faibles teneurs. Les autres modéles isofactoriels
présentés (par exemple, le modéle binomia ou celui a résidus d’indicatrices orthogonaux) sont eux-
auss limités et ne sont pas toujours adaptés aux applications pratiques.

A titre d’ exemple, examinons brievement la structuration spatiale des teneurs en or dans un autre
secteur du gisement, a savoir le secteur “Caseron 506" de la veine Quebrada Orito (cf. figure 5.1B).
L es données disponibles, composites de 1m de longueur, sont issues de sondages d’ exploration et sont
au nombre de 23 701 (figure 5.15).

040 Nombre de données 23701

uuuuu 50._ 1900. 7 moyenne 1.17

7 écart-type 6.22
7 coeff. de variation 5.33
uuuuu 50. — 0.30_] maximum 326.88
%0 1800. | troisiéme quartile 0.50
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= = 3 premier quartile 0.05
= o = 5 ] minimum  0.00
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Figure5.15. A et B, localisation des échantillons
(coordonnées UTM) et C, histogramme des teneurs en or
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Lafigure 5.16 montre les variogrammes simples et croises des indicatrices associées aux quartiles
de la distribution marginale des teneurs en or le long des directions principales d’ anisotropie (a savoir,
le plan horizonta et la direction verticale). Sur cette figure, on observe que I’indicatrice du troiseme
guartile présente une portée nettement plus faible que celle du premier quartile, indiquant que les
hautes teneurs sont moins bien structurées que les faibles teneurs, ce qui exclut les modéles hermitien
et laguerrien. En outre, la proportion relative d effet de pépite et |’ anisotropie entre les directions
horizontale et verticale different d’ un variogramme a I’ autre et ne permettent pas I’ utilisation d’'un
modéle a résidus d'indicatrices orthogonaux. Ainsi, aucun des modéles isofactoriels a loi continue
présentés dans cette thése N’ est satisfaisant pour décrire un tel ensemble de données.
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Figure 5.16. Variogrammes simples et croisés expérimentaux des indicatrices associ ées aux
quartiles dela distribution desteneursen or ; D, : plan horizontal, D, : direction verticale

Ces remargques montrent que I’ un des points les plus délicats concerne larigidité des modéles et la
difficulté ales gjuster a une distribution empirique, méme lorsque I’ inférence statistique se réduit aux
lois marginae et bivariables. C'est précisément cette limitation que les méthodes non paramétriques
(tel I'agorithme séquentiel d’'indicatrices) cherchent & contourner, au prix de fortes approximations et
d' un manqgue de cohérence interne du modéle.
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Conclusions

La simulation de fonctions aléatoires présente une importance grandissante dans les applications
géostatistiques car ele permet de quantifier I'incertitude portant sur les valeurs non mesurées d’ une
variable régionalisée. Cetravall s’ est intéressé aux fonctions aléatoires alois bivariables isofactorielles,
qui sont notamment utilisées en géostatistique miniere pour estimer les réserves récupérables des
gisements gréce a la technique du krigeage digonctif. L’intérét des modéles isofactoriels réside dans
leur flexibilité, car ils peuvent décrire des variables régionalisées trés diverses: discrétes ou continues,
de type diffusif ou au contraire de type mosaique.

Pour traiter le probleme de la simulation, une premiere approche consiste a recourir a une méthode
dite “non paramétrique’, dont le prototype est I’ algorithme séquentiel d’indicatrices. Le principe est de
simuler les sites de I espace les uns apres |es autres, dans un ordre aéatoire, en estimant en chaque site
la distribution de probabilité conditionnelle de la vaeur inconnue par un krigeage d’ indicatrices. Cette
approche évite de définir complétement le modéle de fonction aléatoire et se contente de spécifier
quelques parametres de saloi bivariable (les covariances de plusieurs indicatrices) ; elle est censée étre
applicable en toutes circonstances, ce qui explique son succes aupres des utilisateurs. Toutefois, ele
présente plusieurs graves défauts, que I’ on peut résumer en trois points :

1) En généd, le krigeage d'indicatrices est peu précis pour estimer des distributions de probabilité
conditionnelles : les rédlisations obtenues par I’ agorithme séquentiel sont donc approximatives.
Ce défaut s explique en partie par la codification des données conditionnantes en valeurs binaires,
qui provoque une perte d'information et affecte la qualité de reproduction des parametres du
modéle. Remplacer le krigeage d' indicatrices par un krigeage digonctif améliore substantiellement
la situation, surtout pour smuler des modéles de diffusion, mais reste néanmoins imparfait.

2) Rien ne permet d' assurer la cohérence interne du modéle, ¢’ est-a-dire I’ existence d’' un processus
aléatoire qui puisse étre associé aux covariances d'indicatrices spécifiées. En laissant une totale
liberté de choix a I’ utilisateur, I algorithme ségquentiel a toutes les chances d’ accepter un modéle
contradictoire.

3) Lespropriétésa priori desréaisations dépendent de facteurs “externes’ tels que le nombre total de
sites smulés, le nombre et la position des données conditionnantes. En particulier, un changement
de support sur les rédlisations n’a pas de sens puisqu’il dépend du niveau de résolution de I'image
smulée. Il sagit 1a d'une limitation trés forte, car ele indique que les images produites par
I’ algorithme séquentiel ne correspondent pas a un modéle sous-jacent de fonction déatoire ; elles
ne peuvent donc étre qualifiées de smulations stricto sensul.

Les situations ou ces défauts peuvent étre évités sont extrémement rares et sont réduites a |’ espace
unidimensionnel ou au modele de bruit blanc (effet de pépite pur). En dehors de ces quelques cas, les
méthodes non parameétriques doivent étre abandonnées : le fait qu’ elles soient “ passe-partout” se révéle
findement un avantage illusoire.
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L a seconde approche pour résoudre le probléme de la simulation est plus laborieuse et se base sur
la définition compléte d'un modéle de fonction aéatoire. Bien que ce dernier comporte inévitablement
des limitations (les degrés de liberté laissés a |’ utilisateur sont restreints, d’ ou une certaine rigidité dans
I’ gjustement du modéle), il permet de garantir la cohérence des résultats.

Plusieurs modéles isofactoriels ont été examinés au cours de ce travail de thése : modéles obtenus
a partir de processus isofactoriels unidimensionnels par les procédures de substitution ou de bandes
tournantes ; modeles définis par hiérarchisation ou par addition d’ ensembles aéatoires indépendants;
modéles de dilution poissonienne ; modeles construits par |’ addition de mosaiques indépendantes aloi
marginde indéfiniment divisible ; modéle de diffusion bigamma obtenu par sommation des carrés de
fonctions aléatoires gauss ennes indépendantes. Le conditionnement des simulations a un ensemble de
données est souvent réalisable par itérations markoviennes, en utilisant le procédé de recuit simulé ou
I’ échantillonneur de Gibbs.

L’inférence des parametres du modele se réduit aux lois marginales (détermination d’ une fonction
d anamorphose) et bivariables. A ce titre, un outil intéressant pour synthétiser I'information bivariable
est le madogramme ou variogramme d'ordre 1, mais il n’est pas toujours suffisant car il ne renseigne
pas sur la dissymétrie structurale entre les valeurs fortes et faibles. 1l peut ére complété par I’ examen
des variogrammes d ordre inférieur a 2 ou par celui des variogrammes de quelques indicatrices. Tous
ces outils sont utiles pour diagnostiquer le caractére isofactoriel, gjuster et valider les paramétres du
modele.

L’ application pratique a des données minieres provenant d’ un gisement aurifére a mis en évidence
certaines difficultés qui restent a résoudre :

1) lestemps de calcul des procédures itératives comme le recuit simulé sont trés importants lorsque
I’on cherche & smuler des variables a lois continues. Des recherches complémentaires sont sans
doute souhaitables pour élaborer des procédures de conditionnement plus opératoires, méme s les
contraintes en termes de calcul ont de plus en plus tendance a disparditre ;

2) I'gustement d'un modée isofactoriel a une loi bivariable empirique n’est jamais une opération
trividle a cause de larigidité du modéle et du mangue de robustesse des statistiques expérimentales
lorsgque la distribution des données et fort dissymétrique ;

3) les modées isofactoriels classiques, tel le modéle de Laguerre, ne peuvent décrire des variables
régionalisées pour lesquelles les faibles teneurs ont une meilleure structuration spatiale que les
fortes teneurs. La recherche d’autres modéles (non forcément isofactoriels) est nécessaire pour
pouvoir rendre compte de telles variables.

Bien qu’'un gain de flexibilité considérable ait été apporté par rapport au modéle multigaussien, on

ne dispose toujours pas de modéles “universals’, capables de s adapter a n'importe quelle variable
régionalisée. Une telle perspective semble hors de portée.
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AnnexeA :

Rappels sur le krigeage
disjonctif a support ponctuel

|. Définition générale

On cherche a estimer une grandeur & support ponctuel qui s exprime comme une fonction de la
variable étudiée, soit j [Y(X)], a partir d'un ensemble de données {Y(x,), a = 1... n}. Le krigeage
digonctif de j [Y(x)], qui sera désormais indexé par KD, est une combinaison linéaire de fonctions
monovariables des données (Matheron, 1973b, 1976 ; Armstrong and Matheron, 1986a, 1986b) :

P CIY(MI=8 Y a[Y (Xa)]

a=1

telle que lesfonctions{y ,, a = 1... n} minimisent I’ erreur quadratique moyenne

E{G [YOII-] “°IY (D}

En géostatistique linéaire, le krigeage (smple, ordinaire, intrinseque) ne permet d’ estimer qu’une
fonctionj linéaire et recherche I’ estimateur parmi les combinaisons linéaires des données. Le krigeage
digonctif est alafois plus général (j peut ére quelconque) et plus précis, I’ estimateur éant pris parmi
une classe plus vaste de fonctions. En contrepartie, les prérequis sont plus importants pour le krigeage
digonctif que pour le krigeage classique.

Lesfonctions{y 4, a = 1... n} sont définies de maniére univoque de sorte que I’ erreur d’ estimation
soit non corrélée a toute fonction monovariable construite sur les données :

"a=1.n"y tdle que E{y[Y(x,)]?} <+¥, cov{j [Y(X)]-] “"[Y(QLY[Y(x)I} =0  (A.D)

En général, ces équations ne peuvent étre résolues que de maniére approchée, sauf dans certains
cas particuliers comme les modé es isofactoriels que nous alons examiner ultérieurement.

Auparavant, nous alons donner une définition plus opératoire du krigeage digonctif, al’aide d' un
développement dej [Y (x)] selon une base de fonctions.
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1. Lesfamilles génératrices

On dit qu' une famille de fonctions{c,, pT N} est génératrice ou compléte pour laloi marginae
de Y(x), notée f(y) ciapres, lorsqu’elle permet d’ exprimer toute fonction de Y (x) de variance finie
sous laforme d’ une combinaison linéaire :

+¥
" j telleque j 2V T(Y)dy <+¥,j (V) =4 ,c,).

p=0

On peut donner comme exemple les bases de polyndmes, comme les mondmes {y°, p T N}, qui
congtituent une famille génératrice pour les densités marginales définies dans des intervalles bornés ou
décroissant suffisamment rapidement a I’ infini. Un autre exemple important est fourni par les fonctions
indicatrices, qui sont complétes pour les lois marginales discretes. En effet, s Y (x) est une variable a

valeurs dans un espace discret ou dénombrable, par exemple N, toute fonction j [Y (x)] peut S écrire :

PIYOT=AT G- 1)-§ MY )30

i31

I11. Seconde définition du krigeage disjonctif

Soit{c,, pT N} unefamille génératrice pour laloi marginae de Y (x). Le krigeage digonctif est
obtenu par cokrigeage smple (indexé ci-aprés par CKS) des fonctions{c,[Y(x)],pT N} :

+¥
JPLYO)1 =8 J p{c LY QI s.
p=0

Le krigeage digonctif apparait comme le cokrigeage d’ un codage digonctif dej [Y (x)], d'ou son
nom. En particulier, pour une variable a valeurs discrétes ou entiéres, le krigeage digonctif coincide
avec le cokrigeage smple d’indicatrices (Matheron, 1982 ; Rivoirard, 1994) :

FCIYEI =0 G- - § OHIY )5S,

i*1

Cette seconde définition du krigeage digonctif sous forme d’un cokrigeage montre que le krigeage
digonctif est additif. Aing, le krigeage digonctif de la somme de deux fonctions est égal ala somme
de leur krigeage digonctif.

Remarques

1) Pour montrer I’ égquivalence des deux définitions du krigeage digonctif, la démonstration la plus
rapide consiste & s assurer que les équations du krigeage digonctif [Eq. (A.1)] sont vérifiées par le
cokrigeage simple des fonctions génératrices {c,[Y(X)], pT N} :

pour une fonction y prise parmi {c,,p T N}, & cause de la propriété d orthogonalité de
I’erreur de cokrigeage simple avec les données;

pour toute fonction y (qui S exprime comme une combinaison lingaire des {c,,p 1 N}), &
cause de la propriété de bilinéarité de I’ opérateur de covariance.
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2) On peut utiliser n’importe quelle famille génératrice (base polynomiale, indicatrices cumulées...) :
d apres la propriété d' additivité du cokrigeage, le résultat est indépendant de la famille considérée,
toute famille génératrice se déduisant de toute autre par combinaisons linéaires.

3) Lecacul du krigeage digonctif requiert de spécifier les lois marginale et bivariable de la fonction
aléatoire. Pour le voir, il suffit de choisir lesfonctions indicatrices comme famille génératrice. Leur
cokrigeage simple nécessite de connaitre :

leurs espérances, qui congtituent la loi marginale de Y (x):

E[1(Y (X);i)] = Prab[Y (X) <i].
leurs covariances smples et croisées, donnant les lois bivariables des couples { Y (x + h),Y (x)}
pour toute séparation h. En effet, la covariance non centrée entre les indicatrices (Y (X) ; i) et
I(Y(x+h);j) sécrit:

Cij(h) =E{I(Y(x);) I(Y(x+h);})} =Prob[Y(x) <i, Y(x+h)<]].

V. Krigeage digonctif et krigeage d’indicatrices

Une simplification courante consiste a réaliser un krigeage séparé des indicatrices, au lieu de leur
cokrigeage. Cette méthode, connue sous le nom de krigeage d’indicatrices (Journel, 1983, 1984 ;
Matheron, 1982), doit étre vue comme une solution approximative : en général, le cokrigeage ne se
réduit pas au krigeage de I'indicatrice concernée. En effet, les indicatrices ne sont pas indépendantes

puisgue :
"TE G (Y (X)50) E1(Y (X))

Cette hiérarchie entraine |’ existence de corrélations spatiales entre les diverses indicatrices (leurs
covariances croisées ne sont jamais nulles). Par suite, le krigeage d'indicatrices conduit a une perte de
I"information contenue dans les données, puisqu’il néglige ces covariances croisées.

Un autre inconvénient du krigeage d’ indicatrices concerne |’ analyse variographique : I’ gjustement
separé des variogrammes d'indicatrices conduit souvent a un modéle incohérent, car il ne prend pas
en compte les relations entre indicatrices ni méme le caractére binaire de ces variables, qui restreint
considérablement la classe des modeles possibles (cf. chapitre 4).

V. Cas de smplification du krigeage dig onctif

Le krigeage digonctif correspond a un cokrigeage de fonctions génératrices. Or, il existe deux cas
remarquables ou |e cokrigeage d’ un ensemble de variables se simplifie, ¢’ est-a-dire ou il coincide avec
un krigeage séparé de chaque variable (Wackernagel, 1998) : celui de la corréation intrinséque en
situation d’ homotopie (toutes les variables sont connues en tous les sites de mesure) et celui ou les
variables sont spatialement non corrélées. Ces cas conduisent a deux classes de modéles particuliers :
le modéle mosaique et les modél es isof actoriel's respectivement.
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V.1. Modéle mosaique

Considérons une famille génératrice {c ,[Y (x)],pT N} encorrélation intrinséque, ¢’ est-a-dire dont
les covariances simples et croisees sont proportionnelles a un méme corrélogrammerr (h). S toutes ces
fonctions sont connues aux sites de mesure, leur cokrigeage s réduit a un krigeage séparé, de sorte
gue le krigeage digonctif sidentifie aun krigeagesimple :

P ROLY 1 =4 e, [Y (IS =(A ] 5 e [Y (OIS =] LY ()],
p=0 p=0

j [Y(X)] éant une combinaison linéaire des {c,[Y(x)],pT N}, sacovariance est une combinaison
linéaire de leurs covariances simples et croisées, donc est proportionnelle a r (h). Par conséquent, il
suffit de résoudre un seul systéme de krigeage avec le corrélogramme r (h) : les pondérateurs obtenus
sont valables pour n’importe quelle fonction de Y (x). Cette situation correspond au modéle mosaique
(Matheron, 1982 ; Rivoirard, 1994).

Si I'on prend les fonctions indicatrices comme famille génératrice, on s apercoit que le krigeage
digonctif est identique au krigeage d'indicatrices. Dans ce cas particulier, le krigeage d’indicatrices ne
conduit pas a une smplification du krigeage digonctif.

Il convient toutefois de souligner le caractére exceptionnd de ce moddle. En général, on observe
une déstructuration des indicatrices relatives aux seuils élevés, qui deviennent pépitiques. Par duite,
associer le méme corrélogramme a toutes les indicatrices tend a exagérer la structure des seuils élevés
et surestimer leur portée, ce qui introduit un biais dans les estimations.

V.2. Modélesisofactoriels

Le second cas de simplification du krigeage digonctif est celui ou il existe une famille génératrice
de fonctions sans corrélations spatiales croisées, appelées facteurs Les modéles correspondants sont
qualifiés d’ isofactoriels (Matheron, 1973b, 1975b, 1976, 1978a, 19803, 1984a). De tels modéles sont
plus intéressants que le modéele mosaique, car ils permettent d’ expliciter le krigeage digonctif, tout en
restant adaptés a la description d’ une vaste classe de phénomenes. Du reste, le modéle mosaique est un
cas particulier de nombreuses catégories de modéles isofactoriels.
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Annexe B :

M odeéles isofactoriels
a support ponctuel

|. Lesloisisofactorielles symétriques

|.1. Définition

On dit qu'une fonction aéatoire {Y(x), x I R%} est isofactoridle s la densité f(y.y,) de tout
couple de vaeurs{Y(x1),Y (x,)} admet un développement de laforme :

F(yY,) =fy)f(y,) & T, %,)Cp (Y e, (Y,)

p=0
ou f(y) est ladensité marginae de lafonction aéatoire

{To(x2X%2), pT N} est une suite de coefficients dépendant de X et X,, ou plus simplement de leur
seéparation X; — X, (cas stationnaire)

{co,pT N} est unefamille de fonctions réelles, appel ées facteurs, formant une base orthonormée
des fonctions de carré intégrable pour laloi marginale f(y) :

(@) lafamille{c,,pT N} est génératrice pour laloi f(y) :
. . I
"JIOIPTWdy <+, ) =a,cp(y).
p=0

(b) lafamille{c,,pT N} est orthonormée pour cette loi marginae :

Osip'q

"P.al N, Gep(y)ca()f () dy = B{C,IY (Ol el Y B = o

Le préfixe “iso” vient du fait que les facteurs sont les mémes pour tous les couples e valeurs
{Y (x1),Y (X2)}, indépendamment de leur position et de leur séparation (Matheron, 1989b).
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Remarques
1) Usuellement, on impose co(y) © 1.

2) Il existe dautres types delois isofactorielles (les |ois dissymétriques), qui font intervenir deux familles de facteurs
{c, pT N} et{c? pT N}. Ceslois sont utilisées dans les problémes multivariables ou dans les problémes de
changement de support, pour modéliser la distribution bivariable entre les valeurs ponctuelles et de bloc.

|.2. Propriétés
Dela définition des lois isofactorielles découlent les propriétés suivantes :
(D) les coefficients du développement dej en série s obtiennent par lesrelations :
"pT N, =0l e, Mfy)dy
En particulier, j o n'est autre que I’ espérance dej [Y (X)].

(2) Hormiscy, les facteurs appliqués a une valeur Y (x) de loi f(y) sont d’ espérance nulle, de variance
unité et non corrélés entre eux :

"p,a>0, E{c,[Y(X)]} =0,var{c,[Y(x)]} =1 et cov{c,[Y(X)],cq[Y(X)]} =0 s p* q

(3) Lavariance dej [Y(x)] se développe au moyen des coefficients {j ,, p1 N} :

varfj [YG)} =4 ]

p=1

+¥
(4) Plus généralement, pour deux fonctionsj etj ', cov{j [Y(X)].j Y]} =& | ol &

p=1

(5) L’orthogonalité des facteurs s éend alaloi bivariable :

A 0 siptq
! p1 q I N! E{Cp[Y(Xl)]Cq[Y(XZ)]} = T (X X ) S-non
p\ 71172

(6) Silecouple{Y(x),Y(x2)} suitlaloi isofactorielle de densité f(yy,y-), alors
"pT N, E{cp[Y(x)] Y (X2)} =Ty (X1, x2)€p[Y (X2)] -

Cette propriété est connue sous le nom de relation d’ échange des facteurs.

+¥
(7) Les propriétés précédentes entrainent : cov{j [Y (x,)l.] €Y (x,)]} =a T, (X0, X)) i §-

p=1

En particulier, pour p >0, cov{c,[Y(X1)l,Cp[Y(X2)]} =T, (X1,X5).

D’ aprés I'inégalité de Schwarz, la valeur absolue des coefficients { T,(x1,X2), pT N} est inférieure
ouégaeal:" p>0,|T,(X;,Xz) | £1.
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|.3. Lekrigeage digonctif isofactoriel

Onsuppose que lafonction aléatoire Y (x) suit, aprés anamorphose, une loi bivariable isofactorielle
caractérisée par lafamille de facteurs{c,, pT N} et leurs corrélogrammes { T,(h), pT N} [propriété
(7)]. On cherche a estimer une grandeur j [Y (x)] de variance finie :

JIYOQI=4i ,c,[Y(X].
p=0

D’ aprés |’annexe A, le krigeage digonctif équivaut au cokrigeage simple des facteurs. Or, a cause
de lapropriété (5), un tel cokrigeage s identifie au krigeage smple (KS) de chaque facteur séparément,
d ou finalement :

P OIY O =A ], KIY ().
p=0

Aing, sil existe une famille a la fois génératrice et orthonormée, le krigeage digonctif s obtient
en décomposant la fonction a estimer sur cette famille et en krigeant séparément chague terme. La
variance d' estimation s écrit :

var{j [Y ()]~ ] “°IY ()} =é°\j 5 var{c ,[Y(X)]- ¢ s°[Y (X))} .
p=0

Comme la variance de krigeage smple, la variance de krigeage digonctif prend en compte la
structure spatiae de la régionaisation et la configuration géométrique formée par le site a estimer et
les sites d' observation, mais est indépendante des valeurs prises par les données{Y (x.), a = 1... n}.

1. Exemples

[1.1. Modéles bigaussien et hermitien

Laloi marginale est une gaussienne centrée et réduite (moyenne 0 et variance 1), tandis que les
facteurs sont les polynémes d’ Hermite normés, définis par la formule de Rodrigues :

1 d"g(y)_
Jelgly) dyP

"pl N, Hy ()=

Dans le modéle bigaussien (Matheron, 1973b, 1974, 1975b ; Rivoirard, 1994), les covariances
des facteurs sont |es puissances successives du corrélogramme r (h) de la gaussienne :

"p>0, Ty(h)=[r (h)]°

Ces covariances tendent vers un effet de pépite lorsque p devient infini, de sorte que le krigeage
digonctif ne nécessite que le krigeage simple d’'un nombre limité de facteurs (les termes d’ ordre élevé
étant pratiquement nuls). Il s agit dun modele de diffusion.
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Dans le modéle hermitien (Matheron, 1974, 1975b, 1976), les covariances des facteurs sont les
moments d’ une variable aléatoire R(h) avaeursdans|[-11] :

"p>0, Ty (h) =E{[RN)]"}

On retrouve le modéle bigaussien en prenant R(h) presgue sirement constante et égale ar (h). Un
autre cas remarquable est celui ou R(h) ne prend que lesvaleurs0 ou 1: les variables Y(x + h) et Y (x)
sont égales ou indépendantes ; il s agit, a une anamorphose pres, du modée mosaique. Dans le cas
générd, la loi hermitienne est un mélange ck lois bigaussiennes dont le coefficient de corréation est
randomisé entre—1 et 1.

Le krigeage digonctif est difficile & mettre en cauvre lorsque la convergence de {T,(h), p T N}
vers un effet de pépite est lente, puisgu’ aors les termes d ordres élevés ne s annulent pas dans les
développements en polyndmes d Hermite. Une solution approchée est cependant possible (Emery,
2002).

[1.2. Modéles bigamma et de Laguerre

Dans ces modéles, la loi marginale est une distribution gamma qui dépend d’un paramétre positif
a contrélant son degré de dissymétrie (Matheron, 1973b, 1975b, 1983 ; Hu, 1988). Les facteurs sont
les polynémes de Laguerre normés d’ ordrea :

C;(a) 1 dp e-yyp+a-l)
Gp+)Ga+p) e’y>*dyP '

" pT N, Li,(y)=\/

Dans le modéle bigamma, la covariance du facteur d’ ordre p est égale au corrdogrammer (h) de
lavariable gamma (ce dernier ne pouvant jamais prendre de valeurs négatives) élevé ala puissancep:

"p>0, Ty(h) =[r ()]°

alors que dans le modele de Laguerre, il s agit du moment d' ordre p d une variable aéatoire R(h) a
vaeursdans[0,1] :

"p>0, T,(h)=E{[RN)]"}

S a devient infini, le modéle bigamma se rapproche du modéele bigaussien. L’ intérét des modéles
bigamma et laguerrien est leur capacité a modéiser des variables régionalisées dont I’ histogramme
présente une forte dissymétrie ou une proportion importante de valeurs nulles ou quasi-nulles.

[1.3. Autres modéles

D’ autres modéles isofactoriels ont éé développés, notamment :
le modéle beta (Matheron, 1975b, 19844) : la loi marginde est une loi beta, laquelle dépend de

deux parametres positifs {a b} . Les facteurs sont les polynémes de Jacobi ; leurs covariances sont
liées au corrdlogramme r (h) de la variable beta par :

"p>0, T,(h)=[r (h)]P@*L+P-D/@b)
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le modéle de Walsh (Matheron, 1975¢) : laloi marginale est uniforme tandis que les facteurs sont
les fonctions de Walsh. Dans le cas le plus général, leurs covariances sont les moments successifs
d'une variable aéatoire R(h) avaleur dans[-1,1] ;

lemodéle de Gauss inver se (Hu, 1988) : la distribution marginale est une loi de Gauss inverse ou
loi de Schel ; les facteurs delaloi bivariable n’ ont cependant toujours pas éé explicités ;

lesmodéles binomial négatif et deMeixner : laloi marginae est une loi binomiale négative qui
dépend de deux paramétresh eta avech 1 [0,1] eta > 0. Les facteurs de laloi bivariable sont les
polyndmes de Meixner normés. Leurs covariances sont les puissances du corrédlogramme de Y (x)
pour le modée binomia négatif (Matheron, 1975c, 1980a) ou les moments d’ une variable aléatoire
R(h) avaeurs dans[0,1] pour le modele de Meixner (Matheron, 1973b, 1983). S h tend vers 1, la
loi de (1-h) Y (x) converge vers une loi laguerrienne de parametre a ;

les modélesbinomial et deKrawtchouk : ladistribution marginale et binomide ; elle est définie
sur un intervalle borné {0,1... m} et dépend d’un paramétreh 1 ]0,1[. Les polynémes orthonormés
pour cette loi marginale sont appelés polyndémes de Krawtchouk. Dans le modée diffusif binomial

(Matheron, 1975c, 1980a), les covariances des facteurs sont |les puissances du corrédlogramme de la
variable binomiale. Plus généralement, dans le modéle de Krawtchouk, ce sont les moments d’ une
variable aléatoire R(h) avaeurs dans[-1,1]. St m tend versI'infini, laloi de lavariable Y (x), une
fois centrée et réduite, converge vers une loi hermitienne ;

les modéles de Poisson et de Charlier : laloi de Poisson dépend d’un paramétre g positif et ses
facteurs sont les polynémes de Charlier. A I'instar des modél es précédents, il est possible de définir
un modéle de diffusion et un modéle composé — les modéles de Poisson et de Charlier (Matheron,
1973b, 1975¢c, 19803, 1984a) — sdon que les covariances des facteurs sont les puissances du
corrélogramme de Y (x) ou les moments d une variable aéatoire R(h) a valeurs dans [0,1]. Le
modéle de Poisson est un cas limite des modéles précédents. En effet, dans le modéle binomial
négatif, s h® Oeta ® +¥ td queah ® (, on retrouve le modéle de Poisson de paramétre g. De
méme, le modele binomia redonne le modéle de Poisson lorsqueh ® O et m® +¥ avec mh ®

q;

le modéle de Jacobi (Matheron, 1984a, 1989b) : laloi de Jacobi est une loi binomide de taille m
dont le paramétre h est randomisé par une loi beta de paramétres {a b} positifs. Les facteursde la
loi bivariable sont les polyndémes de Jacobi discrets, qui dépendent de trois paramétres {a ,b,m}.
Ce modele permet de retrouver asymptotiquement la plupart des exemples précédents (binomial,
binomial négatif, Poisson et beta), ce qui lui conféere une grande souplesse d application. Les
corrél ogrammes des facteurs sont définis a partir de celui de lavariable Y (X) :

"p>0, T,(h)=[r (h)]P@*L+P-D/@b)

le modele anti-Jacobi (Matheron, 1984a, 1989b) : la loi marginale dépend de deux réels positifs
{a,b} et d'un entier m qui est la borne maximale atteinte par le processus discret. Les facteurs
sont définis a partir des polynémes de Jacobi discrets. Ce modele présente moins d'intérét pratique
gue le modéele de Jacobi discret, a cause de laforme en cloche des lois marginales (peu fréquente
dans les applications) et de la difficulté a lui associer un modéle de changement de support. Les
corré ogrammes des facteurs sont liés a celui de lavariable Y (x) par :

P> 0, Ty(h) =[r (n)] e e

le modele hyper géométrique : ce modéle est mentionné par Matheron (1975c) mais ses facteurs
N’ ont pas encore ée explicités ;
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les modéles discrets construits a partir des lois empiriques (Matheron, 1984a ; Lajaunie and
Lantugoul, 1989) : ces modeles font appel alathéorie des processus de naissance et de mort dans
I’ espace unidimensionnel (I’ axe temporel). L’ aspect multidimensionnel de Y (x) et son éventuelle
anisotropie sont pris en compte par un variogramme sans palier, qui relie |’ espace “ géographique’
al’ espace “temporel” du processus de naissance et de mort.

[1.4. Modéles de type mosaique

Le modéle mosaique est un cas extréme de nombreux modéles précédents. L’ espace et divisé en
cellules de géométrie aléatoire en chacune desquelles lafonction aéatoire prend une vakeur constante,
indépendante d'une cellule a I’ autre. Toute fonction de la variable admet le méme corrélogramme que
cdle-ci, en particulier sesindicatrices. |l n’existe en conséquence aucune déstructuration des valeurs
élevées (Matheron, 1982).

Unmodée un peu plus général est le modéle a résidus d’indicatrices autokrigeables (Rivoirard,
1989, 1994 ; Matheron, 1989b), dans lequel la fonction aéatoire étudiée N’ admet pas d’ effets de bord
en montant ou en descendant. Dans le premier cas, le variogramme croisé entre deux indicatrices est
proportionnel au variogramme de I’ indicatrice associée au seuil le plus bas ; dans le second cas, il est
proportionnel au variogramme de I’ indicatrice associée au seuil le plus élevé.

I[11. Deux modes de construction

Deux méthodol ogies ont été éaborées pour définir des lois bivariables isofactorielles. La premiére
consiste a régulariser une mesure aléatoire orthogonae (Matheron, 1973b ; Armstrong and Matheron,
19864). Cette approche met en évidence les modéles dont les lois marginaes et bivariables sont
indéfiniment divisibles : bigaussien, laguerrien, de Poisson, de Meixner et aloi de Gauss inverse.

La seconde approche repose sur la théorie des processus markoviens de diffusion dans le cadre
continu ou des processus de naissance et de mort dans le cadre discret (Armstrong and Matheron,
1986b ; Matheron, 1975b, 1975c, 1984a, 1985a, 1989b ; Laaunie and Lantugoul, 1989). Ce procédé
est plus généra que la régularisation de mesures orthogonales et permet d obtenir tous les modeles
mentionnés précédemment. Dans un premier temps, il fournit des processus isofactoriels a une
dimension dont les facteurs ont des covariances exponentielles. L’ extension a plusieurs dimensions est
possible par substitution (Matheron, 1989b ; Lantuéoul, 1993, 2002).

V. Aspects pratigues

IV.1. Anamor phose

Le choix de la distribution marginale aprés anamorphose (caractére discret ou continu, type de
distribution et parametres) est guidé par le degré de dissymétrie que présente la variable initiale ou par
I’ éventuelle présence d’une proportion non négligeable de vaeurs nulles (Matheron, 1980a). Dans
le cadre gamma, des critéres pratiques sont proposés par Demange et al. (1987), Hu (1988), Hu et
Lantugoul (1988).
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IV.2. Choix des parametres delaloi bivariable

La loi bivariable de Y(x) est caractérisée par les corrélogrammes {T,(h), p T N} ou, de fagon
équivalente, par la variable aéatoire R(h), a valeurs dans[0,1] ou [-1,1] selon le modéle. Pour faciliter
I"inférence tatistique, il est commode d’ introduire un modele de distribution pour R(h), dépendant de
peu de paramétres. Un modele intéressant est celui ou R(h) suit une loi beta; cette loi est comprise
entre 0 et 1 et dépend de deux réels positifs a(h) et b(h) ; la densité de probahilité de R(h) s écrit :

v, (dr) :Mr ath)-1 1- r)b(h)-l dar .
" G(a(h)) Gb(h))

S a(h) et b(h) tendent vers I'infini, on obtient un modéle de diffusion ; au contraire, s'ils tendent
vers 0, on retrouve le modéle mosaique. Entre ces deux extrémes, la combinaison des paramétres a(h)
et b(h) permet de décrire une vaste classe de modéles, ou la structuration des valeurs extrémes est plus
ou moins accentuée. Dans les modéles ol les corrélogrammes {T,(h), p T N} sont les moments de
R(h), I écriture générae de T,(h) est lasuivante :

T (hy = ZaM) +b(h) G@ah) + p)
"7 Gah)Gath) +b(h) + p)

En pratique, il est plus smple d employer comme parameétres r (h) et b = a(h) + b(h), que I’on
suppose constant :

T,(h)= ABDYCOr M +P >0
Gbr (h))G(b + p)

Il suffit de connaitre le corrélogramme r (h) de la variable anamorphosée et le paramétre b pour
déterminer le modéle. Ce dernier peut étre choisi a partir de la relation entre le madogramme g;(h) de
Y (x) et son variogramme g(h) (Chilés and Delfiner, 1999) :

¢.(h)__ Gb) Gbgh)/g¥)+1/2)
6(¥) Gb+1/2) Ghbgh)/g(*))

Le modéle de diffusion correspond ab ® ¥ : le variogramme est alors proportionnel au carré du
madogramme. Au contraire, le modéle mosaique correspond ab ® 0 : dans ce cas, le variogramme est
proportionnel au madogramme.

0.8

06 =

B=1

04 B—0

madogramme normé

02r

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

variogramme normeé

Figure B.1. Madogramme en fonction du variogramme dans le moddle betifié
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V. Un critérepour identifier un modée isofactoriel

Comment savoir s une fonction aéatoire donnée est isofactorielle ? Nous mentionnons ci-dessous
un critére trés simple permettant de tester la propriété isofactorielle sans expliciter les facteurs ; ce
critére a récemment éé proposé par Subramanyam et Pandalai (2001). On commencera par examiner
le cas d'une fonction aléatoire dont les valeurs sont en nombre fini, par exemple les entiers compris
entre 0 et m. Les densités bivariables isofactorielles s expriment sous la forme

P, (i,J) = Prob[Y(x+h) =i, Y(x) = ]] =R P, ém T,(h)c, @), () avecé’nl] Cp(i)cq(i) P =dy
p=0 i=0

Cette équation peut s écrire sous forme matricidle :

P(h)='XT(h)X avec 'X X =1
avec
P(h) : matrice symétrique a termes positifs de terme générique (lignei, colonnej) B, (i, j) / JR—R
X : matrice carrée dont le terme générique (ligne p, colonne i) est \/F, cp (i)

T(h) : matrice diagonale dont |e terme générique (ligne p, colonne p) est T,(h)

On a donc exprimé la propriété isofactorielle sous la forme d'un probléme de diagonaisation de la
matrice P(h) dans une base orthonormée. Comme P(h) est une matrice symétrique réelle, une premiéere
conséguence est qu’une telle diagonalisation est toujours possible. Autrement dit, toute loi bivariable
discrete est “factorielle”.

La question est de savoir a quelle condition I’ensemble des matrices P(h) induites par un modée
de loi spatiale sont associées aux mémes facteurs{c,, p = 0... m} (caractére isofactoriel). Cela revient
a chercher la condition sous laguelle toutes ces matrices sont co-diagonalisables, i.e. diagonalisables
dans la méme base orthonormée. Une condition nécessaire et suffisante est que pour toute paire de
distances (h, h"), les matrices P(h) et P(h") commutent.

La condition est suffisante: s P(h) ='XT(h) X et P(h§='XT(h¢ X , alors

P(h)P(hY =X T(h) X 'X T(hY X =*X T(h) T (h9 X
P(hgP(h)="X T(hg X 'XT(h)X="XT(hg T(h)X

et le critére est bien satisfait puisque deux matrices diagonales commutent.

Inversement, soit un ensemble de matrices symétriques réelles { P(h;), i T 1} commutant deux adeux. Introduisons
les endomorphismes {u;, i T 1} canoniquement associés & ces matrices ; ces endomorphismes sont diagonalisables en
base orthonormée. Pour montrer qu'ils sont co-diagonalisables, un lemme préliminaire est utile: si u; et u; commutent,
alors u; laisse stables |es sous-espaces propres de u;. En effet, soit x un vecteur propre de u; associé alavaleur propre| :

ui(¥) =1 x dot u; ou;(x) =u;ou (x) =1 u;(x)

donc u;(X) est un vecteur propre de u; associé alavaleur propre | et appartient au sous-espace propre correspondant.

On éablit la co-diagonalisation des endomorphismes {u;, i T 1} par récurrence sur leur rang: si ce rang vaut 1, le
résultat est immeédiat ; supposons-le acquis jusqu’au rang n-1. Deux cas se présentent : soit tous les endomorphismes
sont des homothéties, auquel casiils sont diagonaux dans toute base de R", soit I'un d’ entre eux au moins (par exemple
Uy) N’ est pas une homothétie. L es sous-espaces propres de u, (de rang < n) forment une décomposition de R"; les autres
endomorphismes commutent avec u, donc, d’ aprés le lemme, laissent stables ses sous-espaces propres : ils y induisent
par restriction des endomorphismes qui sont co-diagonalisables (hypothése de récurrence). En recollant les sous-bases
diagonalisantes, on obtient une base de R" qui co-diagonalise tous les endomorphismes, C.Q.F.D.
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Exemples

Modéle mosaique de corrélogrammer (h) :

P(h) =r (h)I +[1- r (h)] A
ou A = P(8) est lamatrice de terme générique (lignei, colonne j) / PP.
Il est @ise de voir que le critere est vérifié, car A commute avec la matrice identité.

Modele des feuilles mortes colorées (Jeulin, 1997 ; Lantugoul, 2002)

Ce modéle est une généralisation de la mosaique des feuilles mortes. On considere un ensemble de
valuations{0,... m} auxquelles on associe des densités de points poissoniens {q;, i = 0... m} et des
covariogrammes geométriques {K;(h), i = 0.. m}. Entre les instants t et t + dt, m processus
infinitésimaux (chacun associé a une valuation i, une forme de grain primaire K;(h) et une densité
0; dt) apparaissent et recouvrent partiellement le processus déja construit ; la probabilité que deux
processus infinitésimaux correspondant a des val uations différentes se chevauchent est nulle.

Si I'on inverse |’ échelle de temps, ce modéle équivaut a partir det = 0 et remonter dans le temps,
en changeant |’ opérateur “dernier grain observé’ en “premier grain observé’. La différence est que
le processus N’ est plus atéré dés lors que le domaine a smuler est entiérement recouvert ; a partir
de cet instant, on obtient donc une image exacte du processus asymptotique.

En posant

" i1 {0,..m},a =q; K;(0) a=4 3

i=0

—_— ———] —

EiT {0..mbb () =g Ki(h)  b(h) =& b(h)
i=0

—

les lois marginale et bivariable sont définies par (Lantuéjoul, 2002) :

" i1 {0,..m},p =&
a

a; [a; - bj(h)]+a;[a; - b(h)] +d b (h)

TT {0 Py () = al2a- b(h)] i 2a- b(h)

— e ———— —

Des essais numériques montrent que, en général, la propriété de commutation n’est pas vérifiée,
sauf s tous les covariogrammes geomeétriques sont identiques (mosaique des feuilles mortes).

Cas continu

Les résultats précédents peuvent étre étendus au cadre continu en faisant appel a la théorie des
espaces de Hilbert. La condition de commutation des couples d’ opérateurs { P(h), P(h")} est nécessaire
mais n’est plus suffisante pour assurer la propriété isofactorielle, car leurs spectres peuvent ne pas étre
discrets (Matheron, 1989b). || faut donc également s assurer que les valeurs propres sont en nombre au
plus dénombrable, ce qui peut se faire en exhibant une écriture factorielle (mais non isofactorielle) des
lois bivariables.
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Annexe C :

Simulations par
chaines de M arkov

|. Principes dela ssmulation par itérations mar koviennes

On considere un espace probabilisé défini par un triplet (WA,p) :
W désigne I’ ensemble des états possibles ou univers.

A est une tribu (s-algebre) sur W ; elle décrit I’ ensemble des propositions ou événements que I’ on
peut énoncer sur les ééments deW.

p est une distribution de probabilité (i.e. une mesure positive de poids total 1) définie sur A.
Dans la suite de cette annexe, on supposera que W est un espace fini ou dénombrable, bien que la

théorie markovienne peut étre étendue a des espaces plus complexes (Tierney, 1994 ; Guyon, 1999), et
gue p ne s annule pas sur W (au besoin, on éimine les états n’ ayant aucune probabilité d’ étre atteints).

_ On se pose le probleme de simuler laloi p sur W. Pour cela, on cherche a construire une suite { X,
nl N} d états aléatoires dont laloi converge vers p lorsgue n tend vers I’infini. Deux simplifications
sont adoptées :

1) laconstruction d’un état X, ne dépend que de |’ état antérieur X, ; (propriété markovienne) ;
2) laloi detransition d'un éat al’ éat suivant est stationnaire (propriété d homogénéité).

Sous ces conditions, la suite {X,, n 1 N} est une chaine de Markov stationnaire. Sa construction
ne requiert que la donnée d'un état initia X, et d un noyau de transition P :

P(x,y) =Prob[X,,, = Y| X, =X] (Cl
Le noyau de transition élevé ala puissance n représente laloi de transition d’ ordren:
P"(x,y)=Prob[ X, =y| X, = X]

de sorte que la convergence de la chaine verslaloi p équivaut a écrire :
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"xyl W lim P"(x,y) = p(y) (C2)

On dit que laloi p est la limite ergodique du noyau de transition P. La relation (C.2) implique
certaines propriétés de la chaine de Markov :

a) irréductibilité : comme p(y) est strictement positif, il existe un rang (dépendant de x et y) a partir
duquel ona

P"(x,y) >0 (C3)

Ceci signifie gqu'il existe une probabilité non nulle de passer d’un état a tout autre, ou encore que
tous les états communiquent. On dit que la chaine de Markov est irréductible.

b) apériodicité : lapériode d’ une chaine de Markov se définit comme le plus grand commun diviseur
desdémentsde{n1 N telsque P"(x,x) > 0}. Cette définition est indépendante du choix de x dans
W. Or, d’ aprés |’ équation (C.3), il existe un entier n tel que P"(x,x) > 0 et P™*(x,x) > 0. Lachaine a
donc une période égale a1 ; on dit auss qu'elle est apériodique.

c) invariance dep par le noyau de transition P : a cause de la convergence de la chaine, s X, suit la
loi p, dorsX..; suit également laloi p (on dit que |’ on est en régime stationnaire). En utilisant la
relation (C.1), il vient :

a P P(x,y) = p(y) (C4)

xIW
Réciproquement, on montre que, s une chaine de Markov homogeéne, irréductible et apériodique
admet une loi p invariante par son noyau de transition, alors p est la limite ergodique du noyau de
trangition [Eq. (C.2)]. Par consequent, lasimulation delaloi p revient atrouver un noyau de transition
vérifiant les trois propriétés ci-dessus. Avant de donner des algorithmes permettant de résoudre cette
guestion, mentionnons une derniére propriété qui sera utile : laréversibilité. Une chaine de Markov est
p-réversible s
" yT W, p(x) P(x,y) = p(Y)P(y,X) (C.5)
Il est aisé de voir que cette propriété entraine I’'invariance de p par le noyau de transition P [Eq.
(C.4).

Premier exemple : I’algorithme de Metropolis

L’ agorithme de Metropolis permet de construire un noyau de transition P assurant |’ ergodicité de
lachaine [Eq. (C.2)]. Il se décompose en deux étapes :

1) lachaine se trouvant dans un éat X, proposition d'un état candidat y selon une transition définie
par un noyau irréductible Q(x,y) ;

2) acceptation de |’ état candidat avec une probabilité a(x.y).

Cette procédure fournit comme noyau de transition final :

"x,y1 WP(x y)=a(x,y)Q(xYy) si xt yet"xi W,P(x,x)=1- § P(x,2)

awW
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Plusieurs possibilités sont envisageables pour choisir le noyau Q(X,y) (proposition de changement)
et lafonction d’ acceptation de changement a(x,y) :

dynamique de Metropolis (Metropolis et al., 1953) : soit Q un noyau symétrique, ¢ est-a-dire tel
que Q(x,y) = Q(y,x) pour tous les états x ety ; on pose :

A . 0
n X, yl Vv,a(x’ y) =min ?M:
p(X) g

dynamique de Hastings (Hastings, 1970) :

5 POV

" ’ TVV, y =mi R
YAty = M A y) 5

dynamique de Barker (Barker, 1965) :

"x.yT Wa(x y)= p(y) Q(Y. X)
P(X) Q(x, y) + p(y) QY X)
S Q est symétrique, cette fonction seréduit a: " x, yT W, a(x,y) = _py
p(x) + p(y)

Dans tous les cas, la probabilité p n’a besoin d' é&re connue qu’ a un facteur multiplicatif pres.

Second exemple : I’ échantillonnewr de Gibbs

Supposons que I’ on cherche a simuler un vecteur aéatoire X dont les composantes, au nombre de
n, prennent leur valeur sur un espace E et sont distribuées selon une loi conjointe p. L’ échantillonneur
de Gibbs consiste a balayer |’ ensemble des composantes et a remplacer, au i-eéme pas de ce balayage,
la -éme composante x; par une valeur issue de sa distribution conditionnelle aux autres composantes
(on dit quel’on “relaxe’ lavaleur x;).

Une transition est définie par un balayage complet, soit :

~ i
"X YT WP Y)=O PO | Viseen Yiors Xisg e Xn)

i=1

Dans |e conditionnement, lesi — 1 premiéres composantes ont déja été rel axées, contrairement aux
n — i derniéres composantes. La encore, la probabilité conjointe p n’a besoin d' étre connue qu’a une
constante multiplicative pres.

On démontre que la chaine ains congtruite converge vers laloi p a smuler (Geman and Geman,
1984). Plusieurs variantes ont été proposées, par exemple effectuer un balayage aéatoire a chaque
itération au lieu d' un balayage systématique ; d’ autres modes de balayage sont possibles, a condition
gue chaque composante soit relaxée un nombre infini de fois.

En géodtatistique, cette algorithme sert a simuler des vecteurs gaussiens tronqués (Freulon, 1992 ;

Freulon and de Fouquet, 1993), des fonctions aléatoires de substitution ou un point uniforme sur un
sous-ensemble de R? (Lantugoul, 2002), pour ne citer que quel ques exemples.
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Vitesse de conver gence

Dans les applications, la chaine de Markov doit étre stoppée aprés un nombre fini d'itérations,
d ou la question : comment S assurer que la chaine est entrée dans son régime stationnaire ? Bien que
de nombreux travaux y aient éé consacrés (Meyn and Tweedie, 1993 ; Tierney, 1994 ; Guyon, 1999 ;
Gdli and Gao, 2001), les résultats théoriques concernant la vitesse de convergence des chaines de
Markov sont souvent tres specifiques ou peu pratiques.

Pour contourner ces difficultés, d’ autres approches permettent d’ atteindre un état distribué selon p
en nombre fini d'itérations : smulation “exacte” par composition inverse (Propp and Wilson, 1996) ou
par composition directe (Diaconis and Freedman, 1999). Ces techniques récentes dépassent |e cadre de
cette présentation.

1. Conditionnement des ssmulations

La probabilité a smuler peut ére atérée par une inf ormation partielle sur le phénoméne éudié
(prise d' échantillons, contraintes physiques, informations qualitatives, etc.). Dans ce cas, tous les états
de W ne sont pas autorises, mais seulement un sous-ensemble W,, et |I’on cherche a smuler laloi de
probabilité conditionnelle p. définie par

"AT A, p.(A) = p((\/'?/)) sous réserve que p(W.) > 0

C
ou A, est latribu induite par A sur W,.

Deux techniques de conditionnement sont envisageables : la restriction du noyau de transition et
le recuit smulé.

[1.1. Restriction du noyau de transition

Une premiére idée consiste a ne retenir que les transitions qui, a chaque éape, restent en accord
avec les données conditionnantes, ¢’ est-a-dire que I’on exclut toute excursion de la chaine en dehors
de W.. On obtient une chaine de Markov sur W, de noyau de transition P, défini par :

" x,yT W,,P.(x,y) =P(x,y) sixt y et" x1 W., P.(X,X) = P(x,X) + é_ P(x,2)

zZ1 W- W,
Pour garantir que p. est la limite ergodique de P. [Eq. (C.2)] il suffit que P soit réversible [Eq.

(C.5)] et que P, soit pe-irréductible. L’ état initial doit appartenir aW,. A titre d’ exemple, cette méthode
est utilisée pour construire des simulations conditionnelles du schéma bool éen (Lantugoul, 2002).

[1.2. Recuit smulé

Ondéfinit une fonction objectif (O) sur I’ ensemble des états de W, s annulant quand les conditions
sur les données sont satisfaites et restant strictement positive dans le cas contraire :

"xT W,,0(x)=0 et" xT W-W_,0(x)>0.
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En pratique, il est naturel de prendre une fonction qui décroit lorsque la réalisation se rapproche de
I’ensemble des états autorisés, par exemple la somme des valeurs absolues des écarts entre les valeurs
simulées aux sites de données et les valeurs réellement mesurées en ces sites.

On construit ensuite une chaine de Markov dont laloi de transition s effectue selon une étape de
proposition suivie d' une étape d' acceptation ou rejet. L’ état proposé (notéy) est généré selon un noyau
detrangition P réversible admettant laloi a priori asimuler (p) comme limite ergodique, puis accepté
avec la probabilité

2 exp(-0) /199
é exp (- 0()/1) 5

ou x désigne I’état courant de la chaine de Markov et t est un parametre scalaire appelé température.
Ce critére d’ acceptation et de regjet correspond a la dynamique de Metropolis vue antérieurement.

Aing, toutes les transitions favorables (celles diminuant la fonction objectif) sont acceptées. Les
transitions non favorables n’ ont qu’ une certaine probabilité d’ étre acceptées, dépendant de la valeur de
latempérature ; plus celle-ci est faible, plus les transitions non favorables ont tendance a étre rejetées.
On montre que I’ on obtient asymptotiquement un éat de W, suivant laloi p. S on laisse évoluer cette
chaine de Markov tout en faisant tendre simultanément la température vers zéro (Kirkpatrick et al.,
1983 ; Boulanger, 1990 ; Hegstad et al., 1994 ; Lantugjoul, 2002).

Pour éviter que la fonction objectif soit piégée dans un minimum local, il est conseillé de partir
d' une température élevée et de I'abaisser lentement, par exemple a la kiéme itération prendre une
température inversement proportionnelle aln(k +1) (Geman and Geman, 1984 ; Lantuéoul, 2002).

L’état initial de la chaine de Markov peut étre un état quelconque de W. En pratique toutefais, il
peut étre avantageux de partir d’ une simulation non conditionnelle.

Le recuit simulé présente plusieurs avantages sur larestriction du noyau de transition :

il peut étre généralisé au cas ou p(W,) = 0, ¢’ est-a-dire lorsque I’ ensembl e des états autorisés est de
mesure nulle ;

il peut incorporer des contraintes complexes, par I’ intermédiaire de la fonction objectif ;

il peut ére éendu aux chalines de Markov inhomogenes, pour lesquelles le noyau de transition
dépend de I'itération (Gidas, 1985 ; Guyon, 1999). Le principe est que les transitions potentielles
soient de plus en plus modérées a mesure que la température diminue (aux faibles températures,
les grandes transitions perdent leur intérét car elles sont presque toujours rejetées).

Exemple : mosaique des feuilles mortes

Ce modéle (Matheron, 1968a ; Jeulin, 1997) posséde deux descriptions équivalentes :

(@) modéle de recouvrement : des points poissoniens ou “germes’ apparaissent au cours du temps, en
chacun desquels est implanté un objet valué ou grain primaire; les grains nouveaux recouvrent les
grains anciens. Au bout d'un temps suffissmment long, les grains apparents constituent une
mosaique des feuilles mortes ;

(b) modele de germination : on renverse I’ échelle de temps, ce qui revient a considérer que les grains
nouveaux sont cette fois cachés par les grains plus anciens.
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En termes figurés, dans le premier cas, on regarde le tapis de feuilles mortes de dessus, tandis que
dans le second cas, ce tapis est vu de dessous. || est aisé d’ obtenir des images exactes de la mosaique
des feuilles mortes en adoptant la seconde description (modéle de germination) : il suffit d attendre
que les grains primaires aient recouvert I’intégralité du domaine D & simuler’, puisqu’aors I’gjout de
nouveaux grains n’ atére plus I'image obtenue. C'est cette description qui sera désormais retenue.

On se pose a présent le probléme du conditionnement des simulations a un ensemble de données
expérimentales. Pour simplifier, on suppose que les valuations du modéle sont en nombre fini, de sorte
que p(W;) > 0, et I’on prend pour état initia une simulation non conditionnelle.

La fonction objectif et le schéma de refroidissement (évolution de la température en fonction des
itérations) étant choisis, il reste a déterminer le noyau de transition réversible P. Pour cela, on regarde
la mosaique des feuilles mortes comme une population d’ objets (les grains primaires valués), repérés
par leurs germes qui constituent un ensemble de points poissoniens dansD ~ R.. On partitionne D en
sous-domaines {D;,i = 1... I} et I’axe temporel en intervallesdelaforme {[j t, +1) t[,j T N} out
est une date de référence. Le noyau de transition propose est le suivant :

1) choisrunindicei au hasard dans{1,... I} ;
2) choisr unindicej dans N, selon une loi géométrique ou de Poisson ;

3) remplacer tousles objetsgermésdansD; ~ [j t, (j+1) t[ par un ensemble d’ objets générés selon la
loi non conditionnelle.

On notera la parenté de cet algorithme avec celui proposé par Lantuéjoul (2002) pour smuler un
modéle de dilution poissonienne. Les vauations desfeuilles mortes étant par hypothése en nombre fini,
il est également possible de partir d’ un état respectant les données conditionnantes et de restreindre le
noyau de transition précédent (i.e. exclure toutes les transitions qui interrompent le conditionnement
des données), mais I’ obtention de I’ état initial S avéere délicate lorsgue le nombre de valuations est trés
elevé.

En pratique, alak-ieme itération, seuls comptent les objets germés jusqu’ a une date T(K) :

T(0) est la date d apparition du dernier grain primaire lors de la smulation non conditionnelle qui
condtitue I’ éat initial.

Si latransition proposee ne laisse aucune donnée conditionnante a découvert, T(k) = T(k—1). Dans
le cas contraire, il est nécessaire de compléter I’ état courant par une simulation non conditionnelle
jusgu’ a ce que toutes les données soient & nouveau recouvertes ; on pose aors comme vaeur de
T(K) la date d' apparition du dernier grain primaire.

Il est inutile de tester latransition lorsque la valeur del’indice j choisi est supérieurea T(k— 1) /t.
Formellement, il faut cependant considérer I’ existence d’ objets germés sur | T(k — 1), +¥[ suivant
la loi non conditionnelle du modéle. Ces grains n'ont pas besoin d' ére explicités tant qu'ils sont
recouverts.

L En fait, le domaine D doit étre le domaine & simuler dilaté du rayon maximal des grains primaires, car un grain germé en
dehors du domaine a simuler peut recouvrir partiellement ce domaine.
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Résumeé

Cette thése vise a dével opper des algorithmes de simulation conditionnelle de fonctions aéatoires
alois bivariables isofactorielles, ¢’ est-a-dire telles qu'il existe une base de fonctions (facteurs) sans
corrélations spatiales croisées. Les lois isofactoridlles réaisent un compromis entre deux exigences
souvent difficiles a concilier : d’une part, elles forment une vaste classe de modéles et permettent de
s adapter a la description de nombreux phénomeénes ; d autre part, I’inférence statistique du modéle
repose sur un faible nombre de paramétres.

Lapremiere partie de la these met en relief les limitations et |es approximations commises par une
technique réputée “passe-partout” : |’ agorithme séquentiel, qui consiste a simuler les sites de | espace
les uns apres |es autres dans un ordre aléatoire, en estimant en chague site la distribution de probabilité
conditionnelle de la valeur inconnue par un krigeage d’ indicatrices ou par un krigeage digonctif.

La seconde partie propose des modéeles nouveaux et des agorithmes adaptés a leur smulation et
au conditionnement a des données expérimentales. Plusieurs outils structuraux sont introduits et
étudiés pour mener I'inférence des lois bivariables, notamment le madogramme, les variogrammes
d ordre inférieur & deux et les variogrammes d’ indicatrices. Les concepts et méthodes sont finalement
appliqués a un ensembl e de données miniéres (accumulations en or et argent dans un gisement chilien
en veine) caractérisées par une trés forte dissymétrie des histogrammes.

Abstract

This thesis aims at developing conditional ssimulation algorithms for random fields with bivariate
isofactorial distributions, i.e. such that there exists a basis of functions (factors) with no spatial cross-
correlation. Isofactoria distributions fulfill two constraints that are often difficult to conciliate: on the
one hand, they constitute a wide class of models and adapt to the description of numerous phenomena;
on the other hand, their statistical inference relies only on afew parameters.

The first part of the thesis highlights the limits and approximations of an “al-purpose” technique:
the sequential algorithm. It consists in simulating the field locations one after the other, according to a
random sequence, by estimating at each location the conditiona distribution of the unknown value by
either an indicator or a digunctive kriging.

In the second part, new models and algorithms are proposed in order to achieve the smulation and
the conditioning to experimental values. Severa structural tools are introduced and studied to enable
the inference of bivariate distributions, in particular the madogram, variograms of order lower than
two and indicator variograms. The concepts and methods are finally applied to a mining dataset (gold
and silver accumulations in a Chilean vein-type deposit) characterized by highly skewed histograms.





