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Resune. La decision dans l'incertain est un theme de recherche particulieremert actif a
I'heure actuelle, en raison notammert de sesnombreusesapplications dansdi ererts domaines
del'ing enierie (telecomrunications, transports,. . .), dela gestionet dela nance, etc. La formu-
lation de cesproblemesentermesde problemesd'optimisation souscontraintes estune approche
classique.Cependart, dans un contexte aleatoire (ou stochastique), la nature des contraintes
prises en compte requiert une attention particuli ere :

{ les contraintes a satisfaire \presque s0remen” sort generalemen irrealistes ou anti-
economiquegon ne dimensionnepaslesreseauxpour ecoulerle tra ¢ desheuresde pointe
de l'annee), en dehorsbien sar desrelations mathematiquesqui represertent leslois de la
Physique;

{ les cortraintes a satisfaire \en esperance”, quoique mathematiquemert agreables, n'ont
pas de signi cation pratique tres utile dans la mesureou le respect d'une inegalite sur
I'esperancene garanit rien sur la frequencedesdepassemets de cette inegalite;

{ les corntraintes a satisfaire avec une certaine probabilite sort generalemen cellesqui ont
le plus de signi cation pratique, mais ellessort di ciles a traiter mathematiquemern ;

{ d'autres mesuresderisqueont ete recemmen proposees(CVaR, ordresstochastiques,...),
notamment dans le domaine de la nance, pour aller dans le sens d'un traitement
mathematique plus facile (presenation de la corvexite par exemple), mais avec une cer-
taine perte de l'interpretation intuitiv e qu'on peut leur donner.

Sur le plan theorique, I'une des dicult es fondamertales que soukewe le traitement des
contraintes en probabilit e est que cescortraintes s'expriment essetiellement commel'esperance
d'une fonction indicatrice d'ensenble, fonction a la fois non corvexeet discortinue : le traitement
de telles quartit es par des methodes d'approximation stochastique est donc tresdi cile.

Dans cette these,trois voiessort exploreespour contourner cesdi cult es:

{ le recoursa d'autres formulations du risque qui amenert a desproblemesmathematiques

plus simples;

{ desmethodes d'integration par parties ou de changemen de variables dans le calcul de
I'esperance permettent, souscertaine condition, de remplacer la fonction indicatrice par
sa primitiv e, evidemmen plus reguliere, et donc plus facile a traiter du point de vue de
I'approximation stochastique: on obtient ainsi desestimateursnon biaisesmais preserant
une certaine variance;

{ desmethodesde\lissage” remplacart la fonction indicatrice par une approximation \adou-
cie", ce qui introduit un certain biais dans l'estimation, biais que I'on cherdhe ensuite a
faire tendre asymptotiquemert vers zero.

Ces methodes sort evalueeset compareesa la fois sur les plans theorique et numerique, en
utilisant pour cela deux exemplesissusl'un d'un probleme de parcours optimal avec risque et
l'autre d'un problemed'investissemeh en nance.






Intro duction generale

L'optimisation, une aide a la decision

L'optimisation estune technique qui permet de \quanti er" lescompromis entre descrit eres
parfois non commensuables i.e. peu susceptiblesde s'evaluer dansles m&mesunit esfl. Ene et,
si tout seramenait a deseuros, il surait d'additionner tous les e ets d'une decision pour la
comparer a une autre. Mais que vaut la vie humaine? Penserpar exemple a une politique de
securite routiere qui co0te des investissemets en euros et qui rapporte des economies... de
morts.

En fait, la theorie de I'optimisation fournit desoutils permettant de repondre a desquestions
du type\si on acceptede perdre x sur un critere, conmbien pourra-t-on gagnerau mieux sur un
autre critere? " au moins de facon marginale (i.e. lorsque x est petit). Voila d'ou vient \le prix
dela vie humaine" : dansun conexte (et avecdescortraintes) bien precis,x eurosde plus de tel
investissemet en matiere de securite permettront (statistiquement) d'economisery morts, d'ou
le prix marginal du mort. Mais ce prix marginal pourra &tre tresdi erert dansun autre cadre
decisionnel,avec d'autres niveaux de contraintes par exemple... ce qui doit donner a re edir.

Finalemen, l'optimisation ne se substitue pas a la responsabilite du decideur; elle rend les
conequencesde certains choix a priori (xation d'un budget, d'un niveau de securite) plus
explicites en ayant fait le mieux possiblea l'interieur du cortexte cree par ceschoix.

Nomenclature de l'optimisation

L'id eed'optimisation etant tresgenerale, nous allons entrer un peu plus dansla description
de sous-caegoriesqui correspondert a des outils mathematiques et des niveaux de di cult es
assezvariables:

optimisation continue et optimisation discrete : la premiere distinction a faire concerne
la nature des \espaces"” dans lesquelsles variables de decision prennent leurs valeurs,
c'est la dichotomie \discret-continu”, bien marque en mathematiques et qui conditionne
beaucouples possibilites de recourir a certains outils. On se situera dans le cas cortinu,
ce qui permet de considerer des variations in nit esimaleset l'usage de la notion de
derivee desfonctions impliqu ees(les fonctions pourront ne pas etre parfaitement \lisses"
et seulemen \sous-di erertiables", toujours est-il que I'on disposerad'une possibilite de
parler de petites variations) ;

!Le debut de cette introduction estinspire du cours Convexite et Optimisation enseigre par G. Cohena ' Ecole
des Ponts en 1999-2000.



optimisation deterministe et optimisation dans l'incertain : dans le cas deterministe,
tous les facteurs intervenart dans le probleme, en dehors des variables de decision
a notre disposition, sort supposes connus avec precision. Mais bien souwent, dans la
plupart des situations concretes, le decideur doit faire face a un certain nombre de
facteursinconnus, ou plus preciemert connus statistiguement par exemple.Une approche
possiblede la decisiondans l'incertain consistealors a utiliser un cadre probabiliste pour
decrire mathematiquemert l'incertain (on parle dans ce cas d'optimisation stochastique
et on cherche en gereral a minimiser I'esperance de la fonction co0t, ce qui suppose
implicitement gu'on accepteun comportement \optimal en moyenne");

optimisation statique et optimisation dynamique: le mot \dynamique" estle plus souwert
utilis e lorsquele tempsintervient, i.e. qu'un systemeewlue, qu'il faut prendre desdecisions
a diversesetapes de cette ewlution, et que cesdecisionsauront une in uence sur tout

le futur. On parle alors de commandeoptimale qui peut &tre a nouveau deterministe ou
stochastique. Pour @tre plus precis,dansune formulation deterministe, le mot \dynamique"

implique que I'on manipule des\tra jectoires" : les\commandes"”, commeles variables de
decision, les etats du systeme, ::: , sort desobjets indexes par le temps. A l'inverse, si
on se place dans des situations dynamiques et en presenced'incertain, on entre le plus
souwert dansle mondede la commandeen bouclefermeeou en feedbad, ou I'on a interét
a prendre les decisionsa chaque instant au vu des obsenations disponibles jusqu'a cet
instant.

Generalit es sur l'optimisation  stochastique sous contrain te

Il existe diversesnotions mathematiquespermettant de formuler descortraintes en optimi-
sation stochastique :

les contraintes presquesires : elles sort trop exigearies d'un point de vue economique
et reserees par congquert aux equations decrivant un modele physique. En e et, si
I'on considere par exemple l'optimisation du dimensionnemen d'un systeme collectif
(une autoroute, un reseauelectrique), vouloir a tout prix satisfaire la demande quelle
gue soit celle-ci, ou quel que soit I'etat de panne de certains elemerts, conduit a un
surdimensionnemen du systeme economiquemen inacceptable. On arrive donc a tolerer
la violation des cortraintes (defaillance de fourniture de la demande par exemple) dans
un \certain nombre de caspastrop grand";

les contraintes en esgerance : quoique mathematiquemert agreables, elles n‘ont pas de
signi cation pratique tresutile, dansla mesureou le respect d'une inegalite sur I'esperance
ne garantit rien sur la frequencedesdepassemets de cette inegalite;

les contraintes en prolabilite : ces cortraintes sort une formulation asseznaturelle du
risque, mais ellessort di ciles a manipuler mathematiquemert.

A ce stade de lintroduction, il nous senble indispensable de distinguer deux types de
\d efaillance", qui sort pratiquement de signi cation et mathematiquemert de dicult estres
di erenes:

la defaillance quantitative : lorsque lI'on ne satisfait pas a une demande d'electricite
par exemple,il n'est pasindi erert de savoir combien de consommateursont ete prives



d'electricite et pendart combien de temps; il est naturel que le \coOt de defaillance”
soit au moins proportionnel a la demande non servie; on est mathematiquemern dans
l'optiqgue de \coOts corvexes",i.e. de coOts marginaux croissans;

la defaillance qualitative : il estdessituations ou le fait devioler une cortrainte entra’™e une
issuefatale quel que soit le depassemenconstate du niveaude la contrainte souhaite; par
exemple,si la cortrainte correspond a la de nition d'une cible a atteindre pour recuperer
I'equipaged'un aeronefen casd'incident, et si le fait de ne pas pouvoir atteindre la cible
doit etre considere commefatal a la survie de I'equipage,il importe peu de savoir si on a
de \b eaucoup” ou \de peu" manque la cible : le processusest \en tout ou rien", on est
mort ou on a survecu (co0t marginal non monotone, ce qui correspond a une situation
non corvexe).

La formulation des contraintes en probabilite etant particulieremen bien adaptee a cette
deuxieme categorie de defaillance, et s'agissan d'une formulation naturelle du risque, c'est
precigemert a cetype de contraintes que nous allons nous interesserdans ce travail.

Asp ects algorithmiques : gradient stochastique

An de mettre en evidenceles di cult esrencortreeslors du traitement mathematique de
la cortrainte en probabilit e, nous allons decrire succinctemen la strategie de resolution que
nous envisageons,strategie basee sur un algorithme de type gradient stochastique (dans [13],
G. Cohenet J.-C. Culioli ont etendu la methode du gradient stochastique et le traitement des
contraintes par dualite aux cortraintes formuleesen esgerance).

1. On commencepar ecrire la contrainte commeune contrainte en esgerance.Si la cortrainte
en probabilit e s'ecrit

P o(u; ) p;

ou
u designela variable de decision,
designela variable aleatoire,
P designela probabilit e d'un evenemer,
p 2 [0; 1] designele niveau de probabilit e requis pour la satisfaction de la contrainte,
designele niveau de la contrainte,
et si Iz~ designela fonction indicatrice de la demi-droite reelle positive, i.e.,

(
Si X 0
Ig+ (X) = L
0 sinon;
alors on peut ecrire h i
P o(u; ) = E g g(u; )

2. On utilise ensuitela dualite pour faire ertrer, a I'aide d'un multiplicateur , la cortrainte
comme une partie de la fonction colt : soit E[j (u; )] la fonction coat initiale a minimi-
seren u sousla contrainte en probabilite; le Lagrangien ainsi obtenu s'ecrit comme une
esperance h

L(u; )=E j(u;) pIgs g(u; )



En supposart I'existenced'un point sellede L, il s'agit de mini-maximiser cette esperance
par rapport aux variables primales et duales selonl'id ee du gradiernt stochastique (algo-

rithme de Arrow-Hurwicz stochastique etudie dans ce contexte de cortrainte en esgerance
dans [13])). Concretemert, on doit donc resoudreun probleme d'optimisation formule a
l'aide d'une esperance mathematique. Notons bien que I'on se place \en boucle ouverte”,

i.e. une situation ou les decisionsdoivert etre prisesune fois pour toutes sur la based'in-

formations a priori (statistiques, ... ). C'est le caspar exemplepour la determination des
investissemets a faire une fois pour toutes pour faire face a desaleas(pannes,consomma-
tions, ... ) qui ne sort connus a l'avanceque par leurs statistiques. Le calcul desesperances
estle plus souvent di cile, voire impossible.La methode du gradient stochastique apporte

une reponsea cette di cult e en\optimisant tout en calculart I'esperance”. Il s'agit en fait

d'une combinaison de I'id eede la methode de Monte-Carlo (tirages pseudo-akatoiresper-
mettant |'evaluation numerique desesperances)avec la procedure iterative des methodes
de gradient en optimisation.

Deux typesde di cult esapparaissem alors. On sait en e et (il s'agit d'un theoreme) que si
I'on consicereJ(u) = E h(u) , et sil'on supposeque h est Lipschitz p.s.,alorsJYu) = E hYu) .
La premieredi cult e, fondamertale, tient doncau fait quela fonction I g+ gstnon seulemet non
di erertiable mais non continue. Il n'‘est pasimpossibleque I'expressionE |- g(u; ) soit

une fonction cortinue voire di erertiable de u par le fait quela discortinuite de | g+ \se deplace”
avec chaque et que l'on fait une operation de moyenne par E. Mais le gradient stochastique
opere malheureusemeh par , cequi signi e quel'operation regularisarte de moyennen'a pas
lieu et le gradiert, voire méme un sous-gradiem, de u 7! I+ o(u; ) n'existe pas. Pour
contourner cette di cult e trois approchessort envisagees:

{ chercher d'autres formulations du risque qui ameneraien a desproblemesmathematiques
plus simples (partie [ du memoire);

{ traiter directemert le problemedediscortinuite enutilisant desideesd'integration par par-
ties ou de regularisation obtenue par corvolution avecdessuitesde fonctions regularisaries
(partie [l du memoire, chapitre B) ;

{ reformuler la cortrainte en probabilit e commeune contrainte sur un quantile independart
de la variable de decision (partie [Tl du memoire, chapitre B).

La deuxiemedi cult e estlieea la strategie de resolution elle-méme. En e et, I'existence d'un
point selledu Lagrangien n'etant pas du tout garartie, il est preferable de recourir a I'id ee du
Lagrangien augmerte pour augmerter les chancesque ce point selle existe. Or le melange de
I'esperance (trait ee comme dans le gradient stochastique) et desnon linearites du Lagrangien
augmerte posecertains problemes(partie [l du memoire, chapitre B).
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Chapitre 1

Notations et resultats connus

On souhaite resoudre des problemes d'optimisation stochastique par un algorithme de
type gradient stochastique. On rappelle donc ici quelquesresultats d'optimisation corvexe et
de theorie des probabilit es, ainsi qu'un certain nombres d'hypothesesqui seron faites assez
systematiquemen par la suite. En n, on presetne un algorithme derive de la methode dite du
\gradient stochastique”, introduit par Robbins et Monro, et qui seranotre strategiede resolution
tout au long de ce memoire.

1.1 Optimisation convexe

Pour cette synthese,nous nous sommesinspiresde Aubin ([[2], [3]), Faurre ([19]), Sdwartz
([30), [31) et Cea ([8]).

On seplace dans un espacede Hilb ert U, de dimension quelconque,identi e a sondual U°,

Denition 1.1. Soit C un sous-enseifble de C. On dit que C estun cbne de sommet O si
8g2 C; 8t2R"; tq2 C:

Par deniton, C = g2 Cj g2 C . Dansla suite, on supposeC corvexe, ferme
d'interieur non vide et tel que C\ ( C) = f0g (cbne saillant). On de nit alors la relation
d'ordre , compatible avec la structure d'espacevectoriel :

8p;q2 C;, p g, p g2 C:

On considere desproblemesd'optimisation corvexe souscontraintes: on minimise la fonction-
nelle corvexe J sur le ferme U2¢ de U. On introduit un autre espacede Hilbert, C, dit \espace
descortraintes”, lui aussiidenti e a sondual C°. On de nit une cortrainte par la donneed'un
operateur () de U2 dansCet d'un cone corvexeferme C de C. Ainsi pose, le problemes'ecrit

n 0
min Jwij(uw2 C : (1.2)
u2uad
Remarque 1.2. Lesconraintes d'egalite correspondernt aucasC = 0 .

Dans notre cas,J estl'esperanced'une fonctionnellej (u; ) de nie deU dansR, etant

une variable aleatoire sur
V4

def

Ju = j(u )P): (1.2)



20 Notations et resultats connus

1.1.1 Optimisation libre

Denition 1.3. Une fonctionnelle J de nie sur U estdite convexe si
8t2 [0;1]; 8(u;v)2U%; Jtu+ (1 tyv I+ @ t)I(V):
De nition 1.4. Une fonctionnelle J de nie sur U estdite strictemen t convexe si
8t2]0;1[; 8(u;v)2U%;u6v; Jtu+(l t)v <tdJ(u)+ (@1 t)I(v):

Denition 1.5. On appelle epigraphe et domaine de J respectivemerti lesensenbles:

n 0
epiJ = (viy)2U Rjy J(v) ;

et n 0

domJ= v2UjJ(v)<+1
J estdite propre sisondomaine estnon vide et si elle n'est pasidentique a 1
Denition 1.6. J estdite semi-con tin ue inf erieuremen t (ou s.c.i.) si

8u2U; J(u) Iim ilr}fJ(v):

Resultat 1.7. On a:
() une fonction est convexesi et seulementsi son epigraphe est convexe,
(ii) le domaine d'une fonction convexeest convexe

(iii) une fonction ests.c.i. si et seulementsi son epigraphe est ferme;

(iv) toute fonction convexe,s.c.i. et propre est minoree par une fonctionnelle a ne.

Remarque 1.8. Le point (iv) estune application du theoreme de separation de Hahn-Banad
applique a epi J.

De nition 1.9. Une fonctionnelle J est dite coerciv e sur U39 si U24 est borne ou si

lim J(u)=+1:
u2Uad; kuk! +1

Resultat 1.10. Soit U un espce de Hilbert, J : U! R une fonctionnelle convexes.c.i. propre,
et U3 U un convexeferme. Si J est coercive sur U2, alors J admet au moins un minimum
sur U2, Si J est strictement convexe,alors ce minimum  est unique.

Demonstration. Soit (uX)on une suite cortenue dans U29, et telle que J(uX) tend vers
inf 5> ya0 J(u). Une telle suite, dite suite minimisante, est bornee, donc faiblemert compacte,
car J est coercive sur U4, Elle admet donc une sous-suiteu () faiblemert corvergerte vers
un point u 2 U2 (car U est corvexe ferme, donc faiblemert ferme). De plus, J etant s.c.i.
pour la topologie faible (car corvexe), J(u )  liminf J(u ®) = inf ,as J(u). L'unicit e est
immediate. O
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Denition 1.11. J estdite fortemen t convexe de module a, ou a-corvexe, si
a
8t2 [0;1]; 8(u;v)2U% Jtu+ (1 tyv tIJw+ @ t)I(v) Stk vk?:
De nition 1.12. Une fonctionnelle J estdi erentiable au point u 2 U s'il existe une forme
lineaire cortinue noteeJYu) : U! R telle que

8v2U; hllirrg)+ J(u+ h\r:) J(W) _ h Yu); vi

J estdite di erentiable sur U siellel'est pour tout u 2 U.

Denition 1.13. On appelle sous-di erentiel deJ au point u 2 domJ, I'ensenble
n 0
@)= r2U%8v2U;J(v) Ju) h;v ui

r 2 @ (u) estun sous-gradien t de J au point u. Si @ (u) 6 ;, J estdite sous-di erentiable

enu.

Denition 1.14. Soitf : U! R [ f+1g une fonction non identiguement egalea +1 . La
conjugueeou transform ee de Fenchel def estlafonctonf :U! R [ f+1g denie par

8y2U; f (y):=sup hy;xi f(x)
x2U

L'application f 7! f est appelee conjugaisonou transformation de Legendre-Fencel. Par
construction, f est corvexe et semi-corinue inferieuremen (i.e. son epigraphe est ferme).
Comme conequencede cette de nition, nous avons I'in egalite suivante :

Propri ete 1.15.
f(x)+f (y) hy;xi 8(y;x) 2 U2:

Le calcul sous-di erertiel et la transformation de Legendre-Fendhel sort tr esetroitemert lies.
En e et,

Propri ete 1.16.
yz@(x) , f(x) f(y) hixi=0":
Resultat 1.17. On a:
(i) siJ estdi erentiable, |'a-convexite equivauta
8(u;v)2 domJ % J(v) Ju) H%u):v ui a%ku vk?;

ou
g(u;v)2 domJ % H%v) J%u):v ui  aku VK

(i) une fonctionnelle J a-convexeest strictement convexeet coercive;

(i) siJ estsous-di erentiable, (i) restevraie en remplacant J Yu) par tout r 2 @J (u) ; on dit
quele sous-di erentiel est fortemen t monotone de module a ou enmre a-monotone.

Denition 1.18. (i) Une fonctionnelle J estdite lipsc hitzienne de constarte L sur U si

8(u:v)2 domd % jJ(u) J(v)j Lku vk;
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(i) J estasous-gradien t lin eairement born e (de parametresc; et ¢p) Si
8u2domJ; 8r2 @(u); krk cikuk+ c;

on resumeracette derniere de nition par J est SGLB (c1;¢) ;
(iii) J estdite a deriv ee lipsc hitzienne de constarte B si

8(u;v) 2 domd % kIqu) JYv)k  Bku vk:
Resultat 1.19. Sila fonctionnelle J : U! R esta deriveelipschitzienne de constante B, alors

8(u;v)2 domJ % J(v) J(u) N%u):v ui+%kv uk?:

1.1.2 Dualit e

On rappelle que C, dit \espacedescortraintes”, estun espacede Hilb ert, identi e a sondual
C%; et que l'on de nit une cortrainte par la donneed'un operateur ( ) de U2 dansC et d'un
cone C de C. On consicere toujours le probleme

n 0
min J(u)j (u2 C : (1.3)
u2yad

On note U I'ensenble dessolutions du probleme (3.

De nition 1.20. On appelle cébne conjugu e de C, I'ensenble C%de ni par

n (0]
c’= 2Cjm%qg 0, 8qg2C

Denition 1.21. :U! Cestdite C-convexe si
8(u;v) 2 U%8t 2 [0;1]; tu+ (1 t)v t(u (@ ty(v)2 C:
estdite C-sous-di erentiable enu sil'ensenble
@( u)=n 2LU;Qj8v2U; (v u) (v, (u 2 CO
est non vide. Cet ensenble est appele sous-di erentiel de . Si estC-corvexe,la fonction-
nelle corvexefp() = hp; ()i estcorvexesip 2 CO; et dansce cas, elle est dite reguli erement

sous-di erentiable si @ p(u) sereduit aux elemerts de la forme > paec 2 @( u), le
signe” designan I'operateur adjoint.

Denition 1.22. Le Lagrangien assaie au probleme (I3, de ni sur U2 CO est
L(u; )=J(u)+h; (ui:
On appelle \condition de Slater" la condition
02int (U @+ cC ;

int designar l'interieur d'un ensentble.
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Resultat 1.23 (Th eoreme du point selle). On supmseJ convexe,s.c.i. et coercive sur U9 ;

si la condition de Slater est satisfaite, alors u 2 U24 solution de (IL3)

, ﬁ 2 c%8(u; )2 ud c% L;) L@; ) L@ ) i
. 8u2U Jw) JW+h ;(wi;h ;(u)i=0(u)2 C; et 2 CO;

si J estsous-di erentiableet estregulierement C-sousdi erentiable, alorsu 2 U2 est
solution de (3 si et seulementsi 9 2 CP%tel que

9r 2@ );9 2@(u);hr +( ) u ui O 8u2 UM;
h ;(u)i=0; et (u)2 C:

Les conditions ci-dessussort les conditions de Kuhn et Tucker pour le probleme (3. On
est parfois amere a introduire le probleme dual de (L3, ainsi que les ensenbles O( ) et P(u)
pouru2 Udet 2 CO

Denition 1.24. On note P I'ensenble dessolutions du probl eme dual suivant

max G( );

avec
mingpyae L(u; ) si 2 CO
1 sinon:

G()=
G( ) estdite fonction duale de J.
On note
0() = arguraniJr;d L(u; ); et P(u)= arg max L (u; ):
Prop osition 1.25. Sousles hypothesesdu Resultat[[.Z3 G est concave et
8( ;u)2P U; U O( ) e P P):
On dit quele Lagrangien est stable en u si
8 2P; O( )=U:

Resultat 1.26. Solutions primales et dualesde (L33 et proprietes de O :
l'ensembledes points selesdeL sur U3 ClestegalalU P ;

si O( ) existe, alors G estsous-di erentiable et @G( ) estl'enveloppe convexefermee des
(u)pouru2 0();

si O( ) estun singleton, G estdi erentiable (il sut enfait que O( ) soit reduita un
singleton);

si J est strictement convexeen u, alors L est stableen u.
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1.1.3 Princip e du probl eme auxiliaire

Base sur une methode de point xe, le princip e du probleme auxiliaire consistea remplacer
le probleme

min J(u); (1.4)
u2uad

avec U2 corvexe ferme d'un espacede Hilbert U et J fonctionnelle a valeurs reelles, sous
di erertiable et corvexe, par la sequencede problemesauxiliaires suivante :

urznliJr;d Ku)+ Hr% KYuk;uit ok (1.5)

K etant une fonctionnelle fortement corvexe choisie par le concepteur de l'algorithme,
rk 2 @(uk) et" > 0.

Avec des hypothesesadequates, la suite (uX)y2n ainsi engendee converge faiblemert vers la
solution u du probleme (I3).
Th eoreme 1.27. On supmse:
J convexe,propre, s.c.i., et coercive sur U294,
K :U! R fortement convexeet di erentiable.
Alors la solution de ([LY) existe et est unique. Si de plus,
J estSGLB (c1;¢2) et ("K)kan estune -suite (i.e i on K= +1 et P on P+,
ousi "k = k=rkk avec K une -suite

alors
. Ky — )
k!“Tl JW)=J();

la suite (uX)y2 N estborneeet tout point d'accumulation appartient aU . Enn, siJ estfortement
convexe,alors :
U=fug et lim kuk uk=o0:
kI +1

La demonstration setrouve dans [11].

Donnons une interpretation de l'algorithme assaie a ce princip e du probleme auxiliaire. On
consicere le probleme

n 0
min Jwj(u2 C
u2yad

On suppose les hypothesesnecessairegpour pouvoir garartir I'existence d'un point selle du

Lagrangien L. On choisit

1

K(u; )= %kukz 2—k k?:

avec > 0O et le multiplicateur assaie a la cortrainte. Il s'agit d'une fonction auxiliaire,
fortement corvexe-fortemen concave et di erertiable. Soit (v;q) 2 U2 0 r 2 @L(v;0),
s2 @L(v;q), et" > 0. Avec ceselemerts, cherchons un point sellede

Ku; )+ Hr KYv;o;ui+hs KOvq); i
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surU P, cequireviert aresoudre,pour (u; )2 U P lapaire dinequationsvariation-
nelles

8u2 U O Y+ r KAvio;u ui 0;

8 2P ;K% Uu; )Y+"s KO%vo); i 0:
On remarque facilemert que si (v;g) est une solution de ce systeme, c'est aussi un point selle
de L sur les mémessous-enselbles admissibles.L'obtention de I'algorithme reposealors sur les
obsenations suivantes :

{ le probleme du point selle est remplace, lors du deroulemer de l'algorithme, par une
alternance de remisesa jour desvariables primales et duales: cesdeux typesde variables
sort donc trait esdans un schema sequertiiel ;

{ la remisea jour desvariables dualessefait par un algorithme de type gradiert.

On obtient ainsi l'algorithme d'Arro w-Hurwicz qui revient a une alternance de pas de gradient
projete dansl'espaceprimal et dansl'espacedual selonle schema:
uktt = e uk e L &)

k+1 - o k+ Ilr L(uk+1, k)

1.1.4 Lagrangien augmente
Pour une etude complete du Lagrangien augmerte, le lecteur pourra sereporter a [[14].

Denition 1.28. On consicere le probleme

n (0]
min J(u)j (u2 C
u2uad

On de nit le Lagrangien augmente commesuit :
: . C 2
Sy = + h + ° :
Le(u; ) mzlncJ(u) h; (uw i 2k( u) k

Remarque 1.29. SiC = f0g, alorsL¢(u; )= J(u)+ h; ( u)i + $k( u)k?.

Cette de nition n'etant pas tres operatoire, les resultats suivants, extraits de [[14], donnent
plus d'informations sur les manipulations de Lagrangiensaugmertes.

Resultat 1.30. L. peut sereecrire
Le(up )=Jd(w+  (u);

ave c
: I R C Y = mi iy C 2
:C C! R () min_h i+ Sk k
ouenwmre ( ; )= maxhg; i 1y k?:
» /T qeco 2¢ '
a les proprietes suivantes:

est convexeen , concaveen etdi erentiableen et , etona
o o 1h i
()= cof +c), (:)=E co( +c¢) :
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admet I'expression explicite
1 h [
(;):2—Ckco(+c)k2kk2;

enn, on a les majorations suivantes
8 2C*8 2 C; (;) 0 e 82cC;82¢C% (;) h; i:
Remarque 1.31. On aegalemenh

(:)=h0C )i 2k °C: K

Tout l'interet de l'introduction du Lagrangien augmerte provient du resultat suivant :

Resultat 1.32. Sousla condition de Slater, le Lagrangienaugment a un point selle sur U2 2
Plus precisement, les Lagrangiens L et L. ont le m&me ensemblede points seles U P,
respectivement sur les ensemblesadmissiblesu2®  CCPet U2d 0 De plus, L eststableenu :
en notant U¢( ) I'ensembledessolutions de min,yad Le(u; ), ona

8 2P ;u20,( )) u2uU:

1.2 Mo dele probabiliste

Introduisons le modele probabiliste permettant de decrire un algorithme de type gradiert
stochastique (pour plus de details, on peut par exempleconsulter [20)).

De nition 1.33. On appelle base sto chastique un quadruplet ; (FK)on; F; P , danslequel
est un ensenble dont on note ~ un elemert, F est une -algebre de , P est une loi de
probabilitesur ;F et FK une suite croissarie (au sensde l'inclusion desensenbles) de sous-
-algebresde F. On supposeraen gereral que F estla -algebre engendee par la reunion des
FK.

Denition 1.34. Soit Y;B un espacemesurable.Un pro cessus sto chastique sur l'espace
deprobabilite ;F;P despaced'etat Y;B estuneapplication X deN dansY mesurable.
Lesapplications X (;;F) : k! X (k;+); =2 sort appeleestra jectoires du processus.

Denition  1.35. Soit ;(FX)k2n:F;P une base stochastique et X un processusstochas-
tique sur ;F;P , despacedetat Y;B . On dit que X est adapt e a la ltration F (ou
non-articipatif ) si pour tout k 2 N, l'application ~! X (k; ) est F X-mesurable.

Denition 1.36 (Convergence d'une suite de variables aleatoires). Soit (X ¥)on Une
suite de variables aleatoires a valeurs dans un espacede Hilb ert U, I'espaceprobabilise assie

etant ;F;P . On dit que la suite comergeﬁ/erso )
|

en moyenne quadratique si limy +1 E kXXk? = 0;
n 0
en probabilite si 8" > O;limy; +1 P kXXk>" = 0;

presquesiremert si, pour presquetout ! 2 , XX(1)! 0.

Remarque 1.37. La cornvergenceen moyenne quadratique implique la corvergenceen proba-
bilit e; la convergencepresquesire implique egalemem la corvergenceen probabilit e.
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Denition 1.38 (Martingale).  Soit (X ¥)x2n un processusaleatoire adapte a une ltration
F. On dit que (X K)xon estune martingale si

8k2 N; E jXX <+1 et Ek x k1 = xk;
ou EK est 'esperanceconditionnelle sacant FX.

Denition 1.39 (Propri ete caract eristique - Denition des quasi-martingales). Un
processusstochastique (X ) adapte a la ltration F, tel que:

inf E X, > 1
k2N
et tel que, % h i
E IGk (Xk+1 Xk) <+1
k2N
avec n 0
Gk= "2 jEf[Xks1 X«]>0

est appele une (F; P)-quasi-martingale.

Resultat 1.40 (Con vergence p.s. des quasi-martingales).  Soit (X K)xan une (F; P)-quasi-
martingale. Alors (X K)xon convere p.s. vers une variable aleatoire mesuiable X 1 telle que

Ejx?tj Iirkninijxlj < +1:

Nous rappelonsci-dessousdeux lemmestechniques, souvert utiles dansles preuvesde cornver-
gencedesalgorithmes que nous utilisons.

Lemme 1.41. Soit (zK)k2n €t ( k2N deux suites de reels positifs telles que ¥ soit le terme

d'une serie convergente et

Zk+1 sup IZI +

| k+1

k

les Kk etant bornes. Alors (zK)x2n €St une suite bornee.
La demonstration de ce lemme setrouve dans Cohen [[11], p.146].

Lemme 1.42. Soit J, fonctionnelle lipschitzienne sur tout borne de Hilbert U. Soient (u¥)xan
et ("K)on deuxsuites a valeursdans U et R* respectivement, telles que

9 >0;8k2N; kuk?l ykk< "k

avec X
"K= 41 et 9 ;  "MKIWK) k< +1
k2N k2N
alors
: Ky —
k!IITl I =

La demonstration de ce lemme setrouve dans Cohen [[11], p.144].
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1.3 Methode de 'ODE

La methode de'ODE (ODE pour Ordinary Di er ential Equation), dont on peut trouver une
presenation detaillee dans [23], permet d'analyser la convergenceen moyenned'un algorithme
iteratif de la forme

uk+1 — Uk + uk h(uk) + kK + nk k; (16)

ou u 2 R" estun vecteur que l'on souhaite estimer de facon recursive. On supposeravraies les
guatre hypothesessuivantes : =
(H1) "> 0 8k2N,limyg +1 "K=0et ,,"K=+1,
(H2) h:R"! R" continue,
(H3) limg +1 X = 0 presquesiremert,
(H4)
n xn 0

lim P sup st =0; 8">0:
k! +1 m k 1=K

Ces hypotheses permettent d'assaier a un algorithme de la forme ([LH) son equation
di erertielle moyennede nie par

d—=u_=hu(): 1.7)

L'algorithme (ILH) est approximativemert une discretisation de cefte equation di erertielle
deterministe avec I'equivalence temps cortinu/temps discret t, $ :(zo "I, Son obtention re-
posesur l'utilisation

{ du fait que u¥ varie lentemert par rapport a X et X ("K << 1) et que h estreguliere;

{ dela loi forte desgrands nombres.
L'ODE caracterise le comportement statistique moyen d'un algorithme et son etude permet de

traiter le problemede la corvergencelocale graceau resultat suivant :
Th eoreme 1.43. Supmwsonsque (uK)yon de nie par (ICH) veri ant les hypotheses(H1) a (H4)
soit bornee presquesirement. Alors il existe ~o negligabletel que si

1. u 2 R" est une solution localement asymptotiquementstable de 'ODE u = h(u) ayant
pour domaine d'attraction DA(u );

2. pour 6279 uk(~)2 A DA(u ) inniment souvent

alors
lim uk(~)=u :
k! +1 ( )

Corollaire  1.44. Siu(t) = u estla seuletrajectoire bornee de 'ODE, alors uk! u presque
srement.

1.4 Methode du gradient stochastique

1.4.1 Appro ches intuitiv e et probabiliste

Les deux approches que nous donnonsici sort extraites de [[I€]. On s'interesseau probleme
suivant

min J(u)=E j(u; ) :
u2uad
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Le modele probabiliste introduit precdemmen permet de tenir compte du fait qu'a chaque
experience,on ne disposeque de l'information j(u; ) et non de l'information J(u). A fortiori,
on ne disposeradanslesbonscasqueder j(u; ), et le plus souven, seulun sous-gradiet de
j (u; ) seradisponible. D'ou l'algorithme suivant :

on choisit un u® dansuUad:

a chaque etape k, on e ectue un tirage aleatoire **1 suivant la loi P, independammer
destirages precederts;

on procedea la mise a jour suivante :

k+1l — uk nk

u rko rk2 @j(uk; 1), (1.8)

la suite ("¥)on etant une -suite.

En voici une premiqge approche intuitiv e, motivant I'hypothesede —sq};e. D'une part, on

peutecrireuf = u® [, "Krk: En divisant lesdeux membrespar X = £_; "k, on obtient
alors PR Pr X
- k=0 :
K K

Si uk corverge versu (avec u tel quer J(u) = 0) et ("K)kon est une suite a serie divergerte,
alors la suite de Cesaro Pr vk ok
k_ k=0 T

Vis
corvergevers 0, et n'est paseloigree de la veritable moyenneE[r] = r J(u). La serie divergerie
permet donc d'assurerla condition d'optimalit e en moyenne de Cesaro.D'autre part, en suppo-
sarn lessoussgradiets borneset enadaptant la preuve du casdeterministe, on demortrerait que

la propriete k("")2 < +1 permet de prouver la bornitude (presquesare) de la suite (u¥)on.

Considerons maintenant une motivation plus probabiliste d'un algorithme de gradient sto-
chastique. Supposonsqu'a la suite d'experiencesrepetees, on obtienne des mesuresy', a des
instants successifs = 1;2;:::, et quel'on doive deciderd'une action qui depend de la moyenne
estimeede cesnombres. Il est alors judicieux, aux instants k:Pk+ 1;:::, d'e ectuer desmoyennes
partielles avec les donneesdeja disponibles. Posonsuk = 1 !‘:1 y'. On note que cesmoyennes

k
(conditionnelles) peuvent secalculer de maniere recursive de la facon suivante

1
k+1 — |k k k+1y .
u =u —(u : 19
e TR A (1.9)
On reconndt (LB avecrk = uk yk*1 et"k = L Eneet, y**1 n'estautre qu'une realisation
de y, variable aleatoire, dont chaque uk constitue une esgerance conditionnelle. Le probleme
resolurecursivemert par (LY est en fait
1 h i
; 2 .
min EE (u y°; (1.10)

et il est classiqueen probabilit es que la moyenne soit le nhombre \autour duquel” la variable
aleatoire admet la dispersion minimale : (ILI0) admet pour solution u = E[y] et le critere
optimal J(u ) vaut h i

Ju)=ZE Byl y? = pvar(y):
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1.4.2 Convergence
Dans [15], J.-C. Culioli s'interesseau probleme
Z
min  j(u; )P(d) = J(u) S.C. (w2 C: (1.11)
u2uad

On appelle U I'ensenble des solutions de ce probleme. On supposequ'il existe un point selle
(u; ) pour le Lagrangien de ce probleme.

Lorsque J est strictement corvexe, J.-C. Culioli propose l'algorithme suivant, base sur le
princip e du probleme auxiliaire decrit en (I3 :
soitu®2 Uadet 02
connaissam uX et X on tire k1 suivant la loi P et independammen des tirages
precederts ; puis on calcule

- uk*1 par
min K (u) + h&rk K Quk);ui + "%h % ()i (1.12)
u2U¥
avecrk 2 @j(uk; k1)
- et 1 par

k+1 - k+ uk ( uk+l)

etant la projection sur C% céne conjugue de C.

Cet algorithme permet de trouver une suite (uX)2n qui corverge faiblemert p.s. versu et de
prouver que la suite ( ¥)on ass@ieeest borneep.s..
Th eoreme 1.45. En plus de l'existence d'un point sele au probleme ([LI1), on supse:

j(; ) convexe,propre, s.c.i. pour tout 2 ;j(u;:) mesumblesur pour tout u2 Uad;

J () strictement convexe;

() lipschitzienne de constante L ;

K fonctionnelle fortement convexede module b> O, di erentiable.

Alors, la solution de ([LI2) existeet estunique. Si de plus, pour tout , j(; ) esta sous-gadient
lineairement borne de parametres c; et ¢, et si ("K)xon estune -suite, alors les suites (uK)yon
et ( K)on sont bornees p.s. et (UX)2n conveme faiblement Pp:s: vers u  (d'apres la stricte
convexittedeJ, U = fu g). Enn, siJ estfortement convexe,la convegene versu estforte.

Lorsque J est seulemen corvexe, on utilise le Lagrangien augmerie et l'algorithme est alors
le suivant :
soitu®2 U et 22
connaissah uk et K, on tire k1 suivant la loi P et independammen des tirages
precederts ; puis on calcule
- uk+1 par

min K (u) + HKrk K Quk);ui + "8 ( w)i
u2yad

avecg= 0 (uk); kK etrk2 @juk; X1,
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- et 1 par

k+1 = k+ wk O ( uk+l). k

Le Lagrangien augmerte permet alors d'exhiber une suite double (u¥; K),,n dont les points
d'accumulation faiblesp.s. (u; ) sort telsqueu2 U et 2P ;8u 2 U.

Th eoreme 1.46. On fait lesmémeshypothesessur J, j, K et quepour le theoremeprecedent,
ex@pte la stricte convexite de J. Alors la suite (u¥)on est bornee p.s. et tous sespoints d'ac-
cumulation appartiennent a U . La suite ( K)xon est bornee p.s.. Tout point d'accumulation
esttel que 2 P(u );8u2 U .

1.4.3 Vitesse de convergence

Nous presettons ici les principaux resultats de [14]. L'id ee originale de cet article est, selon
nous, d'avoir cherche, sur un exemple particulier, a caracteriser sur un algorithme de gradiernt
stochastique la borne de Cramer-Rao.

;F;P estun espaceprobabilise, et U2 un corvexe de RY. On supposeque

j 2 L1 ;F;P ;estcorvexe,comninue enupour tout (1.13)
etverie sup jgj;g2 @j(u; );u2 U 2 q: (1.14)
Notons
J = rznindJ(u); M = argmuinJ(u); et |(u) = distancedeu aM :
u2ua

On supposeque J est a-corvexe,aveca = 2c; on a donc
Ju) J  cl(u)? 8su2u¥:; (1.15)

Sig(u; ) 2 @j(u; ) designeune selection mesurable du sous-di erertiel de u 7! j(u; ) et
("K)k2n une suite veriant :

Xl
"K#0 et K=yl (1.16)
k=1

on peut de nir la suite de variables aleatoires

uk*l = u® K g® :u®donne; (1.17)
i
ou g€ = g(uk: X). Onnotey* = E | uk 2 . On aalors
Th eoreme 1.47 (Con vergence en moyenne quadratique et vitesse de convergence).

Sousles hypotheses(IZI3) a (1), la suite uk verie lim, y* = 0. De plus, pour une suite "k
de la forme
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Dans [14], J.-C. Dodu et al. ont cherche a caracteriser, sur un algorithme de gradient stochas-
tique, la borne de Cramer-Raodansle casou la loi estatomique. Pour cela, ils sesort interesgs
a la minoration de la distance a I'optim um en fonction de la taille de I'echantillon.

On consicere la structure statigue ;F; 2 S, S etant le simplexede R™, i.e. que I'on est
dans la situation ou la probabilite 2 S estdiscrete, de support constitue de m atomes. Etant
donne u 2 RY, la fonction coOt est une application j : R I R* fortement corvexeenu et
deux fois di erertiable enu. On veut resoudre

muin Ej(u ) =J()

Soit ;F; 2S "un edwantillorbdetaille n, etr une parametrisation du simplexe,par exemple

r=(q:0, moet n=1 i”;llri. On consicere alors u comme une fonction der, et

on peut ainsi prendre le gradient de u par rapport ar, qui estnoter ;u . Une minoration au
sensdesmatrices de nies positivesdeE (0 u ) 2, 0 etant une statistique sur I'echantillon et
u l'optimum recherche, est donneepar la formule de Cramer-Rao :

1
E@ u)? ﬁrrullrru; 80 telque E [0]=u ;

ou | designela matrice d'information
h i
I =E rlog (r) 2.

La minoration chercheeest donneepar le theoreme suivant.

Th eoreme 1.48. Sij estfortement convexeen u et deuxfois di erentiable en u, on a
1
E@ u)? ﬁrZJ Yu)oQr 2y Yu)
8 0 estimateur sansbiaisdeni sur ;F; 2 S 2 etQ=Er yju;) 2.

Le theoreme suivant montre que la solution de
A
min-— j(u ) =3
i=1
ou 1;:::; n estunesuite detiragesindependarts selonla loi , conduit a une solution optimale
atteignant la borne du theoreme precedert. On note

DA
Op = argmin = j(u; j):
u n 1

1=
Lorsquej estfortement cornvexe enu et deux fois di erertiable en u, &, estunique.

Th eoreme 1.49. Lorsquej est fortement convexeen u, deux fois di erentiable en u et que
u7!j(u; ) asaderiveetroisiemebornee,on a, lorsquen! 1,

pﬁon u !

h i
ave Q=E rj(u;) *:

“'N 0;r2 Yu)Qr2) Lu)
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Enn, toujours dans [I7], J.-C. Dodu et al. presetent une methode du secondordre, et
montrent que, dans le cas quadratique, l'algorithme de gradient stochastique atteint la vitesse
de corvergenceoptimale. On appelle methode du secondordre une methode du type

uk+1 — uk Akr uj(uk; k)

ou AK est une suite de matrices, ceci par analogie avec la methode de Newton dans le cas
deterministe

uktt = uk e k) T )
lls montrent alors que la vitesseasymptotique optimale du Theoreme[[.48 est atteinte par une
methode du secondordre au moins dansle casou la fonction a minimiser est quadratique

) 1
j(u; )= §u>Bu bu+ u
ou estune variable aleatoire cerntree,de loi , et admettant un momert d'ordre 2.

Th eoreme 1.50. L'algorithme
uk+1 - Uk Akr uj(uk; k)

1
ou Ak = (k+ 1)B+ QB TE W wu) ? atteint la vitesse de convergene optimale
B QB !=n au moins dansle cas quaditique :

j(u; )=%u>Bu bu+ u; E[]= 0; E = 0Q:

On obsene que la vitesse de corvergenceoptimale est obtenue avec la methode du second
ordre, mais que le gain par rapport a la methode avec pas scalaire est faible. Ceci vient du fait
que, bien regke, un algorithme de gradiernt stochastique permet d'atteindre la plus petite valeur
propre de la borne de Cramer-Rao.

1.4.4 Am elioration asymptotique de l'algorithme de gradient stochastique

Dans[Z4], B.T. Poljak et A. Juditsky proposen une methode permettant d'ameliorer asymp-
totiguement un algorithme de gradient stochastique. L'id ee consiste a laisser les tra jectoires
explorer un domaine plus large en ralentissant la decroissancevers 0 du pas, mais de reduire
la variance en moyennart lestrajectoires. lls donnert pour ce nouvel algorithme un resultat de
corvergenceen probabilit e, et montrent que cetype d'algorithme permet d'atteindre le meilleur
taux de corvergencepossible.L'avantage de I'algorithme de gradient stochastique moyenne est
gu'il permet d'atteindre la borne de Cramer-Rao avec des pas scalaires.De plus, la robustesse
sur le choix du pas est bien meilleure qu'avec le resultat de [17], ou le reglagedoit &tre tres
pointu pour atteindre la plus petite valeur propre de la borne de Cramer-Rao.

On supposeque l'on cherche a minimiser une fonction J(u), u 2 R", supposedi erertiable.
On note u ce minimum. Pour resoudrece probleme, on utilise un algorithme de gradient sto-
chastique moyenne de la forme :

! Lootwh; yi=rJu H+ ' ou ' estun bruit aleatoire;

ut = ut
1 X!
t

.-+
1

u: uw2R":
i=0

On suppose
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(H1) J est deux fois cortinment di erertiable, et Il r 2J(u) LI pour tout u, avec
| > 0,L > 0etl la matrice identit e;

(H2) (Y): 1 estunesuite de variablesaleatoiresindependartes et identiquement distribu ees,
E[ 11=0;

(H3) onaj (u)j K1+ juj);

(H4) la fonction (u) = E[ (u+ 1)] est de nie et admet une deriveeen 0, (0) = O et
u”> (u) > O pourtout u6 0; deplus, il existe", K, > 0et0< 1, telles que

j O (Wi  Kajui* ; pour juj<";

(H5) la fonction (u) = E[' (u+ 1)' (u+ )] estde nie et cortinue en zero;
(H6) lamatrice G=  Q0)r 2J(u ) estHurwitz, i.e.Re {(G) > 0;i=1, ;n;
(H7) ona( ! UhH=t=9o(YH; '>0 8t;

1
( t)(1+ )=2t 1=2 o +1 -
t=1

On a alors

Theoreme 1.51. On suppmseque(H1) (H7) sontveri ees.Alors t_! u presquesirement
et t(ut u)! N(O;V), ie., ladistribution del'erreur normalisee t(u' u ) estasympto-
tiguement une loi normale, de moyennezero et de matrice de covariance

v=G 1! 0)NG Y:

Supposonsque ! possdeune densite g contin 0mert di erertiable et qu'il existe une matrice
d'information de Fischer nie
Z

f(@)= (rar”q)q *dy:
Sil'on choisit la fonction ' selonla densite q

"= f Ya)r Ing(u);

on obtient alors
V=r2J) () r2a) ?:

Comparonsl'algorithme de gradient stochastique moyenre a l'algorithme d'optimisation sto-
chastique asymptotiquemert optimal

ut=ut ot I (yY);
ou
B=r2Ju)! e '(y= f Ya) Ing(y):

Dans cet algorithme, on utilise la valeur de la matrice r 2J(u ). Il existe des versions
implemertables de cet algorithme, dans lesquellesun estimateur de la matrice est utilise a la
place de la vraie valeur. On montre que l'algorithme de gradient stochastique moyenne atteint
le mémetaux de corvergenceque l'algorithme optimal non implemerable.
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1.4.5 Analyse qualitativ e d'un algorithme de gradient stochastique

On souhaite resoudrele probleme
BRI

On supposeque ce probleme admet une solution unique u . On s'interessea la situation pour
laquelle la valeur exacte du gradient est dicile a ewaluer, et ou I'on ne dispose donc que
d'un estimateur du gradient, obtenu par exemple par simulation. La qualite de l'estimateur
(biais, variance,...) peut dependre de la valeur de u en lequelil est evalue, mais elle peut aussi
dependredu temps de calcul quel'on estprét a accepterpour faire la simulation. Nous presetons
brievemen ici une analyse qualitative de cet estimateur, menee par P. L'Ecuyer et G. Yin
dans [Z4)]. Lors de la resolution numerique de ce probleme par un algorithme de type gradient
stochastique, cette analyseva permettre d'etablir un compromis entre le biais et la variance de
I'estimateur.

On consicere l'algorithme

uk+1 - Uk+ uk k;
ou X estun estimateur du gradiert evalue en u® et ("K)2n. On de nit le biais conditionnel et
la variance de I'estimateur du gradiernt a I'it eration k par

bo= E[ X1 3%

Vi= E k X EN KK?

respectivemert, ou k k designela norme euclidienne. Contrairement a Vy, b est une va-
rigble aleatoire. Remarquons ggalemen que Vi est la trace de la matrice de covariance

E(Y ETMDCKR EN DT

Pour simpli er les notations, nous allons supposer que u = 0. Les hypothesessuivantes
permettent d'etablir la corvergencepresquestre de (u¥)an.

(H1) "=k oul=2< 1; doncE kulk? < +1 ;

(H2) il existe desconstartes > Oet K Otellesque + > 1etpourtout kK,

kbhck K k  ps.et Ekbhk® K2k 2 ;

(H3) il existedesconstartes 2 R et K Otellesque2 + > 1etpourtout k

h

i
W=E * EN°

K k

(H4) JOestcortinue;

(H5) 'ODE u=JYu) aune solution unique pour chaque condition initiale et JYu) = 0 a
une racine unique, u ;

(H6) il existe une constarte nie K > Otelle quekJQu)k K (1+ kuk) et il existe > 0 et
une matrice H telle que Jqu) = Hu + O(kuk?) pour kuk ; toutes les valeurs propres
de H ont desparties reellespositives; notons i, > 0 le minimum de cesparties reelles.
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La condition (H1) donneune forme explicite pour "K. (H2) forcele biais a decrdtre enO(k ).
Dans (H3), peut &tre positif, nul ou negatif, ce qui correspond a une variance qui (asympto-
tiguement) decrdt, reste borneeou augmerne avec k respectivemen. La condition 2 + > 1
imposea la variance de ne pas augmerter trop vite. Enn, (H6) requiert que la fonction J doit
etre quadratique pres de I'optimum. En dimension 1, ceci signi e que la derivee secondedoit
etre borneeau voisinagede 0; cecisigni e egalemen que J° doit crotre au plus lineairemer.

Prop osition 1.52. Sousles hypotheses(H1){(H6), uk! u p:s:lorsquen! +1 .

Demonstration. Ce resultat s'obtient gracea la methode de 'ODE deweloppee dans Kushner et
Clark [23. O

Le theoreme suivant montre commen regler un algorithme de gradient stochastique de
facon optimale an d'assurer un compromis ertre le biais et la variance de I'estimateur. Plus
preciemert, P. L' Ecuyer et G. Yin montrent quesikbck = O(k  )p:s, Vk = O(k )et"k=k
pour desconstartes reelles ; , et 1=2< 1, et si certainesconditions techniques sur J sort
satisfaites alors h i

E kukk? = O(k )

ou =min 2 ; +

Th eoreme 1.53. Sousles hypotheses(H1){(H6), avec < 1, il existe kg tel que pour tout
kK Ko,

K2 2
E ku**tk? . |<2+3K2 k +0k? *+k !
min 2 min
= Ok M@ i*) =0k
Cette estimation restevalablepour = 1, a condition que
Toujours pour des raisons de simpli cations, nous allons egalemen supposerque = 1
(comme est une fonction croissarie de , on prend le plus grand possible,i.e. = 1).

Lorsque 1+ < 2 , on obsene que le biais diminue plus vite et deviert asymptotiquemert
negligeablecompare a la variance.Le cas2 < 1+ correspond a une situation pour laguelle
le biais est le facteur dominant. Enn, si2 = 1+ | le biais et le bruit contribuent chacun a la
distribution asymptotique.

1.5 Optimisation sous contrain te en esperance

Etant donne ;A;P un espacede probabilite, U2% un sous-enserble corvexe ferme d'un
espacede Hilb ert U et C un cone convexeferme d'un espacede Hilb ert C. Dans ([[13]), G. Cohen
et J.-C. Culioli proposert un algorithme pour resoudrele probleme:

min J(u) = E j(u; )
u2yad

sc. (uW=E () 2 C:

On supposeque j et sort localement lipschitziennes sur U2 pour tout , j(u; ) et (u;)
sort mesurablespour tout u 2 U2, J est strictement corvexesur U2¢,  est C-corvexe et le
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Lagrangien assaie a ce probleme,L(u; ) = J(u)+ h; ( u)i admetun point selle(u ; ). Cet

algorithme, de type Arrow-Hurwicz stochastique, tient explicitemernt compte de la forme de la

contrainte, en ne faisart intervenir a chaque iteration, qu'une realisation d'un sous-gradieh de
au point (u¥; ¥*1) pour la remisea jour desvariables primales :

soit u®2 Ua et %2 @ ainsi quedeux -suites ("K)ion et ( K)an

connaissah uk et X, on tire k*1 suivant la loi P, on calcule r® 2 @j(uk; k*1),
#< 2 @ (uk; ¥*1) et onremet ajour uk*! et k*1 par
h i
uk+l —_ Uad uk nk I,k + (#k)> % '

|
k+1 _— co k+ k (uk+1; k+1) :

ou ya €t co sort respectivemert les projections orthogonales sur U2 et C° cone
conjugue de C.

Lesauteurs demortrent ensuitela convergencede l'algorithme dansle sensou lesvariablespri-

males(uK)on et duales( X)on engendeessort borneeset la suite (uK)y 2N corvergefaiblemert
versu .

Th eoreme 1.54. En plus deshypothesesde mesuabilite ci-dessus,on suppsequele Lagrangien
L admetun point selle, note (u ; ), et que
i) J eststrictement convexesur U294 ;
i) pour tout ,j(; ) estlocalementlipschitzienne sur U29;
i) pour tout , (; ) est localement lipschitzienne sur U9, regulierement sous-
di erentiable, de sous-gadient par rapport a u borne par %(uniformementen ), et sous-
lipschitzienne de constantesuniformes > Oet > 0:

8 2 ;8u;v2U: Kk(u) (v;)k ku vk+

iv)  est C-convexeet lipschitzienne de constante
v) il existe desconstantespositives et telles que

8 2 ;8u2U™8r2@j(u; ); krk ku uk+

vi) ("F)kan et ( K)kan sontdes -suites et la suite ("K= K)oy est monotone au senslarge;
vii) il existe desconstantespositives et positives telles que
h i,
gu2U E (uy) (u) < ku uk®+

Alors, presquesirement, la suite (u¥; K) engendee est bornee, et (uX)y2n conveme faiblement
versu . Si J estfortement convexe,alors (uX),2n converge fortement versu .

Ceresultat a treslargemernt motive notre strategiede resolution numerique, puisquel’'on peut
toujours reecrire une cortrainte en probabilit e sousla forme d'une cortrainte en esgerance.

Remarque 1.55. Concernart les problemes corvexes d'optimisation stochastique sous
cortrainte en esperancecorvexe, on peut egalemen consulter [25].
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1.6 En resume

Tout au long de cechapitre derappels,on obsene quelestechniquesde gradient stochastique,
sur lesquellesrepose notre strategie numerique, sort en fait une combinaison de l'id ee de la
methode de Monte-Carlo avecla procedureiterative desmethodesdu gradient en optimisation.
La methode de Monte-Carlo nous permet \d'optimiser tout en calculant I'esperance”, et d'eviter
ainsi des calculs d'esperances,qui correspondert souwert en pratique a descalculs d'integrales
multiples, diciles a e ectuer. Gracea la theorie de la dualite, nous transformons, quand cela
est possible,un probleme de minimisation en un problemede point selledu Lagrangien (ou du
Lagrangien augmerte). Ce probleme de point selle est alors remplace, lors du deroulemert de
l'algorithme, par une alternance de remisesa jour desvariables primales et duales. On obtient
ainsi un algorithme de type Arrow-Hurwicz stochastique, qui revient a une alternance de pasde
gradient projete dansl'espaceprimal et dansl'espacedual.



Chapitre 2

L'etat de l'art sur les contrain tes en
probabilit e

Depuis le milieu desannees1990,di ererts axesde recherche ont ete developpesautour des
problemesd'optimisation souscortrainte en probabilite. En 1995, S. Uryasevs'estinteresg au
calcul du gradient d'une fonction probabilite. Dans [32], il donne une represenation possible
de la derivee de la fonction probabilite en proposan une formule generale du gradient d'une
integrale pour laquelle I'ensenble d'integration est de ni par desinegalites. Un an plus tot, P.
Kall et S.W. Wallace se sort interesgs a la propriete de corvexite de l'ensenble admissible
d'un probleme d'optimisation souscontrainte en probabilite (I'hypothesecertrale sur laquelle
reposecette propriete estla quasi-concait e de la loi de probabilit e). Mais pour R. Henrion et W.
Remisd, la non corvexite desensenblesadmissiblesassaiesa une contrainte en probabilit e n'est
rien, compareeaux di cult esengendeespar I'absencede connexite de cesmémesensenbles; ils
sesort donc pendessur les questionsde structure et de stabilit e des problemesd'optimisation
souscontraintes enprobabilit e. En 2000,R. Henrion donne,par exemple,un resultat de connexite
pour une contrainte en probabilite. En n, dansle domaine de la nance, certaines mesuresde
risque (conditional value-at-risk ... ) apparaisseh comme un moyen possible pour traiter les
contraintes en probabilit e, cesdernieress'ecrivant plutdt dans ce contexte commeles quartiles
d'une fonction de repartition.

2.1 Derivee d'une fonction probabilit e

La deriveed'une fonction probabilit e a plusieursrepresertations equivalerntes : elle peut étre
represemnee comme une integrale sur une surface, une integrale sur un volume, ou une somme
d'integralessur un volume et sur une surface; elle peut aussiétre calculeeenutilisant desderivees
faibles sur les mesuresde probabilit e ou bien encoredes esperancesconditionnelles. Dans [[37],
S. Uryasevs'interessea la premiere de cestrois represenations.

On consicere une fonction g(u; ) 2 RK, par exemple des pertes assaiees a la decision
u?2 U R" et un vecteur aleatoire 2 R™. En nance, le vecteur u peut represener un
portefeuille, U etant I'ensenble des portefeuilles disponibles (soumis a di erertes contraintes).
Le vecteur represette les incertitudes, par exemple les parametres du marche, qui peuvert
a ecter I'objectif. Pour chaqueu, la fonction objectif g(u; ) estune variable aleatoire ayant une
distribution dansR induite par cellede . La distribution de probabilite sous-jacete de sera
supposeeavoir une densite, que I'on notera g(u; ).
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Soit la fonction
V4

F(u) = q(u; )d (2.1)
g(u; ) O

denie surR",oug:R" R™! RKetgq:R" R™! R,
Fuy=Pg(u ) 0

une fonction de probabilite ou 2 R™ a une densite de probabilite g(u; ) qui depend d'un
parametre u 2 R".

On divise I'ensenble descortraintes K £ f1;:::; kg en deux sous-enserlesK ; et K,. Sans
perte de gereralite, on supposeque

Ki=11:::;lg et Ko=fl+1;:::;kg:

Remarque 2.1. Le choix dessous-ensernlesK | et K, est, a priori, arbitraire. Par la suite, nous
verrons en fait que la represenation du gradient de (Z7) obtenue par cette methode depend
de ce choix. En pratique, on choisira donc K ; et K, de sorte que la represeration du gradient
soit la plus simple possible; ce choix serevelerad'autant plus delicat que le nombre d'in egalites
de nissant I'ensenble d'integration est important.

On note
n o n )
(W= 2R™:gu;) 0L 2R™:g(u) O 1 | k ;

et @ (u) la frontierede (u). On designeradoncpar @ (u) une partie de la surfacequi corres-
pondag(u; ), i.e.: n o

@ (W= (w\ 2R™:g(u )=0

On utilise egalemen les notations

0 1 0 : .
o) e e
qu(u; ) = %3 : Koo oo )=o) et rogu )=% :
a(u; ) @Jé(u: ) . @Jé(ui )

Enn, on rappelle que la divergencepour la matrice H, n ~ m, composee des elemerts h;; est
de nie par 0 P

.m.%u 1
1=1 i
disz?@ : X:
P_m_@'lni
=l @;

S. Uryasevproposealors de represetter la deriveede l'integrale (Z) commela sommed'une
integralesur le volume (u) et d'integralessur les surfaces@ (u) :
z
r¢F(u) = r oq(u; )+ div g(u; )H|(u; ) d
(u)
w2 . h i
q(u; )

(u; )+ Hy(u; i (U; d; 2.2
o K g(a K M) TR g (22)

i=1+1
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ou la fonction H; : R" R™M™ ! R" ™M verie |'equation

Hi(u; )r gu(u; )+r ygu(u; )=0: (2.3)

L'equation (Z3) peut avoir plusieurs solutions et on en choisit alors une arbitrairement,
di erertiable par rapport a la variable

Remarque 2.2. Rappelonsque le choix de K ; et de K, est arbitraire. Lorsque I'ensenble K 1
est vide, la matrice H| n'apparat pas dans la formule generale du gradient ; cette derniere se
reduit alors a l'integralesur la surface.Lorsquel'ensenble K , estvide, on obtient une integrale
sur le volume. Il y a donc plusieurs represenations equivalentes du gradient correspondant a
di ererts ensenblesK ; et K, et solutions de (Z3). Du point de vue numerique, un inconveniert
potentiel de cette formulation de la derivee est que, dans la mesureou les choix de K 1, K5, et
dessolutions de (Z3) sort arbitraires, il senble dicile d'evaluer, a priori, la dicult e lieeaux
calculs de cesdeux integrales.

L'equation (Z3 peut etre resolueexplicitement. En gereral, cette equation a plusieurs so-
lutions. La matrice

rowou(u ) rlou(u ) rogu(u ) T Tou(u; )

est solution de (Z3). Tressouwert, I'equation (Z3) peut etre resoluea l'aide d'un changemer
de variables. Supposonsqgu'il existe un changemeih de variables

= (u2)

qui elimine le vecteur u de la fonction g(u; ) de nissant I'ensenble d'integration; autrement
dit, la fonction g u; (u;z) nedepend plus dela variable u. Notons  *(u; ) la fonction inverse
de nie par I'equation
Yu (wz) = z:

Alors la matrice

H(u )=r1u (U2)],= T(u; )
est solution de (Z3. En e et, le gradient de la fonction u; (u;z) par rapport a u vaut O;
par conequert

O=ryugn U (U2) =1y (Kr gu(u; )J= @z *ruu(W )J= gz

et la fonction r , (U;z) j,= 1(y; ) estune solution de (Z3).

lllustrons cette approche sur un exemple, toujours extrait de [3Z]. On souhaite calculer le
gradiert de
z

F(u) = q( )d ; (2.4)

b() u
i i=l; 5m

P
oOUU2R, 2RM™ q:R™! R, >0, )= T, ;.Enreprenart lesnotations precedertes,
on a 0 1
b( ) 1u 2 2
o(u; )=% : %: et  F(u)= q()d = q()d

g(u; ) 0 (u)
m
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On commencepar diviser I'ensenble des cortraintes en deux sous-ensefles K1 et K,. On

consicere par exemplele casou | = 1,i.e., K1 = flgetK, = f2; ;m+ 1g. En reprenart la
formule gererale (22), le gradiert r ,F (u) s'ecrit
Z h i
rufF(u) = “ rua( ) +div q( )Ha(u; ) d
u
1Z '
x o) " !

———— 1 4Gi(u; )+ Ha(u; )r g(u; d ;
T AU AL CRLEE I
ou la matrice H(u; ) verie I'equation (Z33). Determinonsdonc une solution de ' equation (23).
Comme 0 1
1
roou(u; )= %) : X et rygu(u; )= 1;

1
m

une solution H; (u; ) de (Z3) est

e 1
Hi(u )= h() ¥ ()i ihm(m) = — 1 m
Notons
(iJ)= 1 inoaias omo
. _ xo
'= 1 Sitiws smoyooet b(ij)= o+ P
j=1;6i
Designonspar | I'ensenble des inegalites j =1 ;i Li+ 1 ;m. Les
ensenbles@ (u), i = 2, ;m+ 1 s'ecrivert alors
@ U= (\ 2R™:;= = "2R™ h:ib(;ij) u; '
Pour i = 2; ;m+ 1, ona
rg() =0, j=1 m;jéi 1; rgi()_l= 1 et kr g()k=1:
) |
La fonction q( ) et lesfonctions gi( ); i = 2, ;m+ 1 nedependert pasde u, par conequen,
roq( ) = 0; et rog()=0; i=2 ym+ 1;
et on peut ainsi simpli er I'ecriture der (F(u) :
CE@ = a0 d 90 ne g0
(u) i @ K g()k
Z [X+1 Z
= div. q( )h() d hi 1() q( )d
(u) i=2 @ (u)
z w 1 Z ‘
= div q()h() d +  —— qij d '
b() u i=1 m b(j) u
i i=1; m i
Puisque
. . 1 X 1 X
dv o)h() =h()r )+ q()dv h() =~ @1 4L T
Mo @i m i
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on obtient nalement la represenation du gradient de (Z4) suivante :

Z i z

X h i 1 _
uF () = B a0 e — a i d '
i ' =L i) v

Cette formule est valable pour n'imp orte quelle fonction g( ) su samment reguliere.

La demarche que nous venonsde preserter ne nous senble pas tres intuitiv e, et conduit a
une formulation de la derivee relativemert complexe. De plus, comme nous l'avons deja fait
remarquer, la represenation du gradient que I'on obtient depend des choix faits pour K1 et
K : il faut donc choisir cesdeux sous-enselbles de sorte que la represenation du gradient soit
la plus simple possible.Or, desque le nombre d'inegalites de nissant I'ensenble d'integration
augmerte, ce choix devient de plus en plus delicat; et I'on risque alors de dewir manipuler
desrepresenations plus ou moins compliqueesdu gradient. D'un point de vue numerique, cette
approche ne senble donc e ectivemert applicable que sil'ensenble d'integration n'est de ni que
par un nombre limit e d'in egalites.

2.2 Convexit e de I'ensem ble admissible

Dans [2Z], P. Kall et S.W. Wallace consicerert descortraintes de la forme

Po(u) 0 p:
n 0
L'ensenble admissibleass@ie estB(p) = ujP g(u; ) O p . En genreral, B(p) n'est pas

convexemeémesi ujg(u; ) O estcorvexe8 .
On rappelle les de nitions suivantes :

Denition 2.3. Une mesure de probabilite P est dite quasi-concae si pour tout ensenble
corvexeS; 2 F;i = 1;2;8 2 [0;1],

P Si1+( )S, min PfS;g; PfSyqg

Denition 2.4. Une mesurede probabilit e P estdite log-concae si pour tout ensentle corvexe
Si2F;i=12;8 2][01],

P Si+(1 )S; PfSg+ Pl Syg:

Souscertaineshypotheses,on peut assurerla convexite et la fermeture de B (p) :

Prop osition 2.5. Si g(; ) estconjointement convexeen (u; ) et si la mesure de prokabilite P
est quasi-oncave alors B (p) est convexe8p 2 [0;1].

Prop osition 2.6. Sig:R" ' R™ est continue alors B(p) estferme.
Prop osition 2.7. Considerons le probleme

min E_c (D) u]

u2uad

sc. PT()u h() p:
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Supmsonsque ~ait une distribution discrete nie telle quePf = Iig= pj pourj =1, ;r
etave p > 08j. Alors pour p> 1 minjy 1, P, I'ensembleadmissible
n 0

B(= ujP T()u h() p
est convexe.

Les demonstrations de cestrois propositions sort donneesdans [ZZ].

Dans le casd'une mesurede probabilit e de nie sur R¥, et admettant une densite g, lesauteurs
rappellent egalemen lesrelations suivantes :

glog-concare, Plog-concae) Pquasi-concae) q ™ corvexe:

Remarque 2.8. g estlog-concae sile logarithme de g est une fonction concave.

Supposonspar exempleque la cortrainte s'ecrive
n o]
P T()u h() p:

Dans le cas de distributions cortinues, supposonsque T( ) = T (constarte) ; deux situations
favorables peuvert alors sepresener :

{ si h est la fonction identit e et si la fonction de repartition de est quasi-concae alors
I'ensenble admissible est corvexe ferme (notons que si 2 R, la fonction de repartition
etant monotone est quasi-concae);

{ si 2R, etsilinversede la fonction derepartition, 1, peut secalculer facilemert, alors,
danscecasparticulier, toute cortrainte en probabilit e seramenea une cortrainte lineaire.

En e et
n (0] n 0
PTu h() = (Tu p, Tu Yp;ou Yp)=min 2Rj () p

Lesprincipales hypothesedaites par P. Kall et S.W. Wallace, noussenblent, en pratique, &tre
des hypothesesassezfortes, notammert la propriete de corvexite conjointe de g en (u; ). En
e et, il existe en pratigue de nombreux casou u et semultiplient, comme dans le probleme
de nance que nous presenons au chapitre B, ou, dans un tout autre domaine, lorsque I'on
modelisela panned'un actionneur (I'action de l'aleavient alorstuer le contrvle); et danstoutes
cessituations, la propriete de cornvexite conjointe de g en (u; ) n'est pasrealiste. De plus, une
autre technique e cace pour pallier la non corvexite d'un problemed'optimisation estle recours
au Lagrangienaugmertie, et ce,a n d'augmerter leschancesquele point selledu problemeexiste.
Mais dans notre cas, on sait aussique le melangede I'esperance (trait e commedans le gradiert
stochastique) et desnon linearitesdu Lagrangien augmerte posedesproblemes, ce seral'objet
du chapitre @ de la partie ([II) de ce memoire.

2.3 Connexit e de I'ensem ble admissible

A la fois pour les applications numeriqueset pour lesinvestigationsth eoriques(stabilit ), les
proprietesde convexite de I'ensenble admissibled'un problemed'optimisation sort desresultats
de base.En selimitant aux solutions stationnaires d'un probleme, la convexite des ensenbles
admissibles n'est pas un prerequis indispensable a I'application de methodes d'optimisation
non lineaire, comme par exemple la programmation quadratique sequertielle. Des ensenbles
admissiblesnon connexesengendren en revandhe de serieusesdi cult escompareesa la simple
violation de la corvexite. Lesresultats de cette section sort extraits de [21].
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On consicere T R un sous-enserle arbitraire et on note C(T) I'ensenble des fonctions
de nies de T dansR cortinues.

Denition 2.9. Unefonctiong: U C(T;)! C(T,) de nie pour desensenbles arbitraires U
et T1;T> R estmin stable par rapport a U si pour tous ut;u? 2 U, il existeu 2 U tels que

g(u ;y)(t)  min g(ut;y)(t); g(u?;y)(t) 8y 2 ((T1); 8t 2 Ty:

Consideronsl'ensenble
n 0]
M= u2UjPguY(;) 0 p; (2.5)

ou U estun espacede Banach, g : U (CT1) ! CTo), Y : T1 ! R estun processus
stochastique de ni sur un espacede probabilite ;A;P et p2 [0;1] un niveau de probabilite.
Le premier signed'in egalite dans (28 doit &tre compris dansle sensde I'ordre partiel sur C(T>)
de ni point par point. On supposeque Y( ;) 2 C(T1) pour tout 2 et que la fonction

7' g u;Y( ;) (t) estmesurablepar rapport a A et par rapport aux sous-ensetbles de Borel
de R pour tout u 2 U et pour tout t 2 T, (cette secondehypotheseest toujours veri eedansle
casseparableg(u;y) = h(u) ).

Th eoreme 2.10. Sig(;y)(t) estquasi-onvexepour tout y 2 C(T;) et pour toutt 2 T, etsi g
est min stablepar rapport a U alors M est connexe.

Un critere plus simple est méme donne dans le casd'une contrainte en probabilit e lineaire :

Corollaire 2.11. On considere la contrainte en prokabilite lineaire
n 0
M= u2R"jP Au (') p ;

ave A une matrice s n et un vecteur aleatoire de dimension s. Si les lignes de A sont
lineairement independantespositivement alors M est connexe.

Notons bien qu'aucune hypothesesur la distribution de n'a ete faite.

lllustrons ce resultat sur un exemple, toujours extrait de [[21]. On consicere le niveau d'eau
d'un barragedont lesapports sort aleatoireset sur lequelon peut agir enturbinant pour produire
de I'electricite. On fait les hypothesessuivantes :

HD) Y [0;T] ! R est un processus stochastique decrivant le niveau cumule
d'apports (aleatoires) dans le barrage durant lintervalle [0;T]; on suppose que
Y(;) 2 C[0;T] 8 2 ;

(H2) u2 U= L![0;T] estla vitesse (contrdlee) a laquelle on turbine ;

(H3) | estle niveau maximum d'eau dans le barrage que I'on est autorise a atteindre sur I'en-
senble de l'intervalle [0; T] avec un niveau de probabilite p 2 [0; 1].

En notant I(t; ;u) le niveaud'eau dansle barrage a l'instant t, etant donnees et u, on a

YA t
I(t; ;u)=Tlo+ Y( ;1) u( )d ;
0

ou lp designele niveau d'eau initial (ent = 0) dans le barrage. La contrainte en probabilite
s'ecrit alors n 0
P It ;u) | p:
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Comme precedemmert, on note M le sous-ensetle desu 2 U veriant la contrainte en proba-
bilite; ona 7
t

Ti=Ta=[0;T]; g(usy)(t) =10 I+ y(t) . u( )d :

Notons que h est separablepar rapport au et y; par conequert I'nypothesede mesurabilite est
satisfaite. On verie que h( ;y)(t) est quasi-corvexe pour tout y 2 C [0;T] ettout t 2 [O;T].
Ainsi, pour appliquer le TheoremelZI0, il sut de verier que h est min stable par rapport a
U. Pour cela, on sedonneu® et u? 2 U. Alors, en posart

u (t) = max ul(t);u?t) ; t2][0;T];

onau 2 Uet Z, z, z,
u()d max ul()d; W )d
0 0 0

ce qui demortre la propriete chercheepar de nition de h. On peut donc en deduire la connexite
de I'ensenble descontrdlesadmissibles.

2.4 L'asp ect mesure de risque

Depuis quelguesanneesen economie, et plus particulieremen en nance, une litt erature
abondane s'est developpee autour desmesuresde risque. En nance, la mesurela plus conrue,
et la plus utilisee dans les etablissemes nanciers est la value-at-risk (VaR) : la VaR de la
perte g(u; ) assaieea la decisionu, noteeqy(p), estla plus petite quartit e g telle que, avecune
probabilit e au moins egalea p, la perte n'excede pas g. Autrement dit,

n o]
(P)=min qiP gu; ) g p = ')

ou ! estlinversede la fonction de repartition assaieea g(u; ). Mais son calcul est di cile
et necessiteen pratique des hypothesesrelativemert fortes et parfois cortesteespar les faits,
commel’hypothesede normalite desprix. Ceslimites ont amere certains chercheurs, commesS.
Uryasev,a proposerd'autres mesuresde risque alternativesa la value-at-risk, ayant de \b onnes
proprietes mathematiques" (conditional value-at-risk, ...).

D'apresla de nition méme de la VaR, un probleme d'optimisation souscontrainte de VaR
n'est doncrien d'autre qu'un problemed'optimisation souscortrainte en probabilit e : on reecrit
la cortrainte en probabilite commeune cortrainte sur un quartile d'une fonction de repartition.
Dans la mesure ou il existe des mesuresde risque alternatives a la VaR, et possdant de
meilleuresproprietes mathematiques,une question naturelle s'estalors posea nous: au lieu de
resoudredirectemert un problemed'optimisation souscortrainte en probabilit e, ne pourrait-on
pas resoudreun problemeauxiliaire formule avec une autre mesurede risque plus reguliere sur
le plan mathematique; et obtenir au nal la solution du probleme initial ? C'est I'objet de la
premiere partie de ce memoire.

2.5 En resume

Lesproblemesd'optimisation souscortraintes en probabilit e font I'objet d'un certain nombre
de recherches depuis quelquesannees. Mais la plupart des resultats que l'on trouve dans la
litt erature ne concerner que certains aspects du sujet, plut®dt theoriques,comme le calcul du
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gradient de la fonction probabilit e, les proprietes de corvexite, de connexite, ... L'objectif prin-
cipal de ce memoire est de proposer une methode generale permettant de resoudrece type de
problemes,basesur un algorithme detype gradient stochastique, endonnant desresultats aussi
bien theoriquesque numeriques.
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Deuxi eme partie

Contrain tes en probabilit e et
mesures de risque






Chapitre 3

Mesures de risque et de securit e

La cortrainte en probabilit e etant une formulation assezaturelle de la notion de risque, une
approche possiblepour traiter cetype de contraintes consistea chercher d'autres formulations
du risque qui ameneraiert a desproblemesmathematiquesplus simples. Dans ce chapitre, nous
rappelons quelquesmesuresde risque et de securite usuellesbaseessur les quartiles et les ca-
racteristiques de la queuede la distribution d'une variable aleatoire X ; puis nous montrons que
presquetoutes cesmesurespeuvernt etre reformuleessimplemen a partir de I'esperancede X,
notee x, du quartile, gx (p), de la fonction de repartition x, d'une esperanceconditionnelle,
et de I'une de cesmesuresde securite.

3.1 Les notions d'ordre stochastique

Soit X une variable aleatoire reelle represernant des pertes que I'on cherche a minimiser.
Dans la suite de ce chapitre, nous notons x safonction de repartition, qui est croissarne et
continue a droite :

x R [0;1]
' P X

Lesresultats de cette sectionreposern essetiellement sur lesde nitions et proprietessuivantes.

Propri ete 3.1. Voici quelquesproprietes utiles sur l'int egrale et 'inverse d'une fonction :
{ l'int egrale d'une fonction positive est croissante integrable;
{ l'int egrale d'une fonction croissante est convexe;
{ soit f unefonction numerique continue et strictement monotone sur un intervalle | . Alors
la fonction reciproquef ! estcontinue et strictement monotone, de méme sensquef .

Bien que trespopulaire, le critere\moyenne-ariance” nesut pastoujours a comparerdeux
variablesaleatoires, et peut mémeconduire a desaberrations, commele montrent P. Bernhard et
G. Cohendans|[1(]. En e et, supposonsquel'on souhaite minimiser un codt J pour lesdecisions
u et v, et pour les\ etats de la nature" ; et » de probabilit esegales:

20| 21
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OnaE[J(u; )] = 10et E[J(v; )] = 21. On prend comme mesurede l'incertitude [I'ecart-type :

J(u; ) =10et J(v; ) = 0. Alors, sion choisit de minimiser E[J] + J ,avec > 0,
la strategie v devient preferable a la strategieu desque > 1:1. Cependart, ce resultat est
absurde car la strategie u est optimale, puisqu'elle a une probabilite 1 d'etre optimale (elle est
la meilleure pour tout ).

Une approche systematique pour assurercette comparaisonconsistea utiliser la notion d'ordre
stochastique. Un ordre stochastique peut €tre vu commeun ordre partiel sur un ensenile defonc-
tions de repartition cumulees.ll existe plusieurstypesd'ordres stochastiques: nouscommercons
tout d'abord par presener la dominance stochastique, largemert utilis ee en economieet en -
nance pour comparer desvariables aleatoires reellesrepresertant desgains ou des pertes; puis
nous de nissons d'autres ordres stochastiquespour desvariables aleatoires n-dimensionnelles.

3.1.1 La dominance stochastique a l'ordre 1

Soiert X et Y desvariables aleatoiresreelles,represetant par exempledespertes.

Denition 3.2. La dominance stochastique a l'ordre 1 (DS1) estde nie par :
X ps1Y, Ef(X) Ef(Y); 8f :R! R croissarne cortinue:

La dominancestochastique a I'ordre 1 peut egalemen &tre caracterisee a I'aide desfonctions
de repatrtition :

Propri ete 3.3.
X ps1Y, x() vy(); 8 2R:

Flg 31{ X ps1Y
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3.1.2 La dominance stochastique a l'ordre 2

X etY sont toujours desvariables aleatoiresreelles,represettant par exempledespertes.

Denition 3.4. La dominance stochastique a l'ordre 2 (DS2) estde nie par :
X ps2Y, Ef(X) Ef(Y) ; 8f fonction croissarie corvexe:

Intro duisonsla fonction )2< qui est la primitiv e de la fonction de repartition :

De nition 3.5. On de nit

continue, corvexe, positive et croissarte.

Propri ete 3.6. Il existe deux formulations pour >2< :
h i
$(O)=E(C X)) = x() EXjX

Demonstmation.
YA Z, hZ 1 i
2()= lF>x d = 1|f gElix ¢gd =E llfx d =E( X)) ;

ou l¢g 4 estla fonction indicatrice del'ensenble B.. Et, enserappelart que,si A estun eveneme,

. E[X 1] . )
E[X]jA] = PTAg Si PfAg6 O;
ona
h [ h [
E( X)" =E( X)lix ¢ = Elx ¢ EXlx ¢ = x() E XjX

On peut alors utiliser )2( pour caracteriser la dominance stochastique a I'ordre 2 :

Propri ete 3.7. Soient X et Y deuxvariables aleatoires reeles integrables. Alors

X ps2Y , %() \2{();h 8 2R
L E( X)* E( Y)Y : 8 2R:

Remarque 3.8. On aDS1) DS2.

3.1.3 Le cas des variables aleatoires n-dimensionnelles

Lesresultats suivants sort extraits de [4].
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D(R") designel'ensenble desprobabilitessur R" et L un sous-ensernle desapplications de
R" dans R mesurables.

De nition 3.9. Larelation | sur D(R") estde nie par
Z Z

F LG Si f (x)F (dx) f (x)G(dx);
Rn Rn

8f 2 L telle quelesintegralessoien bien de nies.

Denition 3.10. Soiert X et Y deux vecteurs aleatoiresde R". X | Y si leur distribu-

tion de probabilite sort telles que Fx | Fy. En utilisant la notation X = (X1;:::;Xp) et
Y = (Y1;:::;Yn), ceciestequivalent a
h i h i

8f :R"! R2L.

Di ererts exemplesd'ensenblesL vont &tre consiceres dans la suite :
fig= f :R"! R;f croissarte genrerel'ordre integmal croissant sur D(R");

fexg= f :R"!I R;f corvexe gererel'ordre integral convexesur D(R");
. T .
ficxg = fig fcxg, genere I'ordre convexecroissant sur D(R") ;

fexsg= f :R"! R;f corvexepaire generel'ordre convexesymetrique;

fipg= f :R"! R*;f = Qir‘:lfi(xi);fi :R! R* 2 fig genere l'ordre partiel produit

croissant

Remarque 3.11. L'ordre integral croissan correspond en fait a la dominance stochastique
d'ordre 1 et I'ordre corvexe croissan a la dominance stochastique d'ordre 2.

On a evidemmern lesrelations suivantes :
i) icX s i) ip et ex ) icx -

Un resultat utile a retenir estle suivant : pour desvariables aleatoires positives, chacune des
inegalitesX Y, X Y,X jxYetX Y implique I'inegalite corresppndarte ertre les
momernts (de n'imp orte quel ordre) descoordonneesde X et Y.

Enn, enconsicerant egalemen les ordres corvexe decroissam ( 4cx) €t concave decroissam
( dev) ON alesequivalencessuivantes :

X icx Y |, X dex Y
m m
Y dov X Y iov X
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Th eoreme 3.12 (Th eoreme de Strassen pour ). Pour F et G dansD(R"), F ; G si et
seulements'il existe deux variables aleatoires dans R", X et Y, de nies sur le m&me espace de
prokabilite avec les distributions de prokabilite F et G respctivement, et tellesqueX Y p.s..

Theoreme 3.13 (Th eoreme de Strassen pour ). Soient F et G deux distributions
integrablesdans D(R"); F « G (resp.F ix G) si et seulements'il existe deux variables
aleatoiresdans R", X etY, de nies sur le méme esmce de prokabilite avec les distributions de
prokabilite F et G respctivement, et tellesqueE Y j X = X (resp.E Y j X X) p.s..

Dans la suite, X et Y designern a nouveau des variables aleatoires reellesrepresertant des
pertes.

3.1.4 Caract erisation en terme de quantile

Dans [26], W. Ogryczak et A. Ruszczynskiont introduit desformulations duales de domi-
nancestochastique et ont exploite la dualite de Fendhel pour caracteriser la dominance stochas-
tigue en termes de quartiles. Les resultats suivants sort extraits de [Z2€].

De nition 3.14. Soitp 2 [0;1], ax (p) 2 R estun p-quan tile de la variable aleatoire X si
P X < ax(p) p P X ax(p)
De nition 3.15. On de nit
<1101 R
p7!inf cox() p
inversede x ; alors xl est croissarte et corntinue a gaude.

Remarque 3.16. Lorsquel'on manipule desfonctions monotones,mais pas strictement, et/ou

discortinues (continue a droite ou a gaudie), la theorie de la residuation permet de de nir une
fonction inversemonotone. Ceci est valable non seulemen pour desfonctions numeriques, mais
egalemen pour des fonctions ordonneessur des ensenbles generaux. La reference historique
pour cette theorie est [9] ; mais pour une presetation plus synthetique, on peut aussiconsulter
[5]. Dans notre cas, x :R! R etant une fonction monotone et cortinue a droite, elle ests.c.s
et dualemert residuable.La fonction ,*:R! Rn'estautre quelaresidieedualede  ; eton
sait alors qu'elle est monotone et continue a gauthe de R dans R donc s.c.i. ( Xl est elle-méme
residuableet saresidueeest x).

Remarque 3.17. Pourtout p 2]0;1[, 'ensenble desp-quartiles estun intervalle ferme; Xl(p)
represerte le plus petit p-quartile de cet intervalle :

P x(), Xx'P
De nition 3.18. De nissons
2. B
x“IRT R
p
P7t  x'()d :  8p2]o1];
0
convexe par construction.

En fait, 2 n'est rien d'autre que la transformeede Fenchel de % et inversemet :
Th eoreme 3.19. Pour tout X tel queE jXj < +1,o0na

0 x*=1%I

@ Z=10x7.
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Les Theoremes3Z0 et B2 donnert d'autres caracterisations pour DS1 et DS2.

Th eoreme 3.20.
X ps1Y, ' P 8p2]01:

Th eoreme 3.21.
X ps2Y. 2P AP  8p2[01]:

Th eoreme 3.22 (Caract erisation d'un quantile). Les assertions suivantes sont
equivalentes:

() estun p-quantile de X;
@iy sup p )2<( ) estatteint en ;ouenmre 2 @ Xz(p);
(iii) sup «2( ) estatteint enp;ouenmrep2 @ %( );

™) @+ Z()=p

Remarque 3.23. Cetheoremereposesur la Propriete [[ 18 qui est rappelons-le

y2@(x) , f(x) f(y) h;xi=0:

3.2 Les mesures de risque et de securit e usuelles

Le lecteur interes® par les demonstrations des resultats concernan la value-at-risk et la
conditional value-at-risk, ou par une presenation plus detaillee de cesnotions, pourra consulter
[29).

Consideronsg(u; ) une variable aleatoire reelle represetant des pertes, ou u est la variable
de decisionet un alea. Soit p un niveau de probabilit e donne. On supposeg(u; ) cortinue en
u, mesurableen et h i

E jo(u; )j <+1 ; 8u2U R":

3.2.1 Value-at-risk q,(p)

Denition 3.24. La p-VaR dela perte g(u; ) assxieea la decisionu, noteeqy(p), estla plus
petite quartit e g telle que, avec une probabilite au moins egalea p, la perte n'excede pas q.
Autrement dit, n 0

w(P) =min qjiP gu; ) g p = 'P);
ou ! estlinversede la fonction de repartition assaieea g(u; ).

Ce minimum est atteint car y(g) = P g(u; ) g est croissane et cortinue a droite.
Lorsque () est cortinue et strictement croissane, qy(p) est l'unique solution de I'equation
u(Q) = p, ce qui correspond au niveau de probabilite p; sur la Figure B2 Autrement, cette
equation peut n‘avoir aucunesolution (lorsqu'il existe une masseatomique de probabilit e,comme
pour p3), ou au cortraire avoir plusieurs solutions (lorsque la densite de probabilit e est nulle
pour une plage de valeurs, comme pour p»).
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Fig. 3.2{ Fonction de repartition (u;q)

Remarque 3.25. La p-VaR de la perte assciee a la decisionu n'est rien d'autre que le plus
petit p-quantile de la variable aleatoire g(u; ).

Remarque 3.26. Sur le plan mathematique, I'absencede corvexite et de sous-additivite sort
lesinconvenierts majeurs de la VaR. En e et, enraison de I'absencede sous-additivite, on peut
par exemple rencortrer descasou la VaR d'un portefeuille compose de deux actifs est plus
grande que la sommedesVaR de chacun de cesdeux actifs.

3.2.2 Conditional value-at-risk  (u)
Denition 3.27. La p-CV aR de la perte ass@iee a la decisionu est la valeur
p(u) = moyennede la p-queuede distribution deg(u; );

ou la distribution en question est celle qui a pour fonction de repartition  p(u;:), avec

(
0 si g< qu(p)
u;qg) =
p(U:0) 7“1(%" sinon;

u(0) etant la fonction de repartition assaieea la variable aleatoire g(u; ).

Dansle casou () auneprobabiliteatomeenq,(p), cette de nition comporte une subitilit e.
En e et, introduisonsles notions de CVaR" et CVaR

Denition 3.28. La p-CVaR" de la perte assaieea la decisionu est la valeur
h i
p(U) = E g(u; )jo(u; ) > au(p) ;

alors que la p-CVaR de la perte estla valeur
h i
p(W)=Eg(u; )jo(u; ) au(p) :
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La proposition ci-dessouspermet alors de de nir la p-CVaR plus simplemert. Dans le cas
de distributions continues, elle correspond a I'esperancedespertes depassan la VaR ; et dansle
casde distributions quelconquesgelle est de nie commeune moyenne pondereeentre la VaR et
la p-CVaR" (les poids dependert alors de la decisionu).

Prop osition 3.29. Soit p(u) la protabilite assigree a la perte gy(p) par la fonction de
repartition
p(W) = [ u(aw(p) pIH1 pl2[0;1]:
1. Si y(qu(p) < 1, i.e. sila perte peut &tre plus grande que q,(p), alors
p(U) = p(Wa(P)+ 1 pu) p(u);

avee p(u) < 1.

2. Si y(qu(p) = 1, i.e. qu(p) estla perte la plus importante qui puisseapparatre,
p(u) = qu(p):

Demonstiation. Ces relations decoulen de la De nition 21 et du fait que l'on a toujours
p u; qu(p) , et ce,d'apresla De nition O

On de nit la fonction
h i
pE u T ;  ou [t]" £ max(0;t):

o 1
Fo(u; )dzf + 1

Fp estune fonction conjointemert corvexede (u; ) (comme enveloppe superieure de deux fonc-
tions anes en(u; )), et croissarte en u.

Le theoreme ci-dessousest un resultat fondamertal puisque, cortrairement a ce que peut
laisser penserla de nition, il revele que la p-CVaR peut &tre calculee sans avoir auparavant
calcule la p-VaR.

Th eoreme 3.30 (Formule fondamen tale de minimisation). On a
p(u) = minFy g(u; );
En particulier, on a toujours
Qu(p) 2 argmin Fp g(u; ); et p(u) = Fp o(u; );qu(p) :
Remarque 3.31. La CVaR est monotone par rapport a DS1.

L'une desproprietesutiles de la CVaR est la propriete de convexite.

Prop osition 3.32. Sig(u; ) estconvexeen u, alors F, g(u; );  estconjointement convexe
en (u; ) et p(u) estconvexeen u.

Cette mesurede risque est tr esutilis eedansle domaine desassurancesLorsquel'on considere
des defaillancesquartitativ es, elle permet de remedier aux limites de la VaR (notamment son
incapacite a rendre compte de la concerration desrisques) en prenant en compte la totalit e de
la queuede la distribution et non plus un point precisde celle-ci.
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3.2.3 Une mesure de securit e alternativ. e Sy(u)

En nous appuyant sur la de nition et les proprietes de la CVaR, nous avons de ni une
nouvelle mesurede securite, Sp(u).

On de nit h i
Sp(u)=E g(u; )jo(u; ) aqu(p) :

Lesevenemens g(u; ) qu(p) et g(u; ) > qu(p) sort complemeraires. Dans le cas de
distributions continues, ils sort de probabilite p et 1 p respectivemert. En serappelart que
pour desdistributions cortinues, p(u) = g(u), on a donc

PS, (u)+ (1 p) p(u) =Eg(u; ) :

Dans le cas de distributions discortinues, ces evenemeits sort de probabilite (qu(p)) et
1 u(au(p)) respectivemert. Commeon a

u(@) Sy W)+ 1y pU=Edgu; ) ;
I'id eeest de de nir la mesurede securite Sp(u) de sorte que

PSp(u) + (1 p) p(u) = Eg(u; ) :
De nition 3.33. Dansle casde distributions cortinues,la mesurede securite Sp(u) estde nie
par h i

Sp(u) = E g(u; )jo(u; ) qu(p) :

Dans le casde distributions discortinues, elle est de nie par
h i

S = JWE U jow ) a® + 1 30 aE; e ju -2 2o,

On de nit la fonction 1
Gp(u; )& + F_)E min(u  ;0) :

Gp estune fonction conjointemert concave de (u; ) (comme erveloppe inferieure de deux fonc-
tions anes en(u; )), et croissarie enu. On a

PGp o(u; ); + (1 pPFyo(u; ), =Egu ) ;

ainsi, lorsque g(u; ) est corvexeen u pour tout , commeFp(u; ) est corvexeen u, Gp(u; )
est une fonction d.c. (i.e. \di erencede fonctions corvexes").

Remarque 3.34. Comme
PGp o(u; )i + (@ PFp gy ), =Egu);
enserappelart que 2( )=E [ g(u; )]* » Gp o(u; );  peut aussis'ecrire

Gp g(u; ); = %E[ ou; )]t = %S():

On a ainsi
PGp g(u; )i =p &)
et on en deduit
pmaxGp g(u; ); =max p () = ()

car 2 estla transformeede Fendel de 2 (TheoremeBTI9).
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Th eoreme 3.35 (Formule fondamen tale de maximisation). On a
Sp(u) = maxGp g(u; ),
et en particulier,

Qu(p) 2 argmaxGp g(u; ); et Sp(u) = Gp g(u; );au(p) :

Lesmesuresqui suivert, dites mesuresde risque duales,sort basessur la notion de dominance
stochastique. Pour une presenation plus detaillee de ces mesures,et en particulier pour les
demonstrations desresultats, le lecteur pourra sereferer a [Z€].

X designedesormaisun gain aleatoire. On note x sonespgerance.

3.2.4 Weighted mean deviation from a quantile hy (p)

Cette mesurede risque est obtenue gracea une interpretation graphique de xz, illustr ee sur
la Figure B3

L ’::: espace de dispersion dual

Fig. 3.3{ Graphede 2(p)

Pour tout rendemert aleatoire X, x2 est continue, corvexe, et relie lespoints (0,0) et (1; &),
ou 4 estle rendemen espere de X ; a l'inverse,un rendemen certain avec la méme valeur
espereecorrespond a la cordereliant cespoints. La quartit e hx (p) correspond alors au diametre

vertical de I'espaceertre la courbe p; xz(p) ;0 p 1, et sa corde, appele espacede
dispersiondual. Ainsi,

hx(P)= xP  x%(P): 3.1)
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Lemme 3.36. Pour tout p2]0; 1], )
i
hx (p) = minE max pX )i p( X)

et ce minimum est atteint pour tout p-quantile.

Cette mesureest croissarie et cortinue. Pour p2 [0;1], X ! hyx (p) est corvexe et positive-
ment homogenesur L1,

3.2.5 Tail value-at-risk TVaRy (p)

De nition 3.37. 5
x(P) .

TVaRx (p) £ .

Il s'agit d'une mesure de securite. La fonction xz etant corvexe, TVaRx :]0;1]! R est
croissarte, continue, et TVaRx (1) = x. En partant de la de nition de la TVaRyx, et en
utilisant le Lemme[3338 il vient

2
TVaRx (p) = —Xp(p)
_ hx (p)
P 1 i

= E[X] rr%iQE max X ;Tp( X)
i

= EX] minE(X )+ %( xX) "

1

= E[X] EX] min +BE[ XT*

=  max }E[ X1*

2R p
_ 1,
= mzaRX 5 x()

D'apresle Theoremel3Z3 on sait que ce maximum est atteint pour tout p-quartile gx (p), donc
nalement,
h i

TVaRy () = o (P) %E x(p) XI' : (3.2)

Remarque 3.38. Cette expressionrappelle fortement celle de la CVaR obtenue grace a la
formule fondamertale de minimisation (Theoreme [Z30). La tail-VaR est en fait une mesure
duale de la CVaR : on utilise la tail-VaR pour eviter les petits gainsalors que la CVaR permet
d'eviter les pertesimportantes.

3.2.6 Tail Gini's mean dierence Gix(p)

Cette mesurede risque est basee sur les caracteristiques de I'aire de I'espacede dispersion
dual.

De nition 3.39. Z

Prop osition 3.40. Pour p2]0;1], X ! Gix (p) estconvexeet positivement homagene sur L 1.
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3.2.7 D'autres mesures de risque
Expected shortfall

La perte moyennepour un niveau souhaite estde nie par
rx()=E[ X'

Cette mesure de risque est en fait une autre formulation pour >2< En eet, d'apresla Pro-
priete[Z8 on a
X()=E[ XTI

Absolute semideviation et standad semideviation

Ces deux quartit es sort basees sur l'analyse des semi-momens certres qui mesuren
I'etalement moyen de la variable aleatoire en dessousde son esperance. La premiere mesure
de risque est de nie commesuit :

z
X
X = (x )Px(d):
1
Lemme 3.41.

max h = X
e x (P) X

et le maximum est atteint en tout point px pour lequel
PfX < xg px PfX x0:

En d'autres termes, x represerte le diametre vertical maximal de I'espace de dispersion
dual pour la variable aleatoire X .

Remarque 3.42. SIE jXj < +1,alors 2( x)= x.

L'autre mesurede risque, tresproche de la precderte, vaut :
z

X

1
X = . (x )?Px(d)

=2

Prop osition 3.43. Si E[X?] < +1, alors x x et cette inegalite est stricte sauf dans le
casou x = x =0.

Gini's mean (absolute) di er ence

Cette mesurecorrespond au double de I'aire de I'espacede dispersion dual :
Z, 1Z z
x = 2 , xP () dp= > j IPx(d)Px(d): (3.3)
Elle peut egalemen &tre formuleecommelintegralede % par rapport a la mesurede probabi-
lite Py : 7 7 7
X = ( IPx(d)Px(d)= E[ X] Px(d):
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Worst conditional expectation

Cette mesurea ete introduite dans[1] pour pallier le manque de sous-additivite de la VaR.

n (0}
WCE,(X) = inf E[XjA]jPfAg>p ;

ou X designeune variable aleatoire represertant despertes. Elle esttrespeu utiliseeen pratique
car son calcul n'est possibleque dans dessituations tr es particuli eres.

3.3 Reform ulation de ces mesures

Apresavoir repertorie cesdi erertes mesuresnousallonsmontrer nalement qu'ellespeuvent
presquetoutes sereecrire dansun \alphab et minimal" compose de cing elemerts : I'esperancede
la variable aleatoire g(u; ) represemant despertes,le quartile gy(u), la fonction de repartition

u, la quantite S, et la mesurede securite Sp.

3.3.1 Tail value-at-risk

En ecrivant la formule fondamertale de maximisation (Theoreme[3:35), on a

Sp(u) Gp a(u; );ﬁu(p)

= a)+ %E min g(u; ) Gu(p);0
h i

= qu(p>+%E max qu(p) o(u; );0
h i

= q(p) %E @ ou )"

= TVaRy(p)

d'apres!'equation (82). La mesurede securite que nous avons de nie n'est donc qu'une formu-
lation di ererte de la tail-VaR.

Remarque 3.44. On a etabli que
PGp o(u; ); +(@Q PFyo(y; ), =Egu; ) ;

et
pGp g(u; ); =p 20);

on obtient ainsi

PGpo(u; ); =Egu ) @ pFpgu; ) =p  50);
puis, commep max Gp g(u; ); = ,2(p),
max Egu; ) (1 pFpou ); =Egu ) @ pmnFpou ) = ,4p);

et comme p(u) = min Fp g(u; ); ,ona

Eglu) (@ p W)= ,2p):
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3.3.2 Weighted mean deviation from a quantile

En factorisant p dansla de nition de hy(p) (De nition B, on obtient

ha(P) = Eogu ) p 2P
_ Sy (P
= p Eo(u ) 5

p Eg(u; ) TVaRu(p)

p Eg(u ) Spu) :

3.3.3 Tail Gini's mean dierence

En reecrivant la de nition de Gi, a l'aide de la reformulation de hy, on a
Z

. 250
Giu(p) = 2 hy( )d
5 Z%h i
= p, HAw s

p
= Eg(u; ) P_o S (uwd :

334 CVaR

En ecrivant la formule fondamertale de minimisation (Theoreme330), on a

p() = Fp o(u; ):u(p)
= a@+ Bl ) @l
=A@ oEA® o )]
h i
= a(p) ﬁE W) 9 ) lrap<o( g
h i
= Al P AM< o) al Eou)iar < ou)
h i
=A@ ol W@ w® Egu)iam < ou)
h h i
= 1—lp WP u(@@E) P+ 11“—(0‘5('0)) Eg(u;i )  PEOU; )igu ) (P
> h
= o e P g ) P AR g T oSO g
i
SEu)iow ) a® + EPNE g ) o)
1 h i

= @ PSWrA®  w@E) popS W 1 u(@) E o)

et ce,d'apresla de nition de Sp(u) (De nition B33.
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Remarquonsque, dans le casde distributions cortinues,on a

Sp(u) = Eg(u; )ja(u; ) au(p) et u (P =p;

et donc on retrouve bien que

1 h i
u(p) = 17 Eg(uy; )  pSpu) :

3.3.5 Les autres mesures de risque
Exp ected shortfall

Soit  un niveau de perte souhaite. En utilisant le Theoreme de Fubini et le Theoreme
322 caracterisart la dominance stochastique en terme de quartile, et a condition que soit le
qguartile de la variable aleatoire g(u; ) assaie au niveau de probabilite p, on peut donner la
formule suivante :

— . + 2 - 2 - uz(p) _
re()=E[ ou )" = 5()=p u(P)=p 5 =p Sp(u)

Absolute semideviation

Cette mesuren'est rien d'autre que I'expected shortfall lorsque le niveau de perte souhaite
vaut E g(u; ) . Ainsi,

u=p Eg(u; )  Sp(u) = hy(p:

Gini's mean (absolute) dierence

D'apres (8332, en remplacant dans (B3 hy par sanouvelle formulation, on obtient

Zl
u=2 . p Eg(u; ) Sp(u) dp:

3.4 En resume

La cortrainte en probabilit e estune formulation naturelle du risque mais di cile a manipuler
sur le plan mathematique. Nous avons donc dans ce chapitre recen® les mesuresde risque et
de securite les plus usuellesen economieet en nance. La litt erature sur ce sujet etant tres
abondante, nous avons alors decide d'essger de relier toutes ces mesuresentre elles, en les
reformulant dansun alphabet minimal : ennotant X = g(u; ) une variable aleatoire represenant
desperteset x sonesperance,on a
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De nition

Reformulation

2
TVaRy (p) = 252

hx (p) = « (D)

R
Gix(p) = 3 Fhx( )d

xP

p(u) = min Fp g(u; );

rx()=E[ X
x =E[x XJI
R
x=24 xP x2p) dp

TVaRx (p) = Sp(u)

hx(@=p x Spu)

R
Gix(M= x # ¢ S(UWd

h
p(U) = 5 PPSp(U) + ax (P)

pS, (W + 1 x ax(p)
x()=p  Sp(u)
x = hx (p)
Xx=24P x Sp(u)dp

x (P P

Parmi toutes ces mesures,on s'apercoit que la cortrainte en probabilite peut s'ecrire, de
facon equivalerte comme une contrainte de VaR. La CVaR ayant ete proposse comme une
mesure alternative a la VaR, et posedart des proprietes mathematiques interessates, nous
allonstenter, dansle prochain chapitre, d'exploiter cette autre mesurede risque dansla resolution
desproblemesd'optimisation souscortrainte en probabilit e.



Chapitre 4

Les mesures de risque en
optimisation

Dans ce chapitre, nous nous interessonsa l'application des mesuresde risque dans les
problemesd'optimisation. Plus preciemert, nous proposonsdes conditions et hypothesessous
lesquellesil est possiblede remplacerun problemed'optimisation souscortrainte en probabilit e
par le méme probleme d'optimisation formule sousune contrainte de risque plus reguliere sur
le plan mathematique, tout en recuperant la solution du probleme initial sous cortrainte en
probabilit e.

4.1 Application des mesures de risque en optimisation

Notre strategie de resolution etant basee sur la notion de gradient stochastique, la CVaR,
formulee en termes d'esperanceet pos®dart de \b onnes" proprietes mathematiques, apparat
etre la mesurede risque la plus adaptee a notre approche.

On rappelle que g(u; ) estune variable aleatoire reelle (represenant despertes par exemple),
ou u est la variable de decision et un alea. Les deux theoremes suivants, demortres dans
[29], revelert 'un desavantages majeurs de la CVaR sur les autres mesuresde risque dans les
problemesd'optimisation stochastique.

Th eoreme 4.1. On a

' = in F D HE
0 p(U) (u; I'])’]ZILI’J] R P g(u; )
ou de plus,
(u; )2 arg(u; r)nzlLrJ] RFp g(u; ); , u 2 arg[j%] p(U); 2 argmzlg Fp o(u; );

Th eoreme 4.2. Pour toute selection de seuils de prokabilite p; et de tolerance de perte
isio= 1 . 1, le probleme

anlLrJ]J(u)

s.c. p(u) i 1=1 G
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est equivalentau probleme

min J(u
(Ui 1; ;12U R R W
s.c. Fp o(u; ); i i=1 5l

Eneet, (u; ; ; ;) estsolution duseond problemesi et seulementsi u estsolution du pre-
mier problemeet I'in egalite Fp, g(u ; ); ; i estvraie pouri =1; ;l. De plus,on a alors

p(u) i pour chaquei, et méme p (u )= ; pour chaquei tel queFp g(u; ); ; = i,
i.e. tel quela contrainte de CVaR assaiee est active.

Demonstiation. Ce resultat provient de la formule de minimisation (B:30) : comme
(W) =minF, o(u; ); i ;
p (1) = min Py g(u; ); |
ona p(u) i si et seulemen s'il existe ; tel queFp, g(u; ); | i O

Enn, onpeut passerd'une cortrainte CVaR a une cortrainte detail-V aR dela facon suivante.

Th eoreme 4.3. Pour tout niveau de prokabilite p et de contrainte , le probleme

min  J(u
(u; )2U R ()

s.c. Fpo(u; ); ;
est equivalentau probleme
min  J(u
(u; )2U R ( )

s.c. Gp o(u; ); Qu) ;

ave

Eo(u; ) 1 p
Q) = :
p
Demonstiation. Cette equivalenceest simplemert baseesur le fait que

PGp o(u; )i + (@ PFp gy ), =Egu ) :
O
Remarque 4.4. Il estimportant de noter que si la CVaR presene la cornvexite en u, ce n'est

pasa priori le caspour la tail-VaR.

4.2 Echange de la contrain te en probabilit e avec une mesure de
risque plus reguliere

Th eoreme 4.5. Considerons deux problemesd'optimisation
min J(u)

s.c. f(u) a
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et
min J(u)

s.c. glu b

ave b= sup,, ut g(u) = g(u), Ul et U% designant les ensemblesadmissibles.On suppmse que

gu;u% gu) g(uy) fu fu9;
alors toute solution du second probleme est aussi une solution du premier probleme.

Demonstation. Remarquonstout d'abord quel'on a Ui Ug, i.e toute solution admissibledu

premier probleme est admissible pour le secondprobleme.En e et, si & 2 ul, alors gw) b
puisqueb= sup,, Ul g(u), et donc & 2 Ug.
Si
guiu% g(u) gu)) f(u fu9;
on a en particulier pour u solution du secondprobleme,

glu) gu) flu) f(u):

De plus, commeu 2 Ul, onaf (w a et donc f (u) a : autrement dit, u est aussi
admissible pour le premier probleme. Les criteresetant identiques dans les deux problemes,et
comme UJ Ug, u estdonc solution du premier probleme. O

Si cetheoreme est interessanh du point de vue theorique, seshypothesesrestert, en pratique,
diciles averier. En e et, consiceronsle casou le premier problemecorrespond a un probleme
d'optimisation souscortrainte en probabilit e, et le secondprobleme correspond a un probleme
d'optimisation souscortrainte de CVaR. Il y a trespeu de chanceque I'hypothesesur la mono-
tonie descortraintes soit satisfaite, du fait que la CVaR sesitue, en quelque sorte, a un degre
d'integration superieur. De plus, pour determiner le niveau b, on doit resoudreun probleme
d'optimisation souscortrainte en probabilite, or c'est justemernt ce type de probleme que I'on
cherche a eviter!

Neanmoins,si I'on considere une situation ou I'hypothesesur la monotonie des cortraintes
est veri ee, on peut tres bien imaginer de trouver b par tatonnemert, et non en resohant le
probleme d'optimisation sous-jacem

En e et, dansle theoreme precdert, le choix strict de b et 'hypothesede monotonie des
contraintes senent d'une part a garantir lI'admissibilite de u pour le premier probleme, et
d'autre part, l'inclusion desensenbles admissibles.Cette derniere inclusion est assuee desque
b est \assez grand”, i.e. plus grand que b. Quant a I'admissibilite de u , elle peut &tre testee
directemert. On proposedonc la strategie suivante :

{ choaisir un b assezgrand,

{ resoudrele problemeavec une contrainte de CVaR,

{ tester l'admissibilite de u : si u est admissible on s'arréte, sinon on recommenceen

choisissarn un b plus petit.

4.3 Exemple

An dillustrer que les hypothesesdu Theoreme &3 sort, en pratique, diciles a verier,
nous allons donner un cortre-exemple, dans lequel une solution d'un probleme avec cortrainte
CVaR n'est pas une solution du méme probleme avec contrainte en probabilit e.
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4.3.1 Presentation du probl eme

On doit minimiser un temps de parcours en voiture, f (u; ), ou u 2 U designela variable de
pilotage et un incident, a savoir lesfreins qui lachent. On note v la vitesseau-del de laquelle
tout incident deviert mortel. Si on designepar g(u; ) la vitesse, ceci nous amene a introduire
une contrainte en probabilit e puisqu'il s'agit d'ajuster la vitesse de parcours pour assurerune
probabilit e minimale de rester en vie. Ce problemes'ecrit donc

muin Ef(u; )
sc. Pg(u ) v p:

Enn, en notant vy(p) le quartile de la fonction de repartition assaiee a g(u; ), on peut
considerer la cortrainte

vu(p) Vv

4.3.2 Application de la CVaR

La notion de CVaR conduit a reecrire le problemede la facon suivante

rn_inE f(u; )
s.c. Fpou; ); ;
avec
Fpoo(u ); = +7 pE [o(u; ) ]
On sait que
minF, g(u; ); = p(u):

Soit (u ; ) la solution de ce probleme.On a
p(u) et argminFp g(u; ); = vu(p):
Ainsi = vy (p), etil sut decomparervy (p) av pour verier sila corntrainte du probleme

initial estveri ee.

Comme nousl'avons deja fait remarquer, 'avantage de cette reformulation du problemeestla
possibilite de mettre en uvre un algorithme de gradiernt stochastique pour obtenir la solution.

4.3.3 Relation a l'optim um entre les deux probl emes
Considerons le probleme initial. La variable est u et les parametres sort v et p. Notons

Uad(p;v) U l'ensenble admissible de ce probleme.

Les variables du probleme avec cortrainte CVaR sort u et ; les parametres sort p et
Notons C2%p; ) U R sonensenble admissible. Rappelonsque

Fo a(u; ); minFp g(u; ); = p(u)  vu(p):

Notons u une solution du probleme avec contrainte CVaR. Pour que u soit solution du

problemeinitial, il sut, d'apresle Theoremel3, que:
n o

U¥(p;v)  Proj C*¥(p; ) = u2C¥(p; ) etque Hu) ) Vi (P Vu(p):
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4.3.4 La non interc hangeabilit e des mesures de risque
On s'interesseci a un exemplenumerique simple danslequel la solution du problemeinitial
ne peut &tre obtenue commela solution du problemeavec cortrainte de CVaR.
Posons
g(u; )=09u+ (1 u);

ou suit uneloi uniforme sur [0;1] et u 2 U2 = [0; 1]. On consicere le casou u 6 1 (pour rester
dans un cadre stochastique). On a

n .9, 0 .
qg O09u = min 1 max O: qg O09u
1 u 1 u

u(@=Pogu) q =P
Onavy(p)= min gj uy(@ p ,donc
vu(p) = (0:9 pju+ p:

Pour p 2 [0;0:9], v, estcroissarie enu; pour p> 0:9, v, estdecroissate en u.

Comme suit une loi uniforme, safonction de repartition est continue, et on a donc
h [
p(u) = E g(u; )ig(u; ) vu(p) :

Calculons p(u). On a

g(u; ) wvu(P), OQu+ (1 u) p+u09 p), p;
et donc
Z1h i
_oo1 o o~ 1 ul p2 _ _p 1+p.
p(u)—l—p ; 09u+ (1 ud —0.9u+l 53 7 - 0:4 Ut

Pour p2 [0; 0:8], , estcroissarte enu; pour p> 0:8, , estdecroissarme en u.

Pour p 2]0:8; 0:9[, on est donc dans la situation ou, lorsqueu estune solution du probleme
avec corntrainte CVaR, on a

) = )= max ) et W (R)>V ()

Posonspar exemplep = 0:85et v = 0:88. Danscecas,u 2 [0; %], o:s5(U) = 0:025u+ 0:925
et = 0:925.
Sur cet exemple,on ne peut pastrouver de valeur de qui permette d'obtenir la solution
du probleme original gracea la resolution du probleme avec une cortrainte CVaR <

4.4 ENn resume

Dans ce chapitre, nousavons donne desconditions souslesquelles| est possiblede remplacer
la resolution d'un problemed'optimisation souscortrainte en probabilit e par la resolution d'un
probleme auxiliaire, formule avec une mesurede risque plus reguliere, tout en recuperarnt, bien
entendu, la solution du problemeinitial.
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Chapitre 5

Optimisation sous contrain te en
probabilit e : le cas convexe

Nous presertons dansce chapitre trois methodesayant pour objectif la miseen uvre d'un al-
gorithme detypegradient stochastique pour resoudreun problemed'optimisation souscontrainte
en probabilite. Les deux premieres methodes, I'int egration par parties et I'approximation par
convolution, permettent de surmonter la discortinuite de la fonction indicatrice qui appardat
lorsquel'on ecrit la cortrainte en probabilit e sousla forme d'une cortrainte en esperance.L'ob-
jectif de cesdeux methodesestde donnerun estimateur du gradient de la contrainte en probabi-
lite. La troisieme methode, I'approche par le quantile, consiste,lorsque c'est possible,a reecrire
la contrainte en probabilit e commeune cortrainte sur un quartile independant desvariables de
decision.L'une de cesmethodes,l'integration par parties, conduit, dansun cadre gereral, a des
formules assezcomplexes.Aussi, a n de rendre ce memoire aussiclair que possible,nous allons
commencerpar intro duire deux exemplesvolontairement simples, mais qui posen de reellesdif-
cult es mathematiques. Puis nous presetterons quelquesdi cult es structurelles relativesa un
probleme d'optimisation souscortrainte en probabilite. En n, nous montrerons, sur chacun de
cesexemples,ce qu'il est possiblede faire (ou de ne pasfaire) avec cestrois methodes.

5.1 Exemples

5.1.1 Le probl eme du mobile

Un mobile doit traverserle segmen [0; 1] en minimisant le temps pour atteindre x = 1, en
tenant compte de plus d'un critere d'energie: u(t) designan la vitesse a l'instant t (c'est le
cortrdle), on minimise le critere z,

f
t; + u?(t) dt:
0
Le temps nal tf esttel que x(tf) = 1, la condition initiale est x(0) = 0 et la dynamique du
modele est donnee par

ax .. _
a(t) = u(t):

Onintroduit en n une cortrainte en probabilit e qui estdue au fait qu'une bombe peut tomber
sur le parcours en une position et un temps tous les deux aleatoires. On supposeque ces
deux variables aleatoires sort independartes et distribu eesselon desdensitesqg( ) et gq( ). Un
impact en causela destruction du mobile s'il tombe a une distance inferieure ou egalea D de
la position qu'occupe ce dernier a l'instant . On supposeen n que le mobile est a I'abri aux
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extremitesdu segmen [0; 1], c'est-a-dire avant t = 0 et aprest = t; (nous ne considereronsdonc
guele casou < t;). La cortrainte a respecter s'ecrit
Zt Zx(pwp

P x() = o x() o q()a( )d d 1 p; (6.1)

autrement dit, on souhaite que la probabilit e de recuperer le mobile soit d'au moins p.

A n deservir de referencea une resolution par une approche de type \gradient stochastique”,
on va chercher une solution du probleme dans un cas particulier en utilisant une formulation
deterministe. Pour cela, on introduit la variable z(t) de nie par

Z:Zy(yp

z(t) o )a( )d d

0 x() D
YA t
x()+D) (x() D)aq()d
en utilisant la fonction de repartition  de la densite g. On a z(0) = 0 et

“n= ®()+D) () D))

On veut donc respecter la contrainte z(tf) 1 p.

L'Hamiltonien du probleme s'ecrit
HGtu; ; )= u?+ u + (x()+D) (x() D)aq:
Les equations adjointes sort
—=H$= ax+D) dx D)a;  (tr)= 1;
_=H2=0; (tr) = 2;
ou ; estle multiplicateur de la contrainte sur x(t;) et 2 celui sur z(t; ). Pour completer les
conditions d'optimalit e, il faut ecrire que H? = 0, soit
u)= ()=2;

et la condition d'optimalit e sur t; qui s'ecrit
1+ u(t)+ qu(te)+ 2 X(t)+ D X(tr) D q(ts) = 0:

On obsene que
estconstart et egala »,; onremplacerapartout par »;
avec la supposition que le support de q estinclus dans un intervalle [0;t;] [O;t¢], alors
g(t) = Opourt; <t t;;onendeduit quez, , etdoncaussiu sort constarts au dela de
linstant tj; vautalors i etzvautl p(dansl’hypotheseou la contrainte enprobabilite
est saturee);
la condition de transversalite sur t; s'ecrit simplemert

0 = 1+ Uu%(t)+ au(ty)
= 1+ 2=4 22
puisqueu = =2et (t;) = 1. Onendeduit que 2= 4,donc 1= 2, maisil faut
privil egierla valeur 2 puisqueu(ts) = 1=2; le parcours au dela de t; sefait donca la

vitessel. Lesvaleursde etz danscetintervalle (et enparticulier at;) sort respectivemert
de 2etl p.Enn, lavaleurdex(tj) estl (ty t;) puisquex(t;) = letqueu=1au
dela de tj.
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Malgre cesobsenations, le probleme n'est pas tresfacile a resoudresansse placer dans des
casplus particuliers. On va consicerer le casd'une densite q( ) lineairemer croissarie et d'une
densite g uniforme sur [0; 0;5] (donc g( ) = 2 sur ce support).

On poseD = 0;2 et
02+ pour 0;2 121421
0 sinon:

a( ) =

La borne superieure de l'intervalle ci-dessusa ete calculee pour que g soit une densite de proba-
bilit e d'integraleegalea 1. Notons que cet intervalle englobe le segmen [ D;1+ D].
On a alors

20 pour 0:2;
()= S 05 2+ 02 + 0.02 pour 0;2 121421
1 sinon:

Deplusq(x+D) q(x D)= 04et (x+D) (x D)= 0;4x+ 0;,08dansla zoneinteressate.
Determinons d'abord le niveau de probabilite p \naturel”, celui atteint par la commande
optimale du problemesanscortrainte (u() = 1 doncx(t) = t). On a

0:5
1 p= 2 (t+ 02 (t 02) dt dou p = 0:82:
0
Sadant que u optimale est egalea =2, on integre les equations en x, —, z, en partant de
x(0) = 0, (0) = ¢ (parametre inconnu) et z(0) = 0. Avec Mathematica, on obtient, pour
0 t 05

x(t) = 0:2 ot2 05 of;
M= o 08 at;
z(t) = (4=75) »t3 0:2 ot?+ 0;16t:
Pour determiner lesinconnues ¢ et », il faut resoudrele systeme
0:5)= 2; z(0:5) =1 p;
ce qui conduit a
2= 75p 1232 o= 30p 1335:
Aveccesvaleursde g et », on obtient en particulier
u(t) = (t)=2= (30p 1235)t + 133 15p:

On obsene que u( ) estune fonction lineaire dansl'intervalle [0; 0;5] (rejoignant la valeur
1 et s'y maintenant, commedeja dit, apreslinstant 0;5).

Mais u(0) deviert negative au dela de la valeur critique p = 133=15= 0;88666.:: : a
partir de ce niveau de probabilit e, la strategie consistedonc a s'enfuir vers le cote negatif
de I'axe desx, avant de revenir versx = 1. Ceciestd0 au fait quel'on n'a pas modelise le
fait quel'on estsousabri sil'on resteimmobile enx = 0 apreslinstant 0. Il faut imaginer
que l'abri estretire desquele jeu commenceat = 0.

En deca de la valeur critigue p du niveau de probabilite exige pour rester en vie, la
strategie consistea courir toujours dans le senspositif, mais a une vitesse inferieure a 1
(en rejoignart la vitesse de croisiere 1 apres que I'on soit sdr que la bombe est tombee,
c'est-a-dire aprest = 0;5).
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Pour terminer, evaluons le codt optimal. Puisque I'on court a la vitesse 1 a partir de l'ins-
tant 0;5 et que lI'on a atteint la distance x(0;5) avant cet instant, on a

tr =1 x(0:5)+ 0:5= (15=4)p 83=40:

Le co0t optimal J vaut alors
z 0:5 z tf
J =t + u?(t)dt + 1dt :
0 0:5

Tous calculs faits, on obtient
J = (75=2)p® (123=2)p + 5443=200;

donc une fonction corvexe de p. On peut veri er, comme c'est normal, que J vaut 2 et est
minimum enp = 0;82: eneet 2 estla valeur optimale sanscortrainte, correspondant a une
valeur \naturelle" de p egalea 0;82, et le multiplicateur , estla deriveedeJ considere comme
fonction de p (et il est nul pour p = 0;82). Bien s0r, I'expression ci-dessusde J n'est valable
quepour p  0;82, car en deca de cette valeur, J resteegala 2.

La Figure resumeun certain nombre de cesresultats.

5.1.2 Le probl eme de nance

On emprunte un capital xo quel'on doit rembourseren n de periode avecun taux d'interét |.
Ce capital peut servir a

{ faire un placemern au taux xe b;

{ faire un placemern au taux risque ;

{ ou enn consommerle restant disponible, ce qui apporte une \satisfaction" mesuree par

une fonction concare f (satisfaction marginale decroissare).

On cherche a maximiser la sommede cette satisfaction et de I'esperancedu capital nal (auquel
il faudrait retrancher le remboursemern, mais celui-ci est une quarntit e connue d'avance). Soit

{ u la fraction du capital placeeau taux xe ;

{ v la fraction du capital placee au taux risque.
Les variables de decisionsu et v sort soumisesaux conditions :

u O0; v O et u+v 1: (5.2)
On doit resoudresouscescortraintes le probleme suivant :
h i
rTl]_a\}fo X0l u v) +x0 A+bu+ @2+ )v (5.3)

On veut egalemen &tre en mesurede rembourser le capital et lesinterts (soit xo (1 + 1)) en
n de periode, et ce avec une probabilite d'au moins p. On veut donc respecter la contrainte
que la probabilit e que le capital disponible en n de periode,i.e.xg (1+ bu+ (1+ )v , soit
superieur ou egala la sommedue, ce qui s'ecrit, en supposart v 6 0 (le casou v = 0 seratraite
a part) :
P@A+bu+ 1+ )v 1+ p;

ceciestequivalent a

n 0
1+1 (1+bu _
. . 1 p: (5.4)
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Remarque 5.1. Sousleshypotheses | > b, la solution optimale du problemede maximiser
(B3 sousles cortraintes (B2 (&2 esttelle que u = 0. Dans la suite, nous ferons donc les
hypotheses:

>b>|; (5.5)

dans l'espoir d'obtenir, au moins pour certains niveaux p de la cortrainte en probabilite, des
solutions avecu > 0.

On utilise les donneessuivantes :
Xo=1; | = 0:15 b= 0:2

f(x)= x2=2+ 2x;

8 -

§0h ] , i Si <
():8%3_ 10 — “+15 — + 8 si < o+

1 sinon;

ou estlafonction derepartition, lesparametres et permettant defaire varier respectivemen
la moyenne( ) et la variancede egalea 2=7.Les experiencesnumeriquessort realissesdans
lecasou = 04et = 3.

Pour resoudrenumeriquemert ce problemed'optimisation, nous allons plut®t nous interesser
au problemede minimisation equivalent. Notons

jusvi )= f xo(L u Vv) xXo Il+bu+@+ )v;
(u;v)=u+v 1;
N 1+1 (@+Dbu 10.

v Vv

Au;v)=p P

Les contraintes de positivite sur u et v serort trait eespar projection, et nous designerons
respectivemert par 1 et » lesmultiplicateurs assaiesaux cortraintes ; Oet < 0.

Pour simuler une variable aleatoire ayant commefonction de repartition , nous pouvons soit
utiliser la technique classiquequi consistea inverser la fonction de repartition, soit utiliser la
methode du rejet. La premiere methode, dite \m ethode de la fonction de repartition”, ne nous
a pas senble etre tres pertinente sur cet exemple: il faudrait inverserun polyndme de degre 5,
ce qui ralentirait l'algorithme programme en Scilab. La methode du rejet est particuli eremert
interessate lorsque la variable aleatoire possede une densite qui est d'expression compliquee,
Ou qui n'est pas connue analytiguemert (mais qui est approchee par un histogramme). Nous
choisissonsdonc d'utiliser cette methode, dont le principe est le suivant : soit a simuler une
variable aleatoire de densite g. Supposonsque I'on ait pu trouver une densite de probabilite g
telle que

{ une variable de densite g soit aisee a simuler;
{ il existe une constarte k telle queq kag.
Alors la procedure suivante permet de simuler une variable aleatoire de densite g :
1) on simule une variable U de densite g et une variable W independarte uniformemen
distribu eesur [0; 1], puis on poseV = kW g(U) ;
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2) siV < q(U), on pose = U; sinonon retourne en1).
Sur cet exemple,nous choisironsg commeetant la densite d'une loi uniforme sur [ o+ ],
etk=2.Eneet, gestmaximaleen etg( )= 15516 ); on aura alors bien

aC) a() 29():
La Figure represerte le co0t optimal assaie a ce probleme d'optimisation.

-1.25
-1.3
-1.35
-1.4

-1.45

01 02 03 04
-1.55

Fig. 5.2{ Co0t optimal

On obsene que le co0t optimal commefonction du niveau de probabilit e p n'est pas convexe.
En fait, ce co0t est corvexe pour desniveaux de probabilit e inferieurs a 0.57. Pour desniveaux
de probabilit e prochesde 0.57, le risque de ne pas pouvoir rembourser le capital et lesinteréts
en n de periode estgrand; la variable de decisionassaiee au placemer risque, v, decrdt vers
0, alors que simultanemert, celle ass@iee au placemen sansrisque, u, decolle de la valeur 0.
Le co0t optimal, qui etait jusqu'alors une fonction convexe du niveau de probabilite p requis,
deviert concave sur un transitoire assezrapide, la plage de valeurs des niveaux de probabilit e
allant de 0.58a 0.65.Au-dela de 0.65,v passea 0, u = (1+1)=(1+ b) = 0:95833,et le co0t optimal
deviert donc constart. Pour rester dansle cadre classiquede la convexite, nous ne considererons
dans ce chapitre que desniveaux de probabilit e inferieurs a 0.57, le casnon convexe seratrait e
au chapitre suivant.

Remarque 5.2. An de servir de referencea une resolution par une approche de type \gra-
dient stochastique”, nous avons consicere des exemplesnumeriques qui ont pu parallelemen
etre resolusgrace a un programme FORTRAN utilisant le solveur NAG. Il faut signaler que
l'initialisation de l'algorithme s'est averee delicate, probablemert en raison de la non convexite
du probleme.ll a fallu, pour chaque valeur de p, choisir assezsoigneusemencette initialisation.
La contrainte en probabilite a ete codee sousla forme d'une cortrainte ecrite a l'aide de la
fonction de repartition de la variable aleatoire , avec une borne inferieure sur v de l'ordre de
10 2. Lorsque cette borne etait atteinte, on consicerait que la \vraie" solution correspondait a
v = 0, et il etait alors facile, d'apresce qui a ete explique plus haut, de calculer u.

Remarque 5.3. Sur le plan numerique, pour le probleme du mobile comme pour le probleme
de nance, nous nous interesseronstoujours aux erreurs sur les variables primales et duales
en fonction du nombre d'iterations : uX u en fonction de k lorsque la variable est scalaire
ou kuk u ky lorsquiil s'agit de vecteurs,u etant la solution obtenue par la formulation
deterministe.
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5.2 Quelques dicult es structurelles

L'objectif de ce paragrapheest de mettre en evidencequelquesdi cult esstructurelles rela-
tivesaux problemesd'optimisation souscorntrainte en probabilit e.

5.2.1 La non convexit e du probl eme

On consicere le probleme

min 1
u2rR 2

s.c. Pfu g p;

(u 1y

avec N (m; ). La cortrainte s'ecrit aussi
(U 1 p;
ou estla fonction de repartition de . Le Lagrangien assie a ce probleme est
1 2
Lu )= 5 1%+ (0 1+p
En xant p= 07, m= 2et = 0:1, la solution de Kuhn-T ucker est
u = 205244 et = 0:877913

le co0t optimal vaut alors 4:6587.

La Figure represerte le graphe de la fonction Lagrangien et la position de la solution
primale-duale. Pour la section = 0, on reconndt la forme de la fonction co0t seule.Lorsque
augmerte, la forme de la fonction de repartition sesuperposeavecun poids de plus en plus grand
a celledu colt, cequi creedeux bassinsd'attraction pour un algorithme de type Arrow-Hurwicz
dont I'equation di erertielle assxiee est

1 50(u+2) 2
u= Lﬂ(u;)= u+1 E|92_7;
1 10(u + 2
= L0 )= 5 1+ er 0u+2) g

Ceci est mieux illustr e par le champs de vecteurs correspondant, represene sur la Figure

Le double cercle represerte la solution qui n'‘est qu'un point selle local. La zone blanche
correspond grosserement au bassind'attraction de ce point. La zone grise conduit a s'eloigner
plus ou moins inde niment (en ) dansune valleesitueea u = 1 (le minimum sanscortrainte).
En e et, pour cette valeur de u, le gradiert de la fonction colt estnul et le restede la deriveeen
u du Lagrangienestegala fois la densite de la variable aleatoire gaussienngde moyenne 2 et
d'ecart-type 0.1) au point 1, a savoir  1:47 10 1% | Autant dire 0 mémepour tresgrand!
Alors que la composarte en — de ce champs de vecteurs est egalea la valeur de la cortrainte
pour u = 1, donc quelque chose de positif (si le minimum sansconrainte ne satisfait pas la
cortrainte). Ce qui signi e e ectivemert que, une fois atteinte la valeur u = 1, on se deplace
verticalemen pratiqguement jusqu'a I'in ni.
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Fig. 5.4{ Champsde vecteurspour l'algorithme d'Arrow-Hurwicz



5.2 Quelques dicult es structurelles 85

On considere maintenant le probleme de nance reduit a la variable v (on xe u = 0) et
a la corntrainte en probabilite (la cortrainte u+ v 1 sereduit av 1 et peut &tre trait ee
par projection; seulela cortrainte en probabilit e est trait ee par dualite et on designepar le
multiplicateur correspondart). Autrement dit, le probleme s'ecrit

Jmin %(1 V)2 21 v) @+ )v

1+°
S.C. 1 1 ;
v p
avec = 0:4et’ = 0:15.
La solution du probleme sans contrainte est v = 0:4, le co0t optimal vaut alors 1:28,

correspondant a une probabilit e 0:107959de rembourser la dette en n de periode.

Placons-nousdansle casou p = 0:24. On a alorsv = 0:504075, = 0:0881451,et le coit
optimal vaut 1:57458.La surfacedu Lagrangien est represenee sur la Figure B8

Fig. 5.5{ Lagrangienet solution| Casp= 0:24

La Figure represerte le champs de vecteurs de l'algorithme d'Arrow-Hurwicz. Le
phenomenede superposition ertre la forme corvexe de la fonction colt et la forme non corvexe
de la fonction de repartition (ponderee par ) peut encores'obsener, sauf que la fonction de
repartition estmaintenant composeeavecla fonction decroissare env de la cortrainte. Au nal,
on voit que le champsde vecteurscomporte un vortex autour de la solution, mais aussiune zone,
pour v petit, danslaquelle I'algorithme tend a eloigner lesitereesvers desvaleurs grandesde
un peucommedansle casdu problemeelemertaire preceden. Ce phenomeneseraplus prononce
avecle casou p = 0:57 par exemple.Pour ceniveaude probabilte,v = 0:978591, = 1:55926,
et le co0t optimal vaut 1:41262.La surfacedu Lagrangien est represenee sur la Figure B4
Le champs de vecteursde I'algorithme d'Arro w-Hurwicz est represenie sur la Figure B8
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