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R�esum�e. La d�ecision dans l'incertain est un th�eme de recherche particuli �erement actif �a
l'heure actuelle, en raison notamment de sesnombreusesapplications dans di� �erents domaines
de l'ing�eni�erie (t �el�ecommunications, transports,. . .), de la gestionet de la �nance, etc. La formu-
lation de cesprobl�emesen termesde probl�emesd'optimisation souscontrain tes est une approche
classique.Cependant, dans un contexte al�eatoire (ou stochastique), la nature des contrain tes
prisesen compte requiert une attention particuli �ere :

{ les contrain tes �a satisfaire \presque sûrement" sont g�en�eralement irr �ealistes ou anti-
�economiques(on ne dimensionnepaslesr�eseauxpour �ecoulerle tra�c desheuresde pointe
de l'ann�ee), en dehorsbien sûr desrelations math�ematiquesqui repr�esentent les lois de la
Physique;

{ les contrain tes �a satisfaire \en esp�erance", quoique math�ematiquement agr�eables,n'ont
pas de signi�cation pratique tr �es utile dans la mesure o�u le respect d'une in�egalit�e sur
l'esp�erancene garantit rien sur la fr�equencedesd�epassements de cette in�egalit�e;

{ les contrain tes �a satisfaire avec une certaine probabilit �e sont g�en�eralement cellesqui ont
le plus de signi�cation pratique, mais ellessont di�ciles �a traiter math�ematiquement ;

{ d'autres mesuresde risqueont �et�e r�ecemment propos�ees(CVaR, ordresstochastiques,. . .),
notamment dans le domaine de la �nance, pour aller dans le sens d'un traitement
math�ematique plus facile (pr�eservation de la convexit�e par exemple), mais avec une cer-
taine perte de l'in terpr�etation intuitiv e qu'on peut leur donner.

Sur le plan th�eorique, l'une des di�cult �es fondamentales que soul�eve le traitement des
contrain tes en probabilit �e est que cescontrain tes s'expriment essentiellement commel'esp�erance
d'une fonction indicatrice d'ensemble, fonction �a la fois non convexeet discontinue : le traitement
de telles quantit �espar desm�ethodesd'approximation stochastique est donc tr �esdi�cile.

Dans cette th�ese,trois voiessont explor�eespour contourner cesdi�cult �es :
{ le recours �a d'autres formulations du risque qui am�enent �a desprobl�emesmath�ematiques

plus simples;
{ des m�ethodes d'in t�egration par parties ou de changement de variables dans le calcul de

l'esp�erancepermettent, souscertaine condition, de remplacer la fonction indicatrice par
sa primitiv e, �evidemment plus r�eguli�ere, et donc plus facile �a traiter du point de vue de
l'approximation stochastique : on obtient ainsi desestimateursnon biais�esmais pr�esentant
une certaine variance;

{ desm�ethodesde \lissage" rempla�cant la fonction indicatrice par uneapproximation \adou-
cie", ce qui introduit un certain biais dans l'estimation, biais que l'on cherche ensuite �a
faire tendre asymptotiquement vers z�ero.

Ces m�ethodes sont �evalu�ees et compar�ees �a la fois sur les plans th�eorique et num�erique, en
utilisant pour cela deux exemplesissus l'un d'un probl�eme de parcours optimal avec risque et
l'autre d'un probl�emed'investissement en �nance.





In tro duction g�en�erale

L'optimisation, une aide �a la d�ecision

L'optimisation est une technique qui permet de \quanti�er" les compromis entre descrit �eres
parfois non commensurables, i.e. peu susceptiblesde s'�evaluer dans lesmêmesunit �es 1. En e�et,
si tout se ramenait �a des euros, il su�rait d'additionner tous les e�ets d'une d�ecision pour la
comparer �a une autre. Mais que vaut la vie humaine? Penserpar exemple �a une politique de
s�ecurit�e routi �ere qui côute des investissements en euros et qui rapporte des �economies... de
morts.

En fait, la th�eorie de l'optimisation fournit desoutils permettant de r�epondre �a desquestions
du type \si on acceptede perdre x sur un crit �ere, combien pourra-t-on gagnerau mieux sur un
autre crit �ere? " au moins de fa�con marginale (i.e. lorsquex est petit). Voil�a d'o�u vient \le prix
de la vie humaine" : dansun contexte (et avecdescontrain tes) bien pr�ecis,x eurosde plus de tel
investissement en mati�ere de s�ecurit�e permettront (statistiquement) d'�economisery morts, d'o�u
le prix marginal du mort. Mais ce prix marginal pourra être tr �es di� �erent dans un autre cadre
d�ecisionnel,avec d'autres niveaux de contrain tes par exemple... ce qui doit donner �a r�e �echir.

Finalement, l'optimisation ne se substitue pas �a la responsabilit�e du d�ecideur; elle rend les
cons�equencesde certains choix a priori (�xation d'un budget, d'un niveau de s�ecurit�e) plus
explicites en ayant fait le mieux possible�a l'in t�erieur du contexte cr�e�e par ceschoix.

Nomenclature de l'optimisation

L'id �eed'optimisation �etant tr �esg�en�erale, nous allons entrer un peu plus dans la description
de sous-cat�egoriesqui correspondent �a des outils math�ematiques et des niveaux de di�cult �es
assezvariables :

� optimisation continue et optimisation discr�ete : la premi�ere distinction �a faire concerne
la nature des \espaces" dans lesquels les variables de d�ecision prennent leurs valeurs,
c'est la dichotomie \discret-continu", bien marqu�e en math�ematiques et qui conditionne
beaucouples possibilit�es de recourir �a certains outils. On se situera dans le cas continu,
ce qui permet de consid�erer des variations in�nit �esimales et l'usage de la notion de
d�eriv�ee des fonctions impliqu�ees(les fonctions pourront ne pas être parfaitement \lisses"
et seulement \sous-di� �erentiables", toujours est-il que l'on disposerad'une possibilit�e de
parler de petites variations) ;

1Le d�ebut de cette intro duction est inspir �e du cours Convexit�e et Optimisation enseign�e par G. Cohen �a l' �Ecole
des Ponts en 1999-2000.



� optimisation d�eterministe et optimisation dans l'inc ertain : dans le cas d�eterministe,
tous les facteurs intervenant dans le probl�eme, en dehors des variables de d�ecision
�a notre disposition, sont suppos�es connus avec pr�ecision. Mais bien souvent, dans la
plupart des situations concr�etes, le d�ecideur doit faire face �a un certain nombre de
facteurs inconnus, ou plus pr�ecis�ement connus statistiquement par exemple.Une approche
possiblede la d�ecisiondans l'incertain consistealors �a utiliser un cadre probabiliste pour
d�ecrire math�ematiquement l'incertain (on parle dans ce cas d'optimisation stochastique
et on cherche en g�en�eral �a minimiser l'esp�erance de la fonction côut, ce qui suppose
implicitement qu'on accepteun comportement \optimal en moyenne") ;

� optimisation statique et optimisation dynamique : le mot \dynamique" est le plus souvent
utilis �e lorsquele temps intervient, i.e. qu'un syst�eme�evolue,qu'il faut prendredesd�ecisions
�a diverses�etapes de cette �evolution, et que ces d�ecisionsauront une inuence sur tout
le futur. On parle alors de commandeoptimale qui peut être �a nouveau d�eterministe ou
stochastique.Pour être plus pr�ecis,dansuneformulation d�eterministe, le mot \dynamique"
implique que l'on manipule des \tra jectoires" : les \commandes", commeles variables de
d�ecision, les �etats du syst�eme, : : : , sont des objets index�es par le temps. �A l'in verse, si
on se place dans des situations dynamiques et en pr�esenced'incertain, on entre le plus
souvent dans le mondede la commandeen boucle ferm�eeou en feedback, o�u l'on a int�er̂et
�a prendre les d�ecisions�a chaque instant au vu des observations disponibles jusqu'�a cet
instant.

G�en�eralit �es sur l'optimisation stochastique sous contrain te

Il existe diversesnotions math�ematiquespermettant de formuler descontrain tes en optimi-
sation stochastique :

� les contraintes presqueŝures : elles sont trop exigeantes d'un point de vue �economique
et r�eserv�ees par cons�equent aux �equations d�ecrivant un mod�ele physique. En e�et, si
l'on consid�ere par exemple l'optimisation du dimensionnement d'un syst�eme collectif
(une autoroute, un r�eseau�electrique), vouloir �a tout prix satisfaire la demande quelle
que soit celle-ci, ou quel que soit l' �etat de panne de certains �el�ements, conduit �a un
surdimensionnement du syst�eme �economiquement inacceptable.On arrive donc �a tol�erer
la violation des contrain tes (d�efaillance de fourniture de la demandepar exemple) dans
un \certain nombre de caspas trop grand" ;

� les contraintes en esp�erance : quoique math�ematiquement agr�eables,elles n'ont pas de
signi�cation pratique tr �esutile, dansla mesureo�u le respect d'une in�egalit�e sur l'esp�erance
ne garantit rien sur la fr�equencedesd�epassements de cette in�egalit�e;

� les contraintes en probabilit �e : ces contrain tes sont une formulation asseznaturelle du
risque, mais ellessont di�ciles �a manipuler math�ematiquement.

�A ce stade de l'in troduction, il nous semble indispensable de distinguer deux types de
\d �efaillance", qui sont pratiquement de signi�cation et math�ematiquement de di�cult �es tr �es
di� �erentes :

� la d�efaillance quantitative : lorsque l'on ne satisfait pas �a une demande d'�electricit�e
par exemple, il n'est pas indi� �erent de savoir combien de consommateursont �et�e priv �es



d'�electricit�e et pendant combien de temps; il est naturel que le \coût de d�efaillance"
soit au moins proportionnel �a la demande non servie; on est math�ematiquement dans
l'optique de \coûts convexes", i.e. de côuts marginaux croissants ;

� la d�efaillance qualitative : il estdessituations o�u le fait devioler unecontrain te entra �̂ne une
issuefatale quel que soit le d�epassement constat�e du niveaude la contrain te souhait�e; par
exemple,si la contrain te correspond �a la d�e�nition d'une cible �a atteindre pour r�ecup�erer
l' �equipaged'un a�eronef en casd'incident, et si le fait de ne pas pouvoir atteindre la cible
doit être consid�er�e commefatal �a la survie de l' �equipage,il importe peu de savoir si on a
de \b eaucoup" ou \de peu" manqu�e la cible : le processusest \en tout ou rien", on est
mort ou on a surv�ecu (coût marginal non monotone, ce qui correspond �a une situation
non convexe).

La formulation des contrain tes en probabilit �e �etant particuli �erement bien adapt�ee �a cette
deuxi�eme cat�egorie de d�efaillance, et s'agissant d'une formulation naturelle du risque, c'est
pr�ecis�ement �a ce type de contrain tes que nous allons nous int�eresserdans ce travail.

Asp ects algorithmiques : gradien t stochastique

A�n de mettre en �evidenceles di�cult �es rencontr �eeslors du traitement math�ematique de
la contrain te en probabilit �e, nous allons d�ecrire succinctement la strat�egie de r�esolution que
nous envisageons,strat�egie bas�ee sur un algorithme de type gradient stochastique (dans [13],
G. Cohen et J.-C. Culioli ont �etendu la m�ethode du gradient stochastique et le traitement des
contrain tes par dualit �e aux contrain tes formul�eesen esp�erance).

1. On commencepar �ecrire la contrain te commeune contrain te en esp�erance.Si la contrain te
en probabilit �e s'�ecrit

P
�

g(u; � ) � �
	

� p ;

o�u
� u d�esignela variable de d�ecision,
� � d�esignela variable al�eatoire,
� P d�esignela probabilit �e d'un �ev�enement,
� p 2 [ 0; 1] d�esignele niveau de probabilit �e requis pour la satisfaction de la contrain te,
� � d�esignele niveau de la contrain te,
et si IR+ d�esignela fonction indicatrice de la demi-droite r�eellepositive, i.e.,

IR+ (x) =

(
1 si x � 0;

0 sinon;

alors on peut �ecrire

P
�

g(u; � ) � �
	

= E
h
IR+

�
� � g(u; � )

� i
:

2. On utilise ensuite la dualit �e pour faire entrer, �a l'aide d'un multiplicateur � , la contrain te
comme une partie de la fonction côut : soit E[j (u; � )] la fonction côut initiale �a minimi-
ser en u sous la contrain te en probabilit �e; le Lagrangien ainsi obtenu s'�ecrit comme une
esp�erance

L(u; � ) = E
h
j (u; � ) � �

�
p � IR+

�
� � g(u; � )

� �i
:



En supposant l'existenced'un point sellede L , il s'agit de mini-maximiser cette esp�erance
par rapport aux variables primales et duales selon l'id �ee du gradient stochastique (algo-
rithme de Arrow-Hurwicz stochastique �etudi�e dans cecontexte de contrain te en esp�erance
dans [13]). Concr�etement, on doit donc r�esoudreun probl�eme d'optimisation formul�e �a
l'aide d'une esp�erancemath�ematique. Notons bien que l'on seplace \en boucle ouverte",
i.e. une situation o�u les d�ecisionsdoivent être prisesune fois pour toutes sur la based'in-
formations a priori (statistiques, ... ). C'est le caspar exemplepour la d�etermination des
investissements �a faire une fois pour toutes pour faire face�a desal�eas(pannes,consomma-
tions, ... ) qui ne sont connus �a l'avanceque par leurs statistiques. Le calcul desesp�erances
est le plus souvent di�cile, voire impossible.La m�ethode du gradient stochastique apporte
une r�eponse�a cette di�cult �e en \optimisan t tout en calculant l'esp�erance". Il s'agit en fait
d'une combinaison de l'id �eede la m�ethode de Monte-Carlo (tirages pseudo-al�eatoiresper-
mettant l' �evaluation num�erique desesp�erances)avec la proc�edure it �erative desm�ethodes
de gradient en optimisation.

Deux types de di�cult �es apparaissent alors. On sait en e�et (il s'agit d'un th�eor�eme) que si
l'on consid�ereJ (u) = E

�
h(u)

�
, et si l'on supposeque h est Lipschitz p.s., alors J 0(u) = E

�
h0(u)

�
.

La premi�eredi�cult �e, fondamentale, tient doncau fait quela fonction I R+ est non seulement non

di� �erentiable mais non continue. Il n'est pas impossibleque l'expressionE
h
IR+

�
� � g(u; � )

� i
soit

une fonction continue voire di� �erentiable de u par le fait que la discontinuit �e de I R+ \se d�eplace"
avec chaque � et que l'on fait une op�eration de moyenne par E. Mais le gradient stochastique
op�ere malheureusement � par � , ce qui signi�e que l'op�eration r�egularisante de moyennen'a pas
lieu et le gradient, voire même un sous-gradient, de u 7! I R+

�
� � g(u; � )

�
n'existe pas. Pour

contourner cette di�cult �e trois approchessont envisag�ees:
{ chercher d'autres formulations du risque qui am�eneraient �a desprobl�emesmath�ematiques

plus simples (partie I I du m�emoire);
{ traiter directement le probl�emedediscontinuit �e enutilisant desid�eesd'in t�egration par par-

ties ou de r�egularisationobtenue par convolution avecdessuitesde fonctions r�egularisantes
(partie I I I du m�emoire, chapitre 5) ;

{ reformuler la contrain te en probabilit �e commeune contrain te sur un quantile ind�ependant
de la variable de d�ecision(partie I I I du m�emoire, chapitre 5).

La deuxi�eme di�cult �e est li�ee �a la strat�egie de r�esolution elle-m̂eme. En e�et, l'existence d'un
point selledu Lagrangien n'�etant pas du tout garantie, il est pr�ef�erable de recourir �a l'id �ee du
Lagrangien augment�e pour augmenter les chancesque ce point selle existe. Or le m�elangede
l'esp�erance(trait �ee comme dans le gradient stochastique) et des non lin�earit�es du Lagrangien
augment�e posecertains probl�emes(partie I I I du m�emoire, chapitre 6).
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Premi �ere partie

Compte-rendu de la litt �erature





Chapitre 1

Notations et r �esultats connus

On souhaite r�esoudre des probl�emes d'optimisation stochastique par un algorithme de
type gradient stochastique. On rappelle donc ici quelquesr�esultats d'optimisation convexe et
de th�eorie des probabilit �es, ainsi qu'un certain nombres d'hypoth�esesqui seront faites assez
syst�ematiquement par la suite. En�n, on pr�esente un algorithme d�eriv�e de la m�ethode dite du
\gradient stochastique", introduit par Robbins et Monro, et qui seranotre strat�egiede r�esolution
tout au long de ce m�emoire.

1.1 Optimisation convexe

Pour cette synth�ese,nous nous sommesinspir�esde Aubin ([2], [3]), Faurre ([19]), Schwartz
([30], [31]) et C�ea ([8]).

On seplace dans un espacede Hilb ert U, de dimension quelconque,identi� �e �a son dual U0.

D �e�nition 1.1. Soit C un sous-ensemble de C. On dit que C est un cône de sommet 0 si

8 q 2 C; 8 t 2 R+ ; tq 2 C :

Par d�e�nition, � C =
�

q 2 C j � q 2 C
	

. Dans la suite, on suppose C convexe, ferm�e
d'in t�erieur non vide et tel que C \ (� C) = f 0g (cône saillant). On d�e�nit alors la relation
d'ordre � , compatible avec la structure d'espacevectoriel :

8 p;q 2 C; p � q , p � q 2 � C :

On consid�eredesprobl�emesd'optimisation convexesouscontrain tes : on minimise la fonction-
nelle convexe J sur le ferm�e Uad de U. On introduit un autre espacede Hilb ert, C, dit \espace
descontrain tes", lui aussi identi� �e �a son dual C0. On d�e�nit une contrain te par la donn�eed'un
op�erateur �( �) de Uad dansC et d'un côneconvexeferm�e C de C. Ainsi pos�e, le probl�emes'�ecrit

min
u2 Uad

n
J (u) j �( u) 2 � C

o
: (1.1)

Remarque 1.2. Les contrain tes d'�egalit�e correspondent au casC =
�

0
	

.

Dans notre cas,J est l'esp�eranced'une fonctionnelle j (u; � ) d�e�nie de U � � dansR, � �etant
une variable al�eatoire sur 
 :

J (u) d�ef=
Z



j (u; � ) P(d� ) : (1.2)
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1.1.1 Optimisation libre

D�e�nition 1.3. Une fonctionnelle J d�e�nie sur U est dite convexe si

8 t 2 [0; 1] ; 8 (u; v) 2 U2 ; J
�
tu + (1 � t)v

�
� tJ (u) + (1 � t)J (v) :

D �e�nition 1.4. Une fonctionnelle J d�e�nie sur U est dite strictemen t convexe si

8 t 2 ]0; 1[ ; 8 (u; v) 2 U2 ; u 6= v ; J
�
tu + (1 � t)v

�
< tJ (u) + (1 � t)J (v) :

D �e�nition 1.5. On appelle �epigraphe et domaine de J respectivement les ensembles :

epiJ =
n

(v; y) 2 U � R j y � J (v)
o

;

et

dom J =
n

v 2 U j J (v) < + 1
o

:

J est dite propre si son domaine est non vide et si elle n'est pas identique �a �1 .

D �e�nition 1.6. J est dite semi-con tin ue inf �erieuremen t (ou s.c.i.) si

8 u 2 U; J (u) � lim inf
v! u

J (v) :

R�esultat 1.7. On a :

(i) une fonction est convexesi et seulementsi son �epigrapheest convexe;

(ii) le domaine d'une fonction convexeest convexe;

(iii) une fonction est s.c.i. si et seulementsi son �epigrapheest ferm�e;

(iv) toute fonction convexe,s.c.i. et propre est minor�ee par une fonctionnelle a�ne.

Remarque 1.8. Le point (iv ) est une application du th�eor�emede s�eparation de Hahn-Banach
appliqu�e �a epi J .

D �e�nition 1.9. Une fonctionnelle J est dite coerciv e sur Uad si Uad est born�e ou si

lim
u2 Uad ; kuk! + 1

J (u) = + 1 :

R�esultat 1.10. Soit U un espace de Hilbert, J : U ! R une fonctionnelle convexes.c.i. propre,
et Uad � U un convexeferm�e. Si J est coercive sur Uad, alors J admet au moins un minimum
sur Uad. Si J est strictement convexe,alors ce minimum est unique.

D�emonstration. Soit (uk )k2 N une suite contenue dans Uad, et telle que J (uk ) tend vers
inf u2 Uad J (u). Une telle suite, dite suite minimisante, est born�ee, donc faiblement compacte,
car J est coercive sur Uad. Elle admet donc une sous-suiteu� (k) faiblement convergente vers
un point u� 2 Uad (car Uad est convexe ferm�e, donc faiblement ferm�e). De plus, J �etant s.c.i.
pour la topologie faible (car convexe), J (u� ) � lim inf J (u� (k) ) = inf u2 Uad J (u). L'unicit �e est
imm�ediate.
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D �e�nition 1.11. J est dite fortemen t convexe de module a, ou a-convexe, si

8 t 2 [0; 1] ; 8 (u; v) 2 U2; J
�
t u + (1 � t) v

�
� t J (u) + (1 � t) J (v) �

a
2

t (1 � t) ku � vk2 :

D �e�nition 1.12. Une fonctionnelle J est di� �eren tiable au point u 2 U s'il existe une forme
lin�eaire continue not�eeJ 0(u) : U ! R telle que

8 v 2 U; lim
h! 0+

J (u + h v) � J (u)
h

= hJ 0(u); vi :

J est dite di� �eren tiable sur U si elle l'est pour tout u 2 U.

D �e�nition 1.13. On appelle sous-di� �eren tiel de J au point u 2 domJ , l'ensemble

@J (u) =
n

r 2 U0 j 8 v 2 U; J (v) � J (u) � hr; v � ui
o

:

r 2 @J (u) est un sous-gradien t de J au point u. Si @J (u) 6= ; , J est dite sous-di� �eren tiable
en u.

D �e�nition 1.14. Soit f : U ! R [ f + 1g une fonction non identiquement �egale �a + 1 . La
conjugu�eeou transform �ee de Fenchel de f est la fonction f � : U ! R [ f + 1g d�e�nie par

8y 2 U ; f � (y) := sup
x2U

�
hy; xi � f (x)

�
:

L'application f 7! f � est appel�ee conjugaisonou transformation de Legendre-Fenchel. Par
construction, f � est convexe et semi-continue inf�erieurement (i.e. son �epigraphe est ferm�e).
Comme cons�equencede cette d�e�nition, nous avons l'in �egalit�e suivante :

Propri �et �e 1.15.
f (x) + f � (y) � hy; xi 8 (y; x) 2 U2 :

Le calcul sous-di� �erentiel et la transformation de Legendre-Fenchel sont tr �es�etroitement li�es.
En e�et,

Propri �et �e 1.16. �
y 2 @f (x)

�
,

�
f (x) � f � (y) � hy; xi = 0

�
:

R�esultat 1.17. On a :

(i) si J est di� �erentiable, l' a-convexit�e �equivaut �a

8 (u; v) 2
�
domJ

� 2; J (v) � J (u) � hJ 0(u); v � ui �
a
2

ku � vk2 ;

ou
8 (u; v) 2

�
domJ

� 2; hJ 0(v) � J 0(u); v � ui � aku � vk2 ;

(ii) une fonctionnelle J a-convexeest strictement convexeet coercive;

(iii) si J est sous-di� �erentiable, (i ) restevraie en rempla�cant J 0(u) par tout r 2 @J (u) ; on dit
que le sous-di� �erentiel est fortemen t monotone de module a ou encore a-monotone.

D �e�nition 1.18. (i) Une fonctionnelle J est dite lipsc hitzienne de constante L sur U si

8 (u; v) 2
�
domJ

� 2; j J (u) � J (v) j� L ku � vk ;



22 Notations et r �esultats conn us

(ii) J est �a sous-gradien t lin �eairemen t born �e (de param�etres c1 et c2) si

8 u 2 domJ; 8r 2 @J (u); kr k � c1 kuk + c2 ;

on r�esumeracette derni�ere d�e�nition par J est SGLB (c1; c2) ;

(iii) J est dite �a d�eriv �ee lipsc hitzienne de constante B si

8 (u; v) 2
�
domJ

� 2; kJ 0(u) � J 0(v)k � B ku � vk :

R�esultat 1.19. Si la fonctionnelle J : U ! R est �a d�eriv�ee lipschitzienne de constante B , alors

8 (u; v) 2
�
domJ

� 2; J (v) � J (u) � hJ 0(u); v � ui +
B
2

kv � uk2 :

1.1.2 Dualit �e

On rappelle queC, dit \espacedescontrain tes", est un espacede Hilb ert, identi� �e �a sondual
C0; et que l'on d�e�nit une contrain te par la donn�eed'un op�erateur �( �) de U ad dans C et d'un
cône C de C. On consid�ere toujours le probl�eme

min
u2 Uad

n
J (u) j �( u) 2 � C

o
: (1.3)

On note U� l'ensemble dessolutions du probl�eme(1.3).

D �e�nition 1.20. On appelle cône conjugu �e de C, l'ensemble C 0 d�e�ni par

C0 =
n

q0 2 C0 j hq0; qi � 0; 8 q 2 C
o

:

D �e�nition 1.21. � : U ! C est dite C-convexe si

8 (u; v) 2 U2; 8 t 2 [0; 1]; �
�
t u + (1 � t) v

�
� t �( u) � (1 � t) �( v) 2 � C :

� est dite C-sous-di� �eren tiable en u si l'ensemble

@�( u) =
n

� 2 L (U; C) j 8 v 2 U; � (v � u) �
�
�( v) � �( u)

�
2 � C

o

est non vide. Cet ensemble est appel�e sous-di� �eren tiel de �. Si � est C-convexe, la fonction-
nelle convexe f p(�) = hp; �( �)i est convexesi p 2 C0; et danscecas,elle est dite r �eguli �eremen t
sous-di� �eren tiable si @f p(u) se r�eduit aux �el�ements de la forme � > p avec � 2 @�( u), le
signe> d�esignant l'op�erateur adjoint.

D �e�nition 1.22. Le Lagrangien associ�e au probl�eme(1.3), d�e�ni sur Uad � C0, est

L (u; � ) = J (u) + h�; �( u)i :

On appelle \condition de Slater" la condition

0 2 int
�

�(U ad) + C
�

;

int d�esignant l'in t�erieur d'un ensemble.
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R�esultat 1.23 (Th �eor �eme du poin t selle). On supposeJ convexe,s.c.i. et coercive sur U ad ;

� si la condition de Slater est satisfaite, alors u � 2 Uad solution de (1.3)

, 9 � � 2 C0; 8 (u; � ) 2 Uad � C0; L (u� ; � ) � L (u� ; � � ) � L (u; � � )

,
h
8 u 2 Uad; J (u� ) � J (u) + h� � ; �( u)i ; h� � ; �( u� )i = 0; �( u� ) 2 � C; et � � 2 C0

i
;

� si J est sous-di� �erentiable et � est r�eguli�erement C-sousdi� �erentiable, alors u � 2 Uad est
solution de (1.3) si et seulementsi 9 � � 2 C0 tel que

9 r � 2 @J (u� ) ; 9 � � 2 @�( u� ) ; hr � + (� � )> � � ; u � u� i � 0 8u 2 Uad ;

h� � ; �( u� )i = 0; et �( u� ) 2 � C :

Les conditions ci-dessussont les conditions de Kuhn et Tucker pour le probl�eme (1.3). On
est parfois amen�e �a introduire le probl�eme dual de (1.3), ainsi que les ensembles Û(� ) et P̂ (u)
pour u 2 Uad et � 2 C0.

D �e�nition 1.24. On note P � l'ensemble dessolutions du probl �eme dual suivant

max
� 2 C0

G(� ) ;

avec

G(� ) =

(
minu2 Uad L(u; � ) si � 2 C0

�1 sinon:

G(�) est dite fonction duale de J .

On note
Û(� ) = arg min

u2 Uad
L(u; � ); et P̂ (u) = arg max

� 2 C0
L(u; � ) :

Prop osition 1.25. Sousles hypoth�esesdu R�esultat 1.23, G est concave et

8 (� � ; u� ) 2 P � � U� ; U� � Û(� � ) et P � � P̂ (u� ) :

On dit que le Lagrangien est stable en u si

8� � 2 P � ; Û(� � ) = U� :

R �esultat 1.26. Solutions primales et dualesde (1.3) et propri�et�es de Û :

� l'ensembledespoints selles de L sur Uad � C0 est �egal �a U� � P � ;

� si Û(� ) existe, alors G est sous-di� �erentiable et @G(� ) est l'enveloppe convexeferm�ee des
�( u) pour u 2 Û(� ) ;

� si Û(� ) est un singleton, G est di� �erentiable (il su�t en fait que �
�
Û(� )

�
soit r�eduit �a un

singleton);

� si J est strictement convexeen u, alors L est stableen u.



24 Notations et r �esultats conn us

1.1.3 Princip e du probl �eme auxiliaire

Bas�e sur une m�ethode de point �xe, le princip e du probl�emeauxiliaire consiste�a remplacer
le probl�eme

min
u2 Uad

J (u) ; (1.4)

avec Uad convexe ferm�e d'un espacede Hilb ert U et J fonctionnelle �a valeurs r�eelles, sous
di� �erentiable et convexe, par la s�equencede probl�emesauxiliaires suivante :

min
u2 Uad

K (u) + h" r k � K 0(uk ); ui ! uk+1 ; (1.5)

K �etant une fonctionnelle fortement convexe choisie par le concepteur de l'algorithme,
r k 2 @J (uk ) et " > 0.

Avec des hypoth�esesad�equates,la suite (uk )k2 N ainsi engendr�ee converge faiblement vers la
solution u� du probl�eme(1.4).

Th �eor �eme 1.27. On suppose :

� J convexe,propre, s.c.i., et coercive sur Uad,

� K : U ! R fortement convexeet di� �erentiable.

Alors la solution de (1.5) existe et est unique. Si de plus,

� J est SGLB (c1; c2) et (" k )k2 N est une � -suite (i.e
P

k2 N "k = + 1 et
P

k2 N

�
"k

� 2 < + 1 ),

� ou si " k = � k=kr kk, avec � k une � -suite

alors
lim

k! + 1
J (uk ) = J (u� ) ;

la suite (uk )k2 N estborn�eeet tout point d'accumulation appartient �a U� . En�n, si J est fortement
convexe,alors :

U� = f u� g et lim
k! + 1

kuk � u� k = 0:

La d�emonstration setrouve dans [11].

Donnons une interpr�etation de l'algorithme associ�e �a ce princip e du probl�emeauxiliaire. On
consid�ere le probl�eme

min
u2 Uad

n
J (u) j �( u) 2 � C

o
:

On suppose les hypoth�esesn�ecessairespour pouvoir garantir l'existence d'un point selle du
Lagrangien L . On choisit

~K (u; � ) =
1
2

kuk2 �
1

2�
k� k2 ;

avec � > 0 et � le multiplicateur associ�e �a la contrain te. Il s'agit d'une fonction auxiliaire,
fortement convexe-fortement concave et di� �erentiable. Soit (v; q) 2 U ad � C0, r 2 @uL(v; q),
s 2 @� L(v; q), et " > 0. Avec ces�el�ements, cherchons un point sellede

~K (u; � ) + h" r � ~K 0
u(v; q); ui + h" s � ~K 0

� (v; q); � i
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sur U� � P � , ce qui revient �a r�esoudre,pour (u� ; � � ) 2 U� � P � la paire d'in �equationsvariation-
nelles

8u 2 Uad; h~K 0
u(u� ; � � ) + " r � ~K 0

u(v; q); u � u� i � 0 ;

8� 2 P � ; h~K 0
� (u� ; � � ) + " s � ~K 0

� (v; q); � � � � i � 0 :

On remarque facilement que si (v; q) est une solution de ce syst�eme, c'est aussi un point selle
de L sur les mêmessous-ensembles admissibles.L'obtention de l'algorithme reposealors sur les
observations suivantes :

{ le probl�eme du point selle est remplac�e, lors du d�eroulement de l'algorithme, par une
alternance de remises�a jour desvariables primales et duales: cesdeux typesde variables
sont donc trait �es dans un sch�ema s�equentiel ;

{ la remise �a jour desvariables dualessefait par un algorithme de type gradient.
On obtient ainsi l'algorithme d'Arro w-Hurwicz qui revient �a une alternance de pas de gradient
projet�e dans l'espaceprimal et dans l'espacedual selon le sch�ema :

uk+1 = � Uad

�
uk � " r uL(uk ; � k )

�
;

� k+1 = � C0

�
� k + � "r � L(uk+1 ; � k )

�
:

1.1.4 Lagrangien augmen t �e

Pour une �etude compl�ete du Lagrangien augment�e, le lecteur pourra sereporter �a [14].

D �e�nition 1.28. On consid�ere le probl�eme
n

min
u2 Uad

J (u) j �( u) 2 � C
o

:

On d�e�nit le Lagrangien augmen t �e commesuit :

L c(u; � ) = min
� 2� C

J (u) + h�; �( u) � � i +
c
2

k�( u) � � k2 :

Remarque 1.29. Si C = f 0g, alors L c(u; � ) = J (u) + h�; �( u)i + c
2 k�( u)k2.

Cette d�e�nition n'�etant pas tr �es op�eratoire, les r�esultats suivants, extraits de [14], donnent
plus d'informations sur les manipulations de Lagrangiensaugment�es.

R�esultat 1.30. L c peut se r�e�ecrire

L c(u; � ) = J (u) + �
�

�( u); �
�

avec
� : C� C0 ! R; � (� ; � ) = min

� 2� C
h� � � i +

c
2

k� � � k2

ou encore � (� ; � ) = max
q2 C0

hq; � i �
1

2c
kq � � k2 :

� a les propri�et�es suivantes:

� � est convexeen � , concave en � et di� �erentiable en � et � , et on a

� 0
� (� ; � ) = � C0(� + c� ); � 0

� (� ; � ) =
1
c

h
� C0(� + c� ) � �

i
;
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� � admet l'expressionexplicite

� (� ; � ) =
1

2c

h
k� C0(� + c� )k2 � k� k2

i
;

� en�n, on a les majorations suivantes

8� 2 C0; 8� 2 � C; � (� ; � ) � 0 et 8� 2 C; 8� 2 C0; � (� ; � ) � h�; � i :

Remarque 1.31. On a �egalement

� (� ; � ) = h� 0
� (� ; � ); � i �

c
2

k� 0
� (� ; � )k2 :

Tout l'in t�er̂et de l'in troduction du Lagrangien augment�e provient du r�esultat suivant :

R�esultat 1.32. Sousla condition deSlater, le Lagrangienaugment�e a un point selle sur U ad� C0.
Plus pr�ecis�ement, les Lagrangiens L et L c ont le même ensemblede points selles U� � P � ,
respectivement sur les ensemblesadmissiblesUad � C0 et Uad � C0. De plus, L c est stableen u :
en notant Ûc(� � ) l'ensembledessolutions de minu2 Uad L c(u; � � ), on a

8� � 2 P � ; u 2 Ûc(� � ) ) u 2 U� :

1.2 Mo d�ele probabiliste

Introduisons le mod�ele probabiliste permettant de d�ecrire un algorithme de type gradient
stochastique (pour plus de d�etails, on peut par exempleconsulter [20]).

D �e�nition 1.33. On appelle base sto chastique un quadruplet
�

 ; (F k )k2 N; F; P

�
, dans lequel


 est un ensemble dont on note ~! un �el�ement, F est une � -alg�ebre de 
, P est une loi de
probabilit �e sur

�

 ; F

�
et F k une suite croissante (au sensde l'inclusion desensembles) de sous-

� -alg�ebresde F . On supposeraen g�en�eral que F est la � -alg�ebre engendr�eepar la r�eunion des
F k .

D �e�nition 1.34. Soit
�
Y; B

�
un espacemesurable.Un pro cessus sto chastique sur l'espace

de probabilit �e
�

 ; F; P

�
d'espaced'�etat

�
Y; B

�
est une application X de N� 
 dansY mesurable.

Les applications X (:; ~! ) : k ! X (k; ~! ); ~! 2 
 sont appel�eestra jectoires du processus.

D �e�nition 1.35. Soit
�

 ; (F k )k2 N; F; P

�
une base stochastique et X un processusstochas-

tique sur
�

 ; F; P

�
, d'espaced'�etat

�
Y; B

�
. On dit que X est adapt �e �a la �ltration F (ou

non-anticipatif ) si pour tout k 2 N, l'application ~! ! X (k; ~! ) est F k-mesurable.

D �e�nition 1.36 (Con vergence d'une suite de variables al�eatoires). Soit (X k )k2 N une
suite de variables al�eatoires �a valeurs dans un espacede Hilb ert U, l'espaceprobabilis�e associ�e
�etant

�

 ; F; P

�
. On dit que la suite convergevers 0

� en moyennequadratique si lim k! + 1 E
h
kX kk2

i
= 0;

� en probabilit �e si 8" > 0; lim k! + 1 P
n

kX kk > "
o

= 0;

� presquesûrement si, pour presquetout ! 2 
, X k (! ) ! 0.

Remarque 1.37. La convergenceen moyenne quadratique implique la convergenceen proba-
bilit �e; la convergencepresquesûre implique �egalement la convergenceen probabilit �e.
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D �e�nition 1.38 (Martingale). Soit (X k )k2 N un processusal�eatoire adapt�e �a une �ltration
F . On dit que (X k )k2 N est une martingale si

8k 2 N ; E
�
jX k j

�
< + 1 et Ek �

X k+1 �
= X k ;

o�u Ek est l'esp�eranceconditionnelle sachant F k .

D �e�nition 1.39 (Propri �et �e caract �eristique - D �e�nition des quasi-martingales). Un
processusstochastique (X k ) adapt�e �a la �ltration F , tel que :

inf
k2 N

E
�
X k

�
> �1

et tel que,
X

k2 N

E
h
IGk (X k+1 � X k )

i
< + 1

avec
Gk =

n
~� 2 
 j Ek [X k+1 � X k ] > 0

o

est appel�e une (F; P)-quasi-martingale.

R�esultat 1.40 (Con vergence p.s. des quasi-martingales). Soit (X k )k2 N une (F; P)-quasi-
martingale. Alors (X k )k2 N converge p.s. vers une variable al�eatoire mesurable X 1 telle que

E
�
jX 1 j

�
� lim

k
inf E

�
jX 1 j

�
< + 1 :

Nous rappelonsci-dessousdeux lemmestechniques,souvent utiles dans lespreuvesde conver-
gencedesalgorithmes que nous utilisons.

Lemme 1.41. Soit (zk )k2 N et (� k )k2 N deux suites de r�eels positifs telles que � k soit le terme
d'une s�erie convergenteet

zk+1 � sup
l � k+1

� l zl + � k

les � k �etant born�es. Alors (zk )k2 N est une suite born�ee.

La d�emonstration de ce lemme setrouve dans Cohen [[11], p.146].

Lemme 1.42. Soit J , fonctionnelle lipschitzienne sur tout born�e de Hilbert U. Soient (uk )k2 N

et (" k )k2 N deux suites �a valeurs dans U et R+ respectivement, telles que

9 � > 0; 8k 2 N; kuk+1 � ukk < � " k

avec X

k2 N

"k = + 1 et 9 � ;
X

k2 N

"kkJ (uk ) � � k < + 1

alors
lim

k! + 1
J (uk ) = � :

La d�emonstration de ce lemme setrouve dans Cohen [[11], p.144].
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1.3 M �etho de de l'ODE

La m�ethode de l'ODE (ODE pour Ordinary Di�er ential Equation), dont on peut trouver une
pr�esentation d�etaill�ee dans [23], permet d'analyser la convergenceen moyenned'un algorithme
it �eratif de la forme

uk+1 = uk + "k h(uk ) + "k � k + "k � k ; (1.6)

o�u u� 2 Rn est un vecteur que l'on souhaite estimer de fa�con r�ecursive. On supposeravraies les
quatre hypoth�esessuivantes :

(H1) " k > 0 8 k 2 N , lim k! + 1 "k = 0 et
P

k2 N "k = + 1 ,
(H2) h : Rn ! Rn continue,
(H3) lim k! + 1 � k = 0 presquesûrement ,
(H4)

lim
k! + 1

P
n

sup
m� k





mX

l= k

" l � l


 > "

o
= 0; 8 " > 0:

Ces hypoth�eses permettent d'associer �a un algorithme de la forme (1.6) son �equation
di� �erentielle moyenned�e�nie par

du
d�

= _u = h
�
u(� )

�
: (1.7)

L'algorithme (1.6) est approximativ ement une discr�etisation de cette �equation di� �erentielle
d�eterministe avec l' �equivalence temps continu/temps discret t k $

P k
l=0 " l . Son obtention re-

posesur l'utilisation
{ du fait que uk varie lentement par rapport �a � k et � k ("k << 1) et que h est r�eguli�ere;
{ de la loi forte desgrands nombres.

L'ODE caract�erise le comportement statistique moyen d'un algorithme et son �etude permet de
traiter le probl�emede la convergencelocale grâceau r�esultat suivant :

Th �eor �eme 1.43. Supposonsque (uk )k2 N d�e�nie par (1.6) v�eri�ant les hypoth�eses(H1) �a (H4)
soit born�ee presqueŝurement. Alors il existe ~
 0 n�egligeable tel que si

1. u� 2 Rn est une solution localement asymptotiquementstable de l'ODE _u = h(u) ayant
pour domaine d'attr action DA(u� ) ;

2. pour ~! 62~
 0 uk (~! ) 2 A � DA(u� ) in�niment souvent;

alors
lim

k! + 1
uk (~! ) = u� :

Corollaire 1.44. Si u(t) = u� est la seuletrajectoire born�ee de l'ODE, alors uk ! u� presque
ŝurement.

1.4 M �etho de du gradien t stochastique

1.4.1 Appro ches in tuitiv e et probabiliste

Les deux approchesque nous donnons ici sont extraites de [16]. On s'int�eresseau probl�eme
suivant

min
u2 Uad

J (u) = E
�
j (u; � )

�
:
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Le mod�ele probabiliste introduit pr�ec�edemment permet de tenir compte du fait qu'�a chaque
exp�erience,on ne disposeque de l'information j (u; � ) et non de l'information J (u). A fortiori,
on ne disposeradans les bons casque de r u j (u; � ), et le plus souvent, seul un sous-gradient de
j (u; � ) seradisponible. D'o�u l'algorithme suivant :

� on choisit un u0 dans Uad ;

� �a chaque �etape k, on e�ectue un tirage al�eatoire � k+1 suivant la loi P, ind�ependamment
destirages pr�ec�edents ;

� on proc�ede�a la mise �a jour suivante :

uk+1 = uk � "k r k ; r k 2 @u j (uk ; � k+1 ) ; (1.8)

la suite (" k )k2 N �etant une � -suite.

En voici une premi�ere approche intuitiv e, motivant l'hypoth�esede � -suite. D'une part, on
peut �ecrire uK = u0 �

P K
k=0 "k r k : En divisant les deux membres par � k =

P K
k=0 "k , on obtient

alors
uK � u0

� k = �
P K

k=0 "k r k

� k :

Si uk converge vers �u (avec �u tel que r J ( �u) = 0) et (" k )k2 N est une suite �a s�erie divergente,
alors la suite de Cesaro

vk =
P K

k=0 "k r k

� k

convergevers 0, et n'est pas �eloign�eede la v�eritable moyenneE[r ] = r J ( �u). La s�erie divergente
permet donc d'assurer la condition d'optimalit �e en moyennede Cesaro.D'autre part, en suppo-
sant lessous-gradients born�eset en adaptant la preuve du casd�eterministe, on d�emontrerait que
la propri �et�e

P
k("k )2 < + 1 permet de prouver la bornitude (presquesûre) de la suite (uk )k2 N.

Consid�erons maintenant une motivation plus probabiliste d'un algorithme de gradient sto-
chastique. Supposonsqu'�a la suite d'exp�eriencesr�ep�et�ees, on obtienne des mesuresy i , �a des
instants successifsi = 1; 2; : : :, et que l'on doive d�ecider d'une action qui d�epend de la moyenne
estim�eede cesnombres. Il est alors judicieux, aux instants k; k + 1; : : :, d'e�ectuer desmoyennes
partielles avec les donn�eesd�ej�a disponibles. Posonsuk = 1

k

P k
i=1 yi . On note que cesmoyennes

(conditionnelles) peuvent secalculer de mani�ere r�ecursive de la fa�con suivante

uk+1 = uk �
1

k + 1
(uk � yk+1 ) : (1.9)

On reconnâ�t (1.8) avec r k = uk � yk+1 et "k = 1
k+1 . En e�et, yk+1 n'est autre qu'une r�ealisation

de y, variable al�eatoire, dont chaque uk constitue une esp�erance conditionnelle. Le probl�eme
r�esolur�ecursivement par (1.9) est en fait

min
u

1
2

E
h
(u � y)2

i
; (1.10)

et il est classiqueen probabilit �es que la moyenne soit le nombre \autour duquel" la variable
al�eatoire admet la dispersion minimale : (1.10) admet pour solution u� = E[y] et le crit �ere
optimal J (u� ) vaut

J (u� ) =
1
2

E
h�

E[y] � y
� 2

i
=

1
2

var(y) :



30 Notations et r �esultats conn us

1.4.2 Convergence

Dans [15], J.-C. Culioli s'int�eresseau probl�eme

min
u2 Uad

Z



j (u; � )P(d� ) = J (u) s.c. �( u) 2 � C : (1.11)

On appelle U� l'ensemble des solutions de ce probl�eme. On supposequ'il existe un point selle
(u� ; � � ) pour le Lagrangien de ce probl�eme.

Lorsque J est strictement convexe, J.-C. Culioli propose l'algorithme suivant, bas�e sur le
princip e du probl�emeauxiliaire d�ecrit en (1.1.3) :

� soit u0 2 Uad et � 0 2 C0

� connaissant uk et � k , on tire � k+1 suivant la loi P et ind�ependamment des tirages
pr�ec�edents ; puis on calcule

- uk+1 par

min
u2 Uad

K (u) + h" k r k � K 0(uk ); ui + " kh� k ; �( u)i (1.12)

avec r k 2 @u j (uk ; � k+1 )

- et � k+1 par

� k+1 = �
�

� k + "k �( uk+1 )
�

� �etant la projection sur C0, cône conjugu�e de C.

Cet algorithme permet de trouver une suite (uk )k2 N qui converge faiblement p.s. vers u� et de
prouver que la suite (� k )k2 N associ�eeest born�eep.s..

Th �eor �eme 1.45. En plus de l'existence d'un point selle au probl�eme (1.11), on suppose :

� j (�; � ) convexe,propre, s.c.i. pour tout � 2 
 ; j (u; :) mesurable sur 
 pour tout u 2 U ad ;

� J (�) strictement convexe;

� �( �) lipschitzienne de constante L ;

� K fonctionnelle fortement convexede module b > 0, di� �erentiable.

Alors, la solution de (1.12) existeet est unique. Si de plus, pour tout � , j (�; � ) est �a sous-gradient
lin�eairement born�e de param�etres c1 et c2 et si (" k )k2 N est une � -suite, alors les suites (uk )k2 N

et (� k )k2 N sont born�ees p.s. et (uk )k2 N converge faiblement Pp:s: vers u� (d'apr�es la stricte
convexit�e de J , U� = f u� g). En�n, si J est fortement convexe,la convergence vers u � est forte.

Lorsque J est seulement convexe, on utilise le Lagrangien augment�e et l'algorithme est alors
le suivant :

� soit u0 2 Uad et � 0 2 C0,

� connaissant uk et � k , on tire � k+1 suivant la loi P et ind�ependamment des tirages
pr�ec�edents ; puis on calcule

- uk+1 par

min
u2 Uad

K (u) + h" k r k � K 0(uk ); ui + " khqk ; �( u)i

avec qk = � 0
�

�
�( uk ); � k

�
et r k 2 @u j (uk ; � k+1 ),
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- et � k+1 par

� k+1 = � k + "k � 0
�

�
�( uk+1 ); � k

�
:

Le Lagrangien augment�e permet alors d'exhiber une suite double (uk ; � k )k2 N dont les points
d'accumulation faibles p.s. ( �u; �� ) sont tels que �u 2 U� et �� 2 P � ; 8u� 2 U� .

Th �eor �eme 1.46. On fait lesmêmeshypoth�esessur J , j , K et � quepour le th�eor�emepr�ec�edent,
except�e la stricte convexit�e de J . Alors la suite (uk )k2 N est born�ee p.s. et tous sespoints d'ac-
cumulation appartiennent �a U� . La suite (� k )k2 N est born�ee p.s.. Tout point d'accumulation ��
est tel que �� 2 P̂ (u� ); 8u 2 U� .

1.4.3 Vitesse de convergence

Nous pr�esentons ici les principaux r�esultats de [17]. L'id �eeoriginale de cet article est, selon
nous, d'avoir cherch�e, sur un exempleparticulier, �a caract�eriser sur un algorithme de gradient
stochastique la borne de Cramer-Rao.

�

 ; F; P

�
est un espaceprobabilis�e, et Uad un convexe de Rd. On supposeque

j 2 L 1
�

 ; F; P

�
; est convexe, continue enu pour tout � (1.13)

et v�eri�e sup
�

jgj; g 2 @u j (u; � ); u 2 Uad; � 2 

	

� q: (1.14)

Notons
J � = min

u2 Uad
J (u); M = argmin

u
J (u); et l (u) = distance de u �a M :

On supposeque J est a-convexe, avec a = 2c; on a donc

J (u) � J � � c
�
l (u)

� 2 8u 2 Uad : (1.15)

Si g(u; � ) 2 @u j (u; � ) d�esigneune s�election mesurable du sous-di��erentiel de u 7! j (u; � ) et
("k )k2 N une suite v�eri�an t :

"k # 0 et
+ 1X

k=1

"k = + 1 ; (1.16)

on peut d�e�nir la suite de variables al�eatoires

uk+1 = � Uad

�
uk � "k gk �

; u0 donn�e; (1.17)

o�u gk = g(uk ; � k ). On note yk = E
h
l
�
uk

� 2
i
. On a alors

Th �eor �eme 1.47 (Con vergence en moyenne quadratique et vitesse de convergence).
Sous les hypoth�eses(1.13) �a (1.16), la suite uk v�eri�e l im k yk = 0. De plus, pour une suite " k

de la forme

"k =
1

ck + q2=y0c
; 8k ;

on obtient la vitessede convergence : yk � 1
(c2 k)=q2+1 =y0 ; 8k.
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Dans [17], J.-C. Dodu et al. ont cherch�e �a caract�eriser, sur un algorithme de gradient stochas-
tique, la borne de Cramer-Raodans le caso�u la loi est atomique. Pour cela, ils sesont int�eress�es
�a la minoration de la distance �a l'optim um en fonction de la taille de l' �echantillon.

On consid�ere la structure statique
�

 ; F; � 2 S

�
, S �etant le simplexe de Rm , i.e. que l'on est

dans la situation o�u la probabilit �e � 2 S est discr�ete, de support constitu�e de m atomes. �Etant
donn�e u 2 Rd, la fonction côut est une application j : Rd � 
 ! R+ fortement convexe en u et
deux fois di� �erentiable en u. On veut r�esoudre

min
u

�
E

�
j (u; � )

�
= J (u)

�
:

Soit
�

 ; F; � 2 S

� 
 n un �echantillon de taille n, et r uneparam�etrisation du simplexe,par exemple
r = (� 1; : : : ; � m� 1) et � m = 1 �

P m� 1
i=1 r i . On consid�ere alors u� comme une fonction de r , et

on peut ainsi prendre le gradient de u� par rapport �a r , qui est not�e r r u� . Une minoration au
sensdesmatrices d�e�nies positivesde E

�
(û � u� )
 2

�
, û �etant une statistique sur l' �echantillon et

u� l'optim um recherch�e, est donn�eepar la formule de Cramer-Rao :

E
�
(û � u� )
 2�

�
1
n

r r u� I � 1r r u� ; 8 û tel que E� [û] = u� ;

o�u I d�esignela matrice d'information

I = E
h�

r r log � (r )
� 
 2

i
:

La minoration cherch�eeest donn�eepar le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 1.48. Si j est fortement convexeen u et deux fois di� �erentiable en u, on a

E
�
(û � u� )
 2�

�
1
n

r 2J � 1(u� ) Q r 2J � 1(u� )

8 û estimateur sansbiais d�e�ni sur
�

 ; F; � 2 S

� 
 2 et Q = E
�
r u j (u� ; � )
 2

�
.

Le th�eor�eme suivant montre que la solution de

min
u

� 1
n

nX

i =1

j (u; � i ) = J (u)
�

o�u � 1; : : : ; � n est une suite de tirages ind�ependants selonla loi � , conduit �a une solution optimale
atteignant la borne du th�eor�eme pr�ec�edent. On note

ûn = argmin
u

1
n

nX

i =1

j (u; � i ) :

Lorsque j est fortement convexe en u et deux fois di� �erentiable en u, ûn est unique.

Th �eor �eme 1.49. Lorsque j est fortement convexeen u, deux fois di� �erentiable en u et que
u 7! j (u; � ) a sa d�eriv�ee troisi�eme born�ee, on a, lorsquen ! 1 ,

p
n

�
ûn � u�

�
L! N

�
0; r 2J � 1(u� ) Q r 2J � 1(u� )

�

avec Q = E
h�

r u j (u� ; � )
� 
 2

i
:
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En�n, toujours dans [17], J.-C. Dodu et al. pr�esentent une m�ethode du secondordre, et
montrent que, dans le cas quadratique, l'algorithme de gradient stochastique atteint la vitesse
de convergenceoptimale. On appelle m�ethode du secondordre une m�ethode du type

uk+1 = uk � Ak r u j (uk ; � k )

o�u Ak est une suite de matrices, ceci par analogie avec la m�ethode de Newton dans le cas
d�eterministe

uk+1 = uk � r uu j (uk )� 1 r u j (uk ) :

Ils montrent alors que la vitesseasymptotique optimale du Th�eor�eme 1.48 est atteinte par une
m�ethode du secondordre au moins dans le caso�u la fonction �a minimiser est quadratique

j (u; � ) =
1
2

u> B u � bu+ � u

o�u � est une variable al�eatoire centr �ee,de loi � , et admettant un moment d'ordre 2.

Th �eor �eme 1.50. L'algorithme

uk+1 = uk � Ak r u j (uk ; � k )

o�u Ak =
�

(k + 1)B + QB � 1 E
�
(u0 � u� )
 2

� � � 1
atteint la vitesse de convergence optimale

B � 1QB � 1=n au moins dans le cas quadratique :

j (u; � ) =
1
2

u> B u � bu+ � u; E[� ] = 0; E[� 
 2] = Q :

On observe que la vitessede convergenceoptimale est obtenue avec la m�ethode du second
ordre, mais que le gain par rapport �a la m�ethode avec pas scalaireest faible. Ceci vient du fait
que, bien r�egl�e, un algorithme de gradient stochastique permet d'atteindre la plus petite valeur
propre de la borne de Cramer-Rao.

1.4.4 Am �elioration asymptotique de l'algorithme de gradien t sto chastique

Dans [27], B.T. Poljak et A. Juditsky proposent une m�ethode permettant d'am�eliorer asymp-
totiquement un algorithme de gradient stochastique. L'id �ee consiste �a laisser les tra jectoires
explorer un domaine plus large en ralentissant la d�ecroissancevers 0 du pas, mais de r�eduire
la variance en moyennant les tra jectoires. Ils donnent pour ce nouvel algorithme un r�esultat de
convergenceen probabilit �e, et montrent que ce type d'algorithme permet d'atteindre le meilleur
taux de convergencepossible.L'avantage de l'algorithme de gradient stochastique moyenn�e est
qu'il permet d'atteindre la borne de Cramer-Rao avec des pas scalaires.De plus, la robustesse
sur le choix du pas est bien meilleure qu'avec le r�esultat de [17], o�u le r�eglagedoit être tr �es
pointu pour atteindre la plus petite valeur propre de la borne de Cramer-Rao.

On supposeque l'on cherche �a minimiser une fonction J (u), u 2 Rn , suppos�eedi� �erentiable.
On note u� ce minimum. Pour r�esoudrece probl�eme, on utilise un algorithme de gradient sto-
chastique moyenn�e de la forme :

ut = ut � 1 �  t ' (yt ) ; yt = r J (ut � 1) + � t o�u � t est un bruit al�eatoire;

�ut =
1
t

t � 1X

i =0

ui ; u0 2 Rn :

On suppose
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(H1) J est deux fois contin ûment di� �erentiable, et l I � r 2J (u) � LI pour tout u, avec
l > 0, L > 0 et I la matrice identit �e;

(H2) (� t )t � 1 est une suite de variablesal�eatoiresind�ependantes et identiquement distribu �ees,
E[� 1] = 0;

(H3) on a j' (u)j � K 1(1 + juj) ;
(H4) la fonction  (u) = E[' (u + � 1)] est d�e�nie et admet une d�eriv�ee en 0,  (0) = 0 et

u>  (u) > 0 pour tout u 6= 0; de plus, il existe " , K 2 > 0 et 0 < � � 1, telles que

j 0(0)u �  (u)j � K 2juj1+ � ; pour juj < " ;

(H5) la fonction � (u) = E[' (u + � 1)' (u + � 1)> ] est d�e�nie et continue en z�ero;
(H6) la matrice � G = �  0(0) r 2J (u� ) est Hurwitz, i.e. Re� i (G) > 0; i = 1; � � � ; n ;
(H7) on a ( t �  t+1 )= t = o( t ) ;  t > 0 8 t ;

+ 1X

t=1

( t )(1+ � )=2 t � 1=2 < + 1 :

On a alors

Th �eor �eme 1.51. On supposeque(H 1) � (H 7) sont v�eri� �ees.Alors �u t ! u� presqueŝurement
et

p
t ( �ut � u� ) ! N (0; V ), i.e., la distribution de l'err eur normalis�ee

p
t ( �ut � u� ) est asympto-

tiquement une loi normale, de moyennez�ero et de matrice de covariance

V = G� 1 � (0)(G� 1)> :

Supposonsque � 1 poss�edeune densit�e q� contin ûment di� �erentiable et qu'il existeune matrice
d'information de Fischer �nie

f (q� ) =
Z

(r q� r > q� ) q� 1
� dy :

Si l'on choisit la fonction ' selon la densit�e q�

' (u) = � f � 1(q� ) r ln q� (u) ;

on obtient alors
V = r 2J (u� )� 1 f (q� )� 1 r 2J (u� )� 1 :

Comparons l'algorithme de gradient stochastique moyenn�e �a l'algorithme d'optimisation sto-
chastique asymptotiquement optimal

ut = ut � 1 � t � 1 B ' (yt ) ;

o�u
B = r 2J (u� )� 1 et ' (y) = � f � 1(q� )r ln q� (y) :

Dans cet algorithme, on utilise la valeur de la matrice r 2J (u� ). Il existe des versions
impl�ementables de cet algorithme, dans lesquellesun estimateur de la matrice est utilis �e �a la
place de la vraie valeur. On montre que l'algorithme de gradient stochastique moyenn�e atteint
le mêmetaux de convergenceque l'algorithme optimal non impl�ementable.
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1.4.5 Analyse qualitativ e d'un algorithme de gradien t sto chastique

On souhaite r�esoudrele probl�eme

min
u2 Rn

J (u) :

On supposeque ce probl�eme admet une solution unique u � . On s'int�eresse�a la situation pour
laquelle la valeur exacte du gradient est di�cile �a �evaluer, et o�u l'on ne dispose donc que
d'un estimateur du gradient, obtenu par exemple par simulation. La qualit �e de l'estimateur
(biais, variance,...) peut d�ependre de la valeur de u en lequel il est �evalu�e, mais elle peut aussi
d�ependredu tempsdecalcul quel'on estprêt �a accepterpour faire la simulation. Nouspr�esentons
bri�evement ici une analyse qualitativ e de cet estimateur, men�ee par P. L' �Ecuyer et G. Yin
dans [24]. Lors de la r�esolution num�erique de ce probl�eme par un algorithme de type gradient
stochastique, cette analyseva permettre d'�etablir un compromis entre le biais et la variance de
l'estimateur.

On consid�ere l'algorithme

uk+1 = uk + "k  k ;

o�u  k est un estimateur du gradient �evalu�e en uk et (" k )k2 N. On d�e�nit le biais conditionnel et
la variance de l'estimateur du gradient �a l'it �eration k par

bk = Ek [ k ] � J 0(uk )

et

Vk = E
h
k k � Ek [ k ]k2

i

respectivement, o�u k � k d�esigne la norme euclidienne. Contrairement �a Vk , bk est une va-
riable al�eatoire. Remarquons �egalement que Vk est la trace de la matrice de covariance
E

h
( k � Ek [ k ])(  k � Ek [ k ])>

i
.

Pour simpli�er les notations, nous allons supposer que u � = 0. Les hypoth�esessuivantes
permettent d'�etablir la convergencepresquesûre de (uk )k2 N.

(H1) " k = k�  o�u 1=2 <  � 1 ; donc E
�
ku1k2

�
< + 1 ;

(H2) il existe desconstantes � > 0 et K � � 0 telles que  + � > 1 et pour tout k,

kbkk � K � k� � p.s. et E
�
kbkk2�

� K 2
� k� 2� ;

(H3) il existe desconstantes � 2 R et K � � 0 telles que 2 + � > 1 et pour tout k

Vk = E
h
  k � Ek [ k ]


 2

i
� K � k� � ;

(H4) J 0 est continue;
(H5) l'ODE _u = � J 0(u) a une solution unique pour chaquecondition initiale et J 0(u) = 0 a

une racine unique, u� ;
(H6) il existe une constante �nie K > 0 telle que kJ 0(u)k � K (1 + kuk) et il existe � > 0 et

une matrice H telle que J 0(u) = H u + O(kuk2) pour kuk � � ; toutes les valeurs propres
de H ont desparties r�eellespositives; notons � min > 0 le minimum de cesparties r�eelles.
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La condition (H1) donneune forme explicite pour " k . (H2) force le biais �a d�ecrô�tre en O(k � � ).
Dans (H3), � peut être positif, nul ou n�egatif, ce qui correspond �a une variance qui (asympto-
tiquement) d�ecrô�t, reste born�ee ou augmente avec k respectivement. La condition 2 + � > 1
impose�a la variance de ne pas augmenter trop vite. En�n, (H6) requiert que la fonction J doit
être quadratique pr�es de l'optim um. En dimension 1, ceci signi�e que la d�eriv�ee secondedoit
être born�eeau voisinagede 0; ceci signi�e �egalement que J 0 doit crô�tre au plus lin�eairement.

Prop osition 1.52. Sousles hypoth�eses(H1){(H6), uk ! u� p:s: lorsquen ! + 1 .

D�emonstration. Ce r�esultat s'obtient grâce�a la m�ethode de l'ODE d�evelopp�eedansKushner et
Clark [23].

Le th�eor�eme suivant montre comment r�egler un algorithme de gradient stochastique de
fa�con optimale a�n d'assurer un compromis entre le biais et la variance de l'estimateur. Plus
pr�ecis�ement, P. L' �Ecuyer et G. Yin montrent quesi kbkk = O(k� � ) p:s:, Vk = O(k� � ) et " k = k�  ,
pour desconstantes r�eelles� ; � , et 1=2 <  � 1, et si certainesconditions techniques sur J sont
satisfaites alors

E
h
kukk2

i
= O(k� � )

o�u � = min
�
2� ;  + �

�
.

Th �eor �eme 1.53. Sous les hypoth�eses(H1){(H6), avec  < 1, il existe k0 tel que pour tout
k � k0,

E
�
kuk+1 k2�

�
K 2

�

� 2
min

k� 2� +
3K 2

�

2� 2
min

k�  � � + O
�

k� 2� � 1 + k�  � � � 1
�

= O
�

k� min(2 � ; + � )
�

= O
�
k� � �

:

Cette estimation restevalablepour  = 1, �a condition que

� min > max
�

� ; (1 + � )=2
�

:

Toujours pour des raisons de simpli�cations, nous allons �egalement supposer que  = 1
(comme � est une fonction croissante de  , on prend le plus grand  possible, i.e.  = 1).
Lorsque 1 + � < 2� , on observe que le biais diminue plus vite et devient asymptotiquement
n�egligeablecompar�e �a la variance. Le cas 2� < 1 + � correspond �a une situation pour laquelle
le biais est le facteur dominant. En�n, si 2� = 1 + � , le biais et le bruit contribuent chacun �a la
distribution asymptotique.

1.5 Optimisation sous contrain te en esp�erance

�Etant donn�e
�

 ; A ; P

�
un espacede probabilit �e, Uad un sous-ensemble convexe ferm�e d'un

espacede Hilb ert U et C un côneconvexeferm�e d'un espacede Hilb ert C. Dans ([13]), G. Cohen
et J.-C. Culioli proposent un algorithme pour r�esoudrele probl�eme:

min
u2 Uad

J (u) = E
�
j (u; � )

�

s.c. �( u) = E
�
� (u; � )

�
2 � C :

On suppose que j et � sont localement lipschitziennes sur Uad pour tout � , j (u; �) et � (u; �)
sont mesurablespour tout u 2 Uad, J est strictement convexe sur Uad, � est C-convexe et le
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Lagrangien associ�e �a ce probl�eme,L (u; � ) = J (u) + h�; �( u)i admet un point selle(u � ; � � ). Cet
algorithme, de type Arrow-Hurwicz stochastique, tient explicitement compte de la forme de la
contrain te, en ne faisant intervenir �a chaque it �eration, qu'une r�ealisation d'un sous-gradient de
� au point (uk ; � k+1 ) pour la remise �a jour desvariables primales :

� soit u0 2 Uad et � 0 2 C0, ainsi que deux � -suites (" k )k2 N et (� k )k2 N ;

� connaissant uk et � k , on tire � k+1 suivant la loi P, on calcule r k 2 @u j (uk ; � k+1 ),
#k 2 @u � (uk ; � k+1 ) et on remet �a jour uk+1 et � k+1 par

uk+1 = � Uad

h
uk � "k �

r k + (#k )> � k � i
;

� k+1 = � C0

h
� k + � k � (uk+1 ; � k+1 )

i
;

o�u � Uad et � C0 sont respectivement les projections orthogonales sur Uad et C0, cône
conjugu�e de C.

Lesauteurs d�emontrent ensuitela convergencede l'algorithme dansle senso�u lesvariablespri-
males(uk )k2 N et duales(� k )k2 N engendr�eessont born�eeset la suite (uk )k2 N convergefaiblement
vers u� .

Th �eor �eme 1.54. En plus deshypoth�esesdemesurabilit �e ci-dessus,on supposequele Lagrangien
L admet un point selle, not�e (u� ; � � ), et que

i) J est strictement convexesur Uad ;
ii) pour tout � , j (�; � ) est localement lipschitzienne sur Uad ;
iii) pour tout � , � (�; � ) est localement lipschitzienne sur Uad, r�eguli�erement sous-

di� �erentiable, de sous-gradient par rapport �a u born�e par %(uniform �ement en � ), et sous-
lipschitzienne de constantesuniformes � > 0 et � > 0 :

8 � 2 
 ; 8 u; v 2 Uad; k� (u; � ) � � (v; � )k � � ku � vk + � ;

iv) � est C-convexeet lipschitzienne de constante � ;
v) il existe desconstantespositives � et � telles que

8 � 2 
 ; 8 u 2 Uad; 8 r 2 @u j (u; � ); kr k � � ku � u� k + � ;

vi) (" k )k2 N et (� k )k2 N sont des � -suites et la suite (" k=� k )k2 N est monotone au senslarge;
vii) il existe desconstantespositives  et � positives telles que

8 u 2 Uad; E
h
� (u; � ) � �( u)

i 2
<  ku � u� k2 + � :

Alors, presqueŝurement, la suite (uk ; � k ) engendr�ee est born�ee, et (uk )k2 N converge faiblement
vers u� . Si J est fortement convexe,alors (uk )k2 N converge fortement vers u� .

Ce r�esultat a tr �eslargement motiv�e notre strat�egiede r�esolution num�erique,puisquel'on peut
toujours r�e�ecrire une contrain te en probabilit �e sousla forme d'une contrain te en esp�erance.

Remarque 1.55. Concernant les probl�emes convexes d'optimisation stochastique sous
contrain te en esp�eranceconvexe, on peut �egalement consulter [25].
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1.6 En r�esum�e

Tout au long decechapitre derappels,on observequelestechniquesdegradient stochastique,
sur lesquellesrepose notre strat�egie num�erique, sont en fait une combinaison de l'id �ee de la
m�ethode de Monte-Carlo avec la proc�edure it �erative desm�ethodesdu gradient en optimisation.
La m�ethode de Monte-Carlo nouspermet \d'optimiser tout en calculant l'esp�erance", et d'�eviter
ainsi des calculs d'esp�erances,qui correspondent souvent en pratique �a des calculs d'in t�egrales
multiples, di�ciles �a e�ectuer. Grâce �a la th�eorie de la dualit �e, nous transformons, quand cela
est possible,un probl�emede minimisation en un probl�emede point selledu Lagrangien (ou du
Lagrangien augment�e). Ce probl�eme de point selle est alors remplac�e, lors du d�eroulement de
l'algorithme, par une alternance de remises�a jour desvariables primales et duales.On obtient
ainsi un algorithme de type Arrow-Hurwicz stochastique, qui revient �a une alternancede pasde
gradient projet�e dans l'espaceprimal et dans l'espacedual.



Chapitre 2

L' �etat de l'art sur les contrain tes en
probabilit �e

Depuis le milieu desann�ees1990,di� �erents axesde recherche ont �et�e d�evelopp�esautour des
probl�emesd'optimisation souscontrain te en probabilit �e. En 1995,S. Uryasevs'est int�eress�e au
calcul du gradient d'une fonction probabilit �e. Dans [32], il donne une repr�esentation possible
de la d�eriv�ee de la fonction probabilit �e en proposant une formule g�en�erale du gradient d'une
int�egrale pour laquelle l'ensemble d'in t�egration est d�e�ni par des in�egalit�es. Un an plus t ôt, P.
Kall et S.W. Wallace se sont int�eress�es �a la propri �et�e de convexit�e de l'ensemble admissible
d'un probl�eme d'optimisation souscontrain te en probabilit �e (l'h ypoth�esecentrale sur laquelle
reposecette propri �et�e est la quasi-concavit �e de la loi de probabilit �e). Mais pour R. Henrion et W.
R•omisch, la non convexit�e desensemblesadmissiblesassoci�es�a unecontrain te enprobabilit �en'est
rien, compar�eeaux di�cult �esengendr�eespar l'absencede connexit�e de cesmêmesensembles; ils
sesont donc pench�essur les questionsde structure et de stabilit �e desprobl�emesd'optimisation
souscontrain tesenprobabilit �e.En 2000,R. Henrion donne,par exemple,un r�esultat deconnexit�e
pour une contrain te en probabilit �e. En�n, dans le domaine de la �nance, certaines mesuresde
risque (conditional value-at-risk ... ) apparaissent comme un moyen possible pour traiter les
contrain tes en probabilit �e, cesderni�eress'�ecrivant plut ôt dans ce contexte commeles quantiles
d'une fonction de r�epartition.

2.1 D�eriv �ee d'une fonction probabilit �e

La d�eriv�eed'une fonction probabilit �e a plusieurs repr�esentations �equivalentes : elle peut être
repr�esent�ee comme une int�egrale sur une surface,une int�egrale sur un volume, ou une somme
d'in t�egralessur un volumeet sur unesurface; ellepeut aussiêtre calcul�eeenutilisant desd�eriv�ees
faibles sur les mesuresde probabilit �e ou bien encoredes esp�erancesconditionnelles. Dans [32],
S. Uryasevs'int�eresse�a la premi�ere de cestrois repr�esentations.

On consid�ere une fonction g(u; � ) 2 Rk , par exemple des pertes associ�ees �a la d�ecision
u 2 U � Rn et un vecteur al�eatoire � 2 Rm . En �nance, le vecteur u peut repr�esenter un
portefeuille, U �etant l'ensemble des portefeuilles disponibles (soumis �a di� �erentes contrain tes).
Le vecteur � repr�esente les incertitudes, par exemple les param�etres du march�e, qui peuvent
a�ecter l'ob jectif. Pour chaqueu, la fonction objectif g(u; � ) est une variable al�eatoire ayant une
distribution dans R induite par celle de � . La distribution de probabilit �e sous-jacente de � sera
suppos�eeavoir une densit�e, que l'on notera q(u; � ).
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Soit la fonction

F (u) =
Z

g(u;� )� 0
q(u; � ) d� (2.1)

d�e�nie sur Rn , o�u g : Rn � Rm ! Rk et q : Rn � Rm ! R.

F (u) = P
�

g(u; � ) � 0
	

;

une fonction de probabilit �e o�u � 2 Rm a une densit�e de probabilit �e q(u; � ) qui d�epend d'un
param�etre u 2 Rn .

On divise l'ensemble descontrain tes K d�ef= f 1; : : : ; kg en deux sous-ensembles K 1 et K 2. Sans
perte de g�en�eralit�e, on supposeque

K 1 = f 1; : : : ; lg et K 2 = f l + 1; : : : ; kg:

Remarque 2.1. Le choix dessous-ensemblesK 1 et K 2 est, a priori, arbitraire. Par la suite, nous
verrons en fait que la repr�esentation du gradient de (2.1) obtenue par cette m�ethode d�epend
de ce choix. En pratique, on choisira donc K 1 et K 2 de sorte que la repr�esentation du gradient
soit la plus simple possible; ce choix ser�ev�elera d'autant plus d�elicat que le nombre d'in �egalit�es
d�e�nissant l'ensemble d'in t�egration est important.

On note

� (u) =
n

� 2 Rm : g(u; � ) � 0
o

d�ef=
n

� 2 Rm : gl (u; � ) � 0; 1 � l � k
o

;

et @� (u) la fronti �ere de � (u). On d�esigneradonc par @i � (u) une partie de la surfacequi corres-
pond �a gi (u; � ), i.e. :

@i � (u) = � (u) \
n

� 2 Rm : gi (u; � ) = 0
o

:

On utilise �egalement les notations

g1l (u; � ) =

0

B
@

g1(u; � )
...

gl (u; � )

1

C
A ; g(u; � ) = g1k (u; � ) et r � g(u; � ) =

0

B
B
@

@g1(u;� )
@� 1

: : : @gk (u;� )
@� 1

...
@g1(u;� )

@� m
: : : @gk (u;� )

@� m

1

C
C
A :

En�n, on rappelle que la divergencepour la matrice H , n � m, compos�ee des �el�ements h j i est
d�e�nie par

div � H =

0

B
@

P m
i= i

@h1i
@� i

...P m
i= i

@hni
@� i

1

C
A :

S. Uryasevproposealors de repr�esenter la d�eriv�eede l'in t�egrale (2.1) commela sommed'une
int�egralesur le volume � (u) et d'in t�egralessur les surfaces@i � (u) :

r uF (u) =
Z

� (u)
r uq(u; � ) + div �

�
q(u; � )H l (u; � )

�
d�

�
kX

i = l+1

Z

@i � (u)

q(u; � )
kr � gi (u; � )k

h
r ugi (u; � ) + H l (u; � ) r � gi (u; � )

i
d� ; (2.2)
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o�u la fonction H l : Rn � Rm ! Rn� m v�eri�e l' �equation

H l (u; � ) r � g1l (u; � ) + r u g1l (u; � ) = 0: (2.3)

L' �equation (2.3) peut avoir plusieurs solutions et on en choisit alors une arbitrairement,
di� �erentiable par rapport �a la variable � .

Remarque 2.2. Rappelonsque le choix de K 1 et de K 2 est arbitraire. Lorsque l'ensemble K 1

est vide, la matrice H l n'apparâ�t pas dans la formule g�en�erale du gradient ; cette derni�ere se
r�eduit alors �a l'in t�egralesur la surface.Lorsque l'ensemble K 2 est vide, on obtient une int�egrale
sur le volume. Il y a donc plusieurs repr�esentations �equivalentes du gradient correspondant �a
di� �erents ensemblesK 1 et K 2 et solutions de (2.3). Du point de vue num�erique, un inconv�enient
potentiel de cette formulation de la d�eriv�ee est que, dans la mesureo�u les choix de K 1, K 2, et
dessolutions de (2.3) sont arbitraires, il semble di�cile d'�evaluer, a priori, la di�cult �e li�ee aux
calculs de cesdeux int�egrales.

L' �equation (2.3) peut être r�esolueexplicitement. En g�en�eral, cette �equation a plusieurs so-
lutions. La matrice

�r u g1l (u; � )
�

r T
� g1l (u; � ) � r � g1l (u; � )

� � 1
r T

� g1l (u; � )

est solution de (2.3). Tr�es souvent, l' �equation (2.3) peut être r�esolue�a l'aide d'un changement
de variables. Supposonsqu'il existe un changement de variables

� =  (u; z)

qui �elimine le vecteur u de la fonction g(u; � ) d�e�nissant l'ensemble d'in t�egration ; autrement
dit, la fonction g

�
u;  (u; z)

�
ne d�epend plus de la variable u. Notons  � 1(u; � ) la fonction inverse

d�e�nie par l' �equation
 � 1�

u;  (u; z)
�

= z :

Alors la matrice
H (u; � ) = r u  (u; z) jz=  � 1 (u;� )

est solution de (2.3). En e�et, le gradient de la fonction 
�
u; � (u; z)

�
par rapport �a u vaut 0;

par cons�equent

0 = r u g1l
�
u;  (u; z)

�
= r u  (u; z) r � g1l (u; � ) j � =  (u;z ) + r u g1l (u; � ) j � =  (u;z )

et la fonction r u  (u; z) jz=  � 1(u;� ) est une solution de (2.3).

Illustrons cette approche sur un exemple, toujours extrait de [32]. On souhaite calculer le
gradient de

F (u) =
Z

b( � ) � u
� i � � ;i =1 ; ��� ;m

q(� ) d� ; (2.4)

o�u u 2 R, � 2 Rm , q : Rm ! R, � > 0, b(� ) =
P m

i=1 � �
i . En reprenant les notations pr�ec�edentes,

on a

g(u; � ) =

0

B
B
B
@

b(� ) � u
� � � 1

...
� � � m

1

C
C
C
A

; et F (u) =
Z

g(u;� )� 0
q(� ) d� =

Z

� (u)
q(� ) d� :
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On commencepar diviser l'ensemble des contrain tes en deux sous-ensembles K 1 et K 2. On
consid�ere par exemplele caso�u l = 1, i.e., K 1 = f 1g et K 2 = f 2; � � � ; m + 1g. En reprenant la
formule g�en�erale (2.2), le gradient r uF (u) s'�ecrit

r uF (u) =
Z

� (u)

h
r uq(� ) + div �

�
q(� )H1(u; � )

� i
d�

�
m+1X

i =2

Z

@i � (u)

q(� )
kr � gi (u; � )k

h
r ugi (u; � ) + H1(u; � ) r � gi (u; � )

i
d� ;

o�u la matrice H 1(u; � ) v�eri�e l' �equation (2.3). D�eterminonsdoncune solution de l' �equation (2.3).
Comme

r � g1(u; � ) = �

0

B
@

� � � 1
1
...

� � � 1
m

1

C
A ; et r ug1(u; � ) = � 1;

une solution H �
1(u; � ) de (2.3) est

H �
1 (u; � ) = h(� ) d�ef=

�
h1(� 1); � � � ; hm (� m )

�
=

1
� m

�
� 1� �

1 ; � � � ; � 1� �
m

�
:

Notons
(� i j � ) =

�
� 1; � � � ; � i � 1; � ; � i +1 ; � � � ; � m

�
;

� � i =
�
� 1; � � � ; � i � 1; � i +1 ; � � � ; � m

�
; et b(� i j � ) = � � +

mX

j =1 ;j 6= i

� �
j :

D�esignonspar � � i � � l'ensemble des in�egalit�es � j � � ; j = 1; � � � ; i � 1; i + 1; � � � ; m. Les
ensembles @i � (u), i = 2; � � � ; m + 1 s'�ecrivent alors

@i � (u) = � (u) \
�

� 2 Rm : � i = �
	

=
�

� � i 2 Rm� 1 : b(� i j � ) � u ; � � i � �
	

:

Pour i = 2; � � � ; m + 1, on a
�

r � gi (� )
�

j
= 0; j = 1 � � � m ; j 6= i � 1;

�
r � gi (� )

�

i � 1
= � 1; et kr � gi (� )k = 1:

La fonction q(� ) et les fonctions gi (� ); i = 2; � � � ; m + 1 ne d�ependent pas de u, par cons�equent,

r uq(� ) = 0; et r ugi (� ) = 0; i = 2; � � � ; m + 1;

et on peut ainsi simpli�er l' �ecriture de r uF (u) :

r uF (u) =
Z

� (u)
div �

�
q(� )h(� )

�
d� �

m+1X

i =2

Z

@i � (u)

q(� )
kr � gi (� )k

h(� ) r � gi (� ) d�

=
Z

� (u)
div �

�
q(� )h(� )

�
d� �

m+1X

i =2

hi � 1(� )
Z

@i � (u)
q(� ) d�

=
Z

b( � ) � u
� i � � ;i =1 ; ��� ;m

div �
�
q(� )h(� )

�
d� +

mX

i =1

� 1� �

� m

Z

b( � j � ) � u
� � i � �

q
�
� i j �

�
d� � i :

Puisque

div �
�
q(� )h(� )

�
= h(� ) r � q(� ) + q(� ) div �

�
h(� )

�
=

1
� m

mX

i =1

@q(� )
@� i

� 1� �
i + q(� )

1 � �
� m

mX

i =1

� � �
i ;
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on obtient �nalement la repr�esentation du gradient de (2.4) suivante :

r uF (u) =
Z

b( � ) � u
� i � � ;i =1 ; ��� ;m

mX

i =1

� � �
i

� m

h
� i

@q(� )
@� i

+ (1 � � )q(� )
i

d� +
� 1� �

� m

mX

i =1

Z

b( � j � ) � u
� � i � �

q
�
� i j �

�
d� � i :

Cette formule est valable pour n'imp orte quelle fonction q(� ) su�sammen t r�eguli�ere.

La d�emarche que nous venons de pr�esenter ne nous semble pas tr �es intuitiv e, et conduit �a
une formulation de la d�eriv�ee relativement complexe. De plus, comme nous l'avons d�ej�a fait
remarquer, la repr�esentation du gradient que l'on obtient d�epend des choix faits pour K 1 et
K 2 : il faut donc choisir cesdeux sous-ensembles de sorte que la repr�esentation du gradient soit
la plus simple possible.Or, d�es que le nombre d'in �egalit�es d�e�nissant l'ensemble d'in t�egration
augmente, ce choix devient de plus en plus d�elicat ; et l'on risque alors de devoir manipuler
desrepr�esentations plus ou moins compliqu�eesdu gradient. D'un point de vue num�erique, cette
approche ne semble donc e�ectiv ement applicable quesi l'ensemble d'in t�egration n'est d�e�ni que
par un nombre limit �e d'in �egalit�es.

2.2 Convexit �e de l'ensem ble admissible

Dans [22], P. Kall et S.W. Wallace consid�erent descontrain tes de la forme

P
�

g(u; � ) � 0
	

� p :

L'ensemble admissibleassoci�e est B (p) =
n

u j P
�

g(u; � ) � 0
	

� p
o

. En g�en�eral, B (p) n'est pas

convexe mêmesi
�

u j g(u; � ) � 0
	

est convexe 8 � .

On rappelle les d�e�nitions suivantes :

D �e�nition 2.3. Une mesure de probabilit �e P est dite quasi-concave si pour tout ensemble
convexe Si 2 F; i = 1; 2; 8� 2 [0; 1],

P
�

�S 1 + (1 � � )S2
	

� min
�
Pf S1g; Pf S2g

�
:

D �e�nition 2.4. Une mesurede probabilit �e P est dite log-concave si pour tout ensemble convexe
Si 2 F; i = 1; 2; 8� 2 [0; 1],

P
�

�S 1 + (1 � � )S2
	

� P� f S1g + P1� � f S2g:

Souscertaineshypoth�eses,on peut assurerla convexit�e et la fermeture de B (p) :

Prop osition 2.5. Si g(�; �) est conjointement convexeen (u; � ) et si la mesure de probabilit �e P
est quasi-concave alors B (p) est convexe8 p 2 [0; 1].

Prop osition 2.6. Si g : Rn � 
 ! Rm est continue alors B (p) est ferm�e.

Prop osition 2.7. Consid�erons le probl�eme

min
u2 Uad

E~� [c> ( ~� ) u]

s.c. P
�

T(� )u � h(� )
	

� p :
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Supposonsque ~� ait une distribution discr�ete �nie telle que Pf � = � j g = pj pour j = 1; � � � ; r
et avec pj > 0 8j . Alors pour p > 1 � min j 2f 1;��� ;r g pj , l'ensembleadmissible

B (p) =
n

u j P
�

T(� )u � h(� )
	

� p
o

est convexe.

Les d�emonstrations de cestrois propositions sont donn�eesdans [22].

Dans le casd'une mesurede probabilit �e d�e�nie sur Rk , et admettant une densit�e q, lesauteurs
rappellent �egalement les relations suivantes :

qlog-concave , Plog-concave ) Pquasi-concave ) q� 1=k convexe:

Remarque 2.8. q est log-concave si le logarithme de q est une fonction concave.

Supposonspar exempleque la contrain te s'�ecrive

P
n

T(� ) u � h(� )
o

� p :

Dans le cas de distributions continues, supposonsque T(� ) = T (constante) ; deux situations
favorablespeuvent alors sepr�esenter :

{ si h est la fonction identit �e et si la fonction de r�epartition de � est quasi-concave alors
l'ensemble admissible est convexe ferm�e (notons que si � 2 R, la fonction de r�epartition
�etant monotone est quasi-concave) ;

{ si � 2 R, et si l'in versede la fonction de r�epartition,  � 1, peut secalculer facilement, alors,
danscecasparticulier, toute contrain te en probabilit �e seram�ene�a une contrain te lin�eaire.
En e�et

P
n

T u � h(� )
o

=  (T u) � p , T u �  � 1(p) ; o�u  � 1(p) = min
n

� 2 R j  (� ) � p
o

:

Lesprincipales hypoth�esesfaites par P. Kall et S.W. Wallace,noussemblent, en pratique, être
des hypoth�esesassezfortes, notamment la propri �et�e de convexit�e conjointe de g en (u; � ). En
e�et, il existe en pratique de nombreux cas o�u u et � se multiplien t, comme dans le probl�eme
de �nance que nous pr�esentons au chapitre 5, ou, dans un tout autre domaine, lorsque l'on
mod�elisela panned'un actionneur (l'action de l'al �ea vient alors tuer le contr ôle) ; et dans toutes
cessituations, la propri �et�e de convexit�e conjointe de g en (u; � ) n'est pas r�ealiste. De plus, une
autre technique e�cace pour pallier la non convexit�e d'un probl�emed'optimisation est le recours
au Lagrangienaugment�e, et ce,a�n d'augmenter leschancesquele point selledu probl�emeexiste.
Mais dans notre cas,on sait aussique le m�elangede l'esp�erance(trait �e commedans le gradient
stochastique) et desnon lin�earit�es du Lagrangien augment�e posedesprobl�emes; ce sera l'ob jet
du chapitre 6 de la partie (I I I) de ce m�emoire.

2.3 Connexit �e de l'ensem ble admissible

�A la fois pour lesapplications num�eriqueset pour les investigationsth�eoriques(stabilit �e), les
propri �et�esde convexit�e de l'ensemble admissibled'un probl�emed'optimisation sont desr�esultats
de base.En se limitan t aux solutions stationnaires d'un probl�eme, la convexit�e des ensembles
admissibles n'est pas un pr�erequis indispensable �a l'application de m�ethodes d'optimisation
non lin�eaire, comme par exemple la programmation quadratique s�equentielle. Des ensembles
admissiblesnon connexesengendrent en revanche de s�erieusesdi�cult �es compar�ees�a la simple
violation de la convexit�e. Les r�esultats de cette section sont extraits de [21].
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On consid�ere T � R un sous-ensemble arbitraire et on note C(T) l'ensemble des fonctions
d�e�nies de T dans R continues.

D �e�nition 2.9. Une fonction g : U � C(T1) ! C(T2) d�e�nie pour des ensembles arbitraires U
et T1; T2 � R est min stable par rapport �a U si pour tous u1; u2 2 U, il existe u� 2 U tels que

g(u� ; y)( t) � min
�

g(u1; y)( t); g(u2; y)( t)
�

8y 2 C(T1); 8t 2 T2 :

Consid�erons l'ensemble

M =
n

u 2 U j P
�

g(u; Y (� ; �)) � 0
	

� p
o

; (2.5)

o�u U est un espacede Banach, g : U � C(T1) ! C(T2), Y : 
 � T1 ! R est un processus
stochastique d�e�ni sur un espacede probabilit �e

�

 ; A ; P

�
et p 2 [0; 1] un niveau de probabilit �e.

Le premier signed'in �egalit�e dans(2.5) doit être compris dans le sensde l'ordre partiel sur C(T2)
d�e�ni point par point. On suppose que Y(� ; �) 2 C(T1) pour tout � 2 
 et que la fonction
� 7! g

�
u; Y (� ; �)

�
(t) est mesurablepar rapport �a A et par rapport aux sous-ensembles de Borel

de R pour tout u 2 U et pour tout t 2 T2 (cette secondehypoth�eseest toujours v�eri� �eedans le
cass�eparableg(u; y) = h(u) � y).

Th �eor �eme 2.10. Si g(�; y)( t) est quasi-convexepour tout y 2 C(T1) et pour tout t 2 T2 et si g
est min stablepar rapport �a U alors M est connexe.

Un crit �ere plus simple est mêmedonn�e dans le casd'une contrain te en probabilit �e lin�eaire :

Corollaire 2.11. On consid�ere la contrainte en probabilit �e lin�eaire

M =
n

u 2 Rn j P
�

Au � � (! )
	

� p
o

;

avec A une matrice s � n et � un vecteur al�eatoire de dimension s. Si les lignes de A sont
lin�eairement ind�ependantespositivement alors M est connexe.

Notons bien qu'aucune hypoth�esesur la distribution de � n'a �et�e faite.

Illustrons ce r�esultat sur un exemple, toujours extrait de [21]. On consid�ere le niveau d'eau
d'un barragedont lesapports sont al�eatoireset sur lequelon peut agir en turbinan t pour produire
de l' �electricit�e. On fait les hypoth�esessuivantes :

(H1) Y : 
 � [0; T ] ! R est un processus stochastique d�ecrivant le niveau cumul�e
d'apports (al�eatoires) dans le barrage durant l'in tervalle [0; T] ; on suppose que
Y(� ; �) 2 C

�
[0; T]

�
8 � 2 
 ;

(H2) u 2 U = L 1 [0; T ] est la vitesse(contr ôl�ee) �a laquelle on turbine ;

(H3) �l est le niveau maximum d'eau dans le barrage que l'on est autoris�e �a atteindre sur l'en-
semble de l'in tervalle [0; T] avec un niveau de probabilit �e p 2 [0; 1].

En notant l(t; � ; u) le niveau d'eau dans le barrage �a l'instant t, �etant donn�ees� et u, on a

l(t; � ; u) = l0 + Y(� ; t) �
Z t

0
u(� ) d� ;

o�u l0 d�esignele niveau d'eau initial (en t = 0) dans le barrage. La contrain te en probabilit �e
s'�ecrit alors

P
n

l(t; � ; u) � �l
o

� p :
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Comme pr�ec�edemment, on note M le sous-ensemble desu 2 U v�eri�an t la contrain te en proba-
bilit �e; on a

T1 = T2 = [0; T] ; g(u; y)( t) := l0 � �l + y(t) �
Z t

0
u(� ) d� :

Notons que h est s�eparablepar rapport �a u et y ; par cons�equent l'hypoth�esede mesurabilit�e est
satisfaite. On v�eri�e que h(�; y)( t) est quasi-convexe pour tout y 2 C

�
[0; T]

�
et tout t 2 [0; T].

Ainsi, pour appliquer le Th�eor�eme 2.10, il su�t de v�eri�er que h est min stable par rapport �a
U. Pour cela, on sedonne u1 et u2 2 U. Alors, en posant

u� (t) := max
�

u1(t); u2(t)
�

; t 2 [0; T] ;

on a u� 2 U et Z t

0
u� (� ) d� � max

� Z t

0
u1(� ) d� ;

Z t

0
u2(� ) d�

�
;

ce qui d�emontre la propri �et�e cherch�eepar d�e�nition de h. On peut donc en d�eduire la connexit�e
de l'ensemble descontr ôlesadmissibles.

2.4 L'asp ect mesure de risque

Depuis quelquesann�eesen �economie,et plus particuli �erement en �nance, une litt �erature
abondante s'est d�evelopp�eeautour desmesuresde risque. En �nance, la mesurela plus connue,
et la plus utilis �ee dans les �etablissements �nanciers est la value-at-risk (VaR) : la VaR de la
perte g(u; � ) associ�ee�a la d�ecisionu, not�eequ(p), est la plus petite quantit �e q telle que, avecune
probabilit �e au moins �egale�a p, la perte n'exc�edepas q. Autrement dit,

qu(p) = min
n

qj P
�

g(u; � ) � q
	

� p
o

=  � 1
u (p) ;

o�u  � 1
u est l'in versede la fonction de r�epartition associ�ee �a g(u; � ). Mais son calcul est di�cile

et n�ecessiteen pratique des hypoth�esesrelativement fortes et parfois contest�eespar les faits,
commel'hypoth�esede normalit �e desprix. Ceslimites ont amen�e certains chercheurs, commeS.
Uryasev,�a proposerd'autres mesuresde risque alternatives�a la value-at-risk, ayant de \b onnes
propri �et�esmath�ematiques" (conditional value-at-risk, ...).

D'apr�es la d�e�nition même de la VaR, un probl�eme d'optimisation souscontrain te de VaR
n'est donc rien d'autre qu'un probl�emed'optimisation souscontrain te en probabilit �e : on r�e�ecrit
la contrain te en probabilit �e commeune contrain te sur un quantile d'une fonction de r�epartition.
Dans la mesure o�u il existe des mesures de risque alternatives �a la VaR, et poss�edant de
meilleurespropri �et�esmath�ematiques,une question naturelle s'est alors pos�ee�a nous : au lieu de
r�esoudredirectement un probl�emed'optimisation souscontrain te en probabilit �e, ne pourrait-on
pas r�esoudreun probl�emeauxiliaire formul�e avec une autre mesurede risque plus r�eguli�ere sur
le plan math�ematique; et obtenir au �nal la solution du probl�eme initial ? C'est l'ob jet de la
premi�ere partie de ce m�emoire.

2.5 En r�esum�e

Lesprobl�emesd'optimisation souscontrain tes en probabilit �e font l'ob jet d'un certain nombre
de recherches depuis quelquesann�ees. Mais la plupart des r�esultats que l'on trouve dans la
litt �erature ne concernent que certains aspects du sujet, plut ôt th�eoriques,comme le calcul du
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gradient de la fonction probabilit �e, les propri �et�esde convexit�e, de connexit�e, ... L'ob jectif prin-
cipal de ce m�emoire est de proposer une m�ethode g�en�erale permettant de r�esoudrece type de
probl�emes,bas�eesur un algorithme de type gradient stochastique,en donnant desr�esultats aussi
bien th�eoriquesque num�eriques.
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Deuxi �eme partie

Con train tes en probabilit �e et
mesures de risque





Chapitre 3

Mesures de risque et de s�ecurit �e

La contrain te en probabilit �e �etant une formulation asseznaturelle de la notion de risque,une
approche possiblepour traiter ce type de contrain tes consiste�a chercher d'autres formulations
du risque qui am�eneraient �a desprobl�emesmath�ematiquesplus simples.Dans ce chapitre, nous
rappelons quelquesmesuresde risque et de s�ecurit�e usuellesbas�eessur les quantiles et les ca-
ract�eristiquesde la queuede la distribution d'une variable al�eatoire X ; puis nousmontrons que
presquetoutes cesmesurespeuvent être reformul�eessimplement �a partir de l'esp�erancede X ,
not�ee � X , du quantile, qX (p), de la fonction de r�epartition  X , d'une esp�eranceconditionnelle,
et de l'une de cesmesuresde s�ecurit�e.

3.1 Les notions d'ordre stochastique

Soit X une variable al�eatoire r�eelle repr�esentant des pertes que l'on cherche �a minimiser.
Dans la suite de ce chapitre, nous notons  X sa fonction de r�epartition, qui est croissante et
continue �a droite :

 X : R ! [0; 1]

� ! P
�

X � �
	

:

Les r�esultats de cette section reposent essentiellement sur lesd�e�nitions et propri �et�essuivantes.

Propri �et �e 3.1. Voici quelquespropri�et�es utiles sur l'int �egrale et l'inverse d'une fonction :
{ l'int �egrale d'une fonction positive est croissante int �egrable;
{ l'int �egrale d'une fonction croissanteest convexe;
{ soit f une fonction num�erique continue et strictement monotonesur un interval le I . Alors

la fonction r�eciproque f � 1 est continue et strictement monotone, de même sensque f .

Bien que tr �espopulaire, le crit �ere \moyenne-variance" ne su�t pas toujours �a comparerdeux
variablesal�eatoires,et peut mêmeconduire �a desaberrations, commele montrent P. Bernhard et
G. Cohendans[10]. En e�et, supposonsque l'on souhaiteminimiser un côut J pour lesd�ecisions
u et v, et pour les \ �etats de la nature" � 1 et � 2 de probabilit �es �egales:

u v
� 1 0 21
� 2 20 21
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On a E[J (u; � )] = 10 et E[J (v; � )] = 21. On prend commemesurede l'incertitude l' �ecart-type :
�

�
J (u; � )

�
= 10 et �

�
J (v; � )

�
= 0. Alors, si on choisit de minimiser E[J ] + � �

�
J

�
, avec � > 0,

la strat�egie v devient pr�ef�erable �a la strat�egie u d�es que � > 1:1. Cependant, ce r�esultat est
absurdecar la strat�egie u est optimale, puisqu'elle a une probabilit �e 1 d'être optimale (elle est
la meilleure pour tout � ).

Une approche syst�ematiquepour assurercette comparaisonconsiste�a utiliser la notion d'ordre
stochastique.Un ordre stochastiquepeut être vu commeun ordre partiel sur un ensemble defonc-
tions de r�epartition cumul�ees.Il existeplusieurstypesd'ordres stochastiques: nouscommen�cons
tout d'abord par pr�esenter la dominancestochastique, largement utilis �ee en �economieet en �-
nancepour comparer desvariables al�eatoires r�eellesrepr�esentant desgains ou despertes; puis
nous d�e�nissons d'autres ordres stochastiquespour desvariables al�eatoiresn-dimensionnelles.

3.1.1 La dominance sto chastique �a l'ordre 1

Soient X et Y desvariables al�eatoiresr�eelles,repr�esentant par exempledespertes.

D �e�nition 3.2. La dominance sto chastique �a l'ordre 1 (DS1) est d�e�nie par :

X � DS1 Y , E
�
f (X )

�
� E

�
f (Y)

�
; 8 f : R ! R+ croissante continue:

La dominancestochastique �a l'ordre 1 peut �egalement être caract�eris�ee�a l'aide desfonctions
de r�epartition :

Propri �et �e 3.3.
X � DS1 Y ,  X (� ) �  Y (� ) ; 8� 2 R :

1

´

 X

 Y

Fig. 3.1 { X � DS1 Y
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3.1.2 La dominance sto chastique �a l'ordre 2

X et Y sont toujours desvariables al�eatoires r�eelles,repr�esentant par exempledespertes.

D �e�nition 3.4. La dominance sto chastique �a l'ordre 2 (DS2) est d�e�nie par :

X � DS2 Y , E
�
f (X )

�
� E

�
f (Y )

�
; 8 f fonction croissante convexe:

Introduisons la fonction  2
X qui est la primitiv e de la fonction de r�epartition :

D �e�nition 3.5. On d�e�nit

 2
X : R ! R+

� 7!
Z �

�1
 X (� )d� ;

continue, convexe, positive et croissante.

Propri �et �e 3.6. Il existe deux formulations pour  2
X :

 2
X (� ) = E

h
(� � X )+

i
=  X (� )

�
� � E

�
X jX � �

� �
:

D�emonstration.

 2
X (� ) =

Z �

�1
P

�
X � �

	
d� =

Z 1

�1
I f � � � g E

�
I f X � � g

�
d� = E

hZ 1

�1
I f X � � � � g d�

i
= E

�
(� � X )+ �

;

o�u I f B g est la fonction indicatrice de l'ensemble B . Et, enserappelant que,si A estun �ev�enement,

E[X jA] =
E[X IA ]
Pf Ag

si Pf Ag 6= 0;

on a

E
h
(� � X )+

i
= E

h
(� � X ) I f X � � g

i
= � E

�
I f X � � g

�
� E

�
X I f X � � g

�
=  X (� )

�
� � E

�
X jX � �

� �
:

On peut alors utiliser  2
X pour caract�eriser la dominancestochastique �a l'ordre 2 :

Propri �et �e 3.7. Soient X et Y deux variables al�eatoires r�eelles int �egrables.Alors

X � DS2 Y ,  2
X (� ) �  2

Y (� ) ; 8� 2 R

, E
h
(� � X )+

i
� E

h
(� � Y )+

i
; 8� 2 R :

Remarque 3.8. On a DS1 ) DS2.

3.1.3 Le cas des variables al�eatoires n-dimensionnelles

Les r�esultats suivants sont extraits de [4].
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D(Rn ) d�esignel'ensemble desprobabilit �es sur Rn et L un sous-ensemble des applications de
Rn dans R mesurables.

D �e�nition 3.9. La relation � L sur D(Rn ) est d�e�nie par

F � L G si
Z

Rn
f (x)F (dx) �

Z

Rn
f (x)G(dx) ;

8f 2 L telle que les int�egralessoient bien d�e�nies.

D �e�nition 3.10. Soient X et Y deux vecteurs al�eatoires de Rn . X � L Y si leur distribu-
tion de probabilit �e sont telles que FX � L FY . En utilisant la notation X = (X 1; : : : ; X n ) et
Y = (Y1; : : : ; Yn ), ceci est �equivalent �a

E
h
f (X 1; : : : ; X n )

i
� E

h
f (Y1; : : : ; Yn )

i
;

8f : Rn ! R 2 L .

Di� �erents exemplesd'ensembles L vont être consid�er�esdans la suite :

� f ig =
�

f : Rn ! R ; f croissante
	

g�en�ere l'ordre int �egral croissant sur D(Rn) ;

� f cxg =
�

f : Rn ! R ; f convexe
	

g�en�ere l'ordre int �egral convexesur D(Rn ) ;

� f icxg = f ig
T

f cxg, g�en�ere l'ordre convexecroissant sur D(Rn ) ;

� f cxsg =
�

f : Rn ! R ; f convexe paire
	

g�en�ere l'ordre convexesym�etrique ;

� f ipg =
�

f : Rn ! R+ ; f =
Q n

i=1 f i (x i ); f i : R ! R+ 2 f ig
	

g�en�ere l'ordre partiel produit
croissant.

Remarque 3.11. L'ordre int�egral croissant correspond en fait �a la dominance stochastique
d'ordre 1 et l'ordre convexe croissant �a la dominancestochastique d'ordre 2.

On a �evidemment les relations suivantes :

� i ) � icx ; � i ) � ip et � cx ) � icx :

Un r�esultat utile �a retenir est le suivant : pour desvariables al�eatoirespositives,chacunedes
in�egalit�es X � i Y, X � cx Y, X � icx Y et X � ip Y implique l'in �egalit�e correspondante entre les
moments (de n'imp orte quel ordre) descoordonn�eesde X et Y .

En�n, en consid�erant �egalement les ordres convexe d�ecroissant (� dcx) et concave d�ecroissant
(� dcv) on a les �equivalencessuivantes :

X � icx Y , � X � dcx � Y

m m

Y � dcv X , � Y � icv � X :



3.1 Les notions d'ordre sto chastique 55

Th �eor �eme 3.12 (Th �eor �eme de Strassen pour � i ). Pour F et G dans D(Rn ), F � i G si et
seulements'il existe deux variables al�eatoires dans Rn , X et Y , d�e�nies sur le même espace de
probabilit �e avec les distributions de probabilit �e F et G respectivement, et telles que X � Y p.s..

Th �eor �eme 3.13 (Th �eor �eme de Strassen pour � cx). Soient F et G deux distributions
int �egrables dans D(Rn ) ; F � cx G (resp. F � icx G) si et seulements'il existe deux variables
al�eatoires dans Rn , X et Y , d�e�nies sur le même espace de probabilit �e avec les distributions de
probabilit �e F et G respectivement, et telles que E

�
Y j X

�
= X (resp. E

�
Y j X

�
� X ) p.s..

Dans la suite, X et Y d�esignent �a nouveau des variables al�eatoires r�eellesrepr�esentant des
pertes.

3.1.4 Caract �erisation en terme de quantile

Dans [26], W. Ogryczak et A. Ruszczynskiont introduit des formulations duales de domi-
nancestochastique et ont exploit�e la dualit �e de Fenchel pour caract�eriser la dominancestochas-
tique en termes de quantiles. Les r�esultats suivants sont extraits de [26].

D �e�nition 3.14. Soit p 2 [0; 1], qX (p) 2 R est un p-quan tile de la variable al�eatoire X si

P
�

X < qX (p)
	

� p � P
�

X � qX (p)
	

:

D �e�nition 3.15. On d�e�nit

 � 1
X : ]0; 1] ! R

p 7! inf
�

� :  X (� ) � p
	

;

l'in versede  X ; alors  � 1
X est croissante et continue �a gauche.

Remarque 3.16. Lorsque l'on manipule desfonctions monotones,mais pas strictement, et/ou
discontinues (continue �a droite ou �a gauche), la th�eorie de la r�esiduation permet de d�e�nir une
fonction inversemonotone.Ceci est valable non seulement pour desfonctions num�eriques, mais
�egalement pour des fonctions ordonn�eessur des ensembles g�en�eraux. La r�ef�erencehistorique
pour cette th�eorie est [9] ; mais pour une pr�esentation plus synth�etique, on peut aussiconsulter
[5]. Dans notre cas,  X : R ! R �etant une fonction monotone et continue �a droite, elle est s.c.s
et dualement r�esiduable.La fonction  � 1

X : R ! R n'est autre que la r�esidu�eeduale de  X ; et on
sait alors qu'elle est monotone et continue �a gauche de R dans R donc s.c.i. ( � 1

X est elle-m̂eme
r�esiduableet sa r�esidu�eeest  X ).

Remarque 3.17. Pour tout p 2 ]0; 1[ , l'ensemble desp-quantiles est un intervalle ferm�e;  � 1
X (p)

repr�esente le plus petit p-quantile de cet intervalle :

p �  X (� ) ,  � 1
X (p) � � :

D �e�nition 3.18. D�e�nissons

 � 2
X : R ! R

p 7!
Z p

0
 � 1

X (� )d� ; 8p 2 ]0; 1] ;

convexe par construction.

En fait,  � 2
X n'est rien d'autre que la transform�eede Fenchel de  2

X et inversement :

Th �eor �eme 3.19. Pour tout X tel que E
�

jX j
�

< + 1 , on a
(i)  � 2

X = [ 2
X ]�

(ii)  2
X = [ � 2

X ]� .
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Les Th�eor�emes3.20 et 3.21 donnent d'autres caract�erisations pour DS1 et DS2.

Th �eor �eme 3.20.
X � DS1 Y ,  � 1

X (p) �  � 1
Y (p) ; 8p 2 ]0; 1[ :

Th �eor �eme 3.21.
X � DS2 Y ,  � 2

X (p) �  � 2
Y (p) ; 8p 2 [0; 1] :

Th �eor �eme 3.22 (Caract �erisation d'un quan tile). Les assertions suivantes sont
�equivalentes:

(i) � est un p-quantile de X ;

(ii) sup�

�
� p �  2

X (� )
�

est atteint en � ; ou encore � 2 @ � 2
X (p) ;

(iii) sup�
�
� � �  � 2

X (� )
�

est atteint en p; ou encore p 2 @ 2
X (� ) ;

(iv)  � 2
X (p) +  2

X (� ) = p � :

Remarque 3.23. Ce th�eor�emereposesur la Propri �et�e 1.16, qui est rappelons-le
�

y 2 @f (x)
�

,
�

f (x) � f � (y) � hy; xi = 0
�

:

3.2 Les mesures de risque et de s�ecurit �e usuelles

Le lecteur int�eress�e par les d�emonstrations des r�esultats concernant la value-at-risk et la
conditional value-at-risk, ou par une pr�esentation plus d�etaill�eede cesnotions, pourra consulter
[29].

Consid�erons g(u; � ) une variable al�eatoire r�eelle repr�esentant des pertes, o�u u est la variable
de d�ecisionet � un al�ea. Soit p un niveau de probabilit �e donn�e. On supposeg(u; � ) continue en
u, mesurableen � et

E
h

jg(u; � )j
i

< + 1 ; 8 u 2 U � Rn :

3.2.1 Value-at-risk qu(p)

D�e�nition 3.24. La p-V aR de la perte g(u; � ) associ�ee �a la d�ecisionu, not�eequ(p), est la plus
petite quantit �e q telle que, avec une probabilit �e au moins �egale �a p, la perte n'exc�ede pas q.
Autrement dit,

qu(p) = min
n

qj P
�

g(u; � ) � q
	

� p
o

=  � 1
u (p) ;

o�u  � 1
u est l'in versede la fonction de r�epartition associ�ee �a g(u; � ).

Ce minimum est atteint car  u(q) = P
�

g(u; � ) � q
	

est croissante et continue �a droite.
Lorsque  u(�) est continue et strictement croissante, qu(p) est l'unique solution de l' �equation
 u(q) = p, ce qui correspond au niveau de probabilit �e p1 sur la Figure 3.2. Autrement, cette
�equation peut n'avoir aucunesolution (lorsqu'il existeunemasseatomiquedeprobabilit �e, comme
pour p3), ou au contraire avoir plusieurs solutions (lorsque la densit�e de probabilit �e est nulle
pour une plage de valeurs, commepour p2).
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1
p

1

p
2

p

q

3

Fig. 3.2 { Fonction de r�epartition  (u; q)

Remarque 3.25. La p-VaR de la perte associ�ee �a la d�ecision u n'est rien d'autre que le plus
petit p-quantile de la variable al�eatoire g(u; � ).

Remarque 3.26. Sur le plan math�ematique, l'absencede convexit�e et de sous-additivit�e sont
les inconv�enients majeurs de la VaR. En e�et, en raison de l'absencede sous-additivit�e, on peut
par exemple rencontrer des cas o�u la VaR d'un portefeuille compos�e de deux actifs est plus
grande que la sommedesVaR de chacun de cesdeux actifs.

3.2.2 Conditional value-at-risk � p(u)

D�e�nition 3.27. La p-CV aR de la perte associ�ee �a la d�ecisionu est la valeur

� p(u) = moyennede la p-queuede distribution deg(u; � ) ;

o�u la distribution en question est celle qui a pour fonction de r�epartition  p(u; :), avec

 p(u; q) =

(
0 si q < qu(p)

 u (q)� p
1� p sinon;

 u(q) �etant la fonction de r�epartition associ�ee �a la variable al�eatoire g(u; � ).

Dans le caso�u  u(�) a une probabilit �e atome en qu(p), cette d�e�nition comporte une subtilit �e.
En e�et, introduisons les notions de CVaR+ et CVaR� :

D �e�nition 3.28. La p-CVaR+ de la perte associ�ee �a la d�ecisionu est la valeur

� +
p (u) = E

h
g(u; � ) j g(u; � ) > qu(p)

i
;

alors que la p-CVaR� de la perte est la valeur

� �
p (u) = E

h
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

i
:
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La proposition ci-dessouspermet alors de d�e�nir la p-CVaR plus simplement. Dans le cas
de distributions continues,elle correspond �a l'esp�erancedespertesd�epassant la VaR; et dans le
casde distributions quelconques,elle est d�e�nie commeune moyennepond�er�eeentre la VaR et
la p-CVaR+ (les poids d�ependent alors de la d�ecisionu).

Prop osition 3.29. Soit � p(u) la probabilit �e assign�ee �a la perte qu(p) par la fonction de
r�epartition

� p(u) = [ u(qu(p)) � p]=[1 � p] 2 [0; 1] :

1. Si  u(qu(p)) < 1, i.e. si la perte peut être plus grande que qu(p), alors

� p(u) = � p(u)qu(p) +
�
1 � � p(u)

�
� +

p (u) ;

avec � p(u) < 1.

2. Si  u(qu(p)) = 1, i.e. qu(p) est la perte la plus importante qui puisseapparâ�tr e,

� p(u) = qu(p) :

D�emonstration. Ces relations d�ecoulent de la D�e�nition 3.27 et du fait que l'on a toujours
p �  

�
u; qu(p)

�
, et ce, d'apr�es la D�e�nition 3.24.

On d�e�nit la fonction

Fp(u; � ) d�ef= � +
1

1 � p
E

h
[u � � ]+

i
; o�u [t]+ d�ef= max(0; t) :

Fp est une fonction conjointement convexede (u; � ) (commeenveloppe sup�erieurede deux fonc-
tions a�nes en (u; � )), et croissante en u.

Le th�eor�eme ci-dessousest un r�esultat fondamental puisque, contrairement �a ce que peut
laisser penser la d�e�nition, il r�ev�ele que la p-CVaR peut être calcul�ee sans avoir auparavant
calcul�e la p-VaR.

Th �eor �eme 3.30 (Form ule fondamen tale de minimisation). On a

� p(u) = min
�

Fp
�
g(u; � ); �

�
:

En particulier, on a toujours

qu(p) 2 argmin
�

Fp
�
g(u; � ); �

�
et � p(u) = Fp

�
g(u; � ); qu (p)

�
:

Remarque 3.31. La CVaR est monotone par rapport �a DS1.

L'une despropri �et�esutiles de la CVaR est la propri �et�e de convexit�e.

Prop osition 3.32. Si g(u; � ) est convexeen u, alors Fp
�
g(u; � ); �

�
est conjointement convexe

en (u; � ) et � p(u) est convexeen u.

Cette mesurede risque est tr �esutilis �eedansle domainedesassurances.Lorsquel'on consid�ere
des d�efaillancesquantitativ es, elle permet de rem�edier aux limites de la VaR (notamment son
incapacit�e �a rendre compte de la concentration desrisques)en prenant en compte la totalit �e de
la queuede la distribution et non plus un point pr�ecisde celle-ci.
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3.2.3 Une mesure de s�ecurit �e alternativ e Sp(u)

En nous appuyant sur la d�e�nition et les propri �et�es de la CVaR, nous avons d�e�ni une
nouvelle mesurede s�ecurit�e, Sp(u).

On d�e�nit
S�

p (u) = E
h
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

i
:

Les �ev�enements
�

g(u; � ) � qu(p)
	

et
�

g(u; � ) > qu(p)
	

sont compl�ementaires. Dans le cas de
distributions continues, ils sont de probabilit �e p et 1 � p respectivement. En se rappelant que
pour desdistributions continues, � p(u) = � +

p (u), on a donc

pS�
p (u) + (1 � p) � p(u) = E

�
g(u; � )

�
:

Dans le cas de distributions discontinues, ces �ev�enements sont de probabilit �e  u(qu(p)) et
1 �  u(qu(p)) respectivement. Comme on a

 u(qu(p)) S�
p (u) +

�
1 �  u

�
qu(p)

� �
� +

p (u) = E
�
g(u; � )

�
;

l'id �eeest de d�e�nir la mesurede s�ecurit�e Sp(u) de sorte que

pSp(u) + (1 � p) � p(u) = E
�
g(u; � )

�
:

D �e�nition 3.33. Dans le casde distributions continues, la mesurede s�ecurit�e Sp(u) est d�e�nie
par

Sp(u) = E
h
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

i
:

Dans le casde distributions discontinues,elle est d�e�nie par

Sp(u) = � s
p(u) E

h
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

i
+

�
1� � s

p(u)
�

qu(p) ; avec � s
p(u) d�ef=

 u(qu(p))
p

2 [0; 1] :

On d�e�nit la fonction
Gp(u; � ) d�ef= � +

1
p

E
�

min(u � � ; 0)
�

:

Gp est une fonction conjointement concave de (u; � ) (comme enveloppe inf�erieure de deux fonc-
tions a�nes en (u; � )), et croissante en u. On a

pGp
�
g(u; � ); �

�
+ (1 � p) Fp

�
g(u; � ); �

�
= E

�
g(u; � )

�
;

ainsi, lorsque g(u; � ) est convexe en u pour tout � , comme Fp(u; � ) est convexe en u, Gp(u; � )
est une fonction d.c. (i.e. \di� �erencede fonctions convexes").

Remarque 3.34. Comme

pGp
�
g(u; � ); �

�
+ (1 � p) Fp

�
g(u; � ); �

�
= E

�
g(u; � )

�
;

en serappelant que  2
u(� ) = E

�
[� � g(u; � )]+

�
, Gp

�
g(u; � ); �

�
peut aussis'�ecrire

Gp
�
g(u; � ); �

�
= � �

1
p

E
�

[� � g(u; � )]+ �
= � �

1
p

 2
u(� ) :

On a ainsi
pGp

�
g(u; � ); �

�
= p � �  2

u(� ) ;

et on en d�eduit
p max

�
Gp

�
g(u; � ); �

�
= max

�

�
p � �  2

u(� )
�

=  � 2
u (p) ;

car  � 2
u est la transform�eede Fenchel de  2

u (Th �eor�eme 3.19).
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Th �eor �eme 3.35 (Form ule fondamen tale de maximisation). On a

Sp(u) = max
�

Gp
�
g(u; � ); �

�
;

et en particulier,

qu(p) 2 argmax
�

Gp
�
g(u; � ); �

�
et Sp(u) = Gp

�
g(u; � ); qu (p)

�
:

Lesmesuresqui suivent, dites mesuresde risqueduales,sont bas�eessur la notion dedominance
stochastique. Pour une pr�esentation plus d�etaill�ee de ces mesures,et en particulier pour les
d�emonstrations desr�esultats, le lecteur pourra ser�ef�erer �a [26].

X d�esigned�esormaisun gain al�eatoire. On note � X son esp�erance.

3.2.4 Weighted mean deviation from a quantile hX (p)

Cette mesurede risque est obtenue grâce�a une interpr�etation graphique de  � 2
X , illustr �eesur

la Figure 3.3.
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Fig. 3.3 { Graphe de  � 2
X (p)

Pour tout rendement al�eatoire X ,  � 2
X est continue, convexe,et relie lespoints (0,0) et (1; � x ),

o�u � x est le rendement esp�er�e de X ; �a l'in verse, un rendement certain avec la même valeur
esp�er�eecorrespond �a la cordereliant cespoints. La quantit �e hX (p) correspond alors au diam�etre

vertical de l'espace entre la courbe
�

p;  � 2
X (p)

�
; 0 � p � 1, et sa corde, appel�e espacede

dispersion dual. Ainsi,

hX (p) = � X p �  � 2
X (p) : (3.1)
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Lemme 3.36. Pour tout p 2 ]0; 1[,

hX (p) = min
� 2 R

E
h

max
�
p(X � � ); (1 � p)( � � X )

� i
;

et ce minimum est atteint pour tout p-quantile.

Cette mesureest croissante et continue. Pour p 2 [0; 1], X ! hX (p) est convexe et positive-
ment homog�enesur L 1.

3.2.5 Tail value-at-risk TVaRX (p)

D�e�nition 3.37.

TVaRX (p) d�ef=
 � 2

X (p)
p

:

Il s'agit d'une mesure de s�ecurit�e. La fonction  � 2
X �etant convexe, TVaRX : ]0; 1] ! R est

croissante, continue, et TVaRX (1) = � X . En partant de la d�e�nition de la TVaRX , et en
utilisant le Lemme 3.36, il vient

TVaRX (p) =
 � 2

X (p)
p

= � X �
hX (p)

p

= E[X ] � min
� 2 R

E
h

max
�
X � � ;

1 � p
p

(� � X )
� i

= E[X ] � min
� 2 R

E
h
(X � � ) +

� 1
p

(� � X )
� +

i

= E[X ] � E[X ] � min
� 2 R

�
� � +

1
p

E
�

[� � X ]+
� �

= max
� 2 R

�
� �

1
p

E
�

[� � X ]+
� �

= max
� 2 R

�
� �

1
p

 2
X (� )

�
:

D'apr�es le Th�eor�eme3.22, on sait que ce maximum est atteint pour tout p-quantile qX (p), donc
�nalement,

TVaRX (p) = qX (p) �
1
p

E
h

[qX (p) � X ]+
i

: (3.2)

Remarque 3.38. Cette expressionrappelle fortement celle de la CVaR obtenue grâce �a la
formule fondamentale de minimisation (Th �eor�eme 3.30). La tail-VaR est en fait une mesure
duale de la CVaR : on utilise la tail-VaR pour �eviter les petits gains alors que la CVaR permet
d'�eviter les pertes importantes.

3.2.6 Tail Gini's mean di�erence GiX (p)

Cette mesurede risque est bas�ee sur les caract�eristiques de l'aire de l'espacede dispersion
dual.

D �e�nition 3.39.

GiX (p) d�ef=
2
p2

Z p

0
hX (� )d� :

Prop osition 3.40. Pour p 2 ] 0; 1], X ! GiX (p) est convexeet positivement homog�ene sur L 1.



62 Mesures de risque et de s�ecurit �e

3.2.7 D'autres mesures de risque

Expected shortfall

La perte moyennepour un niveau souhait�e � est d�e�nie par

rX (� ) = E
�

[� � X ]+
�

:

Cette mesure de risque est en fait une autre formulation pour  2
X . En e�et, d'apr�es la Pro-

pri �et�e 3.6, on a
 2

X (� ) = E
�

[� � X ]+
�

:

Absolutesemideviation et standard semideviation

Ces deux quantit �es sont bas�ees sur l'analyse des semi-moments centr �es qui mesurent
l' �etalement moyen de la variable al�eatoire en dessousde son esp�erance. La premi�ere mesure
de risque est d�e�nie commesuit :

�� X =
Z � X

�1
(� X � � )PX (d� ) :

Lemme 3.41.
max

p2 [0;1]
hX (p) = �� X ;

et le maximum est atteint en tout point pX pour lequel

Pf X < � X g � pX � Pf X � � X g:

En d'autres termes, �� X repr�esente le diam�etre vertical maximal de l'espacede dispersion
dual pour la variable al�eatoire X .

Remarque 3.42. Si E
�

jX j
�

< + 1 , alors  2
X (� X ) = �� X .

L'autre mesurede risque, tr �esproche de la pr�ec�edente, vaut :

�� X =
� Z � X

�1
(� X � � )2PX (d� )

� 1=2
:

Prop osition 3.43. Si E[X 2] < + 1 , alors �� X � �� X et cette in�egalit�e est stricte sauf dans le
cas o�u �� X = �� X = 0.

Gini's mean (absolute) di�er ence

Cette mesurecorrespond au double de l'aire de l'espacede dispersion dual :

� X = 2
Z 1

0

�
� X p �  � 2

X (p)
�

dp =
1
2

Z Z
j� � � jPX (d� ) PX (d� ) : (3.3)

Elle peut �egalement être formul�eecommel'in t�egralede  2
X par rapport �a la mesurede probabi-

lit �e PX :

� X =
Z Z

� � �
(� � � )PX (d� )PX (d� ) =

Z
E

�
[� � X ]+

�
PX (d� ) :
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Worst conditional expectation

Cette mesurea �et�e introduite dans [1] pour pallier le manquede sous-additivit�e de la VaR.

WCEp(X ) = � inf
n

E[X jA] j Pf Ag > p
o

;

o�u X d�esigneune variable al�eatoire repr�esentant despertes.Elle est tr �espeu utilis �eeen pratique
car son calcul n'est possibleque dans dessituations tr �esparticuli �eres.

3.3 Reform ulation de ces mesures

Apr �esavoir r�epertori�ecesdi� �erentesmesures,nousallonsmontrer �nalement qu'ellespeuvent
presquetoutes ser�e�ecrire dansun \alphab et minimal" compos�e de cinq �el�ements : l'esp�erancede
la variable al�eatoire g(u; � ) repr�esentant despertes, le quantile qp(u), la fonction de r�epartition
 u , la quantit �e S�

p et la mesurede s�ecurit�e Sp.

3.3.1 Tail value-at-risk

En �ecrivant la formule fondamentale de maximisation (Th �eor�eme 3.35), on a

Sp(u) = Gp
�
g(u; � ); qu (p)

�

= qu(p) +
1
p

E
h

min
�
g(u; � ) � qu(p); 0

� �

= qu(p) +
1
p

E
h

� max
�
qu(p) � g(u; � ); 0

� i

= qu(p) �
1
p

E
h�

qu(p) � g(u; � )
� +

i

= TVaRu(p)

d'apr�es l' �equation (3.2). La mesurede s�ecurit�e que nous avons d�e�nie n'est donc qu'une formu-
lation di� �erente de la tail-VaR.

Remarque 3.44. On a �etabli que

pGp
�
g(u; � ); �

�
+ (1 � p) Fp

�
g(u; � ); �

�
= E

�
g(u; � )

�
;

et
pGp

�
g(u; � ); �

�
= p � �  2

u(� ) ;

on obtient ainsi

pGp
�
g(u; � ); �

�
= E

�
g(u; � )

�
� (1 � p) Fp

�
g(u; � ); �

�
= p � �  2

u(� ) ;

puis, commep max� Gp
�
g(u; � ); �

�
=  � 2

u (p),

max
�

�
E

�
g(u; � )

�
� (1 � p) Fp

�
g(u; � ); �

� �
= E

�
g(u; � )

�
� (1 � p) min

�
Fp

�
g(u; � ); �

�
=  � 2

u (p) ;

et comme� p(u) = min� Fp
�
g(u; � ); �

�
, on a

E
�
g(u; � )

�
� (1 � p)� p(u) =  � 2

u (p) :
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3.3.2 Weighted mean deviation from a quantile

En factorisant p dans la d�e�nition de hu(p) (D�e�nition 3.1), on obtient

hu(p) = E
�
g(u; � )

�
p �  � 2

u (p)

= p
�

E
�
g(u; � )

�
�

 � 2
u (p)

p

�

= p
�

E
�
g(u; � )

�
� TVaRu(p)

�

= p
�

E
�
g(u; � )

�
� Sp(u)

�
:

3.3.3 Tail Gini's mean di�erence

En r�e�ecrivant la d�e�nition de Giu �a l'aide de la reformulation de hu , on a

Giu(p) =
2
p2

Z p

0
hu(� )d�

=
2
p2

Z p

0

h
�

�
E[g(u; � )] � S� (u)

� i
d�

= E
�
g(u; � )

�
�

2
p2

Z p

0
� S� (u) d� :

3.3.4 CV aR

En �ecrivant la formule fondamentale de minimisation (Th �eor�eme 3.30), on a

� p(u) = Fp
�
g(u; � ); qu (p)

�

= qu(p) +
1

1 � p
E

�
[g(u; � ) � qu(p)]+ �

= qu(p) �
1

1 � p
E[

�
qu(p) � g(u; � )] � �

= qu(p) �
1

1 � p
E

h�
qu(p) � g(u; � )

�
I f qu (p)<g (u;� )g

i

= qu(p) �
1

1 � p
P

�
qu(p) < g(u; � )

	 h
qu(p) � E

�
g(u; � ) j qu(p) < g(u; � )

� i

= qu(p) �
1

1 � p

�
1 �  u(qu(p))

� h
qu(p) � E

�
g(u; � ) j qu(p) < g(u; � )

� i

=
1

1 � p

h
qu(p)

�
 u(qu(p)) � p

�
+

1 �  u(qu(p))
1 � p

h
E

�
g(u; � )

�
� pE

�
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

� i i

=
p2

(1 � p)2

h
qu(p)

 u(qu(p))
p2 � qu(p)

 u(qu(p))
p

�
qu(p)

p
+ qu(p) +

1 �  u(qu(p))
p2 E[g(u; � )]

�
1
p

E
�
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

�
+

 u(qu(p))
p

E
�
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

� i

=
1

(1 � p)2

h
p2Sp(u) + qu(p)

�
 u(qu(p)) � p

�
� pS�

p (u) +
�

1 �  u(qu(p))
�

E
�
g(u; � )

� i
:

et ce, d'apr�es la d�e�nition de Sp(u) (D�e�nition 3.33).
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Remarquonsque, dans le casde distributions continues,on a

Sp(u) = E
�
g(u; � ) j g(u; � ) � qu(p)

�
et  u

�
qu(p)

�
= p;

et donc on retrouve bien que

� u(p) =
1

1 � p

h
E

�
g(u; � )

�
� pSp(u)

i
:

3.3.5 Les autres mesures de risque

Exp ected shortfall

Soit � un niveau de perte souhait�e. En utilisant le Th�eor�eme de Fubini et le Th�eor�eme
3.22 caract�erisant la dominancestochastique en terme de quantile, et �a condition que � soit le
quantile de la variable al�eatoire g(u; � ) associ�e au niveau de probabilit �e p, on peut donner la
formule suivante :

ru(� ) = E
�
[� � g(u; � )]+ �

=  2
u(� ) = p � �  � 2

u (p) = p
�

� �
 � 2

u (p)
p

�
= p

�
� � Sp(u)

�
:

Absolute semideviation

Cette mesuren'est rien d'autre que l'expected shortfall lorsque le niveau de perte souhait�e
vaut E

�
g(u; � )

�
. Ainsi,

�� u = p
�

E
�
g(u; � )

�
� Sp(u)

�
= hu(p) :

Gini's mean (absolute) di�erence

D'apr�es (3.3.2), en rempla�cant dans (3.3) hu par sa nouvelle formulation, on obtient

� u = 2
Z 1

0
p

�
E

�
g(u; � )

�
� Sp(u)

�
dp:

3.4 En r�esum�e

La contrain te en probabilit �e est une formulation naturelle du risquemais di�cile �a manipuler
sur le plan math�ematique. Nous avons donc dans ce chapitre recens�e les mesuresde risque et
de s�ecurit�e les plus usuellesen �economieet en �nance. La litt �erature sur ce sujet �etant tr �es
abondante, nous avons alors d�ecid�e d'essayer de relier toutes ces mesuresentre elles, en les
reformulant dansun alphabet minimal : ennotant X = g(u; � ) unevariable al�eatoire repr�esentant
despertes et � X son esp�erance,on a



66 Mesures de risque et de s�ecurit �e

D�e�nition Reformulation

TVaRX (p) =  � 2
X (p)

p TVaRX (p) = Sp(u)

hX (p) = � X p �  � 2
X (p) hX (p) = p

�
� X � Sp(u)

�

GiX (p) = 2
p2

Rp
0 hX (� )d� GiX (p) = � X � 2

p2

Rp
0 � S� (u)du

� p(u) = min� Fp
�
g(u; � ); �

�
� p(u) = 1

(1� p)2

h
p2Sp(u) + qX (p)

�
 X

�
qX (p)

�
� p

�

� pS�
p (u) +

�
1 �  X

�
qX (p)

��
� X

i

rX (� ) = E
�

[� � X ]+
�

rX (� ) = p
�
� � Sp(u)

�

�� X = E
�

[� X � X ]+
� �� X = hX (p)

� X = 2
R1

0

�
� X p �  � 2

X (p)
�
dp � X = 2

R1
0 p

�
� X � Sp(u)

�
dp

Parmi toutes ces mesures,on s'aper�coit que la contrain te en probabilit �e peut s'�ecrire, de
fa�con �equivalente comme une contrain te de VaR. La CVaR ayant �et�e propos�ee comme une
mesure alternative �a la VaR, et poss�edant des propri �et�es math�ematiques int�eressantes, nous
allonstenter, dansle prochain chapitre, d'exploiter cette autre mesurederisquedansla r�esolution
desprobl�emesd'optimisation souscontrain te en probabilit �e.



Chapitre 4

Les mesures de risque en
optimisation

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons�a l'application des mesures de risque dans les
probl�emesd'optimisation. Plus pr�ecis�ement, nous proposonsdes conditions et hypoth�esessous
lesquellesil est possiblede remplacer un probl�emed'optimisation souscontrain te en probabilit �e
par le même probl�eme d'optimisation formul�e sousune contrain te de risque plus r�eguli�ere sur
le plan math�ematique, tout en r�ecup�erant la solution du probl�eme initial sous contrain te en
probabilit �e.

4.1 Application des mesures de risque en optimisation

Notre strat�egie de r�esolution �etant bas�ee sur la notion de gradient stochastique, la CVaR,
formul�ee en termes d'esp�eranceet poss�edant de \b onnes" propri �et�es math�ematiques,apparâ�t
être la mesurede risque la plus adapt�ee �a notre approche.

On rappelle que g(u; � ) est une variable al�eatoire r�eelle(repr�esentant despertespar exemple),
o�u u est la variable de d�ecision et � un al�ea. Les deux th�eor�emes suivants, d�emontr �es dans
[29], r�ev�elent l'un des avantages majeurs de la CVaR sur les autres mesuresde risque dans les
probl�emesd'optimisation stochastique.

Th �eor �eme 4.1. On a
min
u2U

� p(u) = min
(u;� )2U � R

Fp
�
g(u; � ); �

�
;

o�u de plus,

(u� ; � � ) 2 arg min
(u;� )2U � R

Fp
�
g(u; � ); �

�
, u� 2 argmin

u2U
� p(u); � � 2 argmin

� 2 R
Fp

�
g(u; � ); �

�
:

Th �eor �eme 4.2. Pour toute s�election de seuils de probabilit �e pi et de tol�erance de perte
 i ; i = 1; � � � ; l , le probl�eme

min
u2U

J (u)

s.c. � pi (u) �  i ; i = 1; � � � ; l ;
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est �equivalent au probl�eme

min
(u;� 1 ;��� ;� l )2U � R���� � R

J (u)

s.c. Fpi

�
g(u; � ); � i

�
�  i ; i = 1; � � � ; l :

En e�et, (u� ; � �
1 ; � � � ; � �

l ) est solution du second probl�emesi et seulementsi u � est solution du pre-
mier probl�emeet l'in �egalit�e Fpi

�
g(u� ; � ); � �

i

�
�  i est vraie pour i = 1; � � � ; l . De plus, on a alors

� pi (u
� ) �  i pour chaquei , et même � pi (u

� ) =  i pour chaquei tel que Fpi

�
g(u� ; � ); � �

i

�
=  i ,

i.e. tel que la contrainte de CVaR associ�ee est active.

D�emonstration. Ce r�esultat provient de la formule de minimisation (3.30) : comme

� pi (u) = min
� i 2 R

Fpi

�
g(u; � ); � i

�
;

on a � pi (u) �  i si et seulement s'il existe � i tel que Fpi

�
g(u; � ); � i

�
�  i .

En�n, on peut passerd'une contrain te CVaR �a unecontrain te de tail-VaR de la fa�con suivante.

Th �eor �eme 4.3. Pour tout niveau de probabilit �e p et de contrainte  , le probl�eme

min
(u;� )2U � R

J (u)

s.c. Fp
�
g(u; � ); �

�
�  ;

est �equivalent au probl�eme

min
(u;� )2U � R

J (u)

s.c. Gp
�
g(u; � ); �

�
�  0(u) ;

avec

 0(u) =
E

�
g(u; � )

�
�  (1 � p)
p

:

D�emonstration. Cette �equivalenceest simplement bas�eesur le fait que

pGp
�
g(u; � ); �

�
+ (1 � p) Fp

�
g(u; � ); �

�
= E

�
g(u; � )

�
:

Remarque 4.4. Il est important de noter que si la CVaR pr�eserve la convexit�e en u, ce n'est
pas a priori le caspour la tail-VaR.

4.2 �Echange de la contrain te en probabilit �e avec une mesure de
risque plus r �eguli �ere

Th �eor �eme 4.5. Consid�erons deux probl�emesd'optimisation

min
u

J (u)

s.c. f (u) � a
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et

min
u

J (u)

s.c. g(u) � �b

avec �b = supu 2 Uf
a

g(u) = g( �u) , Uf
a et Ug

�b
d�esignant les ensemblesadmissibles.On supposeque

8 u; u0; g(u) � g(u0) ) f (u) � f (u0) ;

alors toute solution du second probl�eme est aussi une solution du premier probl�eme.

D�emonstration. Remarquonstout d'abord que l'on a Uf
a � Ug

�b
, i.e toute solution admissibledu

premier probl�eme est admissible pour le secondprobl�eme. En e�et, si ~u 2 U f
a , alors g(~u) � �b

puisque�b = supu 2 Uf
a

g(u), et donc ~u 2 Ug
�b
.

Si
8 u; u0; g(u) � g(u0) ) f (u) � f (u0) ;

on a en particulier pour u� solution du secondprobl�eme,

g(u� ) � g( �u) ) f (u� ) � f ( �u) :

De plus, comme �u 2 Uf
a , on a f ( �u) � a et donc f (u� ) � a : autrement dit, u� est aussi

admissible pour le premier probl�eme.Les crit �eres�etant identiques dans les deux probl�emes,et
commeUf

a � Ug
�b
, u� est donc solution du premier probl�eme.

Si ce th�eor�emeest int�eressant du point de vue th�eorique,seshypoth�esesrestent, en pratique,
di�ciles �a v�eri�er. En e�et, consid�eronsle caso�u le premier probl�emecorrespond �a un probl�eme
d'optimisation souscontrain te en probabilit �e, et le secondprobl�emecorrespond �a un probl�eme
d'optimisation souscontrain te de CVaR. Il y a tr �espeu de chanceque l'hypoth�esesur la mono-
tonie descontrain tes soit satisfaite, du fait que la CVaR se situe, en quelquesorte, �a un degr�e
d'in t�egration sup�erieur. De plus, pour d�eterminer le niveau �b, on doit r�esoudreun probl�eme
d'optimisation souscontrain te en probabilit �e, or c'est justement ce type de probl�eme que l'on
cherche �a �eviter !

N�eanmoins,si l'on consid�ere une situation o�u l'hypoth�esesur la monotonie des contrain tes
est v�eri� �ee, on peut tr �es bien imaginer de trouver �b par t âtonnement, et non en r�esolvant le
probl�emed'optimisation sous-jacent.

En e�et, dans le th�eor�eme pr�ec�edent, le choix strict de �b et l'hypoth�esede monotonie des
contrain tes servent d'une part �a garantir l'admissibilit �e de u � pour le premier probl�eme, et
d'autre part, l'inclusion desensembles admissibles.Cette derni�ere inclusion est assur�eed�esque
b est \assez grand", i.e. plus grand que �b. Quant �a l'admissibilit �e de u� , elle peut être test�ee
directement. On proposedonc la strat�egiesuivante :

{ choisir un b assezgrand,
{ r�esoudrele probl�emeavec une contrain te de CVaR,
{ tester l'admissibilit �e de u� : si u� est admissible on s'arrête, sinon on recommenceen

choisissant un b plus petit.

4.3 Exemple

A�n d'illustrer que les hypoth�esesdu Th�eor�eme 4.5 sont, en pratique, di�ciles �a v�eri�er,
nous allons donner un contre-exemple, dans lequel une solution d'un probl�eme avec contrain te
CVaR n'est pas une solution du mêmeprobl�emeavec contrain te en probabilit �e.
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4.3.1 Pr �esentation du probl �eme

On doit minimiser un temps de parcours en voiture, f (u; � ), o�u u 2 U d�esignela variable de
pilotage et � un incident, �a savoir les freins qui lâchent. On note v la vitesseau-del�a de laquelle
tout incident devient mortel. Si on d�esignepar g(u; � ) la vitesse,ceci nous am�ene �a intro duire
une contrain te en probabilit �e puisqu'il s'agit d'ajuster la vitessede parcours pour assurerune
probabilit �e minimale de rester en vie. Ce probl�emes'�ecrit donc

min
u

E
�
f (u; � )

�

s.c. P
�

g(u; � ) � v
	

� p :

En�n, en notant vu(p) le quantile de la fonction de r�epartition associ�ee �a g(u; � ), on peut
consid�erer la contrain te

vu(p) � v :

4.3.2 Application de la CV aR

La notion de CVaR conduit �a r�e�ecrire le probl�emede la fa�con suivante

min
u;�

E
�
f (u; � )

�

s.c. Fp
�
g(u; � ); �

�
�  ;

avec
Fp

�
g(u; � ); �

�
= � +

1
1 � p

E
�
[g(u; � ) � � ]+

�
:

On sait que
min

�
Fp

�
g(u; � ); �

�
= � p(u) :

Soit (u� ; � � ) la solution de ce probl�eme.On a

� p(u� ) �  et argmin
�

Fp
�
g(u; � ); �

�
= vu(p) :

Ainsi � � = vu � (p), et il su�t de comparer vu � (p) �a v pour v�eri�er si la contrain te du probl�eme
initial est v�eri� �ee.

Commenous l'avonsd�ej�a fait remarquer, l'avantage de cette reformulation du probl�emeest la
possibilit�e de mettre en �uvre un algorithme de gradient stochastique pour obtenir la solution.

4.3.3 Relation �a l'optim um entre les deux probl �emes

Consid�erons le probl�eme initial. La variable est u et les param�etres sont v et p. Notons
Uad(p;v) � U l'ensemble admissiblede ce probl�eme.

Les variables du probl�eme avec contrain te CVaR sont u et � ; les param�etres sont p et  .
Notons Cad(p;  ) � U � R son ensemble admissible.Rappelonsque

 � Fp
�
g(u; � ); �

�
� min

�
Fp

�
g(u; � ); �

�
= � p(u) � vu(p) :

Notons u� une solution du probl�eme avec contrain te CVaR. Pour que u � soit solution du
probl�emeinitial, il su�t, d'apr�es le Th�eor�eme 4.5, que :

Uad(p;v) � Proj
�
Cad(p;  )

�
=

n
u 2 Cad(p;  )

o
et que � p(u� ) � � p(u) ) vu � (p) � vu(p) :
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4.3.4 La non in terc hangeabilit �e des mesures de risque

On s'int�eresseici �a un exemplenum�erique simple dans lequel la solution du probl�emeinitial
ne peut être obtenue commela solution du probl�emeavec contrain te de CVaR.

Posons
g(u; � ) = 0:9u + � (1 � u) ;

o�u � suit une loi uniforme sur [0; 1] et u 2 Uad = [0; 1]. On consid�ere le caso�u u 6= 1 (pour rester
dans un cadre stochastique). On a

 u(q) = P
�

g(u; � ) � q
	

= P
n

� �
q � 0:9u

1 � u

o
= min

�
1; max

�
0;

q � 0:9u
1 � u

� �
:

On a vu(p) = min
�

qj  u(q) � p
	

, donc

vu(p) = (0:9 � p) u + p:

Pour p 2 [ 0; 0:9], vu est croissante en u ; pour p > 0:9, vu est d�ecroissante en u.

Comme � suit une loi uniforme, sa fonction de r�epartition est continue, et on a donc

� p(u) = E
h
g(u; � )jg(u; � ) � vu(p)

i
:

Calculons � p(u). On a

g(u; � ) � vu(p) , 0:9u + � (1 � u) � p + u(0:9 � p) , � � p ;

et donc

� p(u) =
1

1 � p

Z 1

p

h
0:9u + � (1 � u)

i
d� = 0:9u +

1 � u
1 � p

� 1
2

�
p2

2

�
=

�
0:4 �

p
2

�
u +

1 + p
2

:

Pour p 2 [0; 0:8], � p est croissante en u ; pour p > 0:8, � p est d�ecroissante en u.

Pour p 2 ]0:8; 0:9[, on est donc dans la situation o�u, lorsqueu � est une solution du probl�eme
avec contrain te CVaR, on a

� p(u� ) �  = � p( �u) = max
vu (p)� v

� p(u) et vu � (p) > v � v�u(p) :

Posonspar exemplep = 0:85 et v = 0:88. Dans cecas,u 2 [ 0; 3
5 ], � 0:85(u) = � 0:025u + 0:925

et  = 0:925.
Sur cet exemple,on ne peut pas trouver de valeur de  qui permette d'obtenir la solution

du probl�emeoriginal grâce �a la r�esolution du probl�emeavec une contrain te CVaR <  .

4.4 En r�esum�e

Dans cechapitre, nousavonsdonn�e desconditions souslesquellesil est possiblede remplacer
la r�esolution d'un probl�emed'optimisation souscontrain te en probabilit �e par la r�esolution d'un
probl�emeauxiliaire, formul�e avec une mesurede risque plus r�eguli�ere, tout en r�ecup�erant, bien
entendu, la solution du probl�emeinitial.
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Troisi �eme partie

M �etho des math �ematiques pour les
contrain tes en probabilit �e





Chapitre 5

Optimisation sous contrain te en
probabilit �e : le cas convexe

Nouspr�esentons danscechapitre trois m�ethodesayant pour objectif la miseen�uvre d'un al-
gorithme detypegradient stochastiquepour r�esoudreun probl�emed'optimisation souscontrain te
en probabilit �e. Les deux premi�eres m�ethodes, l'int �egration par parties et l'approximation par
convolution, permettent de surmonter la discontinuit �e de la fonction indicatrice qui apparâ�t
lorsque l'on �ecrit la contrain te en probabilit �e sousla forme d'une contrain te en esp�erance.L'ob-
jectif de cesdeux m�ethodesest de donner un estimateur du gradient de la contrain te en probabi-
lit �e. La troisi�eme m�ethode, l'approche par le quantile, consiste,lorsque c'est possible,�a r�e�ecrire
la contrain te en probabilit �e commeune contrain te sur un quantile ind�ependant desvariables de
d�ecision.L'une de cesm�ethodes, l'in t�egration par parties, conduit, dans un cadre g�en�eral, �a des
formules assezcomplexes.Aussi, a�n de rendre ce m�emoire aussiclair que possible,nous allons
commencerpar introduire deux exemplesvolontairement simples,mais qui posent de r�eellesdif-
�cult �es math�ematiques.Puis nous pr�esenterons quelquesdi�cult �es structurelles relatives �a un
probl�emed'optimisation souscontrain te en probabilit �e. En�n, nous montrerons, sur chacun de
cesexemples,ce qu'il est possiblede faire (ou de ne pas faire) avec cestrois m�ethodes.

5.1 Exemples

5.1.1 Le probl �eme du mobile

Un mobile doit traverser le segment [0; 1] en minimisant le temps pour atteindre x = 1, en
tenant compte de plus d'un crit �ere d'�energie : u(t) d�esignant la vitesse �a l'instant t (c'est le
contr ôle), on minimise le crit �ere

t f +
Z t f

0
u2(t) dt :

Le temps �nal t f est tel que x(t f ) = 1, la condition initiale est x(0) = 0 et la dynamique du
mod�ele est donn�eepar

dx
dt

(t) = u(t) :

On introduit en�n une contrain te en probabilit �e qui est due au fait qu'une bombepeut tomber
sur le parcours en une position � et un temps � tous les deux al�eatoires. On supposeque ces
deux variables al�eatoires sont ind�ependantes et distribu �eesselon des densit�es q(� ) et �q(� ). Un
impact en � causela destruction du mobile s'il tombe �a une distance inf�erieure ou �egale�a D de
la position qu'occupe ce dernier �a l'instant � . On supposeen�n que le mobile est �a l'abri aux
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extr�emit�esdu segment [0; 1], c'est-�a-dire avant t = 0 et apr�est = t f (nous ne consid�ereronsdonc
que le caso�u � < t f ). La contrain te �a respecter s'�ecrit

P
�

x(�)
	

=
Z t f

0

Z x(� )+ D

x(� )� D
q(� ) �q(� ) d� d� � 1 � p ; (5.1)

autrement dit, on souhaite que la probabilit �e de r�ecup�erer le mobile soit d'au moins p.

A�n de servir de r�ef�erence�a une r�esolution par une approche de type \gradient stochastique",
on va chercher une solution du probl�eme dans un cas particulier en utilisant une formulation
d�eterministe. Pour cela, on introduit la variable z(t) d�e�nie par

z(t) =
Z t

0

Z x(� )+ D

x(� )� D
q(� ) �q(� ) d� d�

=
Z t

0

�
 (x(� ) + D) �  (x(� ) � D )

�
�q(� ) d�

en utilisant la fonction de r�epartition  de la densit�e q. On a z(0) = 0 et

dz
dt

(t) =
�
 (x(� ) + D) �  (x(� ) � D )

�
�q(� )

On veut donc respecter la contrain te z(t f ) � 1 � p.

L'Hamiltonien du probl�emes'�ecrit

H (x; t; u; �; � ) = u2 + �u + �
�
 (x(� ) + D) �  (x(� ) � D )

�
�q:

Les �equationsadjointes sont

_� = �H 0
x = � �

�
q(x + D) � q(x � D )

�
�q; � (t f ) = � 1 ;

_� = �H 0
z = 0; � (t f ) = � 2 ;

o�u � 1 est le multiplicateur de la contrain te sur x(t f ) et � 2 celui sur z(t f ). Pour compl�eter les
conditions d'optimalit �e, il faut �ecrire que H 0

u = 0, soit

u(�) = � � (:)=2;

et la condition d'optimalit �e sur t f qui s'�ecrit

1 + u2(t f ) + � 1u(t f ) + � 2

�
 

�
x(t f ) + D

�
�  

�
x(t f ) � D

� �
�q(t f ) = 0:

On observe que
� � est constant et �egal �a � 2 ; on remplacerapartout � par � 2 ;
� avec la supposition que le support de �q est inclus dans un intervalle [0; t i ] � [0; t f ], alors

�q(t) = 0 pour t i < t � t f ; on en d�eduit que z, � , et donc aussiu sont constants au del�a de
l'instant t i ; � vaut alors � 1 et z vaut 1� p (dans l'hypoth�eseo�u la contrain te en probabilit �e
est satur�ee);

� la condition de transversalit�e sur t f s'�ecrit simplement

0 = 1 + u2(t f ) + � 1u(t f )

= 1 + � 2
1=4 � � 2

1=2

puisque u = � �= 2 et � (t f ) = � 1. On en d�eduit que � 2
1 = 4, donc � 1 = � 2, mais il faut

privil �egier la valeur � 2 puisqueu(t f ) = � � 1=2; le parcours au del�a de t i sefait donc �a la
vitesse1. Lesvaleursde � et z danscet intervalle (et enparticulier �a t i ) sont respectivement
de � 2 et 1 � p. En�n, la valeur de x(t i ) est 1 � (t f � t i ) puisquex(t f ) = 1 et que u = 1 au
del�a de t i .
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Malgr�e cesobservations, le probl�eme n'est pas tr �es facile �a r�esoudresansse placer dans des
casplus particuliers. On va consid�erer le casd'une densit�e q(�) lin�eairement croissante et d'une
densit�e �q uniforme sur [0; 0;5] (donc �q(� ) = 2 sur ce support).

On poseD = 0;2 et

q(� ) =

(
0:2 + � pour � 0;2 � � � 1; 21421;

0 sinon:

La borne sup�erieure de l'in tervalle ci-dessusa �et�e calcul�eepour que q soit une densit�e de proba-
bilit �e d'in t�egrale�egale�a 1. Notons que cet intervalle englobe le segment [� D ; 1 + D].

On a alors

 (� ) =

8
><

>:

0 pour � � � 0:2;

0:5� 2 + 0:2;� + 0:02 pour � 0;2 � � � 1; 21421;

1 sinon:

De plus q(x + D) � q(x � D ) = 0;4 et  (x + D) �  (x � D ) = 0;4x + 0;08 dansla zoneint�eressante.
D�eterminons d'abord le niveau de probabilit �e p� \naturel", celui atteint par la commande

optimale du probl�emesanscontrain te (u(�) = 1 donc x(t) = t). On a

1 � p� =
Z 0:5

0
2
�
 (t + 0:2) �  (t � 0:2)

�
dt d'o�u p� = 0:82:

Sachant que u optimale est �egale �a � �= 2, on int�egre les �equations en _x, _� , _z, en partant de
x(0) = 0, � (0) = � 0 (param�etre inconnu) et z(0) = 0. Avec Mathematica, on obtient, pour
0 � t � 0;5,

x(t) = 0:2� 2t2 � 0:5� 0t ;

� (t) = � 0 � 0;8� 2t ;

z(t) = (4=75)� 2t3 � 0;2� 0t2 + 0;16t :

Pour d�eterminer les inconnues� 0 et � 2, il faut r�esoudrele syst�eme

� (0:5) = � 2; z(0:5) = 1 � p ;

ce qui conduit �a
� 2 = 75p � 123=2; � 0 = 30p � 133=5:

Avec cesvaleurs de � 0 et � 2, on obtient en particulier

u(t) = � � (t)=2 = (30p � 123=5)t + 13:3 � 15p:

� On observe que u(�) est une fonction lin�eaire dans l'in tervalle [0; 0;5] (rejoignant la valeur
1 et s'y maintenant, commed�ej�a dit, apr�es l'instant 0;5).

� Mais u(0) devient n�egative au del�a de la valeur critique p� = 13;3=15 = 0;88666: : : : �a
partir de ce niveau de probabilit �e, la strat�egieconsistedonc �a s'enfuir vers le côt�e n�egatif
de l'axe desx, avant de revenir vers x = 1. Ceci est dû au fait que l'on n'a pas mod�elis�e le
fait que l'on est sousabri si l'on reste immobile en x = 0 apr�esl'instant 0. Il faut imaginer
que l'abri est retir �e d�esque le jeu commence�a t = 0.

� En de�c�a de la valeur critique p� du niveau de probabilit �e exig�e pour rester en vie, la
strat�egie consiste�a courir toujours dans le senspositif, mais �a une vitesse inf�erieure �a 1
(en rejoignant la vitesse de croisi�ere 1 apr�es que l'on soit sûr que la bombe est tomb�ee,
c'est-�a-dire apr�es t = 0;5).
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Pour terminer, �evaluons le côut optimal. Puisque l'on court �a la vitesse 1 �a partir de l'ins-
tant 0;5 et que l'on a atteint la distance x(0;5) avant cet instant, on a

t f = 1 � x(0:5) + 0:5 = (15=4) p � 83=40:

Le côut optimal J � vaut alors

J � = t f +
Z 0:5

0
u2(t)dt +

Z tf

0:5
1dt :

Tous calculs faits, on obtient

J � = (75=2) p2 � (123=2) p + 5443=200;

donc une fonction convexe de p. On peut v�eri�er, comme c'est normal, que J � vaut 2 et est
minimum en p� = 0;82 : en e�et 2 est la valeur optimale sanscontrain te, correspondant �a une
valeur \naturelle" de p �egale�a 0;82, et le multiplicateur � 2 est la d�eriv�eede J � consid�er�e comme
fonction de p (et il est nul pour p = 0;82). Bien sûr, l'expression ci-dessusde J � n'est valable
que pour p � 0;82, car en de�c�a de cette valeur, J � reste �egal �a 2.

La Figure 5.1 r�esumeun certain nombre de cesr�esultats.

5.1.2 Le probl �eme de �nance

On emprunte un capital x0 quel'on doit rembourseren �n dep�eriode avecun taux d'in t�er̂et l .
Ce capital peut servir �a

{ faire un placement au taux �xe b;
{ faire un placement au taux risqu�e � ;
{ ou en�n consommerle restant disponible, ce qui apporte une \satisfaction" mesur�ee par

une fonction concave f (satisfaction marginale d�ecroissante).
On cherche �a maximiser la sommede cette satisfaction et de l'esp�erancedu capital �nal (auquel
il faudrait retrancher le remboursement, mais celui-ci est une quantit �e connue d'avance). Soit

{ u la fraction du capital plac�eeau taux �xe ;
{ v la fraction du capital plac�eeau taux risqu�e.

Les variables de d�ecisionsu et v sont soumisesaux conditions :

u � 0; v � 0 et u + v � 1: (5.2)

On doit r�esoudresouscescontrain tes le probl�emesuivant :

max
u;v

E
h
f

�
x0 (1 � u � v)

�
+ x0

�
(1 + b) u + (1 + � ) v

� i
: (5.3)

On veut �egalement être en mesurede rembourser le capital et les int�er̂ets (soit x 0 (1 + l)) en
�n de p�eriode, et ce avec une probabilit �e d'au moins p. On veut donc respecter la contrain te
que la probabilit �e que le capital disponible en �n de p�eriode, i.e. x 0

�
(1 + b) u + (1 + � ) v

�
, soit

sup�erieur ou �egal �a la sommedue, ce qui s'�ecrit, en supposant v 6= 0 (le caso�u v = 0 seratrait �e
�a part) :

P
�

(1 + b) u + (1 + � ) v � 1 + l
	

� p ;

ceci est �equivalent �a

P
n

� �
1 + l

v
�

(1 + b) u
v

� 1
o

� p : (5.4)
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Fig. 5.1 { Quelquesr�esultats concernant le probl�emedu mobile
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Remarque 5.1. Sousles hypoth�eses�� � l > b, la solution optimale du probl�emede maximiser
(5.3) sous les contrain tes (5.2) � (5.4) est telle que u = 0. Dans la suite, nous ferons donc les
hypoth�eses:

�� > b > l ; (5.5)

dans l'espoir d'obtenir, au moins pour certains niveaux p de la contrain te en probabilit �e, des
solutions avec u > 0.

On utilise les donn�eessuivantes :

x0 = 1; l = 0:15; b = 0:2;

f (x) = � x2=2 + 2x ;

 (� ) =

8
>><

>>:

0 si � < �� � �
1
16

h
3

� � � ��
�

� 5 � 10
� � � ��

�

� 3 + 15
� � � ��

�

�
+ 8

i
si � < �� + �

1 sinon;

o�u  est la fonction der�epartition, lesparam�etres �� et � permettant defaire varier respectivement
la moyenne( �� ) et la variance de � �egale�a � 2=7. Les exp�eriencesnum�eriquessont r�ealis�eesdans
le caso�u �� = 0:4 et � = 3.

Pour r�esoudrenum�eriquement ce probl�emed'optimisation, nous allons plut ôt nous int�eresser
au probl�emede minimisation �equivalent. Notons

j (u; v; � ) = � f
�
x0 (1 � u � v)

�
� x0

�
(1 + b) u + (1 + � ) v

�
;

� 1(u; v) = u + v � 1;

� 2(u; v) = p � P
n

� �
1 + l

v
�

(1 + b) u
v

� 1
o

:

Les contrain tes de positivit �e sur u et v seront trait �eespar projection, et nous d�esignerons
respectivement par � 1 et � 2 les multiplicateurs associ�esaux contrain tes � 1 � 0 et � 2 < 0.

Pour simuler une variable al�eatoire ayant commefonction de r�epartition  , nouspouvonssoit
utiliser la technique classiquequi consiste �a inverser la fonction de r�epartition, soit utiliser la
m�ethode du rejet. La premi�ere m�ethode, dite \m �ethode de la fonction de r�epartition", ne nous
a pas sembl�e être tr �espertinente sur cet exemple: il faudrait inverserun polynôme de degr�e 5,
ce qui ralentirait l'algorithme programm�e en Scilab. La m�ethode du rejet est particuli �erement
int�eressante lorsque la variable al�eatoire poss�ede une densit�e qui est d'expressioncompliqu�ee,
ou qui n'est pas connue analytiquement (mais qui est approch�ee par un histogramme). Nous
choisissonsdonc d'utiliser cette m�ethode, dont le princip e est le suivant : soit �a simuler une
variable al�eatoire � de densit�e q. Supposonsque l'on ait pu trouver une densit�e de probabilit �e g
telle que

{ une variable de densit�e g soit ais�ee �a simuler ;
{ il existe une constante k telle que q � k g.

Alors la proc�edure suivante permet de simuler une variable al�eatoire � de densit�e q :
1) on simule une variable U de densit�e g et une variable W ind�ependante uniform�ement

distribu �eesur [0; 1], puis on poseV = k W g(U) ;
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2) si V < q(U), on pose� = U ; sinon on retourne en 1).
Sur cet exemple,nouschoisironsg comme�etant la densit�e d'une loi uniforme sur [ �� � � ; �� + � ],

et k = 2. En e�et, q est maximale en �� et q( �� ) = 15=(16� ) ; on aura alors bien

q(� ) � q( �� ) � 2g(� ) :

La Figure 5.2 repr�esente le côut optimal associ�e �a ce probl�emed'optimisation.
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Fig. 5.2 { Coût optimal

On observe que le côut optimal commefonction du niveaude probabilit �e p n'est pas convexe.
En fait, ce côut est convexe pour desniveaux de probabilit �e inf�erieurs �a 0.57. Pour desniveaux
de probabilit �e prochesde 0.57, le risque de ne pas pouvoir rembourser le capital et les int�er̂ets
en �n de p�eriode est grand; la variable de d�ecisionassoci�eeau placement risqu�e, v, d�ecrô�t vers
0, alors que simultan�ement, celle associ�ee au placement sans risque, u, d�ecolle de la valeur 0.
Le côut optimal, qui �etait jusqu'alors une fonction convexe du niveau de probabilit �e p requis,
devient concave sur un transitoire assezrapide, la plage de valeurs des niveaux de probabilit �e
allant de 0.58�a 0.65.Au-del�a de 0.65,v passe�a 0, u = (1+ l)=(1+ b) = 0:95833,et le côut optimal
devient donc constant. Pour rester dans le cadreclassiquede la convexit�e, nousne consid�ererons
dans ce chapitre que desniveaux de probabilit �e inf�erieurs �a 0.57, le casnon convexe sera trait �e
au chapitre suivant.

Remarque 5.2. A�n de servir de r�ef�erence�a une r�esolution par une approche de type \gra-
dient stochastique", nous avons consid�er�e des exemplesnum�eriques qui ont pu parall�element
être r�esolusgrâce �a un programme FORTRAN utilisant le solveur NAG. Il faut signaler que
l'initialisation de l'algorithme s'est av�er�ee d�elicate, probablement en raison de la non convexit�e
du probl�eme.Il a fallu, pour chaquevaleur de p, choisir assezsoigneusement cette initialisation.
La contrain te en probabilit �e a �et�e cod�ee sous la forme d'une contrain te �ecrite �a l'aide de la
fonction de r�epartition de la variable al�eatoire � , avec une borne inf�erieure sur v de l'ordre de
10� 2. Lorsque cette borne �etait atteinte, on consid�erait que la \vraie" solution correspondait �a
v = 0, et il �etait alors facile, d'apr�esce qui a �et�e expliqu�e plus haut, de calculer u.

Remarque 5.3. Sur le plan num�erique, pour le probl�emedu mobile commepour le probl�eme
de �nance, nous nous int�eresseronstoujours aux erreurs sur les variables primales et duales
en fonction du nombre d'it �erations : uk � u� en fonction de k lorsque la variable est scalaire
ou kuk � u� k1 lorsqu'il s'agit de vecteurs, u� �etant la solution obtenue par la formulation
d�eterministe.
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5.2 Quelques di�cult �es structurelles

L'ob jectif de ce paragrapheest de mettre en �evidencequelquesdi�cult �esstructurelles rela-
tiv esaux probl�emesd'optimisation souscontrain te en probabilit �e.

5.2.1 La non convexit �e du probl �eme

On consid�ere le probl�eme

min
u2 R

1
2

(u � 1)2

s.c. Pf u � � g � p ;

avec � � N (m; � ). La contrain te s'�ecrit aussi

 (u) � 1 � p ;

o�u  est la fonction de r�epartition de � . Le Lagrangien associ�e �a ce probl�emeest

L (u; � ) =
1
2

(u � 1)2 + �
�

 (u) � 1 + p
�

:

En �xan t p = 0:7, m = � 2 et � = 0:1, la solution de Kuhn-T ucker est

u� = � 2:05244 et � � = 0:877913;

le côut optimal vaut alors 4:6587.

La Figure 5.3 repr�esente le graphe de la fonction Lagrangien et la position de la solution
primale-duale. Pour la section � = 0, on reconnâ�t la forme de la fonction côut seule.Lorsque �
augmente, la forme de la fonction de r�epartition sesuperposeavecun poids de plus en plus grand
�a celledu côut, cequi cr�eedeux bassinsd'attraction pour un algorithme de type Arrow-Hurwicz
dont l' �equation di� �erentielle associ�eeest

_u = � L 0
u(u; � ) = � u + 1 � �

10e� 50(u+2) 2

p
2�

;

_� = L 0
� (u; � ) =

1
2

�
1 + erf

�
10(u + 2)

p
2

�
� 0:3

�
:

Ceci est mieux illustr �e par le champs de vecteurscorrespondant, repr�esent�e sur la Figure 5.4.

Le double cercle repr�esente la solution qui n'est qu'un point selle local. La zone blanche
correspond grossi�erement au bassin d'attraction de ce point. La zonegrise conduit �a s'�eloigner
plus ou moins ind�e�niment (en � ) dans une vall�eesitu�ee�a u = 1 (le minimum sanscontrain te).
En e�et, pour cette valeur de u, le gradient de la fonction côut est nul et le restede la d�eriv�eeen
u du Lagrangienest �egal �a � fois la densit�e de la variable al�eatoire gaussienne(de moyenne� 2 et
d'�ecart-type 0.1) au point 1, �a savoir � 1:47� 10� 195� ! Autant dire 0 mêmepour � tr �esgrand!
Alors que la composante en _� de ce champs de vecteurs est �egale �a la valeur de la contrain te
pour u = 1, donc quelque chose de positif (si le minimum sans contrain te ne satisfait pas la
contrain te). Ce qui signi�e e�ectiv ement que, une fois atteinte la valeur u = 1, on se d�eplace
verticalement pratiquement jusqu'�a l'in�ni.
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Fig. 5.3 { Lagrangien et solution
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Fig. 5.4 { Champs de vecteurspour l'algorithme d'Arro w-Hurwicz
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On consid�ere maintenant le probl�eme de �nance r�eduit �a la variable v (on �xe u = 0) et
�a la contrain te en probabilit �e (la contrain te u + v � 1 se r�eduit �a v � 1 et peut être trait �ee
par projection ; seulela contrain te en probabilit �e est trait �ee par dualit �e et on d�esignepar � le
multiplicateur correspondant). Autrement dit, le probl�emes'�ecrit

min
0� v� 1

�
1
2

(1 � v)2 � 2(1 � v) � (1 + � )v
�

s.c.  
�

1 + `
v

� 1
�

� 1 � p ;

avec � = 0:4 et ` = 0:15.

La solution du probl�eme sans contrain te est v � = 0:4, le côut optimal vaut alors � 1:28,
correspondant �a une probabilit �e 0:107959de rembourser la dette en �n de p�eriode.

Pla�cons-nousdans le cas o�u p = 0:24. On a alors v � = 0:504075,� � = 0:0881451,et le côut
optimal vaut � 1:57458.La surfacedu Lagrangien est repr�esent�ee sur la Figure 5.5.
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Fig. 5.5 { Lagrangien et solution | Cas p = 0:24

La Figure 5.6 repr�esente le champs de vecteurs de l'algorithme d'Arro w-Hurwicz. Le
ph�enom�enede superposition entre la forme convexede la fonction côut et la forme non convexe
de la fonction de r�epartition (pond�er�ee par � ) peut encores'observer, sauf que la fonction de
r�epartition est maintenant compos�eeavecla fonction d�ecroissante en v de la contrain te. Au �nal,
on voit que le champsde vecteurscomporte un vortex autour de la solution, mais aussiune zone,
pour v petit, dans laquelle l'algorithme tend �a �eloigner les it �er�eesvers desvaleurs grandesde �
un peu commedansle casdu probl�eme�el�ementaire pr�ec�edent. Ce ph�enom�eneseraplus prononc�e
avec le caso�u p = 0:57 par exemple.Pour ceniveaude probabilt �e, v � = 0:978591,� � = 1:55926,
et le côut optimal vaut � 1:41262.La surfacedu Lagrangien est repr�esent�ee sur la Figure 5.7.
Le champs de vecteursde l'algorithme d'Arro w-Hurwicz est repr�esent�e sur la Figure 5.8.
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