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Introduction : prØsentation du procØdØ
de coulØe continue d’aciers et objectifs

de la thŁse

Dans l’industrie sidØrurgique, la coulØe continue est le procØdØ qui se situe entre l’Øla-
boration de l’acier et le laminage. Ce procØdØ a pris, depuis 30 ans, une place de plus
en plus importante dans la �liŁre de production en raison des avantages par rapport à
la technique traditionnelle de coulØe en lingots : Øconomie d’Ønergie et de main d’÷uvre,
meilleur rendement et amØlioration de la qualitØ du produit.

Fig. 1 � Exemple de machine de coulØe continue de brames
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Introduction : prØsentation du procØdØ de coulØe continue d’aciers et objectifs de la thŁse

Pour schØmatiser le procØdØ, on peut le dØcrire de la maniŁre suivante : l’acier en
fusion contenu dans une poche est coulØ dans une lingotiŁre sans fond maintenue à
basse tempØrature par un systŁme de refroidissement (en gØnØral hydraulique). L’acier
liquide, au contact avec la lingotiŁre, va se solidi�er et une peau solide commence ainsi
à se former. On parle de refroidissement primaire. Sous la lingotiŁre sont disposØs des
rouleaux extracteurs qui font avancer le produit dans la machine à vitesse constante. Entre
ces rouleaux, un deuxiŁme systŁme de refroidissement est constituØ de jets d’eau (on parle
alors de refroidissement secondaire). Au fur et à mesure que le produit progresse dans
la machine, l’Øpaisseur de la couche solidi�Øe augmente et inversement l’acier liquide tend
à disparaître pour obtenir �nalement un produit complŁtement solidi�Ø en �n de procØdØ.
Au cours de ce refroidissement, l’acier passe par trois Øtats : liquide, pâteux et solide. En
�n de procØdØ, une fois sa solidi�cation terminØe, le produit est dØcoupØ en tronçons et
envoyØ vers un parc de stockage ou plus directement vers un four avant d’Œtre laminØ.
Notre Øtude portent sur les procØdØs mettant en jeu le refroidissement secondaire, nous
ne mentionnerons pas les procØdØs à solidi�cation trŁs rapide tels que la coulØe de brames
minces entre cylindres par exemple.

À l’aide des notations de la �gure (Fig. 2), dØcrivons les ØlØments principaux d’une
machine de coulØe continue :

Le rØgulateur de dØbit (aussi appelØ rØpartiteur, distributeur ou tundish) est un rØci-
pient placØ entre la poche amenant le mØtal liquide de l’aciØrie et la ou les lingotiŁres.
Ses principaux rôles sont de permettre l’alimentation simultanØe de plusieurs lin-
gotiŁres (gØnØralement deux pour les coulØes continues de brames) et la coulØe en
sØquence (sans arrŒt de la machine) de plusieurs poches consØcutives.

La lingotiŁre de longueur infØrieure à 1 mŁtre, dont les parois en cuivre sont refroidies
par circulation intense d’eau, est l’ØlØment essentiel de la machine. Elle permet la
mise en forme du produit coulØ et assure la formation d’une peau solidi�Øe su�sam-
ment Øpaisse pour contenir le mØtal liquide. Le mØtal en provenance du rØpartiteur
est distribuØ dans la lingotiŁre par une busette en cØramique, le plus souvent sum-
mergØe. A�n d’Øviter le collage de la peau contre les parois de cuivre, la lingotiŁre est
animØe d’un mouvement d’oscillation verticale de faible amplitude et un lubri�ant
(huile ou laitier synthØtique) est introduit. Les formats classiques sont la brame
(section rectangulaire, typiquement 2 m � 0:25 m), le bloom et la billette (deux
produits de section carrØe, la billette Øtant limitØe à 155 mm de cotØ) et le rond
(section circulaire).

Le refroidissement secondaire est la partie de la machine que traverse le produit lors-
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Fig. 2 � Coupe 2D d’une machine de coulØe continue verticale avec cintrage [Du�ot, 2004]

qu’il est extrait de la lingotiŁre. Il est constituØ d’une part, d’un systŁme mØcanique
de soutien et de guidage du produit par rouleaux, et d’autre part, d’un systŁme
de refroidissement par aspersion d’eau permettant la maîtrise de la tempØrature de
surface du produit jusqu’à sa complŁte solidi�cation. Il est organisØ en zones de
refroidissement successives ayant chacune son propre systŁme de rØglage en dØbit.

Le guidage formØ de rouleaux dont certains sont motorisØs, assure la descente du produit
à vitesse constante dans la machine. Pour une machine donnØe, la vitesse d’extrac-
tion (ou vitesse de coulØe) est choisie en fonction du format coulØ, de la nuance
d’acier à solidi�er et des caractØristiques gØomØtriques des installations. À titre
d’exemple, les vitesses pratiquØes industriellement en coulØe continue de brames

3



Introduction : prØsentation du procØdØ de coulØe continue d’aciers et objectifs de la thŁse

Fig. 3 � Versement de l’acier liquide dans la poche de coulØe à l’aciØrie de Fos-sur-Mer
(Arcelor)

conventionnelles varient selon les sites et les fabrications entre 0:5 et 2:5 mŁtres par
minute.

L’oxycoupage est l’outil qui permet la coupe à longueur du produit solidi�Ø et son
identi�cation avant son Øvacuation vers le laminoir.

L’amorçage du procØdØ se fait à l’aide d’un mannequin dont le rôle a pour fonction
de pourvoir la lingotiŁre d’un fond provisoire en dØbut de coulØØ et de rendre l’extraction
possible, et d’amener le produit jusqu’à la cage d’extraction oø il sera coupØ.

Une maîtrise accrue de la qualitØ des produits est, à l’heure actuelle, le principal moteur
du dØveloppement de la coulØe continue. Le procØdØ a aujourd’hui atteint un niveau de
maturitØ tel qu’il est trŁs di�cile, voire impossible de dØtecter sur les produits les rares
dØfauts. Le plus souvent les dØfauts sont rØvØlØs dans les stades ultimes de la chaîne de
fabrication. Cette qualitØ des produits bruts de coulØe revŒt deux aspects : la qualitØ de
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Fig. 4 � Oxycoupage à l’aciØrie de Fos-sur-Mer (Arcelor)

surface et la qualitØ interne. Une surface de qualitØ signi�e absence de �ssures de surface
(criques), de dØfauts d’aspects et limitation des inclusions non-mØtalliques piØgØes sous la
surface du produit.

Les principaux dØfauts internes (qualitØ interne) que prØsentent les produits de coulØe
continue sont les sØgrØgations majeures et les criques internes. Les sØgrØgations majeures
(sØgrØgations centrales ou sØgrØgations en V) se forment dans la partie basse de la machine
de coulØe continue, au voisinage de la �n de solidi�cation. Les criques internes sØgrØgØes
peuvent se former tout au long de la machine.

Garantir une qualitØ des produits coulØs en continu nØcessite des rØglages trŁs sophisti-
quØs des machines de coulØe qui dØpendent fortement de la nuance d’acier. L’amØlioration
sans cesse de la productivitØ et de la qualitØ des produits bruts de coulØe, qui sont di�ciles
à couler en continu, nØcessite d’adopter de nouveaux rØglages des machines et de mettre
en place de nouveaux moyens d’actions en ligne (rØduction mØcanique du produit en cours
de solidi�cation, refroidissement intense du produit, mode de lubri�cation en lingotiŁre de
coulØe continue, brassage ØlectromagnØtique, ...). Les rØ�exions qui sous-tendent ces choix
sont basØes sur des rØsultats de calculs obtenus à partir de modŁles simples de thermique
et de thermomØcanique. Nous verrons dans la suite que ces approches sont limitØes et
qu’une modØlisation globale de la coulØe continue devient dØsormais nØcessaire.

Notre Øtude (modØlisation globale du procØdØ de coulØe continue) fait partie d’un vaste
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programme qui comprend l’Øtude de la thermo-hydraulique, des changements de phases,
du transport des ØlØments d’alliages dans le liquide par convection et, en particulier,
de la thermomØcanique du produit (contraintes, dØformations, gon�ements entre
les rouleaux,...). La �nalitØ est que cet outil numØrique consiste à fournir une aide à
la dØ�nition d’actionneurs et des paramŁtres process associØs de la machine de coulØe
continue permettant l’amØlioration et la �abilisation de la qualitØ interne et de la qualitØ de
surface des aciers coulØs en continu tout en rØduisant les coßts et les dØlais de fabrication.

L’objectif de cette thŁse consiste à fournir une modØlisation thermomØcanique com-
plŁte du refroidissement secondaire du procØdØ pour n’importe quel type d’acier. Nous
ne tiendrons pas compte des phØnomŁnes physiques prØsents au niveau de la lingotiŁre
(oscillations, l’Øcoulement de l’acier liquide à la sortie de la busette summergØe, ...). Le ca-
ractŁre tridimensionnel de l’Øtude permettra de traiter tous les di�Ørents formats d’aciers
coulØs (brames, blooms, billettes et ronds).

Cette thŁse s’inscrit dans le cadre du projet O.S.C. (Optimisation des SystŁmes de
CoulØe). Ce projet, soutenu par le MinistŁre de l’Industrie et plusieurs partenaires in-
dustriels (dont, pour la partie coulØe continue, ArcØlor et AscomØtal) a pour objectif le
dØveloppement des techniques de simulation numØrique et leur application aux divers pro-
cØdØs de coulØe de mØtaux, parmi eux la coulØe continue d’aciers. Ce travail a ØtØ menØ
au sein du groupe de recherche TMP(thermomØcanique et PlasticitØ) du Centre de Mise
en Forme des MatØriaux, laboratoire de l’École Nationale SupØrieure des Mines de Paris.

Aujourd’hui, au CEMEF, deux codes numØriques permettent de modØliser les phØno-
mŁnes thermomØcaniques associØs aux procØdØ de solidi�cation :

R2SOL, pour une modØlisation bidimensionnelle dont l’application à la coulØe continue
a fait l’objet des travaux de thŁse de [Heinrich, 2003].

THERCAST, pour une modØlisation tridimensionnelle.

Dans ce mØmoire, nous prØsentons l’adaptation de Thercastr pour une modØlisation
tridimensionnelle du procØdØ de coulØe continue d’aciers. Un premier chapitre rappelle les
di�Ørentes modØlisations du procØdØ de coulØe continue recensØes dans la littØrature. Dans
ce chapitre, nous dØtaillerons la stratØgie adoptØe et sa mise en ÷uvre. Les deux chapitres
suivants exposent le problŁme thermomØcanique à rØsoudre ainsi que sa rØsolution. Nous
verrons comment sont abordØes les particularitØs d’une machine de coulØe continue et
plus particuliŁrement la gestion du contact avec les rouleaux de soutien. Pour �nir nous
prØsentons des rØsultats obtenus pour des con�gurations de machines rØelles.
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1.1. Approche du procØdØ ou choix d’une stratØgie de rØsolution

Dans ce chapitre, nous prØsentons les di�Ørents modŁles numØriques du procØdØ de
coulØe continue d’aciers que nous avons rencontrØs dans la littØratrure. En fonction de
notre objectif de dØpart - modØliser la zone de refroidissement secondaire - cette analyse
nous a amenØs à proposer une approche originale du problŁme que nous avons appelØe :
stratØgie globale instationnaire. Cette stratØgie a ØtØ mise en place a�n de mieux dØcrire
le comportement thermomØcanique du produit coulØ tout en tenant compte du caractŁre
global et de la gØomØtrie rØelle du procØdØ. Nous verrons ensuite la mise en ÷uvre d’une
telle approche pour une modØlisation par ØlØments �nis en nous intØressant à la gestion
du maillage.

1.1 Approche du procØdØ ou choix d’une stratØgie de
rØsolution

Choisir une stratØgie de rØsolution va dØpendre des rØsultats qu’on souhaite obtenir.
On recense dans la littØrature deux grandes familles de stratØgies de rØsolution.

1.1.1 Les stratégies stationnaires où le domaine étudié reste �xe

par rapport à la machine de coulée.

Ce type de stratØgie est souvent utilisØ lors d’une Øtude en lingotiŁre pour obtenir
l’Øcoulement de l’acier liquide à la sortie et autour de la busette [Thomas et al., 1992] par
exemple, ou encore simuler le comportement thermomØcanique de la coque solide qui se
crØe [Huespe et al., 2000]. Ainsi, comme le domaine à mailler n’est pas trŁs Øtendu, les
auteurs proposent de mailler �nement une partie du produit dans la lingotiŁre pour y
e�ectuer un calcul "global" à maillage �xe, (Fig. 1.1).

Certains auteurs comme [Dalin, 1987] utilisent cette stratØgie pour calculer le gon-
�ement entre deux ou plusieurs rouleaux de soutien alors qu’une fraction de l’Øpaisseur
seulement est solidi�Øe, comme indiquØ sur la �gure (Fig. 1.2). Ils calculent alors un Øcou-
lement viscoplastique stationnaire oø l’inconnue du problŁme est le champ de vitesse v
vØri�ant la condition d’incompressibilitØ (r:v = 0). Le calcul du gon�ement se fait par
un traitement spØci�que des surfaces libres considØrØes comme des surfaces d’Øcoulement,
ce qui signi�e qu’un point sur la surface libre reste sur la surface libre jusqu’à ce qu’il
rencontre un rouleau Øventuellement, et se traduit en 3D par la condition tangentielle du
vecteur vitesse :

dx
vx

=
dy
vy

=
dz
vz

= dt (1.1)
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Fig. 1.1 � SchØmatisation de la coulØe continue pour un calcul stationnaire en lingotiŁre
[Huespe et al., 2000]

à laquelle il faut ajouter une condition de contrainte nulle (la pression atmosphØrique est

alors nØgligØe) :
T = 0 (1.2)

T Øtant le vecteur contrainte (= �n, n normale extØrieure, � tenseur des contraintes).

Fig. 1.2 � SchØmatisation de la coulØe continue pour un calcul stationnaire en �n de
refroidissement secondaire [Dalin, 1987]

Le calcul du gon�ement entre les rouleaux de soutien se fait de maniŁre suivante : le
domaine initial correspond à un gon�ement nul. Un premier calcul permet de dØterminer
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1.1. Approche du procØdØ ou choix d’une stratØgie de rØsolution

un champ de vitesse en imposant uniquement T = 0 sur la surface libre. Le champ
obtenu ne vØri�e pas la condition de surface libre ; l’intØgration approchØe de 1.1 permet
alors de modi�er la forme du domaine. Plusieurs calculs du champ de vitesse sont alors
nØcessaires, en rØactualisant la surface libre au cours de chacun de ses calculs, pour obtenir
la convergence comme indiquØ sur la �gure (Fig. 1.3). En fait, on itŁre simultanØment sur
la rØsolution de l’Øquilibre mØcanique et la condition de surface libre v _n = 0. L’Øquilibre
est rØsolu sous deux contraintes, l’incompressibilitØ et la condition de surface libre, les
deux Øtant supposØes par une technique de pØnalisation.

Fig. 1.3 � Calcul du gon�ement entre deux cylindres de soutien, Øvolution du maillage
au cours des itØrations [Dalin, 1987]

Cette approche a le mØrite de proposer une mØthode de calcul de l’ampleur du gon-
�ement entre les rouleaux en tenant compte des e�ets tridimensionnels (typiquement de
un à trois intervalles inter-rouleaux). Cette approche est donc ciblØe sur une toute petite
partie de la machine, pour laquelle un autre modŁle numØrique doit fournir l’Øpaisseur de
la peau solidi�Øe. Les interactions entre "cages" ne peuvent pas Œtre prises en compte, pas
plus que le comportement rhØologique complexe du mØtal (Ølasto-viscoplastique) qui doit
faire intervenir des variables d’histoire, telle que la dØformation plastique cumulØe.

[M’Hamdi et al., 1999], lors d’une Øtude concernant la macrosØgrØgation de la coulØe
continue d’aciers, proposent d’utiliser une approche globale stationnaire sur toute la coulØe
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Chapitre 1. ModØlisation du procØdØ de coulØe continue d’aciers

d’acier. Leur Øtude se focalise sur l’Øtude de zone pâteuse en supposant que toute la phase
solide se dØplace à la vitesse de coulØe. Ils ne tiennent donc pas compte du comportement
Ølasto-viscoplastique du solide et leur formulation ne permet pas le calcul de contraintes et
de dØformations dans la phase solidi�Øe. L’approche, inspirØe de la mØcanique des �uides,
nØglige les variations de la surface libre : pas de calcul de gon�ement entre les rouleaux,
ni de prØdiction de lame d’air entre le produit et la lingotiŁre.

Pour conclure sur ces mØthodes stationnaires, on remarquera que la faible di�usivitØ
de l’acier implique une longueur de solidi�cation ØlevØe avec une zone pâteuse trŁs Øten-
due (d’oø les formes courbes des machines de coulØe continue de brames Øpaisses). Ces
stratØgies dites stationnaires sont en fait utilisØes pour dØcrire un phØnomŁne prØcis et
gØnØralement local au cours du procØdØ de coulØe continue d’aciers. Dans le cas d’une
modØlisation thermomØcanique globale du procØdØ, elles semblent peu adaptØes et trop
coßteuses.

1.1.2 Les stratégies instationnaires où le domaine étudié est tracté

dans la machine avec ou sans croissance de maillage

On distingue, là encore, deux types de stratØgies instationnaires. Le premier, que
nous avons appelØ stratØgie instationnaire tranche, est plus gØnØralement rØpandu dans la
littØrature.

Voyant que les limites des moyens informatiques Øtaient rapidement atteintes au dØbut
des annØes 90, certains auteurs ont e�ectuØ des calculs sur un domaine d’intØgration
plus restreint. Ainsi, [Thomas et al., 1992, Boehmer et al., 1998] proposent de limiter les
calculs thermomØcaniques sur une portion de produit coulØ (tranche) se dØplaçant à la
vitesse de coulØe dans la machine, (Fig. 1.4).

Il supposent ainsi que ces calculs donnent la solution stationnaire. Bien que les auteurs
obtiennent de bons rØsultats en thermique avec une telle mØthode (dus en particulier aux
faibles gradients thermiques axiaux pour la coulØe continue d’aciers - ce qui est faux pour
la coulØe continue d’aluminium [Boehmer et al., 1998]), cette mØthode prØsente l’incon-
vØnient de ne pas prendre en compte la totalitØ du domaine et reste inadaptØe pour les
calculs des dØformations et du gon�ement. Pour contrer ce problŁme, [Pascon et al., 2001]
proposent d’Øtendre le domaine ØtudiØ et donc d’utiliser une tranche plus longue. À l’aide
d’une modØlisation Ølasto-viscoplastique pour dØcrire le comportement de l’acier, ils sont
en mesure d’e�ectuer un calcul de lame d’air entre la brame et la lingotiŁre. Le com-
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1.1. Approche du procØdØ ou choix d’une stratØgie de rØsolution

Fig. 1.4 � Calcul thermomØcanique à l’aide d’une stratØgie de type tranche instationnaire

portement de l’acier en zone de refroidissement secondaire n’est alors pas ØtudiØ. Dans
sa thŁse, conscient des limites inhØrentes à toute approche de type tranche dans cette
zone, [Pascon, 2003] parvient à mettre en ÷uvre une solution palliative. À partir d’un
calcul de dØ�ection d’une coque considØrØe Ølastique, il est possible, mŒme si sa mise en
÷uvre est dØlicate, de rendre compte des gon�ements observØs. Malheureusement, ce type
d’approche ne permet pas de prØdire ces dØ�ections mais seulement d’en tenir compte.

Le second type de stratØgie, plus prØcis mais beaucoup plus coßteux en temps de calcul,
consiste à faire des calculs thermomØcaniques sur toute la longueur du produit à l’aide
d’une approche instationnaire - que nous appellerons dans la suite de ce manuscrit stratØgie
globale instationnaire. Le domaine d’intØgration va croître : [Drezet et Rappaz, 1997] ou
encore [Li et Ruan, 1995] dØcrivent l’expansion du domaine depuis le mØnisque dans la
lingotiŁre, il est ensuite tractØ à la vitesse de coulØe dans la machine avec croissance du
volume, (Fig. 1.5).

Ils utilisent cette mØthode pour simuler les phases d’alimentation du procØdØ et rØa-
lisent des calculs thermomØcaniques en lingotiŁre. Cette approche est rare, parce que
coßteuse. Dans la littØrature, elle est surtout utilisØe pour la modØlisation de la coulØe
continue d’aluminium oø le champ total de l’Øtude est plus petit qu’en coulØe continue
d’aciers. À notre connaissance, personne n’utilise ce type d’approche pour l’Øtude du com-
portement de l’acier en zone secondaire. D’un point de vue technique, cette stratØgie peut
s’apparenter aux techniques de remplissage : on alimente le produit depuis la lingotiŁre
(au niveau du mØnisque ou à longueur mØtallurgique nulle) et il est guidØ dans la zone de
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Chapitre 1. ModØlisation du procØdØ de coulØe continue d’aciers

refroidissement secondaire à la vitesse de coulØe oø son volume va alors s’agrandir.

Fig. 1.5 � Principe de la stratØgie globale instationnaire : croissance du domaine de calcul.
Application à la coulØe d’aluminium, [Li et Ruan, 1995]

Comme le montrent [Drezet et Rappaz, 1997] pour la coulØe continue d’aluminium,
ces mØthodes instationnaires permettent d’obtenir naturellement la forme extØrieure de
la brame. On peut alors faire un calcul global en prenant en compte les di�Ørents Øtats de
l’acier (liquide, pâteux et solide) et obtenir les di�Ørentes contributions externes lors du
passage du produit en zone de refroidissement secondaire (e�et de rouleaux de guidage,
gon�ements, ...).

Cette brŁve description des di�Ørentes approches (stationnaires, instationnaires) montre
que pour notre Øtude en zone de refroidissement secondaire l’approche globale instation-
naire semble la mieux adaptØe pour connaître l’Øtat thermomØcanique du produit en rØ-
gime permanent de coulØe. Mais il faut remarquer ici que notre principal objectif consiste
à Øtablir la solution stationnaire. Or cette technique de rØsolution s’apparente à une stra-
tØgie non stationnaire, on peut donc lØgitimement se poser la question suivante : combien
de mŁtres faut-il couler pour atteindre ce rØgime stationnaire ?

1.2 Choix du formalisme : eulØrien ou lagrangien ?

Nous nous plaçons dans le cadre de notre Øtude : la stratØgie globale instationnaire. La
mise en ÷uvre d’une telle mØthode pour rØsoudre les Øquations thermomØcaniques avec
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1.2. Choix du formalisme : eulØrien ou lagrangien ?

les ØlØments �nis passe par le choix d’un formalisme lagrangien ou eulØrien.

Comme nous l’avons suggØrØ, les stratØgies globales instationnaires consistent à ali-
menter le produit en acier tout en le tractant dans la machine de coulØe continue. On
parlera alors de remplissage continu de la lingotiŁre sans fond. Pour traiter ce type de
problŁme de simulation numØrique qui consiste à regarder l’Øvolution temporelle et spa-
tiale du front de matiŁre, on utilise des mØthodes numØriques que l’on peut diviser en
deux grandes parties :

� la formulation eulØrienne, caractØrisØe par un maillage �xe dans lequel on observe
le dØplacement des particules de matiŁre.

� la formulation lagangienne, qui consiste à convecter le maillage avec la matiŁre.
Ainsi, chaque n÷ud s’identi�e à la mŒme particule tout au long de la dØformation.

Dans sa thŁse, [Bahloul, 2000] passe en revue les diverses mØthodes numØriques et
donne les avantages et inconvØnients de chacune d’elles. Le fait de vouloir Øtudier le com-
portement de l’acier en zone de refroidissement secondaire va nous inciter à choisir un
formalisme lagrangien plutôt qu’eulØrien. Bien que cette derniŁre permette de modØliser
des phØnomŁnes comme la recirculation d’un �uide, ce qui peut Œtre fort coßteux voire
impossible avec une formulation lagrangienne (remaillages frØquents), le principal inconvØ-
nient des formulations eulØriennes rØside dans la nØcessitØ d’utiliser une procØdure de suivi
de la surface libre qui requiert un temps de calcul important et gØnŁre bien souvent des im-
prØcisions numØriques : mailler trŁs �nement le vide et rØsoudre une Øquation de transport
associØe à une fonction caractØristique de la matiŁre dans le vide [Pichelin, 1998]. Au vu
des dØplacements de surface libre attendus en coulØe continue d’aciers (quelques dixiŁmes
de millimŁtres de gon�ement), cette technique n’est pas adaptØe car elle nØcessiterait des
maillages beaucoup trop volumineux.

Par contre, les formulations lagrangiennes donneront, par l’absence de termes convec-
tifs, une reprØsentation �dŁle du mouvement du front de matiŁre et donc une bonne
description des surfaces libres (entre les rouleaux de soutien, par exemple). En revanche,
elles entraînent une dØgradation progressive de la qualitØ des ØlØments au niveau de l’ali-
mentation, ce qui a�ecte la prØcision du calcul et se traduit par une erreur sur le champ
de vitesse et par la suite une erreur sur la position du front de matiŁre. Il devient alors
impossible de poursuivre le calcul sans remailler. La �gure (Fig. 1.6) montre cette dØgØ-
nØrescence du maillage lors de l’utilisation de la stratØgie globale instationnaire.

L’objectif initial, Œtre capable de prØdire tous les phØnomŁnes thermomØcaniques du
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Chapitre 1. ModØlisation du procØdØ de coulØe continue d’aciers

(a) Maillage initial. (b) Maillage après quelques incréments
de temps.

Fig. 1.6 � Principe et consØquences sur le maillage d’une stratØgie globale instationnaire
avec croissance de maillage, en formation lagrangienne. Le calcul est ici initiØ dans la
zone de refroidissement secondaire, mais la problŁmatique est la mŒme au niveau de la
lingotiŁre.

refroidissement secondaire dans sa globalitØ, nous pousse à choisir une mØthode lagran-
gienne pour une approche globale instationnaire. Dans ce cas une adaptation doit Œtre
envisagØe. En e�et, sans trop parler des di�Ørentes conditions initiales aux limites pour
mettre en ÷uvre une telle stratØgie qui seront dØtaillØes dans la suite, on peut juste signa-
ler que la partie supØrieure, simulant l’injection, reste �xe alors que la partie infØrieure,
reprØsentant le mannequin, a une vitesse imposØe Øgale à la vitesse de coulØe. On devine
alors aisØment que la frØquence des remaillages est fortement liØe à la �nesse du maillage
et à la vitesse de coulØe. Mais on peut remarquer que la dØformation des ØlØments est
localisØe et proche de la surface bloquØe. On peut donc se servir de cette remarque pour
optimiser de façon considØrable les temps de calcul dus aux remaillages. Avant de dØcrire
cette optimisation, rappelons le principe du remaillage.
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1.3 Notions de maillage/remaillage

Dans la suite, nous prØsentons une partie des travaux de [Coupez, 2000] dØcrivant un
algorithme de gØnØration et d’adaptation de maillage par une mØthode de minimisation
de volume. Cet algorithme n’est optimal que pour des maillages dits non-structurØs qui
prØsentent l’avantage de prendre en compte des gØomØtries complexes. En e�et, l’objectif
est de dØvelopper un modŁle numØrique capable de simuler la solidi�cation de l’acier en
sortie de lingotiŁre. A sa sortie, la forme du produit peut Œtre une billette, un bloom
ou une brame : il s’agit dans tous les cas d’une sorte de parallØlØpipŁde continu d’acier
avec la prØsence ou non de congØs. Le maillage non structurØ o�rira plus de souplesse
que le maillage structurØ pour tenir compte de toutes ces particularitØs mais aussi pour
une Øtude plus �ne de la zone pâteuse (ra�nement local du maillage). Avant de dØcrire
l’algorithme de remaillage, donnons quelques dØ�nitions utiles pour la construction d’un
maillage.

1.3.1 Rappel sur la dé�nition d'un maillage

1.3.1.1 Topologie de maillage

Un maillage est un objet reprØsentant une discrØtisation d’une partie �nie de l’espace
Rd oø d = 1; 2; 3 est la dimension de l’espace considØrØ. Il est composØ de deux ensembles :

� un ensemble �ni de n÷uds N . Chaque n÷ud n est dØ�ni par ses d coordonnØes dans
l’espace de dimension d : n(x1; : : : ; xd) ;

� un ensemble �ni d’ØlØments E . Chaque ØlØment est dØterminØ par un sous-ensemble
de N notØ T (E) oø T est l’application dØ�nie par :

T : E �! P(N )
e 7�! T (e) = fn1; n2; : : :g

(1.3)

P(N ) reprØsente l’ensemble des parties de N et T (e) l’ensemble des n÷uds de N
dØ�nissant l’ØlØment E.

L’application T , appelØe connectivitØ du maillage, donne pour chaque ØlØment e l’en-
semble des n÷uds qui le constituent. Dans le cas d’un maillage contenant un seul type
d’ØlØment (c’est à dire avec un mŒme nombre de n÷uds par ØlØment, D) , on a :

T : E �! N D

e 7�! T (e) = fn1; n2; : : : ; nD g
(1.4)
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Chapitre 1. ModØlisation du procØdØ de coulØe continue d’aciers

Dans le cas oø D = d + 1, un ØlØment notØ d� simplexe correspond à :

� un triangle pour d = 2; D = 3 ;

� un tØtraŁdre pour d = 3; D = 4.

Dans la suite nous nous limitons aux maillages simpliciaux, oø chaque ØlØment est
constituØ exactement de D n÷uds.

Nous dØ�nissons donc la topologie de maillage T comme Øtant simplement un ensemble
de d � simplexes (T � PD (N )) vØri�ant quelques propriØtØs donnØes ultØrieurement.
L’ensemble des n÷uds de la topologie T est donc l’union de tous les n÷uds appartenant
aux ØlØments de T à savoir :

N (T ) =
[

T 2T

T (1.5)

Cette dØ�nition peut, bien sßr, s’appliquer à n’importe quel ensemble d’ØlØments, (Fig.
1.7).

Fig. 1.7 � Le sous ensemble de n÷uds N (a) est l’ensemble des n÷uds appartenant à
l’ensemble d’ØlØments que contient la topologie a.

AprŁs avoir dØ�ni l’ensemble N (a) nous introduisons sa rØciproque à savoir T (�) qui
reprØsente l’ensemble des ØlØments partageant le mŒme ensemble de n÷uds donnØs �,
(Fig. 1.8).

T (�) = fT 2 T ; � � Tg (1.6)

Pour chaque ØlØment T nous pouvons dØ�nir son contour @T , cette frontiŁre Øtant
l’ensemble des sous-ensembles de D � 1 n÷uds appartenant à l’ØlØment T . Ce contour
reprØsente simplement les trois arŒtes d’un triangle ou les quatre faces d’un tØtraŁdre. Par
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Fig. 1.8 � Sous ensemble d’ØlØments ;T (�) = fT 2 T ; � � Tg.

abus de langage nous parlerons des faces de l’ØlØment pour dØsigner ce contour. L’ensemble
des faces d’une topologie de maillage est alors donnØ par :

F(T ) =
[

T 2T

@T (1.7)

Nous pouvons alors remarquer que chaque face d’une topologie de maillage est partagØe
par, au plus, deux ØlØments. On peut alors donner la dØ�nition suivante :

DØ�nition. T est une topologie si

jT (F )j � 2; 8F 2 F(T )

La frontiŁre de T est :

@T = fF 2 F(T ); card(T (F )) = 1g

(l’opØrateur sur les ensembles card(:) Øtant le cardinal, il donne le nombre d’entitØs conte-
nues dans un ensemble donnØ).

1.3.1.2 ThØorŁme de volume minimal

Le thØorŁme du volume minimal est le fondement d’une mØthode originale de gØnØra-
tion de maillage. Nous pouvons associer les coordonnØes du maillage aux n÷uds par la
bijection suivante :

X : N �! IRd(d = 2; 3):
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Ceci nous permet de noter par X(T ) l’ensemble des coordonnØes associØes à un ØlØment
T . Ces coordonnØes dØ�nissent 
T comme l’enveloppe convexe de ces D points. De la
mŒme façon, nous dØ�nissons �F comme Øtant l’enveloppe convexe des D�1 points de F ,
F Øtant une face frontiŁre de la topologie (F 2 @T ). L’ensemble de ces ØlØments gØnŁre
un domaine 
(T ; X). L’ensemble des faces gØnŁre lui une surface �(@T ; X).


(T ; X) =
[

T 2T


T (1.8)

�(@T ; X) =
[

F 2 @T

�F (1.9)

Dans le cas gØnØral �(@T ; X) et @
(T ; X) la frontiŁre de 
(T ; X) peuvent Œtre dif-
fØrents. Cependant, lorsque (T ; X) reprØsente un maillage conforme de 
, �(@T ; X) et
@
(T ; X) sont identiques, un maillage Øtant conforme sous les conditions suivantes :

ThØorŁme. Soit (T ; X) dØ�nie comme ci-dessus, T Øtant orientØe. Nous supposerons que
(@T ; X) est une discrØtisation conforme de la frontiŁre du domaine 
 (i.e. �(@T ; X) =
@
(T ; X)), alors :
(a) X

T 2T

j
T j � j
j (1.10)

(b) (T ; X) est un maillage de 
 si et seulement si :
X

T 2T

j
T j = j
j (1.11)

et j
T j > 0 8T 2 T ( j
T j Øtant le volume de 
T ):

La preuve de ce thØorŁme est donnØe dans [Coupez, 2000]. Les notations prØcØdentes
sont expliquØes par l’exemple reprØsentØ sur la �gure (Fig. 1.9). Cet exemple montre le
principe du volume minimum sur un domaine non convexe dØ�ni simplement par deux
triangles. Dans ce cas là il y a deux topologies de maillage possibles, mais une seule est
un maillage conforme : celle qui minimise le volume.

1.3.2 Opérations sur les topologies de maillage : le mailleur

1.3.2.1 Les opØrateurs de topologie

Toute modi�cation d’un maillage peut Œtre considØrØe comme une opØration de type
couper-coller :

T  T � a + b (1.12)
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Fig. 1.9 � Principe du volume minimal. T 1 = ff1; 2; 4g; f2; 3; 4gg; T 2 =
ff1; 2; 3g; f4; 3; 1gg; @T 1 = @T 2 = ff1; 2g; f2; 3g; f3; 4g; f4; 1gg; j
(T 1; X)j <
j
(T 2; X)j; @
(T 1; X) = [X1; X2] [ [X2; X3] [ [X3; X4] [ [X4; X1]; @
(T 2; X) =
[X1; X2] [ [X2; X3] [ [X3; X 1]

oø a est un sous-ensemble d’ØlØments de T à enlever et b un nouvel ensemble d’ØlØ-
ments à insØrer dans T . Il faut bien sßr que les frontiŁres de a et b soient identiques
(@a = @b). Cependant cette opØration n’est valide que si le rØsultat d’une telle opØration
reste une topologie de maillage. Ce dernier point est le principal problŁme de la mØtho-
dologie d’optimisation de topologie par minimisation du volume, mais il peut Œtre rØsolu
en restreignant le choix des ensembles a et b.

Nous pouvons montrer que toute modi�cation de maillage peut se dØcomposer en une
succession de modi�cations ØlØmentaires qui sont locales. Ces modi�cations ØlØmentaires
sont au nombre de deux :

� l’une sur les ØlØments partageant un n÷ud ;

� l’autre sur les ØlØments partageant une arŒte.

Les di�Ørents choix pour a sont � a = T (fng) � et� a = T (fn; mg) � oø n reprØsente
un n÷ud, et fn; mg les deux n÷uds d’une arŒte (voir la �gure (Fig. 1.8) ainsi que la
dØ�nition 1.6).

De mŒme, pour dØ�nir les di�Ørents choix de b introduisons un gØnØrateur de topologie
trivial (topologie ØtoilØe) qui consiste à connecter un n÷ud à un ensemble donnØ de faces
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frontiŁre, comme montrØ sur la �gure (Fig. 1.10) :

T � (n; @T ) = fT j T = ffng [ Fg; F 2 @T ; n =2 Fg (1.13)

Fig. 1.10 � Le gØnØrateur de topologie ØtoilØe.

Ce gØnØrateur est e�cace (le rØsultat obtenu est un maillage de qualitØ convenable) si
la rØgion considØrØe est assez petite. En e�et, pour une frontiŁre importante, la topologie
de maillage obtenue est rarement un maillage conforme et si tel est le cas, la qualitØ du
maillage obtenu est trŁs mauvaise. Ceci Øtant, nous cherchons à amØliorer cette premiŁre
topologie de maillage à l’aide des opØrations de couper-coller dØ�nies prØcØdemment.

Il faut cependant noter que le rØsultat de telles opØrations de couper-coller doit Œtre
une topologie de maillage, ceci a�n de pouvoir les itØrer. Or cette condition n’est pas
forcØment vØri�Øe pour des opØrations de couper-coller quelconques. A�n de rendre les
opØrations prØcØdentes compatibles topologiquement on introduit a la fermeture de a
dØ�nie par :

a = fT 2 T ; T � N (a)g (1.14)

Les problŁmes de compatibilitØ topologique sont ainsi rØsolus en utilisant a à la place
de a.

Finalement, nous pouvons dØ�nir un opØrateur de changement de topologie locale �m
�

par :

�m
� (T ) = T � T (�) + T � (m; @T (�) ) (1.15)

oø � � N et m 2 N , (Fig. 1.11).

L’algorithme de maillage en 2d, comme en 3d, est simplement une combinaison de cet
opØrateur appliquØ au voisinage de :
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Fig. 1.11 � �m
n (T ) change les ØlØments connectØs à n par des ØlØments connectØs à m.

� chaque n÷ud :
T  �m

n (T ) ; (1.16)

� chaque arŒte :
T  �m

f n1 ;n2g(T ); (1.17)

L’optimisation du processus est due à un choix optimum du n÷ud d’Øtoilement m
pour chaque opØration de couper-coller e�ectuØe autour de chaque n÷ud n et de chaque
arŒte fn1; n2g.

1.3.2.2 GØnØration de maillage par minimisation du volume

Pour obtenir un maillage, il faut trouver la topologie de maillage dØ�nie sur le bord
du domaine minimisant son volume : V ol(T ) =

X

� 2T

j� j.

Cette dØ�nition de volume permet une Øvaluation locale du volume de la topologie du
maillage. On peut alors optimiser localement cette topologie en utilisant des opØrations
comme celles dØcrites sur la �gure (Fig. 1.9). La topologie de maillage T1 minimise le
volume, qui est Øgal au volume du quadrilatŁre. Dans ce cas, on dira que T1 est un
maillage alors que T2 ne l’est pas.

Pour trouver une topologie de maillage minimisant son volume, on introduit une re-
lation d’ordre sur les topologies de maillage à l’aide d’un critŁre de qualitØ sur la forme
des tØtraŁdres. La qualitØ de forme d’un tØtraŁdre est dØ�nie comme le rapport entre le
volume de l’ØlØment et la somme de ses arŒtes :

c(�) =
j� j

h(�)dim
; dim = 3 (1.18)
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La qualitØ de forme d’un ØlØment est maximale pour un simplexe ØquilatØral et nulle pour
un ØlØment plat.

Étant donnØ une topologie de maillage, on classe des ØlØments par ordre croissant
suivant leur qualitØ de forme. On peut alors dØ�nir la relation d’ordre entre topologies :

Ta < Tb

9e; 8 i < e; c(ai ) = c(bi ) et c(ae) < c(be)
(1.19)

La meilleure topologie est celle qui maximise la qualitØ du plus mauvais ØlØment.

L’algorithme complet consiste à gØnØrer arbitrairement une topologie Øtoile issue du
maillage de la surface du domaine, et à l’optimiser localement par des opØrations sur les
n÷uds et sur les arŒtes. On gØnŁre ainsi un maillage du domaine mais qui ne contient
aucun n÷ud interne. Sa qualitØ est souvent mauvaise ; c’est pourquoi on introduit une
opØration supplØmentaire d’ajout ou de suppression de n÷uds toujours à l’aide de l’opØ-
rateur d’Øtoilement.

1.3.2.3 Ajout et suppression de n÷uds

Nous sommes à ce stade capable de gØnØrer un maillage conforme, à partir d’une
frontiŁre donnØe. Toutefois, ce maillage ne contient aucun n÷ud interne : tous les n÷uds
du maillage appartiennent à sa frontiŁre. La qualitØ de forme des ØlØments du maillage,
ainsi gØnØrØs, est gØnØralement trŁs mauvaise et le maillage obtenu ne permet pas de lancer
une simulation numØrique. Il est donc nØcessaire de pouvoir crØer des n÷uds internes sans
pØnaliser la qualitØ de forme du maillage.

Un nouveau n÷ud, interne ou pas, est rajoutØ à la liste des n÷uds de la topologie
de maillage N , ce n÷ud est composØ par les coordonnØes du barycentre des coordonnØes
des n÷uds du sous-domaine extrait lors de l’opØration de couper-coller. Soit a ce sous-
domaine, l’ensemble des n÷uds de ce sous-domaine est N (a) et nous avons :

X(new) =
X

i 2N (a)

X(i) =jN (a))j

Cette opØration, ainsi que son inverse, permet de crØer des n÷uds, d’en supprimer
mais aussi de repositionner les n÷uds internes par barycentrage. La crØation de n÷ud
s’e�ectue en prenant la fermeture de a = T (fn; n0g) reprØsentant l’ensemble des ØlØments
partageant l’arŒte fn; n0g. La suppression de n÷uds consiste à prendre la fermeture de
a = T (fng) et à remplacer la topologie ØtoilØe par rapport à n par une topologie ØtoilØe à
partir d’un n÷ud di�Ørent de n. Le repositionnement d’un n÷ud n consiste simplement à
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supprimer ce n÷ud pour le remplacer par le barycentre (combinaison des deux opØrations
prØcØdentes).

1.3.2.4 Remaillage surfacique

Il est possible d’intØgrer la surface du maillage au maillage volumique en introduisant
une bande d’ØlØments virtuels (ØlØments frontiŁres). Cette intØgration simpli�e considØra-
blement les opØrations de remaillage en ne considØrant plus qu’une seule entitØ. Le volume
du sous-domaine contenant les ØlØments virtuels doit quant à lui rester nul, ou presque nul
si l’on autorise de lØgŁres modi�cations de la frontiŁre. Cette bande virtuelle est obtenue
par duplication des n÷uds frontiŁre. La gØomØtrie du maillage est à ce moment contenue
dans l’ensemble de ces n÷uds virtuels. Un ØlØment est dØ�ni comme virtuel s’il contient
au moins un n÷ud virtuel. La topologie de maillage peut alors se dØcomposer en deux
parties :

T = (T � T v) [ T v; (1.20)

oø T v est l’ensemble des ØlØments virtuels.

L’introduction de cette bande d’ØlØments permet de modi�er la frontiŁre. Le volume
de ces ØlØments virtuels doit rester nul tout au long du processus d’optimisation :

X

T 2T

j
T j =
X

T 2T �T v

j
T j (1.21)

Cette propriØtØ permet à T � T v de reprØsenter un maillage de 
 sous la condition
d’extension du principe du volume minimal (on pourra se rØfØrer à [Coupez, 2000]) dØ�ni
par :

DØ�nition. Soit (T ; X) tel que (@T ; X) soit une triangularisation de @
 alors : (T �
T v; X) est un maillage conforme de 
 si :

X

T 2T

j
T j = j
j (1.22)

et
X

T 2T v

j
T j = 0

1.3.2.5 Ra�nement de maillage

Maillages isotropes : Le maillage obtenu ne vØri�e pas de critŁre de taille de maille.
Or la prØcision d’une simulation numØrique dØpend grandement de la taille de maille. On
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est alors amenØ à imposer une carte de maille selon les besoins numØriques. Pour que le
mailleur puisse vØri�er un critŁre de taille de maille, on introduit une fonction de taille
de maille H dØ�nie aux ØlØments du maillage. La taille d’un ØlØment est la moyenne des
tailles de ses n÷uds :

H(T ) =
X

i 2 T

H(i)
D

; D = 4, nombre de n÷uds par ØlØment T (1.23)

Le processus d’adaptation consiste à amØliorer le maillage tant que la taille de maille
courante ne correspond pas à la taille de maille dØsirØe (fonction de H).

Maillages anisotropes : La construction de maillages anisotropes consiste à gØnØraliser
le critŁre de forme prØsentØ ci-dessus. Une transformation gØomØtrique locale est e�ectuØe
avant chaque Øvaluation de la qualitØ d’un ØlØment. Par exemple, si l’on cherche à obtenir
des ØlØments allongØs suivant l’axe X, nous allons utiliser une transformation compactant
les ØlØments dans la direction X. Un ØlØment ØquilatØral aura une qualitØ faible alors
qu’un ØlØment allongØ aura lui une qualitØ correcte.

1.3.2.6 CritŁre de remaillage

Lors de la simulation numØrique, le remaillage est activØ soit de maniŁre pØriodique,
soit lorsque la qualitØ minimale du maillage qmin est infØrieure à une valeur seuil :

qmin = min
T 2T

cH (X; T ) (1.24)

En dessous de ce seuil, on remaille le domaine en volume pour une frontiŁre �xe suivant
la carte de maille imposØe. On remaille ensuite la surface tout en respectant la gØomØtrie.
Les opØrations de surface se rØpercutent sur la topologie du maillage volumique. On gØnŁre
alors des raccordements volumiques pour garder une topologie de maillage.

1.3.2.7 Autres opØrations

Il est souvent utile de conserver une ou plusieurs parties du maillage en bloquant les
n÷uds et donc les ØlØments. En e�et bloquer un n÷ud consiste à empŒcher le mailleur de
modi�er ses coordonnØes ; de mŒme bloquer l’ensemble des n÷uds d’un mŒme ØlØment va
contraindre le mailleur à garder l’ØlØment tel quel et donc conserver les connexions entre
les n÷uds bloquØs. Cette option sera fort utile en vue d’une optimisation de l’utilisation
appropriØe à la stratØgie globale instationnaire.
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1.3.3 Transport des variables de l'ancien vers le nouveau maillage

Dans une discrØtisation spatiale par ØlØments �nis, pour un problŁme thermomØca-
nique, la con�guration du domaine 
 est dØ�nie par :

� la gØomØtrie du domaine,

� les champs de tempØrature, de vitesse et de pression,

� l’Øtat de contrainte (dØviatoire).

Ces informations sont alors connues aux n÷uds ou aux ØlØments du maillage. Lors d’un
remaillage, la topologie du maillage est modi�Øe. Il faut donc rØa�ecter les donnØes de la
con�guration de l’ancien vers le nouveau maillage. On parle de transport des variables sur
la nouvelle con�guration.

Dans le cas d’une discrØtisation P1+ =P1, les champs de tempØrature, de vitesse et de
pression sont nodaux. Le transport des variables nodales (P1 par morceaux) s’e�ectue en
deux Øtapes :

� Recherche de l’ØlØment d’appartenance de chaque n÷ud du nouveau maillage dans
l’ancien maillage.

� Interpolation des valeurs nodales depuis les sommets de l’ØlØment d’appartenance de
l’ancien maillage jusqu’aux n÷uds du nouveau maillage. L’interpolation est exacte
(sans di�usion numØrique) et est e�ectuØe en utilisant les fonctions d’interpolation
de l’ancien maillage.

Par contre l’Øtat de contrainte est constant sur l’ØlØment et donc discontinu sur le
domaine discrØtisØ, on parle de variable P0 par ØlØment. L’interpolation est donc plus
dØlicate et est elle aussi e�ectuØe en deux Øtapes

� En un premier temps, on utilise une mØthode de lissage par moindres carrØs a�n
d’a�ecter des valeurs aux n÷uds de l’ancien maillage à partir des valeurs dØ�nies
par ØlØment :

Trouver
�
uliss

1 ; :::; uliss
Nbnoe

�
tel que :

�
uliss

1 ; :::; uliss
Nbnoe

�
= argu liss

i
min












NbnoeX

i =1

uliss
i N i �

NbnoeX

j =1

uj 1i












2
(1.25)

oø uj est la valeur sur l’ØlØment j, ui est la valeur lissØe au n÷ud i, N i est la
fonction de forme du n÷ud i et 1j est la fonction indicatrice sur l’ØlØment j.
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Ce lissage est fait dans le but d’utiliser la procØdure de transport de variables nodales
dØcrites prØcØdemment.

� Dans une deuxiŁme Øtape, on cherche l’ØlØment d’appartenance dans l’ancien maillage
du centre de gravitØ de chaque ØlØment du nouveau maillage. Grâce aux fonctions
de base dØ�nies sur l’ancien maillage, on a�ecte la valeur au centre de gravitØ en
interpolant les variables nodales lissØes sur l’ancien maillage.

La valeur de la variable interpolØe au centre de gravitØ est celle a�ectØe à l’ØlØment (le
champ transportØ Øtant P0). Cette procØdure de transport induit une di�usion numØrique
contrairement au cas du transport nodal. En e�et, les valeurs a�ectØs aux n÷uds lors de
l’extrapolation ne sont qu’une moyenne pondØrØe des valeurs P0 des ØlØments contenant
ce n÷ud, [TraorØ, 2001].

1.4 Adaptation du mailleur à la stratØgie globale ins-
tationnaire

Le mailleur, dont nous venons de dØcrire le principe, est utilisØ de telle sorte que
toute la topologie doit Œtre remaillØe. Ainsi mŒme si une topologie n’est que localement
dØgØnØrØe, le mailleur tel qu’il est, remaille dans sa totalitØ cette topologie. Cette opØration
et celle qui lui est directement liØe - le transport des variables de l’ancien vers le nouveau
maillage - peuvent Œtre trŁs coßteuses en temps de calcul. Dans le cas de la modØlisation de
la coulØe continue par une approche globale instationnaire, nous l’avons optimisØ a�n de
rØduire considØrablement les temps de calcul en introduisant l’opØration qu’on appellera
extraction de topologie.

1.4.1 Extraction de topologie

1.4.1.1 DØcoupe du domaine

Partant du principe que le maillage est localement dØformØ et essentiellement proche
de la zone d’injection, comme le suggŁre la �gure (Fig. 1.12), on propose de dØcouper le
maillage dØformØ (domaine) en deux (d pour dØgØnØrØ et �d pour non dØgØnØrØ).

� un premier maillage contenant la partie dØgØnØrØe du maillage (Td; Xd) (partie
rouge),

� un second maillage avec le reste du maillage de bonne qualitØ (T �d; X �d) (partie bleue).
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Fig. 1.12 � Illustration de dØcoupe de maillage.

Remarque : Le critŁre qui va dØlimiter les deux domaines n’est pas dØtaillØ dans ce
paragraphe. On choisit de dØcouper notre domaine de telle sorte que le domaine contenant
la partie dØgØnØrØe du remaillage contienne su�samment de n÷uds et d’ØlØments pour que
le mailleur puisse "travailler" convenablement.

Notre domaine est dØcomposØ en deux domaines :


(T ; X) = 
d(Td; Xd) [ 
 �d(T �d; X �d) (1.26)

�(@T ; X) = �d(@Td; Xd) [ � �d(@T �d; X �d) (1.27)

On cherche donc à remailler dans ce cas le domaine 
d composØ du maillage dØgØnØrØ
(Td; Xd) et de frontiŁre �d(@Td; Xd). En retirant le domaine 
d, on devine bien que ce
dernier possŁde une frontiŁre tronquØe. Une premiŁre Øtape consiste donc à "fermer" le
domaine pour qu’il puisse Œtre remaillØ. On a donc le domaine à remailler 
d composØ
d’une nouvelle topologie de maillage (Td0; Xd) (les coordonnØes des n÷uds ne varient pas)
et de frontiŁre :

�d(@Td0; Xd) = �d(@Td; Xd) [ �d(@Td1; Xd) (1.28)

De mŒme, si on "ferme" le domaine 
 �d à l’aide de la topologie (T �d0; X �d), on a :

� �d(@T �d0; X �d) = � �d(@T �d; X �d) [ � �d(@Td1; X �d) (1.29)
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On peut alors en dØduire :

�d(@Td1; Xd) = �d(@Td0; Xd) \ � �d(@T �d0; X �d)

� �d(@Td1; X �d) = �d(@Td0; Xd) \ � �d(@T �d0; X �d)

Et donc :
�d1 = � �d(@Td1; X �d) = �d(@Td1; Xd) (1.30)

La �gure (Fig. 1.13) rØsume ces notations

­( T ; X )

¡( @T ; X )

Extraction

­ d(Td; X d)
¡ d(@Td; X d)

­ ¹d(T¹d; X ¹d) ¡ ¹d(@T¹d; X ¹d)

¡ d1

Fig. 1.13 � Principe de l’extraction schØmatisØ.

1.4.1.2 Recollement de deux domaines

On est donc en mesure de remailler le domaine dØgØnØrØ. L’opØration de recollement,
qui consiste à fusionner en un seul maillage deux maillages prØsentant une zone de frontiŁre
commune, peut s’avØrer fort ennuyeuse à partir du moment oø la frontiŁre commune n’a
pas le mŒme maillage. Pour contourner ce problŁme et Øviter de mettre en ÷uvre une
technique de recherche " proposØe par [Frey et George, 1999], on bloque les n÷uds des
ØlØments dont les faces composent cette frontiŁre commune. Ainsi ces n÷uds ne sont pas
modi�Øs lors du remaillage ainsi que les connexions des ØlØments bloquØs. Cette option
permet alors de garder la frontiŁre �d1 commune aux deux domaines intacte avant et aprŁs
remaillage.

AprŁs remaillage du domaine 
d, on se retrouve avec une nouvelle topologie de maillage
(Td;new ; Xd;new) et de frontiŁre �d(@Td;new ; Xd;new), (Fig. 1.14). Le recollement des deux do-
maines 
d et 
 �d donnera le domaine 
 avec la nouvelle topologie de maillage (Tnew ; Xnew)
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Fig. 1.14 � Recollement de 2 topologies de maillage aprŁs remaillage. Par rapport à la
�gure (Fig. 1.12), la surface frontiŁre sØparant les deux domaines est restØe inchangØe.

et de frontiŁre �(@Tnew ; Xnew) dans laquelle on aura pris le soin d’ôter la frontiŁre com-
mune qui aprŁs recollement n’en est pas une :

�(@Tnew ; Xnew) = (�d(@Td;new ; Xd;new) [ � �d(@T �d; X �d)) n�d(@Td1; Xd) (1.31)

Nous venons de dØcrire le principe du recollement sans parler de sa mise en ÷uvre qui
passe par une nouvelle numØrotation de la topologie initiale (T ; X) du domaine 
.

1.4.1.3 Nouvelle numØrotation : algorithme de tri

Un maillage est donc composØ d’une topologie de maillage T et de sa frontiŁre @T , qui
donne l’ensemble des connexions des n÷uds appartenant à la liste N dont les coordonnØes
appartiennent à X(T ). Ainsi pour chaque ØlØment T , on est capable de donner les n÷uds
qui le composent et à l’aide de l’application X on peut en dØduire les coordonnØes de
chaque n÷ud. Lorsqu’on crØe un n÷ud, on rajoute ce n÷ud à la liste N ; mŒme chose
pour les ØlØments avec T .

Le fait de dØcouper notre domaine initial en deux domaines va permettre d’une part de
limiter les opØrations dues au remaillage et d’autre part limiter les opØrations de transport
des donnØes de l’ancien vers le nouveau maillage. Pour cela, il est bon d’ordonner de façon
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judicieuse le maillage initial. À l’aide d’un algorithme de tri, nous repØrerons les n÷uds
composant la frontiŁre commune aux deux domaines et à la partie modi�Øe de la nouvelle
topologie. En e�et cette derniŁre peut se dØcomposer en deux parties :


(Tnew ; Xnew) = 
d(Td;new ; Xd;new) [ 
 �d(T �d; X �d) (1.32)

Un premier algorithme va trier la liste N de telle sorte que les n÷uds composant le
domaine 
 �d sont placØs en dØbut de liste et les autres n÷uds du domaine 
d en �n de liste
en prenant le soin que les n÷uds communs aux deux domaines soient en �n de "dØbut
de liste" (ou en dØbut de "�n de liste"). On peut remarquer ici que pour chaque n÷ud
dØplacØ, alors la topologie T sera faussØe : il faut donc bien Øvidemment rØpercuter ces
dØplacements des n÷uds dans les ØlØments T qui composent la topologie T .

Ainsi un n÷ud n qui se situait au rang x dans la liste N et qui se retrouve au rang
y aprŁs cet algorithme, aura pour e�et de modi�er les ØlØments qui contiennent ce n÷ud.
Par exemple, si on reprend la topologie T 1 = ff1; 2; 4g; f2; 3; 4gg donnØe par la �gure
(Fig. 1.9) et qu’on dØplace le n÷ud du rang 4 au rang 3, on a alors la nouvelle topologie
T 1 = ff1; 2; 3g; f2; 4; 3gg. Seule la numØrotation change.

Une fois terminØ cet algorithme de tri des n÷uds, on dØplace les ØlØments des listes T
(pour les ØlØments) et @T (pour les faces en 3d) en faisant le mŒme raisonnement : les ØlØ-
ments (faces) composant le domaine 
 �d sont placØs en dØbut de liste et les autres ØlØments
(faces) du domaine 
d en �n de liste (on n’a pas besoin de rØpercuter ces changements
dans la liste N ).

À ce stade, on peut donc rØcupØrer la topologie du domaine 
d en prenant les n÷uds,
les ØlØments et les faces des listes N , T et @T respectivement. On est donc capable de
crØer de nouvelles listes :Nd, Td et @Td. Comme on l’a vu, la frontiŁre �d(@Td; Xd) n’est pas
fermØe. Cette opØration de fermeture du domaine va complØter et ajouter des ØlØments de
frontiŁre : de nouvelles faces seront ajoutØes à la liste @T . Les ØlØments qui engendrent ces
nouvelles faces vont Œtre bloquØs a�n de les conserver aprŁs le remaillage volumique. Pour
mieux repØrer ces faces (et donc les n÷uds qui les composent) qui vont Œtre supprimØes
lors du recollement, on utilise le mŒme algorithme de tri dØcrit prØcØdemment : on dØplace
les n÷uds bloquØs en dØbut de liste Nd tout en rØpercutant ces changements dans Td et
@Td. Puis on place les faces bloquØes en dØbut de la liste @Td. Cette Øtape a pour avantage
de supprimer ces faces en trop sans les chercher dans la liste @Td;new crØØe aprŁs remaillage.
Le recollement entre les deux domaines devient alors plus aisØ.
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Toutes ces opØrations de tri sur listes de topologie de maillage sont bien sßr rØpercutØes
sur les di�Ørentes donnØes que l’on peut avoir aux n÷uds (champ de tempØrature, ...)
et aux ØlØments (Øtat de contrainte, ...). Ainsi, seule la partie du domaine extrait sera
concernØe par les opØrations de transport de l’ancien vers le nouveau maillage, limitant
ainsi les temps de calcul qui lui sont impartis.

Lors du calcul thermomØcanique du procØdØ de coulØe continue d’aciers avec une stra-
tØgie globale instationnaire, le domaine va croître et gØnØrer des maillages volumineux
puisque le domaine d’Øtude peut atteindre plus de 20 mŁtres. Grâce à cette technique, le
temps consacrØ à chaque remaillage reste alors le mŒme qu’on soit en dØbut ou en �n de
simulation. Seules les opØrations de tri peuvent avoir une in�uence mais elle reste minime.

1.4.2 Exemple d'application

Pour mettre en ÷uvre l’extraction de topologie, on se propose de remailler plus �ne-
ment la partie supØrieure en rouge dØterminØe sur la �gure (Fig. 1.15). À chaque incrØment
de calcul, on multiplie la taille des ØlØments par 0:8 ; petit à petit une partie du domaine
va se ra�ner.

Fig. 1.15 � Maillage initial dØcoupØ en 2

Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 1.16), seule la partie rouge est remaillØe, la
partie bleue reste intacte à chaque remaillage. On remarque aussi qu’une bande d’ØlØments
du domaine rouge reste �xe. En fait ce sont les ØlØments qui ont un ou plusieurs n÷uds
dØcrivant la frontiŁre commune entre le domaine bleu et le domaine rouge. Ceci dans le
but de garder intact et de mieux repØrer la frontiŁre commune pour supprimer les faces
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crØØes par le remaillage du domaine rouge. Ce phØnomŁne sera à prendre en compte lors
du choix de la longueur de la zone à remailler.

(a) Increment 1 (b) Increment 2

(c) Increment 3 (d) Increment 4

Fig. 1.16 � Ra�nement d’une partie de maillage par extraction de topologie
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1.4.3 Application à la coulée continue : introduction d'une zone

tampon

Dans le cas de la coulØe continue d’aciers, que ce soit en lingotiŁre ou en zone de
refroidissement secondaire avant la solidi�cation complŁte, nous pouvons observer une
certaine concavitØ du champ de tempØrature quand on regarde une coupe horizontale de
la brame oø les extrema seront de 900�C et de 1500�C environ selon le type d’acier coulØ.

L’utilisation de la stratØgie globale instationnaire nous oblige à passer par des Øtapes
de remaillage et donc de transport de l’ancien vers le nouveau maillage. On observe alors
une perte d’Ønergie consØcutive à l’interpolation de la tempØrature comme peut l’illustrer
la �gure (Fig. 1.17) : au bout de deux remaillages, le pro�l du champ de tempØrature
devient di�Ørent du pro�l initial, d’autant plus si le maillage est grossier.
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Pro�l apr �es un deuxi �eme transp ort

Pro�l apr �es un premier transp ort

Fig. 1.17 � Comparaison entre pro�ls de tempØrature aprŁs deux remaillages

Nous venons de dØcrire le principe de la stratØgie adoptØe avec l’extraction locale de
topologie. Par consØquent le transport associØ est lui aussi local et seule la partie extraite
du maillage sera concernØe par cette perte d’Ønergie. Nous �xons à L (calcul dØtaillØ un
peu plus loin) la longueur du maillage à extraire.

Pour neutraliser le problŁme du transport de donnØes, nous introduisons une "zone
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tampon" dont la hauteur doit Œtre plus grande que celle de la partie sujette à extraction
locale, remaillage et transport, notØe L. De plus, pour neutraliser son in�uence sur le
calcul, cette "zone tampon" est placØe au-dessus de la longueur mØtallurgue initiale. Par
exemple, si on souhaite prendre en compte le dØbut de la solidi�cation dans la lingotiŁre,
on place la zone tampon, qui est Øgale au maillage initial, au dessus du mØnisque. La �gure
(Fig. 1.18) met en pratique cette zone tampon pour un calcul "pseudo-bidimensionnel"
dØtaillØ plus loin dans le manuscrit.

Fig. 1.18 � Zone tampon dØ�nie au dessus du mØnisque dans le cas d’une approche
"pseudo-2D", pour un calcul qui veut prendre en compte le dØbut de la solidi�cation dans
la lingotiŁre.

Dans cette zone, la tempØrature reste �xe et Øgale à Tini , la tempØrature nominale
de coulØe. Pour Øviter un refroidissement de cette zone, nous imposons une condition
d’adiabaticitØ sur toutes les faces qui sont au dessus de la longueur mØtallurgique initiale
(au dessus du mØnisque dans l’exemple choisi).

Discussion sur le calcul de la longueur L On doit Œtre capable de dØ�nir la longueur
minimale (L) de la partie à remailler a�n que le mailleur fournisse des maillages de
qualitØ convenable. Pour cela, il faut au minimum compter 4 bandes d’ØlØments dont celle
dØgØnØrØe et celle qui reste �xe. D’autre part, on devine aisØment que cette longueur L
est fonction de :
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� la taille maximale des ØlØments appartenant à la topologie extraite Hmax(T )

� la qualitØ minimale des ØlØments souhaitØe qmin .

Il est di�cile d’Øtablir une rŁgle stricte pour dØterminer cette longueur L. Cependant
à vitesse de coulØe donnØe et pour un mŒme pas de temps de calcul, on peut remarquer
que plus Hmax(T ) est petite, plus vite le maillage est dØgØnØrØ et inversement.

Dans la pratique et en contexte coulØe continue, on �xe qmin tel que la taille maximale
d’un ØlØment proche de la surface bloquØe devient supØrieure à 3 fois sa taille d’origine� .
Ainsi, la longueur L minimale se dØduit d’un rapide calcul :

L � 3 �Hmax(T ) + (4� 1) �Hmax(T )

� 6 �Hmax(T ) (1.33)

Dans le cas de maillages non homogŁnes, seuls les ØlØments dont la taille est Øgale
à Hmax(T ) seront pris en compte pour dØterminer la longueur de la zone tampon (par
extension, la longueur du maillage initial). La frØquence des remaillages dØpend plutôt de
la dØgØnØrescence des ØlØments de plus petite taille.

� la taille caractéristique de ces éléments va évoluer au cours du calcul en fonction de la vitesse de
coulée et du pas de temps de résolution
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Chapitre 2. ModØlisation thermomØcanique avec le logiciel Thercastr

2.1 Introduction

Le logiciel Thercastr, qui fait partie des codes industriels de fonderie, permet de
faire une simulation tridimensionnelle par la mØthode des ØlØments �nis des phØnomŁnes
thermomØcaniques associØs à la phase de refroidissement post remplissage des moules. Il
permet ainsi de prØdire l’Øvolution du champ de tempØrature dans la piŁce et les moules, de
prØvoir les di�Ørents phØnomŁnes intervenant au cours de la solidi�cation (mouvements,
contraintes internes, lames d’air, ...). La rØsolution de ce problŁme est basØe sur une
dØcomposition multidomaine du systŁme de refroidissement. Dans ce cas, la piŁce et les
moules sont associØs à des sous-domaines (SD) reprØsentØs par des maillages ØlØments
�nis indØpendants. Ainsi, le problŁme thermomØcanique est rØsolu sur chacun des sous-
domaines oø les maillages sont indØpendants (non coïncidents aux frontiŁres) tout en
tenant compte des di�Ørents Øchanges qui peuvent intervenir au cours de la modØlisation.

L’objet de ce chapitre consiste à prØsenter le problŁme thermomØcanique rØsolu par le
logiciel Thercastr et plus particuliŁrement l’adaptation du logiciel à la coulØe continue en
utilisant la stratØgie globale instationnaire. Ce chapitre rappelle les di�Ørentes Øquations
du problŁme thermomØcanique. Nous prØsenterons les di�Ørentes conditions aux limites
et initiales utilisØes pour la fermeture du problŁme dans le cas de la coulØe continue.

2.2 Les Øquations de conservation

Lorsque l’hypothŁse des milieux continus est vØri�Øe, nous considØrons les sous do-
maines comme des domaines bornØs 
i ;i =1 ;::;SD rØgis par les principes de la thermomØca-
nique des milieux continus qui permettent d’Øtablir les lois de conservation de la masse
(2.2), de la quantitØ de mouvement (2.4) et de l’Ønergie (2.1) [Rappaz et al., 1998]. Dans

i (t), on a :

� L’Øquation de conservation de l’Ønergie :

@(�H)
@t

+r � (�H~v) +r � (~jT ) = 0 (2.1)

On note ici t la variable temps, H l’enthalpie massique, ~v la vitesse d’Øcoulement, �
la masse volumique et ~jT le vecteur �ux de chaleur. Le terme de source interne de
chaleur est supposØ nul.

� L’Øquation de conservation de la masse :

@�
@t

+r � (�~v) = 0 (2.2)
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2.3. Lois de comportement

qui s’Øcrit encore :
1
�

d�
dt

+r � ~v = 0 (2.3)

� L’Øquation de conservation de la quantitØ de mouvement, ou l’Øquation de
la dynamique, relie la variation temporelle de la densitØ massique de quantitØ de
mouvement d’un point matØriel à l’ensemble des forces qui s’exercent sur lui :

r � � + �~f = �
d~v
dt

(2.4)

oø � est le tenseur des contraintes de Cauchy et ~f l’ensemble des densitØs massiques
des forces extØrieures.

2.3 Lois de comportement

D’un point de vue mathØmatique, nous disposons de trop d’inconnues par rapport au
nombre d’Øquations. Il est donc nØcessaire d’ajouter aux Øquations de conservation des
Øquations de comportement. En ce qui concerne les Øquations gouvernant la mØcanique,
la contrainte est reliØe à la dØformation et au taux de dØformation à l’aide d’une loi de
comportement mØcanique. Deux relations entre l’enthalpie massique, le �ux de chaleur et
la tempØrature sont donnØes pour la fermeture de l’Øquation de conservation de l’Ønergie.

2.3.1 Loi de comportement pour la thermique

L’enthalpie massique H est dØ�nie par :

H =
Z T

T0

cp(�)d� + fl(T )L (2.5)

oø T est la tempØrature, T0 est une tempØrature de rØfØrence arbitraire, cp la chaleur
massique à pression constante du matØriau et L la chaleur massique latente de solidi�ca-
tion (supposØe constante). Le chemin de solidi�cation, c’est à dire la donnØe de la fraction
massique du liquide en fonction de la tempØrature fl(T ), est supposØ connu. Dans la suite
du document, nous ferons l’approximation de confondre fraction volumique et fraction
massique de chacune des phases, solide et liquide.

On introduit la chaleur massique e�ective dØ�nie par :

ce� =
@H
@T

= cp + L
dfl(T )

dT
(2.6)
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qui tient compte de la chaleur latente libØrØe au cours de la solidi�cation. Au sens de la
thØorie des distributions, le terme df l (T )

dT de cette derniŁre Øquation (2.6) peut s’apparenter
à une masse de Dirac à la tempØrature de fusion dans le cas de la solidi�cation pour un
corps pur.

D’autre part, le vecteur �ux de chaleur par di�usion est donnØ par une Øquation
similaire à la premiŁre loi de Fick (la loi de Fourier) :

~jT = �krT (2.7)

oø k est la conductivitØ thermique.

On peut alors Øcrire l’Øquation (2.1), en utilisant (2.2) et (2.7) :

�
dH
dt
�r:(krT ) = 0 (2.8)

ou l’exprimer en fonction de la tempØrature T , en faisant intervenir la chaleur massique

e�ective et le fait que
dH
dt

=
@H
@T

dT
dt

:

�ce�
dT
dt
�r � (krT ) = 0 (2.9)

ou encore :

�ce�
@T
@t

+ �ce� ~v � rT �r � (krT ) = 0 (2.10)

2.3.2 Lois de comportement pour la mécanique

Au cours du refroidissement et plus particuliŁrement lors de la solidi�cation, le compor-
tement du matØriau change. Il va passer par trois Øtats successifs : liquide, pâteux et solide.
De nombreux codes utilisent une seule loi de comportement de type Ølasto-viscoplastique
pour simuler l’Øtat du matØriau qu’il soit liquide, pâteux ou solide. Dans ce cas, pour nØ-
gliger les dØformations Ølastiques, on impose que le module de Young du liquide soit ØlevØ.
Ce choix, comme le souligne dans sa thŁse [Jaouen, 1998], est en contradiction avec les
mesures expØrimentales obtenues par [Decultieux, 1996] et [Vicente-Hernandez, 1994] oø
le module de Young à l’Øtat solide dØcroît avec T et reste de l’ordre du Giga-Pascal pour
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des tempØratures proches de la tempØrature de solidus. Aussi pour contrer ce problŁme
pouvant avoir des imperfections tant au niveau physique (pas de prise en compte de la
convection naturelle) qu’au niveau numØrique (gestion du saut de valeur du module de
Young entre le liquidus et le solidus), [Jaouen, 1998] propose de faire une modØlisation à
deux lois de comportement :

� une loi de comportement de type visco-plastique lorsque le matØriau est liquide ou
pâteux

� et une loi de comportement de type Ølasto-viscoplastique pour l’Øtat solide.

solide semi
solide

semi
liquide

liquide

Temp¶erature (±C)Ts Tc Tl

Comp ortemen t EVP Comp ortemen t VP

Fraction solide f s
1 0

Fig. 2.1 � Comportement du matØriau en fonction de son Øtat

Comme le montre la �gure (Fig. 2.1), le changement d’une loi de comportement vers
l’autre s’opŁre à une tempØrature arbitraire Tc. Le matØriau est alors considØrØ newtonien
en phase liquide, visco-plastique en dØbut de solidi�cation et en�n Ølasto-viscoplastique
en �n de solidi�cation et en phase solide. Dans la pratique, on �xera la tempØrature
de transition entre les lois rhØologiques comme Øtant Øgale à la tempØrature du solidus
([Jaouen, 1998], [Bellet et Jaouen, 1999]).

Ces lois de comportement doivent tenir compte des variations des di�Ørents coe�cients
rhØologiques (qui peuvent Œtre non nØgligeables) a�n de dØcrire au mieux les phØnomŁnes
issus de la solidi�cation. D’autre part, le matØriau subit des dilatations thermiques im-
portantes et non nØgligeables en particulier à l’Øtat solide ([Kozlowski et al., 1992]). De
maniŁre gØnØrale, le tenseur des vitesses de dØformation _" est alors dØcomposØ linØairement
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comme suit :

_" = _"� + _"th

avec
_"� = _"vp pour la loi de type visco-plastique
_"� = _"vp + _"el pour la loi de type elasto-visco-plastique
_"th le tenseur sphØrique des vitesses de dilatation thermique

(2.11)

Au tenseur des vitesses de dilatation thermique, on ajoute un terme dß à la variation
de volume intrinsŁque à la solidi�cation entre les tempØratures du liquidus et du solidus.
À partir de (2.2) et (2.3), on a pour une transformation ne faisant pas intervenir d’autre
source de changement de volume,

Tr _"th = Tr _" = r � ~v = �
1
�

d�
dt

(2.12)

Le tenseur Øtant sphØrique, on a donc

_"th = �
1
3�

d�
dt

I (2.13)

I, la matrice identitØ.

Remarque : Pour une transformation faisant intervenir l’ØlasticitØ, qui est une autre
source de dØformation volumique, on pourra retenir cette expression de _"th mais en notant
qu’alors � dØsigne la masse volumique de la con�guration dite "relachØe", c’est-à-dire la
con�guration courante à laquelle on a "soustrait" la dØformation Ølastique.

� Si �(T ), cas gØnØral, on a :

_"th = �
1
3�

d�
dT| {z }

�

_T I = � _T I (2.14)

�(T ) est appelØ le coe�cient de dilatation thermique.

� Si �(fs), dans l’intervalle de solidi�cation, avec � linØaire en fs conformØment à la
loi de mØlange � = fs�s + fl�l = fs(�s � �l) + �l alors :

_"th = �
1
3�

d�
dfs

_T I = �
1
3

�s � �l

�
_fs I �

1
3

�l � �s

�l| {z }
� " tr

_fs I = �"tr _fs I (2.15)
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�"tr reprØsente l’expansion volumique relative constatØe lors de la solidi�cation
entre les tempØratures du liquidus (Tl) et du solidus (Ts) - variable supposØe constante.
En gØnØral, �"tr est nØgatif, traduisant une contraction ("retrait") lors de la solidi-
�cation.

Reste maintenant à dØtailler les di�Ørentes lois de comportement pour la mØcanique
et plus particuliŁrement le terme _"�

2.3.2.1 Loi de comportement de type Ølasto-viscoplastique (EVP)

La base du modŁle est donc une dØcomposition additive du tenseur des vitesses de
dØformation _". Dans le cadre des petites dØformations, nous avons :

_" = _"vp + _"el + _"th (2.16)

La partie Ølastique de _" est reliØe à la dØrivØe temporelle des contraintes par la loi de
Hooke, sous sa forme hypoØlastique :

_� = E _"el =
E

1 + �
_"el +

E�
(1 + �)(1� 2�)

Tr( _"el) I (2.17)

E est le tenseur d’ØlasticitØ d’ordre 4 dont les composantes dØpendent de E, le module de
Young et de �, le coe�cient de Poisson. _� dØsigne la dØrivØe particulaire temporelle du
tenseur des contraintes de Cauchy � (cette dØrivØe, bien que non objective, est admissible
dans notre Øtude, les rotations et dØformations incrØmentales Øtant trŁs faibles).

En dØcomposant le tenseur � en une partie dØviatoire s et une partie sphØrique �pI :

� = s� pI = s +
Tr(�)

3
I (2.18)

Nous pouvons Øcrire la partie visco-plastique de _", de trace nulle, en nous rØfØrant à
un potentiel de viscoplasticitØ ([Rappaz et al., 1998]). Dans cette Øtude, nous choisissons
un potentiel de type Perzyna et Øcrivons :

_"vp =
p

3
2�eq

�
�eq� �s

K(T )�"n
p

3

� 1
m ( T )

s (2.19)

oø K(T ) est la consistance du matØriau et m(T ) la sensibilitØ de la contrainte d’Øcoulement
à la vitesse de dØformation. La fonction qui à x associe hxi donne la valeur de x pour
x > 0 ou 0 sinon.

Dans l’Øquation (2.19), on peut donc dire qu’il n’y a Øcoulement plastique que si la
contrainte Øquivalente de von Mises est supØrieure au seuil d’Øcoulement statique �s.
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Sachant que la contrainte d’Øcoulement de von Mises est donnØe par �eq =
q

3
2s : s

et que la vitesse de dØformation gØnØralisØe a pour expression _�" =
q

2
3"vp : "vp, la forme

monodimensionnelle de (2.19) s’Øcrit par :

�eq = �s + K(T )
p

3
m(T )+1 _"m(T )"n(T ) (2.20)

Cette loi combine donc les in�uences de la vitesse de dØformation et de l’Øcrouissage

sous une forme multiplicative (�" =
Z t

0

_�"d� est la dØformation plastique cumulØe).

2.3.2.2 Loi de comportement de type visco-plastique (VP)

Celle-ci dØrive de la loi de comportement EVP, en annulant la contrainte seuil �s et en
faisant tendre vers l’in�ni le module de compressibilitØ donnØ par � = E

3(1� 2� ) . Les dØfor-
mations d’origine Ølastique sont alors nØgigØes et les Øquations de la loi de comportement
VP peuvent alors s’Øcrire de la façon suivante :

_" = _"vp + _"th (2.21)

Nous nous plaçons dans le cadre de la loi de Norton-Ho� et on a :

_"vp =
1

2Kvp(T )

� p
3_"

� 1� m(T )
s (2.22)

oø Kvp(T ) dØsigne la consistance visco-plastique à la tempØrature T .

On peut Øcrire l’Øquation (2.22) avec les invariants :

�eq = Kvp(T )
p

3
m(T )+1 _"m(T ) (2.23)

Remarque : Dans l’Øquation (2.22), quand m(T ) = 1, on retrouve l’expression du
tenseur des taux de dØformation newtonien. Ceci correspond à l’Øtat purement liquide de
l’alliage, pour lequel Kvp est donc Øgal à la viscositØ dynamique.

2.4 Conditions aux limites et initiales

Pour que le systŁme d’Øquations (2.9) et (2.4) soit bien posØ, il convient d’y ajouter
des conditions aux limites adØquates. La nature parabolique des Øquations de conservation
nØcessite une condition initiale et des conditions aux limites sur la frontiŁre �i ;i =1 ;::;SD de

i ;i =1 ;::;SD , respectivement.
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2.4.1 Pour le problème thermique

Les conditions aux limites rØsultant des interactions avec l’extØrieur s’appliquent sur
toute ou une partie de la surface extØrieure. Elles sont de plusieurs types :

� Condition de type �ux imposØ (�ux extrait sortant de signe positif) :

� krT � ~n = �imp sur �i; 1 (2.24)

oø �!n est la normale sortante. Si le �ux est nul (�imp = 0), on parle alors de condition
adiabatique.

� Condition de type convection et/ou rayonnement avec l’extØrieur :

� krT � ~n = h(T � Text ) sur �i; 2 (2.25)

oø h = hcv + "r �r (T + Text )(T 2 + T 2
ext ) est le coe�cient d’Øchange thermique. hcv est

le coe�cient de transfert par convection. "r est l’ØmissivitØ du matØriau, supposØ ici
de type corps gris, (0 < "r < 1). �r = 5:66961 10� 8W:m� 2:K � 4 est la constante de
Stefan, Text la tempØrature extØrieure.

� Condition de type tempØrature imposØe (condition de Dirichlet)

T = Timp sur �i; 3 (2.26)

� L’Øchange thermique entre sous domaines est dØ�ni par la relation :

� krT � ~n =
1

Rij
(T � T s

j ) sur �ij (2.27)

oø hij =
1

Rij
(W:m� 2:K � 1) est le coe�cient de transfert entre les sous domaines 
i

(Rij est la rØsistance thermique de contact) et 
j et T s
j est la tempØrature de surface

du sous-domaine 
j en vis-à-vis.

Il est de plus nØcessaire de donner une condition initiale en tempØrature :

T (x; t = 0) = Tini (x) sur 
i (2.28)

2.4.2 Pour le problème mécanique

En ce qui concerne la fermeture du problŁme mØcanique, on dØcompose la frontiŁre �i

du domaine 
i par :
�i = �i;� [ �i;v [ �i;c [ �i; F (2.29)
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Chapitre 2. ModØlisation thermomØcanique avec le logiciel Thercastr

oø l’intersection entre chacune de ces sous parties de la frontiŁre est vide. On di�Ørencie
alors :

� �i;� , la surface oø l’on impose une contrainte :

�~n = ~�imp (2.30)

~n reprØsente la normale sortante de la frontiŁre du domaine ØtudiØ.

� �i;v , la surface oø on a des conditions imposØes en vitesse (condition de Dirichlet) :

~v = ~vimp (2.31)

� �i;c , la surface en contact. La force surfacique de rØaction avec l’outil (autre sous
domaine) se dØcompose en une composante normale appelØe vecteur contrainte nor-
male, �n = �n~n = (�~n) �~n)~n et une partie tangentielle appelØe cission de frottement
�!� f = �~n� ~�n :

�~n = �!� n +�!� f (2.32)

Le terme �n = �~n �~n est appelØ contrainte normale. GØnØralement, le vecteur cission
de frottement est dØ�ni en fonction de la vitesse par une loi de frottement : �f =
�f (~v;~voutil ; �n), ou Øventuellement pris nul pour un contact "parfaitement glissant".
Cette loi peut Œtre de type Coulomb ou de type viscoplastique selon le cas ØtudiØ.

Les conditions de contact unilatØral de Signorini doivent alors Œtre vØri�Øes :

(~v � ~voutil ) � ~n � 0 sur �i;c (2.33)

�n � 0 sur �i;c (2.34)

((~v � ~voutil ) � ~n) � �n = 0 sur �i;c (2.35)

Ces conditions de non-pØnØtration sont une consØquence à l’interface de la conser-
vation de masse. Ces Øquations peuvent s’Øcrire de maniŁre suivante sur �i;c :

[(�n = 0) et ((~v � ~voutil ) � ~n < 0] ou [(�n < 0) et ((~v � ~voutil ) � ~n = 0] (2.36)

Lorsqu’il y a ØgalitØ dans l’Øquation (2.33), on parle de contact bilatØral : il ne
peut y avoir de dØcollement entre la piŁce et l’outil.

� �i; F , la surface libre sur laquelle on a �f = 0 et �n = �Patmos = 0, en nØgligeant la
pression atmosphØrique devant les autres contraintes. La vitesse est donc inconnue
sur cette surface.
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2.5. Adaptation du problŁme thermomØcanique à la coulØe continue

2.5 Adaptation du problŁme thermomØcanique à la cou-
lØe continue

Nous souhaitons construire un logiciel applicable à di�Ørents procØdØs de coulØe conti-
nue. Il est donc important de dØvelopper une formulation s’adaptant aux di�Ørentes gØo-
mØtries de machine qui, comme nous le verrons, jouent un rôle important sur le compor-
tement thermomØcanique du produit coulØ.

2.5.1 Présentation des di�érentes géométries de machine de cou-

lée continue

On recense di�Ørents types de machines :

� Les machines traditionnelles ont pour origine la coulØe continue droite oø le
produit est coulØ, extrait et dØcoupØ à la verticale. l’inconvØnient majeur de ce type
de machine est sa hauteur excessive lorsque l’on cherche à obtenir des productions
ØlevØes, inconvØnient majeur lorsque le laminoir rØclame des demi-produits de grande
longueur.

� Pour diminuer cette hauteur, on a cherchØ à courber le produit aprŁs solidi�cation et
extraction de façon à e�ectuer la coupe à l’horizontale : c’est la machine verticale
cintrØe (quasiment disparue de nos jours).

� Puis, toujours dans un souci de diminuer cette hauteur, on est passØ à des machines
oø la courbure est donnØe dŁs la lingotiŁre, on parle alors dans ce cas de machine
courbe (beaucoup plus rØpandue).

� En�n, dans le but de rØduire les e�orts de dØcintrage, on a remplacØ le rayon de
courbure unique par plusieurs rayons, de plus en plus grands, se raccordant de façon
continue : c’est la machine courbe à rayons multiples.

� On peut rajouter une derniŁre catØgorie qui est la combinaison de plusieurs types
de machines. Dans un souci de qualitØ, il n’est pas rare de trouver des machines oø
la lingotiŁre est droite et la courbure ne commence qu’à environ 1; 5 m au-dessous
de celle-ci ; c’est la machine courbe à lingotiŁre droite.

L’objectif est donc de prendre en compte tous ces types de machines. Pour cela nous
avons mis en place une convention su�samment souple pour connaître la position des
di�Ørents rouleaux de guidage et les di�Ørentes zones verticale, horizontale ou courbe :
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1) On suppose que la coulØe s’e�ectue dans un mŒme plan P = (Ox; Oz). On retrouve le
sens de coulØe d’une machine reprØsentØe en 3D sur une coupe 2D, (Fig. 2.2(b))

2) L’origine du plan P se situe au niveau du mØnisque, dans la lingotiŁre.

3) Chaque zone de courbure est dØ�nie par un centre de courbure dans P , un rayon de
courbure et un angle de courbure. Ces courbures sont liØes entre elles pour assurer
une certaine continuitØ dans la machine, (Fig. 2.2(c)).

(a) Coupe 3D (b) Coupe 2D, plan de
coulée :P = ( Ox; Oz)

(c) Zones de courbure succes-
sives dé�nies dans le planP

Fig. 2.2 � ParamŁtres gØomØtriques d’une machine de coulØe continue
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2.5. Adaptation du problŁme thermomØcanique à la coulØe continue

4) Un rayon de courbure in�ni pour une zone indique que celle-ci est droite (verticale ou
horizontale).

5) Une machine de coulØe continue peut-Œtre soit verticale (en gØnØral utilisØe pour la
coulØe de bloom ou de billette), soit verticale puis courbe puis horizontale, soit
seulement courbe puis horizontale (pour la coulØe de brame).

6) Chaque rouleau est dØterminØ par son centre et son rayon, le vecteur directeur de l’axe
du rouleau dans (Ox; Oy; Oz) et par sa longueur. On pourra remarquer qu’en coulØe
de brames, les rouleaux sont parallŁles à la direction Oy, ce qui n’est pas le cas en
coulØe de blooms ou de billettes.

Ainsi, la longueur parcourue par le produit dans la machine de coulØe, plus commu-
nØment appelØ longueur mØtallurgique (terme que nous emploierons tout au long de
ce manuscrit), prendra en compte tous ces changements de courbure.

2.5.2 Nomenclature de la stratégie globale instationnaire

Comme nous l’avons prØcisØ dans la premiŁre partie de ce manuscrit, la stratØgie
globale instationnaire consiste à modØliser le procØdØ de coulØe continue comme si l’on se
trouvait dans sa phase d’amorçage. Le produit est alors alimentØ en mØtal liquide depuis
la lingotiŁre et est tractØ dans la zone de refroidissement secondaire à l’aide d’un outil.
La �gure (Fig. 2.3) reprØsente les di�Ørents outils qui vont nous servir à mettre en ÷uvre
cette stratØgie.

À la surface du produit discrØtisØ en ØlØments �nis, on identi�e des groupes de faces
sur lesquels seront appliquØs di�Ørentes conditions aux limites que nous dØtaillerons plus
loin, pour la fermeture des problŁmes mØcanique et thermique.

L’outil d’injection : reprØsentØ par le groupe de faces bleu dans la �gure (Fig. 2.3), il
permet de simuler continuellement l’apport de matiŁre dans la machine.

La lingotiŁre : elle est modØlisØe à l’aide d’un ou plusieurs sous domaines selon sa com-
plexitØ. C’est dans la lingotiŁre que le refroidissement est le plus brutal a�n de crØer
une peau assez solide pour contenir le mØtal liquide.

Les rouleaux : ils dØlimitent le chemin de solidi�cation secondaire et guident la brame
dans la machine. Nous nous limitons aux rouleaux de guidage sans tenir compte de
leur motorisation ni leur rØsistance au roulement. Dans notre Øtude chaque rouleau
est assimilØ à un obstacle �xe sur lequel la brame glisse sans frottement.
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Fig. 2.3 � DØ�nitions des di�Ørents ØlØments gØomØtriques utilisØs lors de la modØlisation
avec une approche globale instationnaire. Illustration pour une coulØe de brames.

Le mannequin : Cet outil �ctif, reprØsentØ par le groupe de faces vert dans la �gure
(Fig. 2.3), permet de tracter la brame dans la machine à une vitesse de coulØe
donnØe. Il faut remarquer que cet outil ne reprØsente pas le mannequin utilisØ par
les industriels lors de la phase d’amorçage d’une machine de coulØe.

2.5.3 Conditions aux limites pour le problème thermique

2.5.3.1 Le refroidissement pariØtal

Au cours de son Øvolution dans la machine, le produit (brame, bloom ou billette) va
Œtre refroidi soit lors de son contact avec la lingotiŁre, soit par aspersion d’eau. Pour dØcrire
ce refroidissement pariØtal de la brame, nous supposons qu’il peut Œtre moyennØ par zone.
Ainsi, l’IRSID est en mesure de nous fournir entre di�Ørentes longueurs mØtallurgiques
des donnØes caractØristiques de l’intensitØ du refroidissement. Le tableau (2.1) donne un
exemple de donnØes fournies pour le cas d’une machine de coulØe de brames de Dunkerque.
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Flux (type=1) W:cm� 2

Type de refroidissement Longueur mØtallurgique (cm) ou h (type=2) W:K� 1:cm� 2

ou "r (type=3)
1 47 130.00
2 70 0.0500
2 103.5 0.0420
2 196. 0.0330
2 294.5 0.0283
2 448.5 0.0285
2 622. 0.0232
2 799.5 0.0260
2 1200. 0.0222
2 1675. 0.0213
2 2975. 0.0200

Tab. 2.1 � Conditions aux limites pariØtales (grand cotØ) pour une machine de Dunkerque.

De maniŁre gØnØrale, on suppose que l’Øchange de chaleur au niveau de la lingotiŁre
est uniforme et peut-Œtre modØlisØ avec une condition de type �ux extrait (2.24) (type
1). Le refroidissement par aspersion d’eau, le contact thermique avec les cylindres et le
rayonnement seront modØlisØs par une condition de type convection et/ou rayonnement
(2.25) (type 2 pour convection et type 3 pour le rayonnement seul). Une consØquence est
que l’on ne calcule pas la signature thermique du contact de chaque rouleau de soutien.
Dans le cas d’une modØlisation tridimensionnelle, ces conditions peuvent Œtre di�Ørentes
que l’on soit sur le grand côtØ (entre les rouleaux) ou que l’on soit sur le petit côtØ à
longueur mØtallurgique donnØe.

Remarque : Dans le cas d’une Øtude plus �ne pour Øtudier le comportement du produit
en dØbut de solidi�cation, on peut utiliser l’Øchange thermique entre la lingotiŁre et le
produit dØ�ni par la condition (2.27) plus prØcise qu’une valeur moyennØe.

Concernant, la zone tampon introduite dans la partie prØcØdente, nous rajoutons une
zone de refroidissement supplØmentaire (ajout transparent pour l’utilisateur) dans laquelle
la condition d’adiabaticitØ est imposØe (�ux nul). Cette zone de refroidissement est de
longueur L, celle du maillage initial. Rappelons qu’aprŁs chaque remaillage, la tempØrature
de cette zone reste �xe et Øgale à la tempØrature de l’outil d’injection.
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2.5.3.2 L’outil d’injection

Au niveau de l’outil de l’injection, on utilise une condition de type tempØrature impo-
sØe, (2.26), a�n de rendre compte de l’alimentation continue du matØriau dans la machine
de coulØe continue. Une carte de tempØrature peut Œtre utilisØe en fonction de la position
de cet outil d’injection dans la machine.

2.5.3.3 Le mannequin

Le mannequin est supposØ adiabatique, de �ux nul. A priori, on pourrait penser que
cette hypothŁse, bien que discutable, est justi�Øe par la prØsence de faibles gradients
thermiques dans la direction de la coulØe et plus particuliŁrement dans la zone de re-
froidissement secondaire. Cependant, plusieurs Øtudes en lingotiŁre dont celle faite par
[Huespe et al., 2000] ont montrØ que le gradient de tempØrature dans le sens de coulØe
n’Øtait pas nØgligeable. Une alternative consisterait donc à imposer un �ux donnØ qui
devrait Øvoluer en fonction de la position du mannequin dans la machine.

Remarquons que dans notre cas, nous ne cherchons pas à calculer l’Øtat thermomØ-
canique de la phase transitoire d’amorçage de la coulØe. L’objectif est d’obtenir le plus
rapidement possible en chaque point de la machine le rØgime thermomØcanique station-
naire. En consØquence, la condition d’adiabaticitØ semble la plus appropriØe.

2.5.4 Conditions aux limites pour le problème mécanique

2.5.4.1 Le contact avec la lingotiŁre et les rouleaux

Le contact du produit coulØ avec la lingotiŁre ou avec les rouleaux est supposØ unila-
tØral et on nØglige les frottements au niveau de la lingotiŁre dans notre Øtude. Le contact
dans la lingotiŁre est exprimØ de façon classique en utilisant les conditions de Signorini
dØ�nies par (2.33), (2.34) et (2.35).

Le fait que la matiŁre ne doive pas pØnØtrer ces rouleaux se traduit par la condition
suivante : Pour tout point matØriel M en surface du produit et pour tout cercle de centre
Cr et de rayon Rr "dØsignant" le rouleau r , on a alors la relation : kCr Mk � Rr . Le
traitement spØci�que du contact avec les rouleaux sera dØtaillØ dans le chapitre suivant
lors de la rØsolution du problŁme thermomØcanique.

Pour di�Ørencier ces deux zones de contact, nous dØcomposerons�c en deux par :

�c = �l [ �r pour l=lingotiŁre

�l \ �r = ; et r=rouleaux

54



2.5. Adaptation du problŁme thermomØcanique à la coulØe continue

2.5.4.2 L’outil d’injection

On nØglige l’Øcoulement induit de la busette qui alimente la machine en produit. Dans
le cas oø la simulation est initiØe depuis la lingotiŁre, les faces en contact avec l’outil
d’injection sont soumises à une certaine contrainte normale. Compte tenu de l’utilisation
d’une zone tampon de longueur L, pour avoir une pression hydrostatique rigoureusement
nulle au mØnisque (z = 0), nous supposons sur les faces d’injection une contrainte normale
positive :

�~n = �gL~n (2.37)

Pour une longueur de zone tampon L = 0:3 m, en prenant � � 8000 kg:m� 3 et
g = 10 m:s� 2, cette contrainte normale vaut 24000 Pa. On pourra donc la nØgliger en
premiŁre approximation pour notre Øtude centrØe sur le refroidissement secondaire. À
l’inverse, pour une Øtude de formation de lame d’air en lingotiŁre, cette approximation
devrait Œtre ØvitØe.

2.5.4.3 Le mannequin

Au niveau du mannequin, on impose une condition de type vitesse imposØe (2.31)
dont les composantes Øvoluent en fonction de la vitesse de coulØe ~Vc et de la courbure de
la machine. Les trois composantes de la vitesse sont imposØes sur l’ensemble des n÷uds
appartenant à ce groupe de face. Le contact avec le mannequin est donc de type bilatØral
collant.

On remarque que c’est au niveau du mannequin que le dØbit de matiŁre est imposØ.
Au mØnisque, seule une condition en contrainte est appliquØe. De cette façon, le champ
de vitesse au mØnisque va s’ajuster de lui-mŒme a�n de satisfaire la conservation glo-
bale de la masse, en tenant compte notamment des retraits thermiques tout au long du
refroidissement.
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Chapitre 3. RØsolution numØrique du problŁme thermomØcanique

3.1 Formulation forte du problŁme thermomØcanique à
rØsoudre

RØsumons, ci-dessous, les Øquations rØgissant le problŁme thermomØcanique 8t 2]0; t[.
Ces Øquations ont ØtØ Øtablies au chapitre prØcØdent, oø les conditions initiales et aux
limites ont ØtØ Øgalement prØsentØes.

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�ce�
dT
dt
�r � (krT ) = 0 dans 
i

T (x; 0) = Tini (x) 8x 2 
i

�krT � ~n = �imp sur �i; 1

�krT � ~n = h(T � Text ) sur �i; 2

T = Timp sur�i; 3

�krT � ~n =
1

Rij
(T � T s

j ) sur �ij

(3.1)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

r � � + �~f = �
d~v
dt

dans 
i

� = s� pI avec p = �
1
3

Tr(�) et s dØ�ni selon une loi de comportement EVP ou VP

~�imp = � � ~n sur �i;�

~v = ~vimp sur �i;v

[(�n = 0) et ((~v � ~voutil ) � ~n < 0] ou [(�n < 0) et ((~v � ~voutil ) � ~n = 0] sur �i; l

kCrMk � Rr sur �i; r

~�f = �f (~v;~voutil ; �n) sur �i;c

(3.2)

A�n de simpli�er les Øcritures, on note T le problŁme thermique issu de (3.1) et
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3.2. RØsolution dØcouplØe du problŁme thermomØcanique

M le problŁme mØcanique issu (3.2) dans lesquels on retrouve les inconnues qui sont la
tempØrature T et le vecteur vitesse ~v.

3.2 RØsolution dØcouplØe du problŁme thermomØcanique

Les problŁmes mØcanique et thermique sont couplØs et supposent donc de rØsoudre un
systŁme non linØaire, à l’instant tn , sous la forme :

Sur 
tn � 1

(
T (T tn ; vtn ) = 0
M(T tn ; vtn ) = 0

(3.3)

Or la rØsolution couplØe de ces deux problŁmes est possible mais compliquØe (prØsence
de termes croisØs). On prØfŁre dØcoupler les problŁmes en considØrant que les termes
couplØs sont d’ordre supØrieur. Finalement la rØsolution du problŁme thermomØcanique
incrØmental se fera selon l’algorithme suivant :

Boucle sur les incrØments de temps
X 
tn � 1 est connu
X RØsolution du problŁme T
X RØsolution du problŁme M
X Actualisation de 
 selon le schØma

xtn = xtn � 1 + �t vtn

3.3 RØsolution du problŁme thermique T

3.3.1 Formulation faible et discrétisation spatiale

Mis sous forme faible, le problŁme thermique T devient :

Trouver le champ de tempØrature T 2 V tel que, 8 T � 2 W :

Z


 i

�ce�
dT
dt

T � dV +
Z


 i

krT � rT � dV +
Z

� i; 2

hTT � dS +
Z

� ij

1
Rij

TT � dS =

�
Z

� i; 1

�imp T � dS +
Z

� i; 2

hText T � dS +
Z

� ij

1
Rij

T s
j T � dS (3.4)

oø V = fT 2 H1(
i )=T = Timp sur �i; 3g et W = fT 2 H1(
i )=T = 0 sur �i; 3g sont les
espaces des fonctions test correctement choisis.
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Le problŁme thermique est rØsolu par la mØthode des ØlØments �nis. Les ØlØments
utilisØs pour mailler les sous-domaines sont de type tØtraŁdre linØaire P1 dont une reprØ-
sentation est donnØe par la �gure (Fig. 3.1).

Fig. 3.1 � ReprØsentation de l’ØlØment �ni de type P1

Les ØlØments tØtraŁdres sont utilisØs et les variables inconnues sont interpolØes, à un
instant t donnØ, à l’aide des fonctions de base fNn; n =1 :::Nbnoeg :

Th(x) =
NbnoeX

n=1

Nn(x)Tn (3.5)

oø l’indice h signi�e variable discrŁte, Nbnoe le nombre de n÷uds de la discrØtisation
spatiale du domaine 
i

En remplaçant les fonctions test par les fonctions de base fNn; n =1 :::Nbnoeg, l’assemblage
des Øquations sur tout le maillage conduit à un systŁme discret, d’inconnu le vecteur
T = fT1 : : : TNbnoeg, qui peut se mettre sous la forme :

C
dT
dt

+ KT = Q (3.6)

Comme les paramŁtres thermiques sont supposØs dØpendre de la tempØrature : la
matrice C de capacitØ, la matrice K de conductivitØ et le vecteur chargement Q dØpendent
de T et donc le problŁme à rØsoudre est non-linØaire. Donnons le dØtail des matrices C et
K et du vecteur Q :

Cnm =
NbeltX

e

( Z


 e
i

�ce� NnNmdV

)

(3.7)

Knm =
NbeltX

e

( Z


 e
i

krNn � rNmdV +
Z

� e
i; 2

hNnNmdS +
Z

� e
ij

1
Rij

NnNmdS

)

(3.8)

Qn =
NbeltX

e

(

�
Z

� e
i; 1

�imp NndS +
Z

� e
i; 2

hText NndS +
Z

� e
ij

1
Rij

T s
j NndS

)

(3.9)
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3.3. RØsolution du problŁme thermique T

Le calcul de ce� issu de (2.6) peut Œtre assez dØlicat et plus particuliŁrement dans
l’intervalle de solidi�cation oø on peut observer un saut à cause de la prØsence de la
chaleur latente. [Lemmon, 1979] propose une rØgularisation spatiale du type :

�ce� �
krHk
krTk

(3.10)

oø l’on suppose que l’enthalpie H est interpolØ de la mŒme maniŁre que le champ de
tempØrature T . Dans ce cas (3.10) devient constante par ØlØment, ce qui nous permet de
simpli�er l’Øcriture de (3.7) :

Sur chaque ØlØment e, on a : Ce
nm = �ce�

Z


 e
i

NnNmdV (3.11)

3.3.2 Discrétisation temporelle

La discrØtisation est e�ectuØe à un instant t� 2 [tn� 1; tn ] a�n de rendre le schØma plus
stable et plus consistant que si on avait cherchØ à rØsoudre le problŁme faible à l’instant
tn� 1, [Soyris, 1990] :

t� = �1tn� 2 + �2tn� 1 + �3tn et T � = �1T tn � 2 + �2T tn � 1 + �3T tn (3.12)

oø les coe�cients �1, �2 et �3 sont arbitraires et leur somme est Øgale à 1.

Les mŒmes pas de discrØtisation temporelle sont utilisØs pour le problŁme mØcanique et
pour le problŁme thermique a�n de n’utiliser qu’un seul maillage. La dØrivØe par rapport
au temps est discrØtisØe par un schØma à deux pas :

dT �

dt
=

@T �

@t
= (1� 
2)

T tn � 1 � T tn � 2

tn� 1 � tn� 2
+ 
2

T tn � T tn � 1

tn � tn� 1
(3.13)

En pratique, nous utiliserons un schØma de type Euler implicite a un pas. Dans ce cas,
on a la simpli�cation de l’Øquation (3.13) par :

dT �

dt
=

T tn � T tn � 1

�t
�t = tn � tn� 1 constant 8n: (3.14)

Le systŁme matriciel à rØsoudre à l’instant t� 2 [tn� 1; tn ] est :

R(T � ) = C
T tn + T tn � 1

�t
+ KT tn �Q = 0 (3.15)
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Chapitre 3. RØsolution numØrique du problŁme thermomØcanique

La dØpendance en tempØrature des matrices du systŁme non linØaire discret (3.15)
rendent l’utilisation de cette formule fastidieuse. Une technique de linØarisation proposØe
par [Zlamal, 1971] peut Œtre utilisØe comme le suggŁre [Menai, 1995]. AprŁs plusieurs
manipulations, on obtient �nalement le systŁme discret sous la forme :

AT tn = B (3.16)

Toutefois, dans le cas de la solidi�cation, le systŁme (3.15) peut Œtre fortement non-
linØaire (problŁme de conservation d’Ønergie). [Fachinotti et Bellet, 2004] propose de le
rØsoudre à l’aide d’une mØthode de type Newton-Raphson. On dØtermine le champ de
tempØrature à l’itØration (k) par : T (k+1) = T (k) +�T (k) oø �T (k) est solution du systŁme
linØaire suivant :

R(k) +
�

dR
dT

� (k)

�T (k) = 0 (3.17)

oø
dR
dT

la matrice tangente (ou jacobien).
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3.4. RØsolution du problŁme mØcanique M

3.4 RØsolution du problŁme mØcanique M

3.4.1 Formulation faible et discrétisation temporelle

La multiplication de l’Øquation de la conservation de la quantitØ de mouvement (2.4)
par un champ de vitesse virtuelle v� 2 V0 =

�
v; v 2 (H1(
i ))3; v = 0 sur �i;v

	
, puis une

intØgration par partie sur le domaine 
i permet d’Øcrire la forme faible de l’Øquation
d’Øquilibre, appelØe Principe des Puissances virtuelles, sous forme mixte vitesse/pression.
On pose :

V =
�

v; v 2 (H1(
i ))3; v = vimp sur �i;v
	

V0 =
�

v; v 2 (H1(
i ))3; v = 0 sur �i;v
	

Vca = fv; v 2 V ; (v � voutil ) � n � 0 sur �i; l et kCrMk � Rr sur �i; rg
V0

ca =
�

v; v 2 V0; (v � voutil ) � n � 0 sur �i; l et kCrMk � Rr sur �i; r
	

P = L2(
i )

(3.18)

Trouver (v; p) 2 Vca� P vØri�ant l’Øquation d’Øquilibre
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Z


 i

s : _"� dV �
Z


 i

pr:v� dV +
Z


 i

�
dv
dt

:v� dV �
Z


 i

�g:v� dV

�
Z

� i;�

�imp :v� dS �
Z

� i;c

�f :v� dS �
Z

� i;c

�n � v� dS = 0 8 v� 2 V0
ca

Z


 i

p� Tr( _"vp)dV = 0 8 p� 2 P

(3.19)

La variable pression p apparaît comme un multiplicateur de Lagrange de la contrainte
plastique d’incompressibilitØ. Ainsi, le terme de l’intØgrale de la seconde Øquation dans
(3.19) changera selon l’Øtat local du matØriau (i.e. en fonction de la tempØrature locale).
Dans le cas oø le matØriau est solide (comportement Ølasto-viscoplastique (2.16)), on aura :

Tr _"vp = Tr _"�Tr _"el �Tr _"th = r:v +
3(1� 2�)

E
_p� 3�(T ) _T � _fs�"tr (3.20)

Alors que dans le cas oø le matØriau est pâteux ou liquide, oø il n’y a pas de contri-
bution Ølastique (comportement Ølasto-viscoplastique (2.21)), on aura :

Tr _"vp = Tr _"�Tr _"th = r:v � 3�(T ) _T � _fs�"tr (3.21)

Ces deux relations traduisent en fait la conservation de la masse, Øtant donnØes les
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Chapitre 3. RØsolution numØrique du problŁme thermomØcanique

relations (2.2), (2.16) et (2.21). De mŒme, la partie dØviatoire s du tenseur des contraintes
� variera en fonction de l’Øtat du matØriau.

Le formalisme lagrangien utilisØ actualise, à la �n de chaque incrØment de temps
(i.e. tn), la position du domaine 
 et son Øtat de contrainte (i.e. 
tn ), par rapport à la
con�guration du dØbut de l’incrØment (i.e. tn� 1 = tn ��t et 
tn � 1 ) et non par rapport à
la con�guration initiale (i.e. t0 et 
t0 ). Dans ce cas on suppose qu’à partir de l’Øquilibre
du dØbut d’incrØment, on peut dØterminer la variation des grandeurs physiques induites
par le champ de vitesse au cours de l’incrØment, de maniŁre à retrouver l’Øquilibre en �n
d’incrØment.

Connaissant la tempØrature à l’instant tn (i.e. T tn ), la rØsolution du systŁme (3.19)
nØcessite le choix d’un schØma d’intØgration temporel a�n de dØcrire l’Øvolution en temps
des champs inconnus (ou variables d’histoire) : la position x, la vitesse v et la pression
p. Au temps tn� 1, on suppose connus xtn � 1 , vtn � 1 , ptn � 1 et leurs variations _xtn � 1 , _vtn � 1 ,
_ptn � 1 et vØri�ent l’Øquilibre thermomØcanique du problŁme. On cherche alors à dØterminer
leurs variations _xtn , _vtn et _ptn telles que les champs inconnus xtn , vtn et ptn vØri�ent aussi
l’Øquilibre thermomØcanique au temps tn . On utilise pour cela un schØma di�Ørences �nies
de type Euler implicite pour les variables vitesse/pression :

vtn = vtn � 1 + �t _vtn

ptn = ptn � 1 + �t _ptn
(3.22)

À l’aide de ces notations, on peut rØØcrire le problŁme mØcanique (3.19) à rØsoudre à
l’instant tn = t :

Trouver (v; p)t vØri�ant :
8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

Z


 t � � t
i

st : _"� dV �
Z


 t � � t
i

ptr:v� dV +
Z


 t � � t
i

�
vt � vt � � t

�t
:v� dV �

Z


 t � � t
i

�g:v� dV

�
Z

� t � � t
i;�

� t
imp :v� dS �

Z

� t � � t
i;c

� t
f :v� dS �

Z

� t � � t
i;c

� t
n � v

� dS = 0 8v� 2 V0
ca

Z


 t � � t
i

p� (r:vt +

8
<

:

3(1� 2�)
E

pt � pt � � t

�t
0

� 3�(T ) _T + _fs�"tr ) dV = 0 8p� 2 P

(3.23)

Dans cette Øquation, oø l’on di�Ørencie le cas EVP et le cas VP, les variations tempo-
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3.4. RØsolution du problŁme mØcanique M

relles _T et _fs sont issues de la rØsolution du problŁme thermique T .

En �n d’incrØment et aprŁs rØsolution, on actualise la con�guration à l’aide du schØma :

xt = xt � � t + �tvt (3.24)

3.4.2 Gestion incrémentale du contact unilatéral

La gestion du contact unilatØral va Œtre divisØe en deux dans le contexte de la coulØe
continue : la premiŁre partie traite de maniŁre classique le contact entre deux sous do-
maines (la lingotiŁre et la produit coulØ) alors que la deuxiŁme partie dØtaille le traitement
du contact entre le produit et les rouleaux de soutien.

3.4.2.1 Contact avec la lingotiŁre

Le problŁme du contact dans la lingotiŁre se prØsente comme un problŁme d’optimi-
sation sous contraintes : il s’agit de trouver un champ de vitesse vØri�ant les Øquations
d’Øquilibre sous la contrainte des conditions de Signorini (2.33),(2.34) et (2.35). Ces condi-
tions de contact unilatØral peuvent s’interprØter en termes d’ØvØnements comme :

8
>>>>>><

>>>>>>:

le point n’est pas en contact (surface libre) �n = 0 et �vn quelconque

le point est en contact et le reste �n < 0 et �vn = 0

le point est en contact et se dØcolle �n = 0 et �vn < 0

(3.25)

Dans notre cas, en adoptant une formulation vitesse/pression, le problŁme mØcanique
se rØsume à trouver (v; p) 2 Vca � P solution de (3.23) tels que les conditions de contact
unilatØral soient vØri�Øes. La satisfaction de ces conditions est rØalisØe à l’aide d’une mØ-
thode de pØnalisation. Cette mØthode consiste à appliquer localement à la surface du
produit un vecteur contrainte �n , colinØaire au vecteur normal n et de module propor-
tionnel à l’Øventuelle pØnØtration du produit dans la lingotiŁre selon la direction normale.
Le coe�cient de proportionnalitØ, a priori un scalaire positif de valeur ØlevØe, est notØ �l ;
Ceci nous conduit à l’Øcriture suivante.

�n = ��l

�
(vt � voutil ):n�

�t � � t

�t

�
n sur �i; l (3.26)

avec �t � � t , la distance entre la piŁce et la lingotiŁre à l’instant (t ��t). Par convention
� < 0 correspond à une pØnØtration. On note (< x >= (x + jxj)=2).
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Chapitre 3. RØsolution numØrique du problŁme thermomØcanique

En d’autres termes, on accepte que le champ de vitesse solution rØsulte en une lØ-
gŁre pØnØtration numØrique du produit dans la lingotiŁre. La pØnØtration est "pØnalisØe"
d’autant plus intensØment que la valeur du facteur de pØnalisation, �l , est grande. À l’in-
verse, un choix trop petit de ce coe�cient entraîne une prise de compte du contact non
satisfaisante. Il n’existe pas de rŁgle prØcise quant au choix d’une "bonne" valeur de ce
coe�cient. Nous verrons en �n de chapitre une mØthode locale d’adaptation de ce facteur
de pØnalisation.

L’introduction de ce chargement mØcanique en surface du produit conduit au terme
suivant dans l’Øcriture du principe des puissances virtuelles, aprŁs discrØtisation tempo-
relle, (3.23) :

Z

� t � � t
i; l

� t
n :v� dS = ��l

Z

� t � � t
i; l

�
(vt � voutil ):nt � � t �

�t � � t

�t

�
n � v� dS (3.27)

Notons ici que seule la partie du produit en contact avec la lingotiŁre sera concernØe
par le frottement. Dans le cas de la coulØe continue, on a :

Z

� t � � t
i;c

� t
f :v� dS =

Z

� t � � t
i; l

� t
f :v� dS (3.28)

3.4.2.2 Contact avec les rouleaux de soutien

Le traitement du contact du produit coulØ avec les rouleaux est traitØ de maniŁre
analogue au contact avec la lingotiŁre à l’aide d’une mØthode de pØnalisation. La seule
di�Ørence vient de l’expression du vecteur contrainte � t

n . Nous supposons que tous les
rouleaux sont considØrØs comme des obstacles immobiles et rigides. Le fait que tout point
matØriel M en surface du produit ne doive pØnØtrer n’importe quel rouleau de soutien de
centre Xr , de rayonRr et d’axe de direction ~dr se traduit par :

Soit C le centre du cercle dØ�ni dans le plan orthogonal à dr et passant par M, alors
on vØri�e la condition de non pØnØtration du rouleau par :

kCMk � Rr (3.29)

Cette relation permet d’utiliser la forme analytique donnØe par la gØomØtrie circulaire
de chaque rouleau. Ceci aura toute son importance lors de la discrØtisation spatiale par
ØlØments �nis des di�Ørents sous domaines. En e�et l’expression discrŁte du contact pØ-
nalisØ issue de (3.27) suppose un maillage de chacun des sous-domaines. Or dans le cas
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3.4. RØsolution du problŁme mØcanique M

de la coulØe continue, mailler tous les rouleaux peut devenir trŁs fastidieux, gØnØrer des
coßts de calcul en terme de recherche de face et engendrer des imprØcisions numØriques
plus ou moins importantes selon la �nesse du maillage du rouleau crØØ.

Fig. 3.2 � DØ�nition du contact pØnalisØ entre le produit coulØ et les rouleaux de soutien

Reste donc à dØterminer le vecteur contrainte � t
n sur la frontiŁre �r . À l’aide des

notations de la �gure (Fig. 3.2), lorsqu’un point matØriel frontiŁre à l’instant t � �t a
une vitesse vt telle que la position actualisØe du point en �n d’incrØment de temps, M t ,
soit à l’intØrieur d’un rouleau, ce point est pØnalisØ et subit une "force rØpulsive" dans la
direction du vecteur normalisØ ~nt

? qui n’est autre que le vecteur normalisØ
���!
CM t :

Z

� t � � t
i; r

� t
n :v� dS = �r

1
�t

Z

� t � � t
i; r



Rr � kCM tk

�
~nt

? � v
� dS (3.30)

avec :

8
>>>><

>>>>:

M t = M t � � t + �tvt

~nt
? =

���!
CM t

k
���!
CM tk

(3.31)

La prØsence de 1
� t permet d’exprimer cette composante du contact en vitesse et non en

dØplacement a�n d’Œtre parfaitement homogŁne avec l’expression issue de (3.27).
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Attardons-nous sur la construction de
���!
CM t pour laquelle on dØ�nit P~dr

l’opØrateur de
projection orthogonale sur ~dr :

���!
CM t =

���!
XrM t � P~dr

� ���!
XrM t

�

=
���!
XrM t �

� ���!
XrM t �

�!
d r

�
~dr (3.32)

exprimØ en coordonnØes pour l = 1; : : : ; 3 et k = 1; : : : ; 3, ce vecteur donne :
���!
CM t

l =
���!
XrM t

l �
� ���!

XrM t
k :
�!
d r;k

�
~dr;l

= (�lk � dk :dl)| {z }
P kl

:
� ���!

XrM t
�

l
(3.33)

avec �lk symbole de Kronecker.

ou plus simplement :
CM t = P:(XrM t) (3.34)

Ainsi, connaissant la direction de l’axe des rouleaux, on peut dØterminer, en 3D, la
direction de la "force rØpulsive" pour n’importe quel point matØriel. En d’autres termes
sont pØnalisØs tous les champs de vitesse aboutissant, aprŁs intØgration temporelle, à une
position des points de surface de la piŁce à l’intØrieur des rouleaux. Ces points sont alors
pØnalisØs suivant la direction ~nt

? fonction de vt . On remarquera dans la construction de la
�gure (Fig. 3.2) que ~nt

? dØpend du champ de vitesse matØriel sur l’incrØment de temps,
ce qui traduit le caractŁre implicite de la mØthode mise en ÷uvre : le contact est jugØ par
rapport à la con�guration de �n d’incrØment.

Remarque : Il existe bien sßr d’autres mØthodes pour rØsoudre ce problŁme d’optimi-
sation sous contraintes comme les mØthodes de lagrangien ou lagrangien augmentØ qui
ont l’avantage de prendre en compte de façon exacte la condition de contact mais prØ-
sentent l’inconvØnient de rajouter une inconnue au problŁme en plus de la vitesse et de
la pression. Se pose aussi le problŁme d’un choix judicieux d’espace fonctionnel correct
pour les multiplicateurs de Lagrange [Hild, 1998]. Pour une prØsentation pØdagogique des
mØthodes de pØnalisation et de lagrangien, le lecteur pourra se rØfØrer aux articles de
[Mijar et Arora, 2000] ou de [Wriggers, 1995]. Une alternative peut Œtre utilisØe pour une
prise en compte exacte des conditions de contact sans rajouter d’inconnue et sans utiliser
de mØthode de pØnalisation. Elle consiste à intØgrer directement les conditions cinØma-
tiques de contact aux Øquations d’Øquilibre [Rio, 2003]. Mais la principale des di�cultØs
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3.4. RØsolution du problŁme mØcanique M

est la modi�cation de la topologie de la matrice de raideur - matrice que nous allons
introduire dans la partie suivante.

3.4.3 Discrétisation spatiale

Nous dØtaillons ici la mØthode des ØlØments �nis utilisØe sur chacun des sous domaines

i;i =1 ::SD . A�n de ne pas alourdir les Øcritures, nous posons 
i = 
.

Le mini-ØlØment P1+=P1 est utilisØ pour la rØsolution du problŁme incrØmental (3.23)
oø les contraintes sont pØnalisØes (3.27). Il s’agit d’un ØlØment mixte tØtraŁdre pour lequel
la vitesse et la pression sont interpolØes par des fonctions linØaires par morceaux, (Fig.
3.3).

Cet ØlØment a l’avantage de vØri�er les conditions de Brezzi-Babuska pour un pro-
blŁme de Stokes grâce à l’ajout d’un degrØ de libertØ supplØmentaire en vitesse au centre
([Fortin, 1985]). Au Cemef, [Coupez, 1995] l’a Øtendu au cas tridimensionnel pour des
comportements visco-plastiques ; puis il a ØtØ repris par [Gay, 1995] dans le cas d’un
comportement Ølasto-plastique et par [Bellet, 1999, Jaouen, 1998] pour un comportement
visco-plastique compressible et Ølasto-viscoplastique, respectivement.

Fig. 3.3 � Mini ØlØment P1 + =P1

Soit �h une triangulation rØguliŁre du domaine 
t
h qui est une approximation spatiale

discrŁte du domaine. L’ensemble des sous ØlØments de l’ØlØment e sera notØ 
e :


h =
[

e2 � h


e �h � N (3.35)

oø 
e est un simplicial de R3.
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L’espace d’approximation de la vitesse est enrichi par l’espace des fonctions de type
bulle, qui sont linØaires sur chaque sous-ØlØment et nulles sur le bord de chaque ØlØment.
On dØcompose alors le champ de vitesse interpolØ wh de maniŁre unique de la façon
suivante :

wh = vh + bh avec wh 2 Wh = Vh 
 Bh (3.36)

oø vh est la partie linØaire du champ de vitesse et bh la partie relative au champ bulle.

Vh =
n

vh 2
�
C0(
e)

� 3 ; vh = vimp sur �v et vhj 
 e
2 (P1(
e))3 ; 8 e 2 �h

o
(3.37)

oø
�
C0(
e)

� 3 est l’espace des fonctions continues sur le domaine 
h 2 R3 et (P1(
e))3

est l’espace des fonctions linØaires sur l’ØlØment 
e � R.

Bh est l’espace de fonctions bulle. Cet espace est inclus dans l’espace des polynômes
de degrØ 3. En 3D, la mise en ÷uvre numØrique de tels polynômes devient lourde. Aussi,
[Coupez, 1995] a introduit une fonction bulle linØaire par morceaux sur l’ØlØment :

Bh =
n

bh 2
�
C0(
e)

� 3 , bh = 0 sur @
e; 8 e 2 �h; bhj 
 e
2 (P1(
ei ))

3 ; i = 1; ::; 4
o

(3.38)
oø 
ei i = 1; ::; 4 reprØsente les sous-tØtraŁdres dont le centre de gravitØ du tØtraŁdre est
un sommet commun. Ce qui signi�e que la fonction bulle est continue sur l’ØlØment 
e,
mais pas dØrivable.

Par consØquent, le champ de vitesse discret s’Øcrit, en un point de l’espace x 2 
h :

wh(x) =
NbnoeX

k=1

N l
k(x)Vk +

NbeltX

j =1

Nb
j (x)Bj (3.39)

oø wh 2 Wh; N l
k 2 Vh; k = 1; ::; Nbnoe sont les fonctions d’interpolation de l’ØlØment

linØaire associØes au n÷ud k et Nb
j 2 Bh sont les fonctions bulle associØes à l’ØlØment j.

Nbnoe et Nbelt sont le nombre de n÷uds et d’ØlØments respectivement.

Compte tenu des supports des fonctions d’interpolation, le champ de vitesse s’Øcrit au
niveau local (dans l’ØlØment contenant le point x)

wh(x) =
4X

k=1

N l
k(x)Vk + Nb(x)B (3.40)

On dira que wh 2 P1+ (
e).
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Le champ de pression est linØaire et continu :

Ph =
�

ph 2 C0(
e) et phj 
 e
2 P1(
e); 8 e 2 �h

	
(3.41)

La pression s’exprime en un point de l’espace x par :

ph(x) =
NbnoeX

k=1

N l
k(x)Pk (3.42)

Et donc au niveau local par :

ph(x) =
4X

k=1

N l
k(x)Pk (3.43)

Munis de ces espaces, nous pouvons maintenant rØØcrire la discrØtisation par ØlØments
�nis du problŁme mixte incrØmental (3.23) par :

Trouver (wh; ph)t 2 (Wh;Ph) vØri�ant :
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

8v�
h 2 V

0
h ;

Z


 t � � t
h

s(wt
h) : _"(v�

h) dV �
Z


 t � � t
h

pt
hr:v�

h dV �
Z


 t � � t
h

�g:v�
h dV

+
Z


 t � � t
h

�
wt

h � wt � � t
h

�t
:v�

h dV �
Z

� t � � t
h;�

�imp :v�
h dS �

Z

� t � � t
h;c

� t
f :v�

h dS

+�l

Z

� t � � t
h; l

�
(wt

h � voutil ):nt � � t �
�t � � t

�t

�
nt � � t :v�

h dS

�
�r

�t

Z

� t � � t
h; r



Rr � kP:(XrM)(wt

h)k
� P:(XrM)(wt

h)
kP:(XrM)(wt

h)k
� v�

h dS = 0

8b�
h 2 Bh;

Z


 t � � t
h

s(wt
h) : _"(b�

h)dV �
Z


 t � � t
h

pt
hr:b�

hdV �
Z


 t � � t
h

�g:b�
hdV

+
Z


 t � � t
h

�
wt

h � wt � � t
h

�t
:b�

hdV = 0

8p�
h 2 Ph;

Z


 t � � t
i

p�
h(r:wt

h +

8
<

:

3(1� 2�)
E

pt
h � pt � � t

h

�t
0

� 3�(T ) _T + _fs�"tr )dV = 0

(3.44)
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oø V0
h =

n
vh 2

�
C0(
e)

� 3 ; vh = 0 sur �v et vhj 
 e
2 (P1(
e))3 ; 8 e 2 �h

o

En remplaçant les fonctions test par les fonctions de base des espaces d’approximation,
on obtient un systŁme non linØaire discret notØ de maniŁre suivante à l’instant t :

8
><

>:

Rv(V t ; Bt ; P t) = 0
Rb(V t ; Bt ; P t) = 0
Rp(V t ; Bt ; P t) = 0

(3.45)

avec V t = (V t
1 ; :::; V t

3� Nbnoe), Bt = (Bt
1; :::; Bt

3� Nbelt ) et P t = (P t
1; :::; P t

Nbnoe).

Il est possible de dØmontrer que le terme Rv ne dØpend pas de Bt , [Jaouen, 1998]. Le
systŁme (3.45) s’Øcrit donc : 8

><

>:

Rv(V t ; P t) = 0
Rb(V t ; Bt ; P t) = 0
Rp(V t ; Bt ; P t) = 0

(3.46)

Ce problŁme est rendu non linØaire à cause des termes de contact, de frottement et de
comportement et est rØsolu par l’algorithme de Newton-Raphson. À chaque itØration de
Newton-Raphson, un systŁme linØaire de la forme suivante doit Œtre rØsolu :

0

B
@

Kvv 0 Kvp

0 Kbb Kbp

tKvp tKbp Kpp

1

C
A

0

B
@

�V t

�Bt

�P t

1

C
A = �

0

B
@

Rv(V t ; P t)
Rb(V t ; Bt ; P t)
Rp(V t ; Bt ; P t)

1

C
A (3.47)

avec Kxy =
@Rx

@y
.

Grâce à une technique d’Ølimination des degrØs de libertØ de type bulle (internes à
chaque ØlØment), dØtaillØe dans la thŁse de [Jaouen, 1998], on obtient le systŁme condensØ
suivant :

 
Kvv Kvp

tKvp Kpp � tKbpKbb� 1Kbp

!  
�V t

�P t

!

=

�

 
Rv

Rp � tKbpKbb� 1Kbppt � tKbpKbb� 1Rb

!

(3.48)

3.4.3.1 Expression des termes du contact avec les cylindres

Nous nous intØressons ici à l’expression du rØsidu et de la matrice hessienne issus
du contact du produit avec les rouleaux. Nous invitons le lecteur à consulter la thŁse
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de [Jaouen, 1998] pour le traitement spØci�que du contact pØnalisØ entre sous domaines
(lingotiŁre/produit dans notre cas). On pose :

R = Rv
r = �

�r

�t

Z

� t � � t
h; r



Rr � kP:(XrM)(vt

h)k
� P:(XrM)(vt

h)
kP:(XrM)(vt

h)k
� v�

h dS (3.49)

le terme de rØsidu dØcrivant le contact entre les rouleaux et le produit.

Pour simpli�er les Øcritures, nous posons :

a = P:(XrM)(vt
h) (3.50)

vecteur donnØ à l’itØration courante.

À l’aide des fonctions d’interpolations N l dØcrites par (3.40) pour chaque n÷ud n
frontiŁre du maillage, nous pouvons donner l’expression de la kième composante de (3.49) :

Rn;k = �
�r

�t

Z

� t � � t
h; r



Rr � ka(n)k

� a(n)
k

ka(n)k
N l

n

= �
�r

�t


Rr � ka(n)k

� a(n)
k

ka(n)k
Sn (3.51)

oø Sn est la surface de contrôle associØe au n÷ud n.

On peut alors calculer les termes de la matrice tangente associØe par la relation sui-
vante :

Kvv
nk;pl =

@Rnk

@Vpl

=
�r

�t

 
@ka(n)k

@Vpl
:

a(n)
k

ka(n)k
� (Rr � ka(n)k):

@
@Vpl

"
a(n)

k

ka(n)k

#

Sn

!

(3.52)

Or, le calcul des di�Ørentes dØrivØes à l’aide de (3.50) donne :

@a(n)k

@Vpl
= Pkl �np�t Pkl = �kl � dkdl

@ka(n)k
@Vpl

=
1

ka(n)k
a(n)

l �np�t

Finalement, aprŁs simpli�cation, on a :
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Kvv
nk;pl = �r�np

�
Pkl �

Rr

ka(n)k

�
Pkl �

1
ka(n)k2

a(n)
k a(n)

l

��
(3.53)

Cette expression analytique permet de bien prendre en compte la gØomØtrie des rou-
leaux de soutien et est plus prØcise qu’une approche de type contact entre sous domaines
(à cause des approximations numØriques qui seraient associØes à une facØtisation des
cylindres). Elle est aussi beaucoup plus rapide puisqu’elle ne fait intervenir que les para-
mŁtres de chaque rouleau et Øvite ainsi une recherche de surface en vis-à-vis, Øtape qui
peut Œtre lourde en temps de calcul si on choisit de mailler tous les rouleaux. En�n, on
remarquera que cette expression de la matrice (3.53) n’a�ecte pas la symØtrie de la ma-
trice tangente globale. Ce dernier point aura toute son importance lors de la rØsolution
du systŁme linØaire (3.48).

Nous avons dØjà ØnoncØ que le choix du coe�cient de pØnalisation �� (� = l ou � = r)
jouait un rôle important : pour mØmoire, une valeur trop petite de ce coe�cient entraînera
une non satisfaction de la prise en compte du contact. À l’inverse une valeur trop grande
donnera une pØnalisation trop importante et pourra perturber le conditionnement de la
matrice tangente. Reste à a�ner l’expression des coe�cients de pØnalisation de façon à
bien contrôler l’"intensitØ" de cette pØnalisation du contact.

3.4.3.2 Adaptation locale du facteur de pØnalisation

En e�et, de maniŁre gØnØrale, la distribution des e�orts surfaciques de contact peut
Œtre trŁs variable à la frontiŁre d’une piŁce. Ceci est particuliŁrement vrai dans le cas de
la fonderie, pour lequel on peut rencontrer à un mŒme instant des rØgions à l’Øtat liquide
sous des pressions mØtallostatiques trŁs di�Ørentes (cas des trŁs grosses piŁces de fonderie),
ainsi que des rØgions à l’Øtat solide avec des pressions de contact trŁs variables (contraction
autour de noyaux, gravitØ). C’est Øgalement vrai en coulØe continue oø les pressions de
contact sur les di�Ørents rouleaux de soutien ainsi qu’en lingotiŁre sont extrŒmement
variables ; il est Øvident que les rouleaux en bas de machine sont soumis à des e�orts plus
importants que ceux situØs en haut de machine.

DŁs lors, il est di�cile de dØgager une stratØgie pour le choix de la valeur locale du
coe�cient de pØnalisation. [Jaouen, 1998] a proposØ l’indexation de �� sur la valeur de la
pression de contact maximum ou locale, mais cela s’est avØrØ insu�samment robuste. Plus
rØcemment, il a ØtØ dØveloppØ au CEMEF une technique visant à assurer que les termes
de raideur provenant du contact pØnalisØ soient prØdominants par rapport aux autres
contributions selon un ratio �xØ a priori (par exemple 1000). Bien que plus satisfaisante,
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cette technique a Øgalement montrØ ses limites. En particulier, nous avons constatØ que les
pØnØtrations dans le moule Øtaient trŁs variables : de 10� 2 fois la taille de maille - valeur
semblant a priori correcte - à 10� 9 fois cette mŒme taille ! Cela montre que certaines zones
sont excessivement pØnalisØes avec ce type de raisonnement. Autrement dit, il doit Œtre
possible de diminuer les coe�cients de pØnalisation du contact dans certaines rØgions, et
donc d’amØliorer le conditionnement des systŁmes à rØsoudre, en contrôlant l’Øvolution de
la pØnØtration. C’est ce qui a inspirØ la nouvelle mØthode dØcrite ci-aprŁs [Bellet, a].

Contrôle incrØmental et local du facteur de pØnalisation � l , en lingotiŁre. No-
tons d’abord que le coe�cient �l peut Œtre considØrØ localement en chaque n÷ud frontiŁre.
En dØbut de chaque incrØment de temps, on procŁde à un ajustement de la valeur de �l se-
lon le raisonnement suivant. D’aprŁs (3.26), en cas de contact e�ectif dans le sous domaine
(i.e. la lingotiŁre), la pression de contact au n÷ud est donnØe à l’incrØment prØcØdent par :

p(n)
c = �(n)

l

�
vt :n�

�t � � t

�t

�

| {z }
� l

(3.54)

oø �l�t est la pØnØtration locale (positive) constatØe en �n d’incrØment prØcØdent, à conver-
gence.

En notant penobj la pØnØtration "objectif", c’est à dire la valeur de consigne autour de
laquelle on souhaiterait contrôler �l , on dØtermine la nouvelle valeur de �l en supposant
que la pression de contact va approximativement rester la mŒme sur le nouvel incrØment
et que la pØnØtration visØe est penobj . On a alors :

�(n)
l;new:

penobj

�t
= �(n)

l �l (3.55)

ce qui donne la nouvelle valeur du coe�cient �(n)
l;new :

�(n)
l;new = �(n)

l
�l�t

penobj
(3.56)

Si la pØnØtration actuelle �l�t se situe au voisinage de penobj , la correction de �(n)
l est

mineure. À l’inverse, pour Øviter de trop grandes variations de �(n)
l , nous avons limitØ sa

variation à une multiplication ou une division par un facteur 10. Ainsi, aprŁs une phase
d’ajustement sur les tout premiers incrØments de temps, on voit la valeur des pØnØtrations
s’homogØnØiser autour de la valeur de consigne sur tout l’interface produit-lingotiŁre.
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Pour initialiser les �(n)
l , nous nous appuyons sur le fait que chacun des termes de pØnali-

sation du contact doivent assurer une prØdominance par rapport aux autres contributions
dans la matrice tangente. Nous Øcrivons ainsi :

�(n)
l,ini = �0max

n2 � l

�
�
�Kvv;other

nk;nk

�
�
� (3.57)

oø �0 est un coe�cient �xØ a priori (typiquement, 103) et oø Kvv;other
nk;nk dØsigne les termes

diagonaux des autres contributions à la partie vv de la matrice tangente associØe au n÷ud
n sur la frontiŁre considØrØe.

Contrôle incrØmental et local du facteur de pØnalisation � r , (contact avec les
rouleaux) Concernant le facteur de pØnalisation pour la gestion du contact avec les
rouleaux la problØmatique est un peu di�Ørente. Tout d’abord, nous avons associØ le
facteur de pØnalisation �r aux rouleaux. En e�et lors de l’utilisation de notre stratØgie
globale instationnaire, les n÷uds frontiŁre ne sont que de "passage" et restent en contact
avec chacun des rouleaux sur seulement quelques incrØments de temps ; trop peu pour
envisager une stabilisation du coe�cient de pØnalisation si celui-ci est a�ectØ au n÷ud
frontiŁre.

Dans ce cas la pression de contact maximum constatØe sur chaque rouleau sera de :

p(r)
c = �r max (Rr � kP:(XrM)k)

| {z }
� r

(3.58)

En faisant le mŒme raisonnement que prØcØdemment, on obtient la nouvelle valeur du
coe�cient �r;new attachØ au rouleau r :

�r;new = �r
�r

penobj
(3.59)

oø �r est le coe�cient de pØnalisation attachØ au rouleau r en �n d’incrØment prØcØdent.

Concernant l’initialisation de �r , nous l’avons �xØ à une valeur arbitraire de 106. Ce
choix vient de la discussion dans l’exemple suivant.

Application sur une tranche statique A�n de mettre en Øvidence la bonne prise
en compte du contact analytique entre le produit et les rouleaux de soutien, nous avons
calculØ l’Øvolution d’une tranche statique Øpaisse entre des rouleaux. L’Øpaisseur de cette
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tranche est de 20 centimŁtres et sa longueur est de 50 centimŁtres. Deux rouleaux d’une
distance de 40 centimŁtres maintiennent cette tranche statique. Nous avons choisi un
comportement de type newtonien avec une viscositØ su�samment faible (K = 105 Pa.s)
pour modØliser l’a�aissement de la brame entre ces rouleaux et donc mettre en Øvidence
la bonne prise en compte des rouleaux de soutien. Le rØsultat de ce calcul est reprØsentØ
par la �gure (Fig. 3.4) oø au bout d’un certain temps la tranche tend à s’a�aisser sous
l’e�et de la gravitØ.

Fig. 3.4 � Prise en compte des rouleaux de soutien. Sous l’e�et de la gravitØ, la tranche
statique s’a�aisse et sa forme tient compte des rouleaux de soutien. On mesure ici le
gon�ement, exprimØ en millimŁtres, de la tranche par rapport à sa position initiale.

Au cours de ce calcul nous avons pu mesurer l’Øvolution du facteur de pØnalisation
a�ectØ à chacun des rouleaux. Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.5), cette
stabilisation ne peut se faire qu’au bout d’un certain nombre d’incrØments et avec une
initialisation de �r à 106.

La stabilisation des facteurs de pØnalisation permet celle de la distance de pØnØtration
dans les rouleaux autour de la pØnØtration objectif, �xØe à penobj = 10� 4, (Fig. 3.5(b)).

Choisir une valeur de penobj plus petite provoquerait un calcul de facteur de pØnalisa-
tion trop grand et donc un mauvais conditionnement du systŁme à rØsoudre (i.e. d’aprŁs
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(a) Stabilisation du facteur de pénalisation (b) Stabilisation de la distance de pénétra-
tion dans les rouleaux autour de la péné-
tration objectif �xée à 0:1 millimètres

Fig. 3.5 � RØgularisation du facteur de pØnalisation au cours du calcul et distance de
pØnØtration dans les rouleaux pour �r initialisØ à 106

(3.59), quand penobj ! 0 alors �r ! +1). Pour contrer ce problŁme, nous avons augmentØ
arbitrairement le rayon des rouleaux de la valeur de la pØnØtration objectif (nØgligeable
par rapport au rayon des rouleaux). Ainsi, le produit peut pØnØtrer de penobj les rouleaux
de rayon Rr + penobj et donc cela permet d’obtenir une pØnØtration e�ective nulle par
rapport à la position nominale des rouleaux.

Ceci a ØtØ appliquØ lors d’une Øtude de sensibilitØ à l’initialisation de �r . Comme on
peut le voir sur les �gures (Fig. 3.6(c)) et (Fig. 3.6(d)), la pØnØtration objectif ramenØe
à zØro est bien respectØe sans a�ecter les valeurs des facteurs de pØnalisation.

Quelque soit l’initialisation de �r , la stabilisation des facteurs de pØnalisation ne peut
se faire qu’au bout d’un certain nombre d’incrØments. Mais elle est beaucoup plus rapide
lorsque la valeur du facteur de pØnalisation est plus grande (i.e. : �r = 106). Un calcul a
ØtØ aussi fait pour une valeur de �r = 109, mais celui-ci n’a pas pu aller au delà du premier
incrØment : cette valeur trop grande engendrait un mauvais conditionnement du systŁme
et donc une non convergence dans l’algorithme de Newton-Raphson.
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(a) � r initialisé à 103 (b) � r initialisé à 106

(c) � r initialisé à 103 (d) � r initialisé à 106

Fig. 3.6 � RØgularisation du facteur de pØnalisation au cours du calcul et distance de
pØnØtration dans les rouleaux pour di�Ørentes initialisations de �r .
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3.4.3.3 HomogØnØisation du systŁme en vitesse-pression

Avant de rØsoudre le systŁme (3.48), on peut remarquer que les rØsidus ne sont pas de
mŒme dimension. Le premier rØsidu, Rv resultant de la premiŁre Øquation de (3.44) est
homogŁne a une force (N), tandis que le second, resultant d’une combinaison entre les
deux derniŁres Øquations de (3.44) est homogŁne à un dØbit (m3:s� 1). Deux problŁmes
se posent alors. D’une part, on constate que la matrice du systŁme linØaire (3.48) est
gØnØralement mal conditionnØe. Ceci est un handicap important dans la mise en ÷uvre
de mØthodes itØratives de rØsolution, dont la rapiditØ de convergence dØpend fortement
du conditionnement de la matrice. Or ces mØthodes sont absolument nØcessaires en calcul
intensif. D’autre part, on conçoit que la dØ�nition d’une norme sur le vecteur rØsidu
assemblØ est problØmatique, de par la non homogØnØitØ de ses termes.

Changement p=q : Un changement de variable sur l’inconnue pression doit alors Œtre
envisagØ. Un tel changement de variable a ØtØ proposØ dans la thŁse de [Gay, 1995] pour
la modØlisation d’Øcoulements Ølasto-plastiques. Dans la thŁse de [Jaouen, 1998], il a ØtØ
adaptØ au comportement hybride de Thercastr, visco-plastique/Ølasto-viscoplastique, en
proposant :

pt
h =

�
l
qt

h = �qt
h (3.60)

avec � viscositØ caractØristique et l taille caractØristique. Du point de vue des dimensions,
� s’exprime en (N:m� 3:s) ou (kg:m� 2:s� 1) et qt

h devient homogŁne a une vitesse (m:s� 1).

On montre alors que la nouvelle matrice de raideur tangente issue du systŁme linØaire
(3.48) a pour nouvelle expression :

 
Hvv Hvq

tHvq Hqq

!

=

 
Kvv Kvq

tKvq Kqq� tKbqKbb� 1Kbq

!

=

 
Kvv �Kvp

� tKvp �2(Kpp � tKbpKbb� 1Kbp)

!

=

 
Hvv �Hvp

� tHvp �2Hpp

!

(3.61)

Les deux composantes du second membre du systŁme (3.48) ont aprŁs changement de
variable la dimension d’une force (N) et les termes de raideur s’expriment en (N:m� 1:s)
ou (kg:s� 1).
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Changement p=q optimisØ : L’expØrience a montrØ que la dØtermination de � en
chaque n÷ud n’est pas toujours chose aisØe, pour plusieurs raisons :

� le choix d’une taille caractØristique �l appropriØe n’est pas Øvident ;

� le choix d’une viscositØ caractØristique � est problØmatique en prØsence de gradients
thermiques, et donc de gradients de paramŁtres rhØologiques ;

� avec le modŁle de comportement hybride visco-plastique/Ølasto-viscoplastique, ce
choix est a fortiori trŁs dØlicat pour les n÷uds appartenant à la fois à des ØlØments
visco-plastiques et à des ØlØments Ølasto-viscoplastiques.

D’un point de vue pratique, le changement de variable (3.60) s’est avØrØ insu�sant en
terme d’amØlioration du conditionnement de la matrice du systŁme. Pour s’en convaincre,
il su�t d’examiner les minima et maxima des termes diagonaux Hvv et Hqq : dans la
plupart des cas, ils sont loin de coïncider en ordre de grandeur.

Le changement de variable suivant est alors proposØ ([Bellet, b]), issu de la simple
observation de la matrice du systŁme (3.61), pour tout n÷ud n du maillage :

�n =

vu
u
t

max
i =1 ;dim

Hvv
ni;ni

jHpp
nn j

(3.62)

dim dØsigne ici la dimension du problŁme.

Les coe�cients �n sont gardØs constants en chaque n÷ud sur un incrØment de temps.
Par consØquent, l’expression (3.62) est calculØe en fonction des termes Hvv et Hpp obtenus
à l’incrØment prØcØdent. Si on fait alors intervenir dans (3.62) le coe�cient �n utilisØ au
mŒme n÷ud à l’incrØment prØcØdent, on obtient :

�new
n = �n

vu
u
t

max
i =1 ;dim

Hvv
ni;ni

jHpp
nn j

(3.63)

Les termes Hvv et Hqq ont les valeurs diagonales maximum qui sont du mŒme ordre de
grandeur, voire souvent trŁs proches. De plus les minima de ces mŒmes valeurs sont Øgale-
ment proches, ce qui constitue un rØsultat favorable plus inattendu. Dans ces conditions,
le conditionnement du nouveau systŁme linØaire à rØsoudre est grandement amØliorØ.

81



Chapitre 3. RØsolution numØrique du problŁme thermomØcanique

3.4.3.4 Algorithme de rØsolution

Plusieurs facteurs (temps de calcul, stockage des matrices, parallØlisation du systŁme,
...) nous poussent à choisir une mØthode itØrative plutôt qu’une mØthode directe. La
rØsolution du systŁme linØaire (3.48) avec changement de variables est alors e�ectuØe
par une mØthode itØrative de type rØsidu minimal prØconditionnØ par une matrice bloc
diagonale dØ�nie positive [Marie, 1997].

En dØ�nitive, la rØsolution du problŁme non linØaire se fait par la mØthode de Newton-
Raphson. Son algorithme s’Øcrit à chaque pas de temps t :

k = 1

Tant que



 R(V t

k ; P t
k)




 � critŁre d’arrŒt

Calculer la direction de descente
�
�V t

k ; �P t
k

�

solution du systŁme linØaire (3.48) avec (3.61)

Actualisation :

 
V t

k+1

P t
k+1

!

=

 
V t

k

P t
k

!

+

 
�V t

k

�P t
k

!

k = k + 1

(3.64)

3.4.3.5 Recherche linØaire

Nous dØcrivons ici la procØdure de recherche linØaire que nous avons mis en place
pour optimiser la convergence d’un problŁme non linØaire comme dans le cas de la coulØe
continue (la gestion implicite du contact avec les rouleaux de soutien accentue fortement
la non linØaritØ du problŁme à rØsoudre).

Pour des problŁmes non linØaires, il arrive frØquemment, aprŁs un certain nombre
d’itØrations dans l’algorithme de Newton-Raphson (3.64), que l’itØrØ courant soit trŁs
ØloignØ de la solution dØsirØe. Cette divergence est gØnØralement due à un choix de pas de
temps trop grand dans le schØma de discrØtisation temporelle (3.22). Ceci est plus marquØ
si le point de dØpart (i.e. pour k=1) est loin de la solution �nale. Pour y remØdier, on peut
bien entendu diminuer le pas de temps mais l’e�et peut Œtre considØrable sur le temps
de calcul. Une autre approche consiste à modi�er l’actualisation dans (3.64) : on modi�e
ainsi la façon de dØplacer l’itØrØ k vers l’itØrØ k + 1 quand la norme du rØsidu à l’itØration
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k + 1 est plus grande que celle du rØsidu à l’itØration k. On peut traduire ceci par :

On pose

8
><

>:

Xk = (V t
k ; P t

k) et �Xk = (�V t
k ; �P t

k)

f(Xk) = kR(Xk)k

Si f(Xk+1 ) > f(Xk) alors :

Trouver � tel que :
Xk+1 = Xk + ��Xk oø f(Xk+1 ) < f(Xk)

Sinon k = k + 1

(3.65)

Une premiŁre mØthode pour trouver le paramŁtre �, appelØe "backtracking", consiste
à diviser � par 2 (en partant de la valeur initiale � = 1) et rØitØrer cette opØration jusqu’à
ce que la relation f(Xk + ��Xk) < f(Xk) soit vØri�Øe. Cette mØthode a l’avantage d’Œtre
peu coßteuse mais s’avŁre inadaptØe lors de la rØsolution de problŁmes fortement non
linØaires.

Une autre mØthode, appelØe "recherche linØaire", consiste à trouver � en minimisant
la fonction linØaire suivante :

’(�) = f(Xk + ��Xk) (3.66)

Rappelons que si f est di�Ørentiable, le pas optimal �� peut Œtre caractØrisØ par :
(

’0(��) = 0;
’(��) � ’(�) pour 0 � � � ��

(3.67)

Autrement dit, �� est le minimum local de ’ qui assure de plus la dØcroissance de
f . Dans ce cas, trouver � par une mØthode de recherche linØaire exacte peut entraîner le
calcul un grand nombre de fois de la fonction ’ : ce qui peut Œtre dissuasif du point de vue
du temps de calcul. Dans la pratique, on utilise une approche Øquivalente en invoquant le
fait que les composantes de Rk+1 doivent disparaître dans la direction de descente �Xk :

’0(�) � s(�) = Rk+1 ��Xk = 0 (3.68)

oø �Xk est �xØe et Rk+1 est fonction de � (i.e. Rk+1 = R(Xk + ��Xk)).
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Le but est donc de trouver � qui va annuler la fonction s. D’un point de vue numØrique,
on �xe un critŁre d’arrŒt de recherche de � par [Cris�eld, 1991] :

8
>>><

>>>:

�
�
�
�

s(�)
s(� = 0)

�
�
�
� < �ls

� < Tol

(3.69)

[Cris�eld, 1991] propose de �xer �ls autour de 0:8 par expØrience. Si � est trop petit
l’itØrØ Xk+1 est trop proche de Xk et risque donc d’augmenter le nombre d’itØrations dans
l’algorithme de Newton-Raphson, c’est pourquoi on choisira Tol = 0:01.

Notons ici que le cas � = 0 correspond à :

s0 = s(� = 0) = Rk+1 (� = 0) ��Xk = Rk ��Xk (3.70)

on retrouve le rØsidu issu de l’itØration prØcØdente.

Finalement, chercher le paramŁtre � minimisant la fonction ’ de (3.66) revient à
trouver � annulant la fonction s de (3.68) à l’aide du critŁre d’arrŒt (3.69). Dans la
procØdure de recherche linØaire, la recherche du paramŁtre optimum �� de (3.68) devient
un point clØ. [Cris�eld, 1991] suggŁre d’utiliser une simple technique d’interpolation ou
d’extrapolation selon di�Ørents cas en seulement deux "coups".

Initialement, la recherche linØaire dØbute pour � = 1 qui correspond à une itØration
de Newton-Raphson basique (3.64). Deux possibilitØs, pour le calcul de �1, sont alors
possibles mais le cas gØnØralement rencontrØ (interpolation) est reprØsentØ sur les �gures
(Fig. 3.7(a)) et (Fig. 3.7(b)).

Le calcul de �2 sera calculØ par interpolation soit entre s2
s0

(notØ par "2" par les �gures)
et s0

s0
comme le montre la �gure (Fig. 3.7(a)), soit entre s2

s0
et s1

s0
comme le montre la �gure

(Fig. 3.7(b)).

Dans le cas oø s1
s0

est proche de 1, une extrapolation engendrerait une valeur ØlevØe de
� pouvant entraîner un nombre excessif d’itØrations ou une divergence. Dans la pratique,
si les deux cas dØcrits par les �gures (Fig. 3.7(c)) et (Fig. 3.7(d)) sont rencontrØs la
recherche linØaire n’est pas activØe et on �xe la valeur de � à 1.

Des tests numØriques, dØcrits plus loin dans ce manuscrit, ont montrØ de maniŁre
signi�cative l’apport d’une telle mØthode tant au niveau de la convergence de l’algorithme
de Newton Raphson qu’au niveau des temps de calcul.
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(a) Interpolation - cas 1 (b) Interpolation - cas 2

(c) Extrapolation - cas 1 (d) Extrapolation - cas 2

Fig. 3.7 � Recherche simple et rapide du paramŁtre �
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Chapitre 4. Validation et exploitation du logiciel Thercastr pour la coulØe continue d’aciers

Ce chapitre met en pratique notre approche globale instationnaire pour des con�gura-
tions rØelles de machine de coulØe continue associØes à di�Ørentes gØomØtries de produit
coulØ :

� des brames sur la machine de Sollac Dunkerque (ArcØlor),

� des blooms pour la machine d’Hagondange (AscomØtal).

Avant de traiter ces deux cas, une premiŁre partie est consacrØe à la validation du
problŁme thermique en statØgie globale instationnaire. L’absence d’essais et d’Øtudes mØ-
caniques ne permet pas d’en faire de mŒme pour la validation du problŁme mØcanique. En
e�et, dans le cadre du projet OSC, des essais sur pilote Øtaient plani�Øs à l’IRSID. Mal-
heureusement, aucune mesure de gon�ement n’a pu Œtre e�ectuØe. D’une part de fortes
vibrations, liØes à l’oscillation de la lingotiŁre dont la frØquence augmente avec la vitesse
de coulØe et aux ultra sons imposØs pour Øviter le collage de la peau solide à la paroi de
la lingotiŁre, et d’autre part, un nuage de vapeur trŁs dense se formant dans le refroidis-
sement secondaire - qui rØsulte de l’arrosage de surface du produit chaud par les gicleurs
d’eau froide - ont fait Øchouer toutes tentatives de mesures.

Nous ne sommes pas capable, à l’heure actuelle, de valider le problŁme mØcanique avec
notre approche globale instationnaire. Il est en e�et bien plus simple, en coulØe continue
d’acier, d’e�ectuer des essais numØriques que des essais expØrimentaux.

4.1 Validation du problŁme thermique

Pour valider la rØsolution du problŁme thermique avec notre approche globale ins-
tationnaire (notØe GI), nous avons utilisØ la gØomØtrie de la machine de Fos-sur-Mer.
Cette machine aux dimensions imposantes permet de couler, à une vitesse de coulØe de
1; 25 m:min� 1, des brames d’acier de largeur 1:80 m à 2:20 m et d’une Øpaisseur de 22 cm.
En l’absence d’outils de calcul su�samment puissants pour ambitionner de modØliser
l’ensemble du procØdØ, nous nous sommes limitØs à travailler sur une portion de brame
situØe à c÷ur : nous parlerons dans ce cas de brame à largeur rØduite ou d’approche
pseudo-bidimensionnelle.

4.1.1 Présentation et mise en données

La validation du problŁme thermique a ØtØ faite en comparant nos rØsultats issus d’une
approche globale instationnaire et ceux obtenus en utilisant une approche de type tranche
instationnaire Øgalement possible avec le logiciel Thercastr.
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4.1. Validation du problŁme thermique

Hormis l’Øvolution du produit dans la machine de coulØe continue (rôle essentiel pour
la mise ÷uvre des approches instationnaires), le problŁme mØcanique peut-Œtre considØrØ
comme arbitraire dans le cas d’un calcul purement "thermique". Aussi, nous modØli-
sons mØcaniquement l’acier comme un milieu newtonien. Pour faciliter la convergence
du problŁme mØcanique, nous choisissons une viscositØ arbitraire su�samment ØlevØe et
constante. Par ailleurs, les termes d’inertie (�d~v

dt ) et la gravitØ (�~g) sont nØgligØs.

Les donnØes du problŁme thermique sont supposØes constantes et proches de celles
utilisØes pour simuler le refroidissement d’un acier. Nous avons choisi :

k = 40 W:m� 1:K� 1

� = 7:3 103 kg:m� 3

cp = 700 J:kg� 1:K� 1

Chemin de solidi�cation linØaire entre 1528�C et 1495�C

(4.1)

Au cours de son Øvolution dans la machine, la brame va passer dans plusieurs zones
de refroidissement dont les valeurs sont rØpertoriØes dans le tableau (Tab. 4.1)

Type de refroidissement Longueur mØtallurgique Flux (type=1) W:m� 2

(cm) ou h (type=2) W:K� 1:m� 2

1 82 1 310 000
2 116 980
2 203,5 841
2 295,4 695
2 387,4 689
2 480,8 641
2 599,3 558
2 789,1 450
2 1174,5 386
2 1584 308
2 2227,7 273
2 3000 262

Tab. 4.1 � Conditions aux limites pariØtales (grand cotØ) pour une machine de Fos-sur-
Mer.

Le maillage est constituØ d’une seule couche d’ØlØments. Il est dØterminØ par deux plans
de symØtrie et est situØ dans le plan (Oz), plan longitudinal mØdian de la machine de coulØe
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(Fig. 4.1(a)). La taille du maillage initial est de 8 mm pour les ØlØments proches de la
frontiŁre et de 15 mm pour le reste, (Fig. 4.1(b)). Notre "zone tampon" (i.e. maillage
initial) est donc composØe de 383 n÷uds et de 981 ØlØments et se situe au dessus du
mØnisque.

(a) Position de la brame à lar-
geur réduite en début de calcul

(b) Maillage initial

Fig. 4.1 � PrØsentation du maillage initial en vue d’un calcul global instationnaire sur
une brame à largeur rØduite (approche pseudo-2D)

4.1.2 Résultats thermiques

Le maillage va s’agrandir progressivement jusqu’à ce que le puits pâteux se ferme
dØ�nitivement. La �gure (Fig. 4.2) montre à di�Ørentes longueurs mØtallurgiques (i.e. 0,
3, 7, 13, 16 et 20 mŁtres) l’Øvolution de la fraction liquide. La frØquence de remaillage est
pØriodique : tous les 3 incrØments de temps (�t = 1 s). MalgrØ cette croissance continue,
les coßts dus au remaillage restent constants tout au long du calcul car proportionnels au
nombre de n÷uds dans la zone tampon. Le maillage �nal est composØ de 58118 n÷uds
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pour 174099 ØlØments et a ØtØ atteint aprŁs 6 jours de calculy pour 1010 incrØments. Bien
qu’importante, cette durØe reste raisonnable au regard du nombre de n÷uds.

Fig. 4.2 � États successifs (0, 3, 6, 10, 15 et 21 mŁtres) de la brame et de la fraction
liquide pour la gØomØtrie de Fos-sur-Mer.

Nous avons adaptØ le logiciel Thercastr pour faire un calcul de type tranche ins-
tationnaire. Le logiciel en mode tranche instationnaire a ØtØ comparØ et validØ avec
le logiciel commercial Abaqusr et le logiciel R2Solr Øgalement dØveloppØ au CEMEF,
[Costes et al., 2003]

Nous donnons à la �gure (Fig. 4.3) l’Øvolution de la tempØrature à c÷ur et en peau en
fonction de la longueur mØtallurgique obtenus avec les di�Ørents codes. L’Øvolution de la
tempØrature à c÷ur permet d’estimer la �n des puits liquide et pâteux qui se situe à 11:5
et 19 mŁtres respectivement. On note que le passage d’une zone de refroidissement à une

ysur Pentium3, 1.8 GHz et 512 Mo de Ram
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autre est caractØrisØ par un lØger rØchau�ement en peau. Ceci provient de la dØcroissance
du coe�cient d’Øchange moyen h au long de la machine, d’une zone à l’autre (cf. (Tab.
4.1)). Au dØbut d’une nouvelle zone, on a donc un phØnomŁne de rØchau�ement de la
peau par le c÷ur du produit.

Fig. 4.3 � Évolution de la tempØrature à c÷ur et en peau de la brame. Confrontation
entre di�Ørents logiciels pour la mØthode tranche instationnaire

La courbe en bleu tracØe sur la �gure (Fig. 4.4) est issue du calcul tranche insta-
tionnaire calculØ avec Thercastr. Elle est comparØe avec celle issue d’un calcul global
instationnaire, en rouge. MalgrØ les quelques variations en haut de la machine, les courbes
sont en parfaite adØquation.

Pour pouvoir estimer le temps nØcessaire à l’Øtablissement de l’Øtat stationnaire nous
avons enregistrØ l’Øvolution de la tempØrature en di�Ørents points �xes de l’espace. Nous
avons choisi trois points pour 3 sections de la brame à des longueurs mØtallurgiques de 1,
7 et 15 mŁtres. Dans une mŒme section, nous dØ�nissons les capteurs de tempØrature de
la façon suivante :
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4.1. Validation du problŁme thermique

Fig. 4.4 � Évolution de la tempØrature à c÷ur et en peau de la brame. Confrontation
entre les deux mØthodes instationnaires

� Un premier capteur, en rouge, situØ à c÷ur de la section considØrØe,

� Un deuxiŁme capteur, en vert, situØ à la surface extrados de la brame de la section,

� Un troisiŁme situØ, en bleu, au milieu des deux premiers.

Ces capteurs sont de nature eulØrienne : �xes dans l’espace. On recherche à chaque
fois l’ØlØment qui le contient et on interpole au sens des ØlØments �nis. La �gure (Fig. 4.5)
reprØsente les Øvolutions de la tempØrature au cours du temps pour ces di�Ørents capteurs.
Nous pouvons conclure de ces trois �gures que l’Øtat stationnaire est trŁs rapidement
atteint (quasi immØdiatement). Ceci est dß au choix de la condition adiabatique (�ux
nul) sur le groupe de faces reprØsentant le mannequin. Les quelques oscillations prØsentes
sont dues au maillage non structurØ trop grossier qui "dØ�le" par rapport aux capteurs.
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(a) Longueur métallurgique : 1 m

(b) Longueur métallurgique : 7 m

(c) Longueur métallurgique : 15 m

Fig. 4.5 � Évolution de la tempØrature en fonction du temps en trois points de la sec-
tion à une longueur mØtallurgique donnØe. Pour chaque graphique, l’origine des abscisses
correspond au temps auquel le mannequin atteint la section donnØe94



4.2. RØsultats obtenus pour la machine de Sollac - Dunkerque

4.2 RØsultats obtenus pour la machine de Sollac - Dun-
kerque

4.2.1 Présentation de la machine et mise en données

La machine de Dunkerque permet de couler des brames d’une largeur de 1:80 mŁtre
pour une Øpaisseur de 0:25 mŁtre. Il s’agit d’une machine courbe avec un rayon de courbure
unique de 10:5 mŁtres. Notre Øtude a ØtØ rØalisØe pour une lingotiŁre de 0:47 m suite à une
mauvaise lecture des plans de la machine. Cette longueur est en fait trop courte pour le
type de produit coulØ (en rØalitØ, la lingotiŁre a une longueur de 0:8 m environ). La peau
solide qui se crØe dans la lingotiŁre est alors moins Øpaisse que lors de la coulØe rØelle et
ceci a pour consØquence une solidi�cation moins avancØe à longueur mØtallurgique donnØe.
Les zones de refroidissement de la brame sont au nombre de 10 et se trouvent en annexe A
de ce manuscrit ainsi que les variables thermo-dØpendantes (�; cp; k et fs) du problŁme
thermique.

Pour information, la �n du puits pâteux calculØ se situe autour d’une longueur mØtal-
lurgique de 21 mŁtres et la �n du puits liquide calculØ est autour de 13 mŁtres.

Comme pour la machine de Fos-sur-Mer, nos calculs ont ØtØ rØalisØs sur une tranche
à largeur rØduite dans le plan moyen longitudinal (approche pseudo-2D). La vitesse de
coulØe est de 0:86 m.min� 1, la tempØrature de coulØe est de 1528� C.

Dans sa thŁse, [Heinrich, 2003] a pu mener une Øtude de sensibilitØ à la taille de maille
et au pas de temps. En tenant compte des remarques de [Dalin, 1987], il en dØduit que le
maillage doit Œtre assez �n en peau pour une meilleure estimation des dØ�ections. Ainsi,
nous avons fait notre calcul sur un maillage oø la taille de maille à c÷ur est de 0:015 m et
de 0:008 m en peau, (Fig. 4.6). La longueur de la zone tampon est de 0:15 m ; le maillage
initial est composØ de 600 n÷uds pour 2000 ØlØments.

Concernant les donnØes thermomØcaniques, nous rappelons ici les hypothŁses que nous
avons faites pour l’acier 18M5 :

� À l’Øtat liquide, l’acier a un comportement newtonien de viscositØ 106 Pa.s (valeur
arbitrairement ØlevØe pour Øviter la mise en mouvement du puits liquide).

� À l’Øtat solide, nous utilisons le modŁle rhØologique proposØ par [Kozlowski et al., 1992],
plus prØcisØment le modŁle II. Ce modŁle est Øquivalent au modŁle Ølasto-viscoplastique
de type multiplicatif que nous avons prØsentØ au �2.3.2.1. Il est à noter que dans ce
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Fig. 4.6 � Zone tampon pour "Dunkerque" (maillage initial)

modŁle II, la contrainte seuil �s est systØmatiquement considØrØe nulle. Par ailleurs,
à partir de la donnØes des divers coe�cients du modŁle II de [Kozlowski et al., 1992],
dØpendant principalement selon les auteurs de la tempØrature et du pourcentage de
carbone, il est facile d’en dØduire l’Øvolution des coe�cients K, m et n de notre
modŁle (2.20) pour un acier donnØ en fonction de la tempØrature.

� La zone pâteuse est dØcrite par une loi visco-plastique faisant le lien par interpolation
entre les comportements Ølasto-viscoplastique de la zone solide et newtonien de la
zone liquide.

� Pour le dØtail sur l’obtention de tous les paramŁtres rhØologiques, nous renvoyons
le au chapitre 4 de la thŁse de [Heinrich, 2003].

� La tempØrature du solidus est de 1418� C et celle du liquidus de 1508� C.

Un calcul de 15 jours sur Pentium3, 1.8 GHz et 512 Mo de Ram a permis d’atteindre,
avec un pas de temps constant de 1 s (soit 1605 incrØments), la longueur mØtallurgique
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de 23 mŁtres pour un maillage �nal composØ de 80600 n÷uds pour 380000 ØlØments.

4.2.2 Prédiction du gon�ement entre les rouleaux

Avant de prØsenter les rØsultats de gon�ement obtenus, dØtaillons le principe de son
calcul pour qu’aucune confusion ne soit faite.

4.2.2.1 Principe du calcul du gon�ement entre les rouleaux de soutien

La forme extØrieure du produit est dØduite de l’Øvolution mØcanique du maillage. Il est
alors possible de dØduire le gon�ement entre les rouleaux en observant le comportement
de la frontiŁre du maillage. Nous pouvons calculer le gon�ement à partir de la distance
par rapport au centre gØomØtrique de la brame. En e�et, cette grandeur nous permet de
calculer la distance qu’il y a entre chaque n÷ud et le lieu des points dØ�nissant le centre
nominal du produit. Le principe du calcul du centre gØomØtrique de la brame est obtenu
à partir des considØrations gØomØtriques. Dans le cas de la coulØe de brames, la �gure 4.7
illustre notre stratØgie de calcul des dØ�ections (positives ou nØgatives) à l’intrados et à
l’extrados de la brame et donc du gon�ement en un point frontiŁre. Sur cette �gure nous
avons volontairement exagØrØ l’Øchelle des gon�ements qui sont dans la pratique infØrieurs
à 1 mm.

Il su�t de savoir dans quelle zone gØomØtrique se situe le point en question. Connais-
sant alors la position du centre de courbure et le rayon de courbure instantanØ de la
machine à cet endroit, on en dØduit les coordonnØes du centre de la brame par :

~xI =
�

Rcourb �
e
2

� ~x� ~xcourb

k~x� ~xcourbk
+ ~xcourb (4.2)

avec :

� ~xI est le vecteur position du centre gØomØtrique I de la brame correspondant au
vecteur position ~x du point M de la frontiŁre du maillage,

� Rcourb est le rayon de courbure de la zone gØomØtrique considØrØe (distance entre le
centre de courbure et l’extrados nominal),

� e est l’Øpaisseur de la brame,

� ~xcourb est le vecteur position du centre de courbure de la machine de la zone gØomØ-
trique considØrØe.
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Fig. 4.7 � Principe de calcul du gon�ement (en coulØe de brames), [Heinrich, 2003]

La dØ�ection d au n÷ud frontiŁre M est alors donnØe par :

d = k~x� ~xI k �
e
2

(4.3)

4.2.2.2 RØsultats de gon�ement

Nous prØsentons ici les courbes des dØ�ections à l’extrados et à l’intrados que l’on peut
obtenir entre les rouleaux de soutien. Nous pouvons d’ores et dØjà a�rmer que la stabilitØ
ne sera pas aussi immØdiate que pour le champ de tempØrature. En e�et, la machine ne
prØsente pas une courbure rØguliŁre, pour plusieurs raisons (contraintes de construction,
d’exploitation, ...). En consØquence, on peut s’attendre, d’un point de vue mØcanique à ce
que la progression du domaine de calcul dans la machine a�ecte non seulement la rØgion
proche du groupe de faces reprØsentant le mannequin, mais aussi les rØgions amont. On
peut aussi ajouter que la stabilisation des facteurs de pØnalisation a�ectØs aux rouleaux
n’est pas sans consØquence sur celle des rØsultats mØcaniques.
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Pour mettre en Øvidence ce phØnomŁne et vØri�er si la stabilisation des dØ�ections
existe, nous avons choisi de calculer les dØ�ections à di�Ørents stades du calcul, à savoir
quand la face reprØsentant le mannequin se situe à di�Ørentes longueurs mØtallurgiques
dans la machine de coulØe continue.

Les �gures (Fig. 4.8) et (Fig. 4.9) montrent l’Øvolution du gon�ement, respectivement,
à l’intrados et l’extrados de la brame en fonction de la longueur mØtallurgique. Les point
noirs sur l’axe des abscisses symbolisent l’emplacement des rouleaux. On reprØsente :

� en rouge, lorsque le mannequin se trouve à 15 mŁtres,

� en bleu, lorsque le mannequin se trouve à 20 mŁtres,

� en vert, lorsque le mannequin se trouve à 23 mŁtres.

Une premiŁre lecture de ces graphiques montre que sur les 13:5 premiers mŁtres les
courbes sont quasi identiques. Les dØ�ections maximales varient entre 0:2 et 0:4 mm en
moyenne avec des "pics" vers 0:7 mm pour l’intrados alors que ces valeurs sont majorØes
de 0:1 mm pour l’extrados. On constate donc que le gon�ement de la brame est quasi
symØtrique entre intrados et extrados.

Ceci montre, d’une part, que les particularitØs de la machine de Dunkerque (Øcar-
tement entre les rouleaux irrØgulier, par exemple) sont bien pris en compte par le calcul :
dØ�ections plus importantes autour de 4.5, 8 ou 10 mŁtres et, d’autre part, que la gØomØtrie
et plus particuliŁrement la courbure de la machine a une in�uence sur ces rØsultats de
gon�ement. En e�et, cette courbure induit un espace inter-rouleaux lØgØrement supØrieur
à l’extrados, ce qui est la cause d’un gon�ement lØgØrement plus prononcØ.

La consØquence immØdiate de la stabilisation des facteurs de pØnalisation se traduit
par un gon�ement exagØrØ dans les zones proches du mannequin que ce soit à l’intrados
ou à l’extrados. Nous avons choisi une valeur volontairement basse pour l’initialisation du
facteur de pØnalisation associØ à chaque rouleau, lorsque celui-ci est atteint par la brame
(d’oø la prØsence de "pics" de dØ�ection en tŒte de brame). En e�et, nous avons constatØ
qu’une valeur trop grande a pour e�et de perturber le conditionnement du systŁme et
donc d’empŒcher la convergence dans l’algorithme de Newton-Raphson. Dans notre cas,
la valeur initiale est de 106 et les facteurs de pØnalisation vont se stabiliser autour de 1010

en moyenne, une dizaine d’incrØments de temps aprŁs le passage du mannequin.
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Fig. 4.8 � Évolution du gon�ement à l’intrados pour di�Ørentes positions du mannequin
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Sur chacune des deux �gures, on constate qu’au delà de 13.5 mŁtres, la courbe rouge
se dØmarque des deux autres. C’est sur les 1.5 mŁtres restant (15� 13:5) que les courbes
de dØ�ection vont petit à petit se stabiliser. On retrouve ce phØnomŁne pour la courbe
bleue qui se dØtache de la courbe verte vers 17:5 mŁtres. On peut donc estimer qu’il faut
1:5 à 2 mŁtres pour obtenir un Øtat quasi stationnaire du gon�ement.

Ces courbes mettent en Øvidence que les rouleaux sont bien pris en compte : une valeur
nulle autour des rouleaux prouve que le produit est tangent aux rouleaux. Cette pØnØtra-
tion e�ective quasi nulle rØsulte de la conjugaison de la bonne maîtrise de la pØnØtration
numØrique, due au contrôle incrØmental des coe�cients de pØnalisation associØs aux rou-
leaux et de l’augmentation du rayon de ces derniers (cf �3.4.3.2). Toutes ces remarques
(intensitØs des dØ�ections, Øtat stationnaire, di�Ørences entre l’intrados et l’extrados, "pØ-
nØtration objectif" des rouleaux) sont encore plus explicites en faisant un zoom sur une
zone de la courbe, (Fig. 4.10). On remarque en plus que la �Łche de gon�ement (reprØ-
sentØe par les segments de droite en pointillØs noirs) entre deux rouleaux successifs est
plus proche du rouleau aval. Ceci est en conformitØ avec les travaux de [Dalin, 1987],
[Wunnenberg, 1978] et [Lamant et al., 1984] qui montrent que le pro�l du gon�ement res-
semble à un pro�l "en goutte d’eau". Ce dØcalage vers l’aval de la dØ�ection est dß en
e�et aux trois facteurs suivant :

� mØcanique de poutre en appui, subie par la coque solide entre deux rouleaux ;

� �uage viscoplastique du matØriau ;

� vitesse de dØplacement du matØriau, vers l’aval.

En�n, on note la prØsence de dØ�ections nØgatives et gØnØralement juste aprŁs les
rouleaux (comme pour les rouleaux situØs autour de 9:5 mŁtres). Une Øtude menØe par
l’IRSID sur le site de Dunkerque montrait l’apparition de dØ�ections nØgatives aprŁs le
passage d’un rouleau, [Lamant et al., 1984].

D’autre part, on note une certaine perturbation des courbes avec des oscillations. La
�nesse de notre maillage doit trŁs certainement jouer un rôle important : le maillage
non structurØ combinØ à notre approche globale instationnaire, entraînent que les n÷uds
frontiŁre ne rentrent pas en contact et ne sont pas relachØs de la mŒme maniŁre pour
un rouleau donnØ. Quoi qu’il en soit, le modŁle permet une trŁs bonne apprØhension des
gon�ements sur toute la machine.
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(a) Zoom à l'intrados

(b) Zoom à l'extrados

Fig. 4.10 � Zoom autour de 10 mŁtres : �Łches de gon�ement proches du rouleau aval
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En�n, une remarque que l’on peut faire sur ces prØvisions de gon�ement est que,
ayant ØtØ Øtablies en analyse pseudo-2D, elles reprØsentent a priori un majorant par rap-
port au gon�ement rØel. En e�et, comme le souligne [Dalin, 1987], le gon�ement rØel
est limitØ par le caractŁre tridimensionnel de la dØformation : le gon�ement est maxi-
mum dans le plan mØdian de la brame et dØcroît en allant vers les bords. Dans sa thŁse,
[Dalin, 1987] a analysØ cet e�et de bord. Il a montrØ que le gon�ement maximum calculØ
en 3D tend asymptotiquement vers la valeur calculØe en 2D lorsque le rapport largeur-
brame/Øcartement-rouleaux augmente. À partir d’une valeur 3:5 de ce rapport, l’Øcart
entre deux valeurs est trŁs faible. Dans notre cas, on a typiquement :

largeur-brame
Øcartement-rouleaux

�
1:9
0:4

> 1

On peut donc a�rmer que les valeurs de gon�ement issues de notre analyse pseudo-
2D sont reprØsentatives des gon�ements maximaux dans le plan longitudinal moyen de la
machine.

4.2.3 Prédiction de défauts : analyse des contraintes

4.2.3.1 Changement de repŁre

Il est intØressant de reprØsenter les cartes de contraintes et plus particuliŁrement
celles dont les composantes sont dans le plan de coulØe. Il faut noter que les isovaleurs
des contraintes obtenues par le logiciel Thercastr sont exprimØes dans le repŁre global
R(x; y; z).

Or, pour mesurer d’une part toute l’in�uence de la machine sur le produit coulØ (les
rouleaux par exemple), il est prØfØrable d’exprimer ce tenseur des contraintes dans le sens
de la coulØe et donc de tenir compte des di�Ørentes zones de courbure.

D’autre part, la majoritØ des critŁres de prØdiction de criques dØpendent des compo-
santes de contraintes locales ou des vitesses de dØformations. Par exemple, [Pascon, 2003],
pour Øvaluer le risque d’ouverture de criques transverses en surface, propose un indicateur
de risque pour son approche tranche instationnaire de type :

I1 =

(
max(0; �33) si T 2]T1; T2[
0 sinon

(4.4)

oø ]T1; T2[ reprØsente l’intervalle de tempØratures, variable selon l’acier ØtudiØ, dans lequel
l’apparition de criques est le plus probable car l’acier y prØsente une faible ductilitØ. La
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contrainte �33 est exprimØe dans le repŁre local de la tranche (composante normale à
la tranche) : elle correspond donc à la contrainte d’ouverture en mode I d’une �ssure
transverse en surface.

~z 0

�

Ccourb

M ~x

~x 0

~z

Fig. 4.11 � Changement de repŁre

Aussi, nous proposons un changement de repŁre pour exprimer les isovaleurs des
contraintes �. À l’aide des notations de la �gure (Fig. 4.11), on exprime le tenseur des
contraintes dØ�ni au point matØriel M dans le repŁre localR0(x0; y0; z0). L’axe x0est orientØ
suivant le vecteur

��!
MCcourb , oø Ccourb est le centre de courbure de la zone dans laquelle se

trouve M , l’axe z0 est perpendiculaire à x0 de telle sorte que R0(x0; y0; z0) soit direct. Les
axes y et y0 sont quant à eux confondus. À chaque point M , le changement de repŁre se
fait par une matrice de rotation d’angle �. Le tenseur des contraintes �0 s’exprime dans
le repŁre R0(x0; y0; z0) sous forme matricielle :

�0 = P � tP (4.5)

oø P est la matrice de rotation par rapport à l’axe My :

P =

0

B
@

cos � 0 sin �
0 1 0

� sin � 0 cos �

1

C
A avec

8
>><

>>:

cos � =
MCjx
kMCk

sin � =
MCjz
kMCk
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4.2.3.2 RØsultats de contraintes

Les �gures (Fig. 4.12), (Fig. 4.13) et (Fig. 4.14) reprØsentent les cartes des isovaleurs,
lissØes aux n÷uds par le post-processeur, des contraintes �x0x0, �z0z0 et �x0z0. De maniŁre
globale et quelque soit la contrainte reprØsentØe, l’intensitØ des contraintes au point ma-
tØriel varie selon sa position dans la machine de coulØe continue. Pour chacune de ces
�gures, nous nous sommes focalisØs sur deux zones :

� dans le haut de la courbure de la machine (longueur mØtallurgique � 4 mŁtres),

� au niveau du dØcintrage, en bas de machine (longueur mØtallurgique � 15 mŁtres).

Pour plus de lisibilitØ, nous avons �xØ l’Øchelle des valeurs entre �5 et +5 MPa. On
note de maniŁre gØnØrale que les valeurs des contraintes sont similaires à l’intrados et à
l’extrados en dØbut de courbure mais qu’elles se di�Ørencient trŁs nettement dans la zone
de dØcintrage. On peut encore une fois, à la lecture de ces �gures, mettre en Øvidence le
rôle jouØ par la gØomØtrie de la machine sur le comportement du matØriau.
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Fig. 4.12 � Isovaleurs du champ des contraintes �x0x0 (Pa) - contraintes dans la direction
de l’Øpaisseur du produit.

La �gure (Fig. 4.12) montre que les contraintes dans l’Øpaisseur (�x0x0) sont gØnØra-
lement faibles en peau et plus particuliŁrement dans la premiŁre partie de la machine et
en �n de machine dans la partie horizontale. Mais elles restent ØlevØes au passage des
rouleaux et s’intensi�ent lors du dØcintrage. Ce phØnomŁne diminue au fur et à mesure
que le produit sort de la zone de dØcintrage. Ces rØsultats sont qualitativement tout à
fait cohØrents. En surface, sous chaque rouleau, �x0x0 est une contrainte de compression,
nØgative, à l’opposØ de la pression de contact. En surface libre entre les rouleaux, on ne
retrouve pas exactement �x0x0 = 0, correspondant à la condition de surface libre, mais une
valeur faible. Ceci provient du fait que le calcul des contraintes en surface est dØlicat : si
la pression, partie sphØrique du tenseur, est bien calculØe aux n÷uds (donc en surface), la
partie dØviatoire n’est connue qu’au centre des tØtraŁdres, donc seulement au voisinage de
la surface. Les rØsultats a�chØs sont donc tributaires d’une opØrations de lissage e�ectuØe
a postØroiri.

107



Chapitre 4. Validation et exploitation du logiciel Thercastr pour la coulØe continue d’aciers

Fig. 4.13 � Isovaleurs du champ des contraintes �z0z0 (Pa) - contraintes dans la direction
tangentielle à la coulØe.

Sur la �gure (Fig. 4.13) montrant les composantes de contraintes dans la direction de
coulØe, on devine aisØment, hors zone de dØcintrage, les parties de la brame en traction
(composantes positives, en rouge) et en compression (composantes nØgatives, en bleu)z.
On peut noter qu’en surface et entre les rouleaux, l’acier subit une traction dans le sens de
coulØe . À l’inverse, sous chaque rouleau, la contrainte axiale est de compression. L’acier
subit donc une succession de sØquences de traction-compression.

On constate qu’à l’intØrieur du produit, au voisinage du front de solidi�cation (qui
n’apparaît pas sur la �gure), l’acier est soumis à la mŒme alternance traction-compression,
mais en quadrature : cette fois, c’est au niveau du rouleau que la matiŁre est en traction
(dans le sens de la coulØe) et c’est entre les rouleaux qu’elle est en compression.

z les états de "traction" et de "compression" sont relatifs à des facettes orientées
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Dans la zone de dØcintrage, ce phØnomŁne disparaît à l’extrados oø les zones de traction
axiale ont quasiment disparu entre les rouleaux. Par contre, les rouleaux sont beaucoup
plus sollicitØs avec des zones en compression beaucoup plus larges. On voit nettement
que le dØcintrage ajoute une composante de traction axiale en peau à l’intrados et de
compression axiale en peau à l’extrados, ce qui est conforme au bon sens physique.

Fig. 4.14 � Isovaleurs du champ des contraintes de cisaillement dans l’Øpaisseur �x0z0

(Pa) -

La �gure (Fig. 4.14), reprØsentant les contraintes de cisaillement, montre qu’elles sont
concentrØes dans les rØgions oø la brame se trouve en contact avec les rouleaux. Elles sont
d’un ordre de grandeur plus faible que �x0x0 qui est elle mŒme plus faible que �z0z0. Là
aussi, comme pour �x0x0, on observe une certaine pØriodicitØ. Cette �gure met en Øvidence
que les rouleaux jouent un rôle important sur l’orientation des contraintes de cisaillement.
Pour justi�er le signe des contraintes de cisaillement et traction axiale, les graphiques
des �gures (Fig. 4.15) et (Fig. 4.16) montrent l’Øvolution d’une facette orientØe dans
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la zone solide. On remarque que pour le cisaillement, les signes sont opposØs suivant sa
position dans la brame (proche de l’intrados ou proche de l’extrados). Ces contraintes
sont associØes au phØnomŁne de gon�ement et donc liØes à son intensitØ.

Fig. 4.15 � Explication du signe des contraintes de cisaillement en fonction de sa position
par rapport aux rouleaux

Fig. 4.16 � Explication du signe des contraintes de traction axiale en fonction de sa
position par rapport aux rouleaux

De maniŁre gØnØrale, notre modŁle est donc su�samment prØcis pour capter les phØno-
mŁnes physiques qui peuvent se passer dans la zone de refroidissement secondaire. Notre
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maillage semble bien adaptØ pour une description globale du procØdØ. Il faut nØanmoins
rester prudent sur ce dernier point, une analyse de sensibilitØ au maillage pourrait Œtre
utile pour mieux rendre compte de l’in�uence du maillage sur ces cartes de contraintes.

Par rapport à la littØrature, plusieurs auteurs dont [Dalin, 1987, Kajitani et al., 2001]
ont dØjà observØ des cartes de contraintes pour la coulØe continue d’acier, grâce à des
modŁles statiques. Cependant, c’est la premiŁre fois, à notre connaissance, qu’il est possible
de visualiser des cartes de contraintes de maniŁre globale. En particulier, notre modŁle
est capable de capturer la mØcanique de poutre subie par la coque solide au cours du
refroidissement secondaire, et ce sur la totalitØ de ce dernier. Il est Øvident que cet outil
numØrique peut Œtre une aide considØrable pour dimensionner les actionneurs des machines
de coulØe continue pour essayer de comprendre les phØnomŁnes rencontrØs au dØcintrage
en �n de solidi�cation.

Comme nous l’avons vu, les contraintes sont exprimØes au centre des ØlØments. Pour
montrer l’in�uence du dØcintrage et la di�Ørence prØsente entre l’intrados et l’extrados
- et donc la dissymØtrie des rØsultats, nous avons choisi de prØsenter l’Øvolution de la
pression en fonction de la longueur mØtallurgique, (Fig. 4.18). À l’inverse des contraintes,
qui sont exprimØes au centre de l’ØlØment, les pressions ont l’avantage d’Œtre exprimØes
aux n÷uds donc d’Œtre accessibles en surface du produit. De plus la pression "rØsume"
l’Øtat de traction ou de compression de la matiŁre en une seule variable scalaire.

L’analyse des champs de pression indique que la brame est sollicitØ de façon cyclique
en traction/compression, tout comme les contraintes axiales, dans la partie haute de la
courbure de la machine :
� la peau est sollicitØe en compression au contact des rouleaux, et en tension sur la

surface libre,

Au dØcintrage, le comportement de la peau solide se di�Ørencie selon que l’on se place
du cotØ intrados ou extrados :
� la peau solide est sollicitØe en permanence en compression du cotØ extrados (pres-

sions positives), et en tension/compression du cotØ intrados.

On prØvoit donc que le risque d’apparition de dØfauts de surface au dØcintrage est plus
critique du cotØ intrados.

En sortie de lingotiŁre, des oscillations sont prØsentes et sont trŁs certainement liØes à
la �nesse de notre maillage. En e�et, lors d’une Øtude thermomØcanique de la peau solide
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en lingotiŁre, [Huespe et al., 2000] sont obligØs d’utiliser un maillage trŁs �n pour bien
dØcrire le comportement de la peau solide - Øtude qui a ØtØ e�ectuØes en 2D Øgalement
par [Heinrich, 2003] pour valider la mØthode globale instationnaire. Il est bien sßr, à
l’heure actuelle, impossible de simuler simultanØment le comportement de l’acier en sortie
de lingotiŁre et dans la zone Øtendue de refroidissement secondaire avec un maillage aussi
�n.

4.2.3.3 PrØdiction de criques

Pour conclure, nous prØsentons les rØsultats dØduits du critŁre de prØdictions de criques
dØ�ni par [Pascon, 2003]. L’intervalle de tempØrature adoptØ à notre problŁme est pris Øgal
à : ]850�C; 1000�C[. Par rapport au risque d’ouverture de criques transverses, la �gure
(Fig. 4.17) prØsente les isovaleurs de l’indicateur de risque I1 dØ�ni par (4.4). Ces valeurs
de contrainte axiale de traction sont comprises entre 0 et 10 mØga-Pascal, dans la zone
de dØcintrage. On voit nettement que la partie entre les rouleaux à l’intrados est plus
sensible que celle à l’extrados - en conformitØ avec les courbes de pression (Fig. 4.18) et
les distributions de �z0z0, (Fig. 4.13).

Fig. 4.17 � Isovaleurs issues du critŁre de prØdiction de crique (4.4) dans la zone de
dØcintrage
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Chapitre 4. Validation et exploitation du logiciel Thercastr pour la coulØe continue d’aciers

4.2.4 Quelques mots sur l'optimisation du temps de calcul

A�n de mettre en Øvidence l’apport de la recherche linØaire par rapport à la mØthode
"backtracking", nous les avons comparØes sur les premiers incrØments de calcul de cette
Øtude. Nous rappelons que la longueur de la lingotiŁre est de 47 cm. Avec un pas de
temps de rØsolution de 1 s, il faudra 33 incrØments de calcul pour sortir de la lingotiŁre
et 44 incrØments pour que la brame rencontre les premiers rouleaux situØs à 15 cm de la
lingotiŁre.

Nous avons alors pu constater que l’optimisation de l’algorithme de Newton-Raphson
par la mØthode "backtracking" n’Øtait pas e�cace pour rØsoudre un problŁme mØcanique
fortement non-linØaire. Ce mŒme calcul, nous a confortØ dans notre choix d’utiliser la re-
cherche linØaire. Pour chacune des mØthodes, nous avons comptabilisØ à chaque incrØment
de temps, (Fig. 4.19) :

� en bleu, le nombre total d’itØrations faites pour obtenir la convergence de l’algo-
rithme de Newton-Raphson,

� en rouge, le nombre total d’itØrations pour calculer le paramŁtre �.

Une premiŁre lecture de ces diagrammes montre trŁs nettement que la recherche li-
nØaire est beaucoup plus e�cace que la mØthode "backtracking" dŁs que la brame sort
de la lingotiŁre pour entrer en zone de refroidissement secondaire (incrØments supØrieurs
à 33). Plusieurs explications peuvent Œtre avancØes :

� premiŁrement, la recherche du paramŁtre � optimum est beaucoup plus rapide en
utilisant la recherche linØaire (deux itØrations su�sent)

� deuxiŁmement, quand la solution est trŁs proche de celle dØsirØe, il est gØnØralement
inutile d’optimiser l’algorithme de Newton-Raphson. Chose que ne peut faire la
mØthode "backtracking" avec son seul critŁre d’arrŒt (kR(Xk+��Xk)k < kR(Xk)k).
Pour la recherche linØaire, nous rappelons ces critŁres d’arrŒt :

8
>>><

>>>:

�
�
�
�

s(�)
s(� = 0)

�
�
�
� < �ls

� < Tol

Ces critŁres sont beaucoup plus stricts et, plus particuliŁrement grâce au premier,
Øvitent le calcul de � quand la solution est trop proche de la solution à convergence
(i.e. pente trop douce).
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4.2. RØsultats obtenus pour la machine de Sollac - Dunkerque

Ainsi, la convergence est beaucoup plus rapide avec la recherche linØaire et comme
on peut l’imaginer beaucoup plus Øconomique en temps de calculx : 15 min pour les
60 premiers incrØments de calcul avec recherche linØaire contre 19 min avec la mØthode
"backtracking". Cette di�Ørence reste assez signi�cative mŒme sur de "petits" maillages :
nous obtenons un gain de 25% en temps de calcul. Ceci a toute son importance lorsque
le mannequin est en bas de machine.

(a) Calcul avec "Backtracking"

(b) Calcul avec "Recherche linéaire"

Fig. 4.19 � Comparaison du nombre d’itØrations de Newton Raphson selon di�Ørentes
mØthodes d’optimisation

xsur Pentium III 1:8 GHz et 512 Mo de RAM

115



Chapitre 4. Validation et exploitation du logiciel Thercastr pour la coulØe continue d’aciers

4.3 Cas 3D : la machine de coulØe d’Hagondange

4.3.1 Présentation de la machine

Mise en place en 1986 à l’usine d’Hagondange, la ma-

Fig. 4.20 � CoulØe de bloom
d’Hagondange

chine de coulØe continue d’AscomØtal permet de produire
des blooms à section carrØe de 240 millimŁtres de côtØ. Il
s’agit d’une machine verticale de longueur mØtallurgique
de 18 mŁtres (longueur de la zone de refroidissement secon-
daire) pour une longueur totale de 36 mŁtres.

L’acier, de nuance 100C6, est composØ de 1:01 % de
carbone et 15 % de chrome. Sa tempØrature de coulØe est
de 1470� C. Cet acier haut carbone sera dØcrit par le mo-
dŁle II de [Kozlowski et al., 1992]. Le liquide sera considØrØ
comme un �uide newtonien de viscositØ 106 Pa.s. La tempØ-
rature du liquidus est de 1461:2�C et celle du solidus est de
1307:9�C. Les donnØes thermophysiques pour la rØsolution
des problŁmes thermique et mØcanique sont rØpertoriØes en
Annexe B.

La vitesse de coulØe est de 0:62 mŁtres par minute et on
recense 4 zones de refroidissement :

Type Longueur mØtal. � (type=1) (W:m� 2)
(m) h (type=2) (W:K� 1:m� 2)

"r (type=3)

1 0.50 1300000
2 0.84 423
2 3.24 370
3 15.00 0.85
3 18.00 0.85

En fonction de la position du produit dans la machine, le
type de conditions aux limites, moyennØes par zone, varie :

dans la lingotiŁre, d’une longueur de 50 centimŁtres, on aura une condition de �ux de
chaleur imposØ ; en sortie de lingotiŁre, le refroidissement secondaire est modØlisØ par une
condition de convection - jusqu’à 3:24 mŁtres - puis par une condition de type rayonnement
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4.3. Cas 3D : la machine de coulØe d’Hagondange

sur le reste de la machine. La tempØrature extØrieure est �xØe à 25�C.

Dans notre calcul, le rôle de la lingotiŁre est uniquement mØcanique. Son Øvolution
thermique n’est pas calculØe et elle n’est utilisØe que pour "contenir" mØcaniquement le
mØtal par l’intermØdiaire de l’algorithme de contact unilatØral. À noter que dans ce calcul,
la lingotiŁre est considØrØe "droite" : sa conicitØ - rØelle - est ici nØgligØe.

La gØomØtrie particuliŁre de cette machine, (Fig. 4.20), permet d’exploiter notre ap-
proche globale instationnaire pour un cas en trois dimensions. En outre, les particularitØs
physiques (peu ou pas de dØ�ections et faibles gradients thermiques dans la direction de
coulØe) permettent d’utiliser un maillage anisotrope oø les mailles sont allongØes dans
le sens de la coulØe. Pour cela nous dØ�nissons une mØtrique rØfØrençant les tailles des
mailles dans les trois directions : M(tx ; ty ; tz) t = taille de maille.

Fig. 4.21 � Maillage initial pour modØliser la coulØe continue d’Hagondange
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Chapitre 4. Validation et exploitation du logiciel Thercastr pour la coulØe continue d’aciers

Pour bien prendre en compte la forme gØomØtrique du produit, et plus particuliŁrement
les congØs, nous devons utiliser une taille de maille su�samment �ne dans les directions
(Ox; Oy) (la direction de coulØe se fait selon l’axe �0z - la longueur mØtallurgique l d’un
point matØriel aura pour coordonnØe en z, la valeur �l). Cette particularitØ limite le
facteur d’allongement des ØlØments. Dans ce cas, notre maillage initial sera non homogŁne
avec les mØtriques suivantes :

� M = (0:0025; 0:0025; 0:02) pour la zone oø se situe le congØ (rayon 0.01),

� M = (0:01; 0:01; 0:02) pour le reste du maillage.

Ainsi, notre zone tampon sera d’une longueur de 30 centimŁtres a�n de permettre au
mailleur de fournir un maillage de bonne qualitØ. Par raison de symØtrie, seul un huitiŁme
du bloom est modØlisØ : les groupes de faces qui ne sont pas en contact sont des faces
de symØtrie. D’autre part, on en dØduit la condition au limite mØcanique de la surface
d’injection, à savoir : � n = � g htampon n oø � g htampon = 7010� 10� 0:3 Pa � 0:02 MPa.

Le maillage initial, composØ de 1560 n÷uds et de 7129 ØlØments, est reprØsentØ sur la
�gure (Fig. 4.21).

AprŁs 15 jours de calcul{ , nous obtenons un maillage ayant parcouru une longueur
mØtallurgique de 14 mŁtres et composØ de 61600 n÷uds et de 283500 ØlØments.

4.3.2 Résultats thermiques

On peut alors visualiser l’Øvolution de la tempØrature en fonction de la longueur mØ-
tallurgique :

� en rouge, à c÷ur du produit,

� en bleu, en surface du produit, au milieu des faces,

� en vert, en surface du produit, sur le congØ.

La �n des puits liquide et pâteux se situe à environ 5:6 mŁtres et 10:1 mŁtres du
mØnisque, respectivement. Les Øvolutions thermiques de surface calculØes par Thercastr

montrent bien l’intensitØ des gradients de rØchau�age au passage des di�Ørentes zones
de la machine. On remarque que le refroidissement du congØ est plus brutal, ce qui est
caractØristique d’une coulØe de format carrØ. On note aussi des oscillations en lingotiŁre

{ toujours sur Pentium3, 1.8 GHz et 512 Mo de Ram
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4.3. Cas 3D : la machine de coulØe d’Hagondange
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Fig. 4.22 � Évolutions de tempØrature sur di�Ørentes sections du produit

(avant le premier rØchau�ement de la peau) pour le capteur situØ en milieu de face. Notre
maillage est en e�et trop grossier pour bien capter le refroidissement rapide qui s’opŁre
en lingotiŁre. Comme on peut le voir, ces oscillations n’apparaissent pas pour le capteur
situØ en surface sur le congØ : notre maillage est su�samment �n dans cette zone pour
tenir compte de tous ces phØnomŁnes.

4.3.3 Résultats Mécaniques

4.3.3.1 RØsultats en dØformations

Thercastr, hors contexte coulØe continue, permet de calculer la lame d’air qui se crØe
entre la piŁce et un moule lors de calculs simulant le refroidissement en fonderie. Pour ce
calcul, nous trouvons une lame d’air entre le produit coulØ et la lingotiŁre. Elle atteint
son maximum sur le congØ et en �n de lingotiŁre. On devine par les traits noirs sur la
�gure (Fig. 4.23), la forme et la position de la �n de la lingotiŁre par rapport au bloom.
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Chapitre 4. Validation et exploitation du logiciel Thercastr pour la coulØe continue d’aciers

Les isovaleurs en rouge situØes en dehors de la lingotiŁre ne sont pas à prendre en compte
(artefact de post-processing). Seules les isovaleurs dans la lingotiŁre sont correctes. La
lame d’air s’amorce à 13 centimŁtres du mØnisque. On note aussi qu’il n’y a pas de lame
d’air au milieu des faces. Le choix d’une lingotiŁre droite pour ce calcul, et non conique
comme sur site, explique la prØsence de cette lame d’air.

Fig. 4.23 � Distribution de lame d’air entre le bloom et la lingotiŁre
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4.3. Cas 3D : la machine de coulØe d’Hagondange

Par ailleurs, nous avons calculØ qu’il n’y a pas de dØ�ection du bloom (pas de gon-
�ement). Ceci correspond à l’expØrience des aciØristes : les blooms sont rØputØs ne pas
gon�er (fort e�et tridimensionnel).

4.3.3.2 RØsultats en contraintes

La coulØe s’e�ectue selon l’axe Oz, l’origine du repŁre se situant au niveau du mØnisque,
au centre du produit. L’Øvolution des composantes de contraintes �xx et �zz en fonction de
la longueur mØtallurgique, est prØsentØe sur la �gure (Fig. 4.24). La gØomØtrie du bloom
et les conditions aux limites Øtant symØtriques, il semble indi�Ørent de considØrer l’axe
Oy et Ox. C’est ce que l’on vØri�e Øgalement dans le calcul oø, à c÷ur, les contraintes
�xx et �yy sont identiques.

Con train te ¾xx = ¾yy µa c¾ur
Con train te ¾zz µa c¾ur
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Fig. 4.24 � Évolution des contraintes �xx et �zz au c÷ur du produit (sur l’axe 0z).
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Chapitre 4. Validation et exploitation du logiciel Thercastr pour la coulØe continue d’aciers

Sur les 5 premiers mŁtres, le liquide est logiquement en compression hydrostatique.
Les trois composantes de contraintes sont Øgales et nØgatives. Mais leur valeur est trŁs
nettement en dessous de la pression hydrostatique (< 0:4 MPa). Le choix d’une viscositØ
trop ØlevØe pour le comportement du liquide (106 Pa.s) peut Œtre la cause de ce phØnomŁne.

À l’aide du rØsultat de la �gure (Fig. 4.22) et connaissant le chemin de solidi�cation
de l’acier, nous avons reportØ sur la �gure quelques valeurs de fl pour certaines longueurs
mØtallurgiques. On constate que le milieu pâteux commence à transmettre des e�orts
mØcaniques signi�catifs à partir de fl = 0:3.

On constate alors que le milieu pâteux est sollicitØ en traction : ces trois composantes
sont en e�et positives, et leur valeur croît jusqu’à la fermeture du puits pâteux. Concernant
la contrainte �xx , le maximum de contrainte en traction est de 10:3 MPa, coïncidant avec
la fermeture du puits pâteux. MalgrØ les oscillations, dßes à notre maillage trop grossier
à c÷ur, on devine l’Øvolution moyenne de la contrainte en �n de solidi�cation. Le c÷ur
est en traction y compris à l’Øtat pâteux. À l’inverse de �xx , la contrainte �zz passe par
des Øtats de compression et de traction successivement dans la zone pâteuse puis Øvolue
similairement à �xx (traction). Le maximum de contrainte en traction est plus ØlevØ : 12:5
MPa.

De maniŁre gØnØrale, l’Øtat de traction gØnØralisØe dans la zone pâteuse est un in-
dicateur de dØfauts potentiels. Toutefois, l’analyse du risque de rupture à chaud ("hot
tear") en fond de zone pâteuse demanderait un examen plus approfondi, mettant en jeu
notamment une analyse diphasique, combinØe à un critŁre d’amorçage de la rupture à
chaud tel que celui proposØ par [Rappaz et al., 1999]. Certaines Øtudes sont entreprises
dans ce sens au CEMEF, mais sont actuellement limitØes à une analyse bidimensionnelle,
[LeCorre et Bellet, 2004].

Pour les dØfauts en peau, l’Øvolution des contraintes en surface et plus particuliŁrement
sur le congØ (là oø le maillage est le plus �n) peut Œtre une source d’information utile à
l’optimisation du procØdØ.

Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 4.25), le changement de zone de refroidis-
sement a une grande in�uence sur le comportement mØcanique de la peau. La contrainte
reprØsentØe est celle donnØe dans le sens de la coulØe : �zz. Les deux autres contraintes sont
quasiment nulles, ce qui traduit d’une part la condition de surface libre et d’autre part
de faibles contraintes dans la direction tangentielle horizontale. Bien qu’en compression
tout le long du procØdØ sauf au dØbut du procØdØ (avant la crØation de la lame d’air),

122



4.3. Cas 3D : la machine de coulØe d’Hagondange

Con train te ¾zz en peau, sur le cong¶e
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Fig. 4.25 � Évolution de la contrainte �zz en peau, sur le congØ, du produit : on voit trŁs
nettement l’in�uence des zones de refroidissement

l’intensitØ de la contrainte varie selon la position du bloom dans la machine. En sortie
de lingotiŁre (i.e. 0.5 mŁtres), la valeur absolue de la contrainte est trŁs importante et
liØe au refroidissement brutal qu’on a pu observer lors de la prØsentation des courbes de
tempØratures. Ensuite, à chaque changement de zone de refroidissement, cette intensitØ
(valeur absolue de la contrainte en Oz) diminue et semble se stabiliser autour de �20
MPa. Une certaine relaxation des contraintes coïncide avec les phases de rØchau�ement
de la peau. Du point de vue du risque d’ouverture de crique transverse au coin, la rØgion
la plus critique est donc la lingotiŁre (�zz de traction). AprŁs une analyse plus �ne de
ces rØsultats, on pourra utiliser ce type de simulation pour optimiser les paramŁtres de
refroidissement par exemple.
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Conclusions et perspectives

Nos travaux visaient initialement à Øtablir une modØlisation thermomØcanique tri-
dimensionnelle de la coulØe continue d’aciers. L’objectif Øtait de pouvoir modØliser, en
adaptant le logiciel Thercastr la totalitØ du refroidissement secondaire du procØdØ pour
n’importe quel type d’acier.

Avant de prØsenter les perspectives à ce travail, faisons un bilan sur les di�Ørents points
abordØs au cours de ces travaux.

La mise en place d’une stratØgie nouvelle, la statØgie globale instationnaire, a orientØ
notre travail tout au long de cette thŁse. Cette stratØgie visant à modØliser le procØdØ
dans sa globalitØ peut s’apparenter à la phase d’amorçage du procØdØ de coulØe continue.
NumØriquement, le mannequin tracte, à la vitesse imposØe Øgale à la vitesse de coulØe, le
produit dans la machine qui peut-Œtre droite ou courbe. La partie supØrieure reprØsentant
l’injection reste �xe et permet l’apport continuel de matiŁre. Comme pour tout problŁme
de modØlisation en 3D, le premier souci est le temps de calcul. L’adaptation locale du
remaillage par l’extraction de topologie a permis de mettre en ÷uvre cette stratØgie oø les
temps dus aux remaillages restent constants et proportionnels à la zone dØformØe (i.e. zone
tampon). Ainsi, les temps de calcul dØpendent essentiellement de la rØsolution du problŁme
thermomØcanique. Cette stratØgie a permis de faire des calculs thermomØcaniques pour
des maillages commençant dans la lingotiŁre au niveau du mØnisque et �nissant au delà
de la �n du puits pâteux quand le produit est totalement solidi�Ø. Par ailleurs, dans un
souci de traiter toutes les formes de produits coulØs, nous avons gØnØralisØ cette approche
pour la rendre capable de modØliser n’importe quelle gØomØtrie de machine (droite ou
courbe).

Concernant la modØlisation thermomØcanique, nous avons adoptØ une rØsolution cou-
plØe pour dØcrire le comportement de l’acier. À chaque incrØment de temps, est d’abord
rØsolu le problŁme thermique puis le problŁme mØcanique. Le refroidissement du pro-
duit (aspersion d’eau, contacts thermiques - rouleaux et lingotiŁre ) est modØlisØ par des
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conditions aux limites moyennØes par zone, de type �ux, convection et rayonnement. Pour
simuler l’apport continuel de la matiŁre, l’injection a un condition aux limites de type tem-
pØrature imposØe. Quant au mannequin, une condition de type adiabatique nous a semblØ
la plus appropriØe en vue d’obtenir l’Øtat stationnaire le plus rapidement possible.

Pour le problŁme mØcanique, nous avons utilisØ la rØsolution monophasØe du matØriau
dØjà prØsente dans Thercastr. À savoir, quand le matØriau est liquide, il a un compor-
tement newtonien ; quand il est pâteux, il suit une loi de comportement visco-plastique
alors que lorsqu’il est solide, il obØit à une loi de comportement de type elasto-visco-
plastique. Pour les aciers ØtudiØs au cours de cette thŁse, nous avons utilisØ le modŁle
II de [Kozlowski et al., 1992] dØcrivant les aciers moyen et haut carbone à l’Øtat solide.
Les autres paramŁtres ont ØtØ fournis par les partenaires industriels et leur obtention est
dØtaillØe dans la thŁse de [Heinrich, 2003].

La prise en compte des gØomØtries diverses des machines de coulØe continue, nous a
poussØ à adapter et à optimiser le contact pØnalisØ prØsent dans le logiciel Thercastr.
En particulier, le traitement spØci�que du contact avec les rouleaux a permis de s’a�ran-
chir des erreurs numØriques en optant pour une formulation analytique et implicite de
ce contact. Par ailleurs, tout en gØnØralisant en trois dimensions cette formulation du
contact pØnalisØ rouleaux/produit, nous avons introduit une recherche adaptØe du facteur
de pØnalisation. De mŒme, l’homogØnØisation du systŁme a permis de bien conditionner le
systŁme matriciel à rØsoudre. L’introduction de notre contact implicite rouleaux/produit,
nous a conduit à utiliser une technique de recherche linØaire pour faciliter la convergence
de l’algorithme de Newton-Raphson.

Toutes ces modi�cations ont permis de modØliser le procØdØ de coulØe continue dans sa
globalitØ et nous l’avons validØ puis testØ sur deux types de machine de coulØe continue :
une machine courbe pour une coulØe de brames (acier de nuance 18M5) et une machine
droite pour une coulØe de bloom s(acier de nuance 100C6). La validation n’a pu se faire
que pour le problŁme thermique. On a pu constater que l’Øtat stationnaire est immØdia-
tement atteint. Les rØsultats de dØ�ections tendent à montrer que l’Øtat stationnaire du
problŁme mØcanique est atteint environ 2 mŁtres aprŁs le passage du mannequin. Les
rØsultats obtenus en contraintes ont permis de rendre compte des sollicitations complexes
subies par l’acier dans son parcours dans la machine -tractions, compressions. Notre mo-
dØlisation globale a pu mettre en Øvidence les rôles que jouent, d’une part, le dØcintrage
par la gØomØtrie d’une machine, et d’autre part, les zones de refroidissement sur l’Øtat
thermomØcanique du produit (bloom ou brame).

126



Les premiers rØsultats obtenus grace à notre approche montrent que cet outil numØ-
rique peut Œtre une aide aux actionneurs. Mais il reste bien sßr perfectible pour prendre
en compte tous les phØnomŁnes complexes prØsents lors de l’Ølaboration de l’acier par le
procØdØ de coulØe continue. Nous en venons donc aux perspectives dØgagØes par ce travail.

D’un point de vue physique, il serait bon de confronter les rØsultats issus de notre
approche globale instationnaire et ceux obtenus sur des coulØes rØelles. La campagne
d’essais que doit rØaliser l’IRSID sur l’essai pilote sera une source de renseignements trŁs
utiles comme l’ordre de grandeur des dØ�ections. Une meilleure description de la zone
pâteuse semble aussi inØvitable pour bien capter l’in�uence du gon�ement sur les dØfauts
internes. Les rØcents travaux de Steven Le Corre montrent qu’une approche diphasique
permet une meilleur description du comportement de type "Øponge" de cette zone et donc
de prØdire les risques de rupture interne et les sØgrØgations. En combinant notre approche
avec ce modŁle, on sera capable de bien dØcrire le procØdØ de coulØe continue d’aciers en
�n de solidi�cation.

Une meilleure description du procØdØ en lui mŒme peut Œtre aussi envisageable en vue
d’une prØdiction plus e�cace des criques de surface.

On peut pour cela mieux dØcrire le refroidissement du produit et en particulier dans la
zone de refroidissement secondaire. Fabien Marini travaille actuellement sur une meilleure
modØlisation du systŁme d’aspersion d’eau dans cette zone et du contact thermique avec
les rouleaux. On pourra aussi mieux tenir compte des Øchanges mØcaniques existants
entre le rouleau et le produit comme : dØformation des rouleaux (supposØs dans cette
Øtude indØformable), rØsistance à l’avancement, rØduction douce, motorisation de certains
rouleaux, ...

Par ailleurs, cette mØthode peut Œtre utiliser pour "remonter" plus haut dans la ma-
chine et dØcrire plus �nement les phØnomŁnes prØsents dans la lingotiŁre : l’Øchange ther-
mique entre la lingotiŁre et le produit, oscillations de la lingotiŁre, Øcoulement du mØtal
liquide de type convection forcØe avec turbulence, brassage electro-magnØtique, frottement
entre la lingotiŁre et le produit, ...

D’un point de vue numØrique et en vue d’une simulation complŁte - sans passer par
une tranche pseudo-2D, le calcul parallŁle semble incontournable tout en disposant d’ou-
til informatique su�samment puissant. Nous avons pu utiliser la premiŁre version de
Thercastr parallØlisØ lors de cette thŁse oø seuls certains des modules les plus gourmands
en temps de calcul, comme l’algorithme de rØsolution des systŁmes linØaires mØcanique
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Conclusions et perspectives

et thermique, sont parallØlisØs grâce aux travaux d’Hugues Digonnet. Cette parallŁlisa-
tion incomplŁte du logiciel nous a permis de mesurer l’importance de cet outil mais reste
encore trop "limitØe" pour une modØlisation complŁte d’une brame d’acier.

Pour conclure, cet outil n’est qu’un premier pas vers la simulation complŁte du procØdØ
de coulØe continue mais nous espØrons qu’il peut d’ores et dØjà servir à l’optimisation du
procØdØ.
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Annexe A

DonnØes thermophysiques et
thermomØcaniques de l’acier 18M5 pour

la machine de Dunkerque

composant teneur (% massique)

Carbone 0; 18
Silicium 0; 42

ManganŁse 1; 37
Aluminium 0; 036

Soufre 0; 009
Phosphore 0; 018
Niobium 0; 04

Tab. A.1 � composition chimique de l’acier 18M5

Les donnØes thermophysiques sont issues du rapport de [Bobadilla et al., 1993]. Les
donnØes thermomØcaniques sont calculØes à partir du modŁle II de [Kozlowski et al., 1992].
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Annexe A. Acier 18M5

Lm T yp e Valeurs

0.47 1 -130.0D4
0.70 2 0.0500D4
1.035 2 0.0420D4
1.960 2 0.0330D4
2.945 2 0.0283D4
4.485 2 0.0285D4
6.220 2 0.0232D4
7.995 2 0.0260D4
12.000 2 0.0222D4
16.750 2 0.0213D4
30.000 2 0.0200D4

Lm = longueur m¶etallurgique (m)

Type = 1 , Á (W:m¡ 2)
Type = 2 , h (W:K ¡ 1:m¡ 2)
Type = 3 , " r

Temp ¶erature ext ¶erieure: 20 ±C

Vitesse de coul ¶ee: 0.86 m:min ¡ 1

Fig. A.1 � Zones de refroidissement et vitesse de coulØe de la machine de Dunkerque

Remarque : La longueur de la lingotiŁre est ici sous-estimØes par rapport à la rØalitØ (cf
�4.2.1).

Temp¶erature Fraction
(±C) solide

1418. 1.
1425. 0.997
1438. 0.98
1450. 0.948
1460. 0.908
1468. 0.85
1473. 0.798
1483. 0.696
1487. 0.639
1490. 0.597
1493. 0.527
1495. 0.493
1497. 0.442
1500. 0.334
1502. 0.252
1504. 0.2
1505. 0.155
1507. 0.05
1508. 0.

fs

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

1

Fig. A.2 � Évolution de la fraction solide du 18M5 en fonction de la tempØrature.
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Temp¶erature k
(±C) (W :m ¡ 1:K ¡ 1)

0. 51.8
100. 51.
200. 48.6
300. 44.4
400. 42.6
500. 39.3
600. 35.6
700. 31.8
800. 25.9
1000. 27.2
1200. 29.7
1400. 32.
1418. 32.4
1508. 39.9
1538. 40.3
1627. 41.5

k

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

Fig. A.3 � Évolution de la conductivitØ thermique du 18M5 en fonction de la tempØrature.

Temp¶erature ½
(±C) (kg :m ¡ 3)

0 7863

100 7834

200 7803

300 7770

400 7738

500 7699

600 7659

700 7617

800 7624

900 7600

1000 7548

1100 7496

1200 7444

1300 7392

1400 7340

1418 7322

1508 7070

1600 7013

½

Temp¶erature

0 500 1000 1500
6900

7000

7100

7200

7300

7400

7500

7600

7700

7800

7900

Fig. A.4 � Évolution de la masse volumique du 18M5 en fonction de la tempØrature.
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Annexe A. Acier 18M5

Temp¶erature c p

(±C) (J :Kg ¡ 1:K ¡ 1)

0. 469.
100. 485.
200. 519.
300. 552.
400. 594.
500. 661.
600. 745.
700. 845.
750. 1431.
800. 954.
900. 644.
1000. 644.
1100. 644.
1200. 661.
1240. 657.
1330. 671.
1418. 688.
1508. 804.
1512. 806.
1540. 818.
1600. 818.

cp

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

Fig. A.5 � Évolution de la chaleur spØci�que du 18M5 en fonction de la tempØrature. La
chaleur latente est de 260000 J:Kg� 1.

Temp¶erature K evp

(±C) (MP a:sm )

300.00 754.943745
500.00 256.016218
600.00 203.432285
700.00 152.446472
800.00 118.516777
850.00 105.303793
900.00 93.808838
950.00 83.662142
1000.00 74.604424
1050.00 66.454011
1100.00 59.083806
1150.00 52.404588
1200.00 46.352661
1250.00 40.880643
1300.00 35.950694
1350.00 31.529721
1400.00 27.586222
1418.00 26.277363

Kevp

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

50
100
150
200
250
300
350
400
450
500
550
600
650
700
750

Fig. A.6 � Évolution de la consistance Kevp à l’Øtat solide pour le 18M5 en fonction de
la tempØrature (loi elasto-viscoplastique multiplicative (2.20)).
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Temp¶erature m evp

(±C) (sensibilit ¶e)

600.00 0.044394
700.00 0.065289
800.00 0.087984
850.00 0.099899
900.00 0.112116
950.00 0.124563
1000.00 0.137163
1050.00 0.149830
1100.00 0.162470
1150.00 0.174987
1200.00 0.187283
1250.00 0.199258
1300.00 0.210818
1350.00 0.221872
1400.00 0.232338
1418.00 0.236

mevp

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

0:05

0:10

0:15

0:20

0:25

0:30

0:35

Fig. A.7 � Évolution de la sensibilitØ à la vitesse de dØformation en fonction de la tem-
pØrature pour le 18M5 à l’Øtat solide (loi elasto-viscoplastique multiplicative (2.20)).

Temp¶erature n
(±C) (¶ecrouissage)

600.00 0.240111
700.00 0.235154
800.00 0.227400
850.00 0.222402
900.00 0.216634
950.00 0.210090
1000.00 0.202775
1050.00 0.194708
1100.00 0.185917
1150.00 0.176446
1200.00 0.166348
1250.00 0.155689
1300.00 0.144545
1350.00 0.132999
1400.00 0.121141
1418.00 0.0

n

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

0:05

0:10

0:15

0:20

0:25

0:30

0:35

Fig. A.8 � Évolution du coe�cient d’Øcrouissage en fonction de la tempØrature pour le
18M5 à l’Øtat solide (loi elasto-viscoplastique multiplicative (2.20)).
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Annexe A. Acier 18M5

º = 0:3

Temp¶erature E
(±C) (GP a)

400.00 306.848
600.00 142.112
700.00 90.326
750.00 70.71875
800.00 54.784
850.00 42.13325
900.00 32.378
950.00 25.12975
1000.00 20.00
1050.00 16.60025
1100.00 14.542
1150.00 13.43675
1200.00 12.896
1250.00 12.53125
1300.00 11.954
1350.00 10.77575
1418.00 7.510565

E

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

50

100

150

200

250

300

350

Fig. A.9 � Évolution du module de Young en fonction de la tempØrature pour le 18M5
à l’Øtat solide. Le coe�cient de Poisson est pris Øgal à 0:3.

134



Annexe B

DonnØes thermo-physiques et
thermo-mØcaniques de l’acier 100C6

pour la machine d’Hagongange

composant teneur (% massique)

Carbone 1:01
Silicium 0; 23

ManganŁse 0:33
Aluminium 0; 011

Soufre 0; 026
Phosphore 0; 021
Niobium 0; 02

Tab. B.1 � composition chimique de l’acier 100C6

Les donnØes thermophysiques sont issues du rapport de [Bobadilla et al., 1993]. Les
donnØes thermomØcaniques sont calculØes à partir du modŁle II de [Kozlowski et al., 1992].
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Annexe B. Acier 100C6

Lm T yp e Valeurs

0.5 1 -130.0D4
0.84 2 423.D0
3.24 2 370.D0
15.0 3 0.85
25.0 3 0.85

Lm = longueur m¶etallurgique (m)

Type = 1 , Á (W:m¡ 2)
Type = 2 , h (W:K ¡ 1:m¡ 2)
Type = 3 , " r

Temp ¶erature ext ¶erieure: 25 ±C

Vitesse de coul ¶ee: 0.62 m:min ¡ 1

Fig. B.1 � Zones de refroidissement et vitesse de coulØe de la machine d’Hagondange.

Temp¶erature Fraction
(±C) solide

1307.90 1.
1331.90 0.99
1339.90 0.98
1346.90 0.97
1352.90 0.96
1362.90 0.939
1369.90 0.916
1372.90 0.907
1383.90 0.866
1390.90 0.83
1399.90 0.779
1410.90 0.708
1420.90 0.624
1431.90 0.503
1439.90 0.406
1450.90 0.225
1456.90 0.1
1461.20 0

fs

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

1

Fig. B.2 � Évolution de la fraction liquide du 100C6 en fonction de la tempØrature.
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Temp¶erature k
(±C) (W :m ¡ 1:K ¡ 1)

0 37.5
100 40.5
200 40.0
300 38.0
400 36.5
500 34.5
550 33.0
600 32.0
650 30.0
700 28.5
750 25.5
800 24.5
850 25.0
900 25.5
1270 29.0
1450 39.3
1538 40.3
1627 41.5

k

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

Fig. B.3 � Évolution de la conductivitØ thermique du 100C6 en fonction de la tempØrature.

Temp¶erature ½
(±C) (kg :m ¡ 3)

0 7834

100 7809

200 7781

300 7749

400 7713

500 7675

600 7634

700 7592

800 7565

900 7489

1000 7438

1100 7388

1200 7340

1270 7302

1450 7026

1500 6995

1600 6934

½

Temp¶erature

0 500 1000 1500
6900

7000

7100

7200

7300

7400

7500

7600

7700

7800

7900

Fig. B.4 � Évolution de la masse volumique du 100C6 en fonction de la tempØrature.
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Annexe B. Acier 100C6

Temp¶erature c p

(±C) (J :Kg ¡ 1:K ¡ 1)

0 486
100 519
200 544
300 578
400 615
500 662
600 745
700 2089
750 649
800 657
900 619
1000 636
1100 649
1200 665
1270 672
1450 765
1480 777
1510 791
1540 804
1600 804

cp

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

2200

Fig. B.5 � Évolution de la capacitØ calori�que du 100C6 en fonction de la tempØrature.
La chaleur latente est de 217000 J:Kg� 1.

Temp¶erature K evp

(±C) (MP a:sm )

300.00 714.943745
400.00 377.299646
500.00 236.016218
600.00 163.884093
700.00 121.331868
750.00 106.015382
800.00 93.262484
850.00 82.430634
900.00 73.073634
950.00 64.878071
1000.00 57.622132
1050.00 51.147958
1100.00 45.342471
1150.00 40.123695
1200.00 35.430812
1250.00 31.216899
1300.00 27.443675
1307.90 26.885584

Kevp

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

50
100
150
200
250
300
350
400
450
500
550
600
650
700
750

Fig. B.6 � Évolution de la consistance Kevp à l’Øtat solide pour le 100C6 en fonction de
la tempØrature (loi elasto-viscoplastique multiplicative (2.20)).
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Temp¶erature m evp

(±C) (sensibilit ¶e)

400 0.008730
500 0.025514
600 0.044394
700 0.065289
750 0.076431
800 0.087984
850 0.099899
900 0.112116
950 0.124563
1000 0.137163
1050 0.149830
1100 0.162470
1150 0.174987
1200 0.187283
1250 0.199258
1300 0.210818

1307.9 0.212600

mevp

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

0:05

0:10

0:15

0:20

0:25

0:30

0:35

Fig. B.7 � Évolution de la sensibilitØ à la vitesse de dØformation en fonction de la tem-
pØrature pour le 100C6 à l’Øtat solide (loi elasto-viscoplastique multiplicative (2.20)).

Temp¶erature n
(±C) (¶ecrouissage)

400 0.242898
500 0.242575
600 0.240111
700 0.235154
750 0.231643
800 0.227400
850 0.222402
900 0.216634
950 0.210090
1000 0.202775
1050 0.194708
1100 0.185917
1150 0.176446
1200 0.166348
1250 0.155689
1300 0.144545

1307.9 0.0

n

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

0:05

0:10

0:15

0:20

0:25

0:30

0:35

Fig. B.8 � Évolution du coe�cient d’Øcrouissage en fonction de la tempØrature pour le
100C6 à l’Øtat solide (loi elasto-viscoplastique multiplicative (2.20)).
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Annexe B. Acier 100C6

º = 0:3

Temp¶erature E
(±C) (GP a)

400.00 306.848
500.00 213.25
600.00 142.112
700.00 90.326
750.00 70.71875
800.00 54.784
850.00 42.13325
900.00 32.378
950.00 25.12975
1000.00 20.00
1050.00 16.60025
1100.00 14.542
1150.00 13.43675
1200.00 12.896
1250.00 12.53125
1300.00 11.954
1307.90 11.81779

E

Temp¶erature

0 500 1000 1500
0

50

100

150

200

250

300

350

Fig. B.9 � Évolution du module de Young en fonction de la tempØrature pour le 100C6
à l’Øtat solide.Le coe�cient de Poisson est pris Øgal à 0:3.
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RØsumØ
Nous avons proposé une modélisation thermomécanique de la coulée continue d'acier en trois dimen-

sions. Notre approche permet d'obtenir la solution thermomécanique stationnaire du procédé, sur toute
la machine. Il est alors possible de déduire l'histoire thermique et mécanique du produit en visualisant les
cartes de contraintes ou de température. Un des résultats attendus de notre étude concerne les dé�ections
entre les rouleaux qui traduisent le gon�ement, à l'origine des ségrégations. Nous avons basé notre étude
sur la stratégie globale instationnaire, en adoptant une approche purement lagrangienne. Nous simulons
l'apport continuel de matière, grâce à l'introduction d'un outil d'injection situé sur la face supérieure du
domaine. La face inférieure du domaine admet la cinématique de l'outil de guidage du procédé. Ainsi,
le maillage augmente constamment selon un chemin délimité par les rouleaux. L'évolution du maillage
-création de nouveaux n÷uds- est gérée de manière locale par une technique de recollement de maillages.

D'un point de vue modélisation, nous résolvons les équations instationnaires de conservation de
l'énergie, de la matière et de la quantité de mouvement. Le problème mécanique est abordé selon une
approche de type milieu monophasé équivalent ; nous négligeons les phénomènes de convection naturelle
et de macroségrégation, mais les phénomènes de dilatation thermique et de retrait à la solidi�cation
sont pris en compte. La zone solide est supposée obéir à un comportement élasto-viscoplastique, dont
la rhéologie est donnée par les lois de la littérature. Les zones pâteuse et liquide sont supposées obéir
respectivement à un comportement viscoplastique et newtonien. Nous avons validé, avec succès, notre
approche sur plusieurs cas et nous l'avons appliqué à deux machine de coulée industrielles.

Mots-clés: coulée continue, acier, solidi�cation, rhéologie, modélisation élément �nis, maillage, lagran-
gien, couplage thermo-mécanique.

Abstract
In this work, we introduce a thermo-mechanical model of the steel continuous casting process, in

three dimensions. With our approach, it is possible to obtain thermo-mechanical steady-state solution of
the process, for the whole product. The thermo-mechanical history of the product can thus be deduced,
by viewing the stress and temperature �elds, for instance. One of the expected results deals with the
bulging between rolls, which is known to give birth to segregation phenomena. We base our study on the
global non steady-state strategy using a Lagrangian approach. The �ow of matter in the studied domain
is simulated through one injection tool located in the upper surface of the domain. The lower face is
supposed to be driven down at the starting block velocity. However, the mesh displacement at the upper
surface is imposed to zero and consequently the mesh volume enlarges continuously. The evolution of the
mesh - relocation of nodes, creation of new nodes - is treated by a speci�c generation mesh technique.

Concerning the model, non-steady thermo-mechanical conservation equations are solved. The ap-
proach to the mechanical problem is of equivalent one-phase type (velocity and pressure are the un-
knowns). In our approach, natural convection and macrosegregation are neglected but thermal dilatation
and solidi�cation shrinkage are accounted for. Solid, mushy and liquid states obey respectively to elasto-
viscoplastic, viscoplastic and Newtonian behaviours. The rheology of the solid state is calculated thanks
to laws from the literature. These developments have been validated on industrial cases, showing a good
qualitative and quantitative agreement.

Keywords: steel, continuous casting, solidi�cation, rheology, �nite elements, generation mesh, Lagrangian,
thermo-mechanical coupling.


	Couverture
	Remerciements
	Dédicace

