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Il faut imaginer Vernus turbulente,
au dessusdu bruit de la mer.

Michel Serres

Il n'‘est plus besoin de presetter la morphologie mathematique. De nombreux chercheurs
et industriels aussibien en analyse d'images qu'en robotique utilisent sesprimitiv es. Nous ne
nous risqueronsdonc pas a en delimiter formellemert les fronti eres. Pour nous, la morphologie
mathematique sera\ce qui tourne autour desrelations ensenblistes suivantes" :

K X; K\ X 6;: K X¢

ou X represettie I'ensenble a analyser{ l'objet ou l'image { et K un ensenble analysart que

I'on appelle generalemert \ elemen structurant”. X estdonc une donneedependart desmoyens
d'acquisition, donnee sur lagquelle nous n'avons que peu d'action. Au cortraire, nous sommes
ma'tres du choix de K que nous ferons varier pour les besoinsde I'analyse. Notons au passage
que le choix de relations ensenblistes n'est pas anodin : d'embleeil elimine de notre champ

d'investigations les technigues lineairesa basede corvolution. Certains y verront une analogie
avec le monde visuel : les signaux emis par divers objets ne s'additionnent pas car un objet

opagueocculte tout ce qui est derriere lui.

Deux cadrestheoriquesont ete developpespour rendre compte de cesrelations ensenblistes :

1. dansun espacdocalemert compactet separableE (espacelCS), en utilisant explicitement
la topologiede E. On y etudie en particulier la regularite desoperateurs (continuite, semi-
continuite) ainsi que la notion d'ensenble ou de fonction aleatoire. L'ouvrage de basesur
cette approche reste \Random setsand integral geometry" de G. Matheron [Mat75].

2. dans un treillis complet, en mettant en valeur les proprietes algebriques des operateurs
telles que la commutation avecle sup ou la croissance.Cette approche a eu pour point de
depart l'article de G. Matheron \lters and lattices" [Mat83], [Mat88b] et a abouti a la
thesede J. Serra\El emeris de theorie pour lI'optique morphologique” [Ser86].Ce domaine
fait actuellemen l'objet d'activesrederces.



C'est pourtant la premiere approche que nous poursuivrons ici dans le cadre de l'espace
euclidien IR". Nous construirons d'abord desoutils issusde la morphologie mathematique, puis
nous montrerons commert s'en servir pour resoudredes problemesd'analyse d'image.

Dans une premiere partie, nous exposeronsla construction desormaisclassiqued'une topolo-
gie sur I'ensenble desfermes de IR" ainsi que sa -algebre assaiee (tribu borelienne). Nous
l'llustrerons par I'analyse de la corvergenced'algorithmes fondessur la triangulation de Delau-
nay et utilisesen robotique pour represener des donneesissuesd'algorithmes de stereoscopie
bi- et tri-no culaires. Les relations ensenblistes interviennert ici dansla de nition des\v oisins"
d'un ensenble donne. En e et la topologie utilis ee est engendee par les ouverts :

F&.:6oum, = TF fermes,F\ K = ;; F\ Gi 6 ;g
ou K estun compact et (Gi)}":1 une famille nie d'ouverts de IR".

La secondepartie nous amenera vers des domainesplus connus en morphologie mathema-
tique : dilatation, erosion... c'estadire la construction desprimitiv esmorphologiques.La encore,
le lien aveclesrelations ensenblistes est clair : le dilate de X par K estl'ensenble despositions
pour lesquellesK coupe I'ensenble X.

X K=fx; Ky\ X 639

ou Ky estle translate de K au point x. Nous ne ferons pasici une description exhaustive des
operateurs, mais nous les examineronssousun angle algorithmique original. Nous partirons de
I'id eesimple quela frontieredu dilat e d'un corvexepar un cerclederayonr estla courbe parallele
a distance r. Cette remarque nous permettra de construire une nouvelle classed'algorithmes
travaillant uniquemert sur les fronti eres des ensenbles et par suite extrémemen rapides, en
particulier dansle casde transformations geadesiques.

Nous irons plus loin dans l'exploitation de cette technique algorithmique au cours de la
troisieme partie, en montrant commert calculer la fonction de propagation, outil trespuissan,
mais peu employe puisque le seul algorithme connu a ce jour est excessiemert lent. La cor-
rection de l'algorithme nous permettra de mettre en evidencecertainesnotions concernan les
geadesiquesdans IR? muni de metriques issuesd'un polygone corvexe symetrique d'interieur
non vide.

La quatrieme partie montre alors commert utiliser les operateurs morphologiques pour
resoudreun probleme reel d'analyse d'image. Notre but n'est pas de donner une solution au
probleme,mais de montrer commen on arrive a dessolutions, quelssort lescriteresqu'ellesmet-
tent enjeu. Le pluriel estici intentionnel { nousdonneronsune dizaine de solutions di erertes {
car nous voulons illustrer le fait qu'un probleme peut se resoudrede nombreusesmanierestres
distinctes dansleur conception: la solution qui esthabituellement publieen'est engeneral qu'une
parmi d'autres.

Nous nirons en cherchant a mieux formaliser I'emploi desprimitiv esmorphologigues.Nous
verrons que l'on peut les organiser selon leur complexite parallelemern a leurs e ets de plus
en plus selectifs. Nous illustrerons cela par la description d'un systeme de programmation au-
tomatique, qui, a partir d'une image et d'une question, fournit une suite de transformations
morphologiques,c'est-a-dire un programme.






Partie |

Morphologie math ematique et
geometrie combinatoire






In tro duction

La morphologie mathematique est surtout connue en robotique par la dilatation et I'erosion.
En eet, si X represene I'espacelibre dans lequel peut se mouvoir un robot K en translation
uniquemert (donc en particulier sansrotation), I'ensenble represertant lespositions ou cerobot
est a l'interieur de I'espacelibre est donne par I'erode de X par K :

Ex(X)=X K =fx; Ky Xg

ou K4 estle translate de K par le vecteur x et K estle symetrique de K par rapport a l'origine
del'espace.L'ensenble despoints que le robot atteindra estdonne par l'ouverture de X par K :

[
X))k = (X K) K= fKyg; Ky Xg
ou estl'addition de Minkowski :

A B=fa+b;a2Aeth2Bg="fx; Bx\ A6 g

A l'aide d'outils de la geometrie informatique, desalgorithmes ont ete developpes pour cal-
culer de maniere e cace I'erode ou l'ouvert dansle casou X est un polygone (ou polyedre)
ou un ensenble limit e par des segmers et des arcs de cercle [LPW79]. Cet aspect des choses
edhappe alors largemert a la morphologie mathematique dont le but est plutdt d'examiner les
proprietes desoperateurs fondessur desrelations du type K \ X 6 ; ouK X.

Dans ce chapitre, nous exposeronsd'abord la topologie que fournit la morphologie mathe-
matique sur I'ensenble desfermesde IR" et lillustrerons par I'etude de la corvergencevers le
squeletted'une forme de I'ensenble descertres desboulescirconscritesaux simplexes(boulesde
Delaunay) dans la triangulation de Delaunay. Puis nous passeronsau cadre aleatoire assie et
l'llustrerons par deselemerts de calcul de complexite dansle casmoyen d'algorithmes utilisant
destechnigues de decompositions en cellules (\buc keting techniques" en anglais).

9Ce chapitre est paru dans les actes des Journees Geometrie et Robotique, LAAS/CNRS { Toulouse, 26{
28 Mai 1988, Ed : J.D. Boissonnat et J.P. Laumond.






Chapitre 1

La top ologie en tout ou rien

L'un des outils les plus communs lorsque I'on cherche a evaluer la di erenceerntre deux
formesest la distance de Hausdor . La dis(tance erire K et K Qest d)e nie commesuit :

%K ;K9 max supd(x; K9; supd(x; K)
x2K x2K 0

= inf "K K% B.-:K® K B-

ou B~ estla boule fermeede rayon ". Cependan, cette distance n'est de nie que sur I'ensenble
descompactsnon vides de IR". Celui-ci, muni de la distance de Hausdor n'est pascompact et
ne permet pas de traiter les caslimites ou I'on aimerait qu'une suite de compacts\converge"
vers un demi-plan par exemple.

Nous proposonsde montrer commert il est possiblede pourvoir I'ensenble desfermesde IR"
d'une topologie n‘ayant pas les defauts que nous venonsd'evoquer, de laquelle nous deduirons
une -algebreau paragraphe?2 envue de manipuler desfermesaleatoires.Dansles paragraphesl
et 2, nous suivrons la demardie de G. Matheron [Mat75]. Nous ometterons systematiquemen
les demonstrations pour nous concenrer sur les outils ainsi developpes. Au cortraire, lors de
leur utilisation, nous donneronsdeselemerts de demonstration.

1.1 Denition d'une top ologie sur I'ensemble des fermes de IR"

Notons F (IR") ou F quand il n'y a pas d'ambigute I'ensenble desfermestopologiquesde
IR™ muni de satopologie habituelle et K(IR") ou K celui des compacts. Nous avons vu que la
morphologie mathematique reposait sur des relations du type K X etK\ X 6 ;.1 est
possiblede construire une topologie T a partir de cesdernieres.

Denition 1.1

On aprelle topologie en tout ou rien sur F la topologie engendee par les ensembles

F&,. 6, =fF2F; F\K=; etF\ G 69

oup2IN, K 2 K estcompact et (G;)"-; estune famille d'ouverts de IR"



Pourquoi un seul compact ? Simplemert parce que
Ki\ X =; etKx\ X =;) (K[ Ko\ X =
ce qui montre qu'il estinutile de considerer plusieurs compacts simultanemen.

Sousceshypotheses:

Th eoreme 1.2
H (F;T) estcompact, separe et separable (i.e. T admet une base denombiable).

La propriete de compacite qui hous servira par la suite peut setraduire de la facon suivante :
toute suite de fermesadmet au moins une valeur d'adherence.

lllustrons ce point qui peut paratre paradoxal au premier abord : IR" n'est pas compact,
alors que F l'est ! Soit (Xj)i2in Une suite de points de IR" qui divergea linni x; ! 1 . Alors
(fxjg)i2iv estune suite de fermesqui corvergevers; .

Comme la topologie T est separable,il est possiblede nousrestreindre a I'etude dessuites.
Le theoremefondamertal suivant donne une interpretation plus physiquede T a l'aide de suites
de points de IR".

Th eoreme 1.3

Une suite (Fj)i2in defermesconvergevers F si et seulementsi on a simultanement :

Crit ere 1 : 8x 2 F; 9x; 2 Fj a partir d'un certain rang, x; ! X.
Crit ere 2 : Soient une sous-suiteextraite (Fi, )i, 2n de (Fi)ian et x;, 2 Fi, . Alors
Xi, ! x) x2F.

k

On peut en deduire facilemert les points suivants :

1. L'application [ : F F ! F estcontinue,

2. Si (Fj)i2in estune suite decroissarte de fermes,alorslim F; = \ F;,

3. Si(Fi)i2in estune suite croissarte de fermes, alorslim F; = [ Fj,

4. L'addition de Minkowski  de deux fermesn'etant pas necessairemenun ferme nous ne

pouvonsrien dire pour l'instant.

Malheureusemenm, lintersection\ : F F ! F n'est pas cortinue ce qui nous poussea
examiner plus en detail les notions de limite superieure et inferieure ainsi que celle de semi-
cortinuite.

Lescriteresl et 2 du theoremel.3 permettent de de nir deux fermesqui sort respectivemert
l'intersection et I'union de toutes les valeurs d'adherencede la suite (F;)i2n -



Denition 1.4
Soit (Fi)i2in une suite de fermes. On appelle

1. limite inferieure de (Fi);2in I'ensemblede toutes les limites de suites de points
X; 2 Fj. C'est le plus grand ferme qui veri e le critere 1.

2. limite superieure de (Fj)ion l'ensemble de toutes les valeurs d'adherence de
suites de points x; 2 Fj. C'est le plus petit ferme qui verie le critere 2.

En particulier :
Fi! F () limsupFi=IliminfF;:

La semi-corinuite s'en deduit commedans le cas desfonctions reellesde variable reelle:

Denition 1.5
Soit  un espace topologique separableet @ ! F.
1. estsemi-mntinue superieureen! 2  si et seulementsi
81! I:limsup (') M).
2. estsemi-mntinue inferieureen! 2 si et seulementsi
8! ! 1:liminf (1) ().

Avec cesde nitions,
1. l'application \ : F F ! F estsemi-corinue superieure,

2. l'application qui a F assaie safrontiere @ est semi-cortinue inferieure,

3. linclusion passea la limite : (8i; Fi F9) limsupF; liminf F2

1.2 Relations entre la top ologie en tout ou rien et celle deduite
de la distance de Hausdor

Examinons a presei ce qui sepassesur I'espaceK®= K nf,g descompactsnon vides quand
on le munit de la topologieinduite par T . Elle ne cencide pas avec celleinduite par la distance
de Hausdor .

De nition 1.6
On aprelle topologie myope sur K la topologie engendee par les ensembles

oup2IN, F 2 F estferme et (Gi)ip:1 une famille d'ouverts de IR"
Cette topologie concide sur KC aves celle induite par la distance de Hausdor .




Prop osition 1.7
| La topologie myope est strictement plus ne que celle induite par T sur K°

Precisonsle lien ertre la convergencepour T et celle pour la topologie myope dans K © :

Prop osition 1.8
Une suite de compacts (K)i2n convemge pour la topologie myope si et seulementsi :

1. (Kj)i2in convegedansF au sensde T.
2. TouslesK; sont contenus dans un compact xe.

Remarque : le terme de topologie myope s'explique alors de lui-m&me, puisqu'une suite de
compacts ne peut converger dans ce sensque si aucun de sespoints ne\s'en va" alinni :la
topologie myope est incapable de les prendre en compte. En reprenart I'exemple d'une suite
(Xj)i2in de points divergear verslinni, (fxjg)ion corvergevers; dansF et ne converge pas
dansK.

En munissart F de T et K de la topologie myope, hous pouvons enoncer:
'addition de Minkowski, F K ! F etK K ! K estconinue,
'lhomothetie R*  F ! F etlR* K ! K estcorninue,
l'erosion,F K! F etK K! K estsemi-corinue inferieuremen,
I'enveloppe corvexe,K ! K est cortinue, I'enveloppe corvexefermeeF ! F s.c.i,

I'espacedescorvexesde F estferme dans F, celui descorvexesde K est ferme dansK.

1.3 Application : relations entre le squelette et la triangulation
de Delaunay

Donnons nous un objet X de IR", que nous supposeronscompact, dont la frontiere est une
surfaceou une union de surfacesC? (X n'est pas necessairemensimplemert connexe,ni méme
connexe).Cet objet ideal ne nous est connu que par un certain nombre de points de mesuresur
sasurface.Lorsqueles points sort susamment densessur la surface,les certres desspheresde
Delaunay assaieesaux simplexesque fournit la triangulation de Delaunay de cespoints donne
une bonne approximation du squelette de X (voir gure 1.1). Nous allons montrer commernt
donner un sensprecisau mot \appro ximation" et quel type de convergenceon peut attendre si
I'on fait augmerter inde niment la densite de points sur la surfacede l'objet.

Avant tout, de nissons quelquesnotions que nous emploieronsdanstoute cette section:



Figure 1.1 : Approximation du squelette par la triangulation de Delau-
nay.



De nition 1.9
On appelle ensemblede points de densite " sur X tout ensembleP = (p;)L, de points
de @X veri ant

8x2 @; 9 2 [Lq; pi2B(x")

ou B(x;") estla boule fermee de centre x et de rayon ".

Cette de nition montre commert nous nous proposonsd'echantillonner aussi nement que
l'on veut la surfacede X .

De nition 1.10
Le squelette interieur de X, que nous noterons Sqn: (X), est l'adherence de
Bmax;,, (X), lieu des centres des boules maximales incluses dans X. En d'autres
termes:

fX; 9ry; B(X;ry) B(x%r% X ) x%=x; r%=rug
B maxin (X)

B max i (X)
SC]int (X )

Le squeletteexterieur Sgex(X) se de nit de maniere analogue a l'aide des boules
maximalesincluses dans X ©

Le squelettede X, note Sq(X) est alors l'union de son squeletteinterieur et de
son squelette exterieur. De facon analogue, nous noterons B max (X) l'union de
BmaXint (X) et de BmaXext (X)

La triangulation de Delaunay est bien connue et nous ne la rede nirons pas ici [PS85]
[BFBM88]. Il nous sura de savoir qu'elle decompose I'enveloppe convexe d'un ensenble de
points en simplexesd'interieur disjoint. Une de sesproprietes carateristiques est que la boule
circonscrite a tout simplexe, qui est appelee sphere de Delaunay, ne contient aucun autre point
de I'ensenble de depart dans soninterieur.

L'etude de la corvergencede boulesfermeesdans F reposesur la proposition suivante :

Prop osition 1.11
Soit (Dj = B(X;;ri))i2in une suite convergeante de boulesdans F .

1. x5! xetry! r() D;j! B(x;r) dansK donc aussidansF.

2. Sinon (D;) converge vers une boule generalisee, i.e. soit 'ensemblevide, soit
un demi-es@ce ferme, soit IR" tout entier.

Notations
Pour etudier les problemesde corvergence,nous allons nous donner une suite d'ensenbles
de points (Pj)i>in de plus en plus densessur X . Nous supposeronsque P; estde densite”; ! 0.

Nousnoterons X; I'ensenble descertres desspheresde Delaunay assaieesa la triangulation
de P;.



Points de mesure
\ Disque maximal

Disque de Delaunay

Figure 1.2 : Cercle de Delaunay approximant un cercle maximal.

Nous supposeronsen n que @ est une surfaceC3.
Sousceshypothesesnhous allons montrer que X; ! Sq(X) = Bmax (X).

1.3.1 Convergence des centres des spheres de Delaunay vers le squelette

De facon heuristique, soit D = B(X; r) une boule assaiee a un simplexe de la triangulation
deP;. Alors B(x;r ") estinclusedans X ou X ¢ tout ertiere, par de nition d'un ensenble de
points de densite ";. Si"; estpetit D est\presque maximale" dansX ou X ¢ et donc approxime
une boule maximale (voir gure 1.2).

De facon plus precise,nous etudions d'abord les limites possiblesde certres de spheresde
Delaunay, puis en quel sensa lieu la corvergencede I'ensenble des cerires de ces sphereset
nous montrerons en n sousquelleshypothesestout le squelette est bien atteint.

Montrons que toute suite corvergearie de certres de spheresde Delaunay converge vers le
certre d'une boule maximale, c'est a dire un point du squelette.

Prop osition 1.12

Soit (Dj)i2in une suite de spheres de Delaunay ou D; est ass@iee a un simplexede
la triangulation de P;. Si D estune valeur d'adherence de D;, alors D est maximal
dansX ou X¢€.

En d'autrestermes:

limsupX; Bmax(X):
i

Demonstration : Soit donc une suite extraite D;, ! D. CommeD; = B(X;;rj) est une sphere
de Delaunay, et que P; est un ensenble de points de @X de densite ", la boule B(xj;r; ")
ne rencortre pas la frontiere de X . Elle est donc incluse dans X ou X . Quitte a extraire une



sous-suite,nous pourrons suppposerque B (x;,;ri,  "i,) sort tous en meémetemps dans X ou
tous dans X ¢©. Comme B(x;,;ri, "i,) ! D et que l'inclusion passea la limite, D X ou
D X¢. Supposonspar exempleD X (l'autre cassetraite de maniere analogue),et soit D ©
tel queD D% X. Nousallons montrer que D = D ce qui prouveraque D est maximale.

respectivemert. Toutes ceslimites sort des points de la frontiere de X et appartiennent a D
(voir lescriteresl et 2 du theoreme de corvergencedesfermes).

Supposonsque deux de ceslimites soiert di erertes. Commecespoints sort sur la frontiere
de D et D (car cesboulessort inclusesdansX), etqueD D% onaD = D% et D est
donc maximal dans X .

Supposonsa presen que toutes ceslimites soiert egalesa a. Placonsnousd'abord dansle
plan. D estle cerclelimite du cerclecirconscrit a trois points corvergeart versun point a.
D est donc osculateur a la frontiere (c'est ici qu'il faut supposer@ de classeC?2). Alors
D X estmaximal dansX . DansIR", la demonstration estun peu plus delicate : orientons

claseespar ordre croissan. Le rayon de D verie % r é car D est spherelimite de

la sphere circonscrite a n + 1 points corvergeart ena. CommeD X, onar = é Or le

rayon de la sphere maximale incluse dans X et cortenant a vaut au plus % d'ou D est
maximal.

Ceci achewve la demonstration m

Que se passe-t-il si nous supposonsla frontiere de X moins reguliere ?

1. Si X estlimit e par une courbe C! par morceaux, des pathologies peuvert appardtre au
niveau despoints de rebroussemen (voir gure 1.3).

2. Si X estun polyedre la proposition reste veri ee.

Apresavoir montr e par la proposition precederte une sorte de convergencesimple, montrons
gu'en fait, sur tout compact, cette corvergencea lieu uniformemert.

Prop osition 1.13
Soit K un compact.

8" 2IR" ;9Np2IN; 8i > ng, K\ X;j Bmax(X) B(0;")

c'est a dire que tous les centres qui sont dans K sont a une distance au plus " de
Bmax Si la discretisation P; est assez ne.

Demonstration : Supposonsque la propriete ne soit pasveri ee.Soit" > 0et D;, = B(Xi,;ri,)
(spherede Delaunay assaieea un simplexede la triangulation de P;, ) une suite de spherestelle
que d(x;, ; Bmax (X)) > " pour tout k. Quitte a extraire une sous-suite,on peut supposer que
Di, ! D= B(x;r)dansF, puisqueF estcompact. Deux cassort possibles:



c est valeur d'adherence
quandp; ! aetqg! a
de faconquec; ! c625q(X)

Points de mesure

Figure 1.3 : Exempledelimite decertres de cerclesde Delaunay qui n'est
pasun point du squelette.

D estuneboulevraie : il y aalors corvergencedansK. D'apresla proposition precderie, X
est certre d'une boule maximale, donc appartient au squelette.Or x;, ! X, X 2 Bmax (X)
et d(xi,;Sq(X)) > " > 0. Il y a cortradiction.

D estune boule gereralisee: D ne peut etre I'espaceentier car X estnon vide, ni le vide
car D cortient au moins un point de @X . Donc D est un demi-espaceferme inclus dans
X¢. Donc x;, divergeverslinni, cequi esten cortradiction avecle fait quex;, 2 K m

Pour linstant, nous ne savons rien sur lim inf X, c'est a dire si veritablemert tout point
du squelette peut e ectivemert etre atteint au moyen descertres desspheresde Delaunagy. La
reponseest ici encorepositive si I'on supposeC? la surface @X .

Prop osition 1.14

11

Demonstration : Soit D = B(x;r) une boule maximale de X ou X°¢. Notons A = D\ @
I'ensenble des\p oints d'appui* de D sur la frontierede X . D, interieur de D, ne cortient aucun
point de P;. Soit donc Di=B (xj;rj), boule maximale dans IR" nP;, A D Di. On peut
alors trouver D?, sphere de Delaunay assaiee a la triangulation de P;, s'appuyant sur D \ P;
et contenant le certre de D; (Nous ne demortrerons par ici ce lemme. Le princip e est de faire
augmerter le rayon de D; jusqu'a ce que au moins n + 1 points soiert sur sa surface comme
lllustre la gure 1.4).



o Disque de Delaunay

‘? Points de mesure
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°
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Disque maximal dans IR? n P;

Figure 1.4 : Transformation d'un cerclemaximal de IR" nP; en cerclede
Delaunay.

D; B(0;"i) ne cortient pas de point de P; car D; est maximale dans IR" nP; et P; est
de densite ;. Soit Dy une valeur d'adherencede D;. Alors A D Dg X ou X€¢ Comme
D est maximale, D = Dy estla seulevaleur d'adherencede D;. Donc D; ! D. La suite (x;)
des centres de (D;) converge donc vers x, certre de D. Comme x; 2 Dio, x 2 D9 une valeur
d'adherencede (D9 (qui existe bien car F est compact). D est une boule maximale puisque
limite de boulesde Delaunay.

Si la surface @ est C1, il n'y a que deux boules maximales qui s'appuiert ena 2 A, ou
A =D\ @, l'une Djy interieurea X, l'autre Dgy dans X ¢, toutes les deux de rayon non nul
sila surface @ estC2. CommeA D@ DY%estl'une desdeux boulesDey; et Din . D%est celle
qui cortient x, c'est a dire aussiD . Donc toute valeur d'adherencede DioestD, i.e. Dio! D, ce
qui achewe la demonstration m

Remarque : Dans le casd'une courbe C! par morceaux, donc d'un polygone, ce resultat
peut eétre faux, commele montre I'exemple dela gure 1.5ou deux anglesrentrants sefont face.
Le segmem du squelette entre a et b n'est jamais atteint, sil'on supposeque les points p; et p
sort dans P; pour tout i.

L'ensenble despropositions que nous avons montr eespermet d'enoncerle theoremecertral :

Th eoreme 1.15
L'ensemble X; des centres des spheres de Delaunay ass@ieesa la triangulation de
P; converge au sensde la topologie desfermes T vers le squelettede X .

Demonstration : nous avons vu que

limsupX; Bmax(X) liminf X;
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Sq(X)
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L )

Portion de Sq(X)
non atteinte

Figure 1.5 : Exemple de polygoneou certains points du squelettene sort
pasatteints par deslimites de certres de cerclesde Delaunay.

Donc lim X = Bmax (X). Ceciprouve aussique B nax (X ) estferme, c'esta dire que B jax (X) =
Sq(x), dansle casou @ est C3.

1.3.2 Vitesse de convergence

Bien que la corvergencevers le squelette soit uniforme sur tout compact, celane prouve pas
que cette convergencesoit rapide.

Nous allons apporter quelqueselemeris de reponse dans le plan, en montrant que c'est
seulemenm au niveaudespoints terminaux ou cette convergencepeut &tre treslente. Pour ne pas
alourdir le texte, nous ne donneronspas les details descalculs.

Prop osition 1.16 0
Soit X I'ensembleplan, intersection du sur-graphede la fonction f (x) = x?(1 iXj)
et du carre centre a l'origine dec6teL >> 1. Alors le point terminal (0; 0) estatteint
en O(p ™) (voir gure 1.6).

Il est donc possiblequ'un point terminal soit atteint \lentemert".

. ® ., ,
Remarque: sif estC3, alors la corvergenceest k;(—z) i ou k estune constarte independarte de
f.



Branche de Sq(X)
X

(0;0)

p

f(x)=rx?1 "X)

Figure 1.6 : Exemple d'extremite atteinte lentemert.

Prop osition 1.17

Soit D = B(x;r) une boule maximal de X ou X ¢, renmntrant la frontiere de X en
deuxpoints distincts a et b. Soit  I'angle (a?'x; b). Soit D;j = B(x;;ri) ! D une suite
de cercles de Delaunay asseies a la triangulation de P;. Alors :

cos
dxix) <k 705

ou k est une constante independante de X .

Cette proposition montre qu'en fait la corvergencevers le squelette est, en dehors d'un
voisinagedesextremiteset del'in ni, lineairepar rapport a";, car n'est nul qu'aux extremites
et a l'in ni.

1.3.3 Forme du squelette

En nous restreignart au plan IR?, si @ est assezreguliere, le squelette de X est en fait un
graphe planaire localemert ni (pour une etude detaillee de cesproprietes, voir [CR67]). Nous
avonsvu la corvergencede X; au sensdesfermes.Cela n'implique pasque lesdiversesbranches
du squelette soiert respectees.Nous allons montrer que les points multiples sort e ectivemert
respectes.

@ estun lacet C® ou une union de lacets C3. Les points de P; peuvert etre ordonnes sur
chaquelacet de @selonleur abscissecurviligne. Il est donc possiblede parler \du polygone" ou
\des polygones" composart P;.

Commernt de nir un point triple sur X; ? Pour celaposons:



De nition 1.18
Soient x| et x}, deux points de X;. Nous dirons quex} et x, sont voisins si et seule-
ment si les triangles, ayant pour centre de leur cercle circonscrit ces points, sont
adjacents selon une aréte qui n'est pas une aréte du polygoneP;.

De nition 1.19
| X} estun point triple si et seulements'il a trois voisins.

Remarque: Nous n'etudieronsici que le casdespoints triples, qui represertent les seulessingu-
larit es (avec les points extremaux) stablesdu squelette. Nous supposeronsdonc que pour tout
i, quatre points de P; ne sort jamais cocycliques. Une facon de tourner cette di cult e, lorsque
plus de quatre points sort cocycliques,est de trianguler cespoints d'une maniere quelconquear-
bitraire. Lescertres descerclesde Delaunay assaiesaux divers simplexessort alors identiques,
et les de nitions preadertes peuvent encores'appliquer en supposart que X; est un ensenble
dont leselemerts peuvent appardtre plusieurs fois.

Prop osition 1.20
Soit x un point triple du squelettede X . Pour i assezgrand, il existe une suite de
cercles de Delaunay D; = B(xj;r;j) telle quetous les x; soient des points triples et
X! X.

Demonstration : Soit D = B(x; r) la boule maximale dont le certre x estpoint triple du squelette.
Cette boule touche la frontiere de X en au moins trois points distincts (a;b;c), car x est triple.
Soit d un point interieur au triangle (a; b;c). A partir d'un certain rang, d appartient al'enveloppe
corvexe de P;, car lI'enveloppe convexe est continue sur K. Pour tout i, soit tj un triangle de
Delaunay cortenant d (d peut &tre sur la frontiere de t;). Soit t une valeur d'adherencede t; et
ti ! t. Soiert (aj;h;c) lestrois sommetsde ti. Quitte a extraire une sous-suitede t;,, nous
supposeronsque a;,, b, et ¢, corvergert vers a% ¥ et c® respectivemert et que D;, , cerclede
Delaunay assaie a tj, convergeversDC Alors d 2 t = (a%1”c9 et t estle triangle (a;b;c). Or
D%est un cerclemaximal qui s'appuie sur a, bet ¢, dou D = D% Commele triangle (a;b;c) est
la seulevaleur d'adherencepossiblede tj, tj ! t. t n'est pasun triangle degenere, donc on peut
supposer,en permutant si besoina;, b etc,a ! a, ! betg! cetD;! D.

A partir d'un certain rang, les distancesd(a;b), d(b;c) et d(c;a) sort toutes superieuresa
3 "i. Alors d(ai; ), d(ly; ) et d(c; &) sort superieuresa ;. Donc lestrois cotesdu triangle t;
ne sort plus desarétesdu polygoneP;, et le point x; admet exactemen trois voisinsm

Lorsque le squelette de X se preseme comme une union d'arcs et posede un nombre ni
de points terminaux et de points triples, la proposition precedete est une premiere etape pour
montrer que, pour une approximation susamment ne de @ par P;, le squelette deduit de
la triangulation de Delaunay en joignant les certres des cerclesde Delaunay voisins a la méme
forme que le squelettede I'objet X (mémetopologie au sensdesgraphesplanaires).

En resune, la triangulation de Delaunay d'un ensenble de points de mesuresur la surface
d'un objet fournit un moyen e cace d'estimer le squelette de cet objet, ainsi que sa structure.
Cependart I'hypothesefondamertale estla regularite de la surfaceedantillonn ee: C2 et modele
regulier. Cette hypotheseest-elleraisonnable pour le monde qui nous ertoure ?






Chapitre 2

Ensembles ferm es aleatoires

Cette section est motivee par I'etude d'algorithmes de bucketisation, commele montre par
exemple[BFBM88]. Souwert il est necessairede tester toutes les intersectionsdes objets d'une
classeavec ceux d'une autre. Cette operation coOte cher et la technique des buckets consiste
a accelerer ces algorithmes de la maniere suivante : I'espace est decoupe en zonescornigues
(buckets) souvent parallelepipediques et I'on assaie a chaque zone la liste des objets qui la
traversen. Or si deux objets s'intersectert, celasepassedans|'une de ceszonesau moins. Ainsi
donc, on peut travailler zonepar zoneen esperant que chacunene cortiendra que peu d'objets.

Dans le cas le pire, rien n'a ete gagre, puisque tous les objets peuvert s'intersecter dans
une seule zone. Cependart, ce cas est rare, ce qui motive une analyse en moyenne, c'est-a-
dire le calcul d'une probabilite. Pour cela, les objets sort assimiles a un ensenble aleatoire
X et nous allons evaluer la probabilite d'intersection de X avec un bucket deterministe B :
P(fX 2 F; B\ X 6 ;g). Malheureusemen, en gereral, un tel ensenfle n'est pas mesurable
au sensdes processusstochastiquest. Nous allons d'abord exposerla -algebre que fournit la
morphologie mathematique puis montrerons commert I'employer.

2.1 Denition dune -algebre et le theoreme de Cho quet

Lorsque I'on disposed'une topologie sur un ensenble, il est possiblede lui assaier une -
algebre \naturelle”, celle engendee par les ouverts (tribu borelienne). Dans le casde (F;T),
cette -algebre, que nousnoterons i, estengendeepar la classedesF X seuleou celledesFg
seule,carsiK; " G, alorsFg, " Fg ; defacon analogue,si (Gj)i2in estun systemede voisinages
ouverts de K et si G; # K alors Fg, # Fk . Donc, pour K compact x e, fX; K X €g est un
elemert de ;, c'est-a-dire un evenemen et I'on pourra parler de sa probabilit e.

De nition 2.1
On appelle ferme aleatoire ou RACS (pour Random Closel Set) le triplet (F; ¢;P)
ou P estune protabilite sur I'espace mesumble (F; )

IC'est le casen particulier si B n'est pas denombrable. Cependant, on peut souvent parametrer X au moyen
d'un nombre ni de parametres et on est alors ramene a calculer des probabilit es dans IR". Nous proposonsde
sauter le pas, et ce pour eviter de mettre en evidence dans chague cas ces parametres.



L'existence de telles probabilit es est assuee par la compacite de F et nous en verrons
d'ailleurs un exemplenon trivial par la suite.

Comme ; estlatribu borelienne,toutes lesapplications cortinuesou mémessemi-cortin ues
A ! F (ou A estun espacetopologique muni de sa tribu borelienne) sort mesurableset
de nissent donc des variables aleatoires. Ainsi nous avons le droit de parler de l'union, de
I'intersection de deux fermes aleatoires ou du dilate, de lI'ouvert d'un ferme aleatoire par un
compact deterministe.

De méme qu'une variable aleatoire reelle est entieremen determinee par la donnee de sa
fonction de repartition, il est possiblede mettre en evidenceune notion similaire dansle casdes
RACS : c'est le celebre theoreme de Choquet [Cho54].

Th eoreme 2.2
[Theoreme de Chaguet] Soit T : K ! IR une fonctionnelle. Il existe une unique
protkabilite P sur ¢ tellequeP(Fk) = P(fX; X\ K 6 ;g) = T(K) si et seulementsi
T estune capacite de Chaguetalterneed'ordrein ni tellequeT(;) = 0et0 T 1.

Nous n'expliciterons pas la notion de capacite de Choquet car cela est inutile pour notre
propos.ll sut de savoir qu'il s'agit de conditions sur T analoguesaux proprietesde croissance
et de cortinuite a droite d'une fonction reellepour @tre la fonction de repartition d'une variable
aleatoire.

Ainsi donc, pour caracteriser un RACS, il noussu ra de conndtre safonctionnelle T(K) =
P(fX; X\ K 6 :9).

2.2 Relations avec la notion de loi spatiale

Commernt sesitue la -algebre ¢ par rapport a cellequel'on utilise entheorie desprocessus
stochastiques(i.e. en traitement du signal) ? Si X estun RACS, on peut considerer X comme
une fonction aleatoire f x par le biais de safonction indicatrice : fx (x) = 1, x2 X. ¢ nous
permet d'evaluer desevenemerts du type

fX; Ky XC®etK, Xg=ffy; fx(x)=0pourx2Kjetfy(x)=1pourx2Kszg

En theorie desprocessusstochastiques, seulslesensenblesou K ; et K, sort denonbrables sort
mesurables,ce qui interdit d'etudier f x sur une boule voisinagede son certre.

Examinons plus en detail ce point. Pour cela, placons-nousdans un cadre commun, celui
des fonctions IR" ! IR. Montrons d'abord commert passerdes fonctions aux ensenbles et
reciproguemert.



De nition 2.3
Soit f :IR" ! IR une fonction semi-mntinue superieure. On appelle sous-gaphe de
f I'ensembleferme de IR"*!

SG(f)=f(x;t) 2 IR" IR; f(x) tg[ f(x;1 );x2IR"g:

Il faut noter que c'est preciemert parce quef est semi-coninue superieure que SG(f ) est
ferme. Reciproquemert, notons C I'ensenble desfermesF de IR"*! veriant :

(x;t)2F =) (x;t92F pourt®<t

ainsique(x; 1 ) 2 F. Alors la fonction f (x) = supft; (x;t) 2 Fg estsemi-coninue superieure.
Il 'y a donc bijection entre I'espace : lesfonctions semi-cortin ues superieureset les fermesde
C F.

Prop osition 2.4
| C muni de la topologie induite par T est compact.

Nous pouvonsdonc reprendretout ce que nous avons presene dansle nouveaucadrede ¢,
ce qui nous permet de de nir la notion de fonction aleatoire s.c.s.,la -algebre qui nous occupe
etant engendee par les evenemerts de la forme :

ff 2 ¢;supff(x);x2Kg tg
ou K parcourt I'ensenble descompacts.

Dans le cas des processusstochastiques, (ou les fonctions aleatoires ne sort pas forcemert
S.C.S.), seuls les evenemerts ou K est compose d'un nombre denonbrable de points sort
mesurables,du fait du procede de construction d'une -algebre sur un produit quelconque
d'espacesmesurables.

Donnons nous une loi spatiale, c'est-a-dire une famille de fonctions de repartition
Fxyixp(Usiiiiup) D IRPIRP T [0;1]

cequi revient a sedonner la fonctionnelle T(K) cf. theoreme 2.2 pour K denonbrable.

Prop osition 2.5
Il existe plusieurs fonctions aleatoires s.c.s. ( ¢; ¢;P) tellesque:

Une de ces fonctions, neassaiement unique est separable, i.e. il existe une partie
densedans IR" telle que

f(x) = limsupf (y):
y! x;y2D




En raisonnart sur les ensenbles, la separabilite s'exprime par SG(f) = SG(f)\ (D IR) ou
SG(f) estle sous-graphede f (voir [Mat69] P 46 et [Mat75] P 43).

En somme, a l'aide de la -algebre ¢, la loi spatiale (i.e. T(K) pour K denonbrable) ne
sut toujours pas a caracteriser une fonction aleatoire s.c.s.,comme dans le cas de processus
stochastiques.Cependart, la donneede T (K ) sur K caracterise une seulefonction aleatoire s.c.s.

2.3 Application : etude des performances d'algorithmes de
bucketisation dans le cas moyen

2.3.1 Le schema booleen

Introduisonsa presef un type particulier d'ensenble aleatoire, le schemabooleen,en vue de
modeliserune repartition \au hasard" de motifs elemenaires, commepar exempledessegmerts,
destriangles ou des chaes polygonales.Nous adopterons une presertation quelque peu plus
heuristique [Ser83. Une presertation plus rigoureuse est faite dans [Mat75] reposart sur la
notion d'ensenble aleatoire conditionnel, notion que nous voulons eviter ici. Le lien ertre les
deux points de vue est developpe dans [PS87.

De nition 2.6
Soient 2 IR* et X%un RACS. Le schema booleen de ni par et X % que nous
aprellerons grain primaire, est le ferme aleatoire dont les realisations sont donnees
par : [
X= X2
x2P

ou P estune realisation d'un processusde Poisson uniforme d'intensite dans IR"
et X2 le translate du grain primaire X % par x, les (X9)x2p etant tir es de maniere
independante (voir gure 2.1).

Remarques

1. X 9est un ensenble aleatoire, donc pourra modeliser un motif deformable selon certaines
probabilit es.

2. Les e ets de bord ne sort pas pris en compte dans ce modele. En e et, le processusde
Poissonsous-jacem est suppose in ni dansIR".

3. X %nepeut pasetre quelconque.En e et, il faut que X , union desdivers X °soit ferme pour
que nouspuissionsparler du RACS X . Ceciestrealise si et seulemensiE[V(X? K)] < 1
pour un compact K 2 K d'interieur non vide, ou V (:) estle volume (cette formule a bien
un senspuisque K :F ! F estcortinueet queV() :F ! IR* est mesurable).Par
exemple,on ne pourra donc pas prendre pour X ° une droite.

Donnons maintenant deux theoremes concernan les sdhemas booleensqui nous serviront
dansl'estimation d'algorithme que nous nous proposonsd'e ectuer.



Grain primaire : X° ‘

of

X = [ x2p X9

Figure 2.1 : Le sthemabooleen

Th eoreme 2.7
La fonctionnelle caracteristique du schremabooleenX  ( ;X 9 estdonnee par :

1 TK)=PK\X=;)=exp E[VX% K)

ou K estle symetrique deK par rapprt a l'origine et E[] I'esperance mathematique.

Th eoreme 2.8
La variable aleatoire donnant le nombre de grains primair esrencontres par K deter-
ministe suit une loi de Poissonde parametre = E(V(X° K)):

PIN(K)=i)= e

Nous exploiterons le schema booleen ainsi : X 9 sera une donnee et nous en deduirons les
probabilit es relatives a I'in tersection d'une forme donnee K avec cesdi ererts motifs repartis
au hasard.

2.3.2 Exemples de calculs

Aveclesnotations du paragrapheprecedert, nousallons donner desexemplesde calculspour
descasparticuliers de X et B. Pour leur utilisation pratique, voir [BFBM88]. Nousavonsvu que
si X Orepresette I'objet dont nous etudions I'in tersection avec un bucket B, le nombre d'objets
qui coupent B suit une loi de Poissonde parametre E[V(X? B)]. Dans notre casle volume
est en fait la surfacedans IR? (resp. le volume dans IR%) et peut &tre estime par n=L? (resp.
n=L3) ou n est le nombre de grains primaires qui tombernt dans un carre de cote L (resp. un



cube de cote L). Donc le nombre mayen d'objets qui coupe B est precisemeh le parametre de
la loi de Poisson.

Cas ou X%est un segment

Prenons pour X 9un segmen de longueur moyennel et d'orientation uniforme. Si B est un
cerclede rayon , le nombre moyen d'intersectionsns s'ecrit :

ns= 2T+ 2
Si B estune spherede rayon on trouve:
- 4
- 2
ns = I+ —
3

Dans le casou B est un carre de cote

Ainsi donctous lescalculsreviennert a evaluer V(X B) danschaquecasparticulier et d'en
prendre la moyenne.

Cas ou XCest un convexe plan

Dansle casou B estun carreil estpossiblede simpli er lescalculs.En e et, un carre estla
sommede Mink owski de sesdeux cotes:

B=1[0;(; 0] [O;0; )=S« S
Comme la sommede Mink owski est assaiative, on peut faire I'addition en deux fois :
X B=(X S) S

Si nous notons A la surface moyenne du corvexe aleatoire X © et X (resp. y) la longueur
moyenne de la projection de X © sur l'axe desx (resp. sur l'axe desy), le nombre moyen de
corvexesnt intersectart un bucket carre de cOte est donne par (voir gure 2.2):

nt= A+ (X+y)+ 2

Lesvaleursde A, X et y secalculert alors en prenant deslois particuli erespour le corvexe
aleatoire X °commepar exempleun triangle debase xe, de hauteur deloi donneeet d'orientation
guelconque. .

Nous ne dewvelopperons pas plus ce point. Le lecteur interesg pourra consulter I'ouvrage de
referencesur les probabilit esgeonetriques [San76].Notons qu'a taille de bucket donnee,lorsque
le nombre d'objets tend vers I'in ni dans un domaine borne (i.e. ! 1), la complexite des
algorithmes reste lineaire. Cependart, dans la pratique, il est plus raisonnable de considerer
constart. Nous bere cions alors d'une estimation precisede la constarte multiplicativ e et la
taille desbuckets sera choisie en conequence: ni trop petite, car la constitution pour chaque
bucket de la liste des objets l'intersectart seralongue, ni trop grande, car la technique des
buckets n'apporterait rien.



Figure 2.2 : Addition de Minkowski d'un corvexeplan et d'un carre.
2.4 Conclusion

La morphologie mathematique fournit donc deux outils souvent peu connus, une topologie
et une -algebre, dont I'application a l'analyse d'algorithmes senble prometteuse. De plus, de
nombreux resultats existert dans la litt erature, comme les schemasbooleens, et peuvernt donc
etre exploites directemert. Ces deux outils fournissert aussi une alternative a ceux qui sort
utilis es habituellemert : distance de Hausdor et loi spatiale.






Partie 11

Technique des lacets | : Algorithmes
elementaires






In tro duction

Quelle structure d'image pour des algorithmes morphologiques ?

Etudier les manierespossiblesde structurer lesimagesne consistepas seulemem a chercher
une structure de donneespour coder cesimagesdansun ordinateur, mais aussia determiner les
methodes d'acces aux pixels en vue de leurs transformations. Ce n'est qu'apresavoir determine
cet ensenble que l'on peut envisagerla construction d'ordinateurs specialiestraitant lesimages
de maniere extrémemer rapide.

La matrice de pixels

Jusqu'a presen, la seulestructure d'image reellemen exploitee en morphologie mathemati-
que a ete le tableau de pixels stocke en memoire sousforme d'une matrice : une imagen n
occupe en memoire n®  p bits ou p est le nombre de bits utilis es pour coder un pixel (p= 1
pour une image binaire).

La methode d'acces la plus simple consiste alors a balayer I'image de maniere sequertielle
video{ de gaude a droite et de haut enbas{ et de transformer chaque pixel en fonction de ses
voisins directs (4 ou 8 en trame carree, 6 en trame hexagonale).

Cesalgorithmes sort relativemert lents a e ectuer les transformations morphologiquessur
desordinateurs convertionnels : del'ordre d'une secondegpour une dilatation hexagonalede taille
1 sur un Sun 3/60. De plus une dilatation de taille n est calculeeen iterant n fois la dilatation
detaille 1; le squelette est obtenu en amincissan l'image enun nombre de balayagesde I'image
egal en gereral a 6 fois la taille du plus grand erode. Ce sort cesalgorithmes qui sort utilises
dans les ordinateurs specialises.

Dans le but de reduire le nombre de balayagesde I'image, des algorithmes dits rapidesou
recursifs ont ete dewveloppes ([RP66] et plus recemmemn [Mey87]). Leur princip e est d'utiliser,
pour calculer la valeur d'un pixel, la valeur des pixels voisins non seulemen de l'image initiale,
mais ausside l'image transformee. Cette technique est a mettre en parallele avecle principe du
Itrage recursif en traitement du signal. Il est ainsi possiblede calculer par exemplela fonction
distance euclidienned'un ensenble binaire en deux \passes", c'est-a-dire en deux balayagesde
I'image, I'un en sensvideo, 'autre en sensvideo-irverse.

Cesalgorithmes presertent un progresimportant en algorithmique morphologique. Cepen-
dant la structure de donneesqu'ils exploitent reste toujours la méme: un tableau de pixels et
un acees sequertiel ligne a ligne aux pixels accompagmes de leurs voisins.



D'autres structures d'images classiquemen utilis eesen analysed'image pourraient &tre en-
visageesen morphologie mathematique. En voici quelques-unes.

Les quadtrees

Cette structure consistea agglomerer despixels en pavescarreslorsqueceux-ciont une méme
valeur [Sam84. Elle permet d'obtenir un stockagecompactet lesprimitiv esfournissart lespaves
voisinsd'un pave donne sort conrnues.L'ecriture desalgorithmes de morphologie mathematique
est donc envisageable: on trouve en particulier dansla litt erature desalgorithmes d'extraction
de contours et de squelettisation. Cependart I'absence de stabilite de cette structure vis-a-
vis de la translation rend ces algorithmes complexes[Blo87] et condamne de fait ce type de
represeration pour lestransformations morphologiques.Il serait peut-tre méme preferable de
les e ectuer directemert sur destableaux de pixels, quitte a retransformer l'image en quadtree
par la suite.

Les polygones

Dans cecas,la notion mémede pixel disparat entieremen, puisquelessommetsdu polygone
ne sort plus astreints a setrouver sur une grille reguliere. La geonetrie informatique a prouve
gque des algorithmes e caces pouvaient etre developpes sur cette structure [PS85]. En ce qui
concernela morphologie mathematique, citons en particulier la construction du squelette en
O(nlogn) [Lee83, le calcul du diagrammede Voronoe au sensde la metrique geodesique[Aro87]
ainsi que le diagramme de Vorone au plus lointain voisin, toujours au sensde la metrique
geadesique[AFW88], le calcul de I'erode d'un polygonepar un polygonecorvexe [For85] et d'un
polygone par un polygone quelconque[AB87]. Cependar, la plupart des algorithmes ont ete
developpes pour despolygonessimples: une seulesuite de sommetsle represette alors.

Avec cette structure, lesrotations ainsi que les translations sort tresfacilesa e ectuer !

L'un desproblemesde cette structure estla qualite aveclaquelle on veut represerter une ima-
gedigitale, obtenue par une camera par exemple: sil'on veut une image d'une grande precision,
les polygones utilises auront un nombre de sommetsimportant, ce qui rend les algorithmes
employesgourmandsen temps et en place memoire : on remarqueraen particulier que peu sort
lineairesmais presenent souvent une complexite en O(n logn).

Une distinction s'impose: les objets creespar I'homme sort souwert relativemert simples
dans leur forme, et leur frontiere se compose essetiellement de segmems ou d'arcs de cercle.
Par cortre lesformesnaturelles presenent descorntours plus irr eguliersque seulsdespolygones
ayant un tresgrand nombre de cOtessort a mémede decrire d elemert : il sut d'avoir presen
a l'esprit un milieu poreux par exemple ou une image d'eutectique lamellaire (voir le chapitre
\V ariations lamellaires™).

Enn les elemerts structurants que lI'on emploie classiquemet en morphologie mathema-
tique doivert souwert etre des approximations du cercle. Ainsi un polygone ouvert par une
approximation du cercle (par un dodecagonepar exemple) verra son nombre de cotes crotre
rapidemert.



Les graphes

Lesdiversestransformations morphologiquespeuvent s'etendrefacilemert au casdesgraphes
(voir [BGT82] et [Vin88]). Malheureusemen, I'emploi de cette structure est limit e a certains
problemesparticuliers. Sil'on considere une trame { hexagonaleou carree{ commeun graphe,
la place memoire requise pour une image est prohibitiv e puisque la structure particuli ere de
trame n'est pas exploitee.

Les les de contours

Le princip e des algorithmes a basede les de corntours [vVV88] exploite le fait que, pour
calculer sur une image binaire le dilate de taille 1, il sut de mettre a \un" les pixels voisins
despixels de la frontiere. Ainsi, apresun balayage complet de I'image, les pixels de la frontiere
sort detectes, leurs voisins mis a \un" et leur adresseinseree dans une le. Pour calculer le
dilate suivant, il sut d'examinerla le et lesvoisinsdespixels dela le. Cesalgorithmes sornt
donc, apresun balayagepreliminaire de I'image, lineairespar rapport au nombre de pixels de la
fronti ere desobjets.

La structure de donnee exploitee est donc une le. On doit en outre disposerd'un aces
aleatoire a tout pixel de I'image ainsi qu'a sesvoisins.

Structure d'image utilis ee

Nous proposonsde prendre en compte les avantagesde deux de cesstructures en utilisant le
princip e du code de Freeman [Fre61] pour une image binaire numeriseeici en trame hexagonale.

De facon informelle, une forme simplemernt connexeserarepresenee par un lacet ferme :
1. une origine : 2 coordonnees

2. une liste de directions codant la suite dessegmems successifgle la frontiere de la forme,
prise dans le senstrigonometrique.

Une image seraalors un ensenble de lacets, en prenant soin d'orienter la fronti ere desparti-
culesdansle senstrigonometrique et celle destrous dansle senshoraire. Avec cette corvertion,
la forme se trouve toujours a gaude du lacet et le fond a droite. Nous nous ecartons par la
de la structure de le de contours par le fait que dans un lacet, les pixels sort ordonnes ce
qui donne un sensa la notion de \gauche" et de \droite". Notre represenation s'ecarte aussi
d'une represenation polygonale, puisque les sommetssort astreints a setrouver sur une grille
(hexagonale)et les cotes a avoir une orientation discrete (0; 5; %; ::1), ainsi qu'une longueur
xe, distance erntre deux points successifde la trame.

Nous utiliserons les methodes d'acces aux pixels suivantes :

1. Marche aleatoire sur lesimages: etant en un pixel donne, nous pouvonsacaeder a un pixel
voisin dans une direction donnee, sanspour cela chercher a aceder systematiquemert a
tous les pixels du voisinage.



2. Nous utiliserons desreglesde recritures pour transformer les listes de codes de Freeman
en de nouvelleslistes.

3. Nous ne chercherons pas a examiner le voisinaged'un pixel pour conclure a la valeur du
pixel transforme, commecelaest classiqguemen fait danslesalgorithmes usuels,rapides et
a le de corours.

4. Nous housservironsd'une image de travail pour trouver lesintersectionsdesdiverslacets.

Nous allons montrer dansun premier temps commert calculer les dilateshexagonauxsucces-
sifsa partir d'une represenation detype lacet. Nousverronsalors que cette structure est en fait
trop cortraignante et nous en intro duirons une nouvelle toujours fondee sur le m&éme princip e,
mais ne requerant pas la condition de fermeture des lacets. Ceci nous permettra de retrou-
ver diversestransformations morphologiquestelles que dilatation, erosion, fonction distance et
fonction de propagation, tant euclidiennesque geodesiqueset ce sousforme d'algorithmes par-
ticulieremen e caces (optimaux dansun sensque NOUs preciserons).



Chapitre 3

Hyp oth eses et notations

3.1 Denition de la trame hexagonale

De nition 3.1
Nous appellerons grille hexagonalel'ensemblelH despoints ajj, (i;j) 2 Z2 tels que:
!
ok = ix+i . P3
aj = i%+ ] zx 7y

ou (O;%;y) estun repere orthonorme direct de I'espace ane IR?.

IH peut etre considere comme un sous-enserble de IR? d'une part et comme un ensenble
isomorphea Z2. La secondeapproche nous occupera essetiellement aux chapitres 4 et 5, alors
que la premiere seraetudiee en details au chapitre 6.

De nition 3.2
Nous apellerons relations de voisinage le sous-ensemble de IH? tel que:

f(aij a+myj+7,) 9

avec

N Qo

(13;0) ou (0;1)
("1;"2)= _ ou ( L1) ou ( 10)
ou (0; 1) ou (1; 1)

On dira que a;j et ax; sont voisins si et seulementsi (a;; ; ax;) 2

Le point a;; a exactemen 6 voisins formant les sommetsd'un hexagoneregulier, commele
montre la gure 3.1.

De nition 3.3
Nous aprellerons trame hexagonaleG = (H; ) le graphenon oriente ayant la grille
hexagonalelH pour sommetset pour ensembled'arétes.




) [
i 1;j+1 A +1
o ) o
a 1 aj;j Ai+1
a1 A+l 1
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Figure 3.1 : Voisinagehexagonalde a;; .

De nition 3.4
Nous appellerons triangle elementaire ferme (resp. ouvert) tout triangle ferme (resp.
ouvert) de IR? dont les trois sommetssont des points distincts de IH, deux a deux
voisins.

3.2 Denition des directions

De nition 3.5
Notons les directions des 6 voisins d'un point par les entiers de 0 a 5 et (ti)?, les
vecteurs unitair es correspndants, comme l'il lustre la gur e 3.2.

Figure 3.2 : De nition des6 directions de la trame.
Souwert, nous utiliserons la notation #; aveci 2 Z. Nous poseronsalors par corvertion :
Hi = timod 6:

Eemarquonsen n quep et g sort deux points voisins de IH si et seulemen si il existei tel que
g= t.



De nition 3.6
Soient p; et p, deux points voisins de IH. Nous appellerons point au milieu a droite

de plbz le point p3 de ni par :

p1b3 = # 1 ave pllpz = H

selonla gure 3.3.

point au milieu a droite

o—@
P2 P1
point au milieu a gaude

°

Figure 3.3 : De nition du point au milieu a droite.

Ce point est unique et est voisin de p; et de p».

On de nira de maniere analoguele point au milieu a gaude de p; et p».

Souwent, nous seronsameresa \tourner" autour d'un point en empruntant lesvoisins de ce
point dans le senstrigonometrique ou horaire. De maniere formelle nous I'exprimerons par :

De nition 3.7

Soit p un point dela grille IH et p; = p+ ¢, et pp = p+ #j, deuxvoisins de p. Les
voisins de p balayes dansle senstrigonometrique de p; a p, sont donnesdans|'ordre
par :

G=p+ti22Z i3 < i < ip+((i2 i1) mad6):

Le balayage dansle senshoraire sede nit de maniere analogue.

3.3 Denition des cha™mes et lacets



De nition 3.8

de la grille IH. On appellera chemin ou chane d'origine pg code par C la suite de
points (pi)iL, tels que

Xi
P = Pot g
j=1

Rappel : Dans un espacea ne E, il esttoujours possibled'ajouter un point et un vecteur
de l'espacevetoriel assaie E en posart par corvertion :

8p;q2 E 8v2|E g=p+v () |oq= v

Remarque: Si pg et g sort deux points de la grille IH, les chemins d'origine po et go codes
par la chae C sededuisert I'un de l'autre par une translation de vecteur poQp.

De nition 3.9
H Un lacet est un chemin dont les extremites concident.

Remarque: La propriete de lacet ne depend, d'apresla remarque precdene, que de la liste
descodesC.

Etant donne un chemin, c'est a dire une suite ordonneede points, il estevidernt de remonter
ala liste descodesC codant ce chemin. Pourtant, dansla pratique, sur uneimage, un tel chemin
n'‘est pas donne par un n-uple, mais par un ensenble non ordonne de points et un algorithme
de construction de C demandea &tre explicite. Malheureusemen en general un tel algorithme
n'‘existe pas. Cependart nous verrons que dans le cas des lacets simples C est parfaitement
de ni (voir aussi[Ros7Q).

Parfois, par abus de langage,la suite C elle-méme munie de son origine pg seraappeleeune
cha'me. Lorsque la chame codeepar C est en fait un lacet, nous parlerons du lacet C d'origine
po. En vertu de la remarque, cette terminologie a bien un sens.Nous ne discuteronspasici des
conditions necessaire®t su san tes sur C pour qu'il soit un lacet.

3.4 Notion de transformation geodesique

La trame IH peut &tre consideree comme un espacemetrique. Habituellement, la distance
entre deux points x ety estde nie par le nombre minimal d'arétresd'un chemin digital joignant
X ay. Dans la suite, cette distance seraappelee\distance hexagonale"sur IH. Nous verrons au
chapitre 6 que d'autres metriques sur IH peuvent €tre envisagees, mais qu'elles soukevent des
problemestheoriquesdelicats.

Si I'on se donne un ensenble digital M et x, y deux points de M, on peut mesurer leur
distance en ne consicerant que les chemins digitaux dont tous les sommetssort dans M. Nous



appellerons cette metrique sur M IH \ M -geadesique” ou simplemert \g eadesique" si le con-
texte ne préte pasa confusion.

Notre approche est puremert digitale et supposedonc que nous possdions un objet sous
forme de pixels de la trame. En particulier, la notion de digitalisation ne nous occupera pas
ici. Cependart, par commadite ou necessig, nous seronsamere a assaier a un objet digital
un objet continu \sympathique" du plan IR?. Plusieurs classesde tels objets ont ete etudiees
en detail, tels la classedes corvexes,|'anneau corvexe (unions nie de corvexes)et le modele
regulier (ensenbles ouverts et fermes par une boule) ertre autres, qui ont permis d'obtenir de
nombreux resultats en geonetrie di erertielle et en probabilit es geometriques [Had57], [San76]
ou [Ser83.

Au chapitre 4, seulesnhous interesseron les questionslieesa la connexite. On pourra alors
consicerer IH commeun sous-enseible de IR? et ne prendre en compte quel'operation d'inclusion.

Le plongemen de IH dansIR?, c'est-a-dire munir IR? d'une distancetelle que la distance sur
IH soit la méme que celle induite par celle de IR? sur H, ne seraetudie qu'au chapitre 6.






Chapitre 4

Algorithme de suivi de contours

Dans ce chapitre nous allons montrer commert construire la structure de donneescorres-
pondarnt a une image binaire X, X etant un sous-enserle ni de IH, grille hexagonale.Nous
supposeronsdansun premier temps que X et X ¢ sort connexes.Cette hypotheseest|' equivalent
digital de la simple connexite dansle plan IR?. Dans cecas,X n'a pasdetrou et de facon intui-
tive, la frontiere de X seraun lacet. L'algorithme de determination de ce lacet que nous allons
presetter est classique[Ros7( : il utilise le principe de \I'a veugle" qui marche sur la frontiere
de X et qui la suit en cherchant le point le plus a sadroite : enfaisart tourner sacannedansle
senstrigonometrique, il note a chaque fois le premier point de X qu'il rencortre.

La correction de cet algorithme est delicate a etablir et n'a reellemen ete abordee que par
A. Rosenfelddans le cadre de la trame carree en 4 et 8-connexite. Nous allons, dans le cas
de la trame hexagonale,proposer une demonstration d'un genre totalement di erert qui a le
merite de pouvoir etre adapteeaux sous-enserlesde IR? appartenart au modele regulier [Ser83.
Elle sefonde sur le theoreme de Jordan dansle plan cortinu enimmergeart IH dansIR? { nous
adopteronsla mémeattitude lorsquenousaborderonsla fonction de propagation. Nous mettrons
en evidenceles\b onnesproprietes” de l'algorithme de suivi de la frontiere.

Nous quitterons le casd'un ensenble X simplemert connexeet verrons commen detecter
toutes les frontieresen assurar toujours les proprietes precedertes au resultat et cela par un
unique balayage de I'image correspondant a X.

Nous terminerons cette section par quelquesdigressionssur la possibilite de de nir un
theoreme de Jordan sur une trame. Nous montrerons en particulier que toute triangulation
du plan veri e cette version digitale, mais que la reciproque est fausse.

4.1 Cas d'une particule X simplement connexe

La frontiere d'un objet digital ne peut pas se de nir de facon analogue au cas cortinu :
tout point adherant a un ensenble et a soncomplemertaire. En e et, de nie de cette maniere,
la frontiere digitale aurait une epaisseurde deux pixels en general. C'est pourquoi nous lui
substituons la de nition suivante :



Denition 4.1
Soit X H. On apelle frontiere interieure de X le sous-ensemblede X note
Front (X) despoints de X voisins d'au moins un point de X €.
De facon analague, la frontiere exterieure de X est Front (X ©)

Etant donne un point pg de la frontiere de X, nous nous proposonsde decrire Front (X) par
une suite de codesC = (¢;){L; telle quela chane P = (pi){L, codeepar C et d'origine po ait les
propriete suivantes :

P1 : (pi)i, sort despoints de la frontiere de X.
P2 : Front(X) fpigl,.
P3 : La chame P estun lacet, c'est-a-dire pp = pn.

P4 : Fixons un point p; de la chane P. Lesvoisins de p; balayes dans le senstrigonometrique
depi 1 apj+1 sort tous dansX €.

P5 : Cette propriete estune sorte de reciprogue a cequi precde.Soitgp 2 X et 2 X avecq
et oy voisins. Soit X, le premier point voisin de g; dansX obtenu a partir de gp entournant
dans le senshoraire. Soit x;, celui obtenu en tournant dans le senstrigonometrique. Les
points Xi,, qu et x;, sort trois points congecutifs de la chamne P.

P6 : Pour tout couplede points (pi; pi+1), le point au milieu a droite de (p;; pi+1) estdans X €.

Pour avoir une interpretation graphique desproprietesP4, P5 et P6, voir la gure 4.1. Ces
trois proprietes sort fondamertales pour tous les algorithmes que nous allons preserter par la
suite et assureron leur correction.

4.1.1 L'algorithme

L'algorithme precis est donne table 4.1. Decrivons de facon intuitiv e son fonctionnemert.
L'id eeest de faire tourner autour de X un segmen (p;q) de longueur unite tel qu'a tout instant
p2 X etq2 XC. Pour cela, faisonsle tourner autour de p dans le senstrigonometrique. Des
que g2 X, nous sommessur un nouveau point frontiere. On inverseles rdlesde p et g puis on
recommencea faire tourner le segmen autour de cenouveaupoint. L'algorithme s'arréte lorsque
cesegmen revient a saposition de depart qui peut etre par exemple: p point en haut a gaudce
de la particule et g= p+ t3.

Exemple d'application : Dansle casde la gure 4.2, I'algorithme fournit le resultat suivant :
chanel0:::5] = 4,1,0;5;2; 3.

Il faut noter que le test d'arrét x = X esttrop fort et ne permettrait pas de parcourir X en
entier. Seulela conjonction desdeux tests x = X et d = dg assureun resultat correct. Notons
aussique les segmeis du cortour ont ete exploresdeux fois dans certains cas.

Nous allons a present prouver que l'algorithme propose fournit bien une chae possdart
les six proprietesenonees.



Variables

chane tableau monodimensionneldes codes successifs.
X0 point de depatrt.
do direction de depart.
X point courant de la frontiere de X.
d direction courarte.
i indice du code suivant.
Entr ee
Xo et dg avecXg 2 X et Xp + ttg, 62X.
Sortie
i nombre de segmeits du cortour de X.
chane[0;i 1] code desdirections dessegmetts.
Initialisation

i 0;Xx Xo;d do+1 mod 6;

Boucle generale

faire inde niment
Six 6 Xg
tant que x + tg 62X
d d+ 1maod 6;

sinon
tant que x + tq 62X
sid= dyp mod 6
n de l'algorithme.
sinon
d d+ 1mod®6;
n tant que
n si
X X+ Hy;

chaneli] d mod 6;
i i+1;d d+ 4 mod6;
n faire

Tableau 4.1 : Algorithme de suivi de cortour d'une particule simplemert

connexe.

(2)

3)

(4)
(4)
(4)
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Pi+1 %‘ Xi, %‘
X /P X X
Propriete P4 Propriete P5
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pi+1./:%2;/; Pi
/

Propriete P6

Figure 4.1 : Proprietesde la chame frontiere.

4.1.2 Correction

La demonstration necessiteun intermedemathematique qui permettra de mettre en evidence
les proprietesP4 et P5 du lacet obtenu.

Notation : Nous parlerons souvert de la valeur d'un point de IH. Il s'agira en fait de la fonction
caracteristique de X sur IH que nous noteronsv(x). Elle vaut 1 si le point estdans X, 0 sinon.

Figure 4.2 : Exemple de frontiere.



a{ Construction d'un lacet simple separant X de X¢ Soit S I'ensenble dessegmeis
de IR? construits commesuit :

Pour tout triangle elemertaire dela trame, dont lestrois sommetsn'ont pasla méme
valeur, le segmehn s joignant lesmilieux dessegmems de (arétesde la trame) dont
les extremitesont desvaleursdi erertes estun elemert de S (gure 4.3).

Figure 4.3 : De nition des2 S.

Tout triangle elemertaire dont les trois sommetsn'ont pasla m&éme valeur contient exacte-
ment un segmen de S, celui qui esthomothetique du cote du triangle ayant sesdeux extremites
a la méme valeur par I'homothetie de rapport % et de certre le sommet dont la valeur n'est
presette qu'une seulefois. Donc a une rotation pres, les deux caspreseries gure 4.3 sort les

seulspossibles.Notons que s n'est jamais une aréte de la trame.

Montrons maintenant la propriete suivante veri eepar S :

Propri ete 4.2
Soit (p;g) 2 et supmsonsquep et g aient desvaleursdi erentes(v(p) + v(q) = 1).
Soit m le milieu de p et g (m 62IH !). Alors S contient exactementdeux segments
distincts ayant m pour extremite.

Demonstration : L'arete (p;q) appartient a deux triangles elemertaires exactemet :

ot Tl = (p, g point au milieu a droite de Eq)

T2 = (g, p, point au milieu a droite de gp)

Chacun de cestriangles cortient exactemen un segmem de S. Comme T1\ T2= [p;q], ou
[p: g] designele segmem d'extr emitesp et q en tant que segmen de IR?, et que tout segmemn de
S n'est jamais inclus dans un segmem de la trame, les deux segmeits de S sort distincts et ont
chacun m pour extremite m

Chamons a presen les segmets de S pour obtenir un lacet simple L de IR?, cortenant en
soninterieur exactemen les points de X . Pour cela construisonspar recurrencesur i la suite de
segmets Sp = (si){L; ennotant & et b lesextremitesdu segmen s; :



b =a+ pourl i<n,
Si6 sj pouri6j.

Construction par recurrence:

i=1 : X estnon vide, ainsi que X ¢, donc S est non vide. Soit alors s; = (a;;h;) 2 S.

passage de i a i+ 1: Par construction, by estle milieu de deux points de la grille hexagonale
posedart desvaleursdi erertes. D'apresla propriete precedene, deux segmeis de S ont
g pour extremite : s; et un autre s. Sipourj ionas; = s, alors le processuss'arréete,
sinon, posons:

Si+1 = S= (@+1;0+1) = (B;B+1):

Nous allons prouver que l'arc L forme dessegmets de la suite Sp est en fait un lacet simple
polygonal. Pour celamontrons deux proprietessimplesdeselemerts de S :

Propri ete 4.3
Soient s et s deux segmentsde S. Considerons les comme des segments fermes de
IR?. Alors s\ s0 est soit vide, soit un point qui est l'une de leurs extremites qu'ils
ont en commun, milieu de deux points voisins de la grille IH.

Demonstration : clair m

Propri ete 4.4
| Soients, s°et s®trois segmentsde S. Alors s\ s\ s%= ;

Demonstration : Sis\ s°6 :, cesdeux segmers secoupent en leur extremite commune. Or en
ce point passem au plus deux segmets de S, ce qui prouve que s®°ne peut le cortenir. On en
deduit :

s\ s0\ %= :

En particulier la con guration en etoile dela gure 4.4 n'est paspossiblem

Figure 4.4 : Con guration impossibledansS.



Par construction, s, = (an;bn) esttel que b, = a pour un certain i < n. Sil< i, les
trois segmems s; 1, S et s, secoupent en a;, ce qui cortredit la propriete 4.4. Donci = 1
et la suite Sy est un lacet polygonal du plan IR?. Ce lacet est simple, car les deux proprietes
precedertes interdisent les points doubles.Remarquonsen n que tous lessegmems de S ne sort
pas necessairemendans le lacet simple Sg.

D'apresle theoremede Jordan (voir par exemple[Die69]), So separele plan en deux regions
connexes,'exterieur et l'interieur que nous noterons respectivemen E et | .

Montrons quel \ H = X et E\ H = X¢. Soiert (p;q) 2 H?2, deux points tels quep 2 | et
g2 E. Nousallons montrer dansun premier temps que :

v(p) + v(@ =1
en notant v(p) la \valeur" du point p2 H, c'est-a-dire :
vip) = 1 () p2X et v(p = 0() p6X:

Siv(p) = v(q), alorsil existe un chemin digital de p a g, tel quetous lespoints du chemin aiert la
valeur v(p), puisquepar hypotheseX et X ¢ sort connexes Ce chemin peut &tre consicere comme
un chemin polygonal de IR? ayant p et g commeextremites. Comme p et q appartiennert a |
et E respectivemernt, composartes connexesdistinctes de IR>n ,  coupe Sg. Or un chemin
forme de segmets de et un chemin forme de segmeis de S ne peuvert secouper qu'en des
extremites de segmeits de S, milieux de points voisins de IH. Or cespoints voisins ne peuvent
avoir que desvaleursdi erentes: v(p) + v(g) = 1. Ceciconredit la de nition du chemin dont
tous lessommetsont la mémevaleur. Ainsi donc, p et g ont desvaleursdi erertes.

Supposonsp 2 | \ H. Faisonsparcourir a g l'ensenble E\ H.
8gq2E\ H; v(ipp+v(g=1

g parcourt un ensenble in ni, doncon peut trouver q2 E\ H tel quev(g) = 0. Doncv(p) = 1
et pour touslesg?2 I \ H, v(g) = 0. Si maintenant nous xons qdansE\ H, nousen deduisons
quev(p) = 1lsurl \ H. Enresune:

E\H=Xetl\ H=X¢%

Il reste a remarquer pour nir, que tous les segmets de S sort presens dans Sy puisque
sinon, ils seraien inclus dans un triangle elemertaire totalement inclus dansE ou |, cequi est
impossible.

b { Analyse de l'algorithme Montrons que l'algorithme suit dansl'ordre les sommetsde
So.

Les parametres d'entr ee de I'algorithme sort :
la direction de depart dg.

un point xo de X tel que le point voisin dans la direction dg soit un point de X °.



Notons Sp = (si)iL; avecs; = (a;h) et a; le milieu des deux points voisins de la trame p;
et ou. Quitte a renumeroter cycliguemert Sp, on peut supposerque p1 = Xo €t th = p1 + tiq,.
Soit ¢ le point au milieu a droite de pl'ql. Nous avonsvu qu'il existait dans S exactemen deux
segmers ayant ¢ pour extremite, un dans chaque triangle elemertaire s'appuyant sur (p1; gu).
Nous pouvons prendre dans la construction proposee plus haut pour s; l'unique segmemn de
S etant dansle triangle elemenaire (p1;gi;C). Sp seconstruit alors par recurrencede maniere
unique.

Nous allons construire par recurrencesur i une suite (p;j){L; de points de X et une suite
(g)fL, de points de X © avecp; voisin de ¢, tel que le milieu de (pi; ¢) esta;.

Notons p; les positions successies occupeespar x dans l'algorithme soit lorsque le test (2)
ou le test (3) est execute, soit lors de I'a ectation x X + tq dansle groupe d'instructions (4).
Soit alors g = p; + t4. Remarquonsque les (p;) et les(q) ne sort pas necessairemendistincts.

Montrons que pouri n, le milieu de (pj;q) esta;.
i = 1: Celaestvrai par construction.

Passagedei ai+ 1:

Supposonsle test (2) e ectue avec suces. Alors d est incremerie de 1. Posonspi+1 = pj
et g+1 = pi + tg. Le test est a nouveau execute.

{ S'il estvrai, v(g+1) = 0 et il enresulte que aj+1 estle milieu de (pj+1;G+1)-

{ S'il estfaux, le groupe d'instructions (4) est execute. pi+1 = pi+ &4, d d+ 4 et
doncg+1 = p + g = G (voir gure 4.5). Le segmen (p;; pi+1) estalors un segmen
de la frontiere de X . Ainsi aj;+1 estencorele milieu de (pi+1;G+1 ). Le programme se
poursuit alors soit par le test (2), soit par le test (3), suivant que pj+1 estou n'est pas
le point de depart. Il faut remarquer que le test (2) et le test (3) sornt necessairemen
veri espuisqueqg = G+ 2 X°©.

Supposonsle test (3) e ectue avec sucesa l'etape i. Si d est la direction de depatrt, le
milieu de (p;i; G) esta; = by, et le processuss'arréte apresavoir parcouru Sp.

Sinon, on montre par un raisonnemen analogueau precedert que la propriete du milieu
resteveri ee.

La seuledi erenceertre lesboucles\tant que" (2) et (3) estle test d'arrét d = dg qui verie
si le lacet Sy a ete parcouru en ertier. La gure 4.6 illustre le processusertier et en particulier
la condition d'arrét du programme.

4.1.3 Complexit e

Soit n le nombre de segmetts du lacet Sy. Les tests (2) et (3) sort executes n fois puisque
a chaque fois on avanced'un segmen sur le lacet Sg. Soit p le nombre de points de la frontiere
de X . Chacun de cespoints n'est sommet que d'au plus 6 triangles elemertaires contenant au
plus un segmem de S chacun. Reciproquemer, tout segmem de S est cortenu dansun triangle
elemertaire dont I'un dessommetsappartient a la frontierede X. Doncn 6 p. En fait, on



G+1 = G
direction = d+ 4

a+1 = b

direction = d
Pi+1 Pi

Figure 4.5 : Detection d'un segmem de la frontiere.

a I'egalite uniguemenrt quand p = 1, c'est-a-dire pour un point isole. Dans tous les autres cas,
n 5 p. Nous pouvonsdonc enoncer:

Prop osition 4.5
L'algorithme propose estlineaire par rapport aux nombres de points de X n(X H1)
ou Hi estl'hexagoneelementaire de la trame.

41.4 Acceleration

On a vu lors de la demonstration de la correction de l'algorithme que le test (2) etait
trivialement veri e lorsque le programme venait d'e ectuer les instructions (4). Il est donc
possibled’eliminer ce premier test en ecrivant :

faire d d+ 1; tant que...
ala placede:
tant que...faire d d+ 1;

Cette simple remarque permet d'economiserernviron un tiers du temps calcul. De maniere
informelle, le test (2) este ectuetrois fois (parcours en ligne droite) avant d'&tre in rm e. Comme
c'est cette boucle qui utilise quasimert tout le temps calcul et qu'un test sur trois en moyenne
est elimine on en deduit le gain de temps.

Attention : Il ne faut surtout pas faire la méme chose pour (3), car le test d'arrét doit
absolumer etre e ectue. De plus, cette boucle ne peut &tre rencortr ee qu'au plus trois fois au
coursde I'execution du programme: le point X a alors une structure en etoile a trois branches.

4.1.5 Propri etesdu lacet resultat

Verions quela liste C descodesobtenue possdebien les six proprietesenonees.Pour cela
posons:
Xi
ri=ro+ Bchanej) PoOUr 1 i n
i=1
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Liste descodes: (4; 1;0;5; 2; 3)

Figure 4.6 : Cha'nage dessegmets de S.

avecrg = Xg. Lesr; ne sort rien d'autre gue les positions successies occupeespar x dans le
groupe d'instructions (4) de l'algorithme. Dans la demonstration de la correction de ce dernier,
nous avons note cespoints py, mais les indices ne correspondert pas. Si nous posonsr; = p;,
on a la propriete qui sededuit sanspeine de la demonstration :

P1

P2 :

P3 :

P4 :

La suite (ki){L, eststrictement croissarie.
La suite (p )}“;;i ! est constarte et la valeur de cette constarte est Pi .

Pour tout k, px, 6 pk,, , (saufsi X estreduit a un point unique).

: Clair puisqueles px sort despoints de la frontiere de X.

Soit x un point de la frontiere de X . Soit alorsy 62X un point voisin de x. Notons z le
milieu de (x;y). Exactemert deux segmeits de S ont z pour extremite. Lors du parcours
de Sp, z a ete le milieu de (pk; px + tg) pour un k donne, puisquetoute la chahe Sy a ete
examinee.Donc x = px = rj pouri tel quek; Kk < Kj+1.

Clair puisquel'algorithme s'arr@te quand on est revenu au point de depart.

Soitr; x esurlafrontiredeX. Notons(x|)|5=0 lessix voisinsder;. Convenonsde considerer
les indices desx modulo 6. Alors il existei; eti; telsquer; 1 = X, et rizz = Xj,. On
peut corvenir, quitte a rajouter 6 aip, quei; < i, i1+ 6.

Supposonsr; 6 ro. Dans le test (2), le point visite est xj,+1, puis s'il est veri e
Xi,+2 ... jusqu'a rencortrer un point de la frontiere de X, qui serale point suivant du
cortour, c'est-a-dire ri+1 = Xj,. Donc tous lespoints Xxj,+1 :::Xj, 1 nesort pasdansX, ce
qui estla traduction exactede la propriete P4.



P5 :

P6 :

Supposonsr; = rg. Le raisonnemen reste le méme: il sut de consicerer les points
examines par le test (3) pour la premiere fois, avant d'executer les instructions (4) et d'y
rajouter ceux examinespar le test (3) apresla derniere execution desinstructions (4).

Soit gz un point de la frontiere de X et ggp 62X voisin de g;. Soit Xj, le premier point de
X, voisin de qi, obtenu a partir de ¢p en tournant dans le senstrigonometrique, et X,
celui en tournant dans le senshoraire. Nous pouvons supposerii; < ip i1 + 6. Notons
(gure 4.7):

a, le milieu de [Xj,; Xj,+1]-
a, le milieu de [X,; Xi, 1].
g le milieu de [op;xj] pouriy < j <.

Pour iy < j < iy, Xj 62X, donc tous les segmeis (a;;aj+1) pouriy < j < i 1sort des
segmers successifsde Sg. Or on sait (voir la correction de I'algorithme) que ce dernier
suit Sp dansl'ordre. Donc les points X;,, th et X, serort danscet ordre et successifglans
(ri){Ly . points successifgle la frontiere.

Remarque: Cette demonstration prouve aussique pour tout segmen de la frontiere de
X (Xi,;;on), il existe un segmemn de S, en l'occurence(ai,; ai,+1), qui est parallele a ce
segmen et setrouve dansle triangle elemertaire de sommetsx;,, th et le point au milieu
a droite de xil'ql.

Soit (ri;ri+1) un segmen de la frontiere de X. Considerons le triangle elemenaire de
sommetsri, ri+1 et le point a au milieu a droite de ririil. Cetriangle cortient un segmen
de S parallelea (ri;ri+1) (voir la remarquedansla demonstration de P5), et donca 62X .

Figure 4.7 : Voisinaged'un point frontiere.

4.2 Cas d'un ensemble X H quelconque ni

4.2.1 Description de X par une suite d'ensembles simplemen t connexes

Soit X un sous-ensetible quelconque ni de IH.



Prop osition 4.6
On peut decrire X par une suite in nie decroissanted'ensembleqX ;) sousla forme :

X =(((XonXy)[ X2)nX3)[ Xg:::
ou

1. X; estunion disjointe d'ensemblessimplement connexes

2. Xj+1  Xj Hi ou H; designel’hexagoneelementaire.

Le princip e s'exprime de maniere informelle ainsi (voir gure 4.8) :
X estl'union de X et de sestrous
X1 estl'ensenble destrous de X

X, estl'ensenble desparticules setrouvant danslestrous de X

De facon formelle, soit xo un point de X ¢ eloigne de X. On pourra prendre par exempleun
point en dehorsd'un hexagonecertre a l'origine corntenant X qui existe puisque X est ni.

Posons:

X estl'ensembledespoints x de IH tels quetout chemin C de x a xg a un nombre
detransitions 0 1letl O surson parcours strictement superieur ai.

Montrons que la suite ainsi de nie a bien les proprietes requises:

On a bien Xj+1 X par construction.

Montrons que X2 N X417 X et Xy 1nXy  XEC

En e et, X3 nXy41 estl'ensenble despoints x pour lesquelsil existe au moins un chemin
de x a xg ayant 2i + 1 transitions, c'est-a-dire un nombre impair. Donc puisque xg 2 X,
X2 X.

Le raisonnemen est analoguepour X, 1 nXy;.

Soit x. Il existe un chemin de x a xg sans point double sur la trame. Le nombre de
transitions 0 1et1l O surcechemin estinferieur au nombre de pixels de X. Donc X
estvide a partir d'un certain rang. Commeona X Xy, tout point x de X appartient a
l'un desensenbles X; nX;.1. Cecin'est possibleque pour i pair. Donc:

' (X2i nX2i41)
i=0
(XonXa) [ X2)nXgz:::

X

puisque X;  Xj+1.
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Figure 4.8 : Decomppsition en ense

nbles simplemert connexes




Si X n'est pas union disjointe d'ensenbles simplemert connexes,X £ n'est pas connexe.
Soit alors x 2 X £, x n'etant pas dans la méme composarte connexeque Xg. Soit C un
chemin de nombre de transitions minimal | i dex a Xo. C coupe X;. Soit alors x; un de
cespoints d'intersection. Le sous-tiemin de C de x; a Xo pos®dej 1 transitions au plus
cequi montre que x1 62X, cequi estimpossible.Donc X; estunion disjointe d'ensenbles
simplemert connexes.

Soit en n x un point de la frontiere de X;. Soit alors x; un voisin de x n'appartenant pas
a X; et C1 un chemin de nombre de transitions minimal j dex; aXxg. Onaj i puisque
Xj 62Xi. Donc C = x[ C; estun chemin de X a Xo ayant exactemen j + 1 transitions,
doncx 62X+ puisquej + 1 i+ 1, cequi achewe la demonstration m

4.2.2 Detection de I'ensemble des contours d'un ensemble digital ni

D'apres la proposition du paragraphe preceden, nous pouvons decrire X par une suite
d'ensenbles (X;) union disjointe d'ensenbles simplemert connexes.Nous allons montrer qu'en
fait, il sut de suivre le contour de chacun d'eux pour obtenir un ensenble de lacets veriant
les proprietesP1 a P6.

Lemme 4.7

[
Front (X) = Front (X)) [ Front (X5,1)
i 0

Demonstration : un point x de X,  Xzi+1 €t un point y de Xy X2j+1 Ne peuvent jamais
etre voisins, car Xy Xk 1 Hj. Donc la frontiere de X est I'union disjointe desfrontieresde
X2j X2j+1 pour | 0. Commede plus X5  Hi  Xp+1. Donc Front (X X2j+1) est
I'union (non necessairemendisjointe) de Front (X ) et de Front (X+1) m

Si nous nous donnonsx 2 X ety 2 X¢, voisins. Choisissonsle plus grand indice tel que
X 2 Xyi. Deux caspeuvernt sepreseter :

X 2 Xo ety 62X,. Alors x 2 Front (X o).

X2 Xgiety2 Xyi. Alors y 2 Xais1 et X 62X 541 . Donc x 2 Front (X5,4).

Construisonsa presen I'ensenble descontours :
contour de chaque composarte (simplemert) connexede X ;.

contour du complemertaire de chaque composarte connexede X 41 . L'algorithme de suivi
de contour s'adapte sansproblemea ce cas.



Prop osition 4.8
H L'ensembledes contours de X verie gloalementles proprietes P1 a P6.

Demonstration : envertu du lemme precedert, la veri cation dessix proprietesestimmediate m

4.2.3 Algorithme pratique

Nous avons vu que pour lancer l'algorithme de suivi de frontiere, il sut de conndire une
transition 0 1 sur l'image. Tout lacet de cortour peut &tre trouve par cette methode, c'est-a-
dire qu'il existe toujours une transition 0 1 qui permettra d'obtenir en sortie de I'algorithme
le lacet souhaite. Malheureusemely, de nhombreusestransitions donnerort les mémeslacets qui
sededuiront cycliguemen lesuns desautres.

Pour eviter de detecter plusieursfois lesmémeslacets, housproposonsde marquer lesboucles
deja trouvees.Pour cela, modi ons lesvaleurs de chaque pixel visite par I'algorithme :

S'il estaOmettonslea 1
S'il esta 1 mettons le a 2.

Les transitions que nous rechercheronsalors seron :

(

ou

0 X avec X 1
y 1 avec vy 0

cescon gurations etant examineespar un balayage video de I'image, de gaude a droite et de
haut en bas.

Il estclair qu'apresune telle procedure de marquage,toutes lestransitions detype O x ou
y 1 donnant naissanceau lacet en question ont ete eliminees.ll reste a prouver que cela ne
perturb e pasla detection desautres frontieres.A cette n etablissonsle lemme:

Lemme 4.9
Soit C° une composante connexede X contenue dans la composante connexe C de
Xj 1. Alors le contour de C serma marque avant celui de COet il restea apres le
marquagedu contour de C au moins une transition 0 x (resp.y 1) sij estimpair
(resp. pair) pour initialiser le suivi de C°

Demonstration : Placons nous dans le casou j est impair par exemple(j pair conduit a une
demonstration analogue).Le point en haut a gauchede C serarencortr e avant celui de C°dans
un balayage video puisque C° C  Hj. Donc le cortrour de C serasuivi avant celui de C°
Nous avons vu que le cortour interne de C%(i.e. C°nC® H,) estinclus dansC H. Ainsi lors
de la procedure de marquage,le cortour interne de C%ne serapasmodi e, et il resteradonc au
moins une transition 0 X, x 1 pour le caracteriserm



Lemme 4.10
Soient C et C°%deux composantesconnexesde Xj. Le marquagede C ne modi e pas
la valeur des pixels de C°

Notons les X; sousla forme d'un arbre. Les sommets au niveau i sort les composartes
connexesde X;. C%est Is de C si et seulemen si C est une composarte connexede X ;, C%une
composarte connexede Xi+1 et C® C. Enn, chaque sommet est value par les coordonnees
de son point le plus en haut a gaudie. Les cortours sort alors detectes dans I'ordre suivant : le
nud suivant visite seracelui de valeur minimale dansl'ordre lexicographique parmi lesn uds
non encorevisites. Les relations d'inclusion assurert qu'il estle Is d'un nud deja visite.

Cesdeux lemmesmontrent que le marquagen'empéde pasla detection de tous leslacetsde
contour. Nous avons vu que reciproguemert tout contour n'est visite qu'au plus une seulefois,
ce que nous exprimerons par le fait que I'algorithme propose est optimal.

Algorithme  : suivi de toutes les cha™es de contour

Soit x le point courant et y sonvoisin dansla direction 0.

Parcourir I'image en sensvideo
Si(v(x) = 0etv(y)>0)ou(v(x) Oetv(y)=1)

suivre le cortour d'origine y enmodi an t la valeur despoints
p visiteslors du suivi :

changer v(p)=1 en v(p)=2
changer v(p)=0 en v(p)= 1

n si

n du parcours.

4.2.4 Exemple d'illustration

Faisons fonctionner l'algorithme dans le cas d'un ensenble d'epaisseurunite ayant deux
trous pour bien en comprendre les caracteristiques. La gure 4.9illustre les diversesetapes du
processus.

4.3 Digressions sur le th eoreme de Jordan digital

Nous venonsdutiliser le theoreme de Jordan dans IR? en nous placart sur une sous-trame
de la trame hexagonale.ll faut noter que la frontiere de X decrite sous forme de lacet par
l'algorithme que nous avons etudie ne permet pas d'appliquer le theoreme de Jordan : en e et



Transition 0{1 Transition 0{2
. O . . 0O . 2
O O @) ¢) O . 2
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° ° 2 2 °
2 ° e [+ o 2 2
2 [ o o 2 . . 2
. 2 2 2 2 . . 2 2 2 2
Transition 0{2 Lacet 3
EEE 1 0, 11, 12

Figure 4.9 : lllustration de la detection de tous les cortours.




le lacet n'est pas simple commel'ont montre les gures. Il peut exister des points doubles, et
l'interieur peut mémeetre vide !

Avant de montrer commen operer dans le casd'un ensenble X non simplemert connexe,
nous allons voir ce qui reste du theoreme de Jordan sur une trame dans le cas gereral et le
sensque I'on peut lui donner. Il est bien connu que toute trame ne veri e pas necessairemeinle
theoremede Jordan digital (Par exemple,pour la trame carreeil faut prendre X en 4-connexite
et X ¢ en 8-connexite ou inversemem). Nous parleronsdoncde la propriete de Jordan et tenterons
de mettre en evidencedestrames qui la veri ent. La encorenous nousfonderonssur lestravaux
de A. Rosenfeld[Ros79. Nous ne chercherons pas a generaliser les resultats qu'il a obtenus
dansle casde la trame carree, a la trame hexagonale.Nous allons montrer le resultat plus fort
suivant :

Toute triangulation veri e la propriete de Jordan digitale.

En particulier, la trame hexagonaleveri e donc la propriete de Jordan digitale.

Cesresultats ne nous serviront pas directemert par la suite, mais ils permettront de sefaire
une idee descomportemens parfois paradaxaux que certainestrames peuvert presetter :

La trame hexagonalen'est pas le seul graphe planaire invariant par translation
possedant la propriete de Jordan digitale.

4.3.1 Rapp el du theoreme de Jordan dans le plan IR?
Nous reprenons ici la formulation donnee dans les elements danalyse de

J. Dieudonne [Die69 :

Th eoreme 4.11
[Th eoreme de Jordan] Soit H une courbe fermee simple dans C. Alors :

1. CnH aexactementdeuxcomposantesconnexes,dont I'une esthborneeet l'autre
non bornee.

2. La frontiere de chacunedes composantesconnexesde C nH estH.

3. Si  estun lacet simpledeni dans| = [; ] ettel que (I) = H, alors
j(x; ) = 0 si x est dans la composante connexe non bornee de C nH, et
j(x; )= 1six estdansla composante connexeborneede C nH, ou j(x; )

representel'indic e de x par rapport a

4.3.2 La propri ete de Jordan digitale

Soit V un ensenble de points de IR? sanspoint d'accumulation et E un ensenble d'arétesnon
orientees, c'est-a-dire un sous-ensethle de V2 tel que (a;b) 2 E =) (b;a) 2 E. Nous noterons
G le graphe simple (V;E). Dans ce qui suit, nous plongeronsce graphe dans IR? en supposart



que les arétes de celui-ci sort materialiseespar dessegmets de droite. Nous supposeronsaussi
que G est connexe.

Le premier problemea resoudreest de de nir un lacet simple sur un graphe. Nous reprenons
ici la de nition de A. Rosenfeld[Ros79 qui estla seuleacceptable.

De nition 4.12
Un lacet simple digital ou lacet de Jordan est un lacet qui n'a pas de point doubleet

ne setouche pas. En d'autrestermes, si I'on note (p; i”:ol les pixels de ce lacet :

1. 8i;j; 16 pi6p.
2. pivoisindep; () j=1i 1modn.

Remarque: Dansle cascortinu, un lacet n'est simple que s'il n'a pasde point double. Par contre,
la notion de \ne setouche pas" n'a pasd'analoguecontinu, car si deux parties d'une courbe sort
in nimen t proches,ellesont un point en commun par continuite. A. Rosenfeld[Ros79 a montr e
que souscette de nition du lacet simple digital, I'ensenble des pixels sut pour retrouver la
suite ordonneedespoints du lacet :

Pour qu'un ensemblede points correspnde a un lacet simple digital, il faut et il
sut quechaquepoint ait exactementdeux voisins.

Nous pouvons alors enoncer:

Propri ete 4.13
[Propri ete de Jordan digitale] Soit L un lacet simple digital et P I'ensemble

des points correspndants. Le sous-gaphe de G induit par les sommetsdeV nP a
exactementdeux composantesconnexes.

4.3.3 Quelques lemmes sur les triangulations

Avant d'attaquer le theoreme certral, nous allons etablir quelquesresultats intermediaires
sur lestriangulations. Pour cela, nous ferons I'hypothesesuivante :

Hyp oth ese 4.14
H Tout x deV a un nombre ni de voisins.

Cette hypothesen'est pasreellemen restrictive ; enparticulier la trame hexagonalela veri e.
Elle correspond bien a I'id eeque I'on sefait d'une \b onne triangulation".



Hyp oth ese 4.15
| L'enveloppe convexede V est IR?

Cette hypothesenousevitera de consicerer lese ets de bords pour les points sur I'enveloppe
corvexe.

Notons G le plongemert de G dansIR? ou lesarétesde G sort represetieespar dessegmerts.
Avec cesnotations :

De nition 4.16

8
2 1- G estplanaire

G triangulation () 2- les composantesconnexesde
IR? n G sont destriangles

Sousceshypotheses,on peut classerles voisins de tout x 2 V dans|l'ordre trigonometrique
P = (xi)lL;. Posonsxg = Xxn. Notons bien que I'hypothese4.15 est necessairepour assurer
I'existence d'une triangulation surV !

Prop osition 4.17
Pour tout i, les points x; 1 et X; sont voisins et le polygone de sommetsP est un
polygone simple contenant en son interieur X.

Demonstration : Exprimons X; en coordonneespolairesde pdle x : x; = rjexp(i ;). Dire queles
Xj sont clasesdansl'ordre trigonometrique revient a supposer:

0 1< 2111 < L, <2 et g= 5, 2:

1. i i < .Eneet, lestrois points Xxj, Xj+1 et x sort trois sommetssuccessifd'une
face de G. Comme celles-cisort triangulaires, il s'agit d'un triangle de IR nG. Commela
sommedesanglesd'un triangle vaut , I'un de ceux-cine peut depasser . L'in egalite est
stricte si on supposeque les triangles de IR? n G ne sort pas degeneres.

Il faut noter que nous avons fait implicitement I'hypotheseque V ensenble dessommets
de G estinni : Gdecoupe le plan entriangles. En fait, lorsquel'on triangule un ensenble
de points (par la methode de Delaunay par exemple), seule I'enveloppe corvexe de ces
points est triangul ee et une desfacesdu graphe G est d'extension in nie : c'est celle qui
correspond au complemertaire de I'enveloppe convexe.

2. Xj+1 et X sort voisins puisque le triangle (X;;Xj+1;X) estune facede G.

3. x estal'interieur du polygoneforme par sesvoisins.

Le cortour polygonal C de sommetsP = (x;)lL; estun lacet simple de IR?, donc separele
plan en deux regions.Pour montrer que x esta l'interieur de C, il sut de calculerlindice
de x par rapport a C et de montrer qu'il vaut 2i



Zodz XM d(xi + (i x0)
czZ X o Xi Xj + t(Xj+1  Xi)

= [In(x; + t(Xj+1 Xi))]i(l)

_ In Mi+1

i=0 Fi
= i(n 0)
= 2

+i(i+1 i)

Le calcul sousforme du logarithme est bien valide puisque chaque segmen est tout ertier
contenu dans un demi-plan limite par la droite passam par x et de direction celle du
segmen Dans un tel demi-plan, une determination du logarithme existe bien m

4.3.4 Le theoreme central

Th eoreme 4.18
Si G estune triangulation, alors la propriete de Jordan digitale estveri ee pour tout
lacet simple non degenere.

Demonstration : Nousverronsau coursde la demonstration la de nition precised'un lacet simple
non degenrere.

Soit L un lacet simple digital sur G et P = fpig,' I'ensenble des sommets (pixels) qui
composert ce lacet. Nous appellerons C la ligne polygonale de sommetsles (p;) que 'on relie
avecdessegmerts de droite. CommeG est planaire, C estun lacet simple de IR? et nous pouvons
appliquer le theoreme de Jordan dans le plan. Soient C, et Cg respectivemert l'interieur et
I'exterieur. PosonsV, = V\ C, et VE = V\ Ck.

Nous allons montrer que lesgraphesinduits sur V, et Vg sort connexesalors que celui induit
surV, [ Vg nel'est pas, cequi etablira le theoreme.

x ay. Sicelui-ci n'emploie que dessommetsde V, nousavonstermine. Sinon soit X;, le premier
point horsdeV, et x;, le dernier. Commex;, 12 C; et x;, 62, le segmen [X;, 1;Xi] coupele
polygoneC et commeG est planaire, celane peut avoir lieu qu'en un dessommetsdu graphe G.

chemin de x ay dansle grapheinduit parV, [ P.

Choisissonsparmi tous lescheminsde x ay dansV, [ P celui qui utilise le moins de points
de P. Soit s cenombre. Sis= 0, il existeun chemin de x ay dansV,. Sinon soit Ch = (xi)}":ol
un chemin correspondant a s minimal et soit x;; = p;, le premier point de Ch appartenart aP.
Nous allons montrer que lI'on peut cortourner le point x;, par despoints de V,, ce qui fournira
un chemin empruntant s 1 points de P, ce qui est cortradictoire avec la minimalit e de Ch.
Nous en concluronss = 0.



Ordonnons les points du voisinagede x;, dansle senstrigonometrique :
(Pi, 1?/1_£(Z_y¥p|2+1fl_{zz_2})

Y et Z ne peuwert etre vides, car sinon p;, 1 et pj,+1 Seraier voisins, ce qui impliquerait que
le lacet simple C entoure une face triangulaire de G. Nous eliminons momertanemert ce cas.
D'autre part, Y\ P = ; et Z\ P = ; car chaquepoint d'un lacet simple digital a exactemert
deux voisins et ceuxde p;j, sort pi, 1 €t Pi,+1-

Lemme 4.19
| Y et Z ne peuventetre dans la méme composante connexede IR?nC.

Demonstration: Y[ Z V[ Ve. PuisqueC, et Cg sort desouverts connexes,donc connexes
par arcs, et que la ligne polygonaleY de sommetsY ne coupe pas le polygone simple C lacet
simplede IR?, Y esttoute ertieredansC, ou toute ertieredansCeg. Il enestde mémepour celle
de sommetsZ. Montrons qu'ils ne peuvent paseétre dansla mémecomposarie (voir gure 4.10).

e
: /QA N

Figure 4.10 : Structure du voisinagede p,.

Notons Y; et Z; les polygonesfermes de sommets:

Y1 (Piy, ;Y1505 Yk Pig+d s Piy)
Z (Piy+13215::5,215Pi, 1, Pis)

Notons Y1 l'interieur de Y; au senstopologique de IR?.

1. Y1 et Z1 sort connexeset
Yi\C=z,\C=;:

DoncyY: Cg ouC;.De mémepour Z;.



2. Y1[ Z; estun voisinagede p;, (Theoremede Jordan dans IR?). Si Y et Z; etaiert dans
la méme composarte connexe,par exempleC,, on aurait Z1[ Y1 C; [ C. Commetout
voisinagede p;, coupe C; et Cg celaestimpossible.D'ou le lemmem

Dans ce qui suit, nous supposeronsY Cg etZ C;.

Apresavoir etabli ce lemme sur la structure du voisinagede X;,, montrons commert \con-
tourner" x;,. Commedansle voisinagede x;, seulsles(z,) sort dansV,, posonsx;, 1 = zm. Par
I'examen descon gurations possiblesde cevoisinage,nousallons dans chaque casdeterminer un
chemin de x ay empruntant s 1 points de P, ce qui achevera la demonstration du theoreme.

Cas 1: Xj,+1 = Pi, 1-

On considcere le chemin Chl:

Chl  (X1;:ii55Xiy 15Zm+13Zm+23 100525 Xip+15 0005 Xp 1):
Cas 2 : Xj;+1 = Piy+1-

On considcere le chemin Ch2 :

Ch2  (X1;:155Xiy 15Zm 13Zm 250005225 Xig+13 1105 Xp 1)!
Cas 3 : Xj,+1 = Zgavecq m.

On considcere le chemin Ch3 :

Ch3  (X1i1i5iXiy 15Zm+1501102Zg 15 Xig+15111;Xp 1)!
Cas 4 : Xj,+1 = Zgavecq m.

Analogue au cas 3.

Cas 5 : Xj;+1 = Yq estimpossiblecar yq 2 Vg.

Donc x et y sort dansla mémecomposarie connexede V,, ce qui prouve la connexite de V, .

Par une demonstration analogue,on prouve que Vg est connexe.

De nition  4.20
H Un lacet simple digital tel queV, = ; ser appele un lacet degenere.

Remarque: Nousavonsvu queY et Z nesort videsquesi P estreduit aux trois sommetsd'une
face triangulaire du graphe G. La reciproque etant eviderte, on peut caracteriser les lacets
simplesdegeneres par le fait qu'ils sort reduits a trois points voisins.

Montrons quex 2 V; ety 2 Vg ne sort pasdansla méme composarte connexede V nP L,
Soit Ch = (xi)}ozo1 un chemin de x ay. Commex 2 C, ety 2 Cg, le chemin polygonal de
sommetsCh coupe C, lacet simple de IR?2. Comme tous les segmeits consideres sort desarétes
de G, le chemin polygonal Ch coupe C en un de sessommets,donc en un point de P. Comme

!Nous supposeronsque V; a au moins un point, sinon, la propriete de Jordan n'est trivialement pas veri ee.
Il n'en reste pas moins que Ve est connexe.



P\ V,=; etP\ Vg =;, tout chemin de x ay n'est paserntieremer inclus dansV nP. Il en
resulte que V n P a deux composartes connexesau moins, ce qui achewe la demonstration du
theoreme annonce.

Pour avoir un meilleur parallele avec le cascortinu, montrons que P est la fronti ere externe
deV, et V.

Prop osition 4.21

DM) = i[PetD(Ve) = VE[ P

ou D () estla dilatation de taille 1 sur le graphe.

Demonstration : Reprenonsla structure du voisinaged'un point de P (voir gure 4.10). Nous
avonsvu que Y et Z ne pouvaient etre vides si le lacet P n'etait pas degenere. Donc le point
Xj, estvoisin d'au moins un point de Z Vg et d'au moins un point deY  V,. Enn, tout
point x de V| ne peut etre voisin d'un point Y de Vg, puisquetout chemin dex ay corient au
moins un point de P m

4.3.5 Recipro que

Il serait agreable de disposerd'une reciproque de ce theoreme souscertaines hypothesessur
le graphe G. Malheureusemelt, nous allons presetter un contre exemple: soit G le graphe non
oriente de la gure 4.11, que nous supposonsse repetant a I'in ni, et G son plongemert dans
IR2. Ce graphe, bien que planaire, n'est pas une triangulation.

Prop osition 4.22
H G veri e la propriete de Jordan pour tout lacet simple non degenere.

Soit L = (p i”:ol un lacet simple digital de G, P l'ensenble des points qui le composern et
C la ligne polygonale fermeede sommetsL.

Lemme 4.23
Si pour chaquemotif elementaire on ajoute I'ar@te (ag;ag) selonla gure 4.11, L
reste un lacet simple.

Demonstration : Supposonsque pour un motif elemertaire, ag 2 P. Montrons qu'alors ag 62P en
raisonnart sur G. Le successeuet le predecesseude ag sort soit a; et az, soit az et as puisque
L estun lacet simple suppos non degenere. Dans le premier cas, si le successeude a; est ag,
lestrois suivants ervisageablesa,, as ou as ne sort pas possibles.En e et, il ne peut s'agir de:

ay, puisquea; estvoisin de ap, le lacet L sereduit a (ai; ag; az; as; a2), lacet qui verie la
propriete de Jordan digitale. Nous supposeronsdorenavant L di erert de ce lacet.



Figure 4.11 : Trame veriant la propriete de Jordan, bien que ne consti-
tuant pasune triangulation.



as, puisque as estvoisin de az, ag et ag, tous trois sur L.
ag, puisque ay estvoisin de ag.

az n'est pas possiblecomme successeude a; puisque voisin de a;. Il s'en suit que P estde la
forme :

(a1;ag;a7;a4) Ou (ay;ar;ag;ay):
Dans le secondcasP estde la forme :

(ag;ag;as;a2) ou (az;as; ag; az):

(voir gure 4.12).

ag ap

as

az

as y

: : Seul chemin de Jordan possible
Motif elemeraire

a rotation pres

Figure 4.12 : Morceaux de lacet sur G.

Or pour tous ceschemins, ag est voisin de I'un des deux certraux (ag;az) ou (ag;as). Si
ag 2 P, ag est successeunu predecesseurd'un de cespoints, ce qui n'est pas possibled'apres
les con gurations necessairegjue nous avons misesen evidence.

Soit G°le graphe obtenu en ajoutant a chaque motif elemertaire de G l'arete (ag; ag). Nous
avons montre que L est toujours un lacet simple sur G Puisque G° est une triangulation, nous
pouvons lui appliquer le theoreme. En gardarnt les notations de ce dernier, V, et Vg sort les
deux composaries connexesde V nC. Il reste a montrer que cesdeux composartes sort encore
connexesau sensde G. Pour celaetablissonsce dernier lemme:

Lemme 4.24
Tout chemin de G° d'extremites x et y, totalement inclus dans V, (resp.Vg) peut
étre transforme en un chemin sur G, toujours inclus dansV, (resp.Vg).

Demonstration : Soiert x ety dansV, et un chemin de G°dex ay inclus dansV, . Supposonsque
sur un motif elemeraire ce chemin passepar les points successif{ag; ag). De la demonstration
du lemme donnant la forme locale deslacets simplesde G on deduit facilemert que tout lacet



simple passan par as ou ay passepar I'un desdeux points ag ou ag. Or cesdeux points sort

dansV,, donc aussias et a;.
Il estdons possiblede modi er le chemin de x ay dansGPenrestart dansV, enremplacant

toute successiorde type

ag; as par ag; as; Ag
et ag; ag par 3, as; ag

Ce nouveau chemin de G° est aussiun chemin de G et donc V, est connexeau sensde G.

On montre de facon analogueque Vg est aussiconnexeau sensde G.

Enn V, [ Ve n'est pasconnexeau sensde G puisqu'il ne I'est pas au sensde G° qui a plus
d'arétesqueG m

En conclusion, une triangulation et donc la trame hexagonaleest une \b onne trame" pour
represerer desimages,alors que la trame carree posede nombreux problemesde connexite qui
ne sort resolusqu'en introduisant une dissymetrie entre un ensenble et son complemenaire.
Cependart, d'autres trames peuvent preseter de bonnesproprietescommele montre le contre-

exemple.






Chapitre 5

Op erations morphologiques sur les
cha™es et lacets

5.1 Dilatation des lacets

Nous allons d'abord voir commert calculer de maniere simple le lacet parallele a un lacet
donne. Nous quitterons ensuite la structure de lacet pour aborder celle de chane, plus gererale
et plus e cace. Elle nous permettra en particulier d'obtenir desalgorithmes pour les transfor-
mations geodesiques.Nous montrerons aussicommeri e ectuer certainesmesures(diametre de
Ferret...) a partir de la structure de cha'ne. La fonction de propagation ne seraabordee qu'au
chapitre suivant, car il seranecessaired'etudier d'abord en detail la notion de geodesiquedans
desmetriques particuli eres.

5.1.1 Dilatation d'un lacet par I'hexagone elementaire

Nous supposeronsd'abord que X est represene par un unique lacet L = (O;C), d'origine
O = (x;y) et deliste de codesC = (¢j)L; . Par commadite, nous poseronscy = Cy.

De nition 5.1
Soit D:L ! L l'application qui transforme les lacets comme suit :
PosonsL®= (0% C9 = D(L). On dira queD(L) estle lacet dilate de L.

1. O%= O+ te, 2
2. CO= (cl;:inct g c?;iinscl; i), ou sousforme condense

LG

C i n
co= (d)
( p)p-l j=1




(G G amod6]

0 G ug P G

1 G 1g 1 G 16

2 G 1 1 G 1,6 1+ 1q

3 G g G 1G 1+Lg Lg

4 G g ¥ g a1gatlgit2g Lg
5 G 1 ¥ ;

Tableau 5.1 : Lesreglesdu systemeR.

Cesreglespeuvert etre traduites geometriquemert commele montre la gure 5.1.

Remarque: La regle4 ne peut pasetre activeedansle casd'un lacet delivre par l'algorithme de
suivi de cortours : ene et la propriete P6 n'est pasveri ee.Cependan, cette reglenousservira
par la suite pour e ectuer desdilatations de taille plus grande.

Demortrons a presen quelquesproprietesdu lacet transformel. = D(L).

Prop osition 5.2
| LYestun lacet (ferme).

Demonstration : Posonspour toute la suite de ce paragraphe

Xi
Po=Oetp=0+ tg; 1 i n
i=1

Par hypothese,L estun lacet, doncpg = p,. Par construction, O%est le point au milieu a droite
de (pn 1;Pn), dont le code de direction est c,. Posonspd = O et construisonspar recurrencela
suite de points

Wi

p=p i+ &gl 0ion

j=1
De par la de nition de R (voir gure 5.1), sip? ; estle point au milieu a droite de (pi 2;pi 1),
alors p? est le point au milieu a droite de (p; 1;p;). Donc puisque pd est au milieu a droite de
(pn 1;Po), PS estau milieu a droite de (pn 1;pn). D'ou pd = p2, ce qui prouve que la chame L°
est fermeem

Notons a presen les codesde L%par CO= (g)iL, et lespoints du lacet :

Xi
o°= 0%+ do; 0 0«
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Figure 5.1 : Interpretation geometrique desreglesdu systemeR.




Prop osition 5.3

X HinxX fdol,:

Cette proposition exprime le fait que tous les points du dilate de taille un de X qui ne sort
pasdans X sort visites par le lacet transforme.

Demonstration : Soit x 2 X  H. La propriete P5 de l'algorithme de suivi de contours assure
qgu'il existetrois points consecutifs p; 1, p; et pj+1 ou X estexamine lorsquel'on balaye lesvoisins
de pi dansle senstrigonometrique en partant de p; 1 pour aboutir a pj+1. Soit (xj)7-; la suite
despoints de X € rencortres.On ax = xx pour 1k s.x; = pPcar x; estle point au milieu
a droite de (p; 1;pi) et xs = p%, puisque xs est le point au milieu a droite de (p;;pi+1). Par
construction (voir gure 5.1), tous les points (x;){-; sort visites par la sous-tiane du lacet L°
allant dep®ap’,.Doncx=¢'pour0 t q 1m

Prop osition 5.4

fool, X Hi

Demonstration : Tout point g appartient a une sous-tiane de pjo a pj°+1. Or tous les points de
cette sous-tiame sort voisinsde p; 2 X, d'ou la proposition m

En resune, si noussupposonsquelespoints de X ont pour valeur 1, ceuxde X € la valeur 0 et
quel'on a ecte la valeur 1 au points (qﬂﬂzl du lacet LC les points dont la valeur estalors 1 sont
exactementceuxde X  Hj. Il faut noter qu'une fois X code sousforme de lacet, hous venons
decalculer X Hi sansutiliser de relations de voisinages En fait, celles-cisort contenuesdans
I'enchaemert desdirections dessegmers successifslu lacet. La gure 5.2illustre |'application
D par un exemple.Nous avons dans ce cas:

L
LO

(0;(4;4,5,5,0;0;2;3;2,1,0; 1; 3; 3))
0%(3;4,4,4,5,5,5,0,0;0;1;2,2;3,0; 1,1, 2; 3; 3)

5.1.2 Propri etesdu lacet dilat e

La gure 5.2 montre bien que le lacet dilate ne possede pas les proprietes P1 a P6. Sil'on
cherche a iterer la dilatation deslacets D, nous devons restreindre les proprietesdemandees.En
VOICi trois qui seconsenerornt par iteration :



Figure 5.2 : Exemple ou le lacet transforme n'est pasla frontiere du di-
late.

Denition 5.5
Soit X un ensemble simplement connexe et L un lacet. Notons le lacet L =

(po;(Cy;iiiicn)) etpp = po + }:1 g et X l'ensembletraite. Nous dirons que X
est represenie par L ou quelL estasseie a X si et seulementsi L verie lestrois
proprietes:

Propri etes des lacets

Propriete L1 : (fermeture) po = pn.
Propriete L2 : 8i p; 2 X.
Propriete L3 : Soientx; 2 X et xp 2 X¢, voisins. Il existei tel quex; = p; et x»

est atteint lorsquel'on balaye les voisins de p; dansle senstrigonometrique de
Pi1aPi+1.

Notons que la propriete L3 implique que Front (X) fpigl;.

L'introduction de cestrois nouvellesproprietesest justi eepar le theoreme suivant :

Th eoreme 5.6

Soit un lacet L ass@ie a X etveriant L1 a L3. Alors le lacet dilate D(L) assmie
aX Hjiverie aussiLl alL3.

Demonstration : En gardant les notations du paragraphe precedert :



L%= D(L) le lacet transforme de L.

C = (pi){L; lespoints deL avecpg = pn.

(PO, les points au milieu a droite de (p; 1; pi).

Co%= (gL, lespoints du lacet transforme. On a doncfpYl, fo%l, .

Propriete L1 : L%la verie (voir la demonstration du paragraphe preceder).

Propriete L2 : De par la structure du systeme R, les points fg% du lacet L sort voisins des
points du lacet L. Donc pour tout i, g°2 X  Hj.

Propriete L3 : Soiert x12 X Hjetxz2 (X H;p)% Commex; 2 X Hj, soit Xg 2 X voisin
de x1. Par hypothese,la propriete L3 est veri eepar L. Soiert donc k tel que xg = px et X1
balaye dans le senstrigonometrique de px 1 a pk+1. On a donc par construction de R x; = qjo,
¢ setrouvant ertre les points p et p,, surle lacet L°

! ! .
Cas 1: x1 6 p et x; 6 o, - Alors les vecteurs ¢ 1¢° et ¢’ font un angle de 5 (voir
gure 5.1) et le point au milieu a gaudce de (qjo 1 ¢°) estdans X. Les seulespositions
possiblespour x sort alors a, b ou ¢ selonla gure 5.3. Cestrois points serort rencortres
en balayant dans le senstrigonometrique lesvoisinsde g’ de q® ; adf,; .

Cas 2: x1= pﬁ. Alors pE estau milieu a droite de (pk 1;pk) (voir gure 5.4). Notons, toujours
selonla gure 5.4, les quatre autres voisins de pf, a, b, ¢ et d. Les points px 2 et pg+1
ne peuvent pas setrouver simultanemen end et a respectivemert, car tout voisin de x;
seraitdansX H;. Supposonspx » 6 d. L'application desreglesR montre que qjO 1= d,
puisquetoutes lesregles(sauf Rs que l'on ne peut pas employer) transforment ¢;;c+1 en

Si px+«1 6 a, alors qjo+1 = a. Dans ces conditions, les deux seules possibilites
pour X,, a savoir b et c serort balayeespar I'application de la regle transformant
(@ 199 (0% %))

Si pk+1 = a, pk+2 6 b puisque sinon tout voisin de x; estdans X  Hj. La regle
utilis ee pour transformer ((pk; Pk+1); (Pk+1; Pk+2) Ne serapasRs et donc g’y = b. X2
estalors c et serabien visite a l'application de Rs a ((d;pP); (p?; b)) m

De facon evidente, leslacetsfournis par le suivi de contours veri ent lesproprietesL1 alL3.
Nous en deduisonsdonc :

Prop osition 5.7
Soit L un lacet fourni par le suivi de contours. Alors D"(L) verie L1 a L3 pour
'ensembleX nHj.

Ainsi donc, supposonsque nous disposionsd'une image binaire ne contenant qu'un objet
simplemert connexedont les pixels sort a la valeur 1, le fond ayant la valeur 0. Si noustracons
tous les lacets D'(L) pour 1 i n a la valeur 1, I'ensenble des pixels a la valeur 1 sera
exactemen X nH 1. Malheureusemet, le lacet D"(L) corntient beaucoupde points n'etant pas
surla frontierede X nH ;. Apresavoir montr e commert etendre cesresultats au casd'une union
de lacets decrivant un objet quelconque,nous montrerons commert il est possibled'eliminer ces
portions inutiles.



Figure 5.3 : lllustration du casl.
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Figure 5.4 : lllustration du cas2.




5.1.3 Dilatation d'un ensemble de lacets

Il a ete demortre que tout sous-ensernle X pouvait etre decrit par une suite d'ensenbles
(Xj), unions disjointes d'ensenbles simplemert connexes:

¢
X =((XonXy)[ Xo)nXgz::i= XonXaisr
i=0

et leslacets decrivant X sort les cortours internes des X »; et les cortours externesdes X 5i+1 .
Plus precisemen :

Soit Y une composarte (simplemert) connexede X 5. Le suivi de son cortour fournira un
lacet possedart lesproprietesL1 a L3 pour la composarte Y.

Soit Z une composarte (simplemert) connexede X 5+1 . Nous suivonsle cortour de Z° qui
fournit un lacet pos®dart les proprietesL1 a L3 pour Z°.

Prop osition 5.8
Le suivi de contour de X quelonquefournit un ensemblede lacets veri ant glolale-

ment L1 a L3.

Demonstration :
Propriete L1 : clair car chaque lacet est ferme.
Propriete L2 : par construction de I'algorithme de suivi de corntour, chaque point d'un lacet est

dans X .
Propriete L3 : soiert x3 2 X et X, 2 X voisins. Alors x1 2 X et deux casseulemen peuvert
sepresetter :

X2 2 Xy 1.1l sut d'appliquer la propriete L3 au lacet contour de la composarte de X 5;
cortenant Xxj.

X2 2 Xgi+1. Il sut d'appliquer la propriete L3 au lacet contour du complemertaire de la
composarte de X 5j+1 cortenant X».

Prop osition 5.9 _
Soit fL'glL; I'ensembledes lacets de contour de X. Alors fD (L')glL; verie L1 a

L3 pour X nHj.

Demonstration : la demonstration propose dans le casd'un unique lacet setransposedirecte-
ment au casd'une union de lacets.



5.2 Transformation des lacets en cha™mes

Si I'on en restait la, les algorithmes proposes seraiert profondemert ine caces. En e et,
la regle 5 engendredes boucles supplemenaires. Ces boucles n'apportent rien si ce n'est de
permettre au dilate d'etre bien un lacet, mais il est aise de voir que les points de cesboucles
sort soit dans X, soit dans X  Hi, et dans ce cas cespoints seron atteints par d'autres du
lacet dilate.

L'id ee que nous allons donc dewelopper est de ne garder que les parties utiles des lacets,
c'est-a-dire cellesqui sort inclusesdans X HnX, chacun despoints de X HinX n'etant
atteint qu'une seulefois.

5.2.1 Nouv elle repr esentation et regles de manipulation

Nous allons maintenant supposerque X estrepresetie non plus par deslacets, mais par des
chaneset deslacetsveriant globalemen lesproprietesL1 a L3 que nousetendonsau casdes
chames.

Propriete L1 : seulsleslacets sort fermes.

Propriete L2 : tous les points des lacets et les points non terminaux
deschamessort dans X .

Propriete L3 : soiert x; 2 X et xp 2 X voisins. Il existe soit un
point d'un lacet soit un point non terminal d'une chame p; tel que
pi = X1 et X, est balaye dans le senstrigonometrique de p; 1 a
Pi+1.

Nous allons montrer que ces proprietes se consenernt par dilatation. Pour cela etendons
l'operateur de dilatation de lacet au casdeschahmes.

De nition 5.10

meémesextremites de nie par :

D(L)=(0;(ct LR(c1;c);::;R(Ch 1:6h)iCh + 1))

Cette de nition estillustr ee gure 5.5.

Soit fLig; un ensenble de chanes et lacets represertant X. L'elimination des parties
inutiles de fD (L;)gL; s'e ectue commesuit :



Figure 5.5 : Dilatation d'une chaMe.




De nition 5.11

[Mise a jour] SupmsonsX trace sur une image avec desvaleurs> 0, X ¢ prenant
desvaleurs 0. Notons (q{ )j"‘:O les points de D(L;) et examinons ces chanes et
lacets pour i croissantde 1 a n.

SiD(L;) estun lacet dont tous les points ont sur I'image une valeur 0, D(L;)
est trace sur l'image a une valeur > 0 et est consene tel quel.

SiD(L;) estun lacet dont au moins un point a une valeur > 0, on peut suppser,
quitte a e ectuer une rotation sur sespoints, queg’ = ¢ 2 X et on considere
ce lacet comme une chane.

Si D(L;) estune chane, par de nition de D lesvaleursde ¢° et " sont > 0.
Soit ¢ le premier point dont la valeur danslimage est 0, puis ¢, le premier
point > O obtenuapres g, . La chane (g ~;:::;q ) estconserwee, tracee sur
I''mage avec une valeur > 0 et on reprend le processusa partir de g; .

Ainsi chaque chame ou lacet peut &tre decouge en plusieurs nouvelles chames.

5.2.2 Conserv ation de la repr esentation par dilatation
Comme dans le casdeslacets, nous pouvons enoncerle theoreme certral :
Th eoreme 5.12

Soit fLigL; un ensemblede chanes et lacets representant X (donc veriant L1 a
L3). Alors fD (Li)glL; mis a jour representeX Hj.

Demonstration : Nous noterons parfois I'ensenble des lacets fL;gL,; par L et leurs dilates
fD (Li)glL, par D(L).

Propriete L1 : clair.

Propriete L2 : clair, puisquelesreglesde R ne fournissent que despoints voisins despoints de
depart.

Propriete L3 : Reprenonsles notations de la demonstration dans le cas des lacets. Soit x; 2
X Hi1,x22 (X Hp)etxg2 X, xy voisindeXg et x. D'apresL3 appligueafLigLl;, x1=p
pour un point del'un desL;. Commex; 2 X HinX, le point p avait avant la misea jour une
valeur 0 et a ete mis a une valeur > 0 pendart celle-ci en examinart ¢ . Ce point fait partie
d'un morceaude chame ou de lacet (qik)k: dont ¢ n'est pas une extremite. La demonstration
proposee dans le cas des chaes s'applique alors telle quelle pour montrer que x, serabalaye
dans le senstrigonometrique degl *ad " m

Nous sommesmaintenant en mesured’'enoncernotre premier algorithme operationnel pour
calculer un dilate de taille n par I'hexagoneH1 :



Algorithme : Dilatation de taille n

Soit X un ensenble binaire a la valeur 1 sur une image.

Suivre les contours de X : L = (L),
Pourj delan

{ L D)

{ Mettre ajour L enecrivant danslimage a la valeur 1
Fin pour.

Le resultat de l'algorithme est bien le dilate de taille n. En e et, nous avons vu que la
propriete L3 setransmet par iteration et mise a jour. Donc a la mise a jour j, tous les points
deX jHinX (j 1)H; etrien que cespoints vont &tre mis sur l'image a la valeur 1.

Nous pourrions tout de suite presetier d'autres algorithmes tels que la fonction distance.
Il nous senble necessairede travailler encoreun peu pour aborder le cas geodesique avant de
regrouper les algorithmes dans une section a part.

5.2.3 Optimalit e de la repr esentation

La mise a jour montre dans quel sensil faut entendre le mot optimalit e : tous les points de
la frontierede X  Hj ne sort presens qu'une et une seulefois dans les lacets transformes ou
les chahestransformeespriv eesde leurs extremites. Dans ce sens,toute chane est\signi an te".
Par cortre, a aucun momenrt nous ne cherchons a concatner deux cha'es codant des points
successifsCela ne ferait qu'alourdir les algorithmes sans pour autant accrdtre leur e cacit e
(bien au cortraire !).

5.2.4 Transformations geodesiques

DonnonsnousM un masquede travail, par rapport auguelnouse ectuerons lesdilatations et
X M. Notons le dilate geadesiquede X detaille n dansM (iteren foisdeX (X Hi)\ M)
par :
X wmhnH1

Supposonsque nous disposionsd'une image dans laquelle les pixels aient les valeurs suivantes :
0 pour lespixelsde M nX
1 pour les pixels de X

2 pour les pixels de M ©



Figure 5.6 : Particule enroulee

et que nous appliquions les proceduresde dilatation et de mise a jour que nous avons decrites.
Montrons que nous obtenonsen fait le dilate geodesiquede X dansM .

La propriete L3 doit alors se prendre dans le senssuivant :

Propriete L3 : Soiert x3 2 X et x2 2 X¢\ M, voisins. Il existei tel que x; = p; et x, est
atteint lorsquel'on balaye les voisins de p; dansle senstrigonometrique de p; 1 a pj+1 -

La seuledi erenceest donc que x, doit &tre dans X\ M et non plus seulemen dans X °.
On peut encoremontrer que les nouvelles proprietes L1 a L3 se consenent par dilatation et
mise a jour pour X u Hj.

Nousvenonsde voir quele casgeadesiquesetraite donc de manieresimilaire au cashexagonal
non geadesique,enmodi an t seulemenm lesvaleursdespixels sur I'image de depart. En particulier
la represenation reste optimale cortrairement a ce qui se passepour les algorithmes a basede
recritures [Mey87] et [Lay87] :

pour les algorithmes a basede lacets, la complexite est proportionnelle au perimetre des
objets, quelle que soit leur forme, (apres une etape de suivi de contours demandart une
seulescrutation de I'image)

pour lesalgorithmes recursifs,le nombre de balayagesde I'image depend de la forme et est
elewe dans le casd'objets fortement enroules (voir gure 5.6) ou de faible epaisseurtels
gue dessquelettesou desfrontieres(X H1 par exemple).

5.3 Applications

Nous presetions ici cing applications immediates de ce qui precede. Leur interét residees-
sertiellement dans la rapidite d'execution par rapport aux algorithmes classiquesa base de
recritures.

Nous noterons ' etape de mise a jour ainsi :



Mise a jour, Fond= n1, Forme = n,

Cela signi e que dans l'algorithme de mise a jour, les pixels ayant une valeur 0 (corre-
spondant a X°® ou X¢\ M) ont ici la valeur ny, ceux ayant une valeur > 0 (correspondart a X
ou X [ M€ dansle casgeadesique)ont ici la valeur n,. En d'autres termes, seulesles portions
de lacets ou de chames ayant, avant d'etre ecrites sur lI'image, despixels a la valeur Fond = n;
sort conseneeset ecritesa la valeur Forme = no.

5.3.1 Reconstruction

Soit Y un sous-enseilble de IH et X un sous-enselble de Y. La reconstruction de X dansY
consistea ne consener que les composartes connexesde Y qui coupert X.

Algorithme : reconstruction de X dans Y

S 0 pour Y€©
Entree: S 1 pour YnX
2 pour X
Balayer I'image en sensvideo

Si le pixel esta 2 faire
{ Creerun lacet ponctuel correspondart a ce pixel

{ Tant qu'il restedeschanesou deslacets

Dilater les chaneset lacets
Mettre a jour, Fond= 1ou 2, Forme= 3

{ Fin tant que
Fin si.

8

2 0 pour Y°©

Sortie : . 1 pour Composartes connexesde Y non reconstruites
3 pour Composaries connexesde Y reconstruites

L'algorithme propose estperformart, carlesparticulesdeY qui serort reconstruitesne serort
parcouruesqu'une seulefois par leslacetset lesautres aucunefois. En particulier, la dilatation du
point recouvre progressivemernt toutes les composaries connexesde X qui setrouven dansune
meéme composarte de Y. Chaquedilatation jusqu'a convergencecorrespond donc a la recherche
d'une composarte connexe.

5.3.2 Etiquetage

Soit X un sous-ensemle de IH. L'objectif est de donner a chaque composarte connexede
X une valeur uniforme ou etiquette (\lab el" en anglais), deux composartes connexesdistinctes
ayant deux etiquettes di erertes.



Algorithme : etiquetage de X
(

C
Entree: 0 pour X

32767 pour X

i 1
Balayer l'image en sensvideo
{ Sile pixel examine esta 32767faire

Creerun lacet ponctuel correspondan a ce pixel
Tant qu'il reste deschamesou deslacets faire
Dilater les chaneset lacets
Mettre a jour, Fond= 32767,Forme =i

i i+ 1
Fin tant que
{ Fin si
8
2 Opour X°©

Sortie : S Une etiquette di ererte
pour chaque composarte connexede X

Les etiquettes vont de 1 a nb ou nb est le nombre de composartes connexesde X. Les
etiquettes |; et I, correspondant respectivement aux composartes connexesX ; et X, verient
1 < |, si et seulemen si le point en haut a gauce de X ; apparat avant celui de X, dansun
balayagevideo.

Ici encore, chaque particule est reconstruite une seulefois. La boucle creee correspond au
point en haut a gaudie de celle-ci.

5.3.3 Fonction distance hexagonale

Cette fonction est de nie par :
(x) = d(x; X°)

ou d est la distance hexagonale.Notons qu'en fait, il s'agit de la distance a X ©. Le support de
cette fonction est donc exactemern X . Nous pouvons ecrire de facon equvalene :

(x) = supfn; x2 X nH1g:



Algorithme : fonction distance hexagonale de X

0 pour X°¢

Entree: 32767 pour X

Suivre le cortour de X ©

i 2

Tant qu'il reste deschamesou deslacets faire
{ Dilater leschameset lacets
{ Mettre ajour, Fond= 32767,Forme = i

{i i+ 1
Fin tant que.
0 pourX€

Sortie : (x: X% pour X

Par les algorithmes recursifs, cette fonction est obtenue en deux balayagesde l'image, ce qui
les rend performants. Le nbtre a un temps d'execution egal pour des ensenbles X de grande
taille. Par contre quand X est de petite taille, la technique deslacets est avantageusepuisque,
en premiere approximation, le temps d'execution est proportionnel au nombre de pixels de X .
Cependart, c'est dansle casgeodesiqueque leslacets donnert toute leur puissance.

5.3.4 Fonction distance hexagonale geodesique

Soit Y une partie de IH et X un sous-ensetble de Y. Nous cherchonsla fonction v donnant
pour tout x sadistance hexagonalegeodesiquea X dansY.



Algorithme : fonction distance geodesique a X dans Y

0 pour X[ YE©

Entree: 32767 pour Y nX

Suivre le contour de X

i 1

Tant qu'il reste deschamesou deslacets
{ Dilater lescha™meset lacets
{ Mettre ajour, Fond= 32767,Forme = i
{i i+ 1

Fin tant que.

(
0 pourX ][ Y€

Sortie : v (x; X) pourY nX

5.3.5 Zones d'in uence

Soit X un sous-ensetble de la trame IH. Nous supposeronsque X estissud'un algorithme
d'etiquetage, c'est-a-dire que chaque composarte connexede X estrepreseneedanslimage par
une valeur di ererte. La zoned'in uence d'une composarte connexeest I'ensenble des points
qui sort plus prochesde cette composarte que de toute autre { cette notion seconfondaveccelle
de diagramme de Vorone, mais nous avons voulu garder la terminologie usuelleen morphologie
mathematique. Nous voulonsdonc en sortie de l'algorithme une image danslaquelle chaquepixel
a la valeur de la composarte connexela plus proche de lui.

Algorithme . zones d'inuence X

Entree: image etiquetee X

Suivre le contour de X en consenant la valeur de la composarte
Tant qu'il reste deschamesou deslacets

{ Dilater leschaMmeset lacets

{ Mettre ajour, Fond = 0, Forme =valeur de la chane
Fin tant que.

Sortie : image etiquetee




Pour cet algorithme, la partie de misea jour estmodi eecommesuit : lespoints deschaes
et lacets sort ecrits non plus a une valeur xe > 0, mais a la valeur de la composarte con-
nexe correspondante. Pour cela, lors du suivi de contours, la valeur de la composarte donnart
naissancea chaque lacet est memorisee et transmise lors de la dilatation deschaneset lacets.

correction de l'algorithme : Nous avons vu que a I'etape n, seulsles points de X nH 1 nX

(n  1)H; serort ecrits. Commeun lacet (ou une chane) dilate ne cortient que despoints voisins
au lacet, seulsdes points a distance n au plus d'une composarie connexepeuvent &tre ecrits.
Consideronsun pixel p. Il appartient aX iHy;nX (i 1)Hj pour un certaini. Il seradonc
ecrit a I'etape i a une valeur correspondant a une composarte connexea distance au plus i.
Cette distance est en fait exactemert i puisque p est a distance exactemen i de X =

Remarque : lorsqu'un pixel est equidistant de plusieurs composartes connexes,l'algorithme
fournit celle qui a ete detectee en premier par l'algorithme de suivi de cortours.

5.4 Autres elements structuran ts

Nous avons examine dans ce qui precede uniquemert le casde I'hexagone. Pour de petites
tailles de dilatation, il fournit une approximation adequate du cercle. Malheureusement, pour
destailles superieuresa une dizaine de pixels, lorsque lI'on desire des approximations nes du
cercle,il estnecessairale consicerer despolygonesreguliersayant plus de six cotes. Nous allons
montrer que I'on peut programmer desdodecagonedr esfacilemert a l'aide de lacets.

5.4.1 Hexagone conjugu e et dodecagone

Un dodecagonedigital D, de taille n peut etre decompmps en somme de Minkowski d'un
hexagonen;(n)H; et d'un hexagoneconjugue ny(n)H, (voir gure 5.7). Les nombresny(n) et
n,(n) sort choisis par recurrencede sorte que le resultat soit aussiregulier que possible:

D]_: H]_

Notons D, = ny(n)H1 n2(n)H;.

(

{ Siny(n)+ 1< Ioénz(n) alors zigi 3 i 2;&2; o
(
{ Siny(n)+ 1 pgnz(n) alors :;g:: 3 ; 2;%:; +1

En gereral, on programme I'hexagoneconjugue enremarquant qu'il estsommede Mink owski
desdeux triangles conjuguescommele montre la gure 5.7.Lestriangles conjuguespeuvert &tre
programmespar destechniquesde lacets, maislesreglesde recriture sort relativemert complexes
et nous ne les exposeronspas ici. La solution suivante est beaucoupplus simple : remarquons
quel'nexagoneconjugue est un hexagonede taille 2 dont on aurait supprime lessix sommets.Le
passaged'un lacet correspondarnt a H1 au lacet correspondart a H, peut sefaire en modi an t
la regleR, commele montre la gure 5.8.
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Figure 5.7 : L'hexagoneconjugue H, et lestriangles conjugues.

Notation : Soit L un ensenble de chameset lacets qui represerte un ensentle X . Rappelonsque
nous notons D(L) la dilatation de L par H; au moyen du systemede reglesR.Notons D (L) la
\dilatation" de L au moyen du systemede reglesR presene gure 5.8. 1 faut remarquer que
I'on ne peut pas assaier de dilatation au sensstrict (operation croissarie commutant avec le

sup) avec le systemeR .

Algorithme : dilatation par H,

Entree: un ensenble L de chaneset lacets represetiant X

L D(L)
Mettre ajour L, Fond= 0, Forme= 1
L D (L)

Sortie : un ensenble de chames et lacetsrepresetant X H;

Remarques:

1. Nous n'e ectuons pas de mise a jour apres | etape de recriture par le systemeR . Il est
bien sor licite de I'e ectuer, mais on peut montrer qu'elle coupe les chames et lacets en
de nombreusespetites chanes (chaque application de la regleR, coupe la cha™me) et I'on
depasseresrapidemert la capacite desordinateurs ! Nous ne sommesdonc plus optimal.

2. L'ordre desdeux etapesde recriture est primordial : on ne peut les intervertir. La raison
en est que lesregles2, 3 et 4 ne sedeclendient alors que sur des points qui ne sort pas
frontierede X ...

3. Si I'on veut e ectuer plusieurs dilatations par H,, on itere le nombre de fois voulu
l'algorithme propose. A chaquefois nouse ectuons une etape de misea jour, cequi montre
gue l'algorithme est\presque" optimal.
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Figure 5.8 : Reglesde recriture pour passerde H; a H;.




Nous ne demortrerons pas la correction de l'algorithme qui n'apporte rien de plus que
d'etablir le resultat.

L'extension au casgeodesiqueest analogueau casde I'hexagone que nous avons expose.

5.4.2 Segments

Un des elemerts structurants que I'on emploie souvert est le segmeh Sa programmation
par deslacets est evidente, mais les proprietes deslacets et chanhes sort tres mauvaises: on ne
peut plus lesdilater par H1 ou H;. Il faut repasserpar une etape de suivi de cortours avant de
poursuivre.

Algorithme : dilatation de X par un segment s de taille n

Entree: un ensenble de chames et lacets represenant X

Faire n fois

{ deplacerles origines de tous les lacets et chanes dans la di-
rection de s

{ Mettre ajour, Fond= 0, Forme=1
fait

Sortie : Iimage de mise a jour cortient X ns

55 Mesures

Nous venonsde voir que la technique des lacets fournissait des algorithmes qui dans le cas
geadesiquesort nettement plus rapides que les algorithmes recursifs. Les lacets apportent aussi
dessolutions e caces pour un certain nombre de mesures.

5.5.1 Variation diam etrale et perim etre

Commernt obtenir une mesurerobuste de la notion de perimetre ? L'id eela plus simple est
de compter le nombre de pixels de @X. Cette methode presene plusieurs biais :

Le perimetre est sous-estine lorsquel'objet preserte desparties d'epaisseurunite, comme
le montre la gure 5.9.

Un segmem selonune direction conjugueede la trame voit son perimetre sur-estime dans
la proportion 92—§



Nombre de pixelsde @X : 5 Nombre de pixels de @X : 10
Perimetre reel: 8 Perimetre reel: 5.46

Figure 5.9 : Quelquesexemplesde biais pour la mesuredu perimetre par
le nombre de pixels de @X.

Le premier point peut &tre contourne en comptant le nombre de segmems que compte les
chamesde contours. Cependart le secondpoint reste.

La solution consisteici a utiliser la formule de Crofton (voir [Had57] et [San76].Pour cela
de nissons d'abord la notion de variation diametrale que les physiciensreconnaitront commele
ux entrant dansun objet.

De nition  5.13
Soit X un compact. On apelle variation diametrale de X dansla direction la limite
(quand elle existe)

(X u) X

D (X) = lim

ou u estle sggment unite dans la direction et la mesue de Lelesgue(i.e. le
volume).

Dansle casou X estlimit e par une ou plusieurs courbesrecti ables, la variation diametrale
de X estde nie danstoutes les directions.

Th eoreme 5.14
Soit X un compact limit e par une ou plusieurs courbesrecti ables. Alors le perimetre
U(X) de X estdonne par la formule de Crofton :
Z,
U(X) = D (X)d
0

L'utilisation de la formule de Crofton est immediate : il sut de mesurer la variation
diametrale de X dansun certain nombre de directions. Or la mesurede la variation diametrale



dansune direction quelconqueest simple par la technique deslacets: il sut desommerlescon-

le lacet conour de X {le cas de plusieurs contours se traite facilemert puisque la variation
diametrale est additive{. Notons d(t;) la cortribution d'un segmem de codei.

d(ti) = max(0; kej * & K)
ou ¢ estle vecteur unitaire dansla direction et ” le produit vectoriel. Alors :
X
D (X) =  d(tc)
i=1

Donc le calcul de D (X) necessiteun seul balayage du lacet. Pour obtenir une estimation du
perimetre, il nousrestea calculer la variation diametrale dans plusieurs directions regulieremen
espaees.L'experiencemontre que 12 directions est un bon compromis.

5.5.2 Diam etre de Ferret

La notion de diametre de Ferret est relativemen proche de celle de variation diametrale et
concide avec elle dansle casdescorvexes.

De nition 5.15
Soient X un compact plan, une direction et une droite orthogonale a cette
direction. On apgelle diametre de Ferret dansla direction |le nombre :

F(X) = 1(CXj )

ou | estla longueur, ( Xj ) la projection de X sur (voir gure 5.10).

Nous n'etudierons ici que le cas ou X est simplemern connexe, c'est-a-dire que X est
represene par un unique lacet L = (O;(cy;:::;¢cn)). Dans cecas,la projection de X sur est
un segmenh. Placons-noussur que nous munissonsde l'origine O projection de l'origine du
lacet, et que nous orientons arbitrairement. Il est possiblede calculer, en parcourart le lacet, la
distance (algebrique) de la projection du point courart a O°% Le maximum moins le minimum
de cesdistancesfournit le diametre de Ferret.

De maniere pratique, calculonsles cortributions dessegmers elemertaires :
d(tg) = key Mt k

ou & estle vecteur unitaire de direction . Alors :
0 1 0 1

X X
F(X) = max @ d(ug)A min @  d(bg)A
0<j n i=0 0<j n i=0
On remarqueraque notre algorithme ne demandequ'un balayage de I'image pour construire

le lacet de contour et un balayagedu lacet obtenu. Les algorithmes classiquesont un nombre de
balayagesdependart de la forme desobjets.



to

Variation diametrale
dy Do(X)=di + d2
ds

Diametre de Ferret

dz Fo(X)=d3< di+ do

y
Direction de reference0

Figure 5.10 : Di erenceentre la variation diametrale et le diametre de
Ferret.

5.5.3 Nom bre de particules et nombre d'Euler

Par nombre de particules, nous entendons ici nombre de composartes connexesde l'image.
D'apresce qui precede, on peut le calculer a partir d'un etiquetage. |l s'agit alors du maximum
sur l'image resultat. Cet algorithme necessiteun premier balayage de l'image pour e ectuer le
suivi de cortours, et un balayage de chaque particule lors du etiquetage. Cette derniere etape
dont la dureeest proportionnelle a la surfacedes particules. Nous allons montrer que I'on peut
s'enaranc hir et calculer le nombre de particules sur les lacets directemert.

De nition 5.16

Soient ¢; et ¢, deux codes de direction. Nous appellerons deviation digitale de ¢, a
C; lenombre (ci;¢) = 3 ((c2 ¢+ 3mod6) 3).

Le nombre (cp;Cp) esttoujours compris ertre Tz et , c'est-a-dire I'angle oriente desdeux
vecteurst, et tc,, angle compris entre TZ et

Prop osition 5.17

suivi de contours. Alors : 0

(¢ 1.6) = 2
i=1

Interpretation : la sommedesdeviations digitales le long d'un lacet de contour vaut 2 , c'est-a-

dire que la tangente a la courbe cortour fait un tour complet sur elle-meéme lorsqu'on parcourt
la frontiere.



Demonstration : I'ensenble X estun polygonea p coteset peut donc &tre triangul e.

Le nombre de triangles formant la triangulation estp 2.En e et, sinousnotonst le nombre
detriangles et g le nombre d'arétesde la triangulation qui ne sort pasdessommetsdu polygone,
nousavons par la formule d'Euler t (g+ p)+ p= 1. D'autre part, comptonsle nombre d'arétes
destriangles, au nombre de 3t. Les arétesinternesont ete comptees2 fois, donc 3t = p+ 2g. De
cette equation et de la formule d'Euler on trouvet=p 2.

Placons-nousen chaque sommet du polygone. L'angle complet 2 peut se decomposer en
la somme (algebrique) de , de la deviation entre les deux segmeis successifgdu polygone et
de l'angle interieur du polygone, lui-me&me sommed'angles de triangles de la triangulation. En
sommart sur tous les sommetsdu polygone, et en remarquant que la somme des angles des
triangles de la triangulation est(p 2) , on trouve que la sommedesdeviationsvaut 2 =

Prop osition 5.18
Soit X ¢ un ensemblesimplementconnexe ni (X estla grille hexagonaleentiere avec

(¢ 156) = 2
i=1

Demonstration : dansle casdu trou, la proceduredetriangulation quenousavonsemployeepour
la demonstration de la proposition precderte peut etre appliquee.La seuledi erenceapparat
au decomptedesanglesde chaque sommetdu polygone.L'angle complet 2 peut sedecomposer
en la somme (algebrique) de , de la deviation ertre les deux segmems successifdu polygone
(dans l'ordre de parcours du suivi de contour) et de l'angle exterieur au polygone. C'est bien
I'angle exterieur qui intervient, puisqueX estinterieur au trou ! Or I'angle exterieur au polygone
enun sommetvaut 2 moins I'angle interieur correspondan =

Les deux propositions qui precedernt permettent de distinguer leslacets qui correspondert a
une particule et ceux qui correspondert a un trou et ce par un unique balayage de chaquelacet.

Algorithme : Nom bre de particules

Le nombre de particules est egalau nombre de lacetsdont la sommedes
deviations vaut 2 .

Ce qui precdefournit aussile nombre d'Euler : nombre de particules moins nombre de trous
Eneet:



Algorithme . Nom bre d'Euler

Le nombre d'Euler est egal au nombre de lacets dont la somme des
deviations vaut 2 moins le nombre de lacets dont la somme des
deviations vaut 2 .




Partie 11|

Technique des lacets Il : La fonction
de propagation






Chapitre 6

La fonction de propagation

6.1 Intro duction

Denition 6.1

Soit X  IR?. On appelle fonction de propagation lsur X la fonction de nie par :

Tx (x) = supdx (X;y)
y2X

ou dy estla distance geadesiqueassaiee a la distance d sur IR?

La fonction de propagation, introduite par Ch. Lantuejoul et S. Beudcher [LB81] est un outil
tres puissart en morphologie mathematique. En e et, elle permet entre autres de donner une
de nition rigoureusea deux notions intuitiv esau moins :

Extr emit es : Elles peuvert etre de nies commemaxima locaux de Tx . De faconinformelle, ce
sort les points \les plus loins" de tous les autres.

Longueur : Elle peutetre de nie commele maximum globalde Tx . Il s'agit doncdela longueur
de la plus longue geadesiquecontenue dans X . Cette mesuredonne desresultats corrects
méme sur des particules en forme de spirale.

Malheureusemen, cette fonction a eu peu de suces, puisque le seul algorithme connu pour
la calculer est extrémemen lent sur desordinateurs classiques(plusieurs dizaines de minutes).
En outre, il est mal adapte aux ordinateurs specialises en morphologie mathematique, car il

1Un certain nombre de travaux connexesont ete e ectu espar Ch. Lantuejoul et F. Maisonneuve [ML88] sur
la fonction distance geodesiqueselon X a un compact Y :

v ooX 7R
X L osupy,y dx (XY)
ou dx estla distance geodesiquedans X , i.e. la borne inferieure deslongueurs deschemins de x a 'y inclus dans X .

Il ont en particulier etudie la contin uit e de cette fonction, son minimum (unique !), sesmaxima. .. Nous proposons
de nous restreindre au cas X = Y que l'on utilise habituellement.



necessitede coder les six directions de la trame conjuguee. De plus, l'algorithme travaille selon
la distance hexagonaleet cette fonction faisant intervenir desdistancesimportantes sur la trame,
il serait interessan de decrire un algorithme travaillant en trame dodecagonale.

Au sensde la metrique hexagonale,le calcul de la fonction de propagation ne semnble pas
soulewer de dicult es majeures: en eet, il sut de prendre le sup des boules geadesiques
assaieesa tous les pixels de X. Malgre les algorithmes rapides que nous avons dewveloppes,
le temps de calcul est prohibitif. Nous allons donc chercher a diminuer le nombre de boules
geadesiquesa calculer en determinant Y X tel que:

Tx (X) = sup dx (X;y)
y2Y

SiY estde cardinalite reduite, nous pouvons esgerer obtenir desalgorithmes e caces.

D'autre part, en ce qui concernel'isotropie de la metrique, tout le probleme consiste a
determiner quelle distance d nous allons prendre pour la de nition 6.1 ainsi que la fonction
distance geadesiqueassaieedy . La distancela plus naturelle sur la trame estla distance hexag-
onale, mais nous avons vu qu'elle a le defaut de ne pas ¢tre tresisotrope. On peut chercher a
de nir d'autres distancesen ajoutant de nouvelles arétes a la trame en prenant les directions
conjuguees.La distance d est alors obtenue en ponderant les diversesarétes selonleur longueur
commele montre la gure 6.1.Uneboule estalors un ensenble de points formant un dodecagone.
Si I'on veut obtenir des boules encoreplus circulaires, il est possibled'ajouter d'autres arétes
joignant despoints de plus en plus distants sur la trame.

Figure 6.1 : Distance dodecagonalesur la trame hexagonale.

Pourtant, la de nition dedyx sur la trame poseun serieux problemetheoriquelorsqued n'est
plus la metrique hexagonale,mais par exemplela metrique dodecagonale: si I'on se donne X
sur la trame hexagonaleet deux points x et y de X, une geadesiquepeut \sauter" d'un cote a
lautre de X sanssuivre sa forme commele montre la gure 6.2. On ne peut pas accepterde
telles geadesiques car on assaie implicitement a X un ensenble cortinu de IR? et I'on demande
aux geadesiqued'etre inclusesdanscet ensenble continu. Il senble donc naturel de sauter le pas
et d'etudier les geadesiquesde IR? includesdans X  IR? en munissart le plan d'une metrique
compatible avec celle de la trame en distance non hexagonale.



metrique dodec%gonale
? —
dx (x;y) = 3

Figure 6.2 : Peut-on accepterde telles geadesiquesdans X ?

Il n'y aura plus unicite de la geadesiqueentre deux points au sensde cesnouvellesmetriques
(voir gure 6.3). D'autre part, la notion de geadesiquelocale, si fecondeen metrique euclidienne
sur un ensenble X simplemert connexe,s'ecroulesur la trame hexagonale,commele montre la
gure 6.4: (a;b;c) est une geadesique,tout comme (b;c;d), alors que (a;b;c;d) n'est pas une
geadesiquede a a d ! Il nous faudra donc trouver des geadesiguesagreablesayant les mémes
proprietes que les geadesiqueseuclidiennes.

Figure 6.3 : Exemple de deux geodesiquesdistinctes entre x ety au sens
de la trame hexagonale.

Apreslesrappelsdesproprietesde basedesgeadesiquesde IR? muni de sametrique euclidien-
ne, nous etudierons les geadesiquesdans le casde metriques non isotropesde nies par un com-
pact corvexe symetrique d'interieur non vide. Nous montrerons en particulier que la geadesique
euclidiennereste une geadesiqueau sensde cesmetriques. Nous examineronsalors la structure
locale de la fronti ere des boules geadesiqueset montrerons que les points les plus eloigres d'un
point donne ne peuvent avoir que quelquescon gurations tressimplesindependartes du point
donne. Apres avoir determine la facon de plonger un ensenble digital X dans IR?, nous pour-
rons exposerles algorithmes de calcul de la fonction de propagation, en metrique hexagonaleet



Figure 6.4 : En metrigue hexagonale,une geodesique locale n'est pas
necessairemenune geodesiqueglobale.

dodecagonale.

A titre d'exemple, nous montrerons le theoreme suivant, fournissart immediatemen
I'algorithme de calcul de la fonction de propagation pour la distance hexagonale:

Th eoreme 6.2
Soit X un sous-ensemblale H trame hexagonale.Alors :

Tx (X) = supdx (X;y)
y2Y

ou Y estl'ensembledespoints de X ayant les con gur ations suivantes:

la frontiere de X presenteeny un anglede 0 ou 5

la frontiere de X eny estun sggment S de longueur p > 1 faisant un angle de
% aux deux extremites, tous deux du mé&me cote et le triangle equilateral de
base S de ce méme cote est entierement inclus dans X . Tous les points de S
sont equivalentset par suite il sut qu'un seul soit presentdans .

La gure 6.5 presenteces con gur ations.

En n, nousenoncerongjuelquesproprietesmathematiquesde la fonction de propagation qui
nous seror utiles au chapitre suivant.

6.2 Quelques lemmes sur les geodesiques

L'objet de cette sectionest de rappeler certainesproprietesdesgeadesiquesdans X compact
du plan muni de la distance euclidienne usuelleque nous noterons d. Nous ne donneronspasles
demonstrations car ellescorrespondert a destravaux non publies[ML88].
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Triangle X

Figure 6.5 : Lestrois con gurations dansl'ensemnble Y.

6.2.1 La notion darc et de chemin geodesiques

De nition 6.3
Soit X une partie non vide de IR?, x ety deuxpoints de X . On apgelle chemin de x
ay toute application continuef : [; ] ! X tellequef( )=xetf( )=1y.

Pour mesurerla longueur de ce chemin, nous allons lI'approximer par deslignes polygonales.

De nition 6.4
On aprelle ligne polygonale croissarie sur f toute ligne polygonaleP = (f ( i)l
avec :

= p< i< (<< p=

La longueur de cette ligne polygonaleest la sommedeslongueursde sessgments:

X
L(P)y=d(f(i 1:T( )

i=1

De nition 6.5
Soit f un chemindex ay dansX. f estdit recti able si et seulementsi I'ensemble:

fL (P); P ligne polygonalecroissanteg

est borne. Sa borne superieure est la longueur du chemin f .



La notion de chemin n'est passu san te. En e et, sif (t), t 2 [0;1] estun chemin de f (0) a
f (1), g(u) = f (2u), u 2 [0; 0:5] aussi. Or cesdeux chemins ont mémeimage. Classiquemei on
de nit alors une relation d'equivalencesur I'ensenble deschemins. Cependart, pour obtenir des
theoremesplus simples, il est preferable de raisonner sur la notion d'arc.

De nition 6.6
Soit A une partie de X. A estun arc s'il estimage d'un chemin de X.

S'il existe un chemin injectif dont A est limage, on dira que A est un arc
simple.

S'il existe un chemin recti able dont A est I'image, on dira que A estun arc
recti able .

Tous les chemins injectifs dimage A ont mémes extremites. Ce semnt les
extremitesde A.

Si A estrecti able, la longueur de A est la borne inferieure deslongueursdes
cheminsd'image A.

De nition 6.7
On appelle geadesique dans X tout arc simple recti able dont la longueur est
inferieure a la longueur de tout autre arc simple de X de mémesextremites.

Notons bien qu'une geadesiqueest necessairemenun arc simple. Si est une geadesiquede

X ay, on a par de nition :
L() = dx(xy)

Lemme 6.8
Si estun arc simple recti able dont nous noterons I'une desextremitesx, il existe
unseulchemin :[0;L()] ! X dimage telque (0) = xetL( jjoy) = t (abscisse
curviligne).
Si  estune gedlesiquereliant x a y, nous dirons que est un chemin geodesique
dex ay.

Remarque: si a et b sort deux points de l'arc simple , on peut de nir sansambigute le
sous-arcde deaab:sinousnotons (u)=aet (v)=Db cest ([u;v].

6.2.2 La distance geodesique

Nous allons munir X d'une distance qui n'est pastoujours equivalente a celleinduite par la
distance euclidiennedu plan, mais qui rend bien compte de la distance a parcourir lorsquel'on
veut passerd'un point X a un point y tout en restant dansl'ensenble X.



Designonspar Cx (x; y) I'ensenble descheminsde X reliant x ay. Posons:

. ~ 1 siG(xy) =
A (6Y) = inffL () f 2 G (x;y)g sinon

dx n'est pas une distance car elle peut prendre des valeurs in nies, en particulier si x et y
appartiennent a deux composanes connexesdistinctes de X. En revandie, dx veri e lestrois
axiomesd'une distance : separation, symetrie et inegalite triangulaire.

De nition 6.9
On appelle diametre geadesiquede X le nombre eventuelement in ni

supfdx (X;¥); x2 X;y2 Xg:

Si le diametre geadesiquede X est borne, alors dx est une distance que nous appellerons
distance geadesiquesur X .

6.2.3 Existence et unicit e des geodesiques

Nous venonsde de nir la distance geadesique. En particulier, si A est une geodesique de
X ay, la longueur de A est la distance geadesiquede x a y. Mais a quelles conditions sur X
existe-t-il une geadesiqueuniquedex ay ?

Th eoreme 6.10
Existence d'une geodesique [Lan82. Soit X un compact de IR?, x et y deux
points distincts de X. S'il existe dans X un chemin recti able d'extremitesx ety
(i.,e. dx (x;y) < 1), alors il existe une geadesiqueentre ces deux points.

Th eoreme 6.11
Unicit e geodesique [Lan82Z. Si X est simplement connexe, il existe au plus une

geadesiqueentre deux points quelonquesde X .

Il faudrait bien segarder de croire qu'il existe toujours une geodesiqueentre deux points de
X. En e et, leur distance geadesiquepeut &tre in nie. ..

6.2.4 Encore quelques lemmes

Souwvernt nous ne pourrons montrer qu'un arc est une geodesiqueseulemen au voisinagede
chacun de sespoints. Dans guelle mesure avons nous a aire a une geodesique ? Autre facon
de formuler le probleme: soiert deux geadesiquesqui serecouvrert partiellement. Leur union
est-elle une geadesique ? Pour repondre a cesquestions, F. Maisonneuwe a introduit la notion
de geadesiquelocale [ML88].



De nition 6.12
Soit :Jty;tz]! X uncheminde X. estune gealesiqueau voisinagedet 2]ty;ts[

Si
9"t > Otel que[t "gt+ "] Jtyto[ et jg -1+ gecdesique.

est une geadesiquelocale si c'est une geadesiqueau voisinagede tout t 2]ty;ts].

La structure locale d'une telle courbe est donnee par le resultat suivant :

Lemme 6.13
Soit

dans X . En tout point frontiere de X au voisinage duquel
a pour toute boule ouverte By de centre x et de rayon assezpetit :

(

X un arc ferme simple tel quela composantebornee  deIR?n  estincluse
est une geadesique,on

\ © est convexe
\

Bx
By est connexe

Dans le casou X est simplemernt connexe,ou mémesi X © n'a pas de composarte connexe
de diametre arbitrairement petit a distance nie, on a une reciproque :

Th eoreme 6.14
Soit X un arc simple. Si tout point de au voisinageduquel
estsur @X, et pour toute boule ouverte By de centre x et de rayon assezpetit, By \

a deux composantesconnexesdont I'une est convexeet non incluse dans X, alors
est une geadesiquelocale.

n'est pas rectiligne
Cc

Dansle casou X estsimplemert connexe,le theoremesuivant justi e pleinemert l'introduc-

tion de la notion de geadesiquelocale:

Th eoreme 6.15
Soit X simplementconnexeet soienta & b dans X. S'il existe une gealesiquelocale

d'extremites a et b, elle estinjective et I'arc simple = Im( ) estunique.
Sidx(a;b) <1, estlagedaesiqueentre a etbquelon notera g,

Ainsi donc la notion de geadesiquelocale recouvre-t-elle celle de geodesiqueglobale dans le
casqui nousinteresse X simplemen connexe.

Nous utiliserons souwert cetheoremesousla forme suivante : soiert et °deux geodesiques
et :[0; ]! Xet %[0, 9! X leschemins geadesiquesassaies. Si les deux geodesiques

serecouvrert sur une portion non ponctuelle,i.e. il existe < tel quepourt2 [ ; ]on ait



(t) = qt ), le chemin obtenu en recollart les deux chemins geodesiquesest un chemin
geodesiquede (0) a 4 9.

(t) 0 t
U ) t O+

En n, donnonsun dernier resultat sur lestriangles geadesiques.Un tel triangle Tx (a; b;c) est
de ni par la donneede trois points a, bet cde X et desgeadesiques ap, e €t ca. On dira que
ce triangle est non degenrere si deux geadesiquesn'ont en comnmun qu'une de leurs extremites.
Si Tx (a; b;c) est degenere, on peut le rendre non degenere de la facon suivante : supposonsque

ab\  bcNe soit pasreduit afbg. Soit x le premier point de 5\ e obtenu en parcourart 5, de
a versh. Par unicite de la geodesiqueertre deux points, ax ab el ox el ax\ «x=:.
En recommercart l'operation pour a et ¢, on trouve respectivemert deux nouveaux points y
et z. Le triangle geadesiqueTx (X;y;z) est maintenant non degenere et inclus dans Tx (a;b;c).
La courbe 4, [ yz[ 2x estfermeesimple. On appellera triangle geadesiquel'adherencede
l'interieur de cette courbe.

Th eoreme 6.16

Soit Tx = Tx (a;b;c) le triangle geadesiquenon degenere de sommetsa, betcet T
le triangle euclidien corresmpndant limit e par des segments. Le triangle T admet la
decmposition :

T=Tx [ Kap[ Kpe[ Keca

ou Kyy, I'ensemblelimit e par le sggment [x; y] et la geadesique xy estcorvexe

8 8

2 Tx\ Kap = 2 Kap\ Kpe = fhg

S Tx \ Kpe = be €t > Kb\ Kea = fog
Tx \ Kea = ca " Keaa\ Kgp = fag

Cette demmposition estil lustree sur la gur e 6.6.

Notons bien que I'hypothesede non degenerescencedu triangle Tx est essetielle pour ce
theoreme.

6.3 Geodesiques dans l'espace (IR% )

Pour etudier les proprietes desgeadesiquesdigitales, il est souvert utile de plonger la trame
employee dans IR? et de consicerer sur IR? une metrique  qui soit compatible avec celle de la
trame, c'est-a-dire que si x et y sort deux points de la trame, leur distance au sensde la trame
est egalea leur distance au sensde

Apres avoir donne une de nition et quelquesproprietes des metriques que nous allons
consicerer, nous allons demortrer le theoreme certral suivant :



ab
ca

bc

Figure 6.6 : Structure destriangles geodesiques.

Th eoreme 6.17
Toute geadesiqueau sensde la distance euclidienne est une gealesiqueau sensde

La reciproque est evidemmen fausse,puisque les geodesiquespour ne sort pas necessai-
rement uniguesdansle casou X estsimplemert connexe.

6.3.1 Denition d'une metrigue associee a un compact K

Les metriques que nous allons etudier ici sort de nies par un compact corvexe symetrique
d'interieur non vide. Elles ont deja fait I'objet d'etudes(Mink owski 1911!) et I'on pourra trouver
desresultats similaires a ceux que nous exposonsdans [Lay72]. Ces metriques, loin d'&tre exo-
tiques, ont de nombreusesapplications en plani cation de trajectoiresde robots ou en placemen
de formes[For85]. La plupart reposern sur le calcul du diagramme de Vorone pour cetype de
metriques { et pour d'autres, plus generales,abandonnart la notion de symetrie [CD85].

De nition 6.18
Soit K un compact convexesymetrique par rapprt a O origine de IR? et d'int erieur
non vide. Considerons de nie par :

(xy)=minf; >0y2fxg K g

Prop osition 6.19
| estune distance.

Demonstration :



1. (x;y) < 1:Eneet, puisqueK estdinterieur non vide, soit" > Otel queB- K. Soit
d la distance euclidiennede IR?. Alors

y 2 fxg d()f.; Y) ¢
2. Montrons quey 2 fxg (x;y)K.Eneet, ! K estcontinuedelR* dansK. K0!
fxg KClestcortinuedeK dansK.Donc ! fxg K estcortinuedelR* dansK. Soit

n# (X;y). Pourtout nona:y?2fxg nK et donc

y 2 nI!i{n fxg K=fxg (XyXK:

3. (xy)=0() y2fxg() y=x

4. Symetrie :
y2fxg (xyK
() 9u2K;y=x+ (xyu
() 9v2K;x=y+ (Xy)V
car K estsymetrique. Donc (y;X) (x;y¥). En echangearn lesrdlesde x et y on obtient
I'in egalite en sensoppose et donc :

xy) = (y;x):
5. Inegalite triangulaire : commeK estcorvexe( 1+ 2K = ;K -K . Donc

z2fyg (y;2)K

y2fxg (xy)K
=) z2(fxg (xy)K) (v;2K
=) z2fxg ((xy)+ (;2)K

On en deduit I'in egalite triangulaire :

x;z)  (xy)+ (y;z)m

Prop osition 6.20
@ contient un segment si et seulementsi il existe trois points non alignesx, vy, z
tels que

(x;2) = (xy)+ (v;2):

Demonstration :
Si @ cortient un segmep, soient X1 et X2 deux points de celui-ci et x3 leur milieu.
Posonsx = O,y = X1,Z= X1+ Ox2 = O+ 20%X3. On a:

(xy) =1
(y;z2)= (Oix2) = 1,
(x;2) = (O;0+ 20%3) = 2 (O;x3) = 2



Donc (x;2) = (x;¥)+ (y;z). Commex; 6 X, Iesvecteursogq et 05(3 ne sort pascolineaires,
sinon l'un des demi-plans ouverts limit es par la droite (O;x 1) serait dans K © et par symetrie
par rapport a O l'autre aussi,ce qui nous donnerait K d'interieur vide. Ainsi, X1 n'est pas sur
la droite (O;x3), c'est-a-dire que lestrois points X, y, z, ne sort pas alignes.

Reciproguemer, supposonsque (x;z) = (X;y)+ (y;z) avecy n'etant passur la droite
(x;y). Soit alors y%sur le segmen [x; z] a la distance (selon ) (x;y) de x. Ce point existe bien
puisque (x;z2)K = (x;y)K (y;z)K. Alors fxg (x;y)K \ fzg  (y;z)K estcornvexeet
cortient par suite le segmen [y;y9. Si pour y; sur ce segmen on avait (X;y1) < (X;y), on
aurait (x;z) > (X;y1) + (y1;2), cequi viole I'in egalite triangulaire veri eepar . Nousen
deduisonsque (x;y1) = (x;y) pour tout y sur le segmen [y;y9, ce qui prouve que [y;yY est
un sous-enselble de @K m

De nition 6.21
On dira quela metrique estdegeneree si et seulementsi @ contient un segment.
Elle sera dite non degeneree dans le cas contraire.

Cette terminologie serajusti eepar la suite : dansune metriqgue degenereenousverronsqu'il
n'y a plus unicite de la geadesiqueertre deux points.

6.3.2 Arcs rectiables au sens de

Nous nous proposonsde comparerles longueursrespectivesde diversarcslorsquel'on munit
IR? de metriques di erertes. Il est donc necessaireavant toute chosede s'assurerque les arcs
que nous etudions sort mesurablespour cesmetriques. La proposition suivante a pour but de
montrer que preciemen il n'y a aucun probleme.

Prop osition 6.22
Un arc est recti able pour la distance euclidienne si et seulementsi cet arc est rec-
tiable pour la distance

Demonstration : nousallons montrer dansun premier temps quela distance estequivalene

ala di§tance euclidienne. Soiert x et y deux points de IR? et la direction du vecteur >'<y
(~= E;g_k)' Soit D la demi-droite issuede O et de direction . D \ K estcompact corvexe,
donc un segmen dans notre cas. Notons f ( ) sa longueur euclidienne.f( ) > 0 car K est
d'interieur non vide. f ( ) etant de nie, etablissonsles deux lemmestechniques:

Lemme 6.23

8x6y; (xy)=dxy) (f() *
ou d estla distance euclidienne de IR? et  la direction du vecteur >'<y.



Nous avons

y 2 fxg de y) K (6.1)
f()
ie. dex: y)
Xy
X; 6.2
05y F05 (6:2)
D'autre part,
y2fxg (xyK:
Alors, par homothetie de rapport df()((;y)) et de certre X,
xyf()
x+f()~2fx ——~K:
(72P9 Zaey)
Or par hypothese
(G;0+f()~)=1
Donc ) d(x: y)
. X,y
1 X; ie: X; 6.3
gy € Ty &Y (6.3)

En combinant lesinequations 6.2 et 6.3, on trouve I'in egalite souhaitee:

Gy)= () 1 odexy):

Lemme 6.24

1

9 1; o7 8; 0<
1, 2 1f()

< 1:

Comme K est compact, K Br pour un R donne, ou Br designela boule de rayon R
certreea l'origine. Alors

1 1
< = —_
0< 1= g ()
CommeK estd'interieur non vide, soit " > Otel queB- K. Alors
1 1
- - < 1
f()

Demonstration de la proposition : soit P une ligne polygonale (pi){L,. Notons L(P) sa
longueur euclidienneet L (P) celle deduite de la distance . Nousavons:

X 1 .
PiPi+1
L (P)= f a0 :
) o koipilik (Pi: pis1)
Donc
1L(P) L (P) oL (P) (6.4)



Soit maintenant un chemin  :[; ]! IR? Montrons que I'equation 6.4 est encorevraie pour
supfL (P); P 2 Pg 1tsupfl (P); P 2 Pg
et supfL (P); P 2 Pg 2supfL (P); P 2 Pg

ou P estl'ensenble deslignes polygonalescroissanes sur . Donc si le chemin  est recti able
au sensde la distance euclidienne, estrecti able au sensde et reciproguemen et on a:

iL() L () 2L () (6.5)

Soit maintenant A un arc dansle plan. Nous avons vu que L (A) estla borne inferieure des
longueurs des chemins d'image A. Comme les inegalites 6.5 passen a la borne inferieure, nous
avons etabli la proposition et :

1iL(A) L (A) SL(A)m

6.3.3 Geodesiques dans le plan

Montrons qu'au sensde la metrique le segmen restele plus court chemin erntre deux points.
De facon precise:

Prop osition 6.25

Soit A un arc simple recti able di erent d'un segment, :[; ]! IR? un chemin
d'image A.

1. Sila metriqgue n'est pas degeneree, alors

L(A)> (C) ()

2. Si la metrique  est degeneree, I'in egalite precedente n'est vraie qu'au sens
large.

Demonstration : comme A est simple, ( ) et ( ) ne dependert pasde : cesorn les
extremites de A. Soit P Il'ensenble des lignes polygonales croissartes de . Examinons les
di erertes con gurations possiblespour dansle casd'une metrique non degeneree :

1. ()= (). Il existealorsx6 ( )telquex= (a); < a<
En consquence:

L(C) (Cxx)+ 6 (N>0= () ()
2. ()& ().
Il existe x n'etant passurla droite ( ( ); ()) tel quex= (a); < a<

L(C) (Cxrx+ 6 N> () ()

puisque ( ), ( ) etx nesort pasalignes.



Silesautres casne sort pasveri es,soit x surla droite ( ( ); ( )). Par hypothese,
on peut choisir x a l'exterieur du segmemn [ ( ); ( )]. On a alors pour la distance
euclidienne

dC () () < d( ( )x)+dlx ()

I
et enmultipliant par % ou estladirection duvecteur ( ); ('), pourla metrique
on en conclut :

CCH )< COxx)+ (5 () L ()

Le resultat s'obtient dans chacun descasen passan a la limite inferieure sur
Dans le casou la metrique est quelconque,on a toujours

L ()=supfL (P); P2Pg (C) ()=

6.3.4 Caract erisation des geodesiques de (X; )
6.3.4.1 Cas d'une metriqgue non degeneree

Soit X un sous-enserble de IR? compact, connexe,simplemert connexeet tel que la distance
geadesiquedy (deduite de la distance euclidienne) entre deux points de X soit nie. Sousces
hypothesesnousavonsvu qu'il existait un et un seularc geodesiqueentre deux points x ety. Cet
arc est simple, recti able et salongueur est dx (x; y). Nous allons chercher une caracterisation
geonetrique de cet arc qui ne fasseplus intervenir explicitement la metrique euclidienne.

Hyp oth ese 6.26
Hyp oth ese H1 Soit un arc simple recti able de X. verie I'hypotheseH1 si et
seulementsi :

8%y 2 ; [xyl\ X°6 ; oulx;y]

Cette hypotheseexprime le fait qu'entre deux quelconquesde sespoints, est soit un seg-
ment, soit ce segmen sort de X. Nous allons montrer que cette hypotheseest caracteristique
d'une geadesique.

Prop osition 6.27

H Si  estun arc geadesiquepour la metrique euclidienne, verie I'hypotheseH1.

Demonstration : soiert x ety deux pointsde et :[; ]! X un chemin injectif dimage
Posonsx = (t1) ety = (t2). ([t1;t2]) estun arc geadesiquede x ay. Comme cet arc est
unique, soit :

[X;y] X. C'estla geadesiquedex ay et ([ti;t2]) = [X;Vy], i.e. [X; Y]



Segmem plus court

4

Figure 6.7 : Unicite de la geodesiquede x ay.

X;y]\ X¢6 ; m

Prop osition 6.28

Si et Csontdeuxarcs simplesrecti ables dex ay veriant I'hypotheseH1, alors
= 0

Demonstration : soiert et °deux chemins injectifs d'image et ©respectivemen. Soit
E =ft; (t) 62 %. E estun ouvert car estune fonction cortinue et  °un compact.

E est non vide, car sinon les deux arcs et ©sort egaux. Soit Jt1;to[ une composarte
connexede E. On a

(ty) = qAts) et (t2) = Yta)

avec t3< 14 . De nissons maintenant :

[ti;to] 1 X 8t 2 [ty;ta]; (1) = (1)
0 ¢ [tata]! X 8t2 [tz tal; A1) qt)

deux sous-tieminsde et Crespectivemert. Cesdeux nouveaux cheminsn'ont en commun que
leurs extremites.

Dans sa demonstration sur l'unicit e des geodesiques,Ch. Lantuejoul montre que I'on peut
remplacer un sous-tiemin de ou de © par un segmen de droite sanssortir de I'ensenble
connexelimit e par la courbe simple

(
T )= (1) siti ot ot

D[ty to + '
[ti;to + ta ()= Qta+ty t) si tz3 t ty

Comme X estsimplemert connexe,cette zoneest ertieremert inclusedans X (voir gure 6.7).
Doncil ne peut exister plus d'un arc recti able veri ant I'nypotheseH1. Ainsi I'nypotheseH1
caracterise l'arc geodesiqueau sensde la metrique euclidiennedex ay m

Munissonsa presen le plan d'une metrique non degeneree correspondant a un compactK .
L'existence d'une geodesiquede x ay dans X sedemortre de maniere similaire a celle proposee



par Ch. Lantuejoul [Lan82]. La proposition 6.27 reste vraie puisque nous avons vu que pour
toute metrigue non degeneree

L@ > ) 0

si n'est paslesegmen| ( ); ()]
La proposition 6.28 ne depend pas de la metrique , et donc reste vraie.

Ainsi une geadesiqueau sensde est aussicaracterisee par I'hypotheseH1 et par suite est
unique. Il s'ensuit que la geadesiqueau sensde et celleau sensde la metrique euclidiennesort
egaleset sort caracteriseespar I'hypotheseH1.

6.3.4.2 Cas d'une metrigue degeneree

Dans le casd'une metrigue degeneree,il n'y a plus toujours unicite de la geodesiqueentre
deux points x et y. Pour aborder les geadesiquesdans ce cas,nous allons consicerer une suite de
metriques et passera la limite. Dans le paragraphesuivant, nousverronscommert une metrique
degeneree peut &tre approchee par une suite de metriques non degenerees.

Soit K, une suite de compacts, corvexes, symetriques, d'interieur non vide de nissant une
suite de metriques non degenerees ,, tendant en decroissam vers un compact K au sensde la
distance de Hausdor sur K ensenble descompactsnon vides.

Notons f,( ) lesfonctions intro duites dans I'equation 6.1 page1110n a:

8 2[02[ lim fa( )=f():

Lemme 6.29
| La convegene f,, | f estuniforme.

Demonstration :

Solution 1 Il estpossiblede demortrer quef , estune fonction cortinue car K, estd'interieur
non vide. L'application du theoremede Dini ([Die69] P. 136) fournit alors le resultat m

Solution 2 Sanssavoir que f, est cortinue, nous allons montrer que la distance de Hausdor
rend la corvergencedesf,, uniforme. K, ! K pour la metrique de Hausdor % Soiert
">0etN telsquen> N ) %K,;K) ". CommeK, #K, soit R assezgrand pour
queB(R) Ko K; K.CommeK estd'interieur non vide, soit assezpetit pour que
B() K K; Kpgp. Soit unedirection et x le point de @ tel quex = O+ f( )~.
Il existe alors un demi-plan ferme  contenant K et dont x est sur la droite frontiere ,
puisqueK estcorvexe.Soit 1 ledilatede par la boulederayon”, demi-plan limit e par
la droite ;. Par la croissancede la dilatation, n> N ) Kj 1 puisque %K ,;K) .
On a alors:

n

1) O gy (6.6)



Figure 6.8 : Convergenceuniforme def, ! f

ou estlangle dela droite et dela direction (voir gure 6.8). On peut minorer sin
par :

sin O R (6.7)

En combinant lesinequations 6.6 et 6.7 on trouve la majoration :
, . " R
n>N =) jfa() ()] ——
ce qui prouve la corvergenceuniforme puisque R ne depend pasde =

Utilisons ceresultat. Soit alors ", # 0 tel que

1 -
fa() FOT T
On en deduit I'in egalite sur les longueursd'une méme chame polygonale P

jL.(P) L (P)j<"sL ()™ o

8 ]

Passonsa present aux arcsrecti ables dex ay :
jsupiL  (P); P2Pg supfL (P); P2Pgj
supfj L ,(P) L (P)j; (P)2Pg "aL o() "} o
ou P estl'ensenble dessuites polygonalescroissaries de . Ainsi
JmL, (=L ()

Si estla geadesiqueeuclidiennedonc aussiau sensdes ,, et %un autre arc simple recti able
de mémesextremites, il est possiblede passera la limite et on obtient :

L, <L, (9 LO L%

En passan a la borne inferieure, cette inequation est encore vraie pour un arc ° recti able,
mais non necessairemensimple.

Avec lesresultats des paragraphes6.3.4.1, nous venonsde demortrer le theoreme certral :



Th eoreme 6.30
Pour toute metrique de nie par un compact convexesymetrique d'int erieurs non
vides, la geadesique au sens de la distance euclidienne de x a y dans X est une
gedesiqueau sensde

6.3.5 Appro ximation d'une metrique degeneree
Dans le paragrapheprecedert nousnous sommesservi d'une suite de metriques approximant

la metriqgue degeneree . Preserions une maniere explicite de construire cette suite.

Prop osition 6.31
Soit K un compact convexesymetrique d'int erieur non vide. Posons:

\
Kn= Bx(n)
Bx(n) K

ou By (n) estla boulederayon n et de centre x. K, estune suite de compacts convexes
symetriques d'int erieur non vide induisant des metriques , non degenereessur IR?
telle queK, #K quandn! 1.

Demonstration :

1. OnaK K, par construction.

2. K, estcompact car intersection de boulescompactes.

3. K est corvexe car intersection de boulesqui sort descornvexes.
4

. Ky estsymetrique, carsiK  By(n), alors By(n) = B x(n) contient K = K. Donc si
Bx(n) particip e a l'intersection, B (n) aussi, et puisquel'intersection de cesdeux boules
est un corvexe symetrique, K, est intersection de convexes symetriques, donc corvexe
symetrique lui-méme.

5. K, estune suite decroissare, car

\
By(n) = By(n+ 1):
By(n+1) Bx(n)

Eneet, By(n+ 1) Bx(n) estrealie pour tout y appartenart au disque de certre x et
de rayon 1.

6. Montrons que au sensde la distance de Hausdor ,
K = nI!i{n Kn

Soit z 62K . Soiert alors une droite et 3, 2 lesdeux demi-plans de frontiere tels
que K 1etz2 ,. Ceciestpossiblepuisque deux compacts corvexesde IR? peuvert



toujours etre separespar une droite. Soiernt z; la projection sur  de z et B(r) le faisceau
de cerclesde rayon r tangerts a , passan par z; et inclus dans ;.

Supposons
8n; 9xn; Xn 2 K et xy 62B(n)

ou B(n) represette l'interieur de B (n). Alors, comme K est compact, il existe une sous-
suite x, corvergerte versy 2 K. Puisque pour k assezgrand et p X e, X, 62B(p), et a
la limite y 62B(p), enconsequencey 2 [ . Or [ etK sort disjoints, cequi est
une cortradiction.

Ainsi, a partir d'un certain rang, K B(n) avecz 62B (n), cequi prouve que pour n assez
grand, z 62X .
8x 62K ; X 62nlli{n #Kn

CommeK K,,onabienK, #K.

7. @, ne cortient pasde segmen

En e et, soit sinon [X1;X2] un tel segmen. L'intersection de toutes les boulesde rayon n
corntient l'intersection des deux disquesde rayon n dont la frontiere passepar x1 et X».
Alors le segmen ]xj; X»[ est interieur a cette intersection, ce qui montre que ce segmen
n'est passur la frontierede K, m

6.4 Structure des boules geodesiques

Soit X compact, connexe,simplemert connexeet de diametre geadesiqueborne (dx < 1 sur
X). Bien que destheoremesgeneraux puissernt &tre enone@s nous nous restreindrons au cas ou
X estun polygone(x;)L, avecxp = Xn. C'est le casqui nous occupera, puisque le plongemern
d'un sous-ensetnle de la trame hexagonaledans IR? sefera sousla forme d'un polygone.X ne
serapas necessairemensimple mais non croise.

Pour etudier la forme des boules geadesiques,nous allons decomposer X en triangles sur
chacun desquelda distance geadesiqueprend la forme simple de la distance usuellea un point a
une constarte additiv e pres.Une triangulation analogueest preseriee dans [Her87], dansle but
de determiner le graphe de visibilit e d'un polygone simple.

Comme X estun polygone,toutes les geadesiquessort deslignes polygonalesdont les som-
mets qui ne sort pas des extremites sort des sommetsconcaves de X . Cela decoulede la car-
acterisation desgeadesiques.

Fixons une fois pour toutes x 2 X et etudions la forme desboules geadesiquescertr eesen
X, i.e. desensenbles:

B(x; ) = fy2X;dx(x;y) g

Notations
d la distance euclidienne

dx la distance geadesiquesur X deduite de la distance euclidienned



d la distance de nie par K
dy la distance geodesiquesur X deduite de la distanced

ab la geadesiqueeuclidiennedea ab

De nition  6.32
Soit y un point de X. La gealesique 4, est une ligne polygonale (pi)iLy, Po = X

telle que le sggment [py; q] soit dans le prolongementde [p, 1;pn], inclus dans X et
de longueur maximale.

Remarque: g estun point de la frontiere de X et le prolonge de , estla geadesiquede x
a g. Il sepeut que [pn; g] cortienne des sommetsconcares de X dans soninterieur. Il se peut
aussique pp = q, c'est-a-dire que la geadesiquene puisseetre prolongee en ligne droite.

Notons :

E I'ensenble dessommetsde X et desextremites desgeadesiquesprolongeesde ;. On
akE @.

Les geadesiquesprolongees sort deslignes polygonales(p;) dont les sommetssort dans
E. Sidespoints de E setrouvert sur l'interieur d'une aréte, nous coupons cette aréte en
deux selonce point. Nous supposeronsdoncque \ E = fp;g. Soit alors A I'ensenble de
toutes les arétes des geadesiquesprolongeesde 4y, .

Ag est I'ensenble des cotes du polygone @K coupes selonles points de E et qui ne sort
pasdeja dansA.

G = (E;A) le graphe de sommetsE et d'arétesA
Go = (E;Ao[ A) le grapheobtenu en ajoutant a G les arétesAyg.

L'ensenble de cesnotations estillustre gure 6.9.

E = f Xi1;X2,X3)X4; X5, X6, X7; X8; Xo0

A = (X X1); (X X2); (X2; X3); (X2; X8); (X; Xa); (X; Xs5);
(X; X7); (X7 X9); (X7 X6)g

Ao = f  (X1:X2);(X3;Xs); (Xs;X4); (Xa; X5); (X5; X9);

(X9;Xg); (X7:X1)0

Lemme 6.33
| G et Go sont planaires.

Demonstration : si G n'est pas planaire, soiert deux arétesde G, [a;b] et [c;d] se coupart
strictement en e, interieur a cesdeux segmems. Quitte a echanger les rdlesde a et b, on peut
supposer que [a; b xa- De méme [c;d] xd- Comme la geadesiquede e a x est unique,



X5

X9

X6 X4

X7
X8
X2

X
1 X3

Figure 6.9 : Decomposition de X en triangles.

les deux segmeitts [a;b] et [c;d] sort portes par la m&me droite et ne peuvent donc se couper
strictement.

Comme les segmeits de A et de Ag ne peuvert secouper qu'en leur extremite, G est aussi
planaire m

Soit T = (ti)}ozO une face (ouverte) de Go. Nous supposeronsque les points t; sort de \vrais"
sommets, c'est-a-dire que la frontiere de T ne presene pasent; un angleplat. T X puisque
toutes les arétesdu graphe sort dans X .

Lemme 6.34
| T estun polygoneconvexe.

Demonstration : soit t; un sommetde T dont I'angle soit > . Considerons la geodesique
xt;» ligne polygonale (pi){L, avecpo = x et py = ti. Le segmen [p, 1;pn] est dans le diedre
d'angle au sommet< et de sommett;, limit e par les demi-droites d'origine t; et de directions
titi" 1 et tjtj31 . Donc le prolongemern de la geodesique ;, coupe T, cequi estimpossible(voir
gure 6.10)m

Lemme 6.35
‘ Soity un point quelonquedeT. yy passepar le point t; tel quedy (x; tj) < dx (X; tj).

Demonstration : soit z le point de , le plus proche de x et sur la frontierede T. On a
z2E.Eneet, zn'estpas:



Figure 6.10 : Convexitede T.

interieur a une aréte [a;b] de G. En e et, d'apresle princip e d'unicit e de la geadesiquede
Z a X, soit [z;a] soit [z;b] estdans ;. Donc soit a, soit b estun point de la frontiere plus
proche de x que z.

interieur a un segmen [a;b] de Ap. La geadesique x; he peut cortenir ni [z;a] ni [z; D],
donc traverseT et retraverserala frontiere de T avant d'atteindre Xx.

Doncz?2 E.

Notons (z )jp:0 les points de 4, aveczg = X et z, = z. Le segmen [z, 1;7p] 2 A puisque
z 2 E. Sonprolongemert ne coupe pas T. Commede plus z, 1 2 fc, z estun sommetdeT. La
droite D porteepar [z, 1;Zp] estune droite d'appui du corvexeT.

Notons (20)i, les points de ; avecz§ = x et z§ = t;. Par un raisonnemen analogue,
la droite D, portee par [zg 1;28] est une droite d'appui du corvexe T. D'autre part, de facon
analogue,le point z§ ;2 T.

Soit u le point le plus eloigre de x qui soit a la fois sur les deux geodesiques 4, et
Le triangle geodesique Tx = (u;tj;z) est non degerere si et seulemen si t; 6 z. En vertu
du theoreme de structure des triangles geodesiques,le triangle Ty limite par les droites Dy,
D, et (tj;z) estinclus dans Ty . Puisque D1 et D, sort desdroites d'appui de T (en z et t;
respectivemert), I'union de Tx et de Ty estcorvexe.Donc le segmen [y;z, 1] Tx [ Tg. Or la

cequi implique quet; = z (voir gure 6.11)m

Lemme 6.36
| Le lemme precedent restevrai pour y 2 T.

Demonstration : Comme T est corvexe, T est dy connexepar arcs. Il est donc possiblede
passera la limite : B
8y 2 T; dx (xy) = dx (X )+ d(ti;y)

Cette equation prouve alors que pour tout y 2 T, la geadesiquede x ay passepar t; m



Figure 6.11 : Structure desfacesde Gg.

Lemme 6.37
| T estun triangle.

Demonstration : notons T = (tj){L, lessommetsde T et supposonsque t; soit le point le
plus proche de x selondy (s'il en existe plusieurs, nous en choisissonsun arbitrairement). Si
n > 3, le segmen [t1;t3] coupe T. En vertu du lemme precdert, , passepar t;. Comme
t; 2 E. Donc le segmen [t1;t3] est une aréte du graphe G. Ceci est impossiblepuisque T est
une de sesfacesm

Resumonsa presen I'ensenble desresultats obtenus :

Th eoreme 6.38
Lesfaces du graphe Gg sont destriangles. Si T estl'un de cestriangles ouverts et t
son sommetle plus proche de x au sensde dx :

8y2T; dx(x;y) = dx(x;t)+ d(t;y)

Munissons maintenant IR? de la metrique  deduite d'un compact cornvexe symetrique
d'interieur non vide K .

Nous avonsvu que sousles hypothesesque nous avonsfaites sur X, gy existe et est unique.
De plus 4 estaussiune geodesiqueau sensde d . Donc

dy (@) =L ( ab)

Commet 2 ,y, la distance geadesiquedet a x au sensde peut secalculer au moyen de cette
geadesiqueeuclidienneet on en deduit :

8y 2 T, dy (x;y) = dy (x;t) + d (t;y) (6.8)

Donc sur un triangle T, la boule geadesiqueB (x; ) prend I'une desdeux formes suivantes :



sidy (t;x)> ,B(x; )\ T=;

si dy (t; x) ,B(x; )V T="ftg ( dy (t; x))K \ T. C'est enfait l'intersectionde T
et du dilate (non geadesiqueet au sensde d ) de taille ( dy (t; x)) deftg.

Nous supposeronsmaintenant que K de nissant la metrique estun polygone (ki)k, avec
ko = kk. Notons ; la direction du vecteur Ok;. Nous pouvons toujours supposerque la suite
( 1)K, eststrictement croissarie et que o+ 2 = , i.e. lessommetsde K sort erumeres
dansle senstrigopnometrique. Nous noteronss; le segmen frontierede K, s; = [k 1;ki] et ~ le
vecteur unitaire de direction ; (voir gure 6.12).

ko so Ky

Figure 6.12 : Notations de K.

Quelle estlocalemert la forme de la frontierede B (x; ), i.e. quel est le voisinaged'un point
y a distance de x ? Nous allons montrer dansun premier temps le sensque nous donnonsau
mot voisinage.

Denition d'un voisinage de y

Construisons I'ensenble Z despoints de E di ererts dey et desarétesde Ag qui nhe con-
tiennent pasy. Z est une union nie de compacts, donc compact et y 62Z. Il existe donc un
voisinageV dey quel'on peut choisir circulaire, ferme et de certre y qui necoupe pasZ. SurV,
la trace de Gp estun ensenble eventuellement vide de rayonsissusdey. De méme,la geadesique

xy estsurV egalemen un rayon. Par le mémetype de raisonnemer, on peut reduire V de
telle sorte que sur V la frontiere de B(Xx; ) soit aussiune union de rayonsissusdey.

La geodesique xy estune ligne polygonale(pi)iL, avecpo = y et p, = X. Soit  la direction
du vecteurpo\ol. Il existe alorsun seuli tel que: ; < j+1.Notonsr; lerayonissudey de
direction kijkji1 etro:

I

si < ,rpestlerayonissudey de direction ki1 k;.
|

si ;= ,rpestlerayonissudey de direction kik;" ;.

La gure 6.13illustre cesdeux cas.



Xy Xy

Cas < Cas =

Figure 6.13 : Lesdeuxtypesde frontiere locale d'une boule geadesique.

Prop osition 6.39
rp etr, coupent V en deux secteurs connexes.

1. Celui (V1) qui contient la direction  est convexe.
2. Tous les points de l'autre (V2) sont a distance >
3. Lespoints a distance exactement dex sontsurri[ ro. (reciproque fausse)

Demonstration : le premier point estveri e par de nition de notations sur K .

Soit z 2 V5. z et y appartiennernt a un méme triangle ferme de la triangulation de X. En
e et, lessommetsde tous les triangles sort despoints de E, or E\ V  fyg, et les cotes des
triangles sort desrayonsde V.

Cas 1 : sile triangle contenant z et y a pour sommet le plus proche de x le point y, alors
dy (X;y) < dy (X; z), quelle que soit la localisation de z dans V.

Cas 2 :sinonsoit t sur ,, sommetle plus proche de x du triangle cortenant z et y. Sur
ce triangle, la proposition est veri ee puisque la boule geadesiquede certre x sereduit a
I'homothetique de K, certre ent ayant y sur safrontierem

6.5 Extr emit es libres des geodesiques maximales

L'objet de cette section est de chercher les con gurations que peuvent prendre les points
les plus eloignes d'un point donne. Soit donc x x e une fois pour toutes. Nous cherchons les
points y tels que dy (x; y) soit maximal. De facon equivalerte, nous cherchons I'extr emite y des
geadesiquesde longueur maximale de x ay.

Notations



X :un point de X xe.

y : un point de X tel que:
822 X; dy (x;y) dy(x;2)

. la distance dy (x;y)
xy - la geadesiqueau sensde la distance geodesiqueeuclidienne sur X.

B : la boule geadesiquede certre x et de rayon dy (X; y).

Y : un ensenble de points tel que la fonction de propagation sur X puisses'ecrire :
Tx (z) = supdy (z;y)
y2Y

Nous construirons progressivemert Y. Notons que nous ne chercherons pas a trouver Y
minimal.

V : un voisinagecirculaire ferme de certre y tel que sur V, le graphe Gq et la frontiere de B
soient desrayons uniquemert. En particulier si z 2]y;y;] rayon de V moins son certre, on
a les proprietes evidertes suivantes :

z2X =) [yl X

z62X =) ly;yal  X©

z2 @ =) [y;yi] @

dy (;2) = =) dy(x; )= surly;y]
dy(x;2) < =) dy(x; )< surly;yi]
dy (x;2) > =) dy(x;)> surly;yi]

Les paragraphes qui vont suivre etudieront de nombreuses con gurations pour y. Ces
di ererts casne pourront etre decrits de facon synthetique que si I'on fait deshypothesessur les
polygonesX et K. Cesresultats generaux sort cependart utiles lorsquel'on cherche a employer
diversesmetriques K , de plus en plus prochesde la metrique euclidienne. La particularisation
sefera facilemert sansdemonstration supplemertaire. Nous les feronsa la section suivante.

Nous n'etudierons que le casou y 2 @X. En e et, d'apresle princip e de prolongemen des
geadesiques,toute geodesiqueseterminant enun point interieur a X peut seprolonger en ligne
droite, i.e. on peut trouver dans X un point strictement plus loin de x quey.

Dans un premier temps eliminons les cas pathologiquesou y est un point singulier de la
frontiere ou bien un point terminal :

De nition  6.40
y estun point singulier si et seulementsi sur un voisinagecirculaire dey, X ¢ a deux
composantesconnexesau moins (voir gure 6.14).




Figure 6.14 : Voisinaged'un point singulier.

Prop osition 6.41
| Si'y estun point singulier, y 62Y .

Demonstration : soit y point singulier et V le voisinage de ni dans les notations. Comme
V \ X°¢ se compose de deux secteursau moins, V \ X aussi. Soit S; celui qui cortient la
geadesique ,y et C, une autre. Choisissonsarbitrairement un rayon de C, que nous noterons
r. Alors 4, [ r estune geadesique.En e et, ,, estune geodesique.Notonss= ,,\ V.s[r
est une geadesique, puisque:

sir estdansle prolongemern des, c'est clair.

sinon tout segmen joignant un point de r a un point de s coupe X ¢, en vertu despropo-
sitions 6.27 et 6.28.

Doncy 62Y m

De nition  6.42
y est un point terminal si et seulementsi X \ V est un rayon seulement(voir -
gure 6.15).

Nous mettrons tous les points terminaux dans .

Placons-nousdans le cas d'un point y frontiere, non terminal et non singulier. Dans ces
conditions, V' \ X est un secteur (connexe)de V ferme, non reduit a un rayon, et V \ X ¢ un
secteurouvert (connexe).

Prop osition 6.43
| 'y ne peut pas etre un sommet concave de X .




Figure 6.15 : Point terminal.

Demonstration : nous avons vu que sur V, la boule geadesique B est un secteur corvexe.
Donc B ne peut couvrir X \ V en ertier, puisque c'est un secteur strictement plus grand que
I'angle plat (voir les deux con gurations localesdesboulesgeodesiques)m

Prop osition 6.44
Si y n'est pas un sommetde X, alors :

1. tous les points de I'ar&te r contenant y sont a méme distance de x.

2. lesdeuxextremitesde r sont dessommetsconvexesnon singuliers

Cette proposition estillustree sur la gure 6.16.

Figure 6.16 : Voisinage d'un point a distance maximale n'etant pas un
sommetde X.

Demonstration : V sedecompseen deux demi-cercles: V \ X est un demi-cercleferme et
V' \ X € soncomplemertaire, un demi-cercleouvert. Comme la boule B recouvre X, d'apresles
con gurations localesdesboulesgeadesiques,V \ @X esta la distance de x.



Consideronsle cote [a;b] de X cortenant y. Supposonsqgue tous cespoints ne soiert pasa
distance dex. [a;b\ fz;dy (Xx;z) = g estun compact. Soit [a% B9 une de sescomposartes
connexes.Par hypothese,a®6 a ou i’ 6 b. Supposonsa®6 a. Commed, (x;a% = , on peut
reprendre la demonstration locale en remplacart y par a° Il existe alors un voisinagede a° dans
[a;b] etant ala distance de x. Cecicortredit la supposition [a® b9 est une composarte connexe
de[a;b]\ fz;dy (x;z) = g. Donc tout point de [a;b] esta distance de x.

En particulier les sommetsa et b realisert le maximum de la distance a x. lls ne peuvent
donc pas&tre concaves, ni singuliers m

On peut encoretre un peu plus precis sur la structure locale de l'aréte [a;b]. En e et,
l'arete [a;b] ayant tous sespoints a distance de x doit avoir la direction d'un de§ cotes de
K. Supposonsque ce soit s; = [K; 1;kj]. Nous supposeronsque X est a gaude de ab, ce qui
est possible ern intervertissart les rdles de a et b. Nous supposeronsenn que K est aussia
gaude de ki 1kj, ce qui est possiblepuisque K est symetrique par rapport a l'origine et que
I'on peut choisir le cote sJ symetrique de s; si ce dernier ne corvient pas La geadesique x4 est
une ligne polygonale (a)"., avecap = a et a, = x. Notons s, = aoh:. Nous de nirons sp de
maniere analogue. Toujours en vertu de la structure locale desboulesgeadesiques,s; et sy ont
leur angle compris ertre ; et ; 1. Soit u le point le plus eloigne de x simultanemert sur les

deux geadesiques xa et . Le triangle geodesique(u; a;b) n'est pasdegenere. On en deduit la
proposition :

Prop osition 6.45
Le triangle euclidien limit e par la droite (a;b), la droite passantpar a de direction

et celle passantpar b de direction ; ; estinclus dansle triangle geadesique(u; a;b)
qui est lui-memeinclus dans X (voir gure 6.17).

Figure 6.17 : Voisinage d'un point a distance maximale n'etant pas un
sommetde X et sontriangle euclidien assie.

Il nousreste maintenant a etudier le dernier casou y est un sommetcorvexede X.



Lemme 6.46
S'il existez 2 V\ X (z 6 y) adistance de x, on peut trouver un point sur une

aréte de X, n'etant pas un sommeta distance de Xx.

En d'autres termes, ce casa deja ete pris en compte.

Demonstration : commez 6 y, tout le rayon de V cortenant y est a distance de x. Or si
la boule geadesiqueB recouvre X, d'apresla structure locale desboulesgeodesiques,ce rayon
ne peut etre que sur la frontiere de X . Donc le point z est sur @X et verie doncle lemmem

Prop osition 6.47
Il sut dene garder dansY queles sommetsconvexesde X tels qu'il existe une di-

rection parallele a I'un descotesdeK et telle quele diametre deV de cette direction,
prive dey, soit inclus dans X ©.

La droite porteepar le diametre seraappelee une droite d'appui stricte (voir gure 6.18).

Droite d'appui s

Figure 6.18 : De nition d'une droite d'appui.

Demonstration : soit la direction du dernier segmen de la geadesique , eny. Soit alors
i tel que < j+1. Le demi-disquelimit e par la direction de s; et contenant , cortient
tous lespoints a distance  , doncen particulier V\ X . D'apresle lemmepreceden, il ne peut
exister de point a distance dex dansV \ X. Donc lesrayons de direction s; et s;+ ne sort
pas dans le secteur correspondant a X (puisque la distance de chacun de leurs points a x est
) et par suite le diametre de direction s; coupe V\ X eny uniqguemert m

En resune, il sut queY cortienne les points suivants :

1. Les points terminaux
2. Un point desar@tesayant a leurs extremite deux sommetscorvexesnon singuliers

3. Lessommetspossdart une droite d'appui stricte de direction I'un descotesde K .



6.6 Plongement d'un ensemble digital dans IR?

La notion de geadesiqueeuclidiennen'a pas de senssur la trame. Nous allons donc assaier
a tout ensenble X de la trame un ensenble de IR? que nous noterons P (X) sur lequel nous
pourrons appliquer lestheoremesprecederts.

6.6.1 Cas de la distance hexagonale

De nition 6.48
On apyellera plongementde X et on le notera P(X) l'union de:

tous lestriangles elementaires (x 1; X»; X3) fermestelsquex; 2 X pour1 i 3
tous les sgmentsfermes (X1; X2) pour X1;X2 2 X voisins
de X

Notations
d® distance deduite de K , hexagoneregulier.

d§3< distance geadesiqueassaiee a d® dansI'ensenble P (X).

Prop osition 6.49
Soient x et y deux points de X . Alors la distance geadesique (usuelle) sur la trame
hexagonalede x a y est egalea d% (x; y).

Demonstration : consiceronsla geadesiqueeuclidienne y,. C'est une ligne polygonale dont
les sommetssort despoints de la trame. Or la longueur de chacun de cessegmerms estla méme
au sensde la trame (nombre minimal de segmeits des chemins sur la trame) qu'au sensde d®
(geadesiquede IR?) m

Prop osition 6.50
Si X est simplement connexe, alors P(X) est aussi simplement connexedans IR? et
son diametre geadesiqueest borne.

Demonstration : Commencons par le diametre geadesique. Soiert x;y 2 P(X). Six estun
point dela grille, x = x1 2 X. Six estsur une aréte ouverte dela trame (X1; X2), alorsxy; X 2 X.
Si, en n x estdansun triangle elemertaire ouvert (x1;X>2; X3), alors le triangle ferme tout ertier
estdansP(X). Donc danstous lescas,le segmen [x; x1] P (X) ou x; estun point de la grille.
De maniere analogue,il estpossiblede trouver y; sur la grille tel quele segmen [y;y1] P(X).
Comme X est connexe,il existedansX un chemin de x1 ayi. Par de nition, la ligne polygonale



de sommetslespoints de cechemin estinclusedansP (X ). Salongueurest nie, doncle diametre
geadesiquede P(X) estborne.

Remarquonsqgue nous avons demortr e la connexite par arcsde P (X ). Un raisonnemen ana-
loguepermet de montrer queP (X )¢ estlui aussiconnexepar arcs,cequi acheve la demonstration
[ ]

Prop osition 6.51
Sur P(X) muni dela distance geadesiquedy il y a existene et unicit e desgeaesiques
de x ay arbitraires.

Demonstration : P(X) est simplemert connexe,compact. dx connexepar arcs puisque X
est connexepar arcs et que son diametre geodesique est borne. Alors [LM84] sur P(X) il y a
existenceet unicite desgeadesiquesm

6.6.2 Cas de la distance dodecagonale

L'hexagone peut ne pas &tre une approximation su san te du cercle. Pour cela, nous allons
munir IR? de la distance deduite d'un dodecaedre regulier, dont les cotes sort parallelesaux
six directions de la trame et aux six directions conjuguees.Nous noterons cette distance d*2.
Le principe est de regulariser le contour de X au moyen des directions du dodecagone,sans
pour autant modi er la connexite du plongemen. Pour celanous utilisons le plongemer de X
au sensde la metriqgue hexagonaleet nousy rajoutons les triangles correspondant aux angles
concaves de % de la maniere suivante. Si nous numerotons (X;)?-, les voisins de x dans le
senstrigopnometrique, nous rajoutons le triangle (Xg;X1;X2) Si et seulemen si Xg;X1;X2 2 X et
X; X3; X5 2 X ¢ (voir gure 6.19).

X4 X3

O O
X5 X X2
O O

X0 X1

Figure 6.19 : Trianglesrajoutespour le plongemen de X dans (IR?; d?).



De nition  6.52
On appelle plongementde X dans (IR?; d'?) I'union de:

tous les triangles elementaires fermes dont les trois sommetssont dans X,

tous les sgmentsjoignant despoints voisins dans X,
tous les triangles (x1;X2;X3) de points de X avec X1 et X3 voisins de x», ces
trois points n'etant pas alignes.

Un exempleest donne gur e 6.20.

Figure 6.20 : Plongemer de X dans (IR?; d!?).

Nous avons montre commen e ectuer des dilatations par des dodecagonesMalheureuse-
mert, on ne peut pas en deduire une distance sur la trame. La fonction qui a deux points x
et y assa@ie la plus petite taille de dilatation par desdodecagonedelle que le dilate de x con-
tienne y n'est pas une distance ! Par cortre, on peut montrer que c'est la partie ertiere de la
distance dodecagonalesur le plongemen de X . La distance que nous introduisonssur la trame
ne s'interprete donc pas simplemert commele nombre de segmeits d'un chemin sur la trame.
En particulier, la distance entre deux points de la trame n'est pas toujours un ertier !

Le plongemern de X dans(IR?; d'?) a sinon le mémetype de proprietesque pour la metrique

hexagonale:

Si X estsimplemert connexe,le plonge est simplemen connexeet de diametre geadesique
borne

Si X est simplemert connexe,il y a existenceet unicite des geadesiques(euclidiennes)
entre deux points du plonge.



6.7 Algorithmes de calcul

L'algorithme est alors une conequenceimmediate du theoreme sur les extremites libres des
geadesiquesde longueur maximale. De facon gererale :

T(x) = supfdy (X;y); Yy2Yg

6.7.1 Cas de la metrigue hexagonale

Y estcompose de deux typesde points frontiere:

1. la frontiere de X au sensdu suivi de contours fait un angle de 0 ou T i.e.cas2 ou cas3
dans les systemesde recritures pour la dilatation deslacets.

2. la frontiere de X est un segmen aux extremites duquel @X presene deux anglesde %
du mémecoéte de ce segmen et le triangle equilateral ayant pour basece segmen et de ce
méme cote estinclus dans X .

Dans la pratique, on pourra laisserde cote la condition relative au triangle equilateral qui
est penible a verier sur les images. Il ne reste donc plus qu'a calculer la fonction distance
hexagonalea chaque point de Y et d'en prendre le sup.

Le nombre de points de Y esten general assezfaible. On peut montrer que dansle casde X
faiblemert corvexe (entre deux points de X il existe une geadesiqueau sensde dg dans IR? qui
soit incluse dans X) Y a au plus six elemens. Le nombre d'elemerts de Y depend bien sir de
la forme de X.

6.7.2 Cas de la metrique dodecagonale

L'algorithme est tres proche du preadert. Nous entendrons ici frontiere de X au sensde
la fronti ere de plongemen de X dans IR? muni de la distance dodecagonale Cette frontiere se
deduit du suivi de contour enremplacan chaquesuccessiorde segmets X; 1;X;;Xj+1 presemant
un angle concave de % par le segmen [X; 1;Xj+1] lorsqueni Xj+1 ni X; 1 ne sort dessommets
concaves pour le suivi de contours. Nous appellerons frontiere de X cette nouvelle suite de
segmets. Les points de Y sort de deux types:

la frontiere de X fait un angledeO, 5, 5,  oU 5.

la frontiere de X estun segmen et aux extremitesduquel @X presette deux anglesde %
du meémecote de ce segmen et le triangle isocele de basece segmen et d'angle au sommet
oppose 5 et du méme cote de ce segmen est inclus dans X.

Ici encore,dansla pratique, on laisserade cOte la condition relative au triangle. Lesfonctions
distance aux points de Y serort prisesau sensdes dilatations dodecagonalesLe resultat sera
donc la partie ertiere de la fonction de propagation sur le plongemen de X dansIR? muni de
la distance dodecagonale.



Le nombre de points de Y est plus grand que dans le cas hexagonald'un facteur environ
2. Cependart, commedesdistancesimportantes sort misesen jeu, il est toujours preferable de
travailler en distance dodecagonale.

Le processude calcul estillustr e en distanceshexagonaleet dodecagonalesur la gure 6.21.

6.8 Et la simple connexit e ?

Nous avonsvu quela simple connexite jouait un rdle certral danstoutes nosdemonstrations.
En e et, cen'est quedanscecasqu'il y a unicite desgeadesiqueset que lestriangles geadesiques
ont la forme que nous avons decrite. Que reste-t-il destheoremesprecederts si I'on supprime la
simple connexite ? Malheureusemem presquerien.

a{ Extr emit e libre dune geodesique de longueur maximale L'extr emite libre d'une
geadesiquede longueur maximale n'est plus necessairemenun point frontiere commele montre
la gure 6.22.

b { Les extr emit es Nous verrons au chapitre \v ariations lamellaires" qu'une bonne de -
nition de la notion d'extremitesd'un objet est donneepar les maxima regionauxde la fonction
de propagation. La gure 6.23 donne I'exemple d'un objet non simplemert connexedont les
extremites sort loin d'&tre ce que l'intuition indique.

Nous n'avons pas trouve d'exemple d'objet plan ou les maxima regionaux de la fonction
de propagation ne soient pas despoints de la frontiere. Nous conjecturons que dans le plan de
tels objets n'existent pas. Par cortre, sur la sphere, de tels objets existert, mais ceciestlie au
plongemen de la sphere dans I'espacelR3.

6.9 Quelques propri etes math ematiques

La fonction de propagation se comporte un peu comme une fonction distance : c'est la
fonction distanceau point le plus loin. Prenons-enl'oppose. On peut alorsde nir par lesformules
classiqueda notion d'amont, d'aval et montrer qu'en tout point au voisinageduquel chaquepoint
n'‘a qu'un seul aval, elle est derivable. L'adherencedes points ou elle n'est pas derivable forme
quelque chosed'analogue au squelette et nous I'app ellerons antisquelette

Dans le cas d'un corvexe, on peut etendre la fonction de propagation a IR?, puisque les
geadesiquesdans le corvexe X sort les segmeits. Posons:

Tx (x) = supfd(x;y); y 2 Xg

Cette fonction restreinte a X estla fonction de propagation. On peut montrer qu'elle caracterise
X. On peut aussitrouver un ensenble Z et une constarte a tels que la fonction distance sur



(1) : Forme simplemert connexe (2) : Anti-squelette

(3) : Y endistance hexagonale (4) : Y endistance dodecagonale

(5) : Tx endistance hexagonale (6) : Tx endistance dodecagonale

Figure 6.21 : La fonction de propagation.



Quatre chemins
de mémelongueur

Figure 6.22 : Le point le plus loin de x n'est plus sur la frontiere.

Z soit a Tx. Celamontre que Tx a bien la structure d'une fonction distance et tous les
resultats de mesurabilite [Mat78] et [Mat88a] s'etendert immediatement.

Toujours dans le cas corvexe, X est l'intersection desboules minimales qui le contiennent.
L'adherencedescertres de cesboulesest preciemert I'antisquelette. L'analogie avecle squelette
est claire : le squelette est le lieu descertres desboulesmaximalesinclusesdans X .

Malheureusemen des exemplesmontrent que cet antisquelette n'est ni s.c.i ni s.c.scon-
trairement au squelette [Mat88a]. La raison en est simple : les topologiesutiliseesne sort pas
adequates.Dire que la distance de Hausdor ertre deux ensenbles est " est equivalert a dire
que les fonctions distance assa@ieesa cesdeux ensenbles sort di erertes d'au plus " en norme
L, . Dansle casde la fonction de propagation on ne peut rien dire. En e et, soit F, ! F une
suite de compacts (me&me simplemert connexes)corvergean au sensde Hausdor . Il se peut
que Tg, n'aient pasde limite simple.
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Figure 6.23 : Extr emites curieuses.
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Chapitre 7

Variations lamellaires

7.1 Intro duction

7.1.1 Segmentation et morphologie math ematique

La morphologie mathematique a montre ses qualites par de nombreusesapplications en
analysed'images[Pr87]. Cesapplications sedivisent en deux grandesclassesde problemes:

1. la quarti cation, c'est-a-dire la transformation d'une image ou d'une forme en quelques
nombres ou quelguescourbes,commepar exemplela quanti cation de textures au moyen
du sthemabooleen,les granulometries ou la determination d'indices de symetrie (voir par
exemple[CC85]),

2. la segmemation, c'est-a-dire la reduction d'une image a une autre image plus simple ou
les details super us ont ete elimines.

Avant tout, precisonsce que recouvre le mot segmentation dansle contexte morphologique,
car nousl'emploieronsdansun sensparticulier. Traditionnellement, ceterme designele processus
de partitionnement d'une image en zoneshomogenesselon certains criteres. Une presermation
formelle de cesnotions se trouve dans [Mon88]. Ces criteres se veulert le plus independarts
possiblede la sene a etudier. L'id eal serait une methode qui s'applique de maniere quasi uni-
verselle, en adaptant un certain nombre de parametres numeriques. Les criteres generalemert
utilises ne dependert alors que des cortrastes que presene I'image dans son ensenble, et sort
souvent determines par les conditions d'eclairage; les objets, leur disposition dans I'image ne
jouert par cortre aucun rple. Par exemple,sur lesimagescorrespondant a ce qui setrouve sur
un bureau, toujours eclaire de la m&éme maniere, la presenceou l'absenced'un telephone,d'un
cendrier ne modi e ni cescriteresni les parametres assaies.

En morphologie mathematique, il enva tout autrement : segmeter signi e isoler tel ou tel
objet, telle ou telle caracteristique. Dans le cas de senesde bureau, il s'agira par exemplede
delimiter la zonede l'image correspondant preciemert au telephone,sur une coupe scanner,de
delimiter les cortours de la vertebre.

Il en decouledeux traits particuliers de I'approche morphologique en analysed'images:

1. D'abord, le systeme doit avoir un certain nombre de connaissane@s lui permettant de
reconndtre l'objet desire et de le distinguer de son contexte. L'objet est donc decrit par



un modele { dont nous discuterons les fondemerts dans la derniere partie de ce travail
consace a la programmation automatique { discriminant dans! univers choisi, c'est a dire
contenant su sament d'elemens pour reconndtre I'objet dans I'ensenble des cortextes
danslesquelsil estautorise a appardtre. Cet universest habituellemernt de ni au momert
ou I'on ertreprend I'etude en question et donne les cortraintes que I'on se xe a priori.
Le modele au cortraire est elabore petit a petit au moyen des caracteristiques que les
transformations morphologiguessornt aptes a mettre en evidenceet il seconcretise par le
programme de reconnaissancesuite ordonnee de transformations morphologiques.

2. Le programme obtenu n‘aura pasune porteetr esgenerale car les caracteristiques misesen
jeu sort speci ques aux objets a reconndtre, cortrairement par exempleau comportement
d'extracteurs de cortours ou de techniquestype \split and merge" en segmemation.

7.1.2 Un probl eme d'analyse d'images : detection des lignes de defaut dans
un eutectique lamellaire

Un des reproches que l'on fait souwvernt a la morphologie mathematique est de construire
desprogrammesque seul un initi e peut comprendre. De plus, une seulesolution est en general
presenee{ la solution {, dont les criteresmis en jeu sort raremert explicites et quand ils le
sont, ils senblent bien arbitraires. Un neophyte se demanderasouwvert \p ourquoi diable a-t-il
fallu en passerpar la ?"

Notre but danscette partie n'est pasde donnerune solution a un certain nombre de problemes
reels,bien que concretemen nous en proposerons.Nous voudrions plut®t montrer commert on
en arrive a une solution, demorter cette solution pour en examiner les composarts, c'est-a-
dire exposerla demarde inverse (resolumern non bourbakiste) qui vise a explorer un certain
nombre de pistes et a choisir erntre elles. Pour employer une analogie en mathematiques: la
maniere de demortrer un theoreme nousimporte autant que la demonstration elle-meéme. Pour
cela, nous avons besoind'un probleme su samment riche, et nous avons choisi pour cela les
eutectiques lamellaires celebre pour I'elegarte solution que lui avait donne Ch. Lantuejoul en
1978[Lan78]. Depuis presde 10 ans, c'est la solution deseutectiqueslamellaires, qui senble un
desacquisimmuablesde la morphologie mathematique. Or quand nousavonsrepris le probleme,
nous nous sommesapercus que beaucoupd'autres solutions existaiert et donnaiernt desresultats
similaires. Ce dogmede la solution s'ecroulerait-il ?

Rappelonsbrievemen la question: il s'agit, sur desimagesd'eutectiqueslamellairesprisesau
microscope de mettre en evidenceleslignes de defaut en vue de leur quarti cation (gure 7.1).
Lesimagesse presement commeun ensenble de lames parallelesde deux types, regulieremert
espaees.Les lignes de defaut, grosseremen orthogonalesaux lames, sort les zonesou cette
regularite est rompue. Les lignes de defaut peuvent sediviser en deux classes

1. Leslignesde fracture, ou leslamessort e ectivemen brisees.
2. Les lignes de exion, ou les lames presettient un decallagelateral de leur axe (voir -

gure 7.2).

Dans I'etude citee, seulesles premieresont fait I'objet d'un algorithme. Nous montrerons ici
commert lesdeux typesde lignes peuvent etre detectes.



Figure 7.1 : Image d'eutectiques lamellaires.



lignes de fracture ligne de exure

Figure 7.2 : Lesdeuxtypesde ligne.

L'algorithme original est le suivant :

Algorithme  original (Algorithme 1)

| : image originale
Z : image deszonesde fracture
R : image deslignes de fracture

S Squelette(l) 1)
E Ebarb (S;3) (2)
T Terminal (E) )
Z Plateau (Zonesd'inuenc e (T [ S);T) (5)
R Squelette(Z) (6)

Les chires correspondert aux imagesde la gure 7.3. Les transformations utilis ees sort
de nies au paragraphe7.10.Ce programmeillustre bien cet aspect peu explicite desprogrammes
morphologiques.Pourquoi un squelette par zonesd'in uence, par exemple?



(1) : Squelette (2) : Squelette ebarbule

(3) : Squelette et points terminaux (4) : Squelette par zonesd'in uence de (3)

(5) : Zonesd'in uence desextremites (6) : Resultat

Figure 7.3 : La solution originale (d'apres Ch. Lantuejoul).



7.1.3 Comment apprecier la qualit e d'un programme ?

Il corvient avant tout de bien distinguer les proprietes mathematiques que I'on manipule
de leur traduction algorithmique qui parfois n'en fournissert gu'une approximation. C'est ce
qui se passepar exemple avec la notion de squelette que lI'on peut de nir aussi bien dans
IR" que sur une trame et dont il existe de nombreux algorithmes de calcul : amincissemets
homotopiques,remornteeversl'amont ou residu par ouverture de la fonction distance. Dans notre
esprit algorithme est synoryme de \recette de cuisine", c'est-a-dire une suite de commandes
permettant d'aboutir a un resultat. Dans certains cas, nous n‘avons pas reussi a expliciter
les proprietes sous-jacetes a un algorithme : c'est alors l'algorithme lui m&me qui servira de
de nition. Pour ne pas avoir a ervisager ce cas dans l'introduction, nous ne parlerons que
d'algorithmes. Par contre, quand nous analyseronsles diversessolutions, nous chercheronsdans
la mesuredu possiblea distinguer les algorithmes des proprietes mathematiques.

Comme nous nous proposonsde decrire plusieurs algorithmes, qui pour la plupart donneront
a l'oeil desresultats acceptables.ll n'en reste pas moins necessairede juger plus nement de
leurs qualites et de leurs defauts respectifs. En un mot, il faut les comparer. C'est I'un des
problemesclef de toute etude en analysed'images, problemeencorelargement ouvert dont nous
esquisseronsci quelquespistes seulemei

Lorsqu'une solution de reference existe, il est possible de comparer les algorithmes en
mesurart I'ecart entre leurs resultats et la reference. En fait, la mesure en question depend
de ce que I'on desire faire du resultat : dans le cas des eutectiqueslamellaires par exemple, le
resultat du programme est une image sur laquelle sort traceesles lignes de defaut. Supposons
que I'on cherche a evaluer la longueur moyenne des lignes de defaut et que I'on disposed'un
dessindeslignesideales(si tant est qu'il puisseexister et faire I'unanimit e ertre toutes les per-
sonnes!) on pourrait evaluer I'ecart par la distance de Hausdor ertre le resultat du programme
et le dessinideal. Malheureusemet, une telle mesureestinadequate. En e et, la connexite des
lignes obtenuesmodi e considerablemert la moyenneet donc un algorithme qui respecterabien
les lignes longuesserameilleur que celui fournissart une suite de pixels non connexes,bien que
les distancesde Hausdor a la referencesoiert du méme ordre (gure 7.4). La referenceetait
deja souwvent arbitraire, la mesurede I'ecart I'est tout autant. .. Cependart, une fois la reference
et la mesure x ee, cette technique a l'avantage de faire force de loi et de donner un critere
objectif. Il ne reste plus qu'a choisir un edhantillon represetatif du probleme pour classerles
divers algorithmes.

Le defaut majeur de cette approche est de consicerer les algorithmes comme des bates
noires. Rien ne permet de savoir commeri lesameliorer, ni dans quellesconditions ils cesseron
de fournir desresultats acceptables.En e et, I'etantillon, certesrepresetatif, ne passepasen
revue tous les caspossibles,mais seulememn un certain nombre.

En ce qui concernenotre probleme, qu'est-ce qu'une ligne de defaut ? Nous en avons donne
une idee intuitiv e. Lorsque I'on se met a vouloir dessinera la main les lignes de defaut, on se
rend compte que ce n'est pas aussifacile quel'on croit. La main hesite : telle ligne doit-elle &tre
poursuivie et connecee a telle autre ? Méme dans le casdeslignes de fracture desambigu-tes
apparaissem. Il faut nousrendre a I'evidence,la solution de referencen’existe pas.

Notre probleme ressenble etrangemert aux questions soulewes par la mise au point
d'extracteurs de cortours. Si I'on cherche a les tracer a la main sur une image donnee, nous
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Figure 7.4 : Deux ensenbles de connexitestresdi erertes peuven &tre
prochesau sensde Hausdor .

sommessoumis aux mémeshesitations. Pourtant dans le cas des contours, nous avons mieux
gu'une ideeintuitiv e descontours d'un objet, car nous pouvonslesde nir commesuit :

Soient (x;y) lescoordonneesd'un point de lI'image dans un repere lie a I'image, i.e. le plan
focal de la camera. Soit O son certre optique et z = f (x; y) la fonction qui a tout point M de
coordonnees(x; y) assaie la distance au plus proche objet de la seenesur la droite (OM). Les
conours d'occultation desobjets sort lesdiscortinuitesde f ; les arétesdesobjets les discorti-
nuitesde la di erertielle D¢ (x;y). Malheureusemely, on n'a pasacesaf { saufdansdescas
tres particuliers {, mais seulemem au niveau de gris du pixel (x;y). On peut cependart remar-
quer que, en gereral, de part et d'autre d'un contour d'occultation la luminance estdi erene,
puisqu'il s'agit de deux objets di ererts, que le long d'une aréte il en est de méme puisque
les facesde I'objet ont desorientations di erertes. Cette corresppndancegeneralemen veri ee
suggere de chercher lescorntours au moyen desconrastes danslimage. Commert de nir un con-
traste ? A ceniveau,il faut quitter la realite et passerau niveau desde nitions mathematiques
et desmodeles: c'estle seulmoyen d'étre coherert. Canny [Can83 proposela solution suivante.

Placons-nousdans IR et de nissons un contour par une fonction de Heavyside
additionnee a un bruit gaussien.Parmi tous les noyaux de convolution dans L »(IR)
cherchons celui qui donne les meilleurs resultats selonles trois criteressuivants :

1. Bonne detection : maximiser la probabilit e de detecter au moins un cortour.

2. Bonne localisation : minimiser la distance du contour detecte au contour vrai
(x = 0).
3. Pasd'oscillations : minimiser la probabilit e de trouver plus d'un contour.

Le nombre de noyaux de convolution qui veri ent lesproprietesprecdertes ne depend que d'un
petit nombre de parametres. Cescriteressort certesarbitraires, maisils ont I'avantage de former
une de nition de la notion de contour, en accord avec I'id eeintuitiv e que I'on en avait.

Une telle approche est seduisarie, mais que pouvonsnousenretenir ? Clairement elle ne peut
s'appliquer qu'a la detection d'elemerts relativemert generaux. Il est impensablede chercher
un modele d'eutectique lamellaire : il serait trop complexeet trop speci que. Par cortre cette
approche estadequatepour juger desprimitiv esde plus basniveau, plus generales,commecelles
determinant par exempledesextremites ou descerires.



La gure 7.5 presere plusieurssolutions.\A I'il", c'est-a-dire selondescriteressubjectifs,
ellessort equivalerntes. Pour lesjuger la solution consistea examinercommert ils sort construits,
c'est-a-dire d'ouvrir la bdte noire pour mettre au jour les criteres caracteristiques desimages
qui sort e ectivemert exploites. Certains sort a |'evidenceplus s0rs que d'autres. Par exemple,
un algorithme de detection deslignesde defaut peut utiliser le fait que ceslignessort quasimen
orthogonalesaux lames.Ce critere senble raisonnable.Cependart, commert estdetermineecette
direction ? localemer, globalemen ou donneea l'avance ? Il est clair que la derniere solution
ne peut s'appliquer que si un protocole assureque toutes les imagesserorn presetieesdans le
me&me sensou si un operateur humain donne cette direction a la main. Il s'agit d'une restriction
importante de I'univ ers de travail. De plus cette direction privil egiee varie sur une mémeimage
dansdesproportions relativemert importantes (environ 30 degres). Donc un algorithme utilisant
une estimation localede la direction seraa preferer a celui mesurart globalemert cette direction.

Cette analysedu cortenu des algorithmes n'est rien d'autre que I'explicitation du modele
sous-jacem a la solution du probleme de reconnaissance elle a en outre I'avantage de mon-
trer ou peuvent se situer les defaillanceslors d'un mauvais comportement de l'algorithme. Ce
modele de nit donc la taille de l'univ ers, c'est-a-dire les divers types d'images sur lesquelles
l'algorithme s'applique. Le meilleur algorithme est celui possedart la classela plus large possi-
ble. Malheureusemet, il ne s'agit que d'un ordre partiel ertre lesdivers algorithmes et le choix
resteen n de compte entre les mains de I'utilisateur.

Nous ne nous interesseronsgue relativemen peu a la vitesse d'execution du programme.
Ce temps varie dans des proportions importantes selonla machine utilis ee et selonles progres
e ectues en algorithmique. La partie preederie montre par exemple que les transformations
geadesiquessecalculert enun temps analoguea celui requis pour lesmémestransformations non
geadesiques; il en estde mémepour l'utilisation du squelette ou de la fonction de propagation.
Dans cecontexte, selectionnonset construisonssi necessairalestransformations de qualite, pour
lesquellesnous chercherons desalgorithmes e caces.

Dans cette optique, nousallons presetter des\v ariations" sur le themedeseutectiqueslamel-
laires, probleme si simple dans sa formulation et si riche par les concepts mis en jeu par ses
diversessolutions. Nous voudrions d'autre part prouver que, bien loin d'étre arbitraire dans
I'emploi des transformations, la morphologie mathematique sait construire des solutions dis-
tinctes selondescriteresdivers et porter un jugemert sur leurs qualites morphologiques.

7.1.4 Quelques options

Dans ce chapitre, nous aurions pu eliminer dans une certaine mesureles algorithmes pour
nousconcerirer sur lesproprietesmathematiques.Cette attitude ne nousparat passouhaitable.
En e et, l'analyse d'image estindissociable de la manipulation mémedesimages.C'est pourquoi
nous montrerons toujours en plus des proprietes mathematiques commert implanter les trans-
formations.

Souwent, lorsque I'on cherche a reproduire les resultats qu'annoncen certains articles, on
est surpris de constater que \cela ne marche pas". Certains petits pretraitements n'ont pas ete
signales.Ici, tous lestraitements serort explicites, de telle sorte qu'une personnedisposart de la
meémeimage initiale que nous obtiendra rigoureusemen les mémesresultats. Nous esperonsque
celapousserales detenteurs de logiciels tels que Visilog ou Morpholisp [Sch87] a reprogrammer



(1) (2)

3) (4)

(5) (6)

Figure 7.5 : Diversessolutions.



les transformations proposees.

Enn, les procedes de duplication ne permettent en general pas de reproduire de maniere
satisfaisarie les images a teintes de gris. Or un texte traitant d'analyse dimages doit
necessairemenen preserter. Nous nous sommesdonc astreints a n'illustrer le texte qu‘au moyen
d'imagesbinaires.

7.2 Etude de l'algorithme existant

De facon informelle l'algorithme propose par Ch. Lantuejoul revient a dire que les fractures
sort deszonesprochesdesextremites deslames.

7.2.1 La notion d'extr emit es

Qu'est-ce que desextremites ?

De nition : extr emit es

Les extremites sort les points terminaux du squelette.

En d'autres termes, cesort lescertires descerclesosculateursa la frontierede X , erntieremen
contenus dans X . Or cescerclesosculateurssort tangerts a la frontiere en des maxima de la
courbure. Cecritereestdonc presquelocal, dansle sensou pour dire siun point estpoint terminal
du squelette, il ne sut pasde conndtre un voisinagedu point arbitrairement petit, mais un
voisinagedont la taille estla distancede cepoint a la frontierede la particule. Cependart, quand
on obsene l'algorithme, on remarque qu'une etape d'ebarbulageest necessairgpour eliminer les
\p etites extremites parasites”. Dans toute cette partie, nous appellerons barbule tout arc du
squelette considere comme un graphe (ce qui est possible pour des objets assezreguliers) qui
aboutit a un point terminal. Quelle est la taille de cesbarbules ? Si nous approximons une
lame par un rectangle, et si nous supposonsque ce rectangle preserte une irr egularite sur un de
sesgrands cotes, la barbule generee aura commelongueur la moitie de la largeur du rectangle.
Cette demi-largeur est un parametre robuste. En e et, toutes leslamesont a deux pixels pres
la méme largeur, qui peut d'ailleurs faire I'objet d'une mesuredirecte sur I'image au moyen
d'une granulometrie par exemple (dans le cas ou toutes les imagesne seraien pas a la méme
edhelle). On elimine donclesbarbulesqui ont une longueur inferieurea la demi-largeur deslames
(gure 7.6).

Supposonsa presen que leslamessoiert bruit eesau niveau de leurs extremites. Le squelette
presenera de nombreusesbarbules a ce niveau, dont certainesseron elimineespar le critere de
longueur. L'extr emite detectee seraalors a l'interieur de la particule a une distance plus grande
de la frontiere. Les imagesdont nous disposonssort de tres bonnesqualites, ce qui assureque
lescriteresmis enjeu sort e ectivemert veri es,d'ou le bon comportemert de I'algorithme. Une
autre solution consistea e ectuer une ouverture de taille 1. Il ne subsistealors aucunebarbule,
saufaux endroits deszonesde forte exure, ce qui dansnotre casrepreseite plutdt un avantage
qu'un inconveniert. (gure 7.7).



Squelette

B arbule

Figure 7.6 : Barbule generee par une irregularite sur la frontiere d'un
rectangle.

Il faudrait bien segarder de croire que c'est la seulesolution fondeesur I'emploi du squelette.
En voici une qui ne fait pas intervenir la longueur desbarbules. Comme les lames sort toutes
relativemert allongees,ellesont chacunedeux extremites, qui correspondert aux points les plus
eloignesque l'on puissetrouver. En d'autres termes, il sut de determiner les points terminaux
du chemin le plus long inclus dans le squelette, et sans points triples. Voici deux facons de
calculer cespoints :

1. Partir d'un point terminal du squelette, chercher le point terminal p; le plus eloigne de ce
premier, puis le point terminal p, le plus eloigre de p;1. p1 et p2 sort les deux extremites
souhaitees( gure 7.8).

2. Determiner les maxima absolusde la fonction de propagation assaiee au squelette (voir
la de nition donneedansla partie algorithmique).

Cet algorithme ne fait plus intervenir aucun seuil, mais imposeque toute particule a exacte-
ment deux extremites, ce qui est acceptablepour la majorit e deslames, mais inacceptablepour
guatre lamespresertes sur I'image (gure 7.9).

En conclusion, nous voyons que les deux algorithmes fonctionnent sur des classesd'images
non comparables: les extremites en tant qu'extremites du squelette (ebarbule) necessiteh des
lames d'epaisseurconstarte et peu bruit ees, les extremites en tant qu'extremites du chemin
maximal necessiten des lames relativemert allongees mais pouvant presemer un bruit plus
important.

Maintenant, pourquoi avoir choisi de reduire lesparticules a leur squelette,operation instable
(le squelette est une transformation semi-conin ue inferieure de I'ensenble desouverts relative-
ment compacts dans l'ensenble des compacts) ? C'est parce que la notion de point terminal
n'‘a de sensque sur un squelette. Cependart, la fonction de propagation peut nous fournir une
alternative. Posons:



(1) : Squelette de Iimage originale (2) : Elimination desbarbulesdes(1)
detaille 3 pixels

(3) : Squelettede I'image ouverte par H (4) : Elimination desbarbulesdes(3)
detaille 3 pixels

Figure 7.7 : Comparaisondes barbules genereessur l'image originale et
l'image ouverte.
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Figure 7.8 : Chemin maximal sur un squelette.

Figure 7.9 : Particules presettant a I'evidenceplus de deux extremites.



De nition : extr emit es

Lesextremitessort lesmaxima regionauxde la fonction de propagation,
i.e. lesmaxima de
Tx (x) = supdx (x;y)
y2X

ou dy est la distance geodesique dans X ensenble des lames (-
gure 7.10).

(1) : Courbesde niveaude la fonction de propagation (2) : Maxima regionauxde (1)

(3) : Lameset leurs extremites

Figure 7.10 : Extr emitesde nies par les maxima regionauxde la fonction
de propagation.



Graceala notion de maximum regional,une particule peut preseter plus de deux extremites.
Voici quelquesproprietes etrangesdes extremites obtenues par cet algorithme

Les extremites ne sort pas necessairemendes maxima de courbure: ils peuvent méme se
localiser en desminima de courbure, commele montre la gure 7.11.

Dans le casd'un triangle, ce sort uniquemert sesanglesaigus.

Dans le casde polygonesa plus de trois cotes,cesort dessommetsqui peuvert mémeetre
obtus dans certains cas.

Dans le casd'un squelette, ce sort tous les points terminaux.

La transformation qui a une particule assaie sesextremitesn'est passemi-corinue ! (Ceci
provient du fait que la distance de Hausdor induit une topologie trop grossere : deux
objets tresprochespeuvent avoir desdiametres geodesiquestresdi ererts.)

Certains objets peuvent ne preserter qu'une seuleextremite qui est toute leur frontiere,
commepar exempleles ensenbles de Reuleaux. De facon gererale, il s'agit de corvexesde
variation diametrale constarte.

Les extremites sort
en un minimum de courbure

Les extremites sort
prochesd'un maximum de courbure

Figure 7.11 : Extr emites et maxima de courbure.

Quels sort lescriteresassaiesa cette transformation, i.e. quelle classed'images peut-on lui
assaier ?

Les particules doivert &tre simplemert connexes,sinon, l'algorithme peut presener des
resultats cortraires a l'intuition (voir partie algorithmique).

La transformation est profondemert globale, car il est impossible de conndtre une
extremite si I'on ne connat pastoute la particule.



La robustessefaceau bruit s'obsere empiriquemert, bien qu'aucun caractere mathemati-
gue ne lui soit assaiee, cortinuite par exemple( gure 7.12).

Cesort cesdeux dernierspoints qui enfont unede nition debonnequalite, engeneral preferable
aux extremites du squelette.

(1) : Particules aux contours bruit es (2) : Extr emites obtenuespar

la fonction de propagation

Figure 7.12 : Robustessede la detection d'extr emites.

7.2.2 Les zones de fracture

Revenonsaux lignesde fracture ou plutdt aux zonesde fracture. Le programme classiqueles
de nit formellemert commesuit :

De nition : zones de fracture

Leszonesde fracture sort leszonesd'in uence desextremitesdesobijets.

Cesort donclespoints du plan qui sort plus prochesd'une extremite que de tout autre point
du squelette.Cette de nition senble parfaitement convenir, car elle peut s'appliquer a quasimen
toute image, quelle que soit son edhelle, son orientation, du momert que les extremitesont ete

misespropremert en evidence( gure 7.13ou lesextremitesont ete obtenuespar la fonction de
propagation).

Pourtant, lesresultats obtenus avec les extremites determineespar les points terminaux du
squelettesort bien meilleurs que ceux obtenus aveclesextremitesentant que maxima regionaux
de la fonction de propagation. En particulier leszonessort mieux connecees.Pour comprendre



(1) : Lameset leurs extremites (2) : Skiz de (1)

(3) : Zonesd'in uence desextremites (4) : Fermeture de taille 1 de (3)

Figure 7.13 : Detection deszonesde fracture.



ce phenonene, supposonsqu'une lame soit modelisee par un rectangle auquel on aurait adjoint
un demi cercle a chaque largeur. Le squelette d'une lame seraalors modelise par un segmen
Lesextremitessort sesdeux points terminaux. La zoned'in uence d'un point terminal estalors
le demi plan limit e par la droite perpendiculaire au segmen, passan par le point terminal et
ne contenant pas le segmem Les maxima regionaux de la fonction de propagation sort dans
notre modele les deux points du cercle dans I'axe du rectangle. La zoned'in uence de l'un de
cespoints est la demi droite issuede ce point et perpendiculaire a la frontiere. Ceci explique
pourquoi lesextremitesne se\propagent” passur le cote dansle deuxiemecas.Dansle casd'un
polygone, casplus realiste pour un ensenble digital, la zoned'in uence d'un sommetestle cone
issu de ce point limit e par les directions orthogonalesaux cotes adjacerts (voir gure 7.14).

Cette constatation surprenarte montre |'etroite interdependanceentre les transformations
morphologiquessuccessies. Remarquonscependart que I'on peut seramener au casdes parti-
culesreduites a leur squelette de la maniere suivante : appelonsX l'ensenble deslameset Y les
maxima regionaux de la fonction de propagation. Il sut d'amincir X conditionnellemert aY.

Zonesd'in uence

LTI
N

Extr emites

Zoned'in uence

Extr emite

Figure 7.14 : Zonesd'in uence des extremites sur quelquesformes sim-
ples.

7.2.3 Passage des zones de fracture aux lignes de fracture

C'est probablemert la que residela partie la plus critiquable de l'algorithme. En e et, on
cherche a transformer les zonesde fracture en lignes au moyen du squelette. Or ces zones
presettent des fronti eres anguleuses,puisque ce sort des unions de zonesd'in uence et qu'en
un point ou trois zonesd'in uence serencortrent, au moins deux d'entre elles presertent une
frontiere anguleuse.Le squelette posedera donc de nhombreusesbarbules qui ne rendront pas
compte de la direction des fractures. La justi cation d'une procedure d'ebarbulage peut &tre
ervisagee, mais nous pensonsqu'il est preferable de s'arréter aux zonesmisesen evidenceau
paragraphe precdert.

Cela termine I'etude de l'algorithme existant. Il faut cependart constater que les lignes de
exure n‘ont pasencoreete misesen evidence.



7.3 Algorithmes pour les lignes de defaut

Qu'est-ce qui caracterise une ligne de defaut ? Avant d'en donner une de nition mathema-
tique, disons qu'elles passen pres des endroits ou les lames presertent un decalagelateral de
leur axe. Si nous parvenionsa couper leslamesa ce niveau, c'est-a-dire transformer la exion en
fracture, nous serionsramenes au probleme classique.Commernt determiner les exures ? Nous
dirons que ce sort les endroits ou la frontiere des particules presene une forte courbure. Nous
allons donc dans un premier temps determiner cespoints.

7.3.1 Recherche des points de forte courbure

De nir mathematiquemen la courbure d'une courbe deux fois derivable est simple. Mal-
heureusemety dansle casdigital ou toutes les courbessort polygonales,le problemeest delicat
et n'a d'ailleurs pas encoretrouv e de solution generale satisfaisare.

7.3.1.1 Les solutions morphologiques

Placons-nous d'abord dans le plan continu. Parmi les solutions morphologiques, citons
l'ouverture par un disque, qui met en evidence les \irr egularites plus nes que le diametre
du disque”. Cependart, la courbure doit &tre un critere puremert local, alors qu'un point sera
consene par ouverture si et seulemetn si la frontiere en ce point presetie un rayon de courbure
superieur a celui du disqueet si I'element structurant tangent a la frontiere esttotalement inclus
dansl'objet. La deuxieme partie de cette condition montre que les zonesde faible epaisseurdes
objets, bien que presertant une courbure faible serort elimineesau mémetitre que leszonesde
forte courbure (gure 7.15).

X (X)e X

—  — (X)s

Figure 7.15 : Lesdeux e ets de l'ouverture par un disque.

Dans notre cas,seuleune ouverture detrespetite taille peut etre ervisagee, car leslamesont
une largeur de 5 a 7 pixels. Donc au dela de la taille 2, le caractere non local de I'ouverture sera
preponderart. Il en est de m&me pour la fermeture, car I'espaceertre les lamesest de |'ordre
de I'epaisseurdeslames. Cependart, nous pouvons e ectuer la fermeture composarte connexe
par composarte connexe,car noslamessort en premiere approximation rectilignes. (Attention :
la transformation qui a un ensenble assaie I'union desfermesde chague composarte connexe



n'est pas une fermeture, car non idempotente. 1l est donc possiblede I'it erer et d'agglomerer
progressivemen certaines composaries connexes.Combien de fois iterer la transformation ?)
Malheureusemet, lesresultats (gure 7.16) sort loin de cequel'on attendait, et celapour deux
raisons:

Malgre l'utilisation de cerclesdigitaux euclidiens,la di erenceenre le ferme et la forme
initiale n'a pas une epaisseursuperieure a deux pixels.

Du fait de la digitalisation, certains pixels au bord de I'objet peuvent &tre ajouteset les
particules gerereessort du mémeordre de taille que les premieres.

Il nous senble impossiblede distinguer les points correspondant a une courbure importante des
autres. L'edhec est manifeste.

(1) : Image originale (2) : Di erenceerire le ferme et la particule,
composarte connexepar composarte connexe

Figure 7.16 : Fermeture composarte connexepar composarte connexe.

Nous n'avons pas trouv e de solution morphologique au probleme. C'est pourquoi nous nous
sommestournes vers des solutions plus classiques,fondeessur des suivis de contours et qui
donnent desresultats de qualite su san te.

7.3.1.2 Une autre solution

La solution que nous exposons n'est pas neuwve. Elle a fait I'objet de publications en
1977 [FD77]. Nous l'avons retenue car elle fait appel au suivi de contour de I'objet que nous
avons longuemen deweloppe dans la partie consacee aux algorithmes et sa mise en oeuvre est
tressimple.

En e et, supposonsle cortour d'un objet donne par une suite de pixels (pi)iL, selonun
algorithme de suivi de cortour. L'angle erntre deux segmeits successifgle cette ligne polygonale



est un multiple de 5. Il est possiblede lisser cesvariations en ne consicerant non plus l'angle
entre deux segmeits construits sur deux points adjacens p; 1p; et pipi+1, Mais l'angle ertre
deux segmeis construits sur despoints plus espaes.

De nition 7.1
H On appelle k-courbure au point p; lI'angle entre les deux segmentsp; «kp;i et piPi+«k-

En trame hexagonalesik = 1, la 1-courburene peut prendre que 6 valeursdistinctes. Dansle
casgenreral, la k-courbure peut prendre 6k valeursdistinctes. Ceci montre que lesdirections sort
edantillonn eesde plus en plus nement quand k augmerte. Par cortre, les petits details sort
lisses. Cet algorithme travaille donc a une taille caracteristique donnee au dessousde laquelle
les details sort ignores. Or dans notre cas cette taille est de l'ordre de la largeur des lames,
parametre dont nous avons deja discute la robustesse.Nous avons pris ici k = 4.

Les cortours deslamessort bien evidemmen bruit es. |l est donc necessairede conndtre la
plus grande courbure que peut generer du bruit. Pour cela, placons-nousdansle modele suivant :
la portion de fronti ere etudiee est une droite bruit ee par despixels setrouvant dansle dilate de
taille 1 del'objet. On veri e quela 4-courbure maximale estd'environ 0:5 radian, valeur au dela
de laquelle nous estimons avoir trouve un point de forte courbure (gure 7.17). Les resultats
sort presenes gure 7.18.

4 segment

/A
z

Figure 7.17 : 4-courbure maximale pour une droite bruit ee.

Dans quelle mesurela fronti ere deslamesa-t-elle ete lissee ? En notation vectorielle :

ik 1
Pipi+k = Pj B +1
j=i
Ceci montre que le vecteur p;pj+k correspond a un facteur d'echelle presa la moyenne mobile
etenduea k vecteurselemenaires de la frontiere. On ne pouvait pasimaginer plus simple.

En examinart limage formee par cespoints, il senble que le travail soit termine. En ef-
fet, il est facile de connecter cespoints sans quasimert aucune ambiguste (contrairement au
trace deslignes de defaut). Faut-il donc faire intervenir l'image de depart pour connecter ces



(1) : Image originale (2) : Points de forte courbure

Figure 7.18 : Points de forte 4-courbure.

points ? Si la reponse est negative, nous n‘aurons jamais fait intervenir le fait que les lames
sort des objets paralleles et que les defauts sort orthogonaux aux lames. Il senble bien que
nous negligeonsalors des caracteristiques importantes des images. Si la reponse est positive,

nous avons l'impression de mieux \coller" a I'id ee d'une image d'eutectiques lamellaires. Mais

n'est-cepasinutile ? Ne reduit-on pasde facontrop importante la classed'imagespour lesquelles
l'algorithme fonctionne ? Il me senble que les deux opinions se defendert : c'est un probleme
de cortexte. Sil'on admet que l'univ ers peut presener desimagesqui ne represetient pas des
eutectiques, il est clair qu'il faut faire intervenir les lames pour decouvrir, le cas echeart, que
l'image ne represerte pas un eutectique. On peut aussi admettre que de telles situations sort

impensables.On peut tresbien ne pasintroduire de connaissanceselatives aux lamesdans les
algorithmes. Nous rediscuteronsce point dans la derniere partie en etudiant la minimalit e des
modelesutilis es.

Nous allons, dans un premier temps examiner quelquesproceduresde connexion des points
de fortes courbure, puis dans un deuxiemetemps, nous etudierons commen faire intervenir les
lames deseutectiques.

7.4 Pro cedures de connexion de points a priori

L'algorithme de detection peut donc s'ecrire dans sesgrandeslignes commesuit :
1. Redherche despoints de forte courbure
2. Connexion directe de cespoints

Connecter des points, cela veut dire relier ces points au moyen de segmeits de droite. Cela
revient donc a de nir desrelations de voisinagessur cespoints.



7.4.1 Connexion selon la distance

Une solution simple consisterait a de nir deux points voisins comme deux points dont la
distance est inferieure a un certain parametre.

De nition : deux points voisins

Deux points sort voisins si leur distance est inferieure a un seuil.

Dans notre cason pourrait prendre cette distance egalea la largeur deslames. Traduit en
termes morphologiques: les zonesde defaut sort le dilate par un cerclede diametre la largeur
des lames des points de forte courbure. Les resultats de la gure 7.19 paraissen tres bons.
Examinons cependart de plus presce qu'ils recouvrert.

(1) : Points de forte courbure (2) : Dilate de taille 3 de l'image (1)

Figure 7.19 : Dilate par un disque de diametre la largeur deslames des
points de forte courbure.

Placons-nousen un point de forte courbure. Les seulspoints de la fronti ere deslamesa une
distanceinferieure a la largeur deslamessort despoints soit sur la lame voisine, soit de l'autre
cote de la m&melame, soit sur la frontiere du méme cote (gure 7.20). Dans les deux premiers
cas, si cespoints ont ete mis en evidencepar le detecteur de courbure, la connexion doit avoir
lieu. Le troisiemecascorrespond a une erreur. Notons au passagegue la distinction entre lesdeux
derniers casn'est qu'intuitiv e. Quand dire que I'on est pas® de \l'autre coOte" de la particule ?
En fait, le troisieme cas peut encore se decomposer ainsi : les points de forte courbure tres
prochesles uns desautres et du m&me cOte de la lame correspondert-ils a un méme defaut ou
a deux defauts paralleles? En fait, si I'on acceptedeslignesde defaut parallelesa une distance
inferieure a la largeur deslames|'une de l'autre, leslames{ si on les supposecoupeespar les
lignesdedefaut { serort plus largesquelongues,cequi estparadaxal. Il nhoussenble donc correct



de fusionner cesdeux defauts paralleles. D'autre part, il se peut que plusieurs points de forte
courbure soiert detectes, alors gu'ils ne correspondert qu'a une seuleet méme exure. Notons
en n quela solution morphologiquefournit un resultat homotope aux lignesde defaut, alors que
le graphe correspondant aux points voisins posede de nombreux petits triangles (gure 7.21).
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Figure 7.20 : Lestrois casde connexionpar dilatation.

Restonsen un point de forte courbure. Une ligne de defaut ne traverserala lame a ce niveau
que si un autre point de forte courbure se trouve en face. De méme, pour que le defaut se
prolonge sur la lame voisine, il est necessairequ'un autre point de forte courbure s'y trouve.
Ainsi donc l'algorithme ne fournira une ligne corntinue que si despoints de forte courbure sort
detectes de part et d'autre de toutes les lamestraverses.Vu souscet angle, le critere senble
trop restrictif, et c'est pourquoi nous allons chercher a ameliorer la connexite deslignes, méme
quand peu de points de forte courbure ont ete mis en evidence.Notons au passagegu'expliciter
le critere de connexiondonne une bien meilleure evaluation de la qualite de I'algorithme que la
mesuredirecte desecarts a un resultat ideal, ou les petits defauts de connexion ne modi eron t
pas de maniere sensiblela valeur de la mesure.

7.4.2 Graphe de Delaunay, Gabriel

De nombreux outils ont ete deweloppes pour de nir des relations de voisinage erntre des
points ou desobjets de maniere independarte d'un facteur d'edelle. Beaucoupreposen sur le
diagrammede VVorone et sondual la triangulation de Delaunay. Nousallons etudier deux graphes
classiques la triangulation de Delaunay et le graphede Gabriel. lls ont ete abondammert decrits



Figure 7.21 : Connexion par dessegmeis de droite.

dansla litt erature. Pour leur utilisation en morphologie mathematique, voir [Vin88].

Soit P = (pi)[Ly un ensenble de points distincts.

De nition 7.2
H Le graphe de Delaunay construit sur P estle dual du diagramme de Vorone de P.

En d'autres termes deux points p; et p; sort adjacerts si et seulemen si les deux ensenbles
V(p) = fxj8k & i; dix;pi) d(x;p)getV(p)="fxj8k6& j dlx;p) d(x;p«)g
ont despoints communs.

Une liste desproprietesimportantes du graphe de Delaunay peut &tre trouvee dans [PS85].
En voici deux qui nous serviront par la suite :

1. Le graphede Delaunay estunetriangulation del'enveloppe corvexede I'ensenble de points
P.

2. p; et p; sort adjacerts si et seulemen si il existe un disquedont la frontiere cortient p; et
pj et qui ne cortient aucun point de P dans soninterieur.

De facon informelle, l'interét majeur de la triangulation de Delaunay est de connecter un
point avec d'autres points de maniere \isotrop e"! : en particulier deux points relativemert
eloignespeuven &tre connecess'il n'existe pasd'autres points plus prochesdanscette direction.
Malheureusemet, cette propriete d'isotropie estnuisible dansnotre cas,car elle creedes\p onts"
erire les defauts. Il nous faut donc chercher un sous-graphede la triangulation de Delaunay.

1Sil'on seplace en un point x de la triangulation despoints (pi)i, et quelon eectue uneinversion! de pdle
X, les points connectesa x par la triangulation sort ceux dont lestransformessetrouv ent sur I'enveloppe convexe
de (1 (p))L, [Boig4].



De nition 7.3

On appelle graphe de Gabriel des points P le sous-gaphe de la triangulation de
Delaunay de ni par :

pi et p; sont adjacents si et seulementsi le disque de diametre p; et
p; ne contient aucun point de P dans son interieur.

Graphe de Delaunay Graphe de Gabriel

Figure 7.22 : Triangulation de Delaunay et graphe de Gabriel.

Une interpretation morphologique de ce graphe a ete proposee par [Mey82], ainsi qu'un
algorithme de calcul, connu sousle nom de graphe perceptuel

La encoretrop de\p onts" entre les defauts subsistent. La raison en est simple : modelisons
deux defauts paralleles par des courbes presquerectilignes, comme le montre la gure 7.23.
Chaquefois que les courbesserapprochert, un arc est cree entre les points les plus proches.Le
graphe perceptuel est donc inutilisable.

7.4.3 Encore une autre procedure de connexion de points

Le princip edela procedureque nousallons proposerestde rajouter lors du calcul de diagram-
me de Voronoe de P un certain nombre de points qui emp&dieront deux points appartenan a des
defauts di ererts d'avoir des cellulesde Vorone adjacertes. L'algorithme (illustr e gure 7.24)
estle suivant :



Ponts entre
deux fractures

Figure 7.23 : Pourquoi le graphe de Gabriel fournit trop de connexions.

Algorithme 2 : connexion a priori version geometrie
informatique

Diagramme de Vorone Vi de P = (pi)lL,

Dans chaque cellule Vi(pi) assaiee a p;, determiner les maxima
relatifs de la fonction distance a p;, soit Q; = (q')} Lo

Diagramme de Vorone V, de P [ ([ Ly Qi)

Joindre deux points de P sileurs cellulesde Vorone ass@ieesdans
V, sort adjacenes.

L'ensenble de points Q correspondant essetiellement a des points entre les diverseslignes
de defaut a pour rdle de ne plus laisseradjacert descellulesde Vorone de V; correspondant a
deux points sur desdefauts distincts et paralleles.Voila un exempled'algorithme qui tient lieu
de de nition a lui seul.

La traduction en termes morphologiquesest la suivante :

Algorithme 3 : connexion a priori version morphologique

P : ensenble despoints de forte courbure.
Y :resultat.
S1  Zonesd'inuenc e (P) (2).
Q Max regional (Distances, (P)) (3).
S, Zonesdinuence (P [ Q).
Y  Plateau (Sz; P) (4).




(1) : Point de forte courbure (2) : Zonesd'in uence de (1)

(3) : (1) [ maxima regionauxde (2) (4) : Zonesd'in uence de (1) dansle skiz de (3)

(5) : Squelette de (4) (6) : Resultat

Figure 7.24 : Encoreune procedurede connexionde points : solution mor-
phologique.



Figure 7.25 : Encore une procedure de connexion de points : solution
geometrie combinatoire.

Les resultats sort, a l'oeil, bons, mais commen comparer sesperformancesau graphe per-
ceptuel par exemple? Quels criteres plus explicites recouvre cet algorithme ? Pour cela, hous
allons chercher quelquesproprietes geonetriques despoints qui sort relies.

Soiert p; et p; deux points de P. Il ne peuwvert etre voisins dans S, que s'ils I'etaiert dans
S1, puisquela cellule assaieea p 2 P dans S, est incluse dans celle obtenue dans S;. Donc le
graphe obtenu est un sous-graphede la triangulation de Delaunay.

Placons-nousen un sommets de Si, c'est-a-dire en un cerire de cerclede Delaungy. Soiert
a, b et clestrois points dont lescellulesde S; serencortrent ens, s, (resp. sy, Sc) l'aréte de S;
incluse dans la mediatrice de b;c (resp. c;a et a;b) et notons , et lesanglesertre s, et sh
spetsc scetsa(gure 7.26). + + = . Orsn'est pasun maximum regionalde la distance
geadesiquedans S; a a, b et c (les autres points n'interviennent pas) si et seulemen si :

( ou 5) et( ou 5) et( ou 5)

Ceci implique que deux au moins desangles , ou soiert superieurs a -, ce qui est
impossiblecar leur sommevaut precisemeh . Donc Q estI'ensenble dessommetsde Sy, i.e.
chaque sommet du diagramme de Vorone est maximum relatif de la fonction distance sur au
moins une cellule de Vorono.

Remarque: commetout cerclede Delaunay construit sur P cortient son certre, point de Q,
aucun triangle de Delaunay construit sur P n'est consene.

Examinons a presei la triangulation de Delaunay de P. Soiert deux points de P, p; et pj,
adjacerts. Deux caspeuwert sepreseter :

1. Les certres des deux cerclesde Delaunay C; et C, qui s'appuiert sur p; et p; sort de
part et d'autre du segmen pip;. Alors pip; fait partie du graphe perceptuel car le cercle



C

Figure 7.26 : Voisinaged'un sommetdu diagramme de Vorone.

de diametre (pj; pj) est contenu dans C; [ C,. Si nous notons ; I'angle au certre de la
corde pip; au cercleC; (gure 7.27), la connexion(p;;pj) est conseneesi et seulemen si
1t 2<

2. Les certres des deux cerclesde Delaunay C; et C, qui s'appuiert sur p; et p; sort du
mé&me cote du segmen p;ip; . Alors tout cerclequi s'appuie sur p;jp; fait partie du faisceau
de cerclesa points de basep; et p;, entre C, et C, (gure 7.28). 1l cortient donc le certre
du plus petit descerclesC; et C,. Lespoints p; et p; ne sort donc pasconnecespar notre
algorithme. On remarqueraque dans ce casle segmenm pjp; ne fait pasnon plus partie du
graphe de Gabriel.

Co

Cy
Y

Figure 7.27 : Casou les certres des cerclesde Delaunay sort de part et
d'autre.

En somme,nousproposonsun sous-graphedu graphe de Gabriel, resultat qui nouspermet de
comparercet algorithme au graphede Gabriel lui-m&me.Examinonsa presert soncomportemert
sur un modele simple. Soit P = (p;; ) une grille rectangulaire reguliere et notons a la distance
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Figure 7.28 : Cas ou les certres des cerclesde Delaunay sort du méme
cote.

depij api+1; etbcelledep;j ap;+1. Supposonsquea < bpar exemple.L'algorithme fournira
desdroites verticales espaeesde a, ce qui senble convenable.Le graphe de Gabriel par contre
fournira en plus un reseaude droites orthogonalesespaeesde b commele montre la gure 7.29.

b (a< b b (a< b

Algorithme de connexion Graphe de Gabriel

Figure 7.29 : Connexiond'une grille rectangulaire.

7.5 Coupure des lames

Bien que les resultats de la section preederte nous senblent &tre su san ts pour resoudre
le probleme pose, nous allons examiner a presen ce que peut nous apporter l'introduction de
la connaissancerelative a l'organisation geometriqgue deslames.La encore,deux voiess'o rent
a nous : couper les lames au niveau des points de forte courbure et se ramener au probleme
classique,ou chercher d'autres solutions.



7.5.1 Dilatation par des losanges

Leslamesne preseftent pasun etranglemen su samment net au niveau despoints de forte
courbure pour permettre I'emploi de proceduresclassiquestelles que la separation par erodes
ultimes [Ser82].Cependart, nous pouvons utiliser le fait que toutes les lamesont quasimert la
meéme orientation.

Ainsi, une dilatation lineaire dans la direction orthogonale permettra de couper les lames.
On peut mesurer cette direction globalemen sur l'image avec, par exemple, une precision de
30 degres. Notons qu'une precision superieure est illusoire, puisque l'on remarque que suivant
les diverseszonesde l'image, cette direction varie dans cesproportions. Un autre problemede
la dilatation lineaire est la sursegmetation des lames, que nous avions deja ewvoquee lors de
la presertation des proceduresde connexion: au niveau d'une exion, chaque point de forte
courbure gererera une coupure, ce qui est inacceptable. Une solution consiste a eliminer les
portions de lamespresenant une longueur trop faible, par exemplede I'ordre de la largeur des
lames. Implicitement, celasupposequ'il ne peut pas exister deux exures distinctes et paralleles
a une distance inferieure a la largeur deslames.En n, pour limiter la dilatation d'un point de
forte courbure a la lame a laquelle il appartient, il corvient d'e ectuer la dilatation lineaire de
maniere geodesiqueen consiceran leslamescommeun masque.

Une alternative a la dilatation lineaire estla dilatation par un losangecortenant la direction
gererale orthogonale aux lameset d'angle 60 degres, l'origine setrouvant en un de sessommets.
L'interét d'une telle procedureestde pouvoir s'a ranc hir del'elimination desmorceauxde lames
de longueur trop faible de I'algorithme precedert. Le seuil de longueur disparat, mais nous en
intro duisons un nouveau : lI'angle au sommet du losange,de 60 degresici. Il senble cependart
que l'utilisation de losangespermette de mieux prendre en compte la variabilit e de la direction
genrerale sur une image.

En termesde transformations, sinousnotons X l'ensenble deslames,P I'ensenble despoints
de forte courbure et L le losangeelemertaire certre a l'un de sessommetsaigus, la coupure est
obtenue par :

f(P L)\ Xg* [ f(P L)\ Xg*

ou fg! represerne Iit eration jusqu'a corvergence.

La technique de coupure presenee n'est cependart pas tres satisfaisarte. En e et, les di-
rections utiliseessenblent relativemert arbitraires. On pourrait s'en aranc hir par l'utilisation
d'un elemen structurant circulaire. La encoredeux faits s'y opposer.

1. On ne peut plus dilater geodesiquemen les points de forte courbure jusqu'a corvergence,
puisque toute la lame a laquelle un tel point appartient serareconstruite ! Il faut donc
trouver la taille de dilatation adequate. Il s'agira encorede la largeur des lames. Nous
venonsd'eliminer le parametre direction pour retrouver la largeur deslames.

2. Mais dansce cas,deux lignes de defaut parallelesa une distance de deux fois la largeur ne
fourniront qu'une seulecoupure: ellesserort donc fusionnees.Ce seuil ertre deux defauts
parallelesest trop grand.



(1) : Points de forte courbure (2) : Dilate lineaire a 30 degres

conditionnellemert aux lames

(3) : Lamescoupeespar le dilate lineaire (4) : Ouverture de taille 1 de (3)
suivie d'une reconstruction dans (3)

Figure 7.30 : Coupure deslamespar dilatation lineaire conditionnelle.



(1) : Points de forte courbure (2) : Dilate par un losange

conditionnellemert aux lames

(3) : Lamescoupeespar le dilate (2) (4) : Ouverture de taille 1 de (3)
suivie d'une reconstruction dans (3)

Figure 7.31 : Coupure deslamespar dilatation losangiqueconditionnelle.



7.5.2 Erodes ultimes geodesiques

L'algorithme classiquede separation par erodesultimes peut &tre adapte a notre cas.Qu'est-
ce qu'un erode ultime ? C'est un maximum regional de la fonction distance a la frontiere. Or
les\centres" desregionsrectilignes deslamespourraient tre decrits par les maxima regionaux
de la distance aux exures. Il sut donc de consicerer la fonction distance aux points de forte
courbure non plus danstoute l'image, mais dans le masqueforme par les lames, et d'appliquer
la procedure classiquede maniere geadesique.

De nition : coupures des lames

Lescoupuressort leslignesde partage deseauxdel'opp o dela fonction
distance geadesiqueaux points de forte courbure.

Sinousnotons X I'ensenble deslames,P I'ensenble despoints de forte courbure, en notant
en indice I'ensenble dans lequel s'e ectue la transformation geadesique, l'algorithme assaie
s'ecrit :

Algorithme 4 : separation par erodes ultimes geodesiques

X : ensenble deslames.
P : ensenble despoints de forte courbure.
Y :resultat.

D Distancex (P).

R  Max regional (D).

E = D R (erodes ultimes geadesiques, leur niveau de gris
represertant le nombre d'erosionspour I'obtenir).
Y ;-

Pour n de maxD a 1 faire :
Y Epaissip , (Y[ (E == n)).

La mesuredirecte d'une direction a totalement disparu et la procedure s'appliquera donc
a une image dans n'imp orte quelle position, pouvant méme preserer des uctuations de di-
rection. Notons cependart qu'il nous est toujours necessaired'eliminer les portions de lames
sursegmetees,de longueur inferieure a, par exemple, la largeur deslames (par une ouverture
circulaire suivie d'une reconstruction). Cette derniere technique de coupure de lamesest de loin
la meilleure, bien que sesresultats soiert comparablesa ceux desautres techniques presenees.
Cependart, I'etude descriteresmis en jeu montre que ce dernier algorithme s'appliquera a une
classed'images beaucoupplus vaste.



(1) : Points de forte courbure (2) : Lamescoupeespar

erodes ultimes geodesiques

Figure 7.32 : Coupure deslamespar erodesultimes geodesiques.
7.6 Recherche des lignes de defaut apres coupure des lames

Nos lames sort a presemt coupeesau niveau des exures. Il est donc possible d'utiliser la
solution originelle. Cependart, nous obtenonsdeszonesde exure et non deslignes. En parti-
culier une procedure de squelettisation fournit un resultat bruit e par de nombreusesbarbules
parasites. Pourtant a la main, sur l'image 7.32, il est facile de suivre les grandes lignes qui
represenent les defauts. Il nous senble que plutdt que d'etudier des proceduresd'ebarbulages,
il est necessairede mieux formaliser la notion de ligne de fracture (puisque apresla coupure
deslamesil neresteplus que celle-B). Dans le fond de I'image { le complemenaire deslames{
les lignes de fracture senblent relier despoints ou trois couloirs serencortrent. Il n'y a qu'une
maniere mathematique de donner un sensau mot \p oint triple", c'estde squelettiserl'ensenble.
Or inevitablement il apparatra desbarbules.Et bien non, si nous prenonsle squelette par zones

d'in uence, ce qui revient dans le contexte de lames quasi rectilignes a squelettiser le fond de
I'image et a I'ebarbuler totalement. Nous poseronsalors :

De nition : lignes de defaut

L'ensenble deslignes de fracture est un sous-graphedu squelette par
zonesd'in uence deslames.

Commen determiner ce sous-graphe? Nous allons montrer trois types de criteresauquels
on peut penser.



(1) : Image originale (2) : Skiz de (1) i.e. sur-graphe desdefauts

(3) : Points triples de (2) (4) : Aretesde (2)

Figure 7.33 : De nition d'un grapheconenant leslignes de defaut.



7.6.1 Un crit ere de direction globale

Nous savons que les lignes de fracture ont une direction gererale a peu pres xe. Il est
pourtant impossible de s'en servir, car les arétes de graphe correspondant aux fractures sort
en general courtes et leur direction quelconque! Par cortre les arétes correspondarnt a la ligne
medianeertre deux lamessornt generalemen plus longueset posedert donc une direction mieux
de nie. On peut donc e ectuer une ouverture lineaire dans cette direction gererale de I'image.
L'experiencemontre quela taille del'ouverture estdel'ordre de la largeur deslames.Cependan,
une telle technique doit absolumert étre bannie :

1. Un squelette est beaucouptrop n pour qu'une ouverture lineaire puisse avoir un sens.
C'est d'ailleurs pourquoi nous avions trouv e que seuleune ouverture d'assezpetite taille
convenait, taille sansrapport avec l'allongemert des arétes qu'elle est senge mettre en
evidence.

2. Toujours a causede la nesse du squelette, la direction generale devrait etre determinee
tres nement, or nous savons qu'elle uctue sur l'image.

Algorithme 5 : direction des arétes longues

G : graphe obtenu par squelettisation par zonesd'in uence (1).
Y :resultat (gure 7.34)

T  Triple (G).

A = GnT (ensenble desarétes).

A® A nRecons (A; (A)s) ou S estun segmen d'orientation la
direction gererale de l'image.

Y  Aminci (A°] T) (2).

Il n'existe pas de propriete mathematique correspondant a cet algorithme : en e et,
l'ouverture par un segmemn S d'un squelette ne presene que sesparties rectilignes ayant e-
xactemert la direction de S. Ceci ne se produit jamais, sauf cas particulier. Cette ouverture
produit donc I'ensenble vide...

On peut contourner la notion d'ouverture commesuit : supposonsque l'on approxime chaque
aréte du graphepar un segmen de droite. On peut determiner la direction de chaquearéte. Mais
la encoreon retombe sur le probleme de la direction generale et le fait que certains segmems
deslignes de fracture peuvert avoir cette direction genrerale.

Remarque: Les resultats fournis par les algorithmes demanden souvert une mise en forme
reposart sur quelquescriteres simples. Par exemple, dans le cas ou nous cherchons un sous-
graphe du squelette par zonesd'in uence, nous proposons(voir gure 7.34):

1. Fermer les trous correspondant a une face exactemen du graphe. En d'autres termes, si
toutes les aretes entourant une face du graphe sort classi eescomme appartenarnt aux
lignesde exion, on peut raisonnablement penserqu'il s'agit d'une exure unigue passarn
au milieu (3).



(1) : Graphe de depart (2) : Sous-grapheretenu

(3) : Fermeture destrous d'une face (4) : Elimination desaretesisolees

(5) : Elimination desbarbules d'une aréte de long (6) : Resultat

Figure 7.34 : Elimination desarétesselonun critere de direction globale.



2. Eliminer les arétesisolees(4).

3. Eliminer les barbules composesd'une seulearéte du graphe (5).

7.6.2 Crit eres de longueur

Si nous examinonsl'ensenble deslongueursdes aretes correspondant aux fractures et celui
desautres arétes,nous constatonsque cesdeux ensenblesne sort pasdisjoints. Tout cequenous
pouvonsdire est que de tous petits segmems (jusqu'a environ 4 pixels de long) font certainemeri
partie desfractures et que les segmetts treslongs n'en font pas partie (environ 15 20 pixels
de long). Entre lesdeux, il faut &tre plus precis. Nous divisons donc I'ensenble desarétesen 3
classes leslongues,les courtes et les intermediaires.

Placons-nousdans le casou les fractures ne sort pastrop prochesles unesdesautres. Les
arétesdu squelette par zonesd'in uence qui relient une fracture a une autre sort longues.Donc
les arétes correspondant aux fractures sort cellesqui sort adjacertes aux aréteslongues.

Dans le casgenreral, une aréte de longueur intermediaire appartient soit a une fracture, soit
relie une fracture a une autre. Dans ce dernier cas,les deux fractures sort relativemen proches.
Si on supposedonc qu'en aucun casdeux fractures serort relativemert prochesd'une troisieme
a droite et a gaude (ce qui pourrait arriver dans deszonesfortement perturb eesmais que nous
ne rencortrons pasici), hous pouvons garder la de nition

De nition : lignes de defaut

Lesarétescorrespondant aux lignesde fracture sort lesarétesadjacertes
aux aréteslongues.

Le resultat senble bon bien qu'en theorie il ne fournisse pas toutes les fractures comme
nous l'avons remarque. Notons cependart la proprete des lignes obtenues et le fait qu'aucune
procedure d'ebarbulagen’est necessaire.

On pourrait imaginer des criteresdu méme type, un peu plus complexespour mettre en
evidenceles endroits ou trois fractures ou plus peuvent etre paralleles.On bute cependart sur
un probleme majeur : le graphe que nous avons obtenu sur une grille de pixels cortient de
nombreux sommets d'ordre superieur a trois. En particulier, deux arétes de part et dautre
d'une fracture peuvent etre adjacertes.



(1) : Graphe de depart (2) : Aretescourtes

(3) : Aretesnon longues (4) : Aretesde (3) adjacertes aux aréteslongues

(5) : Mise en forme (6) : Resultat

Figure 7.35 : Solution : arétesadjacernes aux aréteslongues.



Algorithme 6 : aretes adjacen tes aux aretes longues

G : graphe obtenu par squelettisation par zonesd'in uence (1).
Y :resultat (gure 7.35).

1. T  Triple (G).

2. A= GnT ('ensenble desarétes).

3. C  Ebarb (A; 2) (arétescourtes) (2).

4. L  Ebarb (A, 8) (areteslongues).

5. 1 = AnL (arétesnon longues)(3).

6. TY Recons(T;L H)

7. A  Reoons (A; TO H).

8.Y Aminci (A°[ C[ T) (4).

9. Mise en forme (5) et (6).

Le point 4 peut secalculer en construisart I'image qui a toute particule assaie le niveau de
gris correspondart a sa surfaceet en la seuillant aux valeurs correspondant aux arétes courtes
et longues.

Cette solution esttr essatisfaisanie pour I'esprit, car elle injecte dansl'algorithme la topologie
deslignes de defaut, c'est-a-dire des connaissancespeci ques de ceslignes. Par corntre aucun
critere de direction n'a ete mis en jeu, mémelocal.

7.6.3 L'antisquelette

Commert faire intervenir cette notion de direction locale ? Avant de le voir, examinonsune
cellule du graphe, c'est-a-dire la zone d'in uence d'une lame. Sauf au niveau despoints triples
ou trois lignes de defaut serencortrent, toute cellule touche exactemen deux lignes de defaut
au niveau de sesextremites. Il est donc possiblesur chaque cellule de determiner au moins deux
arétesnon adjacertes qui ne font pas partie deslignesde fracture. On pourrait sefonder encore
une fois sur un argumert de longueur, mais il nous senble preferable de mieux utiliser leur
forme, c'est-a-dire leur direction locale. Comme chaque cellule est allongee, si hous coupionsla
cellule en deux dans le sensde la largeur, les deux arétes chercheesseraiert cellesqui touchent
cette coupure (gure 7.36).

Commernt determiner cette ligne qui coupe en deux une lame ? Ce sort, de facon informelle,
despoints equidistants des\extr emites". Or la distance aux extremites est donnee preciemert
par la fonction de propagation. Pour un point ou la fonction de propagation est derivable, il n'y
a, sauf con guration patrticuli ere, gu'un point le plus eloigne. Par cortre, la ou elle ne I'est pas,
il y a au moins deux points les plus eloignes: ce sort donc les points singuliers de la fonction de
propagation qui repondert a la question. L'analogie avec la fonction distance usuelleest claire :
l'adherencedes points ou la fonction distance n'est pas derivable forme le squelette, et en un



Areétesadjacertes a la coupure

Coupure

Figure 7.36 : Aretesadjacenes a la coupure d'une lame.

point du squelette,il existe au moins deux points de la fronti ereles plus proches(eventuellement
confondusdans le casd'une extremite du squelette).

De nition : coupure d'une lame en son milieu

On peut couper une lame en sonmilieu par I'antisquelette de cette lame.

Nous avons montr e que localemen, la fonction de propagation avait la structure d'une fonc-
tion distance{ existenced'un amort, d'un aval { et gu'en tout point interieur ayant un amort
forme d'une seulegeadesique,la fonction de propagation etait di erertiable, son gradient etant
un vecteur unitaire oriente seloncet amort. Les algorithmes pour extraire cespoints singuliers
sort donc equivalerts a ceux mis en oeuvre pour calculer le squelette:

1. Sil'on ne desire pasun antisquelette connexe,on pourra proceder a la di erenceertre la
fonction de propagation fermee par un hexagonede taille un et la fonction elle-méme.

2. L'analogue de l'amincissemert binaire estun peu plus complique. Si nousappelons(X n)i_,
les seuils successifsde la fonction de propagation T (X, = fx j T(xX) ng) et si nous
notonsA g L le squelettede A conditionnellemert a B obtenu par I'elemert structurant
L, formons la suite Y, = X 1 v, ;L avecYp = Xp = ;. A partir d'un certain rang,
le diametre geadesiquede la particule, cette suite est stationnaire. L'antisquelette est la
limite de cette suite.

3. Enn, on peut utiliser lestechniquesde suivi de cretesde F. Meyer [Mey88], en seplacart
sur I'opp o de la fonction de propagation, car lI'antisquelette represerte non pasleslignes
de créte, mais les lignes de talweg (lignes de crétesde I'opp os de la fonction).

Dans notre cas, le premier algorithme sut amplemen. On peut m&éme montrer que, con-
trairement au casdu squelette obtenu par ouverture de la fonction distance, une dilatation de
taille un sut a connecterlesdivers points de l'antisquelette. Sauf au niveau despoints triples
deslignes de defaut, les resultats sort excellens commele montre la gure 7.37.



(1) : Graphe de depart (2) : Antisquelette

B:D[ @ (4) : Aretesnon adjacertes a l'antisquelette

(5) : Mise en forme (6) : Resultat

Figure 7.37 : Solution : coupuredeslameenleur milieu par I'antisquelette.



Algorithme 7 : coupure des lames par antisquelette

: Squelette par zonesd'in uence deslames(1).
. GS.

. Les points triples de G.

. Arétesde G.

. arétescourtes de G.

: resultat (gure 7.37).

<0O>»AEAX®

T  Propagation (X).

ASq= (T)" nT (Antisquelette) (2).

A® = Recons (A;Asq 2H) (aretestoucheespar l'antisquelette)
(4).

Y  Aminci ((AnA9[ T) (5).

Mise en forme (5) et (6).

En conclusion, quels criteres mettre en oeuvre sur le graphe issu du squelette par zones
d'in uence deslames? Le dernier utilise pleinemert la forme deslamespour determiner quelles
arétes doivert etre eliminees. En particulier, l'antisquelette revient a chercher une direction
privil egiee localemen, c'est-a-dire lame par lame, ce qui est souhaitable. Il senble donc bien
adapte aux imagesd'eutectiques. Le secondalgorithme est plus general, car il ne s'occupe pas
de la forme desfacesdu graphe, mais seulemeim desrelations d'adjacenceentre aréteslongues,
courtes et intermediaires. Il senble cependart ne pasintroduire assezde connaissanceselatives
aux lameselles-mémes.

7.6.4 Retour a limage originale

Nous venons de presetier divers algorithmes pour calculer des lignes de fracture. Com-
ment se comportent-ils sur les images originales, sans chercher a couper les lames au niveau
des defauts ? Comparons-lesavec ceux de l'algorithme original. Les resultats des trois algo-
rithmes sont presenes gure 7.38.Les performancesdesdeux derniers sort equivalertes a celle
de l'algorithme original. Cependart, notons que ces algorithmes fournissert directemert des
lignes et non deszones,avantage certain.

7.7 Recherche de chemins sur des fonctions particuli eres

Nous avons vu commert ramener la recherche des defauts a une recherche des fractures
seulemem, apres avoir coupe les lamesau niveau des exures. Nous allons a presert examiner
une classed'algorithmes permettant de connecterles points de forte courbure sanscouper les
lames, mais en utilisant l'information qu'elles possdert. L'id ee de base est de prolonger les



(1) : Graphe de depart (2) : Resultat par direction desarétes

(3) : Resultat par les arétes adjacertes aux longues (4) : Resultat par l'antisquelette

Figure 7.38 : Detection deslignesde fracture sur lI'image originale par les
trois algorithmes precederts.



points de forte courbure en dessegmeits ou descourbeset ceciorthogonalemen a la lame pres
de laquelleils setrouvern.

7.7.1 Remontee vers I'amon t

Placons-nousdans le modele suivant : une lame est un ensenble simplemert connexe,limit e
par une courbe C* .

De nition 7.4
Soit x un point de X . On appelle amont dex lI'ensembledespoints y de X veriant :

diy; X€) = d(y;x) + d(x; X°)
et I'aval I'ensembledespoints y de X veriant :

d(y; X©) = dx; X d(x;y)

Soit un point x de la frontiere. A causedeshypothesesgue nous avons faites, I'amont de ce
point est forme d'un seul segmem, normal a la frontiere dont I'une desextremites est le point,
I'autre un point du squelette de la particule. Consideronsl'adherencedu complemertaire de la
particule. L'amont de x estla encoreforme d'un seulsegmem, dansle prolongemen du premier
(gure 7.39). Ainsi donc, tout point peut &tre remplace par un segmem orthogonal a la frontiere
allant d'un point du squelettea un point du squelettedu fond.

Squelette

Figure 7.39 : L'amont d'un point selonla fonction distance.

Le principe de l'algorithme est donc simple. Si nous calculons la fonction distance a la
frontiere (qui est donc de nie dans le plan tout ertier), il sut de chercher 'amont de
chaque point de forte courbure. Dans le cas digital, cependart, quelquesdi cult es surgissen
(voir [Mey88]). En e et, I'amont d'un point n'est pas un segmem, mais la plupart du temps
un céne d'ouverture au sommet 60 degres. Cela est d0 au fait que la metrique hexagonaleest
degereree et qu'il n'y a plus unicite de la geodesique entre deux points. Une notion d'amont



restreint a ete developpeepour eviter ce problemeet montre commert on peut obtenir un amort
d'une epaisseurau plus de deux pixels. Pourtant, une notion aussiran eeestinutile dansnotre
cas, puisque I'amont d'un point aura erviron la moitie de la largeur d'une lame, soit au plus
trois pixels. De plus, commenous l'avons deja remarque, a un seul defaut peuvernt correspondre
plusieurs points de forte courbure sur un méme cote de la lame. Les cones correspondant a
I'amont trivial, c'est-a-dire I'ensenble despoints veriant la de nition de l'amont en munissart
le plan de la metrique hexagonale,s'interpenetrent du fait de leur angle au sommet. Donc deux
lignes de defaut paralleles espa@esde moins de la largeur d'une lame serort confondues.Le
defaut de cet algorithme estle suivant : pour qu'une ligne de defaut croiseplusieurslames,il est
necessairequ'un point de forte courbure au moins soit presen de chaque céte de chaque lame.
Cette condition n'est pas satisfaite en de nombreux endroits. Les lignes fournies ne sort donc
pas toujours connexes.

Sil'on veut par exemplequ'une lame soit traverseemémedansle casou un seulpoint de forte
courbure est presett, il faut continuer a se propager sur la fonction distance. Replacons-nous
dansle plan cortinu. Tout point du squelette qui n‘est pas un point terminal ou multiple de ce
dernier a un aval qui sedecomposeen exactemen deux segmets, l'un a droite, l'autre a gauce
de la branche du squelette ( gure 7.40). Ainsi donc si hous sommesparvenus a un point du
squelette par une remontee versl'amont, le chemin que nous avons emprunte correspond a I'un
desdeux segmeits formant I'aval du point du squelette. Il ne reste donc plus qu'a redescendre
selon l'aval qui n'a pas encore ete explore. La technique peut d'ailleurs ne pas s'arréter la :
NOuUS pouvons assaier a un point toute une ligne polygonale. Ici pourtant, il est necessairede
ne consicerer que I'amont restreint pour obtenir une ligne d'epaisseurdeux au plus. En e et,
l'utilisation de I'amont trivial conduit a une ligne qui forme en fait un cone et ne signi e plus
rien au dela d'une dizaine de pixels (gure 7.41).

Algorithme 8 : Remon tee vers I'amon t

D : Fonction distance a la frontiere de X .
P : Ensenble despoints de forte courbure.

Pour n de 2 a maxD faire :
Y Y[ (Y H n)== D)

Les resultats obtenus par la technique de suivi d'amont et d'aval sort presertes gure 7.42.

7.7.2 Les courb es de niveau de la fonction de propagation

Nous avonsvu que de nombreusesproprietesde la fonction distance pouvaient setransposer
a la fonction de propagation. Montrons commert utiliser cette derniere pour sepropager ortho-
gonalemen aux lames.Pour cela, placonsnous dansle modele suivant : supposonsqu'une lame
puisse se modeliser par un rectangle termine aux deux bouts par un triangle rectangle isocele.
Soient s; et s; les deux sommetsextrémesde cesdeux triangles (gure 7.43). Si la lame est
su samment longue, la fonction de propagation assaiee est le maximum de la distance a s; et



Aval

Figure 7.40 : L'aval d'un point du squelette.
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Amont trivial X AN X

du (y;X) = du (y; X©)
dy = distance hexagonale

Figure 7.41 : Remorteeversl'amont triviale et e et de cone.



(1) : Image originale (2) : Points de forte courbure

(3) : Remorteeversl'amont (4) : Redescete versl'aval

(5) : Squelettisation et ebarbulagede (4) (6) : Resultat

Figure 7.42 : Resultat par la remorteevers|'amont.



de cellea s,. L'antisquelette sereduit au segmen qui relie les milieux desgrands cotesdu rec-
tangle. Placons-nousdans|'une desregionslimit eespar I'antisquelette, disonscelle qui corntient
s;. La fonction de propagation est, sur cette region, la distance a s,. Une courbe de niveau est
donc un arc de cerclecerire en s, c'est-a-dire un arc tresplat puisques; est relativemert loin.
Donc pour sepropager orthogonalemen a la lame, il sut de suivre une courbe de niveaude la
fonction de propagation. Cescourbesde niveausort bien d'epaisseurun pixel, donc le probleme
du cone genere par la fonction distance disparat.

Antisquelette

N

S1 X So

—®

T(x) = maxfd(x; s1); d(X; S2)g

Figure 7.43 : La fonction de propagation d'un rectangle termine par deux
triangles.

Commert sepropagersur le fond deslames? Le problemeest serieux, car le complemenaire
deslamesn'est pas simplemert connexe! Pire, il est (en theorie du moins) non compact. Pour-
tant, sil'on examinece qui fait fonctionner 'algorithme, on serend compte qu'il s'agit simple-
ment du fait quel'on utilise une boule geadesiquecertreeloin du point quel'on etudie. Or nous
avons vu commert calculer de maniere e cace desboules geadesiques.Quels certres choisir ?
Par exemplelesquatre coinsde I'image donnerort desresultats satisfaisarns. Il sut maintenant
de suivre les courbes de niveau de cette pseudo-fonctionde propagation. Les zonesde defaut
sort alors misesen evidenceen agglonerart les morceauxde courbe obtenus, par une dilatation
de taille un. Ce parametre correspond a la nesse avec laquelle on veut distinguer deux lignes
de defaut paralleles.

Les conditions pour qu'une ligne de defaut soit cortinue sort les suivantes : si nous con-
siderons les points successifdes frontieres de lames traversees,une ligne de defaut serainter-
rompue si et seulemen si deux points consecutifs n‘'ont pas ete detectes comme points de forte
courbure.

Notons que le suivi de lignes ne devrait s'appliquer qu'aux lignesde exion. Or I'experience
montre que m&me au hiveau des lignes de fracture, les resultats sort bons. Pourquoi ? C'est
parce qu'au niveau desextremites, les points de forte courbure sort prochesles uns desautres.
Le suivi n'a pasgrand senset selimite en general a un voisinagerestreint du point (de l'ordre de
deux pixels). La dilatation nale de taille un a pour e et de connectercesmorceauxde courbe
tresproches.



Algorithme 9 : suivi des lignes de niveau de la fonction de
propagation

X : Ensenble deslames(1).
P : ensenble despoints de forte courbure (2).
(&), : lesquatre coins de l'image.
Y :resultat (gure 7.44).

T  Propagation (X))

Pour i de 0 a 3 faire :

D Distancex c (&)

D max(Dg;D1;D2;D3;T) (3)

P P H

Y Plateau (D;P) (4)

Mise en forme : fermeture de taille 1, squelettisation, ebarbulage
detaille 5: (5) et (6)

7.8 Encore une solution

Avant de clore I'etude des eutectiques lamellaires examinons une solution evoquee par
Ch. Lantuejoul pour detecter les lignes de fracture.

De nition : zones de fracture

Les zonesde fracture sort leszonesprochesde trois particules a la fois.

Intuitiv emert, il s'agit de caracteriser les endroits ou trois \couloirs" correspondant au
complemerniaire de lamesserencortrent.

L'algorithme serait donc de calculer la fonction distance au troisieme voisin (distance non
geadesique par exemple) et de seuiller cette fonction a une valeur correspondant a la moitie
de la largeur deslames. Les resultats sort presemes gure 7.45.La force de l'algorithme reside
dans satres grande simplicite d'enone. Le calcul e ectif de la fonction est par cortre long et
nous l'avons programme de maniere directe : pour chaque particule, nous calculonsla fonction
distance, puis nous consenons pour chaque pixel lestrois distancesles plus courtes. Il est donc
necessairede calculer environ 400 fonctions distance!

Comment situer cet algorithme par rapport aux precederts ? Montrons que sous des hy-
pothesespeu restrictiv es, cet algorithme revient a ne consener que lesarétesdu graphepreseie
section 7.6.2 d'une longueur inferieure a un seuil. Reprenonsnotre graphe et supposonsque
chaque aréte soit modelisee par un segmen de droite. Supposonsde plus que ce graphe n‘ait



(1) : Image originale (2) : Points de forte courbure

(3) : Courbesde niveaude la propagation (4) : Suivi descourbesde niveau

(5) : Fermeture, squelettisation et ebarbulage (6) : Resultat

Figure 7.44 : Resultat du suivi deslignesde niveaude la fonction de prop-
agation.



(1) : Facesdu graphe original (2) : Courbesde niveau de la distance au troisieme voisin

(3) : Seuillage(0-3) (4) : Seuillage(0-5)

(5) : mise en forme deslignes (6) : Resultat

Figure 7.45 : La fonction distance au troisieme voisin.



que des sommetsd'ordre trois (ce qui est toujours possible). En n supposonsqu'en un som-
met, les trois facesadjacerties presentient toutes trois des anglesobtus (ce qui est bien le cas
pour une structure en nid d'abeilles). Cestrois hypothesessort bien veri eespar les graphes
experimentaux. Placons-nousenun point X d'une aréte du graphe.Lesdeuxfaceslesplus proches
sornt les facesde part et d'autre de l'aréte, a distance 0. Soit un point y de lI'adherencede la
troisieme particule la plus proche realisarnt le minimum et une geodesiquede x ay, c'est-a-dire
un chemin de x ay dansle graphe. Ce chemin ne peut &tre inclus dansl'aréte contenant x, car
il n'est adjacert qu'a deux particules. Donc il contient au moins un point triple (sommet du
graphe). Or enun point triple serencortrent trois particules. Donc si z estle point triple le plus
proche de x sur le chemin, z appartient a une troisieme particule et est plus proche de x que
ne l'est y. Doncy = z est le sommetdu graphe le plus proche de x, c'est-a-dire une des deux
extremites de l'aréte contenant x. Donc lorsque I'on seuille la fonction distance au troisieme
voisin, seulesles arétesde longueur inferieure a deux fois ce seuil serort consenees.La distance
au troisieme voisin est donc un simple critere de longueur ! Nous avons deja discute ce critere.

En sommecette approche n'apporte rien de neuf si ce n'est un autre eclairagesur un algo-
rithme connu. De plus sa complexite le rend inapplicable dans la pratique.

7.9 Quel algorithme ?

Au terme de cette etude il est necessairede prendre position pour un seul algorithme qui
sera celui que nous utiliserons. Ce choix sera bien s0r subjectif, puisque nous avons montre
gu'il n'est pastoujours possiblede classerdes algorithmes. Cependart, j'aurais une preference
pour l'algorithme 4 suivi de l'algorithme 7, puisqu'ils fournissert deslignes de defaut sansbar-
bule et incorporent desconnaissanceselativesa la forme deslames, en estimant leur direction
localemert et non globalemert.

Nous avons voulu montrer dans cette partie que resoudreun probleme par la morphologie
mathematique recouvreun processugiont la partie emergee est une suite de transformations, le
programme. De nombreusesvoiess'o rent en general dont la plupart debouche sur une solution
acceptable.La comparaisondesalgorithmes doit alors s'e ectuer plus sur leur cortenu, c'est-a-
dire sur lesconnaissancesnisesen jeu que sur leurs resultats. C'est le seulmayen de comprendre
I'echec de certaines procedureset de corriger leurs defauts. Bien s0r, nous sommesloin d'avoir
epuis le problemesoulewe par les eutectiqueslamellaires, mais nous esperonsavoir montr e qu'il
ne sereduisen pasa une pagecommeon le voit habituellemen [Ser82].

Pour terminer, remarquonstrois paradaxes qui sedegagenh de ce qui precde:

Un algorithme approximatif peut donnerde tr esbonsresultats, commele montre la section
consacee aux recherches de chemins sur desfonctions particuli eres.

Un algorithme correspondant a unede nition precisepeut donner desresultats mediocres:
substitution dans l'algorithme original de la recherche des extremites des particules au
moyen des points terminaux du squelette par les maxima regionaux de la fonction de
propagation.

Ce n'est pas ce qui est le plus evidert sur I'image qui sert. Pour s'en corvaincre, il su't
delire la sectionconsaceeaux proceduresde connexionde points a priori, qui ne font pas
intervenir de relations geometriques ertre les lames.



7.10 Denitions et algorithmes utilis es

H Hexagoneelemenaire de la trame.
Squelette(X) Squelettede X . Amincissemen de X, image binaire, par I'element structurant L.

Zonesd'in uenc e (P) Zonesd'in uence deP. P estuneimagebinaire. Le resultat estuneimage
numerique ou chaque niveau de gris correspond a la zone d'in uence d'une composarie
connexede P. Cette image presetie donc autant de niveaux de gris que P de composartes
connexes.

Skiz (P) (Squelette par zonesd'in uence) P est une image binaire. Le resultat est I'ensenble
des points equidistants de deux composartes connexesdistinctes de P. Pour eviter les
problemesde la distance hexagonale(cbne amort), nous calculonsSkiz (P) ainsi: il sut
d'amincir (Zonesd'inuence (P) H) 6 Zonesd'inuenc e (P). Le resultat de cet algo-
rithme est une bonne approximation du Skiz (P) reel.

Max regional (X) Maxima regionauxde I'image numerique X . C, ensentole connexebinaire, est
un maximum regional si :

sur C, X estune constarte v.
sur (C  H)nC (frontiere externe de C), X est strictement inferieurea v.
Plateau (X;P) Plateaux de X contenant P. Un plateau de I'image numerique X est une partie
connexemaximale C, surlaquelle X estconstarte. Lesplateaux de X forment une partition

delimage. Plateau (X ;P) estl'union desplateaux de X qui cortiennent au moinsun point
deP.

Distance (X ) Fonction distance a X, image binaire. Le resultat est une image numerique
represertant la distance hexagonalea X .

Distancex (Y) Fonction distance geadesiquedans X a Y. Le resultat est une image numerique
nulle endehorsde Y et a ectant a chaque pixel la distance geodesiqueselonY a X.

Recons (X ;Y) Reconstruction de X dans Y, toutes deux imagesbinaires. Le resultat est une
image binaire cortenant toutes les composaries connexesde Y cortenant au moins un
point de X.

Triple (X) Points triples de X, squelette d'epaisseurunite.
Terminal (X) Points terminaux de X, squelette d'epaisseurunite.

Ebarb (X;n) Ebarbulage de taille n de X, squelette d'epaisseurunite. Il sut d'iterer n fois
X nTerminal (X).

Propagation (X) Fonction de propagation de X, image binaire ne cortenant que des com-
posartes simplemert connexes.

Amincix (Y) Amincissement de Y conditionnellemert a X, c'est-a-dire que I'on calcule le
squelette de Y dans la metrique geadesique de X €. L'algorithme de calcul consiste, a
chaque etape de I'amincissemen, a faire l'union avec X :

f(Y[ X) Lg



ou L estl'elemen structurant classiquede squelettisation, I'amincissemen et fg !
I'it eration jusqu'a corvergence.

Epaissiy (Y) Epaississemende Y conditionnellemert a X (ou dansX). L'algorithme de calcul
consiste,a chaque etape de I'epaississemena faire I'intersection avec X :

f(Y\ X) Lg

A == B Comparaisonde deux imagesou d'une image et d'une constarte. Le resultat est une
image binaire dont les pixels a 1 correspondert aux pixels ou la condition est veri ee.
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Chapitre 8

Morphologie math ematique et
Intelligence arti cielle

8.1 Intro duction

L'analyse desimageset leur interpretation regroupent deux classesrincipales et fondamen-
tales de techniques. La premiere, celle des traitements numeriques permet, apres amelioration
desimages,d'en extraire des caracteristiques appeleesprimitives telles que lignes de fort con-
traste, des segmets, des anglesou des taches de faibles dimensions. Les algorithmes assaies
dependert peude la nature du problemea traiter. La secondecomprendles methodesde raison-
nement fondeessur des connaissancesxplicites et leur representation connaissancedieesau
probleme pose, au domaine d'application ou a la technique utilis ee. Les techniques du premier
type sort regroupeessousle terme genreral de reconnaissancedes formes, les secondessousle
terme d'intelligence arti cielle. [Pen87 illustre bien cette approche.

8.1.1 Reconnaissance des formes

En reconnaissancalesformes, l'identi cation d'un objet sefait classiquemen par la miseen
correspondancedes primitiv es obtenues avec une basede references.Pour faire face a la varia-
bilit e de I'apparence d'un mémeobjet, deux grandesclassesde techniques ont ete deweloppees:
les methodes statistiques (calcul de \distances" a des objets de reference...) [Ba73 et les
methodes syntaxiques [Fu74, Mic84] ou l'ensenble des parametres est assimile a un mot que
I'on analyse au moyen d'une grammaire. Toutefois, face a la complexite des problemesposes,
les techniques algorithmiques de la reconnaissancedesformes s'averert insu san tes. L'une des
pierres d'achoppemert est preciemen ['utilisation a bon esciem, c'est-a-dire \raisonnee", des
connaissances.

%Une traduction anglaise de ce chapitre doit paratre dans Signal Processing



8.1.2 Intelligence articielle

Soulignonsavant tout que la notion de connaissancene se confond pas avec celle d'informa-
tion : un information ne deviert connaissancejue s'il existe en plus desoutils pour la retrouver
et la manipuler. En d'autres termes, il faut coder lesinformations dans un formalisme adequat
pour &tre en mesurede faire desinferences sur cesdernieres.

En intelligence arti cielle, trois grandesfamilles de techniques sort neespour repondre a ce
besoin: les systemesa basede regles,les langagesorientes objets et lesreseauxsemartiques, la
conbinaison de plusieurs pouvant setrouver dans un méme systeme. [Vig86] donne un apercu
complet de cestechniques et une abondante bibliographie a leur sujet. Presetnons brievement
gquelquessystemesdutilisant les deux premiers typesde technigues.

8.1.2.1 Systemes a base de regles

Une reglerepond au format general

—& 37 B

condition action

et peut etre utiliseede quatre manieresdi erertes: A vrai permet de deduire que B estvrai, ou,
pour verier B, il sut dechercher averier A, et de memeavec (non B) ) (non A). Ce sont
les caracteristiques du moteur d'inferencesqui determinen les mecanismedicites d'exploitation
desregles.

Par exemple,le langage PROLOG [CM85] utilise exclusivemert le chahage arriere comme
mecanismed'inf erences.

Lesreglespermettent une certaine modularit e, i.e. le codaged\atomes" de connaissancejui
peuvent etre modi esde facon quasiindependarte. Contrairement aux approches procedurales
ou lesconnaissancesort inclusesdansle ot du programme, cette approche lesmet a plat sous
une forme explicite, peut-&tre sousune forme trop peu structur ee.

Citons parmi de nombreusesrealisations:

Un systeme expert de segmemation d'images de bas niveau [NL84]. Il montre en par-
ticulier commert utiliser conjointemert plusieurs techniques di erertes (Split & merge,
separation d'histogrammes, gradiert) pour eviter les defauts inhererts a chacune d'elles.
La connaissanceest codeeexclusivemert sousforme de reglesde production independartes
de tout domaine d'application. De plus, le systeme de contrdle permettant de focaliser la
recherche sur des donneesparticuli eres (regions, lignes), et de choisir le groupe de regles
de segmemation adequat, s'exprime lui aussisousforme de regles.

Un systeme expert de segmetation et d'interpretation d'images sismiques[ZS87]. Les
reglesindiquent commert regrouper des pixels. Les resultats obtenus sort superieurs a
ceux obtenus par des methodes algorithmiques.



8.1.2.2 Langages objets

La notion de represeiation certreeobjet a ete mise en valeur par Minsky [Min75] et permet
de structurer les connaissancessous forme de frames decrivant un objet ou une situation de
facon stereotypee a la maniere d'un Record en Pascal. Une organisation hierarchique desframes
permet le mecanismed'heritage - le Is posedelesconnaissancesle sonpereen plus dessiennes
propres- et evite ainsi la duplication desconnaissancesA cesframessort assaieesdesmethales
proceduresqui determinent le \comportement" de cesobjets. Deslangages,parmi lesquesMer-
ing [Fer84] et Ceyx, extensionde Le_Lisp del'Inria, ont ete developpespour programmer cetype

de notions.

Notons que les frames sansnotion de methodesont ete utilis es avec suces dans le systeme
Acronym [Bro81] pour stocker des modeles tridimensionnels d'objets sous forme de cones

gereralises, comme par exempledes modelesd'avions ou de piecesindustrielles.

8.2 Les primitiv es morphologiques

8.2.1 Place de la morphologie

math ematique en analyse d'images

Interpretation

2

Description
semartique

3
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b

Segmetmation
Extraction d'attributs

b

Acquisition
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Figure 8.1 : Principe d'un systemede vision par ordinateur.

La gure 8.1 presette le schema de princip e generalemer admis pour un systeme de vision
arti cielle [Hat87]. Lorsquel'on parcourt les modulesde gaude de bas en haut, la seneetudiee
est transformee progressivemert en des ertit es codees par des represettations d'abstraction




croissane. Citons quelques-unegie cesrepresetiations de niveau de plus en plus elewe :
le tableau de pixels sansaucune structure particuli ere,
le cha'age des pixels descontours de l'image,
I'approximation polygonale de ceschanesde cortours,
la triangulation de Delaunay contrainte de cessegmertts,

Malgre sa gereralisation a des graphes?, la morphologie mathematique [Mat75, Ser82,CC85,
Ser8g n'a pas cherche a operer sur d'autres represeiiations que lestableaux de pixels : elle n‘en
a paseubesoin.Lesdeux etudes(parmi bien d'autres) de S. Beucher [Beu84 sur le tra ¢ routier
et celle de |. Bloch [BP87] destumeurs cerebrales- et plus generalemen cellesde F. Préteux
en imagerie medicale[Pr87] - montrent que I'on aceedea la description symbolique sansutiliser
autre choseque despixels. A l'abstraction croissarte correspond, en morphologie mathematique,
une successiond'images cortenant de moins en moins d'informations inutiles, inutiles au sens
du but x e, et mettant peu a peu en evidenceles objets recherches. Pour les imagesde tra c
routier, il s'agira par exempled'un pixel marquant chaque voiture a l'avant, pour lesimagesde
cerveau, d'un contour sousforme de pixels non chamesde la lesion.

Lesmodulesde droite dela gure 8.1 symbolisert les modeleset connaissancesous-jacets,
qui doivert intervenir selonJ.P. Haton a tous les niveaux. Le terme de modele n‘apparait que
peu en morphologie mathematique. C'est qu'en fait le modele est absern desprogrammesde re-
connaissancemais non de I'esprit de leurs concepteurs.Une justi cation precisede I'emploi de
telle ou telle transformation a l'aide de criteresrelevant erntre autres du protocole d'acquisition
ou des invariants du systeme obserne et de son organisation est souvent donnee. On pourra
consulter [Pr87] et [Ben87]. Ce dernier montre tres bien que pour detecter desreseauxhydro-
graphiques sur photos satellite, il est necessaired'inclure des connaissancesle type formel et
logique sur la topographie de tels reseaux.L'ensenble de ces criteres forme bien un modele,
mais dans un sensassezdi erert de celui ou l'on le prend habituellemernt. Ce modele soussa
forme explicite est totalement absent du programme, qui n'a pas d'autres connaissancesjue
I'enchamemernt destransformations qui represerte en quelque sorte la compilation de la partie
supposeeutile du modele.

Avant de montrer commert la notion de criteressous-tendan un modele ainsi que descon-
naissancesmorphologiquespeuvert &tre intro duites explicitement dansun systemede program-
mation automatique, structurons la bate a outils du morphologiste, c'est-a-dire I'ensenble des
transformations misesa sadisposition.

8.2.2 La bote a outil des primitiv es morphologiques

Distinguons deux points de vue selon lesquelsnous pouvons examiner les primitiv es mor-
phologiques.Le premier consisteen leur contenu mathematique ou algorithmique : un Itre est
toute operation croissarne et idempotente, ou, un chapeau haut-de-forme est le residu par une
ouverture. Le deuxiemenousrenseignesur |'e et que peut provoquer la primitiv e quand elle est

ICertaines transformations morphologiques ont pu etre utilis eesen robotique sur des represenations de type
polygones pour construire I'espace des positions qu'un robot peut atteindre [LPW79]. Cette approche est cepen-
dant hors de notre propos, puisqu'elle ne correspond pas a de I'analyse d'images.



appliquee a un image. Une ouverture par un disque elimine les particules d'epaisseurinferieure
au diametre du disque. De plus elle lisseles contours desobjets.

Selonle premier point de vue, nous parlerons de primitiv e d'operateur ou tout simplemen
de transformation morphologique,selonle second,de primitiv e dimage, d'e et, de critere ou de
caracteristique.

L'une desoriginalitesde la morphologie mathematique est de fournir non pas une collection
de primitiv esdisparates, mais une veritable construction, au moyen de princip esmathematiques
(dualit e, operations booleennes,composition desapplications ...) qui permet de classerles pri-
mitiv esselonleurs e ets parallelemen aleur complexite. De maniereimagee,on peut represetier
cesprimitiv es sousforme d'une pyramide renversee : plus on s'eleve dans celle-ci, plus les pri-
mitiv esont dese ets speci ques et une complexite accrue (gure 8.2).

@

@@ Rolling ball R-h maxima

@@Top—hat Maxima regionaux Selectivite

Gradient

@Ouverture  Fermeture Complexite
@
@
@

@ Erosion

@
@

Dilatation

Figure 8.2 : L'edice destransformations morphologiques.

Il est possiblede mettre a la basede cette pyramide un ensentle de transformations qui
toutes permettront de construire les m&mes primitiv es plus complexesque nous appellerons
primitiv esd'ordre superieur. Le choix de la transformation de baseest donc aussiarbitraire que
le choix desaxiomesdans les constructions mathematiquesusuelles(la geonetrie par exemple).
Par corvertion, c'est la dilatation par un compact que nous choisirons.

A partir des princip es mathematiques proposes, il nous est possible de construire toutes
les transformations usuellestelles que ouverture algebrique, squelette ... Notons que la con-
struction mathematique assureaux primitiv es des proprietes fortes telles que I'idemp otence, la
croissance. .. qui sort utiles en particulier lorsquel'on cherche a lesiterer.

En outre, cesproprietes mathematiques garartissert la completude de I'edi ce. Par exem-
ple, toutes les transformations croissares, idempotentes et antiextensives (i.e. les ouvertures



algebriques) sort presertes : il estinutile de chercher a les construire par d'autres moyens.

Un tel edi ce ne saurait tre etabli une fois pour toutes ; il estbien plus un ensenble evolutif
qui s'enrichit en fonction desbesoinsde I'analyse d'images et des problemesspeci ques qui lui
sornt poses, comme nous allons le voir en presetant deux primitiv es d'ordre superieur creees
pour traduire descriteresspeci ques sur lesimagesa teinte de gris.

8.2.2.1 R-h maxima et R-h minima

Cette primitiv e a ete dewveloppee pour rendre robuste et selective la recherche de maxima
regionaux [SP8g. En e et de nombreux objets se presernent sousforme de taches claires (ma-
xima regionaux) sur lesimages.Dans le casou cesdernieressort peu contrasteesavec un fond
heterogene, lestechniquesa basede gradient ou de seuillagesort generalemert ine caces. Quant
aux maxima regionaux, ils sort inexploitables en raison d'une part desnombreux maxima pa-
rasites et d'autre part de leur taille pratiquement ponctuelle.

Le princip e desr-h maxima est de ne garder que les maxima presemiant dans leur voisinage
un cortraste su sant : tout autour d'eux, a une distancer, le niveaude gris de I'image doit &tre
diminue d'au moins h.

La formule calculatoire, permettant un traitement en parallele sur tous les maxima, est
donneepar (voir gure 8.3):

l; = imageoriginale

I, = maxima  regionauXl i)

I3 = (dilatation (I, h)\ 19)"

Iy = min(l; I1 I 3)

Is = 1 min(1;13)

l¢ = 11 (I4n(reconstruction del,4 par |5))

Quelgquesproprietes mathematiquesde la primitiv e r-h maximum sort :

anti-extensivit e et idempotence (mais non pas croissance),
croissanceavecr,

decroissanceavec h.

L'algorithme a ete utilis e dans plusieurs applications et a demortr e sarobustesse[SP8§.

8.2.2.2 Residus par ouverture : le chapeau haut-de-forme et le rolling ball

Avec cette primitiv e, ce sort les e ets lies a l'utilisation de divers types d'elemerts struc-
turants qui serort abordes.

Le chapeau haut-de-forme [Mey79] employe tr escourammert en morphologie mathematique
peut etre de ni en termes fonctionnels commesuit : c'est la di erenceentre l'image initiale et
sonouvert.

Appliqu e avec deselemerts structurants plans, il permet de caracteriser desobjets relative-
ment cortrastes qui disparaissem par ouverture :
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Figure 8.3 : R-h maximum.



objets de faible epaisseur(ouverture circulaire),
petits objets ronds (reunion d'ouvertures lineaires),

objets tr esronds (amincissemen suivi d'un ebarbulage(un nombre donne de fois) et d'une
reconstruction a teintes de gris). On se persuaderaque cette derniere suite de transforma-
tions est bien une ouverture.

Si nous prenons a presett des elemens structurants tridimensionnels tels que des rhom-
bododecadres, il est possibled'acceder a une nouvelle information : une brusque variation de
pente si on assimilel'image a teintes de gris a une surfacede IR ( gure 8.4). Notons bien qu'une
telle information estinaccessiblepar n'imp orte quel elemert structurant plan. En e et, seuledes
informations invariantes par anamorphosesort accessiblepar cesderniers. Or une anamorphose
corvenable peut changer le sensd'une angulosite. Dans IR par exemple,une angulosite tournee
vers le bas peut se traduire par fo(x)g > fqx)q > 0. Apresl'anamorphose A il est possible
d'avoir 0 < A(f)4x)g < A(f)Ax)q, ou f {x)4 estla deriveea gaudhe au point x def et f {x)q
celle a droite.

Cette primitiv e a ete utilis ee avec suces pour extraire descortours de lesionscerebralesen
I.R.M. [BP87]. Cesdeux transformations montrent bien le parallele qui existe ertre la construc-
tion mathematique desprimitiv esd'ordre superieur et leurs e ets hautemenrt speci ques sur les
images. Malheureusemet, il n'y a pas de correspondancebi-univoque ertre cesdeux aspects.
Le rolling kall par exemplea deux e ets : il caracterise les ruptures de pente et se comporte
comme un chapeau haut-de-forme classique,e ets qui peuvent etre antagonistes dans certains
cas. Reciproguemern, plusieurs algorithmes ont ete developpes pour extraire les extremites des
particules, les maxima regionaux de la fonction de propagation ou les extremites du squelette.

Ecrire un programme d'analyse d'imagesrevient donc dansun premier temps a chercher les
e ets que I'on veut obtenir (delimiter le corps vertebral en coupe scanner, par exemple), i.e.
poserou speci er un probleme, puis dans un deuxiemetemps, a mettre en regard de cese ets
les transformations morphologiquesdont les e ets sort preciemen ceux souhaites.

8.3 Un systeme de programmation automatique

La notion de mise en correspondance des e ets souhaites avec ceux que proposela mor-
phologie mathematique a ete discutee et illustr ee dans [B* 87]. La demarche procede par allers
et retours entre les e ets desires et les primitiv es candidates qui requierert pour leur bonne
application un ensenble de proprietes desimages(bon rapport signal sur bruit par exemple).
Les proprietesveri eessort ensuite ajouteesaux e ets de depart et le raisonnemen sepoursuit
jusqu'a stabilite. Lorsque plusieurs primitiv esrestert candidates, celle de complexite minimale
est retenue. L'enchaemert desprimitiv esentre ellesn'est pas formalise.

Nous proposons d'etudier preciemert la structure des transformations de haut niveau
en cherchant a les decomposer automatiquemert pour choisir leurs constituants et leurs en-
chamemerts au moyen d'un raisonnemer geometrique.

Dans le cadre de la segmetation d'images binaires, nous avons deweloppe un systeme au-
tomatique de synthesede programmesde morphologie mathematique [Sth86] pour automatiser



A\,
I:l Image originale
- Rolling ball

‘ Element structurant

L~ J >
I:l Image originale
- Rolling ball

‘ Element structurant ‘ Element structurant

Figure 8.4 : Rolling ball.




cette mise en correspondanceainsi que I'enchamemert destransformations en vue de I'ecriture
de logiciels par desnon-specialistesen morphologie.

8.3.1 Specication de probl emes - Langage morphologique

Speci er un problemed'analyse d'images comporte toujours deux volets :
Le premier comprend une question qui precisel'objet de l'analyse. Elle devra repondre a
trois criteres:

1. independancevis-a-vis du domaine d'application, i.e. exprimeedansun langagemorpholo-
gique quenouspreciseronslLa personnequi posele probleme(medecin,metallurgiste), doit
donc faire une analysede son problemeet en particulier traduire lestermesde sonjargon
en caracteristigues d'imagestelles que extremites, particules allongees. . . intelligibles pour
un morphologiste.

2. discriminante, i.e. seulsles objets voulus doivent correspondre a la de nition proposee.

3. minimale. En d'autres termes, la question ne doit pas cortenir d'informations super ues
(nous en donneronsdes exemples).

Une questionn'est discriminante et minimale que dansun universdonne qui xe leslimites ertre
lesquellesle programme devra ewoluer.

Le secondvolet est preciemert cet univers, qui seramaterialise par une collection d'images
senant de reference et presemant I'ensenble des aspects de I'objet a segmeter. |l servira
alors d'ensenble de validation pour le programme synthetise. Nous n'allons pas examiner
immediatement I'ensenble desimagesde la collection. Cet universesttrop riche et necessiterait
destemps de calculs souvert prohibitifs pour la mise au point d'un programme. C'est pourquoi
pour des questionsde simplicite, nous nous proposonsde restreindre la collection a la donnee
d'une seuleimage, qui devra &tre represetativ e, au sensou tous les problemesa resoudrepar
le programmey seromn represenes.

Examinons a presen un langage morphologique possible : chaque extraction de caracte-
ristique d'imagespeut s'ecrire sousla forme

ou ig estle resultat de la transformation desimagesi; ai,. Par exemple,l'image ig cortient les
particules prochesde iy dansi,. Or lesimagesi; peuvert &tre elles-neémesle resultat de I'action
d'autres caracteristiques. Ainsi nous de nissons le langage morphologique comme l'algebre des
termesformesavec cescaracteristiques comme symbolesfonctionnels et lesimagescommesym-
bolesde constartes. La gure 8.5 correspond a la question de la detection de lignes de fractures
dansun eutectique lamellaire [Lan78]. La gure 8.6 montre le type d'imagesqgue nous cherchons
a traiter et la gure 8.7 preserte le resultat souhaite.

Notons bien que nous aurions pu speci er notre probleme d'analyse d'images d'une autre
maniere, comme en donnant desexempleset desconre-exemplesde resultats, ou par une liste
de proprietesque I'on desirerait atteindre ala n du traitement. Pour une analysedetaillee des
speci cations de problemeen genreral, voir [BF81].
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Figure 8.5 : Exemple de question.

Figure 8.6 : Image d'eutectique lamellaire.




Figure 8.7 : Dessina la main deslignes de fracture.

8.3.2 Les briques de base du programme synth etise

Nousavonsmontrelors del' etude del' edi ce desprimitiv esmorphologiquesquecellesd'ordre
superieur sedecomposaient en operateurs plus simples.Jusqu'a quel degre de detail un systeme
de programmation automatique doit-il descendre? Jusqu'au moment ou cette decomposition ne
fait plus intervenir que des problemesd'algorithmique ou l'intelligence arti cielle est abserie.
Dans cet esprit, un erode ultime geodesiqueest une transformation morphologique elemertaire.
La facon dont une transformation morphologique particuli ere est implantee sur une machine
particuli ere ou dans un langageparticulier ne nous preoccupe pasici.

Nous de nissons donc une transformation morphologique elemertaire f par :

1. Sontypet : erosiondilatation, HMT, amincissemeh ou epaississemenexclusivemer,
2. Sonelemen structurant,

3. Soniterateur :

un nombre xen : f =t
corvergence: f = limn1  ty

ultime : f = [ 1., t, 1nC(t";t" 1) ou C(a;b) designela reconstruction de b a partir
desmarqueursde a

antiultime : dual du precedert

4. Sonmasquedans le casdestransformations geadesiques.

Notons quetoutes lescombinaisonsne sort paspermises: I'it erateur ultime doit &tre assaie a
une transformation antiextensive; de maniere analoguela limite lim,1 t, peut ne pas exister,
ce qui condamne I'emploi de lit erateur corvergence.En n certaines combinaisons, bien que
licites, n‘apportent rien de neuf commele montre I'exemple suivant : I'amincissemert ultime par
L estla fonction constarte qui a toute image assaie I'image vide !



Le tableau 8.8 montre les combinaisons permisesd'it erateurs et de type de transformation.

| | Erode | Dilate | Ouvert | Ferme | HMT [ Aminci | Epaissi ||

nombre X e oui oui non non oui oui oui

Convergence|| non non non non non oui oui
Ultime oui (1) non oui non non | oui (2) oui

Antiultime non | oui (1) non oui non non oui (2)

(1) lorsquel'origine appartient a I'elemert structurant.
(2) I'it erateur ultime a un interet uniguemert dans le cas d'amincissemers ou d'epaississemets non
homotopiquesou descomposartes connexespeuvent dispardtre.

Figure 8.8 : Combinaisons constructives de transformations et d'it era-
teurs.

8.3.3 La base de regles

Voici quelquesexemplesde connaissanceqqui permettent de transformer la recherche de
caracteristiques en d'autres plus simples:

desparticules allongeessort a la fois longueset etroites dansdeux directions orthogonales.
un trou est une particule du fond de lI'image qui ne touche pas le bord de cette derniere.

C'est a causede ce principe de decomposition que nous nous sommestournes vers les
systemesa base de reglesde production. Le terme correspondant a la question est progres-
sivemert decompse au moyen des reglesque nous utilisons en chanage arriere pur jusqu'a
obtenir dese ets dont la traduction algorithmique estimmediate, comme par exemple:

le fond de I'image est son complemertaire.

8.3.4 Les mecanismes d'inf erence
8.3.4.1 Selection de la regle a executer

L'un desproblemescommuns a tous les systemesa basede reglesest de limiter I'explosion
combinatoire lors du parcours de la base.Dans le systeme qui nous preaccupe, ce probleme est
augmernte par le temps de calcul parfois long destransformations morphologiquesméme sur des
ordinateurs specialises.

Or dans certains casil est clair gu'une regle ne fournira pas le resultat escompe. Par e-
xemple, chercher le certre d'une particule non simplemert connexeau moyen de son certrosde
par amincissemeh |l est cependarnt possiblede tester la simple connexite des particules avant
de lancer le calcul du certroede. C'est pourquoi nous avons muni les reglesde conditions de
declentemer, correspondant a desmesuressimplessur lesimagesou a desquestionsposeesa



l'utilisateur, comme par exemple sur I'opp ortunit e de supprimer les particules qui touchert le
bord de champ de l'image.

8.3.4.2 Detection des echecs et back-trac k

Commert evaluer les resultats obtenus par les transformations morphologiquesessgees?

Il estbien clair quele seuljuge du bon deroulemen desdiversalgorithmesesten n decompte
l'operateur. Cependart dans certains cas,lesresultats obtenus sort manifestemen errones: par
exempleune procedure de connexiondoit diminuer le nombre de particules.

Desproceduresd'evaluation desresultats sort donc assaieesaux regleset selonleur resultat,
un retour enarriereeste ectue. La questionpertinente estalors: ou retourner enarriere? 1l su t
peut-etre de modi er legeremen l'un desparametresde la primitiv e employee, et dansce cas, il
n'est pas judicieux de changerimmediatemert de regle, c'est-a-dire de type de transformation.
Nous avons donc adopte la strategie suivante :

Dans un premier temps, modi er legeremern les parametres de la primitiv e (de facon
automatique par desformules connuesdu systeme).

Dans un secondtemps, en casde nouvel ediec, chercher une autre regleactivable.

La gure 8.9 donneun exemplecomplet de reglede notre systeme.

8.3.5 Resultats - Evaluation

8.3.5.1 Exemple

Illustrons les performancesde ce systeme par la resolution du probleme desormaisclassique
en morphologie mathematique de la detection deslignes de fracture dans un eutectique lamel-
laire [Lan7§].

Le probleme peut sespeci er de plusieurs manieresdi erertes.

1- connecter les extremites des particules dans le fond de I'image ‘

Notons qu'il est inutile de preciser extremites des particules allongees puisque toutes les
particules presertes sur des images d'eutectiques lamellaires (notre univers dans ce cas) sort
allongees( gure 8.6). Le programme synthetise est relativemert proche de la solution proposse
en 1978.



Si Particule etroite

X Entree

y Sortie

size Parametre

0 Pas de test d'activation
Alors Ouv erture circulaire Transformation 1

X Entree

Z1 Sortie

(=(1+ size) 2) Rayon de I'elemert structurant

(= =0Areazy)) Image vide ?

Ouverture trop grande Diagnostic

( :75size) Variation de size

Reconstruction de particule Transformation 2

X; 21 Entree

2 Sortie

0 Pas de parametre

(< Area(zp) Area(z;)) Il ne faut pas reconstruire toutes les

particules

Il n'y a pas de particules etroites Diagnostic

( 1l:25size) Variation de size

Dierence d'images Transformation 3

X; Z2 Entree

y Sortie

0 Pas de parametre

0 Pas de test

\Les particules etroites sort cellesqui disparaissem par ouverture circulaire."

Figure 8.9 : Exemple deregle.



Figure 8.10 : Solution 1.

(certroide 1 3) calcul du certroede

(andnot 1 3 4) complemertaire de precdern

(gultime 45201) erosionultime geodesiquepour la calcul desextremites
desparticules

(edgelim 5 6) elimination desextremitestouchant le bord

(cxor 117) fond de I'image originale

(gdilate 6 8 3 7) dilatation geodesiquedesextremites

(gaminc8910L 6) amincissemeh conditionnel aux extremites

(gebarb 9 10 20 6) ebarbulageconditionnel aux extremites

La gure 8.10illustre cette premiere solution.

2- detecter les parties longuesdu fond de l'image dansla direction = 30

estunevaleur proposeepar l'utilisateur, cette direction etant perpendiculaireal'orientation
gererale de I'image.

(cxor 11 2) complemenaire

(cadre 2 3) creation du bord de I'image

(andnot 2 3 3) elimination de ce cadre sur I'image complemertee
(lineopen 3 4 30 3 30) ouverture lineaire de taille 3

(aminc4510L) amincissemen du resultat

La gure 8.1lillustre cette deuxiemesolution.

Le programme synth etise est particuli eremen simple et sesperformancessu san tes pour les
applications pratiques, bien gu'inferieuresa cellesdu programme preceden lorsque la direction
deslamesn’est pas constarte sur I'ensenble de I'image.



Figure 8.11 : Solution 2.

Cet exemple montre qu'un probleme n'admet pas necessairemenune seuleformulation et
donc de solution unique. La qualite de la solution depend cependart de la qualite de la question
poseequi doit mettre envaleur lescaracteristiques profondemert speci ques desobjets a extraire,
dans notre casde la qualite de la description d'une ligne de fracture.

8.3.5.2 Structure des programmes synth etises

Par construction, lesprogrammessynthetisessort sequentiels, ce qui assureleur terminaison
a I'execution. Il faut cependart segarder de croire gu'ils sort toujours de la forme :

Imagel! Image2! :::! Imagen

L'exemple propose le montre a I'evidence.
Par cortre cesprogrammes ne peuvert pas contenir de sauts conditionnels ni de boucles
autres que lesiterateurs que nous avons decrits.

8.3.5.3 Classes d'ob jets et primitiv es morphologiques

Nous avons vu dans l'introduction que de nombreusestechniques avaiert vu le jour pour
s‘aranchir du bruit des capteurs et de la variabilit e des objets etudies. On peut dire que les
transformations morphologiquessort bien adapteesa ce probleme. En e et ellessort fondees
sur l'inclusion : I'erosionest le lieu despositions ou I'elemert structurant estinclus dansl'objet.
Ce sort donc desinegalites et non des egalites qui de nissent les objets qui n'ont plus a étre
identiques au pixel pres.|l s'agit bien d'une classed'objet qui est ainsi mise en evidence.

La deuxieme solution de notre problemeillustre bien cet aspect : le resultat de I'operateur
\parties longuesdansla direction " fournit desobjets ayant a peu pres cette orientation.



Dans cette optique, le choix des parametres n'est pas crucial. En general, toute une plage
dans laquelle ce parametre pourra sesituer fournit une solution acceptable.

8.3.6 Limites et perspectives

Une limitation de notre systemeen|'etat actuel sesitue au niveaudu traitement desmesures.
Lesparametresdesprimitiv esne peuvent tre fournis que par l'utilisateur, evertuellement trans-
formes de facon adequate. Par exempleun allongemern est le produit d'une longueur et d'une
largeur. Si les parametres pouvaien se deduire directemert sur les images, il serait possible
de determiner de maniere quasi automatique les parametres voulus. Par exemple, la taille de
I'erosionseparart desparticules serait obtenue en calculart la fonction distance et en mesurart
le nombre d'Euler a chaque niveau (le temps calcul requis est tout- a-fait raisonnable). La taille
recherchee correspond a un nombre d'Euler a peu presconstart precede par une augmertation
brutale.

Nous avons vu que les programmes que nous synthetisons sort obtenus a partir du traite-
ment d'une seuleimage represetativ e. Nous esgeronsqu’'en general ce programme s'appliquera
aux autres imagesde la collection. Il reste neanmoinsnecessaired'etudier le comportement du
programme sur I'ensenble desimagesde la collection de reference,le systeme devant s'adapter
en consquence.

Nous pensonsen n qu'un formalisme similaire, mais a based'autres primitiv esse prétera a
la morphologie a teintes de gris.

8.4 Conclusion : quelles connaissances avons-nous introduites ?

Ou setrouvent les connaissancegjui ont permis a notre systeme de resoudrele probleme
pos ?

Les connaissanceselativesa la technique utilis ee,c'est-a-dire la morphologie mathematique,
sort integreesdans la basede connaissancesoit sousforme de technique de decomgosition, soit
sousforme de test d'activation ou de suces.

Cellesrelatives au domaine d'application sort abseries en tant que telles. L'utilisateur du
systemea traduit sarequéte en termes morphologiqueset a abandonre tout terme rappelart le
domaine d'application : le mot \ligne de fracture” esttotalement absen du systeme.

Celles relatives au probleme pos sort totalement incluses dans la question, dans les ca-
racteristiques qui la composert et dans sa structure. Reprenonsnotre exemple connecter les
extremites des particules dans le fond de l'image. Le systeme \sait" qu'il doit exister des
extremitesde particules, que cesdernieresdoivent &tre plus ou moins regroupeesdansun certain
nombre de regionspuisqu'il s'agit de les connecter. Mais c'est tout. C'est un modele explicite
de ce que le systemerecherche, au sensou nous l'avons precige plus haut. Par contre il n‘a pas
de modele gereral de ce que represene I'image comme: I'image est formee de particules tres
allongees,d'orientation et d'epaisseurquasi constartes et d'espacemen regulier.

L'une desperspectivesa plus long terme serait precisemert la possessiomar le systemed'un



tel modele gereral, lui donnant plus de connaissancespropose par l'utilisateur et qui laisserait
plus de latitude au systeme dans le choix des algorithmes puisqu'il pourra non seulemen les
tester sur I'image, mais confronter leur pertinence avec le modele.

Terminonsen n par une autre perspective a long terme dont le langagemorphologiqueserait
absern. La traduction du problemepose en langagemorphologigue est parfois cortraignante, et
I'on prefererait souvent lui substituer un dessin montrant le resultat, au moyen d'une souris
par exemple,comme nous l'avons fait gure 8.7. Le systeme poserait alors des questions sur
la pertinence de certaines particularit es du dessinen vue de composer lui-me&me la question
morphologique. Mais nous n'en sommespas encorela.
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Des Algorithmes Morphologiques a I'In telligence Arti cielle

Cette theseseproposed'examiner sousun angle particulier quelquesaspectsde la morpholo-
gie mathematique. Nousmontrons d'abord commert la notion de convergenced'ensenblesfermes
et celle d'ensenble aleatoire ferme peuvernt &tre employeesen geonetrie algorithmique. Nous
exposonsensuite une nouvelle technique permettant I'ecriture d'algorithmes morphologiquesef-
cace en imagerie binaire au moyen d'un codage de cortours sousforme de chanes et lacets.
Les algorithmes concerres sort entre autres I'erosion, la dilatation, la fonction distance, tant
dans le cas euclidien que geadesique, la fonction de propagation, en metrique hexagonaleet
dodecagonale e labeling, la reconstruction. .. Nous abordons aussiles mesuresmorphologiques
telles que variation diametrale, diametre de Ferret, perimetre, nombre d'Euler. .. L'emploi des
transformations estalorsillustr e par la resolution complete d'un problemeparticulier ensciences
desmateriaux ou nous discutons les qualites respectives d'une dizaine de solutions di erertes.
Enn, un essaide formalisation de I'emploi des transformations morphologiquesa abouti a
I'ecriture d'un systemede programmation automatique.

Mots cle :

Morphologie Math ematique, Analyse d'Images, Algorithmique, Codage de Contour, Primi-
tives Morphologiques, Geadesiques,Programmation Automatique.

From Morphological Algorithms to Articial Intelligence

The aim of this thesisis to examine someaspects of mathematical morphology from special
viewpoints. We rst showv how the notion of corvergenceof closed sets and that of random
closedsets can be usedin computational geometry Then we describe a hew technique which
allows us to write e cien t morphological algorithms for binary image processingby means of
boundary coding with chains and loops. We describe among others the following algorithms :
erosion, dilation, distance function (both in the Euclidean and the geadesic case), propagation
function, (in the hexagonaland dodecagonalmetrics), labeling, particle reconstruction, etc. We
also tackle morphological measuressud as diametrical variation, Ferret's diameter, perimeter,
Euler's number, etc. The use of these transformations is then illustrated by the complete res-
olution of one special problem in material scienceswhere we discussthe respective quality of
about ten dierent solutions. Finally, the attempt to formalize the use of the morphological
transformations led to an automatic programming systemin mathematical morphology.

Key Words :

Mathematical Morphology, Image Analysis, Algorithms, Boundary Coding, Morphological
Features, Geodesics,Automatic Programming.



