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2 In tro duction

Il faut imaginer V�enus turbulente,
au dessusdu bruit de la mer.

Michel Serres

Il n'est plus besoin de pr�esenter la morphologie math�ematique. De nombreux chercheurs
et industriels aussi bien en analyse d'images qu'en robotique utilisent sesprimitiv es. Nous ne
nous risqueronsdonc pas �a en d�elimiter formellement les fronti �eres.Pour nous, la morphologie
math�ematique sera\ce qui tourne autour desrelations ensemblistes suivantes" :

K � X ; K \ X 6= ; ; K � X c

o�u X repr�esente l'ensemble �a analyser { l'ob jet ou l'image { et K un ensemble analysant que
l'on appelle g�en�eralement \ �el�ement structurant". X est donc une donn�eed�ependant desmoyens
d'acquisition, donn�ee sur laquelle nous n'avons que peu d'action. Au contraire, nous sommes
mâ�tres du choix de K que nous ferons varier pour les besoinsde l'analyse. Notons au passage
que le choix de relations ensemblistes n'est pas anodin : d'embl�ee il �elimine de notre champ
d'investigations les techniques lin�eaires �a basede convolution. Certains y verront une analogie
avec le monde visuel : les signaux �emis par divers objets ne s'additionnent pas car un objet
opaqueocculte tout ce qui est derri�ere lui.

Deux cadresth�eoriquesont �et�e d�evelopp�espour rendre compte de cesrelations ensemblistes :

1. dansun espacelocalement compactet s�eparableE (espaceLCS), enutilisant explicitement
la topologiede E. On y �etudie en particulier la r�egularit�e desop�erateurs (continuit �e, semi-
continuit �e) ainsi que la notion d'ensemble ou de fonction al�eatoire. L'ouvrage de basesur
cette approche reste \Random setsand integral geometry" de G. Matheron [Mat75].

2. dans un treillis complet, en mettant en valeur les propri �et�es alg�ebriques des op�erateurs
telles que la commutation avec le sup ou la croissance.Cette approche a eu pour point de
d�epart l'article de G. Matheron \�lters and lattices" [Mat83], [Mat88b] et a abouti �a la
th�esede J. Serra \El �ements de th�eoriepour l'optique morphologique" [Ser86].Ce domaine
fait actuellement l'ob jet d'actives recherches.
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C'est pourtant la premi�ere approche que nous poursuivrons ici dans le cadre de l'espace
euclidien IRn . Nous construirons d'abord desoutils issusde la morphologie math�ematique, puis
nous montrerons comment s'en servir pour r�esoudredesprobl�emesd'analyse d'image.

Dans une premi�erepartie, nousexposeronsla construction d�esormaisclassiqued'une topolo-
gie sur l'ensemble des ferm�es de IRn ainsi que sa � -alg�ebre associ�ee (tribu bor�elienne). Nous
l'illustrerons par l'analyse de la convergenced'algorithmes fond�essur la triangulation de Delau-
nay et utilis �es en robotique pour repr�esenter des donn�eesissuesd'algorithmes de st�er�eoscopie
bi- et tri-no culaires. Les relations ensemblistes interviennent ici dans la d�e�nition des\v oisins"
d'un ensemble donn�e. En e�et la topologie utilis �eeest engendr�eepar les ouverts :

F K
G1 ;G2 ;:::;Gp

= f F ferm�es,F \ K = ; ; F \ Gi 6= ;g

o�u K est un compact et (Gi )
p
i=1 une famille �nie d'ouverts de IRn .

La secondepartie nous am�enera vers des domainesplus connus en morphologie math�ema-
tique : dilatation, �erosion.. . c'est �a dire la construction desprimitiv esmorphologiques.L�a encore,
le lien avec les relations ensemblistes est clair : le dilat �e de X par K est l'ensemble despositions
pour lesquellesK coupe l'ensemble X .

X � �K = f x; K x \ X 6= ;g

o�u K x est le translat�e de K au point x. Nous ne ferons pas ici une description exhaustive des
op�erateurs, mais nous les examineronssousun angle algorithmique original. Nous partirons de
l'id �eesimplequela fronti �eredu dilat �e d'un convexepar un cerclederayon r est la courbeparall�ele
�a distance r . Cette remarque nous permettra de construire une nouvelle classed'algorithmes
travaillant uniquement sur les fronti �eres des ensembles et par suite extrêmement rapides, en
particulier dans le casde transformations g�eod�esiques.

Nous irons plus loin dans l'exploitation de cette technique algorithmique au cours de la
troisi�eme partie, en montrant comment calculer la fonction de propagation, outil tr �es puissant,
mais peu employ�e puisque le seul algorithme connu �a ce jour est excessivement lent. La cor-
rection de l'algorithme nous permettra de mettre en �evidencecertaines notions concernant les
g�eod�esiquesdans IR2 muni de m�etriques issuesd'un polygone convexe sym�etrique d'in t�erieur
non vide.

La quatri �eme partie montre alors comment utiliser les op�erateurs morphologiques pour
r�esoudreun probl�eme r�eel d'analyse d'image. Notre but n'est pas de donner une solution au
probl�eme,mais de montrer comment on arrive �a dessolutions,quelssont lescrit �eresqu'ellesmet-
tent en jeu. Le pluriel est ici intentionnel { nousdonneronsune dizaine de solutions di� �erentes {
car nous voulons illustrer le fait qu'un probl�emepeut se r�esoudrede nombreusesmani�erestr �es
distinctes dansleur conception: la solution qui esthabituellement publi �een'est eng�en�eral qu'une
parmi d'autres.

Nous �nirons en cherchant �a mieux formaliser l'emploi desprimitiv esmorphologiques.Nous
verrons que l'on peut les organiser selon leur complexit�e parall�element �a leurs e�ets de plus
en plus s�electifs. Nous illustrerons cela par la description d'un syst�eme de programmation au-
tomatique, qui, �a partir d'une image et d'une question, fournit une suite de transformations
morphologiques,c'est-�a-dire un programme.
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Morphologie math �ematique et
g�eom�etrie combinatoire
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In tro duction

La morphologiemath�ematique est surtout connue en robotique par la dilatation et l' �erosion.
En e�et, si X repr�esente l'espacelibre dans lequel peut se mouvoir un robot K en translation
uniquement (donc en particulier sansrotation), l'ensemble repr�esentant lespositions ou cerobot
est �a l'in t�erieur de l'espacelibre est donn�e par l' �erod�e de X par K :

EK (X ) = X 	 �K = f x; K x � X g

o�u K x est le translat�e de K par le vecteur ~x et �K est le sym�etrique de K par rapport �a l'origine
de l'espace.L'ensemble despoints que le robot atteindra est donn�e par l'ouverture de X par K :

(X )K = (X 	 �K ) � K =
[

f K x ; K x � X g

o�u � est l'addition de Minkowski :

A � B = f a + b; a 2 A et b 2 B g = f x; �Bx \ A 6= ;g

A l'aide d'outils de la g�eom�etrie informatique, desalgorithmes ont �et�e d�evelopp�es pour cal-
culer de mani�ere e�cace l' �erod�e o�u l'ouvert dans le cas ou X est un polygone (ou poly�edre)
ou un ensemble limit �e par des segments et des arcs de cercle [LPW79]. Cet aspect des choses
�echappe alors largement �a la morphologie math�ematique dont le but est plut ôt d'examiner les
propri �et�esdesop�erateurs fond�essur desrelations du type K \ X 6= ; ou K � X .

Dans ce chapitre, nous exposeronsd'abord la topologie que fournit la morphologie math�e-
matique sur l'ensemble des ferm�es de IRn et l'illustrerons par l' �etude de la convergencevers le
squeletted'une forme de l'ensemble descentres desboulescirconscritesaux simplexes(boulesde
Delaunay) dans la triangulation de Delaunay. Puis nous passeronsau cadre al�eatoire associ�e et
l'illustrerons par des�el�ements de calcul de complexit�e dans le casmoyen d'algorithmes utilisant
destechniques de d�ecompositions en cellules(\buc keting techniques" en anglais).

0Ce chapitre est paru dans les actes des Journ�ees G�eom�etrie et Robotique, LAAS/CNRS { Toulouse, 26{
28 Mai 1988, Ed : J.D. Boissonnat et J.P. Laumond.
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Chapitre 1

La top ologie en tout ou rien

L'un des outils les plus communs lorsque l'on cherche �a �evaluer la di� �erenceentre deux
formesest la distance de Hausdor�. La distance entre K et K 0 est d�e�nie commesuit :

%(K ; K 0) = max

(

sup
x2 K

d(x; K 0); sup
x2 K 0

d(x; K )

)

= inf
�
"; K � K 0 � B " ; K 0 � K � B "

	

o�u B " est la boule ferm�eede rayon ". Cependant, cette distance n'est d�e�nie que sur l'ensemble
descompactsnon vides de IRn . Celui-ci, muni de la distance de Hausdor� n'est pas compact et
ne permet pas de traiter les cas limites o�u l'on aimerait qu'une suite de compacts \converge"
vers un demi-plan par exemple.

Nous proposonsde montrer comment il est possiblede pourvoir l'ensemble desferm�esde IRn

d'une topologie n'ayant pas les d�efauts que nous venonsd'�evoquer, de laquelle nous d�eduirons
une � -alg�ebreau paragraphe2 en vue de manipuler desferm�esal�eatoires.Danslesparagraphes1
et 2, nous suivrons la d�emarche de G. Matheron [Mat75]. Nous ometterons syst�ematiquement
les d�emonstrations pour nous concentrer sur les outils ainsi d�evelopp�es. Au contraire, lors de
leur utilisation, nous donneronsdes�el�ements de d�emonstration.

1.1 D�e�nition d'une top ologie sur l'ensem ble des ferm �es de IRn

Notons F (IRn ) ou F quand il n'y a pas d'ambigu•�t �e l'ensemble des ferm�es topologiquesde
IRn muni de sa topologie habituelle et K(IRn ) ou K celui des compacts. Nous avons vu que la
morphologie math�ematique reposait sur des relations du type K � X et K \ X 6= ; . Il est
possiblede construire une topologie T �a partir de cesderni�eres.

D �e�nition 1.1

On appelle topologie en tout ou rien sur F la topologie engendr�ee par les ensembles

F K
G1 ;:::;Gp

= f F 2 F ; F \ K = ; et F \ Gi 6= ;g

o�u p 2 IN, K 2 K est compact et (Gi )
p
i=1 est une famil le d'ouverts de IRn
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Pourquoi un seul compact ? Simplement parce que

K 1 \ X = ; et K 2 \ X = ; ) (K 1 [ K 2) \ X = ;

ce qui montre qu'il est inutile de consid�erer plusieurs compactssimultan�ement.

Sousceshypoth�eses:

Th �eor �eme 1.2
(F ; T ) est compact, s�epar�e et s�eparable (i.e. T admet une based�enombrable).

La propri �et�e de compacit�e qui nousservira par la suite peut setraduire de la fa�con suivante :
toute suite de ferm�esadmet au moins une valeur d'adh�erence.

Illustrons ce point qui peut parâ�tre paradoxal au premier abord : IRn n'est pas compact,
alors que F l'est ! Soit (x i ) i 2 IN une suite de points de IRn qui diverge �a l'in�ni x i ! 1 . Alors
(f x i g) i 2 IN est une suite de ferm�esqui convergevers ; .

Comme la topologie T est s�eparable, il est possiblede nous restreindre �a l' �etude dessuites.
Le th�eor�emefondamental suivant donneune interpr�etation plus physiquede T �a l'aide de suites
de points de IRn .

Th �eor �eme 1.3

Une suite (Fi ) i 2 IN de ferm�esconvergevers F si et seulementsi on a simultan�ement :

Crit �ere 1 : 8x 2 F; 9x i 2 Fi �a partir d'un certain rang, x i ! x.

Crit �ere 2 : Soient une sous-suiteextraite (F i k ) i k 2 N de (Fi ) i 2 IN et x i k 2 Fi k . Alors
x i k ! x ) x 2 F .

On peut en d�eduire facilement les points suivants :

1. L'application [ : F � F ! F est continue,

2. Si (Fi ) i 2 IN est une suite d�ecroissante de ferm�es,alors lim F i = \ Fi ,

3. Si (Fi ) i 2 IN est une suite croissante de ferm�es,alors lim F i = [ Fi ,

4. L'addition de Minkowski � de deux ferm�es n'�etant pas n�ecessairement un ferm�e nous ne
pouvons rien dire pour l'instant.

Malheureusement, l'in tersection \ : F � F ! F n'est pas continue ce qui nous pousse�a
examiner plus en d�etail les notions de limite sup�erieure et inf�erieure ainsi que celle de semi-
continuit �e.

Lescrit �eres1 et 2 du th�eor�eme1.3 permettent de d�e�nir deux ferm�esqui sont respectivement
l'in tersection et l'union de toutes les valeurs d'adh�erencede la suite (F i ) i 2 IN .
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D �e�nition 1.4
Soit (Fi ) i 2 IN une suite de ferm�es. On appelle

1. limite inf �erieure de (F i ) i 2 IN l'ensemblede toutes les limites de suites de points
x i 2 Fi . C'est le plus grand ferm�e qui v�eri�e le crit �ere 1.

2. limite sup�erieure de (F i ) i 2 IN l'ensemble de toutes les valeurs d'adh�erence de
suites de points x i 2 Fi . C'est le plus petit ferm�e qui v�eri�e le crit �ere 2.

En particulier :
Fi ! F ( ) lim supFi = lim inf Fi :

La semi-continuit �e s'en d�eduit commedans le casdesfonctions r�eellesde variable r�eelle :

D �e�nition 1.5
Soit 
 un espace topologique s�eparable et  : 
 ! F .

1.  est semi-continue sup�erieure en ! 2 
 si et seulementsi
8 ! i ! ! ; lim sup (! i ) �  (! ).

2.  est semi-continue inf �erieure en ! 2 
 si et seulementsi
8 ! i ! ! ; lim inf  (! i ) �  (! ).

Avec cesd�e�nitions,

1. l'application \ : F � F ! F est semi-continue sup�erieure,

2. l'application qui �a F associe sa fronti �ere @F est semi-continue inf�erieure,

3. l'inclusion passe�a la limite : (8i; F i � F 0
i ) ) lim supFi � lim inf F 0

i .

1.2 Relations entre la top ologie en tout ou rien et celle d�eduite
de la distance de Hausdor�

Examinons �a pr�esent cequi sepassesur l'espaceK 0 = K nf;g descompactsnon vides quand
on le munit de la topologie induite par T . Elle ne co•�ncide pas avec celle induite par la distance
de Hausdor�.

D �e�nition 1.6
On appelle topologie myope sur K la topologie engendr�ee par les ensembles

KF
G1 ;:::;Gp

= f K 2 K; K \ F = ; et K \ Gi 6= ;g

o�u p 2 IN, F 2 F est ferm�e et (Gi )
p
i=1 une famil le d'ouverts de IRn

Cette topologie co•�ncide sur K 0 avec celle induite par la distance de Hausdor�.
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Prop osition 1.7
La topologie myope est strictement plus �ne que celle induite par T sur K 0.

Pr�ecisonsle lien entre la convergencepour T et celle pour la topologie myope dans K 0 :

Prop osition 1.8
Une suite de compacts (K i ) i 2 IN converge pour la topologie myope si et seulementsi :

1. (K i ) i 2 IN converge dans F au sensde T .

2. Tous les K i sont contenus dans un compact �xe.

Remarque : le terme de topologie myope s'explique alors de lui-même, puisqu'une suite de
compacts ne peut converger dans ce sensque si aucun de sespoints ne \s'en va" �a l'in�ni : la
topologie myope est incapable de les prendre en compte. En reprenant l'exemple d'une suite
(x i ) i 2 IN de points divergeant vers l'in�ni, (f x i g) i 2 IN convergevers ; dans F et ne converge pas
dans K.

En munissant F de T et K de la topologie myope, nous pouvons �enoncer:

� l'addition de Minkowski, F � K ! F et K � K ! K est continue,

� l'homoth�etie IR+ � � F ! F et IR+ � � K ! K est continue,

� l' �erosion,F � K ! F et K � K ! K est semi-continue inf�erieurement,

� l'enveloppe convexe, K ! K est continue, l'enveloppe convexe ferm�eeF ! F s.c.i,

� l'espacedesconvexesde F est ferm�e dans F , celui desconvexesde K est ferm�e dans K.

1.3 Application : relations entre le squelette et la triangulation
de Delauna y

Donnons nous un objet X de IRn , que nous supposeronscompact, dont la fronti �ere est une
surfaceou une union de surfacesC3 (X n'est pas n�ecessairement simplement connexe,ni même
connexe).Cet objet id�eal ne nous est connu que par un certain nombre de points de mesuresur
sa surface.Lorsque les points sont su�sammen t densessur la surface,les centres dessph�eresde
Delaunay associ�eesaux simplexesque fournit la triangulation de Delaunay de cespoints donne
une bonne approximation du squelette de X (voir �gure 1.1). Nous allons montrer comment
donner un senspr�ecisau mot \approximation" et quel type de convergenceon peut attendre si
l'on fait augmenter ind�e�niment la densit�e de points sur la surfacede l'ob jet.

Avant tout, d�e�nissons quelquesnotions que nous emploieronsdans toute cette section :
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Figure 1.1 : Approximation du squelette par la triangulation de Delau-
nay.
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D �e�nition 1.9
On appelle ensemblede points de densit�e " sur X tout ensembleP = (pi )

q
i=1 de points

de @X v�eri�ant :
8x 2 @X ; 9i 2 [1; q]; pi 2 B (x; " )

o�u B (x; " ) est la boule ferm�ee de centre x et de rayon ".

Cette d�e�nition montre comment nous nous proposonsd'�echantillonner aussi �nement que
l'on veut la surfacede X .

D �e�nition 1.10
Le squelette int �erieur de X , que nous noterons Sqint (X ), est l'adh�erence de
Bmax int (X ), lieu des centres des boules maximales incluses dans X . En d'autres
termes :

Bmax int (X ) = f x; 9r x ; B (x; r x ) � B (x0; r 0) � X ) x0 = x; r 0 = r xg

Sqint (X ) = Bmax int (X )

Le squeletteext�erieur Sqext (X ) se d�e�nit de mani�ere analogue �a l'aide des boules
maximales inclusesdans X c

Le squelettede X , not�e Sq(X ) est alors l'union de son squelette int �erieur et de
son squelette ext�erieur. De fa�con analogue, nous noterons B max (X ) l'union de
Bmax int (X ) et de Bmax ext (X ).

La triangulation de Delaunay est bien connue et nous ne la red�e�nirons pas ici [PS85]
[BFBM88]. Il nous su�ra de savoir qu'elle d�ecompose l'enveloppe convexe d'un ensemble de
points en simplexesd'in t�erieur disjoint. Une de sespropri �et�es carat�eristiques est que la boule
circonscrite �a tout simplexe,qui est appel�eesph�ere de Delaunay, ne contient aucun autre point
de l'ensemble de d�epart dans son int�erieur.

L' �etude de la convergencede boulesferm�eesdans F reposesur la proposition suivante :

Prop osition 1.11
Soit (D i = B (x i ; r i )) i 2 IN une suite convergeante de boulesdans F .

1. x i ! x et r i ! r ( ) D i ! B (x; r ) dans K donc aussi dans F .

2. Sinon (D i ) converge vers une boule g�en�eralis�ee, i.e. soit l'ensemblevide, soit
un demi-espace ferm�e, soit IRn tout entier.

Notations :
Pour �etudier les probl�emesde convergence,nous allons nous donner une suite d'ensembles

de points (Pi ) i 2 IN de plus en plus densessur X . Nous supposeronsque Pi est de densit�e " i ! 0.
NousnoteronsX i l'ensemble descentres dessph�eresde Delaunay associ�ees�a la triangulation

de Pi .
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Points de mesure

Disque de Delaunay

Disque maximal

Figure 1.2 : Cercle de Delaunay approximant un cerclemaximal.

Nous supposeronsen�n que @X est une surfaceC3.
Sousceshypoth�eses,nous allons montrer que X i ! Sq(X ) = Bmax (X ).

1.3.1 Convergence des centres des sph�eres de Delauna y vers le squelette

De fa�con heuristique, soit D = B (x; r ) une boule associ�ee �a un simplexede la triangulation
de Pi . Alors B (x; r � " i ) est incluse dans X ou X c tout enti �ere, par d�e�nition d'un ensemble de
points de densit�e " i . Si " i est petit D est \presque maximale" dansX ou X c et donc approxime
une boule maximale (voir �gure 1.2).

De fa�con plus pr�ecise,nous �etudions d'abord les limites possiblesde centres de sph�eresde
Delaunay, puis en quel sensa lieu la convergencede l'ensemble des centres de ces sph�eres et
nous montrerons en�n sousquelleshypoth�eses,tout le squeletteest bien atteint.

Montrons que toute suite convergeante de centres de sph�eresde Delaunay converge vers le
centre d'une boule maximale, c'est �a dire un point du squelette.

Prop osition 1.12

Soit (D i ) i 2 IN une suite de sph�eres de Delaunay o�u D i est associ�ee �a un simplexede
la triangulation de Pi . Si D est une valeur d'adh�erence de D i , alors D est maximal
dans X ou X c.
En d'autres termes :

lim sup
i !1

X i � Bmax (X ):

D�emonstration : Soit donc une suite extraite D i k ! D . Comme D i = B (x i ; r i ) est une sph�ere
de Delaunay, et que Pi est un ensemble de points de @X de densit�e " i , la boule B (x i ; r i � " i )
ne rencontre pas la fronti �ere de X . Elle est donc incluse dans X ou X c. Quitte �a extraire une
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sous-suite,nous pourrons suppposerque B (x i k ; r i k � " i k ) sont tous en mêmetemps dans X ou
tous dans X c. Comme B (x i k ; r i k � " i k ) ! D et que l'inclusion passe�a la limite, D � X ou
D � X c. Supposonspar exempleD � X (l'autre casse traite de mani�ere analogue),et soit D 0

tel que D � D 0 � X . Nous allons montrer que D = D 0, ce qui prouvera que D est maximale.
Notons (a0

i k
; : : : ; an

i k
) les sommetsdu simplexe auquel D i k est circonscrit. Quitte �a extraire

encoreune sous-suite,nous pouvons supposer que cesn + 1 suites convergent vers a0; : : : ; an

respectivement. Toutes ces limites sont des points de la fronti �ere de X et appartiennent �a D
(voir les crit �eres1 et 2 du th�eor�eme de convergencedesferm�es).

� Supposonsquedeux de ceslimites soient di� �erentes. Commecespoints sont sur la fronti �ere
de D et D 0 (car cesboulessont inclusesdans X ), et que D � D 0, on a D = D 0, et D est
donc maximal dans X .

� Supposons�a pr�esent que toutes ceslimites soient �egales�a a. Pla�consnousd'abord dans le
plan. D est le cerclelimite du cerclecirconscrit �a trois points convergeant vers un point a.
D est donc osculateur �a la fronti �ere (c'est ici qu'il faut supposer@X de classeC 3). Alors
D � X estmaximal dansX . DansIRn , la d�emonstration estun peuplus d�elicate : orientons
la surfaceselon la normale int�erieure et soient (c1; : : : ; cn ) les courburesprincipales en a,
class�eespar ordre croissant. Le rayon de D v�eri�e 1

cn
� r � 1

c1
, car D est sph�ere limite de

la sph�ere circonscrite �a n + 1 points convergeant en a. Comme D � X , on a r = 1
cn

. Or le
rayon de la sph�ere maximale incluse dans X et contenant a vaut au plus 1

cn
, d'o�u D est

maximal.

Ceci ach�eve la d�emonstration

Que sepasse-t-il si nous supposonsla fronti �ere de X moins r�eguli�ere ?

1. Si X est limit �e par une courbe C1 par morceaux, despathologiespeuvent apparâ�tre au
niveau despoints de rebroussement (voir �gure 1.3).

2. Si X est un poly�edre la proposition reste v�eri� �ee.

Apr �esavoir montr �e par la proposition pr�ec�edente une sorte de convergencesimple, montrons
qu'en fait, sur tout compact, cette convergencea lieu uniform�ement.

Prop osition 1.13
Soit K un compact.

8" 2 IR+ � ; 9n0 2 IN; 8i > n0; K \ X i � Bmax (X ) � B (0; " )

c'est �a dire que tous les centres qui sont dans K sont �a une distance au plus " de
Bmax si la discr�etisation Pi est assez�ne.

D�emonstration : Supposonsque la propri �et�e ne soit pas v�eri� �ee.Soit " > 0 et D i k = B (x i k ; r i k )
(sph�erede Delaunay associ�ee�a un simplexede la triangulation de Pi k ) une suite de sph�erestelle
que d(x i k ; Bmax (X )) > " pour tout k. Quitte �a extraire une sous-suite,on peut supposer que
D i k ! D = B (x; r ) dans F , puisqueF est compact. Deux cassont possibles:
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pi

qi

a

ci c

c est valeur d'adh�erence
quand pi ! a et qi ! a
de fa�con que ci ! c 62Sq(X )

@X

Points de mesure

Figure 1.3 : Exemplede limite decentres decerclesdeDelaunay qui n'est
pas un point du squelette.

� D estuneboulevraie : il y a alors convergencedansK. D'apr�esla proposition pr�ec�edente, x
est centre d'une boule maximale, donc appartient au squelette.Or x i k ! x, x 2 Bmax (X )
et d(x i k ; Sq(X )) > " > 0. Il y a contradiction.

� D est une boule g�en�eralis�ee : D ne peut être l'espaceentier car X est non vide, ni le vide
car D contient au moins un point de @X . Donc D est un demi-espaceferm�e inclus dans
X c. Donc x i k divergevers l'in�ni, ce qui est en contradiction avec le fait que x i k 2 K

Pour l'instant, nous ne savons rien sur lim inf X i , c'est �a dire si v�eritablement tout point
du squelette peut e�ectiv ement être atteint au moyen descentres dessph�eresde Delaunay. La
r�eponseest ici encorepositive si l'on supposeC2 la surface@X .

Prop osition 1.14

lim inf
i !1

X i � Bmax (X ):

D�emonstration : Soit D = B (x; r ) une boule maximale de X ou X c. Notons A = D \ @X

l'ensemble des\p oints d'appui" de D sur la fronti �erede X .
�
D, int�erieur de D , ne contient aucun

point de Pi . Soit donc
�
D i =

�
B (x i ; r i ), boule maximale dans IRn n Pi , A � D � D i . On peut

alors trouver D 0
i , sph�ere de Delaunay associ�ee �a la triangulation de Pi , s'appuyant sur D i \ Pi

et contenant le centre de D i (Nous ne d�emontrerons par ici ce lemme. Le princip e est de faire
augmenter le rayon de D i jusqu'�a ce que au moins n + 1 points soient sur sa surface comme
l'illustre la �gure 1.4).



18 Chapitre 1 : La top ologie en tout ou rien

Points de mesurex0
i

x i

Disque de Delaunay

Disque maximal dans IR2 n Pi

Figure 1.4 : Transformation d'un cerclemaximal de IRn nPi en cerclede
Delaunay.

D i 	 B (0; " i ) ne contient pas de point de Pi car D i est maximale dans IRn n Pi et Pi est
de densit�e " i . Soit D0 une valeur d'adh�erencede D i . Alors A � D � D0 � X ou X c. Comme
D est maximale, D = D0 est la seulevaleur d'adh�erencede D i . Donc D i ! D . La suite (x i )
des centres de (D i ) converge donc vers x, centre de D. Comme x i 2 D 0

i , x 2 D 0, une valeur
d'adh�erencede (D 0

i ) (qui existe bien car F est compact). D 0 est une boule maximale puisque
limite de boulesde Delaunay.

Si la surface @X est C1, il n'y a que deux boules maximales qui s'appuient en a 2 A, o�u
A = D \ @X , l'une D int int�erieure �a X , l'autre D ext dans X c, toutes les deux de rayon non nul
si la surface@X est C2. Comme A � D 0, D 0 est l'une desdeux boulesD ext et D int . D 0 est celle
qui contient x, c'est �a dire aussiD . Donc toute valeur d'adh�erencede D 0

i est D , i.e. D 0
i ! D , ce

qui ach�eve la d�emonstration

Remarque : Dans le cas d'une courbe C1 par morceaux, donc d'un polygone, ce r�esultat
peut être faux, commele montre l'exemple de la �gure 1.5 o�u deux anglesrentrants sefont face.
Le segment du squeletteentre a et b n'est jamais atteint, si l'on supposeque les points p1 et p2

sont dans Pi pour tout i .

L'ensemble despropositions quenousavonsmontr �eespermet d'�enoncerle th�eor�emecentral :

Th �eor �eme 1.15
L'ensemble X i des centres des sph�eres de Delaunay associ�ees �a la triangulation de
Pi converge au sensde la topologie des ferm�es T vers le squelettede X .

D�emonstration : nous avons vu que

lim supX i � Bmax (X ) � lim inf X i
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p1

p2

a b Sq(X )

Portion de Sq(X )
non atteinte@X

Figure 1.5 : Exemple de polygoneo�u certains points du squelettene sont
pasatteints par deslimites decentres decerclesdeDelaunay.

Donc lim X i = Bmax (X ). Ceci prouve aussique Bmax (X ) est ferm�e, c'est �a dire que Bmax (X ) =
Sq(x), dans le caso�u @X est C3.

1.3.2 Vitesse de convergence

Bien que la convergencevers le squelettesoit uniforme sur tout compact, celane prouve pas
que cette convergencesoit rapide.

Nous allons apporter quelques �el�ements de r�eponse dans le plan, en montrant que c'est
seulement au niveaudespoints terminaux o�u cette convergencepeut être tr �eslente. Pour ne pas
alourdir le texte, nous ne donneronspas les d�etails descalculs.

Prop osition 1.16
Soit X l'ensembleplan, intersection du sur-graphede la fonction f (x) = x 2(1�

p
jxj)

et du carr �e centr�e �a l'origine de côt�e L >> 1. Alors le point terminal (0; 0) est atteint
en O(

p
" i ) (voir �gur e 1.6).

Il est donc possiblequ'un point terminal soit atteint \len tement".

Remarque: si f est C3, alors la convergenceest k f (3)

f (2) " i o�u k est une constante ind�ependante de
f .
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Branche de Sq(X )

X

(0; 0)

f (x) = r x2(1 �
p

x)

Figure 1.6 : Exemple d'extr �emit�e atteinte lentement.

Prop osition 1.17
Soit D = B (x; r ) une boule maximal de X ou X c, rencontrant la fronti�ere de X en
deuxpoints distincts a et b. Soit � l'angle d(a; x; b). Soit D i = B (x i ; r i ) ! D une suite
de cercles de Delaunay associ�es �a la triangulation de Pi . Alors :

d(x i ; x) < k �
cos�

1 � cos�
� " i

o�u k est une constante ind�ependante de X .

Cette proposition montre qu'en fait la convergencevers le squelette est, en dehors d'un
voisinagedesextr�emit�eset de l'in�ni, lin�eairepar rapport �a " i , car � n'est nul qu'aux extr�emit�es
et �a l'in�ni.

1.3.3 Forme du squelette

En nous restreignant au plan IR2, si @X est assezr�eguli�ere, le squelette de X est en fait un
graphe planaire localement �ni (pour une �etude d�etaill�ee de cespropri �et�es, voir [CR67]). Nous
avons vu la convergencede X i au sensdesferm�es.Cela n'implique pasque lesdiversesbranches
du squelette soient respect�ees.Nous allons montrer que les points multiples sont e�ectiv ement
respect�es.

@X est un lacet C3 ou une union de lacets C3. Les points de Pi peuvent être ordonn�es sur
chaque lacet de @selonleur abscissecurviligne. Il est donc possiblede parler \du polygone" ou
\des polygones" composant Pi .

Comment d�e�nir un point triple sur X i ? Pour cela posons:
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D �e�nition 1.18
Soient x i

1 et x i
2 deux points de X i . Nous dirons quex i

1 et x i
2 sont voisins si et seule-

ment si les triangles, ayant pour centre de leur cercle circonscrit ces points, sont
adjacents selon une arête qui n'est pas une arête du polygonePi .

D �e�nition 1.19
x i

1 est un point triple si et seulements'il a trois voisins.

Remarque: Nous n'�etudierons ici que le casdespoints triples, qui repr�esentent les seulessingu-
larit �es (avec les points extr�emaux) stablesdu squelette. Nous supposeronsdonc que pour tout
i , quatre points de Pi ne sont jamais cocycliques.Une fa�con de tourner cette di�cult �e, lorsque
plus de quatre points sont cocycliques,est de trianguler cespoints d'une mani�erequelconquear-
bitraire. Les centres descerclesde Delaunay associ�esaux divers simplexessont alors identiques,
et les d�e�nitions pr�ec�edentes peuvent encores'appliquer en supposant que X i est un ensemble
dont les �el�ements peuvent apparâ�tre plusieurs fois.

Prop osition 1.20
Soit x un point triple du squelettede X . Pour i assezgrand, il existe une suite de
cercles de Delaunay D i = B (x i ; r i ) telle que tous les x i soient des points triples et
x i ! x.

D�emonstration : Soit D = B (x; r ) la boulemaximaledont le centre x estpoint triple du squelette.
Cette boule touche la fronti �ere de X en au moins trois points distincts (a;b;c), car x est triple.
Soit d un point int�erieur au triangle (a;b;c). A partir d'un certain rang, d appartient �a l'enveloppe
convexe de Pi , car l'enveloppe convexe est continue sur K. Pour tout i , soit t i un triangle de
Delaunay contenant d (d peut être sur la fronti �ere de t i ). Soit t une valeur d'adh�erencede t i et
t i k ! t . Soient (ai ; bi ; ci ) les trois sommetsde t i . Quitte �a extraire une sous-suitede t i k , nous
supposeronsque ai k , bi k et ci k convergent vers a0, b0 et c0 respectivement et que D i k , cercle de
Delaunay associ�e �a t i k converge vers D 0. Alors d 2 t = (a0; b0; c0) et t est le triangle (a;b;c). Or
D 0 est un cerclemaximal qui s'appuie sur a, b et c, d'o�u D = D 0. Comme le triangle (a;b;c) est
la seulevaleur d'adh�erencepossiblede t i , t i ! t . t n'est pas un triangle d�eg�en�er�e, donc on peut
supposer,en permutant si besoinai , bi et ci , ai ! a, bi ! b et ci ! c et D i ! D .

A partir d'un certain rang, les distancesd(a;b), d(b;c) et d(c;a) sont toutes sup�erieures �a
3 � " i . Alors d(ai ; bi ), d(bi ; ci ) et d(ci ; ai ) sont sup�erieures�a " i . Donc les trois côt�esdu triangle t i

ne sont plus desarêtesdu polygonePi , et le point x i admet exactement trois voisins

Lorsque le squelette de X se pr�esente comme une union d'arcs et poss�ede un nombre �ni
de points terminaux et de points triples, la proposition pr�ecedente est une premi�ere �etape pour
montrer que, pour une approximation su�sammen t �ne de @X par Pi , le squelette d�eduit de
la triangulation de Delaunay en joignant les centres descerclesde Delaunay voisins a la même
forme que le squelettede l'ob jet X (mêmetopologie au sensdesgraphesplanaires).

En r�esum�e, la triangulation de Delaunay d'un ensemble de points de mesuresur la surface
d'un objet fournit un moyen e�cace d'estimer le squelette de cet objet, ainsi que sa structure.
Cependant l'hypoth�esefondamentale est la r�egularit�e de la surface�echantillonn �ee: C 3 et mod�ele
r�egulier. Cette hypoth�eseest-elleraisonnablepour le monde qui nous entoure ?
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Chapitre 2

Ensembles ferm �es al�eatoires

Cette section est motiv�ee par l' �etude d'algorithmes de bucketisation, comme le montre par
exemple[BFBM88]. Souvent il est n�ecessairede tester toutes les intersectionsdesobjets d'une
classeavec ceux d'une autre. Cette op�eration côute cher et la technique des buckets consiste
�a acc�el�erer ces algorithmes de la mani�ere suivante : l'espace est d�ecoup�e en zonescontigu•es
(buckets) souvent parall�el�epip�ediques et l'on associe �a chaque zone la liste des objets qui la
traversent. Or si deux objets s'intersectent, celasepassedans l'une de ceszonesau moins. Ainsi
donc, on peut travailler zonepar zoneen esp�erant que chacunene contiendra que peu d'objets.

Dans le cas le pire, rien n'a �et�e gagn�e, puisque tous les objets peuvent s'intersecter dans
une seule zone. Cependant, ce cas est rare, ce qui motive une analyse en moyenne, c'est-�a-
dire le calcul d'une probabilit �e. Pour cela, les objets sont assimil�es �a un ensemble al�eatoire
X et nous allons �evaluer la probabilit �e d'in tersection de X avec un bucket d�eterministe B :
P(f X 2 F ; B \ X 6= ;g ). Malheureusement, en g�en�eral, un tel ensemble n'est pas mesurable
au sensdes processusstochastiques1. Nous allons d'abord exposer la � -alg�ebre que fournit la
morphologie math�ematique puis montrerons comment l'employer.

2.1 D�e�nition d'une � -alg�ebre et le th �eor�eme de Cho quet

Lorsque l'on disposed'une topologie sur un ensemble, il est possiblede lui associer une � -
alg�ebre \naturelle", celle engendr�ee par les ouverts (tribu bor�elienne). Dans le cas de (F ; T ),
cette � -alg�ebre, que nous noterons � f , est engendr�eepar la classedesF K seuleou celle desFG

seule,car si K i " G, alors FK i " FG ; de fa�con analogue,si (Gi ) i 2 IN est un syst�emede voisinages
ouverts de K et si Gi # K alors FG i # FK . Donc, pour K compact �x �e, f X ; K � X cg est un
�el�ement de � f , c'est-�a-dire un �ev�enement et l'on pourra parler de sa probabilit �e.

D �e�nition 2.1
On appelle ferm�e al�eatoire ou RACS (pour Random Closed Set) le triplet (F ; � f ; P)
o�u P est une probabilit �e sur l'espace mesurable (F ; � f )

1C'est le cas en particulier si B n'est pas d�enombrable. Cependant, on peut souvent param�etrer X au moyen
d'un nombre �ni de param�etres et on est alors ramen�e �a calculer des probabilit �es dans IRn . Nous proposonsde
sauter le pas, et ce pour �eviter de mettre en �evidencedans chaque cas cesparam�etres.
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L'existence de telles probabilit �es est assur�ee par la compacit�e de F et nous en verrons
d'ailleurs un exemplenon trivial par la suite.

Comme� f est la tribu bor�elienne,toutes lesapplications continuesou mêmessemi-continues
A ! F (o�u A est un espacetopologique muni de sa tribu bor�elienne) sont mesurableset
d�e�nissent donc des variables al�eatoires. Ainsi nous avons le droit de parler de l'union, de
l'in tersection de deux ferm�es al�eatoires ou du dilat �e, de l'ouvert d'un ferm�e al�eatoire par un
compact d�eterministe.

De même qu'une variable al�eatoire r�eelle est enti �erement d�etermin�ee par la donn�ee de sa
fonction de r�epartition, il est possiblede mettre en �evidenceune notion similaire dans le casdes
RACS : c'est le c�el�ebre th�eor�emede Choquet [Cho54].

Th �eor �eme 2.2
[Th�eor�eme de Choquet] Soit T : K ! IR une fonctionnelle. Il existe une unique
probabilit �e P sur � f telle queP(FK ) = P(f X ; X \ K 6= ;g ) = T(K ) si et seulementsi
T est une capacit�e de Choquet altern�eed'ordre in�ni telle queT(; ) = 0 et 0 � T � 1.

Nous n'expliciterons pas la notion de capacit�e de Choquet car cela est inutile pour notre
propos. Il su�t de savoir qu'il s'agit de conditions sur T analoguesaux propri �et�esde croissance
et de continuit �e �a droite d'une fonction r�eellepour être la fonction de r�epartition d'une variable
al�eatoire.

Ainsi donc, pour caract�eriser un RACS, il noussu�ra de connâ�tre sa fonctionnelle T(K ) =
P(f X ; X \ K 6= ;g ).

2.2 Relations avec la notion de loi spatiale

Comment sesitue la � -alg�ebre � f par rapport �a celleque l'on utilise en th�eoriedesprocessus
stochastiques(i.e. en traitement du signal) ? Si X est un RACS, on peut consid�erer X comme
une fonction al�eatoire f X par le biais de sa fonction indicatrice : f X (x) = 1 , x 2 X . � f nous
permet d'�evaluer des�ev�enements du type

f X ; K 1 � X c et K 2 � X g = f f X ; f X (x) = 0 pour x 2 K 1 et f X (x) = 1 pour x 2 K 2g

En th�eorie desprocessusstochastiques,seulslesensembles o�u K 1 et K 2 sont d�enombrables sont
mesurables,ce qui interdit d'�etudier f X sur une boule voisinagede son centre.

Examinons plus en d�etail ce point. Pour cela, pla�cons-nousdans un cadre commun, celui
des fonctions IRn ! IR. Montrons d'abord comment passer des fonctions aux ensembles et
r�eciproquement.
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D �e�nition 2.3
Soit f : IRn ! IR une fonction semi-continue sup�erieure. On appelle sous-graphede
f l'ensembleferm�e de IRn+1

SG(f ) = f (x; t) 2 IRn � IR; f (x) � tg [ f (x; �1 ); x 2 IRng:

Il faut noter que c'est pr�ecis�ement parce que f est semi-continue sup�erieure que SG(f ) est
ferm�e. R�eciproquement, notons C l'ensemble desferm�esF de IRn+1 v�eri�an t :

(x; t) 2 F =) (x; t0) 2 F pour t0 < t

ainsi que (x; �1 ) 2 F . Alors la fonction f (x) = supf t; (x; t) 2 F g est semi-continue sup�erieure.
Il y a donc bijection entre l'espace� f les fonctions semi-continues sup�erieureset les ferm�es de
C � F .

Prop osition 2.4
C muni de la topologie induite par T est compact.

Nous pouvonsdonc reprendre tout ceque nousavons pr�esent�e dans le nouveaucadrede � f ,
ce qui nous permet de d�e�nir la notion de fonction al�eatoire s.c.s.,la � -alg�ebre qui nous occupe
�etant engendr�eepar les �ev�enements de la forme :

f f 2 � f ; supf f (x); x 2 K g � tg

o�u K parcourt l'ensemble descompacts.

Dans le cas des processusstochastiques, (o�u les fonctions al�eatoires ne sont pas forc�ement
s.c.s.), seuls les �ev�enements o�u K est compos�e d'un nombre d�enombrable de points sont
mesurables,du fait du proc�ed�e de construction d'une � -alg�ebre sur un produit quelconque
d'espacesmesurables.

Donnons nous une loi spatiale, c'est-�a-dire une famille de fonctions de r�epartition

Fx1 ;:::;x p (u1; : : : ; up) : IRp � IRp ! [0; 1]

ce qui revient �a sedonner la fonctionnelle T(K ) cf. th�eor�eme2.2 pour K d�enombrable.

Prop osition 2.5
Il existe plusieurs fonctions al�eatoires s.c.s. (� f ; � f ; P) telles que :

8 p; (x i )
p
i=1 ; (ui )

p
i=1 ; P(f (x1) < u1; : : : ; f (xp) < up) = Fx1 ;:::;x p (u1; : : : ; up):

Une de ces fonctions, n�ecessairement unique est s�eparable, i.e. il existe une partie
densedans IRn telle que

f (x) = lim sup
y! x;y 2 D

f (y):
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En raisonnant sur les ensembles, la s�eparabilit�e s'exprime par SG(f ) = SG(f ) \ (D � IR) o�u
SG(f ) est le sous-graphede f (voir [Mat69] P 46 et [Mat75] P 43).

En somme, �a l'aide de la � -alg�ebre � f , la loi spatiale (i.e. T(K ) pour K d�enombrable) ne
su�t toujours pas �a caract�eriser une fonction al�eatoire s.c.s.,comme dans le cas de processus
stochastiques.Cependant, la donn�eede T(K ) sur K caract�eriseune seulefonction al�eatoire s.c.s.

2.3 Application : �etude des performances d'algorithmes de
bucketisation dans le cas moyen

2.3.1 Le sch�ema bool�een

Introduisons�a pr�esent un type particulier d'ensemble al�eatoire, le sch�emabool�een,en vue de
mod�eliserune r�epartition \au hasard" de motifs �el�ementaires, commepar exempledessegments,
des triangles ou des châ�nes polygonales.Nous adopterons une pr�esentation quelque peu plus
heuristique [Ser82]. Une pr�esentation plus rigoureuse est faite dans [Mat75] reposant sur la
notion d'ensemble al�eatoire conditionnel, notion que nous voulons �eviter ici. Le lien entre les
deux points de vue est d�evelopp�e dans [PS87].

D �e�nition 2.6
Soient � 2 IR+ � et X 0 un RACS. Le sch�ema bool�een d�e�ni par � et X 0, que nous
appellerons grain primair e, est le ferm�e al�eatoire dont les r�ealisations sont donn�ees
par :

X =
[

x2P

X 0
x

o�u P est une r�ealisation d'un processusde Poisson uniforme d'intensit �e � dans IRn

et X 0
x le translat�e du grain primair e X 0 par ~x, les (X 0

x )x2P �etant tir �es de mani�ere
ind�ependante (voir �gur e 2.1).

Remarques :

1. X 0 est un ensemble al�eatoire, donc pourra mod�eliser un motif d�eformable seloncertaines
probabilit �es.

2. Les e�ets de bord ne sont pas pris en compte dans ce mod�ele. En e�et, le processusde
Poissonsous-jacent est suppos�e in�ni dans IRn .

3. X 0 ne peut pasêtre quelconque.En e�et, il faut queX , union desdiversX 0soit ferm�e pour
quenouspuissionsparler du RACS X . Ceciest r�ealis�e si et seulement si E [V (X 0� K )] < 1
pour un compact K 2 K d'in t�erieur non vide, o�u V (:) est le volume (cette formule a bien
un senspuisque � K : F ! F est continue et que V (:) : F ! IR+ est mesurable). Par
exemple,on ne pourra donc pas prendre pour X 0 une droite.

Donnons maintenant deux th�eor�emesconcernant les sch�emas bool�eensqui nous serviront
dans l'estimation d'algorithme que nous nous proposonsd'e�ectuer.
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Grain primaire : X 0

X = [ x2P X 0
x

Figure 2.1 : Le sch�ema bool�een

Th �eor �eme 2.7
La fonctionnelle caract�eristique du sch�ema bool�een X � (� ; X 0) est donn�ee par :

1 � T(K ) = P(K \ X = ; ) = exp
�
� � E [V (X 0 � �K )]

�

o�u �K est le sym�etrique de K par rapport �a l'origine et E [�] l'esp�erance math�ematique.

Th �eor �eme 2.8
La variable al�eatoire donnant le nombre de grains primair es rencontr�es par K d�eter-
ministe suit une loi de Poisson de param�etre � = � E(V (X 0 � �K )) :

P(N (K ) = i ) =
� i

i !
e� �

Nous exploiterons le sch�ema bool�een ainsi : X 0 sera une donn�ee et nous en d�eduirons les
probabilit �es relatives �a l'in tersection d'une forme donn�ee K avec cesdi� �erents motifs r�epartis
au hasard.

2.3.2 Exemples de calculs

Aveclesnotations du paragraphepr�ec�edent, nousallons donner desexemplesde calculspour
descasparticuliers de X et B . Pour leur utilisation pratique, voir [BFBM88]. Nousavonsvu que
si X 0 repr�esente l'ob jet dont nous �etudions l'in tersection avec un bucket B , le nombre d'objets
qui coupent B suit une loi de Poissonde param�etre � E [V (X 0 � �B )]. Dans notre cas le volume
est en fait la surfacedans IR2 (resp. le volume dans IR3) et � peut être estim�e par n=L2 (resp.
n=L3) o�u n est le nombre de grains primaires qui tombent dans un carr�e de côt�e L (resp. un
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cube de côt�e L ). Donc le nombre moyen d'objets qui coupe B est pr�ecisement le param�etre de
la loi de Poisson.

Cas o�u X 0 est un segment

Prenons pour X 0 un segment de longueur moyenne l et d'orientation uniforme. Si B est un
cerclede rayon � , le nombre moyen d'in tersectionsns s'�ecrit :

ns = �
�
2� l + � � 2

�

Si B est une sph�ere de rayon � on trouve :

ns = � � 2
�

� l +
4
3

� �
�

Dans le caso�u B est un carr�e de côt�e � :

ns = � �
� p

2l + �
�

Ainsi donc tous lescalculs reviennent �a �evaluer V (X � �B ) danschaquecasparticulier et d'en
prendre la moyenne.

Cas o�u X 0 est un convexe plan

Dans le caso�u B est un carr�e il est possiblede simpli�er les calculs.En e�et, un carr�e est la
sommede Minkowski de sesdeux côt�es :

B = [O; (�; 0)] � [O; (0; � )] = Sx � Sy

Comme la sommede Minkowski est associative, on peut faire l'addition en deux fois :

X � B = (X � Sx ) � Sy

Si nous notons A la surface moyenne du convexe al�eatoire X 0 et x (resp. y) la longueur
moyenne de la projection de X 0 sur l'axe des x (resp. sur l'axe des y), le nombre moyen de
convexesnt intersectant un bucket carr�e de côt�e � est donn�e par (voir �gure 2.2) :

nt = �
�
A + � (x + y) + � 2

�

Les valeurs de A, x et y se calculent alors en prenant des lois particuli �erespour le convexe
al�eatoireX 0commepar exempleun triangle debase�xe, dehauteur deloi donn�eeet d'orientation
quelconque.. .

Nous ne d�evelopperonspas plus ce point. Le lecteur int�eress�e pourra consulter l'ouvrage de
r�ef�erencesur lesprobabilit �esg�eom�etriques [San76].Notons qu'�a taille de bucket donn�ee,lorsque
le nombre d'objets tend vers l'in�ni dans un domaine born�e (i.e. � ! 1 ), la complexit�e des
algorithmes reste lin�eaire. Cependant, dans la pratique, il est plus raisonnable de consid�erer �
constant. Nous b�en�e�cions alors d'une estimation pr�ecisede la constante multiplicativ e et la
taille des buckets sera choisie en cons�equence: ni trop petite, car la constitution pour chaque
bucket de la liste des objets l'in tersectant sera longue, ni trop grande, car la technique des
buckets n'apporterait rien.
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S1

S2

X X � S1

X � S2

Figure 2.2 : Addition de Minkowski d'un convexe plan et d'un carr�e.

2.4 Conclusion

La morphologie math�ematique fournit donc deux outils souvent peu connus, une topologie
et une � -alg�ebre, dont l'application �a l'analyse d'algorithmes semble prometteuse. De plus, de
nombreux r�esultats existent dans la litt �erature, comme les sch�emasbool�eens,et peuvent donc
être exploit�es directement. Ces deux outils fournissent aussi une alternative �a ceux qui sont
utilis �eshabituellement : distance de Hausdor� et loi spatiale.
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In tro duction

Quelle structure d'image pour des algorithmes morphologiques ?

Etudier les mani�erespossiblesde structurer les imagesne consistepas seulement �a chercher
une structure de donn�eespour coder cesimagesdansun ordinateur, mais aussi�a d�eterminer les
m�ethodesd'acc�esaux pixels en vue de leurs transformations. Ce n'est qu'apr�esavoir d�etermin�e
cet ensemble que l'on peut envisager la construction d'ordinateurs sp�ecialis�estraitan t les images
de mani�ere extrêmement rapide.

La matrice de pixels

Jusqu'�a pr�esent, la seulestructure d'image r�eellement exploit�eeen morphologie math�emati-
que a �et�e le tableau de pixels stock�e en m�emoire sousforme d'une matrice : une image n � n
occupe en m�emoire n2 � p bits o�u p est le nombre de bits utilis �es pour coder un pixel ( p = 1
pour une image binaire).

La m�ethode d'acc�es la plus simple consistealors �a balayer l'image de mani�ere s�equentielle
vid�eo { de gauche �a droite et de haut en bas { et de transformer chaquepixel en fonction de ses
voisins directs (4 ou 8 en trame carr�ee,6 en trame hexagonale).

Ces algorithmes sont relativement lents �a e�ectuer les transformations morphologiquessur
desordinateurs conventionnels : de l'ordre d'une secondepour une dilatation hexagonalede taille
1 sur un Sun 3/60. De plus une dilatation de taille n est calcul�ee en it �erant n fois la dilatation
de taille 1 ; le squeletteest obtenu en amincissant l'image en un nombre de balayagesde l'image
�egal en g�en�eral �a 6 fois la taille du plus grand �erod�e. Ce sont cesalgorithmes qui sont utilis �es
dans les ordinateurs sp�ecialis�es.

Dans le but de r�eduire le nombre de balayagesde l'image, des algorithmes dits rapides ou
r�ecursifs ont �et�e d�evelopp�es ([RP66] et plus r�ecemment [Mey87]). Leur princip e est d'utiliser,
pour calculer la valeur d'un pixel, la valeur despixels voisins non seulement de l'image initiale,
mais ausside l'image transform�ee.Cette technique est �a mettre en parall�ele avec le princip e du
�ltrage r�ecursif en traitement du signal. Il est ainsi possiblede calculer par exemplela fonction
distance euclidienned'un ensemble binaire en deux \passes", c'est-�a-dire en deux balayagesde
l'image, l'un en sensvid�eo, l'autre en sensvid�eo-inverse.

Ces algorithmes pr�esentent un progr�es important en algorithmique morphologique. Cepen-
dant la structure de donn�eesqu'ils exploitent reste toujours la même : un tableau de pixels et
un acc�es s�equentiel ligne �a ligne aux pixels accompagn�es de leurs voisins.
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D'autres structures d'images classiquement utilis �eesen analysed'image pourraient être en-
visag�eesen morphologie math�ematique. En voici quelques-unes.

Les quadtrees

Cette structure consiste�a agglom�erer despixels en pav�escarr�eslorsqueceux-ciont unemême
valeur [Sam84]. Elle permet d'obtenir un stockagecompact et lesprimitiv esfournissant lespav�es
voisins d'un pav�e donn�e sont connues.L' �ecriture desalgorithmes de morphologiemath�ematique
est donc envisageable: on trouve en particulier dans la litt �erature desalgorithmes d'extraction
de contours et de squelettisation. Cependant l'absence de stabilit �e de cette structure vis-�a-
vis de la translation rend ces algorithmes complexes[Blo87] et condamne de fait ce type de
repr�esentation pour les transformations morphologiques.Il serait peut-être mêmepr�ef�erable de
les e�ectuer directement sur des tableaux de pixels, quitte �a retransformer l'image en quadtree
par la suite.

Les polygones

Danscecas,la notion mêmede pixel disparâ�t enti �erement, puisquelessommetsdu polygone
ne sont plus astreints �a se trouver sur une grille r�eguli�ere. La g�eom�etrie informatique a prouv�e
que des algorithmes e�caces pouvaient être d�evelopp�es sur cette structure [PS85]. En ce qui
concerne la morphologie math�ematique, citons en particulier la construction du squelette en
O(n logn) [Lee82], le calcul du diagrammede Vorono•� au sensde la m�etrique g�eod�esique[Aro87]
ainsi que le diagramme de Vorono•� au plus lointain voisin, toujours au sens de la m�etrique
g�eod�esique[AFW88], le calcul de l' �erod�e d'un polygonepar un polygoneconvexe[For85] et d'un
polygone par un polygone quelconque[AB87]. Cependant, la plupart des algorithmes ont �et�e
d�evelopp�es pour despolygonessimples: une seulesuite de sommetsle repr�esente alors.

Avec cette structure, les rotations ainsi que les translations sont tr �es faciles �a e�ectuer !

L'un desprobl�emesdecette structure est la qualit �e aveclaquelleon veut repr�esenter une ima-
gedigitale, obtenue par une cam�era par exemple: si l'on veut une imaged'une grandepr�ecision,
les polygones utilis �es auront un nombre de sommets important, ce qui rend les algorithmes
employ�esgourmandsen temps et en placem�emoire : on remarqueraen particulier que peu sont
lin�eairesmais pr�esentent souvent une complexit�e en O(n logn).

Une distinction s'impose: les objets cr�eespar l'homme sont souvent relativement simples
dans leur forme, et leur fronti �ere se composeessentiellement de segments ou d'arcs de cercle.
Par contre les formesnaturelles pr�esentent descontours plus irr �eguliersque seulsdespolygones
ayant un tr �esgrand nombre de côt�essont �a mêmede d�ecrire �d �element : il su�t d'avoir pr�esent
�a l'esprit un milieu poreux par exempleou une image d'eutectique lamellaire (voir le chapitre
\V ariations lamellaires").

En�n les �el�ements structurants que l'on emploie classiquement en morphologie math�ema-
tique doivent souvent être des approximations du cercle. Ainsi un polygone ouvert par une
approximation du cercle (par un dod�ecagonepar exemple) verra son nombre de côt�es crô�tre
rapidement.
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Les graphes

Lesdiversestransformations morphologiquespeuvent s'�etendrefacilement au casdesgraphes
(voir [BGT82] et [Vin88]). Malheureusement, l'emploi de cette structure est limit �e �a certains
probl�emesparticuliers. Si l'on consid�ere une trame { hexagonaleou carr�ee{ commeun graphe,
la place m�emoire requise pour une image est prohibitiv e puisque la structure particuli �ere de
trame n'est pas exploit�ee.

Les �les de contours

Le princip e des algorithmes �a basede �les de contours [vVV88] exploite le fait que, pour
calculer sur une image binaire le dilat �e de taille 1, il su�t de mettre �a \un" les pixels voisins
despixels de la fronti �ere. Ainsi, apr�esun balayagecomplet de l'image, les pixels de la fronti �ere
sont d�etect�es, leurs voisins mis �a \un" et leur adresseins�er�ee dans une �le. Pour calculer le
dilat �e suivant, il su�t d'examiner la �le et les voisins despixels de la �le. Cesalgorithmes sont
donc, apr�esun balayagepr�eliminaire de l'image, lin�eairespar rapport au nombre de pixels de la
fronti �ere desobjets.

La structure de donn�ee exploit�ee est donc une �le. On doit en outre disposer d'un acc�es
al�eatoire �a tout pixel de l'image ainsi qu'�a sesvoisins.

Structure d'image utilis �ee

Nous proposonsde prendre en compte les avantagesde deux de cesstructures en utilisant le
princip e du code de Freeman [Fre61] pour une imagebinaire num�eris�eeici en trame hexagonale.

De fa�con informelle, une forme simplement connexeserarepr�esent�eepar un lacet ferm�e :

1. une origine : 2 coordonn�ees

2. une liste de directions codant la suite dessegments successifsde la fronti �ere de la forme,
prise dans le senstrigonom�etrique.

Une imageseraalors un ensemble de lacets, en prenant soin d'orienter la fronti �ere desparti-
culesdans le senstrigonom�etrique et celledestrous dans le senshoraire. Avec cette convention,
la forme se trouve toujours �a gauche du lacet et le fond �a droite. Nous nous �ecartons par l�a
de la structure de �le de contours par le fait que dans un lacet, les pixels sont ordonn�es, ce
qui donne un sens�a la notion de \gauche" et de \droite". Notre repr�esentation s'�ecarte aussi
d'une repr�esentation polygonale, puisque les sommetssont astreints �a se trouver sur une grille
(hexagonale)et les côt�es �a avoir une orientation discr�ete (0; �

3 ; 2�
3 ; : : :), ainsi qu'une longueur

�xe, distance entre deux points successifsde la trame.

Nous utiliserons les m�ethodesd'acc�es aux pixels suivantes :

1. Marche al�eatoire sur les images: �etant en un pixel donn�e, nouspouvonsacc�eder �a un pixel
voisin dans une direction donn�ee, sanspour cela chercher �a acc�eder syst�ematiquement �a
tous les pixels du voisinage.
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2. Nous utiliserons des r�eglesde r�ecritures pour transformer les listes de codes de Freeman
en de nouvelles listes.

3. Nous ne chercherons pas �a examiner le voisinaged'un pixel pour conclure �a la valeur du
pixel transform�e, commecelaest classiquement fait dans lesalgorithmes usuels,rapideset
�a �le de contours.

4. Nous nousservironsd'une image de travail pour trouver les intersectionsdesdivers lacets.

Nousallons montrer dansun premier temps comment calculer lesdilat �eshexagonauxsucces-
sifs �a partir d'une repr�esentation de type lacet. Nous verronsalors que cette structure est en fait
trop contraignante et nous en introduirons une nouvelle toujours fond�eesur le même princip e,
mais ne requ�erant pas la condition de fermeture des lacets. Ceci nous permettra de retrou-
ver diversestransformations morphologiquestelles que dilatation, �erosion, fonction distance et
fonction de propagation, tant euclidiennesque g�eod�esiqueset ce sousforme d'algorithmes par-
ticuli �erement e�caces (optimaux dans un sensque nous pr�eciserons).
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Chapitre 3

Hyp oth �eses et notations

3.1 D�e�nition de la trame hexagonale

D�e�nition 3.1
Nous appellerons gril le hexagonalel'ensembleIH despoints aij , (i; j ) 2 Z2 tels que :

� � !
Oaij = i~x + j

 
1
2

~x +

p
3

2
~y

!

o�u (O; ~x; ~y) est un rep�ere orthonorm�e direct de l'espace a�ne IR2.

IH peut être consid�er�e comme un sous-ensemble de IR2 d'une part et comme un ensemble
isomorphe�a Z2. La secondeapproche nous occupera essentiellement aux chapitres 4 et 5, alors
que la premi�ere sera�etudi�eeen details au chapitre 6.

D �e�nition 3.2
Nous appellerons relations de voisinagele sous-ensemble� de IH2 tel que :

� = f (ai;j ; ai + " 1 ;j + " 2 ) g

avec :

("1; "2) =

8
><

>:

(1; 0) ou (0; 1)
ou (� 1; 1) ou (� 1; 0)
ou (0; � 1) ou (1; � 1)

On dira que ai;j et ak;l sont voisins si et seulementsi (ai;j ; ak;l ) 2 � .

Le point ai;j a exactement 6 voisins formant les sommetsd'un hexagoner�egulier, commele
montre la �gure 3.1.

D �e�nition 3.3
Nous appellerons trame hexagonaleG = (H ; �) le graphenon orient�e ayant la gril le
hexagonaleIH pour sommetset � pour ensembled'arêtes.
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ai;j ai +1 ;jai � 1;j

ai � 1;j +1 ai;j +1

ai;j � 1 ai +1 ;j � 1

Figure 3.1 : Voisinagehexagonalde ai;j .

D �e�nition 3.4
Nous appellerons triangle �el�ementaire ferm�e (resp.ouvert) tout triangle ferm�e (resp.
ouvert) de IR2 dont les trois sommetssont des points distincts de IH, deux �a deux
voisins.

3.2 D�e�nition des directions

D�e�nition 3.5
Notons les directions des 6 voisins d'un point par les entiers de 0 �a 5 et (~u i )5

i =0 les
vecteurs unitair es correspondants, comme l'il lustre la �gur e 3.2.

~u0~u3

~u2 ~u1

~u5~u4

Figure 3.2 : D�e�nition des6 directions de la trame.

Souvent, nous utiliserons la notation ~u i avec i 2 Z. Nous poseronsalors par convention :

~ui = ~ui mod 6:

Remarquonsen�n que p et q sont deux points voisins de IH si et seulement si il existe i tel que
�!pq = ~ui .
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D �e�nition 3.6
Soient p1 et p2 deux points voisins de IH. Nous appellerons point au milieu �a droite
de � � !p1p2 le point p3 d�e�ni par :

� � !p1p3 = ~ui � 1 avec � � !p1p2 = ~ui

selon la �gur e 3.3.

p1p2

point au milieu �a droite

point au milieu �a gauche

Figure 3.3 : D�e�nition du point au milieu �a droite.

Ce point est unique et est voisin de p1 et de p2.

On d�e�nira de mani�ere analoguele point au milieu �a gauche de p1 et p2.

Souvent, nous seronsamen�es �a \tourner" autour d'un point en empruntant les voisins de ce
point dans le senstrigonom�etrique ou horaire. De mani�ere formelle nous l'exprimerons par :

D �e�nition 3.7
Soit p un point de la gril le IH et p1 = p + ~ui 1 et p2 = p + ~ui 2 deux voisins de p. Les
voisins de p balay�es dans le senstrigonom�etrique de p1 �a p2 sont donn�es dans l'ordre
par :

qi = p + ~ui ; i 2 Z; i 1 < i < i 1 + (( i 2 � i1) mod 6):

Le balayagedans le senshoraire sed�e�nit de mani�ere analogue.

3.3 D�e�nition des cha�̂nes et lacets
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D �e�nition 3.8
Soit C = (c1; c2; : : : ; cn ) une suite de codes, i.e. ci 2 f 0; 1; 2; 3; 4; 5g. Soit p0 un point
de la gril le IH. On appellera chemin ou châ�ne d'origine p0 cod�e par C la suite de
points (pi )n

i=0 tels que

pi = p0 +
iX

j =1

~ucj :

Rappel : Dans un espacea�ne E, il est toujours possibled'ajouter un point et un vecteur
de l'espacevetoriel associ�e

�!
E en posant par convention :

8p;q 2 E 8~v 2
�!
E q = p + ~v ( ) �!pq = ~v:

Remarque: Si p0 et q0 sont deux points de la grille IH, les chemins d'origine p0 et q0 cod�es
par la châ�ne C sed�eduisent l'un de l'autre par une translation de vecteur � � !p0q0.

D �e�nition 3.9
Un lacet est un chemin dont les extr�emit�es co•�ncident.

Remarque: La propri �et�e de lacet ne d�epend, d'apr�es la remarquepr�ec�edente, que de la liste
descodesC.

Etant donn�e un chemin, c'est �a dire une suite ordonn�eede points, il est �evident de remonter
�a la liste descodesC codant cechemin. Pourtant, dansla pratique, sur une image,un tel chemin
n'est pas donn�e par un n-uple, mais par un ensemble non ordonn�e de points et un algorithme
de construction de C demande�a être explicit �e. Malheureusement en g�en�eral un tel algorithme
n'existe pas. Cependant nous verrons que dans le cas des lacets simples, C est parfaitement
d�e�ni (voir aussi [Ros70]).

Parfois, par abus de langage,la suite C elle-m̂ememunie de son origine p0 seraappel�eeune
châ�ne. Lorsque la châ�ne cod�ee par C est en fait un lacet, nous parlerons du lacet C d'origine
p0. En vertu de la remarque, cette terminologie a bien un sens.Nous ne discuteronspas ici des
conditions n�ecessaireset su�san tes sur C pour qu'il soit un lacet.

3.4 Notion de transformation g�eod�esique

La trame IH peut être consid�er�ee comme un espacem�etrique. Habituellement, la distance
entre deux points x et y est d�e�nie par le nombre minimal d'arêtresd'un chemin digital joignant
x �a y. Dans la suite, cette distance seraappel�ee \distance hexagonale"sur IH. Nous verrons au
chapitre 6 que d'autres m�etriques sur IH peuvent être envisag�ees,mais qu'elles soul�event des
probl�emesth�eoriquesd�elicats.

Si l'on se donne un ensemble digital M et x, y deux points de M , on peut mesurer leur
distance en ne consid�erant que les chemins digitaux dont tous les sommetssont dans M . Nous
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appelleronscette m�etrique sur M � IH \ M -g�eod�esique" ou simplement \g �eod�esique" si le con-
texte ne prête pas �a confusion.

Notre approche est purement digitale et supposedonc que nous poss�edions un objet sous
forme de pixels de la trame. En particulier, la notion de digitalisation ne nous occupera pas
ici. Cependant, par commodit �e ou n�ecessit�e, nous seronsamen�e �a associer �a un objet digital
un objet continu \sympathique" du plan IR2. Plusieurs classesde tels objets ont �et�e �etudi�ees
en d�etail, tels la classedes convexes,l'anneau convexe (unions �nie de convexes) et le mod�ele
r�egulier (ensembles ouverts et ferm�es par une boule) entre autres, qui ont permis d'obtenir de
nombreux r�esultats en g�eom�etrie di� �erentielle et en probabilit �es g�eom�etriques [Had57], [San76]
ou [Ser82].

Au chapitre 4, seulesnous int�eresseront les questions li�ees�a la connexit�e. On pourra alors
consid�erer IH commeun sous-ensemble deIR2 et neprendreencomptequel'op�eration d'inclusion.

Le plongement de IH dans IR2, c'est-�a-dire munir IR2 d'une distance telle que la distance sur
IH soit la mêmeque celle induite par celle de IR2 sur IH, ne sera�etudi�e qu'au chapitre 6.
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Chapitre 4

Algorithme de suivi de contours

Dans ce chapitre nous allons montrer comment construire la structure de donn�eescorres-
pondant �a une image binaire X , X �etant un sous-ensemble �ni de IH, grille hexagonale.Nous
supposeronsdansun premier temps queX et X c sont connexes.Cette hypoth�eseest l' �equivalent
digital de la simple connexit�e dans le plan IR2. Dans ce cas,X n'a pas de trou et de fa�con intui-
tiv e, la fronti �ere de X seraun lacet. L'algorithme de d�etermination de ce lacet que nous allons
pr�esenter est classique[Ros70] : il utilise le princip e de \l'a veugle " qui marche sur la fronti �ere
de X et qui la suit en cherchant le point le plus �a sa droite : en faisant tourner sa cannedans le
senstrigonom�etrique, il note �a chaque fois le premier point de X qu'il rencontre.

La correction de cet algorithme est d�elicate �a �etablir et n'a r�eellement �et�e abord�eeque par
A. Rosenfeld dans le cadre de la trame carr�ee en 4 et 8-connexit�e. Nous allons, dans le cas
de la trame hexagonale,proposer une d�emonstration d'un genre totalement di� �erent qui a le
m�erite depouvoir être adapt�eeaux sous-ensemblesde IR2 appartenant au mod�ele r�egulier [Ser82].
Elle sefonde sur le th�eor�emede Jordan dans le plan continu en immergeant IH dans IR2 { nous
adopteronsla mêmeattitude lorsquenousaborderonsla fonction de propagation. Nousmettrons
en �evidenceles \b onnespropri �et�es" de l'algorithme de suivi de la fronti �ere.

Nous quitterons le cas d'un ensemble X simplement connexeet verrons comment d�etecter
toutes les fronti �eres en assurant toujours les propri �et�es pr�ec�edentes au r�esultat et cela par un
unique balayagede l'image correspondant �a X .

Nous terminerons cette section par quelques digressions sur la possibilit�e de d�e�nir un
th�eor�eme de Jordan sur une trame. Nous montrerons en particulier que toute triangulation
du plan v�eri�e cette version digitale, mais que la r�eciproque est fausse.

4.1 Cas d'une particule X simplemen t connexe

La fronti �ere d'un objet digital ne peut pas se d�e�nir de fa�con analogue au cas continu :
tout point adh�erant �a un ensemble et �a son compl�ementaire. En e�et, d�e�nie de cette mani�ere,
la fronti �ere digitale aurait une �epaisseurde deux pixels en g�en�eral. C'est pourquoi nous lui
substituons la d�e�nition suivante :
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D �e�nition 4.1
Soit X � H . On appelle fronti�ere int �erieure de X le sous-ensemblede X not�e
Front (X ) despoints de X voisins d'au moins un point de X c.
De fa�con analogue, la fronti�ere ext�erieure de X est Front (X c)

Etant donn�e un point p0 de la fronti �ere de X , nousnousproposonsde d�ecrire Front (X ) par
une suite de codesC = (ci )n

i=1 telle que la châ�ne P = (pi )n
i=0 cod�eepar C et d'origine p0 ait les

propri �et�e suivantes :

P1 : (pi )n
i=0 sont despoints de la fronti �ere de X .

P2 : F r ont(X ) � f pi gn
i=0 .

P3 : La châ�ne P est un lacet, c'est-�a-dire p0 = pn .

P4 : Fixons un point pi de la châ�ne P. Les voisins de pi balay�es dans le senstrigonom�etrique
de pi � 1 �a pi +1 sont tous dans X c.

P5 : Cette propri �et�e est une sorte de r�eciproque �a cequi pr�ec�ede.Soit q0 2 X c et q1 2 X avecq0

et q1 voisins.Soit x i 1 le premier point voisin de q1 dansX obtenu �a partir de q0 en tournant
dans le senshoraire. Soit x i 2 celui obtenu en tournant dans le senstrigonom�etrique. Les
points x i 1 , q1 et x i 2 sont trois points cons�ecutifs de la châ�ne P.

P6 : Pour tout couple de points (pi ; pi +1 ), le point au milieu �a droite de (pi ; pi +1 ) est dans X c.

Pour avoir une interpr�etation graphique despropri �et�esP4 , P5 et P6 , voir la �gure 4.1. Ces
trois propri �et�es sont fondamentales pour tous les algorithmes que nous allons pr�esenter par la
suite et assureront leur correction.

4.1.1 L'algorithme

L'algorithme pr�ecis est donn�e table 4.1. D�ecrivons de fa�con intuitiv e son fonctionnement.
L'id �eeest de faire tourner autour de X un segment (p;q) de longueur unit �e tel qu'�a tout instant
p 2 X et q 2 X c. Pour cela, faisons le tourner autour de p dans le senstrigonom�etrique. D�es
que q 2 X , nous sommessur un nouveau point fronti �ere. On inverseles rôlesde p et q puis on
recommence�a faire tourner le segment autour de cenouveaupoint. L'algorithme s'arrête lorsque
ce segment revient �a sa position de d�epart qui peut être par exemple: p point en haut �a gauche
de la particule et q = p + ~u3.

Exemple d'application : Dans le casde la �gure 4.2, l'algorithme fournit le r�esultat suivant :

châ�ne[0: : : 5] = 4; 1; 0; 5; 2; 3:

Il faut noter que le test d'arr êt x = x0 est trop fort et ne permettrait pas de parcourir X en
entier. Seulela conjonction desdeux tests x = x0 et d = d0 assureun r�esultat correct. Notons
aussique les segments du contour ont �et�e explor�esdeux fois dans certains cas.

Nous allons �a pr�esent prouver que l'algorithme propos�e fournit bien une châ�ne poss�edant
les six propri �et�es �enonc�ees.
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Variables
châ�ne tableau monodimensionneldescodessuccessifs.
x0 point de d�epart.
d0 direction de d�epart.
x point courant de la fronti �ere de X .
d direction courante.
i indice du code suivant.

En tr �ee
x0 et d0 avec x0 2 X et x0 + ~ud0 62X .

Sortie
i nombre de segments du contour de X .
châ�ne[0; i � 1] code desdirections dessegments.

Initialisation
i  0; x  x0; d  d0 + 1 mod 6;

Boucle g�en�erale
faire ind�e�niment

si x 6= x0

tant que x + ~ud 62X (2)
d  d + 1 mod 6;

sinon
tant que x + ~ud 62X (3)

si d = d0 mod 6
�n de l'algorithme.

sinon
d  d + 1 mod 6;

�n tant que
�n si
x  x + ~ud; (4)
châ�ne[i ]  d mod 6; (4)
i  i + 1; d  d + 4 mod 6; (4)

�n faire

Tableau 4.1 : Algorithme de suivi de contour d'une particule simplement
connexe.
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X

X c

pi � 1

pi +1
pi

q1

q2q3

Propri �et�e P4

X

X cq0

q1

x i 1

x i 2

Propri �et�e P5

Xpi +1 pi

X c

Propri �et�e P6

Figure 4.1 : Propri �et�es de la châ�ne fronti �ere.

4.1.2 Correction

La d�emonstration n�ecessiteun interm�edemath�ematiquequi permettra de mettre en �evidence
les propri �et�esP4 et P5 du lacet obtenu.

Notation : Nous parlerons souvent de la valeur d'un point de IH. Il s'agira en fait de la fonction
caract�eristique de X sur IH que nous noterons v(x). Elle vaut 1 si le point est dans X , 0 sinon.

d0 x0

Figure 4.2 : Exemple de fronti �ere.
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a { Construction d'un lacet simple s�eparan t X de X c Soit S l'ensemble dessegments
de IR2 construits commesuit :

Pour tout triangle �el�ementaire de la trame, dont les trois sommetsn'ont pasla même
valeur, le segment s joignant lesmilieux dessegments de � (arêtesde la trame) dont
les extr�emit�es ont desvaleurs di� �erentes est un �el�ement de S (�gure 4.3).

0 0

1

s

1 1

0

s

Figure 4.3 : D�e�nition de s 2 S.

Tout triangle �el�ementaire dont les trois sommetsn'ont pas la même valeur contient exacte-
ment un segment de S, celui qui est homoth�etique du côt�e du triangle ayant sesdeux extr�emit�es
�a la même valeur par l'homoth�etie de rapport 1

2 et de centre le sommet dont la valeur n'est
pr�esente qu'une seule fois. Donc �a une rotation pr�es, les deux cas pr�esent�es �gure 4.3 sont les
seulspossibles.Notons que s n'est jamais une arête de la trame.

Montrons maintenant la propri �et�e suivante v�eri� �eepar S :

Propri �et �e 4.2
Soit (p;q) 2 � et supposonsquep et q aient desvaleursdi� �erentes(v(p) + v(q) = 1).
Soit m le milieu de p et q (m 62IH !). Alors S contient exactementdeux segments
distincts ayant m pour extr�emit�e.

D�emonstration : L'ar ête (p;q) appartient �a deux triangles �el�ementaires exactement :

et
T1 = (p, q, point au milieu �a droite de �!pq)
T2 = (q, p, point au milieu �a droite de �!qp)

Chacun de cestriangles contient exactement un segment de S. Comme T1 \ T2 = [p;q], o�u
[p;q] d�esignele segment d'extr �emit�esp et q en tant que segment de IR2, et que tout segment de
S n'est jamais inclus dans un segment de la trame, les deux segments de S sont distincts et ont
chacun m pour extr�emit�e

Châ�nons �a pr�esent les segments de S pour obtenir un lacet simple L de IR2, contenant en
son int�erieur exactement les points de X . Pour cela construisonspar r�ecurrencesur i la suite de
segments S0 = (si )n

i=1 en notant ai et bi les extr�emit�es du segment si :
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� bi = ai +1 pour 1 � i < n,

� si 6= sj pour i 6= j .

Construction par r�ecurrence:

i=1 : X est non vide, ainsi que X c, donc S est non vide. Soit alors s1 = (a1; b1) 2 S.

passage de i �a i + 1 : Par construction, bi est le milieu de deux points de la grille hexagonale
poss�edant desvaleursdi� �erentes. D'apr�esla propri �et�e pr�ec�edente, deux segments de S ont
qi pour extr�emit�e : si et un autre s. Si pour j � i on a sj = s, alors le processuss'arrête,
sinon, posons:

si +1 = s = (ai +1 ; bi +1 ) = (bi ; bi +1 ):

Nous allons prouver que l'arc L form�e dessegments de la suite S0 est en fait un lacet simple
polygonal. Pour cela montrons deux propri �et�essimplesdes�el�ements de S :

Propri �et �e 4.3
Soient s et s0 deux segments de S. Consid�erons les comme des segments ferm�es de
IR2. Alors s \ s0 est soit vide, soit un point qui est l'une de leurs extr�emit�es qu'ils
ont en commun, milieu de deux points voisins de la gril le IH.

D�emonstration : clair

Propri �et �e 4.4
Soient s, s0 et s00trois segmentsde S. Alors s \ s0\ s00= ; .

D�emonstration : Si s \ s0 6= ; , cesdeux segments secoupent en leur extr�emit�e commune. Or en
ce point passent au plus deux segments de S, ce qui prouve que s00ne peut le contenir. On en
d�eduit :

s \ s0\ s00= ;

En particulier la con�guration en �etoile de la �gure 4.4 n'est pas possible

s

s0

s00

Figure 4.4 : Con�guration impossibledans S.
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Par construction, sn = (an ; bn ) est tel que bn = ai pour un certain i < n. Si 1 < i , les
trois segments si � 1, si et sn se coupent en ai , ce qui contredit la propri �et�e 4.4. Donc i = 1
et la suite S0 est un lacet polygonal du plan IR2. Ce lacet est simple, car les deux propri �et�es
pr�ec�edentes interdisent lespoints doubles.Remarquonsen�n que tous lessegments de S ne sont
pas n�ecessairement dans le lacet simple S0.

D'apr�es le th�eor�emede Jordan (voir par exemple[Die69]), S0 s�eparele plan en deux r�egions
connexes,l'ext �erieur et l'in t�erieur que nous noterons respectivement E et I .

Montrons que I \ H = X et E \ H = X c. Soient (p;q) 2 H 2, deux points tels que p 2 I et
q 2 E. Nous allons montrer dans un premier temps que :

v(p) + v(q) = 1

en notant v(p) la \v aleur" du point p 2 H , c'est-�a-dire :

v(p) = 1 ( ) p 2 X et v(p) = 0 ( ) p 62X :

Si v(p) = v(q), alors il existeun chemin digital de p �a q, tel que tous lespoints du chemin aient la
valeur v(p), puisquepar hypoth�eseX et X c sont connexes.Cechemin peut être consid�er�e comme
un chemin polygonal  de IR2 ayant p et q commeextr�emit�es.Comme p et q appartiennent �a I
et E respectivement, composantes connexesdistinctes de IR2 n  ,  coupe S0. Or un chemin 
form�e de segments de � et un chemin form�e de segments de S ne peuvent secouper qu'en des
extr�emit�es de segments de S, milieux de points voisins de IH. Or cespoints voisins ne peuvent
avoir que desvaleurs di� �erentes : v(p) + v(q) = 1. Ceci contredit la d�e�nition du chemin  dont
tous les sommetsont la mêmevaleur. Ainsi donc, p et q ont desvaleurs di� �erentes.

Supposonsp 2 I \ H . Faisonsparcourir �a q l'ensemble E \ H .

8q 2 E \ H ; v(p) + v(q) = 1

q parcourt un ensemble in�ni, donc on peut trouver q 2 E \ H tel que v(q) = 0. Donc v(p) = 1
et pour tous lesq 2 I \ H , v(q) = 0. Si maintenant nous �xons q dansE \ H , nousen d�eduisons
que v(p) = 1 sur I \ H . En r�esum�e :

E \ H = X et I \ H = X c:

Il reste �a remarquer pour �nir, que tous les segments de S sont pr�esents dans S0 puisque
sinon, ils seraient inclus dans un triangle �el�ementaire totalement inclus dans E ou I , ce qui est
impossible.

b { Analyse de l'algorithme Montrons que l'algorithme suit dans l'ordre les sommetsde
S0.

Les param�etres d'entr �eede l'algorithme sont :

� la direction de d�epart d0.

� un point x0 de X tel que le point voisin dans la direction d0 soit un point de X c.
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Notons S0 = (si )n
i=1 avec si = (ai ; bi ) et a1 le milieu des deux points voisins de la trame p1

et q1. Quitte �a renum�eroter cycliquement S0, on peut supposer que p1 = x0 et q1 = p1 + ~ud0 .
Soit c le point au milieu �a droite de � � !p1q1. Nous avons vu qu'il existait dans S exactement deux
segments ayant c pour extr�emit�e, un dans chaque triangle �el�ementaire s'appuyant sur (p1; q1).
Nous pouvons prendre dans la construction propos�ee plus haut pour s1 l'unique segment de
S �etant dans le triangle �el�ementaire (p1; q1; c). S0 se construit alors par r�ecurrencede mani�ere
unique.

Nous allons construire par r�ecurrencesur i une suite (pi )n
i=1 de points de X et une suite

(qi )n
i=1 de points de X c avec pi voisin de qi , tel que le milieu de (pi ; qi ) est ai .

Notons pi les positions successives occup�eespar x dans l'algorithme soit lorsque le test (2)
ou le test (3) est ex�ecut�e, soit lors de l'a�ectation x  x + ~ud dans le groupe d'instructions (4).
Soit alors qi = pi + ~ud. Remarquonsque les (pi ) et les (qi ) ne sont pas n�ecessairement distincts.

Montrons que pour i � n, le milieu de (pi ; qi ) est ai .

i = 1 : Cela est vrai par construction.

Passagede i �a i + 1 :

� Supposonsle test (2) e�ectu �e avec succ�es. Alors d est incr�ement�e de 1. Posonspi +1 = pi

et qi +1 = pi + ~ud. Le test est �a nouveau ex�ecut�e.

{ S'il est vrai, v(qi +1 ) = 0 et il en r�esulte que ai +1 est le milieu de (pi +1 ; qi +1 ).

{ S'il est faux, le groupe d'instructions (4) est ex�ecut�e. pi +1 = pi + ~ud, d  d + 4 et
donc qi +1 = pi + ~ud = qi (voir �gure 4.5). Le segment (pi ; pi +1 ) est alors un segment
de la fronti �ere de X . Ainsi ai +1 est encorele milieu de (pi +1 ; qi +1 ). Le programme se
poursuit alors soit par le test (2), soit par le test (3), suivant quepi +1 est ou n'est pas
le point de d�epart. Il faut remarquer que le test (2) et le test (3) sont n�ecessairement
v�eri� �es puisqueqi = qi +1 2 X c.

� Supposonsle test (3) e�ectu �e avec succ�es �a l' �etape i . Si d est la direction de d�epart, le
milieu de (pi ; qi ) est a1 = bn , et le processuss'arrête apr�esavoir parcouru S0.

Sinon, on montre par un raisonnement analogueau pr�ec�edent que la propri �et�e du milieu
reste v�eri� �ee.

La seuledi� �erenceentre lesboucles\tan t que" (2) et (3) est le test d'arr êt d = d0 qui v�eri�e
si le lacet S0 a �et�e parcouru en entier. La �gure 4.6 illustre le processusentier et en particulier
la condition d'arr êt du programme.

4.1.3 Complexit �e

Soit n le nombre de segments du lacet S0. Les tests (2) et (3) sont ex�ecut�es n fois puisque
�a chaque fois on avanced'un segment sur le lacet S0. Soit p le nombre de points de la fronti �ere
de X . Chacun de cespoints n'est sommet que d'au plus 6 triangles �el�ementaires contenant au
plus un segment de S chacun. R�eciproquement, tout segment de S est contenu dans un triangle
�el�ementaire dont l'un dessommetsappartient �a la fronti �ere de X . Donc n � 6 � p. En fait, on
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pipi +1

direction = d

aiai +1 = bi

direction = d + 4
qi +1 = qi

Figure 4.5 : D�etection d'un segment de la fronti �ere.

a l' �egalit�e uniquement quand p = 1, c'est-�a-dire pour un point isol�e. Dans tous les autres cas,
n � 5 � p. Nous pouvons donc �enoncer:

Prop osition 4.5
L'algorithme propos�e est lin�eaire par rapport aux nombres de points de X n(X 	 H 1)
o�u H1 est l'hexagone�el�ementaire de la trame.

4.1.4 Acc �el�eration

On a vu lors de la d�emonstration de la correction de l'algorithme que le test (2) �etait
trivialement v�eri� �e lorsque le programme venait d'e�ectuer les instructions (4). Il est donc
possibled'�eliminer ce premier test en �ecrivant :

faire d  � d + 1; tant que . . .
�a la place de :

tant que . . . faire d  � d + 1;

Cette simple remarque permet d'�economiserenviron un tiers du temps calcul. De mani�ere
informelle, le test (2) este�ectu �e trois fois (parcoursen ligne droite) avant d'être in�rm �e.Comme
c'est cette boucle qui utilise quasiment tout le temps calcul et qu'un test sur trois en moyenne
est �elimin�e on en d�eduit le gain de temps.

Attention : Il ne faut surtout pas faire la même chose pour (3), car le test d'arr êt doit
absolument être e�ectu �e. De plus, cette boucle ne peut être rencontr �ee qu'au plus trois fois au
cours de l'ex�ecution du programme: le point x0 a alors une structure en �etoile �a trois branches.

4.1.5 Propri �et �es du lacet r �esultat

V�eri�ons que la liste C descodesobtenue poss�edebien lessix propri �et�es�enonc�ees.Pour cela
posons:

r i = r0 +
iX

j =1

~uchâ�ne[j ] pour 1 � i � n
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d0

s1

s2

s3

s4

s5

s6

s7
s8

s9

s10

s11

s12

s13

s14

s15
s16

s17

s18

q1 = q2

q3

q4 q5

q6 = q7

q8 = q9

q10 q11

q12

q13 = q14

q15

q16

q17

q18

Liste descodes: (4; 1; 0; 5; 2; 3)

Figure 4.6 : Châ�nagedessegments de S.

avec r 0 = x0. Les r i ne sont rien d'autre que les positions successives occup�eespar x dans le
groupe d'instructions (4) de l'algorithme. Dans la d�emonstration de la correction de ce dernier,
nous avons not�e cespoints pk , mais les indices ne correspondent pas. Si nous posonsr i = pk i ,
on a la propri �et�e qui sed�eduit sanspeine de la d�emonstration :

� La suite (ki )n
i=0 est strictement croissante.

� La suite (pj )
k i +1 � 1
j = k i

est constante et la valeur de cette constante est pi .

� Pour tout k, pk i 6= pk i +1 , (sauf si X est r�eduit �a un point unique).

P1 : Clair puisque les pk sont despoints de la fronti �ere de X .

P2 : Soit x un point de la fronti �ere de X . Soit alors y 62X un point voisin de x. Notons z le
milieu de (x; y). Exactement deux segments de S ont z pour extr�emit�e. Lors du parcours
de S0, z a �et�e le milieu de (pk ; pk + ~ud) pour un k donn�e, puisque toute la châ�ne S0 a �et�e
examin�ee.Donc x = pk = r i pour i tel que ki � k < ki +1 .

P3 : Clair puisque l'algorithme s'arrête quand on est revenu au point de d�epart.

P4 : Soit r i �x �esur la fronti �re deX . Notons (x l )5
l=0 lessix voisinsder i . Convenonsdeconsid�erer

les indices des x modulo 6. Alors il existe i 1 et i 2 tels que r i � 1 = x i 1 et r i +1 = x i 2 . On
peut convenir, quitte �a rajouter 6 �a i 2, que i 1 < i2 � i1 + 6.

Supposons r i 6= r0. Dans le test (2), le point visit �e est x i 1+1 , puis s'il est v�eri� �e
x i 1+2 . . . jusqu'�a rencontrer un point de la fronti �ere de X , qui sera le point suivant du
contour, c'est-�a-dire r i +1 = x i 2 . Donc tous lespoints x i 1+1 : : : x i 2 � 1 ne sont pasdansX , ce
qui est la traduction exactede la propri �et�e P4 .
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Supposons r i = r0. Le raisonnement reste le même : il su�t de consid�erer les points
examin�es par le test (3) pour la premi�ere fois, avant d'ex�ecuter les instructions (4) et d'y
rajouter ceux examin�espar le test (3) apr�es la derni�ere ex�ecution des instructions (4).

P5 : Soit q1 un point de la fronti �ere de X et q0 62X voisin de q1. Soit x i 1 le premier point de
X , voisin de q1, obtenu �a partir de q0 en tournant dans le senstrigonom�etrique, et x i 2

celui en tournant dans le senshoraire. Nous pouvons supposer i 1 < i2 � i1 + 6. Notons
(�gure 4.7) :

� ai 1 le milieu de [x i 1 ; x i 1+1 ].

� ai 2 le milieu de [x i 2 ; x i 2 � 1].

� aj le milieu de [q1; x j ] pour i 1 < j < i 2.

Pour i 1 < j < i 2, x j 62X , donc tous les segments (aj ; aj +1 ) pour i 1 < j < i 2 � 1 sont des
segments successifsde S0. Or on sait (voir la correction de l'algorithme) que ce dernier
suit S0 dans l'ordre. Donc les points x i 1 , q1 et x i 2 seront dans cet ordre et successifsdans
(r i )n

i=0 , points successifsde la fronti �ere.

Remarque : Cette d�emonstration prouve aussi que pour tout segment de la fronti �ere de
X (x i 1 ; q1), il existe un segment de S, en l'occurence(ai 1 ; ai 1+1 ), qui est parall�ele �a ce
segment et se trouve dans le triangle �el�ementaire de sommetsx i 1 , q1 et le point au milieu
�a droite de �� �!x i 1 q1.

P6 : Soit (r i ; r i +1 ) un segment de la fronti �ere de X . Consid�erons le triangle �el�ementaire de
sommetsr i , r i +1 et le point a au milieu �a droite de � � � !r i r i +1 . Ce triangle contient un segment
de S parall�ele �a (r i ; r i +1 ) (voir la remarquedans la d�emonstration de P5), et donc a 62X .

x i 1

q0

q1

x i 2

x i 1+1x i 2 � 1

ai 2

ai 2 � 1 ai 1+1

ai 1

X

Figure 4.7 : Voisinaged'un point fronti �ere.

4.2 Cas d'un ensemble X � H quelconque �ni

4.2.1 Description de X par une suite d'ensem bles simplemen t connexes

Soit X un sous-ensemble quelconque�ni de IH.
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Prop osition 4.6
On peut d�ecrire X par une suite in�nie d�ecroissanted'ensembles(X i ) sousla forme :

X = ((( X 0 n X 1) [ X 2) n X 3) [ X 4 : : :

o�u

1. X i est union disjointe d'ensemblessimplement connexes

2. X i +1 � X i 	 H1 o�u H1 d�esignel'hexagone�el�ementaire.

Le princip e s'exprime de mani�ere informelle ainsi (voir �gure 4.8) :

� X 0 est l'union de X et de sestrous

� X 1 est l'ensemble destrous de X

� X 2 est l'ensemble desparticules setrouvant dans les trous de X

� . . .

De fa�con formelle, soit x0 un point de X c �eloign�e de X . On pourra prendre par exempleun
point en dehorsd'un hexagonecentr �e �a l'origine contenant X qui existe puisqueX est �ni.

Posons:

X i est l'ensembledespoints x de IH tels que tout chemin C de x �a x 0 a un nombre
de transitions 0 � 1 et 1 � 0 sur son parcours strictement sup�erieur �a i .

Montrons que la suite ainsi d�e�nie a bien les propri �et�es requises:

� On a bien X i +1 � X i par construction.

� Montrons que X 2i n X 2i+1 � X et X 2i � 1 n X 2i � X c.

En e�et, X 2i nX 2i+1 est l'ensemble despoints x pour lesquelsil existe au moins un chemin
de x �a x0 ayant 2i + 1 transitions, c'est-�a-dire un nombre impair. Donc puisque x 0 2 X c,
x 2 X .

Le raisonnement est analoguepour X 2i � 1 n X 2i .

Soit x. Il existe un chemin de x �a x0 sans point double sur la trame. Le nombre de
transitions 0 � 1 et 1 � 0 sur ce chemin est inf�erieur au nombre de pixels de X . Donc X i

est vide �a partir d'un certain rang. Comme on a X � X 0, tout point x de X appartient �a
l'un desensembles X i n X i +1 . Ceci n'est possibleque pour i pair. Donc :

X =
1[

i =0

(X 2i n X 2i+1 )

= ((X 0 n X 1) [ X 2) n X 3 : : :

puisque X i � X i +1 .



Partie I I : Technique des lacets I { Algorithmes �el�ementaires 55

X

X 0 X 1

X 2

Figure 4.8 : D�ecomposition en ensembles simplement connexes.
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� Si X i n'est pas union disjointe d'ensembles simplement connexes,X c
i n'est pas connexe.

Soit alors x 2 X c
i , x n'�etant pas dans la même composante connexeque x0. Soit C un

chemin de nombre de transitions minimal j � i de x �a x0. C coupe X i . Soit alors x1 un de
cespoints d'in tersection. Le sous-chemin de C de x1 �a x0 poss�edej � 1 transitions au plus
ce qui montre que x1 62X i , ce qui est impossible.Donc X i est union disjointe d'ensembles
simplement connexes.

� Soit en�n x un point de la fronti �ere de X i . Soit alors x1 un voisin de x n'appartenant pas
�a X i et C1 un chemin de nombre de transitions minimal j de x1 �a x0. On a j � i puisque
x i 62X i . Donc C = x [ C1 est un chemin de x �a x0 ayant exactement j + 1 transitions,
donc x 62X i +1 puisque j + 1 � i + 1, ce qui ach�eve la d�emonstration

4.2.2 D�etection de l'ensem ble des contours d'un ensemble digital �ni

D'apr�es la proposition du paragraphe pr�ec�edent, nous pouvons d�ecrire X par une suite
d'ensembles (X i ) union disjointe d'ensembles simplement connexes.Nous allons montrer qu'en
fait, il su�t de suivre le contour de chacun d'eux pour obtenir un ensemble de lacets v�eri�an t
les propri �et�esP1 �a P6 .

Lemme 4.7

Front (X ) =
[

i � 0

�
Front (X 2i ) [ Front (X c

2i+1 )
�

D�emonstration : un point x de X 2i � X 2i+1 et un point y de X 2j � X 2j +1 ne peuvent jamais
être voisins, car X k � X k� 1 	 H1. Donc la fronti �ere de X est l'union disjointe desfronti �eresde
X 2j � X 2j +1 pour j � 0. Comme de plus X 2j 	 H1 � X 2j +1 . Donc Front (X 2j � X 2j +1 ) est
l'union (non n�ecessairement disjointe) de Front (X 2j ) et de Front (X 2j +1 )

Si nous nous donnons x 2 X et y 2 X c, voisins. Choisissonsle plus grand indice tel que
x 2 X 2i . Deux caspeuvent sepr�esenter :

� x 2 X 2i et y 62X 2i . Alors x 2 Front (X 2i ).

� x 2 X 2i et y 2 X 2i . Alors y 2 X 2i+1 et x 62X 2i+1 . Donc x 2 Front (X c
2i +1 ).

Construisons �a pr�esent l'ensemble descontours :

� contour de chaque composante (simplement) connexede X 2i .

� contour du compl�ementaire de chaquecomposante connexede X 2i+1 . L'algorithme de suivi
de contour s'adapte sansprobl�eme�a ce cas.
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Prop osition 4.8
L'ensembledescontours de X v�eri�e globalement les propri�et�es P1 �a P6 .

D�emonstration : en vertu du lemmepr�ec�edent, la v�eri�cation dessix propri �et�esest imm�ediate

4.2.3 Algorithme pratique

Nous avons vu que pour lancer l'algorithme de suivi de fronti �ere, il su�t de connâ�tre une
transition 0 � 1 sur l'image. Tout lacet de contour peut être trouv�e par cette m�ethode, c'est-�a-
dire qu'il existe toujours une transition 0 � 1 qui permettra d'obtenir en sortie de l'algorithme
le lacet souhait�e. Malheureusement, de nombreusestransitions donneront les mêmeslacets qui
sed�eduiront cycliquement les uns desautres.

Pour �eviter de d�etecterplusieursfois lesmêmeslacets,nousproposonsde marquer lesboucles
d�ej�a trouv�ees.Pour cela, modi�ons les valeurs de chaque pixel visit �e par l'algorithme :

� S'il est �a 0 mettons le �a � 1

� S'il est �a 1 mettons le �a 2.

Les transitions que nous rechercheronsalors seront :

ou

(
0 � x avec x � 1
y � 1 avec y � 0

cescon�gurations �etant examin�eespar un balayage vid�eo de l'image, de gauche �a droite et de
haut en bas.

Il est clair qu'apr�esune telle proc�edure de marquage,toutes les transitions de type 0 � x ou
y � 1 donnant naissanceau lacet en question ont �et�e �elimin�ees.Il reste �a prouver que cela ne
perturb e pas la d�etection desautres fronti �eres.A cette �n �etablissonsle lemme :

Lemme 4.9
Soit C0 une composante connexede X j contenue dans la composante connexeC de
X j � 1. Alors le contour de C sera marqu�e avant celui de C0 et il restera apr�es le
marquagedu contour de C au moins une transition 0� x (resp.y � 1) si j est impair
(resp. pair) pour initialiser le suivi de C0.

D�emonstration : Pla�cons nous dans le cas o�u j est impair par exemple (j pair conduit �a une
d�emonstration analogue).Le point en haut �a gauchede C serarencontr �e avant celui de C 0 dans
un balayage vid�eo puisque C0 � C 	 H1. Donc le controur de C sera suivi avant celui de C0.
Nous avons vu que le contour interne de C0 (i.e. C0nC0	 H1) est inclus dansC 	 H 1. Ainsi lors
de la proc�edure de marquage,le contour interne de C0 ne serapas modi� �e, et il restera donc au
moins une transition 0 � x, x � 1 pour le caract�eriser
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Lemme 4.10
Soient C et C0 deuxcomposantesconnexesde X j . Le marquagede C ne modi�e pas
la valeur despixels de C0.

Notons les X i sous la forme d'un arbre. Les sommets au niveau i sont les composantes
connexesde X i . C0 est �ls de C si et seulement si C est une composante connexede X i , C0 une
composante connexede X i +1 et C0 � C. En�n, chaque sommet est valu�e par les coordonn�ees
de son point le plus en haut �a gauche. Les contours sont alors d�etect�es dans l'ordre suivant : le
n�ud suivant visit �e seracelui de valeur minimale dans l'ordre lexicographiqueparmi les n�uds
non encorevisit �es.Les relations d'inclusion assurent qu'il est le �ls d'un n�ud d�ej�a visit �e.

Cesdeux lemmesmontrent que le marquagen'empêche pas la d�etection de tous les lacetsde
contour. Nous avons vu que r�eciproquement tout contour n'est visit �e qu'au plus une seulefois,
ce que nous exprimerons par le fait que l'algorithme propos�e est optimal .

Algorithme : suivi de toutes les cha�̂nes de contour

Soit x le point courant et y son voisin dans la direction 0.

Parcourir l'image en sensvid�eo

Si (v(x) = 0 et v(y) > 0) ou (v(x) � 0 et v(y) = 1)

suivre le contour d'origine y enmodi�an t la valeur despoints
p visit �es lors du suivi :(
changer v(p) = 1 en v(p) = 2
changer v(p) = 0 en v(p) = � 1

�n si

�n du parcours.

4.2.4 Exemple d'illustration

Faisons fonctionner l'algorithme dans le cas d'un ensemble d'�epaisseurunit �e ayant deux
trous pour bien en comprendre les caract�eristiques. La �gure 4.9 illustre les diverses�etapes du
processus.

4.3 Digressions sur le th �eor�eme de Jordan digital

Nous venonsd'utiliser le th�eor�eme de Jordan dans IR2 en nous pla�cant sur une sous-trame
de la trame hexagonale.Il faut noter que la fronti �ere de X d�ecrite sous forme de lacet par
l'algorithme que nous avons �etudi�e ne permet pas d'appliquer le th�eor�eme de Jordan : en e�et
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2 : � 1, � : 0, � : 1, � : 2

Figure 4.9 : Illustration de la d�etection de tous les contours.
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le lacet n'est pas simple comme l'ont montr �e les �gures. Il peut exister des points doubles, et
l'in t�erieur peut mêmeêtre vide !

Avant de montrer comment op�erer dans le cas d'un ensemble X non simplement connexe,
nous allons voir ce qui reste du th�eor�eme de Jordan sur une trame dans le cas g�en�eral et le
sensque l'on peut lui donner. Il est bien connu que toute trame ne v�eri�e pas n�ecessairement le
th�eor�emede Jordan digital (Par exemple,pour la trame carr�eeil faut prendre X en 4-connexit�e
et X c en 8-connexit�e ou inversement). Nousparleronsdoncde la propri�et�e de Jordan et tenterons
de mettre en �evidencedestrames qui la v�eri�en t. L�a encorenousnous fonderonssur les travaux
de A. Rosenfeld [Ros79]. Nous ne chercherons pas �a g�en�eraliser les r�esultats qu'il a obtenus
dans le casde la trame carr�ee, �a la trame h�exagonale.Nous allons montrer le r�esultat plus fort
suivant :

Toute triangulation v�eri�e la propri�et�e de Jordan digitale.

En particulier, la trame hexagonalev�eri�e donc la propri �et�e de Jordan digitale.

Cesr�esultats ne nous serviront pas directement par la suite, mais ils permettront de sefaire
une id�eedescomportements parfois paradoxaux que certainestrames peuvent pr�esenter :

La trame hexagonalen'est pas le seul graphe planaire invariant par translation
poss�edant la propri�et�e de Jordan digitale.

4.3.1 Rapp el du th �eor�eme de Jordan dans le plan IR2

Nous reprenons ici la formulation donn�ee dans les �el�ements d'analyse de
J. Dieudonn�e [Die69] :

Th �eor �eme 4.11
[Th �eor �eme de Jordan] Soit H une courbe ferm�ee simple dans C. Alors :

1. C nH a exactementdeuxcomposantesconnexes,dont l'une est born�eeet l'autr e
non born�ee.

2. La fronti�ere de chacunedescomposantesconnexesde C n H est H .

3. Si  est un lacet simple d�e�ni dans I = [�; � ] et tel que  (I ) = H , alors
j (x;  ) = 0 si x est dans la composante connexe non born�ee de C n H , et
j (x;  ) = � 1 si x est dans la composante connexeborn�ee de C n H , o�u j (x;  )
repr�esentel'indic e de x par rapport �a  .

4.3.2 La propri �et �e de Jordan digitale

Soit V un ensemble de points de IR2 sanspoint d'accumulation et E un ensemble d'arêtesnon
orient�ees,c'est-�a-dire un sous-ensemble de V 2 tel que (a;b) 2 E =) (b;a) 2 E. Nous noterons
G le graphe simple (V; E). Dans ce qui suit, nous plongeronsce graphe dans IR2 en supposant
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que les arêtesde celui-ci sont mat�erialis�eespar dessegments de droite. Nous supposeronsaussi
que G est connexe.

Le premier probl�eme�a r�esoudreest de d�e�nir un lacet simple sur un graphe.Nous reprenons
ici la d�e�nition de A. Rosenfeld[Ros79] qui est la seuleacceptable.

D �e�nition 4.12
Un lacet simple digital ou lacet de Jordan est un lacet qui n'a pas de point doubleet
ne se touche pas. En d'autres termes, si l'on note (pi )n� 1

i=0 les pixels de ce lacet :

1. 8i; j; i 6= j; pi 6= pj .

2. pi voisin de pj ( ) j = i � 1 mod n.

Remarque: Dans le cascontinu, un lacet n'est simple ques'il n'a pasde point double.Par contre,
la notion de \ne setouche pas" n'a pasd'analoguecontinu, car si deux parties d'une courbe sont
in�nimen t proches,ellesont un point en commun par continuit �e. A. Rosenfeld[Ros79] a montr �e
que souscette d�e�nition du lacet simple digital, l'ensemble des pixels su�t pour retrouver la
suite ordonn�eedespoints du lacet :

Pour qu'un ensemblede points corresponde �a un lacet simple digital, il faut et il
su�t que chaquepoint ait exactementdeux voisins.

Nous pouvons alors �enoncer:

Propri �et �e 4.13
[Propri �et �e de Jordan digitale] Soit L un lacet simple digital et P l'ensemble
des points correspondants. Le sous-graphe de G induit par les sommetsde V n P a
exactementdeux composantesconnexes.

4.3.3 Quelques lemmes sur les triangulations

Avant d'attaquer le th�eor�eme central, nous allons �etablir quelquesr�esultats interm�ediaires
sur les triangulations. Pour cela, nous ferons l'hypoth�esesuivante :

Hyp oth �ese 4.14
Tout x de V a un nombre �ni de voisins.

Cette hypoth�esen'est pasr�eellement restrictiv e ; en particulier la trame hexagonalela v�eri�e.
Elle correspond bien �a l'id �eeque l'on sefait d'une \b onne triangulation".
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Hyp oth �ese 4.15
L'enveloppe convexede V est IR2

Cette hypoth�esenous�evitera de consid�erer lese�ets de bords pour lespoints sur l'enveloppe
convexe.

Notons G le plongement de G dansIR2 o�u lesarêtesde G sont repr�esent�eespar dessegments.
Avec cesnotations :

D �e�nition 4.16

G triangulation ( )

8
><

>:

1- G est planaire
2- les composantesconnexesde

IR2 n G sont des triangles

Sousceshypoth�eses,on peut classerles voisins de tout x 2 V dans l'ordre trigonom�etrique
P = (x i )n

i=1 . Posonsx0 = xn . Notons bien que l'hypoth�ese4.15 est n�ecessairepour assurer
l'existence d'une triangulation sur V !

Prop osition 4.17
Pour tout i , les points x i � 1 et x i sont voisins et le polygone de sommetsP est un
polygonesimple contenant en son int �erieur x.

D�emonstration : Exprimons x i en coordonn�eespolaires de pôle x : x i = r i exp(i� i ). Dire que les
x i sont class�esdans l'ordre trigonom�etrique revient �a supposer:

0 � � 1 < � 2 : : : < � n < 2� et � 0 = � n � 2� :

1. � i +1 � � i < � . En e�et, les trois points x i , x i +1 et x sont trois sommetssuccessifsd'une
facede G. Comme celles-cisont triangulaires, il s'agit d'un triangle de IR2 n G. Comme la
sommedesanglesd'un triangle vaut � , l'un de ceux-ci ne peut d�epasser� . L'in �egalit�e est
stricte si on supposeque les triangles de IR2 n G ne sont pas d�eg�en�er�es.

Il faut noter que nous avons fait implicitement l'hypoth�eseque V ensemble dessommets
de G est in�ni : G d�ecoupe le plan en triangles. En fait, lorsquel'on triangule un ensemble
de points (par la m�ethode de Delaunay par exemple), seule l'enveloppe convexe de ces
points est triangul �ee et une des facesdu graphe G est d'extension in�nie : c'est celle qui
correspond au compl�ementaire de l'enveloppe convexe.

2. x i +1 et x i sont voisins puisque le triangle (x i ; x i +1 ; x) est une facede G.

3. x est �a l'in t�erieur du polygoneform�e par sesvoisins.

Le contour polygonal C de sommetsP = (x i )n
i=1 est un lacet simple de IR2, donc s�eparele

plan en deux r�egions.Pour montrer que x est �a l'in t�erieur de C, il su�t de calculer l'indice
de x par rapport �a C et de montrer qu'il vaut 2i� .
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Z

C

dz
z � x

=
n� 1X

i =0

Z x i +1

x i

d(x i + t(x i +1 � x i ))
x i + t(x i +1 � x i )

=
n� 1X

i =0

[ln(x i + t(x i +1 � x i ))]
t=1
t=0

=
n� 1X

i =0

ln
r i +1

r i
+ i (� i +1 � � i )

= i (� n � � 0)

= 2i�

Le calcul sousforme du logarithme est bien valide puisquechaquesegment est tout entier
contenu dans un demi-plan limit �e par la droite passant par x et de direction celle du
segment. Dans un tel demi-plan, une d�etermination du logarithme existe bien

4.3.4 Le th �eor�eme central

Th �eor �eme 4.18
Si G est une triangulation, alors la propri�et�e de Jordan digitale est v�eri� �eepour tout
lacet simple non d�eg�en�er�e.

D�emonstration : Nousverronsau coursde la d�emonstration la d�e�nition pr�ecised'un lacet simple
non d�eg�en�er�e.

Soit L un lacet simple digital sur G et P = f pi g
n� 1
i=0 l'ensemble des sommets (pixels) qui

composent ce lacet. Nous appellerons C la ligne polygonale de sommets les (pi ) que l'on relie
avecdessegments de droite. CommeG est planaire, C est un lacet simple de IR2 et nouspouvons
appliquer le th�eor�eme de Jordan dans le plan. Soient CI et CE respectivement l'in t�erieur et
l'ext �erieur. PosonsVI = V \ CI et VE = V \ CE .

Nous allons montrer que lesgraphesinduits sur VI et VE sont connexesalors que celui induit
sur VI [ VE ne l'est pas, ce qui �etablira le th�eor�eme.

Soient x et y deux points de VI . Comme G est connexe,il existe un chemin (x1; : : : ; xp) de
x �a y. Si celui-ci n'emploie que dessommetsde VI nousavons termin�e. Sinon soit x i 1 le premier
point hors de VI et x i 2 le dernier. Commex i 1 � 1 2 CI et x i 1 62CI , le segment [x i 1 � 1; x i ] coupe le
polygoneC et commeG est planaire, celane peut avoir lieu qu'en un dessommetsdu grapheG.
Donc x i 1 2 P et x i 2 2 P. Comme P est connexeau sensde G, on peut remplacer (x i 1 ; : : : ; x i 2 )
par un chemin de points de P (y1; : : : ; yq). Alors (x1; : : : ; x i 1 � 1; y1; : : : ; yq; x i 2+1 ; : : : ; xp) est un
chemin de x �a y dans le graphe induit par VI [ P .

Choisissonsparmi tous les chemins de x �a y dans VI [ P celui qui utilise le moins de points
de P. Soit s ce nombre. Si s = 0, il existe un chemin de x �a y dans VI . Sinon soit Ch = (x i )

p� 1
i=0

un chemin correspondant �a s minimal et soit x i 1 = pi 2 le premier point de Ch appartenant �a P.
Nous allons montrer que l'on peut contourner le point x i 1 par despoints de VI , ce qui fournira
un chemin empruntant s � 1 points de P, ce qui est contradictoire avec la minimalit �e de Ch.
Nous en concluronss = 0.
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Ordonnons les points du voisinagede x i 1 dans le senstrigonom�etrique :

(pi 2 � 1; y1; : : : ; yk| {z }
Y

; pi 2+1 ; z1; : : : ; zl| {z }
Z

):

Y et Z ne peuvent être vides, car sinon pi 2 � 1 et pi 2+1 seraient voisins, ce qui impliquerait que
le lacet simple C entoure une face triangulaire de G. Nous �eliminons momentan�ement ce cas.
D'autre part, Y \ P = ; et Z \ P = ; car chaque point d'un lacet simple digital a exactement
deux voisins et ceux de pi 2 sont pi 2 � 1 et pi 2+1 .

Lemme 4.19
Y et Z ne peuvent être dans la même composante connexede IR2 n C.

D�emonstration : Y [ Z � VI [ VE . Puisque CI et CE sont desouverts connexes,donc connexes
par arcs, et que la ligne polygonale Y de sommetsY ne coupe pas le polygone simple C lacet
simple de IR2, Y est toute enti �eredansCI ou toute enti �eredansCE . Il en est de mêmepour celle
de sommetsZ . Montrons qu'ils ne peuvent pas être dans la mêmecomposante (voir �gure 4.10).

Z1

pi 2+1

z1

zl

pi 2 � 1

y1

Y1

yk

Figure 4.10 : Structure du voisinagede pi 2 .

Notons Y1 et Z1 les polygonesferm�es de sommets:

Y1 � (pi 2 � 1; y1; : : : ; yk ; pi 2+1 ; pi 2 )

Z1 � (pi 2+1 ; z1; : : : ; zl ; pi 2 � 1; pi 2 )

Notons
�

Y 1 l'in t�erieur de Y1 au senstopologiquede IR2.

1.
�

Y 1 et
�
Z 1 sont connexeset

�
Y 1 \ C =

�
Z 1 \ C = ; :

Donc
�

Y 1� CE ou CI . De mêmepour
�
Z 1.
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2. Y1 [ Z1 est un voisinagede pi 2 (Th �eor�emede Jordan dans IR2). Si
�

Y 1 et
�
Z 1 �etaient dans

la mêmecomposante connexe,par exempleCI , on aurait Z1 [ Y1 � CI [ C. Comme tout
voisinagede pi 2 coupe CI et CE cela est impossible.D'o�u le lemme

Dans ce qui suit, nous supposeronsY � CE et Z � CI .

Apr �es avoir �etabli ce lemme sur la structure du voisinagede x i 1 , montrons comment \con-
tourner" x i 1 . Commedans le voisinagede x i 1 seulsles(zr ) sont dansVI , posonsx i 1 � 1 = zm . Par
l'examen descon�gurations possiblesde cevoisinage,nousallons danschaquecasd�eterminer un
chemin de x �a y empruntant s � 1 points de P, ce qui ach�evera la d�emonstration du th�eor�eme.

Cas 1 : x i 1+1 = pi 2 � 1.

On consid�ere le chemin Ch1 :

Ch1 � (x1; : : : ; x i 1 � 1; zm+1 ; zm+2 ; : : : ; zl ; x i 1+1 ; : : : ; xp� 1):

Cas 2 : x i 1+1 = pi 2+1 .

On consid�ere le chemin Ch2 :

Ch2 � (x1; : : : ; x i 1 � 1; zm� 1; zm� 2; : : : ; z1; x i 1+1 ; : : : ; xp� 1):

Cas 3 : x i 1+1 = zq avec q � m.

On consid�ere le chemin Ch3 :

Ch3 � (x1; : : : ; x i 1 � 1; zm+1 ; : : : ; zq� 1; x i 1+1 ; : : : ; xp� 1):

Cas 4 : x i 1+1 = zq avec q � m.

Analogue au cas3.

Cas 5 : x i 1+1 = yq est impossiblecar yq 2 VE .

Donc x et y sont dans la mêmecomposante connexede VI , cequi prouve la connexit�e de VI .

Par une d�emonstration analogue,on prouve que VE est connexe.

D �e�nition 4.20
Un lacet simple digital tel que VI = ; sera appel�e un lacet d�eg�en�er�e.

Remarque: Nous avonsvu que Y et Z ne sont vides que si P est r�eduit aux trois sommetsd'une
face triangulaire du graphe G. La r�eciproque �etant �evidente, on peut caract�eriser les lacets
simplesd�eg�en�er�es par le fait qu'ils sont r�eduits �a trois points voisins.

Montrons que x 2 VI et y 2 VE ne sont pas dans la même composante connexede V n P 1.
Soit Ch = (x i )

p� 1
i=0 un chemin de x �a y. Comme x 2 CI et y 2 CE , le chemin polygonal de

sommetsCh coupe C, lacet simple de IR2. Comme tous les segments consid�er�essont desarêtes
de G, le chemin polygonal Ch coupe C en un de sessommets,donc en un point de P. Comme

1Nous supposeronsque VI a au moins un point, sinon, la propri �et�e de Jordan n'est trivialemen t pas v�eri� �ee.
Il n'en reste pas moins que VE est connexe.
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P \ VI = ; et P \ VE = ; , tout chemin de x �a y n'est pas enti �erement inclus dans V n P. Il en
r�esulte que V n P a deux composantes connexesau moins, ce qui ach�eve la d�emonstration du
th�eor�emeannonc�e.

Pour avoir un meilleur parall�ele avec le cascontinu, montrons que P est la fronti �ere externe
de VI et VE .

Prop osition 4.21

D(VI ) = VI [ P et D (VE ) = VE [ P

o�u D(�) est la dilatation de tail le 1 sur le graphe.

D�emonstration : Reprenonsla structure du voisinaged'un point de P (voir �gure 4.10). Nous
avons vu que Y et Z ne pouvaient être vides si le lacet P n'�etait pas d�eg�en�er�e. Donc le point
x i 1 est voisin d'au moins un point de Z � VE et d'au moins un point de Y � VI . En�n, tout
point x de VI ne peut être voisin d'un point Y de VE , puisquetout chemin de x �a y contient au
moins un point de P

4.3.5 R�ecipro que

Il serait agr�eablede disposerd'une r�eciproque de ce th�eor�emesouscertaineshypoth�esessur
le graphe G. Malheureusement, nous allons pr�esenter un contre exemple: soit G le graphe non
orient�e de la �gure 4.11, que nous supposonsse r�ep�etant �a l'in�ni, et G son plongement dans
IR2. Ce graphe, bien que planaire, n'est pas une triangulation.

Prop osition 4.22
G v�eri�e la propri�et�e de Jordan pour tout lacet simple non d�eg�en�er�e.

Soit L = (pi )n� 1
i=0 un lacet simple digital de G, P l'ensemble des points qui le composent et

C la ligne polygonale ferm�eede sommetsL .

Lemme 4.23
Si pour chaquemotif �el�ementaire on ajoute l'ar ête (a6; a8) selon la �gur e 4.11, L
reste un lacet simple.

D�emonstration : Supposonsquepour un motif �el�ementaire, a8 2 P. Montrons qu'alors a6 62P en
raisonnant sur G. Le successeuret le pr�ed�ecesseurde a8 sont soit a1 et a7, soit a3 et a5 puisque
L est un lacet simple suppos�e non d�eg�en�er�e. Dans le premier cas,si le successeurde a7 est a6,
les trois suivants envisageablesa2, a5 ou a4 ne sont pas possibles.En e�et, il ne peut s'agir de :

� a2, puisquea1 est voisin de a2, le lacet L ser�eduit �a (a1; a8; a7; a6; a2), lacet qui v�eri�e la
propri �et�e de Jordan digitale. Nous supposeronsdor�enavant L di� �erent de ce lacet.
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Figure 4.11 : Trame v�eri�an t la propri �et�e de Jordan, bien que ne consti-
tuant pas une triangulation.
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� a5, puisque a5 est voisin de a1, a8 et a6, tous trois sur L .

� a4, puisque a7 est voisin de a4.

a3 n'est pas possiblecommesuccesseurde a7 puisque voisin de a1. Il s'en suit que P est de la
forme :

(a1; a8; a7; a4) ou (a4; a7; a8; a1):

Dans le secondcasP est de la forme :

(a3; a8; a5; a2) ou (a2; a5; a8; a3):

(voir �gure 4.12).

a1 a2

a3 a4

a5

a6

a7

a8

Motif �el�ementaire
Seul chemin de Jordan possible

�a rotation pr�es

Figure 4.12 : Morceaux de lacet sur G.

Or pour tous ces chemins, a6 est voisin de l'un des deux centraux (a8; a7) ou (a8; a5). Si
a6 2 P, a6 est successeurou pr�ed�ecesseurd'un de cespoints, ce qui n'est pas possibled'apr�es
les con�gurations n�ecessairesque nous avons misesen �evidence.

Soit G0 le graphe obtenu en ajoutant �a chaque motif �el�ementaire de G l'ar ête (a8; a6). Nous
avons montr �e que L est toujours un lacet simple sur G0. Puisque G0 est une triangulation, nous
pouvons lui appliquer le th�eor�eme. En gardant les notations de ce dernier, VI et VE sont les
deux composantes connexesde V n C. Il reste �a montrer que cesdeux composantes sont encore
connexesau sensde G. Pour cela �etablissonsce dernier lemme :

Lemme 4.24
Tout chemin de G0 d'extr�emit�es x et y, totalement inclus dans VI (resp. VE ) peut
être transform�e en un chemin sur G, toujours inclus dans VI (resp. VE ).

D�emonstration : Soient x et y dansVI et un chemin de G0 de x �a y inclus dansVI . Supposonsque
sur un motif �el�ementaire ce chemin passepar les points successifs(a8; a6). De la d�emonstration
du lemme donnant la forme locale des lacets simples de G on d�eduit facilement que tout lacet
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simple passant par a5 ou a7 passepar l'un des deux points a8 ou a6. Or cesdeux points sont
dans VI , donc aussia5 et a7.

Il est donspossiblede modi�er le chemin de x �a y dansG0 en restant dansVI en rempla�cant
toute successionde type

a8; a6 par a8; a5; a6

et a6; a8 par a6; a5; a8

Ce nouveau chemin de G0 est aussiun chemin de G et donc VI est connexeau sensde G.

On montre de fa�con analogueque VE est aussiconnexeau sensde G.

En�n VI [ VE n'est pas connexeau sensde G puisqu'il ne l'est pas au sensde G0 qui a plus
d'arêtesque G

En conclusion,une triangulation et donc la trame hexagonaleest une \b onne trame" pour
repr�esenter desimages,alors que la trame carr�eeposede nombreux probl�emesde connexit�e qui
ne sont r�esolusqu'en introduisant une dissym�etrie entre un ensemble et son compl�ementaire.
Cependant, d'autres trames peuvent pr�esenter de bonnespropri �et�escommele montre le contre-
exemple.
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Chapitre 5

Op�erations morphologiques sur les
cha�̂nes et lacets

5.1 Dilatation des lacets

Nous allons d'abord voir comment calculer de mani�ere simple le lacet parall�ele �a un lacet
donn�e. Nous quitterons ensuite la structure de lacet pour aborder celle de châ�ne, plus g�en�erale
et plus e�cace. Elle nous permettra en particulier d'obtenir des algorithmes pour les transfor-
mations g�eod�esiques.Nous montrerons aussicomment e�ectuer certainesmesures(diam�etre de
Ferret. . . ) �a partir de la structure de châ�ne. La fonction de propagation ne seraabord�eequ'au
chapitre suivant, car il seran�ecessaired'�etudier d'abord en d�etail la notion de g�eod�esiquedans
desm�etriques particuli �eres.

5.1.1 Dilatation d'un lacet par l'hexagone �el�ementaire

Nous supposeronsd'abord que X est repr�esent�e par un unique lacet L = (O; C), d'origine
O = (x; y) et de liste de codesC = (ci )n

i=1 . Par commodit �e, nous poseronsc0 = cn .

D �e�nition 5.1
Soit D : L ! L l'application qui transforme les lacets comme suit :
PosonsL 0 = (O0; C0) = D(L). On dira que D(L) est le lacet dilat�e de L .

1. O0 = O + ~ucn � 2

2. C0 = (c1
1; : : : ; c1

i 1
; c2

1; : : : ; c2
i 2

; : : : ; cn
1 ; : : : ; cn

i n
), ou sousforme condens�ee :

C0 =
�
(cj

p) i j
p=1

� n

j =1

avec cj
1; : : : ; cj

i j
est donn�e par le syst�eme de r�eglesR (voir table 5.1) :

cj � 1; cj
R� ! cj

1; : : : ; cj
i j
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cj � cj � 1 mod 6

0 cj � 1; cj
R0� ! cj

1 cj � 1; cj
R1� ! cj � 1; cj

2 cj � 1; cj
R2� ! cj � 1; cj � 1 + 1; cj

3 cj � 1; cj
R3� ! cj � 1; cj � 1 + 1; cj � 1; cj

4 cj � 1; cj
R4� ! cj � 1; cj � 1 + 1; cj � 1 + 2; cj � 1; cj

5 cj � 1; cj
R5� ! ;

Tableau 5.1 : Les r�eglesdu syst�emeR.

Cesr�eglespeuvent être traduites g�eom�etriquement commele montre la �gure 5.1.

Remarque: La r�egle4 ne peut pas être activ�eedans le casd'un lacet d�elivr�e par l'algorithme de
suivi de contours : en e�et la propri �et�e P6 n'est pasv�eri� �ee.Cependant, cette r�eglenousservira
par la suite pour e�ectuer desdilatations de taille plus grande.

D�emontrons �a pr�esent quelquespropri �et�esdu lacet transform�eL 0 = D(L).

Prop osition 5.2
L 0 est un lacet (ferm�e).

D�emonstration : Posonspour toute la suite de ce paragraphe

p0 = O et pi = O +
iX

j =1

~ucj ; 1 � i � n

Par hypoth�ese,L est un lacet, donc p0 = pn . Par construction, O0 est le point au milieu �a droite
de (pn� 1; pn ), dont le code de direction est cn . Posonsp0

0 = O0 et construisonspar r�ecurrencela
suite de points

p0
i = p0

i � 1 +
i jX

j =1

~uci
j

; 1 � i � n:

De par la d�e�nition de R (voir �gure 5.1), si p0
i � 1 est le point au milieu �a droite de (pi � 2; pi � 1),

alors p0
i est le point au milieu �a droite de (pi � 1; pi ). Donc puisque p0

0 est au milieu �a droite de
(pn� 1; p0), p0

n est au milieu �a droite de (pn� 1; pn ). D'o�u p0
0 = p0

n , ce qui prouve que la châ�ne L 0

est ferm�ee

Notons �a pr�esent les codesde L 0 par C0 = (ci )
q
i=1 et les points du lacet :

q0
i = O0+

iX

j =1

~uc0
j

; 0 � i � q:
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cj � cj � 1 = 0 cj � cj � 1 = 1

cj � cj � 1 = 2 cj � cj � 1 = 3

cj � cj � 1 = 4 cj � cj � 1 = 5

Figure 5.1 : Interpr�etation g�eom�etrique desr�eglesdu syst�emeR.
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Prop osition 5.3

X � H1 n X � f q0
i g

q
i=1 :

Cette proposition exprime le fait que tous les points du dilat �e de taille un de X qui ne sont
pas dans X sont visit �espar le lacet transform�e.

D�emonstration : Soit x 2 X � H 1. La propri �et�e P5 de l'algorithme de suivi de contours assure
qu'il existe trois points cons�ecutifs pi � 1, pi et pi +1 o�u x est examin�e lorsquel'on balaye lesvoisins
de pi dans le senstrigonom�etrique en partant de pi � 1 pour aboutir �a pi +1 . Soit (x j )s

j =1 la suite
despoints de X c rencontr �es.On a x = xk pour 1 � k � s. x1 = p0

i car x1 est le point au milieu
�a droite de (pi � 1; pi ) et xs = p0

i+1 puisque xs est le point au milieu �a droite de (pi ; pi +1 ). Par
construction (voir �gure 5.1), tous les points (x i )s

i=1 sont visit �es par la sous-châ�ne du lacet L 0

allant de p0
i �a p0

i+1 . Donc x = q0
t pour 0 � t � q � 1

Prop osition 5.4

f q0
i g

q
i=1 � X � H1:

D�emonstration : Tout point qi appartient �a une sous-châ�ne de p0
j �a p0

j +1 . Or tous les points de
cette sous-châ�ne sont voisins de pj 2 X , d'o�u la proposition

En r�esum�e, si noussupposonsque lespoints de X ont pour valeur 1, ceuxde X c la valeur 0 et
que l'on a�ecte la valeur 1 au points (q0

i )
q
i=1 du lacet L 0, les points dont la valeur est alors 1 sont

exactementceux de X � H 1. Il faut noter qu'une fois X cod�e sousforme de lacet, nous venons
de calculer X � H 1 sansutiliser de relations de voisinages. En fait, celles-cisont contenuesdans
l'enchâ�nement desdirections dessegments successifsdu lacet. La �gure 5.2 illustre l'application
D par un exemple.Nous avons dans ce cas:

L = (O; (4; 4; 5; 5; 0; 0; 2; 3; 2; 1; 0; 1; 3; 3))

L 0 =
�
O0; (3; 4; 4; 4; 5; 5; 5; 0; 0; 0; 1; 2; 2; 3; 0; 1; 1; 2; 3; 3)

�

5.1.2 Propri �et �es du lacet dilat �e

La �gure 5.2 montre bien que le lacet dilat �e ne poss�edepas les propri �ete�s P1 �a P6 . Si l'on
cherche �a it �erer la dilatation deslacets D, nousdevons restreindre lespropri �et�esdemand�ees.En
voici trois qui seconserveront par it �eration :
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p0 p13

p1

p2

p0
0

p0
1

p0
2

Figure 5.2 : Exemple o�u le lacet transform�e n'est pas la fronti �ere du di-
lat�e.

D �e�nition 5.5
Soit X un ensemble simplement connexe et L un lacet. Notons le lacet L =
(p0; (c1; : : : ; cn )) et pi = p0 +

P i
j =1 ~ucj et X l'ensemble trait�e. Nous dirons que X

est repr�esent�e par L ou que L est associ�e �a X si et seulementsi L v�eri�e les trois
propri�et�es :
Propri �et �es des lacets

Propri�et�e L1 : (fermeture) p0 = pn .

Propri�et�e L2 : 8i pi 2 X .

Propri�et�e L3 : Soient x1 2 X et x2 2 X c, voisins. Il existe i tel que x1 = pi et x2

est atteint lorsquel'on balaye les voisins de pi dans le senstrigonom�etrique de
pi � 1 �a pi +1 .

Notons que la propri �et�e L3 implique que Front (X ) � f pi gn
i=1 .

L'in troduction de cestrois nouvellespropri �et�esest justi� �eepar le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 5.6
Soit un lacet L associ�e �a X et v�eri�ant L1 �a L3 . Alors le lacet dilat�e D(L) associ�e
�a X � H1 v�eri�e aussi L1 �a L3 .

D�emonstration : En gardant les notations du paragraphepr�ec�edent :
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� L 0 = D(L) le lacet transform�e de L .

� C = (pi )n
i=1 les points de L avec p0 = pn .

� (p0
i )

n
i=1 les points au milieu �a droite de (pi � 1; pi ).

� C0 = (q0
i )

q
i=1 les points du lacet transform�e. On a donc f p0

i g
n
i=1 � f q0

i g
q
i=1 .

Propri �et�e L1 : L 0 la v�eri�e (voir la d�emonstration du paragraphepr�ec�edent).
Propri �et�e L2 : De par la structure du syst�eme R, les points f q0

i g du lacet L 0 sont voisins des
points du lacet L . Donc pour tout i , q0

i 2 X � H1.
Propri �et�e L3 : Soient x1 2 X � H1 et x2 2 (X � H1)c. Comme x1 2 X � H1, soit x0 2 X voisin
de x1. Par hypoth�ese,la propri �et�e L3 est v�eri� �ee par L . Soient donc k tel que x 0 = pk et x1

balay�e dans le senstrigonom�etrique de pk� 1 �a pk+1 . On a donc par construction de R x1 = q0
j ,

q0
j setrouvant entre les points p0

k et p0
k+1 sur le lacet L 0.

Cas 1 : x1 6= p0
k et x1 6= p0

k+1 . Alors les vecteurs
�� � �!
q0

j � 1q0
j et

�� � �!
q0

j q
0
j +1 font un angle de �

3 (voir
�gure 5.1) et le point au milieu �a gauche de (q0

j � 1; q0
j ) est dans X . Les seulespositions

possiblespour x sont alors a, b ou c selon la �gure 5.3. Ces trois points seront rencontr �es
en balayant dans le senstrigonom�etrique les voisins de q0

j de q0
j � 1 �a q0

j +1 .

Cas 2 : x1 = p0
k . Alors p0

k est au milieu �a droite de (pk� 1; pk ) (voir �gure 5.4). Notons, toujours
selon la �gure 5.4, les quatre autres voisins de p0

k , a, b, c et d. Les points pk� 2 et pk+1

ne peuvent pas se trouver simultan�ement en d et a respectivement, car tout voisin de x 1

serait dansX � H 1. Supposonspk� 2 6= d. L'application desr�eglesR montre que q0
j � 1 = d,

puisque toutes les r�egles(sauf R5 que l'on ne peut pas employer) transforment ci ; ci +1 en
ci ; : : : ; ci +1 .

� Si pk+1 6= a, alors q0
j +1 = a. Dans ces conditions, les deux seules possibilit�es

pour x2, �a savoir b et c seront balay�eespar l'application de la r�egle transformant
((q0

j � 1; q0
j ); (q0

j ; q0
j +1 )).

� Si pk+1 = a, pk+2 6= b puisque sinon tout voisin de x1 est dans X � H 1. La r�egle
utilis �eepour transformer ((pk ; pk+1 ); (pk+1 ; pk+2 ) ne serapas R5 et donc q0

j +1 = b. x2

est alors c et serabien visit �e �a l'application de R5 �a ((d;p0
k ); (p0

k ; b))

De fa�con �evidente, les lacets fournis par le suivi de contours v�eri�en t lespropri �et�esL1 �a L3 .
Nous en d�eduisonsdonc :

Prop osition 5.7
Soit L un lacet fourni par le suivi de contours. Alors D n(L ) v�eri�e L1 �a L3 pour
l'ensembleX � nH 1.

Ainsi donc, supposonsque nous disposions d'une image binaire ne contenant qu'un objet
simplement connexedont les pixels sont �a la valeur 1, le fond ayant la valeur 0. Si nous tra�cons
tous les lacets D i (L ) pour 1 � i � n �a la valeur 1, l'ensemble des pixels �a la valeur 1 sera
exactement X � nH 1. Malheureusement, le lacet Dn(L ) contient beaucoupde points n'�etant pas
sur la fronti �eredeX � nH 1. Apr �esavoir montr �ecomment �etendrecesr�esultats au casd'une union
de lacets d�ecrivant un objet quelconque,nousmontrerons comment il est possibled'�eliminer ces
portions inutiles.
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x0 2 X b

q0
j +1

q0
j � 1

a

c

q0
j = x1

Figure 5.3 : Illustration du cas1.

a p0
k = q0

j = x1 d

b

pk

c

pk� 1

Figure 5.4 : Illustration du cas2.
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5.1.3 Dilatation d'un ensemble de lacets

Il a �et�e d�emontr �e que tout sous-ensemble X pouvait être d�ecrit par une suite d'ensembles
(X i ), unions disjointes d'ensembles simplement connexes:

X = ((X 0 n X 1) [ X 2) n X 3 : : : =
1[

i =0

X 2i n X 2i+1

et les lacets d�ecrivant X sont les contours internes des X 2i et les contours externesdes X 2i+1 .
Plus pr�ecisement :

� Soit Y une composante (simplement) connexede X 2i . Le suivi de son contour fournira un
lacet poss�edant les propri �et�esL1 �a L3 pour la composante Y .

� Soit Z une composante (simplement) connexede X 2i+1 . Nous suivons le contour de Z c qui
fournit un lacet poss�edant les propri �et�esL1 �a L3 pour Z c.

Prop osition 5.8
Le suivi de contour de X quelconquefournit un ensemblede lacets v�eri�ant globale-
ment L1 �a L3 .

D�emonstration :
Propri �et�e L1 : clair car chaque lacet est ferm�e.
Propri �et�e L2 : par construction de l'algorithme de suivi de contour, chaquepoint d'un lacet est
dans X .
Propri �et�e L3 : soient x1 2 X et x2 2 X c voisins. Alors x1 2 X 2i et deux casseulement peuvent
sepr�esenter :

� x2 2 X 2i � 1. Il su�t d'appliquer la propri �et�e L3 au lacet contour de la composante de X 2i

contenant x1.

� x2 2 X 2i+1 . Il su�t d'appliquer la propri �et�e L3 au lacet contour du compl�ementaire de la
composante de X 2i+1 contenant x2.

Prop osition 5.9
Soit f L i gn

i=1 l'ensembledes lacets de contour de X . Alors fD (L i )gn
i=1 v�eri�e L1 �a

L3 pour X � nH 1.

D�emonstration : la d�emonstration propos�eedans le cas d'un unique lacet se transposedirecte-
ment au casd'une union de lacets.
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5.2 Transformation des lacets en cha�̂nes

Si l'on en restait l�a, les algorithmes propos�es seraient profond�ement ine�caces. En e�et,
la r�egle 5 engendredes boucles suppl�ementaires. Ces boucles n'apportent rien si ce n'est de
permettre au dilat �e d'être bien un lacet, mais il est ais�e de voir que les points de cesboucles
sont soit dans X , soit dans X � H 1, et dans ce cas cespoints seront atteints par d'autres du
lacet dilat �e.

L'id �ee que nous allons donc d�evelopper est de ne garder que les parties utiles des lacets,
c'est-�a-dire cellesqui sont inclusesdans X � H 1 n X , chacun despoints de X � H 1 n X n'�etant
atteint qu'une seulefois.

5.2.1 Nouv elle repr �esentation et r �egles de manipulation

Nous allons maintenant supposerque X est repr�esent�e non plus par deslacets, mais par des
châ�nes et des lacets v�eri�an t globalement les propri �et�esL1 �a L3 que nous �etendonsau casdes
châ�nes.

Propri �et�e L1 : seulsles lacets sont ferm�es.

Propri �et�e L2 : tous les points des lacets et les points non terminaux
deschâ�nes sont dans X .

Propri �et�e L3 : soient x1 2 X et x2 2 X c voisins. Il existe soit un
point d'un lacet soit un point non terminal d'une châ�ne pi tel que
pi = x1 et x2 est balay�e dans le senstrigonom�etrique de pi � 1 �a
pi +1 .

Nous allons montrer que ces propri �et�es se conservent par dilatation. Pour cela �etendons
l'op�erateur de dilatation de lacet au casdeschâ�nes.

D �e�nition 5.10
Soit L = (O; (c1; : : : ; cn )) une châ�ne. La châ�ne dilat�ee est une châ�ne ayant les
mêmesextr�emit�es d�e�nie par :

D(L ) = (O; (c1 � 1; R(c1; c2); : : : ; R(cn� 1; cn ); cn + 1))

Cette d�e�nition est illustr �ee �gure 5.5.

Soit f L i gn
i=1 un ensemble de châ�nes et lacets repr�esentant X . L' �elimination des parties

inutiles de fD (L i )gn
i=1 s'e�ectue commesuit :
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L

D(L)

L

D(L)

Figure 5.5 : Dilatation d'une châ�ne.
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D �e�nition 5.11
[Mise �a jour] SupposonsX trac�e sur une image avec des valeurs > 0, X c prenant
des valeurs � 0. Notons (qj

i )n i
j =0 les points de D(L i ) et examinons ces châ�nes et

lacets pour i croissant de 1 �a n.

� Si D(L i ) est un lacet dont tous lespoints ont sur l'image une valeur � 0, D(L i )
est trac�e sur l'image �a une valeur > 0 et est conserv�e tel quel.

� Si D(L i ) estun lacet dont au moins un point a une valeur > 0, on peut supposer,
quitte �a e�ectuer une rotation sur sespoints, queq0

i = qn i
i 2 X et on consid�ere

ce lacet comme une châ�ne.

� Si D(L i ) est une châ�ne, par d�e�nition de D les valeurs de q0
i et qn i

i sont > 0.
Soit q�

i le premier point dont la valeur dans l'image est � 0, puis q�
i le premier

point > 0 obtenu apr�es q�
i . La châ�ne (q� � 1

i ; : : : ; q�
i ) est conserv�ee, trac�ee sur

l'image avec une valeur > 0 et on reprend le processus�a partir de q�
i .

Ainsi chaque châ�ne ou lacet peut être d�ecoup�e en plusieurs nouvelleschâ�nes.

5.2.2 Conserv ation de la repr �esentation par dilatation

Comme dans le casdes lacets, nous pouvons �enoncerle th�eor�emecentral :

Th �eor �eme 5.12
Soit f L i gn

i=1 un ensemblede châ�nes et lacets repr�esentant X (donc v�eri�ant L1 �a
L3 ). Alors fD (L i )gn

i=1 mis �a jour repr�esenteX � H 1.

D�emonstration : Nous noterons parfois l'ensemble des lacets f L i gn
i=1 par L et leurs dilat �es

fD (L i )gn
i=1 par D(L).

Propri �et�e L1 : clair.
Propri �et�e L2 : clair, puisque les r�eglesde R ne fournissent que despoints voisins despoints de
d�epart.
Propri �et�e L3 : Reprenonsles notations de la d�emonstration dans le cas des lacets. Soit x 1 2
X � H1, x2 2 (X � H1)c et x0 2 X , x1 voisin de x0 et x2. D'apr�esL3 appliqu�e �a f L i gn

i=1 , x1 = p
pour un point de l'un desL i . Commex1 2 X � H1 nX , le point p avait avant la mise �a jour une
valeur � 0 et a �et�e mis �a une valeur > 0 pendant celle-ci en examinant qj

i . Ce point fait partie
d'un morceaude châ�ne ou de lacet (qk

i )�
k= � dont qj

i n'est pas une extr�emit�e. La d�emonstration
propos�ee dans le cas des châ�nes s'applique alors telle quelle pour montrer que x 2 sera balay�e
dans le senstrigonom�etrique de qj � 1

i �a qj +1
i

Nous sommesmaintenant en mesured'�enoncernotre premier algorithme op�erationnel pour
calculer un dilat �e de taille n par l'hexagoneH 1 :



82 Chapitre 5 : Op �erations morphologiques. . .

Algorithme : Dilatation de taille n

Soit X un ensemble binaire �a la valeur 1 sur une image.

� Suivre les contours de X : L = (L i )
p
i=1

� Pour j de 1 �a n

{ L  D(L )

{ Mettre �a jour L en �ecrivant dans l'image �a la valeur 1

� Fin pour.

Le r�esultat de l'algorithme est bien le dilat �e de taille n. En e�et, nous avons vu que la
propri �et�e L3 se transmet par it �eration et mise �a jour. Donc �a la mise �a jour j , tous les points
de X � j H1 n X � (j � 1)H 1 et rien que cespoints vont être mis sur l'image �a la valeur 1.

Nous pourrions tout de suite pr�esenter d'autres algorithmes tels que la fonction distance.
Il nous semble n�ecessairede travailler encoreun peu pour aborder le cas g�eod�esiqueavant de
regrouper les algorithmes dans une section �a part.

5.2.3 Optimalit �e de la repr �esentation

La mise �a jour montre dans quel sensil faut entendre le mot optimalit �e : tous les points de
la fronti �ere de X � H 1 ne sont pr�esents qu'une et une seulefois dans les lacets transform�es ou
leschâ�nestransform�eespriv �eesde leurs extr�emit�es.Dans cesens,toute châ�ne est \signi�an te".
Par contre, �a aucun moment nous ne cherchons �a concat�ener deux châ�nes codant des points
successifs.Cela ne ferait qu'alourdir les algorithmes sans pour autant accrô�tre leur e�cacit �e
(bien au contraire !).

5.2.4 Transformations g�eod�esiques

DonnonsnousM un masquede travail, par rapport auquelnouse�ectuerons lesdilatations et
X � M . Notons le dilat �e g�eod�esiquede X de taille n dansM (it �er�e n fois de X  (X � H 1) \ M )
par :

X � M nH 1

Supposonsque nous disposionsd'une image dans laquelle les pixels aient les valeurs suivantes :

� 0 pour les pixels de M n X

� 1 pour les pixels de X

� 2 pour les pixels de M c
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Figure 5.6 : Particule enroul�ee

et que nous appliquions les proc�eduresde dilatation et de mise �a jour que nous avons d�ecrites.
Montrons que nous obtenonsen fait le dilat �e g�eod�esiquede X dans M .

La propri �et�e L3 doit alors seprendre dans le senssuivant :

Propri �et�e L3 : Soient x1 2 X et x2 2 X c \ M , voisins. Il existe i tel que x1 = pi et x2 est
atteint lorsque l'on balaye les voisins de pi dans le senstrigonom�etrique de pi � 1 �a pi +1 .

La seuledi� �erenceest donc que x2 doit être dans X c \ M et non plus seulement dans X c.
On peut encoremontrer que les nouvelles propri �et�es L1 �a L3 se conservent par dilatation et
mise �a jour pour X � M H1.

Nousvenonsdevoir quele casg�eod�esiquesetraite doncdemani�eresimilaire au cashexagonal
non g�eod�esique,enmodi�an t seulement lesvaleursdespixels sur l'image ded�epart. En particulier
la repr�esentation reste optimale contrairement �a ce qui sepassepour les algorithmes �a basede
r�ecritures [Mey87] et [La•y87] :

� pour les algorithmes �a basede lacets, la complexit�e est proportionnelle au p�erim�etre des
objets, quelle que soit leur forme, (apr�es une �etape de suivi de contours demandant une
seulescrutation de l'image)

� pour lesalgorithmes r�ecursifs,le nombre de balayagesde l'image d�epend de la forme et est
�elev�e dans le cas d'objets fortement enroul�es (voir �gure 5.6) ou de faible �epaisseurtels
que dessquelettesou desfronti �eres(X 	 H 1 par exemple).

5.3 Applications

Nous pr�esentons ici cinq applications imm�ediates de ce qui pr�ec�ede. Leur int�er̂et r�esidees-
sentiellement dans la rapidit�e d'ex�ecution par rapport aux algorithmes classiques�a base de
r�ecritures.

Nous noterons l' �etape de mise �a jour ainsi :
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Mise �a jour, F ond = n1, F orme = n2

Cela signi�e que dans l'algorithme de mise �a jour, les pixels ayant une valeur � 0 (corre-
spondant �a X c ou X c \ M ) ont ici la valeur n1, ceux ayant une valeur > 0 (correspondant �a X
ou X [ M c dans le casg�eod�esique)ont ici la valeur n2. En d'autres termes, seulesles portions
de lacets ou de châ�nes ayant, avant d'être �ecrites sur l'image, despixels �a la valeur F ond = n 1

sont conserv�eeset �ecrites �a la valeur F orme = n2.

5.3.1 Reconstruction

Soit Y un sous-ensemble de IH et X un sous-ensemble de Y . La reconstruction de X dans Y
consiste�a ne conserver que les composantes connexesde Y qui coupent X .

Algorithme : reconstruction de X dans Y

Entr �ee:

8
><

>:

0 pour Y c

1 pour Y n X
2 pour X

Balayer l'image en sensvid�eo

� Si le pixel est �a 2 faire

{ Cr�eer un lacet ponctuel correspondant �a ce pixel

{ Tant qu'il reste deschâ�nes ou deslacets

� Dilater les châ�nes et lacets
� Mettre �a jour, F ond = 1 ou 2, F orme = 3

{ Fin tant que

� Fin si.

Sortie :

8
><

>:

0 pour Y c

1 pour Composantes connexesde Y non reconstruites
3 pour Composantes connexesde Y reconstruites

L'algorithme propos�eestperformant, car lesparticules deY qui seront reconstruitesneseront
parcouruesqu'une seulefois par leslacetset lesautresaucunefois. En particulier, la dilatation du
point recouvreprogressivement toutes les composantes connexesde X qui setrouvent dans une
mêmecomposante de Y . Chaquedilatation jusqu'�a convergencecorrespond donc �a la recherche
d'une composante connexe.

5.3.2 Etiquetage

Soit X un sous-ensemble de IH. L'ob jectif est de donner �a chaque composante connexede
X une valeur uniforme ou �etiquette (\lab el" en anglais), deux composantes connexesdistinctes
ayant deux �etiquettes di� �erentes.
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Algorithme : �etiquetage de X

Entr �ee:

(
0 pour X c

32767 pour X

� i  � 1

� Balayer l'image en sensvid�eo

{ Si le pixel examin�e est �a 32767faire

� Cr�eer un lacet ponctuel correspondant �a ce pixel
� Tant qu'il reste deschâ�nes ou deslacets faire

� Dilater les châ�nes et lacets
� Mettre �a jour, F ond = 32767,F orme = i
� i  � i + 1

� Fin tant que

{ Fin si

Sortie :

8
><

>:

0 pour X c

Une �etiquette di� �erente
pour chaque composante connexede X

Les �etiquettes vont de 1 �a nb o�u nb est le nombre de composantes connexesde X . Les
�etiquettes l1 et l2 correspondant respectivement aux composantes connexesX 1 et X 2 v�eri�en t
l1 < l2 si et seulement si le point en haut �a gauche de X 1 apparâ�t avant celui de X 2 dans un
balayagevid�eo.

Ici encore,chaque particule est reconstruite une seule fois. La boucle cr�e�ee correspond au
point en haut �a gauche de celle-ci.

5.3.3 Fonction distance hexagonale

Cette fonction est d�e�nie par :

� (x) = d(x; X c)

o�u d est la distance hexagonale.Notons qu'en fait, il s'agit de la distance �a X c. Le support de
cette fonction est donc exactement X . Nous pouvons �ecrire de fa�con �equvalente :

� (x) = supf n; x 2 X 	 nH 1g:
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Algorithme : fonction distance hexagonale de X

Entr �ee:

(
0 pour X c

32767 pour X

� Suivre le contour de X c

� i  � 2

� Tant qu'il reste deschâ�nes ou deslacets faire

{ Dilater les châ�nes et lacets

{ Mettre �a jour, F ond = 32767,F orme = i

{ i  � i + 1

� Fin tant que.

Sortie :

(
0 pour X c

� (x; X c) pour X

Par les algorithmes r�ecursifs,cette fonction est obtenue en deux balayagesde l'image, ce qui
les rend performants. Le nôtre a un temps d'ex�ecution �egal pour des ensembles X de grande
taille. Par contre quand X est de petite taille, la technique des lacets est avantageusepuisque,
en premi�ere approximation, le temps d'ex�ecution est proportionnel au nombre de pixels de X .
Cependant, c'est dans le casg�eod�esiqueque les lacets donnent toute leur puissance.

5.3.4 Fonction distance hexagonale g�eod�esique

Soit Y une partie de IH et X un sous-ensemble de Y . Nous cherchons la fonction � Y donnant
pour tout x sa distance hexagonaleg�eod�esique�a X dans Y .
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Algorithme : fonction distance g�eod�esique �a X dans Y

Entr �ee:

(
0 pour X [ Y c

32767 pour Y n X

� Suivre le contour de X

� i  � 1

� Tant qu'il reste deschâ�nes ou deslacets

{ Dilater les châ�nes et lacets

{ Mettre �a jour, F ond = 32767,F orme = i

{ i  � i + 1

� Fin tant que.

Sortie :

(
0 pour X [ Y c

� Y (x; X ) pour Y n X

5.3.5 Zones d'inuence

Soit X un sous-ensemble de la trame IH. Nous supposeronsque X est issu d'un algorithme
d'�etiquetage,c'est-�a-dire que chaquecomposante connexede X est repr�esent�eedans l'image par
une valeur di� �erente. La zone d'inuence d'une composante connexeest l'ensemble des points
qui sont plus prochesde cette composante quede toute autre { cette notion seconfondaveccelle
de diagrammede Vorono•�, mais nousavons voulu garder la terminologie usuelleen morphologie
math�ematique.Nousvoulonsdoncen sortie de l'algorithme une imagedanslaquellechaquepixel
a la valeur de la composante connexela plus proche de lui.

Algorithme : zones d'inuence X

Entr �ee: image �etiquet�ee X

� Suivre le contour de X en conservant la valeur de la composante

� Tant qu'il reste deschâ�nes ou deslacets

{ Dilater les châ�nes et lacets

{ Mettre �a jour, F ond = 0, F orme =v aleur de la châ�ne

� Fin tant que.

Sortie : image �etiquet�ee
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Pour cet algorithme, la partie de mise �a jour est modi� �eecommesuit : lespoints deschâ�nes
et lacets sont �ecrits non plus �a une valeur �xe > 0, mais �a la valeur de la composante con-
nexe correspondante. Pour cela, lors du suivi de contours, la valeur de la composante donnant
naissance�a chaque lacet est m�emoris�eeet transmise lors de la dilatation deschâ�nes et lacets.

correction de l'algorithme : Nous avons vu que �a l' �etape n, seulsles points de X � nH 1 n X �
(n � 1)H1 seront �ecrits. Commeun lacet (ou une châ�ne) dilat �e ne contient quedespoints voisins
au lacet, seulsdes points �a distance n au plus d'une composante connexepeuvent être �ecrits.
Consid�eronsun pixel p. Il appartient �a X � iH 1 n X � (i � 1)H 1 pour un certain i . Il seradonc
�ecrit �a l' �etape i �a une valeur correspondant �a une composante connexe�a distance au plus i .
Cette distance est en fait exactement i puisque p est �a distance exactement i de X

Remarque : lorsqu'un pixel est �equidistant de plusieurs composantes connexes,l'algorithme
fournit celle qui a �et�e d�etect�ee en premier par l'algorithme de suivi de contours.

5.4 Autres �el�ements structuran ts

Nous avons examin�e dans ce qui pr�ec�ede uniquement le cas de l'hexagone. Pour de petites
tailles de dilatation, il fournit une approximation ad�equate du cercle. Malheureusement, pour
des tailles sup�erieures �a une dizaine de pixels, lorsque l'on d�esire des approximations �nes du
cercle,il est n�ecessairede consid�erer despolygonesr�eguliersayant plus de six côt�es.Nous allons
montrer que l'on peut programmer desdod�ecagonestr �es facilement �a l'aide de lacets.

5.4.1 Hexagone conjugu �e et dod�ecagone

Un dod�ecagonedigital D n de taille n peut être d�ecompos�e en somme de Minkowski d'un
hexagonen1(n)H1 et d'un hexagoneconjugu�e n2(n)H �

1 (voir �gure 5.7). Les nombres n1(n) et
n2(n) sont choisis par r�ecurrencede sorte que le r�esultat soit aussi r�egulier que possible:

� D1 = H1

� Notons Dn = n1(n)H1 � n2(n)H �
1 .

{ Si n1(n) + 1 <
p

3n2(n) alors

(
n1(n + 1) = n1(n) + 1
n2(n + 1) = n2(n)

{ Si n1(n) + 1 �
p

3n2(n) alors

(
n1(n + 1) = n1(n)
n2(n + 1) = n2(n) + 1

En g�en�eral, on programmel'hexagoneconjugu�e en remarquant qu'il est sommede Minkowski
desdeux triangles conjugu�escommele montre la �gure 5.7. Les triangles conjugu�espeuvent être
programm�espar destechniquesde lacets,mais lesr�eglesder�ecriture sont relativement complexes
et nous ne les exposeronspas ici. La solution suivante est beaucoupplus simple : remarquons
que l'hexagoneconjugu�e est un hexagonede taille 2 dont on aurait supprim�e lessix sommets.Le
passaged'un lacet correspondant �a H 1 au lacet correspondant �a H �

1 peut se faire en modi�an t
la r�egleR2 commele montre la �gure 5.8.
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H �
1

T �
1 T �

2

Figure 5.7 : L'hexagoneconjugu�e H �
1 et les triangles conjugu�es.

Notation : Soit L un ensemble de châ�neset lacetsqui repr�esente un ensemble X . Rappelonsque
nous notons D(L) la dilatation de L par H 1 au moyen du syst�emede r�eglesR.Notons D � (L ) la
\dilatation" de L au moyen du syst�emede r�eglesR � pr�esent�e �gure 5.8. Il faut remarquer que
l'on ne peut pas associer de dilatation au sensstrict (op�eration croissante commutant avec le
sup) avec le syst�emeR � .

Algorithme : dilatation par H �
1

Entr �ee: un ensemble L de châ�nes et lacets repr�esentant X

� L  � D(L )

� Mettre �a jour L , F ond = 0, F orme = 1

� L  � D � (L )

Sortie : un ensemble de châ�nes et lacets repr�esentant X � H �
1

Remarques:

1. Nous n'e�ectuons pas de mise �a jour apr�es l' �etape de r�ecriture par le syst�eme R � . Il est
bien sûr licite de l'e�ectuer, mais on peut montrer qu'elle coupe les châ�nes et lacets en
de nombreusespetites châ�nes (chaque application de la r�egleR �

2 coupe la châ�ne) et l'on
d�epassetr �esrapidement la capacit�e desordinateurs ! Nous ne sommesdonc plus optimal.

2. L'ordre desdeux �etapes de r�ecriture est primordial : on ne peut les intervertir. La raison
en est que les r�egles2, 3 et 4 ne se d�eclenchent alors que sur des points qui ne sont pas
fronti �ere de X . . .

3. Si l'on veut e�ectuer plusieurs dilatations par H �
1 , on it �ere le nombre de fois voulu

l'algorithme propos�e. A chaquefois nouse�ectuons une �etape de mise�a jour, cequi montre
que l'algorithme est \presque" optimal.
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cj � cj � 1 = 0 cj � cj � 1 = 1

cj � cj � 1 = 2 cj � cj � 1 = 3

cj � cj � 1 = 4 cj � cj � 1 = 5

Figure 5.8 : R�eglesde r�ecriture pour passerde H 1 �a H �
1 .
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Nous ne d�emontrerons pas la correction de l'algorithme qui n'apporte rien de plus que
d'�etablir le r�esultat.

L'extension au casg�eod�esiqueest analogueau casde l'hexagoneque nous avons expos�e.

5.4.2 Segments

Un des �el�ements structurants que l'on emploie souvent est le segment. Sa programmation
par des lacets est �evidente, mais les propri �et�es des lacets et châ�nes sont tr �esmauvaises: on ne
peut plus les dilater par H 1 ou H �

1 . Il faut repasserpar une �etape de suivi de contours avant de
poursuivre.

Algorithme : dilatation de X par un segment s de taille n

Entr �ee: un ensemble de châ�nes et lacets repr�esentant X

� Faire n fois

{ d�eplacer les origines de tous les lacets et châ�nes dans la di-
rection de s

{ Mettre �a jour, F ond = 0, F orme = 1

� fait

Sortie : l'image de mise �a jour contient X � ns

5.5 Mesures

Nous venonsde voir que la technique des lacets fournissait des algorithmes qui dans le cas
g�eod�esiquesont nettement plus rapides que les algorithmes r�ecursifs.Les lacets apportent aussi
dessolutions e�caces pour un certain nombre de mesures.

5.5.1 Variation diam �etrale et p�erim �etre

Comment obtenir une mesurerobuste de la notion de p�erim�etre ? L'id �ee la plus simple est
de compter le nombre de pixels de @X . Cette m�ethode pr�esente plusieurs biais :

� Le p�erim�etre est sous-estim�e lorsque l'ob jet pr�esente desparties d'�epaisseurunit �e, comme
le montre la �gure 5.9.

� Un segment selonune direction conjugu�eede la trame voit son p�erim�etre sur-estim�e dans
la proportion 2p

3
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Nombre de pixels de @X : 5

P�erim�etre r�eel : 8

Nombre de pixels de @X : 10

P�erim�etre r�eel : 5.46

Figure 5.9 : Quelquesexemplesde biais pour la mesuredu p�erim�etre par
le nombre de pixels de @X .

Le premier point peut être contourn�e en comptant le nombre de segments que compte les
châ�nes de contours. Cependant le secondpoint reste.

La solution consisteici �a utiliser la formule de Crofton (voir [Had57] et [San76].Pour cela
d�e�nissons d'abord la notion de variation diam�etrale que les physiciensreconnaitront commele
ux entrant dans un objet.

D �e�nition 5.13
Soit X un compact. On apelle variation diam�etrale de X dans la direction � la limite
(quand elle existe)

D � (X ) = lim
� ! 0

� (X � �u � ) � � (X )
�

o�u u� est le segment unit �e dans la direction � et � la mesure de Lebesgue(i.e. le
volume).

Dans le caso�u X est limit �e par une ou plusieurs courbesrecti�ables, la variation diam�etrale
de X est d�e�nie dans toutes les directions.

Th �eor �eme 5.14
Soit X un compact limit �e par une ou plusieurscourbes recti�ables. Alors le p�erim�etre
U(X ) de X est donn�e par la formule de Crofton :

U(X ) =
Z 2�

0
D � (X )d�

L'utilisation de la formule de Crofton est imm�ediate : il su�t de mesurer la variation
diam�etrale de X dans un certain nombre de directions. Or la mesurede la variation diam�etrale
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dansune direction quelconqueest simple par la technique deslacets : il su�t de sommerlescon-
tributions �el�ementaires de chaquesegment de contour. De fa�con pr�ecise,soit L = (0; (c1; : : : ; cn ))
le lacet contour de X {le cas de plusieurs contours se traite facilement puisque la variation
diam�etrale est additiv e{. Notons d(~u i ) la contribution d'un segment de code i .

d(~ui ) = max(0; k~ui ^ ~u� k)

o�u ~u� est le vecteur unitaire dans la direction � et ^ le produit vectoriel. Alors :

D � (X ) =
nX

i =1

d(~uci )

Donc le calcul de D � (X ) n�ecessiteun seul balayage du lacet. Pour obtenir une estimation du
p�erim�etre, il nousreste �a calculer la variation diam�etrale dansplusieursdirections r�eguli�erement
espac�ees.L'exp�eriencemontre que 12 directions est un bon compromis.

5.5.2 Diam �etre de Ferret

La notion de diam�etre de Ferret est relativement proche de celle de variation diam�etrale et
co•�ncide avec elle dans le casdesconvexes.

D �e�nition 5.15
Soient X un compact plan, une direction � et une droite � � orthogonale �a cette
direction. On appelle diam�etre de Ferret dans la direction � le nombre :

F� (X ) = l(�( X j� � ))

o�u l est la longueur, �( X j� � ) la projection de X sur � � (voir �gur e 5.10).

Nous n'�etudierons ici que le cas o�u X est simplement connexe, c'est-�a-dire que X est
repr�esent�e par un unique lacet L = (O; (c1; : : : ; cn )). Dans ce cas, la projection de X sur � � est
un segment. Pla�cons-noussur � � que nous munissonsde l'origine O0, projection de l'origine du
lacet, et que nous orientons arbitrairement. Il est possiblede calculer, en parcourant le lacet, la
distance (alg�ebrique) de la projection du point courant �a O0. Le maximum moins le minimum
de cesdistancesfournit le diam�etre de Ferret.

De mani�ere pratique, calculonsles contributions dessegments �el�ementaires :

d(~ui ) = k~ui ^ ~u� k

o�u ~u� est le vecteur unitaire de direction � . Alors :

F� (X ) = max
0<j � n

0

@
jX

i =0

d(~uci )

1

A � min
0<j � n

0

@
jX

i =0

d(~uci )

1

A

On remarqueraque notre algorithme ne demandequ'un balayagede l'image pour construire
le lacet de contour et un balayagedu lacet obtenu. Les algorithmes classiquesont un nombre de
balayagesd�ependant de la forme desobjets.
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� 0

Direction de r�ef�erence0

~u0

d1

d2

d3

Variation diam�etrale

D0(X ) = d1 + d2

Diam�etre de Ferret

F0(X ) = d3 < d1 + d2

Figure 5.10 : Di� �erence entre la variation diam�etrale et le diam�etre de
Ferret.

5.5.3 Nom bre de particules et nom bre d'Euler

Par nombre de particules, nous entendons ici nombre de composantes connexesde l'image.
D'apr�esce qui pr�ec�ede,on peut le calculer �a partir d'un �etiquetage. Il s'agit alors du maximum
sur l'image r�esultat. Cet algorithme n�ecessiteun premier balayage de l'image pour e�ectuer le
suivi de contours, et un balayage de chaque particule lors du �etiquetage. Cette derni�ere �etape
dont la dur�eeest proportionnelle �a la surfacedesparticules. Nous allons montrer que l'on peut
s'en a�ranc hir et calculer le nombre de particules sur les lacets directement.

D �e�nition 5.16
Soient c1 et c2 deux codes de direction. Nous appellerons d�eviation digitale de c1 �a
c2 le nombre � (c1; c2) = �

3 � ((c2 � c1 + 3 mod 6) � 3).

Le nombre � (c1; c2) est toujours compris entre � 2�
3 et � , c'est-�a-dire l'angle orient�e desdeux

vecteurs~uc1 et ~uc2 , angle compris entre � 2�
3 et � .

Prop osition 5.17
Soit X un ensemblesimplement connexe et L = (c1; : : : ; cn ) le lacet fourni par un
suivi de contours. Alors :

nX

i =1

� (ci � 1; ci ) = 2�

Interpr�etation : la sommedesd�eviations digitales le long d'un lacet de contour vaut 2� , c'est-�a-
dire que la tangente �a la courbe contour fait un tour complet sur elle-m̂eme lorsqu'on parcourt
la fronti �ere.
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D�emonstration : l'ensemble X est un polygone �a p côt�es et peut donc être triangul �e.
Le nombre de triangles formant la triangulation est p� 2. En e�et, si nousnotons t le nombre

de triangles et q le nombre d'arêtesde la triangulation qui ne sont pasdessommetsdu polygone,
nousavons par la formule d'Euler t � (q+ p) + p = 1. D'autre part, comptons le nombre d'arêtes
destriangles, au nombre de 3t. Les arêtesinternes ont �et�e compt�ees2 fois, donc 3t = p+ 2q. De
cette �equation et de la formule d'Euler on trouve t = p � 2.

Pla�cons-nousen chaque sommet du polygone. L'angle complet 2� peut se d�ecomposer en
la somme(alg�ebrique) de � , de la d�eviation entre les deux segments successifsdu polygone et
de l'angle int�erieur du polygone, lui-même sommed'angles de triangles de la triangulation. En
sommant sur tous les sommets du polygone, et en remarquant que la somme des angles des
triangles de la triangulation est (p � 2)� , on trouve que la sommedesd�eviations vaut 2�

Prop osition 5.18
Soit X c un ensemblesimplementconnexe�ni (X est la gril le hexagonaleenti�ere avec
un unique trou) et L = (c1; : : : ; cn ) le lacet obtenu par suivi de contour. Alors :

nX

i =1

� (ci � 1; ci ) = � 2�

D�emonstration : dansle casdu trou, la proc�edurede triangulation quenousavonsemploy�eepour
la d�emonstration de la proposition pr�ec�edente peut être appliqu�ee.La seuledi� �erenceapparâ�t
au d�ecomptedesanglesde chaquesommetdu polygone.L'angle complet 2� peut sed�ecomposer
en la somme(alg�ebrique) de � , de la d�eviation entre les deux segments successifsdu polygone
(dans l'ordre de parcours du suivi de contour) et de l'angle ext�erieur au polygone. C'est bien
l'angle ext�erieur qui intervient, puisqueX est int�erieur au trou ! Or l'angle ext�erieur au polygone
en un sommet vaut 2� moins l'angle int�erieur correspondant

Les deux propositions qui pr�ec�edent permettent de distinguer les lacets qui correspondent �a
une particule et ceux qui correspondent �a un trou et cepar un unique balayagede chaque lacet.

Algorithme : Nom bre de particules

Le nombre de particules est �egalau nombre de lacetsdont la sommedes
d�eviations vaut 2� .

Ce qui pr�ec�edefournit aussile nombre d'Euler : nombre de particules moins nombre de trous.
En e�et :
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Algorithme : Nom bre d'Euler

Le nombre d'Euler est �egal au nombre de lacets dont la somme des
d�eviations vaut 2� moins le nombre de lacets dont la somme des
d�eviations vaut � 2� .
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Chapitre 6

La fonction de propagation

6.1 In tro duction

D�e�nition 6.1

Soit X � IR2. On appelle fonction de propagation 1sur X la fonction d�e�nie par :

TX (x) = sup
y2 X

dX (x; y)

o�u dX est la distance g�eod�esiqueassoci�ee �a la distance d sur IR2

La fonction de propagation, introduite par Ch. Lantu�ejoul et S. Beucher [LB81] est un outil
tr �es puissant en morphologie math�ematique. En e�et, elle permet entre autres de donner une
d�e�nition rigoureuse�a deux notions intuitiv esau moins :

Extr �emit �es : Elles peuvent être d�e�nies commemaxima locaux de TX . De fa�con informelle, ce
sont les points \les plus loins" de tous les autres.

Longueur : Elle peut être d�e�nie commele maximum global deTX . Il s'agit doncde la longueur
de la plus longue g�eod�esiquecontenue dans X . Cette mesuredonne desr�esultats corrects
mêmesur desparticules en forme de spirale.

Malheureusement, cette fonction a eu peu de succ�es,puisque le seul algorithme connu pour
la calculer est extrêmement lent sur desordinateurs classiques(plusieurs dizainesde minutes).
En outre, il est mal adapt�e aux ordinateurs sp�ecialis�es en morphologie math�ematique, car il

1Un certain nombre de travaux connexesont �et�e e�ectu �es par Ch. Lantu �ejoul et F. Maisonneuve [ML88] sur
la fonction distance g�eod�esiqueselon X �a un compact Y :

� Y
X : X 7�! IR

x � ! supy 2 Y dX (x; y)

o�u dX est la distance g�eod�esiquedans X , i.e. la borne inf�erieure deslongueurs deschemins de x �a y inclus dans X .
Il ont en particulier �etudi �e la contin uit �e de cette fonction, son minim um (unique !), sesmaxima. . . Nous proposons
de nous restreindre au cas X = Y que l'on utilise habituellement.
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n�ecessitede coder les six directions de la trame conjugu�ee.De plus, l'algorithme travaille selon
la distancehexagonaleet cette fonction faisant intervenir desdistancesimportantes sur la trame,
il serait int�eressant de d�ecrire un algorithme travaillant en trame dod�ecagonale.

Au sensde la m�etrique hexagonale,le calcul de la fonction de propagation ne semble pas
soulever de di�cult �es majeures : en e�et, il su�t de prendre le sup des boules g�eod�esiques
associ�ees �a tous les pixels de X . Malgr�e les algorithmes rapides que nous avons d�evelopp�es,
le temps de calcul est prohibitif. Nous allons donc chercher �a diminuer le nombre de boules
g�eod�esiques�a calculer en d�eterminant Y � X tel que :

TX (x) = sup
y2 Y

dX (x; y)

Si Y est de cardinalit �e r�eduite, nous pouvons esp�erer obtenir desalgorithmes e�caces.

D'autre part, en ce qui concerne l'isotropie de la m�etrique, tout le probl�eme consiste �a
d�eterminer quelle distance d nous allons prendre pour la d�e�nition 6.1 ainsi que la fonction
distanceg�eod�esiqueassoci�eedX . La distancela plus naturelle sur la trame est la distancehexag-
onale, mais nous avons vu qu'elle a le d�efaut de ne pas être tr �es isotrope. On peut chercher �a
d�e�nir d'autres distancesen ajoutant de nouvelles arêtes �a la trame en prenant les directions
conjugu�ees.La distance d est alors obtenue en pond�erant les diversesarêtesselonleur longueur
commele montre la �gure 6.1.Une bouleestalors un ensemble de points formant un dod�ecagone.
Si l'on veut obtenir des boules encoreplus circulaires, il est possibled'ajouter d'autres arêtes
joignant despoints de plus en plus distants sur la trame.

p
3

p
3

p
3

p
3

p
3

p
3 1 1

1 1

1 1

Figure 6.1 : Distance dod�ecagonalesur la trame hexagonale.

Pourtant, la d�e�nition de dX sur la trame poseun s�erieux probl�emeth�eoriquelorsqued n'est
plus la m�etrique hexagonale,mais par exemple la m�etrique dod�ecagonale: si l'on se donne X
sur la trame hexagonaleet deux points x et y de X , une g�eod�esiquepeut \sauter" d'un côt�e �a
l'autre de X sanssuivre sa forme comme le montre la �gure 6.2. On ne peut pas accepter de
telles g�eod�esiques,car on associe implicitement �a X un ensemble continu de IR2 et l'on demande
aux g�eod�esiqued'être inclusesdanscet ensemble continu. Il semble donc naturel de sauter le pas
et d'�etudier les g�eod�esiquesde IR2 includes dans X � IR2 en munissant le plan d'une m�etrique
compatible avec celle de la trame en distance non hexagonale.
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x

yX

m�etrique dod�ecagonale

dX (x; y) ?=
p

3

Figure 6.2 : Peut-on accepterde telles g�eod�esiquesdans X ?

Il n'y aura plus unicit �e de la g�eod�esiqueentre deux points au sensde cesnouvellesm�etriques
(voir �gure 6.3). D'autre part, la notion de g�eod�esiquelocale,si f�econdeen m�etrique euclidienne
sur un ensemble X simplement connexe,s'�ecroulesur la trame hexagonale,commele montre la
�gure 6.4 : (a;b;c) est une g�eod�esique, tout comme (b;c;d), alors que (a;b;c;d) n'est pas une
g�eod�esiquede a �a d ! Il nous faudra donc trouver des g�eod�esiquesagr�eablesayant les mêmes
propri �et�esque les g�eod�esiqueseuclidiennes.

x

y

Figure 6.3 : Exemple de deux g�eod�esiquesdistinctes entre x et y au sens
de la trame hexagonale.

Apr �eslesrappelsdespropri �et�esdebasedesg�eod�esiquesde IR2 muni desam�etrique euclidien-
ne, nous �etudierons les g�eod�esiquesdans le casde m�etriques non isotropesd�e�nies par un com-
pact convexesym�etrique d'in t�erieur non vide. Nous montrerons en particulier que la g�eod�esique
euclidiennereste une g�eod�esiqueau sensde cesm�etriques. Nous examineronsalors la structure
locale de la fronti �ere desboulesg�eod�esiqueset montrerons que les points les plus �eloign�es d'un
point donn�e ne peuvent avoir que quelquescon�gurations tr �es simples ind�ependantes du point
donn�e. Apr �es avoir d�etermin�e la fa�con de plonger un ensemble digital X dans IR2, nous pour-
rons exposerles algorithmes de calcul de la fonction de propagation, en m�etrique hexagonaleet
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a

b c

d

Figure 6.4 : En m�etrique hexagonale, une g�eod�esique locale n'est pas
n�ecessairement une g�eod�esiqueglobale.

dod�ecagonale.

A titre d'exemple, nous montrerons le th�eor�eme suivant, fournissant imm�ediatement
l'algorithme de calcul de la fonction de propagation pour la distance hexagonale:

Th �eor �eme 6.2
Soit X un sous-ensemblede H trame hexagonale.Alors :

TX (x) = sup
y2 Y

dX (x; y)

o�u Y est l'ensembledespoints de X ayant les con�gur ations suivantes:

� la fronti�ere de X pr�esenteen y un angle de 0 ou �
3

� la fronti�ere de X en y est un segment S de longueur p > 1 faisant un angle de
2�
3 aux deux extr�emit�es, tous deux du même côt�e et le triangle �equilat�eral de

base S de ce même côt�e est enti�erement inclus dans X . Tous les points de S
sont �equivalentset par suite il su�t qu'un seul soit pr�esentdans Y .

La �gur e 6.5 pr�esenteces con�gur ations.

En�n, nous�enonceronsquelquespropri �et�esmath�ematiquesde la fonction de propagation qui
nous seront utiles au chapitre suivant.

6.2 Quelques lemmes sur les g�eod�esiques

L'ob jet de cette sectionest de rappeler certainespropri �et�esdesg�eod�esiquesdansX compact
du plan muni de la distance euclidienneusuelleque nousnoterons d. Nous ne donneronspas les
d�emonstrations car ellescorrespondent �a destravaux non publi�es[ML88].
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� 2 X � 2 X c

y

y
Tr iangle � X

y

1{

2{

3{

Figure 6.5 : Les trois con�gurations dans l'ensemble Y .

6.2.1 La notion d'arc et de chemin g�eod�esiques

D�e�nition 6.3
Soit X une partie non vide de IR2, x et y deuxpoints de X . On appelle chemin de x
�a y toute application continue f : [�; � ] � ! X telle que f (� ) = x et f (� ) = y.

Pour mesurerla longueur de ce chemin, nous allons l'approximer par deslignespolygonales.

D �e�nition 6.4
On appelle ligne polygonale croissante sur f toute ligne polygonale P = (f (� i ))n

i=0
avec :

� = � 0 < : : : < � i < : : : < � n = �

La longueur de cette ligne polygonaleest la sommedes longueursde sessegments :

L (P) =
nX

i =1

d(f (� i � 1); f (� i ))

D �e�nition 6.5
Soit f un chemin de x �a y dansX . f est dit recti�able si et seulementsi l'ensemble:

fL (P); P ligne polygonalecroissanteg

est born�e. Sa borne sup�erieure est la longueur du chemin f .
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La notion de chemin n'est pas su�san te. En e�et, si f (t), t 2 [0; 1] est un chemin de f (0) �a
f (1), g(u) = f (2u), u 2 [0; 0:5] aussi.Or cesdeux chemins ont même image. Classiquement on
d�e�nit alors une relation d'�equivalencesur l'ensemble deschemins.Cependant, pour obtenir des
th�eor�emesplus simples, il est pr�ef�erable de raisonner sur la notion d'arc.

D �e�nition 6.6
Soit A une partie de X . A est un arc s'il est image d'un chemin de X .

� S'il existe un chemin injectif dont A est l'image, on dira que A est un arc
simple.

� S'il existe un chemin recti�able dont A est l'image, on dira que A est un arc
recti�able .

� Tous les chemins injectifs d'image A ont mêmes extr�emit�es. Ce seront les
extr�emit�es de A.

� Si A est recti�able, la longueur de A est la borne inf �erieure des longueursdes
chemins d'image A.

D �e�nition 6.7
On appelle g�eod�esique dans X tout arc simple recti�able dont la longueur est
inf �erieure �a la longueur de tout autre arc simple de X de mêmesextr�emit�es.

Notons bien qu'une g�eod�esiqueest n�ecessairement un arc simple. Si � est une g�eod�esiquede
x �a y, on a par d�e�nition :

L (�) = dX (x; y)

Lemme 6.8
Si � est un arc simple recti�able dont nous noterons l'une desextr�emit�es x, il existe
un seulchemin  : [0; L (�)] ! X d'image � tel que (0) = x et L (� j [0;t ]) = t (abscisse
curviligne).
Si � est une g�eod�esiquereliant x �a y, nous dirons que  est un chemin g�eod�esique
de x �a y.

Remarque : si a et b sont deux points de l'arc simple �, on peut d�e�nir sansambigu•�t �e le
sous-arcde � de a �a b : si nous notons  (u) = a et  (v) = b, c'est  ([u; v]).

6.2.2 La distance g�eod�esique

Nous allons munir X d'une distance qui n'est pas toujours �equivalente �a celle induite par la
distance euclidiennedu plan, mais qui rend bien compte de la distance �a parcourir lorsque l'on
veut passerd'un point x �a un point y tout en restant dans l'ensemble X .
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D�esignonspar CX (x; y) l'ensemble deschemins de X reliant x �a y. Posons:

dX (x; y) =

(
1 si CX (x; y) = ;
inf fL (f ); f 2 CX (x; y)g sinon

dX n'est pas une distance car elle peut prendre des valeurs in�nies, en particulier si x et y
appartiennent �a deux composantes connexesdistinctes de X . En revanche, dX v�eri�e les trois
axiomesd'une distance : s�eparation, sym�etrie et in�egalit�e triangulaire.

D �e�nition 6.9
On appelle diam�etre g�eod�esiquede X le nombre �eventuellement in�ni :

supf dX (x; y); x 2 X ; y 2 X g:

Si le diam�etre g�eod�esiquede X est born�e, alors dX est une distance que nous appellerons
distance g�eod�esiquesur X .

6.2.3 Existence et unicit �e des g�eod�esiques

Nous venons de d�e�nir la distance g�eod�esique.En particulier, si A est une g�eod�esiquede
x �a y, la longueur de A est la distance g�eod�esiquede x �a y. Mais �a quelles conditions sur X
existe-t-il une g�eod�esiqueunique de x �a y ?

Th �eor �eme 6.10
Existence d'une g�eod�esique [Lan82]. Soit X un compact de IR2, x et y deux
points distincts de X . S'il existe dans X un chemin recti�able d'extr�emit�es x et y
(i.e. dX (x; y) < 1 ), alors il existe une g�eod�esiqueentre ces deux points.

Th �eor �eme 6.11
Unicit �e g�eod�esique [Lan82]. Si X est simplement connexe, il existe au plus une
g�eod�esiqueentre deux points quelconquesde X .

Il faudrait bien segarder de croire qu'il existe toujours une g�eod�esiqueentre deux points de
X . En e�et, leur distance g�eod�esiquepeut être in�nie. . .

6.2.4 Encore quelques lemmes

Souvent nous ne pourrons montrer qu'un arc est une g�eod�esiqueseulement au voisinagede
chacun de sespoints. Dans quelle mesure avons nous a�aire �a une g�eod�esique ? Autre fa�con
de formuler le probl�eme : soient deux g�eod�esiquesqui se recouvrent partiellement. Leur union
est-elle une g�eod�esique? Pour r�epondre �a cesquestions,F. Maisonneuve a intro duit la notion
de g�eod�esiquelocale [ML88].
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D �e�nition 6.12
Soit  : [t1; t2] ! X un chemin de X .  est une g�eod�esiqueau voisinagede t 2]t 1; t2[
si

9" t > 0 tel que [t � " t ; t + " t ] � ]t1; t2[ et  j[t � " t ;t+ " t ] g�eod�esique.

 est une g�eod�esiquelocale si c'est une g�eod�esiqueau voisinagede tout t 2 ]t 1; t2[.

La structure locale d'une telle courbe est donn�eepar le r�esultat suivant :

Lemme 6.13
Soit � � X un arc ferm�e simple tel quela composanteborn�ee 
 de IR2 n� est incluse
dans X . En tout point fronti�ere de X au voisinageduquel � est une g�eod�esique,on
a pour toute boule ouverte B x de centre x et de rayon assezpetit :

(
Bx \ 
 c est convexe
Bx \ 
 est connexe

Dans le cas o�u X est simplement connexe,ou même si X c n'a pas de composante connexe
de diam�etre arbitrairement petit �a distance �nie, on a une r�eciproque :

Th �eor �eme 6.14

Soit � � X un arc simple. Si tout point de
�
� au voisinageduquel� n'est pas rectiligne

est sur @X , et pour toute boule ouverteB x de centre x et de rayon assezpetit, B x \ � c

a deux composantesconnexesdont l'une est convexeet non incluse dans X , alors �
est une g�eod�esiquelocale.

Dans le caso�u X est simplement connexe,le th�eor�emesuivant justi�e pleinement l'introduc-
tion de la notion de g�eod�esiquelocale :

Th �eor �eme 6.15
Soit X simplement connexeet soient a 6= b dans X . S'il existe une g�eod�esiquelocale
 d'extr�emit�es a et b, elle est injective et l'arc simple � = I m( ) est unique.
Si dX (a;b) < 1 , � est la g�eod�esiqueentre a et b que l'on notera � ab.

Ainsi donc la notion de g�eod�esiquelocale recouvre-t-elle celle de g�eod�esiqueglobale dans le
casqui nous int�eresse: X simplement connexe.

Nous utiliserons souvent ceth�eor�emesousla forme suivante : soient � et � 0 deux g�eod�esiques
et  : [0; � ] ! X et  0 : [0; � 0] ! X les chemins g�eod�esiquesassoci�es. Si les deux g�eod�esiques
se recouvrent sur une portion non ponctuelle, i.e. il existe � < � tel que pour t 2 [� ; � ] on ait
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 (t) =  0(t � � ), le chemin � obtenu en recollant les deux chemins g�eod�esiquesest un chemin
g�eod�esiquede  (0) �a  0(� 0).

�

(
 (t) 0 � t � �
 0(t � � ) � � t � � 0+ �

En�n, donnonsun dernier r�esultat sur lestriangles g�eod�esiques.Un tel triangle TX (a;b;c) est
d�e�ni par la donn�eede trois points a, b et c de X et desg�eod�esiques� ab, � bc et � ca. On dira que
ce triangle est non d�eg�en�er�e si deux g�eod�esiquesn'ont en commun qu'une de leurs extr�emit�es.
Si TX (a;b;c) est d�eg�en�er�e, on peut le rendre non d�eg�en�er�e de la fa�con suivante : supposonsque
� ab\ � bc ne soit pasr�eduit �a f bg. Soit x le premier point de � ab\ � bc obtenu en parcourant � ab de
a versb. Par unicit �e de la g�eod�esiqueentre deux points, � ax � � ab et � cx � � cb et � ax \ � cx = ; .
En recommen�cant l'op�eration pour a et c, on trouve respectivement deux nouveaux points y
et z. Le triangle g�eod�esiqueTX (x; y; z) est maintenant non d�eg�en�er�e et inclus dans TX (a;b;c).
La courbe � xy [ � yz [ � zx est ferm�ee simple. On appellera triangle g�eod�esiquel'adh�erencede
l'in t�erieur de cette courbe.

Th �eor �eme 6.16
Soit TX = TX (a;b;c) le triangle g�eod�esiquenon d�eg�en�er�e de sommetsa, b et c et T
le triangle euclidien correspondant limit �e par des segments. Le triangle T admet la
d�ecomposition :

T = TX [ K ab [ K bc [ K ca

o�u K xy , l'ensemblelimit �e par le segment [x; y] et la g�eod�esique� xy est convexe.
8
><

>:

TX \ K ab = � ab

TX \ K bc = � bc

TX \ K ca = � ca

et

8
><

>:

K ab \ K bc = f bg
K bc \ K ca = f cg
K ca \ K ab = f ag

Cette d�ecomposition est il lustr�ee sur la �gur e 6.6.

Notons bien que l'hypoth�esede non d�eg�en�erescencedu triangle TX est essentielle pour ce
th�eor�eme.

6.3 G�eod�esiques dans l'espace (IR2; � )

Pour �etudier les propri �et�esdesg�eod�esiquesdigitales, il est souvent utile de plonger la trame
employ�ee dans IR2 et de consid�erer sur IR2 une m�etrique � qui soit compatible avec celle de la
trame, c'est-�a-dire que si x et y sont deux points de la trame, leur distance au sensde la trame
est �egale�a leur distance au sensde � .

Apr �es avoir donn�e une d�e�nition et quelquespropri �et�es des m�etriques � que nous allons
consid�erer, nous allons d�emontrer le th�eor�emecentral suivant :
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T

TX

a

bc K bc � bc

K ab

� ab

K ca

� ca

Figure 6.6 : Structure destriangles g�eod�esiques.

Th �eor �eme 6.17
Toute g�eod�esiqueau sensde la distance euclidienne est une g�eod�esiqueau sensde � .

La r�eciproque est �evidemment fausse,puisque les g�eod�esiquespour � ne sont pas n�ecessai-
rement uniquesdans le caso�u X est simplement connexe.

6.3.1 D�e�nition d'une m�etrique associ�ee �a un compact K

Les m�etriques que nous allons �etudier ici sont d�e�nies par un compact convexe sym�etrique
d'in t�erieur non vide. Elles ont d�ej�a fait l'ob jet d'�etudes(Mink owski 1911!) et l'on pourra trouver
des r�esultats similaires �a ceux que nous exposonsdans [Lay72]. Cesm�etriques, loin d'être exo-
tiques, ont de nombreusesapplications en plani�cation de tra jectoiresde robots ou en placement
de formes [For85]. La plupart reposent sur le calcul du diagramme de Vorono•� pour ce type de
m�etriques { et pour d'autres, plus g�en�erales,abandonnant la notion de sym�etrie [CD85].

D �e�nition 6.18
Soit K un compact convexesym�etrique par rapport �a O origine de IR2 et d'int �erieur
non vide. Consid�erons � d�e�nie par :

� (x; y) = min f �; � > 0; y 2 f xg � �K g:

Prop osition 6.19
� est une distance.

D�emonstration :
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1. � (x; y) < 1 : En e�et, puisqueK est d'in t�erieur non vide, soit " > 0 tel que B " � K . Soit
d la distance euclidiennede IR2. Alors

y 2 f xg �
d(x; y)

"
K

2. Montrons que y 2 f xg � � (x; y)K . En e�et, � ! �K est continue de IR+ dans K. K 0 !
f xg � K 0 est continue de K dansK. Donc � ! f xg � �K est continue de IR+ dansK. Soit
� n # � (x; y). Pour tout n on a : y 2 f xg � � nK et donc

y 2 lim
n!1

f xg � � nK = f xg � � (x; y)K :

3. � (x; y) = 0 ( ) y 2 f xg ( ) y = x.

4. Sym�etrie :
y 2 f xg � � (x; y)K

( ) 9u 2 K ; y = x + � (x; y)u
( ) 9v 2 K ; x = y + � (x; y)v

car K est sym�etrique. Donc � (y; x) � � (x; y). En �echangeant les rôlesde x et y on obtient
l'in �egalit�e en sensoppos�e et donc :

� (x; y) = � (y; x):

5. In�egalit�e triangulaire : commeK est convexe (� 1 + � 2)K = � 1K � � 2K . Donc
(

z 2 f yg � � (y; z)K
y 2 f xg � � (x; y)K

=) z 2 (f xg � � (x; y)K ) � � (y; z)K
=) z 2 f xg � (� (x; y) + � (y; z)) K

On en d�eduit l'in �egalit�e triangulaire :

� (x; z) � � (x; y) + � (y; z)

Prop osition 6.20
@K contient un segment si et seulementsi il existe trois points non align�es x, y, z
tels que

� (x; z) = � (x; y) + � (y; z):

D�emonstration :
� Si @K contient un segment, soient x1 et x2 deux points de celui-ci et x3 leur milieu.

Posonsx = O, y = x1, z = x1 +
� � !
Ox2 = O + 2

� � !
Ox3. On a :

� (x; y) = 1
� (y; z) = � (O; x2) = 1
� (x; z) = � (O; O + 2

� � !
Ox3) = 2� (O; x3) = 2:
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Donc � (x; z) = � (x; y)+ � (y; z). Commex1 6= x2, lesvecteurs
� � !
Ox1 et

� � !
Ox3 ne sont pascolin�eaires,

sinon l'un des demi-plans ouverts limit �es par la droite (O; x 1) serait dans K c et par sym�etrie
par rapport �a O l'autre aussi,ce qui nous donnerait K d'in t�erieur vide. Ainsi, x 1 n'est pas sur
la droite (O; x3), c'est-�a-dire que les trois points x, y, z, ne sont pas align�es.

� R�eciproquement, supposonsque � (x; z) = � (x; y) + � (y; z) avecy n'�etant passur la droite
(x; y). Soit alors y0 sur le segment [x; z] �a la distance (selon � ) � (x; y) de x. Ce point existe bien
puisque � (x; z)K = � (x; y)K � � (y; z)K . Alors f xg � � (x; y)K \ f zg � � (y; z)K est convexe et
contient par suite le segment [y; y0]. Si pour y1 sur ce segment on avait � (x; y1) < � (x; y), on
aurait � (x; z) > � (x; y1) + � (y1; z), ce qui viole l'in �egalit�e triangulaire v�eri� �ee par � . Nous en
d�eduisonsque � (x; y1) = � (x; y) pour tout y sur le segment [y; y0], ce qui prouve que [y; y0] est
un sous-ensemble de @K

D�e�nition 6.21
On dira que la m�etrique � est d�eg�en�er�ee si et seulementsi @K contient un segment.
El le sera dite non d�eg�en�er�ee dans le cas contraire.

Cette terminologie serajusti� �eepar la suite : dansune m�etrique d�eg�en�er�eenousverronsqu'il
n'y a plus unicit �e de la g�eod�esiqueentre deux points.

6.3.2 Arcs recti�ables au sens de �

Nous nousproposonsde comparer les longueursrespectivesde diversarcs lorsquel'on munit
IR2 de m�etriques di� �erentes. Il est donc n�ecessaireavant toute chosede s'assurerque les arcs
que nous �etudions sont mesurablespour cesm�etriques. La proposition suivante a pour but de
montrer que pr�ecis�ement il n'y a aucun probl�eme.

Prop osition 6.22
Un arc est recti�able pour la distance euclidienne si et seulementsi cet arc est rec-
ti�able pour la distance � .

D�emonstration : nousallons montrer dansun premier temps quela distance� est �equivalente
�a la distance euclidienne. Soient x et y deux points de IR2 et � la direction du vecteur �!xy

(~� =
�!xy

k�!xyk
). Soit D � la demi-droite issuede O et de direction � . D � \ K est compact convexe,

donc un segment dans notre cas. Notons f (� ) sa longueur euclidienne. f (� ) > 0 car K est
d'in t�erieur non vide. f (� ) �etant d�e�nie, �etablissonsles deux lemmestechniques :

Lemme 6.23

8x 6= y; � (x; y) = d(x; y) � (f (� )) � 1

o�u d est la distance euclidienne de IR2 et � la direction du vecteur �!xy.



Partie I I I : Technique des lacets I I { La fonction de propagation 111

Nous avons

y 2 f xg �
d(x; y)
f (� )

K (6.1)

i.e.

� (x; y) �
d(x; y)
f (� )

(6.2)

D'autre part,
y 2 f xg � � (x; y)K :

Alors, par homoth�etie de rapport f (� )
d(x;y ) et de centre x,

x + f (� )~� 2 f xg �
� (x; y)f (� )

d(x; y)
K :

Or par hypoth�ese
� (O; O + f (� )~� ) = 1:

Donc

1 � � (x; y)
f (� )

d(x; y)
i:e:

d(x; y)
f (� )

� � (x; y) (6.3)

En combinant les in�equations 6.2 et 6.3, on trouve l'in �egalit�e souhait�ee :

� (x; y) = (f (� )) � 1 � d(x; y):

Lemme 6.24

9� 1; � 2; 8�; 0 < � 1 �
1

f (� )
� � 2 < 1 :

Comme K est compact, K � BR pour un R donn�e, o�u BR d�esignela boule de rayon R
centr �ee �a l'origine. Alors

0 < � 1 =
1
R

�
1

f (� )
:

Comme K est d'in t�erieur non vide, soit " > 0 tel que B " � K . Alors

1
f (� )

�
1
"

< 1 :

D�emonstration de la proposition : soit P une ligne polygonale (pi )n
i =0 . Notons L (P) sa

longueur euclidienneet L � (P) celle d�eduite de la distance � . Nous avons :

L � (P) =
n� 1X

i =0

f
� � � � !pi pi +1

k� � � !pi pi +1 k

� � 1

� d(pi ; pi +1 ):

Donc
� 1L (P) � L � (P) � � 2L (P) (6.4)
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Soit maintenant un chemin  : [�; � ] ! IR2. Montrons que l' �equation 6.4 est encorevraie pour
 .

supfL (P); P 2 Pg � � � 1
1 supfL � (P); P 2 Pg

et supfL � (P); P 2 Pg � � 2 supfL (P); P 2 Pg

o�u P est l'ensemble des lignes polygonalescroissantes sur  . Donc si le chemin  est recti�able
au sensde la distance euclidienne, est recti�able au sensde � et r�eciproquement et on a :

� 1L ( ) � L � ( ) � � 2L ( ) (6.5)

Soit maintenant A un arc dans le plan. Nous avons vu que L (A) est la borne inf�erieure des
longueursdeschemins d'image A. Comme les in�egalit�es 6.5 passent �a la borne inf�erieure, nous
avons �etabli la proposition et :

� 1L (A) � L � (A) � � 2L (A)

6.3.3 G�eod�esiques dans le plan

Montrons qu'au sensde la m�etrique � le segment restele plus court chemin entre deux points.
De fa�con pr�ecise:

Prop osition 6.25
Soit A un arc simple recti�able di� �erent d'un segment,  : [�; � ] ! IR2 un chemin
d'image A.

1. Si la m�etrique � n'est pas d�eg�en�er�ee, alors

L � (A) > � ( (� );  (� )) :

2. Si la m�etrique � est d�eg�en�er�ee, l'in �egalit�e pr�ec�edente n'est vraie qu'au sens
large.

D�emonstration : comme A est simple,  (� ) et  (� ) ne d�ependent pas de  : ce sont les
extr�emit�es de A. Soit P l'ensemble des lignes polygonales croissantes de  . Examinons les
di� �erentes con�gurations possiblespour  dans le casd'une m�etrique non d�eg�en�er�ee :

1.  (� ) =  (� ). Il existe alors x 6=  (� ) tel que x =  (a); � < a < � .

En cons�equence:

L � ( ) � � ( (� ); x) + � (x;  (� )) > 0 = � ( (� );  (� ))

2.  (� ) 6=  (� ).

� Il existe x n'�etant pas sur la droite ( (� );  (� )) tel que x =  (a); � < a < � .

L � ( ) � � ( (� ); x) + � (x;  (� )) > � ( (� );  (� ))

puisque  (� ),  (� ) et x ne sont pas align�es.
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� Si les autres casne sont pas v�eri� �es,soit x sur la droite ( (� );  (� )). Par hypoth�ese,
on peut choisir x �a l'ext �erieur du segment [ (� );  (� )]. On a alors pour la distance
euclidienne

d( (� );  (� )) < d( (� ); x) + d(x;  (� ))

et en multiplian t par 1
f (� ) o�u � est la direction du vecteur

�� � � � � �!
 (� );  (� ), pour la m�etrique

� on en conclut :

� ( (� );  (� )) < � ( (� ); x) + � (x;  (� )) � L � ( ):

Le r�esultat s'obtient dans chacun descasen passant �a la limite inf�erieure sur  .
Dans le caso�u la m�etrique est quelconque,on a toujours

L � ( ) = supfL � (P); P 2 Pg � � ( (� );  (� ))

6.3.4 Caract �erisation des g�eod�esiques de (X ; � )

6.3.4.1 Cas d'une m�etrique non d�eg�en�er�ee

Soit X un sous-ensemble de IR2 compact, connexe,simplement connexeet tel que la distance
g�eod�esiquedX (d�eduite de la distance euclidienne) entre deux points de X soit �nie. Sousces
hypoth�eses,nousavonsvu qu'il existait un et un seularc g�eod�esiqueentre deux points x et y. Cet
arc est simple, recti�able et sa longueur est dX (x; y). Nous allons chercher une caract�erisation
g�eom�etrique de cet arc qui ne fasseplus intervenir explicitement la m�etrique euclidienne.

Hyp oth �ese 6.26
Hyp oth �ese H1 Soit � un arc simple recti�able de X . � v�eri�e l'hypoth�eseH1 si et
seulementsi :

8x; y 2 � ; [x; y] \ X c 6= ; ou [x; y] � �

Cette hypoth�eseexprime le fait qu'entre deux quelconquesde sespoints, � est soit un seg-
ment, soit ce segment sort de X . Nous allons montrer que cette hypoth�eseest caract�eristique
d'une g�eod�esique.

Prop osition 6.27

Si � est un arc g�eod�esiquepour la m�etrique euclidienne, � v�eri�e l'hypoth�eseH1.

D�emonstration : soient x et y deux points de � et  : [�; � ] ! X un chemin injectif d'image
�. Posonsx =  (t1) et y =  (t2).  ([t1; t2]) est un arc g�eod�esiquede x �a y. Comme cet arc est
unique, soit :

� [x; y] � X . C'est la g�eod�esiquede x �a y et  ([t 1; t2]) = [x; y], i.e. [x; y] � �.
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x
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�

� 0

Segment plus court

Figure 6.7 : Unicit �e de la g�eod�esiquede x �a y.

� [x; y] \ X c 6= ;

Prop osition 6.28

Si � et � 0 sont deux arcs simples recti�ables de x �a y v�eri�ant l'hypoth�eseH1, alors
� = � 0.

D�emonstration : soient  et  0 deux chemins injectifs d'image � et � 0 respectivement. Soit
E = f t;  (t) 62� 0g. E est un ouvert car  est une fonction continue et � 0 un compact.

E est non vide, car sinon les deux arcs � et � 0 sont �egaux. Soit ]t1; t2[ une composante
connexede E. On a

 (t1) =  0(t3) et  (t2) =  0(t4)

avec � � t3 < t4 � � . D�e�nissons maintenant :

� : [t1; t2] ! X 8t 2 [t1; t2]; � (t) =  (t)
� 0 : [t3; t4] ! X 8t 2 [t3; t4]; � 0(t) =  0(t)

deux sous-cheminsde  et  0 respectivement. Cesdeux nouveauxcheminsn'ont en commun que
leurs extr�emit�es.

Dans sa d�emonstration sur l'unicit �e des g�eod�esiques,Ch. Lantu�ejoul montre que l'on peut
remplacer un sous-chemin de � ou de � 0 par un segment de droite sans sortir de l'ensemble
connexelimit �e par la courbe simple � :

� : [t1; t2 + t4 � t3] ! X

(
� (t) = � (t) si t1 � t � t2

� (t) = � 0(t2 + t4 � t) si t3 � t � t4

Comme X est simplement connexe,cette zoneest enti �erement incluse dans X (voir �gure 6.7 ).
Donc il ne peut exister plus d'un arc recti�able v�eri�an t l'hypoth�eseH1. Ainsi l'hypoth�eseH1

caract�erise l'arc g�eod�esiqueau sensde la m�etrique euclidiennede x �a y

Munissons�a pr�esent le plan d'une m�etrique non d�eg�en�er�ee� correspondant �a un compact K .
L'existence d'une g�eod�esiquede x �a y dans X sed�emontre de mani�ere similaire �a cellepropos�ee
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par Ch. Lantu�ejoul [Lan82]. La proposition 6.27 reste vraie puisque nous avons vu que pour
toute m�etrique non d�eg�en�er�ee �

L � ( ([�; � ])) > � ( (� );  (� ))

si  n'est pas le segment [ (� );  (� )].
La proposition 6.28 ne d�epend pas de la m�etrique � , et donc reste vraie.

Ainsi une g�eod�esiqueau sensde � est aussi caract�eris�ee par l'hypoth�eseH1 et par suite est
unique. Il s'ensuit que la g�eod�esiqueau sensde � et celleau sensde la m�etrique euclidiennesont
�egaleset sont caract�eris�eespar l'hypoth�eseH1.

6.3.4.2 Cas d'une m�etrique d�eg�en�er�ee

Dans le casd'une m�etrique � d�eg�en�er�ee, il n'y a plus toujours unicit �e de la g�eod�esiqueentre
deux points x et y. Pour aborder lesg�eod�esiquesdanscecas,nousallons consid�erer une suite de
m�etriques et passer�a la limite. Dans le paragraphesuivant, nousverronscomment une m�etrique
d�eg�en�er�ee peut être approch�eepar une suite de m�etriques non d�eg�en�er�ees.

Soit K n une suite de compacts, convexes,sym�etriques, d'in t�erieur non vide d�e�nissant une
suite de m�etriques non d�eg�en�er�ees� n , tendant en d�ecroissant vers un compact K au sensde la
distance de Hausdor� sur K ensemble descompactsnon vides.

Notons f n (� ) les fonctions introduites dans l' �equation 6.1 page111 On a :

8� 2 [0; 2� [ lim
n!1

f n(� ) = f (� ):

Lemme 6.29
La convergence f n ! f est uniforme.

D�emonstration :

Solution 1 Il est possiblede d�emontrer que f n est une fonction continue car K n est d'in t�erieur
non vide. L'application du th�eor�emede Dini ([Die69] P. 136) fournit alors le r�esultat

Solution 2 Sanssavoir que f n est continue, nous allons montrer que la distance de Hausdor�
rend la convergencedes f n uniforme. K n ! K pour la m�etrique de Hausdor� %. Soient
" > 0 et N tels que n > N ) %(K n ; K ) � " . Comme K n # K , soit R assezgrand pour
que B (R) � K 0 � K i � K . CommeK est d'in t�erieur non vide, soit � assezpetit pour que
B (� ) � K � K i � K 0. Soit � une direction et x le point de @K tel que x = O + f (� )~� .
Il existe alors un demi-plan ferm�e � contenant K et dont x est sur la droite fronti �ere �,
puisqueK est convexe.Soit � 1 le dilat �e de � par la boule de rayon ", demi-plan limit �e par
la droite � 1. Par la croissancede la dilatation, n > N ) K n � � 1 puisque%(K n ; K ) � " .
On a alors :

j f n (� ) � f (� ) j �
"

sin 
(6.6)
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Figure 6.8 : Convergenceuniforme de f n ! f

o�u  est l'angle de la droite � et de la direction � (voir �gure 6.8). On peut minorer sin 
par :

sin  �
�

f (� )
�

�
R

(6.7)

En combinant les in�equations 6.6 et 6.7 on trouve la majoration :

n > N =) j f n(� ) � f (� ) j �
" � R

�

ce qui prouve la convergenceuniforme puisque "R
� ne d�epend pas de �

Utilisons ce r�esultat. Soit alors " n # 0 tel que

8� j
1

f n(� )
�

1
f (� )

j< "n

On en d�eduit l'in �egalit�e sur les longueursd'une mêmechâ�ne polygonaleP :

j L � n (P) � L � (P) j< "n L � 0 (P) n!1� ! 0:

Passons�a pr�esent aux arcs recti�ables de x �a y :

j supfL � n (P); P 2 Pg � supfL � (P); P 2 Pg j

� supfj L � n (P) � L � (P) j; (P) 2 Pg � "nL � 0 ( ) n!1� ! 0:

o�u P est l'ensemble dessuites polygonalescroissantes de  . Ainsi

lim
n!1

L � n ( ) = L � ( ):

Si � est la g�eod�esiqueeuclidiennedonc aussiau sensdes� n et � 0 un autre arc simple recti�able
de mêmesextr�emit�es, il est possiblede passer�a la limite et on obtient :

L � n (�) < L � n (� 0) =) L � (�) � L � (� 0):

En passant �a la borne inf�erieure, cette in�equation est encorevraie pour un arc � 0 recti�able,
mais non n�ecessairement simple.

Avec les r�esultats desparagraphes6.3.4.1,nous venonsde d�emontrer le th�eor�emecentral :
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Th �eor �eme 6.30
Pour toute m�etrique � d�e�nie par un compact convexesym�etrique d'int �erieurs non
vides, la g�eod�esique au sens de la distance euclidienne de x �a y dans X est une
g�eod�esiqueau sensde � .

6.3.5 Appro ximation d'une m�etrique d�eg�en�er�ee

Dans le paragraphepr�ec�edent nousnoussommesservi d'une suite de m�etriques approximant
la m�etrique d�eg�en�er�ee � . Pr�esentons une mani�ere explicite de construire cette suite.

Prop osition 6.31
Soit K un compact convexesym�etrique d'int �erieur non vide. Posons:

K n =
\

B x (n)� K

Bx (n)

o�u Bx (n) est la boulederayon n et decentre x. K n estune suite decompacts convexes
sym�etriques d'int �erieur non vide induisant desm�etriques � n non d�eg�en�er�eessur IR2

telle que K n # K quand n ! 1 .

D�emonstration :

1. On a K � K n par construction.

2. K n est compact car intersection de boulescompactes.

3. K n est convexe car intersection de boulesqui sont desconvexes.

4. K n est sym�etrique, car si K � B x (n), alors � Bx (n) = B � x (n) contient � K = K . Donc si
Bx (n) particip e �a l'in tersection, B � x (n) aussi,et puisquel'in tersection de cesdeux boules
est un convexe sym�etrique, K n est intersection de convexes sym�etriques, donc convexe
sym�etrique lui-même.

5. K n est une suite d�ecroissante, car

Bx (n) =
\

B y (n+1) � B x (n)

By(n + 1):

En e�et, By(n + 1) � Bx (n) est r�ealis�e pour tout y appartenant au disque de centre x et
de rayon 1.

6. Montrons que au sensde la distance de Hausdor�,

K = lim
n!1

K n

Soit z 62K . Soient alors � une droite et � 1, � 2 les deux demi-plans de fronti �ere � tels
que K � � 1 et z 2 � 2. Ceci est possiblepuisque deux compactsconvexesde IR2 peuvent



118 Chapitre 6 : La fonction de propagation

toujours être s�epar�espar une droite. Soient z1 la projection sur � de z et B (r ) le faisceau
de cerclesde rayon r tangents �a �, passant par z1 et inclus dans � 1.

Supposons
8n; 9xn ; xn 2 K et xn 62 _B(n)

o�u _B (n) repr�esente l'in t�erieur de B (n). Alors, comme K est compact, il existe une sous-
suite xnk convergente vers y 2 K . Puisque pour k assezgrand et p �x �e, x nk 62 _B(p), et �a
la limite y 62 _B(p), en cons�equence,y 2 � 2 [ �. Or � 2 [ � et K sont disjoints, ce qui est
une contradiction.

Ainsi, �a partir d'un certain rang, K � B (n) avec z 62B (n), cequi prouve que pour n assez
grand, z 62K n .

8x 62K ; x 62 lim
n!1

# K n

Comme K � K n , on a bien K n # K .

7. @K n ne contient pas de segment.

En e�et, soit sinon [x1; x2] un tel segment. L'in tersection de toutes les boulesde rayon n
contient l'in tersection des deux disquesde rayon n dont la fronti �ere passepar x 1 et x2.
Alors le segment ]x1; x2[ est int�erieur �a cette intersection, ce qui montre que ce segment
n'est pas sur la fronti �ere de K n

6.4 Structure des boules g�eod�esiques

Soit X compact, connexe,simplement connexeet de diam�etre g�eod�esiqueborn�e (dX < 1 sur
X ). Bien que des th�eor�emesg�en�eraux puissent être �enonc�es nous nous restreindrons au cas o�u
X est un polygone(x i )n

i=0 avec x0 = xn . C'est le casqui nous occupera, puisque le plongement
d'un sous-ensemble de la trame hexagonaledans IR2 sefera sousla forme d'un polygone.X ne
serapas n�ecessairement simple mais non crois�e.

Pour �etudier la forme des boules g�eod�esiques,nous allons d�ecomposer X en triangles sur
chacun desquelsla distanceg�eod�esiqueprend la forme simple de la distanceusuelle�a un point �a
une constante additiv e pr�es.Une triangulation analogueest pr�esent�eedans [Her87], dans le but
de d�eterminer le graphe de visibilit �e d'un polygonesimple.

Comme X est un polygone, toutes les g�eod�esiquessont deslignes polygonalesdont les som-
mets qui ne sont pas des extr�emit�es sont des sommetsconcaves de X . Cela d�ecoulede la car-
act�erisation desg�eod�esiques.

Fixons une fois pour toutes x 2 X et �etudions la forme des boulesg�eod�esiquescentr �eesen
x, i.e. desensembles :

B (x; � ) = f y 2 X ; dX (x; y) � � g

Notations :

� d la distance euclidienne

� dX la distance g�eod�esiquesur X d�eduite de la distance euclidienned
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� d� la distance d�e�nie par K

� d�
X la distance g�eod�esiquesur X d�eduite de la distance d�

� � ab la g�eod�esiqueeuclidiennede a �a b

D �e�nition 6.32
Soit y un point de X . La g�eod�esique � xy est une ligne polygonale (pi )n

i=0 , p0 = x
et pn = y. On appelle prolong�e de � xy dans X la ligne polygonalep0; : : : ; pn� 1; pn ; q
telle que le segment [pn ; q] soit dans le prolongementde [pn� 1; pn ], inclus dans X et
de longueur maximale.

Remarque: q est un point de la fronti �ere de X et le prolong�e de � xy est la g�eod�esiquede x
�a q. Il se peut que [pn ; q] contienne des sommetsconcaves de X dans son int�erieur. Il se peut
aussique pn = q, c'est-�a-dire que la g�eod�esiquene puisseêtre prolong�eeen ligne droite.

Notons :

� E l'ensemble dessommetsde X et desextr�emit�es desg�eod�esiquesprolong�eesde � xx i . On
a E � @X .

� Les g�eod�esiquesprolong�ees� sont des lignes polygonales(pi ) dont les sommetssont dans
E. Si despoints de E setrouvent sur l'in t�erieur d'une arête, nous coupons cette arête en
deux selonce point. Nous supposeronsdonc que � \ E = f pi g. Soit alors A l'ensemble de
toutes les arêtesdesg�eod�esiquesprolong�eesde � xx i .

� A0 est l'ensemble des côt�es du polygone @X coup�es selon les points de E et qui ne sont
pas d�ej�a dans A.

� G = (E; A) le graphe de sommetsE et d'arêtesA

� G0 = (E; A0 [ A) le graphe obtenu en ajoutant �a G les arêtesA 0.

L'ensemble de cesnotations est illustr �e �gure 6.9.

E = f x1; x2; x3; x4; x5; x6; x7; x8; x9g
A = f (x; x1); (x; x2); (x2; x3); (x2; x8); (x; x4); (x; x5);

(x; x7); (x7; x9); (x7; x6)g
A0 = f (x1; x2); (x3; x8); (x8; x4); (x4; x5); (x5; x9);

(x9; x6); (x7; x1)g

Lemme 6.33
G et G0 sont planaires.

D�emonstration : si G n'est pas planaire, soient deux arêtes de G, [a;b] et [c;d] se coupant
strictement en e, int�erieur �a cesdeux segments. Quitte �a �echanger les rôles de a et b, on peut
supposer que [a;b] � � xa . De même [c;d] � � xd . Comme la g�eod�esique de e �a x est unique,
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Figure 6.9 : D�ecomposition de X en triangles.

les deux segments [a;b] et [c;d] sont port�es par la même droite et ne peuvent donc se couper
strictement.

Comme les segments de A et de A0 ne peuvent secouper qu'en leur extr�emit�e, G0 est aussi
planaire

Soit T = (t i )
p
i=0 une face(ouverte) de G0. Nous supposeronsque lespoints t i sont de \vrais"

sommets,c'est-�a-dire que la fronti �ere de T ne pr�esente pas en t i un angle plat. T � X puisque
toutes les arêtesdu graphe sont dans X .

Lemme 6.34
T est un polygoneconvexe.

D�emonstration : soit t i un sommet de T dont l'angle soit > � . Consid�erons la g�eod�esique
� xt i , ligne polygonale (pi )n

i=0 avec p0 = x et pn = t i . Le segment [pn� 1; pn ] est dans le di�edre
d'angle au sommet < � et de sommet t i , limit �e par les demi-droites d'origine t i et de directions
� � � !t i t i � 1 et � � � !t i t i +1 . Donc le prolongement de la g�eod�esique� xt i coupe T, ce qui est impossible(voir
�gure 6.10)

Lemme 6.35
Soit y un point quelconquedeT. � yx passepar le point t i tel quedX (x; t i ) < dX (x; t j ).

D�emonstration : soit z le point de � xy le plus proche de x et sur la fronti �ere de T. On a
z 2 E. En e�et, z n'est pas :
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Figure 6.10 : Convexit�e de T.

� int�erieur �a une arête [a;b] de G. En e�et, d'apr�es le princip e d'unicit �e de la g�eod�esiquede
z �a x, soit [z; a] soit [z; b] est dans � xz . Donc soit a, soit b est un point de la fronti �ere plus
proche de x que z.

� int�erieur �a un segment [a;b] de A0. La g�eod�esique� xz ne peut contenir ni [z; a] ni [z; b],
donc traverseT et retraverserala fronti �ere de T avant d'atteindre x.

Donc z 2 E.

Notons (zj )p
j =0 les points de � xz avec z0 = x et zp = z. Le segment [zp� 1; zp] 2 A puisque

z 2 E. Son prolongement ne coupe pas T. Commede plus zp� 1 2 T
c
, z est un sommet de T. La

droite D1 port�eepar [zp� 1; zp] est une droite d'appui du convexe T.

Notons (z0
j )q

j =0 les points de � xt i avec z0
0 = x et z0

q = t i . Par un raisonnement analogue,
la droite D2 port�ee par [z0

q� 1; z0
q] est une droite d'appui du convexe T. D'autre part, de fa�con

analogue,le point z0
q� 1 2 T.

Soit u le point le plus �eloign�e de x qui soit �a la fois sur les deux g�eod�esiques� xt i et � xz

Le triangle g�eod�esique TX = (u; t i ; z) est non d�eg�en�er�e si et seulement si t i 6= z. En vertu
du th�eor�eme de structure des triangles g�eod�esiques,le triangle Tg limit �e par les droites D 1,
D2 et (t i ; z) est inclus dans TX . Puisque D1 et D2 sont des droites d'appui de T (en z et t i

respectivement), l'union de TX et de Tg est convexe.Donc le segment [y; zp� 1] � TX [ Tg. Or la
g�eod�esiquede x �a y est (z0; : : : ; zp; y). L'hypoth�eseH1 sur les g�eod�esiquesn'est pas respect�ee,
ce qui implique que t i = z (voir �gure 6.11)

Lemme 6.36
Le lemme pr�ec�edent restevrai pour y 2 T.

D�emonstration : Comme T est convexe, T est dX connexepar arcs. Il est donc possiblede
passer�a la limite :

8y 2 T; dX (x; y) = dX (x; t i ) + d(t i ; y)

Cette �equation prouve alors que pour tout y 2 T, la g�eod�esiquede x �a y passepar t i
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Figure 6.11 : Structure desfacesde G0.

Lemme 6.37
T est un triangle.

D�emonstration : notons T = (t i )n
i=0 les sommetsde T et supposonsque t1 soit le point le

plus proche de x selon dX (s'il en existe plusieurs, nous en choisissonsun arbitrairement). Si
n > 3, le segment [t1; t3] coupe T. En vertu du lemme pr�ec�edent, � xt 3 passepar t1. Comme
t1 2 E. Donc le segment [t1; t3] est une arête du graphe G. Ceci est impossiblepuisque T est
une de sesfaces

R�esumons�a pr�esent l'ensemble desr�esultats obtenus :

Th �eor �eme 6.38
Les faces du grapheG0 sont des triangles. Si T est l'un de ces triangles ouverts et t
son sommet le plus proche de x au sensde dX :

8y 2 T; dX (x; y) = dX (x; t) + d(t; y)

Munissons maintenant IR2 de la m�etrique � d�eduite d'un compact convexe sym�etrique
d'in t�erieur non vide K .

Nous avons vu que sousleshypoth�esesque nousavons faites sur X , � ab existe et est unique.
De plus � ab est aussiune g�eod�esiqueau sensde d� . Donc

d�
X (a;b) = L � (� ab)

Commet 2 � xy , la distance g�eod�esiquede t �a x au sensde � peut secalculer au moyen de cette
g�eod�esiqueeuclidienneet on en d�eduit :

8y 2 T; d�
X (x; y) = d�

X (x; t) + d� (t; y) (6.8)

Donc sur un triangle T, la boule g�eod�esiqueB (x; � ) prend l'une desdeux formessuivantes :
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� si d�
X (t; x) > � , B (x; � ) \ T = ;

� si d�
X (t; x) � � , B (x; � ) \ T = f tg � (� � d�

X (t; x))K \ T. C'est en fait l'in tersection de T
et du dilat �e (non g�eod�esiqueet au sensde d� ) de taille (� � d�

X (t; x)) de f tg.

Nous supposeronsmaintenant que K d�e�nissant la m�etrique � est un polygone(k i )k
i=0 avec

k0 = kk . Notons � i la direction du vecteur
��!
Oki . Nous pouvons toujours supposer que la suite

(� i )k
i=0 est strictement croissante et que � 0 + 2� = � k , i.e. les sommetsde K sont �enum�er�es

dans le senstrigonom�etrique. Nous noteronssi le segment fronti �ere de K , si = [ki � 1; ki ] et ~� i le
vecteur unitaire de direction � i (voir �gure 6.12).

k0

k1
k2

k3

k4 k5

� 0

� 1

� 2

� 3

� 4 � 5

s1

s2

s3

s4

s5

s6

Figure 6.12 : Notations de K .

Quelle est localement la forme de la fronti �ere de B (x; � ), i.e. quel est le voisinaged'un point
y �a distance � de x ? Nous allons montrer dans un premier temps le sensque nous donnonsau
mot voisinage.

D �e�nition d'un voisinage de y

Construisons l'ensemble Z des points de E di� �erents de y et des arêtes de A 0 qui ne con-
tiennent pas y. Z est une union �nie de compacts, donc compact et y 62Z . Il existe donc un
voisinageV de y que l'on peut choisir circulaire, ferm�e et de centre y qui ne coupe pasZ . Sur V ,
la trace de G0 est un ensemble �eventuellement vide de rayons issusde y. De même,la g�eod�esique
� xy est sur V �egalement un rayon. Par le même type de raisonnement, on peut r�eduire V de
telle sorte que sur V la fronti �ere de B (x; � ) soit aussiune union de rayons issusde y.

La g�eod�esique� xy est une ligne polygonale(pi )n
i=0 avec p0 = y et pn = x. Soit � la direction

du vecteur � � !p0p1. Il existe alors un seul i tel que : � i � � < � i +1 . Notons r 1 le rayon issu de y de
direction

� � � !
ki ki +1 et r2 :

� si � i < � , r 2 est le rayon issu de y de direction
� � � !
ki +1 ki .

� si � i = � , r 2 est le rayon issu de y de direction
� � � !
ki ki � 1.

La �gure 6.13 illustre cesdeux cas.
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y

� xy

r1

r2

V1

V2

Cas � i < �

y

� xy

r1
r2

V1

V2

Cas � i = �

Figure 6.13 : Les deux typesde fronti �ere locale d'une boule g�eod�esique.

Prop osition 6.39
r1 et r2 coupent V en deux secteurs connexes.

1. Celui (V1) qui contient la direction � est convexe.

2. Tous les points de l'autr e (V2) sont �a distance > � .

3. Les points �a distance exactement� de x sont sur r 1 [ r2. (r �eciproque fausse)

D�emonstration : le premier point est v�eri� �e par d�e�nition de notations sur K .
Soit z 2 V2. z et y appartiennent �a un même triangle ferm�e de la triangulation de X . En

e�et, les sommetsde tous les triangles sont des points de E, or E \ V � f yg, et les côt�es des
triangles sont desrayons de V .

Cas 1 : si le triangle contenant z et y a pour sommet le plus proche de x le point y, alors
d�

X (x; y) < d�
X (x; z), quelle que soit la localisation de z dans V .

Cas 2 : sinon soit t sur � xy sommet le plus proche de x du triangle contenant z et y. Sur
ce triangle, la proposition est v�eri� �ee puisque la boule g�eod�esiquede centre x se r�eduit �a
l'homoth�etique de K , centr �e en t ayant y sur sa fronti �ere

6.5 Extr �emit �es libres des g�eod�esiques maximales

L'ob jet de cette section est de chercher les con�gurations que peuvent prendre les points
les plus �eloign�es d'un point donn�e. Soit donc x �x �e une fois pour toutes. Nous cherchons les
points y tels que d�

X (x; y) soit maximal. De fa�con �equivalente, nous cherchons l'extr �emit�e y des
g�eod�esiquesde longueur maximale de x �a y.

Notations :
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x : un point de X �x �e.

y : un point de X tel que :
8z 2 X ; d�

X (x; y) � d�
X (x; z)

� : la distance d�
X (x; y)

� xy : la g�eod�esiqueau sensde la distance g�eod�esiqueeuclidienne sur X .

B : la boule g�eod�esiquede centre x et de rayon d�
X (x; y).

Y : un ensemble de points tel que la fonction de propagation sur X puisses'�ecrire :

TX (z) = sup
y2 Y

d�
X (z; y)

Nous construirons progressivement Y . Notons que nous ne chercherons pas �a trouver Y
minimal.

V : un voisinagecirculaire ferm�e de centre y tel que sur V , le graphe G0 et la fronti �ere de B
soient desrayons uniquement. En particulier si z 2]y; y1] rayon de V moins son centre, on
a les propri �et�es �evidentes suivantes :

� z 2 X =) [y; y1] � X

� z 62X =) ]y; y1] � X c

� z 2 @X =) [y; y1] � @X

� d�
X (x; z) = � =) d�

X (x; �) = � sur [y; y1]

� d�
X (x; z) < � =) d�

X (x; �) < � sur ]y; y1]

� d�
X (x; z) > � =) d�

X (x; �) > � sur ]y; y1]

Les paragraphes qui vont suivre �etudieront de nombreuses con�gurations pour y. Ces
di� �erents casne pourront être d�ecrits de fa�con synth�etique que si l'on fait deshypoth�esessur les
polygonesX et K . Cesr�esultats g�en�eraux sont cependant utiles lorsquel'on cherche �a employer
diversesm�etriques K , de plus en plus proches de la m�etrique euclidienne.La particularisation
sefera facilement sansd�emonstration suppl�ementaire. Nous les ferons �a la section suivante.

Nous n'�etudierons que le cas o�u y 2 @X . En e�et, d'apr�es le princip e de prolongement des
g�eod�esiques,toute g�eod�esiqueseterminant en un point int�erieur �a X peut seprolonger en ligne
droite, i.e. on peut trouver dans X un point strictement plus loin de x que y.

Dans un premier temps �eliminons les cas pathologiques o�u y est un point singulier de la
fronti �ere ou bien un point terminal :

D �e�nition 6.40
y est un point singulier si et seulementsi sur un voisinagecirculaire de y, X c a deux
composantesconnexesau moins (voir �gur e 6.14).
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X c

X c

X

Figure 6.14 : Voisinaged'un point singulier.

Prop osition 6.41
Si y est un point singulier, y 62Y .

D�emonstration : soit y point singulier et V le voisinaged�e�ni dans les notations. Comme
V \ X c se compose de deux secteurs au moins, V \ X aussi. Soit S1 celui qui contient la
g�eod�esique� xy et C2 une autre. Choisissonsarbitrairement un rayon de C2 que nous noterons
r . Alors � xy [ r est une g�eod�esique.En e�et, � xy est une g�eod�esique.Notons s = � xy \ V . s [ r
est une g�eod�esique,puisque :

� si r est dans le prolongement de s, c'est clair.

� sinon tout segment joignant un point de r �a un point de s coupe X c, en vertu despropo-
sitions 6.27 et 6.28.

Donc y 62Y

D�e�nition 6.42
y est un point terminal si et seulementsi X \ V est un rayon seulement(voir �-
gure 6.15).

Nous mettrons tous les points terminaux dans Y .

Pla�cons-nousdans le cas d'un point y fronti �ere, non terminal et non singulier. Dans ces
conditions, V \ X est un secteur (connexe) de V ferm�e, non r�eduit �a un rayon, et V \ X c un
secteurouvert (connexe).

Prop osition 6.43
y ne peut pas être un sommet concave de X .
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X c

Figure 6.15 : Point terminal.

D�emonstration : nous avons vu que sur V , la boule g�eod�esiqueB est un secteur convexe.
Donc B ne peut couvrir X \ V en entier, puisque c'est un secteur strictement plus grand que
l'angle plat (voir les deux con�gurations localesdesboulesg�eod�esiques)

Prop osition 6.44
Si y n'est pas un sommet de X , alors :

1. tous les points de l'ar ête r contenant y sont �a même distance de x.

2. les deux extr�emit�es de r sont dessommetsconvexesnon singuliers

Cette proposition est il lustr�ee sur la �gur e 6.16.

y

a

b

X

� xy

d�
X (x; �) = � @X

Figure 6.16 : Voisinage d'un point �a distance maximale n'�etant pas un
sommet de X .

D�emonstration : V sed�ecomposeen deux demi-cercles: V \ X est un demi-cercleferm�e et
V \ X c son compl�ementaire, un demi-cercleouvert. Comme la boule B recouvreX , d'apr�es les
con�gurations localesdesboulesg�eod�esiques,V \ @X est �a la distance � de x.
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Consid�erons le côt�e [a;b] de X contenant y. Supposonsque tous cespoints ne soient pas �a
distance � de x. [a;b] \ f z; d�

X (x; z) = � g est un compact. Soit [a0; b0] une de sescomposantes
connexes.Par hypoth�ese,a0 6= a ou b0 6= b. Supposonsa0 6= a. Comme d�

X (x; a0) = � , on peut
reprendre la d�emonstration locale en rempla�cant y par a0. Il existe alors un voisinagede a0 dans
[a;b] �etant �a la distance � de x. Ceci contredit la supposition [a0; b0] est une composante connexe
de [a;b] \ f z; d�

X (x; z) = � g. Donc tout point de [a;b] est �a distance � de x.

En particulier les sommetsa et b r�ealisent le maximum de la distance �a x. Ils ne peuvent
donc pas être concaves,ni singuliers

On peut encore être un peu plus pr�ecis sur la structure locale de l'ar ête [a;b]. En e�et,
l'ar ête [a;b] ayant tous sespoints �a distance � de x doit avoir la direction d'un des côt�es de
K . Supposonsque ce soit si = [ki � 1; ki ]. Nous supposeronsque X est �a gauche de

�!
ab, ce qui

est possible en intervertissant les rôles de a et b. Nous supposeronsen�n que K est aussi �a
gauche de

� � � !
ki � 1ki , ce qui est possiblepuisque K est sym�etrique par rapport �a l'origine et que

l'on peut choisir le côt�e sj sym�etrique de si si ce dernier ne convient pas. La g�eod�esique� xa est
une ligne polygonale (ai )

p
i=0 avec a0 = a et ap = x. Notons ~sa = � � !a0a1. Nous d�e�nirons ~sb de

mani�ere analogue.Toujours en vertu de la structure locale desboulesg�eod�esiques,~sa et ~sb ont
leur angle compris entre � i et � i � 1. Soit u le point le plus �eloign�e de x simultan�ement sur les
deux g�eod�esiques� xa et � xb. Le triangle g�eod�esique(u; a;b) n'est pasd�eg�en�er�e. On en d�eduit la
proposition :

Prop osition 6.45
Le triangle euclidien limit �e par la droite (a;b), la droite passantpar a de direction � i

et celle passantpar b de direction � i � 1 est inclus dans le triangle g�eod�esique(u; a;b)
qui est lui-même inclus dans X (voir �gur e 6.17).

~si

~� i

~� i � 1

a b

a1
b1

Figure 6.17 : Voisinage d'un point �a distance maximale n'�etant pas un
sommet de X et son triangle euclidien associ�e.

Il nous reste maintenant �a �etudier le dernier caso�u y est un sommet convexe de X .
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Lemme 6.46
S'il existe z 2 V \ X (z 6= y) �a distance � de x, on peut trouver un point sur une
arête de X , n' �etant pas un sommet �a distance � de x.

En d'autres termes, ce casa d�ej�a �et�e pris en compte.

D�emonstration : commez 6= y, tout le rayon de V contenant y est �a distance � de x. Or si
la boule g�eod�esiqueB recouvre X , d'apr�es la structure locale des boulesg�eod�esiques,ce rayon
ne peut être que sur la fronti �ere de X . Donc le point z est sur @X et v�eri�e donc le lemme

Prop osition 6.47
Il su�t de ne garder dans Y que les sommetsconvexesde X tels qu'il existe une di-
rection parall�ele �a l'un descôt�esde K et telle quele diam�etre de V de cette direction,
priv�e de y, soit inclus dans X c.

La droite port�eepar le diam�etre seraappel�eeune droite d'appui stricte (voir �gure 6.18).

Droite d'appui stricte

X

Figure 6.18 : D�e�nition d'une droite d'appui.

D�emonstration : soit � la direction du dernier segment de la g�eod�esique� xy en y. Soit alors
i tel que � i � � < � i +1 . Le demi-disquelimit �e par la direction de si et contenant � xy contient
tous lespoints �a distance � � , donc en particulier V \ X . D'apr�esle lemmepr�ec�edent, il ne peut
exister de point �a distance � de x dans V \ X . Donc les rayons de direction si et si + � ne sont
pas dans le secteur correspondant �a X (puisque la distance de chacun de leurs points �a x est
� � ) et par suite le diam�etre de direction si coupe V \ X en y uniquement

En r�esum�e, il su�t que Y contienne les points suivants :

1. Les points terminaux

2. Un point desarêtesayant �a leurs extr�emit�e deux sommetsconvexesnon singuliers

3. Les sommetsposs�edant une droite d'appui stricte de direction l'un descôt�es de K .
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6.6 Plongemen t d'un ensemble digital dans IR2

La notion de g�eod�esiqueeuclidiennen'a pas de senssur la trame. Nous allons donc associer
�a tout ensemble X de la trame un ensemble de IR2 que nous noterons P(X ) sur lequel nous
pourrons appliquer les th�eor�emespr�ec�edents.

6.6.1 Cas de la distance hexagonale

D�e�nition 6.48
On appellera plongementde X et on le notera P(X ) l'union de :

� tous les triangles �el�ementaires(x1; x2; x3) ferm�estels quex i 2 X pour 1 � i � 3

� tous les segments ferm�es (x1; x2) pour x1; x2 2 X voisins

� de X

Notations :

� d6 distance d�eduite de K , hexagoner�egulier.

� d6
X distance g�eod�esiqueassoci�ee �a d6 dans l'ensemble P(X ).

Prop osition 6.49
Soient x et y deux points de X . Alors la distance g�eod�esique(usuelle) sur la trame
hexagonalede x �a y est �egale�a d6

X (x; y).

D�emonstration : consid�erons la g�eod�esiqueeuclidienne� xy . C'est une ligne polygonaledont
les sommetssont despoints de la trame. Or la longueur de chacun de cessegments est la même
au sensde la trame (nombre minimal de segments des chemins sur la trame) qu'au sensde d6

(g�eod�esiquede IR2)

Prop osition 6.50
Si X est simplement connexe,alors P(X ) est aussi simplement connexedans IR2 et
son diam�etre g�eod�esiqueest born�e.

D�emonstration : Commen�conspar le diam�etre g�eod�esique.Soient x; y 2 P(X ). Si x est un
point de la grille, x = x1 2 X . Si x estsur unearêteouverte de la trame (x1; x2), alorsx1; x2 2 X .
Si, en�n x est dansun triangle �el�ementaire ouvert (x1; x2; x3), alors le triangle ferm�e tout entier
est dansP(X ). Donc dans tous lescas,le segment [x; x1] � P(X ) o�u x1 est un point de la grille.
De mani�ere analogue,il est possiblede trouver y1 sur la grille tel que le segment [y; y1] � P(X ).
CommeX est connexe,il existe dansX un chemin de x1 �a y1. Par d�e�nition, la ligne polygonale
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de sommetslespoints de cechemin est inclusedansP(X ). Salongueurest �nie, donc le diam�etre
g�eod�esiquede P(X ) est born�e.

Remarquonsque nousavons d�emontr �e la connexit�e par arcsde P(X ). Un raisonnement ana-
loguepermet demontrer queP(X )c est lui aussiconnexepar arcs,cequi ach�eve la d�emonstration

Prop osition 6.51
Sur P(X ) muni de la distance g�eod�esiquedX il y a existence et unicit �e desg�eod�esiques
de x �a y arbitraires.

D�emonstration : P(X ) est simplement connexe,compact. dX connexepar arcs puisque X
est connexepar arcs et que son diam�etre g�eod�esiqueest born�e. Alors [LM84] sur P(X ) il y a
existenceet unicit �e desg�eod�esiques

6.6.2 Cas de la distance dod�ecagonale

L'hexagone peut ne pas être une approximation su�san te du cercle.Pour cela, nous allons
munir IR2 de la distance � d�eduite d'un dod�eca�edre r�egulier, dont les côt�es sont parall�elesaux
six directions de la trame et aux six directions conjugu�ees.Nous noterons cette distance d12.
Le princip e est de r�egulariser le contour de X au moyen des directions du dod�ecagone,sans
pour autant modi�er la connexit�e du plongement. Pour cela nous utilisons le plongement de X
au sensde la m�etrique hexagonaleet nous y rajoutons les triangles correspondant aux angles
concaves de 4�

3 de la mani�ere suivante. Si nous num�erotons (x i )5
i=0 les voisins de x dans le

senstrigonom�etrique, nous rajoutons le triangle (x0; x1; x2) si et seulement si x0; x1; x2 2 X et
x; x3; x5 2 X c (voir �gure 6.19).

x

x0 x1

x2

x3x4

x5

Figure 6.19 : Triangles rajout �espour le plongement de X dans (IR2; d12).



132 Chapitre 6 : La fonction de propagation

D �e�nition 6.52
On appelle plongementde X dans (IR2; d12) l'union de :

� tous les triangles �el�ementaires ferm�es dont les trois sommetssont dans X ,

� tous les segments joignant despoints voisins dans X ,

� tous les triangles (x1; x2; x3) de points de X avec x1 et x3 voisins de x2, ces
trois points n' �etant pas align�es.

Un exempleest donn�e �gur e 6.20.

Figure 6.20 : Plongement de X dans (IR2; d12).

Nous avons montr �e comment e�ectuer des dilatations par des dod�ecagones.Malheureuse-
ment, on ne peut pas en d�eduire une distance sur la trame. La fonction qui �a deux points x
et y associe la plus petite taille de dilatation par des dod�ecagonestelle que le dilat �e de x con-
tienne y n'est pas une distance ! Par contre, on peut montrer que c'est la partie enti �ere de la
distance dod�ecagonalesur le plongement de X . La distance que nous intro duisonssur la trame
ne s'interpr�ete donc pas simplement comme le nombre de segments d'un chemin sur la trame.
En particulier, la distance entre deux points de la trame n'est pas toujours un entier !

Le plongement de X dans(IR2; d12) a sinon le mêmetype de propri �et�esque pour la m�etrique
hexagonale:

� Si X est simplement connexe,le plong�e est simplement connexeet de diam�etre g�eod�esique
born�e

� Si X est simplement connexe, il y a existenceet unicit �e des g�eod�esiques(euclidiennes)
entre deux points du plong�e.
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6.7 Algorithmes de calcul

L'algorithme est alors une cons�equenceimm�ediate du th�eor�emesur les extr�emit�es libres des
g�eod�esiquesde longueur maximale. De fa�con g�en�erale :

T(x) = supf d�
X (x; y); y 2 Yg

6.7.1 Cas de la m�etrique hexagonale

Y est compos�e de deux typesde points fronti �ere :

1. la fronti �ere de X au sensdu suivi de contours fait un angle de 0 ou �
3 , i.e. cas2 ou cas3

dans les syst�emesde r�ecritures pour la dilatation des lacets.

2. la fronti �ere de X est un segment aux extr�emit�es duquel @X pr�esente deux anglesde 2�
3

du mêmecôt�e de ce segment et le triangle �equilat�eral ayant pour basece segment et de ce
mêmecôt�e est inclus dans X .

Dans la pratique, on pourra laisser de côt�e la condition relative au triangle �equilat�eral qui
est p�enible �a v�eri�er sur les images. Il ne reste donc plus qu'�a calculer la fonction distance
hexagonale�a chaque point de Y et d'en prendre le sup.

Le nombre de points de Y est en g�en�eral assezfaible. On peut montrer que dans le casde X
faiblement convexe (entre deux points de X il existe une g�eod�esiqueau sensde d6 dans IR2 qui
soit incluse dans X ) Y a au plus six �el�ements. Le nombre d'�el�ements de Y d�epend bien sûr de
la forme de X .

6.7.2 Cas de la m�etrique dod�ecagonale

L'algorithme est tr �es proche du pr�ec�edent. Nous entendrons ici fronti �ere de X au sensde
la fronti �ere de plongement de X dans IR2 muni de la distance dod�ecagonale.Cette fronti �ere se
d�eduit du suivi de contour en rempla�cant chaquesuccessionde segments x i � 1; x i ; x i +1 pr�esentant
un angle concave de 4�

3 par le segment [x i � 1; x i +1 ] lorsque ni x i +1 ni x i � 1 ne sont dessommets
concaves pour le suivi de contours. Nous appellerons fronti �ere de X cette nouvelle suite de
segments. Les points de Y sont de deux types:

� la fronti �ere de X fait un angle de 0, �
6 , �

3 , �
2 ou 2�

3 .

� la fronti �ere de X est un segment et aux extr�emit�esduquel @X pr�esente deux anglesde 5�
6

du mêmecôt�e de cesegment et le triangle isoc�elede basecesegment et d'angle au sommet
oppos�e �

6 et du mêmecôt�e de ce segment est inclus dans X .

Ici encore,dansla pratique, on laisserade côt�e la condition relative au triangle. Les fonctions
distance aux points de Y seront prises au sensdes dilatations dod�ecagonales.Le r�esultat sera
donc la partie enti �ere de la fonction de propagation sur le plongement de X dans IR2 muni de
la distance dod�ecagonale.
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Le nombre de points de Y est plus grand que dans le cas hexagonal d'un facteur environ
2. Cependant, commedesdistancesimportantes sont misesen jeu, il est toujours pr�ef�erable de
travailler en distance dod�ecagonale.

Le processusde calcul est illustr �e en distanceshexagonaleet dod�ecagonalesur la �gure 6.21.

6.8 Et la simple connexit �e ?

Nousavonsvu que la simple connexit�e jouait un rôle central danstoutes nosd�emonstrations.
En e�et, cen'est quedanscecasqu'il y a unicit �e desg�eod�esiqueset que lestriangles g�eod�esiques
ont la forme que nous avons d�ecrite. Que reste-t-il desth�eor�emespr�ec�edents si l'on supprime la
simple connexit�e ? Malheureusement presquerien.

a { Extr �emit �e libre d'une g�eod�esique de longueur maximale L'extr �emit�e libre d'une
g�eod�esiquede longueur maximale n'est plus n�ecessairement un point fronti �ere commele montre
la �gure 6.22.

b { Les extr �emit �es Nous verrons au chapitre \v ariations lamellaires" qu'une bonne d�e�-
nition de la notion d'extr �emit�es d'un objet est donn�eepar les maxima r�egionauxde la fonction
de propagation. La �gure 6.23 donne l'exemple d'un objet non simplement connexedont les
extr�emit�es sont loin d'être ce que l'in tuition indique.

Nous n'avons pas trouv�e d'exemple d'objet plan o�u les maxima r�egionaux de la fonction
de propagation ne soient pas des points de la fronti �ere. Nous conjecturons que dans le plan de
tels objets n'existent pas. Par contre, sur la sph�ere, de tels objets existent, mais ceci est li�e au
plongement de la sph�ere dans l'espaceIR3.

6.9 Quelques propri �et�es math �ematiques

La fonction de propagation se comporte un peu comme une fonction distance : c'est la
fonction distanceau point le plus loin. Prenons-enl'oppos�e. On peut alorsd�e�nir par lesformules
classiquesla notion d'amont, d'aval et montrer qu'en tout point au voisinageduquel chaquepoint
n'a qu'un seul aval, elle est d�erivable. L'adh�erencedes points o�u elle n'est pas d�erivable forme
quelquechosed'analogueau squeletteet nous l'appelleronsantisquelette.

Dans le cas d'un convexe, on peut �etendre la fonction de propagation �a IR2, puisque les
g�eod�esiquesdans le convexe X sont les segments. Posons:

TX (x) = supf d(x; y); y 2 X g

Cette fonction restreinte �a X est la fonction de propagation. On peut montrer qu'elle caract�erise
X . On peut aussi trouver un ensemble Z et une constante a tels que la fonction distance sur
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(1) : Forme simplement connexe (2) : Anti-squelette

(3) : Y en distance hexagonale (4) : Y en distance dod�ecagonale

(5) : TX en distance hexagonale (6) : TX en distance dod�ecagonale

Figure 6.21 : La fonction de propagation.
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x

y
Quatre chemins

de mêmelongueur

Figure 6.22 : Le point le plus loin de x n'est plus sur la fronti �ere.

Z soit a � TX . Cela montre que � TX a bien la structure d'une fonction distance et tous les
r�esultats de mesurabilit�e [Mat78] et [Mat88a] s'�etendent imm�ediatement.

Toujours dans le cas convexe, X est l'in tersection des boulesminimales qui le contiennent.
L'adh�erencedescentres de cesboulesest pr�ecis�ement l'antisquelette. L'analogie avecle squelette
est claire : le squeletteest le lieu descentres desboulesmaximales inclusesdans X .

Malheureusement, des exemplesmontrent que cet antisquelette n'est ni s.c.i ni s.c.s con-
trairement au squelette [Mat88a]. La raison en est simple : les topologiesutilis �eesne sont pas
ad�equates.Dire que la distance de Hausdor� entre deux ensembles est " est �equivalent �a dire
que les fonctions distance associ�ees�a cesdeux ensembles sont di� �erentes d'au plus " en norme
L 1 . Dans le casde la fonction de propagation on ne peut rien dire. En e�et, soit Fn ! F une
suite de compacts (même simplement connexes)convergeant au sensde Hausdor�. Il se peut
que TFn n'aient pas de limite simple.
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Figure 6.23 : Extr �emit�es curieuses.



138



139

Partie IV

Variations lamellaires ou commen t
r �esoudre un probl �eme d'analyse

d'images



140



Partie IV : Variations lamellaires 141

Chapitre 7

Variations lamellaires

7.1 In tro duction

7.1.1 Segmentation et morphologie math �ematique

La morphologie math�ematique a montr �e ses qualit �es par de nombreusesapplications en
analysed'images [Pr87]. Cesapplications sedivisent en deux grandesclassesde probl�emes:

1. la quanti�cation, c'est-�a-dire la transformation d'une image ou d'une forme en quelques
nombres ou quelquescourbes,commepar exemplela quanti�cation de textures au moyen
du sch�ema bool�een,les granulom�etries ou la d�etermination d'indices de sym�etrie (voir par
exemple[CC85]),

2. la segmentation, c'est-�a-dire la r�eduction d'une image �a une autre image plus simple o�u
les d�etails superus ont �et�e �elimin�es.

Avant tout, pr�ecisonsce que recouvre le mot segmentation dans le contexte morphologique,
car nousl'emploieronsdansun sensparticulier. Traditionnellement, ceterme d�esignele processus
de partitionnement d'une image en zoneshomog�enesselon certains crit �eres.Une pr�esentation
formelle de ces notions se trouve dans [Mon88]. Ces crit �eres se veulent le plus ind�ependants
possiblede la sc�ene �a �etudier. L'id �eal serait une m�ethode qui s'applique de mani�ere quasi uni-
verselle,en adaptant un certain nombre de param�etres num�eriques. Les crit �eres g�en�eralement
utilis �es ne d�ependent alors que des contrastes que pr�esente l'image dans son ensemble, et sont
souvent d�etermin�es par les conditions d'�eclairage; les objets, leur disposition dans l'image ne
jouent par contre aucun rôle. Par exemple,sur les imagescorrespondant �a ce qui se trouve sur
un bureau, toujours �eclair�e de la même mani�ere, la pr�esenceou l'absenced'un t�el�ephone,d'un
cendrier ne modi�e ni cescrit �eresni les param�etres associ�es.

En morphologie math�ematique, il en va tout autrement : segmenter signi�e isoler tel ou tel
objet, telle ou telle caract�eristique. Dans le cas de sc�enesde bureau, il s'agira par exemplede
d�elimiter la zonede l'image correspondant pr�ecis�ement au t�el�ephone,sur une coupe scanner,de
d�elimiter les contours de la vert�ebre.

Il en d�ecouledeux traits particuliers de l'approche morphologiqueen analysed'images :

1. D'abord, le syst�eme doit avoir un certain nombre de connaissances lui permettant de
reconnâ�tre l'ob jet d�esir�e et de le distinguer de son contexte. L'ob jet est donc d�ecrit par
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un mod�ele { dont nous discuterons les fondements dans la derni�ere partie de ce travail
consacr�e �a la programmation automatique { discriminant dans l' univers choisi, c'est �a dire
contenant su�samen t d'�el�ements pour reconnâ�tre l'ob jet dans l'ensemble des contextes
dans lesquelsil est autoris�e �a apparâ�tre. Cet universest habituellement d�e�ni au moment
o�u l'on entreprend l' �etude en question et donne les contrain tes que l'on se �xe a priori.
Le mod�ele au contraire est �elabor�e petit �a petit au moyen des caract�eristiques que les
transformations morphologiquessont aptes �a mettre en �evidenceet il seconcr�etise par le
programme de reconnaissance,suite ordonn�eede transformations morphologiques.

2. Le programmeobtenu n'aura pasune port�eetr �esg�en�erale car lescaract�eristiquesmisesen
jeu sont sp�eci�ques aux objets �a reconnâ�tre, contrairement par exempleau comportement
d'extracteurs de contours ou de techniques type \split and merge" en segmentation.

7.1.2 Un probl �eme d'analyse d'images : d�etection des lignes de d�efaut dans
un eutectique lamellaire

Un des reproches que l'on fait souvent �a la morphologie math�ematique est de construire
desprogrammesque seul un initi �e peut comprendre.De plus, une seulesolution est en g�en�eral
pr�esent�ee { la solution {, dont les crit �eres mis en jeu sont rarement explicit �es et quand ils le
sont, ils semblent bien arbitraires. Un n�eophyte se demanderasouvent \p ourquoi diable a-t-il
fallu en passerpar l�a ?"

Notre but danscette partie n'est pasdedonnerunesolution �a un certain nombre deprobl�emes
r�eels,bien que concr�etement nous en proposerons.Nous voudrions plut ôt montrer comment on
en arrive �a une solution, d�emonter cette solution pour en examiner les composants, c'est-�a-
dire exposer la d�emarche inverse (r�esolument non bourbakiste) qui vise �a explorer un certain
nombre de pistes et �a choisir entre elles. Pour employer une analogie en math�ematiques : la
mani�ere de d�emontrer un th�eor�emenous importe autant que la d�emonstration elle-m̂eme.Pour
cela, nous avons besoin d'un probl�eme su�sammen t riche, et nous avons choisi pour cela les
eutectiques lamellaires, c�el�ebre pour l' �el�egante solution que lui avait donn�e Ch. Lantu�ejoul en
1978[Lan78]. Depuis pr�esde 10 ans, c'est la solution deseutectiqueslamellaires, qui semble un
desacquisimmuablesde la morphologiemath�ematique.Or quand nousavonsrepris le probl�eme,
nousnoussommesaper�cusquebeaucoupd'autres solutions existaient et donnaient desr�esultats
similaires. Ce dogmede la solution s'�ecroulerait-il ?

Rappelonsbri�evement la question: il s'agit, sur desimagesd'eutectiqueslamellairesprisesau
microscope de mettre en �evidenceles lignes de d�efaut en vue de leur quanti�cation (�gure 7.1).
Les imagesse pr�esentent commeun ensemble de lamesparall�elesde deux types, r�eguli�erement
espac�ees.Les lignes de d�efaut, grossi�erement orthogonalesaux lames, sont les zoneso�u cette
r�egularit�e est rompue. Les lignes de d�efaut peuvent sediviser en deux classes:

1. Les lignes de fracture, o�u les lamessont e�ectiv ement bris�ees.

2. Les lignes de exion , o�u les lames pr�esentent un d�ecallage lat�eral de leur axe (voir �-
gure 7.2).

Dans l' �etude cit�ee,seulesles premi�eresont fait l'ob jet d'un algorithme. Nous montrerons ici
comment les deux typesde lignes peuvent être d�etect�es.
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Figure 7.1 : Image d'eutectiques lamellaires.



144 Chapitre 7 : Variations lamellaires

lignes de fracture ligne de exure

Figure 7.2 : Les deux typesde ligne.

L'algorithme original est le suivant :

Algorithme original (Algorithme 1)

I : image originale
Z : image deszonesde fracture
R : image deslignes de fracture

� S  � Squelette(I ) (1)

� E  � Ebarb (S;3) (2)

� T  � Terminal (E) (3)

� Z  � Plateau (Zonesd'inuenc e (T [ S); T) (5)

� R  � Squelette(Z ) (6)

Les chi�res correspondent aux images de la �gure 7.3. Les transformations utilis �eessont
d�e�nies au paragraphe7.10.Ce programmeillustre bien cet aspect peu explicite desprogrammes
morphologiques.Pourquoi un squelettepar zonesd'inuence, par exemple?
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(1) : Squelette (2) : Squelette�ebarbul�e

(3) : Squeletteet points terminaux (4) : Squelettepar zonesd'inuence de (3)

(5) : Zonesd'inuence desextr�emit�es (6) : R�esultat

Figure 7.3 : La solution originale (d'apr �esCh. Lantu�ejoul).



146 Chapitre 7 : Variations lamellaires

7.1.3 Commen t appr �ecier la qualit �e d'un programme ?

Il convient avant tout de bien distinguer les propri �et�es math�ematiques que l'on manipule
de leur traduction algorithmique qui parfois n'en fournissent qu'une approximation. C'est ce
qui se passepar exemple avec la notion de squelette que l'on peut d�e�nir aussi bien dans
IRn que sur une trame et dont il existe de nombreux algorithmes de calcul : amincissements
homotopiques,remont�eeversl'amont ou r�esidupar ouverture de la fonction distance.Dansnotre
esprit algorithme est synonyme de \recette de cuisine", c'est-�a-dire une suite de commandes
permettant d'aboutir �a un r�esultat. Dans certains cas, nous n'avons pas r�eussi �a expliciter
les propri �et�es sous-jacentes �a un algorithme : c'est alors l'algorithme lui même qui servira de
d�e�nition. Pour ne pas avoir �a envisager ce cas dans l'in troduction, nous ne parlerons que
d'algorithmes. Par contre, quand nous analyseronslesdiversessolutions, nouschercheronsdans
la mesuredu possible�a distinguer les algorithmes despropri �et�esmath�ematiques.

Commenousnousproposonsde d�ecrire plusieursalgorithmes, qui pour la plupart donneront
�a l'oeil des r�esultats acceptables.Il n'en reste pas moins n�ecessairede juger plus �nement de
leurs qualit �es et de leurs d�efauts respectifs. En un mot, il faut les comparer. C'est l'un des
probl�emesclef de toute �etude en analysed'images,probl�emeencorelargement ouvert dont nous
esquisseronsici quelquespistes seulement.

Lorsqu'une solution de r�ef�erence existe, il est possible de comparer les algorithmes en
mesurant l' �ecart entre leurs r�esultats et la r�ef�erence. En fait, la mesure en question d�epend
de ce que l'on d�esire faire du r�esultat : dans le cas des eutectiques lamellaires par exemple, le
r�esultat du programme est une image sur laquelle sont trac�eesles lignes de d�efaut. Supposons
que l'on cherche �a �evaluer la longueur moyenne des lignes de d�efaut et que l'on disposed'un
dessindes lignes id�eales(si tant est qu'il puisseexister et faire l'unanimit �e entre toutes les per-
sonnes!) on pourrait �evaluer l' �ecart par la distancede Hausdor� entre le r�esultat du programme
et le dessinid�eal. Malheureusement, une telle mesureest inad�equate. En e�et, la connexit�e des
lignes obtenuesmodi�e consid�erablement la moyenneet donc un algorithme qui respecterabien
les lignes longuesserameilleur que celui fournissant une suite de pixels non connexes,bien que
les distancesde Hausdor� �a la r�ef�erencesoient du même ordre (�gure 7.4). La r�ef�erence�etait
d�ej�a souvent arbitraire, la mesurede l' �ecart l'est tout autant. . . Cependant, une fois la r�ef�erence
et la mesure �x �ee, cette technique a l'avantage de faire force de loi et de donner un crit �ere
objectif. Il ne reste plus qu'�a choisir un �echantillon repr�esentatif du probl�eme pour classerles
divers algorithmes.

Le d�efaut majeur de cette approche est de consid�erer les algorithmes comme des bô�tes
noires. Rien ne permet de savoir comment les am�eliorer, ni dans quellesconditions ils cesseront
de fournir desr�esultats acceptables.En e�et, l' �echantillon, certesrepr�esentatif, ne passepas en
revue tous les caspossibles,mais seulement un certain nombre.

En ce qui concernenotre probl�eme,qu'est-cequ'une ligne de d�efaut ? Nous en avons donn�e
une id�ee intuitiv e. Lorsque l'on se met �a vouloir dessiner�a la main les lignes de d�efaut, on se
rend compte que ce n'est pas aussifacile que l'on croit. La main h�esite : telle ligne doit-elle être
poursuivie et connect�ee �a telle autre ? Même dans le cas des lignes de fracture des ambigu•�t �es
apparaissent. Il faut nous rendre �a l' �evidence,la solution de r�ef�erencen'existe pas.

Notre probl�eme ressemble �etrangement aux questions soulev�ees par la mise au point
d'extracteurs de contours. Si l'on cherche �a les tracer �a la main sur une image donn�ee, nous
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Y

X

Figure 7.4 : Deux ensembles de connexit�es tr �es di� �erentes peuvent être
prochesau sensde Hausdor�.

sommessoumis aux mêmesh�esitations. Pourtant dans le cas des contours, nous avons mieux
qu'une id�eeintuitiv e descontours d'un objet, car nous pouvons les d�e�nir commesuit :

Soient (x; y) les coordonn�eesd'un point de l'image dans un rep�ere li�e �a l'image, i.e. le plan
focal de la cam�era. Soit O son centre optique et z = f (x; y) la fonction qui �a tout point M de
coordonn�ees(x; y) associe la distance au plus proche objet de la sc�enesur la droite (OM ). Les
contours d'occultation desobjets sont les discontinuit �esde f ; les arêtesdesobjets les disconti-
nuit �es de la di� �erentielle D f (x; y). Malheureusement, on n'a pas acc�es �a f { sauf dans des cas
tr �esparticuliers {, mais seulement au niveau de gris du pixel (x; y). On peut cependant remar-
quer que, en g�en�eral, de part et d'autre d'un contour d'occultation la luminance est di� �erente,
puisqu'il s'agit de deux objets di� �erents, que le long d'une arête il en est de même puisque
les facesde l'ob jet ont des orientations di� �erentes. Cette correspondanceg�en�eralement v�eri� �ee
sugg�erede chercher lescontours au moyen descontrastes dansl'image. Comment d�e�nir un con-
traste ? A ce niveau, il faut quitter la r�ealit�e et passerau niveau desd�e�nitions math�ematiques
et desmod�eles: c'est le seulmoyen d'être coh�erent. Canny [Can83] proposela solution suivante.

Pla�cons-nousdans IR et d�e�nissons un contour par une fonction de Heavyside
additionn�ee �a un bruit gaussien.Parmi tous les noyaux de convolution dans L 2(IR)
cherchons celui qui donne les meilleurs r�esultats selonles trois crit �eressuivants :

1. Bonne d�etection : maximiser la probabilit �e de d�etecter au moins un contour.

2. Bonne localisation : minimiser la distance du contour d�etect�e au contour vrai
(x = 0).

3. Pas d'oscillations : minimiser la probabilit �e de trouver plus d'un contour.

Le nombre de noyaux de convolution qui v�eri�en t lespropri �et�espr�ec�edentes ne d�epend que d'un
petit nombre de param�etres.Cescrit �eressont certesarbitraires, mais ils ont l'avantage de former
une d�e�nition de la notion de contour, en accord avec l'id �ee intuitiv e que l'on en avait.

Une telle approche est s�eduisante, mais quepouvonsnousen retenir ? Clairement elle nepeut
s'appliquer qu'�a la d�etection d'�el�ements relativement g�en�eraux. Il est impensablede chercher
un mod�ele d'eutectique lamellaire : il serait trop complexeet trop sp�eci�que. Par contre cette
approche est ad�equatepour juger desprimitiv esde plus basniveau,plus g�en�erales,commecelles
d�eterminant par exempledesextr�emit�es ou descentres.
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La �gure 7.5 pr�esente plusieurs solutions. \A l'�il", c'est-�a-dire selondescrit �eressubjectifs,
ellessont �equivalentes. Pour lesjuger la solution consiste�a examinercomment ils sont construits,
c'est-�a-dire d'ouvrir la bô�te noire pour mettre au jour les crit �erescaract�eristiques des images
qui sont e�ectiv ement exploit�es.Certains sont �a l' �evidenceplus sûrs que d'autres. Par exemple,
un algorithme de d�etection deslignesde d�efaut peut utiliser le fait queceslignessont quasiment
orthogonalesaux lames.Cecrit �eresemble raisonnable.Cependant, comment estd�etermin�eecette
direction ? localement, globalement ou donn�ee �a l'avance ? Il est clair que la derni�ere solution
ne peut s'appliquer que si un protocole assureque toutes les imagesseront pr�esent�eesdans le
mêmesensou si un op�erateur humain donnecette direction �a la main. Il s'agit d'une restriction
importante de l'univ ers de travail. De plus cette direction privil �egi�ee varie sur une mêmeimage
dansdesproportions relativement importantes (environ 30 degr�es).Donc un algorithme utilisant
une estimation localede la direction sera�a pr�ef�erer �a celui mesurant globalement cette direction.

Cette analyse du contenu des algorithmes n'est rien d'autre que l'explicitation du mod�ele
sous-jacent �a la solution du probl�eme de reconnaissance; elle a en outre l'avantage de mon-
trer o�u peuvent se situer les d�efaillanceslors d'un mauvais comportement de l'algorithme. Ce
mod�ele d�e�nit donc la taille de l'univ ers, c'est-�a-dire les divers types d'images sur lesquelles
l'algorithme s'applique. Le meilleur algorithme est celui poss�edant la classela plus large possi-
ble. Malheureusement, il ne s'agit que d'un ordre partiel entre les divers algorithmes et le choix
reste en �n de compte entre les mains de l'utilisateur.

Nous ne nous int�eresseronsque relativement peu �a la vitesse d'ex�ecution du programme.
Ce temps varie dans des proportions importantes selon la machine utilis �ee et selon les progr�es
e�ectu �es en algorithmique. La partie pr�ec�edente montre par exemple que les transformations
g�eod�esiquessecalculent en un temps analogue�a celui requispour lesmêmestransformations non
g�eod�esiques; il en est de mêmepour l'utilisation du squeletteou de la fonction de propagation.
Danscecontexte, s�electionnonset construisonssi n�ecessairedestransformations de qualit �e, pour
lesquellesnous chercheronsdesalgorithmes e�caces.

Danscette optique, nousallons pr�esenter des\v ariations" sur le th�emedeseutectiqueslamel-
laires, probl�eme si simple dans sa formulation et si riche par les conceptsmis en jeu par ses
diversessolutions. Nous voudrions d'autre part prouver que, bien loin d'être arbitraire dans
l'emploi des transformations, la morphologie math�ematique sait construire des solutions dis-
tinctes selondescrit �eresdivers et porter un jugement sur leurs qualit �es morphologiques.

7.1.4 Quelques options

Dans ce chapitre, nous aurions pu �eliminer dans une certaine mesure les algorithmes pour
nousconcentrer sur lespropri �et�esmath�ematiques.Cette attitude ne nousparâ�t passouhaitable.
En e�et, l'analyse d'image est indissociable de la manipulation mêmedesimages.C'est pourquoi
nous montrerons toujours en plus des propri �et�es math�ematiquescomment implanter les trans-
formations.

Souvent, lorsque l'on cherche �a reproduire les r�esultats qu'annoncent certains articles, on
est surpris de constater que \cela ne marche pas". Certains petits pr�etraitements n'ont pas �et�e
signal�es.Ici, tous les traitements seront explicit �es,de telle sorte qu'une personnedisposant de la
mêmeimage initiale que nousobtiendra rigoureusement lesmêmesr�esultats. Nous esp�eronsque
cela pousserales d�etenteurs de logiciels tels que Visilog ou Morpholisp [Sch87] �a reprogrammer
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(1) (2)

(3) (4)

(5) (6)

Figure 7.5 : Diversessolutions.
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les transformations propos�ees.

En�n, les proc�ed�es de duplication ne permettent en g�en�eral pas de reproduire de mani�ere
satisfaisante les images �a teintes de gris. Or un texte traitan t d'analyse d'images doit
n�ecessairement en pr�esenter. Nousnoussommesdonc astreints �a n'illustrer le texte qu'au moyen
d'imagesbinaires.

7.2 Etude de l'algorithme existan t

De fa�con informelle l'algorithme propos�e par Ch. Lantu�ejoul revient �a dire que les fractures
sont deszonesprochesdesextr�emit�es des lames.

7.2.1 La notion d'extr �emit �es

Qu'est-ce que desextr�emit�es ?

D �e�nition : extr �emit �es

Les extr�emit�es sont les points terminaux du squelette.

En d'autres termes,cesont lescentres descerclesosculateurs�a la fronti �erede X , enti �erement
contenus dans X . Or cescerclesosculateurssont tangents �a la fronti �ere en des maxima de la
courbure.Cecrit �ereestdoncpresquelocal, dansle senso�u pour dire si un point estpoint terminal
du squelette, il ne su�t pas de connâ�tre un voisinagedu point arbitrairement petit, mais un
voisinagedont la taille est la distancede cepoint �a la fronti �erede la particule. Cependant, quand
on observe l'algorithme, on remarquequ'une �etape d'�ebarbulageest n�ecessairepour �eliminer les
\p etites extr�emit�es parasites". Dans toute cette partie, nous appellerons barbule tout arc du
squelette consid�er�e comme un graphe (ce qui est possiblepour des objets assezr�eguliers) qui
aboutit �a un point terminal. Quelle est la taille de ces barbules ? Si nous approximons une
lame par un rectangle,et si noussupposonsque ce rectanglepr�esente une irr �egularit�e sur un de
sesgrands côt�es, la barbule g�en�er�ee aura commelongueur la moiti �e de la largeur du rectangle.
Cette demi-largeur est un param�etre robuste. En e�et, toutes les lames ont �a deux pixels pr�es
la même largeur, qui peut d'ailleurs faire l'ob jet d'une mesure directe sur l'image au moyen
d'une granulom�etrie par exemple (dans le cas o�u toutes les imagesne seraient pas �a la même
�echelle). On �elimine donc lesbarbulesqui ont une longueur inf�erieure�a la demi-largeur deslames
(�gure 7.6).

Supposons�a pr�esent que les lamessoient bruit �eesau niveaude leurs extr�emit�es.Le squelette
pr�esentera de nombreusesbarbules �a ce niveau, dont certainesseront �elimin�eespar le crit �ere de
longueur. L'extr �emit�e d�etect�eeseraalors �a l'in t�erieur de la particule �a une distance plus grande
de la fronti �ere. Les imagesdont nous disposonssont de tr �es bonnesqualit �es, ce qui assureque
lescrit �eresmis en jeu sont e�ectiv ement v�eri� �es,d'o�u le bon comportement de l'algorithme. Une
autre solution consiste�a e�ectuer une ouverture de taille 1. Il ne subsistealors aucunebarbule,
sauf aux endroits deszonesde forte exure, ce qui dansnotre casrepr�esente plut ôt un avantage
qu'un inconv�enient. (�gure 7.7).
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Squelette

B arbule

Figure 7.6 : Barbule g�en�er�ee par une irr �egularit�e sur la fronti �ere d'un
rectangle.

Il faudrait bien segarder de croire quec'est la seulesolution fond�eesur l'emploi du squelette.
En voici une qui ne fait pas intervenir la longueur des barbules. Comme les lames sont toutes
relativement allong�ees,ellesont chacunedeux extr�emit�es,qui correspondent aux points les plus
�eloign�esque l'on puissetrouver. En d'autres termes, il su�t de d�eterminer les points terminaux
du chemin le plus long inclus dans le squelette, et sans points triples. Voici deux fa�cons de
calculer cespoints :

1. Partir d'un point terminal du squelette,chercher le point terminal p1 le plus �eloign�e de ce
premier, puis le point terminal p2 le plus �eloign�e de p1. p1 et p2 sont les deux extr�emit�es
souhait�ees(�gure 7.8).

2. D�eterminer les maxima absolusde la fonction de propagation associ�ee au squelette (voir
la d�e�nition donn�eedans la partie algorithmique).

Cet algorithme ne fait plus intervenir aucun seuil, mais imposeque toute particule a exacte-
ment deux extr�emit�es,ce qui est acceptablepour la majorit �e deslames,mais inacceptablepour
quatre lamespr�esentes sur l'image (�gure 7.9).

En conclusion,nous voyons que les deux algorithmes fonctionnent sur des classesd'images
non comparables: les extr�emit�es en tant qu'extr �emit�es du squelette (�ebarbul�e) n�ecessitent des
lames d'�epaisseurconstante et peu bruit �ees, les extr�emit�es en tant qu'extr �emit�es du chemin
maximal n�ecessitent des lames relativement allong�ees mais pouvant pr�esenter un bruit plus
important.

Maintenant, pourquoi avoir choisi de r�eduire lesparticules �a leur squelette,op�eration instable
(le squeletteest une transformation semi-continue inf�erieure de l'ensemble desouverts relative-
ment compacts dans l'ensemble des compacts) ? C'est parce que la notion de point terminal
n'a de sensque sur un squelette. Cependant, la fonction de propagation peut nous fournir une
alternative. Posons:
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(1) : Squelettede l'image originale (2) : Elimination desbarbules des(1)

de taille � 3 pixels

(3) : Squelettede l'image ouverte par H (4) : Elimination desbarbules des(3)

de taille � 3 pixels

Figure 7.7 : Comparaisondes barbules g�en�er�eessur l'image originale et
l'image ouverte.
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p

p2

p1

Figure 7.8 : Chemin maximal sur un squelette.

Figure 7.9 : Particules pr�esentant �a l' �evidenceplus de deux extr�emit�es.
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D �e�nition : extr �emit �es

Lesextr�emit�essont lesmaxima r�egionauxde la fonction de propagation,
i.e. les maxima de

TX (x) = sup
y2 X

dX (x; y)

o�u dX est la distance g�eod�esique dans X ensemble des lames (�-
gure 7.10).

(1) : Courbesde niveau de la fonction de propagation (2) : Maxima r�egionauxde (1)

(3) : Lameset leurs extr�emit�es

Figure 7.10 : Extr �emit�esd�e�nies par lesmaxima r�egionauxde la fonction
de propagation.
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Grâce�a la notion demaximum r�egional,uneparticule peut pr�esenter plus dedeux extr�emit�es.
Voici quelquespropri �et�es�etrangesdesextr�emit�es obtenuespar cet algorithme :

� Les extr�emit�es ne sont pas n�ecessairement desmaxima de courbure: ils peuvent mêmese
localiser en desminima de courbure, commele montre la �gure 7.11.

� Dans le casd'un triangle, ce sont uniquement sesanglesaigus.

� Dans le casde polygones�a plus de trois côt�es,cesont dessommetsqui peuvent mêmeêtre
obtus dans certains cas.

� Dans le casd'un squelette, ce sont tous les points terminaux.

� La transformation qui �a une particule associe sesextr�emit�esn'est passemi-continue ! (Ceci
provient du fait que la distance de Hausdor� induit une topologie trop grossi�ere : deux
objets tr �esprochespeuvent avoir desdiam�etres g�eod�esiquestr �esdi� �erents.)

� Certains objets peuvent ne pr�esenter qu'une seuleextr�emit�e qui est toute leur fronti �ere,
commepar exemplelesensembles de Reuleaux.De fa�con g�en�erale, il s'agit de convexesde
variation diam�etrale constante.

Les extr�emit�es sont
en un minimum de courbure Les extr�emit�es sont

prochesd'un maximum de courbure

Figure 7.11 : Extr �emit�es et maxima de courbure.

Quels sont les crit �eresassoci�es �a cette transformation, i.e. quelle classed'imagespeut-on lui
associer ?

� Les particules doivent être simplement connexes,sinon, l'algorithme peut pr�esenter des
r�esultats contraires �a l'in tuition (voir partie algorithmique).

� La transformation est profond�ement globale, car il est impossible de connâ�tre une
extr�emit�e si l'on ne connâ�t pas toute la particule.
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� La robustessefaceau bruit s'observe empiriquement, bien qu'aucun caract�ere math�emati-
que ne lui soit associ�ee, continuit �e par exemple(�gure 7.12).

Cesont cesdeux dernierspoints qui en font uned�e�nition de bonnequalit �e, en g�en�eral pr�ef�erable
aux extr�emit�es du squelette.

(1) : Particules aux contours bruit �es (2) : Extr �emit�es obtenuespar

la fonction de propagation

Figure 7.12 : Robustessede la d�etection d'extr �emit�es.

7.2.2 Les zones de fracture

Revenonsaux lignesde fracture ou plut ôt aux zonesde fracture. Le programmeclassiqueles
d�e�nit formellement commesuit :

D �e�nition : zones de fracture

Leszonesde fracture sont leszonesd'inuence desextr�emit�esdesobjets.

Ce sont donc lespoints du plan qui sont plus prochesd'une extr�emit�e quede tout autre point
du squelette.Cette d�e�nition semble parfaitement convenir, car ellepeut s'appliquer �a quasiment
toute image, quelle que soit son �echelle, son orientation, du moment que les extr�emit�es ont �et�e
misesproprement en �evidence(�gure 7.13 o�u les extr�emit�es ont �et�e obtenuespar la fonction de
propagation).

Pourtant, les r�esultats obtenus avec les extr�emit�es d�etermin�eespar les points terminaux du
squelettesont bien meilleurs queceuxobtenus aveclesextr�emit�esen tant quemaxima r�egionaux
de la fonction de propagation. En particulier leszonessont mieux connect�ees.Pour comprendre
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(1) : Lameset leurs extr�emit�es (2) : Skiz de (1)

(3) : Zonesd'inuence desextr�emit�es (4) : Fermeture de taille 1 de (3)

Figure 7.13 : D�etection deszonesde fracture.
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ce ph�enom�ene,supposonsqu'une lame soit mod�elis�eepar un rectangle auquel on aurait adjoint
un demi cercle �a chaque largeur. Le squelette d'une lame sera alors mod�elis�e par un segment.
Les extr�emit�essont sesdeux points terminaux. La zoned'inuence d'un point terminal est alors
le demi plan limit �e par la droite perpendiculaire au segment, passant par le point terminal et
ne contenant pas le segment. Les maxima r�egionaux de la fonction de propagation sont dans
notre mod�ele les deux points du cercle dans l'axe du rectangle. La zone d'inuence de l'un de
cespoints est la demi droite issuede ce point et perpendiculaire �a la fronti �ere. Ceci explique
pourquoi lesextr�emit�esne se\propagent" passur le côt�e dans le deuxi�emecas.Dans le casd'un
polygone,casplus r�ealistepour un ensemble digital, la zoned'inuence d'un sommetest le cône
issu de ce point limit �e par les directions orthogonalesaux côt�es adjacents (voir �gure 7.14).

Cette constatation surprenante montre l' �etroite interd�ependanceentre les transformations
morphologiquessuccessives.Remarquonscependant que l'on peut se ramener au casdesparti-
culesr�eduites �a leur squelettede la mani�ere suivante : appelonsX l'ensemble deslameset Y les
maxima r�egionauxde la fonction de propagation. Il su�t d'amincir X conditionnellement �a Y .

Extr �emit�e

Zone d'inuence
Zonesd'inuence

Extr �emit�es

Figure 7.14 : Zones d'inuence des extr�emit�es sur quelquesformes sim-
ples.

7.2.3 Passage des zones de fracture aux lignes de fracture

C'est probablement l�a que r�eside la partie la plus critiquable de l'algorithme. En e�et, on
cherche �a transformer les zones de fracture en lignes au moyen du squelette. Or ces zones
pr�esentent des fronti �eres anguleuses,puisque ce sont des unions de zonesd'inuence et qu'en
un point o�u trois zonesd'inuence se rencontrent, au moins deux d'entre elles pr�esentent une
fronti �ere anguleuse.Le squelette poss�edera donc de nombreusesbarbules qui ne rendront pas
compte de la direction des fractures. La justi�cation d'une proc�edure d'�ebarbulage peut être
envisag�ee, mais nous pensonsqu'il est pr�ef�erable de s'arrêter aux zonesmisesen �evidenceau
paragraphepr�ec�edent.

Cela termine l' �etude de l'algorithme existant. Il faut cependant constater que les lignes de
exure n'ont pas encore�et�e misesen �evidence.
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7.3 Algorithmes pour les lignes de d�efaut

Qu'est-ce qui caract�erise une ligne de d�efaut ? Avant d'en donner une d�e�nition math�ema-
tique, disons qu'elles passent pr�es des endroits o�u les lames pr�esentent un d�ecalagelat�eral de
leur axe. Si nousparvenions�a couper les lames�a ceniveau,c'est-�a-dire transformer la exion en
fracture, nous serionsramen�esau probl�emeclassique.Comment d�eterminer les exures ? Nous
dirons que ce sont les endroits o�u la fronti �ere des particules pr�esente une forte courbure. Nous
allons donc dans un premier temps d�eterminer cespoints.

7.3.1 Recherche des poin ts de forte courbure

D�e�nir math�ematiquement la courbure d'une courbe deux fois d�erivable est simple. Mal-
heureusement, dans le casdigital o�u toutes lescourbessont polygonales,le probl�emeest d�elicat
et n'a d'ailleurs pas encoretrouv�e de solution g�en�erale satisfaisante.

7.3.1.1 Les solutions morphologiques

Pla�cons-nous d'abord dans le plan continu. Parmi les solutions morphologiques, citons
l'ouverture par un disque, qui met en �evidence les \irr �egularit�es plus �nes que le diam�etre
du disque". Cependant, la courbure doit être un crit �ere purement local, alors qu'un point sera
conserv�e par ouverture si et seulement si la fronti �ere en ce point pr�esente un rayon de courbure
sup�erieur �a celui du disqueet si l' �el�ement structurant tangent �a la fronti�ere est totalement inclus
dans l'objet. La deuxi�emepartie de cette condition montre que les zonesde faible �epaisseurdes
objets, bien que pr�esentant une courbure faible seront �elimin�eesau mêmetitre que les zonesde
forte courbure (�gure 7.15).

X (X )B X

(X )B

Figure 7.15 : Les deux e�ets de l'ouverture par un disque.

Dans notre cas,seuleune ouverture de tr �espetite taille peut être envisag�ee,car les lamesont
une largeur de 5 �a 7 pixels. Donc au del�a de la taille 2, le caract�ere non local de l'ouverture sera
pr�epond�erant. Il en est de même pour la fermeture, car l'espaceentre les lames est de l'ordre
de l' �epaisseurdes lames. Cependant, nous pouvons e�ectuer la fermeture composante connexe
par composante connexe,car nos lamessont en premi�ereapproximation rectilignes. (Attention :
la transformation qui �a un ensemble associe l'union des ferm�es de chaque composante connexe
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n'est pas une fermeture, car non idempotente. Il est donc possiblede l'it �erer et d'agglom�erer
progressivement certaines composantes connexes.Combien de fois it �erer la transformation ?)
Malheureusement, les r�esultats (�gure 7.16) sont loin de ceque l'on attendait, et celapour deux
raisons:

� Malgr�e l'utilisation de cerclesdigitaux euclidiens, la di� �erenceentre le ferm�e et la forme
initiale n'a pas une �epaisseursup�erieure �a deux pixels.

� Du fait de la digitalisation, certains pixels au bord de l'ob jet peuvent être ajout �es et les
particules g�en�er�eessont du mêmeordre de taille que les premi�eres.

Il nous semble impossiblede distinguer les points correspondant �a une courbure importante des
autres. L' �echec est manifeste.

(1) : Image originale (2) : Di� �erenceentre le ferm�e et la particule,

composante connexepar composante connexe

Figure 7.16 : Fermeture composante connexepar composante connexe.

Nous n'avons pas trouv�e de solution morphologiqueau probl�eme.C'est pourquoi nous nous
sommestourn�es vers des solutions plus classiques,fond�eessur des suivis de contours et qui
donnent desr�esultats de qualit �e su�san te.

7.3.1.2 Une autre solution

La solution que nous exposons n'est pas neuve. Elle a fait l'ob jet de publications en
1977 [FD77]. Nous l'avons retenue car elle fait appel au suivi de contour de l'ob jet que nous
avons longuement d�evelopp�e dans la partie consacr�ee aux algorithmes et sa mise en oeuvre est
tr �essimple.

En e�et, supposonsle contour d'un objet donn�e par une suite de pixels (pi )n
i=0 selon un

algorithme de suivi de contour. L'angle entre deux segments successifsde cette ligne polygonale
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est un multiple de �
3 . Il est possiblede lisser cesvariations en ne consid�erant non plus l'angle

entre deux segments construits sur deux points adjacents pi � 1pi et pi pi +1 , mais l'angle entre
deux segments construits sur despoints plus espac�es.

D �e�nition 7.1
On appelle k-courbure au point pi l'angle entre les deux segmentspi � kpi et pi pi + k .

En trame hexagonale,si k = 1, la 1-courburenepeut prendreque6 valeursdistinctes. Dans le
casg�en�eral, la k-courbure peut prendre 6k valeursdistinctes. Ceci montre que lesdirections sont
�echantillonn �eesde plus en plus �nement quand k augmente. Par contre, les petits d�etails sont
liss�es. Cet algorithme travaille donc �a une taille caract�eristique donn�ee au dessousde laquelle
les d�etails sont ignor�es. Or dans notre cas cette taille est de l'ordre de la largeur des lames,
param�etre dont nous avons d�ej�a discut�e la robustesse.Nous avons pris ici k = 4.

Les contours des lamessont bien �evidemment bruit �es. Il est donc n�ecessairede connâ�tre la
plus grandecourbure quepeut g�en�erer du bruit. Pour cela,pla�cons-nousdansle mod�elesuivant :
la portion de fronti �ere �etudi�eeest une droite bruit �eepar despixels setrouvant dans le dilat �e de
taille 1 de l'ob jet. On v�eri�e que la 4-courburemaximale est d'environ 0:5 radian, valeur au del�a
de laquelle nous estimons avoir trouv�e un point de forte courbure (�gure 7.17). Les r�esultats
sont pr�esent�es �gure 7.18.

4 � segment

Figure 7.17 : 4-courbure maximale pour une droite bruit �ee.

Dans quelle mesurela fronti �ere des lamesa-t-elle �et�e liss�ee? En notation vectorielle :

pi pi + k =
i + k� 1X

j = i

pj pj +1

Ceci montre que le vecteur pi pi + k correspond �a un facteur d'�echelle pr�es �a la moyenne mobile
�etendue�a k vecteurs�el�ementaires de la fronti �ere. On ne pouvait pas imaginer plus simple.

En examinant l'image form�ee par ces points, il semble que le travail soit termin�e. En ef-
fet, il est facile de connecter ces points sans quasiment aucune ambigu•�t �e (contrairement au
trac�e des lignes de d�efaut). Faut-il donc faire intervenir l'image de d�epart pour connecter ces
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(1) : Image originale (2) : Points de forte courbure

Figure 7.18 : Points de forte 4-courbure.

points ? Si la r�eponse est n�egative, nous n'aurons jamais fait intervenir le fait que les lames
sont des objets parall�eles et que les d�efauts sont orthogonaux aux lames. Il semble bien que
nous n�egligeonsalors des caract�eristiques importantes des images. Si la r�eponse est positive,
nous avons l'impression de mieux \coller" �a l'id �ee d'une image d'eutectiques lamellaires. Mais
n'est-cepasinutile ? Ne r�eduit-on pasde fa�con trop importante la classed'imagespour lesquelles
l'algorithme fonctionne ? Il me semble que les deux opinions se d�efendent : c'est un probl�eme
de contexte. Si l'on admet que l'univ ers peut pr�esenter des imagesqui ne repr�esentent pas des
eutectiques, il est clair qu'il faut faire intervenir les lames pour d�ecouvrir, le cas �ech�eant, que
l'image ne repr�esente pas un eutectique. On peut aussi admettre que de telles situations sont
impensables.On peut tr �esbien ne pas introduire de connaissancesrelatives aux lamesdans les
algorithmes. Nous rediscuteronsce point dans la derni�ere partie en �etudiant la minimalit �e des
mod�elesutilis �es.

Nous allons, dans un premier temps examiner quelquesproc�eduresde connexion despoints
de fortes courbure, puis dans un deuxi�emetemps, nous �etudierons comment faire intervenir les
lamesdeseutectiques.

7.4 Pro c�edures de connexion de poin ts a priori

L'algorithme de d�etection peut donc s'�ecrire dans sesgrandeslignes commesuit :

1. Recherche despoints de forte courbure

2. Connexion directe de cespoints

Connecter des points, cela veut dire relier ces points au moyen de segments de droite. Cela
revient donc �a d�e�nir desrelations de voisinagessur cespoints.
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7.4.1 Connexion selon la distance

Une solution simple consisterait �a d�e�nir deux points voisins comme deux points dont la
distance est inf�erieure �a un certain param�etre.

D �e�nition : deux poin ts voisins

Deux points sont voisins si leur distance est inf�erieure �a un seuil.

Dans notre cas on pourrait prendre cette distance �egale�a la largeur des lames. Traduit en
termes morphologiques: les zonesde d�efaut sont le dilat �e par un cerclede diam�etre la largeur
des lames des points de forte courbure. Les r�esultats de la �gure 7.19 paraissent tr �es bons.
Examinons cependant de plus pr�esce qu'ils recouvrent.

(1) : Points de forte courbure (2) : Dilat �e de taille 3 de l'image (1)

Figure 7.19 : Dilat �e par un disque de diam�etre la largeur des lames des
points de forte courbure.

Pla�cons-nousen un point de forte courbure. Les seulspoints de la fronti �ere deslames�a une
distance inf�erieure �a la largeur deslamessont despoints soit sur la lame voisine, soit de l'autre
côt�e de la même lame, soit sur la fronti �ere du mêmecôt�e (�gure 7.20). Dans les deux premiers
cas, si cespoints ont �et�e mis en �evidencepar le d�etecteur de courbure, la connexion doit avoir
lieu. Le troisi�emecascorrespond �a uneerreur. Notons au passagequela distinction entre lesdeux
derniers casn'est qu'intuitiv e. Quand dire que l'on est pass�e de \l'autre côt�e" de la particule ?
En fait, le troisi�eme cas peut encore se d�ecomposer ainsi : les points de forte courbure tr �es
proches les uns des autres et du même côt�e de la lame correspondent-ils �a un même d�efaut ou
�a deux d�efauts parall�eles? En fait, si l'on acceptedeslignes de d�efaut parall�eles�a une distance
inf�erieure �a la largeur des lames l'une de l'autre, les lames { si on les supposecoup�eespar les
lignesded�efaut { seront plus largesquelongues,cequi est paradoxal. Il noussemble donccorrect
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de fusionner cesdeux d�efauts parall�eles.D'autre part, il se peut que plusieurs points de forte
courbure soient d�etect�es, alors qu'ils ne correspondent qu'�a une seuleet même exure. Notons
en�n que la solution morphologiquefournit un r�esultat homotope aux lignesde d�efaut, alors que
le graphe correspondant aux points voisins poss�edede nombreux petits triangles (�gure 7.21).
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Figure 7.20 : Les trois casde connexionpar dilatation.

Restonsen un point de forte courbure. Une ligne de d�efaut ne traverserala lame �a ceniveau
que si un autre point de forte courbure se trouve en face. De même, pour que le d�efaut se
prolonge sur la lame voisine, il est n�ecessairequ'un autre point de forte courbure s'y trouve.
Ainsi donc l'algorithme ne fournira une ligne continue que si despoints de forte courbure sont
d�etect�es de part et d'autre de toutes les lames travers�ees.Vu souscet angle, le crit �ere semble
trop restrictif, et c'est pourquoi nous allons chercher �a am�eliorer la connexit�e des lignes, même
quand peu de points de forte courbure ont �et�e mis en �evidence.Notons au passagequ'expliciter
le crit �ere de connexiondonne une bien meilleure �evaluation de la qualit �e de l'algorithme que la
mesuredirecte des�ecarts �a un r�esultat id�eal, o�u les petits d�efauts de connexion ne modi�eron t
pas de mani�ere sensiblela valeur de la mesure.

7.4.2 Graphe de Delauna y, Gabriel

De nombreux outils ont �et�e d�evelopp�es pour d�e�nir des relations de voisinage entre des
points ou desobjets de mani�ere ind�ependante d'un facteur d'�echelle. Beaucoupreposent sur le
diagrammedeVorono•� et sondual la triangulation deDelaunay. Nousallons�etudier deux graphes
classiques: la triangulation deDelaunay et le graphedeGabriel. Ils ont �et�e abondamment d�ecrits
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Figure 7.21 : Connexion par dessegments de droite.

dans la litt �erature. Pour leur utilisation en morphologie math�ematique, voir [Vin88].

Soit P = (pi )n
i=0 un ensemble de points distincts.

D �e�nition 7.2
Le graphede Delaunay construit sur P est le dual du diagramme de Vorono•� de P.

En d'autres termes deux points pi et pj sont adjacents si et seulement si les deux ensembles

V (pi ) = f x j 8k 6= i; d(x; pi ) � d(x; pk )g et V (pj ) = f x j 8k 6= j; d(x; pj ) � d(x; pk )g

ont despoints communs.

Une liste despropri �et�es importantes du graphe de Delaunay peut être trouv�eedans [PS85].
En voici deux qui nous serviront par la suite :

1. Le graphedeDelaunay estune triangulation de l'enveloppeconvexede l'ensemble depoints
P.

2. pi et pj sont adjacents si et seulement si il existe un disquedont la fronti �ere contient pi et
pj et qui ne contient aucun point de P dans son int�erieur.

De fa�con informelle, l'in t�er̂et majeur de la triangulation de Delaunay est de connecter un
point avec d'autres points de mani�ere \isotrop e"1 : en particulier deux points relativement
�eloign�espeuvent être connect�ess'il n'existe pasd'autres points plus prochesdanscette direction.
Malheureusement, cette propri �et�e d'isotropie est nuisible dansnotre cas,car ellecr�eedes\p onts"
entre les d�efauts. Il nous faut donc chercher un sous-graphede la triangulation de Delaunay.

1Si l'on seplace en un point x de la triangulation despoints (pi )q
i =0 et que l'on e�ectue une inversion I de pôle

x, les points connect�es�a x par la triangulation sont ceux dont les transform�essetrouv ent sur l'enveloppe convexe
de (I (pi ))

q
i =0 [Boi84].
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D �e�nition 7.3
On appelle graphe de Gabriel des points P le sous-graphe de la triangulation de
Delaunay d�e�ni par :

pi et pj sont adjacents si et seulementsi le disquede diam�etre pi et
pj ne contient aucun point de P dans son int �erieur.

Graphe de Delaunay Graphe de Gabriel

Figure 7.22 : Triangulation de Delaunay et graphe de Gabriel.

Une interpr�etation morphologique de ce graphe a �et�e propos�ee par [Mey82], ainsi qu'un
algorithme de calcul, connu sousle nom de grapheperceptuel.

L�a encoretrop de \p onts" entre les d�efauts subsistent. La raison en est simple : mod�elisons
deux d�efauts parall�eles par des courbes presque rectilignes, comme le montre la �gure 7.23.
Chaquefois que les courbesserapprochent, un arc est cr�e�e entre les points les plus proches.Le
graphe perceptuel est donc inutilisable.

7.4.3 Encore une autre pro c�edure de connexion de poin ts

Le princip ede la proc�edurequenousallonsproposerestderajouter lors du calcul dediagram-
me de Vorono•� de P un certain nombre de points qui emp̂echeront deux points appartenant �a des
d�efauts di� �erents d'avoir des cellules de Vorono•� adjacentes. L'algorithme (illustr �e �gure 7.24)
est le suivant :
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Ponts entre
deux fractures

Figure 7.23 : Pourquoi le graphe de Gabriel fournit trop de connexions.

Algorithme 2 : connexion a priori version g�eom�etrie
informatique

� Diagramme de Vorono•� V1 de P = (pi )n
i=0

� Dans chaque cellule V1(pi ) associ�ee �a pi , d�eterminer les maxima
relatifs de la fonction distance �a pi , soit Qi = (qi

j ) j i
j =0

� Diagramme de Vorono•� V2 de P [ ([ n
i=0 Qi )

� Joindre deux points de P si leurs cellulesde Vorono•� associ�eesdans
V2 sont adjacentes.

L'ensemble de points Q correspondant essentiellement �a des points entre les diverseslignes
de d�efaut a pour rôle de ne plus laisser adjacent descellulesde Vorono•� de V1 correspondant �a
deux points sur desd�efauts distincts et parall�eles.Voil�a un exempled'algorithme qui tient lieu
de d�e�nition �a lui seul.

La traduction en termes morphologiquesest la suivante :

Algorithme 3 : connexion a priori version morphologique

P : ensemble despoints de forte courbure.
Y : r�esultat.

� S1  Zonesd'inuenc e (P) (2).

� Q  Max r�egional (DistanceS1 (P)) (3).

� S2  Zonesd'inuenc e (P [ Q).

� Y  Plateau (S2; P) (4).



168 Chapitre 7 : Variations lamellaires

(1) : Point de forte courbure (2) : Zonesd'inuence de (1)

(3) : (1) [ maxima r�egionauxde (2) (4) : Zonesd'inuence de (1) dans le skiz de (3)

(5) : Squelettede (4) (6) : R�esultat

Figure 7.24 : Encoreune proc�edurede connexionde points : solution mor-
phologique.
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Figure 7.25 : Encore une proc�edure de connexion de points : solution
g�eom�etrie combinatoire.

Les r�esultats sont, �a l'oeil, bons, mais comment comparer sesperformancesau graphe per-
ceptuel par exemple? Quels crit �eresplus explicites recouvre cet algorithme ? Pour cela, nous
allons chercher quelquespropri �et�es g�eom�etriques despoints qui sont reli�es.

Soient pi et pj deux points de P. Il ne peuvent être voisins dans S2 que s'ils l' �etaient dans
S1, puisque la cellule associ�ee �a p 2 P dans S2 est incluse dans celle obtenue dans S1. Donc le
graphe obtenu est un sous-graphede la triangulation de Delaunay.

Pla�cons-nousen un sommet s de S1, c'est-�a-dire en un centre de cerclede Delaunay. Soient
a, b et c les trois points dont les cellulesde S1 serencontrent en s, sa (resp. sb, sc) l'ar ête de S1

incluse dans la m�ediatrice de b;c (resp. c;a et a;b) et notons � , � et  les anglesentre sa et sb,
sb et sc, sc et sa (�gure 7.26). � + � +  = � . Or s n'est pasun maximum r�egionalde la distance
g�eod�esiquedans S1 �a a, b et c (les autres points n'in terviennent pas) si et seulement si :

(� ou � �
�
2

) et (� ou  �
�
2

) et ( ou � �
�
2

)

Ceci implique que deux au moins des angles � , � ou  soient sup�erieurs �a �
2 , ce qui est

impossiblecar leur sommevaut pr�ecisement � . Donc Q est l'ensemble des sommetsde S1, i.e.
chaque sommet du diagramme de Vorono•� est maximum relatif de la fonction distance sur au
moins une cellule de Vorono•�.

Remarque: commetout cerclede Delaunay construit sur P contient son centre, point de Q,
aucun triangle de Delaunay construit sur P n'est conserv�e.

Examinons �a pr�esent la triangulation de Delaunay de P. Soient deux points de P, pi et pj ,
adjacents. Deux caspeuvent sepr�esenter :

1. Les centres des deux cerclesde Delaunay C1 et C2 qui s'appuient sur pi et pj sont de
part et d'autre du segment pi pj . Alors pi pj fait partie du graphe perceptuel car le cercle
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a

b

c sa

sc

sb

s

�
�

Figure 7.26 : Voisinaged'un sommet du diagramme de Vorono•�.

de diam�etre (pi ; pj ) est contenu dans C1 [ C2. Si nous notons  i l'angle au centre de la
corde pi pj au cercleCi (�gure 7.27), la connexion (pi ; pj ) est conserv�ee si et seulement si
 1 +  2 < � .

2. Les centres des deux cerclesde Delaunay C1 et C2 qui s'appuient sur pi et pj sont du
mêmecôt�e du segment pi pj . Alors tout cerclequi s'appuie sur pi pj fait partie du faisceau
de cercles�a points de basepi et pj , entre C1 et C2 (�gure 7.28). Il contient donc le centre
du plus petit descerclesC1 et C2. Les points pi et pj ne sont donc pasconnect�espar notre
algorithme. On remarqueraque dans ce casle segment pi pj ne fait pas non plus partie du
graphe de Gabriel.

pi

pj

 2

 1
C2

C1

Figure 7.27 : Cas o�u les centres des cerclesde Delaunay sont de part et
d'autre.

En somme,nousproposonsun sous-graphedu graphede Gabriel, r�esultat qui nouspermet de
comparercet algorithme au graphedeGabriel lui-même.Examinons �a pr�esent soncomportement
sur un mod�ele simple. Soit P = (pi;j ) une grille rectangulaire r�eguli�ere et notons a la distance
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pi

pj

C2

C1

Figure 7.28 : Cas o�u les centres des cerclesde Delaunay sont du même
côt�e.

de pi;j �a pi +1 ;j et b cellede pi;j �a pi;j +1 . Supposonsque a < b par exemple.L'algorithme fournira
desdroites verticales espac�eesde a, ce qui semble convenable.Le graphe de Gabriel par contre
fournira en plus un r�eseaude droites orthogonalesespac�eesde b commele montre la �gure 7.29.

a

b (a < b)

Algorithme de connexion

a

b (a < b)

Graphe de Gabriel

Figure 7.29 : Connexion d'une grille rectangulaire.

7.5 Coupure des lames

Bien que les r�esultats de la section pr�ec�edente nous semblent être su�san ts pour r�esoudre
le probl�eme pos�e, nous allons examiner �a pr�esent ce que peut nous apporter l'in tro duction de
la connaissancerelative �a l'organisation g�eom�etrique des lames. L�a encore,deux voies s'o�ren t
�a nous : couper les lames au niveau des points de forte courbure et se ramener au probl�eme
classique,ou chercher d'autres solutions.
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7.5.1 Dilatation par des losanges

Les lamesne pr�esentent pasun �etranglement su�sammen t net au niveaudespoints de forte
courbure pour permettre l'emploi de proc�eduresclassiquestelles que la s�eparation par �erod�es
ultimes [Ser82].Cependant, nous pouvons utiliser le fait que toutes les lamesont quasiment la
mêmeorientation.

Ainsi, une dilatation lin�eaire dans la direction orthogonale permettra de couper les lames.
On peut mesurer cette direction globalement sur l'image avec, par exemple, une pr�ecision de
30 degr�es. Notons qu'une pr�ecision sup�erieure est illusoire, puisque l'on remarque que suivant
les diverseszonesde l'image, cette direction varie dans cesproportions. Un autre probl�eme de
la dilatation lin�eaire est la sursegmentation des lames, que nous avions d�ej�a �evoqu�ee lors de
la pr�esentation des proc�edures de connexion : au niveau d'une exion, chaque point de forte
courbure g�en�erera une coupure, ce qui est inacceptable. Une solution consiste �a �eliminer les
portions de lamespr�esentant une longueur trop faible, par exemplede l'ordre de la largeur des
lames.Implicitement, celasupposequ'il ne peut pasexister deux exures distinctes et parall�eles
�a une distance inf�erieure �a la largeur des lames.En�n, pour limiter la dilatation d'un point de
forte courbure �a la lame �a laquelle il appartient, il convient d'e�ectuer la dilatation lin�eaire de
mani�ere g�eod�esiqueen consid�erant les lamescommeun masque.

Une alternative �a la dilatation lin�eaireest la dilatation par un losangecontenant la direction
g�en�erale orthogonaleaux lameset d'angle 60 degr�es,l'origine setrouvant en un de sessommets.
L'in t�er̂et d'une telle proc�edureest de pouvoir s'a�ranc hir de l' �elimination desmorceauxde lames
de longueur trop faible de l'algorithme pr�ec�edent. Le seuil de longueur disparâ�t, mais nous en
introduisons un nouveau : l'angle au sommet du losange,de 60 degr�es ici. Il semble cependant
que l'utilisation de losangespermette de mieux prendre en compte la variabilit �e de la direction
g�en�erale sur une image.

En termesde transformations, si nousnotonsX l'ensemble deslames,P l'ensemble despoints
de forte courbure et L le losange�el�ementaire centr �e �a l'un de sessommetsaigus, la coupure est
obtenue par :

f (P � L ) \ X g1 [ f (P � �L ) \ X g1

o�u fg 1 repr�esente l'it �eration jusqu'�a convergence.

La technique de coupure pr�esent�ee n'est cependant pas tr �es satisfaisante. En e�et, les di-
rections utilis �eessemblent relativement arbitraires. On pourrait s'en a�ranc hir par l'utilisation
d'un �el�ement structurant circulaire. L�a encoredeux faits s'y opposent.

1. On ne peut plus dilater g�eod�esiquement les points de forte courbure jusqu'�a convergence,
puisque toute la lame �a laquelle un tel point appartient sera reconstruite ! Il faut donc
trouver la taille de dilatation ad�equate. Il s'agira encore de la largeur des lames. Nous
venonsd'�eliminer le param�etre direction pour retrouver la largeur des lames.

2. Mais danscecas,deux lignes de d�efaut parall�eles�a une distancede deux fois la largeur ne
fourniront qu'une seulecoupure : ellesseront donc fusionn�ees.Ce seuil entre deux d�efauts
parall�elesest trop grand.
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(1) : Points de forte courbure (2) : Dilat �e lin�eaire �a 30 degr�es

conditionnellement aux lames

(3) : Lamescoup�eespar le dilat �e lin�eaire (4) : Ouverture de taille 1 de (3)

suivie d'une reconstruction dans (3)

Figure 7.30 : Coupure des lamespar dilatation lin�eaire conditionnelle.
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(1) : Points de forte courbure (2) : Dilat �e par un losange

conditionnellement aux lames

(3) : Lamescoup�eespar le dilat �e (2) (4) : Ouverture de taille 1 de (3)

suivie d'une reconstruction dans (3)

Figure 7.31 : Coupure deslamespar dilatation losangiqueconditionnelle.
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7.5.2 Ero d�es ultimes g�eod�esiques

L'algorithme classiquede s�eparation par �erod�esultimes peut être adapt�e �a notre cas.Qu'est-
ce qu'un �erod�e ultime ? C'est un maximum r�egional de la fonction distance �a la fronti �ere. Or
les \centres" desr�egionsrectilignes des lamespourraient être d�ecrits par les maxima r�egionaux
de la distance aux exures. Il su�t donc de consid�erer la fonction distance aux points de forte
courbure non plus dans toute l'image, mais dans le masqueform�e par les lames,et d'appliquer
la proc�edure classiquede mani�ere g�eod�esique.

D �e�nition : coupures des lames

Lescoupuressont leslignesdepartagedeseauxde l'oppos�edela fonction
distance g�eod�esiqueaux points de forte courbure.

Si nousnotons X l'ensemble deslames,P l'ensemble despoints de forte courbure, en notant
en indice l'ensemble dans lequel s'e�ectue la transformation g�eod�esique, l'algorithme associ�e
s'�ecrit :

Algorithme 4 : s�eparation par �ero d�es ultimes g�eod�esiques

X : ensemble des lames.
P : ensemble despoints de forte courbure.
Y : r�esultat.

� D  DistanceX (P).

� R  Max r�egional (D ).

� E = D � R (�erod�es ultimes g�eod�esiques, leur niveau de gris
repr�esentant le nombre d'�erosionspour l'obtenir).

� Y  ; .

� Pour n de maxD �a 1 faire :

Y  EpaissiD � n (Y [ (E == n)).

La mesure directe d'une direction a totalement disparu et la proc�edure s'appliquera donc
�a une image dans n'imp orte quelle position, pouvant même pr�esenter des uctuations de di-
rection. Notons cependant qu'il nous est toujours n�ecessaired'�eliminer les portions de lames
sursegment�ees,de longueur inf�erieure �a, par exemple, la largeur des lames (par une ouverture
circulaire suivie d'une reconstruction). Cette derni�ere technique de coupurede lamesest de loin
la meilleure, bien que sesr�esultats soient comparables�a ceux desautres techniques pr�esent�ees.
Cependant, l' �etude descrit �eresmis en jeu montre que ce dernier algorithme s'appliquera �a une
classed'imagesbeaucoupplus vaste.
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(1) : Points de forte courbure (2) : Lamescoup�eespar

�erod�esultimes g�eod�esiques

Figure 7.32 : Coupure des lamespar �erod�esultimes g�eod�esiques.

7.6 Recherche des lignes de d�efaut apr �es coupure des lames

Nos lames sont �a pr�esent coup�eesau niveau des exures. Il est donc possibled'utiliser la
solution originelle. Cependant, nous obtenonsdes zonesde exure et non des lignes. En parti-
culier une proc�edure de squelettisation fournit un r�esultat bruit �e par de nombreusesbarbules
parasites. Pourtant �a la main, sur l'image 7.32, il est facile de suivre les grandes lignes qui
repr�esentent les d�efauts. Il nous semble que plut ôt que d'�etudier desproc�eduresd'�ebarbulages,
il est n�ecessairede mieux formaliser la notion de ligne de fracture (puisque apr�es la coupure
deslamesil ne reste plus que celle-l�a). Dans le fond de l'image { le compl�ementaire deslames{
les lignes de fracture semblent relier despoints o�u trois couloirs serencontrent. Il n'y a qu'une
mani�eremath�ematique de donner un sensau mot \p oint triple", c'est de squelettiserl'ensemble.
Or in�evitablement il apparâ�tra desbarbules.Et bien non, si nousprenonsle squelettepar zones
d'inuence, ce qui revient dans le contexte de lames quasi rectilignes �a squelettiser le fond de
l'image et �a l' �ebarbuler totalement. Nous poseronsalors :

D �e�nition : lignes de d�efaut

L'ensemble des lignes de fracture est un sous-graphedu squelette par
zonesd'inuence deslames.

Comment d�eterminer ce sous-graphe? Nous allons montrer trois types de crit �eres auquels
on peut penser.
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(1) : Image originale (2) : Skiz de (1) i.e. sur-graphedesd�efauts

(3) : Points triples de (2) (4) : Ar êtesde (2)

Figure 7.33 : D�e�nition d'un graphe contenant les lignes de d�efaut.
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7.6.1 Un crit �ere de direction globale

Nous savons que les lignes de fracture ont une direction g�en�erale �a peu pr�es �xe. Il est
pourtant impossiblede s'en servir, car les arêtes de graphe correspondant aux fractures sont
en g�en�eral courtes et leur direction quelconque! Par contre les arêtes correspondant �a la ligne
m�edianeentre deux lamessont g�en�eralement plus longueset poss�edent donc une direction mieux
d�e�nie. On peut donc e�ectuer une ouverture lin�eaire dans cette direction g�en�erale de l'image.
L'exp�eriencemontre quela taille de l'ouverture est de l'ordre de la largeur deslames.Cependant,
une telle technique doit absolument être bannie :

1. Un squelette est beaucouptrop �n pour qu'une ouverture lin�eaire puisse avoir un sens.
C'est d'ailleurs pourquoi nous avions trouv�e que seuleune ouverture d'assezpetite taille
convenait, taille sans rapport avec l'allongement des arêtes qu'elle est sens�ee mettre en
�evidence.

2. Toujours �a causede la �nesse du squelette, la direction g�en�erale devrait être d�etermin�ee
tr �es �nement, or nous savons qu'elle uctue sur l'image.

Algorithme 5 : direction des ar êtes longues

G : graphe obtenu par squelettisation par zonesd'inuence (1).
Y : r�esultat (�gure 7.34)

� T  Triple (G).

� A = G n T (ensemble desarêtes).

� A0  A n Recons (A; (A)S) o�u S est un segment d'orientation la
direction g�en�erale de l'image.

� Y  Aminci (A0[ T) (2).

Il n'existe pas de propri �et�e math�ematique correspondant �a cet algorithme : en e�et,
l'ouverture par un segment S d'un squelette ne pr�eserve que sesparties rectilignes ayant e-
xactement la direction de S. Ceci ne se produit jamais, sauf cas particulier. Cette ouverture
produit donc l'ensemble vide. . .

On peut contourner la notion d'ouverture commesuit : supposonsque l'on approxime chaque
arête du graphepar un segment de droite. On peut d�eterminer la direction de chaquearête. Mais
l�a encoreon retombe sur le probl�eme de la direction g�en�erale et le fait que certains segments
des lignes de fracture peuvent avoir cette direction g�en�erale.

Remarque: Les r�esultats fournis par les algorithmes demandent souvent une mise en forme
reposant sur quelquescrit �eres simples. Par exemple, dans le cas o�u nous cherchons un sous-
graphe du squelettepar zonesd'inuence, nous proposons(voir �gure 7.34) :

1. Fermer les trous correspondant �a une face exactement du graphe. En d'autres termes, si
toutes les arêtes entourant une face du graphe sont classi��eescomme appartenant aux
lignes de exion, on peut raisonnablement penserqu'il s'agit d'une exure unique passant
au milieu (3).
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(1) : Graphe de d�epart (2) : Sous-grapheretenu

(3) : Fermeture des trous d'une face (4) : Elimination desarêtes isol�ees

(5) : Elimination desbarbules d'une arête de long (6) : R�esultat

Figure 7.34 : Elimination desarêtesselonun crit �ere de direction globale.
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2. Eliminer les arêtes isol�ees(4).

3. Eliminer les barbules compos�eesd'une seulearête du graphe (5).

7.6.2 Crit �eres de longueur

Si nous examinonsl'ensemble des longueursdesarêtes correspondant aux fractures et celui
desautres arêtes,nousconstatonsquecesdeux ensemblesne sont pasdisjoints. Tout cequenous
pouvonsdire est quede tous petits segments (jusqu'�a environ 4 pixels de long) font certainement
partie des fractures et que les segments tr �es longs n'en font pas partie (environ 15 � 20 pixels
de long). Entre les deux, il faut être plus pr�ecis.Nous divisons donc l'ensemble desarêtes en 3
classes: les longues,les courtes et les interm�ediaires.

Pla�cons-nousdans le cas o�u les fractures ne sont pas trop proches les unes des autres. Les
arêtesdu squelettepar zonesd'inuence qui relient une fracture �a une autre sont longues.Donc
les arêtescorrespondant aux fractures sont cellesqui sont adjacentes aux arêtes longues.

Dans le casg�en�eral, une arête de longueur interm�ediaire appartient soit �a une fracture, soit
relie une fracture �a une autre. Dans cedernier cas,les deux fractures sont relativement proches.
Si on supposedonc qu'en aucun casdeux fractures seront relativement prochesd'une troisi�eme
�a droite et �a gauche (ce qui pourrait arriver dans deszonesfortement perturb�eesmais que nous
ne rencontrons pas ici), nous pouvons garder la d�e�nition :

D �e�nition : lignes de d�efaut

Lesarêtescorrespondant aux lignesde fracture sont lesarêtesadjacentes
aux arêtes longues.

Le r�esultat semble bon bien qu'en th�eorie il ne fournisse pas toutes les fractures comme
nous l'avons remarqu�e. Notons cependant la propret�e des lignes obtenues et le fait qu'aucune
proc�edure d'�ebarbulagen'est n�ecessaire.

On pourrait imaginer des crit �eres du même type, un peu plus complexespour mettre en
�evidenceles endroits o�u trois fractures ou plus peuvent être parall�eles.On bute cependant sur
un probl�eme majeur : le graphe que nous avons obtenu sur une grille de pixels contient de
nombreux sommets d'ordre sup�erieur �a trois. En particulier, deux arêtes de part et d'autre
d'une fracture peuvent être adjacentes.
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(1) : Graphe de d�epart (2) : Ar êtescourtes

(3) : Ar êtesnon longues (4) : Ar êtesde (3) adjacentes aux arêtes longues

(5) : Mise en forme (6) : R�esultat

Figure 7.35 : Solution : arêtesadjacentes aux arêtes longues.
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Algorithme 6 : ar êtes adjacen tes aux ar êtes longues

G : graphe obtenu par squelettisation par zonesd'inuence (1).
Y : r�esultat (�gure 7.35).

1. T  Triple (G).

2. A = G n T (l'ensemble desarêtes).

3. C  Ebarb (A; 2) (arêtescourtes) (2).

4. L  Ebarb (A; 8) (arêtes longues).

5. I = A n L (arêtesnon longues)(3).

6. T0  Recons (T; L � H )

7. A0  Recons (A; T 0 � H ).

8. Y  Aminci (A0[ C [ T) (4).

9. Mise en forme (5) et (6).

Le point 4 peut secalculer en construisant l'image qui �a toute particule associe le niveau de
gris correspondant �a sa surfaceet en la seuillant aux valeurs correspondant aux arêtes courtes
et longues.

Cette solution est tr �essatisfaisante pour l'esprit, car elle injecte dansl'algorithme la topologie
des lignes de d�efaut, c'est-�a-dire des connaissancessp�eci�ques de ces lignes. Par contre aucun
crit �ere de direction n'a �et�e mis en jeu, mêmelocal.

7.6.3 L'an tisquelette

Comment faire intervenir cette notion de direction locale ? Avant de le voir, examinonsune
cellule du graphe, c'est-�a-dire la zoned'inuence d'une lame. Sauf au niveau despoints triples
o�u trois lignes de d�efaut se rencontrent, toute cellule touche exactement deux lignes de d�efaut
au niveaude sesextr�emit�es. Il est donc possiblesur chaquecellule de d�eterminer au moins deux
arêtesnon adjacentes qui ne font pas partie deslignes de fracture. On pourrait sefonder encore
une fois sur un argument de longueur, mais il nous semble pr�ef�erable de mieux utiliser leur
forme, c'est-�a-dire leur direction locale. Comme chaque cellule est allong�ee, si nous coupions la
cellule en deux dans le sensde la largeur, les deux arêtes cherch�eesseraient cellesqui touchent
cette coupure (�gure 7.36).

Comment d�eterminer cette ligne qui coupe en deux une lame ? Ce sont, de fa�con informelle,
despoints �equidistants des\extr �emit�es". Or la distance aux extr�emit�es est donn�eepr�ecis�ement
par la fonction de propagation. Pour un point o�u la fonction de propagation est d�erivable, il n'y
a, sauf con�guration particuli �ere, qu'un point le plus �eloign�e. Par contre, l�a o�u elle ne l'est pas,
il y a au moins deux points les plus �eloign�es : ce sont donc lespoints singuliers de la fonction de
propagation qui r�epondent �a la question. L'analogie avec la fonction distance usuelleest claire :
l'adh�erencedes points o�u la fonction distance n'est pas d�erivable forme le squelette, et en un
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Ar êtesadjacentes �a la coupure

Coupure

Figure 7.36 : Ar êtesadjacentes �a la coupure d'une lame.

point du squelette,il existeau moins deux points de la fronti �ere lesplus proches(�eventuellement
confondusdans le casd'une extr�emit�e du squelette).

D �e�nition : coupure d'une lame en son milieu

On peut couper une lame en sonmilieu par l'antisquelette de cette lame.

Nous avons montr �e que localement, la fonction de propagation avait la structure d'une fonc-
tion distance { existenced'un amont, d'un aval { et qu'en tout point int�erieur ayant un amont
form�e d'une seuleg�eod�esique,la fonction de propagation �etait di� �erentiable, son gradient �etant
un vecteur unitaire orient�e seloncet amont. Les algorithmes pour extraire cespoints singuliers
sont donc �equivalents �a ceux mis en oeuvre pour calculer le squelette :

1. Si l'on ne d�esirepas un antisquelette connexe,on pourra proc�eder �a la di� �erenceentre la
fonction de propagation ferm�eepar un hexagonede taille un et la fonction elle-m̂eme.

2. L'analoguede l'amincissement binaire estun peuplus compliqu�e.Si nousappelons(X n )1
n=0

les seuils successifsde la fonction de propagation T (X n = f x j T(x) � ng) et si nous
notons A  B L le squelettede A conditionnellement �a B obtenu par l' �el�ement structurant
L , formons la suite Yn = X n� 1  Yn � 1 L avec Y0 = X 0 = ; . A partir d'un certain rang,
le diam�etre g�eod�esiquede la particule, cette suite est stationnaire. L'antisquelette est la
limite de cette suite.

3. En�n, on peut utiliser les techniquesde suivi de crêtesde F. Meyer [Mey88], en sepla�cant
sur l'oppos�e de la fonction de propagation, car l'antisquelette repr�esente non pas les lignes
de crête, mais les lignes de talweg (lignes de crêtesde l'oppos�e de la fonction).

Dans notre cas, le premier algorithme su�t amplement. On peut même montrer que, con-
trairement au cas du squelette obtenu par ouverture de la fonction distance, une dilatation de
taille un su�t �a connecter les divers points de l'antisquelette. Sauf au niveau despoints triples
des lignes de d�efaut, les r�esultats sont excellents commele montre la �gure 7.37.
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(1) : Graphe de d�epart (2) : Antisquelette

(3) : (1) [ (2) (4) : Ar êtesnon adjacentes �a l'antisquelette

(5) : Mise en forme (6) : R�esultat

Figure 7.37 : Solution : coupuredeslameenleur milieu par l'antisquelette.



Partie IV : Variations lamellaires 185

Algorithme 7 : coupure des lames par antisquelette

G : Squelettepar zonesd'inuence deslames(1).
X : Gc.
T : Les points triples de G.
A : Ar êtesde G.
C : arêtescourtes de G.
Y : r�esultat (�gure 7.37).

� T  Propagation (X ).

� ASq = (T)H n T (Antisquelette) (2).

� A0 = Recons (A; Asq � 2H ) (arêtes touch�eespar l'antisquelette)
(4).

� Y  Aminci ((A n A0) [ T) (5).

� Mise en forme (5) et (6).

En conclusion, quels crit �eres mettre en oeuvre sur le graphe issu du squelette par zones
d'inuence deslames? Le dernier utilise pleinement la forme deslamespour d�eterminer quelles
arêtes doivent être �elimin�ees. En particulier, l'antisquelette revient �a chercher une direction
privil �egi�ee localement, c'est-�a-dire lame par lame, ce qui est souhaitable. Il semble donc bien
adapt�e aux imagesd'eutectiques. Le secondalgorithme est plus g�en�eral, car il ne s'occupe pas
de la forme desfacesdu graphe, mais seulement desrelations d'adjacenceentre arêtes longues,
courteset interm�ediaires.Il semble cependant ne pas introduire assezde connaissancesrelatives
aux lameselles-m̂emes.

7.6.4 Retour �a l'image originale

Nous venons de pr�esenter divers algorithmes pour calculer des lignes de fracture. Com-
ment se comportent-ils sur les images originales, sans chercher �a couper les lames au niveau
des d�efauts ? Comparons-lesavec ceux de l'algorithme original. Les r�esultats des trois algo-
rithmes sont pr�esent�es �gure 7.38. Les performancesdesdeux derniers sont �equivalentes �a celle
de l'algorithme original. Cependant, notons que ces algorithmes fournissent directement des
lignes et non deszones,avantage certain.

7.7 Recherche de chemins sur des fonctions particuli �eres

Nous avons vu comment ramener la recherche des d�efauts �a une recherche des fractures
seulement, apr�es avoir coup�e les lames au niveau des exures. Nous allons �a pr�esent examiner
une classed'algorithmes permettant de connecter les points de forte courbure sanscouper les
lames, mais en utilisant l'information qu'elles poss�edent. L'id �ee de base est de prolonger les
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(1) : Graphe de d�epart (2) : R�esultat par direction desarêtes

(3) : R�esultat par les arêtesadjacentes aux longues (4) : R�esultat par l'antisquelette

Figure 7.38 : D�etection deslignes de fracture sur l'image originale par les
trois algorithmes pr�ec�edents.
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points de forte courbure en dessegments ou descourbeset ceci orthogonalement �a la lame pr�es
de laquelle ils setrouvent.

7.7.1 Remon t �ee vers l'amon t

Pla�cons-nousdans le mod�ele suivant : une lame est un ensemble simplement connexe,limit �e
par une courbe C1 .

D �e�nition 7.4
Soit x un point de X . On appelle amon t de x l'ensembledespoints y de X v�eri�ant :

d(y; X c) = d(y; x) + d(x; X c)

et l' aval l'ensembledespoints y de X v�eri�ant :

d(y; X c) = d(x; X c) � d(x; y)

Soit un point x de la fronti �ere. A causedeshypoth�esesque nous avons faites, l'amont de ce
point est form�e d'un seul segment, normal �a la fronti �ere dont l'une desextr�emit�es est le point,
l'autre un point du squelette de la particule. Consid�erons l'adh�erencedu compl�ementaire de la
particule. L'amont de x est l�a encoreform�e d'un seulsegment, dans le prolongement du premier
(�gure 7.39). Ainsi donc, tout point peut être remplac�e par un segment orthogonal �a la fronti �ere
allant d'un point du squelette �a un point du squelettedu fond.

Squelette

x
Amont

Aval
X

Figure 7.39 : L'amont d'un point selon la fonction distance.

Le princip e de l'algorithme est donc simple. Si nous calculons la fonction distance �a la
fronti �ere (qui est donc d�e�nie dans le plan tout entier), il su�t de chercher l'amont de
chaque point de forte courbure. Dans le cas digital, cependant, quelquesdi�cult �es surgissent
(voir [Mey88]). En e�et, l'amont d'un point n'est pas un segment, mais la plupart du temps
un cône d'ouverture au sommet 60 degr�es. Cela est dû au fait que la m�etrique hexagonaleest
d�eg�en�er�ee et qu'il n'y a plus unicit �e de la g�eod�esiqueentre deux points. Une notion d'amont
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restreint a �et�e d�evelopp�eepour �eviter ceprobl�emeet montre comment on peut obtenir un amont
d'une �epaisseurau plus de deux pixels. Pourtant, une notion aussira�n �eeest inutile dansnotre
cas, puisque l'amont d'un point aura environ la moiti �e de la largeur d'une lame, soit au plus
trois pixels. De plus, commenous l'avons d�ej�a remarqu�e, �a un seul d�efaut peuvent correspondre
plusieurs points de forte courbure sur un même côt�e de la lame. Les cônes correspondant �a
l'amont trivial, c'est-�a-dire l'ensemble despoints v�eri�an t la d�e�nition de l'amont en munissant
le plan de la m�etrique hexagonale,s'interp�en�etrent du fait de leur angle au sommet. Donc deux
lignes de d�efaut parall�eles espac�eesde moins de la largeur d'une lame seront confondues.Le
d�efaut de cet algorithme est le suivant : pour qu'une ligne de d�efaut croiseplusieurs lames,il est
n�ecessairequ'un point de forte courbure au moins soit pr�esent de chaque côt�e de chaque lame.
Cette condition n'est pas satisfaite en de nombreux endroits. Les lignes fournies ne sont donc
pas toujours connexes.

Si l'on veut par exemplequ'une lamesoit travers�eemêmedansle caso�u un seulpoint de forte
courbure est pr�esent, il faut continuer �a se propager sur la fonction distance. Repla�cons-nous
dans le plan continu. Tout point du squelettequi n'est pas un point terminal ou multiple de ce
dernier a un aval qui sed�ecomposeen exactement deux segments, l'un �a droite, l'autre �a gauche
de la branche du squelette (�gure 7.40). Ainsi donc si nous sommesparvenus �a un point du
squelettepar une remont�eevers l'amont, le chemin que nous avons emprunt�e correspond �a l'un
desdeux segments formant l'aval du point du squelette. Il ne reste donc plus qu'�a redescendre
selon l'aval qui n'a pas encore �et�e explor�e. La technique peut d'ailleurs ne pas s'arrêter l�a :
nous pouvons associer �a un point toute une ligne polygonale. Ici pourtant, il est n�ecessairede
ne consid�erer que l'amont restreint pour obtenir une ligne d'�epaisseurdeux au plus. En e�et,
l'utilisation de l'amont trivial conduit �a une ligne qui forme en fait un cône et ne signi�e plus
rien au del�a d'une dizaine de pixels (�gure 7.41).

Algorithme 8 : Remon t �ee vers l'amon t

D : Fonction distance �a la fronti �ere de X .
P : Ensemble despoints de forte courbure.

� Pour n de 2 �a maxD faire :

Y  Y [ ((Y � H � n) == D)

Les r�esultats obtenus par la technique de suivi d'amont et d'aval sont pr�esent�es �gure 7.42.

7.7.2 Les courb es de niv eau de la fonction de propagation

Nous avons vu que de nombreusespropri �et�esde la fonction distancepouvaient setransposer
�a la fonction de propagation. Montrons comment utiliser cette derni�ere pour sepropager ortho-
gonalement aux lames.Pour cela, pla�consnous dans le mod�ele suivant : supposonsqu'une lame
puissese mod�eliser par un rectangle termin�e aux deux bouts par un triangle rectangle isoc�ele.
Soient s1 et s2 les deux sommetsextrêmesde ces deux triangles (�gure 7.43). Si la lame est
su�sammen t longue, la fonction de propagation associ�eeest le maximum de la distance �a s1 et
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X

x�

�

Aval

Figure 7.40 : L'aval d'un point du squelette.

y

x XAmont trivial

dH (y; x) = dH (y; X c)
dH = distance hexagonale

Figure 7.41 : Remont�eevers l'amont triviale et e�et de cône.
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(1) : Image originale (2) : Points de forte courbure

(3) : Remont�eevers l'amont (4) : Redescente vers l'aval

(5) : Squelettisation et �ebarbulagede (4) (6) : R�esultat

Figure 7.42 : R�esultat par la remont�eevers l'amont.
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de celle �a s2. L'antisquelette se r�eduit au segment qui relie les milieux desgrands côt�es du rec-
tangle. Pla�cons-nousdans l'une desr�egionslimit �eespar l'antisquelette, disonscellequi contient
s1. La fonction de propagation est, sur cette r�egion, la distance �a s2. Une courbe de niveau est
donc un arc de cerclecentr �e en s2, c'est-�a-dire un arc tr �esplat puisques2 est relativement loin.
Donc pour sepropager orthogonalement �a la lame, il su�t de suivre une courbe de niveau de la
fonction de propagation. Cescourbesde niveausont bien d'�epaisseurun pixel, donc le probl�eme
du cône g�en�er�e par la fonction distance disparâ�t.

Antisquelette

x s2s1

T(x) = maxf d(x; s1); d(x; s2)g

Figure 7.43 : La fonction de propagation d'un rectangle termin�e par deux
triangles.

Comment sepropagersur le fond deslames? Le probl�emeest s�erieux, car le compl�ementaire
deslamesn'est pas simplement connexe! Pire, il est (en th�eorie du moins) non compact. Pour-
tant, si l'on examinece qui fait fonctionner l'algorithme, on serend compte qu'il s'agit simple-
ment du fait que l'on utilise une boule g�eod�esiquecentr �eeloin du point que l'on �etudie. Or nous
avons vu comment calculer de mani�ere e�cace des boules g�eod�esiques.Quels centres choisir ?
Par exemplelesquatre coinsde l'image donneront desr�esultats satisfaisants. Il su�t maintenant
de suivre les courbes de niveau de cette pseudo-fonction de propagation. Les zonesde d�efaut
sont alors misesen �evidenceen agglom�erant lesmorceauxde courbe obtenus, par une dilatation
de taille un. Ce param�etre correspond �a la �nesse avec laquelle on veut distinguer deux lignes
de d�efaut parall�eles.

Les conditions pour qu'une ligne de d�efaut soit continue sont les suivantes : si nous con-
sid�erons les points successifsdes fronti �eresde lames travers�ees,une ligne de d�efaut sera inter-
rompue si et seulement si deux points cons�ecutifs n'ont pas �et�e d�etect�es commepoints de forte
courbure.

Notons que le suivi de lignes ne devrait s'appliquer qu'aux lignes de exion. Or l'exp�erience
montre que même au niveau des lignes de fracture, les r�esultats sont bons. Pourquoi ? C'est
parce qu'au niveau desextr�emit�es, les points de forte courbure sont proches les uns desautres.
Le suivi n'a pasgrand senset selimite en g�en�eral �a un voisinagerestreint du point (de l'ordre de
deux pixels). La dilatation �nale de taille un a pour e�et de connectercesmorceaux de courbe
tr �esproches.
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Algorithme 9 : suivi des lignes de niv eau de la fonction de
propagation

X : Ensemble des lames(1).
P : ensemble despoints de forte courbure (2).
(ai )3

i=0 : les quatre coins de l'image.
Y : r�esultat (�gure 7.44).

� T  Propagation (X ))

� Pour i de 0 �a 3 faire :

D i  DistanceX c (ai )

� D  max(D0; D1; D2; D3; T) (3)

� P  P � H

� Y  Plateau (D ; P) (4)

� Mise en forme : fermeture de taille 1, squelettisation, �ebarbulage
de taille 5 : (5) et (6)

7.8 Encore une solution

Avant de clore l' �etude des eutectiques lamellaires examinons une solution �evoqu�ee par
Ch. Lantu�ejoul pour d�etecter les lignes de fracture.

D �e�nition : zones de fracture

Les zonesde fracture sont leszonesprochesde trois particules �a la fois.

Intuitiv ement, il s'agit de caract�eriser les endroits o�u trois \couloirs" correspondant au
compl�ementaire de lamesserencontrent.

L'algorithme serait donc de calculer la fonction distance au troisi�eme voisin (distance non
g�eod�esique par exemple) et de seuiller cette fonction �a une valeur correspondant �a la moiti �e
de la largeur des lames.Les r�esultats sont pr�esent�es �gure 7.45. La force de l'algorithme r�eside
dans sa tr �es grande simplicit �e d'�enonc�e. Le calcul e�ectif de la fonction est par contre long et
nous l'avons programm�e de mani�ere directe : pour chaque particule, nous calculons la fonction
distance, puis nous conservons pour chaque pixel les trois distancesles plus courtes. Il est donc
n�ecessairede calculer environ 400 fonctions distance !

Comment situer cet algorithme par rapport aux pr�ec�edents ? Montrons que sous des hy-
poth�esespeu restrictiv es,cet algorithme revient �a ne conserver que lesarêtesdu graphepr�esent�e
section 7.6.2 d'une longueur inf�erieure �a un seuil. Reprenonsnotre graphe et supposonsque
chaque arête soit mod�elis�ee par un segment de droite. Supposonsde plus que ce graphe n'ait
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(1) : Image originale (2) : Points de forte courbure

(3) : Courbesde niveau de la propagation (4) : Suivi descourbesde niveau

(5) : Fermeture, squelettisation et �ebarbulage (6) : R�esultat

Figure 7.44 : R�esultat du suivi deslignesde niveaude la fonction de prop-
agation.
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(1) : Facesdu graphe original (2) : Courbesde niveau de la distance au troisi�emevoisin

(3) : Seuillage(0-3) (4) : Seuillage(0-5)

(5) : mise en forme deslignes (6) : R�esultat

Figure 7.45 : La fonction distance au troisi�emevoisin.
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que des sommets d'ordre trois (ce qui est toujours possible). En�n supposonsqu'en un som-
met, les trois facesadjacentes pr�esentent toutes trois des anglesobtus (ce qui est bien le cas
pour une structure en nid d'abeilles). Ces trois hypoth�esessont bien v�eri� �eespar les graphes
exp�erimentaux. Pla�cons-nousenun point x d'une arêtedu graphe.Lesdeux faceslesplus proches
sont les facesde part et d'autre de l'ar ête, �a distance 0. Soit un point y de l'adh�erencede la
troisi�emeparticule la plus proche r�ealisant le minimum et une g�eod�esiquede x �a y, c'est-�a-dire
un chemin de x �a y dans le graphe. Ce chemin ne peut être inclus dans l'ar ête contenant x, car
il n'est adjacent qu'�a deux particules. Donc il contient au moins un point triple (sommet du
graphe). Or en un point triple serencontrent trois particules. Donc si z est le point triple le plus
proche de x sur le chemin, z appartient �a une troisi�eme particule et est plus proche de x que
ne l'est y. Donc y = z est le sommet du graphe le plus proche de x, c'est-�a-dire une des deux
extr�emit�es de l'ar ête contenant x. Donc lorsque l'on seuille la fonction distance au troisi�eme
voisin, seulesles arêtesde longueur inf�erieure �a deux fois ce seuil seront conserv�ees.La distance
au troisi�emevoisin est donc un simple crit �ere de longueur ! Nous avons d�ej�a discut�e ce crit �ere.

En sommecette approche n'apporte rien de neuf si ce n'est un autre �eclairagesur un algo-
rithme connu. De plus sa complexit�e le rend inapplicable dans la pratique.

7.9 Quel algorithme ?

Au terme de cette �etude il est n�ecessairede prendre position pour un seul algorithme qui
sera celui que nous utiliserons. Ce choix sera bien sûr subjectif, puisque nous avons montr �e
qu'il n'est pas toujours possiblede classerdes algorithmes. Cependant, j'aurais une pr�ef�erence
pour l'algorithme 4 suivi de l'algorithme 7, puisqu'ils fournissent des lignes de d�efaut sansbar-
bule et incorporent desconnaissancesrelatives �a la forme deslames,en estimant leur direction
localement et non globalement.

Nous avons voulu montrer dans cette partie que r�esoudreun probl�eme par la morphologie
math�ematique recouvreun processusdont la partie �emerg�eeest une suite de transformations, le
programme.De nombreusesvoiess'o�ren t en g�en�eral dont la plupart d�ebouche sur une solution
acceptable.La comparaisondesalgorithmes doit alors s'e�ectuer plus sur leur contenu, c'est-�a-
dire sur lesconnaissancesmisesen jeu quesur leurs r�esultats. C'est le seulmoyen de comprendre
l' �echec de certainesproc�edureset de corriger leurs d�efauts. Bien sûr, nous sommesloin d'avoir
�epuis�e le probl�emesoulev�e par leseutectiqueslamellaires,mais nousesp�eronsavoir montr �e qu'il
ne ser�eduisent pas �a une pagecommeon le voit habituellement [Ser82].

Pour terminer, remarquonstrois paradoxes qui sed�egagent de ce qui pr�ec�ede :

� Un algorithme approximatif peut donnerde tr �esbonsr�esultats, commele montre la section
consacr�eeaux recherchesde chemins sur desfonctions particuli �eres.

� Un algorithme correspondant �a une d�e�nition pr�ecisepeut donnerdesr�esultats m�ediocres:
substitution dans l'algorithme original de la recherche des extr�emit�es des particules au
moyen des points terminaux du squelette par les maxima r�egionaux de la fonction de
propagation.

� Ce n'est pas ce qui est le plus �evident sur l'image qui sert. Pour s'en convaincre, il su�t
de lire la sectionconsacr�eeaux proc�eduresde connexionde points a priori, qui ne font pas
intervenir de relations g�eom�etriques entre les lames.
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7.10 D�e�nitions et algorithmes utilis �es

H Hexagone�el�ementaire de la trame.

Squelette(X ) Squelettede X . Amincissement de X , imagebinaire, par l' �el�ement structurant L .

Zonesd'inuenc e (P) Zonesd'inuence deP. P estune imagebinaire. Le r�esultat estune image
num�erique o�u chaque niveau de gris correspond �a la zone d'inuence d'une composante
connexede P. Cette imagepr�esente donc autant de niveaux de gris que P de composantes
connexes.

Skiz (P) (Squelette par zonesd'inuence) P est une image binaire. Le r�esultat est l'ensemble
des points �equidistants de deux composantes connexesdistinctes de P. Pour �eviter les
probl�emesde la distance hexagonale(cône amont), nous calculonsSkiz (P) ainsi : il su�t
d'amincir (Zonesd'inuenc e (P) � H ) 6= Zonesd'inuenc e (P). Le r�esultat de cet algo-
rithme est une bonne approximation du Skiz (P) r�eel.

Max r�egional (X ) Maxima r�egionauxde l'image num�eriqueX . C, ensemble connexebinaire, est
un maximum r�egional si :

� sur C, X est une constante v.

� sur (C � H ) n C (fronti �ere externe de C), X est strictement inf�erieure �a v.

Plateau (X ; P) Plateaux de X contenant P. Un plateau de l'image num�erique X est une partie
connexemaximaleC, sur laquelleX estconstante. Lesplateaux deX forment unepartition
de l'image. Plateau (X ; P) est l'union desplateaux de X qui contiennent au moins un point
de P.

Distance (X ) Fonction distance �a X , image binaire. Le r�esultat est une image num�erique
repr�esentant la distance hexagonale�a X .

DistanceX (Y ) Fonction distance g�eod�esiquedans X �a Y . Le r�esultat est une image num�erique
nulle en dehorsde Y et a�ectant �a chaque pixel la distance g�eod�esiqueselonY �a X .

Recons (X ; Y ) Reconstruction de X dans Y , toutes deux imagesbinaires. Le r�esultat est une
image binaire contenant toutes les composantes connexesde Y contenant au moins un
point de X .

Triple (X ) Points triples de X , squeletted'�epaisseurunit �e.

Terminal (X ) Points terminaux de X , squeletted'�epaisseurunit �e.

Ebarb (X ; n) Ebarbulage de taille n de X , squelette d'�epaisseurunit �e. Il su�t d'it �erer n fois
X n Terminal (X ).

Propagation (X ) Fonction de propagation de X , image binaire ne contenant que des com-
posantes simplement connexes.

AminciX (Y ) Amincissement de Y conditionnellement �a X , c'est-�a-dire que l'on calcule le
squelette de Y dans la m�etrique g�eod�esique de X c. L'algorithme de calcul consiste, �a
chaque�etape de l'amincissement, �a faire l'union avec X :

f (Y [ X )  Lg1
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o�u L est l' �el�ement structurant classiquede squelettisation,  l'amincissement et f�g 1

l'it �eration jusqu'�a convergence.

EpaissiX (Y ) Epaississement de Y conditionnellement �a X (ou dansX ). L'algorithme de calcul
consiste,�a chaque�etape de l' �epaississement �a faire l'in tersection avec X :

f (Y \ X )  Lg1

A == B Comparaison de deux imagesou d'une image et d'une constante. Le r�esultat est une
image binaire dont les pixels �a 1 correspondent aux pixels o�u la condition est v�eri� �ee.
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Chapitre 8

Morphologie math �ematique et
in telligence arti�cielle

8.1 In tro duction

L'analyse desimageset leur interpr�etation regroupent deux classesprincipales et fondamen-
tales de techniques. La premi�ere, celle des traitements num�eriques permet, apr�es am�elioration
des images,d'en extraire des caract�eristiques appel�eesprimitives telles que lignes de fort con-
traste, des segments, des anglesou des taches de faibles dimensions.Les algorithmes associ�es
d�ependent peu de la nature du probl�eme�a traiter. La secondecomprendlesm�ethodesde raison-
nement fond�eessur des connaissancesexplicites et leur repr�esentation, connaissancesli�eesau
probl�eme pos�e, au domaine d'application ou �a la technique utilis �ee. Les techniques du premier
type sont regroup�eessous le terme g�en�eral de reconnaissancedes formes, les secondessous le
terme d'in telligence arti�cielle. [Pen87] illustre bien cette approche.

8.1.1 Reconnaissance des formes

En reconnaissancedesformes, l'identi�cation d'un objet sefait classiquement par la mise en
correspondancedes primitiv es obtenues avec une basede r�ef�erences.Pour faire face �a la varia-
bilit �e de l'apparenced'un mêmeobjet, deux grandesclassesde techniques ont �et�e d�evelopp�ees:
les m�ethodes statistiques (calcul de \distances" �a des objets de r�ef�erence . . . ) [Ba73] et les
m�ethodes syntaxiques [Fu74, Mic84] o�u l'ensemble des param�etres est assimil�e �a un mot que
l'on analyse au moyen d'une grammaire. Toutefois, face �a la complexit�e des probl�emespos�es,
les techniques algorithmiques de la reconnaissancedesformes s'av�erent insu�san tes. L'une des
pierres d'achoppement est pr�ecis�ement l'utilisation �a bon escient, c'est-�a-dire \raisonn�ee", des
connaissances.

0Une traduction anglaise de ce chapitre doit parâ�tre dans Signal Processing
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8.1.2 In telligence arti�cielle

Soulignonsavant tout que la notion de connaissancene seconfond pas avec celle d'informa-
tion : un information ne devient connaissanceque s'il existe en plus desoutils pour la retrouver
et la manipuler. En d'autres termes, il faut coder les informations dans un formalisme ad�equat
pour être en mesurede faire des inf �erences sur cesderni�eres.

En intelligence arti�cielle, trois grandesfamilles de techniques sont n�eespour r�epondre �a ce
besoin: les syst�emes�a basede r�egles,les langagesorient�esobjets et les r�eseauxs�emantiques, la
combinaison de plusieurs pouvant se trouver dans un même syst�eme. [Vig86] donne un aper�cu
complet de cestechniques et une abondante bibliographie �a leur sujet. Pr�esentons bri�evement
quelquessyst�emesutilisant les deux premiers typesde techniques.

8.1.2.1 Syst �emes �a base de r �egles

Une r�egler�epond au format g�en�eral

A| {z }
condition

=) B| {z }
action

et peut être utilis �eede quatre mani�eresdi� �erentes : A vrai permet de d�eduire que B est vrai, ou,
pour v�eri�er B , il su�t de chercher �a v�eri�er A, et de mêmeavec (non B) ) (non A) . Ce sont
lescaract�eristiquesdu moteur d'inf �erencesqui d�eterminent lesm�ecanismeslicites d'exploitation
desr�egles.

Par exemple, le langagePROLOG [CM85] utilise exclusivement le châ�nage arri�ere comme
m�ecanismed'inf �erences.

Les r�eglespermettent une certaine modularit �e, i.e. le codaged'\atomes" de connaissancequi
peuvent être modi� �esde fa�con quasi ind�ependante. Contrairement aux approchesproc�edurales
o�u lesconnaissancessont inclusesdans le ot du programme,cette approche lesmet �a plat sous
une forme explicite, peut-être sousune forme trop peu structur �ee.

Citons parmi de nombreusesr�ealisations:

� Un syst�eme expert de segmentation d'images de bas niveau [NL84]. Il montre en par-
ticulier comment utiliser conjointement plusieurs techniques di� �erentes (Split & merge,
s�eparation d'histogrammes, gradient) pour �eviter les d�efauts inh�erents �a chacune d'elles.
La connaissanceest cod�eeexclusivement sousforme de r�eglesde production ind�ependantes
de tout domaine d'application. De plus, le syst�emede contr ôle permettant de focaliser la
recherche sur des donn�eesparticuli �eres(r�egions, lignes), et de choisir le groupe de r�egles
de segmentation ad�equat, s'exprime lui aussisousforme de r�egles.

� Un syst�eme expert de segmentation et d'in terpr�etation d'images sismiques [ZS87]. Les
r�egles indiquent comment regrouper des pixels. Les r�esultats obtenus sont sup�erieurs �a
ceux obtenus par desm�ethodesalgorithmiques.
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8.1.2.2 Langages ob jets

La notion de repr�esentation centr �eeobjet a �et�e miseen valeur par Minsky [Min75] et permet
de structurer les connaissancessous forme de frames d�ecrivant un objet ou une situation de
fa�con st�er�eotyp�ee �a la mani�ere d'un Record en Pascal.Une organisation hi�erarchique desframes
permet le m�ecanismed'h�eritage - le �ls poss�edelesconnaissancesde sonp�ereen plus dessiennes
propres- et �evite ainsi la duplication desconnaissances.A cesframessont associ�eesdesm�ethodes,
proc�eduresqui d�eterminent le \comportement" de cesobjets. Des langages,parmi lesquesMer-
ing [Fer84] et Ceyx, extensionde Le Lisp de l'Inria, ont �et�e d�evelopp�espour programmer cetype
de notions.

Notons que les frames sansnotion de m�ethodes ont �et�e utilis �es avec succ�es dans le syst�eme
Acronym [Bro81] pour stocker des mod�eles tridimensionnels d'objets sous forme de cônes
g�en�eralis�es, commepar exempledesmod�elesd'avions ou de pi�ecesindustrielles.

8.2 Les primitiv es morphologiques

8.2.1 Place de la morphologie math �ematique en analyse d'images
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Figure 8.1 : Princip e d'un syst�emede vision par ordinateur.

La �gure 8.1 pr�esente le sch�ema de princip e g�en�eralement admis pour un syst�emede vision
arti�cielle [Hat87]. Lorsque l'on parcourt lesmodulesde gauche de basen haut, la sc�ene�etudi�ee
est transform�ee progressivement en des entit �es cod�ees par des repr�esentations d'abstraction
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croissante. Citons quelques-unesde cesrepr�esentations de niveau de plus en plus �elev�e :

� le tableau de pixels sansaucunestructure particuli �ere,

� le châ�nage despixels descontours de l'image,

� l'approximation polygonalede ceschâ�nes de contours,

� la triangulation de Delaunay contrain te de cessegments,

Malgr�e sa g�en�eralisation �a des graphes 1, la morphologie math�ematique [Mat75, Ser82,CC85,
Ser88] n'a pas cherch�e �a op�erer sur d'autres repr�esentations que les tableaux de pixels : elle n'en
a paseu besoin.Lesdeux �etudes(parmi bien d'autres) de S. Beucher [Beu85] sur le tra�c routier
et celle de I. Bloch [BP87] des tumeurs c�er�ebrales - et plus g�en�eralement cellesde F. Prêteux
en imagerie m�edicale[Pr87] - montrent que l'on acc�ede�a la description symbolique sansutiliser
autre chosequedespixels. A l'abstraction croissante correspond, en morphologiemath�ematique,
une successiond'images contenant de moins en moins d'informations inutiles, inutiles au sens
du but �x �e, et mettant peu �a peu en �evidenceles objets recherch�es. Pour les imagesde tra�c
routier, il s'agira par exempled'un pixel marquant chaquevoiture �a l'avant, pour les imagesde
cerveau, d'un contour sousforme de pixels non châ�n�esde la l�esion.

Les modulesde droite de la �gure 8.1 symbolisent lesmod�eleset connaissancessous-jacents,
qui doivent intervenir selon J.P. Haton �a tous les niveaux. Le terme de mod�ele n'apparait que
peu en morphologiemath�ematique. C'est qu'en fait le mod�ele est absent desprogrammesde re-
connaissance,mais non de l'esprit de leurs concepteurs.Une justi�cation pr�ecisede l'emploi de
telle ou telle transformation �a l'aide de crit �eresrelevant entre autres du protocole d'acquisition
ou des invariants du syst�eme observ�e et de son organisation est souvent donn�ee. On pourra
consulter [Pr87] et [Ben87]. Ce dernier montre tr �es bien que pour d�etecter des r�eseauxhydro-
graphiques sur photos satellite, il est n�ecessaired'inclure des connaissancesde type formel et
logique sur la topographie de tels r�eseaux.L'ensemble de ces crit �eres forme bien un mod�ele,
mais dans un sensassezdi� �erent de celui o�u l'on le prend habituellement. Ce mod�ele soussa
forme explicite est totalement absent du programme, qui n'a pas d'autres connaissancesque
l'enchâ�nement des transformations qui repr�esente en quelquesorte la compilation de la partie
suppos�eeutile du mod�ele.

Avant de montrer comment la notion de crit �eressous-tendant un mod�ele ainsi que descon-
naissancesmorphologiquespeuvent être introduites explicitement dansun syst�emede program-
mation automatique, structurons la bô�te �a outils du morphologiste, c'est-�a-dire l'ensemble des
transformations mises�a sa disposition.

8.2.2 La bô�te �a outil des primitiv es morphologiques

Distinguons deux points de vue selon lesquelsnous pouvons examiner les primitiv es mor-
phologiques.Le premier consisteen leur contenu math�ematique ou algorithmique : un �ltre est
toute op�eration croissante et idempotente, ou, un chapeau haut-de-forme est le r�esidu par une
ouverture. Le deuxi�emenous renseignesur l'e�et que peut provoquer la primitiv e quand elle est

1Certaines transformations morphologiques ont pu être utilis �eesen robotique sur des repr�esentations de type
polygones pour construire l'espacedes positions qu'un robot peut atteindre [LPW79 ]. Cette approche est cepen-
dant hors de notre propos, puisqu'elle ne correspond pas �a de l'analyse d'images.
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appliqu�ee �a un image. Une ouverture par un disque�elimine les particules d'�epaisseurinf�erieure
au diam�etre du disque.De plus elle lisse les contours desobjets.

Selon le premier point de vue, nous parlerons de primitiv e d'op�erateur ou tout simplement
de transformation morphologique,selonle second,de primitiv e d'image, d'e�et, de crit �ere ou de
caract�eristique.

L'une desoriginalit �esde la morphologie math�ematique est de fournir non pas une collection
de primitiv esdisparates,mais une v�eritable construction, au moyen de princip esmath�ematiques
(dualit �e, op�erations bool�eennes,composition desapplications . . . ) qui permet de classerles pri-
mitiv esselonleurse�ets parall�element �a leur complexit�e. De mani�ereimag�ee,on peut repr�esenter
cesprimitiv es sousforme d'une pyramide renvers�ee : plus on s'�el�eve dans celle-ci, plus les pri-
mitiv esont dese�ets sp�eci�ques et une complexit�e accrue(�gure 8.2).
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Figure 8.2 : L' �edi�ce destransformations morphologiques.

Il est possiblede mettre �a la basede cette pyramide un ensemble de transformations qui
toutes permettront de construire les mêmes primitiv es plus complexesque nous appellerons
primitiv esd'ordre sup�erieur. Le choix de la transformation de baseest donc aussiarbitraire que
le choix desaxiomesdans les constructions math�ematiquesusuelles(la g�eom�etrie par exemple).
Par convention, c'est la dilatation par un compact que nous choisirons.

A partir des princip es math�ematiques propos�es, il nous est possible de construire toutes
les transformations usuelles telles que ouverture alg�ebrique, squelette . . . Notons que la con-
struction math�ematique assureaux primitiv es despropri �et�es fortes telles que l'idempotence, la
croissance. . . qui sont utiles en particulier lorsque l'on cherche �a les it �erer.

En outre, cespropri �et�es math�ematiques garantissent la compl�etude de l' �edi�ce. Par exem-
ple, toutes les transformations croissantes, idempotentes et antiextensives (i.e. les ouvertures
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alg�ebriques) sont pr�esentes : il est inutile de chercher �a les construire par d'autres moyens.

Un tel �edi�ce ne saurait être �etabli une fois pour toutes ; il est bien plus un ensemble �evolutif
qui s'enrichit en fonction desbesoinsde l'analyse d'images et desprobl�emessp�eci�ques qui lui
sont pos�es, comme nous allons le voir en pr�esentant deux primitiv es d'ordre sup�erieur cr�e�ees
pour traduire descrit �eressp�eci�ques sur les images�a teinte de gris.

8.2.2.1 R-h maxima et R-h minima

Cette primitiv e a �et�e d�evelopp�ee pour rendre robuste et s�elective la recherche de maxima
r�egionaux [SP86]. En e�et de nombreux objets se pr�esentent sousforme de taches claires (ma-
xima r�egionaux) sur les images.Dans le caso�u cesderni�eressont peu contrast�eesavec un fond
h�et�erog�ene,lestechniques�a basede gradient ou de seuillagesont g�en�eralement ine�caces. Quant
aux maxima r�egionaux, ils sont inexploitables en raison d'une part des nombreux maxima pa-
rasites et d'autre part de leur taille pratiquement ponctuelle.

Le princip e desr-h maxima est de ne garder que les maxima pr�esentant dans leur voisinage
un contraste su�san t : tout autour d'eux, �a une distancer , le niveaude gris de l'image doit être
diminu�e d'au moins h.

La formule calculatoire, permettant un traitement en parall�ele sur tous les maxima, est
donn�eepar (voir �gure 8.3) :

I 1 = image originale
I 2 = maxima r�egionaux(I 1)
I 3 = (dilatation (I 2 � h) \ I 1)r

I 4 = min(1; I 1 � I 3)
I 5 = 1 � min(1; I 3)
I 6 = I 1 � (I 4 n (reconstruction de I 4 par I 5))

Quelquespropri �et�esmath�ematiquesde la primitiv e r-h maximum sont :

� anti-extensivit �e et idempotence(mais non pas croissance),

� croissanceavec r ,

� d�ecroissanceavec h.

L'algorithme a �et�e utilis �e dans plusieurs applications et a d�emontr �e sa robustesse[SP86].

8.2.2.2 R�esidus par ouv erture : le chap eau haut-de-forme et le rolling ball

Avec cette primitiv e, ce sont les e�ets li�es �a l'utilisation de divers types d'�el�ements struc-
turants qui seront abord�es.

Le chapeauhaut-de-forme [Mey79] employ�e tr �escouramment en morphologiemath�ematique
peut être d�e�ni en termes fonctionnels commesuit : c'est la di� �erenceentre l'image initiale et
son ouvert.

Appliqu �e avec des�el�ements structurants plans, il permet de caract�eriser desobjets relative-
ment contrast�es qui disparaissent par ouverture :
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Figure 8.3 : R-h maximum.
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� objets de faible �epaisseur(ouverture circulaire),

� petits objets ronds (r�eunion d'ouvertures lin�eaires),

� objets tr �esronds (amincissement suivi d'un �ebarbulage(un nombre donn�e de fois) et d'une
reconstruction �a teintes de gris). On sepersuaderaque cette derni�ere suite de transforma-
tions est bien une ouverture.

Si nous prenons �a pr�esent des �el�ements structurants tridimensionnels tels que des rhom-
bodod�eca�edres, il est possibled'acc�eder �a une nouvelle information : une brusque variation de
pente si on assimilel'image �a teintes de gris �a une surfacede IR3 (�gure 8.4). Notons bien qu'une
telle information est inaccessiblepar n'imp orte quel �el�ement structurant plan. En e�et, seulesles
informations invariantes par anamorphosesont accessiblespar cesderniers.Or une anamorphose
convenablepeut changer le sensd'une angulosit�e. Dans IR par exemple,une angulosit�e tourn�ee
vers le bas peut se traduire par f 0(x)g > f 0(x)d > 0. Apr �es l'anamorphose A il est possible
d'avoir 0 < A(f )0(x)g < A(f )0(x)d, o�u f 0(x)g est la d�eriv�ee �a gauche au point x de f et f 0(x)d

celle �a droite.

Cette primitiv e a �et�e utilis �eeavec succ�espour extraire descontours de l�esionsc�er�ebralesen
I.R.M. [BP87]. Cesdeux transformations montrent bien le parall�ele qui existe entre la construc-
tion math�ematique desprimitiv esd'ordre sup�erieur et leurs e�ets hautement sp�eci�ques sur les
images.Malheureusement, il n'y a pas de correspondancebi-univoque entre cesdeux aspects.
Le rolling ball par exemple a deux e�ets : il caract�erise les ruptures de pente et se comporte
comme un chapeau haut-de-forme classique,e�ets qui peuvent être antagonistes dans certains
cas.R�eciproquement, plusieurs algorithmes ont �et�e d�evelopp�es pour extraire les extr�emit�es des
particules, les maxima r�egionauxde la fonction de propagation ou les extr�emit�es du squelette.

Ecrire un programme d'analyse d'imagesrevient donc dans un premier temps �a chercher les
e�ets que l'on veut obtenir (d�elimiter le corps vert�ebral en coupe scanner, par exemple), i.e.
poserou sp�eci�er un probl�eme,puis dans un deuxi�eme temps, �a mettre en regard de cese�ets
les transformations morphologiquesdont les e�ets sont pr�ecis�ement ceux souhait�es.

8.3 Un syst �eme de programmation automatique

La notion de mise en correspondance des e�ets souhait�es avec ceux que propose la mor-
phologie math�ematique a �et�e discut�ee et illustr �ee dans [B+ 87]. La d�emarche proc�edepar allers
et retours entre les e�ets d�esir�es et les primitiv es candidates qui requi�erent pour leur bonne
application un ensemble de propri �et�es des images(bon rapport signal sur bruit par exemple).
Les propri �et�esv�eri� �eessont ensuiteajout �eesaux e�ets de d�epart et le raisonnement sepoursuit
jusqu'�a stabilit �e. Lorsque plusieurs primitiv es restent candidates, celle de complexit�e minimale
est retenue. L'enchâ�nement desprimitiv esentre ellesn'est pas formalis�e.

Nous proposons d'�etudier pr�ecis�ement la structure des transformations de haut niveau
en cherchant �a les d�ecomposer automatiquement pour choisir leurs constituants et leurs en-
châ�nements au moyen d'un raisonnement g�eom�etrique.

Dans le cadre de la segmentation d'images binaires, nous avons d�evelopp�e un syst�eme au-
tomatique de synth�esede programmesde morphologie math�ematique [Sch86] pour automatiser
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Figure 8.4 : Rolling ball.
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cette mise en correspondanceainsi que l'enchâ�nement des transformations en vue de l' �ecriture
de logiciels par desnon-sp�ecialistesen morphologie.

8.3.1 Sp�eci�cation de probl �emes - Langage morphologique

Sp�eci�er un probl�emed'analyse d'imagescomporte toujours deux volets :
Le premier comprend une question qui pr�ecisel'ob jet de l'analyse. Elle devra r�epondre �a

trois crit �eres:

1. ind�ependancevis-�a-vis du domained'application, i.e. exprim�eedansun langagemorpholo-
giquequenouspr�eciserons.La personnequi posele probl�eme(m�edecin,m�etallurgiste), doit
donc faire une analysede son probl�emeet en particulier traduire les termes de son jargon
en caract�eristiquesd'imagestelles queextr�emit�es,particules allong�ees. . . intelligibles pour
un morphologiste.

2. discriminante, i.e. seulsles objets voulus doivent correspondre �a la d�e�nition propos�ee.

3. minimale. En d'autres termes, la question ne doit pas contenir d'informations superues
(nous en donneronsdesexemples).

Une questionn'est discriminante et minimale quedansun universdonn�e qui �xe les limites entre
lesquellesle programme devra �evoluer.

Le secondvolet est pr�ecis�ement cet univers, qui seramat�erialis�e par une collection d'images
servant de r�ef�erence et pr�esentant l'ensemble des aspects de l'ob jet �a segmenter. Il servira
alors d'ensemble de validation pour le programme synth�etis�e. Nous n'allons pas examiner
imm�ediatement l'ensemble desimagesde la collection. Cet universest trop riche et n�ecessiterait
destemps de calculs souvent prohibitifs pour la mise au point d'un programme. C'est pourquoi
pour des questionsde simplicit �e, nous nous proposonsde restreindre la collection �a la donn�ee
d'une seuleimage, qui devra être repr�esentativ e, au senso�u tous les probl�emes�a r�esoudrepar
le programme y seront repr�esent�es.

Examinons �a pr�esent un langage morphologique possible : chaque extraction de caract�e-
ristique d'imagespeut s'�ecrire sousla forme

i0 = transformation (i 1; : : : ; i n )

o�u i 0 est le r�esultat de la transformation desimagesi 1 �a i n . Par exemple,l'image i 0 contient les
particules prochesde i 1 dans i 2. Or les imagesi j peuvent être elles-m̂emesle r�esultat de l'action
d'autres caract�eristiques. Ainsi nous d�e�nissons le langagemorphologique comme l'alg�ebre des
termes form�esavec cescaract�eristiques commesymbolesfonctionnels et les imagescommesym-
bolesde constantes. La �gure 8.5 correspond �a la question de la d�etection de lignes de fractures
dansun eutectique lamellaire [Lan78]. La �gure 8.6 montre le type d'imagesque nouscherchons
�a traiter et la �gure 8.7 pr�esente le r�esultat souhait�e.

Notons bien que nous aurions pu sp�eci�er notre probl�eme d'analyse d'images d'une autre
mani�ere, commeen donnant desexempleset descontre-exemplesde r�esultats, ou par une liste
de propri �et�esque l'on d�esirerait atteindre �a la �n du traitement. Pour une analysed�etaill�ee des
sp�eci�cations de probl�emeen g�en�eral, voir [BF81].
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Figure 8.5 : Exemple de question.

Figure 8.6 : Image d'eutectique lamellaire.
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Figure 8.7 : Dessin�a la main des lignes de fracture.

8.3.2 Les briques de base du programme synth �etis �e

Nousavonsmontr �e lors de l' �etudede l' �edi�ce desprimitiv esmorphologiquesquecellesd'ordre
sup�erieur sed�ecomposaient en op�erateurs plus simples.Jusqu'�a quel degr�e de d�etail un syst�eme
de programmation automatique doit-il descendre? Jusqu'au moment o�u cette d�ecomposition ne
fait plus intervenir que des probl�emesd'algorithmique o�u l'in telligence arti�cielle est absente.
Dans cet esprit, un �erod�e ultime g�eod�esiqueest une transformation morphologique�el�ementaire.
La fa�con dont une transformation morphologique particuli �ere est implant�ee sur une machine
particuli �ere ou dans un langageparticulier ne nous pr�eoccupe pas ici.

Nous d�e�nissons donc une transformation morphologique�el�ementaire f par :

1. Son type t : �erosiondilatation, HMT, amincissement ou �epaississement exclusivement,

2. Son �el�ement structurant,

3. Son it �erateur :

� un nombre �x �e n : f = tn

� convergence: f = lim n!1 tn

� ultime : f = [ 1
n=1 tn� 1 nC(tn ; tn� 1) o�u C(a;b) d�esignela reconstruction de b �a partir

desmarqueurs de a

� antiultime : dual du pr�ec�edent

4. Son masquedans le casdestransformations g�eod�esiques.

Notons quetoutes lescombinaisonsnesont paspermises: l'it �erateur ultime doit être associ�e �a
une transformation antiextensive; de mani�ere analoguela limite lim n!1 tn peut ne pas exister,
ce qui condamne l'emploi de l'it �erateur convergence.En�n certaines combinaisons, bien que
licites, n'apportent rien de neuf commele montre l'exemple suivant : l'amincissement ultime par
L est la fonction constante qui �a toute image associe l'image vide !
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Le tableau 8.8 montre les combinaisonspermisesd'it �erateurs et de type de transformation.

Erod�e Dilat �e Ouvert Ferm�e HMT Aminci Epaissi

nombre �x �e oui oui non non oui oui oui
Convergence non non non non non oui oui

Ultime oui (1) non oui non non oui (2) oui
Antiultime non oui (1) non oui non non oui (2)

(1) lorsque l'origine appartient �a l' �el�ement structurant.
(2) l'it �erateur ultime a un int�er̂et uniquement dans le cas d'amincissements ou d'�epaississements non
homotopiqueso�u descomposantes connexespeuvent disparâ�tre.

Figure 8.8 : Combinaisons constructives de transformations et d'it �era-
teurs.

8.3.3 La base de r �egles

Voici quelquesexemplesde connaissancesqui permettent de transformer la recherche de
caract�eristiques en d'autres plus simples :

� desparticules allong�eessont �a la fois longueset �etroites dansdeux directions orthogonales.

� un trou est une particule du fond de l'image qui ne touche pas le bord de cette derni�ere.

C'est �a cause de ce princip e de d�ecomposition que nous nous sommes tourn�es vers les
syst�emes �a base de r�eglesde production. Le terme correspondant �a la question est progres-
sivement d�ecompos�e au moyen des r�eglesque nous utilisons en châ�nage arri�ere pur jusqu'�a
obtenir dese�ets dont la traduction algorithmique est imm�ediate, commepar exemple:

� le fond de l'image est son compl�ementaire.

8.3.4 Les m�ecanismes d'inf �erence

8.3.4.1 S�election de la r �egle �a ex�ecuter

L'un desprobl�emescommuns �a tous les syst�emes�a basede r�eglesest de limiter l'explosion
combinatoire lors du parcours de la base.Dans le syst�emequi nous pr�eoccupe, ce probl�emeest
augment�e par le temps de calcul parfois long destransformations morphologiquesmêmesur des
ordinateurs sp�ecialis�es.

Or dans certains cas il est clair qu'une r�egle ne fournira pas le r�esultat escompt�e. Par e-
xemple, chercher le centre d'une particule non simplement connexeau moyen de son centro•�de
par amincissement. Il est cependant possiblede tester la simple connexit�e desparticules avant
de lancer le calcul du centro•�de. C'est pourquoi nous avons muni les r�eglesde conditions de
d�eclenchement, correspondant �a desmesuressimplessur les imagesou �a desquestionspos�ees�a
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l'utilisateur, comme par exemplesur l'opportunit �e de supprimer les particules qui touchent le
bord de champ de l'image.

8.3.4.2 D �etection des �echecs et back-trac k

Comment �evaluer les r�esultats obtenus par les transformations morphologiquesessay�ees?

Il estbien clair quele seuljugedu bon d�eroulement desdiversalgorithmesesten �n decompte
l'op�erateur. Cependant danscertains cas,les r�esultats obtenus sont manifestement erron�es: par
exempleune proc�edure de connexiondoit diminuer le nombre de particules.

Desproc�eduresd'�evaluation desr�esultats sont doncassoci�eesaux r�egleset selonleur r�esultat,
un retour enarri�ereeste�ectu �e.La questionpertinente estalors : o�u retourner enarri�ere? Il su�t
peut-être de modi�er l�eg�erement l'un desparam�etresde la primitiv e employ�ee,et danscecas,il
n'est pas judicieux de changer imm�ediatement de r�egle,c'est-�a-dire de type de transformation.
Nous avons donc adopt�e la strat�egiesuivante :

� Dans un premier temps, modi�er l�eg�erement les param�etres de la primitiv e (de fa�con
automatique par desformules connuesdu syst�eme).

� Dans un secondtemps, en casde nouvel �echec, chercher une autre r�egleactivable.

La �gure 8.9 donne un exemplecomplet de r�eglede notre syst�eme.

8.3.5 R�esultats - Evaluation

8.3.5.1 Exemple

Illustrons les performancesde ce syst�emepar la r�esolution du probl�emed�esormaisclassique
en morphologie math�ematique de la d�etection des lignes de fracture dans un eutectique lamel-
laire [Lan78].

Le probl�emepeut sesp�eci�er de plusieurs mani�eresdi� �erentes.

1- connecter les extr�emit�es desparticules dans le fond de l'image

Notons qu'il est inutile de pr�eciser extr�emit�es des particules allong�ees puisque toutes les
particules pr�esentes sur des images d'eutectiques lamellaires (notre univers dans ce cas) sont
allong�ees(�gure 8.6). Le programme synth�etis�e est relativement proche de la solution propos�ee
en 1978.
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Si Particule �etroite
x Entr �ee
y Sortie
size Param�etre
() Pas de test d'activation

Alors Ouv erture circulaire Transformation 1
x Entr �ee
z1 Sortie
(= (1 + size) 2) Rayon de l' �el�ement structurant
(= = 0 Ar ea(z1)) Image vide ?
Ouverture trop grande Diagnostic
(� :75 size) Variation de size

Reconstruction de particule Transformation 2
x; z1 Entr �ee
z2 Sortie
() Pas de param�etre
(< Ar ea(z2) Ar ea(z1)) Il ne faut pas reconstruire toutes les

particules
Il n'y a pas de particules �etroites Diagnostic
(� 1:25 size) Variation de size

Di�erence d'images Transformation 3
x; z2 Entr �ee
y Sortie
() Pas de param�etre
() Pas de test

\Les particules �etroites sont cellesqui disparaissent par ouverture circulaire."

Figure 8.9 : Exemple de r�egle.
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Figure 8.10 : Solution 1.

(centroide 1 3) calcul du centro•�de
(andnot 1 3 4) compl�ementaire de pr�ec�edent
(gultime 4 5 20 1) �erosionultime g�eod�esiquepour la calcul desextr�emit�es

desparticules
(edgelim 5 6) �elimination desextr�emit�es touchant le bord
(cxor 1 1 7) fond de l'image originale
(gdilate 6 8 3 7) dilatation g�eod�esiquedesextr�emit�es
(gaminc 8 9 1 0 L 6) amincissement conditionnel aux extr�emit�es
(gebarb 9 10 20 6) �ebarbulageconditionnel aux extr�emit�es

La �gure 8.10 illustre cette premi�ere solution.

2- d�etecter les parties longuesdu fond de l'image dans la direction � = 30�

� estunevaleur propos�eepar l'utilisateur, cette direction �etant perpendiculaire�a l'orientation
g�en�erale de l'image.

(cxor 1 1 2) compl�ementaire
(cadre 2 3) cr�eation du bord de l'image
(andnot 2 3 3) �elimination de ce cadre sur l'image compl�ement�ee
(lineopen 3 4 30 3 30) ouverture lin�eaire de taille 3
(aminc 4 5 1 0 L) amincissement du r�esultat

La �gure 8.11 illustre cette deuxi�emesolution.

Le programmesynth�etis�e est particuli �erement simple et sesperformancessu�san tes pour les
applications pratiques, bien qu'inf �erieures�a cellesdu programme pr�ec�edent lorsque la direction
des lamesn'est pas constante sur l'ensemble de l'image.
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Figure 8.11 : Solution 2.

Cet exemple montre qu'un probl�eme n'admet pas n�ecessairement une seule formulation et
donc de solution unique. La qualit �e de la solution d�epend cependant de la qualit �e de la question
pos�eequi doit mettre envaleur lescaract�eristiquesprofond�ement sp�eci�ques desobjets �a extraire,
dans notre casde la qualit �e de la description d'une ligne de fracture.

8.3.5.2 Structure des programmes synth �etis �es

Par construction, lesprogrammessynth�etis�essont s�equentiels, cequi assureleur terminaison
�a l'ex�ecution. Il faut cependant segarder de croire qu'ils sont toujours de la forme :

Image 1 ! Image 2 ! : : : ! Image n

L'exemple propos�e le montre �a l' �evidence.
Par contre ces programmes ne peuvent pas contenir de sauts conditionnels ni de boucles

autres que les it �erateurs que nous avons d�ecrits.

8.3.5.3 Classes d'ob jets et primitiv es morphologiques

Nous avons vu dans l'in troduction que de nombreusestechniques avaient vu le jour pour
s'a�ranc hir du bruit des capteurs et de la variabilit �e des objets �etudi�es. On peut dire que les
transformations morphologiquessont bien adapt�ees�a ce probl�eme. En e�et elles sont fond�ees
sur l'inclusion : l' �erosionest le lieu despositions o�u l' �el�ement structurant est inclus dans l'ob jet.
Ce sont donc des in�egalit�es et non des �egalit�es qui d�e�nissent les objets qui n'ont plus �a être
identiques au pixel pr�es. Il s'agit bien d'une classed'objet qui est ainsi mise en �evidence.

La deuxi�eme solution de notre probl�eme illustre bien cet aspect : le r�esultat de l'op�erateur
\parties longuesdans la direction � " fournit desobjets ayant �a peu pr�es cette orientation.
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Dans cette optique, le choix des param�etres n'est pas crucial. En g�en�eral, toute une plage
dans laquelle ce param�etre pourra sesituer fournit une solution acceptable.

8.3.6 Limites et perspectiv es

Une limitation de notre syst�emeen l' �etat actuel sesitue au niveaudu traitement desmesures.
Lesparam�etresdesprimitiv esne peuvent être fournis quepar l'utilisateur, �eventuellement trans-
form�es de fa�con ad�equate. Par exempleun allongement est le produit d'une longueur et d'une
largeur. Si les param�etres pouvaient se d�eduire directement sur les images, il serait possible
de d�eterminer de mani�ere quasi automatique les param�etres voulus. Par exemple, la taille de
l' �erosions�eparant desparticules serait obtenue en calculant la fonction distance et en mesurant
le nombre d'Euler �a chaque niveau (le temps calcul requis est tout-�a-fait raisonnable). La taille
recherch�ee correspond �a un nombre d'Euler �a peu pr�esconstant pr�ec�ed�e par une augmentation
brutale.

Nous avons vu que les programmesque nous synth�etisons sont obtenus �a partir du traite-
ment d'une seuleimage repr�esentativ e. Nous esp�eronsqu'en g�en�eral ce programme s'appliquera
aux autres imagesde la collection. Il reste n�eanmoinsn�ecessaired'�etudier le comportement du
programme sur l'ensemble des imagesde la collection de r�ef�erence,le syst�emedevant s'adapter
en cons�equence.

Nous pensonsen�n qu'un formalisme similaire, mais �a based'autres primitiv esseprêtera �a
la morphologie �a teintes de gris.

8.4 Conclusion : quelles connaissances avons-nous introduites ?

O�u se trouvent les connaissancesqui ont permis �a notre syst�eme de r�esoudrele probl�eme
pos�e ?

Lesconnaissancesrelatives�a la technique utilis �ee,c'est-�a-dire la morphologiemath�ematique,
sont int�egr�eesdans la basede connaissance,soit sousforme de technique de d�ecomposition, soit
sousforme de test d'activation ou de succ�es.

Celles relatives au domaine d'application sont absentes en tant que telles. L'utilisateur du
syst�emea traduit sa reqûete en termes morphologiqueset a abandonn�e tout terme rappelant le
domaine d'application : le mot \ligne de fracture" est totalement absent du syst�eme.

Celles relatives au probl�eme pos�e sont totalement incluses dans la question, dans les ca-
ract�eristiques qui la composent et dans sa structure. Reprenonsnotre exemple connecter les
extr�emit�es des particules dans le fond de l'image. Le syst�eme \sait" qu'il doit exister des
extr�emit�esde particules, quecesderni�eresdoivent être plus ou moins regroup�eesdansun certain
nombre de r�egionspuisqu'il s'agit de les connecter. Mais c'est tout. C'est un mod�ele explicite
de ce que le syst�emerecherche, au senso�u nous l'avons pr�ecis�e plus haut. Par contre il n'a pas
de mod�ele g�en�eral de ce que repr�esente l'image comme : l'image est form�ee de particules tr �es
allong�ees,d'orientation et d'�epaisseurquasi constantes et d'espacement r�egulier.

L'une desperspectives�a plus long terme serait pr�ecis�ement la possessionpar le syst�emed'un
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tel mod�ele g�en�eral, lui donnant plus de connaissances,propos�e par l'utilisateur et qui laisserait
plus de latitude au syst�eme dans le choix des algorithmes puisqu'il pourra non seulement les
tester sur l'image, mais confronter leur pertinence avec le mod�ele.

Terminonsen�n par une autre perspective �a long terme dont le langagemorphologiqueserait
absent. La traduction du probl�emepos�e en langagemorphologiqueest parfois contraignante, et
l'on pr�ef�ererait souvent lui substituer un dessin montrant le r�esultat, au moyen d'une souris
par exemple, comme nous l'avons fait �gure 8.7. Le syst�eme poserait alors des questions sur
la pertinence de certaines particularit �es du dessin en vue de composer lui-même la question
morphologique.Mais nous n'en sommespas encorel�a.
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Des Algorithmes Morphologiques �a l'In telligence Arti�cielle

Cette th�eseseproposed'examiner sousun angleparticulier quelquesaspectsde la morpholo-
giemath�ematique.Nousmontrons d'abord comment la notion deconvergenced'ensemblesferm�es
et celle d'ensemble al�eatoire ferm�e peuvent être employ�eesen g�eom�etrie algorithmique. Nous
exposonsensuiteune nouvelle technique permettant l' �ecriture d'algorithmes morphologiquesef-
�cace en imagerie binaire au moyen d'un codage de contours sous forme de châ�nes et lacets.
Les algorithmes concern�es sont entre autres l' �erosion, la dilatation, la fonction distance, tant
dans le cas euclidien que g�eod�esique, la fonction de propagation, en m�etrique hexagonaleet
dod�ecagonale,le labeling, la reconstruction. . . Nous abordons aussi les mesuresmorphologiques
telles que variation diam�etrale, diam�etre de Ferret, p�erim�etre, nombre d'Euler. . . L'emploi des
transformations est alors illustr �e par la r�esolution compl�ete d'un probl�emeparticulier en sciences
des mat�eriaux o�u nous discutons les qualit �es respectives d'une dizaine de solutions di� �erentes.
En�n, un essai de formalisation de l'emploi des transformations morphologiques a abouti �a
l' �ecriture d'un syst�emede programmation automatique.

Mots cl�e :

Morphologie Math�ematique, Analyse d'Images, Algorithmique, Codagede Contour, Primi-
tiv esMorphologiques,G�eod�esiques,Programmation Automatique.

From Morphological Algorithms to Arti�cial In telligence

The aim of this thesis is to examinesomeaspects of mathematical morphology from special
viewpoints. We �rst show how the notion of convergenceof closed sets and that of random
closedsets can be used in computational geometry. Then we describe a new technique which
allows us to write e�cien t morphological algorithms for binary image processingby meansof
boundary coding with chains and loops. We describe among others the following algorithms :
erosion,dilation, distance function (both in the Euclidean and the geodesiccase),propagation
function, (in the hexagonaland dodecagonalmetrics), labeling, particle reconstruction, etc. We
also tackle morphological measuressuch as diametrical variation, Ferret's diameter, perimeter,
Euler's number, etc. The use of these transformations is then illustrated by the complete res-
olution of one special problem in material sciences,where we discussthe respective quality of
about ten di�eren t solutions. Finally, the attempt to formalize the use of the morphological
transformations led to an automatic programming system in mathematical morphology.

Key W ords :

Mathematical Morphology, Image Analysis, Algorithms, Boundary Coding, Morphological
Features,Geodesics,Automatic Programming.


