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Introduction

Les structures tourbillonnaires dont la vorticité caractérise 'intensité jouent un role fonda-
mental dans de nombreux écoulements aérodynamiques. Parmi les écoulements rencontrés dans
le domaine aéronautique, on peut citer par exemple le sillage des avions civils. Ce sillage est prin-
cipalement constitué de deux tourbillons paralléles et contrarotatifs trés intenses. Ces tourbillons
qui résultent de la portance contribuent a la trainée de ’avion et sont d’autant plus intenses
que la masse de ’avion est importante. Au niveau des aéroports, ce sont ces tourbillons qui
conditionnent la distance, et donc l'intervalle de temps, qui séparent deux avions au décollage
ou & l'atterrissage.

Un autre exemple est donné par 1’écoulement autour d’un hélicoptére. Le rotor principal
assure en méme temps les fonctions de sustentation et de propulsion. Pour certains régimes
de vol, les interactions entre le rotor et son sillage tourbillonnaire influencent considérablement
les performances aérodynamiques de I’hélicoptére, pouvant aller jusqu’a la perte de contréle de
I’appareil. Ces interactions participent aussi au bruit externe qui pénalise et freine 'usage de
I’hélicoptére en milieu urbain.

Un exemple supplémentaire d’écoulement ot les structures tourbillonnaires jouent un role
capital est fourni par les écoulements dans les turbomachines. Pour optimiser les performances
des turboréacteurs, leurs composants sont exploités au voisinage du maximum de leurs capacités.
Les régimes de fonctionnement sont alors proches de régimes instables comme le décollement
tournant dans les compresseurs axiaux.

La maitrise de ces écoulements passe par la compréhension des phénoménes et des lois phy-
siques qui régissent la dynamique tourbillonnaire. La simulation numérique est alors un outil
précieux et complémentaire de I’étude expérimentale. La principale déficience des méthodes nu-
mériques classiques, dont 'utilisation est largement répandue dans le milieu aéronautique, est
la dissipation excessive de la vorticité pour le calcul précis de ces écoulements.

La représentation précise des sillages tourbillonnaires des voilures fixes ou tournantes a fait
I’objet de recherches importantes, principalement en régime incompressible. Les approches rete-
nues pour atteindre cet objectif sont multiples.

Des méthodes particulaires fondées sur une modélisation du sillage par une distribution de
tourbillons discrets ont été développées & 'ONERA (travaux de CANTALOUBE & HUBERSON [13]).
A partir de la vorticité discrete, la loi de BIOT-SAVART permet de déduire la vitesse induite et
donc d’advecter chaque tourbillon vers I’aval. Toutefois, la géométrie du sillage doit étre connue
au départ. Cette méthode peut étre améliorée en utilisant comme éléments discrets des filaments
tourbillonnaires non linéaires, chaque élément tenant compte de I'influence des autres éléments.
Le sillage se déforme alors en conséquence. Une autre approche est celle de la surface portante
proposée 4 'ONERA par REHBACH & CANTALOUBE [14] pour ’écoulement autour d’un rotor
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d’hélicoptére en vol d’avancement. Une pale est modélisée par une répartition surfacique de
sources et de doublets et le sillage est représenté par des tourbillons ponctuels émis par la
pale et advectés par le champ de vitesse induit. Cependant, ces méthodes sont limitées aux
écoulements comportant des sillages simples et ne faisant pas apparaitre d’ondes de choc.

Une méthode de réduction de la diffusion numérique de portée plus générale a été développée
al’oNERA par NasTast dans sa thése [60, 61]. Il s’agit d’une méthode de couplage entre une réso-
lution numeérique des équations d’EULER sous forme conservative (en représentation eulérienne)
et un suivi lagrangien de particules dans les sillages tourbillonnaires. I.idée est de bénéficier a la
fois de la simplicité et de l'efficacité des méthodes compressibles classiques capturant les ondes
de choc et de la faible dissipation numérique des sillages calculés en représentation lagrangienne.
Dans un sillage, la pression est calculée par la méthode eulérienne et la vitesse et ’entropie sont
déterminées par la méthode lagrangienne sous une forme qui revient & apporter une correction
aux résultats obtenus par la méthode eulérienne.

Une autre technique, efficace quoique totalement empirique, a été proposée par STEINHOFF
et al. dans [84] et étendue aux écoulements compressibles dans [31]. Elle consiste a contreba-
lancer les effets de la diffusion numérique par une reconcentration des zones tourbillonnaires du
sillage. Pour cela, un terme de confinement de la vorticité est ajouté a 1’équation de quantité
de mouvement avec un coefficient dépendant de la taille des cellules du maillage et s’annulant
en dehors des zones tourbillonnaires. L’analyse de ce terme par CosTES & KowaNI [20] et le
calibrage automatique qu’ils proposent permet de s’affranchir en partie de 'empirisme de la
méthode.

Une approche différente pour réduire la diffusion numérique consiste a augmenter I'ordre de
précision du schéma de discrétisation, généralement choisi d’ordre 2 en espace en maillage régulier
pour simplifier la mise en ceuvre dans le cadre des applications complexes. Pour les écoulements
rotationnels sans discontinuités, plusieurs schémas numériques permettent d’atteindre des ordres
de précision élevé, comme les schémas centrés avec filtrage dans le domaine spectral [7, 40, 86, 87].
Cela est aussi vrai pour les schémas RBC [43, 44, 18] ( Residual-Based Compact), les schémas
ENO et WENO [29, 28, 81, 37, 2| ((Weighted) Fssentially Non-Oscillatory), et les méthodes de
type GALERKIN discontinu [53, 38, 1, 6, 3, 16].

Une alternative aux approches précédentes est de ne pas modifier la méthode de résolution
numérique, mais d’adapter au mieux le maillage de calcul afin de minimiser les erreurs dissipa-
tives. Partant des idées de raffinement adaptatif de maillage (technique AMR de QUIRK [73]),
BENOIT a développé une méthode d’adaptation de maillages dans le cadre de ses travaux de
thése & 'ONERA [4]. Cette méthode utilise une superposition de grilles structurées curvilignes
en mouvement relatif (méthode Chimére), chacune ayant une forme et une vitesse adaptées au-
tomatiquement aux conditions locales de I’écoulement. La méthode de BENOIT a été appliquée
avec succés a ’advection d’un tourbillon et & son interaction avec un profil. Pour ce probléme,
une grille suit le mouvement du tourbillon, ce qui a pour effet de réduire considérablement les
erreurs associées a l'advection. Plus récemment, cette méthode a été simplifiee par BENOIT &
JEANFAIVRE [5] par l'utilisation de grilles cartésiennes d’adaptation en s’inspirant des travaux
de MEAKIN [55] et appliquée avec succés & une meilleure capture du sillage tourbillonnaire des
pales de rotor d’hélicoptére en vol stationnaire & partir de la résolution des équations d’EULER.
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La question a récemment été abordée d’une maniére plus directe par MoRTON & ROE [57]
en introduisant la notion de schéma préservant exactement la vorticité discréte. Ils ont établi la
théorie pour le systéme hyperbolique de lois de conservation le plus «simple» combinant a la fois
propagation d’ondes et vorticité: 'acoustique linéaire 2-D. Ils ont aussi démontré qu’un certain
schéma de LAX-WENDROFF préserve la vorticité pour ce systéme d’équations. Cette approche
originale a déja motivé deux études au sein du laboratoire SINUMEF de ’'ENSAM. La premiére a
permis de vérifier la théorie par des calculs de tourbillons stationnaires en acoustique linéaire
2-D. La seconde a montré qu’une forme de schéma basé sur le résidu préserve aussi la vorticité
pour ’acoustique linéaire 2-D et 3-D.

Objectif de la thése

L’objectif de la thése est d’exploiter la notion de schéma préservant exactement la vorticité en
s’appuyant sur la théorie de MORTON & ROE et les résultats obtenus & 'ENsaM afin de proposer
un schéma numérique d’ordre 2 préservant la vorticité pour les écoulements tourbillonnaires
compressibles instationnaires. Le mémoire est organisé en quatre chapitres:

Chapitre 1 Le premier chapitre présente les différents modéles physiques (acoustique, acous-
tique avec advection et équations d’EULER) sur lesquels porte I’étude. La démarche et les
résultats théoriques de MoORTON & ROE pour l'acoustique sont rappelés, ainsi que le bilan
des études antérieures. L’analyse est ensuite étendue aux équations de 'acoustique avec
advection pour lesquelles un schéma préservant la vorticité, le schéma RBV, est présenté.

Chapitre 2 Dans le second chapitre sont analysées en détail les propriétés de stabilité et de
dissipation du schéma RBV. La méthode de résolution du schéma est décrite ainsi que ses
propriétés. La précision du schéma est étudiée de facon théorique et vérifiée par des essais
numériques par des calculs d’advection de tourbillon en acoustique avec advection et pour
les équations d’EULER.

Chapitre 3 Le troisieme chapitre présente I'extension du schéma RBvV pour les maillages irré-
guliers. La précision du schéma est étudiée théoriquement pour ce type de maillage. Une
version simplifiée du schéma RBV, le schéma RBVs, est proposée pour le calcul d’écoule-
ments stationnaires. Le schéma ainsi obtenu a la méme discrétisation spatiale et est utilisé
pour vérifier numériquement ’ordre de précision. Il est alors appliqué & des calculs sta-
tionnaires autour de profils. Les capacités du schéma rRBV & advecter des tourbillons sur
des maillages irréguliers et a calculer des écoulements instationnaires autour de profil sont
ensuite évaluées séparément.

Chapitre 4 Le schéma RBV est appliqué & la simulation d’une interaction pale-tourbillon
paralléle subsonique frontale 4 nombre de MAcH M., = 0,5 et incidence nulle pour laquelle
existent des données expérimentales [39]. La coincidence des trajectoires du profil et du
tourbillon engendre une interaction complexe dont la simulation est délicate. Une étude

paramétrique est réalisée ainsi qu’une comparaison avec les solutions de schémas classiques
d’ordre 2.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

La voie de recherche explorée pendant la thése s’inscrit dans la continuité des travaux de
MorToN & ROE [57] sur les schémas de type LAX-WENDROFF préservant la vorticité pour les
équations de ’acoustique. Les modéles physiques étudiés pendant la thése ne se résument pas
& celui de ’acoustique, nous présenterons donc dans un premier temps les différents modéles
pour lesquels la préservation de la vorticité par les méthodes numériques a été étudiée. Dans un
deuxiéme temps, nous rappellerons la démarche suivie par MoRTON & ROE, leur formalisme,
ainsi que leurs résultats théoriques pour les équations de 'acoustique.

Une étude effectuée a 'ENSAM a montré qu'un autre schéma, n’appartenant pas aux sché-
mas de type LAX-WENDROFF, préserve également la vorticité pour les équations de ’acous-
tique. Ce schéma appartient a la classe de schémas basés sur le résidu introduite par LERAT &
CORRE [43, 44]. Il posséde les mémes propriétés envers la vorticité que les schémas étudiés par
MorToN & ROE. Nous présenterons donc cette classe de schémas, ses propriétés, ainsi que le
schéma basé sur le résidu préservant la vorticité pour les équations de ’acoustique.

L’objectif poursuivi est d’étendre la préservation de la vorticité des schémas aux cas des
équations de ’acoustique avec advection, puis des équations d’EULER. Nous étudierons et ana-
lyserons donc le transport de la vorticité discrete par les schémas existants. A partir de résultats
théoriques et des conclusions que nous formulerons, nous proposerons un schéma préservant la
vorticité pour les équations de 'acoustique avec advection.

1.2 Hyperbolicité, acoustique et vorticité

1.2.1 Hyperbolicité

Les systémes de propagation d’ondes sont décrits par des systémes d’équations aux dérivées
partielles de type hyperbolique (par rapport au temps ¢). Rappelons qu’un systéme de lois de
conservation de la forme:

we + f(w)y +g(w), =0 (1.1)

ot w est le vecteur d’état, f(w) et g(w) sont respectivement les vecteurs flux dans les directions
d’espace z et y, est dit « hyperbolique » si, pour tout état physiquement admissible w, la ma-
trice jacobienne du flux AY dans la direction d’espace v a toutes ses valeurs propres réelles et
est diagonalisable pour toute direction v. Dans le cas ol toutes les valeurs propres sont réelles
et distinctes, le systéme est dit « strictement hyperbolique ».

La matrice A” est définie par la combinaison linéaire :
AY IV1A—|—I/2B (12)

ol vy et vy sont les composantes du vecteur unitaire v (v¥ + v3 = 1), A et B sont les matrices
jacobiennes du flux dans chaque direction :

df dg
A= (w) B =L (w) (1.3)

Le systéme hyperbolique (1.1) peut s’écrire sous la forme développée :

wy + Aw, + Bwy, =0 (1.4)
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1.2.2 Equations I’EULER

Les équations d’EULER 2-D entrent dans le cadre (1.1) avec:

P ,20u pv
_ | pu pus+p puv
w = pv s f(w) pUL ) g(w) pU2 + P (15)
pl puH pvH

ol p désigne la masse volumique, p la pression, u et v les composantes de la vitesse suivant les
directions z et y, F I’énergie totale et H ’enthalpie totale avec, pour un gaz thermodynamique-
ment parfait :

u2—|—v2
pz(v—l)p(E— 5 ) et pH =pE+p (1.6)

ol ~ est le rapport des chaleurs spécifiques.

Comme on le sait, ce systéme est hyperbolique, les valeurs propres de A” s’écrivant :
AL =y — g, A =y, A =¥ 44 (1.7)

ol a est la célérité du son et
u’ = vu+ vav (1.8)

Vorticité

L’équation d’évolution du champ de vorticité & pour les équations d’EULER peut étre obtenue
& partir de ’équation de conservation de la quantité de mouvement sous forme non conservative :

— =—=Vp (1.9)

ot d/dt désigne la dérivée particulaire. En prenant le rotationnel de cette équation et en utilisant
la relation sur les opérateurs différentiels: Vx (4.V) @ = (4.V) & —(8.V) 4+& (V.4), on trouve

di S = = (lg
d_t’ = (@B.V) i@~ (Vi) & -V x (;Vp) (1.10)

Dans le cas des équations d’EULER 2-D, le premier terme du membre de droite de ’équa-
tion (1.10) est nul. L’équation sur la vorticité est alors:

— = (V)3 -V x (lﬁp) (1.11)

Le membre de gauche de cette équation est la dérivée particulaire ou convective de la vorticité.
La vorticité est transportée par I’écoulement & la réserve des modifications induites par les
termes du membre de droite. Le premier terme du membre de droite traduit 'influence des
effets de compressibilité sur la vorticité, il ne peut que modifier un champ de vorticité existant.
Le second terme du membre de droite V x (p_lﬁp) = p%ﬁp X ﬁp est appelé terme baroclinique.
Il est le seul a pouvoir créer de la vorticité. Ce terme est nul dans le cas d’un écoulement
barotrope (p fonction seulement de_) p) et donc notamment pour un écoulement isentropique

((p/Pec) = (p/pos)” implique Vp x Vp = 0).
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1.2. Hyperbolicité, acoustique et vorticité

1.2.3 Equations de ’acoustique avec advection

En linéarisant les équations d’EULER autour d’un écoulement uniforme a vitesse (Up, Vo),
on obtient classiquement les équations de I'acoustique (linéaire) avec advection. Adimensionnées
avec une célérité du son unitaire, ces équations peuvent s’écrire:

P pUo +u pVo+v
w= | u |, f=1 ulbog+p |, g= uVy (1.12)
v vUp vVo+p

ot p est la (perturbation de) pression et (u,v) les composantes de la (perturbation de) vitesse.
Les matrices jacobiennes des flux sont alors constantes et s’écrivent :

Up 1 0 Vo 0 1
A=| 1 U, 0|, B=|0 V 0 (1.13)
0 0 Up 10 V

de sorte que f = Aw et ¢ = Bw. La matrice jacobienne A" est alors:

Upry + Vg 121 V2
AV = 1%} U01/1 + V01/2 0 (114)
vy 0 Uovy + Vorg
et a comme valeurs propres:
AW =g -1, A3 =y, AG) =41 (1.15)

ou UY = Upry + Vpre. Le systéme de acoustique avec advection est strictement hyperbolique.
Pour des développements ultérieurs, écrivons aussi les valeurs propres a9 et b() des matrices A
et B et leurs matrices de passage a la forme diagonale:

a(l) = UO -1 b(l) = VO -1
a? = U, (2 = v, (1.16)
a® = Ug+1 b3 = V41
A = Ty DiaglaMT !, B = TgDiag[bT5? (1.17)
avec B _ B _
/2 0 1/2 I =10
Ta=| —1/2 0 1/2 T:'=10 0 1 (1.18)
0 1 o0 | 11 0
/2 0 1/27 (1 0 —1]
T = 0 1 0 Tg'=10 1 0 (1.19)
| —1/2 0 1/2 | 10 1 |
Vorticité

En prenant le rotationnel des équations de la dynamique, on peut obtenir ’équation régissant
I’évolution du champ de vorticité :
W= Uy — Uy (1.20)

L’équation de transport de la vorticité pour le modéle de 'acoustique avec advection s’écrit :
wt—I—Uwa—l—Vowy =0 (121)

Contrairement au modéle des équations d’EULER, il ne peut pas y avoir création de vorticité.
Le champ de vorticité initial est simplement advecté par ’écoulement moyen.
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1.2.4 Equations de ’acoustique pure

Les équations de l’acoustique pure (acoustique sans advection) s’obtiennent en linéarisant
les équations d’EULER autour d’un état au repos (Uy = Vp = 0). Elles correspondent donc a

w= | u |, f=1pr/1, g=10 (1.22)

<
o
=

010 0 0 1
A=111 0 0|, B=]100 0 (1.23)
0 00 1 00
La matrice jacobienne A" est:
0 vy V3
A¥=1 vy 0 0 (1.24)
1%) 0 0
Les valeurs propres des matrices AY, A et B sont identiques:
AL = 1, A2 = p, A =1 (1.25)
oV = p) = _1
a2 = p2) = (1.26)
a® = p3 1

Les matrices de passage T4 et Tg sont inchangées par rapport au cas de 'acoustique avec ad-
vection.

En éliminant la vitesse, les équations de I'acoustique pure (1.1), (1.22) peuvent se mettre
sous la forme classique d’une seule équation du second ordre, dite « équation des ondes » :

Ptt = P + Pyy (127)

Toutefois, pour faciliter I’extension aux équations d’EULER, nous conserverons dans la suite la
forme d’un systéme hyperbolique d’équations du premier ordre.

Vorticité

Pour 'acoustique pure, I’équation de la vorticité (1.21) se réduit a:
we =10 (1.28)

c’est-a-dire que le champ de vorticité est invariant dans le temps. Cette condition implique qu’il
n’y a pas d’interaction entre les phénomeénes de propagation d’onde et le champ de vorticité
initial.

L’objectif du travail de MORTON & ROE [57] a consisté a formaliser les conditions que doivent
satisfaire les schémas numériques en acoustique pure pour préserver exactement le champ de
vorticité.
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1.3. Schémas préservant la vorticité en acoustique pure

1.3 Schémas préservant la vorticité en acoustique pure

1.3.1 Notations discrétes

Le domaine de discrétisation est ici cartésien régulier dans les directions z et y. Les pas
d’espace dx, dy et le pas de temps At sont constants. On notera w7, une approximation discréte
de w au point (z,y,t) = (jox, kdy, nAt). Les opérateurs discrets aux différences standards &y, 0o
et de moyenne 1, o sont définis par:

A pour 2] € 7,2k €7 (1.29)

(Orw)je = wip1 ) —w;_ 1,
(p1w) e = 3w 1, +w;_1,)

{ (b2w) ik = w1 — Wiy 1 pour 2 €T 2keT (1.30)

(H2w)jp = 3(w L +w, 1)

Les points de coordonnées d’indices entiers correspondent aux centres des cellules du maillage.
Ceux dont un seul des deux indices est un demi-entier sont situés sur les faces des cellules et ceux
dont les deux indices sont des demi-entiers sont situés aux nceuds du maillage. Ces notations sont
visualisées sur la figure 1.1. Deux types de produits de ces opérateurs discrets interviendront
fréquemment dans ce qui suit :

1] 1]
1. (%) et (%) qui sont des approximations & ’ordre 2 des dérivées partielles
x , y ,
5k 5k

w, et w, estimées au centre de la cellule d’indice (j, k).

dx dy

dérivées partielles w,, et w, mais estimées au noeud d’indice (5 + %, k+ %)

01 phow dofbyw
2. (ﬂ) et (ﬂ) qui sont aussi des approximations a 'ordre 2 des
it3ktg it 3kts

O
]
O

® Cellules (j, k)

0
1
0

O Noeuds (j+1/2,k+1/2)

& Faces (j+1/2,k)

L
0

O Faces (j,k+1/2)

0
0

= =
0 @ O @
O—0—0O0—C0—0—C0—0—
1 @
O—O—0—C0—0O0—C0—0—
[ ]

Fra. 1.1 - Conventions sur les indices
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Chapitre 1. Schémas préservant la vorticité

1.3.2 Schémas considérés par MORTON & ROE

Dans leur étude sur les schémas préservant la vorticité, MorRTON & ROE concentrent leur
attention sur les schémas de type LAX-WENDROFF parce que « les développements de TAYLOR
de 'opérateur d’évolution (de ces schémas) semblent étre la méthode la plus générale disponible
et applicable aux équations de 'acoustique quelque soit 'ordre de précision ». Ils considérent
plus particulierement des schémas sous forme conservative. Dans une approche volumes finis
avec inconnues aux centres des cellules, un systéme de lois de conservation discrétisé par un
schéma conservatif peut s’écrire sous la forme:

w”"‘l — w”) ((SlF (SQG)TL
— ) +(—+=2) =0 (1.31)
( At ik dx oy /iy

ol w est le vecteur des variables conservatives, les flux numériques F' et G sont des approxima-
tions consistantes des fonctions de flux f et g.

Un schéma numérique préservant la vorticité pour les équations de 'acoustique pure doit
laisser invariante une forme discréte de la vorticité. MorTON & ROE ont retenu pour leur
analyse deux évaluations simples de la vorticité.

Vorticité discréte « centrée »

La vorticité « centrée», notée w™,, est une a roximation a l’ordre 2 de 1& vorticité au centre
9 7 k°
?
d’une cellule. Elle est déﬁnie par:

(1.32)

Vorticité discréte « compacte »

La vorticité discréte « compacte », notée &7 1, est une approximation a 'ordre 2 de la

i+ gkts
vorticité aux nceuds du maillage. Flle est définie par la relation :

d1ptz dapty )n
Uu

~ T
oy = ——0v-
it3hts ( Sz 5y

Jt5kts

(1.33)

Les supports spatiaux des vorticités discrétes « centrée» et « compacte» sont représentés FiG. 1.2.
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k+1 © ° o k+1 e} ° °
k+1/2 ---- R k+1/2 ---- 0 -
k . O ° k ° °
k-1/2 ---- k-1/2 ----
k-1 © ) O k-1 © © ©
R T 51 R T e
j-1/2 j+1/2 j-u2 j+u2
Fig. 1.2 - Supports spatiauz des vorticités discrétes « centrée » w;j (a

- . . . ) ,
gauche) et « compacte » Wit Lkt (a droite) en deux dimensions d’espace.

Schéma de LAX-WENDROFF préservant la vorticité « centrée »

Un schéma préservant la vorticité « centrée» en acoustique pure doit satisfaire exactement
la relation w 2—1 = wj). Une autre contrainte imposée par MORTON & ROE sur le schéma numé-
rique tient & la symeétrie de sa solution, c’est-a-dire que la solution du schéma doit étre invariante
pour toutes translations ou rotations qui superposent le maillage a lui-méme [57], ce qui veut

dire que le schéma doit étre centré.

MorToN & ROE montrent qu’il existe un schéma de type LAX-WENDROFF qui préserve la
vorticité centrée. Il s’agit de la forme de RICHTMYER du schéma de LAX-WENDROFF [76]. Bien
qu’il ne soit pas donné explicitement dans ’article de MoRTON & ROE, ce schéma s’écrit sous
sa forme conservative :

(%) )

n B 5 8 At Supf  Sapag\]”
S S T

2 dy
n _ At Sipa f | bapag\]"
Gj,k-l—% N [ (H+ )g 2 'MQB( Sz + Sy kgl
’ 2

_|_

_|_

Comme le font remarquer les auteurs, cette définition de la vorticité « centrée» et le schéma
de LAX-WENDROFF-RICHTMYER souffrent d’un découplage « pair-impair». On constate en effet
F1G. 1.3 que le support spatial de ce schéma n’implique que les points d’indices (j + k)(mod2)
pairs ou impairs. Cette considération améne MoRTON & ROE & délaisser la vorticité discréte
« centrée » pour s’intéresser a la vorticité discréte « compacte ». Pourtant, il semble utile de
pousser un peu ’analyse des auteurs si I’objectif est de comprendre les mécanismes qui font qu’un
schéma numérique préserve exactement une vorticité discréte en acoustique pure. notablement,
on peut remarquer que le schéma de LAX-WENDROFF-RICHTMYER peut s’écrire sous la forme

13



Chapitre 1. Schémas préservant la vorticité

particuliére :

wn—l—l — w? "
(T)] . + (Alwrrs)]‘7k =0

_ (S% (S% At 51Au1 At (SQB,LLQ
Aoy = ((H+Z+Z)‘_7 e 2 by
no_ 111 Saprz \"

(1.35)

On montrera par la suite que la possibilité d’écrire le schéma de LAX-WENDROFF-RICHTMYER
sous cette forme joue un réle essentiel quant & ses propriétés de préservation de la vorticité
« centrée » pour les équations de 'acoustique pure.

[ ] [ ] k+1 [ ] [ ] [ ] k+1
[} [ ] [ ] k [} [ ] [ ] k
L [ ] k-1 L [ ] [ ] k-1

FiG. 1.3 - Supports spatiauz des versions de RICHTMYER (a gauche) et de
N1 (a droite) du schéma de LAX-WENDROFF en deux dimensions d’espace.

Schéma de LAX-WENDROFF préservant la vorticité « compacte »

A I'image de la méthode suivie pour la détermination du schéma préservant la vorticité « cen-
trée», MORTON & ROFE ont imposé des conditions préalables pour la détermination d’un schéma
préservant la vorticité « compacte». Ces conditions que doit satisfaire le schéma numérique sont :

— qu’il s’écrive sous la forme conservative (1.31);
b

n+1

~n
, =@
it gkts

- . -

— qu’il satisfasse exactement & , ;
d Jgkts

— que la symétrie de la solution pour les translations et rotations du maillage soit respectée ;

— que la matrice de ’adjoint de 'opérateur discret du schéma soit symétrique ;

— que la précision du schéma soit d’ordre 2.
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1.3. Schémas préservant la vorticité en acoustique pure

En suivant ces considération, le schéma préservant la vorticité « compacte» auquel ils parviennent
est défini par:

w”"’l —w"” (SlF (SQG "
— + | ——+ =0
At ik oz dy ik
n At dipaf  Oapng "
Fj-l—%,k = |:,u2(:u1,u2f) - 7#214 (W—F W el (1.36)
27
n At dipaf  dapryg "
Gleer = [m(uluzg) - 5B ( P s
kty

Ce schéma est connu sous deux appellations suivant qu’il est utilisé en formulation « cell-
centered » ou « cell-vertex ». La premiére est désignée sous le nom de rotation du schéma de
RICHTMYER (« rotated RICHTMYER ») alors que la seconde est le schéma de N1. Afin d’éviter
toute confusion entre la forme de RICHTMYER du schéma de LAX-WENDROFF citée au para-
graphe précédent et le schéma (1.36), ce dernier schéma sera désigné par la suite sous I"appella-
tion de schéma de LAX-WENDROFF-NT ou schéma LwN. Son support spatial est illustré Fic. 1.3.
De la méme facon que pour le schéma de LAX-WENDROFF-RICHTMYER, on peut approffondir
I’étude du schéma de LAX-WENDROFF-NT et montrer que lui aussi peut s’écrire sous une forme
particuliére :

wn—l—l — w” o
(T)] . + (Alwnrs)j7k =0

B Ato1Apy At 6B
B Y Sy

~n 142 daptq "
rsj-l'%vk-l'% N (Wf—l_ Sy g JER AN
27 2

(1.37)

S’il est démontré dans [57] que le schéma LwN préserve par construction la vorticité « com-

pacte » en acoustique, on se propose de vérifier cette propriété afin d’illustrer la méthode de

calcul de la vorticité discréte « compacte». En appliquant 'opérateur 5352 a la 3¢ composante

de (1.37) et en soustrayant 'opérateur 5251 appliqué & la 2¢ composante de (1.37), on obtient :

~n+1l _ ~n n
(u) i [%ﬁmm@)@ - %ﬂ(%@)@] ~0 (1.38)
Al i+5k+s ¢ Y i+5k+s
qui peut aussi s’écrire:
ontl —on Sipea . Sapty . "
ikl & Y J+Lk+E (139)
At (6iu3 . dppadapin , - Oppadapin o, - &3, . " '
- Ary)(B) = TP qp y(2) ) TR (e (3) L T200 gy y(2)
2 (5362( s) dxdy (A7) dxdy (Br) 5y2( rs) irl gl
27 2

15
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Or pour 'acoustique on a:

7, () 7, (3) p
Ary = Fs(l) Br, = 0 w=| u (1.40)
0 7y v
Il ne reste donc que:
~n+1l _ ~n n
(u) g (Mfs(?’) _ 02 7?5(2)) =0 (1.41)
At itEkts ox 0y it 5ty
Comme:
1] 1]
+(2) _ O1H2pP s (3) _ %2HaP 1.42
= AL 0 (1.42)

on obtient finalement :

(dn+1__dn
At )41 1
Jt3k+3

(1.43)

Cette propriété du schéma LwN a été vérifiée numériquement au cours d’'un projet étu-
diant [21, 79] dirigé par Alain LERAT. Dans le cadre de leur projet de fin d’étude, Douay &
LEFEBVRE [21] ont montré que parmi une classe de schémas de type LaX-WENDROFF dont le
support spatial est & trois points par direction d’espace, seul le schéma de LAX-WENDROFF-NI
ne dissipe pas une condition initiale correspondant a un tourbillon de LAMB pour les équations
de 'acoustique.

1l a également été observé que ce schéma ne dissipe pas une condition initiale correspondant
a un tourbillon de LAMB stationnaire pour les équations d’EULER. Ces premiers résultats sont a
I'origine d’un second projet étudiant, dirigé par LERAT & CORRE qui a montré qu’une discréti-
sation spatiale particuliére d’un schéma basé sur le résidu proche de ceux présentés dans [43, 44]
préserve également la vorticité « compacte» en acoustique.

1.3.3 Schémas basés sur le résidu
Définition

Un schéma basé sur le résidu est un schéma dont la discrétisation spatiale s’exprime en
fonction seulement d’une approximation consistante du résidu. Ce résidu peut étre le résidu
complet ou instationnaire :

po 0w O 9 (1.44)

=L 4 2 (1.45)
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1.3. Schémas préservant la vorticité en acoustique pure

Schémas de LAX-WENDROFF-RICHTMYER et de LAX-WENDROFF-NI

Ecrits sous les formes (1.35) et (1.37), il est évident que les schémas de TLAX-WENDROFF-
RICHTMYER et de LAX-WENDROFF-NI sont des schémas basés sur le résidu stationnaire. Ils
présentent tous les deux la particularité d’utiliser un opérateur A appliqué a la méme approxi-
mation consistante du résidu & la fois dans ’estimation consistante des flux et dans la dissipation.
1l semble donc que cette particularité soit un élément déterminant quant a la nature des schémas
préservant la vorticité.

Sile schéma de LAX-WENDROFF-RICHTMYER présente un découplage entre les cellules d’in-
dices (7+k)(mod2) pairs ou impairs, le schéma de LaX-WENDROFF-NI ne peut lui non plus étre
mis en ceuvre dans I’état et nécessite ’ajout d’une viscosité artificielle pour assurer la dissipation
d’oscillations parasites [63, 64]. De plus, comme tous les schémas de type LAX-WENDROFF, ces
schémas présentent deux inconvénients :

1. la solution d’un écoulement transsonique posséde généralement une structure numérique
de choc oscillante ;

2. la solution d’un probléme stationnaire dépend du pas de temps utilisé pour atteindre I’état
stationnaire.

D’autre part, comme beaucoup de schémas centrés, les schémas de LAX-WENDROFF-RICHTMYER
et de LAX-WENDROFF-NT nécessitent ’ajout d’une viscosité artificielle pour étre appliqué a des
calculs d’écoulements aérodynamiques régis par les équations d’EULER. C’est & partir de ce
constat et pour pallier ces inconvénients qu’a été construite par étapes successives la famille de
schémas basés sur le résidu présentée dans la suite du mémoire.

Schéma de LAX-WENDROFF-LERAT

Les méthodes centrées, dont les schémas de type LAX-WENDROFF, nécessitent généralement
I’ajout de termes dissipatifs supplémentaires pour dissiper les instabilités numériques. Une ex-
ception est la méthode implicite centrée présentée par LERAT & Sipis dans [50].

Ce schéma de type LAX-WENDROFF permet d’effectuer des calculs d’écoulements transso-
niques sans ajout de viscosité artificielle. Il est inconditionnellement stable et dissipatif au sens
de KrEISs. Ces propriétés dissipatives sont obtenues en utilisant deux approximations distinctes
du résidu stationnaire suivant qu’elles interviennent dans ’estimation consistante des flux ou
dans la dissipation, c’est-a-dire que le schéma est & deux prédicteurs. Sous forme conservative,
ce schéma s’écrit :

wtt —wn OF | 56\
s + |+ =0
At ik dx dy ik
At of | Gap2mg
F.o., = f——Ap] avec pi..1 :(_4_7 1.46
I3k [Nl 5) 1 L Li+ Lk Sz Sy f ( )
At orppef | dag
Giper = [Mzg - —sz] avec po.pi1 = (7 +
gkt 9 AL Joht Sx 5y ) iyt

ol py et pp sont les deux prédicteurs calculés sur les faces de la cellule d’intégration. Bien qu’il
ne nécessite pas de viscosité supplémentaire, la solution d’un probléme stationnaire calculée avec
ce schéma, en particulier la structure numérique des chocs, dépend toujours du pas de temps
utilisé.

17



Chapitre 1. Schémas préservant la vorticité

Schéma a pas de temps caractéristique matriciel

Les évolutions et améliorations apportées a la méthode implicite centrée (1.46) ont conduit
au schéma a « pas de temps caractéristique matriciel » proposé par Huang & LERAT [33]| dont
la solution stationnaire est indépendante du pas de temps et dont les structures numériques de
chocs stationnaires sont sans oscillations.

L’idée consiste & associer dans un méme schéma numérique la précision spatiale du sché-
ma (1.46) et les bonnes propriétés de capture de choc du schéma de RoEr [77]. Cet objectif
est atteint en conservant la phase implicite et la discrétisation spatiale du schéma (1.46) mais
en modifiant les matrices de dissipation numérique des schémas de type LAX-WENDROFF. En
dimension deux, les matrices AtA et AtB sont alors remplacées par les matrices dx®q et dydy
qui permettent de conserver une précision d’ordre deux en plusieurs dimensions d’espace pour
des problémes stationnaires tout en introduisant un décentrement du schéma en prenant en
compte les caractéristiques de I’écoulement. Le schéma conservatif proposé dans [33] s’écrit :

wtt —wn OF | 56\
— + e + S =0
At Jik z Y /ik
= oz _ o1f | dapzpunyg
Fj+%,k - [Hlf - 7@1]?1] i avec plj-l—%,k = (E + T s (1‘47)
2 ok
) ) )
Gk-l—L = qug— —y¢2p2 avec p2k+l o M_I_z_g
El 2 s 3

ot @ et &, les matrices de dissipation numérique justifiées dans [33] sont définies par:

o, = T4Diag[e\1T7" P, = TsDiagl!)|15"
99(12) = sgn(a(l))ﬁp(l) @ et 99(22) = Sgn(b(l))lb(” (0 (148)
99( ) = min (1, m) ¢( ) = min (17 Sy min|a(i)|)

Ce schéma basé sur le résidu stationnaire est réellement d’ordre deux pour une solution
stationnaire. En effet pour une solution réguliére indépendante du temps on a:

flw)e +g(w)y =0 (1.49)
et pour O(dz) = O(dy), on obtient :

(1.50)
P2yl = Oy(fu —I_gy)j,k-l-% +0(82%) = O(s2?)
en substituant ces termes par leurs expressions dans (1.47) on trouve:
oI 6G
—+—) = : S 1.51
(5 %) = U=t ais+ o0 (151)

Contrairement au schéma de LAX-WENDROFF initial, la solution stationnaire de ce schéma ne
dépend pas du pas de temps.
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1.3. Schémas préservant la vorticité en acoustique pure

Schémas RBC

Les schémas RBC (pour residual-based compact) développés par LERAT & CORRE pour les
systémes hyperboliques de lois de conservation et les équations de NAVIER-STOKES [43, 44| sont
une extension des schémas & pas de temps caractéristique matriciel. Les schémas RBC sont dits
compacts car ils permettent d’atteindre un ordre de précision élevé, ordre 3, avec le méme sup-
port spatial que le schéma (1.47) d’ordre 2, c’est-a-dire & trois points dans chaque direction, soit
3% points pour d dimensions d’espace. Ils peuvent aussi étre construits & des ordres supérieurs
en élargissant le support.

La précision élevée de ces schémas n’est pas obtenue en corrigeant 'erreur de troncature sur
chaque dérivée d’espace suivant chaque direction mais en ajoutant des termes du second ordre
afin d’exprimer Uerreur de troncature globale du schéma uniquement en fonction de dérivées du
résidu [43, 44]. Par exemple le schéma rBC d’ordre 3 pour un systéme hyperbolique de lois de
conservation s’écrit :

wtt — n O F | 6G\"
TP () =
At ik dx dy ik
52 Sz orf | Oapiapng
F.o., = ]I—I——2) f——@p] avec pr..1 :(_4_7)
Jt5.k |:( 6 M1 2 171 j+%7k 1]-|-2,k S 5y L
5% dy dipipaf  dag
GJ)H% = [(H-I- F) H2g — 7¢2P2 et awvee Prgtt =\ T 5r + m .
! 2 ! 2
(1.52)

L’erreur de troncature de ce schéma sur un maillage cartésien régulier de pas d’espace h est
donnée par:
Sx? 5y 1) dy

E= W+ Ts+ ——Tspp + — Tsyy + O(h4) - ;(q)lrs)x - 7

6 6 (@2rs)y + O(R?) (1.53)

qui devient pour une solution stationnaire exacte:

e=O(h%) (1.54)

Pendant la phase de convergence vers ’état stationnaire, le schéma dissipatif est précis a 'ordre 1,
mais devient d’ordre 3 une fois I’état stationnaire atteint. Comme nous le verrons par la suite,
il est aussi possible d’augmenter 'ordre de précision temporelle des schémas RBC.
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Chapitre 1. Schémas préservant la vorticité

Schéma RBVs

L’approfondissement des travaux de MoRTON & ROE, c’est-d-dire la réécriture des deux
schémas préservant la vorticité en acoustique pure, a mis en évidence certaines propriétés des
schémas préservant la vorticité. Les propriétés essentielles semblent :

1. un schéma préservant la vorticité en acoustique pure est un schéma basé sur le résidu. Ici
le résidu stationnaire suffit car la vorticité est indépendante du temps.

2. un tel schéma ne doit utiliser qu’une seule approximation du résidu de maniére & pouvoir

L. 1_
s’écrire sous la forme (%) + (Ars) = 0.

3. le support spatial de ce résidu discret doit coincider avec le support de la vorticité discréte
préservée par le schéma.

Il n’y a pas obligation qu’un schéma soit de type LAX-WENDROFF pour qu’il préserve la
vorticité. A partir de ce constat, on applique au schéma de LAX-WENDROFF-NT les modifica-
tions qui ont permis de passer du schéma de LAX-WENDROFF-LERAT au schéma a pas de temps
caractéristique matriciel. Nous appellerons par la suite schéma RBVs le schéma basé sur le ré-
sidu stationnaire préservant la vorticité « compacte » en acoustique pure. Ce schéma reprend
la discrétisation spatiale du schéma LwN & laquelle sont associées les matrices de dissipation
numérique des schémas RBC. Il peut s’écrire sous la forme:

wn—l—l — w? o
(T) ARG =0

7:k
A 0w 0y Py Oy 6P
S\ T T T Sy
“n d1ptz 2111 "
r5j+%,k+% ; ( o t oy I j+Lk+l
27 2

(1.55)

Comme pour les schémas RBC, une solution stationnaire calculée avec ce schéma est indé-
pendante du pas de temps utilisé. Par contre, comme pour le schéma Lwn, I'utilisation d’une
seule approximation consistante du résidu stationnaire ne permet pas au schéma de dissiper les
plus courtes longueurs d’onde pour les écoulements diagonaux.

Pour pouvoir appliquer ce schéma aux équations de ’acoustique pure et prendre en compte
une valeur propre identiquement nulle, on doit modifier légérement les fonctions () et (%)
intervenant dans les matrices de dissipation numérique définies par (1.48). En effet, le schéma
a pas de temps caractéristique matriciel (1.47) est présenté tel qu’il a été proposé et justifié
dans [33] pour les équations d’EULER. Pour les équations de ’acoustique pure, le minimum des
valeurs propres est nul. Il intervient au dénominateur dans les fonctions de dissipation ce qui
conduit a ) = B3 = (1) = () = 1 et & une indétermination pour 2 et 1), On prend

. ) 5 |a(i)| . ) 5$|b(i)|
@) = min 1, 9T 1) ot 4 = min 1, 1.56
° ( sep(B) | Y Syp(A) (1.56)

alors :
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1.3. Schémas préservant la vorticité en acoustique pure

En posant A = min(éz, §y), on obtient :

szl = p SypM = h
Sz = 0 et { Sy = 0 (1.57)
Sz = h Sy = h
soit : ' '
sx2®; = hT4Diag[sgn(a)]aD|T7" = hA (1.58)

Sy®, = hTgDiaglsgn(b)pIT5! = LB

On peut vérifier que le schéma RBVs préserve la vorticité en acoustique en appliquant

l'opérateur 5352 a la 3¢composante de (1.55) et en soustrayant 'opérateur 5251 appliqué a

la 2¢ composante de (1.55). On trouve:

ot —on Sipa - Sat1 - ("
(T) i (3—%(3) -5 ’“5(2)) -
it hts v Y i3kt s

h [ 83 u? 01 o0 pty O1 202401 o3 i " (1.59)

R N BV L LT W & S VLE TN N R T <2>)

2 (5362 (A7) dady (A7) dady (Br) dy? (Br) JTEpa!

En utilisant les relations (1.40), (1.41) et (1.42) on obtient finalement :
~n+1l _ ~n
(u) ~0
At i+ kts

(1.60)

Ce résultat théorique a été vérifié dans [24] pour des conditions initiales correspondant & un
tourbillon de LAMB stationnaire pour les équations de 'acoustique 2-D et 3-D. Il a également
été observé que ce schéma ne dissipe pas une condition initiale correspondant & un tourbillon
stationnaire pour les équations d’EULER. Par contre, I’étude [24] a mis en relief la perte de cette
propriété lorsque le schéma est appliqué au transport d’un tourbillon par un écoulement moyen.
Une comparaison avec le schéma de LAX-WENDROFF-NI montre que ce dernier ne conserve pas
non plus les tourbillons pour des problémes d’advection.

Les causes de non conservation des tourbillons pendant leur transport par le schéma RBVs
n’ont pas été analysées & I’époque car 'objectif fixé était d’évaluer les propriétés de ce nou-
veau schéma sur des tourbillons tridimensionnels stationnaires pour ’acoustique et les équations
d’ULER.

L’analyse de I’équation de transport de la vorticité discréte calculée par le schéma RBVs
pour l'acoustique avec advection et sa comparaison avec celle du schéma de LAX-WENDROFF-
NI constituent le point de départ du travail effectué pendant la thése. Elle doit permettre la
compréhension des phénoménes mis en jeu dans la dissipation de la vorticité par ces schémas
numeériques pour les problémes d’advection de tourbillons.
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Chapitre 1. Schémas préservant la vorticité

1.4 Schémas préservant la vorticité en acoustique avec
advection

Contrairement au cas de 'acoustique pure ot le champ de vorticité ne dépend pas du temps,
on ne peut espérer résoudre exactement I’équation de transport de la vorticité pour ’acoustique
avec advection. On considerera donc par la suite qu’un schéma numérique « préserve» la vor-
ticité pour 'acoustique avec advection si le champ de vorticité discréte « compacte» calculé &
partir de la solution du schéma est une approximation consistante non dissipative de 1’équation
de transport de la vorticité (1.21).

1.4.1 Transport de la vorticité par le schéma RBVs

L’équation discréte de la vorticité « compacte » calculée par le schéma rBvs (1.55) lorsqu’il

est appliqué aux équations de ’acoustique avec advection est obtenue en appliquant ’opérateur

. 5 . . . s ) .
discret =2 de dérivation suivant z a la troisiéme composante du schéma et en lui soustrayant

l'opérateur discret 5%“1 de dérivation suivant y appliqué a la deuxiéme composante.
y

L’équation discréte sur la vorticité « compacte » calculée par le schéma rRBvs (1.55) est :

~n+1l _ ~n 5
[w w i (Uo 1#2‘

At Sz
(1.61)
ol :
Ep.ry = % :5(1;;2 5?;1 (5y (@(23) _ @gl)) e (@(13) B @gn))] )
_% :5?;1 (25y5z,l;1 o _I_(chs(ls;;z (9951) _|_99(13)))] ) (162)
o [ (el o (4 7))

Le membre de gauche de I’équation (1.61) est une approximation consistante de la dérivée
convective de la vorticité. Le membre de droite correspond au terme d’erreur sur le transport
de la vorticité calculé par le schéma basé sur le résidu stationnaire. On vérifie facilement que le
membre de droite, c’est-a-dire le scalaire Fg¢.rs s’annule pour le cas particulier (Up, Vo) = (0, 0)
correspondant & ’acoustique pure.

En présence d’un écoulement uniforme, ce produit scalaire ne s’annule plus et est directement
proportionnel & la composante stationnaire (ou spatiale) du résidu instationnaire (ou complet):
plus ’écoulement est instationnaire, plus I’erreur du schéma sur le transport de la vorticité est
importante.

L’utilisation de la version totalement implicite du schéma (1.55) ne modifie pas fondamen-
talement 1’équation discréte d’advection de la vorticité « compacte » pour les équations de
I’acoustique avec advection. Simplement, 'utilisation de pas de temps plus grands augmente la
valeur du terme d’erreur. La relation obtenue pour le schéma implicite est :

ot —&n d1pt2 oty

_ U 4V . ol =Fg. ~57,1+1 1.63

|: At + ( 0 (S$ + 0 (Sy ) Huftze :|j-I—L k-l—l e-r ]+%7k+% ( )
RT3
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1.4. Schémas préservant la vorticité en acoustique avec advection

1.4.2 Transport de la vorticité par le schéma de Lax-Wendroff-Ni

Bien qu’il soit basé sur le résidu stationnaire, le schéma de LAX-WENDROFF-NI est précis
a4 lordre 2 en temps. L’équation discréte sur la vorticité « compacte » calculée par le schéma
LWN (1.37) lorsqu’il est appliqué aux équations de I'acoustique avec advection est calculée de
fagon identique au paragraphe précédent. L’équation discréte de transport de la vorticité est
grandement simplifiée du fait de 'utilisation des matrices jacobiennes des flux dans la dissipa-
tion numérique du schéma.

L’équation discréte sur la vorticité « compacte» calculée par le schéma twN (1.37) est :

ol o 5 5 B
[T —|— (UO :Slu2 . —|— VO z,lul ) H1M2wn:| =
T Y itg kg

At (50113 01 1102442 20301\
- (Uo -+ 2UVo -+ Vo sy? ) Cithktl

dx? dxdy

(1.64)

Le membre de gauche de I’équation (1.64) est une approximation consistante de la dérivée
convective de la vorticité. Le membre de droite correspond au terme d’erreur sur le transport de
la vorticité calculé par le schéma LwN. Comme pour le schéma RBVs on vérifie facilement que le
membre de droite s’annule pour le cas particulier (Up, Vp) = (0,0) correspondant & 'acoustique
pure.

En présence d’un écoulement uniforme, le membre de droite de I’équation (1.64) ne s’annule
plus et dissipe la vorticité dans son transport. Pourtant des essais numériques [24] d’advection
de tourbillons pour les équations de 'acoustique avec advection montrent que le schéma de LwN
dissipe moins les tourbillons convectés que le schéma RBvVs. L’explication tient & la précision
temporelle des schémas, le schéma LWN est précis a 'ordre 2 en temps alors que le schéma RBVs
n’est précis qu’a ’ordre 1.

1.4.3 Propositions pour améliorer le transport de la vorticité

Les équations (1.61) et (1.64) de transport de la vorticité « compacte » discréte calculée
par les schémas RBVs et LWN nous indiquent clairement la marche a suivre pour améliorer
le transport de la vorticité numérique. Le schéma que nous allons proposer doit satisfaire les
conditions suivantes :

1. faire tendre vers zéro le membre de droite de I’équation (1.61) afin de rendre I’équation
de transport de la vorticité « compacte » discréte non dissipative. Cet objectif peut étre
atteint en remplagant approximation consistante du résidu stationnaire qui intervient
dans le produit scalaire Fg.7s par une approximation consistante du résidu instationnaire
ou complet quel que soit I'ordre de précision temporelle de cette approximation ;

2. augmenter la précision temporelle globale du schéma basé sur le résidu pour avoir un
schéma d’ordre 2 en temps. La méthode généralement mise en ceuvre pour élever la préci-
sion temporelle des schémas RBC fait intervenir le résidu instationnaire [18, 43, 44|. Cette
amélioration doit aussi participer & la réalisation de 1’objectif précédent ;

3. conserver une discrétisation de type monoprédicteur, ¢’est-a-dire qu’une unique approxima-
tion consistante du résidu intervient dans la discrétisation des équations, afin de conserver
un schéma qui puisse s’écrire avec une formulation de type A7 = 0 avec 7 le résidu complet.
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Chapitre 1. Schémas préservant la vorticité

Remarque

Il n’a pas été envisagé de modifier 'opérateur vectoriel discret Fg qui intervient dans le
membre de droite. Cet opérateur dépend & la fois des matrices de dissipation numérique propres
aux schémas de type RBC et de la discrétisation spatiale du schéma qui permet la préservation
de la vorticité en acoustique pure.

1.4.4 Schéma préservant la vorticité

Nous appellerons schéma rRBV ( Residual-Based Vorticity preserving) le schéma basé sur le ré-
sidu présenté dans ce paragraphe qui satisfait les propositions émises pour améliorer le transport
de la vorticité pour les équations de 'acoustique avec advection. L’augmentation de la précision
temporelle est obtenue en appliquant les matrices de dissipation numérique du schéma a D'ap-
proximation consistante du résidu complet au lieu du résidu stationnaire. Cette opération a pour
conséquence de rendre le schéma implicite [18, 43, 44]. La convergence vers I’état instationnaire
au temps t"t! = t” + At est atteinte au moyen d’une méthode de pas de temps dual qui sera
présentée plus loin dans ’exposé.

Le schéma RBV s’écrit en formulation A7 = 0:

(A = 0

62 01Prpa Oy 02Popuy
A= - — T :
('ul’u2 2 Sz 2 oy
Vw 5 5 n+1
b1 B Vw 142 2H1
itbart T (“m AT Y oy g)j+%7k+%

(Vw)n-"1 B (Sw”"'l — dw™ + w”_l)
AL, DAL "

(1.65)

La discrétisation temporelle classique a trois niveaux de temps, dénommée parfois schéma
de GEAR, qui intervient dans I’évaluation du résidu complet au nceud du maillage d’indices
7+ %, k —I—% offre une approximation a I’ordre 2 de la dérivée temporelle au temps "1, Le résidu
instationnaire, ou le prédicteur, qui est calculé lui aussi aux neeuds du maillage est donc précis
a4 Pordre 2 en temps et en espace. Le schéma RBV approche donc les équations de "acoustique
avec advection avec une précision d’ordre 2.

L’équation discréte sur la vorticité « compacte » calculée par le schéma RBV (1.65) est :

\Y ) ) N .
prpn | pape——-+ Uo 1z + W 211 ) gt = Eg.i"]
At oz

Sy it5kts Jtgkts

(1.66)

Le membre de gauche de I’équation discréte de transport de la vorticité numérique est une
approximation a l'ordre 2 en temps et en espace de la dérivée convective de la vorticité continue.
Le membre de droite de I’équation (1.66) est proportionnel au résidu complet 7 et s’annule avec
lui. Le schéma RBV préserve donc la vorticité compacte pour la solution 7 = 0 de (1.65).
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1.5. Conclusion

1.5 Conclusion

Les systémes d’équations hyperboliques sur lesquels porte I’étude sur les schémas préser-
vant la vorticité sont : les équations d’EULER, les équations de 'acoustique avec advection et les
équations de 'acoustique pure. Ces trois systémes d’équations combinent des phénoménes de
propagation d’onde et I’existence de vorticité.

La voie de recherche initiée par MoRTON & ROE, la définition de la vorticité discréte qu’ils
proposent ainsi que les résultats théoriques qu’ils obtiennent sont rappelés, en particulier la
stricte préservation de la vorticité par le schéma de LAX-WENDROFF-NI pour les équations de
I’acoustique pure. Une étude dirigée par LERAT a montré qu’'un schéma particulier basé sur le
résidu préserve aussi exactement la vorticité en acoustique pure. Une synthése présente l'origine
de cette classe de schémas et leurs similitudes avec les schémas de type LAX-WENDROFF et ROE.

Une étude théorique de I’équation de transport de la vorticité pour les équations de "acous-
tique avec advection montre que les schémas proposés jusqu’ici ne préservent pas la vorticité
pendant son transport. L’analyse des équations de transport de la vorticité discréte par les
schémas de LAX-WENDROFF-NI et le schéma particulier basé sur le résidu permet de définir
les conditions que doit satisfaire un schéma numeérique pour préserver la vorticité discréte en
acoustique avec advection. Le schéma RBV, pour « Residual Based Vorticity preserving », est
proposé, le champ de vorticité discret de la solution de ce nouveau schéma est une approximation
consistante non dissipative de I’équation de transport de la vorticité exacte.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Le schéma RBV présenté au chapitre précédant a été déterminé a partir de considérations sur
la préservation de la vorticité en acoustique avec advection. Les propriétés de ce nouveau schéma
doivent étre analysées avant son application. Nous étudierons en premier lieu les propriétés de
stabilité et de dissipation du schéma RBV, celles-ci conditionnent fortement sa mise en ceuvre.
D’autre part, le schéma RBV est totalement implicite en temps, nous proposerons donc dans
une deuxiéme partie une méthode de résolution du schéma. Nous étudierons ensuite la précision
du schéma avec la méthode dite du « systéme équivalent », puis avec une analyse de FOURIER.
Enfin, nous appliquerons le schéma a des calculs d’advection de tourbillons pour les équations
d’ULER.

2.2 Analyse de stabilité du schéma RBV

L’étude de stabilité du schéma RBV fait appel & une analyse de type VON NEUMANN classique.
On considére le schéma appliqué & une équation linéaire scalaire avec les fonctions de flux

f(w) = aw et g(w) = bw et les notations & = 22L et b = AL Pour un systéme d’équations
linéaires, les matrices de dissipation numérique des schémas basés sur le résidu sont données par
les relations ®; = sgn(a) min(1, gi—m) et ®; = sgn(b) min( ,gj—m) On rappelle les symboles de

Fourier de quelques opérateurs discrets:

Sipn — ilsin (€) Sapta  — ilsin (n)
wo— §(COS(€) +1) w o §(C05(77) +1) (2.1)
5% —  2(cos(§) — 1) 5% — 2(cos(n) — 1)

ot € et n sont les variables de FOURIER (nombres d’onde réduits dans chaque direction). Le
schéma RBV appliqué & une équation linéaire scalaire s’écrit :

(M%M%- - 551M1M§‘1’1- - 552M2M%q’2-) V"t 4 (51M1M§a- + 52#2#%-) w™H
(2.2)

(5%“%(1)161' + 83417 P2b. + 81116211 ((1)115. + @2(’1.)) w'tt = 0

N | —

Sa transformée de FOURIER est alors:

| (cost€r + 1) conti + 1) = dsin(e) costy + s
B — 4 !
—isin(n) (cos(€) + 1)%] (3 42 + )
+ % [sin(f) sin(n) (@16 + (I>2(1) — (cos(§) — 1)(cos(n) + 1)P1a

—(cos(n) — 1) (cos(€) + 1)Pyb + i (sin(f) (cos(n) 4+ 1)a + sin(n)(cos(§) + 1)(,) ] e
(2.3)
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

En multipliant par deux puis en introduisant le facteur d’amplification g défini par "t = g™,

on obtient :

(€0(€)+ 1)(eos(r) + 1) = () cos() + 1)1 = isin () cos(€) + 12| (39° 19+ 1

E

T [sin(g) sin (1) (cplb T <1>2a) ~ (cos(€) — 1)(cos(n) + )®ya — (cos(n) — 1)(cos(€) + 1)®ob

+i (sin(f) (cos(n) + 1)a + sin(n)(cos(&) + 1)b) ] > =0
(2.4)
Le facteur d’amplification ¢ du schéma RBV est une des racines du polynéme :

Y29 + 719+ 7% =0

(2.5)

avec :

2= 3 (con(E) + 1)(cos(n) + 1) = Fsinf)feost) + 1) — sini) cos(6) + 1)
+ [sin(f) sin(n) (@16 + (I>2(1) — (cos(§) — 1)(cos(n) + 1)P1a
—(cos(7) = 1)(cos(€) + 1) @b+ i (sin(€) (cos() + 1) + sin (1) (cos(€) + 1)0) ]

1= = [ (eost€) + 1eost) + 1) = Fsinf€)feostn) + 1)1 — isin () cos(€) + 1)

0 = 1 |(cost€) 1) {costo) + 1) = isin(€) cos() + 1 — sini) cos(e) + 1)

(2.6)

Plus précisément, le facteur d’amplification g(&,7) est la racine qui vérifie la condition de
consistance, c’est a dire ¢(0,0) = 1. Une spécificité du schéma RBV est que le facteur d’amplifi-
cation ¢ n’est pas défini pour les couples de nombres d’onde réduits (£, £7).

Le module de g pour une advection diagonale (@ = b) pour deux nombres CFL est présenté
Fig. 2.1. La premiére observation que 'on peut faire tient a la présence d’une zone de faible
instabilité o I'on observe que |g| > 1. Une étude paramétrique sur le nombre |a| = |b| montre
que cette zone de faible instabilité disparait pour || > 10. La valeur maximale du module de ¢
est observée pour |a| = 1 avec max |g| ~ 1,06. La présence de cette région de faible instabilité
n’est pas a mettre sur le compte de la discrétisation de type monoprédicteur du schéma rBV. En
effet, de telles régions ot |g| est légérement supérieur & 1 ont également été observées pour un
schéma RBV & deux prédicteurs précis a 'ordre 3 en espace et & 'ordre 2 en temps sans que cela
pose de probléemes pour la simulation des équations de NAVIER-STOKES compressibles (voir [27]
p. 107-108).
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Méme si le facteur d’amplification ¢ du schéma RBV n’est pas défini pour les couples de
nombres d’onde réduits (+7,£7), on observe clairement sur la figure (2.1) que la limite de |g]
tend vers zéro pour les nombres d’onde réduits £ = £7 et = £ correspondant aux plus courtes
longueurs d’onde dans les directions diagonales, & I’exception de la droite £ +1n = 0. Cependant,
méme si le chemin suivi pour atteindre la limite passe par la droite £ 4+ 1 = 0, on observe que
la limite de |g| est strictement inférieure & 1. Ce comportement du facteur d’amplification du
schéma RBV est inattendu pour un schéma & un prédicteur a priori peu dissipatif. En effet, le
schéma RBV & une discrétisation spatiale proche des schémas de LAX-WENDROFF-NT et RBVs.
Or ces deux schémas sont stables mais non dissipatifs au sens de KREISS, en particulier, leurs
facteurs d’amplification valent identiquement 1 pour (§,7) = (£7,4+w) dans le cas d’écoule-
ments diagonaux (que ces schémas soient explicites ou implicites). A Dinverse, le schéma RBV
est théoriquement instable puisqu’il existe des couples de nombres d’onde réduits pour lesquels
lg| > 1, mais il dissipe les plus courtes longueurs d’onde quelque soit la direction de ’écoule-
ment puisque le module de ¢ tend vers une valeur strictement inférieure a 1 pour les couples de
nombres d’onde réduits appartenant & {({,7) e RxR/{=nm,ne [-m,7]JU{(,n) e RxR/E{=
—ron € [om, w}UL(€ 1) € R X R/E =€ [, 7], = 7} U{(€,n) € R x RJE = [, 7], = —7).
L’origine de cette propriété doit étre étudiée.

105
osk
= = oF
05k
'1-1”H-ol.swwtl)‘”‘o?swwl
&ln
a=0=0,5;P =P, =1 a=b=5:® =d, =1

Fig. 2.1 - Isovaleurs du module du facteur d’amplification du schéma RBV.
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2.3 Origine des propriétés dissipatives du schéma RBV

Le schéma RBV a le méme support spatial que le schéma de LAX-WENDROFF-NI (1.37) et
que le schéma RBVs (1.55). Or il est bien connu que les schémas & un prédicteur présentent un
défaut de dissipation pour les plus courtes longueurs d’onde, en particulier les schémas de LAX-
WENDROFF-NI et RBVs ont comme propriété |g| = 1 pour (£,n) = (£7,£7), ce qui explique
qu’il faille leur adjoindre une viscosité artificielle pour les mettre en ceuvre [42, 63, 64].

Rappelons également que si un schéma explicite ne dissipe pas les plus courtes longueurs
d’ondes, son implicitation ne modifie pas cette propriété. Vérifions le pour le schéma RBVs (1.55).
En utilisant les notations habituelles Aw™ = w"*t! — w", oy = §a/At, a9 = Sy/At, hy, hy les
flux numeériques dans les directions j et k, le schéma explicite (1.55) peut s’écrire :

AwST = —(Kw™)
Kw = 0151h1 + 0252h2
dx o 1
_ 2, 0T 142 211 (2.7)
h1j+%7k = |:,u1,u2f 5 (I)l( 5z f‘|‘ 5y g):|]‘_|_l7k
oy d1ptz dapty
_ 2 _2J
hajppsr = [lh,uzg > q’z( 50T 5y Y et
’ 2

La version totalement implicite de ce schéma s’écrit :

szk = —(le”"'l)Lk (2.8)
FElle est de la forme:
avec icl:
H=Id+ K (2.10)

ou Id désigne 'opérateur identité.

Appliquons maintenant le schéma & une équation linéaire scalaire. Les opérateurs K et H
deviennent linéaires et, en notant K et H leurs symboles de FOURIER respectifs, le facteur
d’amplification du schéma s’écrit :

H-K 1
H 14K

g= (2.11)

Rappelons que pour le schéma RBVs (1.55) le symbole de FOURIER K de 'opérateur explicite K
est donnée par:

K = % [sin(f) sin(n) (@16 + (I>2(1) — (cos(§) — 1)(cos(n) + 1)P1a

—@%my—m@%@y+n¢ﬁ+i@m@ﬂmqm+1m+gmm@%@y+n@]

(2.12)
et que le facteur d’amplification du schéma explicite vaut :

g=1-K (2.13)
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2.3. Origine des propriétés dissipatives du schéma RBV

Nous retrouvons bien la propriété de stabilité inconditionnelle des schémas implicites (a
savoir |g| < 1 pour tous (&,7,a, b)) Par contre, si le schéma explicite n’est pas dissipatif
au sens de KREISs alors le schéma implicite correspondant n’est pas non plus dissipatif au
sens de KRrEIss (en effet, si K s’annule en (+7,+£7), on retrouve pour le schéma implicite

lg(§ =%m,n=%7)] =1).

Trois caractéristiques essentielles distinguent le schéma RBV de la version implicite du schéma
RBVs (1.55):

1. Popérateur de différentiation temporelle du schéma RBV est moyenné en espace par 'opé-
rateur discret p?pu?;

2. l'opérateur de différentiation temporelle du schéma RBV utilise trois niveaux de temps
Vo't = 3w — 4w + w"1)/2;

3. la dérivée de temps intervient dans la partie dissipative du schéma (utilisation du résidu
complet), ce qui assure l'ordre 2 en temps du schéma RBV.

La question se pose alors de déterminer laquelle ou lesquelles de ces caractéristiques amé-
liorent fondamentalement les propriétés dissipatives du schéma rRBV. Pour répondre & cette ques-
tion nous proposons d’étudier une suite de schémas permettant de passer du schéma rRBC (1.55)
au schéma RBV en passant successivement par les trois étapes que nous venons d’énumeérer.

2.3.1 Influence de la moyenne spatiale de ’incrément temporel

Le premier schéma que nous considérons est la version implicite du schéma RBvs (1.55)
sur lequel on effectue une moyenne spatiale des termes de discrétisation temporelle. Le schéma
résultant de cette modification s’écrit :

wn—l—l — wh o
b ( At ) T (ARG =0
]7

dx 01 Py Oy daPomn
A= - = - . 2.14
('ul'u2 2 Sz 2 Sy ( )

~ n+l - 142 dapn il
22 * Y 7 j+tm+s

Nous avons vu que pour un schéma classique, 'opérateur implicite s’écrit formellement H =
Id + K. S5i on intégre maintenant dans la phase implicite les pondérations spatiales dues a
lopérateur u?u2 appliqué a szk, l'opérateur implicite devient :

H= 33+ K (2.15)

ol K est 'opérateur de la phase explicite telle qu’elle a été définie au paragraphe précédent. Le
symbole de FOURIER de cet opérateur implicite est :

1 .
H= Z(Cos(f) + 1)(cos(n) + 1) + K (2.16)
Le facteur d’amplification ¢ du schéma devient :

_ (eos(€) + )(cos(n) + 1)
(cos(§) + 1)(cos(n) + 1) + 4K

(2.17)

Pour (&,7) = (£7,4+7), K est toujours identiquement nul. Par contre g n’est plus défini puisque
(cos(&) + 1)(cos(n) + 1) s’annule également pour ces valeurs de & et 7. Les instabilités que
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

I’on observe avec les schémas monoprédicteurs classiques se produisent pour les plus courtes
longueurs d’onde pour des advections diagonales. Nous nous plagons donc dans le cas d’une
advection diagonale, soit ¢ = b, ®; = 1 et &5 = 1. Sous ces hypothéses, le facteur d’amplification
g(&, n) se simplifie en :

_ K
9= 1-5
H = %(Cos(f) 1) (cos(n) + 1) + K
. (2.18)
K= asin(€)sin(n) = | (cost€) = 1feost) + 1)+ (cos() = Deos(©) + 1)
15 [sn(©)ost) + 1) +sin(1) cos() + 1
Sur la droite d’équation n= —¢§, ¢ se simplifie pour donner :
_ K
g9 = 1— T
H = Z(Cos(f) + 1)+ K (2.19)
K =0

On remarque que K est identiquement nul quel que soit &, on en déduit que g vaut identiquement
1 en tout point de cette droite et par conséquent :

Jim lg(€,m)| =1 (2.20)

[¢]—=m

Sur toute autre droite = of avec o # —1, les changements de variables £ = 7 — 2 et
n = 7 — y nous permettent d’effectuer un développement limité de ’équation de ¢ au voisinage
de (¢ = 7, = 7). Ce changement de variables nous donne:

cos({) = —cos(z) . T
LI 2 am e Imbeni= ) (2:21)
g est maintenant donné par les relations:
_ ., Ky

g($7y) =1 H(ac,y)
Hey) = 101~ cos(e)) (1~ cos(y)) + K (r,)
K(z,y) = asin(z)sin(y) + g [(1 + cos(z))(1 —cos(y)) + (14 cos(y)) (1 — cos(x))

—I—ig [sin(x)(l — cos(y)) +sin(y) (1 — cos(z))

(2.22)
en remplacant H par son expression, et en se plagant sur une droite d’équation y = ax, o # —1,
la fonction donnant la valeur du module de g devient :

%(1 — cos(2))(1 — cos(ax))

(2.23)

9| = -
\/(%(1 —cos(z))(1 — cos(ax)) + Re(K)) + Im(K)?
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2.3. Origine des propriétés dissipatives du schéma RBV

A paramétre o fixé, cette fonction admet pour développement limité en z au voisinage de zéro:

1 o 9 4
=—-——0"4+0(x 2.24
9= S g + O (2:20)
Si v # —1 alors limyzaom |g| = 0 quel que soit le chemin par lequel on fait tendre (&, n) vers (7, )
T —

a Pexception de la droite n = —£. Ce comportement du module du facteur d’amplification est
vérifié numériquement et illustré Fig. 2.2. On voit bien que pour o = —1, c’est-d-dire sur la
droite d’équation n = =&, le module de g vaut identiquement 1. Par contre, le module de g est

nul au voisinage des couples de nombres d’onde (£, n) = (7, 7) et (&, n) = (=7, —7).

1 1
I 0.1 I
05 0.5 05
| 1 9 |
B 0.8 ’ 0.2 B
| 03 \\ |
3 0.9 3
B B
= or 0.5 0.9\\0.6 = or
|l 0.1 \\ 1 0.3 |
I 0.4 6 I
05} & 05}
i 0.2 i
- \\\g\ -
g - P P P g -
8 -0.5 0 0.5 1 -1
&ln

a=0=0,5;P =P, =1

FiG. 2.2 - Isovaleurs du module du facteur d’amplification du schéma RBC préservant la vorticité
pour les écoulements stationnaires modifié avec moyenne spatiale de "opérateur de différentiation
temporelle.

Conclusion sur la moyenne spatiale

L’opérateur de moyenne spatiale p?u3 appliqué aux termes de discrétisation a une influence
majeure sur le module du facteur d’amplification des schémas implicites sauf pour les ondes
telles que n = —€.
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2.3.2 Ajout de ’'incrément temporel a trois niveaux de temps

Le deuxiéme schéma que nous considérons est une modification du schéma (2.14) dans lequel
on remplace 'incrément & deux niveaux de temps par un incrément & trois niveaux de temps qui
approche une dérivée temporelle & I’ordre 2 au temps "1, Le schéma résultant de cette modifi-
cation n’offre pas une précision temporelle & I'ordre 2 puisque c’est encore le résidu stationnaire
et non le résidu complet qui intervient dans la dissipation numérique. Ce schéma s’écrit :

3wn—|—1 — 4™ + wn—l
2 2 santl
:ulluz( AL )jk+(ArS)j7k =0
ox 51(I)1M2 0y 6P
A= - — — . 2.2
('ul'u2 2 dx 2 dy (2.25)
~ ot 51#2 52#1 (s
TS W F+-3
Z v’ ittt
Appliqué & un systéme d’équations linéaires scalaires, il devient :
3wt — 4w + w"! 1 1 .
M%H% ( 5 ) + (&Ml#%- - 55%,“%@1- - 55111152#2(1)2-) aw] }';1
5k
1 e
+ (52;12#% — 551,&152#2@1. 52,ul ) bw +1 = 0
(2.26)

Une transformation de FOURIER et les mémes opérations que pour le schéma RBV nous donnent :

%(cos(f) + 1)(cos(n) + 1) (392 —4dg+ 1)
n [sin(g) sin(n) (D1 + @) — (cos(&) — 1)(cos(n) + 1) @1 — (cos(y) — 1)(cos(€) + 1) @b

+i (sin(f) (cos(n) + 1)a + sin(n)(cos(&) + 1)b) ] > =0
(2.27)
Le facteur d’amplification ¢ de ce schéma est la racine qui vérifie la condition de consistance
9(0,0) = 1 du polynéme v29% + v19 + 70 = 0 avec:

72 = Sleos(e) + 1)feos(n) + 1)

+sin(€) sin(n) (cplz; T cpga) ~ (cos(€) — 1)(cos() + 1)®ya

—(cos(n) — 1) (cos(€) + 1)Pyb + i (sm(f) (cos(n) + 1)a+ sin(n)(cos(§) + 1)b)
7 = —(cos() + 1)(cos(n) + 1)
Yo = yleos(&)+1)(cos(n) +1)

(2.28)

Dans le cas d'une advection diagonale (cf. F1G. 2.3), le calcul numérique du facteur d’am-

plification montre que toutes les ondes sont dissipées. Dans ce cas, le schéma apparait dissipatif
au sens de KREISS.

Conclusion sur ’incrément total

L’utilisation d’un incrément temporel 4 trois niveaux de temps couplé & une moyenne spatiale
de cette incrément confére d’excellentes propriétés dissipatives au schéma implicite.
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0.5 0.5
0.5 0.5

. nin
o
————

, n/n
o
—T T

0
&ln

a=0=0,5;P =P, =1

FiG. 2.3 - Isovaleurs du module du facteur d’amplification du schéma RBC préservant la vorticité
pour les écoulements stationnaires modifié avec moyenne spatiale de "opérateur de différentiation
temporelle & trois niveaux de temps.

2.3.3 Ajout du résidu complet dans la dissipation numérique

Il ne reste plus qu’a introduire les termes instationnaires dans la dissipation du schéma (2.25)
pour aboutir & 'expression du schéma RBV. Cette opération a pour effet de rendre le schéma
moins dissipatif suivant la direction de ’advection sans modifier ses propriétés dissipatives pour
les plus grands nombres d’onde réduits (cf. FiG. 2.1). Elle fait aussi apparaitre un légére zone
d’instabilité dans le milieu du spectre mais est indispensable pour garantir la précision d’ordre 2
en temps du schéma. Cette instabilité disparait pour des CFL supérieurs a 10.

Conclusion

Les caractéristiques qui améliorent fondamentalement les propriétés dissipatives du schéma
RBV sont la moyenne spatiale de 'incrément temporel et 1'utilisation de I'incrément temporel
& trois niveaux de temps. Plus précisément, c’est la moyenne spatiale de 'incrément temporel
& trois niveaux de temps qui modifie en profondeur les propriétés dissipatives du schéma RBV.
L’utilisation du résidu complet dans la dissipation numérique réduit un peu les effets dissipatifs
et assure 'ordre deux en temps.
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2.4 Reésolution du schéma RBV

La méthode utilisée pour résoudre la phase implicite non linéaire du schéma RBV repose
sur une technique dite de « pas de temps dual » ou DTs (pour Dual Time Stepping) parfois
appelée méthode de pas de temps fictif. Cette technique a été proposée pour la premiére fois par
PEYRET [69] et développée dans [25, 70, 82| pour la résolution d’écoulements incompressibles.
Elle a ensuite été adaptée par JAMESON [35] pour la résolution d’écoulements compressibles.
L’utilisation d’une méthode de pas de temps dual pour augmenter la précision temporelle des
schémas de type RBC a initialement été proposée par LERAT & CORRE [43], étudiée dans la
thése de HANss [27] et publiée dans [18].

2.4.1 Formulation en pas de temps dual

La formulation en pas de temps dual du schéma RBV présentée dans ce paragraphe s’inspire
largement des travaux [18, 27], les notations et la présentation sont toutefois différentes de ma-
niére & prendre en compte la formulation A(7) = 0 du schéma RBV.

On cherche w solution de w¢+ f(w),+¢(w), = 0 comme solution stationnaire d’un probléme
d’évolution par rapport & un temps dual 7:

wr +w + f(w)e +g(w)y =0 (2:29)

En pratique on cherche & calculer la solution au temps physique t"*1 = (n+1) At comme 1’état
stationnaire du probléme (2.29). Pour atteindre cet état stationnaire, on utilise une méthode de
sous-itérations sur le temps fictif. La notation w™" désigne la valeur w au temps fictif mA7 dans
le processus de convergence vers I’état stationnaire partant de 1’état initial w”. La valeur w™™
est affectée & w™ ! lorsque la convergence en temps fictif est atteinte, en théorie lorsque m — oo.
Bien évidemment on cherche en pratique & minimiser le nombre d’itérations m pour atteindre
I’état stationnaire en temps fictif, c’est-a-dire w,; ~ 0. Une méthode efficace requiert 1'utilisation
d’un schéma implicite en temps fictif pour garantir une convergence rapide. En introduisant la
notation Aw™™ = w™™ !l — ™™ le schéma implicite en temps fictif de la formulation A7 = 0
du schéma RBV s’écrit :

Ap™™m o
( 2 ) + (AR = 0
J

AT
A B 5_x51(1>1u2 B 5_952q)2:u1
=\ 5T T Sy
Vw ¢ 6 e
~n,m+1 _ — 1K2 21
Tkl T (“1“2 At It oy g)j+l ket
7R3

(Vw)mm—l—l B (3wn,m—|—1 — 4"+ wn—l)
AL DAL "

(2.30)
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2.4.2 Phase implicite sur le pas de temps dual

Une linéarisation des flux donne la phase implicite compléte a 9 points d’espace du schéma
en pas de temps dual (2.30). Le solveur direct du schéma est alors:

1 1 3AT
[ I+ (N%N% - 551H1H%q)1 - 552,“2#%(1)2) SAL
5212 81116 ATA
+ (fhmu%— 12“2@1— 1“122“2%) = (2.31)
823 d1p1d ATB . o
+ (&Mz#% - 2;1 P, — 1#12 2/ (I>1) 5 Awn™ = AT (A7)}

On pose A = %7 A= A(;;UA, B= AgyB, et on utilise les égalités u? = (14 6%/4), u2 = (I+ 62/4)

pour écrire la phase implicite sous la forme:

2 2 252 2 2
I + (H_|_51 52_|_5152_51M1(H+5_2)(I)1_52M2(H+5_1)q)2)/\

FIREVIREETS 2 4 2 4

52 52 52 Oy 416 .
+ (51H1 (]I-I- ZZ) - ?1 (]I—I- ZZ) ¢, — wqb) A
2

2 2
o (15 - 5 (10 ) - B0, ) g = s v
(2.32)
De méme que pour les schémas RBC mis en ceuvre pour les calculs d’écoulements station-
naires, la méthode de résolution de la phase implicite est une méthode itérative de relaxation
par lignes de type GAUSS-SEIDEL & balayage symétrique suivant les lignes horizontales puis ver-
ticales (HVLGS a deux balayages). Il a été montré par CORRE [17, 19] que cette méthode de
relaxation offre I'efficacité optimale (rapport cott de calcul - vitesse de convergence) pour une
phase implicite a 5 points. La phase implicite simplifiee & 5 points du schéma (2.30) devient :

2 2
[ - (H+5_1+5_2_51u1q)1_52u2q)2)A

4702 2
(2.33)

52 A 52 - n,m T, TTL
+ (51,U1 — ?1(1)1) A+ (52#2 — ?2(1)2) B Aw]jk = —Ar (Ar)j,}c

Rappelons que la stabilité et la convergence des algorithmes de relaxation dépendent de
fagon déterminante du caractére dominant diagonal de la matrice tridigonale a inverser, c’est
pourquoi on reprend les choix effectués et justifiés dans [27] de ne conserver que la contribution
sur la diagonale des opérateurs discrets appliqués & A et de remplacer dans la phase implicite
les matrices de dissipation des schémas RBC ®; et ®, par les matrices signes des moyennes de
ROE des matrices jacobiennes des flux sgn(Ag) et sgn(Bg).

La phase implicite résolue en pratique est finalement :

. 1 . . 1 . . nm
[+ AI4 Adypq — §|A|5f + Béopg — §|B|5§ Awry" = A7 (AF)7y

(2.34)
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

2.4.3 Analyse de stabilité en temps dual

Seuls les termes aux niveaux temporels n,m et n,m + 1 interviennent dans ’analyse de
stabilité du schéma implicite en pas de temps dual. Le schéma peut alors s’écrire formellement :

HAW™™ = —Kw™™ (2.35)

Pour effectuer une analyse de VON NEUMANN du schéma en pas de temps dual, on introduit le
mode wZ’km = "™ ei€e™ ot on suppose les flux linéaires de la forme f(w) = aw, g(w) = bw.
Soient K et H les transformées de FOURIER des opérateurs explicite et implicite du schéma, le
facteur d’amplification ¢ du schéma en pas de temps dual est donné par:

g = 1- %
K = A (cos(&) + 1) (cos(n) + 1) + lsin(f) sin(n) (sgn(a)b + sgn(b)(z)
4 2

— 5sn(@)(cos(€) — 1)(cos() + 1) — Ssan(b)(cos(€) + 1) (cos(s) — 1)}

+% sin (€) (cos(n) + 1) (d - %sgn(a)) +sin(n)(cos(§) + 1) (5 - gsgn(b))]

H = 14X al(cos(€) = 1) = [bl(cos(n) — 1) + |sin(€)a+sin(n)b]

(2.36)
Le facteur d’amplification ¢ du schéma en pas d(? temps dual dépend du parameétre A = %ATI
et des nombres CFL sur le temps dual ¢ = “@T et b = b?—T. On voit immédiatement que pour

les couples de nombres d’onde réduits critiques (£,7) = (£7,£7), la transformée de FOURIER
K de l'opérateur explicite s’annule alors que celle de 'opérateur implicite simplifié H utilisé sur
le pas de temps dual reste strictement positive ce qui implique |g(£7,£7)| = 1. Nous avons vu
au paragraphe 2.2 que le solveur direct du schéma RBV dissipe les courtes longueurs d’ondes.
L’équation (2.36) montre que le schéma en pas de temps dual mis en ceuvre pour approcher
le solveur direct perd cette propriété, ce que 'on peut observer FiG. 2.4 ou dans le cas d’une
advection suivant une diagonale du maillage avec ¢« = 1 et b = 1, le module de g prend pour
valeur 1 pour les couples de nombres d’onde réduits critiques (£, ) = (£7, £7) quelles que soient
les valeurs de A et des nombres CFL en temps dual & et b.

Pour espérer retrouver les propriétés de dissipation du solveur direct, il faudrait que la
transformée de FOURIER de la phase implicite en pas de temps dual s’annule pour les plus
courtes longueurs d’onde, que la limite de % pour £ — +m et n — L7 soit définie et que le
module de (1 — lim %) soit strictement inférieur a 1. Des pistes de recherche allant dans ce
sens ont été explorées pendant la thése, sans aboutir. Une autre méthode doit donc étre utilisée
pour stabiliser le schéma de résolution sur le pas de temps dual quand cela s’avére nécessaire et
assurer la convergence vers 1’état physique & 'instant ¢**1,
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Fig. 2.4 - Isovaleurs du module du facteur d’amplification du schéma de résolution en pas de
temps dual du schéma RBV pour une advection diagonale.

2.4.4 Filtrage de la solution en pas de temps dual

L’ajout d’une viscosité artificielle classique aurait pu étre envisagé pour amortir les insta-
bilités numériques pouvant déstabiliser le calcul pendant 1’étape de résolution en temps fictif
du schéma rBV. Cette méthode fait intervenir des coeflicients dont la valeur dépend du type
d’écoulement calculé et induit donc un calibrage de la méthode par I'utilisateur. De plus, elle
est mal adaptée & la formulation de type A7 = 0 du schéma RBV et n’a donc pas été retenue.

La méthode proposée pour rendre dissipatif le schéma de résolution en pas de temps dual
repose sur 'utilisation de filtres spatiaux qui dissipent les hautes fréquences. La possibilité d’ap-
pliquer des filtres d’ordre de précision élevé doit permettre de ne pas altérer la qualité de la
solution du schéma RBV tout en apportant la dissipation qui manque & la phase implicite du
schéma de résolution sur le pas de temps dual.

Les filtres spatiaux utilisés en simulation numérique des écoulements et en aéroacoustique
ont pour role de dissiper les instabilités aux hautes fréquences, ce sont donc des filtres passe-
bas. Appliquer un filtre F' & une variable ¢ continue suivant chaque direction d’espace revient &
effectuer un produit de convolution de cette variable ¢ par une fonction F & support compact
telle que F'(¢) = F « ¢. Il s’agit donc de pondérer la fonction ¢ par la fonction F. Dans le cas
d’une variable & valeurs discrétes sur un maillage cartésien régulier, un filtre peut étre assimilé
& la discrétisation d’un produit de convolution.

Dans la pratique, un filtre est un opérateur linéaire centré qui effectue une moyenne spatiale
pondérée de la variable filtrée. Les coefficients de cette pondération sont déterminés grace a des
développements de Taylor pour obtenir 'ordre de précision, et une analyse de FOURIER pour
assurer la dissipation des ondes aux hautes fréquences. Suivant les conclusions de la thése de
GUENANFF [26], le filtrage est appliqué au vecteur d’état en fin d’itération, ce qui assure la
dissipation des plus grands nombres d’onde réduits.
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

Filtres discrets

Soit ¢(z) une quantité discrétisée sur un domaine 1-D de dimension infinie. On note ¢,
les valeurs des échantillons de ¢(z). Sur l'intervalle d’échantillonnage, tout signal ¢, peut se
décomposer comme une somme de Dirac translatés:

+oo

p==00

Soit I un filtre discret et F,, = F(d,,) sa réponse impulsionnelle discréte. Si " est un opérateur
linéaire stationnaire, alors il se calcule par la convolution discréte :

o0
F(¢n)= > ¢pFnp=0*Ty (2.38)
p=—0c0
Lorsque la quantité ¢ est discrétisée sur un domaine & deux ou trois dimensions d’espace, les
filtres sont appliqués de maniére successive suivant chaque direction du domaine.
Filtres explicites

Un filtre explicite d’ordre p = 2N a un support spatial de (2N + 1) points. Les valeurs de la
quantité filtrée ¢ sont obtenues directement par:

(2.39)

Cet opérateur est symétrique lorsqu’il est appliqué sur des maillages réguliers. Il n’y a donc que
(N +1) coefficients a,, & déterminer par la résolution d’un systéme linéaire de (N 4 1) équations.
N équations sont données par des développements de Taylor & 'ordre 2N.

1 9 2 . 9 ZO (1)
0 1 22 N2 1
=1 . (2.40)
0 22(]\7—1) . . NQ(N—I) .
an 0

La derniére équation vient d’une condition fréquentielle sur le module de la fonction de transfert
du filtre (ici un schéma centré symétrique). Cette fonction de transfert s’écrit :

He(K)= > ane™ (2.41)
n=—N

Elle est strictement réelle, paire et 27 périodique du nombre d’onde exacte K. La symétrie des
coeflicients @, nous donne:

N
Hp(K)=ao+ Z 2a,, cos(nk) (2.42)

n=1
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2.4. Résolution du schéma RBV

Pour amortir les instabilités numériques se produisant une maille sur deux, il faut annuler
le module de H; pour K = 7, ce qui donne:

N
a+ Y (~1)"a, =0 (2.43)

Le systéme linéaire qui détermine la valeur des coefficients d’un filtre explicite d’ordre 2.V
est donc:

1 2 2 2 ag 1
0 1 22 N? ay 0
=1 . (2.44)
0 22(N—1) N2(N—1) an—_1 0
-2 2 2(-1)N an 0

Les coeflicients qui définissent les filtres explicites d’ordre 2, 4, 6, 8 et 10, que 'on peut
trouver dans [40, 74|, sont rappelés dans le tableau 2.1. Leur connaissance permet de calculer la
réponse impulsionnelle hp(z) de chacun des filtres par transformée de FOURIER inverse de leur
fonction de transfert H(K):

ho(e) = 2= [ Ho(K)e5" ak (2.45)

~ o .

On remplace H(K) par son expression et on permute les opérateurs de sommations et d’inté-
gration :

N
1 T
he () = o > an / ek ztnaz) g (2.46)
n=—N -

La réponse impulsionnelle d’un filtre explicite d’ordre N est alors:

N .
ho(z) = n;N an Sm;z;(i J;Zi)x ) (2.47)

Les fonctions de transfert et réponses impulsionnelles de filtres explicites d’ordre 2 & 10 sont
représentées FiG. 2.5.

Filtre ao ai as as as as Ordre
2 1/2 1/4 0 0 0 0 2
Fy 5/8 1/4 ~1/16 0 0 0 4
Fe 11/16  15/64  —3/32 1/64 0 0 6
Fa 93/128  7/32 —7/64 132 —1/256 0 8

Fio  193/256  105/512 —15/128 45/1024 —5/512 1/1024 10

TaB. 2.1 - Coefficients des filtres explicites
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O(Az19) O(Az?) O(Axz®) O(Az?) O(Az?)

O(Az?%)

H(k)

H(k)

A

H(k)

A

Hk)

A

H(k)

A

H(k)

A

A

h(x)
104% -5ax 5ax 108 x
h(x)
104x -5ax S e 1086 X
h()
.
104% -5ax A 108 x
h()
e,
104% -5ax WA 108 x
h()
N
104% -5ax \D/ 5ax 108 x
h()
— /N
NS Az
104% -5ax 5ax 108 x

FiG. 2.5 - Fonctions de transfert et réponses impulsionnelles de filtres explicites
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2.4. Résolution du schéma RBV

Filtres implicites

Pour les filtres implicites utilisés par VISBAL & GAITONDE [86, 87|, les valeurs de la quantité
filtrée ¢ sont obtenues en résolvant :

N

apdiot+ di+apdii =Y %n(qﬁwrn + i—n)

n=0

(2.48)

Le parametre ay permet d’ajuster la largeur de la bande passante du filtre. Pour des raisons
de stabilité, sa valeur doit étre comprise dans l'intervalle ] — 0, 5;0, 5]. Faire tendre oy vers 0,5
augmente la bande passante du filtre et le rend moins dissipatif. A I'inverse, lorsque oy tend vers
-0,5 la bande passante diminue et le filtre dissipe une plus grande gamme de nombres d’onde.
Les coefficients de ces filtres sont donnés dans le tableau (2.2).

Filtre ao ai as as as as Ordre
1 1
Fs —tay —tay 0 0 0 0 2
2 2
5 3oy 1 -1  «
F. 242t = — Y 0 0 0 4
! st g Tos s v
115 15 17 -3 3 1
g M sap 15 17ap =3 30y 1 ay 0 0 6
16 8 327 16 16 3 32 16
P 93 4 70a ¢ 74+ 18a; —7 4 4oy L_O{_f —_1+oz_ 0 3
128 16 32 16 8 128 ' 64
- 193 4+ 126a; 10543020y  15(—1+2a;)  45(1—2ay)  5(—1+2as) 1—2ay; "
' 256 256 64 512 256 512

TaAB. 2.2 - Coefficients des filtres implicites

Contrairement aux filtres discrets présentés au paragraphe 2.4.4, on voit que les filtres im-
plicites peuvent s’écrire sous la forme d’une équation récurrente :

1 N
Z appi—) = Z bndin (2.49)
n=—N

k=-—1

avec g = a1 = ay, a9 = 1, bg = ag et b_,, = b, = a, /2. Soit F la réponse impulsionnelle
d’un filtre implicite, ¢ = F % ¢, sa fonction de transfert s’obtient en calculant la transformée
de FOURIER de 1'équation (2.49). La transformée de FOURIER de ¢,[i] = ¢[i — n] est ¢, (K) =
H(K)e~X donc

N —in
Fik) = A8 Do b

(K)  Thomy are™

(2.50)

S| -p

Le filtre est stable si sa réponse impulsionnelle (et donc sa fonction de transfert) est finie.
Ceci implique que le dénominateur de (2.50) ne s’annule jamais, c’est-a-dire que les racines du
polynéme leg:—1 are™*X ont un module différent de 1. Cette propriété est vérifice dés que
ay €]—0,5:0,5[. Pour plus de précisions sur les filtres, les convolutions discrétes et leur appli-
cation & des signaux finis (domaine spatial borné) on pourra se reporter a [54, pp. 48-58].
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

Choix du type de filtre

Les filtres implicites sont intéressants en aéroacoustique parce que leur réponse peut étre
optimisée suivant les différents nombres d’onde en faisant varier le paramétre ay. Leur mise en
ceuvre implique la résolution sur chaque ligne de maillage et dans chaque direction d’un systéme
linéaire tridiagonal dont la dimension est le nombre de cellules sur la ligne dans la direction
considérée.

Dans la mesure ol le schéma RBV est destiné en principe & des calculs d’aérodynamique
et non d’aéroacoustique, les filtres choisis pour stabiliser 1’étape de sous itération en pas de
temps dual sont des filtres explicites. Pour plus de précisions sur les caractéristiques des filtres
implicites et leurs fonctions de transfert, on pourra se reporter entre autre a [40, 86, 87].

Filtrage en pas de temps dual

Lorsqu’il y a plus d’une dimension d’espace, 'opérateur de filtrage est appliqué successive-
ment suivant chaque direction de maillage. Un filtrage suivant les deux directions du maillage

est appliqué au schéma (2.30) dont la solution & Iinstant fictif 7™+ est:
ym+l , ~n,m+1
wi T = wi = AT(AR) (2.51)

Un filtre explicite d’ordre 2N dans la direction j est appliqué en tout point du domaine:

N

—n,m+1 n,m n,m+1
wi = Z a (wj-l—l,k — AT(AF) % ) (2.52)
[=—N

Un filtre explicite d’ordre 2N dans la direction k est appliqué en tout point a la solution pré-
cédemment filtrée suivant la direction j. La solution calculée & la fin d’une itération en temps
fictif est donc:

N N
=n,m+1 n,m ~n,m—+1
Wy = Z a, Z a; (wj+l7k+p - AT(Ar)j+l7k+p) (2.53)
p=—N =—N

=n,m+1 . . . . . . .
La solution filtrée w; ; suivant les deux directions j et k£ du maillage est une approximation a

I'ordre 2N de wZ’ka. On peut réécrire 'expression précédente sous la forme d’une approxima-
tion discréte d’un probléme d’évolution en temps fictif. L’équation discréte effectivement résolue
a chaque itération en temps fictif lorsqu’on applique un filtre & ’étape de convergence en pas de
temps dual du schéma RBV est alors:

=n,m-+1 n,m N N n,m n,m
Wik  —Wig n apar (AR = Wik T 22 221 WLy (2.54)
AT Z Z Pt JHLEk+p — AT :
p=—N[==—N
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2.4. Résolution du schéma RBV

A convergence, le terme instationnaire en temps fictif est nul et le systéeme d’équations résolu
par le schéma plus filtre est:

n,m

N N n,m
w, Apaqw.
E E apal(A ~)n,m-|—1 3.k ZP Zl 4 J+lk+p

Jtbktp T T AT

P
p=—NI[==N

(2.55)

Le membre de gauche de ’équation (2.55) est une approximation a l'ordre 2N de A7 = 0.
Le membre de droite est un terme d’ordre 2V — 1 correspondant & une dissipation linéaire du
méme type que celle intervenant dans le schéma de LaX. Ce terme dépend en toute rigueur
du pas de temps fictif. L utilisation de grand pas de temps fictif et donc d’un schéma implicite
pour la convergence en temps fictif permet de rendre ce terme négligeable devant les termes
d’erreur du schéma RBV lorsque 'ordre du filtre est suffisamment élevé, d’ordre 6 et plus. Dans
ces conditions, on peut considérer que la solution physique au temps t"T! est pratiquement

indépendante du pas de temps fictif utilisé.

Filtrage prés des parois

Les filtres d’ordre élevé ont des supports spatiaux relativement étendus. Plutot que d’abaisser
I’ordre de précision du filtrage prés des parois, on utilise des filtres décentrés du méme ordre
que le filtre centré utilisé dans le reste du domaine de calcul. En reprenant les notations de [23]
et en les simplifiant pour des filtres explicites, la formule de filtrage perpendiculairement a une
paroi est :

G = Loy tnid (2.56)
i€{2,...,5}

Les coefficients correspondants, tirés de [23], sont donnés pour les filtres explicites TAB. 2.3.

Point : =5  Filtre ais az,s as,s ass as.s ass ars as.s ags aio,s aiis
E ! 5 R 15 407 63 105 15 R 5 !
10 1024 512 1024 128 512 256 512 128 1024 512 1024
Point : =4  Filtre a1,4 az,4 as 4 Q4,4 as.4 ae 4 ar.4 as.4 a9 4 ai0,4 ail,4
1 1 7 25 35 7 7 1 1
g 256 T 32 64 32 128 T 32 64 T 32 256 0 0
F 1 5 45 113 105 _ 63 105 15 45 5 1
10 1024 512 1024 128 512 256 512 128 1024 512 1024
Point : =3  Filtre aizs as;s ass aq s ass ag,s ars ass ass ai,s ai s
1 3 49 5 15 3 1
e &1 37 &1 6 e 37 Tod 0 0 0 0
1 1 57 7 35 7 7 1 1
Fy ~ 286 32 64 32 128 32 64 32 ~ 286 0 0
E ! 5 979 15 105 63 105 15 R 5 !
10 1024 512 1024 128 512 256 512 128 1024 512 1024
Point : =2  Filtre a1 a2 as 2 Q42 as,2 ag 2 ar2 as 2 ag 2 ai10,2 a2
1 3 3 1 1
Fy ic I s -3 ic 0 0 0 0 0 0
1 29 15 5 15 3 1
e 81 5z 81 ~16 & "33 & 0 0 0 0
1 31 7 7 35 7 7 1 1
g 256 32 64 =) 128 T 32 64 T 32 256 0 0
F 1 507 45 15 105 _ 63 105 15 45 5 1
10 1024 512 1024 128 512 256 512 128 1024 512 1024

TAB. 2.3 - Coefficients des filtres explicites décentrés
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2.5 Etude de lerreur du schéma RBV par la méthode du sys-
téme équivalent

Les premiers travaux introduisant le concept de systéme équivalent sont les travaux de
HirT [30] et de YANENKO & SHOKIN [89, 91, 90] qui parlent de « first differential equation »
pour une équation & l'ordre de précision du schéma. WarRMING & HYETT utilisent I'expression
« modified equation » dans leurs travaux relatifs a la stabilité des schémas alors que LERAT &
PEYRET ont introduit la notion d’équation équivalente a ’ordre r dans des travaux portant sur
le role des effets non linéaires dans 'origine de certaines oscillations parasites [47, 48, 45, 49, 46].
La méthode du systéme équivalent consiste & définir un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles (dit systéme équivalent a l'ordre r) discrétisé par le schéma & un ordre entier r supérieur
a ordre de précision du schéma. Pour une bibliographie plus compléte, on pourra se reporter a
louvrage de LERAT [41].

2.5.1 Systéme équivalent du schéma RBV

Nous nous intéressons ici au premier terme d’erreur du schéma RBV. Le schéma est précis
a Pordre 2 en espace et en temps, nous allons donc étudier le systéme équivalent a 'ordre 3.
Ce systéme équivalent comporte donc les termes du systéme exact, plus des termes d’erreur
d’ordre 2. La contribution des termes dissipatifs du schéma RBV intervient & 'ordre 3 dans le
systéme équivalent, ce qui nous permet de ne considérer que le schéma simplifié :

(ppaf) it =0

Vw 6§ d n
~n+1 _ — 1K2 2
Uil el T (“1“2 T oy g)j+§,k+§ (2.57)

(Vw)n-"1 B (Sw”"'l — dw™ + w”_l)
AL, DAL "

On écrit les opérateurs u? et 3 sous les formes:
5% 62
12 = (H Zl) et pl= (H ZQ) (2.58)

Le produit (I+ %)(]I + %) donne un terme en §262 dont les premiers termes d’un développe-
ment de TAYLOR sont d’ordre O(8225y?), leur contribution dans le systéme équivalent est & un
ordre supérieur & Iordre 3. Le terme en 6752 n’est donc pas conservé. Le schéma simplifié pour
I’étude du systéme équivalent devient :

(2.59)

Rappelons que les développements de TAYLOR des opérateurs discrets utilisés donnent :

an-l—l AtQ
Aijt’k = w;— TU)ttt + O(At?’) , , )
O1p Wk 5 djwjk = dr wee +O(027)
TJ’ = wy+ 5 Weew + O(dz*) (2.60)
) ; F) 2 52 . - 4 2 oS 4
%;U]’k = wt %wyyy + 0(5@/4) 2 Wik Y wyy +O(0y7)
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2.5. Etude de I’erreur du schéma RBV par la méthode du systéme équivalent

On remplace dans (2.59) les opérateurs de discrétisation par leurs développements de TAYLOR
pour obtenir I’équation approchée a 'ordre 3 par le schéma RBV :
At? Sz? 5y? 5y?

Sa?
wi+ fot gy = ?wttt — T(wt + 9y)zw — T(wt + fo)yy — 7fmx — ?gyyy (2.61)

On modifie 'écriture du deuxiéme et du troisiéme terme du membre de droite de I’équation (2.61)
en réutilisant cette équation et en négligeant toujours les termes d’ordre supérieur a 3. Le systéme
équivalent & ’ordre 3 du schéma RBV pour un systéme d’équations non linéaires devient alors:

At? dx 5y

2
wy + fx + Gy = ?wttt + —Qfamm’ + Egyyy

(2.62)

Ce systéme équivalent est clairement de nature dispersive. Afin d’obtenir simplement des
informations quantitatives pour des problémes d’advection scalaire ou d’acoustique avec ad-
vection, nous allons poursuivre I’étude en nous restreignant au cas linéaire. Nous considérons
d’abord une équation scalaire linéaire et ensuite un systéme hyperbolique linéaire, en conservant
toujours deux variables d’espace.

2.5.2 Equation équivalente pour une advection linéaire scalaire

Dans un cas linéaire scalaire, les fonctions de flux f(w) = aw et g(w) = bw nous donnent
Joze = QWypy €t Gyyy = bwyy,. D’autre part, on déduit de I’équation (2.62) la relation :

Wit = — AWy — 3a2bwmy - 3ab2wxyy - b?’wyyy + O(At27 sz, 5y2) (2.63)

L’équation équivalente & I'ordre 3 du schéma RBV pour un probléme d’advection linéaire sca-
laire 2-D s’écrit alors:

2 2 2 2
wy + aw, + bw, = %a (1 —4 (a%) ) Wepe + %b (1 —4 (b?—yt) ) Wyyy

— At2ab(awmy + bweyy)

(2.64)
Le cas le plus simple qui puisse se présenter est une advection suivant une direction propre du
maillage cartésien (b = 0 ou bien a = 0). Par exemple, pour une advection suivant z (b = 0),
I’équation équivalent & ’ordre 3 s’écrit :

Sz’ A\ ?
we + aw, = T3¢ (1 —4 (QE) Wapa (2.65)
Dans ces circonstances, on voit immédiatement que le premier terme d’erreur du schéma RBV,
c’est-a-dire le terme d’ordre 2, s’annule pour a% = L soit cri= I. Ainsi I’équation (2.65)
z 2 2
devient :
wi+aw, =0  pour  dx = 2aAtl (2.66)

Pour un passage a la limite dz — 0, At — 0 avec dz = 2aAt, le schéma est donc précis a
I’ordre 3. Pour I’étude de l'erreur dans les autres directions d’advection, nous allons effectuer
une projection de ’équation équivalente dans le repére lié a la direction d’advection.
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Projection de I’équation équivalente dans le repére lié a la direction d’advection

On considére un maillage cartésien carré de pas d’espace h pour simplifier la projection de
I’équation équivalente dans le repére li¢ & la direction d’advection. Soit R le repére R(o, €, €;)
orthonormé lié au maillage cartésien régulier et R’ le repére R'(o, €y, €,) orthonormé lié a la
direction d’advection FiG. 2.6. Les relations de passage d’un repére a 'autre sont données par:

egl = C‘OS 06} 4+ sin 06:;{ ot e} = C‘OS 06_%'/ — sin 062'/ (2.67)
€y = —sinfe, 4 cosfey €, = sinfey + cosbey
Soit M le vecteur position d’un point M du plan:
- - - - - 2’ = xcosf+ysind
M = xe; +ye, = el + y/ey/ avec { Y = —zsinf+ycosh (268)

FiG. 2.6 - Repéres liés au maillage cartésien régulier et a la direction d’advection

Chacun des termes de I’équation (2.64) va étre projeté dans le repére lié a la direction d’ad-
vection, c’est-a-dire que ’on va opérer un changement de variables dans 1’équation équivalente.
Le premier terme projeté est le membre de gauche de ’équation équivalente qui est aussi celui
de ’équation exacte:

b, b, = DU (QwOat  DwdyN 0w dat  Ow Oy
Wi T AWy Wy = Ot a ox' Oz dy' Ox dx’ dy dy' dy

(2.69)
= wi+ (acosf + bsinb) wy + (—asinf 4 bcos ) wy,

Par construction # est I’angle que fait le vecteur vitesse d’advection de composante (a,b) avec
laxe (o, €;) du repére R d’ou:

a . b
COSO = W sm0 = W (270)

La projection de ’équation exacte d’advection linéaire scalaire bidimensionnelle dans le repére
lié & la direction d’advection est alors:

wy + aw, + bwy, = wy + Va? 4 b2.w, (2.71)

ol Va2 + b2 est la norme de la vitesse d’advection. Le membre de droite de I’équation équivalente
(2.64) est composée de quatre termes qui vont étre projetés successivement.
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1. La projection du terme en w,;., donne:

Wypy = €OS° QW — 3cos? Osin Owgrpry + 3 cos sin? Ow iy — sin® Owyryry
_ 3 2 2 3 (2.72)
= T Tovars (a Wetplp! — 3a wa’x’y’ + 3ab Waytyly! — b wy/y/y/)

(a2 + b2)3/2

2. La projection du terme en w,;, donne:

Wepy = €082 08in 0w,y + (cos® 0 — 2 cosOsin® 0)w,r,r,

+ (sin® @ — 2 cos? Osin B)w,, + cos Bsin? Gw,,,
1
= W (a2wa/$/$/ + (a3 — 2ab2)w$/x/y/ + (b3 — 2a2b)w$/y/y/ + away/y/y/)

(2.73)
3. La projection du terme en w,, donne:
Wyyy = SIN°OWerpry + 3 cosOsin? Qw4 3 cos? 0sin w4 cos® Gwyry,
1 2.74
= — <b3wx'1”x’ + Sabzwxll”y’ + Sazwa’y'y’ + a3wy/y/y,) ( )

(a2 + b2)3/2

4. La projection du terme en wg,, donne:

Wyryy = COS 0 Sin2 Owl’/l’/l’/ - (SiHS 0—2 COS2 # sin 0) Wl gty

3 L2 20
+ (cos® 0 — 2 cosbsin® @) wy,yy — cos® @ sin Qw,y s,

1
= m (ab2wx/l,/l,/ + (2@2() — bB)wx’l”y' + (a3 — 2ab2)w1”y’y' — azbwy/y/y/)
(2.75)

Finalement, aprés sommation et factorisation des projections des termes qui la composent,
I’équation équivalente compléte (2.64) projetée dans le repére R’ s’écrit :

2 2
wy + Va2 +b2w,y = M (a4 + 0t — 4A—t (a® + b2)3) Wt gt 1

12((12 _I_b2)3/2 52
h2

12(@2 + b2)3/2 [3@[) <b2 - 02) Wt pty + 6a2b2wx/y/y/]
h2

ab (a* = b%) wyyy + O(AL, )

(2.76)
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Advection scalaire suivant une direction propre du maillage

On vérifie bien que pour une advection suivant une direction propre du maillage, par exemple
si b =0, ’équation équivalente projetée dans le repére lié & I’advection restitue I’équation (2.65)
avec ¢’ = .

Applications numeériques

Trois conditions initiales, représentées FiG. 2.7, sont utilisées pour vérifier numériquement
les propriétés de I’équation équivalente du schéma RBV pour une advection suivant 'axe # d’un
maillage cartésien régulier :

g2 R .
=27 advectée a la vitesse

1. une gaussienne «cylindrique» suivant ’axe y d’équation w?k =e
(a,b) = (1,0) sur un domaine 10 x 10 discrétisé par un maillage cartésien 50 X 50 avec des

conditions aux limites de périodicité;

2. une discontinuité définie par la condition initiale w?k = % pour x < =5 et w?k = —%
pour z > —5 advectée & la vitesse (a,b) = (1,0) sur un domaine 20 X 10 discrétisé par un

maillage cartésien 100 x 50 avec des conditions aux limites de report ;

3. une gaussienne de révolution d’équation w?k = o!=(F"+¥*) advectée a la vitesse (a,b) =
(1,0) sur un domaine 10 x 10 discrétisé par un maillage cartésien 50x 50 avec des conditions
aux limites de périodicité.

Gaussienne « cylindrique » Discontinuité Gaussienne de révolution

FiG. 2.7 - Conditions initiales mises en cuvre pour évaluation de Uerreur du schéma RBV pour
une advection scalaire suivant une direction propre du maillage

Le premier cas test permet de visualiser 'influence du pas de temps sur la précision du
schéma, le second doit mettre en relief 'influence du pas de temps sur le caractére plus ou moins
oscillant du schéma RBV pour les discontinuités en mouvement, le troisiéme utilise une condi-
tion intiale dont la structure géométrique invariante azimutalement est proche des géométries
de tourbillons analytiques. Le pas d’espace h vaut 0,2 et la vitesse d’advection vaut 1, le pas de
temps minimisant ’erreur du schéma RBV pour ce calcul est donc At,,; = g—i =0,1.
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La figure 2.8 montre des coupes suivant la droite y = 0 des solutions du schéma & ¢t = 10
pour les trois conditions initiales et pour trois pas de temps Aty,e/2, Aty et 2At,,; soit
At € {0,05; 0,1; 0,2}. Dans tous les cas, les solutions exactement positionnées en abscisse par
rapport au temps de visualisation sont obtenues avec At,,;. Pour un pas de temps inférieur au
pas de temps minimisant ’erreur, les solutions calculées sont légérement en avance par rapport
aux solutions exactes alors que les solutions calculées avec un pas de temps supérieur au pas de
temps optimum sont en retard par rapport aux solutions exactes.

Pour le calcul d’advection de la discontinuité, la solution la mieux positionnée est aussi la
moins oscillante. La déformation spatiale de la condition initiale de révolution non invariante
suivant la direction y est observable sur la figure 2.9.

Sol exa
At=0,05

Sol exa
At=0,05
At=0,10

Sol exa
At=0,05

Gaussienne « cylindrique »

Discontinuité

Gaussienne de révolution

FiG. 2.8 - Coupe des solutions du schéma RBV a4t = 10 pour advection de différentes conditions

initiales suivant une direction propre de maillage,
du maillage h = 0,2

Solution exacte

Atope/2 = 0,05

Fig. 2.9 -

une direction propre du maillage d’une gaussienne

Isovaleurs de la solution du schéma RBV

vitesse d’advection (a,b) = (1,0), pas d’espace

2At oy = 0,20

a t = 10 pour une advection scalaire suivant
de révolution pour différents pas de temps,

vitesse d’advection (a,b) = (1,0), pas d’espace du maillage h = 0,2
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Advection suivant une diagonale du maillage

L’advection suivant une diagonale du maillage est un autre cas particulier ot I’équation (2.76)

se simplifie. Cette advection satisfait la condition |a| = |b|. Considérons par exemple le cas a = b,
a > 0, qui conduit & I’équation équivalente :
h2 4 At2 213 4
Wi + a\/i.wx/ = W [(2@ — 4? (2@ ) Wyt gt ! + 6a wx/y/y/ (277)

qui se simplifie en :

ah® At?
1- 16h—2a2) Wyt gt + 3wx,y,y,]

wy + a\/iwx/ = —
! 122

(2.78)

La forme de cette équation nous invite naturellement & étudier une famille de solutions parti-
culiéres, composée de solutions w invariantes suivant la direction normale a la vitesse d’advection
pour laquelle I’équation équivalente s’écrit :

ah? At?
wi + aV2.w = 1— 16—a2) Wt gt 2.79
! 122 ( h? (2.79)

Il est clair que pour ce type de solutions, le terme wys,,s est identiquement nul. Le terme
d’ordre 2 du membre de droite de I’équation (2.79) s’annule alors pour:

(2.80)

Pour la définition usuelle du nombre cFL= v/a? + bQ% = |a|\/§%, le pas de temps minimisant
I’erreur du schéma pour cette famille de solutions équivaut & CFL=

‘H

2

9

Applications numeériques

Comme pour les tests d’advection linéaire scalaire suivant "axe des x, trois conditions ini-
tiales, représentées Fic. 2.10, sont utilisées pour vérifier numériquement les propriétés du schéma
RBV pour une advection suivant la diagonale y = x d’un maillage cartésien régulier :

1. une gaussienne «cylindrique» suivant la droite y = —(2+10) d’équation w;{k — ol —(z+y+10)?
advectée a la vitesse (a,b) = (1,1) sur un domaine 20 X 20 discrétisé par un maillage car-
tésien 100 x 100 avec des conditions aux limites de report suivant la diagonale normale &
I’advection.

2. une discontinuité définie par la condition initiale w?k = % pour y < —(2+410) et w?k = —%
pour y > —(z + 10) advectée a la vitesse (a,b) = (1,1) sur un domaine 20 x 20 discrétisé
par un maillage cartésien 100 x 100 avec des conditions aux limites de report suivant la

diagonale normale & I’advection.

3. une gaussienne de révolution d’équation w?k = o!=(F"+¥*) advectée a la vitesse (a,b) =
(1,1) sur un domaine 10 x 10 discrétisé par un maillage cartésien 50x 50 avec des conditions
aux limites de périodicité.
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Gaussienne « cylindrique » Discontinuité Gaussienne de révolution

Fic. 2.10 - Conditions initiales mises en ccuvre pour évaluation de Uerreur du schéma RBV
pour une advection scalaire suivant une diagonale du maillage

Pour les deux conditions initiales invariantes perpendiculairement & la direction d’advection,

on vérifie Fig. 2.11 que le pas de temps At = 0,05 qui satisfait la relation a% = % donne les
solutions les mieux positionnées par rapport aux solutions exactes d’advection diagonale d’une
gaussienne « cylindrique» et d'une discontinuité. Pour I'advection de la discontinuité, la solution

calculée avec At = 0,05 est aussi la moins oscillante.

Concernant ’advection diagonale de la gaussienne de révolution, qui n’appartient pas a la
famille de solution qui satisfait I’équation (2.79), on observe que le pas de temps pour lequel la
solution est correctement positionnée est At,,; = m ~ 0,0707 avec h = 0,2 et ||u.q = V2.
(C’est-a-dire que le nombre CFL qui minimise ’erreur pour I’advection de ce type de solutions est
le méme que pour une advection suivant une direction propre du maillage: CFL= % La solution
calculée avec ce nombre CFL est aussi celle qui déforme le moins la solution pendant ’advection

diagonale FiG. 2.12.

Sol exa I N Sol exa I o0 N Sol exa
At=0,025 05 DA P At=0,025
F - : At=0,05

At=0,035
At=0,071
rrrrrrrrr At=0,141

At=0,05
At=0,1

ol b b L A £-] NN R FRRTE SUNEY FRNEE FRUL FRUTE FRRTN ERREN S | ol b b )

Gaussienne « cylindrique » Discontinuité Gaussienne de révolution

Fic. 2.11 - Coupe suwivant y = x des solutions du schéma RBV a t = 10 pour Uadvection de
différentes conditions initiales suivant une diagonale du maillage, vitesse d’advection (a,b) =
(1,1), pas d’espace h = 0,2 et r = (2% + y2)1/2.
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| T I 1

e e e e
IEEEEEEEEE

Solution exacte Atope/2 =0,03535 Atopr = 0,0707 2At e = 0,141

FiG. 2.12 - Isovaleurs de la solution du schéma RBV at = 10 pour une advection scalaire suivant
une diagonale du maillage d’une gaussienne de révolution pour différents pas de temps, vitesse
d’advection (a,b) = (1, 1), pas d’espace h = 0,2

Advection suivant une direction quelconque

Dans le cas général d'une advection scalaire suivant une direction quelconque, on peut consi-
dérer dans un premier temps les solutions invariantes suivant la direction normale & ’advection,
c’est-a-dire les solutions pour lesquelles w, = 0. L’équation équivalente (2.76) se simplifie pour
donner :

/ h? 4 4 At? 2 2)3
Wi + a2 + b2,wx/ = W (a + b* — 4? (a + b ) Wt p! ! (281)

Le terme du membre de droite s’annule alors pour:

At 1 at 4+ b4
BT\ @ e (2:82)
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2.5. Etude de I’erreur du schéma RBV par la méthode du systéme équivalent

2.5.3 Systéme équivalent pour un systéme hyperbolique linéaire

Dans le cas d’un systéme hyperbolique linéaire ot f(w) = Aw et g(w) = Bw avec des matrices
A et B constantes, le systéme équivalent (2.61) peut-étre modifié comme au paragraphe 2.5.2.
On a maintenant :

facxx = Awam’x
Gyyy = Buwyy,
Wyt = —A3wxm — (AQB —|— ABA —|— BAQ)wmy (283)

—B3wyyy — (AB2 + BAB + BQA)wxyy
+O(AL?, 522, 5y?)

Pour un maillage cartésien carré de pas dx = dy = h, le systéme équivalent devient :

h* At? At?
wi + Awg + Buy = S A(1- 4?%) Woww = —3— (A’B + ABA + BA?) wyqy
At? h* At?
-5 (AB? + BAB + B*A) wyy, + 5B (11 —~ 4?B2) Wyyy

(2.84)
Les matrices jacobiennes des flux A et B n’ont en général pas la propriété de commuter et ne
permettent pas de simplifier 'expression (2.84).

Acoustique 1-D avec advection

Pour un probléme d’acoustique 1-D avec advection suivant une direction propre du maillage,
par exemple 'axe des z, le systéme équivalent a 'ordre 3 du schéma RBV se raméne au cas:

h? A2,

On peut alors écrire ce systéme équivalent sous forme caractéristique. On forme pour cela la
combinaison linéaire du systéme d’équations (2.85):

2 2
1) (wy + Aw,) =10 [%A (11 - 4%A2) wm] (2.86)

(%) (%)

ot [} est le vecteur propre a gauche correspondant & la valeur propre A}’ de la matrice A.

Le systéme équivalent écrit sous forme caractéristique est alors:

T 12 p2 “A

2 2 R
19 (st 2Ps) = A (1- 45500 s

(2.87)

Pour annuler le premier terme d’erreur dispersive du schéma, on doit projeter le systéme équi-
valent sur une caractéristique Cfl—f = /\(:) du champ d’advection. Si ug est la vitesse d’advection
par le champ moyen et ¢ la vitesse du son, ’acoustique avec advection posséde 3 caractéristiques
se propageant aux vitesses ug — ¢, ug et ug + ¢. Il n’existe donc plus un unique pas de temps
Atope donnant la meilleure solution du schéma RBV, mais 3 pas de temps At_, Aty et Aty
correspondant aux 3 caractéristiques. Connaissant le champ moyen d’advection, il faut effectuer

un choix pour privilégier une des caractéristiques.
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1. Pour la caractéristique c_ correspondant a la valeur propre A_ = ug — ¢, le terme dispersif
du systéme équivalent s’annule pour :

h |uo + |
1—4—- —e)* =0 Al. = ——— = 2.88
h? (o =) = 2|ug — | <o 2|ug — | (2.88)

La meilleure solution du schéma pour une onde se propageant sur la caractéristique c_ est
donc obtenue pour:

(2.89)

ol My est le nombre de MACH basé sur la vitesse d’advection My = =2.

2. Pour la caractéristique ¢g correspondant & la valeur propre Ag = ug, le terme dispersif du
systéme équivalent s’annule pour :
2
_ |uwo+ ¢

At® h
1l—4—ug=0 = Atg = —— & CFLg =
U 2|U0|

= (2.90)

La meilleure solution du schéma pour une onde advectée par le champ moyen et se propa-
geant sur la caractéristique c¢g est donc obtenue pour:

(2.91)

3. Pour la caractéristique cy correspondant & la valeur propre Ay = ug+c, le terme dispersif
du systéme équivalent s’annule pour :
At? h ~ Juo + ¢

1-4—- 2= Aty = —— CFLy = —
(UO—I_C) = + Ant + 2|UO—|—C|

2.92
h? 2|ug + ¢ (2.92)

La meilleure solution du schéma pour une onde se propageant sur la caractéristique cy est
donc obtenue pour:

(2.93)
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CFL,

FiG. 2.13 - Variation en fonction du nombre de MACH de l’écoulement moyen du nombre CFL
annulant Uerreur dispersive du schéma pour les ondes se propageant sur la caractéristique cq des
équations de lacoustique avec advection

Applications numeériques

Le cas test mis en ceuvre pour vérifier les propriétés du systéme équivalent du schéma rRBV
pour 'acoustique avec advection est une onde de discontinuité droite se propageant a vitesse
constante Uy suivant ’axe x du maillage cartésien. Le schéma calcule alors la solution du pro-
bléme de Cauchy :

i wy sl < xg pour w= | u | et f(w)=| ullo+p (2.94)
w($7y70) = v UUO

wy Si & > xg

Pour avoir une onde de discontinuité qui se propage i vitesse constante, les conditions initiales
doivent satisfaire les relations de saut: < f(w) >= s < w > ou s est la vitesse de propagation
de 'onde. On obtient :

Uo(pd = pg) + tia — ug = 5(pa — py)
Uo(ug — ug) + pa — pg = s(uq — uy) (2.95)
Uo(va — vy) = s(vg — vy)

1. une discontinuité simplement advectée par ’écoulement sur la caractéristique cg est obte-
nue en imposant la condition initiale pg = p,, uq = u, et vqg # v, qui donne s = Up;;

2. une discontinuité se propageant sur la caractéristique ¢_ a la vitesse s = Uy —1 est obtenue
en imposant la condition initiale ug — uy, = —(pg — py) €t vqg = vy ;

3. une discontinuité se propageant sur la caractéristique ¢4 & la vitesse s = Up+1 est obtenue
en imposant la condition initiale uq — uy = pg — py et vg = vy.

Le champ moyen d’advection pour les calculs est défini par (Fp, Uy, Vo) = (1, %, 0). Le détail

des conditions initiales, maillages, tailles de domaine utilisées pour les trois discontinuités est
donné TaB. 2.4.
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| Onde | s | Domaine | Nb pts | ag | (pgs Pd) | (ug,uq) | (vg,v4) | Alopt |
. |Up—1|20x10 [100x50 | 5 |(Po+3.Po—3%) | (=53 | (0,0) | 0,2
co Uo 20 x 10 | 100 x 50 | —5 (Po, Po) 0,00 | (3,-H| 0,2
et | Up+1| 40x10 |200x50 | =15 | (Po— 3, Po+3) | (-3.%) | (0,0) |0,066

TaB. 2.4 - Paramétres utilisés pour la simulation de propagation d’ondes de
discontinuité sur les caractéristiques en acoustique avec advection

Les solutions & t = 20 de propagation des trois conditions initiales sont présentées FiG. 2.14.
Ces calculs permettent de valider les relations sur les pas de temps optimaux pour chaque
type d’ondes obtenues en projetant le systéme équivalent sur les caractéristiques. Les solutions
correspondant & ces pas de temps At_, Aty et Aty sont tracées en trait continu sur la figure,
ce sont a chaque fois les solutions les mieux positionnées par rapport a la solution exacte, ce
sont aussi les solutions les moins oscillantes. Comme pour les équations d’advection linéaires
scalaires, les solutions du schéma sont en avance sur la solution exacte quand le pas de temps
est inférieur au pas de temps qui minimise ’erreur dispersive et en retard quand le pas de temps
est supérieur au pas de temps optimum.

Sol exa
At=0,0333
At=0,0666
rrrrrrrrr At=0,1333

TR RN RETE P ~ TN RN FNNET FRTEE PRUEE FRNTE FRNEE RN SRTES A |
6 7 8 9 10 10 11 12 13 14 1X5 16 17 18 19 20
c_<=s=U;—1 e s=1U, cr &s=Ug+1

Fic. 2.14 - Coupe suivant y = 0 des solutions du schéma RBV a t = 20 d’advection de diffé-
rentes conditions initiales discontinues se propageant sur les caractéristiques pour les équations
de lacoustique avec advection par un champ moyen (FPy, Uy, Vo) = (1, %, 0)

Remarque: des calculs de propagation de discontinuités obliques, suivant la diagonale du
maillage, ont été effectués. Ils confirment ’existence de pas de temps minimisant la dispersion
de la solution pour chacune des caractéristiques considérées. Ils sont donnés par:

h
Aty =

h h
2|\/u(2)—|—v§—c| 2 ug—l—vg 2|\/u(2)—|—v3—|—c|

Al (2.96)
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Acoustique 2-D avec advection suivant une direction propre du maillage

Un tourbillon est bidimensionnel ou tridimensionnel. Il nous faut donc étudier le systéme
équivalent 2-D pour caractériser les propriétés d’avection de tourbillons du schéma RBV pour les
équations de 'acoustique avec advection. Le choix d’une direction d’advection suivant un axe du
maillage, par exemple I’axe z, permet de simplifier la projection du systéme équivalent sur les ca-
ractéristiques. On effectue alors la combinaison linéaire du systéme équivalent & I'ordre 3 (2.84):

h? At (r)2
) (we+ AP0y 4+ By ) = SIPAY (11 — 4y ) Wi

At?
-5

At?
3

1) (A2B + ABA + BA?) wys,
(2.97)
(") (AB? + BAB + B*A) w,,,

h? k At?
‘I’ EZ(A) (B — 4WB3) wyyy

(%) (%)

ot [, est le vecteur propre a gauche correspondant & la valeur propre Ay’ de la matrice A. Pour
une advection suivant 'axe x, la matrice B n’est pas nulle mais reprend les valeurs de ’acoustique
pure. Pour les équations de l'acoustique avec advection, un tourbillon advecté se comporte
comme une onde se propageant sur la caractéristique ¢g de ’écoulement. Cette caractéristique
correspond au vecteur propre lf) =[0 0 1] Pour les trois derniers termes du membre de
droite de I’équation (2.97), un calcul algébrique donne:

D (A2B+ ABA+BA%) = [3U2+1 3Up 0]
(D (AB*+ BAB+B*A) = [0 0 30 | (2.98)
WB=1P8% = [1 0 0]

Le premier terme de ’erreur dispersive du schéma RBV pour 'advection de tourbillon est
alors constitué du membre de droite de I’équation (2.97) pour k= 2:

h* At?
vy + UOUx + Py = EUO (1 — 4?(/}?) Vowe — AtzUO (UOPJL’ + u, + Uy)acy 509
h? At? (2.99)

‘|'Epyyy T3 (Prwy + Pyyy)

En réutilisant la premiére équation du systéme (2.84) pour simplifier le second terme du
membre de droite et en négligeant toujours les termes d’ordre supérieur & 3 on obtient :

h? At?
vy + Ugvy + Py = —Uo (1 - 4—U2) Vewe

12 h? ~°
2 2 A2 (2.100)
+At Uoptxy + Epyyy - T (pxxy + pyyy)

Pour une solution dont le champ de pression est invariant dans la direction normale & I"advec-
tion (p, = 0), la projection du systéme équivalent sur la caractéristique advectée par I’écoulement
se simplifie en :

12 h?

h? At?
vy + Ugvy, = —Uy (1 — 4—U§) Vpre

(2.101)
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

Cas d’un tourbillon pour les équations de ’acoustique avec advection

En acoustique avec advection, un tourbillon posséde un champ de vitesse qui est une solution
stationnaire des équations de ’acoustique pure. Il correspond donc & un tourbillon incompres-
sible avec un champ de pression uniforme. L’équation du tourbillon utilisé pour les applications
numériques est :

p =0
r —(z=20)2—(y—10)?
v = ﬁ(x — wo)e_(l’_x0)2_(y_y0)2

ot ' = 10 est la circulation du tourbillon, (zg, yo) = (0, 0) les coordonnées du cceur du tourbillon
& l'instant initial. En acoustique avec advection, le tourbillon est purement et simplement trans-
portée par le champ moyen et n’a aucune interaction avec ce dernier. Le tourbillon se déplace
donc suivant la caractéristique cg de I’écoulement.

Pour les équations de 1’acoustique avec advection, un tourbillon a un champ de pression
uniforme et satisfait donc ’hypothése p, = 0. L’équation (2.101) montre que la meilleure solution

du schéma pour ’advection d’un tourbillon est attendue pour Aty = %, soit :

(2.103)

1l est trés intéressant de remarquer que plus la vitesse d’advection est lente, plus CFLg
est grand (F1G. 2.13) ce qui va dans le sens de l'efficacité numérique. Pour des problémes
d’advection rapide, le nombre CFL optimal décroit mais ne tend pas vers zéro puisque sa limite
est égale 4 1/2 quand la vitesse de I’écoulement tend vers I'infini.

Rappelons que contrairement a ce que 'on observe pour le modéle des équations d’EULER
avec la focalisation des caractéristiques, aucun phénoméne ne vient contrebalancer 1'effet de la
dissipation numérique des schémas pour le modéle de 'acoustique avec advection. Bien que la
dissipation du schéma RBV n’intervienne pas dans 1’équation de transport de la vorticité dis-
créte, cette équation n’est résolue qu’a 'ordre de précision du schéma. Or la dispersion altére
la géométrie des structures advectées. La variation de la vorticité d’un tourbillon pendant son
transport dépend fortement de la capacité du schéma a préserver sa structure axisymétrique,
donc de sa dispersion.

Les résultats d’advection d’un tourbillon par un écoulement moyen (P, Up, Vo) = (1, %, 0)
pour un temps d’intégration ¢t = 20 sont représentés FiG. 2.15 et 2.16. Les dimensions du domaine
de calcul sont 10 x 10, le maillage 50 x 50 et les conditions aux limites sont périodiques dans les
deux directions. Les coupes de la vitesse tangentielle suivant les deux axes du maillage passant
par le coeur du tourbillon montrent que le pas de temps Aty préserve le mieux 1’axisymétrie du
champ de vitesse du tourbillon et donc I'axisymétrie du champ de vorticité (F'1G.. 2.16). Par
contre, la solution dont la norme de la vorticité est maximale est obtenue pour un pas de temps
inférieur & Atg. 1l semble qu’une solution avec une avance de phase provoque un raidissement
du champ de vitesse suivant la direction d’advection ce qui a pour effet d’augmenter la vorticité

pendant le transport du tourbillon.
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2.5. Etude de I’erreur du schéma RBV par la méthode du systéme équivalent

Sol exa 8 8 s Sol exa

At=0,1

Sol exa
At=0,1
At=0,2

v(y=0) w, (y=10)

Fic. 2.15 - Coupe suivant y = 0 des solutions du schéma RBV a t = 20 d’advection de diffé-
rentes conditions initiales discontinues se propageant sur les caractéristiques pour les équations

de lacoustique avec advection par un champ moyen (Fy, Uy, Vo) = (1, %7 0)

3
2.78
1 1 1 1 2.5
[ == 2.28

m — 2
-0 B 1 EEEE >0 - o - 1.75
: @ @@ @ !
m — N 1.25

— T 1
' ' ' ' 0.75
0.5
0.25

L ! L ! LT ) LT ‘ 0
i * * X -0.25

Solution exacte Aty /2=10,1 Atopt = 0,2 2At ot = 0,4

FiG. 2.16 - Isovaleurs du champ de vorticité d’un tourbillon solution stationnaire des équations
de lacoustique advecté par le champ moyen (Fo, Uy, Vo) = (1, %, 0). Domaine 10 x 10, maillage
50 x 50, solution du schéma RBV at = 20 pour différents pas de temps.

2.5.4 Conclusion

L’étude de I’équation équivalente du schéma RBV pour une advection scalaire a démontré
qu’il est possible d’annuler le premier terme d’erreur du schéma pour un nombre crL = 1/2.
Pour les passages a la limite: éz — 0, At — 0 avec dx = 2aAt, le schéma est donc précis a
I'ordre 3. Cette propriété a été vérifiée numériquement sur des cas d’advection scalaire de dis-
continuités, de gaussiennes « cylindriques» et de gaussiennes de révolution.

L’étude du systéme équivalent du schéma rRBV pour 'acoustique 1-D avec advection a dé-
montré que pour une solution se propageant sur une caractéristique de 1’écoulement, il existe
un nombre CFL qui annule le premier terme d’erreur du schéma et donne une solution précise &
I’ordre 3. Des calculs de propagation de discontinuités sur chacune des trois caractéristiques de
l'acoustique avec advection ont validé ce résultat théorique.

Concernant ’advection de tourbillon, I’étude du systéme équivalent du schéma RBV pour
I’acoustique 2-D avec advection suivant une direction du maillage a démontré théoriquement et
confirmé du point de vue numérique que pour cFLg = (M + 1)/2M, ot M est le nombre de
MacH de I’écoulement moyen, la solution d’advection d’un tourbillon par le schéma RBV est
précise & ’ordre 3.
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

2.6 Etude de I’erreur de phase du schéma RBV par analyse de
Fourier

L’analyse de FOURIER doit permettre d’affiner la compréhension du comportement de ’erreur
dispersive du schéma RBV en fonction du nombre CFL, notamment pour les courtes longueurs
d’onde. Cette étude a déji en partie été réalisée au paragraphe 2.2 pour "analyse de stabilité en
temps physique du schéma.

2.6.1 Rappels

Le facteur d’amplification exact g. pour une équation d’advection linéaire scalaire est obtenu
en effectuant un transformation de FOURIER de cette équation qui donne:
do . .
o +i(kpa + kyb)w =0 (2.104)
ot Ww(ky, ky,t) € C est amplitude complexe de '’harmonique du couple de nombres d’onde
(ks ky). La solution de cette équation & 'instant t* = nAt ou t"*! = ¢" + At est donnée par:

(ko oy, t) = (ks Ky, 0) e haathyb)t

(kuy by, t 4+ AL) = 10 (ky, ky, t) e haathyb) Al (2.105)

g> g>

Le facteur d’amplification exact g. est défini par: @"t! = g

, avec 0" = w(ky, ky, nAt).
Par identification : g, = e~ "4+ ayec € = k, bz, n = k,dy les nombres d’onde réduits suivant les
directions z et y du maillage et @ = a%, b= b?—; les nombres CFL suivant ces mémes directions.
Comme tout nombre complexe, le facteur d’amplification peut s’écrire sous forme exponentielle :
ge = peei¥e. Pour la solution exacte, le gain p. = 1 et la phase ¢, = —(a€ + bn)

Pour une solution numérique, on a ©"*' = g™ ot g(&,n) le facteur d’amplification du
schéma RBV, est la solution de I’équation (2.5) définie au paragraphe 2.2. Sous forme exponen-

tielle complexe, g = pe'®. L'erreur de phase du schéma est alors définie par:
Co =@ — o =+ al + by (2.106)

2.6.2 Erreur de phase du schéma RBV

Une représentation tridimensionnelle de I’erreur de phase du schéma dans le plan des nombres
d’onde réduits pour une advection a vitesse (a,b) = (1,0) et différents nombres CFL est donnée
par la figure 2.17. Bien que 'advection se fasse suivant une direction propre du maillage, on
remarque que lerreur de phase n’est pas invariante dans la direction normale & 'advection.
Ce phénomeéne est dii a I'opérateur spatial p?u3 appliqué & opérateur temporel Vw; ; dont la
transformée de FOURIER introduit dans I’équation (2.5) un terme en (cos(§) + 1)(cos(n) + 1)
indépendant de la vitesse d’advection (a, b).

On observe, Fic. 2.17, que pour le nombre CFL optimum CFLg = % I’erreur de phase du
schéma est faible sur 'ensemble du plan des couples de nombres d’onde réduits (£, 7). En consé-
quence, lorsque CFLg est utilisé pour le calcul, toutes les longueurs d’onde présentes dans I’écou-
lement sont en moyenne advectées & la méme vitesse et sans déphasage. Cette observation vient
conforter analyse effectuée sur le systéme équivalent du schéma qui prédit une erreur dispersive
a lordre 3 pour ce nombre CFL.
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2.6. Etude de I'erreur de phase du schéma RBV par analyse de FOURIER

L’étude de I’erreur de phase par analyse de FOURIER est aussi complémentaire de I’étude du
systéme équivalent puisqu’elle montre I’évolution en fonction du cFL de 'erreur de phase pour
les différentes longueurs d’onde. On voit ainsi que pour des pas de temps d’intégration numérique
inférieurs & At,,;, le premier terme d’erreur du schéma provoque une avance de phase des plus
grands nombres d’onde réduits, qui correspondent aux plus courtes longueurs d’onde, mais reste
faible sur une plage de nombres d’onde & € [—7/2,7/2]. Pour des pas de temps d’intégration
numérique supérieurs a Afyy, la solution du schéma est & un retard de phase pour les plus
grands nombres d’onde réduits mais I'erreur de de phase reste également faible sur la plage de
nombres d’onde & € [—7/2,7/2].

aAtopt _ l
S T2

alAt
Sz

=

FiG. 2.17 - Erreur de phase du schéma RBV dans le plan des nombres d’onde réduits pour une
advection linéaire scalaire o la vitesse (a,b) = (1,0) pour différents nombres CFL.

2.6.3 Conclusion

L’analyse de FOURIER de ’erreur de phase du schéma RBV renforce les conclusions tirées
& partir de I’équation équivalente du schéma, & savoir que ’erreur dispersive du schéma RBV
est minimale pour crL= 1/2. Elle montre méme que ’erreur de phase est faible pour toutes les
longueurs d’onde.

Cette analyse montre aussi que la solution du schéma RBV est en avance de phase, principa-
lement pour les grands nombres d’onde, si le nombre CFL utilisé est inférieur & 1/2, alors qu’elle
a un retard de phase si le nombre CFL utilisé est supérieur a 1/2.
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

2.7 Advection de tourbillon pour les équations d’EULER

Les propriétés du schéma RBV ont été étudiées en détail, il s’agit maintenant de les éprou-
ver au mieux pour le transport de tourbillon par les équations d’EULER. Le probléme modéle
utilisé est ’advection d’un tourbillon analytique par un écoulement constant. Le premier point
& déterminer est alors la discrétisation minimale du tourbillon pour qu’il soit préservé pendant
l'advection. Le deuxiéme point vise & observer I'influence du pas de temps sur la solution du tour-
billon advecté. Le troisiéme test doit permettre d’évaluer I'influence de la direction d’advection
par rapport aux directions propres du maillage cartésien régulier. Méme si la phase de filtrage
utilisée pour stabiliser la méthode d’intégration sur le pas de temps dual n’est pas indispensable
pour 'advection de tourbillon sur des maillages cartésiens, nous évaluons dans un quatriéme
temps l'influence de P'ordre du filtrage sur la solution instationnaire du schéma rRBV. Enfin,
la solution du schéma RBV sera comparée avec les solutions de deux schémas d’ordre 2, LAX-
WENDROFF-NI qui est la référence en matiére de préservation de la vorticité, et le schéma centré
avec viscosité artificielle introduit par JAMESON, SCHMIDT & TURKEL, réputé peu dissipatif et
dont I'utilisation est largement répandue pour le calcul d’écoulements instationnaires.

2.7.1 Probléme modéle

Le probléme modéle retenu pour "advection de tourbillon s’inspire largement d’un cas test
utilisé par YEE et al. [92, 93|. Un tourbillon bidimensionnel non visqueux isentropique est advecté
par un écoulement uniforme. Les conditions aux limites du domaine de calcul sont périodiques
dans les deux directions d’espace.

La pression pe, et la masse Volumlque Poo de I’écoulement uniforme sont données 5 par poo =1,
poo = 1. Le champ de vitesse U, de I’écoulement uniforme est (un, voo) avec |[|Us|| = 1. Le
nombre de MACH de I’écoulement uniforme est M., = 0,4225, ce qui conduit & une advectlon
subsonique. Le rapport des chaleurs spécifiques est v = 1,4. Les valeurs des perturbations
ajoutées au champ moyen sont celles données dans [93]:

2
(5u,6v) = %elz (—9, %)
— _(7_1)F2€1_r2 (2.107)
8ym?

ot la circulation du tourbillon I" est égale a5, T = p/p, T = & —x¢ et § = y — yo avec (x¢, Yo) les
coordonnées initiales du tourbillon et r2 = 72 + §2. Les variables conservatives de 1’état initial

résultent des relations u = uq + du, v = voo + dv, T = T, + 8T et de la relation d’isentropie
/% = % = SOO .
1 1 1

, (%)W I{i(T@o-l_(ST)}vj:{i(TOO_(WS_’V17r)21_‘2e1_T2):|VT1

pu = pluc + 0u)

Il
)
| —
=
8
|
S
Red
@
)
()
| IS

(2.108)

2
pv = p(ve + 0v) :p[voo—l—%xelfz ]

p = Sep”
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2.7. Advection de tourbillon pour les équations d’EULER

La solution exacte pour les équations d’EULER de ce probléme aux conditions initiales est
w(t,z,y) = wo(z,y) avec T = & — (20 + Ueol), § = ¥ — (Yo + Veot). Le tourbillon devrait donc étre
convecté « passivement» par ’écoulement uniforme, c’est-a-dire sans dévier de sa trajectoire ni
subir de déformation au cours de son transport. On peut ainsi quantifier directement ’erreur
dispersive et la dissipation du schéma numeérique.

Le domaine de calcul s’étend de —5 & +5 suivant les directions z et y, le champ de per-
turbation induit par le tourbillon & décroissance exponentielle tend rapidement vers zéro ce
qui permet d’utiliser des conditions aux limites périodiques et d’advecter le tourbillon sur de
longues distances avec un domaine de calcul relativement restreint de dimensions 10 x 10, soit
(z,y) € [=5;5] x [-5;5].

Remarque: Le nombre CFLy;. est fixé & 25 pour les sous-itérations sur le temps dual, ’algo-
rithme implicite sur le pas de temps fictif utilise un pas de temps fictif local pour accélérer la
vitesse de convergence de la méthode.
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

2.7.2 Discrétisation nécessaire pour ’advection de tourbillon

Des calculs d’advection de tourbillon suivant la direction z sont effectués sur trois maillages
afin de déterminer le nombre de points nécessaires dans le coeur du tourbillon pour qu’il soit
advecté par ’écoulement moyen sans perte de vorticité. Pour chaque simulation, on utilise le
pas de temps qui minimise I’erreur du schéma sur le maillage, soit At,,; = % Les paramétres
de calcul correspondant aux différents maillages sont résumés TAB. 2.5.

Maillage | éx | Nombre de points dans le | Aty = CFL
ceeur du tourbillon dx/2Us |2t =0

25 x25 |04 5 0,4 1,75

50 x 50 | 0,2 10 0,2 1,95

100 x 100 | 0,1 20 0,1 1,88

TAB. 2.5 - Paramétres de calcul pour Uadvection de tourbillons sur différents maillages

Les solutions du schéma rBV sur les différents maillages sont comparées a t = 100, ce qui
correspond & une distance parcourue par le tourbillon L = 50 & la vitesse [|Up|| = 1/2. Le tour-
billon a donc effectué 5 passages successifs dans le domaine de calcul.

Les représentations du champ de vorticité des solutions FiG. 2.18 montrent qu’une discré-
tisation sur 5 points du cceur permet de positionner correctement la solution du schéma par
rapport a la solution exacte mais pas de conserver intact le champ de vorticité du tourbillon.
Pour des discrétisations du coeur sur 10 et 20 points, le tourbillon est advecté sans perte de vor-
ticité et est exactement positionné par rapport & la solution exacte. On observe que la vorticité
des solutions au centre du tourbillon est 1égérement supérieure & celle du tourbillon initial pour
ces maillages. Bien qu’inhabituelle pour des schémas numériques d’ordre 2, on verra par la suite
que cette propriété n’est pas propre au schéma RBV.

Les coupes suivant y = 0 des solutions & £ = 100 pour les trois maillages Fia. 2.19 montrent
que le tourbillon est trés bien conservé sur le maillage 100 x 100. Pour la solution dans le maillage
50 x 50, I'erreur est de 5, 7% sur le maximum de vitesse tangentielle, de 0,2% sur le minimum de
masse volumique et de 0,6% au coeur de la dépression. Pour la solution dans le maillage 25 x 25,
Perreur est de 23, 7% sur la vitesse tangentielle, de 26,8% sur la masse volumique et de 35,6%
sur la pression au cceur du tourbillon.

Conclusion

L’erreur a t = 100 est inférieure & 1% sur la pression et la masse volumique
et au maximum de 5% sur la vitesse tangentielle pour 10 points dans le cceur du
tourbillon, soit sur le maillage 50 x 50, pour U,, = 0,5. Ce maillage sera donc utilisé

pour P’évaluation de l'influence des autres paramétres de simulation: pas de temps, direction
d’advection, ordre de filtrage quand un filtre est adjoint & la méthode de résolution en pas de
temps dual.
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2.7. Advection de tourbillon pour les équations d’EULER

N
T
Y

Solution exacte

Maillage 25 x 25

Fic. 2.18 -

Maillage 50 x 50

Maillage 100 x 100

Champ de vorticité exacte et solutions du schéma RBV sur différents maillages.

Solutions a t = 100 d’un tourbillon advecté (éq. d’EEULER) suivant x a la vitesse Uy, = 0,5

(Mo, = 0,4225), At = bz

Solution exacte

- y Maillage 25x25
o5k .:' ————————— Maillage 50x50

+ Maillage 100x100
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Solution exacte
Maillage 25x25
————————— Maillage 50x50
Maillage 100x100
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Solution exacte
4 Maillage 25x25
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Solution exacte

Maillage 25x25
————————— Maillage 50x50
Maillage 100x100

Fig. 2.19 - Champs exacts et solutions du schéma BV d’un tourbillon advecté (éq. d’EULER)
suivant x pour différents maillages. Coupes suivant x des solutions a t = 100, vitesse d’advection

U = 0,5 (Mo, = 0,4225), At = ba.
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Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

2.7.3 Influence du pas de temps pour ’advection de tourbillon

Les calculs effectués pour évaluer I'influence du pas de temps sur la précision des solutions
sont réalisés dans le maillage 50 x 50 qui correspond & une discrétisation du ceeur du tour-
billon sur dix points. L’advection est suivant 'axe z & vitesse ug = %, soit un nombre de MACH
Mo, = 0,4225. La solution de référence est calculée avec le pas de temps At,,; = % qui annule
I’erreur dispersive du schéma pour les structures advectées par I’écoulement moyen. Cette solu-
tion est comparée aux solutions obtenues avec un pas de temps deux fois plus petit et un pas de
temps deux fois plus grand.

Il a été démontré au paragraphe 2.5.3 que pour un pas de temps inférieur & At,,;, I'erreur
dispersive du schéma est une avance de phase pour les ondes se propageant sur la caractéristique
advectée par I’écoulement alors que pour un pas de temps supérieur & At,,, I’erreur dispersive
du schéma provoque un retard de phase.

En bon accord avec la théorie, la solution obtenue avec At,, donne un tourbillon qui est
exactement positionné & ¢t = 100 et dont le champ de vorticité, représenté Fia. 2.20, est proche
de la solution exacte.

La solution obtenue avec At,,;/2 est en retard et décalée vers le haut par rapport a la solution
exacte. La vorticité dans la coeur du tourbillon est 1égérement supérieure & la vorticité exacte.
1l est intéressant de noter que pour 'advection d’un tourbillon par les équations d’EULER, une
erreur dispersive correspondant & une avance de phase & pour effet de « retarder » la solution
numeérique par rapport & la solution exacte.

La solution calculée avec 2At,,; est en avance sur la solution exacte et décalée vers le bas.
L’erreur dispersive du schéma pour ce pas de temps provoque une perte de vorticité comparable
a celle observée avec les méthodes numériques classiques d’ordre 2. Ces méthodes classiques,
schémas de type LAX-WENDROFF et centrés avec viscosité artificielle, ont généralement une er-
reur dispersive correspondant a un retard de phase et positionne le tourbillon en « avance» par
rapport & la solution exacte.

Les coupes suivant y = 0 des solutions & ¢ = 100 pour les trois pas de temps Fic. 2.21
montrent que 'utilisation d’un pas de temps inférieur & A¢,,; concentre le tourbillon, la dépres-
sion au cceur a augmenté de 7% entre t = 0 et t = 100. La solution obtenue avec un pas de
temps 2 fois supérieur a At,,; & tendance a dissiper le tourbillon, la dépression dans le cceur du
tourbillon est inférieure de 28,9% a la solution exacte.

Conclusion

L’obtention de la solution optimale du schéma RBYV est fixée par At/dz = 1/2U...
Ce rapport permet d’annuler le premier terme d’erreur du schéma. Ce terme intervient a I'ordre
O(At?, 622, 5y?) dans le systéme équivalent du schéma.
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FiG. 2.20 - Champ de vorticité exacte et solutions du schéma RBV pour différents pas de temps.
Solutions a t = 100 d’un tourbillon advecté (éq. d’EEULER) suivant x a la vitesse Uy, = 0,5
(Mo, = 0,4225), maillage 50 x 50, h = 0, 2.
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Fig. 2.21 - Champs exacts d’un tourbillon advecté (éq. d’EULER) suivant x et solutions du
schéma RBV pour différents pas de temps. Coupes suivant x des solutions a t = 100, vitesse
d’advection Us, = 0,5 (Mo, = 0,4225), maillage 50 x 50.
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2.7.4 Influence de la direction de I’écoulement pour ’advection de tourbillon

De méme que les schémas de type RBC, le schéma RBV est construit pour le calcul d’écou-
lements multidimensionnels. On s’attend donc & ce que la solution d’advection de tourbillon
suivant une direction quelconque ne dépende pas de facon sensible de ’angle « entre le champ
moyen et I’axe & du maillage cartésien.

Un tourbillon est advecté suivant trois directions afin d’évaluer la sensibilité de la solution
du schéma RBV en fonction de la direction d’advection. La solution de référence utilisée pour la
comparaison est la solution calculée avec Aty = h/(2us,) d'une advection suivant l’axe z d’un
maillage cartésien carré de pas d’espace h = 0,2. Deux angles d’advection sont considérés, un
angle o = 7 /4, qui correspond a la direction a priori la moins favorable si le schéma a un carac-
tére directionnel et un angle & = 7 /8 qui est un cas intermédiaire a priori moins défavorable.
La norme de la vitesse d’advection est ||Uy|| = 0,5 (Mo, = 0,4225) pour les trois calculs. Les
maillages sont cartésiens carrés de pas d’espace h = 0,2 et le pas de temps Aty est le méme
Atope = 0,2 de fagon & observer I'influence de la direction d’advection sur I’erreur du schéma.

Les résultats sont présentés FiG. 2.22 sous forme d’isovaleurs instantanées du champ de vor-
ticité. Les cercles tracés en traits discontinus ont un rayon correspondant a la distance parcourue
par la solution exacte aux temps de visualisation. Les droites tracées en traits discontinus in-
diquent les trajectoires théoriques des tourbillons. On observe que les solutions du schéma RBV
pour le pas de temps At,,; sont correctement positionnées quelque soit la direction d’advection.
Le pas de temps At,,; annule donc le premier terme d’erreur quelque soit la direction d’advec-
tion, il ne dépend pas de celle-ci. D’autre part, la variation du champ de vorticité des tourbillons
est identique quelle que soit la direction d’advection.

Conclusion

La solution du schéma RBV pour 1’advection de tourbillon ne dépend pas de la
direction d’advection. Sur un maillage donné, la précision ne dépend que du pas de temps.
Pour un maillage donné et une vitesse d’advection de norme fixée, le pas de temps qui minimise
I’erreur du schéma pour I'advection ne dépend que du pas d’espace h et de la norme de la vitesse
du champ moyen :

(2.109)
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F1G. 2.22 - Champ de vorticité de tourbillons advectés (éq. d’EULER) suivant plusieurs directions
a la vitesse (u2,+v2)Y/? = 0,5 (Mo, = 0,4225). Solutions du schéma RBV pour £L =1 a t = 20,
t =40,1t=60,t =280 ett =100, maillage de pas d’espace h =0, 2.

73



Chapitre 2. Analyse des propriétés du schéma RBV

2.7.5 Influence du filtrage pour ’advection d’un tourbillon

Bien que le schéma utilisé pour la convergence en pas de temps dual ne dissipe pas les plus
courtes longueurs d’onde, ’adjonction de filtre ne s’est pas avérée nécessaire pour les calculs
d’advection de tourbillon mais elle sera indispensable par la suite afin d’appliquer le schéma &
des configurations d’écoulements aérodynamiques plus réalistes.

Les influences du filtrage et de 'ordre de précision du filtre sur la solution du schéma RBV
sont évaluées sur 'advection d’un tourbillon suivant 'axe z & la vitesse Uy, = 0,5 sur un do-
maine de calcul périodique 10 x 10 discrétisé avec un maillage 50 x 50.

Les visualisations du champ de vorticité & ¢ = 100, Fic. 2.23, montrent que ’ajout d’une
étape de filtrage sur les sous itérations en temps fictif ne modifie pas la position du tourbillon
par rapport a la solution du schéma RBV sans filtre. Cela confirme que les filtres ne font qu’in-
troduire un terme dissipatif dans I’équation discrétisée.

Un filtre d’ordre 4, qui équivaut & une dissipation linéaire d’ordre 3, n’est pas suffisamment
précis pour advection de tourbillon sur une longue distance. Bien que le schéma RBV ne soit
que d’ordre 2, les filtres utilisés doivent étre au moins d’ordre 6 pour ne pas modifier de fagon
significative la solution du schéma. Cette observation est confirmée par les coupes suivant y = 0
des solutions & t = 100, FiG. 2.24, ot on voit que le schéma rRBV et un filtrage a lordre 4 dissipe
de moitié le tourbillon pendant son advection. L’influence du filtrage sur la solution du schéma
RBV pour 'advection de tourbillon devient minime dés que l'ordre du filtre est supérieur & 6.
Bien que le filtrage ajoute de la dissipation, on observe que le maximum de vorticité des solutions
avec filtrage est trés légérement supérieur a la solution du schéma sans filtre.

Conclusion

Il faut appliquer des filtres d’ordre supérieur ou égal & 6 pour ne pas altérer la
solution du schéma RBYV pour 'advection de tourbillons. Des filtrages & I'ordre 6 et 8 donnent
des solutions trés proches du schéma sans filtre. La solution obtenue avec un filtre d’ordre 10 se
superpose 4 la solution du schéma RBV seul.
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2.7.6 Comparaison avec d’autres schémas numeériques

Le but est de quantifier 'apport du schéma RBV sur la préservation des tourbillons par
rapport & des schémas existants du méme ordre de précision. La solution du schéma RBV est
comparée avec les solutions de deux schémas d’ordre 2 : le schéma de LAX-WENDROFF-NI [63, 64],
qui est la référence actuelle en matiére de préservation de la vorticité, et le schéma centré avec
viscosité artificielle introduit par JAMESON, SCHMIDT & TURKEL[36], peu dissipatif si les valeurs
des coefficients de viscosité artificielle sont bien ajustées.

Comparaison avec le schéma de LAX-WENDROFF-NI

Quelques précisions s’imposent concernant le schéma de LAX-WENDROFF-NI (LWN) mis en
ceuvre pour les calculs d’advection de tourbillons. La version du schéma LwN implémentée dans
un code dédié est explicite. La condition de stabilité sur le nombre CFL impose donc 'utilisation
de pas de temps physiques At plus faibles que pour le schéma rRBvV. D’autre part, le schéma LwN
requiert ’ajout d’une dissipation artificielle pour des calculs d’aérodynamique tels que I’écoule-
ments autour d’un profil, dans un canal avec bosse, etc... Les calculs d’advection de tourbillon
avec le schéma LWN sont réalisés sans dissipation artificielle car celle-ci n’est pas nécessaire dans
ce cas précis ol le maillage est cartésien, les conditions aux limites périodiques et I’écoulement
sans discontinuités.

La solution d’advection de tourbillon pour le schéma LWN est obtenue avec un pas de temps
At = 0,05 qui correspond & CFL= h max; ;(Vu? +vi+a);r ~ 0,6 avec (dz = dy = h) pendant
toute la durée du calcul. I’advection se fait suivant la direction z. Le maillage utilisé contient
50 x 50 cellules. La comparaison du champ de vorticité & ¢ = 100 des solutions des schémas
LWN et RBV, F1a. 2.25, montre que le schéma LwN sans viscosité artificielle préserve aussi bien
la vorticité que le schéma rRBvV. Par contre, le tourbillon est mal positionné par rapport a la
solution exacte. Contrairement au schéma RBV, on ne peut pas minimiser I'erreur dispersive du
schéma LwWN et donc garantir que le tourbillon suit la bonne trajectoire pendant son advection.

Les coupes des champs, FiG. 2.26 suivant une droite paralléle & ’axe des z et passant par
le coeur des tourbillons confirment que le schéma LwN sans dissipation artificielle conserve aussi
bien le tourbillon que le schéma RBV pendant son transport. On remarque que la solution du
schéma LWN a un maximum de vorticité supérieur a la solution exacte, tout comme la solution
du schéma RBV.

Conclusion

Le schéma LWN sans dissipation artificielle préserve aussi bien la vorticité que le
schéma RBV mais commet une erreur beaucoup plus importante sur la trajectoire
et la position du tourbillon. Rappelons que la version utilisée du schéma TwN n’a pas la
dissipation artificielle requise pour des calculs d’aérodynamique externe par exemple. L’ajout de
cette dissipation altére nécessairement les propriétés de préservation de la vorticité du schéma
LWN.
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Comparaison avec un schéma centré

Le schéma centré avec viscosité artificielle proposé initialement par JAMESON, SCHMIDT &
TURKEL[36] est un schéma explicite avec intégration temporelle de type RuNGE-KuTTA. Pour
des calculs d’aérodynamique instationnaire, ce schéma est généralement mis en ceuvre sous une
forme implicite. On retient deux de ces méthodes pour les comparaisons avec le schéma RBV:

1. une intégration implicite avec lissage des résidus développée initialement par LERAT, SIDES
& Darv [52] pour le schéma de LAX-WENDROFF. Elle est aussi appelée 1rs (pour Implicit
Residual Smoothing) et est appliquée pour les calculs au schéma RUNGE-KuTTA pour
lequel elle a été adaptée par JAMESON. Cette méthode est souvent employée car elle est
assez peu couteuse en temps de calcul. La phase implicite permet I'utilisation de pas de
temps assez grands tout en conservant une précision d’ordre 2 ;

2. une méthode de pas de temps dual DTS (pour Dual Time Stepping) a trois niveaux de temps
pour une précision d’ordre 2 similaire a celle employée pour la résolution du schéma rBV.
L’intégration pour la convergence sur le pas de temps dual ou fictif fait appel a un schéma
RUNGE-KUTTA implicite avec lissage des résidus. Cette méthode est moins dissipative
que le schéma centré 1rRS mais le temps de restitution du calcul est plus important car il
faut converger vers la solution stationnaire en temps fictif pour chaque itération en temps
physique.

Le logiciel employé pour I'exécution des calculs de type JAMESON est le logiciel elsA [5, 8]
(Ensemble Logiciel de Simulation en Aérodynamique) développé a 'ONERA depuis 1997 et validé
en collaboration avec des industriels du secteur aéronautique.

Pour les deux méthodes d’intégration temporelle, il faut fixer les coeflicients de dissipation
artificielle k(2 et k(4. Le coefficient k(2) permettant d’ajuster la dissipation non linéaire d’ordre
2 est fixé & zéro car I’écoulement du tourbillon advecté ne présente aucune discontinuité. Le
coeflicient ajustant la dissipation linéaire d’ordre 4 est fixé a la valeur minimale généralement
recommandée k() = 0,016.

La comparaison du champ de vorticité a ¢ = 100 des solutions des schémas RBvV, JAMESON
IRS et JAMESON DTS F1G. 2.27, montre que les schémas centrés avec viscosité artificielle dissipent
plus la vorticité que le schéma RBV. Les schémas de JAMESON avec intégration temporelle RS
et DTS positionnent mal le tourbillon par rapport a la solution exacte car on ne peut minimiser
leur erreur dispersive et garantir que le tourbillon suit la bonne trajectoire. On remarque que le
schéma de JAMESON DTS donne une meilleure solution que le schéma de JAMESON IRS.

Les coupes des champs, Fia. 2.28, suivant une droite paralléle 4 ’axe des z et passant par
le cceur des tourbillons confirment que les schémas centrés avec viscosité artificielle dissipent
le tourbillon pendant son transport. L’implémentation en pas de temps dual du schéma de
JAMESON permet d’avoir une meilleure advection du tourbillon au pris d’un coit de calcul plus
élevé que I'implémentation avec lissage des résidus.

Conclusion

Les schémas JAMESON IRS et JAMESON DTS dissipent plus la vorticité que le
schéma RBV et commettent une erreur beaucoup plus importante sur la trajectoire
et la position du tourbillon.
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2.8 Conclusion

Malgré un support spatial identique au schéma de LAX-WENDROFF-NI, le schéma rRBV dis-
sipe les plus grands nombres d’onde pour des écoulements diagonaux. Cette propriété découle
du caractére fortement implicite du schéma couplé & une pondération spatiale de I'incrément
temporel a trois niveaux de temps. Toutefois, il existe une gamme de nombres CFL (CFL < 10
environ) pour lesquels apparait une zone d’instabilité faible (facteur d’amplification du schéma
légérement supérieur & 1) pour une petite plage de nombres d’onde dans le milieu du spectre. Le
schéma n’est donc pas stable au sens strict, mais en pratique, il ne nécessite pas I'ajout d’une
dissipation artificielle.

La méthode de pas de temps dual mise en ceuvre pour résoudre le schéma RBV utilise une
phase implicite simplifiée. Le schéma sous-itératif est alors stable, le module de son facteur d’am-
plification est inférieur ou égal a 1, mais n’est pas dissipatif au sens de KrEISS, en particulier les
plus grands couples de nombres d’onde réduit (£, ) = (£7,£7) ne sont pas amortis pour des
écoulements diagonaux. Un filtrage du schéma en pas de temps dual avec des filtres explicites
d’ordre élevé permet de pallier ce probléme sans altérer la précision du schéma RBV.

Par construction, le schéma RBV est précis & 'ordre 2 en temps et en espace. De plus, la mé-
thode du systéme équivalent a montré qu’il est possible d’annuler le premier terme d’erreur du
schéma pour un certain nombre CFL. Le schéma donne alors une solution précise a I'ordre 3. Des
essais numériques pour une advection scalaire bidimensionnelle et les équations de ’acoustique
avec advection ont confirmé clairement ce résultat théorique.

L’étude de l'erreur de phase du schéma RBV par une analyse de FOURIER confirme (et com-
pléte pour toutes les longueurs d’onde) le comportement du premier terme d’erreur prédit par
I’étude du systéme équivalent. Pour le nombre CFL qui annule ce terme, ’erreur de phase du
schéma RBV est voisine de zéro pour ’ensemble des couples de nombres d’onde réduits. L’erreur
dispersive du schéma est alors minimale.

Les essais d’advection de tourbillons pour les équations d’EULER ont permis de démontrer
la capacité du schéma RBV & preserver un tourbillon sur de grandes distances d’advection.
L’utilisation de cFLg = (M + 1)/2M, ot M est le nombre de MACH de I’écoulement moyen,
permet de garantir que le tourbillon ne dévie pas de sa trajectoire théorique, ce qui n’est pas le
cas pour d’autres méthodes numériques d’ordre 2. Ce nombre CFL est d’autant plus grand que
I’écoulement est lent ce qui autorise I'utilisation de grands pas de temps sans perte de précision
pour le calcul d’écoulement & faible nombre de MACH. Le schéma RBV est trés peu directionnel,
sa solution ne dépend pas de la direction d’advection. L’utilisation de filtres pendant ’étape de
sous itérations en pas de temps dual n’altére pas la solution du schéma dés lors que les filtres
sont d’ordre 6 et plus. La comparaison du schéma RBV avec les schémas de LAX-WENDROFF-NI
et de JAMESON a démontré la plus grande précision du schéma RBV pour les problémes liés &
I’advection de tourbillons.
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Schéma RBV en maillage irrégulier
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Les propriétés du schéma RBV en maillage cartésien ont été étudiées de maniére approfondie
au chapitre précédent. En vue de son application a des calculs d’aérodynamique réalistes, le
schéma doit maintenant étre formulé pour des maillages curvilignes. Cette extension sera réalisée
dans la premiére partie de ce chapitre et suivie de ’étude des propriétés de ce nouveau schéma.

La plus grande partie du travail présenté dans ce mémoire traite de problémes instationnaires.
Les simulations numériques d’écoulements instationnaires sont le plus souvent initialisées & partir
d’une solution stationnaire calculée « numériquement ». Afin que la solution employée pour
I'initialisation soit cohérente avec le schéma RBV, nous proposerons et étudierons une version
simplifiée du schéma RBV adaptée au calcul d’écoulements stationnaires.

La capacité du schéma RBV & advecter des tourbillons en maillages irréguliers sera vérifiée
par des essais numériques, puis le schéma RBV sera appliqué & un probléme d’aérodynamique
instationnaire autour d’un profil oscillant en translation.

3.2 Formulation du schéma RBV en maillage irrégulier

3.2.1 Rappels et notations

Soit 2 un domaine de contour fermé JQ dont la frontiére est notée I'. Un systéme bidimen-
sionnel de lois de conservation sous forme intégrale s’écrit :

i// wd9+f $.itdl =0 (3.1)
dt JJq a0

ot w est le vecteur d’état, ¢ = [f(w), g(w)]le vecteur de densité de flux et 7@ le vecteur unitaire
normal extérieur au domaine 2.

FiG. 3.1 - Maillage irrégulier, cellule €. ;
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L’écriture des schémas de type RBC dans des maillages irréguliers est basée sur une formu-
lation intégrale en volumes finis classique [27]. Soient €, ; la cellule centrée sur le point C' du

maillage indicé (j, k), 9€; son contour fermé, Fc]‘-|-%,kv Fc]‘—%,kv F%k_l_% et F%k_% ses faces
(voir F1G. 3.1 pour la définition de la géométrie). On a:
e = Lejpr p ULt Ulejppt Uljpy

On note w?; la moyenne du vecteur d’état w dans la cellule €2.;, au temps ¢t = nAt:

1
Wik = /wdQ ol Sg%k://dﬁ (3.2)
SQCj,k ch,k ch,k
La formulation intégrale d'un systéme de lois de conservation sur une cellule €, peut alors
§’écrire :
d . . . .
Sch,k%wj,k‘F/(b.ﬁdF—l—/ ¢.ﬁdF—|—/¢.ﬁdF—|—/q§.ﬁdF:0 (3.3)
FcJ+%,k Fc]—%,k chyk+% chyk—%

Un schéma construit dans une approche volumes finis classique approche alors le bilan exact (3.1)
sous la forme (3.3) ot les flux du systéme de lois de conservation sont remplacés par une ap-
proximation discréte.

3.2.2 Formulation du schéma RBV en maillage irrégulier

La formulation volumes finis classique n’est pas celle qui a été retenue pour la formulation du
schéma RBV en maillage irrégulier. En effet, la possibilité d’écrire le schéma RBV sous la forme
Ar = 0 (1.65) joue un role essentiel pour la préservation de la vorticité, il nous semble donc
indispensable que la formulation du schéma RBV en maillage irrégulier puisse aussi s’écrire sous
la forme A7 = 0. La formulation que nous proposons se décompose ainsi en deux étapes, une
premiére étape d’évaluation du résidu complet suivie d’une seconde étape o est appliqué un
opérateur A adapté pour les maillages irréguliers.

Premiére étape

FiG. 3.2 - Maillage irrégulier, cellule de-l-l iyl
27 2
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3.2. Formulation du schéma RBV en maillage irrégulier

Soit Q4.1 .1 la cellule décalée dont le contour fermé 0€23.,1 ,,1 a pour sommets les
J+35.E+3 Jt5.k+3

centres des cellules indicés (j, k), (j+ 1,k), (j,k+1) et (j+ 1,k+ 1) (voir F1G. 3.2). Les faces
de la cellule de+%,k+% sont notées Fdj+17k+%, Fdj,kﬁ—%’ Fdj-|—%,k-|—1 et Fdj_|_%7k- Le contour de la
cellule décalée de—l-l gyt est défini par:

27 2

Ot ert = Tajpner s Y0 s Ul s o U0

On note " la moyenne du résidu complet r dans la cellule décalée €25., 1, .1 au temps
_|_27k_|__ J+5.E+3
t =nAt:

1 .
rbins = s [ Sy = [, o
27 2

JtEktE G+ Lkt+k

On a alors sur la celulle de+%,k+%

Tl wdS) —|— — P 0. ndF) (3.5)
]+27k+ (SQd dt // Qg j-I—%,k-I—%

La valeur moyenne du résidu complet est approchée par une formulation volumes finis classique :

. 1 (S Vw)
Fivlpsl = o Qa1 2
Jt5.k+ d

S S04t k41 AL/ 4L+t

1V g 1] (“2¢)j+17k+% Tkt + Va1l (Wqﬁ)j’k% Tkt L

1l s gl (N1¢)j+%7k+1 XOTSWARTS | WA (M1¢)],+%7k it Lk

L’approximation 7 du résidu complet r est donc donnée par la relation :

) 1
Tirtprd = qag | VWitLk T V0Le + VWi + Vg
L | ks 4 i) Wirnkes = Yiwnk) = (Fiwas + fi) Wikan = yj,k)]
2

St et

L gkt F gik) @ik = Tirk) — (Gik1 + 95k) (@041 — %‘,k)]
2 | Syt krl

U Uikt + fikat) Wikt — Yiktn) — ik + fik) Wi — yj,k)]
2| St et

(Gi+1k41 + Gikr1) (@1 k41 = Tine1) = (G k + k) (X418 — %‘,k)]
Syt krd
(3.7)
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

Deuxiéme étape

La deuxiéme étape de la formulation du schéma RBV en maillage irrégulier consiste & ap-
pliquer un opérateur A aux approximations du résidu complet évaluées aux centres des celulles
décalées €. Les roles de opérateur A sont d’apporter la dissipation nécessaire au schéma et de
permettre le retour & une approximation du vecteur d’état aux centres des cellules €Q..

FiG. 3.3 - Maillage irrégulier, cellule €,.;

Suivant une analogie avec les méthodes volumes finis classiques, 'opérateur A a d’abord été
construit en considérant une cellule du maillage €2.. Cet opérateur est appliqué aux résidus 7,
or on voit qu’en maillage irrégulier, F1G. 3.1, les sommets des cellules du maillage ne corncident
pas avec les centres des cellules décalées €25 ol sont approchés les résidus 7. Afin de préserver
la précision du schéma RBV et de conserver ’équivalence A7 = 0 < 7 = 0, 'opérateur A a été
modifié en considérant une cellule €2,., Fic. 3.3, dont les sommets sont les centres des cellules
décalées €2;. Des essais comparatifs ont montré la plus grande précision et la plus grande robus-
tesse de cette deuxiéme approche, que nous avons donc retenue.

Soient €2, la cellule centrée sur le point C' du maillage indicé (j, k), 09, son contour
1y U1 et Ipp 1 oses faces (voir Fig. 3.3). On définit :
5.k T k45 Jik—3

cy,k

Soit £ la normale extérieure sur la frontiére 02, ;, on définit une base orthonormée directe

fermeé, F,,j_|_%7k, F,,j_

(€, 77) pour chaque face de la cellule Q, (voir Fic. 3.3).

Appliqué au résidu exact, 'opérateur A en maillage irrégulier approche:

1
//rdQ——fh(I%rdF:O (3.9)
Q 2 Jaq, ¢
ri.k T

Cette formule intégrale peut aussi s’écrire :
1 1 1 1
rdQQ— o | h®grdl' — o | h®grdl' — o | h®grdl — = [ h®grdl =0 (3.10)
Qp k 2 r, 1 2 T 1 2 r, é1 2 r, é1
7 Jt 5.k J—g5.k Jk+ 35 k=%

ol h est une distance et ® - une matrice de dissipation dépendant de 'orientation de la face et
des caractéristiques de 1’écoulement.
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3.2. Formulation du schéma RBV en maillage irrégulier

Appliqué au résidu approché 7, 'opérateur A en maillage irrégulier est défini par:

(AF);p = (SQT f1fi2 f) .

)

— —
1CkC1,k| ( N 1C—1,6C k| B
it kL ) ) _%(Fr P~ ) 3.11
2 Ul @gpa Lk 2 el ®epiat i=%k (3.11)
—_— —
2 M ket 2 M jrt

ol les matrices de dissipation (I>£~ sont celles proposées dans la thése de Huana [32] pour les
schémas a pas de temps caractéristique matriciel. Elles sont également utilisées pour les schémas
de type RBC en maillage irrégulier. Par exemple, une matrice ®» est définie par:

Eiv Lk
. | = (T Dlag[ ()}T_l)
S5k Yael g j+1k
(%) _ (%) (%)
- = Ssgnla -
PTG L & ( 7’5]‘+§,k> TIE Lk (3.12)
@, = min Crjsg il |“J£|J+ -
TEi+Lk |C kC41 k| p(ajﬁ)j+%7k

avec T’ T ~1 les matrices de passage a la forme diagonale et af;)g les valeurs propres de la

TE
matrice Jacoblenne du flux suivant la direction du vecteur unitaire E pla ()) désigne le rayon

spectral! de la matrice jacobienne du flux suivant la direction du vecteur unitaire 7.

1. Ceci n’est pas tout a fait la dissipation des schémas & pas de temps caractéristique et de type RBC puisque
nous avons minimisé la dissipation en remplagant le minimum des valeurs propres au dénominateur de ¢(*) par le
rayon spectral.
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

Formulation en pas de temps dual du schéma RBV en maillage irrégulier

Le schéma RBV en maillage totalement irrégulier est résolu par une méthode de pas de temps
dual. Le schéma entiérement discrétisé s’écrit alors:

Aw™™ nm
(SQT ) + (AF) =9
Jik

(Af)j,k = (SQT M2 f) ,

Js

o o
_|Cl7ij+1,k| (|F | B 15 F) B |C21,4C5 k) (|F |21 F)
2 T bk 2 T L
— —
2 M jre 2 M et
i 1
Tirbgtt = gag | VWirtktt T Vg + Vwjeen + Vg
WL Uitk £ fink) Woernr = Yiann) = intr + fin) Wiker = Vi)
2

I Sujstkrl

L (i krr + g p) (@1 k01 — T k) = (G041 + G5k) (@041 — %‘,k)]

S04t ot

L Uik 4 Siker) Win ks = Yikrn) — Gk + fik) (Wign e — yj,k)]
2 I Sde+§,k+§

WL itk + Giket) @b = Tikgn) = (91 + 9k) (Tigik = Tik)
I Syt krl

(3.13)
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3.3. Filtrage en maillage irrégulier

3.3 Filtrage en maillage irrégulier

Les opérateurs de filtrage, présentés section 2.4.4 et mis en ceuvre pour stabiliser le schéma
de résolution en pas de temps dual, ne conservent pas leur ordre de précision lorsqu’ils sont
employés sur des maillages irréguliers. D’autre part, ces filtres sont des opérateurs 1-D appliqués
successivement suivant chaque direction (j et k), ils ne peuvent donc pas prendre en compte les
variations de courbure du maillage.

Dans le cas des filtres explicites (2.39), il est toutefois possible de prendre en compte les dis-
tances pour conserver l'ordre de précision du filtre sur un maillage cartésien irrégulier. Comme
en maillage régulier, un filtre d’ordre p = 2N a toujours un support spatial de (2N + 1) points
mais la perte de symétrie de 'opérateur due aux irrégularités du maillage impose de déterminer
(2N 4 1) coefficients a,, contre (N + 1) dans le cas régulier. Il faut alors résoudre localement un
systéme linéaire de (2N + 1) équations pour chaque dimension du maillage.

Une équation est donnée par la condition sur le module de la fonction de transfert du filtre:

N

S (=1)la, = 0 (3.14)

n=—N

2N équations sont données par des développements de TAYLOR & 'ordre 2V :

11 1 1 1 o ao 1

0 hl —h_l h2 —h_2 P ay

0 h% (—h_1)2 h% (—h_2)2 .. a_q .
as = . (315)
a4_2

R e (R 0 : 0

ot hy = |C; kCiyi k| (respectivement h; = |C; 1C; k4i|) pour un filtre appliqué suivant la direc-
tion j (respectivement suivant la direction k), FiG. 3.4.

Cisk Ciax Ci1k Cix Cisk Civax Cisax
@ o L *o—© o o
ha h1
h-2 h2
h-3 hs

FiG. 3.4 - Support des filtres en maillage irrégulier

Ce traitement peut s’avérer cotiteux en temps de calcul si le filtre est d’ordre élevé. Il ne sera
donc appliqué que sur des maillages fortement irréguliers. La perte de précision est peu effective
sur des maillages curvilignes assez réguliers.
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

3.4 Précision du schéma rBvV en maillage irrégulier

3.4.1 Précision du schéma RBV en maillage cartésien irrégulier

j-fkli 77777777777 J'k+1j+ k+1 O
| o) | o) |
i T I i Pk O
| O | O :
[T A [ A R ¥, ] Oyt
OXj-1 OX; X1

FiG. 3.5 - Maillage cartésien irrégulier

En maillage cartésien irrégulier, F1a. 3.5, 'approximation (3.7) du résidu complet sur la
cellule décalée d’indice (5 + %, k+ %) se simplifie pour devenir :

_ 1
Firbirt = gag VWit + VWi + Ve + Vi g)
‘|‘75$],+11_|_ 52 (fitrhrr + fivre = figsr = i) (3.16)

+———— (g1 k41 + G k1 — Gj+1.6 — Gjk)
5yj-|—1 —|—5y] J J J J

En posant h = max(dz;_1,02;, 0241, 0Yk_1, 0Yk, 0yk+1), les développements de TAYLOR en
espace par rapport au centre d’une cellule d’indice (j, k) d’une quantité ¢ sont:

Pk — ¥ )
dxiaq + 0z dx:01 + oz
OYk+1 + Oyk Syrt1 + Syr)*
Pikt1 = ¢+ %ﬁpy + %%y +O(R%) (3.17)
dxiaq + 0z OYpa1 + Oyk Sxinq+ dx:)?
Pitlhk+1 = @+ %S@x + +12 Py + (071 i) Pra
OYrt1 + Oyr)? 0w 41+ 0;) (041 + Oy
L +18 ) ouy + (041 ])4( +1 )gol,y—|—0(h3)
Le développement & I’ordre 2 autour du point e;; du résidu Fipl ppy est alors :
27 2
~ dxiaq + 0z OYpa1 + Oyk
n+1 _ J+1 J +1
Pyt = Wt Loty ———— (it fotg), + ——F— (wt fotg),
+ O (A, h?)

(3.18)
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3.4. Précision du schéma RBV en maillage irrégulier

De la méme maniére, on trouve:

" Sz + bz ) + 4

P = 0k fot gy — I wy  f g, + PR (0 4 £, 4 g,)

J—35.k+5 4 4 Y
+ O (A, h?)

" dxi0q + 0z Sy + Sy_

Py = ek St gy b T w4 o g)), - T (0t e+ gy),

27 2

+ O (At?, h?)

" oz + oz Sy + Sy_

r'j—llk_L: wt‘|'fx‘|‘gy_]7]1(wt‘|‘fx+gy)x_M(wt+fx+gy)

J—5.k—3 4 4 v
+ O (A, h?)

(3.19)
De méme que 7, 'opérateur A se simplifie en maillage cartésien irrégulier. L’expression dévelop-
pée de AF est alors:
7k_

T herd Vi k- oL TG

N
NI

(AF); e = dx;0y,

4 N N
1B+ 02)) (Oyetr + 20y + 1) o Titg ks Tt o)
2 2 4 T3 2
L L0+ 8jon) Byurr + 2090 + Sypmr) o Timghtd Tkt (30)
2 2 4 73 2
1 Oyrgr +0ye) (Orjr + 2005 +0250) o Tiwdat T peed
2 2 4 s 2
1 (6yk + dyk—1) (dxj41 + 202 + 5$]’—1)(I) 1 Piddh=t T 1L
2 2 4 k=3 2

Une multiplication des deux membres de 'expression (3.20) par l'inverse de la surface de la
cellule d’indice (j, k) et des développements de TAYLOR nous donnent ’erreur de troncature, au
sens des différences finies, du schéma RBV en maillage cartésien irrégulier. Elle s’écrit :

G= r+ %(5$]‘+1 —bxj_q)ry + %(5yk+1 — Syr—1)ry + O(AL?, h?)

(Swjp1+02;) (Sypy1+26ys+dyr—_1) Swip1+dx; Sypt1—0yr—1 2 12
a 16825y, q)]-|—% T+ 4 Ty + 8—ry+O(At 7h )

(bz;+6z5 1) (Sypy1+28yr+yn—_1) Swy+drj_y Sypt1—0yr—1 2 1.2
+ 1651’]5yk ¢]—% r—l_ 4 rx‘l’ S—ry+O(At 7h )

N

(5yk+1—|—5yk)(590]+1+25xj—|—5xj_1) 51’J+1—51’J_1 5yk+1—|—5yk 2 2
a 16825y, q)k—l—% T+ 8 Ty + 1 Ty + O(At 7h )

vt oo tobe b, (g Sachm oy Sty 4 O(AR, 12))
(3.21)

Pour une solution exacte d’un probléme instationnaire, on a r» = 0. L’erreur de troncature du
schéma RBV en maillage cartésien irrégulier devient donc:

(3.22)

Le schéma RBV est strictement d’ordre 2 au sens des différences finies, en
maillage cartésien irrégulier.
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

3.4.2 Précision du schéma RBV en maillage quelconque

La précision du schéma RBV en maillage quelconque ne dépend que de la précision avec
laquelle le résidu complet est approché sur les cellules décalées. Par conséquent, les dévelop-
pements de TAYLOR effectués dans ce paragraphe seront calculés en considérant le centre de
la cellule décalée Qj-l—%,k-l-%‘ Le calcul de f‘j_|_%7k+%
surfacique des termes temporels et I'intégration de ¢.77 sur le contour 8Qj

est décomposé en deux étapes. L'intégration

+3kt+5e

1. Les développements de TAYLOR de I'intégration surfacique des termes temporels donnent :

1 Vw 1
< | Sautipa—— = wy A~ (T g T Tk T Tk T T — 4T,) Wiy
Sa, At il 4
27 2
1
+ 1 (Yir1 b1 F Yirrk + Yjkrr Fyjn — 4y,) Wy
+ O (A%, h?)
(3.23)
Or par construction du maillage, nous avons :
{ T = (T T Tkt Tk T T /4 (3.24)
Yr = Wirthrt T Yirr e+ Yikrr + i) /4
Doii:
\Y
o = w; + O (A%, h?) (3.25)

Hip2 7 ALl

2. L’intégration de q;ﬁ sur le contour de la cellule décalée est décomposée pour les fonctions
de flux f et g. Les développements de TAYLOR de lintégration de fAy sur le contour

donnent ;
1
D My = [
4 50,
fxac Titl,k + k41
+ (@, it1) (Tjr1h = Tinr1) (Yjat k1 — Yik)
250, 2
TjtLht1 + Tjk
+( hi +21 ’ )($j+1,k+1 — k) (Yj k41 — Yj+1,k) — 250, X x,]
Jz Yit1, k1 — Yik) (Yjr1.k — Yik
+ = Wikt = i) Wi ikt1) (@jt1e — @ik — (Tj41h41 — Tjh41)
250, 2
Yi+1,k + Yjk
+ Git1 5 1) (Yirr k1 — Yik) (@1 k — Tjks1)
(Yt ht1 T Yik)
— = Wik — Yiken) (@ ke — @5k) + 280, X gy
J (Yj41k41 — Yik)
+ & ’ L (Yiane — Yikrt) Wikar — Uik — (Wir1h41 — Yid1k))
250, 2
+ 0 (h?)
(3.26)
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3.4. Précision du schéma RBV en maillage irrégulier

Pour un quadrilatére quelconque, 'intégrale de la fonction de flux f par une méthode de type
« cell-vertex » sur le contour d’une cellule est donc approchée a 'ordre 1 au sens des différences
finies sauf si les coordonnées des coins de la cellule satisfont les relations :

Tit1k + Tjk41 = T
Tig1k+1 T 256 = Xy
Tit1,k — Tjk = Tj41,k4+1 — L4 k+1 (3‘27)
Yi+1,k T Yjkt1 = Yr
Yi+1,k+1 T Yik = Yr

Yik+1 — Yk = Yi+1,k+1 — Yi+1k

Nous retrouvons ici un résultat démontré (et étendu aux polygones réguliers) par ROE [78], pour
un quadrilatére, une méthode volumes finis de type « cell-vertex» n’est d’ordre 2 que si la cellule
d’intégration est un parallélogramme.

Le schéma RBV est strictement d’ordre 2 au sens des différences
finies si les lignes du maillage sont des droites paralléles, Fia. 3.6.

FiG. 3.6 - Maillage paralléle vrrégulier

Cependant en s’appuyant sur des résultats sur l'ordre de convergence des méthodes de vo-
lumes finis, on peut utiliser une définition plus pertinente de la précision basée sur des travaux
de GALLOURT [22| et REZGUI [75]. Un schéma est « précis & l'ordre p au sens des volumes finis»
si le flux numérique F sur une face approche le flux exact a ’ordre p, c’est-a-dire :

Fj%k:/rcﬁ.ﬁdwromp) (3.28)

J+%7k

Pour les choix des contours d’intégration retenus pour le schéma RBV, celui-
ci est précis a ordre 2 au sens des volumes finis en maillage quelconque.
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

3.5 Schéma simplifié pour les problémes stationnaires

Les calculs de problémes instationnaires doivent étre initialisés par une condition initiale.
Celle-ci est rarement analytique et provient donc généralement du calcul numérique d'un pro-
bléme stationnaire. Ceci est particuliérement vrai pour les calculs d’aérodynamique.

La solution utilisée pour initialiser les calculs d’écoulements instationnaires effectués avec
le schéma rBV doit correspondre & la solution d’un probléme stationnaire du schéma RBV. Le
schéma numeérique utilisé pour le calcul de la condition initiale doit donc avoir la méme discréti-
sation spatiale que le schéma rRBv. Un tel schéma peut étre obtenu & partir de 'expression (3.13)
en posant Vw = 0. Le pas de temps dual joue alors le role du pas de temps physique pour la
convergence vers un état stationnaire et le schéma obtenu est une extension (nouvelle) du schéma
RBVs (1.55) aux maillages irréguliers. Le schéma RBvs n’est pas dissipatif au sens de KREIss.
Comme pour le schéma en pas de temps dual, nous ajoutons un filtrage du vecteur d’état en
fin d’itération pour assurer la dissipation des plus grands nombres d’onde réduits. La précision
spatiale de ce schéma en maillage irrégulier sera vérifier numériquement, ainsi que l'influence du
filtrage pour le calcul d’une solution stationnaire. Le schéma sera ensuite appliqué a des calculs
d’écoulements aérodynamiques stationnaires.

3.5.1 Advection circulaire scalaire en maillages irréguliers

Le cas test pour I’évaluation de la précision spatiale et de la vitesse de convergence des

schémas RBV et RBVs est tiré de [68]. Il s’agit d’une advection linéaire circulaire autour du point
_ 1., _ 1\ p . . A 1.1 1.1 o
(x = 33y = —3) d’un profil gaussien sur un domaine carré [—g; 5] x [=35; 5]. Plus précisément,

nous cherchons une solution stationnaire du probléme aux conditions aux limites:

ow 1\ ow 1\ ow 1 1 1 1
§+(y+§)ﬁ_x+($_§)8_y:0’ 5 <T< g5 T35 <Y<3;
1 1 1 1

w(xvyvo)zov —§<$<§;—§<y<§;
w(x,—%,t):exp(—50(x—%)2), —%gxgé;tzo; (3.29)
w(z, 1 t) =0 —l<x<l't>0

39 ) 2 91t

. 1 1
w(_ivyvt)zov —§<y<§;t20

Sur la frontiére (z = %; —% <y< %), aucune condition n’est imposée, les valeurs sur la fron-

tiére sont obtenues par extrapolation des valeurs a 'intérieur du domaine de calcul. La solution

stationnaire exacte est w = const sur tout cercle de centre (%, —%)

Trois types de maillages sont utilisés pour les calculs:

1. une série de maillages cartésiens carrés doit permettre de confirmer la précision & 'ordre
2 du schéma en maillage régulier et servir de référence ;

2. une série de maillages cartésiens aléatoires pour comparer la précision effective du schéma
& la théorie qui donne le schéma précis & 'ordre 2;

3. une série de maillages ondulants pour évaluer la précision du schéma sur des maillages
curvilignes.

Chaque série comprend trois maillages de 40 x 40, 80 x 80 et 160 x 160 cellules.
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3.5. Schéma simplifié pour les problémes stationnaires

Les isovaleurs des solutions du schéma RBvVs pour 'advection circulaire 2-D sur les trois
types de maillages sont représentées FiG. 3.7. La solution du schéma RBVs est réguliére pour
les trois maillages, notamment sur le maillage cartésien irrégulier ot les variations de taille des
cellules sont importantes et brutales. La précision théorique du schéma en maillage irrégulier
est confirmée numériquement. Les normes Ly de D’erreur entre les solutions du schéma et la
solution exacte sont représentées FiG. 3.8 (& gauche) pour les maillages des trois séries: I'ordre
de précision calculé numériquement correspond & 'ordre de précision théorique, c-a-d. 2, sur les
trois séries de maillages.

La phase implicite du schéma est résolue avec deux itérations d’une méthode de relaxation
par lignes et colonnes de type (GAUSS-SEIDEL, le CFL vaut 100. I’évolution de l'erreur, Fic. 3.8
(au centre) montre que I’état stationnaire est atteint au bout de 10 itérations sur les maillages
cartésiens carrés et cartésiens irréguliers. Par contre, I’évolution de la norme Ly de Aw/At,
F1G. 3.8 (& droite), montre que la vitesse de convergence en résidu est lente quand le schéma est
utilisé sans filtre.
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-0.5 -0.25

1
0
X

Xop

Cartésien carré Cartésien irrégulier Curviligne

Fic. 3.7 - Advection circulaire 2-D, isovaleurs de la solution du
schéma RBVs sur des différents maillages de 40 x 40 cellules.
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FiG. 3.8 - Ordre de précision spatiale des schémas RBV s et RBV sur différents types de maillages
(a gauche). Fvolution de Uerreur et vitesse de convergence sur des maillages de 80 x 80 cellules
pour une advection circulaire 2-D (au centre et a droite).
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

3.5.2 Influence du filtrage pour le calcul de solutions stationnaires

La faible vitesse de convergence sur la norme Ly de Aw/At du schéma RBVs tient & sa non
dissipation de certains nombres d’onde, en particulier pour des écoulements diagonaux. [’adjonc-
tion d’un filtre appliqué en fin d’itération doit permettre d’augmenter la vitesse de convergence
du schéma en lui apportant la dissipation qui lui manque. La conservation de 'ordre de précision
du schéma est garantie par 'utilisation de filtres d’ordre élevé.

On peut observer, Fia. 3.9, 'influence du filtrage sur la vitesse de convergence et la précision
du schéma RBVs pour un calcul d’advection circulaire scalaire 2-D sur un maillage cartésien carré.
Pour un nombre crL égal & 100, le filtrage permet d’atteindre rapidement I’état stationnaire alors
que la courbe de convergence du schéma sans filtre présente une stagnation autour de 1078, Les
filtres n’altérent pas la précision de la solution stationnaire comme le montre ’évolution de
I’erreur Fic. 3.9.
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FiG. 3.9 - Evolution du résidu (vitesse de convergence) et évolution de Uerreur pour le schéma
RBVs avec filtres pour une advection circulaire 2-D sur un maillage cartésien carré 40 x 40.

Remarques 1l convient de prendre quelques précautions lorsqu’un filtrage du vecteur d’état
en fin d’itération est mis en ceuvre pour le calcul de solution stationnaire:

1. le terme dissipatif apporté par le filtre, c’est-a-dire le membre de droite de I’équation (2.55)
p. 47, fait intervenir le pas de temps au dénominateur. En toute rigueur, une solution
stationnaire calculée avec un filtrage explicite en fin d’itération dépend donc du pas de
temps utilisé pour le calcul. En pratique, 'implicitation du schéma RBVs, qui permet
I’emploi de grand pas de temps, et le recours & des filtres d’ordre élevé rendent ce terme
négligeable devant le terme d’erreur du schéma RBVs précis & 'ordre 2 ;

2. le systéme d’équations (2.55) résolu par le schéma RBVs plus filtre ne peut plus s’écrire
sous la forme d’un schéma conservatif. On doit donc s’attendre a ce que les relations de
saut ne soient pas correctement calculées pour les solutions stationnaires avec choc. La
perte de conservation du schéma RBV basé sur le résidu complet est moins évidente, elle

sera évaluée plus loin sur un calcul d’écoulement instationnaire transsonique sur un profil
en mouvement de tamis.
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3.5. Schéma simplifié pour les problémes stationnaires

3.5.3 Application a un tourbillon stationnaire

Comme le schéma LwN, les schémas RBVs et RBV ont la particularité de préserver exactement
dans le temps une condition intiale correspondant & un tourbillon stationnaire pour les équations
d’EULER. Ce type de condition initiale s’apparente & une onde « linéairement dégénérée » des
équations d’EULER, ’absence de focalisation des caractéristiques ne permet donc pas d’équili-
brer la dissipation linéaire des schémas numériques classiques. Le probléme stationnaire exact
est alors vu par les schémas numériques classiques comme un probléme d’évolution temporelle,

le tourbillon est généralement dissipé au cours du temps.

Si les schémas LWN et RBVs préservent exactement les tourbillons stationnaires, nous avons
vu qu’ils ne sont pas suffisamment dissipatifs pour étre appliqués tels quels & des calculs d’aéro-
dynamique autour de profils. L’objet de ce paragraphe est d’évaluer 'influence des filtres sur les
propriétés de préservation des tourbillons stationnaires du schéma RBVs. La condition initiale est
donnée par les équations (2.107) et (2.108) p. 66 pour une vitesse d’advection nulle. Le maillage
utilisé est cartésien carré avec 50 x 50 cellules. Le pas de temps est At = 1,03, soit crL= 10. Pour
un schéma implicite, la précision de la méthode de résolution de la phase implicite joue un réle
non négligeable sur la préservation d’une condition initiale non entretenue par des conditions
aux limites, c’est pourquoi le nombre de balayages de la méthode HVLGS a été porté & 4.
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Fig. 3.10 - Champs exacts d’un tourbillon stationnaire (éq. d’'EULER) et solutions du schéma
RBV s pour différents filtres. Coupes suivant z des solutions aprés 500 itérations, maillage 50 x 50,
At =1,03 (crL=10).

Les solutions du schéma RBVs avec et sans filtre aprés 500 itérations, Fia. 3.10, confirment
que le schéma RBVs sans filtre préserve exactement la condition initiale. Le filtre d’ordre 4
(équivalent & une dissipation linéaire d’ordre 3) dissipe considérablement le tourbillon. Le filtre
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

d’ordre 6 dissipe légérement le champ de vitesse tangentielle mais accentue la pente du profil
de vitesse au cceur du tourbillon. Cette accentuation est compensée par une augmentation de
la dépression dans le cceur. La vorticité du tourbillon aprés 500 itérations est alors supérieure
a celle de la condition initiale. Cet effet est moins prononcé pour le filtre d’ordre 8 alors que
la solution avec filtrage a 'ordre 10 est confondue avec la solution du schéma sans filtre. Pour
les calculs d’écoulements aérodynamiques stationnaires, le schéma RBVs sera par la suite mis en
ceuvre avec un filtrage & 'ordre 10.

3.5.4 Ecoulement subsonique stationnaire autour d’un profil

Comme pour I’évaluation des schémas RBC [44], nous considérons ’écoulement autour d’un
profil NAcA 0012 & une incidence & = 2° et un nombre de MAcCH amont M., = 0,63. L’adi-
mensionnement utilisé pour les calculs est: po = 1, || = 1, poo = 1/yMZ2. Cet écoulement
subcritique est calculé sur un maillage en C' comprenant 272 x 40 cellules, avec 192 cellules
sur le profil et des frontiéres en champ lointain situées a vingt cordes du profil, FiG. 3.11. Les
conditions aux limites en champ lointain sont basées sur les variables p, a, H, S ot H et S
désignent respectivement ’enthalpie et ’entropie:

— 2
go— o p
’;)—1/’ 2 (3.30)
T

Quand 1’écoulement entre dans le domaine de calcul, la direction de 1’écoulement «, ’enthal-
pie H et I'entropie S sont imposées de facon multidimensionnelle alors que la pression p est
extrapolée. Quand ’écoulement sort du domaine de calcul, p est imposée alors que «, H et S
sont extrapolées de fagcon multidimensionnelle. En présence de paroi, la condition de glissement
(vitesse normale nulle & la paroi) est imposée et la pression, la masse volumique ainsi que la
composante tangentielle de la vitesse sont extrapolées.

FiG. 3.11 - FEcoulement subsonique autour d’un profil. A gauche : vue partielle du maillage en
C 272 x 40 ; a droite : contours du nombre de MacH (AM = 0,05).
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3.5. Schéma simplifié pour les problémes stationnaires

La solution stationnaire est obtenue avec le schéma RBVs associé au filtre d’ordre 10. Les dis-
tributions pariétales du nombre de MACH et de la déviation d’entropie sont présentées Fic. 3.12.
La valeur maximale du nombre de MACH a la paroi est de 0, 98. L’erreur sur ’entropie est faible.
Les valeurs des coeflicients aérodynamiques globaux sont: Cr, = 0,3225 pour le coeflicient de
portance et C'p = 7.107% pour le coefficient de trainée. Le coefficient de trainée est proche de sa
valeur théorique Cp = 0. Ces valeurs sont en bon accord avec les résultats de [44]. La courbe
de convergence vers 1’état stationnaire et 1’évolution du coeflicient de portance sont données
Fia. 3.11.
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Fi1G.3.12- Ecoulement subsonique autour d’un profil, distribution pariétale du nombre de MACH
(a gauche) et de la déviation d’entropie (X =S/S. —1, S =p/p?) (a droite).
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FiG. 3.13 - Ecoulement subsonique autour d’un profil, histoire de convergence (CFL=25).
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

3.5.5 Ecoulement transsonique stationnaire autour d’un profil

I’écoulement transsonique & M., = 0,85 et @« = 1° est calculé sur le méme maillage que
le probléme précédent. La gestion des conditions aux limites et I’adimensionnement utilisé pour
le calcul sont identiques & ceux mis en ceuvre pour les calculs d’écoulements subsoniques. La
solution stationnaire est toujours obtenue avec le schéma RBVs? et filtrage a I'ordre 10, elle est
représentée F'iG. 3.14 et 3.15. Les structures numériques de choc présentent de faibles oscillations
mais la ligne de glissement en aval du profil est bien résolue et la pression est continue & travers
cette ligne de glissement.

Les positions des chocs a I'extrados et a l'intrados sont respectivement z,/c = 0,833 et
x;/c = 0,63. Le choc a 'intrados est correctement positionné en comparaison des résultats de
référence [50] (qui donne z;/c = 0,629). Le choc a I'extrados est situé en amont de la solution
de [50] (qui donne z,/c = 0,866). Le coefficient de portance calculé vaut alors C, = 0,331,
inférieur de 10% a la valeur de référence C'r, = 0, 3749. Le coefficient de trainée est correctement
évalué: C'p = 0,053, 4 comparer avec C'p = 0,053 dans [50]. L ’histoire de convergence du calcul,
pour CFL = 50 est présentée FiG. 3.16.

FiG. 3.14 - Ecoulement transsonique autour d’un profil. A gauche : contours du coefficient de
pression (AC, = 0,075) ; a droite : contours du nombre de MacH (AM = 0,05).

Ce calcul montre que le schéma RBVs associé & un filtre d’ordre 10 est suffisamment dissipatif
et robuste pour calculer des solutions d’écoulements stationnaires transsoniques. Toutefois, la
perte de conservation due au filtre engendre une erreur sur ’évaluation des relations de saut
qui a pour conséquence un positionnement imparfait des chocs. Au vue de ’étude menée au
chapitre 2 sur les phases implicites couplant les termes spatiaux et temporels, il ne semble pas
impossible de rendre le schéma RBVs suffisamment dissipatif pour se passer de filtres. Par manque
de temps, cette voie n’a pas pu étre explorée pendant la thése. En 1’état actuel, il est clair que le
schéma basé sur le résidu le mieux adapté aux calculs d’écoulements transsoniques stationnaires
est le schéma RBC [44], la vocation des schémas RBV étant le calcul d’écoulements subsoniques
ou faiblement transsoniques mettant en jeu des tourbillons en mouvement.

2. Pour ce calcul, la dissipation utilisée est celle définie pour les schémas RBC, cf. (1.48) p. 18, et non la variante
moins dissipative utilisant le rayon spectral des matrices jacobiennes des flux, cf. (1.56) p. 20.
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FiG. 3.15 - Ecoulement transsonique autour d’un profil, distribution pariétale du nombre de
MACH (a gauche) et de la déviation d’entropie (a droite).
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FiG. 3.16 - Ecoulement transsonique autour d’un profil, histoire de convergence (cFL=50).
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Chapitre 3. Schéma RBV en maillage irrégulier

3.6 Advection de tourbillons en maillages irréguliers

Il a été démontré au chapitre précédant que sur un maillage cartésien carré, la meilleure
solution du schéma RBV pour 'advection de tourbillons est obtenue pour At = h/||i. ||, avec
h le pas d’espace et i, la vitesse d’advection. D’autre part, nous avons montré que le schéma
RBV a une précision spatiale d’ordre 2 en maillage irrégulier. L’objet de ce paragraphe est donc
d’évaluer la sensibilité du pas de temps optimum par rapport aux variations locales de taille des
cellules du maillage.

Nous considérons le probléme modéle défini au paragraphe 2.7.1. Le calcul d’advection de
tourbillon est effectué sur un maillage cartésien irrégulier de 50 x 50 cellules généré a partir d’un
maillage cartésien carré dont 'espacement des lignes et des colonnes a été perturbé aléatoire-
ment. Soit & le pas d’espace du maillage initial, soit h* la largeur d’une ligne ou d’une colonne
du maillage perturbé, on a h/2 < h* < 3h/2. La valeur du pas de temps est At = 0,2, il s’agit
de la valeur du pas de temps optimum pour ce probléme dans un maillage cartésien carré 50 x 50.

Les représentations du champ de vorticité & ¢ = 100, Fia. 3.17, montrent que la solution est
correctement positionnée par rapport a la solution exacte. Nous en déduisons donc que ’annu-
lation du premier terme d’erreur du schéma n’est pas sensible aux variations locales de taille de
cellules mais que c’est la taille moyenne des cellules qui doit étre prise en compte. On observe
également que I'extension des filtres aux maillages irréguliers ne modifie pas leur comportement
en comparaison des filtres pour maillages réguliers. Un filtrage & ’ordre 10 est la meilleure solu-
tion pour ne pas altérer la précision du schéma RBV pour ’advection de tourbillons en maillages
irréguliers Fia. 3.18.

articite
2.4

2.2

3

Y
T

o

Y
T T
T T T TITTT
Y
T
Y
T

0.2

el

b

b

FiG. 3.17 - Champ de vorticité exacte et solutions du schéma RBV pour différents filtres précis
en maillages irréguliers. Solutions a t = 100 d’un tourbillon advecté suivant X a la vitesse
Us = 0,5 (Ms = 0,4225) sur un maillage cartésien irrégulier de 50 x 50 cellules, At =0, 2.
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Fic. 3.18 - Comparaison des champs exacts d’un tourbillon advecté suivant X avec les solutions
du schéma RBV pour différents filtres précis en maillages irréguliers. Coupes suivant X des
solutions a t = 100, vitesse d’advection Us, = 0,5 (Mo, = 0,4225), maillage cartésien irrégulier
de 50 x 50 cellules, At =0, 2.

Comparaison avec un schéma centré classique

De méme que pour 'advection de tourbillon en maillage cartésien uniforme, la solution du
schéma RBV est comparée avec la solution du schéma de JAMESON. Ce schéma peut-étre étendu
aux maillages cartésiens irréguliers en pondérant les formules d’intégration des flux numériques.
Cette extension a notamment été étudiée et mise en ceuvre par CANONNE [12] pour des calculs
de rotor d’hélicoptére. Pour la comparaison, nous utilisons la version non pondérée du schéma de
JAMESON. D’une part, cette version est la plus répandue dans les logiciels de calcul cFD, d’autre
part, le schéma RBV ne fait pas intervenir de pondération, il semble donc logique qu’il soit com-
paré & un schéma non pondéré. Les paramétres de simulation pour le schéma de JAMESON avec
intégration temporelle DTS et 1RS sont identiques & ceux du paragraphe 2.7.6.

La comparaison des champs de vorticités & ¢ = 100 des solutions des schémas RBvV, JAMESON
IRS et JAMESON DTS, FiG. 3.19, et les coupes des champs, FiG. 3.20, suivant une droite paralléle
a l'axe des x et passant par le cceur des tourbillons confirment les résultats de [12]: la perte
de précision des schémas volumes finis classiques, méme d’ordre 2, est importante si le maillage
est irrégulier. La formulation retenue pour la généralisation du schéma RBV aux maillages quel-
conques lui permet de conserver son ordre de précision sans pondération particuliére.
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en maillage irrégulier

Fic. 3.19 -
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des solutions des schémas: RBV [iltré a Uordre 10, JAMESON

avec pas de temps dual et JAMESON avec lissage des résidus. Solutions a t = 100 d’un tourbillon
advecté suivant X a la vitesse Uo, = 0,5 (Mo, = 0,4225) sur un maillage cartésien irrégulier de
50 x 50 cellules, At =0, 2.
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FiG. 3.20 - Comparaison des champs exacts d’un tourbillon advecté suivant X avec les solutions
des schémas : RBV filtré a Uordre 10, JAMESON avec pas de temps dual et JAMESON avec lissage
des résidus. Coupes suivant X passant par le ceur des tourbillons a t = 100, vitesse d’advection
Us = 0,5 (Mo = 0,4225), maillage cartésien irrégulier de 50 x 50 cellules, At =0, 2.

104



3.7. Ecoulement autour d’un profil oscillant en translation

3.7 Ecoulement autour d’un profil oscillant en translation

Le calcul d’un écoulement transsonique autour d’un profil oscillant en translation (aussi
appelé mouvement de tamis) doit permettre d’évaluer Iinfluence du filtrage appliqué aux sous-
itérations sur le pas de temps dual pour le calcul de la solution du schéma RBC dans le cas
d’écoulements transsoniques instationnaires. La configuration retenue est celle du rotor non
portant avec pale droite en vol d’avancement pour laquelle des essais en soufflerie [15, 71, 72| et
des simulations numériques bidimensionnelles [51] ont été réalisés a ’'ONERA. Cette configuration
« irréaliste » d’un rotor non portant présente 'intérét de démontrer la validité de la méthode
de calcul pour des écoulements relativement simples en comparaison d’un rotor portant ou la
section de pale est soumise & des variations simultanées d’incidence et de nombre de MACH.

3.7.1 Définition du mouvement de tamis

Un calcul instationnaire bidimensionnel correspond & une approximation de I'expérience |71,
72| pour une pale de rotor d’hélicoptére en rotation & la vitesse angulaire w dans un écoulement
a nombre de MacH My a incidence nulle (voir FiG. 3.21). Le nombre de MacH M, _ dans le
repére relatif & une section de pale & une distance R de 'axe de rotation est :

R
M, = bl + My sin ¢ (3.31)

oo

avec a., la vitesse du son et ¢ = wt I'angle de la pale avec la direction de ’écoulement avancant
(t est le temps non adimensionné).

Fic. 3.21 - Rotor non portant en vol d’avancement

Une modification du systéme régissant les équations du mouvement [51| permet d’effectuer
les calculs numériques en maillage fixe dans le repére lié a une section de pale. Considérons le
cas d’un écoulement bidimensionnel compressible non visqueux autour d’un profil soumis & un
mouvement de corps solide par rapport au repére absolu (O, Z, 7). Soit (A, g, 77) un repére lié au
profil, on peut définir le mouvement du point A par x4 = z4(t), ya = ya(t) et angle 9 = 9(¢)
entre 'axe z et 'axe £ (voir F1G. 3.22). Les équations d’EULER régissant 1’écoulement dans un
domaine Q(t) de frontiére I'(¢) dans 'intervalle de temps [t1,f2] s’écrivent dans le repére lié au

profil :
/ wd&dn
Q

t2 t
= —/t /F[f(w7 ¥, s¢)dn — g(w, 9, s,)d€] dt (3.32)
11 1
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avec
pur PUr
| puu, + pcos? | puv, —psind
J(w, 9, 5¢) = pUU, + psin 9w, b, sp) = pUv,. + pcosd
pFEu, + pu’ pEv, + pv’
ol
u' = ucos?d + vsin ¥ , v = —usind +vcos?

u, = u' — ¢ , v =0 — s,

sizabAcosﬁ—l—y'Asinﬁ—mé , sn:—iAsinﬁ—l—y'Acosﬁ—l—&é

sont respectivement les composantes dans le repére relatif de la vitesse absolue ‘7, de la vitesse
relative V, et de la vitesse § de la frontiére I'. Les points indiquent des dérivations temporelles.

FiG. 3.22 - Profil en mouvement de corps solide

Ces équations sont appliquées & un mouvement de tamis autour d’une section de pale a
incidence nulle. Le nombre de MacH & l'infini est M, = 0,536, I'angle d’attaque o = 0 et le
nombre de MacH relatif au profil M, ., suit la loi d’évolution temporelle:

M, oo = M, + Mysin kt (3.33)

ot My = 0,327 et la pulsation réduite k& = 0,185 (avec k = (we)/Vo = ¢/R). Le mouvement
suivi par le profil est un mouvement de translation horizontale a la vitesse &4 = —Mypay, sin kt,
le déplacement du repére lié au profil est donc défini par:

9 = 0
se = —(Mo/My)sinkt
s, = 0

La condition de glissement du fluide sur les parois solides en mouvement est traduite par
V.ii = 5. Le calcul est initialisé par la solution de 1’écoulement stationnaire autour d’un
profil NAcA 0012 & incidence nulle avec comme conditions génératrices: M., = 0,536, poo = 1,
oo = 1 et poo = 1/yM?2.
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3.7.2 Description de I’écoulement

La solution utilisée pour la description de écoulement transsonique autour d’un profil oscillant
en translation a été calculée avec le schéma RBV avec filtrage & I'ordre 6 sur les sous-itérations
de la méthode de pas de temps dual pour un maillage en C' de 554 x 80 cellules avec un pas
de temps adimensionné At = 4,717.1072 correspondant & une variation azimutale de 0,1 degré.
Le critére de convergence en norme L? du résidu fictif est de 107%, le nombre maximum de
sous-itérations de 20 et le nombre moyen de sous-itérations au cours du calcul de 8.

La figure 3.23 montre I’évolution instationnaire du coefficient de pression relatif Cp, sur le
profil. Le coefficient de pression relatif est défini en fonction de la vitesse relative a 'infini V,
par:

P — Do

Cpy IV
Seule la premiére moitié du cycle de I’évolution périodique est présentée FiG. 3.23. Pendant
ce demi-cycle, le nombre de MAcH relatif M, ., croit de 0,536 & 0,836 puis redescend & 0,536.
Durant le second demi-cycle, M, ., varie en dessous de 0,536 et I’écoulement reste subsonique.
A kt = 07, Pécoulement initial est subsonique, M, o = 0,536. Une zone supersonique apparait
progressivement au fur et & mesure que M, ., augmente, un choc se forme aux alentours de
kt = 75° et se déplace vers le bord de fuite du profil pour atteindre sa position la plus en aval
aux environs de kt = 120° (M, ., = 0,822). Le choc revient ensuite vers le bord d’attaque ou il
finit par s’évanouir vers kt = 165° (M, o, = 0,626).

FiG. 3.23 - Evolution du coefficient de pression relatif pariétal calculé avec le schéma RBV et

filtre d’ordre 6
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Les effets instationnaires jouent un réle majeur puisque I’évolution du Cp, est complétement
dissymétrique par rapport a 'azimut 90°. Les répartitions pariétales du Cp, a kt = 30° et
kt = 150° correspondent au méme nombre du MacH relatif (M, = 0,6995), on obtient d’une
part une solution sans choc et d’autre part une solution transsomque comme on peut le vérifier
sur les représentations des champs instantanés du nombre de MacH relatif Fia. 3.24 (la ligne
correspondant & M, = 1 est tracée en trait discontinu sur les figures).

kt = 30° kt = 90° kt = 150°

FiG. 3.24 - Lignes iso-nombre de MACH relatif instationnaire calculées avec le schéma
RBV et filtre d’ordre 6

3.7.3 Influence de ’ordre du filtre

En principe, le filtrage occasionne une perte de conservation. L’objectif poursuivi dans ce
paragraphe est d’évaluer 'influence du filtrage sur la précision et les propriétés de conservation
du schéma RBV en maillage curviligne pour des écoulements instationnaires avec chocs. Ce qui
nous intéresse particuliérement est de savoir si le filtrage en pas de temps dual a une influence
sur la position du choc. Les solutions du schéma RBV vont donc étre comparées avec la solution
d’un schéma RBC d’ordre 2, noté RBCg, qui ne nécessite pas I’emploi de filtre mais ne préserve
pas la vorticité. En maillage cartésien ce schéma s’écrit sous forme conservative:

+1 n+1
T) L (MY
At dx dy ik
F.

Vwrtl  § 5
j+ik = [ 1f - —@1]?1] avec pij1, = (MIT—I_ (;f v %)
2 stk ’ ! v Y J+gk
peNVw" Sy f | dag
G = [Hzg - —q)zpz] avec po.,,.1 = ( + el
. Sk+g Ikt At dx oy Jkt

(Vw)n-"1 B (Sw”"'l — Jw™ + w”_l)
At ik 2AL ik

(3.34)
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Les calculs de mouvement de tamis avec le schéma rRBV adjoint a des filtres linéaires d’ordre 2,
4, 6 et 8 ont été réalisés dans un maillage en C' de 272 x 40 cellules. Le pas de temps adimen-
sionné At est fixé pendant la simulation & 4,717.1072 (soit une itération en temps pour 0, 1°
de variation azimutale de la section de pale). La convergence vers ’état instationnaire & chaque
pas de temps fait appel & une méthode de pas de temps fictif local avec un nombre CFLy;. égal &
25. Les résultats sont comparés & une solution de référence obtenue sans filtrage avec le schéma
volumes finis strictement conservatif RBCy d’ordre 2 en temps et en espace.

La distribution du nombre de MACH relatif pariétal & kt = 90° et kt = 150° F'1G. 3.25 permet
de vérifier que le schéma RBV avec filtrage positionne le choc a la méme abscisse que le schéma
RBCo quel que soit I'ordre de précision du filtre utilisé. L’ordre de précision du filtre, et par
conséquent son support spatial, a une influence sur la structure numérique du choc. Plus 'ordre
du filtre augmente et plus il y a d’oscillations de part et d’autre du choc.

Mr

L 1 1 1 1 R R S L 1 1 1 MWL P
v. L : 1 . . v. 5 - 1 03 0.4 0.5
X X X

kt = 90° kt = 90° kt = 150° kt = 150°

FiG. 3.25 - Comparaison du nombre de MACH sur le profil NAcA 0012 a kt = 90° et kt = 150°
des solutions des schémas RBCy sans filtre et RBV avec différents filtres pour le mouvement de
tamis. ( RBCg, RBVFy4, -~ - - - - RBVFg, - - - RBVFg, - - - RBVFyq)

L’ordre du filtre ne modifie pas la position du choc sur le profil mais il influe un peu sur la
précision de la solution instationnaire du schéma RBV. En effet, sur la représentation des champs
du nombre de MacH relatif et du coefficient de pression relatif (voir FiG. 3.26) & kt = 907, les

solutions dans les régions ol le maillage est déraffiné ne se superposent rigoureusement que pour
les filtrages & I'ordre 8 ou plus.
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F1G. 3.26 - Solution du mouvement de tamis & kt = 90° pour le schéma RBV avec
différents filtres, lignes iso-nombre de MACH et iso-coefficient de pression relatif Cp,
( RBVFy, -~ - - - RBVFg, - - - RBVFg, - - - RBVFq)

3.7.4 Conclusion

L’emploi d'une étape de filtrage pendant la phase de convergence en temps fictif du schéma
RBV n’altére pas la forme conservative du schéma. Les positions des chocs et les relations de
saut a travers ces derniers sont identiques & celles des solutions calculées avec le schéma RBCy
strictement conservatif. Moins 'ordre du filtre est élevé et moins il y a d’oscillations de part et
d’autre du choc. Le filtre doit étre d’ordre 8 et plus pour qu’a grande distance du profil les lignes
isovaleurs des champs aérodynamiques se superposent. Au voisinage du profil, les solutions du
schéma RBV se superposent, & 'echelle du tracé, pour tous les filtres.
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3.8 Conclusion

La méthode utilisée pour étendre le schéma RBV aux maillages irréguliers ne s’appuie pas
sur une extension volumes finis « classique », mais sur une adaptation de la formulation A7 en
maillage irrégulier. Le schéma ainsi obtenu peut étre décomposé en deux étapes: une premiére
étape d’évaluation du résidu complet 7 sur les cellules décalées du maillage par une intégration
de type volumes finis « cell-vertex » puis une deuxiéme étape d’application d’un opérateur A
(adapté aux géométries curvilignes) au résidu 7. Les filtres spatiaux sont eux aussi adaptés aux
maillages irréguliers.

L’étude théorique de la précision spatiale du schéma RBV étendu aux maillages curvilignes
montre que ce schéma est naturellement précis & ordre 2 en maillages irréguliers alors qu’il ne
fait appel a aucune pondération particuliére.

Une version simplifiee (RBVs) du schéma RBV est proposée pour le calcul d’écoulements
stationnaires. Une étude numérique confirme la précision spatiale d’ordre 2 des schémas RBV et
RBVs en maillages irréguliers. Des calculs d’écoulements stationnaires subsonique et transsonique
autour de profil montrent qu’un filtrage & 'ordre 10, correspondant & une dissipation linéaire
d’ordre 9, apporte suffisamment de dissipation au schéma rRBvs pour appliquer a ce type de
calcul. Le filtrage en fin d’itération engendre cependant une perte de conservation qui restreint le
champ d’application du schéma rRBVs au calcul d’écoulements subsoniques ou faiblement trans-
soniques.

Les essais d’advection de tourbillons sur un maillage cartésien fortement irrégulier ont per-
mis de démontrer la capacité du schéma rRBV & preserver un tourbillon sur de grandes distances
d’advection malgré les irrégularités du maillage.

Contrairement au calcul d’écoulement transsonique stationnaire autour d'un profil réalisé
avec le schéma RBVs avec filtre, la simulation de ’écoulement instationnaire transsonique autour
d’un profil en translation avec le schéma RBV filtré a montré que le filtrage n’engendre pas
d’erreur sur la position des chocs lorsqu’il est appliqué au schéma en pas de temps dual. L’ordre
du filtre influence par contre la structure numérique du choc.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

L’interaction pale-tourbillon ou BvI (pour Blade Vortex Interaction) est un phénomene for-
tement instationnaire qui peut se produire dans les écoulements autour des rotors d’hélicoptére.
Le rotor principal d’un hélicoptére assure a la fois la propulsion et la sustentation de "appareil.
Cette particularité autorise une large gamme de régimes de vol : le vol stationnaire, le vol vertical,
le vol d’avancement. Contrairement au sillage des ailes d’avion qui est rapidement évacué vers
I’aval, la rotation des pales donne une forme hélicoidale au sillage d’un rotor d’hélicoptére. Dans
certaines conditions de vol, comme le vol de descente ou le vol d’avancement & faible vitesse,
I'interaction du rotor avec son sillage peut perturber fortement ’écoulement au niveau des pales
et dégrader les performances aérodynamiques. Elle est également une source importante du bruit
d’un rotor d’hélicoptére. On distingue deux phénoménes prépondérants au cours de 'interaction
rotor-sillage 9], le BVI et 'interaction pale-sillage BWI (pour Blade Wake Interaction). Ils sont
schématisés FiG. 4.1 (extraite de [10]).

(BWI NOISE) )
~—Wake turbulence about tip vortex

o~ Tip vortex (BVI NOISE)-~ —,1.0ard wake turbulence
\ _~" /| «Rotor-disk vortex rollup turbulence
. AN

P

de Arlldanr layer/

near wake
(SELF-NOISE)

Fic. 4.1 - Ecoulement autour d’une pale en interaction avec le sillage d’un rotor

Le BVI résulte de 'interaction entre une pale du rotor et un tourbillon d’extrémité (aussi
appelé tourbillon marginal) engendré par une pale précédente. Le bruit de BvI est la source
dominante du bruit de rotor en vol de descente [11]. Sa nature impulsionnelle et basse fréquence
le rend particuliérement pénalisant d’un point de vue acoustique, ce qui explique qu’il consti-
tue un champ de recherche important. L’interaction la plus intense intervient lorsque I’axe du
tourbillon est perpendiculaire au déplacement de la pale. Dans cette configuration, la section de
pale et le tourbillon se trouvent dans un méme plan, ce qui permet de restreindre la simulation
du phénoméne & un calcul d’écoulement 2D instationnaire.

Le BWI résulte de I'interaction entre une pale du rotor avec la turbulence de sillage du rotor,
avec les nappes tourbillonnaires. Il constitue avec le bruit propre du rotor ou « Self Noise» une
composante principale du bruit large bande du rotor. Contrairement au BvI le BWI est fonda-
mentalement aléatoire et tridimensionnel.

L’interaction pale-tourbillon, retenue pour évaluer le schéma préservant la vorticité reprend la
configuration étudiée expérimentalement par LEE & BERSHADER [39]. Il s’agit d’une BvI paralléle
subsonique frontale d’un tourbillon avec un profil NACA 0012 adincidence nulle. La complexité des
phénomeénes mis en jeu pendant cette interaction ainsi que les données expérimentales disponibles
font de cette expérience une référence pour 1’évaluation de méthodes numériques appliquées
au calcul d’écoulements tourbillonnaires instationnaires. Parmi ces méthodes, nous pouvons
citer les schémas numériques d’ordre élevé [39], les méthodes de raffinement local de maillage
structuré [62], 'adaptation de maillage non structuré [65, 66, 67|, et plus récemment la méthode
de confinement de la vorticité pour les écoulements compressibles [59].
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4.2 Description de I’expérience

Dans l'expérience de LEE & BERSHADER, le tourbillon est engendré par la rencontre d’un
choc avec un profil Naca 0018 en incidence (F1G. 4.2). Le choc est produit au moyen d’un tube
a choc de section carrée 5 x 5 cm. Le profil Naca 0018 de corde 3,8 cm et d’envergure 5 cm est
mis en incidence et placé a 20 cm de la section de sortie du tube a choc. A la sortie du tube,
le choc diffracte et perd sa planéité, les auteurs considérent toutefois que la section centrale du
choc qui interagit avec le générateur de tourbillon (le profil NAca 0018) est pratiquement plane.
Le profil NaAcA 0012 utilisé pour 'interaction a une corde de 5 cm, une envergure de 5 cm et est
situé environ 10 cm en aval du profil NaAca 0018. Le tourbillon expérimental est donc introduit
dans ’écoulement & environ deux longueurs de corde en amont du profil cible pour I'interaction.
Le nombre de REYNOLDS basé sur la vitesse a l'infini et la corde du profil cible varie de 0,9.10°
al,3.108.

FiG. 4.2 - Schéma de la configuration expérimentale de LEE et BERSHADER

Les données expérimentales sont de deux types: tout d’abord des clichés obtenus par inter-
féerométrie holographique a différents instants pendant la collision du tourbillon avec le profil
NACA 0012, ensuite des mesures instationnaires du coefficient de pression (Cp) a l'extrados et
a 'intrados du profil au voisinage du bord d’attaque. Concernant le tourbillon, des mesures des
profils de masse volumique, pression et vitesse sont données.

4.3 Modéle de tourbillon pour le BVI

La topologie du tourbillon qui impacte le profil joue un réle fondamental dans la phéno-
ménologie de I'interaction pale-tourbillon. Elle a donc été étudiée par LEE & BERSHADER afin
d’obtenir un tourbillon analytique le plus proche possible du tourbillon réel utilisé dans 'expé-
rience. Le modeéle retenu est le tourbillon du ScurLy [80] dont le champ de vitesse tangentielle
s’exprime :

f‘ 2
e _ 1 r72 (4.1)
U 27r \r?2+rj§
ol rg est le rayon du cceur du tourbillon, r la distance a partir de son centre et [ la circula-
tion maximale adimensionnée par la vitesse de I’écoulement & I'infini U, et la corde du profil
¢ (I' = T'/Usc). La vitesse d’advection du tourbillon étant proche de 180 m.s™! (M., = 0,5),

le modéle donne un profil de vitesse tangentielle correspondant au tourbillon expérimental pour
I'=-0,283 et ro = 0,018 (I'1G. 4.3).

Pour un tourbillon stationnaire, les équations de la quantité de mouvement exprimées dans
un repére cylindrique lié au coeur du tourbillon se réduisent & I’équilibre radial :

dp _ pvi

dr r (4.2)
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300 ~

v, (m.s™)

FiG. 4.3 - Profil de vitesse tangentielle du tourbillon de ScuLLy

Une hypothése supplémentaire est nécessaire pour pouvoir intégrer cette équation et définir
complétement un tourbillon qui satisfasse les équations d’FEuler stationnaires. Les hypothéses les
plus couramment retenues sont: soit un tourbillon stationnaire a enthalpie constante [39, 66,
67], soit un tourbillon stationnaire & entropie constante [59], voire un tourbillon stationnaire a
température constante dans le cceur et entropie constante en dehors du cceur [62].

4.3.1 Tourbillon a enthalpie constante

L’égalité de 'enthalpie & I’infini, ot la vitesse tangentielle du tourbillon est nulle, avec I’en-
thalpie dans le tourbillon nous donne:

2
7 p U& 7 poo
T A R~ 4.3
y—1lp 2 v—-1lps (4:3)

Dans [39], 'équation différentielle (4.2) est intégrée en conjonction avec la relation (4.3) au
moyen d’un schéma Runge-Kutta. La relation qui lie la pression au champ de vitesse du tourbillon
peut cependant étre obtenue en remplagant p par son expression dans I’équation (4.2):

dp 2Ypoo vg(r)?

P 2P — (Y — D)pocre(r)? v

dr (4.4)

L’intégration entre l'infini et zéro de ’équation différentielle ordinaire (4.4) donne alors
comme expression analytique sur le champ de pression :

. 2
1 (tu\’ 2%’(7‘2 +rg) — % (FSJX’)
p(r) = peexp|—|—= arctan =

NN

A 2w A

(4.5)
. . 2

' -1 00 -1 {T'Us
A= (M=) [T e 21 (TU

27 2y Poo 2y 27
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4.3.2 Tourbillon a entropie constante

Dans le cas d’un tourbillon isentropique, la relation qui relie la pression a la masse volumique
est:

PP (4.6)

Pl Pl
L’équation de I’équilibre radial (4.2) peut alors étre remplacée par I’équation différentielle ordi-
naire:
2

~
p”‘zdp — &Mdr (4.7)
YPoo T

Le champ de masse volumique du tourbillon est donc donné par 'expression analytique:

4.3.3 Comparaison des tourbillons isentropique et isenthalpique

Les deux types de tourbillons ont des champs de vitesse strictement identiques. Les écarts
observés (F1G. 4.4) sur les champs de pression et de masse volumique sont situés au voisinage
proche du coeur du tourbillon. Ainsi le tourbillon isenthalpique a une valeur plus faible de la
masse volumique que le tourbillon isentropique au niveau du coeur du tourbillon. Pour la pres-
sion, on observe l'inverse, la dépression au coeur du tourbillon isentropique est plus importante
que celle du tourbillon isenthalpique. Dés que la distance par rapport au cceur du tourbillon est
supérieure A 0,05 r/c les deux tourbillons se superposent parfaitement.

Les mesures de masse volumique et de pression effectuées par LEE & BERSHADER [39] sur le
tourbillon expérimental advecté & 180 m.s~! montrent que le modéle de tourbillon isenthalpique
est en trés bon accord avec le tourbillon physique.

On peut expliquer le manque d’adéquation du modéle de tourbillon isentropique par le pro-
cessus mis en ceuvre pour engendrer le tourbillon expérimental, 'interaction d’'un choc avec un
profil en incidence, ce qui va a ’encontre d’une entropie constante dans ’écoulement.

La question de l'influence du modéle retenu sur le déroulement du BvI meérite toutefois
d’étre examinée. En effet, des études [58, 83] ont montré la sensibilité du BvI vis-a-vis du modéle
de tourbillon utilisé, mais les comparaisons concernaient principalement des tourbillons avec
différents profils de vitesse tels que les modéles de SCULLY, de VAsIsTAS, de POVITSKY ou de
LaMB, et non les choix d’intégration qui conditionnent leurs champs de pression et de masse
volumique. Nous comparerons donc par la suite des simulations du BvI avec les deux types de
tourbillons dans un méme maillage, tous les autres paramétres restant égaux par ailleurs.
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FiG. 4.4 - Comparaison des champs de masse volumique, de pression, d’entropie
et d’enthalpie entre des tourbillons de SCULLY isentropique et isenthalpique (I' =
—0,283; M., =0,5; ro =0,018).

4.4 Maillages pour le BVI

Les maillages utilisés pour les calculs d’interaction pale-tourbillon ont été engendrés avec le
mailleur algébrique MESH3D [34, 56| puis régularisés avec une méthode d’interpolation spatiale
d’ordre 2. Ils sont de type maillage en H, composés d’un domaine supérieur et d'un domaine
inférieur (symétrique au domaine supérieur), avec demi-cellules & la paroi. Les dimensions ex-
térieures sont [—20;20] x [—20;20], le bord d’attaque du profil NAcA 0012 de corde ¢ = 1 est
positionné en x = 0. Une série de quatre maillages a été construite:

1. un maillage « grossier» de 2 x 386 x 62 cellules (~ 48 000 points);
2. un maillage « moyen» de 2 x 732 x 98 cellules (~ 144 000 points);
3. un maillage «fin» de 2 x 1 342 x 148 cellules (~ 397 000 points);
4. un maillage «trés fin» de 2 X 2 600 x 260 cellules (~ 1 350 000 points).

Tous ces maillages sont construits de maniére & étre cartésiens réguliers dans la zone d’advec-
tion du tourbillon et au voisinage du profil, & 'exception des régions proches des bords d’attaque
et de fuite dont les variations de courbure imposent de forts resserrements. La région o la grille
est globalement cartésienne uniforme est [—4;2] x [—0,5;0,5]. Les pas d’espace dans la région
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h =1072, h = 5.107% et h = 2,5.1073. Des vues partielles du maillage « moyen » autour du

profil et autour du bord d’attaque sont représentées Fic. 4.5. Une vue partielle plus élargie est

cartésienne sont respectivement, du maillage le plus grossier au maillage le plus fin: A = 2.1072,
donnée FiG. 4.6 pour le maillage « grossier ».

Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

Vues partielles du maillage « moyen » : profil et bord d’attaque

Fic. 4.5 -

Vue partielle du maillage « grossier » pour le BVI

Fic. 4.6 -
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4.5 Initialisation et paramétres du calcul

4.5.1 Superposition des champs

La condition initiale pour la simulation du BVI est obtenue en superposant le tourbillon
4 une solution stationnaire d’un écoulement autour d’un profil. La superposition des champs
est effectuée sur les variables primitives (p, u, v, p). L’écoulement stationnaire autour du profil
est obtenu avec le schéma préservant la vorticité pour les écoulements stationnaires et filtrage
a Pordre 10. Les conditions & l'infini sont M., = 0,5 et incidence nulle. L’adimensionnement
utilisé est: Uy =13 Voo =05 poo = 15 poo = 1/yM2 . Le champ initial est donc donné par:

Pini(T,Y) = pprofit(®,Y) + Prowrd(T,Y) — Poo

Wini (2,Y) = Uprogit(®,Y) + Utours (2, Y) (4.9)
Vini(2,Y) = Vprogit(2, ) + Viows(T, ) '
Pini(2,Y) = Pprofit(2,Y) + Prowrd (T, Y) — Poo

4.5.2 Position du tourbillon a ’instant initial

L’étendue de la région cartésienne des maillages permet de positionner le tourbillon en /¢ =
—3,5,y/c=0(F1G6.4.7). La méthode de superposition des champs classiquement mise en ceuvre
pour calculer la condition initiale donne un état initial qui n’est pas solution des équations
d’Euler. Cette inexactitude est due d’une part & la non linéarité des équations d’Euler et d’autre
part au modéle de tourbillon de ScuLLY. En effet, la vitesse tangentielle d’un tel tourbillon a
un taux de décroissance en 1/r et modifie de fagon significative le champ de vitesse autour du
profil avec pour principale conséquence une condition de porosité a la paroi pour la condition
initiale puisque le vecteur de vitesse n’y est plus tangent. La brutale imposition de la condition
de glissement pendant la premiére itération du calcul engendre une onde qui doit étre évacuée
avant que le tourbillon n’atteigne le profil. Les simulations montrent que cette condition est
largement vérifiée pour un tourbillon positionné & —3,5 cordes en amont du profil.

FiG. 4.7 - Iso-valeurs du champ de masse volumique de la condition initiale pour
la simulation de 'interaction pale-tourbillon subsonique frontale
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

4.5.3 Erreur de représentation du tourbillon

La plus ou moins bonne représentation du tourbillon & linstant initial sur les différents
maillages utilisés pour la simulation du BvI dépend de la taille du pas d’espace dans la région
cartésienne réguliére. Le coeur du tourbillon a un diamétre de 0,036 corde, ce qui nous alloue
2 points de discrétisation dans le cceur pour le maillage « grossier », 4 points pour le maillage
« moyen », 8 points pour le maillage « fin» et 16 points pour le maillage « trés fin» (F1a. 4.8).

FiG. 4.8 - Représentation du tourbillon a Uinstant initial sur les
différents maillages : « grossier », < moyen », « fin» et « trés fin».

4.5.4 Conditions aux limites

Les conditions aux limites utilisées pour l'interaction pale-tourbillon sont les mémes que
celles mises en ceuvre pour les calculs d’écoulements stationnaires sans incidence autour de
profil, c’est-a-dire:

— imposition de ’entropie, de ’enthalpie, de la direction de 1’écoulement et extrapolation
multidimensionnelle de la pression en entrée (frontiéres inférieure et supérieure sont assi-
milées & des conditions d’entrée) ;

— imposition de la pression et extrapolation multidimensionnelle de ’entropie, de I’enthalpie,
de la direction de I’écoulement en sortie;

— imposition de la condition de glissement et extrapolation multidimensionnelle de la masse
volumique, de la pression et de la vitesse tangentielle sur les parois solides.

Les valeurs des cellules fictives et des points & la paroi sont actualisées aprés chaque sous-
itération sur le pas de temps fictif. Une fois obtenue la convergence sur le temps fictif, les états
de ces cellules correspondent bien au temps "t =" + At.
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4.5. Initialisation et paramétres du calcul

4.5.5 Temps physique et temps fictif

Le pas de temps physique At est constant pour toute la durée du calcul numérique. Il est
choisi pour chaque maillage de fagon a4 minimiser le premier terme d’erreur du schéma RBV pour
I’advection du tourbillon dans la région ot les maillages sont cartésiens. La relation qui définit
ce pas de temps optimum est :

1 + Moo hcart
Aty = 4.1
P ( 2M.., )Uoo—l-coo (4.10)
cette relation se simplifie en :
hcart
Aty = 4.11
vt 2Uoo ( )

Les pas de temps physiques et les maxima des nombres CFL locaux correspondant pour les
3 maillages ainsi que les autres paramétres de calcul sont résumés dans le tableau (4.1). La

définition du CFL est:
CFL = At max (HUH% W) (4.12)
]7

7.k

La méthode de sous-itérations employée pour converger vers la solution instationnaire du
schéma a ¢ + At est implicite et met en ceuvre un pas de temps (fictif) local. Le pas de temps
fictif pour chaque cellule est calculé pour un nombre CFL ;i = 25. La solution est estimée
convergée lorsque la norme L? du résidu sur le temps fictif est inférieure & 1076, le nombre
maximum de sous-itérations est fixé & 10.

Maillage nombre de heare/c | nombre de points dans le At | CFLyaz
points coeur du tourbillon initial
« grossier » 48 000 2.1072 2 10~2 2,73
« moyen » 144 000 102 4 5.1073 3,97
«fin» 397 000 5.1073 8 2,5.107° 4,73
« trés fin » 1350 000 | 2,5.10~3 16 1,25.1073 5,23

TAB. 4.1 - Récapitulatif des paramétres de simulation du BVI subsonique
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

4.6 Description et analyse de la solution de référence

La solution de référence utilisée pour la description de I'interaction pale-tourbillon subsonique
frontale en fluide parfait a été obtenue avec le schéma RBV dans le maillage de 1 350 000 points
avec un tourbillon de ScurLLy & enthalpie constante positionné a ¢/(c/Us) =0 en z/c = =3, 5.
Le pas de temps adimensionné est At = 1,25.1072, un filtre d’ordre 10 est utilisé dans la phase
de convergence en temps fictif!. L’exploitation des résultats de cette simulation pour I’étude du
déroulement de l'interaction est justifiée par une étude de convergence en maillage (présentée
au paragraphe 4.7.3) qui nous permet d’estimer raisonnablement que la solution de ce calcul est
proche de la solution convergée du schéma RBV pour ce probléme.

4.6.1 Solution non visqueuse du BVI subsonique frontal
Description macroscopique

Pendant la phase d’advection qui précéde interaction, le tourbillon négatif (son sens de
rotation est celui des aiguilles d’une montre) reste positionné sur une trajectoire passant par
la ligne de symétrie du profil. Au fur et & mesure de "approche, le champ de vitesse induit
par le tourbillon provoque une incidence négative au niveau du bord d’attaque ce qui entraine
un déplacement progressif du point d’arrét vers l'extrados (F1a. 4.9, visualisations au temps

t/(c/Us) = 3 4 3,3).

i

t/(c/Us) = 3,00 t/(c/Usx) = 3,15 t/(c/Us) = 3,30

t/(c/Us) = 3,45 t/(c/Us) = 3,60

FiG. 4.9 - Iso-valeurs du champ de masse volumique au cours du BVI, Ap = 0,01.

1. La durée de la simulation est de 5,5 unités de temps adimensionné, soit 4400 itérations en temps physique.
Le filtre d’ordre 10 a été mis en ceuvre pour 4320 d’entre elles, pendant 80 itérations (itération 2800 a 2880) un
filtrage & 'ordre 4 a da étre utilisé pour des raisons de robustesse pendant la formation d’un choc de grande
intensité (nombre de MACH supérieur a 3,8 et pression adimensionnée inférieure a 0,035).
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4.6. Description et analyse de la solution de référence

Lorsque le tourbillon arrive au voisinage du profil, on observe la formation d’un choc & I'in-
trados prés du bord d’attaque et 'apparition d’une zone de recirculation & la paroi en aval de
ce choc. Cette recirculation donne naissance a un deuxiéme tourbillon, positif, qui se détache de
la paroi pour étre convecté vers ’aval avec le tourbillon initial. Le point d’arrét reprend rapide-
ment sa position initiale en (y/c) = 0 aprés le passage du tourbillon. On observe simultanément
la propagation d’une onde acoustique (}F1G. 4.9, visualisations au temps t/(¢/Us ) = 3,454 3,75).

Aprés s’étre détachés de la paroi, les deux tourbillons entament une corotation dans le sens
indirect et s’éloignent de la paroi jusqu’a avoir atteint une abscisse correspondant a la mi-corde
du profil (Fi1a. 4.10, visualisations au temps t/(c/Us) = 3,9 a 4,05).

Une fois passée la mi-corde, la paire de tourbillons contrarotatifs continue son mouvement
giratoire et se rapproche du profil jusqu’a ce que le tourbillon direct, créé par I'interaction, 1'im-
pacte puis se déforme suite & cette collision et perde de son intensité. Le tourbillon présent en
aval du profil aprés 'interaction est donc celui qui a été introduit initialement pour la simulation
numérique (F1G. 4.10, visualisations au temps ¢/(c/Us) = 4,2 & 4,65).

C/U

t/(c/Us) = 4,50 t/(c/Us) = 4,65

—

FiG. 4.10 - Iso-valeurs du champ de masse volumique au cours du BVI, Ap =0,01.
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

Trajectoire et déformation des tourbillons

Une représentation a différents instants du champ de vorticité pendant 'interaction pale-
tourbillon, comme présentée FiG. 4.11, permet de bien identifier les trajectoires des deux tour-
billons et leur déformation au cours du temps. Sur la figure, la plage de couleurs allant du bleu
au vert indique un tourbillon tournant dans le sens indirect alors que la plage de couleur variant
du orange au blanc en passant par le rouge indique un tourbillon tournant dans le sens direct.

Le tourbillon moteur de 'interaction ne subit pratiquement pas de perte d’intensité pendant
le BvI. Le second tourbillon, positif, se détache de la paroi aprés sa formation et est entrainé
vers ’aval avec le tourbillon initial. Pendant ce transport, la paire de tourbillons contrarotatifs
pivote dans le sens positif, la vitesse de ce pivotement dépend de l'intensité relative des deux
tourbillons. Au cours de ce pivotement, la paire de tourbillons suit une trajectoire non rectiligne
qui I’éloigne puis la rapproche du profil jusqu’a entrer en contact avec la paroi a proximité du
bord de fuite. Le tourbillon positif est alors fortement déformé, le tourbillon initial retrouve une
structure circulaire et poursuit son advection en aval du profil.

La trajectoire remontante suivie par la paire de tourbillons, 'impact & l'intrados du profil
et I’advection du tourbillon initial en aval du profil correspondent a la solution non visqueuse
du BVI frontal subsonique. Dans le cadre des équations de NAVIER-STOKES avec un nombre
de REYNOLDS de 'ordre de 108, la couche limite influence assurément la trajectoire de la paire
de tourbillons et leur déformation si il y a collision avec I'intrados du profil prés du bord de fuite.

-310 <2000 <180 180 1400 1200 -100 B0 BG40 200 0 2 40 B0 BO 10O 120 140 16O 1BO 200 310

FiG. 4.11 - Trajectoire et déformation du tourbillon au cours du BVI, iso-valeur du ro-
tationnel de la vitesse at/(c/Us) € [3,3;3,45;3,6;3,75;3,9;4,05;4,2;4,35;4,5; 4, 65].
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4.6. Description et analyse de la solution de référence

Acoustique du champ proche

L’acoustique du BVI obtenue & partir de la résolution des équations d’EULER est comparable
a celle issue d’une simulation des équations de NAVIER-STOKES avec modéle de turbulence [59].
De plus, le maillage utilisé pour le calcul de la solution non visqueuse du BVI subsonique fron-
tal avec le schéma RBV est suffisamment fin pour capturer les ondes acoustiques en champ proche.

Les ondes de compressibilité sont visualisables sur les champs de divergence de la vitesse et
de pression acoustique (F1G. 4.12 et F1G. 4.13). La pression acoustique correspond a la différence
entre le champ de pression instantané p(Z,t) pendant le BVI et le champ de pression d’un profil
en écoulement non perturbé (écoulement stationnaire sans incidence). Elle est adimensionée par
la pression & l'infini.

/

A\ 1

t/(c/Usx) = 3,75 t)(c/Us) = 4 t/(c/Us) = 4,65

FiG. 4.12 - Champs instantanés de la divergence de la vitesse

| 008005004 002 0 02 um 005
=~

t/(c/Us) = 3,75 t/(c/Us) t/(c/Us) = 4,65

Fic. 4.13 - Champs instantanés de la pression acoustique adimensionnée

La forte directivité du bruit de BVI est illustrée par le champ de pression acoustique a
t/(c/Us) = 3,75. A cet instant, on distingue nettement trois lobes de pression.

Le lobe de dépression (en bleu) coté intrados provient du détachement de la poche superso-
nique engendrée par le passage du tourbillon prés du bord d’attaque a I'intrados.

Le lobe de surpression (en rouge) coté extrados provient de la zone de surpression qui carac-
térise le point d’arrét. Pendant I’approche du tourbillon vers le profil, le champ de vitesse induit
par le tourbillon provoque un déplacement du point d’arrét vers ’extrados, ce changement de
position s’accompagne d’une augmentation de la pression en ce point. Une fois le tourbillon passé
sous le profil, le point d’arrét reprend sa position au bord d’attaque. Ce déplacement rapide du
point d’arrét vers ’amont provoque alors le détachement d’une zone de surpression.
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

Le troisiéme lobe de pression acoustique visible sur la figure correspond également & une
surpression. Une étude aéroacoustique [59] & partir d’une solution visqueuse avec modeéle de
turbulence du BVI subsonique frontal confirme la réalité de cette onde acoustique. Dans cette
étude, lorigine de cette troisiéme onde tiendrait a la présence du second tourbillon créé au cours
du BVI qui provoquerait une affectation de la zone de surpression qui caractérise le point d’arrét,
affectation dont résulterait le détachement d’une région de surpression au bord d’attaque.

Dans le cas de la solution obtenue avec le schéma rRBV, le second tourbillon joue un role quant
a lorigine de cette onde mais n’interagit pas directement avec la région de surpression prés du
point d’arrét. Des représentations des champs instantanés de pression adimensionnée avant le
détachement de cette troisiéme onde sont données FiG. 4.14. Sur cette figure, les isocontours de
vorticité (traits pleins noirs) permettent de positionner les deux tourbillons. A ¢/(c/Us) = 3,6
une zone de surpression est comprise entre les deux tourbillons et attachée & I'intrados du profil.
Une fois la paire de tourbillons éloignée de la paroi, cette région de surpression se déplace vers
I’amont en suivant ’intrados, jusqu’d interagir avec la zone de surpression du point d’arrét et
former la troisiéme onde acoustique.

B
N
t/(c/Us) = 3,60 t/(¢/Us) = 3,65 t/(c¢/Us) = 3,70

Fic. 4.14 - Champs instantanés de pression adimensionnée et lignes iso vorticité

La visualisation du champ de la divergence de la vitesse a t/(c/Us) = 4 (F1G. 4.12) montre
que les deux principales ondes de compressibilité subissent une diffraction lorsqu’elles atteignent
le bord de fuite du profil. La visualisation du champ de pression acoustique au méme instant
(F1G. 4.13) montre que cette diffraction produit deux nouvelles ondes acoustiques se propageant
vers I’amont, I'une & 'intrados, autre & 'extrados.

Dans la solution du BVI calculée avec le schéma RBV, la paire de tourbillons contrarotatifs
entre en contact avec 'intrados du profil puis longe la paroi. Le champ de divergence de la
vitesse 4 t/(c/Us) = 4,65 (F1G. 4.12) avec des niveaux adéquats met en relief I’émission d’ondes
acoustiques lorsque le tourbillon négatif et ce qu’il reste du tourbillon positif dépassent le bord
de fuite. Toutefois, les niveaux de pression acoustique au méme instant (FiG. 4.13) indiquent
que ces ondes sont de faible intensité en comparaison des cing ondes identifiées auparavant.
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Evolution des coefficients aérodynamiques

L’évolution temporelle des valeurs des coefficients de portance CL et de trainée Cp (F1G. 4.15)
confirme que 'imposition de la condition initiale modifie I’écoulement au voisinage de profil. En
effet, la valeur du coeflicient de portance passe brutalement de 0 & -0,1 aprés le commencement
de la simulation numérique. On constate également que le BVI frontal affecte considérablement
les efforts aérodynamiques subis par le profil. Au fur et & mesure que le tourbillon s’approche, le
coefficient de portance diminue pour atteindre une valeur minimale de —0,7 at/(c/Us) = 3, 54.
Le coefficient de trainée diminue lui aussi pour atteindre sa valeur minimale de —0,07 un peu
plus tot, a t/(c/Us) = 3, 5. Les deux coefficients réaugmentent ensuite fortement pour retrouver
des valeurs positives maximales pendant le BVI, 0, 24 pour CL et 0,018 pour CD avant de tendre
vers les valeurs correspondant a un écoulement stationnaire sans incidence quand ¢ tend vers
Iinfini.

FiG. 4.15 - Evolution des coefficients aérodynamiques pendant le BVI
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

4.6.2 Comparaison de la solution avec ’expérience

La comparaison des interférogrammes holographiques expérimentaux avec les champs de
masse volumique instantanés issus de la simulation (F1G. 4.16, pour les résultats issus de la
simulation, les franges correspondent & une variation de masse volumique adimensionnée Ap
de 107%) montre que la solution non visqueuse du BVI calculée avec le schéma RBV et filtre
d’ordre 10 est qualitativement en bon accord avec les résultats expérimentaux.

t/(c/Us) = 3,45 t/(c/Uus) = 3,54

Interférométrie
holographique

Ap=0,01

FiG. 4.16 - Comparaison des interférogrammes holographiques expérimentaux [39] avec
les champs instantanés de masse volumique issus de la simulation numérique.

La comparaison des coefficients de pression (CP) instationnaires sur la paroi avec les me-
sures expérimentales est présentée FiG. 4.17. Les variations des CP calculés a ’extrados sont trés
proches de ’expérience que ce soit au niveau des maxima atteints que des pentes des courbes.
A lintrados, les Cp calculés sont qualitativement en bon accord avec ’expérience, bien que la
variation maximale du Cp en z/c = 0,02 soit surestimée. Cet écart avec I’expérience est caracté-
ristique d’une simulation non visqueuse et a déja été observé avec des simulations faisant appel &
d’autres méthodes numériques [59, 66]. Parmi les études publiées [39, 59, 67| utilisant des simu-
lations de type NAVIER-STOKES avec modeéle de turbulence, les études [39, 59] ne montrent pas
d’oscillations du CP au cours du BvI alors que [67], qui fait appel & une méthode d’adaptation
de maillage, fait aussi état d’oscillations mais d’amplitude inférieure & celles observées FiG. 4.17.

On remarque que les valeurs des Cp calculés sont différentes avant l'interaction (¢/(c/Us) <
3,3) de celles obtenues expérimentalement. Suivant ’hypothése que le tourbillon physique fait
décroitre localement ’angle d’attaque apparent pendant son passage sous le profil [88], MORVANT
et al. [59] ont réalisé des simulations de BvI subsonique frontal avec de faibles angles d’incidence
(0,5et 0,75 degrés). Les résultats qu’ils obtiennent montrent une meilleure concordance entre les
Cp calculés et les valeurs expérimentales avant et pendant 'interaction, ’amélioration est parti-
culiérement sensible pour les valeurs a 'intrados du profil. La trajectoire suivie par le tourbillon
pour les simulations avec angle d’attaque est 1égérement modifiée et conduit & une interaction
moins intense que dans le cas d’une interaction a incidence nulle. Les auteurs ne préconisent
toutefois pas de valeur particuliére pour 'angle d’attaque. On peut penser que celle-ci dépend
de la distance entre le tourbillon et le profil a 'instant initial.
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4.6.3 Processus de formation du second tourbillon

A notre connaissance, le processus de formation du second tourbillon positif au moment de
I'interaction entre le tourbillon négatif et le bord d’attaque du profil ne semble pas avoir été
étudié de facon précise. Dans [39], il est admis que le champ de vitesse induit par le tourbillon
négatif pourrait avoir comme effet de déplacer le point d’arrét vers ’extrados et d’engendrer une
zone de recirculation & l'intrados qui va ensuite se détacher de la paroi. Cette explication fait
jouer aux effets visqueux un role prépondérant dans la phénoménologie du BvI frontal. Elle n’est
pas confirmée par notre résolution numérique des équations d’EULER, ni par celles de [59, 66]
qui reproduisent assez fidélement le phénomeéne.

Les visualisations de la Fic. 4.18 des champs de masse volumique et des lignes de courant
instantanées au voisinage du bord d’attaque pendant l'interaction permettent de constater a
t/(c/Us) = 3,45 le déplacement du point d’arrét vers l'extrados, a t/(c/Us,) = 3,55 la présence
d’un choc & l'intrados en aval duquel on observe le recirculation, a t/(¢/Us,) = 3,65 I’éloigne-
ment de la paroi des deux tourbillons contrarotatifs. Sur la méme figure, les représentations
des isovaleurs du nombre de MACH attestent du caractére transitoire et de I'extréme intensité
du choc puisque la valeur maximale du nombre de MAcCH sur le profil est supérieur & 3,85 a
t/(c/Us) = 3,55. Les conditions initiales utilisées pour la simulation, en particulier un tourbillon
a enthalpie constante, font du champ de déviation d’entropie ((S — S.)/Se avec S = p/p”) un
bon «marqueur» des tourbillons pour cet écoulement. La déviation d’entropie permet de situer
précisément la position du tourbillon qui interagit avec le profil. On vérifie qu’a t/(c/Us) = 3,45
le choc et le tourbillon contrarotatif ne sont pas encore formés puisque la déviation d’entropie
est nulle dans tout I’écoulement & 'exception de la région occupée par le tourbillon advecté en
amont du profil. A t/(c/Us) = 3,55, la déviation d’entropie montre que le tourbillon négatif
n’impacte pas le profil mais se déforme et le contourne en passant cété intrados. Elle met aussi en
évidence la position du choc caractérisée par une variation brutale de I’entropie et la formation
du deuxiéme tourbillon juxtaposé en aval du choc. Enfin, elle rend compte sur la derniére vue
des positions et des géométries respectives des deux tourbillons & t/(c/Us) = 3, 55.

Les résultats présentés FiG. 4.18 soulignent que les effets de compressiblité jouent un réle ma-
jeur dans le processus de formation du deuxiéme tourbillon. Rappelons que I’équation qui régit
la dynamique du vecteur tourbillon par unité de masse, ou vorticité spécifique &/p = (6 x i)/ p,
dans un écoulement compressible instationnaire tridimensionnel pour un fluide newtonien est :

(4.13)
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Les termes appartenant au membre de gauche de ’équation constituent la dérivée particu-
laire de la vorticité spécifique. Ils montrent que celle-ci est transportée par ’écoulement a la
réserve des modifications induites par les termes du membre de droite.

Le premier terme du membre de droite, Vi.(&/p), est appelé terme d’étirement ou de dé-
formation (stretching en anglais). Il s’annule dans le cas d’écoulements bidimensionnels ou le
vecteur rotationnel est par définition orthogonal au vecteur vitesse. Dans le cas d’écoulements
tridimensionnels, il décrit les effets de déformation, étirement et basculement des tourbillons
produits par les variations de vitesse (cisaillement) dans la direction des lignes tourbillonnaires.
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4.6. Description et analyse de la solution de référence

t/(c/Us) = 3,45 t/(c/Us) = 3,55 1/(c/Us) = 3,65

e =

MacH

(S —Sa0)/Se

0 005 04 0.3 0.35

FiG. 4.18 - Lignes de courant et valeurs des champs de masse volumique, nombre de MACH
et déviation d’entropie pendant le BV1

Le deuxiéme terme du membre de droite est la diffusion de la vorticité par la viscosité
du fluide. La viscosité a principalement pour effet de dissiper les structures tourbillonnaires, &
I’exception des régions proches des parois ot elle peut créer de la vorticité. Dans le cas d’une
simulation des équations de NAVIER-STOKES et de 'expérience elle-méme ce terme apporte in-
déniablement une contribution a la formation du deuxiéme tourbillon, notament en diminuant
I'intensité du choc du fait de I'interaction avec la couche limite. Il doit aussi intervenir dans la
dynamique du couple de tourbillons contrarotatifs par la suite. Par contre, il n’est certainement
pas le terme qui amorce la création du second tourbillon, ni ne lui donne son intensité puisque les
simulations des équations d’EULER le permettent. D’autre part, la contribution de la viscosité
numeérique du schéma RBV est quasiment nulle sur I’équation de la vorticité discréte, celle-ci ne
peut donc pas étre mise en avant pour expliquer la formation du deuxiéme tourbillon.

C’est donc le troisiéme terme du membre de droite, V x (p_lv_)p) = p%ﬁp X 6]) appelé
terme baroclinique, qui va produire de la vorticité et donner naissance au tourbillon qui se dé-
veloppe en aval du choc & 'intrados. Ce terme est nul dans le cas d’un écoulement isentropique
puisque (p/pss) = (p/ps)” implique que Vp x Vp = 0, sinon il traduit la perte de la relation
de dépendance de la pression en fonction de la masse volumique p = p(p), ceci a cause de la
création d’entropie & travers un choc par exemple. Ce phénoméne est particuliérement visible
sur la F1a. 4.19, 4 t/(c/Us) = 3,55, on observe que les deux lignes de courant les plus proches
du profil représentées sur la figure ont une géométrie de type convergent-divergent, ’écoulement
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

entre ces deux lignes de courant devient sonique & ’endroit qui correspondrait au col dans le cas
d’une tuyére, puis se réadapte avec un choc fort qui engendre une forte déviation d’entropie et

permet la formation du deuxiéme tourbillon.

005 03 05 08 105 13 185 18 205 23 255 28 305 33 355 38

MacH (S — So0)/Seo

FiG. 4.19 - Lignes de courant, champs du nombre de MACH et déviation d’entropie au
voisinage du bord d’attaque a t/(c/Us) = 3,55.
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4.7. Sensibilité de la solution aux paramétres numériques

4.7 Sensibilité de la solution aux paramétres numériques
4.7.1 Influence du filtre

L’objet de ce paragraphe est de quantifier les modifications induites par ’adjonction du filtre
sur la solution du BVI calculée avec le schéma RBV. En effet, un filtre d’ordre 10 est appliqué
aprés chaque sous-itération en temps fictif pour amortir les instabilités numeériques non dissi-
pées par le schéma. D’autre part, pour éviter toute réflexion d’ondes parasites au niveau des
frontiéres du domaine de calcul, on fait décroitre 'ordre du filtre progressivement suivant les
deux directions (Z et ) pour les frontiéres d’entrée et de sortie et suivant la direction & pour
les frontiéres supérieure et inférieure. Ces régions du domaine de calcul font alors office de zone
«éponge» a l'instar de ce qui se fait couramment pour des calculs numériques d’aéroacoustique.

Le schéma rBV est suffisamment dissipatif en maillage cartésien régulier, il est donc tout
a fait envisageable de ne pas appliquer le filtre dans la région cartésienne en amont du profil
NAcA 0012. La comparaison & ¢/(c/Us) = 2,5 entre les solutions de calculs effectués? avec et

sans filtre dans cette région montre (F1G. 4.20) que les champs de vitesse, masse volumique et
pression du tourbillon se superposent parfaitement.

Ces résultats montrent que laltération de la solution du schéma rBV par le filtre d’ordre 10
est négligeable dans les zones cartésiennes du maillage. La mise en ceuvre du filtre s’en trouve
facilitée, le filtre est appliqué a I’ensemble du domaine de calcul.

151 12 12
E sans filtre
s — — — — avecfiltre
I N ] e FY [
7N ~ - [ N s
r Y, 3 / 3
osf - \\ r N // L N\ /
I \ 0.8 \ / 08} \ /
s \ s | \\ / s \ /
2 o \ £ v g \/
| T 06} 06 -
05k \ e g [
[ \\ / 3 sans filtre sans filtre
3 N r — — — - avec filtre I — — — - avecfiltre
A 04 04}
L :““"“"““"“" PRI RS NSRRI R |
155 i = oK) o8 027 EX El 09 08 0273 EX) El 09 08
xlc xlc xlc
Fig. 4.20 - Coupe a t/(c/Us) = 2,5 suivant U'aze des X d’un tourbillon advecté sans
et avec filtre d’ordre 10, & gauche : €.5/Us,, au centre: p/po, @ droite: p/pe.
2. Paramétres des calculs : maillage « moyen », tourbillon isentropique initialisé en z/c = —3,5 et At = 0,005.

Le temps de visualisation ¢/(c/Us) = 2,5 correspond a 500 itérations en temps physique, le tourbillon advecté
par un écoulement uniforme (sans profil) aurait théoriquement parcouru 2,5 longueurs de corde
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

4.7.2 Influence du modéle de tourbillon

Nous évaluons maintenant I'influence sur le déroulement du BvI des deux modéles de tour-
billons présentés au paragraphe 4.3, a savoir un profil de vitesse de type SCULLY [80] associé & des
champs de pression et de masse volumique initiaux calculés & partir d’hypothéses de constance
de I’entropie ou bien de ’enthapie. L’analyse qui suit s’appuie sur des simulations numériques
réalisées sur le maillage « moyen » avec des tourbillons positionnés en z/c = —3,5 a4t = 0, un
pas de temps adimensionné At = 0,01 et filtrage de la solution a I'ordre 10.

Une coupe suivant l'axe des X a t/(c/Us) = 2,5 (F1G. 4.21) des solutions du BvI pour les
deux modéles de tourbillons montre que les hypothéses d’isentropie et d’isenthalpie n’ont pas
d’influence sur 1’évolution du profil de vitesse du tourbillon pendant la phase d’advection. Les
profils de vitesse tangentielle des deux solutions ont une amplitude inférieure aux tourbillons
initiaux mais elles se superposent parfaitement. Concernant les champs de masse volumique, le
tourbillon isenthalpique conserve une valeur inférieure dans le cceur par rapport au tourbillon
isentropique. Les champs de masse volumique & t/(c¢/Us) = 2,5 permettent donc toujours de
distinguer les deux modéles de tourbillons. Bien qu’a I'instant initial le tourbillon isentropique
posséde une dépression plus forte que le tourbillon isenthalpique, les deux tourbillons présentent
singulierement le méme champ de pression a t/(c/Us,) = 2,5. La question est alors de savoir si
cette perte de pression vient de la méthode numérique, du modéle ou du maillage.

H,=Cte

1k — — — - S,=Cte

H,=Cte
— — — - §,=Cte

H,=Cte
— — — - §,=Cte

FiG. 4.21 - Coupe at/(c/Us) = 2,5 suivant Uaze des X de solutions de calcul de BVI subsonique
pour des tourbillons initiauz isenthalpique et isentropique, a gauche : 4.j/Us,, au centre: p/peo,
a droite : p/pos .-

Un élément de réponse a cette question peut étre proposé a 'aide de la figure (4.22) qui
représente des coupes des champs aérodynamiques des deux tourbillons & ¢/(c/Us) = 0 et
t/(c/Us) = 0,25. Pour les deux modeles de tourbillon, la perte de vitesse tangentielle est de
12% au bout de 50 itérations dans le maillage « moyen » par rapport & la condition initiale.
L’amplitude de la perte de masse volumique au cceur du tourbillon est de 16% pour le modéle
isenthalpique et de 15% pour le modéle isentropique ce qui montre que ’écart relatif des minima
de masse volumique entre les deux modéles est relativement bien conservé puisqu’il passe de
11% a l'instant initial & 10,7% a t/(c/Us) = 0,25. L’amplitude de la perte de pression au cceur
du tourbillon aprés 50 itérations est de 17,4% pour le modéle isenthalpique et de 20,8% pour le
modéle isentropique. L’écart relatif des minima de pression entre les deux modéles passe alors
de 6,6% a I'instant initial & 2,2% a t/(¢/Us) = 0, 25.
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4.7. Sensibilité de la solution aux paramétres numériques

Les deux modéles de tourbillon perdent de leur intensité au cours de leur advection du fait
du maillage (qui n’est pas assez fin pour les représenter avec suffisament de précision) et des
termes d’erreur du schéma. On peut raisonnablement estimer cette diffusion entre 12 et 16% au
bout de 50 itérations, celle-ci s’applique indistinctement aux deux modéles de tourbillons. On
sait grace aux expériences de LEE & BERSHADER [39] que le tourbillon isenthalpique superposé
a un écoulement uniforme (voir § 4.5.1) est trés proche de ’écoulement réel et par conséquent
en bonne adéquation avec les équations d’Euler instationnaires. Il semble donc que la plus forte
dissipation du champ de pression du modéle de tourbillon isentropique résulte d’une inadéqua-
tion entre le champ aérodynamique initial imposé et les équations d’Euler. Cette atténuation de
la dépression au coeur du tourbillon permettrait alors a ’écoulement initial de s’adapter jusqu’a
ce qu’il corresponde & une solution compatible avec les équations d’Euler instationnaires.

t(cIU_)=0,25 04 \ t(clU_)=0,25

[ t(c/U)=0 t(c/V.)=0,25 [ t(c/U)=0 (eI )=0
n T - n n T n n | n n | 0.2 n T - n n T - n n | n n | 0.2 n T - n n T n n | n n |
35 3375 3.25 35 3375 3.25 35 3375 3.25
xlc xlc xlc

Fig. 4.22 - Coupe a t/(c/Usx) = 0 et t/(c/Usx) = 0,25 suivant Uaze des X de solutions de
calcul de BVI1 subsonique pour des tourbillons initiaux isenthalpique et isentropique, & gauche :
@Y/ Us, au centre: p/poy, @ droite: p/pe.

Puisque les deux tourbillons arrivent au voisinage du profil avec des champs de vitesse et de
pression analogues, seul un léger écart sur leurs champs de masse volumique permet encore de les
distinguer, on peut légitimement attendre qu’ils donnent des simulations du BVI trés semblables.
Ceci est confirmé par les résultats obtenus. L’étude de I’histoire des coeflicients aérodynamiques
globaux (F1G. 4.23) et des Cp instationnaires en différents points du profil (F1G. 4.24) atteste
que les deux modéles de tourbillon donnent des solutions de BVI trés proches, presque identiques.
A profil de vitesse tangentielle égal, le modéle de tourbillon a donc finalement peu d’influence sur
le déroulement du BVI. Notre analyse montre cependant que la solution obtenue est plus rigou-
reuse lorsqu’un tourbillon a enthalpie constante est utilisé pour l'initialisation de la simulation
numérique.
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

F1G. 4.23 - Influence du modéle de tourbillon sur les coefficients de portance (a gauche)
et de trainée (a droite) au cours du BVI

. Expérience L] Expérience L] Expérience

0,02
0,05
0,10

CPexiados X/C
CPexatos X/C
CPexiados X/C

. L L L . L L L 1 L L L
3 35 4 3 35 4 3 35 4
t(c/U) t(c/U) t(c/U)
2r 2F 2
1k . 1E
. Expérience
,=Cte
rrrrrrrrr S,=Cte oF
L LT
g’ 1 8 ! 9‘, A =
= =) =)
g g g
;m 2 }m }m 2F
£ Expérience H N = Expérience
g H,=Cte 8 & Ho=Cte
————————— S,=Cte --------- S;=Cte
4 4
sE sk
sby : : sy : : sby : :

FiG. 4.24 - Evolution des C'p instationnaires en différents points du profil pour des calculs de BVI

sur le maillage « moyen » avec des tourbillons initiauz isenthalpique et isentropique positionnés
at=0ena/c=-3,5.
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4.7. Sensibilité de la solution aux paramétres numériques

4.7.3 Influence du raffinement du maillage

Le pas de temps annulant le premier terme d’erreur du schéma RBV a été utilisé pour ’étude
de convergence en maillage. La solution non visqueuse du BVI subsonique frontal est donc la
meilleure solution atteignable avec le schéma RBV sur chaque maillage utilisé. Rappelons que
ces maillages, du plus grossier au plus fin, contiennent en moyenne 2, 4, 8 et 16 points de dis-
crétisation dans le diamétre du cceur du tourbillon.

L’utilisation du pas de temps optimum nous assure que le tourbillon conserve la droite (y/c =
0) comme trajectoire pendant toute la phase d’advection ce qui permet d’étudier I’évolution de

ses champs au cours du temps sur les différents maillages au moyen de coupes suivant cet axe
(F1ag. 4.25).

Ces coupes nous apprennent que pour les maillages « grossier » et « moyen », la perte
d’intensité du tourbillon est principalement due & I’erreur de représentation sur le maillage. Fn
effet, pour ces deux simulations, la perte d’amplitude de la dépression et de la masse volumique
au coeur du tourbillon est brutale entre ¢/(c/Us) = 0 et t/(c/Us) = 0,5 alors qu’elle est ensuite
beaucoup plus faible et linéaire jusqu’a t/(c/Us) = 3.

La solution calculée dans le maillage « fin» présente une faible diminution de 'intensité du
tourbillon, assez linéaire en fonction du temps et de la distance d’advection.

Enfin la solution de référence obtenue avec le maillage le plus fin donne une variation d’ampli-
tude inférieure & 10% sur les valeurs maximales des champs du tourbillon. Les pertes d’amplitude
de pression, masse volumique, vitesse tangentielle et vorticité du tourbillon pour les solutions
sur les 4 maillages pendant la phase d’advection sont résumées TAB. 4.2.

Variable Maillage Maillage Maillage Maillage
48 000 points | 144 000 points | 397 000 points | 1 350 000 points
P/ pPoo -70% -45% -19% -9%
P/Poo -74% -49% -20% -6%
vg/Uss -53% -33% -14% -6%
w/wo -88% -70% -36% -10%

TaB. 4.2 - Pertes de masse volumique, de pression, de vitesse tangentielle et
de vorticité au coeur du tourbillon pour t/(c/Us) € [0; 3] pour les 4 maillages.

L’intensité du tourbillon qui arrive sur le profil dépend donc fortement du raffinement du
maillage utilisé pour la simulation. De ce fait, on pourrait s’attendre & observer de fortes dis-
parités sur I’évolution des CP instationnaires relevés au voisinage du bord d’attaque. Or, on
voit F1a. 4.26, que les solutions donnent des résultats trés voisins pour les quatre maillages. Les
courbes retracant les variations des CP se superposent pour les valeurs mesurées & extrados
et sont trés semblables en /¢ = 0,02 a l'intrados pour les solutions des quatre maillages. Les
principaux écarts entre les solutions se retrouvent en x/c = 0,05 et 2/c = 0,10, & I'exception
des solutions sur maillages « fin» et « trés fin » qui sont trés proches quel que soit le point de
mesure. On peut expliquer la forte similitude de I’évolution des CP prés du bord d’attaque pour
les quatre solutions en revenant sur la trajectoire suivie par le tourbillon au début de l'inter-
action. Nous avons vu en effet que celui-ci n’impacte pas le profil mais le contourne par 'intrados.
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15

,300"‘“““‘l““““‘l““

FiG. 4.25 - Coupes suivant Uaze X des champs de vitesse tangentielle, masse volumique, pression
adimensionnée et vorticité du tourbillon pendant la phase d’advection du BVI pour la série de
4 maillages. (- - - - - « grossier », - - - «moyen », - - - & fin», ——— «trés fin »)
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2
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————————— Maillage <<grossier>> Maillage <<grossier>>
- - ma\”age <<;noyen>> ma\”age <<;noyen>>
—-—-—-= Maillage <<fin>> —-—-—-= Maillage <<fin>>
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F1G. 4.26 - Evolution des C'p instationnaires en différents points du profil pour des calculs de BVI

sur les maillages « grossier », « moyen », « fin» et « trés fin» avec un tourbillon isenthalpique
positionné at =0 en x/c = —3,5.
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

De la méme facon, lintensité du tourbillon au moment de l'interaction (qui dépend du
maillage utilisé) n’a pas une grande influence sur les variations des coefficients aérodynamiques
globaux pendant le BvI. L’interaction a lieu & ¢/(c/Us) = 3,5 et les courbes de variations du co-
efficient de portance (C1) sont similaires jusqu’a ¢/(c/Us) = 3,9 pour les trois solutions dans les
maillages les plus fins, FiG. 4.27, et trés proche pour la solution obtenue avec le maillage « gros-
sier» méme si le minimum du coefficient de portance atteint pendant le Bvi & t/(c¢/Us) = 3,54
n’est que de -0,655 avec le maillage « grossier» contre -0,70 pour les autres solutions. La valeur
du CrL remonte ensuite & 0,2 & t/(c/Us) = 3,9 pour les quatre simulations. Les légéres diffe-
rences que ['on observe ensuite sur I’évolution du CL jusqu’at/(c/Us) = 4,7 sont la conséquence
de trajectoires et de dynamiques du couple de tourbillons contrarotatifs différentes suivant le
maillage avec lequel les simulations ont été réalisées.

o4 s Maillage << prossier =
E . | Maillage << moyen ==
08 F ) —memim Maillage <<fin 2>
E Malllage << U8 fin >

Maillage <<
7777777 Maillage << moyen >
—vmemem Maillage s<fin ==

Maillage << r8s fin

FiGc. 4.27 - Influence du maillage sur les coefficients de portance (a gauche) et de
trainée (a droite) au cours du BVI

Ces différences de trajectoires et de dynamiques de la paire de tourbillons contrarotatifs en
fonction du maillage utilisé pour le calcul sont observables sur le champ de vorticité instantanné
Fic. 4.28. Sur la figure, les couleurs bleu et vert indiquent un tourbillon négatif, les couleurs
rouge et blanc, un tourbillon positif, le jaune indique une faible valeur du rotationnel de la
vitesse et est masqué. Les couleurs utilisées pour les extrema sont le bleu et le blanc. Ces
visualisations montrent que l'intensité du second tourbillon dépend de facon significative de celle
du tourbillon qui déclenche le BvI. Il s’ensuit que la déformation et la trajectoire du couple de
tourbillons contrarotatifs varient sensiblement d’une solution & ’autre. Le tourbillon secondaire
est pratiquement inexistant dans la solution calculée sur le maillage « grossier », le tourbillon
initial longe I'intrados du profil. Pour la solution obtenue avec le maillage « moyen », les deux
tourbillons s’éloignent de la paroi et pivotent lentement I'un autour de I’autre dans le sens négatif
jusqu’a avoir atteint trois quarts de corde puis se rapprochent de la paroi, sans la rejoindre
en continuant leur pivot. Les solutions obtenues dans les maillages « fin » et « trés fin » sont
qualitativement trés comparables, les deux tourbillons s’éloignent de la paroi en pivotant jusqu’a
une abscisse proche de la demi-corde, puis s’approchent de la paroi, toujours en pivotant. Le
tourbillon positif s’écrase alors sur 'intrados, le tourbillon initial reprend une géométrie circulaire
et est advecté vers ’aval avec ce qu’il reste du deuxiéme tourbillon. L’écart entre ces deux
solutions concerne les amplitudes des champs de vorticité. Plus que les valeurs des coefficients
aérodynamiques (CrL, Cp) ou les valeurs des CP instationnaires prés du bord d’attaque, c’est la
similarité pour les solutions obtenues dans les deux maillages les plus fins des trajectoires des
tourbillons et de leur dynamique qui illustre la convergence en maillage du schéma RBV pour ce
probléme instationnaire.
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Fiac. 4.28 - Influence du maillage sur la trajectoire et la déformation du tour-
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[3,3;3,45;3,6;3,75;3,9;4,05;4,2;4,35; 4, 5;4,65].
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

4.7.4 Influence du pas de temps

L’étude de convergence en maillage atteste que la solution obtenue sur le maillage « fin »
(8 points de discrétisation dans le cceur du tourbillon, 397 000 points) et avec le pas de temps
annulant le premier terme d’erreur du schéma RBV approche la solution non visqueuse convergée
en maillage pour le BVI subsonique frontal. Les calculs mis en ceuvre pour examiner 'influence
du pas de temps, quand on s’éloigne du pas de temps optimum, ont donc été réalisés dans
ce maillage, avec un tourbillon & enthalpie constante, toujours positionné en x/c = —3,5 a
t/(c/Us) = 0. Trois pas de temps ont été utilisés, 1/2 Atyy = 1,25.1072, Aty = 2,5.1072 et
2.Atopr = 5.1072. Les valeurs maximales prisent par les nombres CFL a I'instant initial pour ces
3 pas de temps sont respectivement : 2,55; 4,73 et 9,46.

Des coupes suivant la droite y/¢ = 0 des champs instantannés du tourbillon pendant la phase
d’advection sont présentées Fic. 4.29. La solution obtenue dans le maillage « fin» avec un pas
de temps At = 2.At,, dissipe autant le tourbillon pendant la phase d’advection que la solution
obtenue dans le maillage « moyen» avec le méme pas de temps (At = 5.1072 est le pas de temps
optimum du schéma RBV dans le maillage « moyen »).

La solution obtenue dans le maillage «fin» avec un pas de temps At = 1/2.At,,; conserve
aussi bien le tourbillon pendant la phase d’advection que la solution obtenue dans le maillage
« trés fin» avec le méme pas de temps (At = 1,25.1073 est le pas de temps optimum du schéma
RBV dans le maillage « trés fin»). Ceci confirme que l'utilisation d’un pas de temps inférieur au
pas de temps optimum, qui correspond dans le cas d’équations d’advection linéaire & une avance
de phase de la solution, permet de concentrer un tourbillon pendant son advection. Ce compor-
tement du schéma peut-étre comparé & celui obtenu avec la méthode de confinement artificiel de
la vorticité [31] ou les termes sources sont introduits dans les équations dans le but de compenser
les erreurs des méthodes numériques sur le transport de la vorticité. Il peut paraitre intéressant
d’exploiter cette propriété pendant la phase d’advection du tourbillon. Durant cette période, on
sait que le tourbillon doit rester inchangé pendant son transport tant qu’il n’interagit pas avec
le champ aérodynamique autour du profil et on peut vérifier que la concentration du tourbillon
par la méthode numérique reste physiquement acceptable.

Comme dans le cas de I’étude de convergence en maillage, la comparaison des CP instation-
naires au voisinage du bord d’attaque du profil (FiG. 4.30) ne montre de différences sensibles
entre les solutions qu’a l'intrados, particulierement pour le capteur positionné en /¢ = 0,02.
Les courbes d’évolution temporelle des Cp sont trés similaires pour les trois capteurs placés a
I'extrados, et assez proches pour les deux autres capteurs placés & 'intrados.

La méme observation peut étre faite sur les coeflicients aérodynamiques globaux CL et CbD
(F1G. 4.31). Les variations d’intensité des tourbillons pour les solutions obtenues avec les diffé-
rents pas de temps n’ont pas d’influence significative sur la portance et la trainée au cour du
BVI subsonique frontal. Les trois solutions donnent des évolutions temporelles trés semblables
sur les coefficients de portance et de trainée.

L’influence du pas de temps sur la solution du BVI calculée avec le schéma RBV est mise en
évidence (F1G. 4.32). Considérons dans un premier temps la déformation et la trajectoire de la
paire de tourbillons contrarotatifs pour le pas de temps At = 5.1072 soit 2.At,,¢. La dynamique
des tourbillons est comparable aussi bien qualitativement que quantitativement avec celle de la
solution calculée avec le méme pas de temps dans le maillage « moyen » (F1G. 4.28), ce qui est
en bon accord avec les observations faites précédemment puisque dans les deux cas, le tourbillon
approche le profil avec des champs de pression, masse volumique et vitesse équivalents.

144



4.7. Sensibilité de la solution aux paramétres numériques
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FiG. 4.29 - Coupes suivant Uaze X des champs de vitesse tangentielle, masse volumique, pression
adimensionnée et vorticité du tourbillon pendant la phase d’advection du BVI pour 3 pas de temps
sur le maillage « fin ». ( 1/2.At o, Atopt, - - - - - 2. Abopt)
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FiG. 4.31 - Influence du pas de temps sur les coefficients de portance

(a gauche) et de
trainée (a droite) au cours du BVI calculé sur le maillage « fin ».
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Pour la solution calculée avec At = 1,25.1072 dans le maillage «fin», I'intensité du tourbillon
a Papproche du profil est comparable & la solution en maillage « trés fin» pour le méme pas de
temps. Le cliché correspondant a t/(c¢/Us) = 3,6 montre des similitudes quant a la géométrie
du couple de tourbillons peu aprés la formation du tourbillon positif en aval du choc. Par contre,
on observe que ce tourbillon créé est bien plus intense pour le calcul avec At = 1,25.1072 dans
le maillage «fin» que celui produit pour le calcul en maillage « trés fin » avec At,,;. Les deux
tourbillons s’éloignent bien de la paroi mais la dynamique qui s’ensuit et la trajectoire suivie
par la paire de tourbillons, qui dépendent fortement de leurs intensités relatives, sont assez
différentes de la solution de référence. Si I'utilisation d’un pas de temps inférieur & At,,; permet
de contrebalancer la perte d’intensité du tourbillon pendant la phase d’advection, exploiter
cette propriété devient plus difficile quand il y a création de structures tourbillonnaires au sein
de I’écoulement puisqu’elle semble engendrer une vorticité excessive.
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1/2. At gy
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Fic. 4.32 - Influence du pas de temps sur la trajectoire et la déformation du tourbillon au cours
du BVI calculé dans le maillage « fin », iso-valeur du rotationnel de la vitesse a t/(c/Us) €
[3,3;3,45;3,6;3,75;3,9;4,05;4,2;4,35; 4, 5;4,65].
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4.7.5 Conclusion partielle

Cette section a pour but de résumer les observations principales sur la sensibilité aux para-
métres numériques de la solution non visqueuse du BvI subsonique frontal calculée par le schéma,
RBV avec filtrage d’ordre 10.

Influence du filtre

Nous avons montré que le filtre d’ordre 10 n’a pas d’influence sur la solution dans les régions
cartésiennes du maillage ot il serait envisageable de s’en passer.

Influence du modéle de tourbillon

Le modéle de tourbillon avec profil de vitesse de type SCULLY et enthalpie constante est en
bon accord avec le tourbillon expérimental et donc le plus approprié pour cette simulation. Les
résultats ne montrent cependant pas d’écart significatif si un tourbillon isentropique est utilisé.

Influence du maillage

La pertinence du raffinement de maillage dépend de la finalité de la simulation :

1. si 'objectif est ’évolution temporelle de la portance et de la trainée alors le maillage
«moyen» qui comprend 2 points dans le rayon du cceur du tourbillon initial est suffisant.
Il en va de méme si le critére d’évaluation porte sur ’évolution temporelle de la pression
mesurée par les capteurs positionnés prés du bord d’attaque du profil ;

2. si ’objectif est une étude phénoménologique de la solution non visqueuse du BvI subsonique
frontal, il faut au minimum un maillage avec 4 points et plus dans le rayon du cceur du
tourbillon initial (maillage « fin» ou «treés fin»).

Influence du pas de temps

Pour des problémes fortement instationnaires tel que le BvI, 'utilisation du pas de temps
optimum établi théoriquement (formule (4.11)) permet d’obtenir la solution la plus neutre du
schéma vis-a-vis du pas de temps. Un pas de temps supérieur va engendrer un retard de phase
qui va faire perdre de son intensité au tourbillon pendant son transport. Un pas de temps
inférieur provoque une avance de phase qui a pour effet de préserver l'intensité du tourbillon
pendant son transport mais créer trop de vorticité 1a ot il y a formation de nouvelles structures
tourbillonnaires.
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4.8 Comparaison avec des schémas d’ordre 2 classiques

Le choix d’une méthode numeérique précise & 'ordre 2 pour la comparaison avec le schéma
RBV doit pouvoir mettre en relief, & ordre de précision égal, ’apport du schéma RBV par rapport
4 une méthode dite classique. Afin de faciliter la comparaison et de la rendre concluante, le
schéma numérique retenu doit étre peu dissipatif et son usage largement répandu en aérody-
namique compressible. Le logiciel employé pour 'exécution des calculs est le logiciel elsA [5, 8]
(Ensemble Logiciel de Simulation en Aérodynamique) développé a 'ONERA depuis 1997 et validé
en collaboration avec des industriels du secteur aéronautique.

4.8.1 Schémas utilisés pour la comparaison
Discrétisation spatiale

Le schéma de discrétisation spatial est un schéma volumes finis centré avec dissipation arti-
ficielle. Deux types de dissipations artificielles sont utilisées pour le calcul des flux convectifs en
fonction de la méthode d’intégration temporelle mise en ceuvre: la viscosité numérique scalaire
introduite initialement par JAMESON, SCHMIDT & TURKEL [36] en 1981 et la variante matricielle
moins dissipative proposée par SWANSON & TURKEL [85] en 1992. Les coefficients k() (pour
la dissipation non-linéaire d’ordre 2) et k) (pour la dissipation linéaire d’ordre 4) intervenant
dans les flux de dissipation artificielle prennent des valeurs usuelles de 0,25 a 1 pour k() et de
0,016 & 0,064 pour kY. Le senseur utilisé pour la détection des chocs est le senseur basé sur la
pression.

Discrétisation temporelle

Pour les problémes fortement instationnaires tel que le BVI, le schéma utilisé pour I'intégra-
tion temporelle est aussi important que le schéma de discrétisation spatial. En effet les solutions
varient sensiblement en fonction du type d’intégration temporelle mis en ceuvre. Nous avons
utilisé deux schémas différents afin d’évaluer ’apport du schéma RBV par rapport aux méthodes
d’ordre 2 utilisées généralement pour ce type de calcul :

1. une intégration implicite avec lissage des résidus développée par LERAT, SIDES & DARU [52]
pour le schéma de LAax-WENDROFF. Elle est aussi appelée 1rRs (pour Implicit Residual
Smoothing) et est appliquée pour les calculs au schéma RUNGE-KUuTTA pour lequel elle a
été adaptée par JAMESON;

2. une méthode de pas de temps dual pTs (pour Dual Time Stepping) a trois niveaux de
temps pour une précision d’ordre 2 similaire & celle employée pour la résolution du schéma
RBV. L’intégration pour la convergence sur le pas de temps dual ou fictif fait appel & un
schéma RUNGE-KUTTA implicite avec lissage des résidus.

Paramétres numériques

Pour un calcul instationnaire, la méthode d’intégration temporelle et le pas de temps utilisés
modifient les propriétés dissipatives du schéma. Le type de viscosité artificielle (matricielle ou
scalaire) et les valeurs des coefficients associés (k% et k*) ont donc été ajustés de fagon & garantir
une dissipation juste nécessaire pour amortir les ondes parasites sans trop dégrader les struc-
tures tourbillonnaires pendant la simulation. Les types de viscosité numérique et les valeurs des
coeflicients sont données TAB. 4.3.
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Les méthodes d’intégration implicite en temps permettent 'emploi du méme pas de temps
que celui des simulations réalisées avec le schéma RBV. Les pas de temps correspondant aux
différentes méthodes d’intégration temporelle pour les différents maillages sont donnés TAB. 4.4.

‘ Schéma temporel ‘ type dissipation ‘ k2 ‘ E* ‘
IRS matricielle 0,25 | 0,032
DTS scalaire 0,25 | 0,032

TAB. 4.3 - Paramétres de viscosité artificielle pour les schémas centrés

Schéma At At At
temporel | mail. « grossier» | mail. « moyen » | mail. « fin»
IRS 102 5.1073 2,5.107°
DTS 102 5.1073 2,5.107°

TAB. 4.4 - Valeur du pas de temps pour les calculs de BVI avec les schémas centrés

4.8.2 Comparaison des résultats

Le premier élément utilisé pour comparer les trois schémas numériques est ’évolution tem-
porelle des coefficients de pression en /¢ = 0,02. Les résultats sont présentés Fic. 4.33 pour
I'intrados et FiG. 4.34 pour 'extrados. Alors que le schéma RBV donne des évolutions des Cp
similaires pour les trois maillages («grossier», « moyen» et «fin»), les solutions des schémas de
JAMESON IRS et JAMESON DTS varient sensiblement d’un maillage & I'autre. Ces variations des
solutions des schémas de type JAMESON semblent montrer que ceux-ci ont une convergence en
maillage moins rapide que le schéma RBV pour le probléme du BvI subsonique frontale. Cette as-
sertion est confirmée par les courbes d’évolution temporelle du coefficient de portance au cours
du BVI, représentées F'1G. 4.35. Les courbes obtenues avec le schéma RBV se superposent (a
I’échelle du tracé) pour les maillages « moyen» et «fin» alors que celles-ci sont distinctes pour
tous les maillages quand le BVI est calculé avec des schémas de type JAMESON.

L] Expérience
o T Maillage << grossier >> 2
I —-—-—-- Maillage << moyen >>
o Maillage << fin >>

L] Expérience
e Maillage << grossier >>
I —-—-—-- Maillage << moyen >>
o Maillage << fin >>

L] Expérience
o T Maillage << grossier >>
I —-—-—-- Maillage << moyen >>
o Maillage << fin >>

=0,02
=0,02
=0,02

CPinyagos X/C
CPinyagos X/C
CPinyagos X/C

-6 :\ T IR BRI SRR ST SRR R N :\ i IR B | | IR SR R :\ i IR B |
33 3.4 35 3.6 3.7 3.8 33 3.4
t(c/U_)

35 36 3.7 38 33 3.4
t/(c/U_)

TR R S
37 3.8

3.5‘ = ‘36
t/(c/U.)
RBV Centré 1RS Centré DTS

FiG. 4.33 - Evolution du coefficient de pression a Uintrados en x/c= 0,02 au cours du BVI pour
les différents schémas numériques sur trois maillages

150



4.8. Comparaison avec des schémas d’ordre 2 classiques

=0,02
=0,02
0,02

< < é
X X X
o o o
(6] (6] (6]
[ Expérience SN L] Expérience . L] Expérience e
————————— Maillage << grossier >> oW --------- Maillage << grossier >> L} --------- Maillage << grossier >> B
f - - Maillage << moyen >> f - —- Maillage << moyen >> f - - Maillage << moyen >>
Maillage << fin >> Maillage << fin >> Maillage << fin >>
Y PRI IR RN SN IS A W Y PRI IR RN SN IS A W Y PRI IR RN SN IS A W
33 3.4 35 3.6 37 3.8 33 3.4 35 3.6 37 3.8 33 3.4 35 3.6 37 3.8
t(c/U_) t(c/U_) t(c/U_)
C é C é
RBV entré IRS entré DTS

FiG. 4.34 - Evolution du coefficient de pression a Uextrados

enx/c=0,02 au cours du BVI pour
les différents schémas numériques sur trois maillages
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FiG. 4.35 - Evolution du coefficient de portance au cours du BVI pour les différents schémas
numériques sur trois maillages

Si les critéres pour évaluer 'aptitude d’une méthode numérique & simuler le BvI sont les coef-
ficients de pression pariétaux aux voisinage du bord d’attaque et le coefficient de portance, alors
les schémas de type JAMESON semblent donner une solution suffisamment précise si la simula-
tion est réalisée sur le maillage « fin». Par conséquent, les trajectoires des tourbillons devraient
étre semblables pour les trois méthodes numériques dés lors que le maillage « fin » est utilisé
pour le calcul. Les trajectoires des tourbillons au cours du BvI sont représentées FiG. 4.36 pour
le maillage «grossier», FiG. 4.37 pour le maillage « moyen» et Fia. 4.38 pour le maillage «fin».

Paradoxalement, c’est sur le maillage « grossier» que les trajectoires des tourbillons sont les
plus proches pour les trois schémas, le second tourbillon est d’intensité trés faible et le tourbillon
initial suit une trajectoire qui longe I'intrados du profil. On vérifie cependant que le tourbillon
arrive moins dissipé au voisinage du profil pour la solution calculée avec le schéma RBV.

Dans le maillage « moyen », les trois méthodes numériques produisent un second tourbillon

au cours du BVI. Le couple de tourbillons se détache de la paroi pour la solution du schéma RBV
alors qu’il la suit pour les schémas de type JAMESON.

Contrairement & ce que pouvait laisser penser I’étude des CP instationnaires au voisinage
du bord d’attaque et I’étude des courbes d’évolution temporelle du coefficient de portance, les
trajectoires suivies par les tourbillons sur le maillage « fin» sont significativement distinctes pour
les trois schémas utilisés. Pour le schéma RBV, nous avons vu que les tourbillons s’éloignent de la
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paroi puis s’en rapprochent & nouveau pour I'impacter. Pour le schéma JAMESON IRrS, le couple
de tourbillons s’éloigne plus lentement de la paroi mais la tendance ne s’inverse pas au cours du
temps. La trajectoire des tourbillons de la solution du schéma JAMESON DTS est qualitativement
proche de la solution du schéma RBV obtenue dans le maillage « moyen», ¢’est-a-dire contenant
approximativement quatre fois moins de cellules. Si I’étude de convergence en maillage réalisée
pour le schéma RBV a permis de montrer que la solution qu’il donne ne maillage « fin » est
proche de la solution convergée du BVI subsonique frontal (non visqueux), les fortes disparités
entre les solutions des trois schémas sur ce méme maillage conduisent a la réalisation d’un calcul
supplémentaire dans le maillage « trés fin » avec un schéma de type JAMESON afin de trancher
définitivement en faveur de la solution du schéma RBV.

<

RBV

JAMESON IRS

<

JAMESON DTS

-310 <2000 <180 180 1400 1200 -100 B0 BG40 200 0 2 40 B0 BO 10O 120 140 16O 1BO 200 310

FiG. 4.36 - Comparaison des trajectoires des tourbillons au cours du BVI des solutions de schéma
RBV, JAMESON IRS et JAMESON DTS sur le maillage « grossier ». Iso-valeur du rotationnel de
la vitesse a t/(c/Us) € [3,3:3,45;3,6;3,75;3,9;4,05;4,2;4,35;4,5;4,65].

152



4.8. Comparaison avec des schémas d’ordre 2 classiques

Puisque les trois méthodes donnent des évolutions de pression a la paroi similaires et la
méme évolution du coefficient de portance, on pourrait étre tenté de se satisfaire des résultats
obtenus dans le maillage « fin » et déclarer les trois méthodes aptes i la simulation du BVI.
Ce raisonnement est valable dans le cas d’un profil isolé car la trajectoire du tourbillon aprés
I'interaction n’a aucune incidence sur 'interaction elle-méme. Cependant, les simulations de Bv1
2-D sont fréquemment utilisées pour valider les méthodes de calcul en vue de leur application &
des calculs de rotor complet, auquel cas, la détermination de la trajectoire du tourbillon
pendant et aprés le BVI est primordiale pour prévoir I'interaction du rotor complet
avec son sillage tourbillonnaire.

RBV

4¥ L

JAMESON IRS

JAMESON DTS

-310 <2000 <180 180 1400 1200 -100 B0 BG40 200 0 2 40 B0 BO 10O 120 140 16O 1BO 200 310

FiG. 4.37- Comparaison des trajectoires des tourbillons au cours du BVI des solutions de schéma
RBV, JAMESON IRS et JAMESON DTS sur le maillage « moyen ». Iso-valeur du rotationnel de la
vitesse a t/(c/Us) € [3,3;3,45;3,6;3,75;3,9;4,05;4, 2;4,35;4,5; 4, 65].
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FiG. 4.38 - Comparaison des trajectoires des tourbillons au cours du BVI des solutions de schéma
RBV, JAMESON IRS et JAMESON DTS sur le maillage « fin». Iso-valeur du rotationnel de la vitesse
at/(c/Us) € 13,3;3,45;3,6;3,75;3,9;4,05;4,2;4,35;4, 5;4,65].
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Lorsque le BVI est simulé dans le maillage le plus fin avec le schéma RBV, nous avons vu que
le tourbillon conserve 90% de son intensité initiale lorsqu’il arrive & une demi-corde en amont du
profil. Afin de s’affranchir de la dissipation du tourbillon par les schémas de type JAMESON pen-
dant la phase d’advection pure, le calcul du BVI par le schéma de JAMESON IRS dans
le maillage « trés fin» est initialisé par la solution du schéma RBV a t/(c/Us) = 3,
c’est-a-dire quand le tourbillon est positionné en /¢ = —0, 5. Le tourbillon a déja parcouru 85%
du chemin qui le séparait du profil & I'instant initial et doit étre advecté sans trop de perte sur
les 15% restants.

Les trajectoires des tourbillons pendant 'interaction pour les deux schémas sont représentées
Fic. 4.39. Cette figure montre que dans un maillage suffisamment fin et lorsque le tourbillon
arrive prés du profil sans avoir été dissipé, la solution du schéma de JAMESON 1RS du BVI subso-
nique frontale est trés proche de la solution du schéma RBV. En effet, les couples de tourbillons
contrarotatifs suivent des trajectoires similaires pour les deux méthodes. On remarque cependant
que malgré la finesse du maillage, le schéma de type JAMESON dissipe toujours plus la vorticité
que le schéma RBV puisque les deux tourbillons perdent de leur intensité pendant 'interaction
alors que la solution du schéma RBV conserve leur intensité au cours du BvVI. La réalisation
de ce calcul avec le schéma de JAMESON confirme que le schéma RBV approche beaucoup plus
précisément la solution des équations d’EULER pour ce probléme que le schéma de JAMESON.

RBV
®
-

JAMESON IRS

-310 <2000 <180 180 1400 1200 -100 B0 BG40 200 0 2 40 B0 BO 10O 120 140 16O 1BO 200 310

FiG. 4.39 - Trajectoire et la déformation du tourbillon au cours du BVI1. Solution du schéma
RBV calculée dans le maillage « trés fin », et solution du schéma de JAMESON IRS initiali-
sée a t/(c/Us) = 3. par la solution du schéma RBV. Iso-valeur du rotationnel de la vitesse a
t/(c/Us) € [3,3;3,45;3,6;3,75;3,9;4,05;4,2;4,35;4, 5;4,65].
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Chapitre 4. Interaction pale-tourbillon

4.9 Conclusion

L’interaction pale-tourbillon retenue pour évaluer le schéma RBV est un probléme dont la
simulation numérique est difficile. La trajectoire coincidente du tourbillon avec le profil est res-
ponsable d’une phénoménologie complexe de I’écoulement avec apparition d’une onde de choc
de forte intensité et création d’un second tourbillon au cours de l'interaction. La complexité des
phénomeénes mis en jeu pendant cette interaction et ’existence de mesures expérimentales font
de ce probléme un des cas de référence employé pour la validation des méthodes numériques
dédiées aux calculs d’écoulements tourbillonnaires.

Une solution de référence est acquise au moyen d’une simulation effectuée avec le schéma
RBV sur un maillage possédant 16 points de discrétisation dans le diameétre du cceur du tour-
billon. Cette solution permet une description des phénomeénes aérodynamiques qui se produisent
pendant l’interaction pale-tourbillon: évolutions temporelles des coefficients de portance et de
trainée, trajectoire des tourbillons au cours de I'interaction. La finesse du maillage permet éga-
lement d’étudier les phénoménes acoustiques en champ proche et leurs interactions avec 1’écou-
lement. Les résultats de cette simulation sont comparés avec les résultats expérimentaux. La
solution du schéma RBV est en bon accord qualitatif avec les mesures expérimentales. Les écarts
observés entre le calcul numérique et 'expérience sont, comme le confirme les résultats obtenus
par d’autres auteurs, caractéristiques d’une simulation avec un modéle d’écoulement de fluide
parfait. Alors que la création de vorticité dans un écoulement est souvent associée & la visco-
sité du fluide, la simulation du BVI subsonique frontale par les équations d’EULER prévoit aussi
I'apparition d’un second tourbillon au moment de ’interaction. L’étude conjointe de 1’équation
de transport de la vorticité spécifique et de ’écoulement simulé montre que la création du se-
cond tourbillon n’est pas due aux effets visqueux mais aux effets liés au terme baroclinique,
c’est-a-dire a la perte de colinéarité entre les vecteurs gradient de pression et gradient de masse
volumique au moment de la création du choc courbe & I'intrados au profil au voisinage du bord
d’attaque.

Les simulations réalisées avec une série de quatre maillages confirme que la solution de ré-
férence utilisée pour la description de I'interaction est bien la solution convergée du probléme.
Quand le pas de temps théorique optimum est employé, les trajectoires des tourbillons sont cor-
rectement prévues par le schéma RBV dans le maillage possédant 8 points de discrétisation dans
le coeur du tourbillon, soit pratiquement quatre fois moins de cellules que le maillage & 16 points
dans le cceur du tourbillon. Si le critére d’évaluation de la méthode numérique est la conver-
gence sur 1’évolution instationnaire du coefficient de portance, alors le schéma RBV donne une
solution convergée pour ce critére dans le maillage possédant 4 points dans le coeur du tourbillon
a linstant initial. Des simulations effectuées en faisant varier le pas de temps confirme qu’il est
important d’utiliser le pas de temps optimum pour converger rapidement en maillage vers la
solution du probléme. Ce pas de temps optimum est connu a priori par une formule théorique.
Dans la mesure ot le schéma RBV est implicite et sans limitation sur la valeur du pas de temps,
rien n’empéche 'emploi systématique du pas de temps optimum.

Les comparaisons des solutions du schéma RBV avec des schémas centrés d’ordre 2 & viscosité
artificielle de type JAMESON montre "apport de la méthode RBV par rapport aux méthodes
classiques pour le calcul d’écoulements ot les tourbillons sont advectés sur de grandes distances.
Les propriétés de préservation des tourbillons du schéma RBV aboutissent en pratique & une
convergence en maillage bien plus rapide que les schémas classiques d’ordre 2.
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Conclusion & perspectives

Ce travail de thése a consisté dans un premier temps & étendre aux équations de ’acoustique
avec advection la notion de schéma préservant la vorticité initialement introduite par MORTON
& ROE pour acoustique pure. L’étude de I'équation de transport de la vorticité discréte par
différents schémas préservant la vorticité en acoustique pure a montré qu’ils perdent cette pro-
priété lorsqu’ils sont appliqués aux équations de ’acoustique avec advection. L’analyse du terme
d’erreur qui intervient dans I’équation de transport de la vorticité pour ces schémas a permis de
dégager les conditions que doit remplir un schéma numérique pour préserver la vorticité en acous-
tique avec advection. A partir de cette analyse théorique, un schéma basé sur le résidu préservant
la vorticité a été proposé. Ce schéma RBV (Residual-Based Vorticity preserving) d’ordre 2 sa-
tisfait I’ensemble des conditions requises pour préserver la vorticité en acoustique avec advection.

Les considérations retenues pour 1’élaboration du schéma RBV portent uniquement sur la
préservation de la vorticité. Dans un deuxiéme temps, I’étude des propriétés dissipatives du
schéma a montré que celui-ci dissipe les plus courtes longueurs d’onde. Cette propriété est inat-
tendue quand on sait que la discrétisation spatiale du schéma RBV est du méme type que celle
du schéma de LAX-WENDROFF-NI, dont la non dissipation des plus courtes longueurs d’onde
est bien connue. Une analyse théorique détaillée a démontré que cette propriété du schéma rBV
vient du caractére implicite du schéma et du couplage particulier des termes temporels et spa-
tiaux utilisé pour améliorer la préservation de la vorticité. Toutefois, la méthode sous-itérative
en pas de temps dual, mise en ceuvre pour résoudre le schéma, présente un défaut de dissipation
de ces mémes nombres d’onde réduits. La méthode retenue pour stabiliser le schéma en pas de
temps dual passe alors par le filtrage du vecteur d’état en fin d’itération au moyen de filtres
explicites d’ordre élevé. Ce choix permet de ne pas altérer la solution du schéma RBV.

Une analyse approfondie du systéme équivalent du schéma RBV pour acoustique avec ad-
vection a démontré qu’il est possible d’obtenir une solution précise & I'ordre 3 pour 'advection
de tourbillon si le nombre CFL est correctement choisi. Ce résultat a été confirmé par une analyse
de FOURIER de l'erreur de phase du schéma rBv. La formule théorique permettant de calcu-
ler ce nombre CFL est simple et ne dépend que du nombre de MACH de I’écoulement moyen.
Les essais d’advection de tourbillon ont prouvé que la formule est applicable pour les équations
d’EULER. Le schéma rRBV permet alors de transporter des tourbillons sur de grandes distances,
sans dissipation du champ de vorticité et ce quelle que soit la direction de I’écoulement moyen
par rapport aux axes du maillage. Des comparaisons avec les schémas de LAX-WENDROFF-NI
et de JAMESON ont mis en évidence 'intérét du schéma RBV pour le transport de tourbillons.

Dans un troisiéme temps, le schéma RBV a été étendu aux maillages curvilignes quelconques.
L’extension a été effectuée de maniére & conserver la formulation du schéma sous la forme
d’un opérateur A appliqué au résidu instationnaire 7. Cette formulation particuliére a permis
d’étendre aux maillages irréguliers les propriétés de préservation de la vorticité du schéma RBV.
Ainsi formulé, le schéma RBV est d’ordre 2 en maillage quelconque. Une version simplifiée du
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schéma, RBVs, a alors été proposée pour le calcul d’écoulements stationnaires et appliquée a
des écoulements autour de profil. La capacité du schéma RBV & calculer des écoulements aé-
rodynamiques instationnaires a ensuite été démontrée sur un cas d’écoulement transsonique
instationnaire autour d’un profil oscillant en translation.

Le schéma RBV a finalement été appliqué a la simulation d’une interaction pale-tourbillon
paralléle subsonique frontale. Une simulation effectuée dans un maillage suffisamment raffiné a
servi de solution de référence pour 'analyse phénoménologique de I’écoulement. En particulier
ont été étudiés les phénoménes liés a apparition d’un second tourbillon et ’acoustique résul-
tant de linteraction. Des calculs réalisés sur une série de maillages pour les schémas RBV et de
JAMESON ont montré la plus rapide convergence en maillage du schéma RBV. Pour le schéma
RBV, la convergence est atteinte non seulement sur les coefficients aérodynamiques ou les cap-
teurs de pression instationnaires, mais aussi sur la trajectoire du tourbillon pendant 'interaction.

Les résultats obtenus avec le schéma RBV sont trés encourageants et confirment ’apport de
la méthode comparée a des schémas classiques d’ordre 2. La premiére suite a donner & ce travail
doit étre ’extension du schéma a la troisiéme dimension d’espace en s’inspirant des travaux déja
effectués pour les schémas RBC [43, 44, 27, 18]. Le fait que le schéma RBV n’utilise qu’une seule
approximation du résidu devrait simplifier cette extension au domaine 3-D. Des calculs d’ailes
3-D ou de rotors pourraient alors permettre d’évaluer 'apport de ce schéma pour le calcul des
sillages tourbillonnaires. Sa précision en maillage irrégulier devrait également permettre de di-
minuer les conditions de régularité imposées aux maillages pour les calculs avec des méthodes
classiques.

La deuxiéme évolution & apporter a la méthode est bien entendu son extension aux équations
de NAVIER-STOKES pour le calcul d’écoulements visqueux. Toujours en s’inspirant des résultats
antérieurs sur les schémas RBC, 'extension du schéma RBV aux équations de NAVIER-STOKES
ne devrait pas poser de difficultés. Il s’agit alors d’intégrer les termes visqueux dans 1’évaluation
du résidu.

Enfin, I’analyse de stabilité du schéma RBV a mis au jour I'influence bénéfique sur les proprié-
tés de dissipation du schéma que peut apporter 'application d’un opérateur spatial a la dérivée
temporelle. Cette étude montre que la mise en ceuvre des schémas RBV et RBVs sans filtrage est
peut-étre réalisable.
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SCHEMAS NL}MERIQUES PRESERVANT LA VORTICITE
EN AERODYNAMIQUE COMPRESSIBLE

RESUME: La réduction de la diffusion numérique des structures tourbillonnaires est un point clé
de la simulation de nombreux probléemes de Mécanique des fluides. S’appuyant d’'une part sur la
notion définie par Morton et Roe de schéma numérique préservant exactement la vorticité pour les
équations de l'acoustique et d’autre part sur une forme de schémas basés sur le résidu introduits
par Lerat et Corre, cette thése présente un schéma RBV (Residual-Based Vorticity preserving),
d’'ordre 2 implicite basé sur le résidu qui préserve la vorticité pour les équations de I'acoustique, de
'acoustigue avec advection et les équations d’Euler. Le schéma RBV permet d’advecter un
tourbillon sur de longues distances avec trés peu de diffusion numérique. Il a été formulé en
maillage curviligne dans I'approche des volumes finis et, par construction, conserve son ordre de
précision et ses propriétés de préservation de la vorticité en maillage irrégulier sans nécessiter de
termes correctifs. Le schéma RBV a été appliqué a des calculs d'écoulements stationnaires et
instationnaires autour de profil pour les équations d’Euler, puis au cas de linteraction frontale,
subsonique instationnaire, entre un tourbillon de Scully et un profil NACA0012 a incidence nulle
pour lequel existent des données expérimentales. Ce probléeme modéle est représentatif de
l'interaction paralleéle entre une pale de rotor d’hélicoptére et le tourbillon émis en extrémité d’'une
pale précédente, qui est a l'origine du bruit BVI (« Blade Vortex Interaction noise ») dominant dans
le cas du vol de descente basse vitesse de I'hélicoptére. Les résultats obtenus avec le schéma
RBV sur ce cas d'interaction pale tourbillon 2D démontrent la capacité de la méthode a simuler des
écoulements aérodynamiques réalistes. Des comparaisons avec les solutions de schémas
classiques d’ordre 2 montrent I'apport de la méthode proposée.

Mots-clés: schéma basé sur le résidu, volumes finis, tourbillon, vorticité, aérodynamique,
écoulement compressible, écoulement stationnaire, écoulement instationnaire, interaction pale-
tourbillon.

VORTICITY PRESERVING NUMERICAL SCHEMES
IN COMPRESSIBLE AERODYNAMICS

ABSTRACT: The reduction of numerical diffusion of vortex structures is a key point in many
computational fluid dynamics problems. According to the notion of vorticity preserving numerical
schemes for the system wave equation, introduced by Morton and Roe, and on the residual-based
schemes family, introduced by Lerat and Corre, this thesis presents a RBV scheme (Residual-
Based Vorticity preserving). The RBV scheme is implicit and second order accurate. It preserves
the vorticity for the system wave equation with and without advection and for the Euler equations.
The RBV scheme has the capability of advecting vortex on large distances with very few numerical
dissipation. It has been formulated on irregular grids in the finite volume approach and it retains
naturally its accuracy and vorticity preserving properties without correction terms. The RBV scheme
has been used first for the calculation of steady and unsteady Euler flow around airfoils and then
for the simulation of subsonic head-on blade vortex interaction (BVI) between a Scully vortex and a
NACAOQ0012 airfoil at zero angle of attack. Results are compared to experimental data. This case is
representative of the parallel interaction between a helicopter rotor blade and the preceding blade
tip vortex. The blade vortex interaction is the main noise source for helicopter in low speed descent
flight. The results obtained with the RBV scheme on this two-dimensional BVI case show the
capability of the method to simulate realistic aerodynamic flows. Comparisons made with solutions
of classical second order accurate schemes demonstrate the benefit of the proposed RBV scheme.

Keywords: residual-based scheme, finite-volume method, vortex capturing, aerodynamics,
compressible flow, steady flow, unsteady flow, BVI.
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