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Intro duction

La motivation initiale de la thesevient du themede lI'assurance de portefeuille ,
guej'avais aborde lors de mon stagede DEA e ectue au seinde la Scciete Genrerale
AssetManagemen Il s'agit ene et d'une technique de gestiondynamique permet-
tant de limiter en casde baissedu marche, la perte de valeur d'un portefeuille tout
enlui laissart la possibilite de pro ter, dansune plus ou moinsgrandemesure,d'une
haussedu marche. L'abandon d'une partie desgainsrealies par le marche en cas
de hausserepresette le co0t implicite d'une telle assurance.

Ainsi, le point de depart a ete de consicerer un problemetrespratique d'optimisa-
tion de portefeuille, ou les strategiesadmissiblesdoivert partir de la m&émerichesse
initiale et dominer un certain processuge plancdher a toute date intermediaire jus-
gu'a la maturit e du fonds (garartie Americaine).

Pour resoudrece probleme, nous avons e ectue quelquestransformations qui nous
ont ameresa reconsicerer le problemedansun cadreplus abstrait et plus gereral et
anousposerdesquestionstr estheoriques.Le coeur du problemes'estrevele €tre une
sorte de decompsition de surmartingalesdans une structure mathematique parti-
culiere, appelee\alg ebre Max-Plus" .

Par ailleurs, nous avons decou\ert que les applications en nance de cette nouvelle
decompsition ne se limitent pas uniquemen a l'assurancede portefeuille, mais
s'etender notammert aux options Americaines.

Ainsi dansnotre expose, nous procederonsdans|'ordre inversedu deroulemenm des
evenemens. Nouscommenceronsl'abord par etudier le problemede decomposition
dessurmartingalesdansl'algebre Max-Plus et nousnoustourneronsensuiteversles
applicationsen nance.

L'algebre Max-Plus designel'ensenble R [ f1g muni des deux operations bi-
naires: I'addition (a;b) 7! a b= max(a;b) et la multiplication (a;b) 7! a b= a+h



Elle di eredesstructures de corpsclassiquegar le fait quel'addition n'est pasune
loi de groupe, mais estidempoterte : a a = a. Cette structure algebrique particu-
liereintroduit un point de vue d'algebre lineaire aux problemesde programmation
dynamiqueet de grandesdeviations, et s'averetr ese cace pour e ectuer descalculs
algebriques(cf. [BCOQ97).

D'autres decompositions de surmartingalesont deja ete suggereesdansla structure
classiquedesnombresreels,la plus conrue dansla theoriemodernedesprobabilites
etant cellede Doob-Meyer. Elle represete toute surmartingale Z de la classe(D),
commela di erenced'une martingale localeM et d'un processusroissai previsible
A. Cette decomposition additive peut sereecrire sousla forme suivante :

Zy = E[A AR+ E[Z jF]: (1)

Nous etablissonsegalemenh dans la theseune decomposition \additiv e" dessur-
martingalesde la classe(D), mais|'additivit e doit &tre percue au sensde Max-Plus.
Plus preciemen, etant donnee une surmartingale Z quasi-cotinue a gaude de
la classe(D), de nie sur [0; ] ou estun temps d'arrét, nous avons pour but de
construire un processuptionnel L semi-cominu superieuremem a droite, tel queZ
puisses'ecrire en termesdu maximum glissart (\running supremum”) delL :

h! i

Zi=E suplL, ZjF; = E L, Z F,; 061t6 : (2)
t6 ué [t ]

Ici, designeune integralenon-lineaire appeleeintegrale Max-Plus . Le running

suprenum de L sur [0; ] pour tout tempsd'arrét erntre O et peut s'interpreter
commela valeur d'un processuscroissam , et par congequen la represemation
precderie (2) estanaloguea la decompmsition (1) de Doob-Meyer.

La martingale M de nie commel'esperanceconditionnelle de Z

h i
M, =E[ _ZJFJ=E suplL,_Z]JF:;
06 u6

s'appelle la martingale de la decompsition Max-Plus de Z et domine Z pour

tout temps d'arrét . Contrairement a la decompsition additive de Doob-Meyer,

I'egalite a seulemen ligy aux points croissats de , c'esta-dire aux temps d'arrét
veriant L = = 4 Lu

Avant d'etablir I'existenced'un tel processud., nous traitons d'abord la question
de I'unicit e. Nous mortrons au chapitre I/ que la martingale M est unique . Par
cortre, ce resultat n'est plus vrai pour le processuscroissan. Tout ce qu'on peut
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dire est que I'ensenble des processuscroissaits admissibles admet un elemen
maximal ™M,

Quant au resultat d'existenced'une telle decomposition, il est essetiellemernt base
sur des methodes simplesde dualite corvexe, qui sesort avereesparticulieremer
utiles pour le problemedu Bandit [Whi80, KK95], et pour desrepresemations non-
lineairesde processugyeneraux [BK04, KIO05].

Une application interessate de la decomposition Max-Plus des surmartingalesest
le problemed'un Call Am ericain , sansfacteur d'actualisation, ecrit sur un sous-
jacert quelconqueY de la classe(D). En e et, gracea la represemation de l'en-
veloppe de Snell de Y sousforme d'esperanceconditionnelle d'un certain running
supremum L, = supg,s Lu, NOUs caracterisonsexplicitemert un temps d'arrét
optimal entermesdu processusndice L. Ainsi, la simple connaissance&le L permet
de resoudrecompletemern le problemed'arrét optimal sans avoir a calculer le
prix de l'option Am ericaine .

De plus, toujours grace a la decompsition Max-Plus, nous identi ons les Calls
Americainsa desoptions Lo okback. Cecigereraliseen particulier lesresultats de
Darling, Liggett et Taylor [DLT72] sur lesoptions Americaines,uniqguemern valables
dansle casdiscret, lorsquele sous-jaceh est une sommepartielle de variablesalea-
toires independartes et identiquemert distribueesde drift negatif. Notre extension
aux casd'un sous-jaceh surmartingale Z ewluant suivant un processusde Levy
geonetrique (avec seulemen des sauts negatifs) conduit a un processusndice L,
proportionnel au sous-jaceh Z.

Commeil a deja ete signak, l'interet initial de la decompsition Max-Plus dessur-
martingales provenait de I'assurancede portfeuille. En e et, s'appuyant sur la de-
composition Max-Plus dessurmartingales,la thesesuggereune nouvelle approche au
problemeclassiquede maximisation d'utilit e sousdescortraintesdetype Americain.
Il s'agit en fait de trouver un portefeuille auto- nancart V dominart un plancher
dynamique a toute date intermediaire jusqu'a I'echeancedu fonds (gararntie Ameri-
caine).

La resolution se fait en deux etapes. En choisissah un nouveau numeraire, nous
transformonsd'abord le problemereel d'assurancede portefeuille en un probleme
gereral d'optimisation de martingale , souscortrainte de dominer un obstacle
Y, ou de facon equivalerte son enveloppe de Snell. Par ailleurs, toutes les martin-
galesadmissiblesdoivert partir de la m&mevaleur initiale. L'optimisation dansce
nouveau probleme cortraint est relative a I'ordre stochastique convexe sur la
valeur terminale, de maniere a eviter toute hypothesearbitraire sur la forme de la
fonction d'utilit e d'un decideur.

Ainsi, la strategieoptimale ne dependpasdela formedela fonction d'utilit e, cortrai-
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remen aux problemesd'optimisation usuels,ou le choix de la fonction d'utilit e reste
majeur. Ici, le rdle de la fonction d'utilit e setrouve minimise puisqu'ellen‘intervient
gue dansle choix du numeraire.

Ensuite, la deuxieme etape consistea montrer que la martingale de la decompsi-
tion Max-Plus de I'enveloppe de Snell du plancher Y resoutle problemepose. Un
exempleexplicite est completemen trait e dansle cadred'un mouvemen Brownien
geonetrique.

Cette application a fait I'objet d'un article publie dans\Mathematical Finance", in-
titul e\Constrained optimization with respect to stochastic dominance.Application
to portfolio insurance"[KMO064a].

La derniere partie de notre etude se tourne vers les liens ertre la decompsition
Max-Plus et les martingales d'Az ema-Y or. Celles-ciont ete introduites par les
auteurs [AY79] pour resoudrele problemede Skorohod, et en depit de leur simpli-
cite, ellessu sent dansde nombreux casa obtenir desresultats d'accesdi cile.
Dansnotre cortexte, cesmartingalesserewelert €tre un outil simpleet e cace pour
donner, sousforme explicite, la decompsition Max-Plus d'une surmartingale Z,
lorsque celle-ciest une fonction concase u d'une martingale locale N. Dans ce cas,
la martingale d’Azema-Yor assaieea u et N concide avec la martingale de la de-
composition Max-Plus de la surmartingale Z.

Cecipermet de decrire preciemer la frontiered'arrét optimal d'un Call Americain
ecrit sur un tel sous-jaceh Z, et d'obtenir une formule fermee pour le prix. Des
exemplesillustratifs basessur desdi usions unidimensionnellessort presemnesdans
l'avant-dernier chapitre de la these.Nous retrouvons en particulier, d'une maniere
treselemenaire, la plupart desresultatsclassiquesur lesfrontieresAmericainesdes
processusa accroissemes independans.

La martingale d'’Azema-Yor permet egalemenh de resoudred'autres problemesd'op-
timisation en nance, commepar exemplecelui de trouver desmartingalesoptimales
veri ant descortraintesdetype\dra wdown" ouencoreceluidetrouverla\meilleu-
re" martingale dominart un planc her donne fonction d'une martingale de reference,
par rapport a l'ordre corvexesur la valeur terminale.

Un article traitant de la decompsition Max-Plus dessurmartingaleset de sesappli-
cationsen nance, intitul e\Max-Plus decomposition of supermartingalesand cornvex
order. Application to American options and portfolio insurance’ a ete soumisaux
\A nnals of Promability” [KMO6Db].

Un troisiemearticle sur les applications desmartingale d'’Azema-Yor en nance est
en coursde redaction.

Par ailleurs, nous avons redige, en collaboration avec d'autres memnbres du Certre
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de Mathematiques Appliqgueesde I'Ecole Polytechnique (Charles Dossal, Emma-
nuel Gobet, Remi Munos) et la Direction Rederdhe Gaz de France- Projet Valoris
(Christophe Barrera-Este\e, Florent Bergeret, Damien Reboul-Salze),un article in-
titul e \Numerical methods for the pricing of Swing options : a stochastic cortrol
approad”, qui a ete accepe pour publication dans\Methodolagy and Computing
in Applied Prokability" [BEBD* 06]. L'article, preseme dans la derniere partie de
la these,a pour objectif de resoudrenumeriquememn un probleme particulier de
cornrdle stochastique. Il s'agit de valoriser les deux types de contrats Swing les
plus rencorir esdansles metiers du gaza savoir lescortrats d'appro visionnemen t
et les stockages.

Le premiertype de cortrat permeta sondeterteur d'acheter du gaztous lesjours, a
un prix x eal'avanceet selonle volumede sonchoix. Quart au cortrat de stockage,
il o re deuxpossibilites: soit acheter du gazsur le marche et I'injecter dansun reser-
voir initialement vide, soit soutirer du gazet le vendre sur le marche. Danslesdeux
cas, le volume du gaz est sujet a descortraintes journaliereset periodiques (men-
suellesou annuelles).Le prix detels cortrats dependa la fois du prix du sous-jaceh
et dela consommationcumulee, et resoutdonc une equation de programmation dy-
namique avec une variable d'etat bi-dimensionnelle.

A n de calculer ce prix, nous proposonsd'abord dansl'article une versionadaptee
de la methode de Longsta -Schwarz (originellement utilisee pour les options Ber-
mudeennes)Ensuite, nousexploronsdeux approchesde recherdhe de consommation
optimale sousforme parametrique. La premiere methode est basee sur les reseaux
de neurones: le critere a optimiser est regulier et I'optimisation est rendue aisce a
l'aide d'un algorithme de gradiert stochastique.La secondeale nit le comportemert
optimal en fonction de seuilsde consommationparametres par deselemens nis.
Destests numeriquesont permis d'illustrer I'e cacit e de cesapproches.Elles sort
iteratives, cortrairement aux methodesbaseessur la programmation dynamique, et
permettert donc de donner une estimation du prix a chaqueinstant au cours des
iterations. De plus, ellesne selimitent pasaux modelesa un facteur.

Plan de la these

La theseest organieede la maniere suivante :
Le premier chapitre est consace a la description des proprietes essetielles de
l'algebre Max-Plus et de sesdomainesd'application.

Au chapitre I, nous etendonsle theoremede Doob-Meyer de decompsition des
surmartingalesa l'algebre Max-Plus, et nous etudions la questiond'unicite de la
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martingale et du processusroissan assaies.

Nous gereralisonsau chapitre [[11/le point de vue de Darling et de sesco-auteurs
concernar lesproblemesd'arrét optimal. Quelquesexemplesllustratifs basessur
lesprocessugie Levy additifs et multiplicatifs mettent en evidencele lien ertre la
decompsition Max-Plus et lesoptions Americaines et montrent quenouspouvons
completemen resoudrde problemede Call Americain sansfacteur d'actualisation,
sansavoir a calculerle prix. Nous proposonsegalemenh une methode permettant
d'approcher numeriquemer la fronti ered'un Put Americain ecrit surun Brownien
geonetrigue. La question est abordee dans la these,plus commeune amorcede
re exion sur cetheme,quesousla formed'une solution aboutie entoute genreralite.

Le chapitre IV a pour objectif d'etablir I'existencede la decompsition dessur-
martingales dans l'algebre Max-Plus. Gracea desargumerns simplesde dualite
convexe,nousmontrons quela decomposition Max-Plus d'une surmartingale don-
nee,cortinue a droite estetroitemert lieea la resolutiond'une famille corvexede
problemesd'arret optimal et nousexhibonsainsi une decomposition explicite dans
I'algebre Max-Plus. Ensuite, nous appliquons notre theoreme de decompsition
Max-Plus pour resoudrele problemede Call Americain ecrit sur un sous-jacen
gereral. Dans une derniere partie, nousreconsigronslesdi erertes etapesde la
decomposition Max-Plus dans un cadre Markovien, an de mettre en evidence
I'aspect Markovien desprocessusmpliques.

Au chapitre|V, nouscaracterisonsla martingale de la decompsition Max-Plus en
tant que solution optimale d'un probleme d'optimisation particulier sous
contraintes, formule en termes d'ordre stochastique convexe. Nous donnonsega-
lemert quelquesformules fermeesde martingales asseieesa desdecompsitions
Max-Plus de processugle Levy multiplicatifs et additifs.

Le chapitre est consace a l'application de la decomposition Max-Plus des
surmartingalesa l'assurancede portefeuille (avec garartie Americaine).

Au chapitre VII, nous exploitons la martingale d'Azema-Yor pour deduire la
decompsition Max-Plus de toute fonction concase croissate d'une martingale
locale cortinue. Cet exemplede decompsition Max-Plus est tresutile et couvre
ertre autres tous les cas consiceres de processusde Levy. Nous abordons ega-
lement dans ce chapitre certainesapplications de la martingale d'Azema-Yor en
nance (options Americainesassuranceale portefeuille, cortraintes de drawdown).

Le dernier chapitre concerné'article surlesmethodesnumeriquesde pricing des
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options Swing.

Nousy dewelopponsde nouwellesapprochesde pricing descortrats Swinglesplus
rencorir es dans les metiers du gaz, et nous les comparonsa des methodes deja
existartes.

Ainsi, la thesesuggereune nouvelle approche dansla theoriedesmartingales,consis-
tant a regarderles martingales sousforme d'esperanceconditionnelle d'un certain

running supremum. Cesmartingalesne sort rien d'autre qu'une extensiondesmar-
tingalesde Doob-Meyer dansl'algebre Max-Plus. L'analyse de cesmartingaleset de
leurs proprietesd'optimalit e suggeredesapplications potertielles, notammert via la

martingale d'Azema-Yor, a la theorie des martingales et leurs processusdu maxi-

mum.

De plus, notre point devue di erert donneun cadreuni e ala solutiondedi ererts

problemesd'optimisation du type arrét optimal ou bandit, en reliant la notion de
fronti erea celled'indice, par le biais de la decomppsition Max-Plus.

Ainsi, la decompsition Max-Plus des surmartingaleset l'unicit e de la martingale
assaieeserewelert tresutiles dansde nombreux problemesd'optimisation et ont un

large champ d'applications, commeles options Americaineset l'assurancede por-

tefeuille en nance. Nous pensonsegalemenh que notre approche peut etre relieea
d'autres travaux deweloppesdans|'algebre Max-Plus (grandesdeviations, :::).
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Chapitre |

Algebre Max-Plus

Resume

L'algebre Max-Plus est simplemen obtenue en echangean les operations(+; ) en

(max; +). Elle appardt dansplusieursproblemesde mathematiqueset de physique,

en particulier dans!' etude de phenonmenesasymptotiques.Le projet MAXPLUS de

I'INRIA [ACG* 94, BCOQ92, AQV94] a pour but de dewlopper la theorie, I'algo-

rithmique et les applications des algebresde type Max-Plus, en relation avec les

domainesou celles-ciinterviennert :

{ latheoriedela decision(commandeoptimale deterministe et stochastique,theorie
desjeux)

{ la modelisation et I'evaluation de performancede systemesa evenemets discrets
(reseauxde transport ou de telecom,systemesde production)

{ la recherche operationnelle (resolution de problemesd'optimisation discrete)

{ la theoriedesperturbations (perturbations de valeurs propres), etc.

Nous decrivons dans ce chapitre les proprietesessetielles de I'algebre Max-Plus et

sesprincipaux domainesd'application, ennousinspirant essetiellemert destravaux

du groupe MAXPLUS (S. Gaubert, M. Akian, J.P. Quadrat, G. Cohen,...) et des

polycopiesde coursde G.Cohen[Coh9] et de S. Gaubert [Gau99.

Par ailleurs, a partir de I'algebre Max-Plus, on peut construire un formalisme ana-

logue au calcul desprobabilites. Ceciintroduit en particulier un point de vue d'al-

gebre lineaire aux problemesde programmation dynamique et aux grandesdevia-

tions. Nous presemons dans ce chapitre les principaux resultats de la theorie de

probabilite Max-Plus, ennousbasar essetiellement sur l'article de Fleming [Fle04.
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Chapitrel Algelre Max-Plus

I.1 Intro duction generale a I'alg ebre Max-Plus

Le semi-corpsMax-Plus estl'ensenble R[ f1g , muni de l'addition (a;b) 7!

a b= max(a;b et dela multiplication (a;b) 7! a b= a+ b Cette structure

algebrique di ere desstructures de corps classiquesar le fait que I'addition n'est
pasune loi de groupe, mais estidempotente : a a= a.

On rencortre parfois desvariantes de cette structure : par exemple,le semi-corps
Min-Plus estl'ensenble R[ f+1g muni desloisa b= min(a;b) eta b= a+ b,

et le semi-anneauropical estl'ensenble N[ f+1g muni desmémeslois.

L'objet de\l'alg ebreMax-Plus" estde gereraliserlesconstructionsde l'algebreet de
I'analyse classiquequi reposent pour une bonnepart sur desanneauxou descorps
tels que Z ou R, au casde semi-anneauxde type Max-Plus.

L'interet pour lesstructuresdetype Max-Plus estcortemporain dela naissanceale la

theoriedestreillis. Depuis,lesstructuresdetype Max-Plus ont ete deweloppeesinde-
pendammem par plusieursecoles.en relation avec plusieursdomaines.Les motiva-

tions venart de la Redherche Operationnelle(programmation dynamique, problemes
de plus court chemin, problemesd'ordonnancemety optimisation discrete) ont ete
certrales dansle deweloppemen du domaine.Les semi-anneauxde type Max-Plus

sort bien s0r reliesaux algebresde Boole. L'algebre Max-Plus appardt de maniere
naturelle en cortrdle optimal et dansla theoriedesequationsaux deriveespartielles
d'Hamilton-Jacobi. Elle appardt aussien analyseasymptotique (asymptotiquesde
type WKB, grandesdeviations, asymptotiquesa temperature nulle en physiquesta-

tistique), puisque l'algebre Max-Plus appardt comme limite de l'algebre usuelle.
La theorie des operateurs lineaires Max-Plus peut &tre vue comme faisart partie

de la theoriedesoperateursde Perron-Fobenius non-lineaires,ou de la theoriedes
applications cortractantes ou monotonessur lescones,laquellea de nombreusesmo-
tivations, telle I'economiemathematique et la theorie desjeux.

Dans la communaute dessystemesa evenemets discrets, I'algebre Max-Plus a ete
beaucoupetudieeparcequ'elle permet de represeter de maniere lineaireles pheno-
menesde syndironisation, lesquelsdeterminert le comportemert temporel de sys-
temesde production ou de reseaux.Parmi les deweloppemerts recerns du domaine,
on peut citer le calcul desreseauxqui permet de calculerdesbornespire descasde
certainesmesuresde qualite de service.En informatique theorique,I'algebre Max-

Plus (ou plut®dt le semi-anneautropical) a joue un role decisif dans la resolution
de problemesde decisionen theorie desautomates.Notons nalement que l'algebre
Max-Plus est apparue recemmenh en geonetrie algebrique et en theorie desrepre-
sertations.
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Introductiongereralea I'algelre Max-Plus Sectionl.1

{ Alg ebre Max-Plus, programmation dynamique et commande optimale.
L'exemple le plus simple d'un probleme conduisan a une equation Min-Plus li-
neaire est le probleme classiquedu plus court chemin. Consiceronsen e et un
graphedont lesnoeudssort numerotesde 1 a n et dont le coot de l'arc allant du
noeudi au noeudj estnote My 2 R[ f+1g . Le codt minimal d'un chemin de
longueurk allant dei aj peut s'ecrire en termesd'equation de programmation
dynamique:

vj (k) = min (Mjs + vg(k  1)):
16s6 n

On reconndt ainsi une equation lineaire Min-Plus :
v(k) = Mwv(k  1);

ou on note par la concatnation le produit matriciel induit par la mesurede I'al-

gebre Min-Plus.

Le probleme classiquede Lagrangedu calcul desvariations peut &tre vu comme
une versioncortinue du problemepreeden. Ainsi, I'equation d’'Hamilton-Jacobi

gue veri e v est une equation de la programmation dynamique a temps cortinu

et peut s'interpreter comme une equation Min-Plus lineaire. En particulier, ses
solutionsveri ent un principe de superposition Min-Plus : siv et w sort deux so-
lutions, etsi , 2 R,inf( +v; + w) estencoresolution del equation.Ce point

de vue, inaugure par Maslov, a conduit au deweloppemern de I'Ecole d'Analyse
Idempotente.

{ Applications monotones et theorie de Perron-F rob enius non-lin eaire,
ou l'appro che operatorielle du contr'ole optimal et des jeux.
Depuis le tout debut destravaux en decision Markovienne, on sait que les ope-
rateurs de la programmation dynamique de problemesde cortrdle optimal ou de
jeux, avec critere additif, ont desproprietesde monotonieet de cortraction pour
la normesup. Or lesapplicationsmonotonesqui sort cortractantes pour la norme
sup peuwent etre vuescommedesgeneralisationsnon-lineairesdesmatrices sous-
stochastiques. Une sous-classeutile, gereralisart les matrices stochastiques, est
formee des applications qui sort monotoneset commutent avec I'addition d'une
constarte. Les problemesde programmation dynamique peuvert etre traduits en
termesd'operateursf :
I'equation de programation dynamiqued'un problemede commandeoptimale
a horizon ni s'ecrit ene et x(k) = f (x(k 1)), ou x(k) estla fonction valeur
en horizonk et x(0) estdonne
la fonction valeur y d'un probleme a horizon inni (y compris le cas d'un
problemed‘arret optimal) verie y = f (y)
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Chapitrel Algelre Max-Plus

la fonction valeur z d'un probleme avec facteur d'actualisation 0 < < 1

verie z=f( 2)

etc.
Ce point de vue abstrait a ete tresfructueux. Il permet d'inclure la programma-
tion dynamique dansla perspective plus large de la theorie de Perron-Fobenius
non-lineaire, qui traite desapplications non lineairessur desconesveri ant des
conditions de monotonie, de cortraction ou d’homogereite.
L'etude despoints xes def donnela valeur de problemesde decisionen horizon
in ni. L'etude du comportemert asymptotique de f ¥, et en particulier I'etude de
l'existencede la limite de f K(x)=k lorsquek tend versI'in ni, permet d'obtenir
le coOt ergadique d'un problemede cortrdle optimal ou de jeux. L'asymptotique
plus precisede f X, a une normalisation pres, permet d'obtenir le comportemert
precisde l'it eration sur lesvaleurs.
Signalonsen n que les applications de la theorie des applications monotones
cortractantes ne se limitent pas au cortrdle optimal et aux jeux mais senern
aussia la modelisation dessystemesa evenemets discretset en analysestatique
de programmes.

{ Pro cessus de Bellman.

Un autre point de vue sur la commandeoptimale est la theorie des processusde
Bellman qui fournit un analogueMax-Plus de la theorie des probabilites. Cette
theoriea ete developpeea partir de la notion de mesue idemptenteintro duite par
Maslov. Elle etablit une corresppndanceenre probabiliteset optimisation, dans
laguellelesvariablesaleatoiresdeviennen desvariablesde co0t (qui permettert de
parametriser les problemesd'optimisation), la notion d'esperanceconditionnelle
estremplaceepar cellede cot conditionnel (pris sur un ensenble de solutionsfai-
sables),la propriete de Markov correspnd au principe dela programmationdyna-
mique de Bellman, et la corvergencefaible a une cornvergencede type epigraphe.
Lestheoremedimites pour lesprocessusle Bellman (loi desgrandsnombres,theo-
remede la limite certrale, lois stables)fournissen desresultats asymptotiquesen
commandeoptimale. Cesresultats generaux permettert en particulier de com-
prendre qualitativemert les di cult esd'approximation dessolutions d'equations
d'Hamilton-Jacobi.

{ Systemes a evenements discrets.
Un des problemesque se posent les chercheurs est d'optimiser des systtmesa
evenemets discrets, dans lesquelsles decisionsresultert evertuellemert de l'in-
terverntion de plusieursagens, avec chacun sesproprescriteres.On peut alors se
poserla questionsuivante : peut-on atteindre un equilibre global, et en vertu de
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Introductiongereralea I'algelre Max-Plus Sectionl.1

guellesdecisions?

Pour simpli er la resolution de problemescomplexes,il sut parfois de changer
de cadre axiomatique. Cela vaut pour les systtmesa evenemets discrets, que
I'on peut aborder dansle cadre de I'algebre Max-Plus. Cette derniere resserble
beaucoupa l'algebre classique sauf qu'elle est construite a partir de deux autres
operations elemenaires, mieux adapteesa cessystemeset a la programmation
dynamique : le calcul du maximum et de I'addition. Elle permet de represener
lesphenonenesde syndironisation commedesphenoneneslineaires,donc d'avoir
desintuitions qualitativessimpleset desalgorithmese caces.

Ainsi, I'approche Max-Plus des systemesa evenemets discrets fournit un ana-
logueMax-Plus de la theoriedessystemeslineairesclassiquesincluant lesnotions
de represemation d'etat, de stabilite, de seriesde transfert, etc.
LessystemesdynamiquesMax-Plus lineairesaleatoiressort particulieremen utiles
dansla modelisation desreseaux.Les modelesd'automates a multiplicit es Max-
Plus, incluant certainesversionstemporiseesdes modelesde tracesou de tas de
pieces,permettert de represeter desphenomenesde concurrenceou de partage
deressourceslesautomatesa multiplicit esMax-Plus ont ete etudiesen informa-
tique theorique.lls fournissem desmodelesparticulieremen adaptesa l'analyse
de problemesd'ordonnancemen

{ Alg ebre lin eaire Max-Plus.
Une bonne partie desresultats de l'algebre Max-Plus concernel’ etude des sys-
temesd'equationslineaires.On peut distinguer trois famillesd'equations,qui sort
trait eespar destechniquesdi erertes:

1. Le problemespectral Max-Plus Ax = x et sesgeneralisations.Celui-ci ap-
parat en cortrdle optimal deterministe et dansl'analyse dessystemesa eve-
nemerts discrets.

2. Le problemeAx = bintervient en commandea mi-temps. Il estintimemernt
lie au problemed'a ectation optimale, et plus generalemen au problemede
transport optimal. Il setraite via la theorie des correspndancesde Galois
abstraite, ou theorie de la residuation. Les versionsen dimensionin nie du
probleme Ax = b sort relieesaux questionsd'analyse corvexe abstraite, et
de dualite non corvexe.

3. Le problemelineairegeneral Ax = Bx conduit a desdeweloppemerns combi-
natoiresinteressats (polyedresMax-Plus, determinarts Max-Plus, symetri-
sation).

{ Alg ebre Max-Plus et asymptotiques.
Le role de l'algebre Min-Plus dansles problemesasymptotiquesest evidert sil'on
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Chapitrel Algelre Max-Plus

ecrit
a4 b min( a;b) . a b_ atb

= ; lorsque ! 0":
L'algebre Min-Plus peut &tre vue commela limite d'une deformation de l'algebre
classiqueen introduisart le semi-anneatR , qui estl'ensenble R[ f+1g , muni
del'addition (a;b) 7! log e *+e ° etdela multiplication (a;b) 7! a+ b. Pour
tout > 0, R estisomorpheau semi-corpsusuel desreelspositifs, (R+;+; ),
mais pour = 0", R n'est autre que le semi-anneauMin-Plus. Cette ideea ete
introduite par Maslov, motive par I'etudedesasymptotiquesdetype WKB d'equa-
tions de Sdredinger. Ce point de vue permet d'utiliser desresultats algebriques
pour resoudreles problemesd'asymptotiques, puisque les equationslimites ont
souwernt un caractere Min-Plus lineaire.
La m&émedeformation appardt classiquemenentheoriedesgrandesdeviationsa
la loi desgrands nombres: dans ce cortexte, les objets limites sort desmesures
idempotentes au sensde Maslov.
Ainsi, desrelations ont ete etablies entre I'algebre Max-Plus et les grandesde-
viations et cesideesont ete appliqgueesaux perturbations singulieresde valeurs
propres.

.2 Domaines d'application de l'algebre Max-Plus

L'algebre Max-Plus intervient dans de nombreux domaines: theorie de la deci-
sion (commandeoptimale deterministe et stochastique, theorie des jeux), analyse
asymptotique et theoriedesprobabilites,modelisation et evaluation de performance
de systemesa evenemets discrets(reseauxde transport ou de telecom,systemesde
production), et plus gereralemem, recherche operationnelle(resolutionde problemes
d'optimisation discrete).

{ Commande optimale et theorie des jeux.

La commandeoptimale et la theoriedesjeux ont de nombreusesapplicationsbien
repertoriees: economie, nance, gestionde stock, optimisation desreseaux,aide
a la decision,etc. Ce sort desproblemesde decisiondansle temps.

La theoriede la decisionvise preciemern a ewvaluer les chanceset/ou lescolts de
tel ou tel comportemert futur d'un systeme, en presenced'incertitudes duesau
hasardou aux choix d'adversaires.Dansbien descas,il estpossiblede s'a ranchir
du pas® de ce systeme(commedansun jeu d'edecs),et de n'evaluer son avenir
qu'a partir du seuletat presen. Il s'agit d'une simpli cation non negligeablequi,
en termes mathematiques, consistea se placer dans le cadre de la theorie des
processugle decisionMarkoviens.
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Domainedd'applicationde I'algelre Max-Plus Sectionl.2

Un outil de base,en decisionMarkovienne, est la programmation dynamique: a
chaqueetat du systemeetudie, est assaiee une valeur determinee par une equa-
tion non lineaire, appelee equation de Bellman en theorie de la commandeopti-
male. C'est en e et a ce mathematicien americain que I'on doit l'invertion de la
programmation dynamique, il y a une cinquartaine d'annees.

Les systtmesMax-Plus lineairesserewelert &tre tres pertinents pour etudier les
proprietestheoriquesdesequationsde la programmationdynamiqueet developper
desalgorithmespour lesresoudre.De nouveaux algorithmes et methodesde dis-
cretisation sort ainsideweloppesa partir desresultatsMax-Plus et deleursgenrera-
lisations. Ceciestparticulieremen interessah danslesproblemesde grandetaille,
qui necessitet le developpemen d'algorithmes rapides (algorithmes de graphe)
ou de nouvellesappraximations.

{ Systemes a evenements discrets.

Depuislinvertion de la programmation dynamique, les chercheurs sesort rendu
compte que cette equation, ainsi que celled'lsaacspour lesjeux, pouvait servir a
modeliserdessystemesdits a evenemets discrets.Cette expressionfait reference
a l'occurenced'evenemets comparablesa l'arriv ee de nouveaux clients dansune
le d'attente.

Alors quela theorieclassiquedessystemescontinus” (y comprisentempsdiscret)

et de'Automatique s'interessea dessystemesnaturels" obeissam essetiellemert

aux lois de la Physique, et descriptiblespar desequationsdi erertielles ou aux de-
riveespartielles (ou leur discretisation approcheeen temps), le vocable\ Sysemes
(Dynamiques) a EvenementsDiscrets' (SED) recouvre des systtmesegalemen
dynamiques,mais dont la dynamique ethappe totalemert a ce genrede descrip-
tiont. En realite, c'est plut®dt le niveau descriptif auquelon se place qui esta la
sourcede cette impossibilite : au lieu de s'interesserau deroulemen cortinu des
phenonenes,on ne sesoucieque des\d ebuts” et des\ ns" de cesphenonenes(les
\ evenemeits discrets’) et de leur endhanemen dynamique,logique ou temporel.

Cette classede systemesdonnelieu a des phenonenesde syndironisation et de
concurrence que I'on rencortre typiguemen danslesreseauxde telecomnunica-
tions (reseauxnformatiques) [LT02], lessystemesde production (ateliers exibles,

lignesd'assenblage) [CDQV83, CDQV85], lessystemesde transport (routier, fer-
roviaire ou aerien) [LMQO1, Bra93, OSM9§, ou encoreen robotique et dansdes
applications medicales.

L'imp ortance prise par cessystemesdans notre scciete a conduit de nombreux
cherdheursa proposerdesmodelesmathematiquespermettant de decrireleur com-

1Cessystemessort generalement de conceptionhumaine, en opposition aux systemesnaturels”
decrits par leslois de la physique.
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portemert a n d'enewaluerlesperformanceset d'optimiser leur conceptionou leur
pilotage. La diversite de cessystemesconduit naturellemert a di ererts modeles,
tels que lesmodelesa based'automatesa etats nis, leschanesde Markov et les
Reseauxde Petri.

L'un des premiers ouvragesconcernan les structures algebriquesde type Max-
Plus est sansdoute celuide R. A. Cuninghame-GreerfCG79, mais c'esten AoQt
1981[CGQY9Y quel equipe Max-Plus de'INRIA aassuele lien aveclessystemes
a evenemets discrets. L'id eeforte fut de montrer qu'en changean d'algebre, le
comportemert de certains systtmesa evenemets discrets pouvait &tre decrit a
I'aide d'equationslineaires.ll s'agit dessystemescaracterisessuniquemern par des
phenonenesde syndironisation ou de retard. Ils correspndert a une sous-classe
de reseauxde Petri temporises, les Graphesd'Evenemeis Temporises(GET).

Au cours desannees80, cette equipe a ainsi construit une theorie des systemes
Max-Plus lineairesa l'image de celle qui existait pour les systemeslineairesdans
I'algebre classique.Ce travail donna lieu a un ouvrage collectif paru en 1992
[BCOQY9Z, de Baccelli, Cohen, Olsder et Quadrat, qui constitue une excellere
referencea jour sur I'approche Max-Plus lineairedesSystemesa Evenemets Dis-
crets (deterministes et stochastiques), et plus generalemen sur le semi-anneau
Max-Plus. Nous renvoyons egalemen le lecteur interesg par la theorie des sys-
temesa evenemets discretsaux excellemes notes de cours de G.Cohen[Coh9j
et de S. Gaubert [Gau99.

Les systemesdynamiquesMax-Plus lineaireset leurs gereralisations (automates,
systemesmonotonesou cortractants), fournissen des modelesnaturels dont les
resultats analytiques peuvernt etre appliques aux problemesd'evaluation de per-

formance. Ainsi, I'approche Max-Plus permet par exemplede calculer le temps
de cycle pour des circuits digitaux, calculer le debit pour des ateliers, des re-
seauxferroviaires ou routiers, evaluer ou maximiser la performancedes reseaux
de comnunication, fabriquer desconrbleurs (ou mémedes\feedbadks") veri ant

certaines cortraintes de securite ou de service, represeiter des phenonenesde
syndronisation ou de concurrence(partage de ressources)

{ Synchonisation. L'accomplissemen de certains evenemeits entra™e l'appari-
tion simultaneede plusieursressource®u la veri cation simultaneede plusieurs
conditions.La n d'un evenemen ertra™e l'apparition simultaneede plusieurs
autresevenemets. Par exemple pour qu'une conversationtelephoniqueait lieu,
il faut qu'une ligne soit disponible pour acheminer I'appel et que les deux in-
terlocuteursaiert decrache.La n dela conversationmarquela liberation de la

26



Domainedd'applicationde I'algelre Max-Plus Sectionl.2

ligne, et le fait quelesdeuxinterlocuteurs peuvent desormaisvaquera d'autres
occupations.De tellesconsicerationspeuvent etre reprisespar exemplea propos
d'un atelier exible.

{ Concurrene. Certains evenemets excluen l'apparition simultanee d'autres
evenemets. Par exemple,une macdine ne peut travailler que sur une seule
piecea la fois. A la SNCF, lesvoiessort diviseesen tronconsappeles\cantons”.
Le\cantonnemen” consistea exclurepar un systemede feux rougesla presence
simultanee de deux trains sur le méme carton. Sur un bus d'ordinateur non
multiplex e, un seulmessageeut transiter a la fois.

L'algebreMax-Plus estdoncapparuecommela structure mathematiqueadequate
pour modeliser lineairemen le phenonene de syndironisation, alors que ce phe-
nomene senble fortemernt non-lineaire\de point de vue" des outils algebriques
convertionnels. Bien que la motivation initiale ait paru dansl'etude dessystemes
a evenemets discrets, il s'est rewvele que la theorie des systemeslineaires dans
l'algebre Max-Plus peut &tre approprieea d'autres ns aussi.

Recherche operationnelle.

Le role de l'algebre Max-Plus danscertains problemesde recherche operationnelle
est maintenant bien conru (programmation dynamique, problemesde chemins,
d'a ectation ou de transport, certains problemesd'ordonnancemety problemes
avec descortraintes disjonctives).

Premieremen, il existedesliensprofondsertre I'algebreMax-Plus et lesproblemes
d'optimisation discrete. Cesliens conduisen parfois a de nouveaux algorithmes
pour les problemesde recherche operationnelle classiguescommele problemede
circuit de poids moyen maximum. Certains problemescombinatoires, commeceux
de programmationdisjonctive, peuvent &tre decompsespar desmethodesdetype
Max-Plus. Ensuite, le role de l'algebreMax-Plus danslesproblemesd'ordonnance-
mernt estbien connu depuislesannees60, puisquelesdatesde completion peuvert

souwert secalculera partir d'equationslineairesMax-Plus. Plus recemmety des
represemations de problemesd'ordonnancemenh ont pu €tre obtenuesa partir de
semi-groupes de matrices Max-Plus : une premiere represemation a ete obternue
dansle casdu\jobshop”, une represemation plus simple a ete obtenue dansle cas
du\ o wshop" Ce point de vue algebrique a ete tres utile dansle casdu\o w-

shop": il permetderetrouver desresultatsanciensde dominanceet d'obtenir ainsi
de nouwellesbornes.Finalemert, en regardan l'algebre Max-Plus commeune li-

mite de l'algebre classique,on peut utiliser desoutils algebriquesen optimisation

combinatoire.
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{ Theorie des perturbations.
Il s'agit de I'etude de problemesasymptotiques dont les equations limites ont
une structure de type Max-Plus, tels que les perturbations singulieresde valeurs
propresou les grandesdeviations.

Signalonsegalemen que les problemesde I'algebre Max-Plus de base (analogues
Max-Plus des modules et des polyhedrescorvexes,des determinarts, des notions

de rang, dessystemesd'equationslineaires,desvecteurspropres, desequationspo-

lynomiales, mesuresidempotentes, etc.) ont souwert joue un rdle decisif dans les
applications precederies de I'approche Max-Plus. L'interét pour certains problemes
de baseMax-Plus est recemmen apparu dans plusieursautres domainesde mathe-

matiques.

1.3 Algebre Max-Plus : de nitions et proprietes

.3.1 De nitions

De nition 1.1 (Semi-anneau)

Un semi-anna&au K estun ensemblanuni de deuxoperations internes et  appe-

leesrespctivement\addition” et\multiplic ation”, telles que:

{ l'addition estasseiative: (a h c=a (b ¢);

I'addition estcommutative: a b=b a;

I'addition posedeun elementneutre note 0 et appele\zero":a 0 = a;

la multiplication estassaiative: (a b) c=a (b 0©);

la multiplication posedeun elementneutre note e et appelelidentite":a e =

e a-=a;

{ la multiplication estdistributive par rapport a I'addition :a (b ¢)= (a b
(a ©) etidem pour la multiplication a gauche.

{
{
{
{

Nous avons la toutes les proprietes de structure desanneaux, sauf qu'il n'est pas
requisque soit une loi de groupe.

Commeen algebre usuelle,le signemultiplicatif est parfois omis.

Theoreme 1.1
Le zero d'un semi-anneu estabsorban pour la secondeoperation, c'est-a-dire 0
a=a 0 =0,8a2K.

28



Algelre Max-Plus: de nitions et proprietes Sectionl.3

Preuve - I.1 -

0=0e =00 e)=0 0 =0°:
Par suite,

8a2K; 0 =0e =0atla=0(a'! 0O)a=0a'a 0°a=0 a:

On dit quele semi-anneatest
{ idempotent ou dio-de, si la premiere operation estidempotente, c'est-a-dire si

a a=a;8a2K; (1.LD)
{ commutatif si le groupe est commnutatif (la multiplication estcomnutative).

De nition 1.2 (Semi-corps)

Si la multiplication de nit un groupe sur K := Knf0O g, alorson qualie (K; ; )
de semi-corps

Un semi-@rps est dit

{ idempotent si I'addition verie (I.1);

{ commutatif si le produit est commutatif.

De nition 1.3 (Structure algebriqgue Rpax)
Le symible Ryhax designel'ensembleR [ f1g muni desdeuxoperations binaires
max et + notees et resmctivement.OnalO = 1 ete =0.

On appelle cette structure I'alg ebre Max-Plus .

Theoreme 1.2
La structure algebriqueRax estun dicede (et mémeun semi-orps idemmtent).

[.3.2 L'algebre Max-Plus comme structure ordonnee

La notion de semi-treillis est rappeleedansla de nition suivante :

De nition 1.4 (Semi-treillis)
Un ensembleordonne (E;6) est un semi-treillis superieur si toute partie a deux
elementsde E admetune borne superieure, i.e.

8a;b2 E%; 9c2E; ((x>aetx>b () x>0:

Onnotec=a_h
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Un dicrde K peut &tre muni de la relation d'ordre naturelle suivante :
a6bb si a b=hb: (1.2)

Onecrita< blorsquea6 beta6 b

Commel'addition estidempotente, onaa= a a> a, cequi mortre la re exivit e.
L'antisymetrie et la transivit e sort claires.Cette relation d'ordre estcompatible avec
leslois de structure de K, i.e.:

a6bb) a c6b c
a6 b) ac6 bc:

(K;6) estainsi un semi-treillis dans lequel la borne superieure est donnee par
(a bestle plus petit majorant de a, b) et 0 estle plus petit elemen.

Dansl'algebre Max-Plus R, la relation 6 concide avecl'ordre coutumier.
Nous introduisons maintenarnt la sousclassecommale et importante des dioedes
complets

De nition 1.5 (Diosde complet)
Le diorde K est complet s'il est complet en tant qu'ensembleordonne par (1.2) et
s'il veri e les deuxproprietes suivantes,dites de\distributivit e in nie"

( a2a @b = 54 ab;

B a2a @) = a2 ba:

8A K;8b2K;

En d'autrestermes, un dio.de complet est un diorde ou toute somme(in nie) d'ele-
ments est de nie et ou la distributivite (a droite et a gauche)de par rapprt a
s'etendaux sommesin nies.

Il en resulteimmediatementque

( a2a @)( B D= (ap2a s ab:

Exemple 1.3 (Dioede complete de Rpax)
R[ f1g , muni du maxetdu+, avee la convention(+1 )+ (1 )= 1 , estun

diorde complet quel'on notera Rpmax.

Remarque 1.4
On peut montrer quela completion et l'inversibilit e de la loi produit sont incompa-
tibles. Autrement dit, nous avons le resultat suivant : un semi-corpsidempotent
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non trivial n'a pas de plus grand elemen, et n'est pas complet en particulier.
En eet, soit 1 le plus grand elementd'un semi-orps idempotent K. Nous avons
1:1 >1: =1,etensimpliant 1 = e . Ainsi, tout x non nul veri e

X6 e: (1.3)

D'ou en passantaux inverses,x ! > e . L'autre inegalite s'obtient en appliquant
(I3) ax !, doux=e etK="f0 ;e g esttrivial.

[.3.3 Idempotence de l'addition et non simpli abilit e
Imp ossibilite de la symetrisation

Les proprietes combinatoires des diodes (assaiativit e, commutativit e, distributi-
vite, etc.) sort similaires a cellesdes structures algebriquesusuelles.La di erence
majeure provient du fait que I'addition ne de nit pasune structure de groupe (pas
de\signe moins" ou d'oppoe).

Ainsi en comparar lesproprietesde etde acellesde+ etde , nousvoyons
que:

1. nousavonsperdu la symetrie de l'addition (pour a donne, il n'existe pasd'ele-
mernt btel guemax(b;a) = 1 desquea6 1 );

2. nousavonsgagre lI'idempotencede l'addition ;

3. il n'existe pas de diviseursde zerodansR.x (@ b=0 = 1 ) a-=
1 oub=1 ).

Le fait que soit idempotent et non inversible,estla principale caracteristique ori-
ginale de cette algebre\exotique”, cequi la rend tresdi ererte desautresstructures
plus familieres.En e et, lesaxiomesd'idempotenceet de cancellativite sort exclu-
sives: sipour tous a;b;c;(a b=a c¢c) b=cet(a a=a),ilvienta=20,
pourtout a (il sut desimpliera a=a 0).

En essgant d'e ectuer descalculs algebriguesdans cette structure, nous pouvons
nous apercewir que l'idempotence est aussiutile que I'existenced'un elemen sy-
metrique pour simpli er lesformules. Par exemple,puisquela nouvelle addition
est idempotente et l'ordre est total (max(a;b) 2 fa;bg), I'analogue de la formule
binomiale

01 01 0 1 01

(a+ b" = @Ag+@Ag hs: 4@ " Agp i+ @Ay
0 1 n 1 0
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est
nmax(a;b) = max(na; nb):

qui est beaucoupplus simple. D'un autre cote, le max n'est passimpli able :
max(a;b) = bn'implique pasquea= 0 .

[.3.4 Equations lineaires

Les equationslineairesdans l'algebre Max-Plus peuvert avoir ou ne pas avoir de
solution. De plus, m&mes'il existe une solution, elle peut ne pas#&tre unique.

De nition 1.6 (Fonction lineaire)
La fonction f : Rnax ! Rmax €stlineairesi elle satisfait

f(c)=c f(e); 8c2 Rpa:

Par congquen toute fonction lineaireestdelaformey = f(c) = a c,oua= f (e ).
Lesgraphesde tellesfonctions sort desdroites de perte un et d'ordonneea l'origine
a.

De nition 1.7 (Fonction ane)
La fonction f : Rpax ! Rmax,

f(c)=ac b; a;b2 Rna

estdite ane .

Songrapheestle sup de la fonction constarie et d'une droite de pene 1.

De nition 1.8 (Equation a ne)
L'equationa ne salaire generale estde la forme

ax b=a% b (1.4)

Ene et puisque n'apasdinverse,l'equation(l.4) nepeut passereduireaax b=
0.

La solution de I'equation scalairegenerale (1.4) estla suivante :
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Theoreme |.5
{ Silesinegalites

(&< a) et (b< BP) ou ((a< &9 et (FP< b) (1.5)
sont vraies, alors la solution est unique et donnee par

x=(b B=a a);

{ Sia6 a®b6 I et nest pas veri ee, alors il nexiste pas de solution dans
Rmax ;
{ Sia= a’etb6 IF, la solution n'est pas unique et toutesles solutions sont donnees

par x> (b B)=a;

{ Siag a’etb= K, la solution n'est pas unique et toutesles solutionssont donnees
par x 6 b{a a%;

{ Sia= a’et b= K, alors tout x 2 R est solution.

En pratique, il est preferable de simpli er (I.4) avant de la resoudre.Par exemple,
sia> a’etlP> b alorsax b=a%x K () ax= .

L'exemple qui suit estun casparticulier du theoremeprecder.

Exemple 1.6 (Equation lineaire)
Examinonsles solutions en x de I'equation

Z X=m (1.6)

Il esta noter quel'ensembledessolutions peut &tre vide contrairementaux equations
lineaires classiquesLorsqu'il n'est pas vide, I'ensembledessolutions admetun plus
grand elementx = m.

Preuve - 1.6 -

{ Sim < z, alors il n'existe pas de solution.
{ Sim> z, alorsx = m.
{ Sim = z, alorstout x 6 z estsolution, mais Xx = m estla solution maximale.

Le lecteur interesg par les systemesd'equationslineairesdans les dioedes pourra
sereporter a Gondran et Minoux [GM84], Carre [Car79, ainsi qu'a Cao, Kim et
Roush [CKR84]. Pour une presemation plus recerte et plus orientee systemesa
evenemets discrets, on pourra egalemen se reporter a Baccelli et al [BCOQ97),

33



Chapitrel Algelre Max-Plus

ainsi qu'aux referencegyui y sort citees.Celivre resumea peu presl'etat del'art en
92 sur lessystemesa evenemets discretsMax-Plus lineairesaussibien deterministes
gue stochastiques, et donne desresultats algebriquesrecens (comme par exemple
la symetrisation).

[.3.5 Probabilit e Max-Plus et processusstochastiques Max-Plus

La structure algebrique Rnax introduit un point de vue d'algebre lineaire aux pro-
blemesde programmation dynamique et aux grandesdeviations. Une theorie de
probabilitesMax-Plus non-lineairesa ete introduite pour formaliser ce point de vue
(voir par exemple[Aki99] de M. Akian, [AQV94] de J.-P. Quadrat et M. Viot, [MD99]
de P. Del Moral et M. Doisy), ou la probabilite Max-Plus d'un evenemen corres-
pond au gain d'un ensenble de decisions.Lorsquel'espacede decisionest R* et le
processugle gain une fonction reelledeterministe, cette probabilit e non-lin eaire
estde nie commeuneintegrale non-lin eaire.

Exemple 1.7 (Int egrale Max-Plus et running supremum)
Soit (l¢)i20; 1 une fonction a valeursreeles. Pour tout couple (s;t) veriant 0 6
s6 t6 ,lerunning supemum (ou maximum glissant) de | entre s et t est, par
de nition, une integraleMax-Plus sur [s;t] par rapport a l,
I
I = suply, = ly = 17 ([s;t]): (1.7)
s6ubt s
Lafonctiont ! I, de nie sur[s; ] estcroissante,continue a droite si | est semi-
continue superieurementa droite (s. c. s. d.), c'est-a-dire

lim supl+~ 6 |;:
"H#H#0
HtI Hul

H
L'additivit e Max-Plus ~ _ 1, o= S“ |, demoule de la relation suivante

suply _ supl, = sup l:
s6 v6 t t6v6 u s6 vb u

Le processus(ly,) crot uniqguementaux instants s tels quels = |y.

Ainsi, sil'on consicere la theorie de la mesuredanslaquellele demi-corpsdesreels
positifs estremplace par un demi-anneaudempotent, on obtient la notion de mesure
idempotente introduite par Maslov. Les mesuresou integralesidempotentes a den-
site correspndert alors a dessupremade fonctions pour la relation d'ordre partiel
induite par la structure idempotente.
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A partir del'algebreMax-Plus ou Min-PIusﬁ on peut doncconstruire un formalisme
analogueau calcul desprobabilites:
Soit  un\espaceedartillon”, et Q une fonction sur a valeursdansR , telle
quesup , Q(!') = 0. Alors pour tout A , la probabilite Max-Plus de A est
P*(A) = sup ,A Q(!). Q(!) estappeleevraisenblancede! , et Q la fonction deden-
site de probabilite Max-Plus. Une variable aleatoire Max-Plus esune fonction Z sur
avaleursdansRpa. L'esperanceMax-PlusdeZ estE*(Z2) = zZ(') P*(d') =
sup, [Z(')+ Q(')]. NotonsquesiE*(Z) < +1 , alorsZ estMax-Plus integrable.
Il estegalemeh immediat de voir que E* est stable par limite croissare et lineaire
par rapport a l'addition Max-Plus et la multiplication scalaire.
Dans le casparticulier ou = R* et Z(!) = lisq(! ), ljsyy etant la fonction indi-
catrice Max-Plus qui vaut 0 si! 2]s;t] et 1 sinon, E*(Z) n'est autre que notre
integraleMax-Plus (1.7).
La theorie du calcul de probabilite Max-Plus a ete profondemen deweloppee par
W. H. Fleming qui a consicere la notion d'integrale Max-Plus additive dans son
article [FleO4. Il a aborde la notion de martingale Max-Plus, analoguea celle de
maxingale exponerntielle, telle qu'elle a ete de nie dans[Puh0]]. Les resultats que
Fleming a presemesdans[Fle04 peuwvent &tre vus commeun premier pasversun cal-
cul stochastique Max-Plus (quelquesproprietesde la probabilite Max-Plus, notion
d'equation di erertielle stochastique Max-Plus, equationsdi erertielles partielles
retrogradeset progressies, etc.).
Memesi nousne les utilisons pas, nous presemons ici, sansdemonstration, les prin-
cipaux resultats de la theorie dewveloppee par Fleming dans [Fle04].

[.3.5.1 Probabilit e Max-Plus

Soit un\espaceedartillon” et Q une fonction sur avaleursdansR avec
supQ(!) = 0
12
Pour tout A, la probabilite Max-Plus de A est
P*(A) = supQ(!):

12A

Q(! ) estappeleevraisemblanede! , et Q la fonction de densite de prolkabilite Max-
Plus. On appelle variable aleatoire Max-Plus toute fonction Z de nie sur avaleurs
dansR . L'esperanceMax-Plus de Z est

E*(Z) = %Jp[z(! )+ Q(L)I:

2L'algebre Min-Plus est le dual de l'algebre Max-Plus (le zero etant cette fois +1 ).
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SiE*(Z) < +1 , alors Z est Max-Plus integrable.ll estimmediat que E* est li-
neaire par rapport a I'addition Max-Plus et la multiplication scalaire.De plus, si
Z,(")" Z(') lorsquen! 1 ,alorsg*(Z,)" E*(Z) lorsquen! 1 .

Esperance Conditionnelle Max-Plus.

Pour tout A tel queP* (A) > 1 |, la densite de probabilite Max-Plus conditionnelle
sadhant A estde nie par
8

Q(!jA):_< Q(') supaQ( ) ' 2A
' : I 2ZA:

L'esperance conditionnelle d'une variable aleatoire Max-Plus integrable Z s'ecrit
sousla forme
E*[ZjA] = supgZ(!) + Q! jA)]:

En particulier, soit  une fonction qui ervoie  sur un autre espace ° et posons

A('9 = 1(19. Designongpar Q(! j! 9 la densite conditionnelle Max-Plus corres-
pondarte. Alors siP*[A(' 9] > 1
8
< . ; —
QY= Q) QY Sf!O—(!)
S sil% (1!);

et Q! 9 = sup o 1) Q("). QX! 9 estla densite de la mesurede probabilite Max-
Plussur Cinduite par la fonction . Similairemen, I'esperanceconditionnelle Max-
Plus est notee par E(Zj! 9. Il estevidert que E[Z]! 9 est Max-Plus integrable et

E*[E*(Zj!' 9! XY= E*[Zj! ¥ (1.8)

Denplus,siY etZ sort Max-Plusintegrableset Y(! ) = Y ( ! )] pourtout ! , alors:
EXIYj9=vYqQ9 (1.9)

E'IY 2)'9=YY9 E*[z)'9 (1.10)

E'IY 2)j'9=Y{UY E'[Z)! T (1.12)

1.3.5.2 Martingales Max-Plus

Consiceronsun intervalle detemps06 t 6 T et un espaceediartillon = 1. A
chaqueinstant t, soit ; unefonctionde 1 dansun espace {,ou 1 estlafonction
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identite pourt = T. De plus,pour06 <1t6 T, o t, OU ~ { ervoie
sur . Leselemens de  sort notespar!!.

Pour 06 t 6 T, soit M, une famille de variables aleatoiresMax-Plus integrables,
telle queM; = M(! !). M, estalorsunemartingale Max-Plus si,pour06 <t6 T

E"[M{j! 1= M : (1.12)
Similairemen, M estune surmartingale Max-Plus(resp.sous-martingaleMax-Plus)
si dans(1.12), I'egalite estremplacepar une inegalite 6 (resp.>).

Exemple 1.8
Si Z est Max-Plus integmable, alors M; = E*[Z]! '] est une martingale Max-Plus.
Ceci resultede avec | 0= 11100=

Dansla suite, nousallons essetiellement consicerer le casparticulier suivant.
Soit g(v) une fonction a valeursreellesde la classeC! de nie sur I'euclidien R™ et
veri ant les hypothesessuivantes :

(1) q(v) > 0; mvin qiv) =0
(i) qeststrictemert corvexesur R™ (1.13)
(i) jvj fg(v)! +1 ps.jvj! 1:

En particulier, alieusiqg(v) = p 1jvj?, p> 1. Soit I'ensenble desfonctions
absolumen cortinues! de nies sur [0; T], a valeursdansR™, telles que

Z
lo=0; . g(vg)ds< 1 ; vg=!g: (1.14)
Ici ! ¢ = d! s=ds Soit Q(= Q) la densiteZMax-PIus donneepar
Q)= OT q(! s)ds: (1.15)
Soit ¢ la restriction de! . a[0;t] :
= () =1 oy

La densite Q;(! !) induite par et la densite conditionnelle Q(! .j! *) sort donnees
par
Z t
(8) Q('") = (! s)ds (1.16)
T

(B Q"= q(! s)ds: (1.17)

t
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Exemple 1.9
Soit g ( ) la fonction duale convexede q(v) :

g()=maf:v qv] 2R™

Soit = (! ®) borneesur [0; T] pour tout ! . et soit
Z t

M= [sdls g (s)ds]
0

Pour < t, il vient a partir de (1.17)
hZ . i
E*Mi! J=M +sup  [sls q(s) o(ts)]ds:

L'int egrale est negative, et donc M est une surmartingale Max-Plus. Le terme a
integrer estnul si q,(! ) = . Ainsi, M estune martingale Max-Plus si I'equation
di erentielle fonctionnelle ! s = q,%( s) admet une solution bornee sur [ ;t] ave
une donreeinitiale !

Il existed'autreschoix interessantspour I'espace echantillon et la densite Max-Plus,
parmi lesquels.

(@) Sil'etatinitial xo alinstant t = 0 estinconnu, on peut prendre! = (xp;!.) et
Z
Q(') = olXo) (! s)ds;

0

ou o(Xo) designela vraisemblane (densite de prolkabilite Max-Plus) de Xg.
(b) Soit! = x. etl(x.) une fonctionnelle de\grandesdeviations" de la forme
yA T
I (x.) = ( Xs;Xg)ds;
0
ou (x;y) > 0, ( x;¥(x)) = 0. Sousd'autres hypthesesadequates,Q(x.) =
| (x.) estune densit de prokabilite Max-Plus.

Le choix q(v) = %jvj2 presenteun interét particulier pour les grandesdeviations
dessysemesdynamiquesde type Wentzel-Freidlin, sousde faibles perturbations
Browniennes.

Exemple 1.10
SupmsonsqueV; = V(I Y), |,

l,(! ') sonthborneeset verient pour06 <t6 T
Z t
V = E* lgds+ V, | (1.18)

R
Soit M = glsds+ V;. D'apres (1.9), et , M estune martingale Max-
Plus.
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Exemple 1.11
De nissons l'int egale Max-Plus de s sur [ ;t] comme

I t
lsds = supls: (1.19)
[ ]

Supmsonsque = ('Y etly = (' ') sonthorneesetverient pour06 <t6 T

h | i
= E* lids ¢ j!

Ht
o lsds t. Comme
I I I,

lsds= lds lsds ; (1.20)
0 0

Soit Mt =

les equations(1.9), (I.11) et (1.20) impliquent que M, estune martingale Max-Plus.

Les exemplesl.10 et I.11 appardtront dansles sectionsl.3.5.4 et/l.3.5.5, en liaison
aveclesprincipesde programmation dynamique Max-Plus multiplicatif et Max-Plus
additif.

1.3.5.3 Equations di erentielles stochastiques Max-Plus

Soit ! ¢ une fonction absolumen cortinue sur [0; T], a valeurs dans R™ et veri-
ant (1.14). Consicerons ensuite une densite Max-Plus Q(! .) comme celle decrite
dans (l.15). Lesformules (1.16) et (I.17) re etert la propriete qu'avec un tel choix
de Q(!.), ! s estun\pro cessusa accroissemes Max-Plus independarts”, selonla
terminologie de [Qua9§. Lorsque q(v) = %jij, I ¢ est 'analogue Max-Plus d'un
mouvemen Brownien m-dimensionnel.

Soit Xs 2 R" ewluant suivant I'equationdi erertielle

dxs = f (Xg)ds+ (Xg)d!&: (1.22)
De maniere equivalerte, (1.21) sereecrit comme
Xs = f(Xs) +  (Xs)Vs; (1.22)

ou Vs = ! 4 peut tre consiceree commeune perturbation inconrue rentrant lineai-
rement dansla dynamiqued'un etat systemexs. Si! 4 dansl' equation (1.21) etait
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remplace par un mouvemert Brownien, nousaurionsune equationdi erertielle sto-
chastiqueau sensd'lt’®d. Gardart cette analogie,(1.21) est appeleeequationdi eren-
tielle stachastiqgueMax-Plus. Nous supposonsquef et sort dela classeC avecf,
fx, , x bornees.Ceshypothesessort certesfortes et peuwvert etre a aiblies, elles
permettert toutefois d'eviter certainescomplicationstechniques.
Nousdonnonsdanscette sectionet la sectionl.3.5.4, quelquesresultatselemeraires
autour du calcul stochastiqueMax-Plus, analoguea celui d'It"o (assaie aux solutions
d'equationsdi erertielles stochastiqguesau sensd'lt’b).

Regle di erentielle Max-Plus.
Pour x; p2 R", posons

H(x;p) = f (x):p+ g ( 1)p): (1.23)

Soit G(t; x) une fonction quelconquede la classeC!. Si xs veri e |'equation (1.21)
sur [0; T], alors on pose
Z

(& ME = t[ sdls g ( s)ds];
0
(B s= AXs)Gx(SiXs):

Un calcul elemenaire permet d'aboutir au resultat suivant analoguea la regledif-
ferertielle stochastique d'lt’o.
h@B [
dG(s;xs) = = (5iXs) + H(Xsi Gs(sixs)) ds+ dmg: (1.24)

Proposition 1.12

Soit G(t; x) une fonction de la classeC!. Alors

(@ ME estune surmartingale Max-Plus.

(b) ME estune martingale Max-Plus si Gy est bornee.

Propriete de Markov Max-Plus.

La famille dessolutionsxs del'equationdi erertielle (1.21), avecune donneeinitiale
arbitraire, constitue une cortrepartie deterministe au processugle di usion Marko-
vien obtenu enremplacart ! ¢ par un mouvemert Brownien. x5 estappele processus
decisionnelde di usion, ou de maniere equivalernte processusde Bellman-Maslor.
Nous ne donnonspasici de de nition precised'un processusie Markov Max-Plus,
puisquenousn'en servironspasdansla suite. Nousallons plut®dt consicerer desver-
sions Max-Plus de certains conceptsassaies, tels que les densites de transition et
les EDP retrogradeset progressies.
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Pour 06 t < s6 T, nousnotonspar P(t;x;s; ) la densite de transition Max-Plus
de xs solution de (I.21), avec pour condition initiale x; = x. Il enresulteque
n Z s 0]
Pt x;s; )= iOf giv)dr i Xy = X;Xs = (1.25)

: t
a condition que I'ensenble desv. admissibles,avec q(v;) integrablesur [t; s], soit
non vide. Sinon, P(t; x;s; ) vaudrait 1 . La fonction P estI'analogue Max-Plus
de la densite de transition d'un processusMarkovien de di usion. L'equation sui-
vante, valablepour 06 < t < s6 T, estl'analoguede I'equation de Chapman-
Kolmogorov :

P(iyisi ) =suptP(y;t;x) + P(tX;s; )g:
X

La notation E* = Ej, dansla proposition[l.13, indique la donneeinitiale x; = x.
Par ailleurs pourt < r < T, nous notons par x"T la restriction de la trajectoire
edartillon x. al'intervalle de temps|r; T].

Proposition 1.13
Soitt < r < T. Pour toute fonction bornee F (x"1),
Ey F(X'T) = Ej E;

I Xr

F(x"T)

1.3.5.4 EDP retrogrades et progressives

Le gererateur d'un processusde di usion Markovien est un operateur di ereriel
partiel lineaire, du secondordre, parabolique et de type elliptique (evertuellemert
degerere). Les EDP lineairesretrogradeset progressies correspndartes, depen-
dantes du temps, sort de type parabolique. Dans le cadre Max-Plus, le generateur
de di usion Markovien estremplae par I'operateur de premier ordre H dans (1.23)
et (1.24). LesEDP retrogradeset progressiescorrespndartes (voir (1.29) et (1.32)
ci-apres) sort non-lineairespar rapport aux operations arithmetiquesusuelles.Ce-
pendart, cesEDP sort lineairespar rapport a lI'addition Max-Plus et a la multipli-
cation scalaire.Les equations (1.29) et (1.32) sort desEDP du premier ordre. Les
solutionsde cesEDP sort typiquemert nonregulieres,maisdoivert &tre interpretees
commesolutions de viscositke.

Commerconspar decrire une solution V (t; x) de I'EDP retrogradeMax-Plus (1.29),
danslaquellea ete inclu un terme inhomogenel (x). Selonla terminologiede la theo-
rie de contrdle, | estunefonction de\coOt courant” (\running cost'). Nousassaions
al'equation (1.29) une condition terminale en T (1.30), ou g designeune fonction de
\coOt terminal”. A n d'eviter certainescomplicationstechniques,noussupposonsde
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plus quel et g sort dela classeC! avecl;ly;g et g, bornees.

Etant donneela condition initiale x; = X, nousconsiceronsle problemede cortrdle
suivant. Soit X la solution de (1.22) pourt 6 s 6 T, ou le cortrdle est donne par
Vs. Posons Z.

J(t x;v.) = [I(xs) a(vs)lds+ g(xt):

La fonction valeur V (t; X) de nie par

V (t; X) = supJ(t; X;Vv.); (1.26)
V:
peut sereecrire commeune esperanceMax-Plus. En e et, en posart
Z T
Zg = l(Xs)ds+ g(Xt); (1.27)
t
il vient

V(t;x) = Eg(Zr); (1.28)

ou lesindicesindiquert simplemen la condition initiale x; = X.

Proposition 1.14
Il existe un contrdle minimisant v°. De plus, il existe une constante M telle que
jvij6 M.

La proposition|l.14 implique quela fonction valeurV (t; x) ne changepasenimposart
jVsj 6 M. On a alors

Theoreme 1.15
La fonction valeur V veri e une condition de Lipschitz sur [0;T] R". De plus,
V (t; x) estl'unique solution de visasite bornee, continue, Lipschitz, de I'EDP re-
trograde
%+ Hx; V) +1(x)=0, 06t6 T; (1.29)
ave la condition terminale
V(T;x) = g(x): (1.30)

Si (1.29) - (1.30) admet une solution G(t; x) reguliere (de la classeC!) avec G, bor-
nee, alorsil resultede la regledi erertielle Max-Plus que G(t; x) = V(t; x).
Cependart, une telle solution reguliere n'existe pas.
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Interpretation probabiliste Max-Plus.

Soit X5 solution de pour 06 s 6 T, avecune condition initiale arbitraire xq
al'instant 0. Pour 06 t < T, sila condition initiale pour (1.22) est donneepar Xx;
sur l'intervalle de temps [t; T], alors V (t; x;) realisele sup dans (I.26). Pour < t,
le principe de programmation dynamiqueimplique que

hZ ¢ i
V(;x)=sup  [I(xs) a(vs)lds+ V(t;x) : (1.31)
V:
De facon equivalerte (puisquevs = ! ),
h 2 i
V(;x)=E" [(Xs)ds+ V(t; x¢) !

R
Soit M = g I(xs)ds+ V(t; x¢). Alors a partir del'exemplell.10, avecV; = V (t; xy) :

Proposition 1.16
M; estune martingale Max-Plus.

La propriete de martingale Max-Plus de M, est equivalerte au principe de pro-
grammation dynamique. Elle est valable sousdeshypothesesbeaucoupplus faibles
gue cellesque nous avons faites. Comme la multiplication Max-Plus revient a une
addition ordinaire, I'equation (1.31) peut s'appeler principe de programmationdyna-
mique Max-Plus multiplicatif. Nousconsicereronsdansla sectionl.3.5.5un principe
correspndart de programmation dynamique Max-Plus additif.

EDP Progressives.

Supposonsque I'etat Xy a l'instant t = 0 estinconru, et consicerons (Xo) la vrai-
senblance (densite Max-Plus) de xo. La vraisenblance de xs qui verie (1.21) est
noteepar (S;Xs), OU

(s; ) = supf o(xo) + P(O;x0;S; )9

Xo0

et P designela densite de transition Max-Plus dans(I.25). L'EDP progressie Max-
Plus s'ecrit

—=H(; ) s>0 (1.32)
ou estlegradiert et
H(:p= f()p+a( 1)p:
La condition initiale pour (1.32) est (0; )= o( ).
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Remarque 1.17

Une fonction  sur R" estdite semi-mnvexesi : pour tout R > 0 il existe Cy telle
que (x) + Cgjxj? estconvexesur la sprere fj xj 6 Rg. Sif; ;| sont suppseesde
la classeC? en plus deshypothesesprecedentes,la semi-onvexite de  engende la
semi-onvexite de (s;:) pour s > 0. De maniere analague pour la fonction valeur,
V(t; :) estsemi-mnvexesi g I'est. La classedesfonctions semi-mnvexesest naturel-
lement liee aux processusstachastiquesMax-Plus gouverres par (1.21). Ce lien est
analogue a celui qui existe entre les fonctions de classeC? sur R" et les equations
di erentielles stochastiquesau sensd'ltd.

1.3.5.5 Programmation dynamique Max-Plus additive

Danscette section,nousconsiceronsun analogueMax-Plus Z; au critereZ donne
par (1.27). Par soucide simpli cation, le terme de co0t terminal g(xt) dans (1.27)
seramaintenant omis.f, et satisfort aux meémeshypothesesprecederies. Soit
Iy
Z5 = l(xs)ds; (1.33)
t
ou commepreccedemmen X est solution de (1.21) pourt 6 s6 T avecx; = x et
commedans (1.19),

|
' I(x5)ds = max](xs): (1.34)

Par correspndancea (1.28), nous posons
V¥t x) = Ex(Z5):

Dans la section|l.3.5.6, V* (t; x) s'obtient commelimite de grandesdeviations des
normesL lorsque ! 1, sidans(l.14) q(v) = 3jvj2.

Soit06 t < r < T. CommelintegraleMax-Plus en temps dans (1.34) est additive
sousune subdivision de[t; T] en|t;r] et [r; T], il decoulede l'identit e etdela
proposition[1.13 :

h |, It i
V7 (t; x) = Eg, l(xs)ds [(xs)ds
h | t r T T i
= E;, l(xs)ds =N [(xs)ds
t r
Ainsi V* satisfait au principe de programmation dynamique Max-Plus additif :
h ! i
V*(t; x) = Eg, [(xs)ds V7 (r;x,) : (1.35)

t
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Dansl'exemplell.11, posons = V* (t; x¢) et ls = I(Xs). L'identit e (1.35) appliquee
ax = Xy donnealors:

Proposiijon 1.18
M = ;I(xs)ds V*(t; X¢) estune martingale Max-Plus.

La fonction V(t; x) satisfait a 'EDP retrograde (1.29) au sensde viscosie (th eo-
remell.15). Nous allons voir dans cette section que V™ (t; X) verie une inegalite
variationnelle correspndarte (1.36), mais signalonsd'abord quelquesproprietesde
V*.

Lemme .19

(@) jjV*ijj 6 jjljj oujj jj estla norme sup.

(b) V¥ (T;x) = I(x).

(c) V*(t; x) estune fonction decmwissantedet.

Lemme 1.20
@ V*(tx) = Ut s x)ds.
(b) V* satisfait une condition de Lipschitz sur [0; T] R".
(c) Il existeune constanteM telle que
h Z 1 i
Vit x)= sup Zj5 q(vs)ds :

jVst M t

CommeV* est Lipschitz cortinue, V* est di erertiable en presquetout (t;x) 2
[0;T] R".Letheoremesuivant montre queV ™ satisfait I'in egalite de programmation
dynamique .

Theoreme 1.21
Si V' estdi erentiableen (t;x) avet < T, alors

0= max[l(x) V" (tx); V" (t;x)+ H V(X)) (1.36)
ou H estdonneepar (1.23).

Si (1.36) estvraie pour presquetout (t; x), V* estappeleesolution gereralissedel'in-
egalite variationnelle. Malheureusemen en plus de la fonction valeur V*, il existe
typiguemern in niment beaucoupd'autres solutions gereralissesde (1.36) avec la
me&me condition terminale I(x) en T. Ce problemedispardt en consicerart desso-
lutions de viscosike plutdt que des solutions gereralisees.Le theoreme suivant est
l'analogue du theoremell.15.
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Theoreme 1.22
V¥ (t; x) estl'unique solution de visasite bornee, Lipschitz, continue, de I'in egalite
variationnelle (1.36) avec la condition terminale

V*(T;x) = I(X):

1.3.5.6 Limites de grandes deviations

Nous posonsdans cette sectionq(v) = %jvjz. L'EDS Max-Plus (1.21) resulte natu-
rellemert de la theorie de grandesdeviations de Freidlin-Wentzell pour de faibles
perturbations aleatoires[FW84]. Pour > 0, consiceronsx,, solution au sensd'lt’®
de 'EDS .
dx, = f(Xg)ds+ 2 (X )dBs; 16 s6 T
avecx; = X, et B; mouvemert Brownien m-dimensionnel.Comme dans (1.27), on
ose
p A
Zg = I(Xs)ds + g(x1):
t
Alors sousnos hypothesesprecedertes,

E5(Zr) = lim logEw[exp( 'Zi)]:

La cortrepartie Max-Plus additive dans la section|l.3.5.5 resulte d'un autre type
de limite. C'est une versionde grandesdeviationsd'une L -norme,lorsque = 1!
tend versl'in ni. Soit F(x) une fonction positive telle que I(x) = logF (x) verie
nos hypothesespreedertes. Posons
Z ; Z;
Jo=  F(x)ds=  exp( (x.)ds:
t t
Il decoulede la theorie desgrandesdeviations que

It
lim log(Jyr) = Exll(xs)lds= Eg(Z57);
! t

avecZ; donneepar (1.33).
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Chapitre ||

Decomposition Max-Plus
de surmartingales

Resume

Nousetablissonsdansce chapitre un theoremede decomposition dessurmartingales
de la classe(D) dansl'algebre Max-Plus.

Nous abordons notammert la question d'unicite des processusassaies. Alors que
la martingale de la decompsition Max-Plus est unique, ce resultat n'est plus vrai

pour le processuscroissan. Tout ce que I'on peut armer est que I'ensenble des
processugroissans admissiblesadmet un element maximal.

Deux exemplesillustrant la decompsition Max-Plus de surmartingalesdegenerees
sort egalemeh donnesdansle chapitre.
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1.1 Intro duction

L'un destheoremesles plus fondameraux de la theorie desprocessusstochastiques
est la fameusedecomposition additive de Doob-Meyer qui date desannees60. Elle

caracterisetoute surmartingale de la classe(D) sousforme de di erenced'une mar-

tingale localeet d'un processusroissain previsible. Depuis et pour desmotivations
essetiellement nancieres, elle a ete etendue a une classeplus large de proces-
sus[KQ95, Kra96]. Citons egalemehla decomposition multiplicativ e [Jac7§ Mem7§

qui elle aussi,revet un interét consicerableen nance.

Nous allons d'abord rappeler les versionsstandard de cestheoremesde decomsi-
tions de surmartingales,et nousproposerongnsuiteun nouveautheoremede decom-
position dessurmartingalesde la classe(D) dansl'algebre Max-Plus (notee Rax).

Il s'agit en quelquesorte d'une extensiondu theoreme de Doob-Meyer puisque la
represemation estadditive dans Rpax.

L'existencedesprocessusassaiesa la decompsition Max-Plus seraetudieeau cha-
pitre [IV. Nous nous concetrerons plut®dt ici sur les questionsd'unicite. Ainsi, nous
verronsque la martingale de la decomposition est unique, cortrairement a ce qui se
passepour le processuscroissan. Tout ce quel'on peut dire est que I'ensenble des
processugroissaits admissiblesadmet un elemen maximal.

La decompsition Max-Plus seraegalemen illustr eedansce chapitre par desexem-
plesliesa dessurmartingalesdegenerees,d'abord commeprocessugiecroissat en-
suite commemartingale.

1.2 Cadre

Nous donnonsici les notations et de nitions qui seron utiliseestout au long de la
these.

L'incertitude est modelisesepar un espacede probabilite Itr e ( ;F;P) satisfaisan

les conditions usuelles:

{ Fo cortient lesensenbles negligeablesle F .

{ (F)w2r, estune famille croissantede sous-tribusde F, i.e. F4 estincluse dans
F. sis 6 t. La famille F, pour tout t 2 R, , estappeleela tribu desevenemeits
anterieursat et on designepar F; la tribu engendee par toutes les sous-tribus
F. Pour tout t 2 R, on pose

Fir =\stFs; Ft = _sstFs;

ou Fo = F( par convertion.
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Cadre Sectionll.2

{ La famille (F;) estcontinue a droite, i.e. Fy = Fy.

Nous supposeronsen outre que la famille (F;) estquasi-ontinue a gauche Contrai-
remen ala de nition dela cortinuite a droite, cette notion fait intervenir destemps
d'arret. En particulier, I'egalite pour tout temps constart t destribus F, et F; est
une propriete plus faible que la quasi-conin uite a gaude.

Nousrappelonsd'abord ici desde nitions detribus assaieesaux tempsd'arret, puis
la notion de quasi-coninuite a gaude pour une famille de tribus.

De nition 1.1 (Tribus asscciees aux temps d'arrét)

Soit T un tempsd'arret de la famille (F).

(@) On aprelle tribu des evenements anterieurs a T la tribu F formee par
les elementsA de F; tels que

A\ fT6tg2F, pourtoutt?2 R;:

(b) On appelle tribu des evenements strictemen t anterieurs a T latribu F+
engendee par les elementsde F et par les ensemblegle la forme

A\ ft<Tg OUA2F;ett2R;:

La tribu F1 estdoncde nie globalemem, tandis quela tribu F1 estde nie par un
systemede genrerateursstable pour (\ ).

Remarque 1.1

Dans la de nition (b), on peut rempla@r la condition °A 2 F®par °A 2 F, et
meémepar °A 2 [ <« FX En e et, si A appartient a Fy, I'ensembleA\ fT > tg est
egala la reunion desensembledA\ fT > rg lorsquer parcourt lesrationnels > t,

et A appartient a [ s« Fs.

Nous rervoyons le lecteur aux ouvrages[Del72 et [DM87b] pour de plus amples
details sur lestribus assaieesaux temps d'arrét, la classi cation destemps d'arrét
et plus largemer, la theorie generale desprocessus.

De nition 11.2
La famille de tribus (F) est dite quasi-contin ue a gauche si, pour tout temps
d'arrét previsibl@ :

F =F

F estappeleela tribu des evenements strictemen t anterieurs a

1La notion de temps d'arr &t previsible serarappeleeau chapitre IV
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Le pre xe \quasi" rappellequel'egalitede F etdeF n'estdemandeequepour les

temps d'arret previsibles . Il existe en e et desfamilles quasi-coninuesa gaude
telles que lI'egalite F = F  soit en defaut pour certains temps d'arrét  non
previsibles.

On mortre (voir [Del72 pour la demonstration) quela famille (F;) estquasi-coninue
a gaude si et seulemen si, elle n'admet pas de temps de discortinuite :

_nF o = Fam 4);

si ( ) estune suite croissate de temps d'arrét.

Une famille de tribus quasi-cotinue a gaude est aussicaracterisee par le fait que
toute martingale M est quasi-cottinue a gaude, c'esta-dre M = 0 p.s. pour
tout tempsd'arrét previsible > 0.

Comme nous nous interessonglans ce chapitre a la decomposition des surmartin-
gales,il estessehel de rappelerd'abord quelquesnotions relativesa la theoriedes
martingaleset dessurmartingales.

De nition 11.3
Un processusadape reelZ = (Z,) estune surmartingale (resp.martingale) si, pour
chaquet, Z; estune variable aleatoire integrable, et si, pour tout couple(s;t) tel que
s6 t,ona

Zs > E[ZjF¢] p.s. (resp.Zs = E[ZijF¢] p.S):

Theoreme 11.2 (Regularite des trajectoires)

{ Une surmartingaleZ = (Z;) admetune madi ¢ ation continue a droite si et seule-
ment si la fonction t 7! E[Z,] est continue a droite. En particulier, toute martin-
galeadmetune madi ¢ ation continue a droite.

{ Une surmartingale continue a droite admetp.s. deslimites a gauche nies.

L'horizon du problemeestun temps d'arrét note et peut &tre in ni.
Les processuggue nous consiceronsdans la thesesort principalemern de la classe
(D). Nousdonnonsci-dessoudeur de nition (cf. [DM874a], de nition 20, p.89).

De nition 1.4
Soit X un processusmesumable.On dit queX estborne dansL?! (par rapport a (F))
si le nombre

”ijl = S_lI_JpE[iXlefT<lg ]

est ni, T parcourant 'ensemblede tous lestempsd'arret de (F;). Si de plustoutes
les variablesaleatoires X r 1i1<14 Sont uniformementintegmables,on dit que X ap-
partient a la classe(D).
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On dit aussiqu'un processusadapte X estde la classe (D) sijX | estdomine par
une martingale uniform ement integrable.

Rappelonsci-dessouda de nition d'integrabilite uniforme.

De nition 1.5 (Int egrabilite Uniforme)
On dit qu'unefamille devariablesaleatoires(X ; 2 |) estuniformementintegm@ble
Si Z

lim sup X jdP = 0:
M2l fix g

Il estequivalert d'avoir lesdeux conditions suivantes :
(@ sup E[X j]< +1;
(b) pourtout > O,il existe > 0tel quel'on ait

A2F etP(A)6 ) supE[1la:;jX j]< :
21

Une partie nie de L' est uniformemen integrable, ainsi qu'une famille dominee
dansL?!. Plus gereralemen, si H estuniformemern integrable,et si une famille H,
esttelle que

8X 2 Hy;9Y 2 H; jXj6 jYj;
alorsH; estuniformemer integrable.

Une surmartingale X = (X;) seraalors dite uniformemen integrablesi la famille
(X¢) estuniformemer integrable.

Le criteresuivant esttresutile enpratique pour s'assurerde l'integrabilite uniforme
d'une famille.

Proposition 1.3 (Th eoreme De La Vallee Poussin)
Une famille (X , 2 1) estuniformementintegm@ble si et seulementsi il existe
une fonction ( x) : R+ ! R,, croissante,telle que% convelgevers+1 lorsque
x! +1, ettelle que

SUpE[( jX )l < +1:

21

Ainsi, une partie borneedansLP estuniformemern integrabledesquep > 1.

Notons que dansle casparticulier ou X estune martingale cortinue a droite, X est
dela classe(D) si et seulemen si elle est uniformemen integrable.

Le theoremesuivant donneun criteresimple d'appartenancea la classgD) pour les
surmartingalespositives,d0 a Johnsonet Helms[JH63].
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Theoreme 1.4
SoientZ une surmartingale continue a droite positiveet R, (! ) = infft : Z,(' ) > ng.
Alors Z appartient a la classe(D) si et seulementsi lim, E[Zg, 1ir,<19 ] = O.

Une surmartingale (resp. martingale) Z de la classe(D) est appeleeune (D)- sur-
martingale (resp.(D)-martingale ).

1.3 Decompositions de surmartingales

En 1937,JosephLeo Doob a donne un cadremathematiquerigoureux de I'etude des
processusstochastiquesen temps discret et cortinu.

S'appuyant sur la theoriedesfonctions harmoniqueset desfonctions analytiqueset
sur lestravaux de Paul Levy, Doob a cree la theoriedesmartingaleset a deweloppe
nombre de sesapplications.

En France, les travaux de JosephDoob ont notammert beaucoupin uence lesre-
cherdhesde Paul-Andre Meyer, dort le livre \Probabilit eset Potertiel" [DM87b] pro-
longel'oeuvrede Doob. Un resultat, d0 a Doob, puis etendu par P.-A. Meyer, d'une
importance consicerabledans|' etude desprocessusstochastiques,estla decomp o-
sition additiv e dessurmartingales,appelee\d ecomp osition de Do ob-Mey er".
Elle caracterisetoute surmartingaledela classg D) commeetant ladi erenceunique
ertre une martingale locale et un processugrevisible croissar.

Recemmety pour des raisons lieesa des problemesd'optimisation en mathema-
tigues nancieres,cette decomppsition a ete etenduea un processugle nissant une
surmartingale pour une famille in nie de mesuresde probabilite equivalertes. Ce-
pendart El Karoui et Quenez[KQ95], et ensuiteKramkov [Kra96], ont etabli qu'une
telle decompsition n'a lieu qu'en relaxart la propriete de previsibilite du processus
croissai.

Pour di erertes raisons,nous sommesconcerres dans notre etude par une decom-
position optionnelle de surmartingales,mais dansun sensdi erert.

Par ailleurs, la decomposition additive n'est pasla seulea preseter un interét. La
decomp osition multiplicativ e par exemple,aretenu beaucoupd'attention enma-
thematiques nanci eres[Jam04. Nous allons d'abord rappeler la version standard
du theoremede decompsition de Doob-Meyer ([Mey73, [KS9]], [DM874a] (Th 4.10,

p. 24)).

Theoreme 1.5
Soit Z une (D)-surmartingale de nie sur [0; ], ou estun tempsd'arrét eventuel-
lementin ni.
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1. Il existeun processuscroissantA uniquecadlag (continu a droite, limit e a gauche)
previsible,tel queAg = 0, A integmableet

Z.=EA AF +EZ F;; 061t6 : (1.1)
2: De plus avec cette representation, nous avons
Zi+ A= M}, 061t6 (11.2)

ou le processusM” de ni par M* = E A + Z jF, estune (D)-martingale. Cette
demmposition est unique (a desprocessusevanesents pres).
3: En outre, si Z estquasi-ontinu a gauche,alors A est continu.

Comme mertionne precedemmety il existe d'autres decompositions relativesa des
operations di erertes de I'addition, telle que la multiplication. On parle alors de
decompsition multiplicativ e de surmartingalespositives ([Jac78 Mem7§).

Theoreme 11.6
Soit Z une (D)-surmartingale strictement positive.
1. Il existeun processuscroissantB integmable, previsibletel queBg = 1 et
h B i
Zy=E Z B_tFt; 06t6 : (1.3)

2: De plus avec cette representation, nous avons
Z, B=M[; 06t6 : (11.4)

ouMP denie parM” = E B Z jF,; estune(D)-martingale. Cette decmposition
est unique (a desprocessusevanesents pres).

Il esta noter qu'enraisondela non-linearite del'esperanceconditionnellepar rapport
a la multiplication, I'equation ne peut pas s'ecrire sousla forme
hg [

Z=E —F EZ F¢:
t B, t

Interessons-noua presei a un nouveautype de decompsition relative a I'operation
max, qui joue le role de l'addition dans le semi-corpsMax-Plus Rpax : X Yy =
max(X; y). Le problemeest alors de trouver un processuptionnel L tel que

h! i

Zt = E Sup Lqut = E Lu Ft .
t6 u6 t
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1.4 Resultat Principal

Le theoremequi va suivre est le theoreme principal du chapitre. Nous lui donnons
une forme tressenblable a celledu theoremell.5. La premiere partie estla version
Max-Plus de la decomposition dessurmartingales,exprimee en termes de running

suprenum (ou maximum glissart) d'un processud.. Cortrairement a cequi sepasse
avecla decompmsition additive ou multiplicativ e (voir lesequations(l1.2) et (I1.4)),

ici l'identiteE  1jF; = Z; ¢ N'est pasvraie a chaqueinstant t dans[0; ]. Nous
avonsjuste une inegalite.

Nous donnonsici une preuve partielle du theoreme.L'existenced'un processussa-
tisfaisart aux proprietes ci-dessoussera montr ee au chapitre [IV| Elle est etablie
dansle casou le processu<Z est quasi-cotinu a gaude, notion qui serade nie au

chapitre IV. Nous etudionsd'abord la questionde 'unicit e.

Theoreme 11.7
Soit Z une (D)-surmartingale quasi-ontinue a gauchede nie sur [0; ].
1. Z admetla demmposition Max-Plus suivante: pour tout tempsd'arrétS 6
hl i
Zs=E suplL, ZjFs = E L, ZjFs ; (11.5)
S6 u6 [S: ]

ouL = L, e€stun processusoptionnel, semi-ontinu superieurementa
droite etveriant L 6 Z .

2. Soit Ly le runping supremum (ou maximum glissant) cadlagde L, : L =
SUHGUGSLU = [t;S]Lu.
De nissons la (D)-martingale M par

Mg :=E Ly, _Z|jFs; pourtouttempsdarrétS6 : (1.6)

Alors
M > max(Z;Ly)=2Z L, (1.7)

et pour tout tempsd'arréetS6

Nous avonsen particulier la condition de\at-o " suivante:
Z
(Mg ZgdLys = O (1.9)

[0 ]
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3. Cette demmposition est unique au sensdu theoremelll.8 | ci-dessous.

Preuve - Preuve partielle -
1: Voir Chapitre IV]pour la construction du processud.,,.
2: Pour tout instant t dans[0; ], I'additivit e deL ertra™me que

M, =E Ly _ZjFi =E Lo _L, _ZJF
> Lo _E Ly _ZjF = Loy _Z¢

De plus, si S estun tempsd'arrétou Ls = Lyg, alorsL, = Lg et par congquert

Mg =EL, _ZjFs =ELg _ZjFs =Zs:

La represemation 11.5 du theoreme preedert est une decompsition additive de
surmartingale dans la structure algebrique Ry ax, analoguea celle de Doob-Meyer.
Cependan, le processusroissat ici est seulemen optionnel et non forcemen pre-
visible. Cette restriction est senblable a celle qui gure dansla decompsition de
Kramkov [Kra96].

Notons egalemenh que cortrairement a ce qui se passedansla decomposition Max-
Plus, dans les decompsitions precedertes I'egalitt M& = Zs, ou MA est la mar-
tingale de la decompsition additive de Doob-Meyer (resp. M{ = Zs, ou MP est
la martingale de la decomposition additive) est uniguemern vraie jusqu'au premier
temps d'arret ou le processusroissan A (resp.B) commencea crdtre.

1.5 Resultat d'unicit e

Pour l'unicit e, il n'est pasnecessairale supposera priori que le processusroissa
intervenart dans la decompsition Max-Plus est un running suprenum. Seulela
condition de\at-o " (I1.9) estrequise.

Theoreme 11.8 (Unicit e)

Soit Z une (D)-surmartingale. Supmsonsqu'il existe une (D)-martingale M avec
Mg = Zg, et un processuscroissantcadlag adape a valeursdans[1 ;+1), tel
que, presquesirement,

M¢>Z, 8t2[0] M = _Z: (11.10)
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Supmsonsen outre que  crot uniguementaux instantst 6 ou M = Z;. Autre-
ment dit,  satisfait la\condition de at-o "

Z

(Mt Zt) d t= 0; p.S. (l |11)
[0; ]

Alors la martingale M estunique et noteeM dansla suite.

De plus, etant donnee une telle martingale M , I'ensembleK des processuscrois-
sants veriant (11.10) et (I1.11), admetun elementmaximal qui veri e egalement
la condition (11.11). On le note ™,

Remarque 1.9

(@) Lorsque estun running supemumdela forme L, = SUpsse; Ls, Necrot
qu'auxinstants t tels quely, = L. Ainsi la\condition de at-o " imposantque
M, = Z; aux points de croissane de , entramne la condition (I1.8) du theo-

remell.7|

(b) A la maturite, la \condition de at-o " implique que sur le sous-ensemble
f > ; 8 > 0g, 6 Z puisqueM = Z . Cette inegalite est enmre
vraiesi "> ,ou ti= _Z.

(c) Si Z estminore par un reel ¢, la martingale M I'est aussi et le processus
croissant c satisfait aux conditions (I1.7) et (11.8).

Remarque 11.10 (Programmation Dynamique)
La decmposition de Doob-Meyerestindependantede la maturite puisquepour tout
tempsdarrét dans[0; ],

Zt:EA AtFt+EZ Ft:

Il para’t doncnaturel d'etudier le rdle de la maturit e dansla decomposition Max-
Plusde Z. Le processusL et la martingale M dependenta priori dela maturite ,
et en lesindexantpar , la decomposition Max-Plus de Z devient

Zt:E SupLu_Zth,
t6 ub

et lesconditionssurL etM © sont

M >2Z, 82[0] M =Ly _Z et (M. Zy)dLg, = O
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Considerons une nouvele maturite , ou estun tempsd'arrét quelonquedans
[0; ], et interessons-nous la decmposition Max-Plusde Z sur [0; ]:

Zt:E SupLu_Zth:
té ué

M ' etL,. verient lesdeuxconditions

yA

0
Le seul probleme qui subsisteest la condition terminale M * = Ly _ Z , qui nest
pas forcementveri eepar M * etLy..
Doncsi estun tempsdarréttel queM = = Z L0§ , alorsM ' estegalement

la martingale de la decomposition Max-Plus de Z sur l'interval le [O; ].
Par contre ce resultat nest plusvrai siM = > Z Lo , puisquela condition
terminale n'est pas satisfaite.

Ainsi ala di erene desautresdecmpositions de surmartingalesou pour tout temps
d'arrét , la decomposition sur [0; ] estla mémequecelle sur [O; ]. Ici, ce resultat
estuniquementvalablesiM =272 _ L, .

Avant d'etablir le resultat d'unicit e, donnonsquelquesexemplesasseiesa dessur-
martingalesdegenerees d'abord commeprocessusiecroissah et ensuitecommemar-
tingale.

Exemple 11.11
(@) Cas d'un processus decr oissant.
Si Z estun processusdecmissantadapt integrble, alors pour tout t 2 [0; ]

M, = ™=12Z ps

En e et, il estaise de voir queZy est une martingale veri ant la demmgposition
Max-Plus de Z. C'est aussila seulecandidate puisquela martingale de la decom-
position estunique.

(b) Cas d'une martingale.
Si Z estune martingale, alors pour tout t 2 [0; ]

Mt =7y et {nax 6 Z= E[Z th]
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Ainsi M estle plus grand processuscroissant cadlag domine par Z. Il s'agit de
I'in mum conditionnel de la variable aleatoire Z par rapport ala -algebre F; :

7 = F-esdnffZ g= essupf Vi 2 FyjY;6 Z p.sg 8t2[0 [

En eet, denissonspourr 2 Q, M commelin mum conditionnel deZ par
rapport a F,. La suite ( "®),2q estcroissanteavee ["® comme regulariee a
droite. Il estclair que ™ 6 E(Z jF;) = Z;. De plus, si  estun processus
croissantcadlagtel que ; 6 6 Z,alors {6 .

Remarque [1.12

L'in mum conditionnel est de ni par E. N. Barron, P. Cardaliaguetet R. Jen-
sen[BCJO03J]. Le concept de maxingale estegalementintr oduit, en liaison avee I'in-
mum conditionnel par rapprt a une ltr ation, et utilise pour developpr la nouvele
theorie d'arr et optimal dansL?! , ainsi quele concept de tempsd'arr &t absolumen t
optimal.

Dansnotre cas, ™* estune maxingalepuisque " = F; esdanff ™M&g, presque
sirement, pour tout t 2 [O; ].

Contrairement aux martingales, il s'avere que les maxingalessont plus simplesa
analysercar elles convelgenttoujours fondamentalementNotons egalementjue ces
processussont di erents de ceux qui appara’'ssent dans la theorie de Fleming ou
de Puhalskii [Fle04, Puh0]l]. En e et, ce n'est pas la prombilite Max-Plus? qui est
employeeici mais plutot la prokabilite usuele.

La preuve de l'unicit e est essetiellement basesur I'obsenation queM estegalea
la valeur terminale " d'un processusroissan. Cetype d'argumert a ete intro duit
pour la premiere fois par N. El Karoui et M. Jearblanc-Picque dans [KJP98]. I
appardt aussidansles papiers[KJPLO5] de N. El Karoui, M. Jearblanc-Picqle et
V. Lacoste,ainsi que [BK04] de P. Bank et N. El Karoui.

Preuve - Preuve du theoreme I1.8/-
Nous utilisons ici la notation *, introduite dansla remarquell.9, pour designerle
+ +

processus qui sauteen . * estdeni par { = ;pourt< et "= _Z,
Il satisfait encorea la condition de\ at-o ".

Supposonsqu'il existe deux decompsitions (M *; *i1) et (M2; **?) veriant les
conditions preaderies (11.10) et (I1.11). Par soucide simplicite, nous supposons
d'abord que 3;1 et 3;2 sort nis (notons quecette hypotheseestautomatiquemern
satisfaite si la surmartingale Z est minoree). Ensuite a la n de la preuve, nous
montrerons que cette hypothesearti cielle peut &tre levee.

2La probabilit e Max-Plus seraintroduite au chapitre suivant II.
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(@) Soit f une fonction arbitraire positive, reguliere et corvexe dans G2, nulle en
zero (par exemple,la regularisse C?>-bornee de x 7! x* sur lesintervalles de la
forme[ ";"let(1 ; [ [%;12)(" > 0)). Commef (0) = 0, la corvexite de f
enra’™me que

f M* M2 6f°MY M2 M! M2 =f0 "L *Z oMt M2 (11.12)

Nous allons utiliser la regledi erertielle classiquepour les processusa variation
nie. Pour cela,il corvient d'introduire la deriveediscrete de f % f comme

(
% )=1fqx+ ) fqx); si 60
f 3%x; 0) = f ¢x); si =0
Nous poseronsdansla suite,

1,2 — +:1 +:2 +;1 +;2

3= g s’ S <y pours2(0; I
Il vient donc
Z
0 +i1 t2 _¢0 +i1 +;2 00 +:1 +2. 12 +;1 +52 .
f =f" o o+ fa s st d g s

©: ]

La fonction f {°est positive et bornee, puisquef est convexe reguliere dans Cz2.
Comme nous n'avons pas reellemen besoin de la forme explicite de fJ° nous
introduisonsla notation

Notonsegalemehquela valeur courarte dela martingale uniformemen integrable
M1 M? achaqueinstant s estsimplemen I'esperanceconditionnellede savaleur
terminale par rapport a la ltration Fs. D'ou

EfO +;1 +;2 Ml M2 — EfZO S;l 8;2 Ml M2
h i
+ E o) Mg MZfs)d It %

Par ailleurs, *! (resp. *?) necrot quaux instantst 6 ou M} = Z; (resp.
M2 = Z,). Par suite,
z
Mg MZfisd {0 {7
;] Z
= fqs) zs M2 d !t M zsdi? 60

s s
;]
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Cesconsicerations conduisem donc a I'in egalite :

1

9

EfO +:1 +;2 Ml M2 6Ef0
1

|
m
—
o
o+ o+
o+ o+
IN)
< <Z

L'in egalite (11.12) ertra™e que
Eff(MY M?]6 0;

pour toute fonction corvexef dansG:. Il en decouleimmediatemen que M ! =
M?2,

(b) Danslecasou }et 3sortinnis, il sut justedeposerque 1 +1 = 0.

(c) Consiceronsl'ensenble desprocessusroissaits de K veri ant
z
M, Z d{=0 M = "= _Z:
[0 1]

Cet ensenble est stable par rapport a l'addition Max-Plus. En eet, siM =

1 7z = 2 7 , lamemeegalitealieupour ' 2 commenousavonsvu dans
I'exemplell.6 qui resoutune equationlineaire (1.6) dansl'algebre Max-Plus.
De plus, comme *1 et *2 ne croisseh qu'aux instants t ou M, = Zi, le
processus *'1 _ *i2 satisfait egalemen la m&émepropriete.
L'id eemaintenarnt estd'introduire le suprenum essetiel de cette famille de pro-

cessugroissats. Pour cela,on posepour tout r 2 Q,
fr:esssup 2K

La famille f, est clairemern croissatte, et pour tout reelt dans[0; ), on

r2Q*
de nit la regularisea droite de f, : M = |im 4 .
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Chapitre III

Generalisation du point de
vue de
Darling-Liggett-T aylor

Resume

Nous gereralisonsdans ce chapitre les travaux de Darling, Liggett et Taylor qui
ont trait e dansleur papier [DLT72] le problemed'un Call Americain ecrit sur une
sommepartielle de variablesaleatoiresi.i.d. dedrift negatif, et caracterise destemps
d'arrét optimaux en termesdu running suprenum du sous-jaceh

Nous consicerons donc un Call Americain ecrit sur un sous-jaceh surmartingale
Z, qui serepresete dans l'algebre Max-Plus a I'aide du running suprermum d'un
certain processusindice L. Nous montrons que le probleme de trouver un temps
d'arret optimal admet une solution universelleexplicite (par rapport au strike) qui
s'exprimeenfonction delL. Le calculdela fonction valeurdeviert donccompletemert
inutile pour resoudrele problemed'option Americaine.

Nous presemons ensuite quelquesexemplesillustratifs bases sur des sous-jacets
modelises par des processugde Levy (multiplicatifs et additifs). La decompsition
Max-Plus esten e et immediate pour cette classede processus.

Le chapitre s'adewe par une methode numerique d'approximation de la frontiere
d'exercicepour un Put Americainecrit surun Brownien geornretrique. Cette methode
reposesur la decompsition Max-Plus et la symetrie Call-Put.
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Chapitrelll Gereralisationdu point de vue de Darling-Liggett-Taylor

[11.1 Intro duction

Les mathematiques nancieresont popularise un certain type de problemesd'ar-
rét optimal, appele options Americaines.Cesoptions peuwert &tre exereesa tout
momert avant leur echeance.

Pour valoriserune option Americaine, il estcrucial de determinerlesconditions sous
lesquellesl'option doit &tre exeree. La theorie moderne des options arme qu'il
existeune fronti eretelle qu'il estoptimal pour le deterteur de l'option d'exercerson
droit des que les valeurs des biens sous-jacets traversen cette frontiere. Pour les
options d'achat ou de verte portant sur un seulbien, cette fronti ere est simplemert
une fonction du temps appeleeprix critique. Sil'on conndt cette frontiere,valoriser
une option Americainereviert alors a valoriser une option Europeennecar la date
d'exerciceestbien determinee.Cependart, on n'est pascapableengeneral dedonner
une formule explicite decrivant la fronti ere d'exercice.

Nous genreralisonsdans ce chapitre lesideesde Darling, Liggett et Taylor , qui ont

consicere dansleur papier [DLT72] desCalls Americainsecrits sur dessommespar-
tielles S, de variablesaleatoiresindependartes et idertiquemert distribueesde drift

negatif. lls ont accorce une grande importance au \running suprenum” du sous-
jacert S,. lls ont ene et exprime destemps d'arrét optimaux et le prix de l'option

Americaineen fonction de ce running suprenmum.

Ainsi, a partir d'une represemation de surmartingale en termes de running supre-
mum d'un certain processusndice L, nous caracterisonsen premier lieu un temps
d'arret optimal a I'aide de L, et nousrepresemons la fonction valeur en fonction du
running suprenum de L.

Ensuite, nous etudions les Calls Americains ecrits sur des surmartingalesZ de -

nissan des processusde Levy, ou encoredes processusa accroissemes (additifs

ou multiplicatifs) independarts stationnaires. Ces processusont en e et de nom-
breusesproprietesinteressates et constituert un domained'etude en plein dewelop-
pemern. Ce sort egalemeh de beaux exemplesou la decompsition Max-Plus est
quasi-immediate. Nous presemons dans le chapitre quelquesexemplesillustratifs,

montrant que le problemede Call Americain peut seresoudreertieremen dansces
cas,sansavoir a calculerle prix explicite.

Quant a la derniere partie du chapitre, elle suggere une approximation numerique
pour calculer la frontiere d'une option Americaine ecrite sur un Brownien georme-
trique. Notre outil principal estla decomppsition Max-Plus dessurmartingaleset la
symetrie Call-Put.
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Decompmsition Max-Pluset CallsAmericains Sectionlll.2

I11.2 Decomposition Max-Plus et Calls Americains

Commeil a deja ete mertionne, Darling, Liggett et Taylor ont traite en 1972un
problemed'option Americainelorsquele sous-jaceh S, estune marche aleatoire de
la forme

Sh= X+ i+ Xy S=0;
X1, X2, ... etant desvariablesaleatoiresindependartes et idertiquemert distribuees
telles que E[X 4] = < 0etE[X?]= 2+ 2< 1. Darling et sesco-auteursont
particulieremen resoludans leur papier [DLT72] le problemede trouver un temps
d'arrét T parmi tous lestemps darrét T relatifs a (S,), qui maximise I'esperance
du gain

E[(x+ Sr)"[:

lls ont montr e que la strategieoptimale consistea s'arréter au premierinstant n s'il
existe,pour lequelx+ S, > E[M], avecM = maxf Sy; S;;:::0. Aveccetempsd'arrét
optimal T , le gain espere optimal vaut

E[(x+ Sr)']= E[x+M EM]D"]

Consideronsun modeleen nance ou x + S, represete le prix du marche d'un actif
donne a la date n et consiceronsune option qui permet a sondeterteur d'acheter a
tout momern cetactif aun prix normalise a zeroet dele revendreau prix du marche.
Il s'agit donc pour le deterteur de l'option de trouver le meilleur momen pour
exercersonoption a n d'optimiser songain. Ce problemed'option Americainen'est
gu'une interpretation nanciere du problemed'arret de Darling-Liggett-T aylor, et
danscecortexte nejamaiss'arréter equivaut a ne jamaisexercen'option Americaine.

En 2002,E. Mordedi a gereralise danssonarticle [Mor02] lestravaux de Darling et
de sesco-auteursa un marche de Levy a temps cortinu, par approximation a partir

du tempsdiscret. Il a ainsi consicere desCalls Americains perpetuelsecrits sur des
sous-jacets dirigespar desprocessugde Levy et explicite le prix de cesoptions en
termesdu suprenum desprocessugsle Levy.

Nous nous proposonsa notre tour de gereraliserlesideesprecderies dansle theo-
remelll.1, enconsicerart un Call Americain ecrit sur un sous-jaceh surmartingale
Z de la classe(D), mais non forcemer regi par un processusde Levy. Nous nous
basonspour celasur la represemation de Z sousforme d'esperanceconditionnelle
d'un certain running suprenum. An de resoudreun probleme d'optimisation de
consommationdependart du pas®, P. Bank et H. Fellmer ont donne le mémegenre
de represemation de la fonction valeur dans[BI03], en partant d'une autre decom-
position (voir la remarquelll.10), qui ne couvre pasle casdecrit ici.
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Theoreme 111.1

Soit Z une surmartingale quasi-ontinue a gauchede la classe(D) admettant la
deammposition Max-Plus suivante en termesd'un processus(L;) semi-@ntinu supe-
rieurementa droite :

Zy=E[supLs_Z jF{=E[L, Z]|F]

t6 s6

Le probemedetrouverun tempsd‘arr &t optimal , (m) au Call Americain CA™(Z; m)
ecrit sur Z, de prix d'exercice m :

Ci™(Z;m) = essUpggs E (Zs m)'jF¢ =E Z (my M YiF

admet une solution universele explicite (par rapport au prix d'exercice m > 0)
donnee par

¢ (M) =T(m)~ =inffs>t; L, >mg”" =inffs>t;Ls>mg” : (I11.1)

De plus, le Call Americain CA™(Z; m) est explicitementcaracterise comme une op-
tion Lookkack :

CAMZ;m)=E (L, _Z m)*jF, =E supLs_Z m jF¢; t6 : (I11.2)
16 s6

Ainsi gracea I'equation (111.1) reliant le temps d'arret optimal T;(m) au processus
indice L, nous n'avons pas besoinde calculer la fonction valeur pour resoudrele
problemed'arret optimal, si nousdisposonsde la decompsition Max-Plus de Z.

Le point cle estquele conditionnemen par F s peut &tre omisdansla represermation
Max-Plus de Zs et nous pouvons donc remplacerZ par L.. dansle calcul du prix
du Call Americain.

Preuve - II1.1 -

Obsenonstout d'abord que le processuE (L, _Z m)"jF; )20, | €stl'espe-
rance conditionnelle d'un processusdecroissah et de nit donc une surmartingale.
De plus, enremarquant queZs = E[Lg. _ Z jFs] pourtout tempsd'arréetS6 et
E[(X m)*]> (E[X] m)* pour toute variable aleatoire X, il vient pour tout
tempsdarrét S 6

E(lss _Z m)*jFs > ELg _ZjFs m =(Zs m)":

Par congquen, la surmartingale(E (L, _Z m)*jF; )20, ] dominele processus
(Z: m)* et forcemen aussisonernveloppe de Snell CA™(Z; m).
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Processugle Levy Sectionlll.3

IntroduisonsT,(m) commele premiertempsd‘arret aprest, ou le processugL ., )u>t
depasseanm :

Ti(m) == inffs2 [t; ];L,s > mg; = 1" silensenble estvide:

La notation 1 * designeici un\deuxiemein ni" permettant aux temps d'arrét de
sevanoulir.
Surl'ensenble f T,(m) 6 g, Lemy: —Z =Ly, _Z > metpar suite

Zr,m) = Ellrymy: —Z [Fr@ml>m; surfTy(m)6 g

Il vient donc

EL, _Z m)" Ft =E Linms olbrmy —Z m)" Fy

E E Linms olbrym; —Z  M)" Frym iF
= E Limme o Lymy; —Z2  MFrm F

E ltt.mye g(Zmm)y mM)iF:

=E (Zr,my» mM)'jF¢; p.s;

ou la derniere egalite decouledu fait que Zt,(my» M estnegatif si T((m) = 1 *.
AnsiE (L, _Z m)*jFy = E (Zrmy» mM)"jF¢ 6 CA™(Z;m) par de nition
de I'enveloppe de Snell. Ceci achewe la preuve puisquel'in egalite reciprogue a deja
ete montr ee.

LessurmartingalesZ qui sort desprocessugle Levy, ou encoredesprocessusa ac-
croissemets (additifs ou multiplicatifs) independarts stationnaires,nousfournissen
de beaux exemplesou la decompsition Max-Plus estimmediate. Nous presetons
dans ce qui suit quelquesexemplesillustratifs, mortrant que le probleme de Call
Americain peut seresoudrecompletemern sansavoir besoindu prix explicite. Nous
avonsjuste a calculerl'esperancedu running supremum de Z, et non sadistribution
de probabilite.

[11.3 Processusde Levy

Pour valoriser et couvrir lesproduits nanciers, il estcrucial d'avoir un bon modele
pour la distribution de probabilite de I'actif sous-jaceh Le modelele plus celebrea
temps cortinu est le fameux modele de Black-Stoles qui modeliseles logarithmes
desrendemems du sous-jaceh par une loi Normale.
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Cependart, un des problemesmajeurs du modele de Black-Sctoles est que les lo-
garithmes desrendemens de la plupart desactifs nanciers rencorires en realite
(actions, indices, ...) ne suivert pasune loi Normale. Leurs courbesde distribution

presement desasynetries (par exempleplus de grosrendemens negatifs que ce qui

resulte de la distribution Normale) et des queuesplus epaissegjue la loi Normale,
symptomatiquesde la discortinuite desprix (plus de rendemerts exceptionnellemen
elewes dans l'absolu, ainsi que de faibles rendemens dansl'absolu, et trop peu de
rendemers moyenspar rapport a ce qui est stipule par la loi Normale).

Ainsi, les sautsdansla dynamique desprix sort bien une realite du marche et pas
seulemen un outil mathematique. Il est evidert qu'une dynamique de ce type ne
peut pasetre modelisee correctemen par un processusaleatoire cortinu. En méme
temps, c'est a cesgrandschangemets imprevisiblesdansles prix qu'est assaieela
partie majeure desperteslieesa l'actif nancier. Il estdoncimportant delesprendre
encompteet detrouver d'autres distributions plus exibles pour une gestione cace

du risque.

L'introduction des processusde Levy dans la modelisation nanciere (depuis les
annees80-90) s'est rewvelee etre une methode naturelle et e cace pour expliquer
'obsenation de mouvemerns de grande amplitude dans les marches. Ces proces-
susfournissen en e et une classede modelesavec sauts, a la fois assezriche pour
bien decrire les donneesempiriqueset assezsimple pour faire beaucoupde calculs
analytiques. Nous renvoyons le lecteur interesg par les processugle Levy et leurs
applicationsen nance aux ouvrages|CT04, Sth03 App04, Sat99.

Les\running suprema" de processusie Levy ont ete particulieremen etudiespar
S.Asmussen,F. Avram, M. R. Pistorius dans[AAPO04]. lls ont aborde lescasdu put
Americain perpetuel et de I'option Russelorsquele prix du sous-jaceh est modelise
par un processugle Levy exponertiel, et ont explicite les prix pour dessous-jacets
appartenart ala classedesprocessusie Levy avec dessautsde type phasedansles
deux sens.Cette classede processusest en e et assezriche puisqu'elle est conrue
pour etre densedansla classede tous les processugle Levy. De plus, le modele est
solubleanalytiguemen pour de nombreusesoptions.

Le pricing desoptions Russeseposesur une reduction bien conrue au problemede
premier temps de passaged'un processudgle Levy re edi a sonsuprenum. Cecile
rend en quelquesorte plus di cile quele problemeanalogueconcernan le processus
de Levy non-cortraint, utilise pour resoudrele probleme de pricing des options
Americainesperpetuelles. Ces problemesse resolert explicitemert dans le casde
type phase,gracea une approche de type arrét de martingale et a la factorisation
de Wiener-Hopf.

Nous distingueronsdansla suite ertre les processusle Levy additifs et lesproces-
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susde Levy multiplicatifs

Lesprocessusle Levy additifs ou simplemen processusle Levy sort de nis comme
des processusstochastiquesa accroissemes independarts et stationnaires. Autre-
mert dit, si(X¢)>0 €stun processugsielLevy, alorsX; Xsout > sestindependart
de I'histoire du processugusqu'a l'instant s. De plus, saloi depend uniquemen de
t setnondet ous pris separemen.

De nition 111.1 (Pro cessusa accroissements independants et stationnaires)

On dit qu'un processuscontinu a droite a valeursreelesfX;;t > 0Og est un pro-
cessusa accroissementsindependants stationnaires s'il possede les deux proprietes
suivantes:

(Independan@ desaccroissements) pour toust; s> 0, (X+s X{)?F X, ou(FX;t 2
R.) estla Itr ation naturelle du processusX : FX = (X;;06 r 6 t).
(Stationnarite desaccroissements). pour toust; s> 0, la loi de X.s X estegale
alaloi deXs Xp.LaloideXi s X nedependdoncpasdet.

Pour de tels processusdonnerla loi de X; Xy, 8t > 0, ainsi quecellede X, su't
a caracteriser ertieremen le processus.

La de nition precederte, vraie pour tout tempss > 0 xe, peut segereralisera des
tempsS aleatoires.C'est la propriete de Markov forte desprocessus accroissemets
independarts et stationnaires:

Theoreme 111.2

Soit f X¢;t > 0g un processusa accroissementsindependants stationnaires, nul en
0, et soit S un tempsd'arret. Alors sur I'ensemblef S < 1g , le processusf X+ s
Xs;t 2 Ry g estindependantde FX et a la mémeloi quef X¢;t 2 R, g.

Exemple 111.3
Le mouvementBrownien ainsi que le processusde Poisson sont des processusde

Levy.

Les processusde Levy multiplicatifs sort de nis commeetant desprocessussto-
chastiquesa accroissemes relatifs independarts et stationnaires. Ce sort desex-
ponertielles de processugie Levy.

Considceronsd'abord le casd'un Call Americain CA™(Z; m) ecrit sur un sous-jaceh
Z de ni par desprocessudgle Levy multiplicatif positif.
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[1.3.1 Processusde Levy multiplicatifs positifs

Soit Z un processusde Levy multiplicatif positif de valeur initiale x et tel que
E[supygis Zt] < +1 . Cette derniere condition assureque Z est de la classe(D)
(voir [KS9§], Appendix D).

CommeZ, = X, alorsZ; = xZ¢, ou Z estle processuZ partant de 1.

Nous supposonsd'abord quela maturite estin nie.

[11.3.1.1 Horizon inni

Grace a la propriete dindependancedes accroissemes relatifs de Z, il est tres
simple de determiner un processuscroissam L, = SUpyg 6 Lu, Veriant la decom-
position Max-Plus de Z. Ensuite, I'application du theoremelll.1] permet d'obtenir
immediatemen une caracterisation explicite d'un tempsd'arrét optimal sansavoir a
calculerle prix du Call Americain. La seulequartit ea conndtre estxE[sup,.,Z:] * =
XE[Zg1 ] ' = E[Zy1 ] 1, qui ne depend pasde la valeur initiale x.

Proposition 111.4
Soit Z un processusde Levy multiplicatif positif de nissant une surmartingale de
valeur initiale positive x et telle que E[Zy,, ] < +1 . En notant Z, = Z,, =
SUfg ust Zus il vient :

1
E[ZO;l ]

2. Un temps d'arret optimal pour le Call Americain perpetuel CA™(Z;m) est
explicitementcaracterise par

1. Zi=bE Z,, jFy et Ly =bZ, ou b=

Ti(m)=inf s>t;bZ>m =inf s>1t;Zs> mE[Zy,] ;

. : e m
et la frontiere d'exercice est ainsi donneepar E¢(m) = 5 = ME[Zy, |

Preuve - 111.4 -

1. Utilisons la notation precederie Z,, = Supg6; Zu- Gracea l'ind ependance
des accroissemets relatifs de Z et a la propriete d'integrabilite de Z,, , il
vient

=

Zy= bE Z;, jFy; %E supZy, = E[Zyy ]} Li=DbZ; (111.3)

06 u

B:
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puisque

E Z., jFt

Zy. Zyst |
Z.E supZ—“th = Z.E sup =2 jF,

téu t 06 u t
= ZE supZ, = ZE[Zy, |
06 u

2. Une application immediate du theoremelll.1 fournit un tempsd'arrét optimal
de la forme
Ty(m)=inf s>t;Ls>m =inf s>t;bZ>m ;

X 1

avecb= = )
E[ZO;l ] E[ZO;l ]

Notons egalemenh que d'apresle theoremelll.1, un Call Americain perpetuel ecrit
sur Z de strike m n'est autre qu'une option Lookbad perpetuelle ecrite sur le pro-
cessusndice L, de mémestrike m :

i
Z0;1 *

h
C{™(Z;m) = E[(bZ,, m)']=E ol ] m (111.4)

Remarque [11.5

Lorsquela maturite est nie et noteepar T, nous sommesintuitivement ameres a
remplaer la constanteb dansla decomposition Max-Plusde Z par une fonction K(:),
telle qu'a chaqueinstant t,

Zi=E sup (T u)Z,jF;:
t6u6 T
Pour une justi ¢ ation rigoureusede ce resultat, nous renvoyonsle lecteur au theo-

remelV.9/ du prochain chapitre, ou nous construirons un processusindice L (u; Z,)
sousla forme

L(u;Zy) = supfm; Ci™(Z;m) =2, mg
n 0
m Z m m
=Z —CM" i — =1 — =2Z,L(u1l):
uSUp Zu y CLI Zul Zu Zu u (u1 )
o . L(u;Zy) .
Ainsi la quantite L(u; 1) = — ne depend pas de Z, et nous la designonspar

u
DT u).
Cependant, nous n'avons pas d'expressionexplicite pour la fonction b(:). Nous ver-
rons dansla derniere partie une methade numerique d'approximation de b(:).
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Donnonsa presem quelquesexemplesde processude Levy multiplicatifs positifs Z
pour lesquelsle Call Americain perpetuel correspndart peut seresoudreexplicite-
mert. Commeil noussut juste de conndtre la frontiere d'exercice,les exemples
suivants reviennen a calculerl'esperancedu maximum de Z.

Le premier exempleest celui du mouvemer Brownien geomnetrique, motive par des
applicationsen nance. Ce processusgstene et tressouvent utilise pour modeliser
le prix d'un actif nancier.

Exemples de calculs de I'esperance du maximum.

{ Mouvemen Brownien geonetrique :

Consiceronsun mouvemer geormretrique Brownien de drift negatif (r > 0) et de
valeur initiale positive, de manierea ce qu'il de nisse une surmartingale :

%: rdt+ dW; Zo= x> O (111.5)

t

Posons = 1+ % Il estbien conru que

PZy, >m = a/\ 1, EZy, = 1x etdonc E Z,, = _1;
Ce resultat classiqueseraprouve au chapitre V. Il en decouleque b= et
Ts(m)=inf t>S;Z, > E‘(m) = —1m :

{ Processude Levy geonetrique :

La méme decomposition reste valable pour un pro cessus de Levy geome-
trique avec sauts de nissant une surmartingale. Nous dewons neanmoinsintro-
duire d'autres hypothesesa n de satisfairela condition E[Z,, ] < 1 . Nousnous
inspironsici desideesde E. Mordedi dans son papier [Mor01].

Consiceronsle casparticulier ou I'norizon estinni et Z, = xeXt, X etant un
processusle Levy sanssautspositifs, ou encoreun processusie Levy semi-cominu
superieuremen (cf. [Mor01]). La formule de Levy-Khinchine permetd'exprimer la
fonction caracteristique de X enfonction de sontriplet caracteristique (a; ?;)

. 1 Z o .
EeXt=exp tia 5 224 1 (€Y 1 iy 1 aqy<og) ( dy) ;

ouaet > Osort geuxconstartesreelles,et une mesurepositive de support
(1 ;0), telle que (1" y? ( dy) < +1 . La mesure estappeleela mesure
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de Levy et le triplet de parametres (a; ;) determine completemen la loi du

X t

E[ex 1] >0

processusX . De plus pour > 0, le processus est une martingale.

L'exposar de Laplace = ( ) estdeni par

1 0
()=a + 5 2 24 (€ 1 y1f 1qy<09)( dy); pour > 0; (I11.6)
1
etverie E[eXt]=¢ (),
Nous supposonsen outre que le processuse’'e*t est une martingale, et cette
condition entra™e que E[e*t] = e !, c'esta-dire (1) = r.
Comme (0) = 0, estcorvexeetlim , .; ()= +1,il existe Loy > 1tel que

Zt Levy

( Lew) = O. Autrement dit, le processuge tew*t = estune martingale.

A patrtir de l'article [Mor01], nous pouvons deduire que

E[ZO;l ] = %; Ou Lewy > 1 esttel que ( Levy) =0
Levy

Formules fermees.

Une fois qu'on connat la fronti ered'exerciceoptimal, on peut traiter I'option Ame-
ricaine commeune option barriereen termesd'evaluation et de couverture (on peut
par exempleutiliser lestechniquesde simulations Monte Carlo pour les options va-
nille).

Ainsi numeriquemetn gracea l'equation(l11.4), on peut calculerle prix du Call Ame-
ricain perpetuel C4™(Z; m) avec simplemen deux simulations Monte-Carlo, I'une

pour E[Z,, ] et l'autre pour toute I'esperance(I11.4). Nous dewons juste verier

auparavant queE[Z,, [< +1 .

Toutefois,il setrouve quedansbeaucoupde casde processugle Levy, lesesperances
sort simplesa calculer et peuwvert s'exprimer sousforme explicite.

Par exemple la proposition suivante donnel'expressionexplicite de CA™ (Z; m) dans
le casou Z suit un mouvemert Brownien geometrique, maiscommeceprix estinutile

pour resoudrele problemed'arrét optimal, nousreleguonsla preuve au chapitre V.

Proposition 111.6
Considerons un mouvementBrownien geonetrique Z de parametres( r; ) et po-

2r . I . . .
sons = 1+ —. Le prix du Call Americain ecrit sur le sous-jaent Z, de strike m
est donne par

8
m 1 Z .
AM (7. Y — 1 v _2 —1 = si—Z,6m
ct"(Zm=E —Z,;, m JjF; =
! > . 1
- Zy m Sl —Z;> m:
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Fig. I11.1 { Prix du Call Americain C{™(Z; m)

Puts Americains.

On peut facilemen voir qu'un tel Call Americain sansfacteur d'actualisation reviert
a un Put Americain\classique"par un simple changemenh de mesurede probabilite.

En e et, gracea la propriete de martingale du processuscortinu positif €Z;, on
peut de nir une nouvelle mesurede probabilite Q% sur F, par sadensite de Radon-
Nikodym par rapport a P :

dQZ — erté — erté.
dP Ft ZO X '

Ensuite consicerant xZ ! commenouveaunumeraire, noustransformonsnotre Call

Americain enun Put Americain classiqueecrit sur un nouveausous-jaceh Zl et avec
un nouveaustrike = :

C4™(Z;m) = supEp (Z m)" =supEqz xe " Z Y(Z m)*
h o q 1
= SUPEgz € " (x mxZ )" = mx supEqz e’ =
11 11
= mxPuti™ ;= = mZyPuty™ —; = : 111.7
o 'm oPUt™ (11.7)
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Il est a noter que le nouveau sous-jacen Z ! a bien la bonne dynamique puisqu'il
de nit une sous-martingalesousla probabilite Q4 et suit un processusle Levy mul-
tiplicatif positif.

Par exemple,dansle casou Z estun mouvemert Brownien geonetrique de para-
metres( r; ), la dynamiquedeZ ! sousQ? estdonneepar

1 1
d 5 =5 rdt+ dw):

De plus, la fronti ered'exerciceEP(m ) du nouveauPut classiquePut®™(Z *:m 1)
n'est rien d'autre quel'inversede E¢(m), c'est-a-dire

1
EP(m )= ——m %

Rappelonsque pour un Put Americain classiqueperpetuel de strike K et de sous-

Fig. 111.2 { Prix du Put Americain perpetuel Puty™ %; % dansle casd'un mou-
vemen Brownien geometrique.

jacert S, dont la dynamique sousla probabilite risque-neutreest de la forme

d .
—St: rdt+ dw;; avecW; Q mouvemen Brownien;

St
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. . 1
la formule de la fronti ere d'exerciceestdonneepar EP(K) = ——K..

La formule de dualite Call-Put (111.7), basesur un changemeh adequat de mesure
de probabilite, peut etre plus gereralemen etendue a un processusde di usion

uni-dimensionnel homogene en temps, pos®dart une fonction de volatilit e (voir
chapitre V11, sectionVI11.4). Cependart, lesdeux sous-jacets \duaux" n'auront plus
forcemen la mémedynamique.Nousrenvoyonsle lecteur a 'article [FMO3] pour de
plus amplesdetails sur la dualite ertre les prix desPuts et desCalls.

Dansle casou Z = xeXt, X etart un processusie Levy sanssautspositifs, on peut
montrer que moyennarnt un changemeh de probabilite, CA™(Z; m) est simplemert

le prix d'un Put perpetuel, ecrit sur le sous-jacen me *t et de strike K = x.
L'article [Mor01] de Mordedi permetde deduire uneformule fermeepour CA™ (Z; m)

commefonction de Z;. Cette fonction estla m&meque celle de la proposition 111.6!
Nous avonsjuste a substituer le parametre |,y a

[11.3.1.2 Horizon de ni par une v.a. exponentielle independante

Supposonsa presem que I'horizon  est une variable aleatoire exponertielle inde-
pendarte de parametre > 0. La propriete caracteristique deslois exponertielles
estd'etre\sans memoire". Soit G la Itration augmeriee cortinue a droite gereree
par Fi~«  (t™ ). Nouspouvonsalors obsener que sur I'ensenble ft < g, toute
variable aleatoire G-mesurablesur R* estaussiF;-mesurable.Ainsi pour toute
variable aleatoire X 2 G,

E X1t gjF:
E 1ft< ngt

E XJG( 1ft< g = 1ft< g= etE let< ngt 1ft< g: (|||-8)

Avant de deriver une decomposition explicite de Z dansl'algebre Max-Plus, relati-
vemern ala ltration G, obsernonsd'abord le lemmesuivant :

Lemme [I1.7
Sur I'ensembleft < g et pour toute fonction f positive ou bornee,
Ehf Z, Qi B Ehf Zs i.
Z - X

Z..
Z—t’ estalors conditionnellementindependantesachantG et a la mémedistribution

78



Processugle Levy Sectionlll.3

Preuve - 111.7 - -
Appliquons I'egalite (I11.8) a X = f % sur l'ensenble ft < g,
t
h 2 i h 2 i hZ: Z i
Ef —— G =e'Ef —- Ly« gF =E G 0f 2= dsF:
Z, G € Z, ft< g It t e Z, Skt

Graceaux proprietesd'independanceet de stationnarite desaccroissemets relatifs
de Z, le menbre droit de la derniere idertit e ne depend pasdet et estdonne par

hZ 1 ~ i h 7 i
E e “f = du=Ef =%
0 X X
Il enresulteque
hZ 1 7 i
Z i = E e © t)? ds Fy E Z, |G L ¢= DE Z, |G Lt g
t t
111.9
1 _hz, | iy (1)
ou b =E T = E[Z,, ]. Obsenonsici que
hZ 1 i hZ 1 i
E[Z. jG]=E e ®UZ. dsF; = E e Uz, dsF,
t t
=E[Z; Gl

et par conequen Z,, = Z,. p.s.

Il esta noter quela represemation (I11.9) ne peut pasetre consicereecommeune de-
composition Max-Plusde Z puisquel'egaliteZ; = b E[Z, jG] n'estvalablequepour
t < . Pour obtenir une decompsition Max-Plus dansce cas, il faudrait introduire
le processus

E =2l g=Zn  Z 1 gy

Gracea la positivite de Z, Z de nit clairemen une G-surmartingale commedi e-
renced'une surmartingaleet d'un processuslecroissat Obser\onsaussiquefz =0,
ce qui conduit aux mémesproprietesque le caspreceden. Par ailleurs, la positivite
de Z implique pourt <

Z. = supZy= sup Z, = sup(Zyliu< g) = sup v, = sup v, = EZ .

t6 ub t6 u< t6 u< t6 u< t6 u6
Notonsquepourt = ,Supgus Zu=Z 6 SUPgys y.=% =o.

Nous obtenonsainsi la decompsition Max-Plus suivante de 2 :
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Lemme 111.8

. 1
Soit B = Zi1ls« getb = ﬁ Nousavonsalors pourt 6

Z=bEZ |Glw«y=bEZ|G etlf, =b B =b Z,:

Ainsi, lesresultatsde la proposition|l11.4] s'etenden au casde I'horizon exponertiel
et s'enoncen de la mémefacon. Nous avons juste a substituer 2 aZ, b abetla
ltration G aF;.

Exemple 111.9 (Mouvement Brownien geometrique)
Nous allons montrer au chapitre 'V quesi Z suit un mouvementBrownien geonme-

. 1 .
trique de parametres( r; ), alorsb = ——, ou estla plus grande racine de
. 2 2
I'equationy> 'y —=0( > =1+ —rz).

Designonspar CA™(Z; m) un Call Americain ecrit sur le sous-ja@nt surmartingale
Z, de strike m et de maturite

CA™(Z:m) = essUpgss E (s m)*iG :

Alors, un temps d'arret optimal a partir de l'instant t, pour le Call Americain
CAM™(Z;m), estdonne par

T(m)~ =inf S>t;Zs> E%m)= —m N
et le prix du Call se calcule explicitementde la m&me maniere que dans le cas de
I'horizon in ni

h i 2 m 1 E i _1p
. m A 126
coMZim)=E — 2 m G = 1 SiAbm

Z m si—12 > m:

Remarque [11.10
L'equation (111.9) conduit a la representationsuivantede Z sur I'ensembleft < g:

1 hZ +1 |
Z.= E t e G YZ.dsF,: (111.10)
Soient une mesue aleatoire optionnelle positiveetf = f (! ;t;x) : [0;+1 ]

R ! R un champaleatoire veri ant les proprietes suivantes:
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1. Pour tout x 2 R, la fonction (! ;t) 7! f (! ;t;X) estun processusprogressive-
ment mesuabledansL*(P(d!) (! ;dt)).
2. Pour tout (! ;t) 2 [0;+1 ], la fonction x 7! f (! ;t;Xx) est continue et
strictement decroissantede +1 dans 1
Alors, pour tout processusoptionneldonne X = (X)w2p0.+1 1 ave X417 = 0, P. Bank
et N. El Karoui ont construit dansleur article [BK04], un processusprogressivement
mesuable = ( ) ,;0.+1) ave destrajectoires semi-ontinues superieurement a
droite, telles que
f(t sup )lger () 2L P ()
2[t;s)
et hZ i
Xi=E f(s; sup ) (dt) Fq
(t+1] 2[t;s)
pour tout tempsd'arrétt 2 T. Cette representation stcchastiquede X en termes
du running supemum de n'est rien d'autre que I'equation (111.10), dansle cas
particulier ou X; = Z,e ', =2Z,f(s;l)= e Slet (dt) = dt.

[11.3.2 Processusde Levy additifs

Soit Z une surmartingale a accroissemets additifs independarts, de valeur initiale
x et telle que E[Zy, ] < +1 . Soit Z le processusZ partant de0: Z; = Z; X.
Nous supposonsque la maturite estin nie.
Utilisant les m&émesnotations que precedemmen et posan

b=E supZ, x=E[Zy;] Xx=E[Zys]

06 u

il estaise devoir queZ; estdelaformeZ; = E Z,;, bF. , gracealind ependance
desaccroissemets de Z. Nous avons alors juste a calculer I'esperanceE[Z, ] et
appliquer le theoremellll.1 pour resoudrele problemede Call Americain. Le calcul
de la fonction valeur est encoreinutile dansce cas.

Proposition 111.11
Soit Z un processusde Levy additif de nissant une surmartingale de valeur initiale
X, et telle queE[Zy, ] < +1 . Nous avonsalors
1.2,=EZ, BWF, et L5 =2, b ou b=E[Zy]
2. Un temps d'arret optimal pour le Call Americain perpetuel CA™(Z; m) est
explicitementcaracterise par

TE(m)=inf t>S;Z, b>m =inf t>S;Z>m+E[Zy,];
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et la frontiere d'exercice estainsi donneepar E¢(m) = m+ E[Z, ].
3. Le prix a l'instant t du Call Americain perpetuel CAM(Z; m) est donne par

CiMZ;m)=E Z., E[Zo;] m jF:

Exemple 111.12 (Mouvement Brownien)
Considerons un mouvementBrownien de drift negatif, de maniere a de nir une
surmartingale Z :

dz,= dt + dwW;; Zo=0;, > 0; (11.11)

et posons = 2. La loi de Z,, peut se deduire de I'exemple precedentdu mou-
vement Brownien geonmetrique et nous obtenonsb = 1. Nous pouvons egalement

deduire une formule fermee pour le prix du Call CA™(Z; m) comme fonction de Z;.

Proposition 111.13

Soit Z un mouvementBrowniende parametres( ; ):Z{= W; t, etposons

2
= —. Nous avonsalors

1. Zi=E Z;, jF: 1 et Lot = Zoy 1=z 1L

2. Le Call Americain perpetuel CA™(Z; m) a une formule fermee donnee par

1 .
ci™z;m)=E Z, =~ m’jF,
8 1
2 “exp( m 1+ Z) siZi<i+m
z Z; m siZi> i+ m:

[11.4  Approximation numerique de la fronti ere d'exer-
cice

Dans un marche nancier, I'absenced'opportunit e d'arbitrage setraduit par I'exis-
tenced'une probabilite, equivalerte a la probabilit e historique, souslaquelleles pro-
cessudesprix actualisesdesactifs de basesort desmartingales. Dans un marche
complet, une telle probabilite est unique (notee Q) et appelee probabilite risque-
neutre.
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Fig. 111.3 { Prix du Call Americain perpetuel C4™ (Zo; m) dansle casou Z suit un
mouvemen Brownien de drift negatif.

Placons-noussousQ et consiceronsun actif risque S dont le processudle prix est
dirige par I'equationdi erertielle suivante :

dS
— =rdt+ dW;; = X;
S, i, So

ou W; estun mouvemen Brwonien sousQ.
Soit Put®™ (S;; m) le prix d'un Put Americain ecrit sur S, de maturite x eeT et de
strikem :

PUtE™ (S;m) = esssup zr,, Eqle " O(m S )"jF:

Par la symetrie Call-Put, ce Put peut se transformer en un Call Americain sans
facteur d'actualisation, ecrit sur un sous-jaceh surmartingale. En e et, Commele
processusortinu positif e 'S, estune martingale, on peut introduire une nouwelle
mesurede probabilite Q° sur F, telle que

dQs
dQ r

_oant St _ S,
=e g—e =
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. 1 - .
Posonsensuite Z; := s Sousla probabilite QS, Z est un mouvemen Brownien
geonetrique de parametres( r; ) :

dz
— = rdt+ dWS; Zo=
Zy

X| =

ou WS := W, + t estun QS-mouvemer Brownien.

Ainsi sousla nouvelle mesurede probabilite QS, le Put Americain\classique" peut
sereinterpreter commeun Call Americain, sansfacteur d'actualisation, ecrit sur Z
et de strikem *:

Put{™ (S; m)

esssup 1, Eq e "¢ Y(m S)" F
i

esssup ,r,; Eqgs Si(m S)* F,
h

mS; esssup o1, Eqs Z

P

Ft = mStCtAm(Z,m 1):
(111.12)

Sr

La fronti ered'exerciceoptimal du Put Americain est simplemen une fonction de la
maturit e restarte\s (T  t)", appeleeprix critique et de nie par la relation

s(T t)=supfS;S62y;

ou C estla regionde cortinuation danslaquelle I'exerciceimmediat du Put Ameri-
cain n'est jamais optimal (en moyenne, il est possibled'obtenir un meilleur gain en
exercart |'option a un instant ulterieur) :

C:= f(S;t); Putf™(S;m)> (m S)*g:
Le tempsd'arrét , de ni par

=inff >t;S 6 s(T )g"T,;

t

realisele supremum dans I'expressiondu prix du Put et il est donc optimal de
s'arreéter a chaque fois que le niveau du sous-jaceth S descenden dessousdu prix
critique.

Par la symetrie Call-Put, le temps d'arrét optimal , pour le Put Americain
Put”™(S;; m) cencide presquestiremert avec ,(m ') = Ty(m )~ T (voir theo-
remelll.1), qui estoptimal pour le Call CA™(Z;m 1).
D'apresle theoemelll.1, , (m 1) estcaracterise par

((mYH=inff >t;L >m g T;
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L etant le processusndice de la decompsition Max-Plus de Z. Par ailleurs, dans
la remarquelll.5, nousavons exprime L sousla formelL; = by {Z;, ou u 7! ky, est
une fonction du temps. Il vient donc que

((m )

inff >t;by Z >mgA"T=inff >t;Z >m bt g"rT
inff >t;S 6 mb g T;

et par suite, la frontiere d'arrét optimal s (T t) vaut egalemeh m:by ;. Comme
nous ne sommespas capablesde decrire la fronti ere d'exercicesousforme explicite,
nousallons discretiser le problemea n d'approcher numeriguemen la fonction t 7!

br : et ensuiteutiliser I'egalites (T t) = m:br ..

A la maturite, on sait que s (0) = m et by = 1. PosonsT = N:h, ou N estle
nombre de pas et supposonsdans notre appraximation que la fonctiont 7! by  est
constarte par morceauxsur desintervalles de longueur h. Elle s'ecrit donc sousla

forme
Xy

br « = blit=nng + BrliN j)het< (N j+1)hg:
j=1

Nous nous proposonsde calculerle vecteurb= fh;j = :::Ng par recurrenceen
nous basart sur la decompsition Max-Plus de Z. Nous exploiterons notammert
la propriete d'independancedes accroissemets relatifs de Z et le fait que la loi
conditionnelle du maximum d'un Brownien geonetrique se calcule explicitemert
connaissah savaleur terminale.

Nous verrons egalemen dans la recurrenceque le calcul d'un elemer b, fait ap-
paratre les valeurs preedemmen calcukeesfby;1 6 k 6 j 19, avec un poids
di erernt achaqueiterationj. Cecia pour e et derendrela resolutionplus delicate.

La decompsition Max-Plus de Z et I'approximation de la fonctiont 7! br  per-
mettent d'ecrire:

Zn vp = E sup  (bun wZwiFN
(N 1)h6u6Nh
= E b, sup  ZyfF ph s
(N 1)h6u6Nh
c'est-a-dire h Z, i

1=E b, sup

Z = E[b“IYI\T 1l
(N 1Dh6usNh <£(N 1)h

Zy

ou nousavonspo Y, ; = sup
(N Dh6usNh Z(N 1)h
tions et les mémesapproximations pour Zy 2, Nousobtenons

Zin 2h = E by sup Zy _bYd 1Zin ynFn 2 s
(N 2)h6u6(N 1)h

. En adoptart les mémesnota-

85



Chapitrelll Gereralisationdu point de vue de Darling-Liggett-Taylor

ou encore
h i
Z Z
1= E by, sup N A L
(N 2h6ub(N Dh Z(N 2)h ZIN 2h
7 |
=E bnY) , hbvyh MO (111.13)
Z(N 2)h

Ensuite en e ectuant desiterations successi®s jusqu'au rang j compris ertre 2 et
N, il vient
h

Z(N i+
1= E th,\T | _ by 1)hYnT j+1M
Z(N
YI Z i+ Yf Z " |
ben Vi . I UL
i= k+1 (N i)h i=2 (N i)h
ouvYy = sup ", pourtout i 2 [1;n].

(N i)h6u6 (N i+1)h Z(N i)h

Les variablesaleatoires(Y,! )isisn SOIt independartes gracea I'ind ependancedes
accroissemets relatifs de Z.

Par ailleurs, la loi du maximum d'un Brownien geonetrique secalculeexplicitemert
lorsqu'on conndt sa valeur terminale. Ainsi, I% fonction de repartition de la loi

Z .
conditionnellede Y, ; sadant SN DR - K estdonneepar
(N i)h
h i h [
Z i+ 2 K
PY) 6 H M™M=k =1 exp —In — In(H) ; pourlK 6 H:
Z(N iyh 2h H

(111.15)
Nous pouvons donc simuler les variables Y, ; par la methode d'inversion de la
fonction de repartition. Cette methode sebasesur le resultat suivan

Si F estla fonction de repartition de la loi conditionnelle que nous cherchons a
simuler et si U est une variable aleatoire suivant une loi uniforme sur [0; 1], alorsla
loi conditionnellede X = F %(U) a pour fonction de repartition F. F ! designeici
I'inversea droite de F, c'est-a-dire

F 1 )=inffx; FX)6 @

D'apres lidentite (111.15), F(x;K) = 1 exp %h(InK Inx)Inx , pour x >
max(1; K). Nous pouvons donc inverser explicitemert F par rapport a x et l'ex-
pressionobtenue est de la forme
h q [
1
F Yy;K) = exp 5 K+ IN?’K 2 2hin(l )
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L'algorithme est alors le suivant :

[11.4.1 Simulation de b,

On calculed'abord

o = E[YE' 1]: EhE yYh - Znh -
N 1 Zn yn
Pour cela, on gerere n realisationsde variables aleatoiresK; independartes et de
meémeloi que Znh :
(N Dh 2

K= exp r+7h+ W, (111.16)

lesW, etant desmouvemerts Browniens standard independarts. _
Ensuite pour chaquerealisationsimuleeK;, on gerere p realisationsu; de variables
aleatoiresU; independartes et de loi uniforme sur [0; 1]. On e ectue en n unedouble

1 .
boucle Monte Carlo pour approcher E[Y,! ,]= b (pour celan et p doivent etre
su samment grands):

1 1@ _h z i
E:E[Y{,‘ Jw E Y, Nh = K,

i=1

1 X hyxe

YZin o

i
F 1(u};Ki) pourn;p! +1:

111.4.2  Simulation de bn; j = 2:::;N
Simulation de by,

D'apresla relation (I11.13), le reellby, doit annuler la fonction f, de nie par

h
fo(x)= E xYy ,_ bYd,

1: (111.17)

Le nombre b, a deja ete calcule a I'it eration precedente et Y,! , estindependart de

Z
Y\ , etde =™ DN
Z(N 2)h
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Commec'est la loi conditionnelle de Y,! ; sadant Z(N j+Dh (pourj = f1;29) qui
(N j)h

est facile a simuler, on ecrit la fonction f ,(x) sousla forme

h n

Z Z 7 Oi
fa(x)=E E xY , hyh @O Nh 4N Dh

YZin 2an Zin ph Z(n 2h

Ensuite, on procedecommesuit :
{ On gereren realisations(K |;K}) (pouri = 1;:::;n) de variables aleatoiresin-
. Z Z
dependartes et de mémeloi que M2 _Znh . Comme 2" et 280 sort
] Z(N 2h’ Z(N 1)h Z(N 2h Z(N Dh
egalemehindependarniesenre elles,cecirevient a generer2n tiragesindependarts
du mémeBrownien geonetrique (I11.16).

{ Pour chaquecouplegenrere (K }; K1), on approche par Monte-Carlo la quartit e

h
gz(X;KiliKiz)z E XYI\T 2_bnY|\}|1 1

i.Z(N 1h P
:K' :KIZ'

Zin 2h  Z(N Dh Y'Zin 2n

Z(N 1h Znh

en utilisant la loi conditionnelle (111.15) et la methode de simulation par inversion
dela fonction derepartition. On obtient alorspour un ertier p su samment grand,

o X . o
gz(x;K'l;K'z)Wil) xF Y(ui Ky _ b F Hu KD KY;

=1

dantes et de m&meloi uniforme sur [0; 1].
{ La fonction f,(x) de nie par (I11.17) estapprocheepar une autre bouclede type
Monte-Carlo :
1 X o
fo(x) w - (K KY) L
i=1
{ Par la relation (111.13), on sait quef,(lpn) = 0.1l sut doncd'utiliser un algo-
rithme de recherche de zerosd'une fonction pour trouver la valeur de by, (citons
par exemplela methode de dichotomie).

Simulation de n; j = 25N

La simulation de b, pourj 2 [2;N] eststrictemert analoguea cellede byy,.
En e et d'apresla relation (111.14), le reely, estun zero de la fonction f; de nie
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par
h Z(N j+1)h
fj(x) = E XY | _by pnY¥ R e
(N )h
Y ZiN is Y ZiN is i
thYr\T ) Z(N_i+hh B _war\T . Z(N_i+hHh 1:
=ker 2N DN = 40

la forme
hn

ZN j+1) h
fi)=E xY{;_bj pn Yy j+l%
(N j)h

By Y, lYI Z(N i+1)h Znh ____;Z(N j+1)h0 1

ZNn bh Zin ph Z(N j)h

i=2

On gerere j n tirages independarts du méme mouvemert Brownien geomnetrique

(111.16), c'est-a-dire n realisations(K 1; K b;:::; Kji) desvariablesaleatoiresindepen-
Z ZIN Dh..... Z(N j+1) h R D
dantes Z(NNhl)h’z(N 2)h"”’m (pouri = 1;:::;n)
Ensuite, on approche la fonction f; (x) par
1 X i [
f,-(x)wﬁ g (KK inKy) L (111.18)
i=1

ou pour tout j comprisertre 2 et N, g; estde nie par

h Z(N j+1)h

Z(N j)h
J i
b Y Yo Zwoeyn  Zn _ K20 0n i 2N Gh
— N 1 7 ] 7 1 7 2 7 ] j
=0 (N i)h (N Dh (N 2)h (N j)h

Cette derniere fonction est approcheede la m&émefacon que g, : on gererejp rea-
lisations de variables aleatoiresindependartes uniformessur [0; 1]. On les note par

fuf;uz ::o;ul;l = 1,000 pg. Puis, par Monte Carlo on ecrit que
o . 1% h i L1 .
g,-(x;K'l;K'z;:::;Kj')WEJ xF Yu;K)) _ by yn F oY K ) K
1=1
Y . Y i
_ b F MU Ky) Ki_  _F '(uhKy) Ky
o=k+1 q=2

89



Chapitrelll Gereralisationdu point de vue de Darling-Liggett-Taylor

Enn par un algorithme de recherche de zerosd'une fonction, on determinely, tel
quef;(hn) = 0, avecf; donneepar (I11.18).

par le strike m du Put Americain Put*™ (S;; m) pour obtenir une appraximation de
la frontiered'arret optimal s (T t).

Pour pouwvoir appliquer la methode de dichotomie par exemple,nousavonsbesoinde
preciserlesbornesertre lesquellesetrouve le zerodela fonction f; . Pour chaquel,
nousavonsdeja une borne superieuredonneepar by; 1y, puisques (T t) = mby
et on sait que la frontiere d'un Put Americain est une fonction decroissate de la
maturit e restarte.

Quarnt ala borne inferieure,nousavons utilise I'approximation de la frontiere d'Al-
legretto, Barone-Adesiet Elliott dansleur article [ABAE95], a laquelle nous avons
soustrait un certain reelpositif assezetit. Cecinousa egalemen permisde com-
parer nosresultats aux leurs.

L'annexe|A| reprend les principales lignes de I'algorithme d'Elliott et de sesco-
auteurs, pour approcher la frontiered'arret optimal d'un Put Americain. Le lecteur
interese estinvite a consulter I'article [ABAE95] et le livre d'Elliott-Kopp [EK99]
pour de plus amplesdetails sur cette methode.

Au voisinagede la maturit e, nous avons consicere les deux estimations analytiques
suivantes commebornesinferieurespossiblesde by, :

1. La premiere est donneepar
r
1

s (jh) _ .
o =1 jhin i

Elle se deduit simplemen de la limite (111.19) lorsque la maturit e restarte
jusqu'a la date d'ecdheancetend vers O (cf. [AS95 BBRS95 Lam95 Vil99,
EKKO02, LV03)) :

jim — g ST Y _ (111.19)

“Tom (T tin 2

m etant le strike du Put Americain.
2. La secondesstimation testeeest de la forme

s (jh) =ep22th (=jh) )
m )
2, 1 2 2 2r
avec ?j h = éln(z k “jh) etk = —. Elle est d0e a Chen-Chadam-
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Approximation nunmeriquede la frontiered'exercice Sectionlll.4

Stamicar [CC03 CCSO0] :

s()eme? " O, (111.20)

2r

avec = —(T t), () In(p4 k? ) lorsque ! Oetk= —.

2
2
[11.4.3 Exemples numeriques

Nousi illustrons ci-dessoushotre methode d'approximation de la frontiere par di e-
rents exemplesnumeriques.Les deux premieres gures 111.4 et 111.5 correspnden
a desmaturit estrespetites (T, = 0:05et T, = 0:01). La premiererepresete le vec-
teur fm:b, ; j = 0;:::;Ng commeunefonction dela maturiterestarte Tt = j:h

et le comparea l'approximation asymptotique de la frontiere Americaine donnee

par (111.19) : r

, . 1
s(jhy=m 1 jhin ih (111.22)
Fig. 111.4 { Represemation de mby ; comme une fonction de T t et compa-
raison avec l'approximation analytique (I11.21), pour r = 0.08 = 0:25T; =

0:05; Nombre de pas = 30.

La deuxieme gure compare plutdt notre methode numerique a lI'approximation
analytique de Chen-Chadam-Stamicardonneepar (I11.20) :

P—— p
s(jhy=mexp( 2 ?h)exp 0:5In(2 k2 ?jh) ; aveck= 2_r2: (111.22)
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Chapitrelll Gereralisationdu point de vue de Darling-Liggett-Taylor

Fig. 111.5 { Represemation de mby ; comme une fonction de T t et compa-
raison avec l'approximation analytique (111.22), pour r = 0:08 = 020 T, =

0:01, Nombre de pas = 40.

Nous pouvons noter a travers cesdeux exemplesque la frontiere mbr ; que nous
construisonsapproche bien les solutions analytiques (111.21) et (111.22).

Quant aux deux dernieres gures [I11.6 et [11.7, elles comparer notre frontiere
mbr « = fmiyy ; j = 0;:::;Ng a celled’Elliott et de sesco-auteurs(voir I'an-
nexelA), pour des maturites plus grandes: Tz = 5 et T, = 10. Ici aussi, notre
appraximation numerigue donne desresultats satisfaisans.

Fig. 111.6 { Represemation de mbr ; comme une fonction de T t et com-

paraison avec l'approximation d'Elliott et al., pour r = 008 = 0:25T; =
5; Nombre de pas = 40.
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Approximation nunmeriquede la frontiered'exercice Sectionlll.4

Fig. 111.7 { Represemation de mbr ; comme une fonction de T t et com-

paraison avec l'approximation d'Elliott et al., pour r = 008 = 0:25T, =
10, Nombre de pas = 50.

Signalonsen n que notre appraximation numerique pourra €tre compareea d'autres
methodes numeriquesde calcul de la frontiere Americaine et amelioree en conse-
qguence.

Le but de cette sectionn'est pasvraiment de trouver une solution aboutie en toute
gereralite, mais plutdt d'amorcerla re exion sur la possibilite d'approcher la fron-
tierevia la decompsition Max-Plus.
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Chapitre IV

Existence de la
decomposition Max-Plus
des surmartingales

Resume

Ce chapitre a pour objectif d'etablir I'existencede la decompsition dessurmartin-
galesdansl'algebreMax-Plus, en utilisant essetiellemernt destechniquessimplesde
dualite corvexe.

Pour cela, nousintroduisonsune famille convexe d'enveloppes de Snell indexee par
un parametre reelm et nousetudionssesproprietesentant quefonction dem. Puis,
nousconsiceronsdesproblemesd'arret optimal assaiesa cette famille d'enveloppes
de Snell et nous montrons que la decomposition des surmartingales(D)-regulieres
(quasi-coriinues a gaude, de la classe(D)) est etroitemert lieea la resolution de
tels problemes.

L'etape suivante est d'utiliser notre theoremede decompsition Max-Plus pour ge-
neraliserlesresultatsdu chapitre 11 sur lesCalls Americains.Lessous-jacets consi-
deresne sort plus forcemen dessurmartingalesmais desprocessusgyeneraux (D)-
reguliers.

En n, nousreconsicronslesdi erertes etapesde la decompsition Max-Plus dans
un cadre Markovien, an de mettre en evidencel'aspect Markovien des processus
impliques.
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ChapitrelV Existencale la decommsition Max-Plusdessurmatingales

V.1 Intro duction

Ce chapitre a pour objectif d'etablir I'existencede la decompsition dessurmartin-
galesdansl'algebreMax-Plus. Pour cela,nousallonsutiliser desmethodesde dualite
corvexequi s'averert trese caces pour ce genrede probleme.

Dans notre cortexte, Whittle etait le premier a introduire dans son papier [Whi80]
une famille corvexede problemesd'arrets optimaux, en vue de resoudrele probleme
du bandit. Depuis, la m&meidee a ete exploitee par d'autres auteurs, comme El
Karoui-Karatzas [KK95] pour le probleme du bandit, Bank-El Karoui [BKO4] ou
encore El Karoui-Fellmer [KIO5] pour obtenir une represemation non-lineaire de
processugyeneraux (voir la remarquelll.10 et la sectionlV.6).

V.2 Apercu desprincipaux resultats sur les problemes
de temps d'arrét

En gereral, tout processusX quenousconsicereronsdansla suite estde ni sur[0; ]
et suppose adapte, cadlag.

Lorsqu'ontravaille, entheoriegeneraledesprocessussur I'ensenble detemps|[0; 1 ],
il est d'usagedintroduire un \deuxiemein ni" permettant aux temps d'arrét de
s'evanouir. Or commed'habitude, un tempsd‘arrét peut prendredesvaleursin nies,
donc an d'eviter toute confusionavec I'horizon , nous utilisons la notation 1 *
pour designeresvaleursin nies destempsd'arret. Par convertion, tous lesprocessus
sort nuls a cet instant.

La famille destempsd'arret ( nis ounon) estnoteepar T, et pour tout tempsd‘arrét
S, Ts estl'ensenble destempsd'arret posterieursaS: Ts=f >S; 2Tg.

Tout processusadapte X, pour lequella famille f X 1 g ,r estuniformemen inte-
grable, est de la classe(D). Il s'agit enfait d'une condition necessaireet su san te
pour que X soitdela classgD). Elle estdoncequivalerte ala caracterisationdonnee
au chapitre 11}, sectionlll! (cf. [KS91]).

Comme nous allons essetiellemert travailler avec destemps d'arret, les criteres
suivants sort tresutiles pour montrer la regularite destrajectoires (cf. [DM87, th.
48-49]).
Un processusoptionnel X de la classe(D) est cortinu a droite (X = X*) si
et seulemehsiE X ;1 <1+ ! E X 1.5+ , pourtoute suite decroissantede

tempsdarrét o T.,avec =limpy o p.S.
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Apercu desprincipauxresultatssur les problemesde tempsd'arréet SectionlV.2

Pour la regularite a gaude, nous devons etre plus precis.Un processusX de la
classe(D) estdit quasi-cotinu agaudhesiE X  1oc <1+ ! E X Loc <1+,
pour toute suite strictement croissantede temps d'arrét avec

=lim,;, "™ ,p.Ss. estdit previsible.
Rappelonsci-dessouda de nition d'un tempsd'arrét previsible.

n n>0’

De nition V.1

Un tempsd'arrét estdit previsible s'il existeune suite de tempsd'arrét ( )
veri ant les conditions suivantes:

(@) ( ) estcroissanteet admet pour limite,

(b) < surlensemblef > Og pour tout n.

Dans ces conditions, on dit quela suite ( ,) annone

Danscecas,le processusX estlimit e a gaude, aveccommeprocessugleslimites
a gaude X , (cf. [DM87], th 48-49,p.120) et pour tout temps d'arret previsible
annone par une suite ( ),

EX 10< <1t :E |||]r:nxn10< n<l+
nt

CommeX estdela classe(D), nouspouvons passera la limite sousle signeE et
E |Imxnlo< |,]<:|_+ = Ilm Exnlo< |,]<:|_+ :EX 10< <1+ ,
n!l n!l

ou la derniere egalite decoulede la quasi-cotinuite a gaude de X . Ainsi pour
tout tempsd'arrét previsible ,

E X 10< <1+ = E X 10< <1+ . (IV.l)

En depit de cette egalite, les processusX et X sort di ererts en gereral et X
n'est donc pas cortinu a gaude. La raison principale est que X est previsible
tandis que X est optionnel. Le problemedispardt en introduisart la projection
previsible X (P de X, caracteriseepar l'identit e

x(p)lf <1+g = E[X 1; <1+ng I;
pour tout tempsd'arret previsible , avecla convertion Fy = Fq. Ainsi,
EX 1oc <1+ =EX®PLoe 3+ =E X Loc <1+ ;

et les deux processugprevisiblesX et X (P sort indistinguables (la preuve que
nousdonnonsci-apresest tir eede I'ouvrage [DM87] de Dellacherie-Meyer).
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ChapitrelV Existencale la decommsition Max-Plusdessurmatingales

Preuve.
Soit un temps d'arret previsible borne et strictemert positif, annone par une
suite ( n). SgitA 2 F  ;@ppliquons(1V.1) aux tempsdarrét Tp = i, nla+ 1ac,
il vient que , X dP = , X dP, etdonc

X =EX]JF ] p.s.

Mais d'autre part, on a X ® = E[X jF ] p.s., donc l'unicit e de la projection
previsible ertra™e que les processusgpr evisibles X et X (P sort indistinguables.

Dans ce qui suit, un processusxX quasi-cotinu a gaude, appartenart a la classe
Xp (desprocessusadlag de la classe(D)), seradit (D)-regulier.
{ Touteslesmartingalesde la classe(D) sort (D)-regulieres
{ Tout processusprevisible croissam A assaie a la decompsition Doob-Meyer
d'une surmartingale (D)-reguliere Z estcortinu, puisqu'il veri e I'egalite suivante
EA1.,+ =EA 1.4+
pour tout temps d'arret previsible .

Le lemmesuivant porte sur lestransformationscorvexesde processuguasi-cotin us
a gaude, et nousseratresutile dansla suite.

Lemme V.1
Si X X () alors pour toute fonction continue convexe' , nous avons

LX) 6 (X))

En particulier pour tout reelm, X _m6 (X _m)®,

Preuve - IV.1 -
Pour tout temps d'arret previsible , nousavons

E'(X )1+ =E'"X™M1_,+. =E"' EIXjF 114
6EE'(X)F 1<+ =E"'"(X)loy+ =E"(X)P1 4+ ;

ou l'in egalite decoulede la corvexite de’
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Unefamille convexede surmatingales SectionlV.3

V.3 Une famille convexe de surmartingales

Soit Z = (Z;;t 2 [0; ]) une surmartingale (D)-reguliere. Introduisons|'enveloppe
de SnellZ.(m) = (Zy(m);t2[0; ))deZ_m= (Z;_m;t2]0; ]), c'esta-dire la
plus petite surmartingale cadlag qui majore Z _ m, indexee par le parametre reel
m. On seproposed'etudier les proprietesde cette famille de surmartingalesen tant
gue fonction du parametre m. La propriete cle estla cornvexite par rapport a m de
ce champ aleatoire.

La caracterisationdualede Z.(m) estbien conrue: pour tout tempsd'arrétS 2 T, ,
Zs(m) estdela forme

Zs(m) = esssup E Z _mjFs ; (IvV.2)
2Ts.

ou Ts. designela collection desF -tempsd'arrét a valeursdans[S; ].
Par ailleurs, les obsenations suivantes nous serort utiles.

SiZ estunemartingale M, alorsM _ m estune sous-martingaleet il n'est jamais
optimal de s'arréter avant la maturit e. Ainsi M.(m) est une martingale et

Ms(m)=E M _mFs: (IV.3)

LorsqueZ estune surmartingale (D)-reguliere et donc de la classe(D), il existe
deux martingales uniformemern integrablesU et V tellesqueU 6 Z 6 V. Ainsi
I'enveloppe de Snell Z.(m) appartiernt a la classe(D) et

EU mFs 6 Zs(m)6 EV _mFg:

Lesproprietesprincipalesde (Zs(m))szt, reposen essetiellemert sur desproprie-
teslieesal'enveloppe de Snellet ala theoried'arrét optimal. La proposition suivante
preciseles regularites de cette famille parametrisee de surmartingalespar rapport
au parametre m.

Proposition 1V.2

{ Il existe une version reguliere 1-Lipschitzienne du champ aleatoire (S;m) 7!
Zs(m), telle quem 7! Zs(m) est convexecroissanteet m 7! Zs(m) m est
convexedecmissante.De plus, pour toute variable aleatoire s Fs-mesumble,

Zs( s)=esssupsg ¢ EZ _ sjFs 2 Ts :
{ La frontiere m estabsorlante pour le processusZ.(m). En particulier, si
s(m) = infft 2 [S; ]; Z«(m)=mg; (=17 sifg=;);

alors sur I'ensemblef s(m) 6 g, Zy(m) = m pour tout U 2 [ s(m); ].
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ChapitrelV Existencale la decommsition Max-Plusdessurmatingales

Preuve - IV.2 -

{ Obsernwnsd'abord quesi (&)i2; et (k)2 sort deux familles borneesde nombres
reels,

supa; suph 6 sup & suph 6 sup(a; h);
i21 j2l i21 j21 i21
et sup, & sup, b 6 sup, ja hj. Ainsi, commela fonction m 7! x _ m
est 1-Lipsditzienne,
jZs(m)  Zs(m9j 6 jm mq:
Nous pouvons alors de nir le champ aleatoire regulier (Z,(m); m 2 Q) et realiser
une extensioncortiinue enm de Q dansR.

L'etape suivante est de remplacerm par une F s-variable aleatoire minoreeet de
morntrer ensuite que nousavons encore:

Zt( s)=essupE Z _ gjFr; T2Ts. p.S.
>T

Il est d'abord a noter que les proprietes essetielles de (Zs(m))s2r,, decoulet
du fait que pour tout temps darret T, la famille fE Z _ mjF+ ; > Tg est
Itran te croissaite. En e et soiert ; et , deux tempsdarrét > T, et posons
U=EZ,_mjFr (i=12);il vient

U U=EZg_mjFr; ou R= ; siU>U,; R= , siU < U:
Il enresulteen particulier pour tout tempsd'arrét S6 T,

E esssup E(Z _mjFt)jFs = esssup E Z _mjFs; p.s.
2T+, 2T+,

c'esta-dire
E Zr(m)jFs =esssup EZ _mjFs; p.s. (IvV.4)
2T,

De nissonsa presen, pour toute variable aleatoireetagee s = 1a,m;, avec(A;)
une partition Fg-mesurablede

B:( s)=essupE Z _ sjFr; T2Ts, p.s.
>T

An dutiliser la propriete (IV.4), de nissonsun nouveautemps d'arrét S,, qui
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Unefamille convexede surmatingales SectionlV.3

vaut S sur Aj et sur AP, Il vient

1n, Bs( s) = 1aE Bs, ( s)iFs
= 1laesssup 1y E Z _mijFs +1acE Z _ sfFs
>Sa,
= 1Ai essup E Z2 _ SjFS
>S

+1,E(Z _mi  Z _myjFs
= 1AiE Z _mijFS
+1p,essSUp E Z _m; E Z _mjjF jFs

>Sh,

1a,€sSSup E Z _mijFs = 1a,Zs(m;) p.s.

>Sh,
Cecierntra™e doncque Bs( s) = Zs(m;) sur I'ensenble A;, et par suite

Es( s)= 1aZs(m)=Zs( s); p.s.
Le mémeargumert peut s'appliquera tout tempsd'arrét T > S pour obtenir

Z1( s)= Zr( s)=essupE[Z _ sjFt]; pourtout T 2 Ts. :
>T

Gracea la propriete de Lipschitz, cette formule peut s'etendre par cortinuite a
toute variable aleatoire F s-mesurableminoree.

{ Une propriete classiquedessurmartingalespositivesestque 0 estabsorbarn. L'ap-
plication de ceresultat a la surmartingale positive Z.(m) m permetd'obtenir le
resultat souhaite.

La mémepropriete restevalable lorsquem estremplace par une variable aleatoire
Fs-mesurable s.

IV.3.1 Temps d'arrét optimaux

Dans cette section,nousexposonsbrievemen quelquesproprietesbasiquesrelatives
alatheoried'arret optimal (voir [Kar81, KS9§ pour un deweloppemert plus gereral),
en insistart notammert sur le lien ertre I'enveloppe de Snell et les temps d'arrét
optimaux. Lesresultats s'exprimert directemen entermesdesprocessu<Z.(m).

On cherche a maximiser E[Z _ m] lorsque parcourt la classede tous les temps
darret dansTo, . Un tempsdarrét  tel queE[Z _ m] = sup ,r, E[Z _ m]est
dit optimal.
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ChapitrelV Existencale la decommsition Max-Plusdessurmatingales

Le critered'optimalit e suivant met en evidencele rdle joue par I'enveloppe de Snell.

Proposition 1V.3
Une condition neessaie et su sante pour qu'un tempsd'arrét soit optimal est
quelon ait Z (m)=Z _ m p.s., et queZ;» (M) soit une martingale.

Preuve - IV.3 -
La surmartingalecadlag Z;(m) appartenart ala classgD), Z;~ (m) estune martin-
galesi et seulemen si E[Z (m)] = E[Zo(m)]. D'autre part, pour tout temps d'arrét

Z m62Z(m) ; E[Z (m)]6 E[Zo(m)]= sup E[Zs_ m]:
Ainsi, S2To;

estoptimal () E[Z _ m]= E[Zy(m)]
() E[Z _m]=E[Z (m)] = E[Zo(m)]
() Z _m=2Z (m)ps.etE[Z (m)]= E[Zo(m)]:

Theoreme 1V.4
SupmsonsqueZ estune surmartingale (D)-reguliere. Nous avonsalors

1. Z.(m) estune surmartingale (D)-reguliere.
2. Posons

Ts(m) = infft 2 [S; ]; Z¢(m)=Z;,g;, =17 silensembleestvide
Le tempsd'arret Ts(m)~  estun tempsd'arrét optimal :
Zs(m) = E sup Zrgmyr ;M jFs; €t Zrgmys (M) = SUp Zrgmyr ;M ;

mais le plus petit tempsd'arret optimal est 'bs(m) = Ts(m) ™ s(m).
3. La famillem 7! Tg(m)~ estcroissanteet continue a gauche.
Remarque IV.5

La preuvede la continuite a gauchede la famille m 7! Ts(m) A estla partie la
plus techniquedu travail. Elle peut &tre omise dansune premiere lecture.
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Unefamille convexede surmatingales SectionlV.3

Preuve - IV.5 -

1. Si la surmartingale Z est cortinue (dans le casd'une lItration Brownienne
par exemple),le processuZ _ m estegalemenh cortinu, et la theorieclassique
peut s'appliquer pour expliquer la premiere partie du theoreme (voir [KK95]).
Dansle casgereral ou la surmartingale Z est quasi-cotinue a gaude, le pro-
cessusZ _ m est seulemenh quasi-cotinu superieuremen a gaude, puisque
d'apreslelemmélV.1,Z _m6 (Z_m)® . Autrement dit, entermesdetemps
d'arret, pour toute suite croissate de temps darrét S, " S,
limyy, E Zs,_m 6 E Zs_ m (cf. la seconderemarque preliminaire de
la sectionlV.2).

Pour conclure, nous dewons utiliser des resultats generaux sur les problemes
d'arret optimal ; en particulier, le resultat desire decouleimmediatemen du
theoreme?2.43,p. 142dans[Kar81].

2. Obsenonsd'abord que
ZTs(m)" (m) = ZTs(m)(m)lng(m)G gt sup(Z ;m)lfTS(m):l *g
= Zrg(m)Lits(ms g+ SUPEZ ;M) Lirg(my=1 + g

Or sur l'ensenble fTs(m) 6 ¢, Zrg@my(m) = Zygmy > m et donc
Z1gmyr (M) = SUP Zygmy~ ;M .
Il restea obsener que
Zig(my)(M) = Z g (myr (15 (my~ (M)
SUP(Z1s(m)» s M)Litg(m)n 6 s(myg T Mt g(m)<Ts(m) ¢

Ensuite, commem est absorbar sur lI'ensenble f g(m) < Ts(m) " g,
Z1gmys (M) = m = sup(Zygm)~ ; M):
Nous obtenonsdonc nalement
Zi (my(M) = Zrg@mr (M) = SUNZ15(m)~ ;M)

et Zs(m) = E Zy (M)jFs = E SUp Zrgmy ;M jFs , puisquePs(m) est
un temps d'arrét optimal.

3. Croissance Soiert m; et m, deux reelstels quem; 6 m,. Si Tg(my) = il
endecouleimmediatemen que Ts(m;) 6 Ts(m,). Sinon, nousdeduisonsde la
propriete de croissancede m 7! Zs(m) que

Z1g(my)(M1) 6 Z1g(my)(M2) = Z1g(m,) P-S:
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Ceci implique donc que Ts(my) 6 Ts(my), puisque Ts(m;) est le premier

tempsdarrét U apresS ou Zy(my) = Zy.

Continuite a gaude: Soit > 0. Commem 7! Z,(m) est Lipschitzienne et

cortinue achaqueinstant U> S, Zy(m )! Zy(m) p.s.etdansL?, lorsque
#0.

PosonsTg := Ts(m ), Ts := Ts(m) et Ts := lim " Ts(m ). Nous

speci ons la partie previsibIeTép) de Ts commele tempsd'arrét de ni par

TP =Ts sur Hy =f1;Tg™ Ts g =1° sinon
T =Ts sur Hy,

C

=fl;9 Tg=Ts g, =17 sinon

Ainsi Ts = inf T, 7 .
Nouspouvonsdonnerunedescriptionprecisedela limite desdi ererts termes:

(@ sur Hy S, lmZys (m )= Zr ~ (m). Deplus,

{ SiTs 6 ,alorsTg6 etZy. =Zr,>m tend versZy_ > m.

{ SiTs = 17, alorsil existe tel queTg = 1" et Zy~ (m ) =
sup(Z ;m ).

Ainsi danslesdeuxcas,Zr, ~ (M) = sup Z7_ ~ ;m . On en deduit aise-

mert queTs (m) = Ts(m) sur Hy, °

(b) sur Hy_, grace a la monotonicite stricte de la suite Ts, TS 6 , et
lim, ¢Zr~ (M )= ZT(p) (m). D'autre part, Zr_(m ) = Zy_ puisque
S

Ts 6 p.s.Parsuite, lim, ¢Zr~ (m )= Ilim, oZ7, = ZT(p) .
S

CommeTép) est previsible sur H;_, et gracea la quasi-cotinuite a gaude
de Z et de Z.(m), il vient
Zyw (M) = ziZ{))(m) =Zip = z® = E ZwiF

T(p)

(p)
s Ts

Ainsi sur l'ensenble Hy_, Z.(»(M) = Z.» p.set Tép) = Tg = Ts(m),
S S

puisqueTs(m) estle plus petit tempsd'arrét U apresS veriant Zy(m) =
Zy.
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Remarque V.6

Sila surmartingaleZ n'est pasquasi-ontinue a gauche|l a ete demontre dans[Kar81]
gu'il peuty avoir une perte d'optimalite dansle problemed'arr &t optimal du proces-
susZ _m. Plus precissment,le candidat a €tre un tempsd'arr €t optimal estl'instant
bs(m) tel que

bs(m) ;= infft>S; Z(m)=2Z,_m ou Z, (m) =2, _mg”

Il est possibled'adapter la preuve precedenteen intr oduisant les deux familles de
tempsd'arret €(m) = infft > S;Z;,(m) = m ou Z, (m) = mg et Fs(m) = infft >
S;Zi(m)=Z,ouZ, (m) = Z 0.

IV.4  Analyse convexe et caracterisation de la decom-
position Max-Plus de Z

Dans ce qui suit, la surmartingale Z est supposee (D)-reguliere. Nous travaillons
encoreavec la version 1-Lipsditzienne du champ aleatoirem 7! Z.(m). Gracea la
cornvexite et a la monotonicitedem 7! Z. _m, le champ aleatoire Z.(m) herite des
meémesproprietes. En particulier, il est possiblede caracteriserla deriveea gaute
de Zs(m) par rapport a m.

On peut trouver des ideessimilaires dans l'article [KK95] de N. El Karoui et I.

Karatzas. Consicerarnt certainesproprietes(par rapport a K) d'une famille corvexe
de Puts Americains,ils donnert en e et une represemation de la prime d'exercice
anticiped'un Put Americaindestrikedonne K > 0, surun horizon ni. Ladi erence
majeure dans notre cortexte est que le prix du sous-jaceh est une surmartingale
non obligatoiremen cortinue, mais seulemen cortinue en esgerance par rapport

aux temps d'arret. Le theoremede represemation d'un processugjuelconqueX de
la classe(D), etabli par P. Bank et N. El Karoui [BK0O4] est egalemen tresproche
de cepoint de vue.

Proposition 1V.7 (Representation Statique de Z{(m))
Fixons S dansT, etconsiderons s( ) l'inverse a gauchea l'instant de l'appli-
cation m 7! Tg(m), oum2 R :

s( ):=supm; Ts(m) 6 g; ave la notation conventionnele supf;g = 1
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(@) La fonction convexem 7! Zs(m) admetune derivee a gaucheveri ant

st(m)

an PZ <m;Ts(m)=1"%jFg (IV.5)

=P Z <m; g()<mjFsg =1+ %Cém(zim); p.S.

(b) Pour tout reelm,

Zs(m)=E s()_Z _mjfs; et Zs=2Zs(1 )=E s()_ZjFs p.s.

Ce resultat est intimemert lie aux \th eoremesd'enveloppe traditionnels” qui ont
pour objectif de decrire commert la valeur d'un problemed'optimisation changeen
fonction desparametresdu probleme.Plus preciemen un theoremed'enveloppe est
un principe general qui fournit desconditions su san tes assuran la di ereniabilit e
par rapport au parametre, de la valeur d'un probleme d'optimisation parametrise.
Il donneegalemenh une formule pour la derivee.

Ce principe est tres utile en economie.Supposonspar exemple que I'on cherce
a predire commen une legere haussedu prix de l'un desinputs d'une ertreprise
impacte sespro ts. Ce problemepeut para'tre complique au premier abord puisque
I'entreprise peut choisir de modi er la quartit e d'input lorsque son prix varie. On
pourrait supposerque l'unique facon d'aborder ce problemeserait de consicerer la
fonction de production de I'entreprise, de determiner la nouvelle quartit e optimale
d'input et de calculer les pro ts dans la nouwelle situation. Cependart, grace au
theoremede I'enveloppe, le problemedevient tressimple. On a juste a determiner
la quartit e d'input actuellemen utilisee par I'entreprise et a la multiplier par la
variation du prix.

Lorsque la variation du prix est importante, le theoreme de I'enveloppe ne peut
plus s'appliquer directemen puisquela deriveede la fonction de prot n'est plus un
indicateur s0r de la variation totale de pro t.

Nousrernvoyonsle lecteur interesg a l'article [Mil99] pour une revue destheoremes
d'enveloppe.

Preuve - IV.7 -
(@) La preuve estbasesur l'optimalit ede Ts(m)”~ et sur lesinegalitescornvexes

classiques

Nousavonsene et :
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L'ensenble f Zr,(m)» < mg joue un rdle cle. Pour pouvoir I'exprimer autremert,
nousexploitonsle fait quesur I'ensenble f Ts(m) 6 0, Z1g(m) = Zrg(m)(mM) > m.
Il enresulte aussitit que

fZrgmyp <mg=fZ <m; Ts(m)=1"g:
Les obsenations precedertes ertra™ert la serie d'inegalitessuivante :

Zs(m) Zs(m )6 E[suplrsmyr ;M)  SUP(Zrgmyr ;M )jFs]
6 P ZTS(m)/\ < mJFS
= PZ <m;Ts(m=1"%Fs:

Maintenant pour obtenir une borne inferieure, nous exploitons I'optimalit e de
Ts(m )~

Zs(m) Zs(m ) > E sup(Ztgm )y ;M) SUprgm y» ;M )jFs
> P Zrgm y» <m  jFs
= PZ <m ,Ts(m ):1+ng:

Commela suite (Ts(m)), estcroissare et cortinue a gaude,

Ii#rQP Z<m ;Ts(m )=1%Fs 6 PZ <m;Ts(m)=1"jFs: (IV.6)

Cependart fTs(m) = 1 *g=\ fTs(m )= 1 *g puisquesur I'ensenble H,_,
Ts(m) = limTs(m )6 etsur Hyg ° il existe tel queTs(m )= Ts(m).
Ainsi, fTs(m) = 1 " g ne peut pasetre atteint par dessuitesfTs(m )6 get
I'in egalite dans (IV.6) estune vraie egalite. Il en decoule nalement que

%Zs(m)

Ii#ngPZ <m ;Ts(m )=1"%jFsg

=P Z <m;T5(m):l+jF5:

(b) Nouscherchons maintenarnt areintegreran de deriver une represemation ex-
plicite de Zs(m). Pour ce faire, nous avons besoin d'exprimer plus simplemert
I'evenemen f Ts(m) = 1 * g enfonction de m.

Notonsquefm; Ts(m) 6 gestun intervalle ferme adroite par s( ), egalemenh
de ni par

s()=supm; Ts(m)6 g (= 1 sifg=;):
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Il enresulteque

%Zs(m):PZ <m;m> g()jFs =P m> g()_Z|jFs:

Il nousfaut ensuite desconditions aux bords. Comme

Zs(m) m=esssupE (Z m)'jFs;
2Ts;
nous pouvons utiliser (IV.3) pour montrer que si la surmartingale Z est dominee
par la martingale V,

06 limp+1 (Zs(m) m)6 limys1 E(V m)'jFs =0
et Zs(m) m peut donc s'ecrire sousforme d'integrale:

Z ., @
Zs(m) m= —(Zs() )d:
m @
Il esta noterici quenousne pouvonspasdirectemen reintegrer%zs(m), puisque
la limite de Zs(m) lorsquem tend vers 1  estegalea Zs qui estinconrue.
Ensuite d'apres!'equation (IV.5),
Z,,
Zs(m) m = P 5()_2 > ]FS d:
m
L'application du theoreme de Fubini conditionnel permet d'obtenir les egalites
suivantes :
hZ +1 i .
Zs(m) m=E lf s() .z > gd FS = E S()_Z m jFS;

m

etZS(m):E 5()_2 _ijs.

Faisonsmaintenant tendre m vers 1 et appliquonsle theoremede convergence
monotone. Il vient
lim Zs(m):ZS(l ):E lim S()_Z_ijS = E S()_ZjFS:
m# 1 m#1

Par ailleurs, la suite (Ts(m))m decrdt versTS (1 ), et par cortinuite a droite de
Z, Zygmy» _mtendversZ., . . Parletheoremede Lebesgue,

Zs 6 mILr[l Zs(m) = mILr{l E sup(Ztgm)» s M)jFs

= E Ilim sup(Zrgmy» ;M)jFs = E Zrg(1 )+~ jJFs 6 Zs; p.s

m#1
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ou la derniere inegalite decouledu fait que Ts(1 )™~ estun temps d'arrét
posterieura S et Z estune surmartingale.
Il enresulteaussibt queZs = Zs(1 )=E s()_Z jFs.

La proposition precderie donneunerepresemation statiqguedeZ;(m) (t x e). Nous

allons exploiter ci-apresla structure dynamiquede I'enveloppe de Snell Z;(m);t >
0 an dededuireune represemation exhibart la dependancede (( ) par rapport
a t. Pour ce faire, nous allons employer destechniques lieesaux changemeis de
variablesdansR, que nousrappelonsdansle lemmesuivarnt :

Lemme V.8
Posons

t( ):=supfm; Ty(m) 6 @ 2[t; ]; = 1 silensembleestvide.

Alors () denit linverse continu a droite de la fonction croissante, continue a
gauchem 7! Ty(m). En d'autrestermes,

Ti(m6 () m6 () 8 21t I

Notonsici que puisquelesinegalitessort larges, (( ) represere l'inversea droite
du processuscortinu a gaudie m 7! Ty(m). Destravaux anterieurs sur le change-
ment de temps [KW77] montrent quele processus 7! ( ) estcortinu a droite.
Obsenons que le caspresen estdi erert descasusuels,ou nous consiceronsplu-
tdt desinversesa droite de processuscortinus a droite, et ou les inegalites sort
par congquen strictes. Le lecteur interesg pourra consulterl'article de El Karoui-
Weindenfeld[KW77] pour de plus amplesdetails sur la theorie du changemen de
temps.

Le theoremesuivant represete le processusroissamn f ( ); t6 6 gentermes
d'un processudde running suprenum et donne une forme explicite a la martingale
M dela decompsition Max-Plus de Z.

Theoreme IV.9
Soit L une variable aleatoire F-mesumlble de nie par

Ly :=supfm 2 Q; Z(m) = Z;g

=supfm2 Q; Ty(m)=tg = 1 silensembleestvide.

Soit L, le running supemumde L sur [t; ] (t 6 6 ), cestadirelL, =
SUpgss Ls. Nousavonsalors
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@ L, = ¢« )pourtout 21t JetZy(m)=E L, _Z _mjF,.
(b) 7'L, estoontinue a droite pour tout 2 [t; [.

(c) Leprocessus M . deni par
Mt:ELO;_Zth:Zt LO;t >Zt:Zt(1 ), 0616

estla martingale M de la decomposition Max-Plus de Z, puisquele processus
croissant (L) satisfait a la condition de at-o

z

Mt Zt dLO;t =0 p.S.
[0; ]

Preuve - IV.9 -

(&) Tout d'abord, notons que la croissanceet la cortinuite de la fonction m 7!
Zi(m) impliquent que L. estl'extremite droite de l'intervalle ferme f m; Z;(m) =
Z:Q.

Notons ensuiteque pour 6 , Ty(m) 6 , si et seulemensi, il existes 2 [t; ]
tel que Zs(m) = Zs, ou encorede maniere equivalerte L > m. Ceciconduit a la
serie d'egalitessuivante :

\

th(m) = tg Tt(m) 6t+

0

9s2 [t;t+ ];Ls>m = limsupL;> m :
>0 SHt

Cependart, comme Ty(m) = t si et seulemeh si Ly > m, il en resulte imme-
diatemert que L; = limsupL; et L; est semi-coinu superieuremen a droite.
Ainsi

Ti(m)6 () 9s2t |, m6Ls () m6L, :
Cette derniere equivalenceconjointemert avecle lemme preceden implique aise-

mert quel, = ( ) pourtout 2 [t; ]. De plus gracea la proposition V.7,
Zt(m) =E Lt; _Z _ijt .

(b) 1l s'agit d'une conegquenceimmediate de (a) et de la cortinuite a droite de

70 ().
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(c) (Loy)t=0 estevidemmen un processusroissan. Consideronsun temps d'arrét
S corresmndart a un point de croissancede L.
-SiS< il verie necessairemédnsupyss Lt = SUpsgis Lt, d'Ou

Ms=E suplLy_ ZjFs =E suplLi_ ZjFs =Zs:
06 t6 S6t6

-SiS = , nousavons Los < Ls, sinon le processuscroissam ne pourrait pas
sauteren .OrL =Z etM =1, _L, il en resulte immediatemen que
M = Z etlaconditionde at-0 estbienveri ee.Ceciertra™mne immediatemer,
auvu du theoremel .8, l'unicit e de la martingale dansla decompsition Max-Plus
Ms=2Zs Lyg,ouSverie Ls= Lgs.

La proposition 1V.7] et le theoremellV.9] permettert d'etudier la regularite de la
derivee de la fonction valeur CA™(Z; m) par rapport au strike m. Nous disonsqu'il
y a\smo oth-t" si les deux deriveescencidert a la frontiere d'arret optimal de-
termineepar m = Ls = supfm; C£™(Z;m) = Zs mg. Le corollaire suivant decrit
completemert les sautsde la deriveea droite a la frontiere et etablit les conditions
souslesquellede\smooth-t" a lieu.

Corollaire IV.10 (Princip e de smooth- t)
1. Les deriveesa gaucheet a droite du prix du Call Americain C5™(Z; m) par
rapprt a m ont pour expression

8 canzimy= PR _Lo > miFal
%c@m(z;mp P[Z _Lg > mjFs] ps.

2. La derivee a gaucheest presquesirement continue a la frontierem = Lg :
@ Am . — @ — .
@CS (Z;m) T @(ZS m) e 1

3. La deriveea droite n'est pas continue a la frontiere si
P[Z _Ls =LsjFs]=P[L6 Ls; 8t2[S; ]jFs]> O: (IV.7)

Ainsi le principe de smmth-t n'a paslieu si la fonction de repartition condi-
tionnelledeZ _ Lg sauteau point Ls.
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Preuve - IV.10 -
La formule de la deriveea gaude du prix du Call decouleimmediatemen de la pro-
position|IV.7. Quart a l'expressionde la deriveea droite, elle resultede la corvexite

de la fonction m 7! Zg(m), qui ertra’™me que %Zs(m) = Iigg %Zs(m + ).
On en deduit alors que

%Cﬁm(z;m): Iigg P[Z _Ls >m+ jFs]= P[Z _Lg > mjFg]

Il estinteressah de noter que lorsque le sous-jaceh Z ewlue selonun processus
de Levy multiplicatif positif, le principe de smooth-t que nousavonsde ni ici est
equivalert au principe\classique rencortr e habituellement dans le cortexte des
Puts Americains (voir [AKO5, Theoreme6]). En e et, d'apresl|'equation (I11.7), les
prix de Calls Americainssort transformesen prix de Puts Americains\classiques"
avec coe cient d'actualisation, en ethangean simplemen le strike et le prix spot
du sous-jacenh:

11
Zo, m
Ainsi tout point m de notre fronti erecorrespnd a un point x de la frontieredu Put
Americain tel queL(x) = bx= m.

C&™(Z; m) = mZyPutfy™ = Put{™(m; Zo):

Remarque V.11
Rappelonsquele tempsd'arrét Ts(m)” estoptimal, tandis queTs(m) ne I'est pas.
De plus, le plus petit tempsd'arr &t optimal est

Ps(m) = Ts(m)~ s(m);

ou s(m) estde ni comme etant le premier tempsd'arrét apres S ou Z.(m) vaut
m.
La fonction m 7! s(m) estdecroissante,de domainee e ctif

Doms := fm; s(m)6 g=[Ks ;+1];
ou Ks. estla plus petite valeur de m pour laquele Zs(m) m = 0. Autrementdit,
Ks; = Fs essupZg = esdnffYsjYs2 Fs;Ys> Zg p.sg

Observonsgue

1Le principe de smooth-t usuel etablit que le point d'arret optimal b, qui separela regionde
cortinuation Cde la regiond'arret D dansle problemed'arret optimal V(x) = sup ExG(X ), est
caracterise par le fait que VYb) existe et vaut GYb).
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{ SiSetT sontdeuxtempsdarréttelsqueS6 T, alorsKs. > K. .
En e et, commetoute variable Ft-mesumlble est F s-mesum@ble, nous avons

Ks, =esdnffY 2 Fs)Y > Z5 > Z;. p.sg
> esanffY 2 Fr)Y > Z;. psg= Ky, :

{ Pour tout tempsdarretU > S, Zs(Ks. ) = Zy(Ks: ) = Ks. ; p.s.

IV.5 Decomposition Max-Plus et options Americaines

Contrairement a cequ'il est possibled'obtenir dansun cortexte d'evaluation d'op-
tions de type Europeen,il n'existe pasde formule analytique simple pour ewaluer les
options Americaines,mémesi la volatilit e du sous-jacet est supposeconstarte. La
possibilite d'exercicepremature qu'o re cetype de cortrat compliqueconsicerable-
mert son evaluation.

Dans le chapitre [I11, nous avonstrait e le problemede trouver un temps d'arrét op-
timal a un Call Americain ecrit sur un sous-jaceh surmartingale de classe(D).
Nous allons nous interesserici a des Calls Americains plus gereraux sansfacteur
d'actualisation, ecrits sur un sous-jaceh Y (D)-regulier, mais non forcemen une
surmartingale. Nousnotonspar ZY I'enveloppe de Snellde Y, qui de nit egalemen
un processugD)-regulier selon[Kar81, KS91].

Theoreme 1V.12
Soit Y un processug(D)-regulier,ZY I'envelopge de Snel deY et CA™(Y; m) le prix
d'un Call Americain donne, a chaquetempsd'arrétS6 , par

CE&™(Y;m) = esssup.sE (Y m)*jFs:
1. Les Calls Americains resggctivement ecrits sur Y et Z" ont le mémeprix :
CE™(Y;m) = CE™(ZY; m):

2. Soit L? un processusindice dansla decomposition Max-PlusdeZY. Le temps
darret TZ(m)~ = infft> S; L > mg”~ estun tempsd'arrét optimal.

Caract erisation intrins eque en termes de Y.
3. De nissons lestempsd'arrét Ds et T4 (m) par
Ds:=infft>S; Z' = Yg
TS (m) = infft>S; CA"(Y;m) =Y, mg:
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Alors Drzmyn = TI(m)~ etm 7! TI(m) " estcroissant, continu a
gauche.

4. PosonsL{ = supfm; C&™(Y;m) = Ys mgetLY, = supg,L{ . Alors

Lg = Lg pour tout tempsd'arretS6 et C4™(Y; m) a une formule fermee
donnee par

CE™(Yym)=E (L _Z m)'jFs =E(LE _Y m)*jFs:

Preuve - IV.12 -

1. Notonsd'abord que

CA™(ZY;m) = esssUpgsg E Z& _mjFy, m:=2Z'(m) m:

Soit Z°%une surmartingaledominart Y _m. CommeZ°domineY, elle domine
aussisonenveloppe de Snell ZY . Il en decouleimmediatemen que Z°domine
Z" _m et doncforcemen sonenveloppe de SnellZY (m). Ainsi I'enveloppe de
Snellde Y _ m domine ZY (m), et commel'in egalite inverseest trivialement
vraie, on obtient le resultat desire.

. Ce point a deja ete prouve au chapitre [I11, pour tout processusndice L ve-

riant la decompsition Max-Plus de Z. Nous donnonsici une autre preuve
speci que au processusndice L construit dansce chapitre.
Graceau theoremelV.4| le tempsdarrét TZ(m) A  deni par

TZ(m)~ = inffu> S;CA™(Y;m)= 2 mg"

estoptimal. Soit L le processusndice suivant intervenarn dansla decomm-
sition Max-Plus de Z" :

LZ = supfm; ZJ(m) = ZJg=supgfm; C&™(Z";m) = Z¢ mg:

TZ(m) est linversea gaude de 7! Léf et satisfait par suite la relation
mertionneeci-dessuglansle theoremelV.12.

. An desimpli er lesnotations danscette preuve, nousallons omettre le para-

metre m dansles expressionglestemps d'arret TS (m) et TS (m).
Posons
Ds(m) := Dyz = infft> TE~ 5 Z = Yig:
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CommeDs(m) estle premier temps d'arrét apresTZ A , ou Y atteint son
enveloppe de SnellZY, il decouleimmediatemen de la theoried'arret optimal

zTYSZA = E Yosm)iFrzs (IV.8)

Gréace a l'optimalit e du temps d'arret TS~ pour ZY(m), Z{,, (m) =
S
sup ZY;, ;m etdonc
S

Zizs (M) = E YogmiF1za _M6 E SUP Yogm)im jFrza (IV.9)
6 ZISZA (m):

Ainsi la chane d'inegalites est e ectivemen une serie d'egalites, qui prouve
que Ds(m) est un temps d'arrét optimal a partir de T ~ ng(m)(m) =
SUP(Z _ (iys M)

Notons maintenart que Z}(Sz(m) = ZISZ > m sur I'ensenble f T 6 g. Cette
obsenation conjointemert avec I'egalite (IV.8) implique que Yp (m) > m sur
fT¢6 g

Ceci permet de reinterpreter Ds(m) entant que TS . En e et, sur l'ensenble
fT$ 6 g,

Ds(m) = infft> TZ; ZY = Y,g
infft> TS ; z/(m) =2 = Yg

= infft>S; z/(m) =2 = \ig=T;

ou l'avant-derniere egalite decouledu fait que TZ estle premier temps d'arrét
apresSouzY(m)=2Z".
Il vient nalement que TS = Ds(m) sur I'ensenble f T 6 g.

De plus commeDs(m) 6 , il enresulteaussit queTd 6 surfTE 6 g
etparsuitefT$ 6 g=fTS 6 g (puisqueTs 6 TS p.s.). Ainsi, il estfacile
de voir que

Ds(M) = Drzmy = Td (m) A

Maintenart, nousvoudrions etendreles proprietesde T4 (m) par rapport a m
(continuite a gaude et croissance)au temps d'arret TJ (m), via lI'application
t 7! Dy. Il estevidert quel'application m 7! T (m)~ estcroissane puisque
t 7! D¢ l'est. De la mémemaniere, nousaurionsobtenu la cortinuite a gaude
sit 7! Dy etait cortinu a gaude. Le problemeest que cette derniere propriete
n'est pasvraie en gereral mais seulemen le long destempsd‘arrét TZ (m) »

PosonsDg(m) := lim " Ds(m ). Gracea la propriete de croissancede
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m 7! Ds(m) et a la quasi-cotinuite a gaude des processusZ” et Y, les
remarquespreliminairesdu paragraphelV.2 impliquent que

ElZS.m ]! ElZ} )] et E[Yogm H]1! E[Yp ] lorsque ! O

Dg(m
CommeZ) = Yo m ) etZY > Y, il endecouleaussitit que
Ds(m ) s( )
Y —_ .
ZDS(m) - YDs(m)’

et par suite Dg(m) = Dgs(m) puisqueDs(m) estle premier temps d'arrét U
apresTS& ~  veriant Z§ = Yy.

4. Le running suprenmum ngu peut semettre sousla forme suivante :
Y, _— .TY .
Lsy = supfm; Tg (m) 6 ug:

Eneet, T¥(m)6 u () 9t2[S;ul;ZY(m)=Y, () 9t2][S;u;m§6
Y () m6 LY,

Ainsi m 7! TZ(m) et m 7! TS (m) de nissert desfonctions di erertes qui
sort toutes lesdeux croissartes et cortinuesa gaude. Leurs inversescortinus
a droite u 7! Léju etu7! L\S(;;u sort ainsidi ererts mais de mémevaleuren
graceaux equivalencessuivantes :

TI(mM)6 () mé6LS et TI(mM6 () TE&M6 ;

quiimpliquent quem 6 L& () m6 L pourtout m. Ainsi enappliquart
le theoremelV.9, il vient

M ELE _mFs meEQE s
=E (Lg m)'jFs:

Remarque V.13

Il esta noter queles prooessuscroissants(Lg;ﬂ ) et (Lé;i ) sonten general di erents.
On peut le veri er aisementdans un cadre deterministe ou Z,” = supg g1 Yu- L€
prix du Call Americain ecrit sur ZY peut alors s'exprimer comme

Ci™(zY;m)= sup(Z! m)" = sup sup(Y, m)*
t6ub T t6uéT ubveT
= sup(Yy, m)* =Ci(Y;m)=(Z7 m)*":
t6ve T
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Quant aux processusindicesLY et L?, ils sontdi erents. En e et,

L¢
L{

supfm ; ZY(m)=Z2zYg=supim; z' m=2'g=2Y
supfm; ZY _m=Yg=supm; Z' _m=2' =Yg

AinsisiZY = Y, alorsLZ =LY = ZY, sinonLy = 1 .
Soit unreeltel quesupygyer Yo=Y =2 =2J.Si 6t alorsLy; = ZY =
Loi,sinonLg; = 1 6 L.

IV.6 Cas Markovien

Dans un cadre Markovien, |'etude desprocessugeviert a celledesfonctions.

Soit X un processudortemert Markovien (\un processugroit"), a valeursdansun
espaced'etat topologiqueE dont la tribu BorelienneB(E) est separable.

On s'interessea |'ewlution du processusX jusqu'a un temps terminal , ni ou
in ni, appele dureede vie du processusX .

Intuitiv emen, un processusle Markov X de ni surun espacealeprobabilite( ;F;P)
estun processusansmemoire.Soncomportemert dansle futur ne dependdu pas®
gu'a traversle presemn. En d'autres termes,a chaqueinstant t, X cortient toujours
assezd'information pour\genrerer” le futur (il sut de mettre assezd'information
dansXy).

De nition V.2

Soit (X{) un processusstochastiqueF-adapie, a valeursdans un es@ce mesuable

(E;B(E)). On dit que (X;) est un processusde Markov par rapport a la famille

(F¢) (ou que(X;) est markovien par rapprt a (F;)) si pour tout t, lestribus F; et
(Xs;s > t) sont conditionnellementindependantes,la variable aleatoire X; etant

donree.

Cette partie a pour objectif dereconsicrerlesdi erertesetapesdela decompsition
Max-Plus dansle casMarkovien, an de mettre en evidencel'asp ect Mark ovien

desdi ererts processusmpliques.Pour cefaire, nousnousinteressongarticuliere-
mert aux fonctionsexcessiesf tellesquef (X)1i« ¢ de nissert dessurmartingales
cadlag. Le problemeest de mortrer que la decompsition Max-Plus de f (X )1t ¢
peut s'exprimer a l'aide d'un processusndice L; = L(X;). Le problemealors peut
seformuler commesuit :
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- Etant donneeune fonction excessie f sur E, existe-t-il une fonction L telle que
I

f(xX) = Ex supL(X;) = Ey L(Xy) : (IvV.10)
06 t< 0

Dans le casunidimensionnelet si L est croissan, I'equation (1V.10) est equivalerte

af(x) = Ex L sSupgw Xt

Il n'est pascertain a priori que ce problemeadmette une solution, maissi elle existe,
la fonction L peut s'interpreter commeune\d erivee"Max-Plus.

Ce genrede represemation est assezinhabituel, car la theorie potertielle classique
fait intervenir une integraleclassiqueet non une integrale Max-Plus. Elle apparat

par exempledansl'article de N. El Karoui et H. Fellmer [KIO5], illustrant desdeve-
loppemerts recetts dansle cadreclassiquede la theoriepotentielle probabiliste, tout

en precisan le lien avec la theorie potertielle non-lineaire. Les auteurs ont mortre
en particulier que sousdeshypothesesde regularite peu restrictives, toute fonction

u admet une decomposition de Riesznon-lineaire entermesd'un operateur potentiel

non-lineaire G sous-additifet d'un autre operateur correspndart D sur-additif. Ce
dernier operateur D est un operateur de\d erivee"au sensde la theorie potertielle

non-lineaire deweloppee par Dellacherie [Del9(q :

hZ i

u(x) = Ey sup Du(Xs)dt = GDu(x):
0 06s6t

Soit P;f le semi-groupe du processusle Markov X (avecP;16 1), deni par
Pf (X) = Ex f (X))l o

Le processugle Markov X est caracterise par sonsemi-grouge de transition Py, qui
estl'analogueen temps cortinu de la matrice de transition asseieea une chane de
Markov.

Le theoremede Daniell-Kolmogorov (voir [RW94]) assurel'existenced'un processus
de Markov de fonction de transition donnee.

Proposition V.14

SoientfPg;t > 0g un semi-gioupe de transition et  une mesue de prokabilite sur
E. Il existealors un esmace de prokabilite ( ; F;P) ainsi qu'un processusde Markov
(Xt)t> 0 de fonction de transition f Py;t > Og de ni sur cet esme tel que

XO — loi
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CasMarkovien SectionlV.6

Une fonction f estdite excessive si
f2B(E); Pf(x)6 f(x) et Pf(x)! f(x) lorsque t! O:

D'apresles hypothesesdroites, les fonctions excessies sort cortinuesa droite sur
lestrajectoires (donc un processugiroit est en particulier fortemert Markovien).
Soit B¢(E) la tribu engendeesur E par lesfonctions excessies.

Avec un tel semi-grouge, le processusX est seulemeh sous-Marlovien. An dele
rendre Markovien, on adjoint a I'espaced'etat E un point cimetiere @ sur lequel
on envoie le processusX apres (c'est-a-dire quesi < t; X; = @. On etend aussi
toutes lesfonctions de nies sur E a desfonctions nulles au point cimetiere @

Pour toute probabilite sur (E; B(E)),Zon de nit la probabilite P par la formule :

P (A)= Px(A) (dx):

Consicerons une realisation de ce processusde Markov X sur un espace
( 5(FE); X 1Px), ou:
{  estune famille de transformations mesurables ; : ! telle que pour tout
s> 0,
Xs = Xset!

¢ estappele operateur de translation.
{ estletempsde mort du processus

t = t sur ft< g et X{2f@ sur ft> g

{ F£ designela ltration naturelle genereepar B°(E) et X . C'est la completion de
(f (Xg);s6 t;f 2 BS(E)) parrapport alafamillefP ; mesure nie sur P(E)g.

Ainsi pour toute fonction excessie f, f (X()1li< 4 est une surmartingale cadlag
pour toutes lesmesuresde probabilites(P ; 2 P(E)). Cecipermetd'eviter toute
hypothesede cortinuite sur f . De plus, pour toute fonction g B¢(E)-mesurable,le
processugy(X)1li« ¢ estoptionnel pour toute loi P .

Soit Y; = g(Xt)1li« ¢ un processugD)-regulier pour toute mesurede probabilite
(P ), ou g est supposeepositive. Cette hypothesen'est pasvraimert indispensable,
mais du point de vue de I'enveloppe de Snellet commeY = 0, il estequivalert de
consicerer Sn(Y) ou Sn(Y _ 0).

Consiceronsensuitel'enveloppe de Snellde Y.

Nous rappelonsci-dessoude theoreme 2.54 p. 152 du livre [Kar81], qui donne un
procede de construction par appraximation de lI'enveloppe de Snell lorsquele pro-
cessugle gain est de la forme g(X) 1« 4 et s.c.i. a droite sur lestrajectoires pour
toute loi P .
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ChapitrelV Existencale la decommsition Max-Plusdessurmatingales

Theoreme 1V.15

Soit g une fonction positive, mesumble par rapprt a la tribu engendee par les
exessives.On supmse de plus que le processusY; = ¢(X)1ls«< 4 €st, pour toute
prokabilite initiale P , s.c.i. a droite et de la classe(D).

De nissons K (g) = sup,q- Prg etd®=g;:q9" = K(q" Y):

La suite " estune suite croissantede fonctions B¢(E )-mesumblesqui convergevers
une fonction q.

Pour toute loi  sur E, q(X)1t< 4 estla P -envelope de Snel du processusy;.

Cette hypothesede regularite portant sur le processuge gain ne peut &tre suppri-
meequ'au prix d'e orts consicerables.Nousrenvoyonsle lecteur interesg aux notes
de coursde I'Ecole d'Ete de Sairt-Flour de N. El Karoui [Kar81].

Ainsi selonl'article [KIPS9§ et le theoremepreceden du livre [Kar81], I'enveloppe
de Snellde Y estassaieea la fonction Rg, de nie commeetart le plus petit point
xe del'operateurKg: B%(E) ! BS(E), tel queKg(x) = sup,q+ Prg(x). Notons
queg> 0) Rg> 0. Nousobtenonsainsi

Rg(x) = s;JTpEX g(X )1t < ¢ : (IV.11)

Rg peut etre en fait identi eeavecla plus petite fonction excessie dominart g. Si
nousnousplaconsa l'instant t, I'equation (IV.11) devien

RO(Xt)1lf« g= €sssup,r, E g(X )1 < ¢jF¢; P p:s;

et par suite, le probleme(IV.10) revient a trouver un tempsd‘arrét optimal au Call
Americain CA™(Y; m) ecrit surY et de maturite .

Notonsici qu'une constarte m ne peut pas@tre consiceree commeune fonction sur
E. Pour eviter toute ambiguwte, la fonction constarte correspndarte seranoteepar
mlg.

Theoreme 1V.16
Soit v(x;m) = R(g m)*(x) + mlg(x), pour m > 0. Alors
(i) La decomposition Max-Plus de Rg(X)1i« ¢ al'instant O estdonnee par

Ro(x) = Ex sup L(X.) ; (IV.12)

06 u<

ou L estla fonction de nie sur E par

L(x) := sugfm;R(g m)"(x) = g(x) mig(x)g (et O ailleurs):
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(i) Plusgeneralement,le prix a l'instant 0 du Call Americain CA™(Y; m) estdonne

par
R(g m)"(x)=Ex sup(L m)"(Xu);

06 u<

et un tempsd'arr @t optimal est caracterise par

Ty (M)~ = infft> 0; L(X;) > mg"

La preuve du theoremelV.16 estsimplemen basesur I'obsenation quel'enveloppe
de Snellde g(X) 1t ¢_ M estdonneepar

V(X;m)lie g+ Mlies g

De plus, I'equation (IV.12) montre que le problemeinitial (IV.10) admet une solu-
tion, ce qui n'etait pasclair a priori. Cependart, cette solution n'est pasforcemert
unique, puisqu'il n'y a pasd'unicite pour les processuscroissatts impliquesdansia
decompsition Max-Plus de Rg(X)li« g-

H. Fellmer et T. Knispel discutert du casMarkovien dansun article recen [IKO6] sur
lesfonctionsexcessies.lls donnert egalemet une descriptionde I'unicit e (partielle)
de la fonction L a l'aide de la theorie potertielle probabiliste.

Remarque V.17
A linstant t, la demmposition Max-Plus de Rg(X)1f«« 4 devient

Ro(Xt) 1l ¢ = Ex GSUP L(XW)JF+ ;
t6 u<

et le prix du Call Americain a l'instant t estdonne par

R(g m)"(X:)=Ex sup(L m)"(Xy)jF: :

t6 u<
Exemple V.18
Revenonsa l'exemple du chapitre [lll | et reinterpretons-le en termes de processus

de Markov. La surmartingale Z est un processusde Markov uni-dimensionnel qui
evoluesuivant un mouvementBrownien geometrique :

— = rdt+ dW;; Zo= 1
Intr oduisonsun tempsde mort  supmse une variable expnentielle independante

de parametre > 0, et un point cimetiere @(on poseZ; = @ sit> ). Z estainsi
prolonge a un processusde Markov a valeursdansl'espace elargi R[ f @.
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Ensuite, nous de nissons formellement la fonction identite par 1d(x) = x sur R
et 1d(@ = 0. Notons qu'ave cette convention, la surmartingale Z; Zili g
intr oduite au chapitrellll | peut s'ecrire : Z; = 1 d(Z,).
Grace au theoremelV.16, I'envelopg de Snel Z:(m) de Z _ m estune fonction de
(Z; m) et peut se decmmposer comme suit dans|'algebre Max-Plus :

8

Z“t(m):_< E SUpguc L(Zu)liuwc g MjFy  pourt< ;

m pourt> ;

1 , . .
ave L(x) = X, commenousl'avons montre au chapitrellll | 1l vient nalement :

1 . 1 .
E=E sup —Z,li<« G = —FE & |G :

t6 ub
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Chapitre V

Optimalit e de la
decomposition Max-Plus
par rapport a l'ordre
convexe

Resume

Nous caracterisonsdans ce chapitre la martingale de la decompsition Max-Plus en
tant que solution optimale d'un certain problemed'optimisation de martingale sous
cortraintes. Toutes les martingales admissiblesdoivert partir de la méme valeur
initiale et dominer un certain processusplancher de la classe(D). L'optimisation
est relative a I'ordre cornvexe sur les valeurs terminales. Cet ordre esten e et tres
utile dansde nombreux domaineset permet notammern de gereraliserla theoriede
I'utilit e en economie,commenousallonsle voir dansle chapitre VI.

Nous presemons par ailleurs quelquesexemplesillustratifs de martingalesassaiees
a desdecompmsitions Max-Plus de processusde Levy multiplicatifs et additifs. La
classale cesprocessus accroissemets independarts et stationnairesfournit ene et
de beaux exemplesou la decomppsition Max-Plus peut s'obtenir de maniere expli-
cite, aussibien dansle casde I'horizon in ni quedansle casde I'horizon exponertiel
independart.
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ChapitreV Optimalite de la decompmsition Max-Pluspour I'ordre convexe

V.1 Intro duction

La tadhe d'un gestionnairede portefeuille consistea choisir la bonneconbinaisonde
titres en vue de maximiser le rendemen de I'in vestisseur,compte tenu d'un niveau
de risque donne. La gestionde portefeuille est un processusortinu et dynamique.

Les versions simples des problemesde portefeuille peuvert etre resoluespar les
techniques d'optimisation classiquescommel'approche\mo yenne-variance" in-
troduite par le prix Nobel Harry Markowitz [Mar52, Mar59]. Celle-citient compte
du rendemem moyen, de I'ecart-type et de la correlation desrendemens des dif-
ferents actifs; on determine ainsi le portefeuille d'actifs minimisant les risquespar
rapport a un taux de rendemen donne.

Bien quetrespopulaire, le critere probabiliste\moyenne-ariance"nesut pastou-
jours a comparerdeux variablesaleatoires,et peut meémeconduirea desaberrations,
commele montrent P. Bernhard et G. Cohendans[BC79].

Un autre critereprobabiliste de decisionestle criteredel'esp erance de l'utilit e de
von-Neumann-Morgensterr(1944) [MvN44]. Il consistea represeter lespreferences
dans/lincertain par desfonctions d'utilit e concaed et a preferer la decisionqui a
I'esperancede l'utilit e du gain la plus elewee possible.Ce critere de I'esperancede
l'utilit e, plus gereral quele critere d'esperance-ariance, esttr esutilise en economie
de l'incertain et en nance du fait de sasimplicite.

Il existe une autre approche en economieet en nance, utilisant la notion d'ordre
stochastique, pour comparer des variables aleatoiresreellesrepresemant desgains
ou despertes.La dominance stochastique gereraliseene et la theoriede l'utilit e
en evitant toute hypothesearbitraire concernan la forme de la fonction d'utilit e.
Elle n'imposeaucunespeci cation explicite desfonctions d'utilit esdesagerts.

Le concept de dominance stochastique permet de comparer des distributions en-
tieresde probabilite. Il a ete introduit en economiepar Rothchild-Stiglitz en 1970
comme mesuredu risque de variables aleatoires (voir [RS7(), et donne un cadre
systematique pour analyserle comportemert economiquedans un ervironnemert

incertain. Plus gereralemen, lesrelations d'ordre stochastiquedonnert un point de
vue perspicacepour analyserle comportemert de systemesstochastiquescomplexes.

1La concavite de la fonction d'utilit e traduit l'aversion pour le risque. Un individu averseau
risque prefere un gain certain a un gain aleatoire de méme esperancemathematique. Plus genera-
lement, silesdeux risquesont la mémeesperancemathematique, cet individu preferera celui dont
la variance est plus faible. Il prefererapar exempleavoir I'esperanced'une variable aleatoire reelle
avec probabilit e 1 plut®dt que la variable elle-méme.
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Proprietesprincipalesde I'ordre convexe SectionV.2

Elles ont ete utiliseesa desepoquestr esvarieeset dansde nombreux domainestels
gue le pricing, la nance, l'assurance,le risque nancier et actuariel, les problemes
de decision,les simulations stochastiques,etc. La mesuredu risqueimplique par les
variables aleatoires est rendue possiblegrace a l'utilisation de fonctions corvexes
gererales.

Nous allons donc, en premier lieu, de nir et caracteriser les proprietes essetielles
de l'ordre stochastique corvexe. Ensuite, nous poseronsun problemed'optimisation
de martingale souscortraintes en termes d'ordre corvexe. Toutes les martingales
admissibledoivert partir dela m&émevaleur initiale et dominerun certain processus
de plancher Y. Nous montrerons que la martingale de la decompsition Max-Plus
de lI'enveloppe de Snellde Y resout ce problemed'optimisation et nous donnerons
egalemenh quelquesexemplesillustratifs de\martingales Max-Plus".

Nous verrons dans le prochain chapitre que le probleme de martingale que nous
traitons ici peut s'appliquer en assurancede portefeuille, lorsqu'une cortrainte de
type Americain estimposeesur la valeur liquidativ e du fonds ouvert.

V.2 Proprietes principales de l'ordre convexe

De nition V.1

Soient X, et X, deuxvariablesaleatoiresreeles.

On dit que X, est moins variable que X, par rapport a l'ordre stochastique
convexe, et on ecrit X, 6 o« X, si pour toute fonction convexeg a valeursreeles,

E 9(X1) 6 E g(X2) ; (V.1)

lorsqueles esperances precedentessont bien de nies.
Si E[X ] = E[X_], lesfonctions test peuventse limiter a ,(X) = X _ m pour tout
reelm.

Nous avons aussiles equivalencessuivantes qui permettert de caracteriser l'ordre
corvexed'une autre maniere:

Proposition V.1
Soient X; et X, deuxvariablesaleatoiresreeles de mémeesperance et de fonctions

derepartition F; et F,. Lesdeuxa rmations suivantessont equivalentes
1. xl 6 CcX x2
2. Pour tout reel a, 7 Z,

Fi(u)du 6 F,(u)du;
1 1

a
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3. Pour tout reel a,

F1(u)du 6 F»(u)du;
a a
sousreservequelesintegmlessoientbien de nies, F, et F, etant lesfonctions
de survie? de X1 et Xo.

Obsenons quelguespoints essetiels concernan |'ordre convexe.

Lesfonction g; et g, de nies par gi(x) = x et gx(X) = X, sort toutes les deux
convexes.Ainsi, I'application de la de nition donne

X16 X2) E(X1) = E(Xy):

Seulesles variables aleatoiresde m&me esperance peuwert €tre compareespar
I'ordre corvexe.

L'ordre corvexe comparela \disp ersion” de variables aleatoiresde méme espe-
rance. En consicerart une fonction corvexe speci que (gz(x) = (x  m)?), nous
pouvons particulieremen voir que

X164 X2) Var(Xy) 6 Var(X5,); lorsqueVar(X,) < 1 :

Cependar, l'implication reciproquen'est pasvraie. Ainsi, I'ordre corvexeestplus
fort que celui de la variancepuisqu'il prend en compte desperspectivesde risque
irregulieresou asynetriques.

En gereral, lesfonctions corvexessort desfonctions qui prennert leur (relative-
mert) grandesvaleursdanslesregionsde la forme (1 ;a)[ (b;1 ) poura< h
Ainsi si X1 6 X, alors X, a plus de chance que X, de prendre des valeurs
\extr @mes.' En d'autres termes, X, est\plus variable" que X ;.

Rappelonsqu'une fonction g a valeursreellesestconvexe sig(E(X)) 6 E(g(X))
pour toute variable aleatoire X . Nousavonsen particulier E(X) 6 o X pour toute
variable aleatoire X . Plus gereralemen, notonsquesi g estune fonction corvexe,
alors par I'in egalite de Jensen,

Efg(E[X2jX1])g 6 EfE[g(X2)jX1]g = E[g(X2)]:

2Soit X une variable aleatoire reelle. On appelle fonction de survie (fonction de queue) la
fonction F(u) = PfX > ug.
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Cecisignie que E[X,jX1] 6 x X,. Cette propriete est en fait caracteristique au
sensdu beau theoreme suivant de Strassen qui caracterise l'ordre corvexe par
construction sur le mémeespacede probabilite :
Si X, et X, sont deux variablesaleatoires telles que X, 6 o« X5, alors il existe
deuxvariablesaleatoiresf(1 et f(z de nies sur le mémeespace de prolkabilite telles
que

§(i d Xi pour i=1;2 et f(lz E f(gjf(l p.s.

Ce theoreme sur la dominancestochastique est un outil crucial en theorie d'in-
teraction dessystemesde particules, et a trouve d'innombrables applications in-
teressates dans d'autres domaines.Le lecteur interesg pourra consulter [ISOZ
(corollaire 2.100)ou [Ir01] pour une preuve de cetheoreme.

Notonsque X1 6 o« X, estequivalente a X; 6. X,. Cecisigni e quecortrai-
remen aux ordresmonotonescorvexes,l'ordre convexene depend pasde l'inter-
pretation desvariablesaleatoirescommeetant desvariablesde gain ou de perte.

On dit que X est plus petite que X, par rapport a lI'ordre convexe decrois-
sant, et on ecrit X1 6 4« X», si l'inegalite (V.1) a lieu pour toutes les fonctions
convexesdecroissates g, pour lesquelledes esgerancesexisten.

Ceci implique en particulier que E[X 1] > E[X,] et si les deux espgerancessort
egales/'ordre decroissah corvexereviert simplemen a I'ordre corvexe.

Notons que l'ordre convexe decroissant est strictemernt equivalert a la domi-
nance stochastique de secondordre, qui n'est rien d'autre que l'ordre concave
croissant classiqueen nance. Il s'agit d'un modele fondamernal pour les prefe-
rencesaversesau risque et secaracterisede maniere equivalerte par lesfonctions
d'utilit e.Le terme\convexedecroissati' estnaturel lorsquenoustraitons despro-
blemesde minimisation et non de maximisation.

Cesort von Neumannet Morgensternqui ont developpe enfait la theoriede I'uti-
lit e esperee[MvN44] : pour tout decideurrationnel, il existe une fonction d'utilit e
u(:) telle que le decideur prefere X a Y si et seulemen si E[u(X)] > E[u(Y)].
Cependan en pratique, il est presqueimpossiblede determiner explicitemen la
fonction d'utilit e d'un agen. Desdi cult essupplemenaires peuvert surgir lors-
gu'un groupe de decideursavecdesfonctionsd'utilit e di erertes doivert parvenir
a un consensus.

En termesde theorie d'utilit e, X 6 4« Y signie que E[u(X)] > E[u(Y)] pour
toute fonction d'utilit e u(:) concave croissarte. Autrement dit, le gain X estpre-
fere au gain Y par tout decideuraverseau risque.
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Nous renvoyons le leteur a I'ouvrage de Shalked et Sharthikumar [SS94 pour un
expoe plus complet sur I'ordre corvexe et les autres ordres stochastiques.

V.3 Probleme d'optimisation de martingale

Il estnaturel de seposerle problemede\trouv er la plus petite martingale" dominart
un processugde plancher, par exempleen nance ou les martingales peuvert &tre
consicereescommedesstrategiesde portefeuille auto- nan carte%, et aussidansle
langagedesjeux equitablesou les martingales peuvert €tre assimikeesa la fortune
gagreepar une strategiede pari.

Cependar, l'ensenble des martingales n'est pas stable par passagea l'operation
\in m um", puisquel'inf de deux martingalesestune surmartingale et non une mar-
tingale. Ainsi, le problemen'a pas de solution en gereral et nous dewons a aiblir
I'hnypothesede\l'ordre fort" enun ordre stochastique corvexe.

Tandis que ce genrede probleme,pose en termesd'ordre cornvexe, est peu comnun
en nance car on ne consicereen general qu'une seulefonction corvexe, il parat plus
classiquedans d'autres domainesde la theorie desprobabilites. Par exemple,R. P.
Kertz et U. Reslersesort posesdans[Ks93 un problemede martingale similaire au
notre, danslequell'optimisation estegalemenrelative al'ordre stochastiquecorvexe
sur lesvaleursterminales. Cependart, notre cortrainte de domination trajectorielle
est remplacee par une cortrainte imposart que la distribution du maximum d'une
martingale admissiblesoit une mesurede probabilite donnee . Kertz et Reslerca-
racterisert completemern la solution en utilisant lesnotions de fonctions maximales
de Hardy-Littlew ood et d'enveloppes corvexes.

Formulons a presem notre probleme d'optimisation cortraint en termes d'ordre
corvexe. Les notations sort cellesde la sectionlV.5 du chapitre[IV|: ZY estl'enve-
loppe de Snelld'un processusptionnel Y a valeursreellesde la classe(D).

Introduisonsl'ensenble suivant desmartingalesadmissibles:
MY = M. . martingaleu.i. j Mo = ZJ etM; > Y, 8 2 [0 ]:

Notonsquetoute martingale dominarnt un processusle plancherY domineforcemen
son enveloppe de Snell ZY. Par suite, an de satisfaire la cortrainte de plancher

3De nition del'auto- nancement : alinstant t = 0, 'agent investit une certaine richessenitiale
dansle marche puis au coursdu temps, il fait evoluer la repartition destitres dansson portefeuille.
Il n'y ani apport de fonds ni retrait d'argent pour consommation.
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M > Y, pour tout t 6 , la valeur initiale de toute martingale admissibleM doit
@tre au moins egalea la valeur initiale de I'enveloppe de Snellde Y. Autrement dit,

Mo> Zg = sup 1, EY

Nous avons pour objectif de trouver la plus petite martingale M dansM Y par
rapport a I'ordre stochastiqueconvexesur la valeur terminale, c'est-a-dire :

M 6, M  pour toute martingale (My)osis dansM *:

D'abord, il est facile de veri er que I'ensenble M ¥ des martingales admissibles
n'est pas vide puisqu'il cortient deja la martingale M4 (Y) de la decompsition
Doob-Meyerde ZY .
De plus, Rogersa montr e dans [Rog0d que cette martingale MA(Y) realisele mi-
nimum sur toutes les martingales M de valeur initiale ZJ, dansla represeration
suivante :

Zy = infE sup(Yy M) + Mg: (V.2)

Mo 2]

Cependan, c'estaussitrivialement le caspour toute martingale admissibleM dans
M Y puisque

E sup(Y; M) +My6 E sup(Z/ M, +Mo6Mg=2/ 8M2M":
t2[0; ] t2[0; ]

Le problemepose esten gereral di cile aresoudreet on selimite habituellemen a
la martingale de Doob-Meyer M A(Y).

Le theoremesuivant arme quela martingale MY | introduite dansla sectionlV.5|
du chapitre resoutnotre problemed'optimisation souscortraintes. Il en resulte
en particulier queM ¥’ est moins variable que M A (Y).

Theoreme V.2
La martingale MY de la decomposition Max-Plusde ZY estla plus petite martin-
galedansM Y, par rapport a I'ordre stochastiqueconvexesur la valeur terminale.

Preuve - V.2 -
Soit (M()osts UN elemert arbitraire deM Y et (ngt ) un processugroissan veri ant

la decompsition Max-Plus de Z". Nous allons mortrer que M B M.
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Comme M domine Z", I'enveloppe de Snell ZM(m) de M _ m domine aussi
ZY(m) .

Or nous avons deja obsene au chapitre [IV (voir equation (1V.3)) que Z¥ (m) =
E M _mjFs pourtout S dansT. Il enresulteimmediatemen que

EM _mjfs >E L _ZY_mjFs 8S2T:

Plus gereralemem, cette inegalite restevraie pour toute fonction corvexeg, c'est-a-
dire :
EgM jFs >E gLy _ZYjFs 8S2T: (V.3)

Gracea la condition terminale M = ng _ZY, I'equation implique en par-
ticulier (pour S = 0) que

EgM >Egly _zZ" =EgM");

et la martingale (MtY; Joste €Ste ectivemer optimale.
Il esta noter que cegenred'argumert s'appliqueseulemenaux tempsd'arrét S tels
que Lg;'s = L, c'est-a-dire aux points de croissancede L. .

Obsenons que

{ Si onimposeune autre valeur initiale m pour toutes les martingales admissibles
dansM Y, m doit &tre necessairemensuperieurea ZJ , sinonle problemen'aura
pasde solution. Ensuite, lesm@émesresultatsrestert vrais si le processusroissar

Lyi oo estremplaepar Lyi _m ..

{ Commela valeur initiale de toute martingale est egalea sa moyenne, la formu-
lation de la condition initiale depend fortemert de I'ordre stochastique choisi. Si
nousconsiceronsl'ordre convexe,toutes lesmartingalesadmissiblesdoivert partir
de la m&émevaleur initiale m. Si nousoptons plut®dt pour I'ordre corvexedecrois-
sart, la valeur initiale de toute martingale admissibleM ne doit pas depasseila
valeur initiale de n'importe quelle solution optimale du probleme. Elle doit &tre
egalemen superieureou egalea Z .

{ Tandisquele problemed'optimisation parat di cile aresoudreau premierabord,
le fait de consicerer I'enveloppe de Snell d'une famille corvexe de processuset sa
decompsition dansl'algebre Max-Plus simpli e enormemert la resolution. Celle-
ci n'utilise ene et que desoutils simplesd'analysecorvexe.
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Remarque V.3

Si on considere un nouvelenvironnement nancier danslequelles strategiesde por-
tefeuille sont desmartingales, le problemetraite ici peut s'appliquera l'assurance de
portefeuille.

En e et, nouspouvonsle voir commeun problemeparticulier de choix de portefeuille
ou une contrainte de type Americain est imposee sur la valeur liquidative du fond
ouvert. Traditionnellement, les investisseurssont supmses munis d'une fonction
d'utilit e concave croissanteu et le choix du portefeuille reppse sur la maximisation
de l'utilit e esperee de la richesseterminale, parmi tout I'ensembledes portefeuilles
admissibles.Cependant, il est quasi-impssibleen pratique de representerexplicite-
ment les fonctions d'utilit e desinvestisseurs.

Dans notre approche, I'optimisation est relative a I'ordre convexesur les valeurs
terminales et la strategie optimale est donc robustepar rapport a di erentesprefe-
renaes. Ainsi, ce madele est tres utile, surtout lorsqu'un groupe de decideursavec
desfonctions d'utilit e di erentescherche a parvenir a un consensus.Le lecteur est
renvoye au chapitre(VI' pour de plus amplesdetails sur I'application du problemede
martingale a I'assurance de portefeuille.

V.4 Martingales Max-Plus et processusde Levy

Commenousavonsvu au chapitre [l11, les processusa accroissemes independarts
et stationnairesfournissem de beaux exemplesou la decompsition Max-Plus peut
semettre sousune forme quasi-fernee. Tandis que le chapitre [I11] previlegie surtout
le lien ertre la decompsition Max-Plus et les options Americaines,nous insistons
plutdt ici surlesdi erertes martingalesimpliqueesdansla decompsition Max-Plus
desprocessudie Levy.

La distinction interessate a etablir ici estcelleerntre I'horizon in ni et I'horizon de-
ni par une variable aleatoire exponertielle independarte. Nous consicereronsainsi
les deux caset nousdetermineronsa chaquefois la forme explicite et la dynamique
de la martingale Max-Plus M

V.4.1 Resultat analytique

Soit Z un mouvemen Brownien geonetrique de parametres ( r; ). Nous rappe-
lons ici quelquesresultats classiquessur la distribution de probabilite du running
supremum de Z, c'esta-dire Z, := Zy; = SUfyg yet Zu-
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Lemme V.4 ]

Posons = 1+ — et laracinesugerieure ou egalea del'equationy? 'y
0.

Soit une variable expnentielle independantede parametre > 0. Lecasou est
in nie presquesirementcorrespnda = 0 et ser donctraite en mémetemps.

2
3

1.PZ >m= 221 eEZ =— x
m8 1
2

m .
Sim> X

3| x

2.E(Z m) = 1

= C (x;m):
z 1x m sime6 X

Preuve - V.4 -

1. Introduisonsle temps de passageau dessusde m :
Ty = infft; Zy > mg:
La variable aleatoire T,, de nit bien un temps d'arrét puisque

fTm 6 tg=fsupZs> mg=18 ;952 Q;s6t:Zs>m ¢

s6 t
=\ 2Q* f[ sGt;sZQst > m gg

L'egalite precederie montre que f T, 6 tg est obteru a partir d'operations
denonbrablesd'union et d'intersectiond'elemerns de F., et appartient donca
cettetribu (la presencale Q estindispensablepour garderla denonbrabilit e).
La preuve estbasesur I'equivalencefZ, > m, T, 6 tg, qui implique que
hZ 1 i hZ: i
P[Z >m]=E e °P(Zs> m)ds = E e °P(T, 6 s)ds
0 0

Elexp(  Tm)l;

etmémesi = 0,P[Zy,; > m]=P[T, < +1]=1lim, oE[exp( Tw)l
Pour calculer cesquartit es, on se proposede determiner le coe cient tel
que e 'Z, de nisse une martingale exponertielle, et d'appliquer ensuite le
theoremede Doob a n d'en deduire certainesproprietesde Ty,.

Pour tout reelpositif

2

e 'Z, = x exp +r+7t+ W, :
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2r . . :
Posons = 1+ — et la racine positive, plus grande que , du trinome
h 2 21
2 ,
2 — (= si = 0). Le processus 'Z, = x exp W, Tt
est alors une martingale exponertielle et en particulier, E e (T”‘“UZTmAt =
x . Commee (Tm”)ZTmAt est positif et borne par m _ x pour tout t, alors

lorsquet ! +1 , le menbre de gaude tend vers (m _ x) Ee ™ =
(m_x) P[Z >m].AinsiP Z >m = %"1 et

Z+1 VA Z+1

E[Z 1= E[(Z )']= i P(Z > m)dm= ) dm+ ) = dm = 1

2. Plus gereralemem, pour m > x, le prix d'un Call ecrit sur le supremum est

donne par
Z+l Z+1 X m X
E(Z m)' = PZ m> d = d = — —
0 0 +m 1 m
Maissim6 x,alorsZ >metE(Z m)* =EZ m = —1x m.

Nousreconnaissongi le prix d'un Call Americain perpetuel (voir [IS02 KS99). Le
resultat est general commenous avons pu I'obsener au theoremellll.1. Le lemme
preceder V.4 donneune preuve de la proposition|I11.6!

Noustraitons d'abord le casde I'horizon in ni.

V.4.2 Horizon inni
V.4.2.1 Processusde Levy multiplicatif

Soit Z un processusie Levy multiplicatif tel queE[Z,, ] < +1 . La decomppsition
Max-Plus de Z admet une formule fermeegracea l'ind ependancede sesaccroisse-
merts relatifs.

- Mouvemern Brownien Geonetrique :

Proposition V.5
Soit Z un mouvement Brownien geomnetrique de parametres ( r; ), et posons

2r . " .
= 1+ —;. La martingale de la decmmposition Max-Plus de Z peut se caracteri-
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ser explicitementcommeune fonction  de (Z;;Z,) :

h [
1 1 Z
M = Z, 1 Z_: +1 = (ZuZ):

En particulier, M, =2Z; L, sietseulementsi Z;=2,.

De plus, en tant que martingale, M, peut se representercomme une integmale sto-
chastique:

Z 1 Z 1

il ZdW, = Z—‘ dMP;

t t
ou M designela martingale de la decomposition Doob-Meyerde Z.

dM, =

Preuve - V.5 -
Par le theoremed'unicitell.8, M, = bE Z,, jF; estla martingale de la decom-
position Max-Plus de Z. Commela distribution de Z,,, estbien conrue, il existe
une formule fermeede M, entant que fonction de (Z;Z;) :

1 t .

L F, +bz: (V4

;- 3 Fu+bze (v
CommeZ,, =Z, estindependarte de Z, =Z, et a la mémedistribution que Z,, =X,
I'equation (V.4) peut sereecrire commesuit :

M =bE Z.,, Z, "F. +bZ =bZE

Z
M, =bZC (I;m)+bZz,; avecm := Z—t > 1 (V.5)
t

Ensuite en remplacant m; par sonexpressiondansle lemmeV.4, nousdeterminons
explicitemert M

h [
1 1 Zy
M = Zy 17, +1 = (ZuZ,):
Commele processugroissan assaie est de la forme
1
Loy =bZ = —Z4;

nous pouvonsimmediatemen voir que la martingale M  estdi erenedeZ _ L. :

h i
1 1 Z: Zi o
Moozt = =2 —3 77—z 1

La fonction x 7! —5x —x 1 " estpositive sur [0; 1], nulle en 0 et 1 et atteint
1

sonmaximum au point b = —=.
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Ainsi M; = Z; _ L, sietseulemensiZ; = Z,, c'est-a-dire si et seulemensit est
un point de croissancedu processud. ..

En outre, commenoussavonsque M, = (Z;Z,) estune martingale, d'apresla
formule d'lt’d, sa decomposition sousforme d'integrale stochastique demandejuste
a conndtre la deriveede la fonction par rapport a Z :

th = %(Zt,zt)zt th:

Nous obtenonsdonc

Z, ! Z, !
=t Zadw, = =L dMP; (V.6)

dMm, =
t Zy Zy

ou M designela martingale de la decompsition de Doob-Meyer de Z. A partir de
I'equation et des gures V.1 et|V.2, nouspouvons obsener en particulier que
M estmoins variable que M# puisque > letZ, > Z;.

Fig. V.1{ Comparaisondela martingale Max-Plus aveccellede Doob-Meyer surune
trajectoire possibledu Brownien geonetrique Z de parametres( r = 0:.04, =
0:2).

Lesdeux gures et'V.2 montrent aussi,sur deux exemplesdi ererts de trajec-
toires de Z, qu'a chaquefois que Z atteint sonmaximum (Z; = Z,,), la martingale
M colle au plancher Z, cortrairemert a ce qui sepassepour la martingale M# de
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Fig. V.2 { Comparaisondela martingale Max-Plus aveccellede Doob-Meyer surune
autre trajectoire du Brownien geonetrique Z de parametres( r = 0:04, = 0:2).

Doob-Meyer. En e et commedM = Z; dW,, la martingale de Doob-Meyer est de
la forme Z,

MP=2Z+ rZds;
0

et nereviert donc plus au plancher Z une fois qu'elle a decolk.

La deuxieme gure [V.2/montre notammert que mémesila martingaleM estmoins
risquee que celle de Doob-Meyer, elle peut atteindre de plus hauts niveaux dans
certains cas.

Placons-nousdans le cadre d'un ervironnemern nancier ou les strategiesde por-
tefeuille sort desmartingales, et consiceronsle problemed'un fonds ouvert dont la
valeur liquidativ e doit dominer un certain plancher Z sur toute la dureede vie du
fonds (cf. remarqueV.3). Nous pouvons assimilerle plancher a un bendmark de
marche (indice boursier par exemple).

La gure V.3 correspnd au casou la trajectoire du plancher presete desphasesde
forte croissanceet changede maximum a plusieursreprises.La martingale de Doob-
Meyer est alors plus performarte que la martingale de la decompsition Max-Plus
et pro te plus d'une haussedu marche. Ceci s'explique surtout par le fait que la
martingale Max-Plus doit coller a son plancher a chaquefois que ce dernier atteint
un nouveau maximum.
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Fig. V.3 { Comparaisondela martingale Max-Plus aveccellede Doob-Meyer surune
trajectoire possibledu Brownien geonetrique Z de parametres( r = 0:.04, =
0:3).

Fig. V.4 { Comparaisonde la martingale Max-Plus avec celle de Doob-Meyer sur
un autre type de trajectoire du Brownien geonetrique Z de parametres ( r =
0:04, = 0:3).

Par cortre, si le marche a tendancea baissercommel'indique la gure V.4, et que
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le plancher Z atteint trespeu de fois un nouveau maximum sur la duree de vie du
fonds, I'ordre de performanceest inverse. La strategie de la martingale Max-Plus
n'est plus cortrainte a revenir au niveaudu plandcher et produit donc une meilleure
performanceque la strategie de Doob-Meyer, en atteruant davantage la perte de
valeur du portefeuille.

Ces deux dernieres courbes traduisert bien la notion d'optimalit e par rapport a
I'ordre corvexe.En casde baissedesmarchesactions, la strategieoptimale assaiee
a la decompsition Max-Plus permettra de limiter I'impact de cette baissesur le
fonds, et seraen gereral plus performarte que les autres strategiesd'assurancede
portefeuille. En revandhe, en casde haussedu marche, elle limitera plus I'exposition
au marche action. Elle est donc de ce fait moins sensibleque les autres strategies,
aussibien aux ewlutions positives que negativesdesmarchesactions.

- Processudle Levy geonetrique :

Soit CA™(Z; m) un Call Americain perpetuel ecrit sur un processusde Levy geo-
metrique Z de nissarnt une surmartingale, de strike m. La di cult e principale pour
calculer son prix residedans la complexite des formules fermeespour les options
Lookbadk. En nous basar sur le papier [Mor01] de Mordedi, nous avons explici-
temert determine au chapitre [I11/ le prix d'un tel Call, dansle cas particulier ou
Z, = xe*t, X etant un processusie Levy semi-cotinu superieuremen (c'est-a-dire
un processusavec uniguemen dessauts negatifs).

Ensuite grace a la relation M, = CA™(Z;bz ) + bZ , nous deduisonsaissmen
une formule fermeepour la martingale Max-Plus M entant quefonction  _ de
(Z1;Z,). Cette fonction | ala memeforme que cellede la proposition V.5 et la

constarte e, > lesttelle que ( Ley)=0:

L evy 1 h 1 Zt Levy I

M. = ZoZ.) = Z S +1: V.7
t Levy( t t) Levy t Levy 1 Zt ( )

V.4.2.2 Mouvement Brownien de drift negatif

Soit Z un mouvemert Brownien drift e de valeur initiale O et de parametres( ; )

— +2-
ou =r+ 5.

dZt = dt + th, Zo= 0:

Supposonsque la maturite estin nie.
La martingale de la decompsition Max-Plus de Z admet une formule fermeebase
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sur l'ind ependancedes accroissemets de Z. Nous avons vu dansla section|11.3.2
du chapitre [11l que Z; peut simplemen s'ecrire :

Zy=E[Z,;, BbF{; ou b=E[Zy]
Ensuite par le theoremed'unicitel1.8,

est la martingale de la decomposition Max-Plus ass@iee au running suprenum du
processu<Z; h.

Nouspouvonscalculerla loi deZ,, apartir dulemmeV.4, cequi permetde deduire
une formule fermeepour M; commefonction de (Z;;Z,,).

La proposition suivante donneune caracterisation explicite dela martingaleM . Sa
preuve est strictemert analoguea cellede la proposition |V.5.

Proposition V.6
La martingale M assaieea la decmposition de Z estde la forme

M, = 1 exo( (Z, Zv) 1+2, = (Z1;Z,): (v.8)

En particulier, M, =2, L, sietseulementsi Z;=Z,.
De plus, en tant que martingale, M, peut se representer sous forme d'integale
stochastique:

dM, =exp(  (Z, Z)) dWe=exp(  (Z, Z))dM{,

ou M# estla martingale de la demmposition de Doob-Meyerde Z.

Preuve - V.6 -
La martingaleM dela decompsition Max-PlusdeZ; = t + W, estdela forme
h 1 [ h 1 i
M =E Zo, ~F =E (Z,; _2,) ~Fy

.. 1
E (Zt;l Z)'JFe +Z, —

+. 1
E (Zg 2) @ Z) Fo+z, = (V.9)

CommeZ,, Z; estindependarte deZ, Z; et ala mémeloi queZ,, , |'equa-
tion (V.9) peut sereecrire commesuit :

Caz 1

1 1
M, =E Zyoy, - m¢ +Z, =COm)+2z, —; (V.10)
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1 . L
oum;:=2, Z; —etC (0;m;) estleprix aladatet = 0d'un Call Americain

ecrit sur Z et de strike\ m;" (m; est suppose deterministe). Pour calculer ce prix,
nous posonsY; = exp(Z;) et nousnousbasonssur le lemmeV.4 qui donnela loi du
running suprenum d'un mouvemer Brownien geonetrique. Il enresulteque
C O,my) = PZy, >m+ -+ d = P Yy >exp m+ —+ d

0 0

21 1 1 1
= exp m; + — + d = —exp m; + — ]
0

le @z

Ainsi, I'equationprecderie conjointemert avecl equation(V.10) permet nalement
de deduire I'expressionexplicite de M,

1

Mo = Sexdl (2, Zol+Z0 = (ZoZ):

Nouspouvonsimmediatemer voir queM, estdi erenedely, Z;= Z, = _Z;:

1 1.
M, @Zi_Ly)=-exd (2, z) (2 2z +>":

. 1 1 "
La fonctionx 7! —exp( X) — X " est positive sur [0;+1 ), nulle en0 et en

. : . (A .
+1 etatteint sonmaximum au point b = —. Ainsi M, = Z; _ L, siet seulemeh
Si Zt = Zt .
Par ailleurs, commeM, =  (Z;Z,) est une martingale, sa decompsition en
integralestochastique necessiteseulemen de conndtre la deriveede  par rapport
az:dMm, = %(zt;zt) dW,. Il vient nalement

dM, =exp( (Z, Zy)) dW,=exp( (Z, Z))dM};

ou MA estla martingale asseieea la decommsition de Doob-Meyer de Z.

La gure [V.5 mortre sur un exemplede trajectoire de Z (mouvemeri Brownien de
drift negatif), queM, = Z, siet seulemensi Z,, = Z;.

Ainsi, sur la premiere periode ou le plancher change deux fois de maximum, la
martingale Max-Plus est presquecollee a son plancher. Par cortre sur la seconde
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Fig. V.5 { Represemation de la martingale de Max-Plus M, et du running su-
premum de Z sur une trajectoire de Z, Z etant un mouvemer Brownien drift e de
parametres( = 0:.06 = 0:2).

periode ou le plancher subit une forte chute, la martingale Max-Plus parviert a se
maintenir a un niveau assezstable, bien superieur a celui du plander.

Sur le mémeexempledetrajectoire, la gure V.6 montre quela martingale de Doob-
Meyer est nettemert plus variable que la martingale optimale M . Celle-ciest en
e et presqueplate sur la secondeperiode, cortrairement a la martingale de Doob-
Meyer qui ewluesuivant un mouvemen Browniendeparametres(0; ) : M2 = W,.

Nous represetions dansla gure [V.7/ une autre trajectoire possiblede mouvemern
Brownien drift e. Dans satrajectoire, le plancher changeplusieursfois de maximum
au coursde la vie du fonds, ce qui cortraint la martingale Max-Plus a coller a son
plancher a plusieursrepriseset a €tre donc moins performarte que la martingale de
Doob-Meyer.

Par cortre, dansleszonesou le niveau du plancher chute, la baissedu niveaude la
martingale Max-Plus est nettemert moins marqueeque cellede Doob-Meyer. Cette
robustesseen cas de baissedu plancher caracterise lI'optimalit e de la martingale
Max-Plus par rapport a l'ordre corvexe.
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Fig. V.6 { ComparaisondesmartingalesMax-Plus et de Doob-Meyer sur unetrajec-
toire deZ, Z etant un mouvemert Browniendrift ede parametres( = 0:.06, =
0:2) .

Fig. V.7 { ComparaisondesmartingalesMax-Plus et de Doob-Meyer sur une autre
trajectoire de Z, Z etant un mouvemer Brownien drifte de parametres ( =
0:12 = 04).
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Remarque V.7
Nous pouvons prouver ici la formule fermee du Call Americain CA™(Z; m) de la

. : 1
proposition l1l.13. Eneet, siZ;> m+ —,

1 + 1
ci™zZm=E Z,, = m F =EZ, - mF

1 1
=E Zt;l Zi Fy + 7, — m=E ZO;l + Z; — m= Z; m:

Par contre, si Z; < m+ 1,

+

1 1
E Zy, - m F =E Z, Z = m+Z  F

Ci™(Z; m)

+

1
E Zpy, - my = C (0;my);

oum, :=m Z;. D'apresla preuvede la proposition V.6, il vient nalement

1 1
CA™(Z;m)=C (O;m Z)= —exp m Z.+ =

V.4.3 Horizon exponentiel independant

Nous supposonsmaintenant que la maturite est une variable aleatoire exponen-
tielle independarte de parametre > 0, et que Z est un mouvemern Brownien
geonetrique de parametres( r; ).

Nous adoptonsles mémesnotations que cellesde la sectionl11.3.1.2 du chapitrel11.
La martingale f1 asswieeala decompmsition Max-Plus de Z est alorsde la forme

f, =b E sup £.G = b E[B, jG]= b E[Z, |G]:

06 u6

Commela distribution de Z, estegalemeh explicite dansce cas,nouspouvonsde

nouveau en deduire une formule fermeede If/lt commefonction de (Z;;Z,,), pour

t< .

NotonsquelaloideZ, ala mémeformequecelledansle casdel'horizonin ni, mais
estremplaecepar . Ensuite, lescalculssort strictemert iderntiques et conduisen

a la meémeformule fermeepour la martingale f1 .
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Proposition V.8
{ La martingale Max-Plus ass@ieea 2 = Z;11. 4 estdela forme

f1, = E, — +1 = (&;2); pourtoutt2[0; I:

En particulier, 1, = 2 E,. sietseulementsi % = %, .

{ En tant quemartingale, If/lt peut serepresentercommela sommed'une integrale
stachastiqueet d'une martingale purementdisoontinue, pour tout t 6

Z
df1, = Z—: e gdMA + 1, R

Z
ouMd:= 16 (t"» Yet M1 =M fh = —_

N‘N

Preuve - V.8 -

1 Zt' . ZO't
Z:E m e avecm; = ——.
t t_ Z, G t Z,

Z,.
Commela variable aleatoire —— est conditionnellemern independarte sadhart la
t

Z,
ltration G et distribueecomme%, I'application du lemmelV.4 implique que

{ Pourtout t< , 1, =

1
1 = ——Z ,etpourt< ,
h i
1 Z, 17
f1, = Z:E mt_% = —Yt E[(Z mx)"]+ mx
h i
1Zt mtX l 1 1 Zt
= — —  +MmX = Z — +1:
X 1 my ‘ ! 1 Zt

{ Alinstant ,le processus® sautedeZ = Z a0.Par congquen, la martingale
1 a egalemenh un saut d'amplitude

Z

|
NN

M= @ = @:2) (@z:z)= 2

N‘N
I

Commele processud®d := 1; 6tg 0 du est une martingale et f1 estla
valeuren d'un processuss-previsible,alors
Z t/\

0 Zu
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est la partie puremert discortinue de la G-martingale If/lt (toute martingale pu-
remen discortinue estla sommecomEnsee de sessauts).

Obsenonsquesi Iﬂf;d = Z 1 gigt g Z,du estla martingale correspndart
au saut de 2, alors

La partie cortinue de la martingale If/lt estdonneepar
Z a

t Zu u d

— — du

Moo= @eize) >

u

avec commedecomsition in nit esimale
c_ @
dia, © = @(ztA :Z~ ) dMA

ou M*# designela martingale de la decommsition de Doob-Meyer de Z.

Notons que dans le casde I'horizon inni, M etait cortinue mémeen = 1,
puisqueZ, tend versO lorsquet ! 1 . Par cortre ici, Z n'est pasegalea priori a

¥ =0, etdoncla martingale f1 sautea linstant
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Chapitre VI

Optimisation sous
contraintes par rapport a
I'ordre convexe.
Application a l'assurance
de portefeuille

Resume

Nous nous interessonglans ce chapitre a un probleme classiqued'optimisation de
portefeuille ou les strategiesadmissiblesdoivert dominer un certain processusde
plancher a toute date intermediaire (garantie Americaine). Nous transformons le
probleme en un probleme de martingale dont le but est de dominer un obstacle,
ou de facon equivalerte sonenveloppe de Snell. L'optimisation estrelative a I'ordre
stochastique convexe sur la valeur terminale, de maniere a ne pas avoir a speci er
explicitemert la fonction d'utilit e de I'agert. Un outil cle estla represemation dela
surmartingale obstacleen termesd'un processusde running suprenum (decompm-
sition Max-Plus). Un exempleexplicite illustratif, base surle mouvemen Brownien
geonetrique estdonne ala n du chapitre.
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VI.1 Intro duction

Notre problemeici estmotive par I'assurance de portefeuille qui estun exemple
populaire d'allocation dynamique d'actifs. Il s'agit d'une technique de gestion dy-

namique permettant de limiter en casde baissedu marche, la perte de valeur d'un

portefeuille tout en lui laissant la possibilite de pro ter, dans une plus ou moins
grande mesure,d'une haussede marche. L'abandon d'une partie desgainsrealies
par le marche en casde hausserepresere le cot implicite d'une telle assurance.

Les fonds garartis geres selon cette technique interessen surtout les epargnarns
prudents qui recherchert une diversi cation des styles de gestion sur les marches
actions sansaucun risque de perte de capital. lls combinent

{ un investissemen sansrisque sur desfonds monetaires,

{ et une gestiondynamique de fonds actions.

Le principe de la methode consistea determiner la repartition adequate desdeux
typesd'actifs a n quela valeur du portefeuille reste superieurea une valeur x eea
priori.

Ainsi lesproduits d'assuranceo rent aleursacquereursunerichessaninimale garan-
tie, comnmunemern appelee\planc her". Les vendeursde tels produits d'assurance
sort obligesd'’honorer leurs engagemets quart a la garartie quellesque soiert les
uctuations du marche. lls ont donc tout interét a suivre une strategie de porte-
feuille leur permettant de remplir cette exigence,s'ils ne veulert pas encourir de
colts supplemenaires.

La classede telles strategiesest large. Elles sort traditionnellement baseessur un
modele axiomatique de preferencesaversesau risque, ou lesdecideurssort supposes
avoir une fonction d'utilit e espereeet le choix du portefeuille consistea maximiser
l'utilit e esperee parmi tout I'ensenble des portefeuilles admissibles.Ainsi, chaque
strategiequi prend moins de risque lorsquele niveau de richesseest bas et plus de
risque au fur et a mesureque la richesses'accrdt, est candidate.

Or, la fonction d'utilit e depend de preferencesindividuelles, et les agens ne sort
pas toujours disposesou capablesde repondre a desquestionsprecisesconcernai
leurs preferencesAinsi, moinsonimposede restrictions sur la fonction d'utilit e, plus
les resultats serort applicables.Cecinous conduit a la notion d'ordre stochastique
cornvexe(ou de maniereequivalerte concave) qui nerequiert aucunespeci cation ex-
plicite dela fonction d'utilit edel'agert. 1l utilise plutdt desconditionstr esgererales
de preferencedu risque et de non-satietet.

1L'axiome de non-satiete signi e grosseremert que I'on prefere toujours plus a moins.
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Dans ce chapitre, nous visons a resoudrele probleme de decision classiquée\c hoix

de portefeuille” avec une nouwvelle approche non encore exploitee dans la litt era-
ture disponible sur le sujet. L'id eeprincipale consistea diviser le problemeen deux
etapes.Nousconsiceronsd'abord un nouvel ervironnemen danslequellesstrategies
de portefeuille sort desmartingales et nous essgons d'optimiser un critere gereral

convexe sur toutes les martingalesveri ant une cortrainte de type Americain. En-

suite, nous montrons que moyennart un changemen de probabilite adequat, nous
pouvons utiliser notre resultat pour resoudrele problemede maximisation d'utilit e,

sousles hypothesesstandard de completude du marche et d'absenced'arbitrage et

de friction.

Le chapitre est organise commesuit. Tout d'abord, nousexpliqueronsle mecanisme
de gestiond'un Fonds Commun de Placemen (FCP) selonla technique de l'assu-
rance de portefeuille (garartie en capital a I'edheancedu fonds en gereral). Puis,

nous poseronsun problemed'optimisation de martingale motive par lI'assurancede

portefeuille et nousdiscuteronsde la necessi d'introduire la notion d'ordre corvexe
face a 'ambigwte du choix de la fonction d'utilit e. Ensuite, nous reformuleronsle

probleme de martingale en termes d'ordre corvexe et nous le resoudronsdans un

caspatrticulier avant de donnerla solution gererale.

Suivant les mémesideesque ceux de Bank-Fellmer dans [BIO3] et Bank-El Karoui

dans[BKO04], nosresultatsd'optimalit e reposen sur une nouvelle represemation des
surmartingalessousforme d'esperanceconditionnelled'un processusie running su-
premum. Cette represemation n'est autre que la decompsition dessurmartingales
dansl'algebre Max-Plus (cf. chapitre Il). Nousreviendronsen n dansle mondereel
ou les portefeuilles ne sort plus des martingales, et nous consacreronda derniere
partie a la resolutiond'un problemeclassiqued‘allocation optimale de portefeuille,

lorsqu'une cortrainte de type Americain est imposee sur la valeur liquidative du

fonds ouvert.

V1.2 Assurance de portefeuille et fonds communs de
placement

Plusieursstrategiess'o rent a l'investisseur,institutionnel ou particulier, qui decide
de consacrersesfondsa la constitution d'un portefeuille d'actifs nanciers. La plus
conrue et la plus simple est celle qui consistea choisir une fois pour toutes, sur
un horizon d'investissemendonne, un portefeuille d'actifs risques, en principe bien
diversi e, et de constaterle resultat en n de periode. L'alternativ e consistea pro-
ceder a desrevisionsde la composition du portefeuille, ertre le debut et la n de
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la periode de gestion, au fur et a mesureque les cours boursiers changer. Dans
les deux cas, en l'absenced'une couwerture adequate,le portefeuille peut subir une
perte importante, voire catastrophique,commeen ont temoigre leskrachs d'octobre
1987et d'octobre 1989.

Ainsi, m&émesi a long-termela rentabilit e desactions est tr essuperieure a celledes
actifs sansrisque, voire méme excessiemen superieure, leurs fortes variancesim-
pliquent quela probabilite qu'un portefeuille risque soit moins rentable ex-post est
substartielle. Aussi, I'in vestisseurpeut etre tente de seconstruire un portefeuille lui

permettant a la fois de bene cier de la haussedesmarchestout en lui assuram un

revenu minim um ou une valeur terminale minim um determin ee a l'avance
(a condition gqu'elle soit atteignable) pour son portefeuille.

L'in vestisseura a priori le choix erntre investir sarichesseen actifs risques (ou dans
un indice de marche) ou dans l'actif certain. La congquenced'un investissemen
dans les actifs risques est evidemmen d'exposer totalemen les reverus du porte-
feuille aux ewlutions du marche. A cortrario, un investissemenhdansl'actif certain
rend le reveru du portefeuille independart desresultatsdu marche. Le co0t de cette
strategiede securite est que I'on renoncea bere cier deshaussesiu marche.

Propose initialement aux Etats-Unis en 1971 par deux compagniesd'assurances,
Harleysville Mutual Insurance Compary et Prudertial Insurance Compary, I'assu-
rance de portefeuille ne rencortra qu'un suces mitige parce que les investisseurs
ne voyaiert pas,a I'epoque, beaucoupd'interét a la gestionen fonds comnuns, que
les cortrats proposesmanquaien de souplesseet que les actifs supports sou raient
d'un manquede liquidit e redhibitoire. L'id eefut reprise, pour les actions coteesen
bourse, et amelioree par deux professeursamericains de I'Univ ersite de Californie
a Berkeley Hayne Leland et Mark Rubinstein, des 1976 sur le plan theorique, et
depuis 1981 en pratique, dans le cadre de leur scciete LOR (Leland, O'Brien and
Rubinstein) qui dewait conndtre un essorrapide et spectaculaire.Le coup de frein
do au krach d'octobre 1987demortra leslimites destechniquesutilis eesjusqu'alors
mais permit d'en dewelopper d'autres.

Leland et Rubinstein utiliserert I'argument de Black et Sdoles(1973), selonlequel
une combinaison judicieusede I'action support et d'une option ecrite sur cette der-
niere produit un portefeuille localemen sansrisque, pour \synthetiser" une option
a partir d'une position adequate dans I'action support et dans I'actif sansrisque.
Lestechniquesdites OBPI (Option Based Portfolio Insur ance) etaiert nees,
utilisant desoptionsreellesou synthetiques.Elles consisten a former un portefeuille
compose d'un actif risque S (usuellemen un indice nancier) couwert par un Put
de ni sur lui. Pour une valeur quelconquea edheancede S, la valeur du portefeuille
doit toujours etre au-dessugd'un montant xe correspndart au prix d'exercicedu
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Put.

Cestechniques se heurtant a di ererts problemes,dont ceux de la determination
d'un horizon precis d'investissemen et de I'estimation des volatilit es des actions
supports, de nouwellesstrategiesde gestiondites a coussinont ete developpees.La
premiered'entre elles,ou plutdt leur anctre, estbaseesur le principe tressimple du
stop-loss .. La strategieconsistea xer a priori une valeur minimale du portefeuille,
souwert appelee\planc her", atout instant. Au coursde la gestion,chaquefois que
la valeur du portefeuille franchit a la baisse(resp. a la hausse)ce seuil, l'integralite
du portefeuille est placeeen actif securise (resp. risque).

Cette methode preseite deuxincorvenierts majeurs. D'une part, elle estgereratrice
de forts co0ts de transaction puisqu'a chaque fois, c'est la totalit e du portefeuille
qui changede support. D'autre part, on ne consicere danscette reglequele fait que
le seuil a ete franchi ou non, sanstenir compte de la marge par rapport a celui-ci.
Si apresun franchissemenh a la hausse|'actif baissede facon brutale, et dans des
proportions superieuresa la marge dont on dispose,la garartie peut sereweler im-
possiblea tenir.

Des1986,Perold et Sharpe [PS89, puis Black et Jones[BJ87] ont propose une me-
thode amelioree,appelee\m ethode du coussinproportionnel” ou CPPI (Constant
Proportion Portfolio Insur ance) en anglais, dans laguelle ils de nissert cer-
taines reglesmecaniquesd'achat et de vente desactifs sous-jacets. Cette methode
consistea de nir un\plancher", partie du portefeuille qui sevalorisea un taux sans
risque (ou dont le risque est matrise), de facon a ce qu'un niveaude garartie de ni
au prealablepuisseetre atteint al'edheance.L'ecart ertre le plancher et la valeur du
portefeuille constitue la marge,souvent appelee\coussin” , disponible pour investir
en actif risque. Savaleur est revisee, chaquefois que celaest possible,erntre la date
initiale et I'horizon.

Par exemple,si I'on veut garartir 100dansun an, pour un portefeuille qui vaut 100
aujourd’'hui, et que le taux sansrisque remunere 5% par an, il sut de placer95.3
en actif sansrisque pour &tre certain d'obtenir 100ala n. Le risque de defaut est
alorsnul, puisquem@émesila valeur de I'actif perd 100%,la garartie peut &tre tenue,
maisles4.7 investisen actif risque ne permetternt pasd'augmerter signi cativemen
la rentabilit e du portefeuille par rapport au taux sansrisque.

A n d'augmerter I'esperancederentabilit e del'in vestissemen) lesauteursdu modele
proposern m 4.7, ou m estsuperieur ou egala 1. Cecia en cortrepartie pour e et
d'augmerter le risque pris. Par exemple,si m = 2, on investira 9.4 en actif risque,
mais cette fois le risque est plus important puisqu'il sut que celui-ci baissede
plus de 50% ertre deux reallocations(Q:T4 = 4:7), pour que la garartie ne soit plus
tenue. Et bien s0r, si I'on prend un multiplicateur m elewe, ce risque peut devenir
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important. Toute la logiquede la methode estd'obtenir un compromisertre le risque
guel'on accepteet lI'esperancede rentabilit e que I'on souhaite obtenir.

Cette methode a le merite d'étre simple a mettre en oeuvre, et de permettre un
bon cortrdle du risque de defaut. Toutefois, les methodes de rebalancemeh sort
nombreuseset le choix doit en @tre optimise. En outre, le resultat, en termes de
performance,ne depend pasuniquemen de la valeur nale de l'actif risque, comme
c'est le caspour une option (au moins Europeenne).En d'autres termes, le resultat
esttresdependart de la trajectoire de I'actif risque dansle temps.

Le deweloppemern de la gestioncollective de I'epargneet la croissancespectaculaire
des OPCVM@, tant en France qu'en Europe, impliquent desormaisde nouveaux
criteresde choix et de mesuresde performance.La modernisation des marches -
nancierset le deweloppemern desproduits deriveset destechniquesd'assurancede
portefeuille ont boulewers les modesde gestiontraditionnels.

Objectif de gestion d'un FCP.

Un FondsCommun de Placemen (FCPﬂ a pour objectif de participer a I'evolution
des marcdhes actions, obligataires et monetaires sur un horizon determine, par la
gestiondynamique de l'allo cation ertre les actifs risques et non risques. Les inves-
tissemelts sort notammert realisespar le biais de parts ou actionsd'OPCVM et de
fonds d'investissemen

La gestiondu FCP estencadeepar desreglesissuesde la technique d'assurancede
portefeuille, permettant d'o rir une garartie du capital net investi.

Cetype de fondss'adressea desinvestisseurgjui souhaitert bene cier d'une perfor-
mancegenereepar un portefeuille diversi e gere dynamiquemer, sanspour autant
prendre un risque de perte s'ils conserert leurs parts jusqu'a la date de garartie.
lls bere cient ene et, acette date-la, de la garartie de 100%du capital net investi
(hors commissionde souscription).

En casd'ewlution defavorable des marches, le portefeuille serasusceptibled'etre
integralemen investi en produits de taux, permettant ainsi d'atteindre la valeur
quuidative@ minimum garartie a la date d'etheance.

20PCVM : Organismede Placemerts collectifs en Valeurs Mobili eres.C'est un nom generique
regroupart les SICAV ou FCP. Il existe une grande variete dOPCVM en fonction de la nature
des placemeris realises par 'OPCVM (actions, obligataire, monetaire). Ce support d'investisse-
ment permet de con er son investissemeh a des experts nanciers en accedart notammernt a un
portefeuille largemert diversi e, mémeavecun faible montant investi.

3Un FCP estun portefeuille de valeurs mobilieresen copropriete, gere par une societe de gestion
pour le compte desporteurs de parts.

4La valeur liquidativ e d'un FCP correspond a la valeur a un instant donne d'une part du fonds.
Elle est obtenue en divisant la valeur globale de I'ensenble destitres qui composen le FCP, par le
nombre total de parts existantes.
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Strat egie d'investissement.
La strategie d'investissemen consiste en une gestion dynamique du portefeuille.
Celui-ci est constitue de deux sous-prtefeuilles:

{ le sous-rtefeuille\actif risqu e" est destine a produire la performancerecder-
chee. Il est gereralemen investi en OPCVM et fonds d'investissemen actions,
obligataireset diversi es.ll peut etre egalemen investien OPCVM monetairesa
vocation internationale et en fonds de gestionalternative.

{ le sous-prtefeuille\actif sans risque" est generalemen investi en OPCVM et
fonds d'investissemen monetaires euros, obligataires euros et monetaires dyna-
miques,ainsi qu'en titres de creanceet instruments du marche monetaire. Il per-
met d'assurerune protection de la valeur liquidative a I'etheance.

La ponderation de cesdeux sous-mrtefeuilles prend en compte le senario d'ewvo-
lution desmarches nanciers et est regulieremen regustee de maniere a respecter
les cortraintes de garartie a I'etheancedu produit. En particulier, pour presenrer
la garartie, la strategie d'investissemen consistea suivre les facteurs de risque de
l'actif dynamiqueainsi quel'ewlution destaux d'interét de manierea determinerla
proportion d'actif dynamique autorisee.

Le poids maximal du sous-mrtefeuille\actif risque" est encade par desreglesis-
suesde la technique d'assurancede portefeuille. Il est reevalue en permanencea n
d'obtenir la valeur liquidative garartie a I'ecdheancedu fonds. Il est ainsi fonction
de I'ecart entre la valeur liquidativ e et la valeur actualisee de la valeur liquidative
garartie (dite \v aleur plancher"), et depend egalemeh d’hypothesesde perte poten-
tielle maximale sur lesdi ererts marches composart I'univers d'investissemen du
FCP.

Ainsi selonles circonstancesdu marche, le gerart peut &tre amere a investir la to-
talit e du fonds dans!l'actif non risque, ou inversemen dans|'actif dynamique.
Sila part investieen actif dynamiquerepresene 100%de I'actif, ceciva evidemmei
permettre de maximiser le potertiel de performancedu fonds.

Par cortre en casd'ewlution extrémemen defavorable des marches, la valeur li-
quidative dewenart tresproche de la valeur plancher, le FCP est susceptibled'étre
totalemert desinvesti dessous-prtefeuilleset d'etre alors integralemen et de niti-
vemern investi en instruments de taux destinesa permettre a la valeur liquidative
de corverger vers la valeur liquidative garartie. On parle alors de\mon etarisa-
tion" . Deslors, la valeur liquidative du fondsre etera par construction et jusqu'a
I'ecdheancedu produit, la valeur actualiseede la garartie.

Ceci a evidemmen pour incornveniert de ne pas pouvoir bere cier d'un ewertuel
rebond desmarchesdansla periode qui precdela date de garartie.
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Prol de risque.

Lesinstruments nanciers danslesquelsest investi le FCP sort selectionrespar la
scciete de gestionet connaisseh les ewlutions et aleasdu marche.

Les principaux risquesauxquelss'exposel'investisseur(y compris par le biais des
OPCVM et fonds d'investissemenh danslesquelsle portefeuille estinvesti) sort :

le risque de perte d'opp ortunit e dansle casou le FCP, a la suite d'ewolutions
tresdefavorablesdes marches, a ete conduit a tre totalemert desirnvesti du por-
tefeuille\actif risque” et cejusqu’a la date de garartie et sansavoir la possibilite
d'y etre de nouveau investi (procedure de monetarisation).

le risque actions : Le FCP peut investir dansdesindicesou actions,y compris
desactions de petites capitalisations. Si cesactions ou indices, auxquelsle FCP
est expose baissem, la valeur liquidative du fonds peut baisserdansla limite de
la protection accorcee.

En raisonde leurs caracteristiquesspeci ques, lesactionsde petites capitalisations
peuvert preseter desrisquesde liquidit e et de volatilit e pour les investisseurs.
le risque de taux : Il s'agit du risquedebaissedesinstruments detaux decoulart
desvariations de taux d'interét.
Ainsi sile FCP investit dansdesactifs obligataires,savaleur liquidativ e baisseen
casde haussedestaux d'interét de la courbe desemprurts d'Etat.

le risque de credit : Il s'agit du risquede baissedestitres emispar un emetteur
prive ou de defaut de ce dernier. La valeur destitres de creancedanslesquelsest
investi le FCP peut baisserertra™ant une baissede la valeur liquidative dansla
limite de la protection.

le risque de change : Sile FCP investit dansdesactifs lib ellesdansune devise
autre que l'euro, sa valeur liquidative peut baisseren cas de variations sur les
marchesdesdevises.

risque economique : notonsaussique la garartie porte sur le capital initiale-
mert investi (hors commissionde souscription) et ne tient pas compte de I'in a-
tion.

risques lies au style de gestion : le style de gestiondiscretionnaire applique
au fonds reposesur I'anticipation de I'ewlution desdi ererts marches (actions,
obligations) et/ou sur la selectiondesvaleurs.ll existeun risquequel'OPCVM ne
soit pasinvesti a tout momern surlesmarchesou lesvaleurslesplus performartes.

Ainsi, enfonction de la performancedu FCP a la date de garartie, la valeur liquida-
tive calculeea la date de garartie (VLDG) peut &tre superieureou egalea la valeur
liquidativ e garartie.

Au coursdela vie du FCP, la valeur liquidativ e estsoumisea I' ewolution desmarches
nanciers et peut doncetre inferieurea la valeur liquidativ e garartie.

Les porteurs, quelle que soit la date de souscription de leurs parts, demandan le

160



Probemed'optimisationde matingale SectionVI1.3

rachat de cesmémesparts sur la based'une valeur liquidativ e autre que la VLDG,
ne bere cient plus de la garartie. Celle-ciesten e et seulemeh accorcee aux por-
teurs conserant leursparts jusqu'a I'edheancedu fonds. Par ailleurs, seuledesparts
souscritesavant la n de la periode de commercialisationont un capital gararti a
I'echeance.

V1.3 Probleme d'optimisation de martingale

Nous expliquonsd'abord dansla section|VI.3.1] les notions de fonction d'utilit e et
d'aversion pour le risque. Ensuite, nous nous posonsdansla sectionVI.3.2/ un pro-
bleme d'assurancede portefeuille ou I'in vestisseurcherche a maximiser I'esperance
de son utilit e terminale. Les strategiesadmissiblesauto- nan cartes sort des mar-
tingales localeset doivert dominer un certain processusde plancher a toute date
intermediaire jusqu'a I'echeancedu fonds. Dans la section|VI.3.3, nousreformulons
ce probleme en termes d'ordre corvexe, de maniere a ne plus avoir a speci er les
criteresd'utilit e et nousle resolons a l'aide desresultats du chapitre [V.

VI1.3.1 Fonction d'utilit e et aversion pour le risque

Touslesindividus n'ont pasle meémecomportemert faceau risqueet cette di erence
correspnd a desdegresdi ererts d'aversion pour le risque. Commern caracteriser
cette aversion?

L'un desenjeuxmajeursdela theorieeconomiqueestde parvenir a modeliserle com-
portemert desagens facea une situation donnee.Pour cefaire, leseconomistesont
recoursau conceptd'utilit e qui, a l'origine, a ete evoque par Bernouilli au XVI leme
sieclepuis introduit par LeonWalras au debut du XX emesiecle.Walras, ingenieur
de formation, a voulu appliquer a I'economieles conceptsde la physique. Il s'est
ainsi inspire de |'energiepotertielle des physicienspour de nir ['utilit e d'un agen
economiquel'id eeestla m&émequ'en physique: on represete le degre de satisfac-
tion d'un individu par une fonction reelle,ce qui est plus facile a manipuler.

Vient alors le problemesuivant : commer l'agert determine-t-il seschoix a partir
de safonction d'utilit e? Ou plut®dt au moyen de quel criterel'agent va-t-il prendre
sesdecisions?

Le problemeest de de nir un critere de decisionsimple qui rende compte le mieux
possibledu comportemert desagerts en ervironnemen incertain. Il estclair quele
critereretenu doit tre une fonction de l'utilit e. Les economistesconsicerert que la
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facon la plus\rationnelle" de se comporter est de recourir a un calcul d'esperance
d'utilit e. Les fondemerts axiomatiquesde ce modele ont ete proposespour la pre-
miere fois par von Neumann et Morgenstern (1947) [MvN47]. Ce modele presene
beaucoupd'avantages pratiques et reste le plus utilise dans tous les domainesde
la theorie economiqueintegrart le facteur risque ( nance, assurance,theorie des
endieres,theorie de la rme, economiede I'environnemert ou de la sarte ...). La
theoriede la demanded'assurances'est notammert developpee sur la basedu mo-
dele d'esperanced'utilit e. Ce dernier a la particularit e de separer les probabilites
des utilit es des congquencesnonetaires correspndartes et d'avoir une fonction-
nelle represemant lespreferencesalors que celle-ciestlineairedansles probabilites.
A partir d'une axiomatiquequi lui estpropre, le modeled'esperanced'utilit e permet
ainsi de represetter les preferencesdesageris d'une facon elegarte dansun univers
risque.

La fonction d'utilit e de von Neumann-Morgensternu est strictemert croissarte,
concave (aversionpour le risque), de classeC? (deux fois cortin0mert di erertiable),
telle quelimy, ouYx) = 1 ;limy: uqx) = 0.

Dansla theoriedel'esperanced'utilit e,la decroissancelel'utilit e marginaleet I'aver-
sionpour le risquesetraduisert par la concavit e de la fonction d'utilit e represemant
lespreferencesPlus preciemen, plusu estconcave, plusl'agert estaverseaurisque.
Lorsqueu estlineaire,l'agen estneutre au risque. Nous avons alors::

u(E[X]) = E[u(X)]:

Danscecas,leschoix del'agen sebasern surl'esperancemathematiquedela richesse
terminale.

Rappelonsici les de nitions des notions d'aversionspour le risque et pour un ac-
croissemet de risque.

Av ersion pour le risque : un ager a del'aversionpour le risque (ou est adver-
saire du risque) s'il prefere a toute loterie le gain de son esgerancemathematique
avec certitude.

Il s'agit donc d'un parametre mesuran la tendancea eviter la variabilit e desren-
demens. Pour une variabilite des rendemers donnee, un investisseurexigera un
rendemem moyen d'autant plus eleve que sonaversionau risque est eleee.

Av ersion pour un accroissement de risque : un agert a de l'aversion pour
un accroissemende risque si, quellesque soiert deux variablesaleatoirestelles que
l'une sededuit de l'autre par un etalemen a moyenneconstarte, il preferetoujours
la moins etalee.

Etant donneesdeux variablesaleatoiresX et Y, ondira queY sededuit de X par
un etalementa moyenneconstante si E[X] = E[Y] et X domineY au sensde la
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dominancestochastique du secondordre®.

Ainsi, la notion d'accroissemende risque est directemert ass@ieea la dominance
stochastique d'ordre deux. Un agent adversaired'un accroissemendu risque sera
aussiadversairedu risque. La reciproque est fausse.

Dans le cadre du modele de I'esperanced'utilit e, cesdeux notions d'aversion pour
le risque sort equivalertes a la mémepropriete de concait e de la fonction d'utilit e.
La decroissancede I'utilit e marginale incite I'investisseura rechercher le meilleur
compromisertre risque et rendemen

Le lecteur interesg pourra consulter par exemple l'article [Gay04] pour de plus
amplesdetails sur le sujet.

VI1.3.2 Cadre de l'assurance de portefeuille

Tout au long de ce chapitre, l'incertitude est modelisesepar un espacede probabilite
Itr e ( ;F;P) satisfaisan les conditions usuelles,c'est-a-dire fF (g est une famille
de sous-tribusde F croissane, cortinue a droite et F, cortient tous les evenemets
P-negligeablesdans F . Nous supposonsegalemen que fF g est quasi-cotinue a
gaudie. On pourra consicerer une ltration Browniennedansune premiere lecture,
de facon a ce que toutes les martingales soiert cortinues. Toutefois, ce chapitre
propose un cadre plus gereral qui recouvre aussi bien le cas cortinu que le cas
discortinu (mouvemert Brownien geomnetrique, processusie Levy, etc.). L'horizon
du problemeest un tempsd'arrét note et peut &tre in ni. Touslesprocessussort
supposes de nis jusqu'a I'horizon du probleme, m&me si ce dernier n'est pas ni.
Commed'habitude, un temps d'arrét peut prendre desvaleursin nies.

En nance, le problemede\trouv er le plus petit portefeuille” dominart un obstacle
(Xt) (suppose borne ou plus gereralemen de la classe(D), c'est-a-dire, domine par
une martingale uniformemern integrable) est classiqueet serapporte en gereral a
un problemed'option de style Americain.

Dansl'environnemert risque-neutre,les portefeuillesauto- nan carts® sort desmar-
tingaleslocales.Commel'inf de deux martingalesestune surmartingale,le probleme
admet toujours une solution dans la classedes surmartingales, appelee\enveloppe
de Snel".

SNous avons obsene au chapitre [V] que la dominance stochastique du secondordre est equiva-
lente a l'ordre corvexedecroissan, et lorsquelesesperancessornt egales/'ordre decroissan corvexe
revient simplemert a l'ordre convexe.

6 es variations de la valeur d'un portefeuille auto- nan cant sort uniquemert duesa cellesdes
actifs (autrement dit, sort exclusl'apport exterieur d'argent ou une consommation).
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Pour pouvoir selectionner une\martingale" optimale (et non une\surmartin-
gale" optimale), nous introduisonsun critere d'utilit e sur la valeur terminale de
la martingale. Notons que toute martingale dominart un processusde plancher X
domine forcemen son erveloppe de Snell Z et il est donc naturel de consicerer le
problemesuivant d'optimisation de martingale avec un plancher surmartingale:

rrhlﬂaprfu(M ); avec M martingale > Z; 8t 2 [0; ] et My donnegy;

ou u designeune fonction d'utilit e generale (concave, strictemert croissare, de nie
sur R*) et la surmartingale Z est supposeebornee,ou domineepar une martingale
uniformemen integrable.

La solution du probleme non-coriraint ne depend pas de la fonction d'utilit e. En
e et, gracea la concwaite de u, nousavons

E[u(M )] 6 u(EM ]) = u(Mo);

pour toute martingale (M¢) et par suite, la strategieoptimale est de ne rien faire.

De facon similaire, lorsqueles cortraintes jouent, nousvoudrionstrouver une solu-
tion qui ne depend pasde la forme de u, surtout que le choix de la fonction d'utilit e
estloin d'etre simple.ll n'est pasevidert, ene et, detrouver une mesureexplicite de
la satisfactiond'un investisseurpour sesactifs nanciers enfonction de sonaversion
au risque.

Cesobsenations nous conduisen a la notion d'ordre stochastique convexe (ou
concave) (cf. chapitre V). Nousavonsen e et besoind'un ordre plus fort que celui
desvaleursespereespour comparerdesdistributions erti eresde probabilite. L'ordre
stochastique repond a cet objectif et nouspermet d'e ectuer les comparaisonssto-
chastiguessouhaitees.

VI1.3.3 Formulation et resolution du\nouveau" probleme de mar-
tingale

Munis de I'ordre stochastiquecorvexede ni au chapitre V, noussommesen mesure
dereformuler le problemed'optimisation souscortraintesentermesd'ordre corvexe.
Obsenons d'abord qu'en raison de la propriete de surmartingale de Z, le capital
initial permettant a I'investisseurde dominer le plancher doit €tre au moins egala
Zo.

Introduisonsl'ensenble suivant desmartingalesadmissibles:
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M; ., martingale uniformemen P integrablej

|\/|0=Zoet|\/|t>Zt 8t2[0, ] .

Commeil a deja ete mertionne au chapitre V| cet ensenble n'est pasvide puisqu'il
cortient deja la martingale M# = Z, + A, assaiee a la decompsition de Doob-
Meyer de Z (A etant un processusroissai previsible partant de 0).
Nousavonspour objectif de trouver la plus petite martingale M ? dansM ¢ par rap-
port a l'ordre stochastique corvexe sur la valeur terminale. Autrement dit,
M? 6 M pour toutes lesmartingales(M{)gs1s  dansM 2.

Commenousallonsvoir dansl'exemplesuivant, la solution peut sedecrirede maniere
explicite dansle cadrede Black-Sdolesa horizon in ni.

VI.3.3.1 Formules fermees dans le cadre d'un mouvement Brownien geome-
trique

Supposonsquela surmartingaleZ estun mouvemert Brownien geonetrique de drift
negatif :

— = rdt+ dW;; Zo= x> 0:

Supposonsquela maturite estin nie etintroduisonsla notation Z, = supsg e Zu-
Commeles accroissemes relatifs de Z sort independarts,

i h o, R
E Z., jFt = ZE sup2tjF, = Z,E sup=jF, = = E 7,
’ t6u Zt osu Zt X '
Il en decouleque
h i
1 1 Z,
Z,=bE Z.,jF, et Z=>E supzZ, = E 2L : (VI.1)
’ b X osu

Theoreme VI.1
La martingale

dela decomposition Max-Plusde Z estla plus petite martingale dansM # par rapyort
a l'ordre stachastiqueconvexesur la valeur terminale.
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Preuve - VI.1 -
L'optimalit e releve de la preuve gererale du theoremeVI.3| (qui reprend le theo-
remeV.2 du chapitre V).

Commela loi de Z,, estbien conrue (cf. lemmeV.4), il existe une formule fer-
mee pour M, comme fonction de (Z;Z,,). Nous rappelonsici le resultat de la
proposition V.5 qui decrit explicitemert la martingale optimale M

Proposition VI.2
1. Le processusde plancherZ et la solution optimale M  sont de la forme
1 1. M1z i

Zy= —E Z, jF; et M, = Zoy T 7 1= (ZiZy):
O;t

2. En tant quemartingale, M, peut serepresentercommeune integrle stochas-

tique :
7 1 7 1
t thWt = L thA’

dM, = —
‘ ZO;t ZO;t

ou M designela martingale de la decomposition Doob-Meyerde Z.

La gure represere la martingale M  de la decompsition Max-Plus de Z et
la martingale de Doob-Meyer M 4, sur une trajectoire possiblede Z. Nous pouvons
obsener en particulier que M# est plus volatile que M . Cecis'explique par le fait
gue M estla plus petite martingale par rapport a lI'ordre corvexe sur la valeur
terminale. Elle est donc forcemen moins risqueeet colle plus au plancher Z.

Ainsi, en casde forte chute du plandher, la martingale optimale parviernt a cortrdler
sabaisseet a semaintenir a un niveau assezstable.

VI1.3.3.2 Resultat principal

A presem, nous nous posonsla méme question dans un cadre plus gereral ou la
maturite n'est plus necessairemenin nie et le processugde plancher Z n'ewlue
plus suivant un mouvemen Brownien geonetrique. Toutefois, il de nit encoreune
surmartingale.

Theoreme VI.3
Considerons un horizon et une surmartingale cadlag Z = (Zt)osts de la classe
(D), qui admetla demmposition Max-Plus suivante:

Zi=E suplLyjF;; 06t6 ; (VI.2)
t6 ub
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Fig. VI.1 { Comparaisondes martingalesM et M” sur une trajectoire possible
de Z, Brownien geonetrique de parametres( r = 0:04, = 0:2).

ouL = Lt 4, €stun processusoptionnel, semi-ontinu superieurementa droite.
Soit M la martingale assaiee a la decomposition Max-Plus de Z de nie par

M; =E supLyjF;; 0616
06 u6

Alors, M estla plus petite martingale dansM # par rapport a I'ordre stochastique
convexe.En d'autrestermes,

E[g(M )16 E[g(M )]

pour toute martingale M dansM 4 (M; > Z, 8t 2 [0; ]; Mg = Zy) et toute
fonction convexeg pour laquele les esperances precedentessont bien de nies.

Remarque V1.4

Ce theoremea deja ete prouve au chapitre'V (voir theoremeV.2). Nous presentons
ici une autre preuvede l'optimalite de M basee essentielement sur I'observation
gueM estegaleala valeurterminale d'un processuscroissant. Ce genre d'argument
a ete introduit pour la premiere fois par El Karoui et Jeanblancdans[KJP98].

Preuve - V1.4 -
Nous utilisons dans la preuve du theoreme la condition de at-o veri ee par le
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running suprenum Lo, = SUpyg ¢ Lu (vOir [11.7). Cette propriete est reprecise
dansle lemmesuivart :

Lemme VI.5
Lot = SUpsuet Lu €StUn processuscroissantqui veri e la condition de at-o
z
(My  ZydLy, = 0:
[0; ]

Autrementdit, il crot uniguementauxinstantst 6 telsqueM, = Z;.

Preuve - VI.5 -
(Lo,) estbien evidemmen un processuscroissan. Soit t un point de croissancede

(LO;t)-

Sit< il verie forcemen supyg s Ls = SUPgs Ls, €t par suite M, = Z;.

Sit= ,nousavonsL, < L, sinonle processuscroissam ne sauterait pasen
.OrL = Z pardenition deZ (cf. (VI.2)) eeM =L, _L.Il endecoule

immediatemenn queM = Z et la condition de at-o est bien veri ee.

Suite de la preuve du theoreme VL.3.

Soit (M;) un elemen arbitraire de M 4. Nousallons prouver queM 6 M .
Soit g une fonction corvexe a valeursreelles,pour laquelle les esperancesk[g(M )]
et E[g(M )] sort bien de nies. La corvexite de g ertra™e

ElgM )] E[gM )]> E[gM )M M )= E[f{L,, )M M )L

Nous utilisons la regledi erertielle classiquepour les processusa variation nie ; il
est commale d'introduire la deriveediscrete de g% g3°de nie par

gt )= gix+ ) g si 60
gatx; 0) = gtx); si =0
Il vient alors 7
go(Lo; ) = go(Lo;o) + . gg?'—o;s ; Los) dlos;
et par suite

E[giLo )M M )]=E[g°(r|]- (M M )] _
|
+E (M M )ggzl—o;s : LO;S) dLO;S : (V|-3)
0
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Notons que g(SRLO;S , Los) dLy est Fs-adapte a chaqueinstant s. Nous pouvons
doncremplacerdanslintegrale(VI.3), la valeur terminale de la martingaleM M
par sonesgeranceconditionnellepar rapport ala Itration Fg, c'esta-dire,Ms My .
Nous obtenons nalement l'identit e suivante :

E[g{Ly, )M M )]=E[g°(hL (M M )] .
|
+E (MS Ms ) g((j)?l—o;s ; LO;S) dLO;s :

0

Maintenant commeg est une fonction corvexe, g3%est positive. Par ailleurs d'apres
le lemmeVI1.5, (Ly,) crot uniqguemen aux instantst 6 ou M; = Z,. Ainsi,

Z Z

0 (MS Ms )g(g?Lo;s ; LO;S) dI-O;S = o (MS ZS) gg?'—o;s ; LO;S) dLO;S > 0

Par congquert, cesconsicerationsimpliquent que

ElgiLo )M M )I> E[gLoo)(M M )] = E[g¥Loo)(Mo Mg)] = 0: (VI.4)

Si nous consicerons plutdt l'ordre corvexe decroissaty nous avons egalemenh
E[09L,. )(M M )] > 0 puisque gqLoo) 6 O (par la decroissancede g) et
Mo > M, .

Ainsi E[g(M )] > E[g(M )] et la martingale M estbien optimale.

Il est a noter que les (in) egalites precedentes restert valablespour desfonctions g
non -regulieres.Tout cedont nousavonsbesoinestde consicererlesderiveesau sens
desdistributions et non au sensstrict.

VI.4 Application a l'assurance de portefeuille : pro-
bleme\g eneral" d'optimisation sous contraintes

Certains produits reelsd'assurancepromettert un reveru minimum gararti ou une
certaine richessedonnee. Ces cortraintes de garartie doivert @tre respecteesinde-
pendammemn desconditions du marche. Ainsi, lesvendeursde tels produits doivert
choisir une bonne strategiede portefeuille qui performe mémedansle pire senario
ervisageable.

Si nous considerons l'ordre corvexe decroissan (ou de maniere equivalente I'ordre concave
croissart), la valeur initiale d'une martingale admissible quelconquene doit pas exceder la valeur
initiale de toute solution optimale du probleme.Elle doit &tre egalemen superieure ou egalea Zy.
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Commeil a deja ete mertionne, les strategiestraditionnelles tentent generalemem
de maximiser un critere d'utilit e esperee concave croissare, liee a des preferences
individuelles.

Nousnousinteressonsci a un problemepratique d'optimisation de portefeuille, ou

le gerart a pour but de dominer un certain plandcher (K;) sur toute la dureede vie

du fonds.

En pratique, K; peut &tre soit determine a l'avance, soit relie a un processusde
bendmark donne. Lorsque K ne depend pas d'un bendimark de marche, il s'agit

d'une garartie en capital. Dans le cas cortraire, il s'agit plutdt d'une garartie en
termesde performance.Dans ce cas, le gerant a pour but de battre la performance
du bendimark sur toute la duree de vie du fonds, selon I'aversion au risque de
l'investisseur.

Par exemple,un fonds peut garartir une part de la performanced'un indice I;

( etant une proportion x eeertre 0 et 100%), et en méme temps l'in vestisseur
peut se voir garartir une proportion = 90% de son investissemen initial, non

capitalise. Autrement dit, la valeur courarte V; du fondsdoit veri er la cortrainte :
I

Vi > Ky =sup Vo I—t .

Des problemessimilaires appardssen lorsque desinvestisseursnstitutionnels sort

soumisa descortraintes legales)eur imposart quela valeur liquidative du fondsne
descendgpasen dessoud'un certain seuil jusqu'a I'edheance.

En pratique, la premiere etape dans la gestion desfonds d'investissemen ou des
fonds de pension, est de de nir une allocation strategiqueliee a un horizon ni.
Selon l'aversion au risque de l'investisseur,le gerant xe la proportion d'indices,
actionset obligations a placerdansun portefeuille bien diversi e de valeur courarte
S.

Dans un cadre mathematique, (S;) designele portefeuille optimal pour le probleme
non-cortraint asseie, avec une fonction d'utilit e donnee.

VI.4.1 Probleme\non-contraint” et changement de numeraire

Consideronsun marche nancier complet, standard au sensde Karatzas-Shree (cf.
lesde nitions 1.3,5.1,6.1et le theoreme6.6 du premier chapitre de [KS9§). Tout au
long de cette section,nous supposeronsque I'norizon  estun tempsd'arrét borne :
06 6 T. Rappelonsci-dessoudes de nitions de Karatzas-Shree concernanm les
notions de marche nancier standard et complet.
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Rappels :

De nition VI.1

Un marche nancier estdit standard si

() il estviable,c'est-a-dire sansopportunite d'arbitrage(pas de possibilite de faire
desbene cessansprendre de risque);

(i) le nombre N desactifs risques ne depssepas la dimensionD du mouvement
Brownien sous-jaent;

(i) le processusde la prime derisque D -dimensionnel, progressivemenimesuable

() satisfait 7

ji Mjj’dt<1  presquesdrement;
0

(iv) la martingale positive locale
Z, 1
Zo( ) = exp Ys)dW(s) Si (s)jj’ds ; 06116 ;
0

est une vraie martingale.

Pour un marche standard, on peut de nir une mesue martingale standard Q sur F
par
Q(A) := Ep[Zo( )1a]; 8A2F :

Un ensenble de F est Q-negligeablesi et seulemen si, il estP-negligeable On dit
alorsque Q et P sort equivalertes sur F .

De nition VI.2
SoientSy(t) le prix al'instant t del'actif non risque (avec So(0) = 1), B unevariable
aleatoire F -mesurbletelle que SOB( ) Soit presquesirementminoree et
h g i
X:= Eq m <1: (VL5)

(i) B estdit atteignable (ou simulable), s'il existe une strategie de portefeuille
auto- nancante , devaleurinitiale x, dont le processusderichesseassaie veri e
X ()= B; c'est-a-dire,

Z

_ 1
50 7 . SW

ou (:) designele processusde volatilite.

Qu) (u)dWo(u) p.s;
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(i) Le marche nancier estdit complet si toute variable aleatoire F -mesumble,

avee ——— minoreeet veri ant (VL.5), estatteignable.Sinon, on dit quele marche

So( )

estincomplet.

Ainsi dansun marche standard, il existe une probabilite equivalerte a la probabilite
historique, souslaquelle les processuslesprix actualisesdesactifs de basesort des
martingales.

Dansun marche complet, une telle probabilite estunique, on I'appelle la probabilite
risque neutre ou mesue-martingale

Par soucide simplicite, nous ne decrivons pasici en detail le cadre de notre etude.
Nous retenonsuniquemen les elemens essetiels :

Le processudgle densite du prix d'etat H; de nit une semi-martingalecortinue,
strictemert positive, telle que Ho = 1. Il peut serepreseter commele produit
du facteur d'actualisation et de la densite du changemen de probabilite risque-
neutre. Nous supposonsde plus qu'il existe > 1 telle que

E[H ]<+1: (VI1.6)

Un portefeuille admissible auto- nancant de valeur courarte V; est une semi-
martingale cortinue telle que

1. V; > Opourtoutt2][0; ],

2. HyV; estune martingale uniformemen integrablesousP et non uniquemern
une martingale locale. Elle veri e, par congequert, la cortrainte budgetaire
E[HV]= V.

Comme le marche est suppose complet, tout actif cortingent positif 2 F

veriant E[ ] < +1 pour une certaineconstarte > 1, estla valeur terminale
d'un portefeuille admissible.Autrement dit, il existeV tel queV = etV, =
E[ H ]

Consicerons maintenant le probleme suivant \non-contraint” d'un investisseurqui
cherche a maximiserun critere d'utilit e esperee

supEfu(V); (W) portefeuille admissibleauto- nan cart et Vo = Xg; (VI.7)

Vi

ou l'esperanceest calculee sousla probabilite historique P. Supposonsqu'il existe
une strategieadmissiblede valeur terminale V , telle que

uv )= H ( >0) E[u(V)]<+1 etE[HV]=x
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alors cette strategieest optimale.
En e et, commeu estune fonction concare,

u(y) u(x) 6 u{x)(y x) pourtout couple(x;y);
et par suite
E[uV)] E[u(V)]6 EH (N V)6 (X x)=0:

Remarque VI.6
La theorie de l'optimisation (voir [KS98]) permet de montrer que la solution du
probkeme non-contraint de richesseinitiale x, noteeV , doit verier la condition
d'utilit e marginale

u{v )= H ;

ou estun parametre appele multiplicateur de Lagrange. Il est completementdeter-
mine par la contrainte budgetaire E[H u® }(H )] = x.

La situation classique,ou V est conrue pour @tre une strategie optimale sousles
hypothesesprecedertes, est le casde fonctions d'utilit e de type puissanceCRRA

(aversionrelative au risque constarte).

Supposonsalors que I'agent est muni d'une fonction d'utilit e u de type puissance

de nie par :
1

u (x)= i( pour tout X 2 R™;

avec1+ < < 1( introduit dans(VI.6)), de manierea cequetouteslesconditions
d'integrabilite precedertes soien satisfaites.

De plus, l'inegalite E[u (V)] < +1 estsimple a verier pour toutes les strate-

. . 1
gies admissiblesauto- nan carntes (V;). Pour cela,posons = —— avec > 1.
Appliquons ensuitel'in egalite de Helder. Il vient
1
Elu (V)= —EH @ IH v
1
G%EH T OCEMHV)E ) T

. 1 , . 1

ou estdenie par —+ — =1, c'esta-dre = —— En posart = 1

nous obtenonsl'in egalite suivante :

E[u (V)] 6 %E H "E(HV)
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Comme (HV;) est une martingale uniformemen integrableet f : x 7! x estune
fonction concare sur R, f (H;V;) estune surmartingale et par suite

E[f(H V)] 6 f(HoVo) = L:

Cette derniere inegalite en conjonction avec I'nypothese(VIL.6) implique aisemert
queE[u (V)] < 1 pourtout portefeuille admissible(\;).

1

H
Grace a la completude du marche, — 1 est atteignable par un portefeuille
E(H™ )
admissibleauto- nancart S;, tel que H;S; est une martingale de valeur initiale 1.
Ainsi, la valeur terminale de la strategieoptimale V estde la forme

Elle est donc proportionnelle a la valeur initiale investie dansle fonds, et le porte-
feuille optimal assie a la richessenitiale x est simplemen

V, = xS;:

Gracea la propriete de martingale du processusositif cortinu M8 := H.S;, nous
pouvonsintroduire une nouvelle mesurede probabilite QS equivalerte a P. QS est
de nie sur F¢ par sadensite de Radon-Nikodym par rapport a P :

dQs

——=M®=HS:

dP
La famille de tribus (Fs) satisfait alors aux conditions habituellesa QS, aussibien
gu'aP. Lesensenblesnegligeableslestribus optionnelleet previsiblesort lesmémes
pour QS et pour P. Un processuscadlag X est une QS-martingale si et seulemen
si le processusX M S est une P-martingale. Il en resulte aussitt que X est une
QS-martingale locale si et seulemen si X M S estune P-martingale locale.
En choisissah S commenouveau numeraire, NOUS pouvons obsener que pour tout
portefeuille admissibleV;, le processus

VS = &
' St

est une martingale uniformemert integrablesousQ®. De plus, la forme particuliere
de la fonction d'utilit e u permet de reecrire le critere a maximiser sousla forme
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suivante :

h 1 h [

1V S 1 vV 1
Eelb (VN=Bos g =B g1~ 3
hg [
\
= EQS H u S_ = qEQS u VS ;

ou la derniereegalite decoulede la condition de premierordreu®(S)=S = H .

Sousla nouvelle probabilite QS, le problemeest de trouver un portefeuille optimal
dansle numeraire (S), qui maximisele critere

maxEqs U (V®); V° martingaleu.i. et V5 = x :
Vt

Commenousl'avons note dansla sectionVI1.3.2, une strategieoptimale dansce cas
est de ne rien faire. Ici, le changemeh de probabilite senble non pertinent. Nous
verrons, cependan, dansla prochaine sectioncommert il peut s'averer extrémen

utile pour transformer le problemeclassiqued'allocation optimale de portefeuille en
un problemede martingale souscortraintes. Cecinouspermettra alorsd'utiliser nos
resultats preederis concernam le probleme de martingale, en vue de trouver une
solution optimale au problemed'assurancede portefeuille, dansle mondereelou les
portefeuillesauto- nan carts ne sort plus desmartingales.

VI1.4.2 Probleme\contraint” : changement de probabilit e et ca-
racterisation de la solution optimale

Le but de cette section est de caracteriser la solution optimale du probleme de
maximisation de l'utilit e de la richesseterminale d'un agen, sousdes cortraintes
de type Americain. Nous nousrestreignonsaux fonctions d'utilit e detype puissance
(CRRA). Nousrenvoyons le lecteur a l'article [KJPLO5] par El Karoui-Jearblanc-
Lacoste,pour une extensiondesresultats aux fonctions d'utilit e gererales.

VI.4.2.1 Fonctions d'utilit e CRRA

Consiceronsle problemesuivant d'optimisation souscortraintes, en supposart que
la fonction d'utilit eu estde type puissance

rq/afou (V); souslescortraintes V; > K; 8t 2 [0; ] et Vo= xg I
t
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parmi tous les portefeuilles auto- nan carts admissiblesV;. Le plancher K; est un
processusoptionnel positif.

Sousla nouwelle probabilite QS, le problemeconsistea trouver un portefeuille opti-
mal dansle numeraire (S), qui maximisele critere

. . K
maxEqs U (VS); avecV,® martingaleu.i. > — = X, 8t2[0; JetVy = x :
Vi

St
(V1.8)

. Ky .
Nous supposonsraisonnablemen que X, := S est un processusoptionnel de la

classe(D), cortinu en espgerancepar rapport a toute suite de temps d'arret, sousla
probabilite QS.

Souscette forme, le processusde plancher X n'est pas une surmartingale. Cepen-
dant, commeil a deja ete signak dansla sectionVI1.3.2, toute martingale dominart

X domine forcemen son enveloppe de Snell ZX, et nous pouvons donc remplacer
X par Z* dansla formulation du probleme.

De plus, commele marche est suppose complet, chaque martingale peut etre vue
commeun portefeuilleauto- nan cart V5. Ainsi, le problemed'optimisation de porte-
feuille peut seformuler commeun problemede martingale similaire a celui intro duit

dansla sectionVI.3.2, avec un obstaclede ni par la surmartingale Z* .

D'apresle chapitrellV, Z* peut sedecommsersousforme d'esperanceconditionnelle
d'un processugle running suprenmum :

Z{ =E sup L3jF¢;

t6 ub
ou L* estun processusoptionnel semi-cominu superieuremen a droite, et la mar-
tingale
M = Egs L)' jFt = Egs supLljF,; 0616 ; (V1.9)

' 06 ub't
veri e linegalite E[g(M*’ )] 6 E[g(M )] pour toute fonction corvexe g et toute
martingale admissibleM . Elle resouten particulier le problemed'optimisation as-
socie a la fonction d'utilit eu , lorsquex = ZZ. Il sut pour celade remarquerque
la fonctiong= u estcornvexeet par conequen

E[u (M*" )] > E[u (M )]; pour toute martingale admissiblepartant de x = z5:

Si maintenart x > ZJ, nousdewns remplacerLé;; par Lé;; _ x dans et la
martingale optimale est dans ce casdonnee par

M{" (X) = Egs Ly _ XjFy :
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Sil'on reviert au problemeinitial, le portefeuille optimal assaie s'exprime simple-
mert sousla forme
Vi = SM{ (x):

Ainsi, I'in uence de la fonction d'utilit e a ete minimiseeici, puisqu'ellea juste servi
atrouver le portefeuille optimal S qui resoutle problemenon-cortraint.

Pour desfonctions d'utilit e generales,la propriete lineaire de la solution optimale
du probleme(VI.7) n'est plus vraie : la solution optimale ne varie plus lineairemer
avec la valeur de la richesseinitiale. Dans ce cas, l'article [KJPLO5] suggre une
solution avec destechniques similaires. La represemation des martingales en tant
gu'esperanceconditionnelle de la valeur terminale d'un processusroissan joue un
rdle cle dansla resolutiondu probleme.

Liens avec I'exemple de la section VI1.3.3

Soit P la probabilite historique et H; le processugdu prix d'etat de ni a partir du
taux d'interet r et la prime derisque dansun marche complet:

— = rdt dW,

ou W, estun mouvemen Brownien sousP.

Comme d'habitude, nous introduisons la probabilite risque-neutre Q de densite
exp( W 72 ) par rapport a P, de maniere a ce que W; = W, + t de nisse
un mouvemen Brownien sousQ.

Avec les notations precederies, la valeur terminale du portefeuille optimal (sans
cortraintes) est de la forme

h
S=(H) "=expr +-W

NI =

Dans ce cadre,la mesurede probabilite QS est donneepar

dQ® _ _ . e 9Q,
W—Hs—e Sﬁs

et WtS ‘= W, —t estun QS-mouvemer Brownien.

Commee 'S, estla martingale de densite de Q° par rapport a Q, (e "'S;) ! est
une martingale sousQ*® de la forme
h

o 1
exp —W?

— t:

NI =
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Rewvenonsau problemed'assurancede portefeuilleet supposonsqueK; = K et =T
dans(VI.8). Le processugle plancher X = S estalors une QS-surmartingalenotee
Zi .

— = rdt —dwW?;, Zy=K:

Fig. VI.2 { Une trajectoire possibledu plancher Z.

Pour un horizon temporel in ni, nous avons montre que Z; = bE Z., jF; dans
I'exemple de la section|VI.3.3. Par cortre pour un horizon ni, la constarie b est
remplacee par une fonction deterministe du temps, pour laquelle nous n'avons pas
de formule fermee:

Zi=E supbZsF; et M, = E sup bZgF; :

t6s6 T 06s6T

Le méme exemplede la sectionVI.3.3 donne desformules fermeeslorsquela ma-
turit e estin nie. Par congquern, lorsquela maturite T est su samment grande, il
est possiblede deriver une solution explicite appraximative base sur cesformules
fermees.Nous devonsjuste supposerque la solution ne domine plus le processusiu
plancher pour tout t dans[0; T], mais pour tout t > O.

Considcerons alors un horizon temporel T su samment grand de facon a pouvoir
determinerune formule fermeeapproximative pour la solution du probleme.D'apres
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la proposition|VI.2 de la sectionVI.3.3, Z, ' —2E[Z,,]jF.] et la strategieoptimale
est approximativemen de la forme '
h [
! supZ, ! Zt +1
ot 1 sup, Zy
1 K N1 infes, oy
info;t Sy 1 S .

La gure VI.3|represete une appraximation de la martingale optimale M  assaiee
au plancher Z dela gure [VI.2. Nous pouvons notammert obsener que la martin-
gale colle a son plancher dans les phasesde croissanceet au voisinagede certains
maxima locaux. En e et commeil a deja ete signak au chapitre preceden, la mar-
tingale doit revenir au niveau du plancher a chaque fois que ce dernier atteint un
nouveau maximum (cf. proposition|V.5).

Par cortre lorsquele plancher conndt une chute, le niveau de la martingale M
baisseegalemeti mais dansune moindre mesuredu fait de sonoptimalit e par rap-
port al'ordre corvexesur lesvaleursterminales.

[ 1 H 1
My * ——E[Zor]Fd]

Fig. V1.3 { Approximation de la Martingale Max-Plus M  sur un exemplede tra-

. . K
jectoire du processude plancher Z; = s

La solution optimale V, du problemeinitial estalors donneepar

h i
, 1 S 1 S S
=5 +1 = ; :
Vi M Kinfo;t Su 1 info; S, 1 info; Sy (V110)
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La gure VI.4|represete cette strategie optimale V, en fonction du temps. Nous
pouvons particulieremen obsener que V, reste extrememen proche du plander
constart K au voisinagede la zoneou Z a atteint son maximum global (cf. -

gurelVL.3).
Par soucide simplicite, nous posonsdans la suite s, := infy; S,. CommeV, est

Fig. VI.4 { Represemation de la strategieoptimale V, en fonction du temps.

un portefeuille auto- nan cart, sapartie a variation nie sousla probabilite risque-
neutre Q estenr\V,dt. Il resteaiderti er sapartie martingale en utilisant la formule
d'It’o. La dynamiquede V, estalorsdonneepar I'equation suivante :

dv, =rv,dt+ ° S 1 —SdW,
R |
=rV,dt+ 1K 1 > 1 —SdW,
> hSt [
_ 1 St St :
=rV, dt+ K — Y 1 Y dW,: (VI.11)
Notons que dansle casparticulier ou S; = infg; S,
1 gy
V, = K +1 =K;

et la quartit e d'actifs risquesestnulle. Ainsi, la strategieoptimale touche le plancher
K a chaquefois que S; atteint sonminimum, commele montre la gure VI.5.
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Fig. VI.5 { V, touche le plancher K a chaquefois que S; ateint son minimum sur
[0; t].

Comparaison des strat egies de Max-Plus et de Doob-Meyer

La gure [VI.6 represete la martingale M et la martingale M°M de la decomp-
" . . K
sition de Doob-Meyer de Z, sur un exemplede trajectoire du plancher Z; = 5

Par absenced'opportunit e d'arbitrage, nous savons qu'il n'existe pas de strategie
dominarte danstous les etats du monde.

Nous pouvons obsener que la martingale optimale par rapport a I'ordre corvexe
sur lesvaleursterminales, reste colleeau plancher sur la premiere periode. De plus,
sonmaximum sur lesintervallesde la forme [0; t] esttoujours le m&meque celui du
plancher : supy, M, = sup, Z,, cortrairement a la martingale de Doob-Meyer qui
est plus variable. Celle-cicolle moins au plancher et n'y reviernt plus une fois qu'elle
a decolk.

La gure VI.7|comparelesstrategiesde portefeuilleV, = S;:M, etV,°M = S:MPM
dansle mondereelou les portefeuillesauto- nan carts ne sort plus desmartingales.
Nous voyons bien ici que la strategie optimale la moins risquee V, a tendancea
revenir au plander, cortrairemernt a cellede Doob-Meyer.
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Fig. VI.6 { Comparaisondes martingales de Max-Plus et de Doob-Meyer sur une
trajectoire possibledu plancher.

Fig. VI.7 { Comparaisonde la strategie optimale et de la strategie asseiee a la
martingale de Doob-Meyer.
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VI.5 Conclusion

Ce chapitre proposeune nouvelle approche au problemeclassiquede maximisation
d'utilit e sousdescortraintes de type Americain, en sebasart sur la notion d'ordre
stochastique corvexe. Commeil a deja ete souligre, I'attrait principal de la domi-
nancestochastiqueresidedansle fait qu'elle evite toute hypothesearbitraire concer-
nant la forme de la fonction d'utilit e. Elle n'imp oseaucunespeci cation explicite de
la fonction d'utilit e de l'agent.

Il esta noter que les criteresde I'ordre corvexeont pu etre employesici parce que
nous avons consicere un nouvel environnemert dans lequel les portefeuilles auto-
nan carts sort desmartingales.

Le problemepose admet une solution optimale dansle cadred'un marche complet,
puisquetous lesactifs cortingents sort replicables.De cefait, le portefeuille optimal
ne de nit passeulemeh une martingale locale mais une vraie martingale.
Signalonsen n quel'optimisation estessetiellemen basesur la decompsition des
surmartingalesdansl'algebre Max-Plus, qui permet d'exprimer toute martingale de
la classgD) sousformed'esperanceconditionnelled'un certain processugle running
suprenum.
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Chapitre VII

Martingales d'Azema-Yor
et Decomposition
Max-Plus

Resume

Les martingalesd'Azema-Yor ont initialement servia resoudrele problemede Sko-
rohod, et gracea leurs proprietesremarquablesellesont su dansde nombreux cas
a obtenir desresultatsd'accesdi cile (cf. [Obl09]).

Nousde nirons donctout d'abord lesmartingalesd'Azema-Yor. Ensuite, nousiden-
ti erons cesmartingalesaux martingales Max-Plus et nous montrerons notammert

commen ellespermettent derepresener toute surmartingale,fonction concare d'une
martingale de reference,sousforme d'esperanceconditionnelled'un certain running

suprenum.

Cette represetation estextrémemei utile en nance puisqu'ellepermetertre autres
de decrire de maniere precisela fronti ere d'arrét optimal pour desCalls Americains
ecrits sur de tels sous-jacets et de determiner desformules fermeespour les prix.

Nous donneronsdans ce chapitre quelquesexemplesbasessur desprocessugle dif-

fusion uni-dimensionnelset gracea la symetrie Call-Put, nousderiveronsune regle
universellede pricing (en fonction du strike) pour desPuts Americains\classiques”
dansle cadred'un modelede di usion a volatilit e locale.

Nousnoustourneronsen n verslesapplicationsdesmartingalesd’Azema-Yor enop-
timisation de portefeuille. Nousverronspar exemplequ'ellespermettert deresoudre
les problemessuivants :

{ trouver la meilleure martingale dominart un plancher donne par rapport a l'ordre
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ChapitreVIl Martingalesd'Azema-Yor et Decompmsition Max-Plus

corvexesur lesvaleursterminales,
{ trouver desmartingalesoptimalesveri ant certainescortraintes de drawdown.
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VII.1 Intro duction

Les martingales d'’Azema-Yor ont ete introduites par les auteurs pour resoudrele
problemede Skorohod, qui consistea trouver un tempsd'arrét integrablepour lequel
le mouvemert Brownien arréte a cet instant a une distribution donnee.

Plus preciemen, soiert (B;) un mouvemern Brownien a une dimensionissu de
l'origine et une loi de probabilite sur R, certree et admettant un momert du
secondordre. Appelons  (x) le barycenre dela restriction de a[x;1 ), et posons
B, = supg; Bs. L'objet principal de l'article [AY79] par J. Azemaet M. Yor, etait
de montrer que le tempsd'arrét

T=infft;B, > (By)g

resoutle problemede Skorohad relatif a . Autrement dit, il satisfait aux conditions
suivantes :

(@) Laloi dgB+ est

(b) E[T]= gx2d (x).

Pour cela, les auteurs ont utilise de maniere intensive le resultat suivant : sif est
de classeC!, le processus

f(By)+ (Bt B)fYBy)

est une martingale locale, appeleemartingale locale d'’Az ema-Y or. Ce point de

vues'estrewveletrese cace danslesproblemesde calibration implicite, et lesoptions

sur variance.

Plusieurs solutions ont ete proposees.Citons par exempleles articles de Dubins

[Dub68], Root [Ro069, Chacon-Walsh[CW76], Lehoczky [Leh77], Bass[Bas83, Val-

lois [Val83...

Recemmet) Cox et Hobsonont propose dans[CHO5] un point devueuni e pour ces
di ereres represemations. Mais le plus important pour nousest la caracterisation

de Obloj [Obl05] desmartingalesd'Azema-Yor commeetart les seulesmartingales
qui s'ecrivert comme une fonction du mouvemen Brownien et de son processus
du maximum. Plus gereralemem, toute martingale cadlag dependart uniquemert

d'une martingale donneeN et de sonrunning supremum N; = SUpy ¢ Ns €stune
martingale d'Azema-Yor qui s'ecrit sousla forme

F(Ng)+ (N NOFAN):

En depit deleur simplicite, cesmartingaleslocalesont serviaresoudredesproblemes
particulieremen epineux.
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En ce qui nous concerne,les martingales d'/Azema-Yor s'averert tres utiles pour
represeter toute surmartingale, fonction concare d'une martingale de reference,
sousforme d'esperanceconditionnelle du running suprenum d'un certain indice.
Cecipermet de deduire desformulesfermeespour les Calls Americainsecrits sur de
tels sous-jacets, et donneunedescriptionprecisede la fronti ered'arr@t optimal. Des
exemplesutiles reposart sur desdi usions unidimensionnellesort proposesdansce
chapitre.

D'autres problemesd'optimisation peuvert seresoudrepar lesmartingalesd’Azema-
Yor, commepar exemple:

{ trouver la meilleuremartingale dominart un plancher donne par rapport a l'ordre
corvexe sur les valeursterminales. Nous avons vu au chapitre V1| que les martin-
galesMax-Plus" sort dessolutionsoptimales.Nousmontrons dansce chapitre que
les martingales d'/Azema-Yor fournissem desexemplesde decompsitions Max-
Plus, ou nous pouvons faire descalculs explicites sansaucunehypothesede type
accroissemets independarts et stationnaires.

{ trouver desmartingalesoptimalesveri ant descortraintes de type\drawdown".
En e et, un fonds gararti (avec des cortraintes de type \drawdown") est seng
o rir la possibilite de tirer le meilleur parti deshausseddesmarchesactions sans
aucunrisque pour le capital investi. Dansla plupart descas,il permet, au terme
du fonds, de benre cier d'une valeur liquidative au moins egalea un certain pour-
certage (70 % par exemple)de la plus haute valeur liquidative ou la plus haute
performanceobseneequotidiennemen desla n de la periode de souscriptionet
jusqu'a I'etheancedu fonds, et cequellequesoit I' ewlution desmarches nanciers.

VII.2 De nition de la martingale d'’Azema-Yor

De nition VII.1

Soit N une martingale locale continue et N, = Supys: Ns SON running supremum.
Alors, pour toute fonction a variation nie u, avec une deriveea droite u®localement
integable, le processusM AY

MAY = u(Ny) + uNO(N: N,) (VI1.1)

est une martingale locale, appelee martingale d'Azema-Yor.

Cette propriete a ete utiliseede maniereintensive par Azema-Yor et a particuliere-
mert servia resoudrele problemede Skorohod dans[AY79].
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Supposonsque u admette une derivee secondeu®® et ecrivons (VIN1.1) sousforme
di erertielle. Celadonne

dMAY = uYN,)dN, + uYNg)(dN;  dNg) + u%NG (N N AN,
uqN, )dN;

ou la seconde=galite decouledu fait queN, = N; lorsquet estun point de croissance
deN .

Ainsi, la martingale d'Azema-Yor de la de nition VII.1 peut s'ecrire sousla forme
suivante : Z .

MAY = M8+ uqNg)dNq: (VI1.2)
0

Il estaise de voir quel'identit e (V11.2) restevraie pour tout processusadlag N de-

nissant une semi-martingaledont les sauts sont negatifs, ou plus generalemen
dont le pro cessus de running supremum N, est contin u.

VII.3 Martingales Max-Plus et martingales d'Azema-
Yor

Soient (N{) une martingale locale qui tend vers 0 a l'inni et (Z;) une fonction
concare croissate u de (N;). Nous pouvons supposer que le processus(N;) est
cortinu, ou plus gereralemen cadlag a sautsnegatifs,de facona cequele processus
de running suprenmum (N, ) soit cortinu.
Graceala concavite de u, Z; = u(N) estune surmartingale. Nous supposonsegale-
mert quel'horizon estinni etE[ju(sup.oNt)jl= EJu(N,)jl< +1 demaniere
a cequeZ soit dela classe(D).
PosonsensuiteN; = supy <1 Ns et appliqguonsla formule d'lt®d dansle casou u est
de la classeC!. Nous pouvons alors obsener que le processus
Z t
Me:= u(Ng) + (Ne NUIN,) = u(No) + ; UYN,)dNs (VI1.3)

est une martingale locale d'Azema-Yor, qui seranoteepar MY dansla suite.
Commela fonction u est concave, il vient

u(y) u(x) 6 ux)(y x)

1Cette hypothesen'est pas indispensablepour montrer (VI1.2). Cette derniere propriete est en
fait vraie pour toute fonction u veri ant les conditions de la de nition VII1.1]
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pour tous reels(x; y), et par suite la martingale MY domine Z; = u(Ny).

Nous avons pour objectif d'identi er la martingale M*Y d'Azema-Yor a la martin-
gale asswiee a la decompsition Max-Plus de Z. Pour cela, nous appliquonsici le
theoreme d'unicite [11.8 du chapitre [II ; mais nous verrons dans la sectionVI1.4.2
gue nous pouvons directemern prouver ce resultat, en exploitant uniguemen des
proprieteslieesa la martingale d'Azema-Yor.

Nous verrons egalemety dansla suite du chapitre, que la martingale d’Azema-Yor
permet de retrouver, dans descas particuliers, un certain nombre de resultats des
chapitres precederts, sansutiliser la theoriede la decompsition Max-Plus.

Pour pouvoir appliquer le theoremed'unicite 1.8, M2Y doit &tre egalea la valeur
terminale d'un processuscroissan L. qui crgt uniguemern aux instants t tels que

Commenousavonssuppos queN; = 0, il endecouleimmediatement queN; > 0
et
M = t,"[ﬁ M = u(N; ) udNg )Ny = V(N );

ou la fonction v estde nie par v(x) := u(x) xuqx) pour tout reelx. Sila fonction
u estreguliere,vq{x) = xu®x). Donc, gracea la concarite deu, vq{x) > 0six > 0
et la fonction v est croissare sur [0; +1 ).

De plus,N; = (N*); carN; > 0, mais nousn‘avons pasforcemen N, = (N*),
pour tout t. Ainsi, M2Y estla valeur terminale d'un processusroissan de la forme

V((N*),) = oiug)th ou Ls:=u(NJ) uiINJINS = v(N):
S

Par ailleurs, tant queN; 6 0, (N ™), restecollea 0O et necrdt pas.Ainsi, le processus
croissam V((N*),) crot uniquemen lorsque(N*), = N = N; = N,, c'est-a-dire
lorsqueM Y = Z, (d'apresl' equation (VI1.3)).

La martingale M AY satisfait donca toutes lesconditionsdu theoremel 1.8, qui assure
l'unicit e de la martingale MAY = M  assaieea la decompmsition Max-Plus de Z.

De plus, grace a la cortrainte de domination M, > Z; et a la premiere egalite
dans (VIL3), il vient
u(N¢) 6 M, 6 u(N,):

Par conequer, les processugde running supremum de M et de Z sort indistin-
guables:
M, =2Z, =u(N,); pourtoutt> 0

Nous pouvons recapituler cesresultats dansla proposition suivante :
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Proposition VII.1

Soit Z une surmartingale de la forme Z; = u(N;) ou u est une fonction croissante
concave et N une martingale locale continue, ou cadlag a sauts negatifs telle que
Nl = 0.

1. Z admetalors la demmposition suivante dansl'algebe Max-Plus :
Zi= E[L., jF{]=E sutpszFt ; ouls=V(NJ)
S>
et v estune fonction croissantede la forme v(x) = u(x) uYx)x.
2. La martingale de la decmposition Max-Plus de Z estde la forme

M, = u(N,)+ (N; N uqN,):

Elle a en particulier le mémerunning supemumqueZ : M, * = Z, = u(N,),
pour tout t.

3. Cette martingale M , solution optimale du probleme de martingale sous
contrainte de plancher M, > Z,, satisfait en fait a la contrainte de\dr aw-
down plusforte :

M, >v uZ)=v u?M,):

Remarque VI1.2

Cesresultatsne sont pas seulementvalablessousles hypotheses = 1 etN; = 0.
Le processusM Y estenare la martingale de la demmposition Max-Plusde Z, pour
tout horizon tel queM = v(N ), ou v estune fonction croissante.

VI1.3.1 Exemples precedents revisites

Rewenonssur les exemplesde la sectionV.4.

Cas de I'horizon in ni.

Notons que le premier casou Z est un mouvemer Brownien geomnetrique de
parametres( r; ) rentre dansle cadrede I'exemple plus gereral desmartingales
d'Azema-Yor.

Eneet, Z (avec = 1+ %) estune martingale localeet doncZ; = u(N;) ou

u(x) = x est une fonction concave croissate et N; = Z,. En patrticulier, nous
pouvonsaisemernt montrer le resultat dela proposition|V.5 enutilisant simplemern

I'equation (VI1.3).
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Plus gereralemem, soi N; une martingale cortinue exponertielle d'une integrale
stochastiquetelle que 01 2(Ny)dt = 1 . Alors, la martingale asseieea la decom-
1

position Max-PlusdeZ; = N, ala mémeforme quecelledansle casdu Brownien
geonetrique.

Reconsi@&rons|'exempledu chapitre V ou la surmartingaleZ estun processugsle
Levy geonetrique de la forme Z, = xe*t, avecx > 0 et X un processugle Levy
sanssautspositifs (ou encoreun processusie Levy semi-cominu superieuremet).
Le processugie running suprenum Z, estdanscecascortinu, puisqueZ ne peut
avoir que dessauts negatifs.

Si(a; ?;) estletriplet caracteristiquede X, aveca et > @deux constartes
reelleset  une mesurepositive de support (1 ;0), telle que (17 y?) ( dy) <
+1 , alors nous pouvons de nir, comme explique au chapitre 11, I'exposart de
Laplace = () par

YA 0

()=a +% 2 24 (€ 1 y1f 1y<og) ( dy); pour > 0: (VIL4)
1

Cet exposart a pour propriete que E[e* 1] = & () et tout processude la forme
eXt t () (avec > 0) estune martingale.
Ainsi, le processusZ; = xeXt peut s'ecrire sousla forme

Zi= M @D ouM; = xeXt ' D estune martingale:

Z ne peut donc etre une surmartingale que si le processuss' M est decroissan
c'est-a-dire (1) 6 O. 7
0

Supposonsque (1) = a+% T (¢ 1 vyl 1q9<0g) ( dy) < 0. Comme
1

(0) = 0, estcorvexeetlim ,.; ()= +1,Iil existe ey > 1 tel que

( Lew) = O (cf. chapitre 11).
Le processusZ,®” = x tew e tewXt est alors une martingale que nous designons
par Ny.

1

Nousprocedonsensuitecommedansle caspreeden enposarn u(x) = x Lew eten
appliquart I'egalite (VI1.3), an de retrouver I'expression(V.7) de la martingale
Max-Plus, donneedansle chapitre |V :

1

1
1 N Lev Z 1 Lev
M, = (N T+ (N, NN g e gy ey B
Levy Levy
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Consiceronsa presen le casd'un mouvemern Brownien drifte Z de parametres
( ; )ou =r+ 72 Nouspouvonsfacilemen voir quele processuexp( Z;) =
N; estune martingale et par consquen Z; = u(N;), ou u(x) = 1log(x) estune
fonction concave croissate.

Ensuite d'apres| equation (VI1.3), la martingale M ass@ieea la decompsition
Max-Plus de Z estde la forme

1 1 1
M, = —log(N,) + (N Nt)T =Z + —(exp (Z+ Z;) 1),
t
et nous pouvons donc deduire la m&émeformule que celle de la proposition V.6.
Cette propriete n'est pastypique du mouvemert Brownien et reste valable pour
desintegralesstochastiquesplus gererales.

Cas de I'horizon exponentiel independant.

Supposonsa presem que

{ T'horizon estune variable aleatoire independarte de parametre > 0,
{ lasurmartingaleZ estun mouvemen Browniengeonetrique de parametres( r; ).
Nous adoptonsles notations de la section111.3.1.2

2
2

Soit la racine superieurea du trinome de seconddegre : y? y = 0.

Le processusE = Z 1t 4 estalors une G-martingale. En e et, pour tous reels
t:s>0:

E[2t+stt] = 1 gE Zitslites< g G
= 1 getE Ziyslites< g Fi ;

d'apres|'equation de changemehn de ltration (111.8) du chapitre [l11. Il en resulte
aussivt que

h i
. Z
E[2.G]= 1 ¢ 'Z, E ;S Ittrs< g Fu
t .
— t h Zi+s (t+5s) !
Zi
h Y
= Zt E e s == ;
X

ou la derniere egalite decouledesproprietesd'independanceet de stationnarite des
accroissemes relatifs de Z. Par ailleurs,

N

h Zi
EesyS = E exp 5 S st W,
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2 .
et comme 2 — = 0, il enresulteque
h Z. [ 22
Ee ®— =E ex Ws —s =1,
X P )

et E[2,.G]= Z pourtoust;s> 0.
Ainsi la surmartingale Z estde la forme Z; = u(Ny), ou u(x) = x* estune fonction

concave croissane et Ny = Z estune martingale locale.

Commela martingale d'Azema-Yor MAY asseieea u et N n'est rien d'autre que
la martingale M dela decompsition Max-Plusde Z, il sut d'exploiter la de ni-
tion (VI1.3) de MAY pour retrouver le resultat de la proposition V.8 concernan la
forme explicite de la martingale Max-Plus, pour t 6

. N, )* 1 B!
Moo= (N N NN oy 2y B
h i
= 12t 1 é +1:
lgt

VII.4 Options Americaines et martingales d'Azema-
Yor

Le but de cette sectionestd'exploiter lesmartingalesd’Azema-Yor an de resoudre
explicitemert certains problemesde Calls Americains perpetuels, sansfacteur d'ac-

tualisation, ecrits sur dessous-jacets fonctionsd'une martingale localedereference.
Commenous avons vu au chapitre 111/ que cesCalls Americainsont exactemen les
meémesproprietesque les Puts Americains\classiques"avec facteur d'actualisation,

les resultats s'appliquerort egalemen aux Puts. Nous rappelonsd'abord cette sy-

metrie Call-Put dansle prochain paragraphe.

VI1.4.1 Symetrie Call-Put

Consiceronsle processusde densite de prix d'etat H et supposonsque pour tout
tempsd'arrét borne , Hix Si»  estune martingale uniformemen integrablesousla
probabilite historique P, et non uniquemen une martingale locale. Nous pouvons
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de nir une nouwelle mesurede probabilite QS sur F par sa densite de Radon-
Nikodym par rapport a P :
dQs S
—— =H — VIL5
dP r So ( )
Ainsi, un Put Europeende maturite et de strike m peut encores'ecrire comme
Puto(m; )= Ep[H (M S)']= mSEs[(S' m H']: (VI1.6)

Nous avonsaussipour tout t 6
h [ h [ h [
1. 1HS . 1 .
Eos —jF: = Ep ———jF; = Er H jF, :
S JEt P g HtStJ t H.S, P JFt
Cesegalitesmortrent que la QS-semimartingaleS * a les m&mesproprietesque le
processudH sousla probabilite historique P et de nit par suite une surmartingale.

Ainsi, I'equation (VII.6) traduit la symetrie entre les Puts Americains\classiques
avec facteur d'actualisation et les Calls Americains sansfacteur d'actualisation.

VI1.4.2 Decomposition Max-Plus et enveloppe de Snell

Nous nousinteressonglans ce paragraphea I'enveloppe de Snell Z;(m) de Z, _ m,
ou Z estdela forme Z; = u(Ny), u etant une fonction concare croissarne et N, une
martingale locale positive qui tend vers0 a I'in ni.

Pour cela,nousconsiceronsla martingale d'’Azema-Yor, et nousla faisonsdemarrer
det au lieu de 0. L'equation[V11.1 deviert alors

Mt;AhY = U(Nt;t+h) + (Nt;t+h Nt;t+h)uO(Nt;t+h); 8h > O

Le processuthf\hY est une martingale par rapport a la ltration decake (G))h>o
(de nie par G = Fy et G, = Fp pour tout h > 0), de valeur initiale u(N;) et de
valeur terminale u(N; ) N, U{N;; ) = v(N., ) (puisqueN; = 0).

CommeM{y = E[M{jF ], nousobtenonsimmediatemen la decompsition Max-
Plusde Z :

U(Nt) = E[V(Ny; )iF+]: (VI1.7)

Consiceronsmaintenart I'enveloppede SnellZ,(m) deZ; _m. D'apresla sectionlV.4,
Zi(m) estde la forme

Z(m) = E[sup(v; m)(Ny.q )jF]: (VI'.8)
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Par ailleurs d'apresl'equation (VI1.7),
(Ne;m) = E[ (Nggsm)  Nppo 2(Ngq s m)jFy] (VI1.9)

pour toute fonction concave croissare x 7! (x;m). Il sut donc de trouver une
fonction concae croissatte veri ant

sup(v(x);m) = (x;m) x (x;m)

pour pouvoir ecrire au vu desidertit es(VI1.8) et (VII1.9) que
Zi(m) = (N¢;m): (VI1.10)

Il estaise de voir quela fonction existebien et s'exprimesousla forme: (x;m) =

m si v(X) < m pour tout x. Sinon,
8

2 u(x) SIX > X

(X; m) = u(x m (Vl |11)
> %x+ m SiX< Xp;
m

pour un reelx,, veriant v(x,,) = m (par cortinuite de sup(v; m)). Notons que x,,
estbiende ni gracea la croissancalev, et quela fonction (x; m) n'estrien d'autre
guel'envelopp e concave de u(x) _ m (voir gure [VIIL.1).

Remarque VI1.3
Consideronsune martingale locale X continue partant de0 (X, = 0) et un intervalle

Iri;ro[ ave ry;r, 2 R. Posons
~=infft > 0; X; 6} 1;r5[g;
et introduisonsle domaine
M =f ;EXj<1; E[X]=0; < ~ p.sg:

Soit G une fonction continue veri ant la condition suivante:
Il existeau moins une fonction concave H telle que

G(x) 6 H(x) 8x 2 R (autrementdit, H estun majorant concavede G):
Designonsalors par G le plus petit majorant concave (ou I'enveloppe concave) de G.
En 1995, Galtchouket Mirochnitchenko(voir [GM95]) se sont posesle probkemede
trouverun tempsd'arrét 2 M tel que

SUpE[G(x+ X )] = E[G(x+ X )]:
2M

En posant V(x) := sup,y, E[G(x+ X )] et D(G) = fx; G(x) < G(x)g; ils ont
montre que
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() la fonction V estl'enveloppe concavede G (c'est-a-dire V = G),
(i) siletempsdarrét

= infft> 0; x+ X; 62D(G)g

appartient a la famille M pour tout x 2 R, alors V(x) = E[G(x + X x)]:
La fonction G est lineaire sur chague composante connexe de D(G) (voir

[Mir79]). Cette region D(G) s'appelle la region de continuation des obser-
vations pour la fonction g.

Si leshypothesesde support precedentessontveri ees,ce resultatpermet de montrer
directementquele processus (N¢; m), avee de nie par (VIIL.11), nestrien d'autre
guel'envelopge de Snel deu(N;) _ m = Z; _ m. Autrementdit,

Zi(m) = Snel(Z; _m) = (N¢;m):

Fig. VIL.1{ (x;m) : ernveloppe concare deu(x) _m

VI1.4.3 Martingales d'Azema-Yor et Calls Americains perpetuels

Soit (N{) une martingale locale positive qui tend vers0 a I'in ni, et g une fonction
cortinue croissare sur R™ dort I'enveloppe concave croissare u est nie.

Alors, le processusZ; = u(N;) est simplemen I'enveloppe de Snell de Y. Consi-
derons un Call Americain ecrit sur le sous-jacet Y; = ¢g(N;) et supposonsque
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E sup; ju(Nyj < 1.

La martingale d'/Azema-Yor assaieea la fonction u est de la forme
MA = u(Ng)  uINODN,  Ny):

Nous avons vu qu'elle majore Z; = u(N;) gracea la concaite de u. Sousles hy-
pothesesrecedertes et d'apres(VI1.7), Z estl'esperanceconditionnelledu running
suprenum V(N ) = sups.; V(Ns), ou v(y) = u(y) yuqy) estune fonction crois-
sarte sur R*.

Le theoreme suivant caracterise explicitemert un temps d'arrét optimal en fonc-
tion de v, pour le probleme de Call Americain perpetuel CA™(Y; m), ecrit sur le
sous-jacenh Y et de strike m.

Theoreme VI1.4
{ Partant de l'instant t, le Call Americain CA™(Y; m) est optimalementarréte au
tempsd'arrét D{(m) de ni par

Di(m) := inffs2 [t; 1 ]; v(N¢) > mg;

ou v(y) = u(y) yuly).
{ Le prix du Call Americain perpetuel a l'instant t estdonne par

CA™(Y;m) = E[(V(N,; ) m)*jFd= (N;m) m:= V(N;m);
ou V(y; m) estl'envelopge concavede la fonction (g(y) m)*.

Preuve - VII1.4 -
Nousavonsvu a la sectionlV.5 du chapitre IV _qu'un Call Americain ecrit surY est
equivalert a un Call Americain ecrit sur son erveloppe de Snell Z.
Par ailleurs, le prix du Call Americain CA™(Z; m) s'ecrit simplemen en fonction de
Zi(m) sousla forme

Ci™(Z;m) = Zy(m) m;

et doncd'apresles equations(VI1.8) et (VII1.10),

CA™(Y;m) = CA™(Z;m) = E[(V(Ny; ) m)*jFd= (Ngm) m;

ou (x; m) estl'enveloppe concare deu(x)_m (cf. sectionVI1.4.2, equation(V11.11)).
Commeu(x) estl'enveloppe concave de g(x), alors I'enveloppe concare de (g(x)
m)* concide aveccellede (u(x) m)*, c'esta-direavecV(x;m) := (x;m) m.
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Un tempsd'arret optimal a partir d'un instant t, pour le problemede Call Americain
CA™(Y;m), ou encoreC”A™(Z; m), estdonne par

D¢(m) = inffs>t; Ci™(Z;m)=Zs mg=inffs>t; (Ng;m)= u(Ns)g:
Par ailleurs, d'apresl'expressionde (VIIL11), (x; m) = u(x) lorsquev(x) > m. Il
en resulteaussit que D;(m) = inffs> t; v(Ng) > mg, et la preuve est acheee.

Rewenonsici sur lesexemplesdu chapitre[l11/ concernan les Calls Americainsecrits
sur dessous-jacets surmartingalesa accroissemes independarts.

Exemples

Cas de I'horizon in ni.

Reconsi@ronsle casou la surmartingale Z ewlue suivant un mouvemer Brow-
nien geonretrique de drift negatif :

——= rdt+ dW,; Zy=2z>0;

et posons = 1+ Z. N, = Z, estalorsune martingale exponertielle localede la

forme
2 2

Nt = exp Wt Tt

et Z; = u(N¢) ou u(x) = xl.
Ainsi, gracea la martingale d'’Azema-Yor MAY asseieea u et N, nous pouvons
retrouver directemen l'expressionexplicite de la frontiere d'exercice E¢(m) =

m . -
ME[Zy, ] = — du Call Americain perpetuel, sansutiliser les resultats du
lemmelV.4.
En e et, l'expression(VI1.3) de MAY permet d'ecrire a tout instant t :
h L [

1

11
EIMM]=E N, + =N, (Ny N;) =M =u(Np) =z

Ensuite, commeZ; = u(N;) estun Brownien geomnetrique, la loi de sonmaximum
estbien conrue (cf. lemmeV.4) et 'hypotheseE sup,; ju(N)j < 1 estparfai-
temert veri eedanscecas.

Il sut doncde consicerer la limite de I'esperanceprecederte lorsquet ! +1
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et d'appliquer le theoreme de Lebesgue.CommeN; = 0, il vient nalement :
E ——(N; )l = z, C'est-a-dire

c h i
ElZgy]= S =g ML) o

Nous pouvons méme obsener que le theoremeVI11.4 permet d'obtenir directe-
mert la frontiere d'exercice optimal sousla forme : ES(m) = u v (m) (cf.
sectionV11.4.4, equation (VII1.12)). En e et,

D(m):=inffs2[t;1]; N;>v Y(m)g=inffs2[t;1];Z,> E’(m)=u v *(m)g:

. 1 3 m
Il resteensuitea obsener quev “(m) = —
Dansle casou Z estl'exponertielle d'un processudgle Levy a sauts negatifs, le
meémeresultat a lieu, mais avecun coe cient di erert ¢y tel que ( Lew) = 0
(cf. sectionVI11.3.1, equation (VI1.4)).

En eet, N = Z,*°” estune martingale locale qui tend versO a l'inni et Z; =

1
u(N¢) ou u(x) = x tew . D'apreslesresultatsde I'article de Mordedki [Mor01] sur
cetype de processugde Levy, I'nypothesed'integrabilite E sup,; ju(Ny)j < 1
est encoreveri eedanscecas.
Ensuite, le reste sederoulecommedansle caspreceden et la frontiere d'exercice
du Call Americain perpetuel ecrit sur Z et de strike m estde la forme

ES(m) = mE[Z,, ]= M;
' Levy 1

Soit Z un mouvemern Brownien de drift negatif r + 72

2
dz; = r+?dt+ dW; Zgo= z:

1 .
Alors Z; = —In(Ny) = u(N;), ou N estune martingale locale.Danscecas,v(z) =

1 1 . .

“Inz Zetv }(2) = exp(1l+ Zz). Ensuite, d'apresle theoremeVl 1.4, la frontiere

d'exercicedu Call Americain est simplemen donneepar ES(m) = u v (m) =
1

m+ —.
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