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Intro duction

La motivation initiale de la th�esevient du th�emede l'assurance de portefeuille ,
que j'avais abord�e lors de mon stagede DEA e�ectu�e au seinde la Soci�et�e G�en�erale
AssetManagement. Il s'agit en e�et d'une technique de gestiondynamiquepermet-
tant de limiter en casde baissedu march�e, la perte de valeur d'un portefeuille tout
en lui laissant la possibilit�edepro�ter, dansuneplus ou moinsgrandemesure,d'une
haussedu march�e. L'abandon d'une partie desgains r�ealis�es par le march�e en cas
de hausserepr�esente le côut implicite d'une telle assurance.

Ainsi, le point de d�epart a �et�e de consid�erer un probl�emetr �espratique d'optimisa-
tion de portefeuille, o�u lesstrat�egiesadmissiblesdoivent partir de la mêmerichesse
initiale et dominer un certain processusde plancher �a toute date interm�ediaire jus-
qu'�a la maturit �e du fonds (garantie Am�ericaine).
Pour r�esoudrece probl�eme,nous avons e�ectu�e quelquestransformations qui nous
ont amen�es�a reconsid�erer le probl�emedansun cadreplus abstrait et plus g�en�eral et
�a nousposerdesquestionstr �esth�eoriques.Le coeur du probl�emes'estr�ev�el�e être une
sorte de d�ecomposition de surmartingalesdans une structure math�ematique parti-
culi�ere,appel�ee\alg �ebre Max-Plus" .
Par ailleurs, nousavons d�ecouvert que les applications en �nance de cette nouvelle
d�ecomposition ne se limitent pas uniquement �a l'assurancede portefeuille, mais
s'�etendent notamment aux options Am�ericaines.

Ainsi dansnotre expos�e, nousproc�ederonsdans l'ordre inversedu d�eroulement des
�ev�enements. Nouscommenceronsd'abord par �etudier le probl�emede d�ecomposition
dessurmartingalesdansl'alg�ebreMax-Plus et nousnoustourneronsensuitevers les
applications en �nance.

L'alg�ebre Max-Plus d�esignel'ensemble R [ f�1g muni des deux op�erations bi-
naires: l'addition (a;b) 7! a� b= max(a;b) et la multiplication (a;b) 7! a
 b= a+ b.
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Elle di� �eredesstructures de corpsclassiquespar le fait que l'addition n'est pasune
loi de groupe, mais est idempotente : a � a = a. Cette structure alg�ebriqueparticu-
li�ere introduit un point de vue d'alg�ebre lin�eaireaux probl�emesde programmation
dynamiqueet degrandesd�eviations,et s'av�eretr �ese�cace pour e�ectuer descalculs
alg�ebriques(cf. [BCOQ92]).

D'autres d�ecompositions de surmartingalesont d�ej�a �et�e sugg�er�eesdans la structure
classiquedesnombresr�eels,la plus connue dansla th�eoriemodernedesprobabilit �es
�etant celle de Doob-Meyer. Elle repr�esente toute surmartingale Z de la classe(D),
commela di� �erenced'une martingale localeM et d'un processuscroissant pr�evisible
A. Cette d�ecomposition additive peut ser�e�ecrire sousla forme suivante :

Z t = E[A � � A t jF t ] + E[Z � jF t ]: (1)

Nous �etablissons�egalement dans la th�eseune d�ecomposition \additiv e" des sur-
martingalesde la classe(D), mais l'additivit �e doit être per�cueau sensde Max-Plus.
Plus pr�ecis�ement, �etant donn�ee une surmartingale Z quasi-continue �a gauche de
la classe(D), d�e�nie sur [0; � ] o�u � est un temps d'arrêt, nous avons pour but de
construireun processusoptionnel L semi-continu sup�erieurement �a droite, tel queZ
puisses'�ecrire en termesdu maximum glissant (\running suprem um" ) de L :

Z t = E
�

sup
t6 u6 �

Lu _ Z � jF t
�

= E
hI

[t;� ]
Lu � Z �

�
�
�F t

i
; 0 6 t 6 � : (2)

Ici,
H

d�esigneune int�egralenon-lin�eaireappel�eein t �egrale Max-Plus . Le running
supremum de L sur [0; � ] pour tout temps d'arrêt � entre 0 et � peut s'interpr�eter
commela valeur d'un processuscroissant � � , et par cons�equent la repr�esentation
pr�ec�edente (2) est analogue�a la d�ecomposition (1) de Doob-Meyer.

La martingale M � d�e�nie commel'esp�eranceconditionnellede � � � Z � :

M �
t = E[� � _ Z � jF t ] = E

h
sup

06 u6 �
Lu _ Z � jF t

i
;

s'appelle la martingale de la d�ecomposition Max-Plus de Z et domine � � � Z � pour
tout temps d'arrêt � . Contrairement �a la d�ecomposition additive de Doob-Meyer,
l' �egalit�e a seulement lieu aux points croissants de �, c'est-�a-dire aux temps d'arrêt
� v�eri�an t L � = � � =

H�
0 Lu.

Avant d'�etablir l'existenced'un tel processusL, nous traitons d'abord la question
de l'unicit �e. Nous montrons au chapitre I I que la martingale M � est unique . Par
contre, ce r�esultat n'est plus vrai pour le processuscroissant. Tout ce qu'on peut
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dire est que l'ensemble des processuscroissants admissibles� admet un �el�ement
maximal � max .

Quant au r�esultat d'existenced'une telle d�ecomposition, il est essentiellement bas�e
sur des m�ethodes simplesde dualit�e convexe, qui se sont av�er�eesparticuli �erement
utiles pour le probl�emedu Bandit [Whi80, KK95], et pour desrepr�esentations non-
lin�eairesde processusg�en�eraux [BK04, Kl05].

Une application int�eressante de la d�ecomposition Max-Plus dessurmartingalesest
le probl�emed'un Call Am �ericain , sansfacteur d'actualisation, �ecrit sur un sous-
jacent quelconqueY de la classe(D). En e�et, grâce �a la repr�esentation de l'en-
veloppe de Snell de Y sousforme d'esp�eranceconditionnelle d'un certain running
supremum L �

t;� = supt6 u6 � Lu, nous caract�erisonsexplicitement un temps d'arrêt
optimal en termesdu processusindice L. Ainsi, la simpleconnaissancede L permet
de r�esoudrecompl�etement le probl�emed'arrêt optimal sans avoir �a calculer le
prix de l'option Am �ericaine .
De plus, toujours grâce �a la d�ecomposition Max-Plus, nous identi�ons les Calls
Am�ericains �a desoptions Lo okback. Ceci g�en�eraliseen particulier les r�esultats de
Darling, Liggett et Taylor [DLT72] sur lesoptions Am�ericaines,uniquement valables
dans le casdiscret, lorsquele sous-jacent est une sommepartielle de variablesal�ea-
toires ind�ependantes et identiquement distribu�eesde drift n�egatif. Notre extension
aux cas d'un sous-jacent surmartingale Z �evoluant suivant un processusde L�evy
g�eom�etrique (avec seulement des sauts n�egatifs) conduit �a un processusindice L,
proportionnel au sous-jacent Z .

Commeil a d�ej�a �et�e signal�e, l'in t�er̂et initial de la d�ecomposition Max-Plus dessur-
martingales provenait de l'assurancede portfeuille. En e�et, s'appuyant sur la d�e-
composition Max-Plus dessurmartingales,la th�esesugg�ereunenouvelleapprocheau
probl�emeclassiquedemaximisation d'utilit �esousdescontraintesdetypeAm�ericain.
Il s'agit en fait de trouver un portefeuille auto-�nan�cant V dominant un plancher
dynamique�a toute date interm�ediaire jusqu'�a l' �ech�eancedu fonds (garantie Am�eri-
caine).
La r�esolution se fait en deux �etapes. En choisissant un nouveau num�eraire, nous
transformonsd'abord le probl�emer�eel d'assurancede portefeuille en un probl�eme
g�en�eral d'optimisation de martingale , souscontrainte de dominer un obstacle
Y, ou de fa�con �equivalente son enveloppe de Snell. Par ailleurs, toutes les martin-
galesadmissiblesdoivent partir de la mêmevaleur initiale. L'optimisation dans ce
nouveau probl�eme contraint est relative �a l'ordre sto chastique convexe sur la
valeur terminale, de mani�ere �a �eviter toute hypoth�esearbitraire sur la forme de la
fonction d'utilit �e d'un d�ecideur.
Ainsi, la strat�egieoptimale ned�ependpasdela formedela fonction d'utilit �e,contrai-
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rement aux probl�emesd'optimisation usuels,o�u le choix de la fonction d'utilit �e reste
majeur. Ici, le rôle de la fonction d'utilit �e setrouve minimis�e puisqu'ellen'intervient
que dans le choix du num�eraire.
Ensuite, la deuxi�eme�etape consiste�a montrer que la martingale de la d�ecomposi-
tion Max-Plus de l'enveloppe de Snell du plancher Y r�esout le probl�emepos�e. Un
exempleexplicite est compl�etement trait �e dans le cadred'un mouvement Brownien
g�eom�etrique.
Cette application a fait l'objet d'un article publi�e dans\Mathematical Finance", in-
titul �e\Constrained optimization with respect to stochastic dominance.Application
to portfolio insurance"[KM06a].

La derni�ere partie de notre �etude se tourne vers les liens entre la d�ecomposition
Max-Plus et les martingales d'Az �ema-Y or . Celles-ciont �et�e introduites par les
auteurs [AY79] pour r�esoudrele probl�emede Skorohod, et en d�epit de leur simpli-
cit�e, ellessu�sen t dansde nombreux cas�a obtenir desr�esultats d'acc�esdi�cile.
Dansnotre contexte, cesmartingalesser�ev�elent être un outil simpleet e�cace pour
donner, sous forme explicite, la d�ecomposition Max-Plus d'une surmartingale Z ,
lorsquecelle-ciest une fonction concave u d'une martingale locale N . Dans ce cas,
la martingale d'Az�ema-Yor associ�ee�a u et N co•�ncide avec la martingale de la d�e-
composition Max-Plus de la surmartingaleZ .
Ceci permet de d�ecrirepr�ecis�ement la fronti �ered'arrêt optimal d'un Call Am�ericain
�ecrit sur un tel sous-jacent Z , et d'obtenir une formule ferm�ee pour le prix. Des
exemplesillustratifs bas�essur desdi�usions unidimensionnellessont pr�esent�esdans
l'avant-dernier chapitre de la th�ese.Nous retrouvons en particulier, d'une mani�ere
tr �es�el�ementaire, la plupart desr�esultatsclassiquessur lesfronti �eresAm�ericainesdes
processus�a accroissements ind�ependants.
La martingale d'Az�ema-Yor permet �egalement de r�esoudred'autres probl�emesd'op-
timisation en�nance, commepar exemplecelui de trouver desmartingalesoptimales
v�eri�an t descontraintesdetype\dra wdown" ou encore,celuidetrouver la\meilleu-
re" martingale dominant un planc her donn�e fonction d'une martingale der�ef�erence,
par rapport �a l'ordre convexesur la valeur terminale.

Un article traitan t de la d�ecomposition Max-Plus dessurmartingaleset de sesappli-
cationsen�nance, intitul �e\Max-Plus decomposition of supermartingalesand convex
order. Application to American options and portfolio insurance", a �et�e soumisaux
\A nnals of Probability" [KM06b].
Un troisi�emearticle sur lesapplications desmartingale d'Az�ema-Yor en �nance est
en coursde r�edaction.

Par ailleurs, nous avons r�edig�e, en collaboration avec d'autres membres du Centre
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de Math�ematiquesAppliqu�eesde l'Ecole Polytechnique (Charles Dossal, Emma-
nuel Gobet, R�emi Munos) et la Direction Recherche Gaz de France- Projet Valoris
(Christophe Barrera-Esteve, Florent Bergeret,Damien Reboul-Salze),un article in-
titul �e \Numerical methods for the pricing of Swing options : a stochastic control
approach", qui a �et�e accept�e pour publication dans\Methodology and Computing
in Applied Probability" [BEBD+ 06]. L'article, pr�esent�e dans la derni�ere partie de
la th�ese,a pour objectif de r�esoudrenum�eriquement un probl�eme particulier de
contr ôle stochastique. Il s'agit de valoriser les deux types de contrats Swing les
plus rencontr �esdanslesm�etiersdu gaz�a savoir lescontrats d'appro visionnemen t
et lessto ckages.
Le premier type de contrat permet �a sond�etenteur d'acheter du gaztous lesjours, �a
un prix �x �e �a l'avanceet selonle volumedesonchoix. Quant au contrat destockage,
il o�re deuxpossibilit�es: soit acheter du gazsur le march�eet l'injecter dansun r�eser-
voir initialement vide, soit soutirer du gazet le vendresur le march�e. Dans lesdeux
cas, le volume du gaz est sujet �a descontraintes journali�ereset p�eriodiques(men-
suellesou annuelles).Le prix de tels contrats d�epend �a la fois du prix du sous-jacent
et de la consommationcumul�ee,et r�esoutdonc une �equationde programmation dy-
namiqueavecune variable d'�etat bi-dimensionnelle.
A�n de calculer ce prix, nous proposonsd'abord dans l'article une versionadapt�ee
de la m�ethode de Longsta�-Schwarz (originellement utilis�ee pour les options Ber-
mud�eennes).Ensuite, nousexploronsdeux approchesderecherche deconsommation
optimale sousforme param�etrique. La premi�ere m�ethode est bas�ee sur les r�eseaux
de neurones: le crit �ere �a optimiser est r�egulier et l'optimisation est rendueais�ee �a
l'aide d'un algorithme de gradient stochastique.La seconded�e�nit le comportement
optimal en fonction de seuilsde consommationparam�etr�es par des�el�ements �nis.
Des tests num�eriquesont permis d'illustrer l'e�cacit �e de cesapproches.Elles sont
it �eratives,contrairement aux m�ethodesbas�eessur la programmation dynamique,et
permettent donc de donner une estimation du prix �a chaque instant au cours des
it �erations.De plus, ellesne selimitent pasaux mod�eles�a un facteur.

Plan de la th�ese

La th�eseest organis�eede la mani�eresuivante :
� Le premier chapitre est consacr�e �a la description des propri�et�es essentielles de

l'alg�ebreMax-Plus et de sesdomainesd'application.

� Au chapitre I I, nous�etendonsle th�eor�emede Doob-Meyer de d�ecomposition des
surmartingales�a l'alg�ebreMax-Plus, et nous�etudions la questiond'unicit �e de la
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martingale et du processuscroissant associ�es.

� Nousg�en�eralisonsau chapitre I I I le point de vue de Darling et de sesco-auteurs
concernant lesprobl�emesd'arrêt optimal. Quelquesexemplesillustratifs bas�essur
lesprocessusde L�evy additifs et multiplicatifs mettent en �evidencele lien entre la
d�ecomposition Max-Plus et lesoptionsAm�ericaines,et montrent quenouspouvons
compl�etement r�esoudrele probl�emedeCall Am�ericainsansfacteurd'actualisation,
sansavoir �a calculer le prix. Nous proposons�egalement une m�ethode permettant
d'approcher num�eriquement la fronti �ered'un Put Am�ericain�ecrit sur un Brownien
g�eom�etrique. La question est abord�eedans la th�ese,plus commeune amorcede
r�eexion sur ceth�eme,quesousla formed'une solution aboutie entoute g�en�eralit�e.

� Le chapitre IV a pour objectif d'�etablir l'existencede la d�ecomposition dessur-
martingales dans l'alg�ebre Max-Plus. Grâce �a desarguments simplesde dualit�e
convexe,nousmontrons quela d�ecomposition Max-Plus d'une surmartingaledon-
n�ee,continue �a droite est �etroitement li�ee�a la r�esolutiond'une famille convexede
probl�emesd'arrêt optimal et nousexhibonsainsi uned�ecomposition explicite dans
l'alg�ebre Max-Plus. Ensuite, nous appliquons notre th�eor�eme de d�ecomposition
Max-Plus pour r�esoudrele probl�emede Call Am�ericain �ecrit sur un sous-jacent
g�en�eral. Dans une derni�ere partie, nous reconsid�eronsles di� �erentes �etapesde la
d�ecomposition Max-Plus dans un cadre Markovien, a�n de mettre en �evidence
l'aspect Markovien desprocessusimpliqu�es.

� Au chapitre V, nouscaract�erisonsla martingale de la d�ecomposition Max-Plus en
tant que solution optimale d'un probl�eme d'optimisation particulier sous
contraintes, formul�e en termes d'ordre stochastique convexe. Nous donnons�ega-
lement quelquesformules ferm�eesde martingalesassoci�ees�a desd�ecompositions
Max-Plus de processusde L�evy multiplicatifs et additifs.

� Le chapitre VI est consacr�e �a l'application de la d�ecomposition Max-Plus des
surmartingales�a l'assurancede portefeuille (avecgarantie Am�ericaine).

� Au chapitre VI I, nous exploitons la martingale d'Az�ema-Yor pour d�eduire la
d�ecomposition Max-Plus de toute fonction concave croissante d'une martingale
locale continue. Cet exemplede d�ecomposition Max-Plus est tr �esutile et couvre
entre autres tous les cas consid�er�es de processusde L�evy. Nous abordons �ega-
lement dans ce chapitre certainesapplications de la martingale d'Az�ema-Yor en
�nance (options Am�ericaines,assurancedeportefeuille,contraintesdedrawdown).

� Le dernier chapitre concernel'article sur lesm�ethodesnum�eriquesde pricing des
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options Swing.
Nousy d�evelopponsde nouvellesapprochesde pricing descontrats Swing lesplus
rencontr �es dans les m�etiers du gaz, et nous les comparons�a des m�ethodes d�ej�a
existantes.

Ainsi, la th�esesugg�ereunenouvelleapprochedansla th�eoriedesmartingales,consis-
tant �a regarder les martingales sousforme d'esp�eranceconditionnelle d'un certain
running supremum. Cesmartingalesne sont rien d'autre qu'une extensiondesmar-
tingalesde Doob-Meyer dansl'alg�ebreMax-Plus. L'analysede cesmartingaleset de
leurspropri�et�esd'optimalit �e sugg�eredesapplicationspotentielles, notamment via la
martingale d'Az�ema-Yor, �a la th�eorie des martingales et leurs processusdu maxi-
mum.
De plus, notre point de vue di� �erent donneun cadreuni� �e �a la solution de di� �erents
probl�emesd'optimisation du type arrêt optimal ou bandit, en reliant la notion de
fronti �ere �a celled'indice, par le biais de la d�ecomposition Max-Plus.
Ainsi, la d�ecomposition Max-Plus des surmartingaleset l'unicit �e de la martingale
associ�eeser�ev�elent tr �esutiles dansde nombreux probl�emesd'optimisation et ont un
large champ d'applications, commeles options Am�ericaineset l'assurancede por-
tefeuille en �nance. Nous pensons�egalement que notre approche peut être reli�ee �a
d'autres travaux d�evelopp�esdans l'alg�ebreMax-Plus (grandesd�eviations, : : : ).
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Chapitre I

Alg�ebre Max-Plus

R�esum�e

L'alg�ebreMax-Plus est simplement obtenue en �echangeant lesop�erations (+ ; � ) en
(max; +). Elle apparâ�t dansplusieursprobl�emesde math�ematiqueset de physique,
en particulier dans l' �etude de ph�enom�enesasymptotiques.Le projet MAXPLUS de
l'INRIA [ACG+ 94, BCOQ92, AQV94] a pour but de d�evelopper la th�eorie, l'algo-
rithmique et les applications des alg�ebresde type Max-Plus, en relation avec les
domaineso�u celles-ciinterviennent :
{ la th�eoriede la d�ecision(commandeoptimale d�eterministeet stochastique,th�eorie

desjeux)
{ la mod�elisation et l' �evaluation de performancede syst�emes�a �ev�enements discrets

(r�eseauxde transport ou de t�el�ecom,syst�emesde production)
{ la recherche op�erationnelle(r�esolutionde probl�emesd'optimisation discr�ete)
{ la th�eoriedesperturbations (perturbations de valeurspropres),etc.
Nous d�ecrivons dans ce chapitre les propri�et�esessentielles de l'alg�ebreMax-Plus et
sesprincipaux domainesd'application, ennousinspirant essentiellement destravaux
du groupe MAXPLUS (S. Gaubert, M. Akian, J.P. Quadrat, G. Cohen,...) et des
polycopi�esde coursde G.Cohen[Coh95] et de S. Gaubert [Gau99].
Par ailleurs, �a partir de l'alg�ebreMax-Plus, on peut construire un formalismeana-
logueau calcul desprobabilit �es.Ceci introduit en particulier un point de vue d'al-
g�ebre lin�eaire aux probl�emesde programmation dynamique et aux grandesd�evia-
tions. Nous pr�esentons dans ce chapitre les principaux r�esultats de la th�eorie de
probabilit �eMax-Plus, ennousbasant essentiellement sur l'article deFleming [Fle04].
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ChapitreI Alg�ebre Max-Plus

I.1 Intro duction g�en�erale �a l'alg �ebre Max-Plus

Le semi-corpsMax-Plus est l'ensemble R [ f�1g , muni de l'addition (a;b) 7!
a � b = max(a;b) et de la multiplication (a;b) 7! a 
 b = a + b. Cette structure
alg�ebrique di� �ere desstructures de corps classiquespar le fait que l'addition n'est
pasune loi de groupe, mais est idempotente : a � a = a.
On rencontre parfois des variantes de cette structure : par exemple,le semi-corps
Min-Plus est l'ensemble R [ f + 1g muni deslois a� b= min(a;b) et a
 b = a+ b,
et le semi-anneautropical est l'ensemble N [ f + 1g muni desmêmeslois.

L'objet de\l'alg �ebreMax-Plus" est deg�en�eraliserlesconstructionsde l'alg�ebreet de
l'analyseclassique,qui reposent pour une bonnepart sur desanneauxou descorps
tels que Z ou R, au casde semi-anneauxde type Max-Plus.
L'in t�er̂et pour lesstructuresdetypeMax-Plus estcontemporain dela naissancedela
th�eoriedestreillis. Depuis,lesstructuresdetype Max-Plus ont �et�ed�evelopp�eesind�e-
pendamment par plusieurs�ecoles,en relation avec plusieursdomaines.Les motiva-
tions venant de la Recherche Op�erationnelle(programmation dynamique,probl�emes
de plus court chemin, probl�emesd'ordonnancement, optimisation discr�ete) ont �et�e
centrales dans le d�eveloppement du domaine.Les semi-anneauxde type Max-Plus
sont bien ŝur reli�esaux alg�ebresde Boole. L'alg�ebreMax-Plus apparâ�t de mani�ere
naturelle en contr ôle optimal et dansla th�eoriedes�equationsaux d�eriv�eespartielles
d'Hamilton-Jacobi. Elle apparâ�t aussien analyseasymptotique (asymptotiquesde
type WKB, grandesd�eviations,asymptotiques�a temp�erature nulle en physiquesta-
tistique), puisque l'alg�ebre Max-Plus apparâ�t comme limite de l'alg�ebre usuelle.
La th�eorie des op�erateurs lin�eairesMax-Plus peut être vue comme faisant partie
de la th�eoriedesop�erateursde Perron-Frobeniusnon-lin�eaires,ou de la th�eoriedes
applicationscontractantesou monotonessur lescônes,laquellea denombreusesmo-
tivations, telle l' �economiemath�ematiqueet la th�eoriedesjeux.
Dans la communaut�e dessyst�emes�a �ev�enements discrets, l'alg�ebreMax-Plus a �et�e
beaucoup�etudi�eeparcequ'elle permet de repr�esenter de mani�ere lin�eairelesph�eno-
m�enesde synchronisation, lesquelsd�eterminent le comportement temporel de sys-
t�emesde production ou de r�eseaux.Parmi les d�eveloppements r�ecents du domaine,
on peut citer le calcul desr�eseaux,qui permet de calculerdesbornespire descasde
certainesmesuresde qualit�e de service.En informatique th�eorique, l'alg�ebre Max-
Plus (ou plut ôt le semi-anneautropical) a jou�e un rôle d�ecisif dans la r�esolution
de probl�emesde d�ecisionen th�eoriedesautomates.Notons �nalement que l'alg�ebre
Max-Plus est apparue r�ecemment en g�eom�etrie alg�ebrique et en th�eorie desrepr�e-
sentations.
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Introductiong�en�erale�a l'alg�ebre Max-Plus SectionI.1

{ Alg �ebre Max-Plus, programmation dynamique et commande optimale.
L'exemple le plus simple d'un probl�emeconduisant �a une �equation Min-Plus li-
n�eaire est le probl�eme classiquedu plus court chemin. Consid�erons en e�et un
graphedont lesnoeudssont num�erot�esde 1 �a n et dont le côut de l'arc allant du
noeud i au noeud j est not�e M ij 2 R [ f + 1g . Le côut minimal d'un chemin de
longueur k allant de i �a j peut s'�ecrire en termes d'�equation de programmation
dynamique:

vij (k) = min
16 s6 n

(M is + vsj (k � 1)):

On reconnâ�t ainsi une �equation lin�eaireMin-Plus :

v(k) = M :v(k � 1);

o�u on note par la concat�enation le produit matriciel induit par la mesurede l'al-
g�ebreMin-Plus.
Le probl�eme classiquede Lagrangedu calcul desvariations peut être vu comme
une versioncontinue du probl�emepr�ec�edent. Ainsi, l' �equation d'Hamilton-Jacobi
que v�eri�e v est une �equation de la programmation dynamique �a temps continu
et peut s'interpr�eter commeune �equation Min-Plus lin�eaire. En particulier, ses
solutionsv�eri�ent un principe de superposition Min-Plus : si v et w sont deux so-
lutions, et si � , � 2 R, inf (� + v; � + w) est encoresolution de l' �equation.Ce point
de vue, inaugur�e par Maslov, a conduit au d�eveloppement de l'Ecole d'Analyse
Idempotente.

{ Applications monotones et th �eorie de Perron-F rob enius non-lin �eaire,
ou l'appro che op�eratorielle du contr ôle optimal et des jeux.
Depuis le tout d�ebut des travaux en d�ecisionMarkovienne, on sait que les op�e-
rateurs de la programmation dynamiquede probl�emesde contr ôle optimal ou de
jeux, avec crit �ereadditif, ont despropri�et�esde monotonieet de contraction pour
la normesup.Or lesapplicationsmonotonesqui sont contractantes pour la norme
sup peuvent être vuescommedesg�en�eralisationsnon-lin�eairesdesmatricessous-
stochastiques.Une sous-classeutile, g�en�eralisant les matrices stochastiques,est
form�eedesapplications qui sont monotoneset commutent avec l'addition d'une
constante. Les probl�emesde programmation dynamiquepeuvent être traduits en
termesd'op�erateursf :
� l' �equation de programation dynamiqued'un probl�emede commandeoptimale

�a horizon �ni s'�ecrit en e�et x(k) = f (x(k � 1)), o�u x(k) est la fonction valeur
en horizon k et x(0) est donn�e

� la fonction valeur y d'un probl�eme �a horizon in�ni (y compris le cas d'un
probl�emed'arrêt optimal) v�eri�e y = f (y)
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� la fonction valeur z d'un probl�eme avec facteur d'actualisation 0 < � < 1
v�eri�e z = f (� z)

� etc.
Ce point de vue abstrait a �et�e tr �esfructueux. Il permet d'inclure la programma-
tion dynamiquedans la perspective plus large de la th�eorie de Perron-Frobenius
non-lin�eaire, qui traite des applications non lin�eairessur descônesv�eri�an t des
conditions de monotonie,de contraction ou d'homog�en�eit�e.
L' �etude despoints �xes de f donnela valeur de probl�emesde d�ecisionen horizon
in�ni. L' �etude du comportement asymptotique de f k , et en particulier l' �etude de
l'existencede la limite de f k(x)=k lorsquek tend vers l'in�ni, permet d'obtenir
le côut ergodique d'un probl�emede contr ôle optimal ou de jeux. L'asymptotique
plus pr�ecisede f k , �a une normalisation pr�es, permet d'obtenir le comportement
pr�ecisde l'it �eration sur lesvaleurs.
Signalons en�n que les applications de la th�eorie des applications monotones
contractantes ne se limitent pas au contr ôle optimal et aux jeux mais servent
aussi�a la mod�elisation dessyst�emes�a �ev�enements discretset en analysestatique
de programmes.

{ Pro cessus de Bellman.
Un autre point de vue sur la commandeoptimale est la th�eoriedesprocessusde
Bellman qui fournit un analogueMax-Plus de la th�eorie des probabilit �es.Cette
th�eoriea �et�ed�evelopp�ee�a partir de la notion demesure idempotenteintroduite par
Maslov. Elle �etablit une correspondanceentre probabilit �eset optimisation, dans
laquellelesvariablesal�eatoiresdeviennent desvariablesdecôut (qui permettent de
param�etriser les probl�emesd'optimisation), la notion d'esp�eranceconditionnelle
est remplac�eepar celledecôut conditionnel (pris sur un ensemble de solutionsfai-
sables),la propri�et�edeMarkov correspond au principedela programmationdyna-
mique de Bellman, et la convergencefaible �a une convergencede type �epigraphe.
Lesth�eor�emeslimites pour lesprocessusdeBellman (loi desgrandsnombres,th�eo-
r�emede la limite centrale, lois stables)fournissent desr�esultatsasymptotiquesen
commandeoptimale. Ces r�esultats g�en�eraux permettent en particulier de com-
prendre qualitativ ement les di�cult �esd'approximation dessolutions d'�equations
d'Hamilton-Jacobi.

{ Syst �emes �a �ev�enements discrets.
Un des probl�emesque se posent les chercheurs est d'optimiser des syst�emes�a
�ev�enements discrets, dans lesquelsles d�ecisionsr�esultent �eventuellement de l'in-
tervention de plusieursagents, avec chacun sesproprescrit �eres.On peut alors se
poserla questionsuivante : peut-on atteindre un �equilibre global, et en vertu de
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quellesd�ecisions?
Pour simpli�er la r�esolution de probl�emescomplexes,il su�t parfois de changer
de cadre axiomatique. Cela vaut pour les syst�emes�a �ev�enements discrets, que
l'on peut aborder dans le cadre de l'alg�ebre Max-Plus. Cette derni�ere ressemble
beaucoup�a l'alg�ebreclassique,sauf qu'elle est construite �a partir de deux autres
op�erations �el�ementaires, mieux adapt�ees�a cessyst�emeset �a la programmation
dynamique : le calcul du maximum et de l'addition. Elle permet de repr�esenter
lesph�enom�enesde synchronisation commedesph�enom�eneslin�eaires,doncd'avoir
desintuitions qualitativ essimpleset desalgorithmese�caces.
Ainsi, l'approche Max-Plus des syst�emes�a �ev�enements discrets fournit un ana-
logueMax-Plus de la th�eoriedessyst�emeslin�eairesclassiques,incluant lesnotions
de repr�esentation d'�etat, de stabilit �e, de s�eriesde transfert, etc.
Lessyst�emesdynamiquesMax-Plus lin�eairesal�eatoiressont particuli �erement utiles
dans la mod�elisation desr�eseaux.Les mod�elesd'automates �a multiplicit �esMax-
Plus, incluant certainesversionstemporis�eesdesmod�elesde traces ou de tas de
pi�eces,permettent de repr�esenter desph�enom�enesde concurrenceou de partage
de ressources.Lesautomates�a multiplicit �esMax-Plus ont �et�e �etudi�esen informa-
tique th�eorique.Ils fournissent desmod�elesparticuli �erement adapt�es �a l'analyse
de probl�emesd'ordonnancement.

{ Alg �ebre lin �eaire Max-Plus.
Une bonne partie des r�esultats de l'alg�ebre Max-Plus concernel' �etude des sys-
t�emesd'�equationslin�eaires.On peut distinguer trois famillesd'�equations,qui sont
trait �eespar destechniquesdi� �erentes :

1. Le probl�emespectral Max-Plus Ax = �x et sesg�en�eralisations.Celui-ci ap-
parâ�t en contr ôle optimal d�eterministeet dansl'analysedessyst�emes�a �ev�e-
nements discrets.

2. Le probl�emeAx = b intervient en commande�a mi-temps. Il est intimement
li�e au probl�emed'a�ectation optimale, et plus g�en�eralement au probl�emede
transport optimal. Il se traite via la th�eorie descorrespondancesde Galois
abstraite, ou th�eorie de la r�esiduation. Les versionsen dimensionin�nie du
probl�emeAx = b sont reli�eesaux questionsd'analyseconvexe abstraite, et
de dualit�e non convexe.

3. Le probl�emelin�eaireg�en�eral Ax = Bx conduit �a desd�eveloppements combi-
natoires int�eressants (poly�edresMax-Plus, d�eterminants Max-Plus, sym�etri-
sation).

{ Alg �ebre Max-Plus et asymptotiques.
Le rôle de l'alg�ebreMin-Plus danslesprobl�emesasymptotiquesest �evident si l'on
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�ecrit
� a + � b � � min( a;b) ; � a � � b = � a+ b; lorsque� ! 0+ :

L'alg�ebreMin-Plus peut être vue commela limite d'une d�eformation de l'alg�ebre
classique,en introduisant le semi-anneauR� , qui est l'ensemble R [ f + 1g , muni
de l'addition (a;b) 7! � � log

�
e� a

� + e� b
�
�

et dela multiplication (a;b) 7! a+ b. Pour
tout � > 0, R� est isomorpheau semi-corpsusuel des r�eelspositifs, (R+ ; + ; � ),
mais pour � = 0+ , R� n'est autre que le semi-anneauMin-Plus. Cette id�eea �et�e
introduite par Maslov, motiv�epar l' �etudedesasymptotiquesdetypeWKB d'�equa-
tions de Schr•odinger. Ce point de vue permet d'utiliser desr�esultats alg�ebriques
pour r�esoudreles probl�emesd'asymptotiques, puisque les �equations limites ont
souvent un caract�ereMin-Plus lin�eaire.
La mêmed�eformation apparâ�t classiquement en th�eoriedesgrandesd�eviations �a
la loi desgrandsnombres : dans ce contexte, les objets limites sont desmesures
idempotentes au sensde Maslov.
Ainsi, des relations ont �et�e �etablies entre l'alg�ebre Max-Plus et les grandesd�e-
viations et cesid�eesont �et�e appliqu�eesaux perturbations singuli�eresde valeurs
propres.

I.2 Domaines d'application de l'alg �ebre Max-Plus

L'alg�ebre Max-Plus intervient dans de nombreux domaines : th�eorie de la d�eci-
sion (commandeoptimale d�eterministe et stochastique, th�eorie des jeux), analyse
asymptotiqueet th�eoriedesprobabilit �es,mod�elisation et �evaluation de performance
de syst�emes�a �ev�enements discrets(r�eseauxde transport ou de t�el�ecom,syst�emesde
production), et plus g�en�eralement, recherche op�erationnelle(r�esolutiondeprobl�emes
d'optimisation discr�ete).

{ Commande optimale et th �eorie des jeux.
La commandeoptimale et la th�eoriedesjeux ont de nombreusesapplicationsbien
r�epertori�ees: �economie,�nance, gestionde stock, optimisation desr�eseaux,aide
�a la d�ecision,etc. Ce sont desprobl�emesde d�ecisiondans le temps.
La th�eoriede la d�ecisionvisepr�ecis�ement �a �evaluer leschanceset/ou lescôuts de
tel ou tel comportement futur d'un syst�eme,en pr�esenced'incertitudes duesau
hasardou aux choix d'adversaires.Dansbien descas,il estpossibledes'a�ranchir
du pass�e de ce syst�eme(commedansun jeu d'�echecs),et de n'�evaluer sonavenir
qu'�a partir du seul�etat pr�esent. Il s'agit d'une simpli�cation non n�egligeablequi,
en termes math�ematiques,consiste�a se placer dans le cadre de la th�eorie des
processusde d�ecisionMarkoviens.
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Un outil de base,en d�ecisionMarkovienne, est la programmation dynamique : �a
chaque�etat du syst�eme�etudi�e, est associ�eeune valeur d�etermin�eepar une �equa-
tion non lin�eaire, appel�ee�equation de Bellman en th�eorie de la commandeopti-
male. C'est en e�et �a ce math�ematicien am�ericain que l'on doit l'in vention de la
programmation dynamique, il y a une cinquantaine d'ann�ees.
Les syst�emesMax-Plus lin�eairesser�ev�elent être tr �espertinents pour �etudier les
propri�et�esth�eoriquesdes�equationsdela programmationdynamiqueet d�evelopper
desalgorithmespour les r�esoudre.De nouveaux algorithmeset m�ethodesde dis-
cr�etisation sont ainsi d�evelopp�es�a partir desr�esultatsMax-Plus et deleursg�en�era-
lisations.Ceciestparticuli �erement int�eressant danslesprobl�emesdegrandetaille,
qui n�ecessitent le d�eveloppement d'algorithmes rapides (algorithmes de graphe)
ou de nouvellesapproximations.

{ Syst �emes �a �ev�enements discrets.
Depuis l'invention de la programmation dynamique, les chercheurssesont rendu
compteque cette �equation,ainsi que celled'Isaacspour les jeux, pouvait servir �a
mod�eliserdessyst�emesdits �a �ev�enements discrets.Cette expressionfait r�ef�erence
�a l'occurenced'�ev�enements comparables�a l'arriv �eede nouveaux clients dansune
�le d'attente.
Alors quela th�eorieclassiquedessyst�emes\continus" (y comprisen tempsdiscret)
et de l'Automatique s'int�eresse�a dessyst�emes\naturels" ob�eissant essentiellement
aux lois de la Physique,et descriptiblespar des�equationsdi� �erentielles ou aux d�e-
riv�eespartielles (ou leur discr�etisation approch�eeen temps), le vocable\ Syst�emes
(Dynamiques) �a Ev�enementsDiscrets" (SED) recouvre des syst�emes�egalement
dynamiques,mais dont la dynamique�echappe totalement �a ce genrede descrip-
tion1. En r�ealit�e, c'est plut ôt le niveau descriptif auquel on seplace qui est �a la
sourcede cette impossibilit�e : au lieu de s'int�eresserau d�eroulement continu des
ph�enom�enes,on ne sesouciequedes\d �ebuts"et des\�ns" de cesph�enom�enes(les
\ �ev�enements discrets") et de leur enchâ�nement dynamique, logiqueou temporel.
Cette classede syst�emesdonne lieu �a des ph�enom�enesde synchronisation et de
concurrence,que l'on rencontre typiquement dans les r�eseauxde t�el�ecommunica-
tions (r�eseauxinformatiques)[LT02], lessyst�emesdeproduction (ateliers exibles,
lignesd'assemblage) [CDQV83, CDQV85], lessyst�emesde transport (routier, fer-
roviaire ou a�erien) [LMQ01, Bra93, OSM98], ou encoreen robotique et dans des
applications m�edicales.
L'imp ortance prise par cessyst�emesdans notre soci�et�e a conduit de nombreux
chercheurs�a proposerdesmod�elesmath�ematiquespermettant ded�ecrireleur com-

1Cessyst�emessont g�en�eralement de conceptionhumaine, en opposition aux syst�emes\naturels"
d�ecrits par les lois de la physique.
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portement a�n d'en �evaluer lesperformanceset d'optimiser leur conceptionou leur
pilotage. La diversit�e de cessyst�emesconduit naturellement �a di� �erents mod�eles,
tels que lesmod�eles�a based'automates�a �etats �nis, leschâ�nesde Markov et les
R�eseauxde Petri.

L'un des premiers ouvragesconcernant les structures alg�ebriquesde type Max-
Plus est sansdoute celui de R. A. Cuninghame-Green[CG79], mais c'est en Août
1981[CGQ99] quel' �equipe Max-Plus de l'INRIA a assur�e le lien aveclessyst�emes
�a �ev�enements discrets. L'id �ee forte fut de montrer qu'en changeant d'alg�ebre, le
comportement de certains syst�emes�a �ev�enements discrets pouvait être d�ecrit �a
l'aide d'�equationslin�eaires.Il s'agit dessyst�emescaract�eris�esuniquement par des
ph�enom�enesde synchronisation ou de retard. Ils correspondent �a une sous-classe
de r�eseauxde Petri temporis�es, lesGraphesd'Ev�enements Temporis�es(GET).
Au cours desann�ees80, cette �equipe a ainsi construit une th�eorie dessyst�emes
Max-Plus lin�eaires�a l'image de cellequi existait pour lessyst�emeslin�eairesdans
l'alg�ebre classique.Ce travail donna lieu �a un ouvrage collectif paru en 1992
[BCOQ92], de Baccelli, Cohen, Olsder et Quadrat, qui constitue une excellente
r�ef�erence�a jour sur l'approche Max-Plus lin�eairedesSyst�emes�a Ev�enements Dis-
crets (d�eterministes et stochastiques), et plus g�en�eralement sur le semi-anneau
Max-Plus. Nous renvoyons �egalement le lecteur int�eress�e par la th�eorie des sys-
t�emes�a �ev�enements discretsaux excellentes notes de cours de G.Cohen[Coh95]
et de S. Gaubert [Gau99].

Les syst�emesdynamiquesMax-Plus lin�eaireset leurs g�en�eralisations(automates,
syst�emesmonotonesou contractants), fournissent des mod�elesnaturels dont les
r�esultats analytiques peuvent être appliqu�es aux probl�emesd'�evaluation de per-
formance.Ainsi, l'approche Max-Plus permet par exemplede calculer le temps
de cycle pour des circuits digitaux, calculer le d�ebit pour des ateliers, des r�e-
seauxferroviaires ou routiers, �evaluer ou maximiser la performancedes r�eseaux
de communication, fabriquer descontr ôleurs(ou mêmedes\feedbacks") v�eri�an t
certaines contraintes de s�ecurit�e ou de service, repr�esenter des ph�enom�enesde
synchronisation ou de concurrence(partage de ressources):

{ Synchronisation. L'accomplissement de certains �ev�enements entra�̂ne l'appari-
tion simultan�eedeplusieursressourcesou la v�eri�cation simultan�eedeplusieurs
conditions. La �n d'un �ev�enement entra�̂ne l'apparition simultan�eede plusieurs
autres�ev�enements. Par exemple,pour qu'uneconversationt�el�ephoniqueait lieu,
il faut qu'une ligne soit disponible pour acheminer l'appel et que les deux in-
terlocuteursaient d�ecroch�e. La �n de la conversationmarquela lib�eration de la
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ligne, et le fait que lesdeux interlocuteurspeuvent d�esormaisvaquer�a d'autres
occupations.De tellesconsid�erationspeuvent être reprisespar exemple�a propos
d'un atelier exible.

{ Concurrence. Certains �ev�enements excluent l'apparition simultan�ee d'autres
�ev�enements. Par exemple,une machine ne peut travailler que sur une seule
pi�ece�a la fois. A la SNCF, lesvoiessont divis�eesen tron�consappel�es\cantons".
Le\cantonnement" consiste�a exclurepar un syst�emede feux rougesla pr�esence
simultan�ee de deux trains sur le même canton. Sur un bus d'ordinateur non
multiplex�e, un seulmessagepeut transiter �a la fois.

L'alg�ebreMax-Plus estdoncapparuecommela structure math�ematiquead�equate
pour mod�eliser lin�eairement le ph�enom�enede synchronisation, alors que ce ph�e-
nom�ene semble fortement non-lin�eaire \de point de vue" des outils alg�ebriques
conventionnels. Bien que la motivation initiale ait paru dansl' �etude dessyst�emes
�a �ev�enements discrets, il s'est r�ev�el�e que la th�eorie des syst�emeslin�eaires dans
l'alg�ebreMax-Plus peut être appropri�ee�a d'autres �ns aussi.

{ Recherche op�erationnelle.
Le rôle de l'alg�ebreMax-Plus danscertainsprobl�emesde recherche op�erationnelle
est maintenant bien connu (programmation dynamique, probl�emesde chemins,
d'a�ectation ou de transport, certains probl�emesd'ordonnancement, probl�emes
avec descontraintes disjonctives).
Premi�erement, il existedesliensprofondsentre l'alg�ebreMax-Plus et lesprobl�emes
d'optimisation discr�ete. Ces liens conduisent parfois �a de nouveaux algorithmes
pour les probl�emesde recherche op�erationnelleclassiques,commele probl�emede
circuit depoidsmoyen maximum. Certainsprobl�emescombinatoires,commeceux
deprogrammationdisjonctive, peuvent être d�ecompos�espar desm�ethodesdetype
Max-Plus. Ensuite, le rôlede l'alg�ebreMax-Plus danslesprobl�emesd'ordonnance-
ment estbien connu depuislesann�ees60,puisquelesdatesdecompl�etion peuvent
souvent secalculer �a partir d'�equationslin�eairesMax-Plus. Plus r�ecemment, des
repr�esentations de probl�emesd'ordonnancement ont pu être obtenues�a partir de
semi-groupesde matrices Max-Plus : une premi�ere repr�esentation a �et�e obtenue
dansle casdu \jobshop", une repr�esentation plus simplea �et�e obtenue dansle cas
du \o wshop". Ce point de vue alg�ebrique a �et�e tr �es utile dans le cas du \o w-
shop": il permet deretrouver desr�esultatsanciensdedominanceet d'obtenir ainsi
de nouvellesbornes.Finalement, en regardant l'alg�ebreMax-Plus commeune li-
mite de l'alg�ebreclassique,on peut utiliser desoutils alg�ebriquesen optimisation
combinatoire.
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{ Th �eorie des perturbations.
Il s'agit de l' �etude de probl�emesasymptotiques dont les �equations limites ont
une structure de type Max-Plus, tels que les perturbations singuli�eresde valeurs
propresou lesgrandesd�eviations.

Signalons�egalement que les probl�emesde l'alg�ebre Max-Plus de base(analogues
Max-Plus des modules et des polyh�edresconvexes,des d�eterminants, des notions
de rang, dessyst�emesd'�equationslin�eaires,desvecteurspropres,des�equationspo-
lynomiales, mesuresidempotentes, etc.) ont souvent jou�e un rôle d�ecisif dans les
applicationspr�ec�edentes de l'approche Max-Plus. L'in t�er̂et pour certainsprobl�emes
de baseMax-Plus est r�ecemment apparu dansplusieursautres domainesde math�e-
matiques.

I.3 Alg�ebre Max-Plus : d�e�nitions et propri�et�es

I.3.1 D�e�nitions

D�e�nition I.1 (Semi-anneau)
Un semi-anneau K est un ensemblemuni de deuxop�erations internes � et 
 appe-
l�eesrespectivement\addition" et \multiplic ation", telles que:
{ l'addition est associative : (a � b) � c = a � (b� c) ;
{ l'addition est commutative : a � b = b� a ;
{ l'addition poss�edeun �el�ement neutre not�e 0� et appel�e \z �ero" : a � 0� = a;
{ la multiplication est associative : (a 
 b) 
 c = a 
 (b
 c) ;
{ la multiplication poss�edeun �el�ementneutre not�e e
 et appel�e\identit �e" : a
 e
 =

e
 
 a = a ;
{ la multiplication est distributive par rapport �a l'addition : a 
 (b� c) = (a 
 b) �

(a 
 c) et idem pour la multiplication �a gauche.

Nous avons l�a toutes les propri�et�es de structure des anneaux,sauf qu'il n'est pas
requisque � soit une loi de groupe.

Commeen alg�ebreusuelle,le signemultiplicatif est parfois omis.

Th�eor�eme I.1
Le z�ero d'un semi-anneau est absorbant pour la secondeop�eration, c'est-�a-dire 0� 

a = a 
 0� = 0� , 8a 2 K.
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Preuve - I.1 -

0� = 0� e
 = 0� (0� � e
 ) = 02
� � 0� = 02

� :

Par suite,

8a 2 K � ; 0� = 0� e
 = 0� a� 1a = 0� (a� 1 � 0� )a = 0� a� 1a � 02
� a = 0� a:

�

On dit que le semi-anneauest
{ idempotent ou dio•�de, si la premi�ere op�eration est idempotente, c'est-�a-dire si

a � a = a; 8a 2 K; (I.1)

{ commutatif si le groupe est commutatif (la multiplication est commutativ e).

D�e�nition I.2 (Semi-corps)
Si la multiplication d�e�nit un groupe sur K � := Knf 0� g, alors on quali�e (K; � ; 
 )
de semi-corps.
Un semi-corps est dit
{ idempotent si l'addition v�eri�e (I.1) ;
{ commutatif si le produit est commutatif.

D�e�nition I.3 (Structure alg�ebrique Rmax)
Le symbole Rmax d�esignel'ensembleR [ f�1g muni desdeuxop�erations binaires
max et + not�ees� et 
 respectivement. On a 0� = �1 et e
 = 0.

On appelle cette structure l'alg �ebre Max-Plus .

Th�eor�eme I.2
La structure alg�ebriqueRmax est un dio•�de (et mêmeun semi-corps idempotent).

I.3.2 L'alg �ebre Max-Plus comme structure ordonn�ee

La notion de semi-treillis est rappel�eedansla d�e�nition suivante :

D�e�nition I.4 (Semi-treillis)
Un ensembleordonn�e (E; 6 ) est un semi-treillis sup�erieur si toute partie �a deux
�el�ementsde E admet une borne sup�erieure, i.e.

8a;b 2 E 2; 9c 2 E; ((x > a et x > b) ( ) x > c):

On note c = a _ b.
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Un dio•�de K peut être muni de la relation d'ordre naturelle suivante :

a 6 b si a � b= b: (I.2)

On �ecrit a < b lorsquea 6 b et a 6= b.
Commel'addition est idempotente, on a a = a � a > a, cequi montre la reexivit �e.
L'antisym�etrie et la transivit �esont claires.Cette relation d'ordre estcompatibleavec
les lois de structure de K, i.e. :

a 6 b ) a � c 6 b� c

a 6 b ) ac 6 bc:

(K; 6 ) est ainsi un semi-treillis dans lequel la borne sup�erieure est donn�ee par �
(a � b est le plus petit majorant de a, b) et 0� est le plus petit �el�ement.

Dans l'alg�ebreMax-Plus Rmax , la relation 6 co•�ncide avec l'ordre coutumier.
Nous introduisons maintenant la sousclassecommode et importante des dio•�des
complets.

D�e�nition I.5 (Dio•�de complet)
Le dio•�de K est complet s'il est complet en tant qu'ensembleordonn�e par (I.2) et
s'il v�eri�e les deuxpropri�et�essuivantes,dites de\distributivit �e in�nie" :

8A � K; 8b 2 K;
(� a2 A a)b = � a2 A ab;

b(� a2 A a) = � a2 A ba:

En d'autres termes,un dio•�de complet est un dio•�de o�u toute somme(in�nie) d'�el�e-
ments est d�e�nie et o�u la distributivit �e (�a droite et �a gauche)de 
 par rapport �a �
s'�etendaux sommesin�nies.
Il en r�esulteimm�ediatementque

(� a2 A a)( � b2 B b) = � (a;b)2 A � B ab:

Exemple I.3 (Dio•�de compl�et�e de Rmax )
R [ f�1g , muni du max et du + , avec la convention (+ 1 ) + (�1 ) = �1 , est un
dio•�de complet quel'on notera Rmax .

Remarque I.4
On peut montrer que la compl�etion et l'inversibilit �e de la loi produit sont incompa-
tibles. Autrement dit, nous avons le r�esultat suivant : un semi-corpsidempotent
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non trivial n'a pas de plus grand �el�ement, et n'est pas complet en particulier.
En e�et, soit 1 le plus grand �el�ement d'un semi-corps idempotent K. Nous avons
1 :1 > 1 :e
 = 1 , et en simpli�ant 1 = e
 . Ainsi, tout x non nul v�eri�e

x 6 e
 : (I.3)

D'o�u en passantaux inverses,x � 1 > e
 . L'autr e in�egalit�e s'obtient en appliquant
(I.3) �a x � 1, d'o�u x = e
 et K = f 0� ; e
 g est trivial.

I.3.3 Idempotence de l'addition et non simpli�abilit �e
Impossibilit �e de la sym�etrisation

Les propri�et�es combinatoires des dio•�des (associativit �e, commutativit �e, distributi-
vit �e, etc.) sont similaires �a cellesdesstructures alg�ebriquesusuelles.La di� �erence
majeure provient du fait que l'addition ne d�e�nit pas une structure de groupe (pas
de\signe moins" ou d'oppos�e).
Ainsi en comparant les propri�et�esde � et de 
 �a cellesde + et de � , nousvoyons
que :

1. nousavonsperdu la sym�etrie de l'addition (pour a donn�e, il n'existe pasd'�el�e-
ment b tel que max(b;a) = �1 d�esque a 6= �1 ) ;

2. nousavonsgagn�e l'idempotencede l'addition ;

3. il n'existe pas de diviseurs de z�ero dans Rmax (a 
 b = 0� = �1 ) a =
�1 ou b= �1 ).

Le fait que � soit idempotent et non inversible,est la principale caract�eristiqueori-
ginalede cette alg�ebre\exotique", cequi la rend tr �esdi� �erente desautresstructures
plus famili�eres.En e�et, les axiomesd'idempotenceet de cancellativit�e sont exclu-
sives : si pour tous a;b;c;(a � b = a � c ) b = c) et (a � a = a), il vient a = 0� ,
pour tout a (il su�t de simpli�er a � a = a � 0� ).

En essayant d'e�ectuer descalculs alg�ebriquesdans cette structure, nous pouvons
nous apercevoir que l'idempotenceest aussi utile que l'existenced'un �el�ement sy-
m�etrique pour simpli�er les formules. Par exemple,puisquela nouvelle addition �
est idempotente et l'ordre est total (max(a;b) 2 f a;bg), l'analogue de la formule
binomiale

(a + b)n =

0

@
n

0

1

A an +

0

@
n

1

1

A an� 1b+ : : : +

0

@
n

n � 1

1

A abn� 1 +

0

@
n

0

1

A bn
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est
n max(a;b) = max(na; nb):

qui est beaucoupplus simple. D'un autre côt�e, le max n'est passimpli�able :
max(a;b) = b n'implique pasque a = 0� .

I.3.4 Equations lin�eaires

Les �equations lin�eairesdans l'alg�ebre Max-Plus peuvent avoir ou ne pas avoir de
solution. De plus, mêmes'il existeune solution, elle peut ne pas être unique.

D�e�nition I.6 (Fonction lin�eaire)
La fonction f : Rmax ! Rmax est lin�eairesi elle satisfait

f (c) = c 
 f (e
 ); 8c 2 Rmax :

Par cons�equent toute fonction lin�eaireestde la formey = f (c) = a
 c, o�u a = f (e
 ).
Lesgraphesde telles fonctionssont desdroites de pente un et d'ordonn�ee�a l'origine
a.

D�e�nition I.7 (Fonction a�ne)
La fonction f : Rmax ! Rmax ,

f (c) = ac� b; a;b2 Rmax

est dite a�ne .

Songrapheest le sup de la fonction constante et d'une droite de pente 1.

D�e�nition I.8 (Equation a�ne)
L' �equationa�ne scalaire g�en�erale est de la forme

ax � b= a0x � b0: (I.4)

En e�et puisque� n'a pasd'inverse,l' �equation(I.4) nepeut passer�eduire�a ax� b=
0� .

La solution de l' �equation scalaireg�en�erale(I.4) est la suivante :
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Th�eor�eme I.5
{ Si les in�egalit�es

((a0 < a) et (b< b0)) ou ((a < a0) et (b0 < b)) (I.5)

sont vraies, alors la solution est unique et donn�eepar

x = (b� b0)=(a � a0);

{ Si a 6= a0; b 6= b0, et (I.5) n'est pas v�eri� �ee, alors il n'existe pas de solution dans
Rmax ;

{ Si a = a0 et b6= b0, la solution n'est pasuniqueet touteslessolutionssont donn�ees
par x > (b� b0)=a;

{ Si a 6= a0 et b= b0, la solution n'est pasuniqueet touteslessolutionssont donn�ees
par x 6 b=(a � a0) ;

{ Si a = a0 et b= b0, alors tout x 2 R est solution.

En pratique, il est pr�ef�erablede simpli�er (I.4) avant de la r�esoudre.Par exemple,
si a > a0 et b0 > b, alors ax � b= a0x � b0 ( ) ax = b0.

L'exemplequi suit est un casparticulier du th�eor�emepr�ec�edent.

Exemple I.6 (Equation lin�eaire)
Examinons les solutions en x de l' �equation

z � x = m: (I.6)

Il est �a noter quel'ensembledessolutionspeut être vide contrairementaux �equations
lin�eairesclassiques.Lorsqu'il n'est pas vide, l'ensembledessolutions admet un plus
grand �el�ement x = m.

Preuve - I.6 -

{ Si m < z, alors il n'existe pas de solution.
{ Si m > z, alors x = m.
{ Si m = z, alors tout x 6 z est solution, mais x = m est la solution maximale.

�

Le lecteur int�eress�e par les syst�emesd'�equations lin�eairesdans les dio•�des pourra
se reporter �a Gondran et Minoux [GM84], Carr�e [Car79], ainsi qu'�a Cao, Kim et
Roush [CKR84]. Pour une pr�esentation plus r�ecente et plus orient�ee syst�emes�a
�ev�enements discrets, on pourra �egalement se reporter �a Baccelli et al [BCOQ92],
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ainsi qu'aux r�ef�erencesqui y sont cit�ees.Ce livre r�esume�a peu pr�esl' �etat de l'art en
92sur lessyst�emes�a �ev�enements discretsMax-Plus lin�eairesaussibien d�eterministes
que stochastiques,et donne des r�esultats alg�ebriquesr�ecents (comme par exemple
la sym�etrisation).

I.3.5 Probabilit �e Max-Plus et processusstochastiques Max-Plus

La structure alg�ebrique Rmax introduit un point de vue d'alg�ebre lin�eaire aux pro-
bl�emesde programmation dynamique et aux grandesd�eviations. Une th�eorie de
probabilit �esMax-Plus non-lin�eairesa �et�e introduite pour formalisercepoint de vue
(voir par exemple[Aki99] deM. Akian, [AQV94] deJ.-P. Quadrat et M. Viot, [MD99]
de P. Del Moral et M. Doisy), o�u la probabilit �e Max-Plus d'un �ev�enement corres-
pond au gain d'un ensemble de d�ecisions.Lorsquel'espacede d�ecisionest R+ et le
processusde gain une fonction r�eelled�eterministe, cette probabilit �e non-lin �eaire
est d�e�nie commeune in t �egrale non-lin �eaire .

Exemple I.7 (Int �egrale Max-Plus et running supremum)
Soit (l t )t2 [0;� ] une fonction �a valeurs r�eelles. Pour tout couple (s; t) v�eri�ant 0 6
s 6 t 6 � , le running supremum (ou maximum glissant) de l entre s et t est, par
d�e�nition, une int�egraleMax-Plus sur [s; t] par rapport �a l,

l �
s;t = sup

s6 u6 t
lu =

I t

s
lu = I + ([s; t[): (I.7)

La fonction t ! l �
s;t d�e�nie sur [s; � ] est croissante,continue �a droite si l est semi-

continue sup�erieurement �a droite (s. c. s. d.), c'est-�a-dire

lim sup
" ##0

l t+ " 6 l t :

L'additivit �e Max-Plus
� Ht

s lv
�

�
� Hu

t lv
�

=
Hu

s lv d�ecoule de la relation suivante

sup
s6 v6 t

lv _ sup
t6 v6 u

lv = sup
s6 v6 u

lv:

Le processus(l �
0;t ) crô�t uniquementaux instants s tels quels = l �

0;s.

Ainsi, si l'on consid�ere la th�eoriede la mesuredans laquelle le demi-corpsdesr�eels
positifs est remplac�epar un demi-anneauidempotent, on obtient la notion demesure
idempotente introduite par Maslov. Les mesuresou int�egralesidempotentes �a den-
sit�e correspondent alors �a dessupremade fonctions pour la relation d'ordre partiel
induite par la structure idempotente.
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A partir de l'alg�ebreMax-Plus ou Min-Plus,2 on peut doncconstruireun formalisme
analogueau calcul desprobabilit �es:
Soit 
 un \espace�echantillon" , et Q une fonction sur 
 �a valeurs dans R� , telle
que sup! 2 
 Q(! ) = 0. Alors pour tout A � 
, la probabilit �e Max-Plus de A est
P+ (A) = sup! 2 A Q(! ). Q(! ) estappel�eevraisemblancede! , et Q la fonction deden-
sit�e deprobabilit �eMax-Plus. Unevariableal�eatoireMax-Plus estunefonction Z sur

 �a valeursdansRmax . L'esp�eranceMax-Plus deZ estE+ (Z ) =

H

 Z(! ) 
 P+ (d! ) =

sup! 2 
 [Z (! ) + Q(! )]. Notonsquesi E+ (Z ) < + 1 , alorsZ est Max-Plus int�egrable.
Il est �egalement imm�ediat de voir queE+ est stable par limite croissante et lin�eaire
par rapport �a l'addition Max-Plus et la multiplication scalaire.
Dans le cas particulier o�u 
 = R+ et Z (! ) = l ]s;t ](! ), l ]s;t ] �etant la fonction indi-
catrice Max-Plus qui vaut 0 si ! 2]s; t] et �1 sinon, E+ (Z ) n'est autre que notre
int�egraleMax-Plus (I.7).
La th�eorie du calcul de probabilit �e Max-Plus a �et�e profond�ement d�evelopp�ee par
W. H. Fleming qui a consid�er�e la notion d'int�egrale Max-Plus additive dans son
article [Fle04]. Il a abord�e la notion de martingale Max-Plus, analogue�a celle de
maxingale exponentielle, telle qu'elle a �et�e d�e�nie dans [Puh01]. Les r�esultats que
Fleming a pr�esent�esdans[Fle04] peuvent être vuscommeun premierpasversun cal-
cul stochastique Max-Plus (quelquespropri�et�esde la probabilit �e Max-Plus, notion
d'�equation di� �erentielle stochastique Max-Plus, �equations di� �erentielles partielles
r�etrogradeset progressives,etc.).
Mêmesi nousne lesutilisons pas,nouspr�esentons ici, sansd�emonstration, lesprin-
cipaux r�esultats de la th�eoried�evelopp�eepar Fleming dans[Fle04].

I.3.5.1 Probabilit �e Max-Plus

Soit 
 un \espace�echantillon" et Q une fonction sur 
 �a valeursdansR� avec

sup
! 2 


Q(! ) = 0:

Pour tout A � 
, la probabilit �e Max-Plus de A est

P+ (A) = sup
! 2 A

Q(! ):

Q(! ) est appel�eevraisemblance de ! , et Q la fonction de densit�e de probabilit�e Max-
Plus. On appellevariableal�eatoireMax-Plus toute fonction Z d�e�nie sur 
 �a valeurs
dansR� . L'esp�eranceMax-Plus de Z est

E+ (Z ) = sup
! 2 


[Z (! ) + Q(! )]:

2L'alg�ebre Min-Plus est le dual de l'alg�ebre Max-Plus (le z�ero �etant cette fois + 1 ).
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Si E+ (Z ) < + 1 , alors Z est Max-Plus int�egrable.Il est imm�ediat que E+ est li-
n�eaire par rapport �a l'addition Max-Plus et la multiplication scalaire.De plus, si
Zn (! ) " Z (! ) lorsquen ! 1 , alors E+ (Zn ) " E+ (Z ) lorsquen ! 1 .

Esp�erance Conditionnelle Max-Plus.

Pour tout A tel queP+ (A) > �1 , la densit�e deprobabilit �eMax-Plus conditionnelle
sachant A est d�e�nie par

Q(! jA) =

8
<

:

Q(! ) � sup� 2 A Q(� ); ! 2 A

�1 ; ! =2 A:

L'esp�eranceconditionnelle d'une variable al�eatoire Max-Plus int�egrable Z s'�ecrit
sousla forme

E+ [Z jA] = sup
!

[Z (! ) + Q(! jA)]:

En particulier, soit � une fonction qui envoie 
 sur un autre espace
 0 et posons
A(! 0) = � � 1(! 0). D�esignonspar Q(! j! 0) la densit�e conditionnelleMax-Plus corres-
pondante. Alors si P+ [A(! 0)] > �1 ,

Q(! j! 0) =

8
<

:

Q(! ) � Q0(! 0); si ! 0 = �( ! )

�1 ; si ! 0 6= �( ! );

et Q0(! 0) = sup! 0=�( ! ) Q(! ). Q0(! 0) est la densit�e de la mesurede probabilit �e Max-
Plus sur 
 0 induite par la fonction �. Similairement, l'esp�eranceconditionnelleMax-
Plus est not�ee par E(Z j! 0). Il est �evident que E[Z j! 0] est Max-Plus int�egrableet

E+ [E+ (Z j! 0)j! 00] = E+ [Z j! 00]: (I.8)

De plus, si Y et Z sont Max-Plus int�egrableset Y(! ) = Y 0[�( ! )] pour tout ! , alors:

E+ [Y j! 0] = Y 0(! 0) (I.9)

E+ [(Y � Z )j! 0] = Y 0(! 0) � E+ [Z j! 0] (I.10)

E+ [(Y 
 Z )j! 0] = Y 0(! 0) 
 E+ [Z j! 0]: (I.11)

I.3.5.2 Martingales Max-Plus

Consid�eronsun intervalle de temps 0 6 t 6 T et un espace�echantillon 
 = 
 T . A
chaqueinstant t, soit � t unefonction de 
 T dansun espace
 t , o�u � T est la fonction

36



Alg�ebre Max-Plus: d�e�nitions et propri�et�es SectionI.3

identit �e pour t = T. De plus, pour 0 6 � < t 6 T, � � = ~� � t � � t , o�u ~� � t envoie 
 t

sur 
 � . Les �el�ements de 
 t sont not�espar ! t .

Pour 0 6 t 6 T, soit M t une famille de variables al�eatoiresMax-Plus int�egrables,
telle queM t = M t (! t ). M t estalorsunemartingale Max-Plus si, pour 0 6 � < t 6 T

E+ [M t j! � ] = M � : (I.12)

Similairement, M t estunesurmartingaleMax-Plus(resp.sous-martingaleMax-Plus)
si dans(I.12), l' �egalit�e est remplac�eepar une in�egalit�e 6 (resp. > ).

Exemple I.8
Si Z est Max-Plus int �egrable, alors M t = E+ [Z j! t ] est une martingale Max-Plus.
Ceci r�esultede (I.8) avec ! 0 = ! t ; ! 00= ! � .

Dans la suite, nousallons essentiellement consid�erer le casparticulier suivant.
Soit q(v) une fonction �a valeurs r�eellesde la classeC1 d�e�nie sur l'euclidien Rm et
v�eri�an t les hypoth�esessuivantes :

(i ) q(v) > 0; min
v

q(v) = 0

(ii ) q est strictement convexesur Rm (I.13)

(iii ) jvj � 1q(v) ! + 1 p.s. jvj ! 1 :

En particulier, (I.13) a lieu si q(v) = p� 1jvjp, p > 1. Soit 
 l'ensemble desfonctions
absolument continues! d�e�nies sur [0; T], �a valeursdansRm , telles que

! 0 = 0;
Z T

0
q(vs)ds < 1 ; vs = _! s: (I.14)

Ici _! s = d! s=ds. Soit Q(= QT ) la densit�e Max-Plus donn�eepar

Q(! :) = �
Z T

0
q( _! s)ds: (I.15)

Soit � t la restriction de ! : �a [0; t] :

! t = � t (! :) = ! :

�
�
[0;t ]

:

La densit�e Qt (! t ) induite par � t et la densit�e conditionnelleQ(! :j! t) sont donn�ees
par

(a) Qt (! t ) = �
Z t

0
q( _! s)ds (I.16)

(b) Q(! :j! t ) = �
Z T

t
q( _! s)ds: (I.17)
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Exemple I.9
Soit q� (� ) la fonction dualeconvexede q(v) :

q� (� ) = max
v

[� :v � q(v)]; � 2 Rm :

Soit � s = � s(! s) born�eesur [0; T] pour tout ! : et soit

M t =
Z t

0
[� s:d! s � q� (� s)ds]:

Pour � < t, il vient �a partir de (I.17)

E+ [M t j! � ] = M � + sup
! :

hZ t

�
[� s: _! s � q� (� s) � q( _! s)]ds

i
:

L'int �egrale est n�egative, et donc M t est une surmartingale Max-Plus. Le terme �a
int �egrer est nul si qv( _! s) = � s. Ainsi, M t est une martingale Max-Plus si l' �equation
di� �erentielle fonctionnelle _! s = q� 1

v (� s) admet une solution born�ee sur [� ; t] avec
une donn�ee initiale ! � .
Il existed'autreschoix int �eressantspour l'espace �echantillon et la densit�e Max-Plus,
parmi lesquels:

(a) Si l' �etat initial x0 �a l'instant t = 0 est inconnu, on peut prendre ! = (x0; ! :) et

Q(! ) = � 0(x0) �
Z T

0
q( _! s)ds;

o�u � 0(x0) d�esignela vraisemblance (densit�e de probabilit�e Max-Plus) de x0.
(b) Soit ! = x : et I (x:) une fonctionnelle de\gr andesd�eviations" de la forme

I (x:) =
Z T

0
�( xs; _xs)ds;

o�u �( x; y) > 0, �( x; y(x)) = 0. Sous d'autres hypoth�esesad�equates,Q(x :) =
� I (x:) est une densit�e de probabilit�e Max-Plus.
Le choix q(v) = 1

2 jvj2 pr�esenteun int �erêt particulier pour les grandesd�eviations
dessyst�emesdynamiquesde type Wentzell-Freidlin, sousde faiblesperturbations
Browniennes.

Exemple I.10
SupposonsqueVt = Vt (! t ), l t = l t (! t ) sont born�eeset v�eri�ent pour 0 6 � < t 6 T

V� = E+
� � Z t

�
lsds+ Vt

� �
� ! �

�
: (I.18)

Soit M t =
Rt

0 lsds + Vt . D'apr�es (I.9), (I.11) et (I.18), M t est une martingale Max-
Plus.
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Exemple I.11
D�e�nissons l'int �egrale Max-Plus de ls sur [� ; t] comme

I t

�
ls ds = sup

[� ;t ]
ls: (I.19)

Supposonsque� t = � t (! t ) et l t = l t (! t ) sont born�eeset v�eri�ent pour 0 6 � < t 6 T

� � = E+
h� I t

�
lsds � � t

�
j! �

i
:

Soit M t =
Ht

0 lsds � � t . Comme

I t

0
lsds =

� I �

0
lsds

�
�

� I t

�
lsds

�
; (I.20)

les �equations(I.9), (I.11) et (I.20) impliquent queM t est une martingale Max-Plus.

Les exemplesI.10 et I.11 apparâ�tront dans les sectionsI.3.5.4 et I.3.5.5, en liaison
aveclesprincipesdeprogrammationdynamiqueMax-Plus multiplicatif et Max-Plus
additif.

I.3.5.3 Equations di� �erentielles stochastiques Max-Plus

Soit ! s une fonction absolument continue sur [0; T], �a valeurs dans Rm et v�eri-
�an t (I.14). Consid�erons ensuite une densit�e Max-Plus Q(! :) commecelle d�ecrite
dans (I.15). Les formules (I.16) et (I.17) re �etent la propri�et�e qu'avec un tel choix
de Q(! :), ! s est un \pro cessus�a accroissements Max-Plus ind�ependants", selon la
terminologie de [Qua98]. Lorsque q(v) = 1

2 jvj2, ! s est l'analogue Max-Plus d'un
mouvement Brownien m-dimensionnel.
Soit xs 2 Rn �evoluant suivant l' �equation di� �erentielle

dxs = f (xs)ds+ � (xs)d! s: (I.21)

De mani�ere�equivalente, (I.21) ser�e�ecrit comme

_xs = f (xs) + � (xs)vs; (I.22)

o�u vs = _! s peut être consid�er�eecommeune perturbation inconnue rentrant lin�eai-
rement dans la dynamique d'un �etat syst�emexs. Si ! s dans l' �equation (I.21) �etait
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remplac�e par un mouvement Brownien, nousaurionsune�equationdi� �erentielle sto-
chastiqueau sensd'It ô. Gardant cette analogie,(I.21) est appel�ee�equationdi� �eren-
tiel le stochastiqueMax-Plus. Noussupposonsque f et � sont de la classeC1 avec f ,
f x , � , � x born�ees.Ceshypoth�esessont certesfortes et peuvent être a�aiblies, elles
permettent toutefois d'�eviter certainescomplicationstechniques.
Nousdonnonsdanscette sectionet la sectionI.3.5.4, quelquesr�esultats�el�ementaires
autour du calcul stochastiqueMax-Plus, analogue�a celui d'It ô (associ�eaux solutions
d'�equationsdi� �erentielles stochastiquesau sensd'It ô).

R�egle di� �erentielle Max-Plus.
Pour x; p 2 Rn , posons

H (x; p) = f (x):p + q� (� 0(x)p): (I.23)

Soit G(t; x) une fonction quelconquede la classeC1. Si xs v�eri�e l' �equation (I.21)
sur [0; T], alors on pose

(a) M G
t =

Z t

0
[� s:d! s � q� (� s)ds];

(b) � s = � 0(xs)Gx (s;xs):

Un calcul �el�ementaire permet d'aboutir au r�esultat suivant analogue�a la r�egledif-
f�erentielle stochastiqued'It ô.

dG(s;xs) =
h@G

@s
(s;xs) + H (xs; Gs(s;xs))

i
ds+ dM G

s : (I.24)

Proposition I.12
Soit G(t; x) une fonction de la classeC1. Alors
(a) M G

t est une surmartingale Max-Plus.
(b) M G

t est une martingale Max-Plus si Gx est born�ee.

Propri�et�e de Markov Max-Plus.
La famille dessolutionsxs de l' �equationdi� �erentielle (I.21), avecunedonn�eeinitiale
arbitraire, constitue une contrepartie d�eterministe au processusde di�usion Marko-
vien obtenu en rempla�cant ! s par un mouvement Brownien. xs est appel�e processus
d�ecisionnelde di�usion, ou de mani�ere �equivalente processusde Bellman-Maslov.
Nous ne donnonspas ici de d�e�nition pr�ecised'un processusde Markov Max-Plus,
puisquenousn'en servironspasdansla suite. Nousallonsplut ôt consid�erer desver-
sionsMax-Plus de certains conceptsassoci�es, tels que les densit�es de transition et
lesEDP r�etrogradeset progressives.
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Pour 0 6 t < s 6 T, nousnotons par P(t; x; s; � ) la densit�e de transition Max-Plus
de xs solution de (I.21), avec pour condition initiale x t = x. Il en r�esulteque

P(t; x; s; � ) = � inf
v:

n Z s

t
q(vr )dr : xt = x; xs = �

o
; (I.25)

�a condition que l'ensemble des v: admissibles,avec q(vr ) int�egrablesur [t; s], soit
non vide. Sinon, P(t; x; s; � ) vaudrait �1 . La fonction P est l'analogueMax-Plus
de la densit�e de transition d'un processusMarkovien de di�usion. L' �equation sui-
vante, valable pour 0 6 � < t < s 6 T, est l'analoguede l' �equation de Chapman-
Kolmogorov :

P(� ; y; s; � ) = sup
x

f P(� ; y; t; x) + P(t; x; s; � )g:

La notation E+ = E+
tx dans la proposition I.13, indique la donn�ee initiale x t = x.

Par ailleurs pour t < r < T, nous notons par xr ;T la restriction de la tra jectoire
�echantillon x : �a l'in tervalle de temps [r; T].

Proposition I.13
Soit t < r < T. Pour toute fonction born�eeF (x r ;T ),

E+
tx

�
F (xr ;T )

�
= E+

tx

�
E+

r ;x r

�
F (xr ;T )

� 	
:

I.3.5.4 EDP r�etrogrades et progressives

Le g�en�erateur d'un processusde di�usion Markovien est un op�erateur di� �erentiel
partiel lin�eaire, du secondordre, parabolique et de type elliptique (�eventuellement
d�eg�en�er�e). Les EDP lin�eairesr�etrogradeset progressives correspondantes, d�epen-
dantes du temps, sont de type parabolique. Dans le cadreMax-Plus, le g�en�erateur
de di�usion Markovien est remplac�e par l'op�erateur de premier ordre H dans(I.23)
et (I.24). LesEDP r�etrogradeset progressivescorrespondantes (voir (I.29) et (I.32)
ci-apr�es) sont non-lin�eairespar rapport aux op�erations arithm�etiquesusuelles.Ce-
pendant, cesEDP sont lin�eairespar rapport �a l'addition Max-Plus et �a la multipli-
cation scalaire.Les �equations(I.29) et (I.32) sont desEDP du premier ordre. Les
solutionsdecesEDP sont typiquement non r�eguli�eres,maisdoivent être interpr�et�ees
commesolutionsde viscosit�e.
Commen�conspar d�ecrire une solution V(t; x) de l'EDP r�etrogradeMax-Plus (I.29),
danslaquellea �et�e inclu un terme inhomog�enel(x). Selonla terminologiede la th�eo-
rie de contr ôle, l est une fonction de\coût courant" (\running cost"). Nousassocions
�a l' �equation(I.29) une condition terminale en T (I.30), o�u g d�esigneune fonction de
\coût terminal". A�n d'�eviter certainescomplicationstechniques,noussupposonsde
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plus que l et g sont de la classeC1 avec l; lx ; g et gx born�ees.
Etant donn�eela condition initiale x t = x, nousconsid�eronsle probl�emede contr ôle
suivant. Soit xs la solution de (I.22) pour t 6 s 6 T, o�u le contr ôle est donn�e par
vs. Posons

J (t; x; v:) =
Z T

t
[l (xs) � q(vs)]ds+ g(xT ):

La fonction valeur V(t; x) d�e�nie par

V(t; x) = sup
v:

J (t; x; v:); (I.26)

peut ser�e�ecrire commeune esp�eranceMax-Plus. En e�et, en posant

Z tT =
Z T

t
l (xs)ds+ g(xT ); (I.27)

il vient
V(t; x) = E+

tx (Z tT ); (I.28)

o�u les indicesindiquent simplement la condition initiale x t = x.

Proposition I.14
Il existe un contrôle minimisant v0

: . De plus, il existe une constante M telle que
jv0

s j 6 M .

La proposition I.14 implique quela fonction valeurV(t; x) nechangepasenimposant
jvsj 6 M . On a alors

Th�eor�eme I.15
La fonction valeur V v�eri�e une condition de Lipschitz sur [0; T] � Rn . De plus,
V(t; x) est l'unique solution de viscosit�e born�ee, continue, Lipschitz, de l'EDP r�e-
trograde

@V
@t

+ H (x; Vx) + l(x) = 0; 0 6 t 6 T; (I.29)

avec la condition terminale
V(T; x) = g(x): (I.30)

Si (I.29) - (I.30) admet une solution G(t; x) r�eguli�ere (de la classeC1) avec Gx bor-
n�ee,alors il r�esulte de la r�egledi� �erentielle Max-Plus (I.24) que G(t; x) = V(t; x).
Cependant, une telle solution r�eguli�eren'existe pas.
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Interp r�etation probabiliste Max-Plus.

Soit xs solution de (I.22) pour 0 6 s 6 T, avec une condition initiale arbitraire x0

�a l'instant 0. Pour 0 6 t < T, si la condition initiale pour (I.22) est donn�eepar x t

sur l'in tervalle de temps [t; T], alors V(t; x t ) r�ealisele sup dans (I.26). Pour � < t,
le principe de programmation dynamiqueimplique que

V(� ; x � ) = sup
v:

hZ t

�
[l (xs) � q(vs)]ds+ V(t; x t )

i
: (I.31)

De fa�con �equivalente (puisquevs = _! s),

V(� ; x � ) = E+
h� Z t

�
l (xs)ds+ V(t; x t )

� �
�
� ! �

i
:

Soit M t =
Rt

0 l (xs)ds+ V(t; x t ). Alors �a partir de l'exempleI.10, avecVt = V(t; xt ) :

Proposition I.16
M t est une martingale Max-Plus.

La propri�et�e de martingale Max-Plus de M t est �equivalente au principe de pro-
grammation dynamique.Elle est valable sousdeshypoth�esesbeaucoupplus faibles
que cellesque nous avons faites. Commela multiplication Max-Plus revient �a une
addition ordinaire, l' �equation(I.31) peut s'appelerprincipedeprogrammationdyna-
miqueMax-Plus multiplicatif. Nousconsid�ereronsdansla sectionI.3.5.5un principe
correspondant de programmation dynamiqueMax-Plus additif.

EDP Progressives.

Supposonsque l' �etat x0 �a l'instant t = 0 est inconnu, et consid�erons� (x0) la vrai-
semblance (densit�e Max-Plus) de x0. La vraisemblance de xs qui v�eri�e (I.21) est
not�eepar � (s;xs), o�u

� (s; � ) = sup
x0

f � 0(x0) + P(0; x0; s; � )g

et P d�esignela densit�e de transition Max-Plus dans(I.25). L'EDP progressive Max-
Plus s'�ecrit

@�
@s

= ~H (� ; � � ); s > 0; (I.32)

o�u � � est le gradient et

~H (� ; p) = � f (� ):p+ q� (� � 0(� )p):

La condition initiale pour (I.32) est � (0; � ) = � 0(� ).
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Remarque I.17
Une fonction  sur Rn est dite semi-convexesi : pour tout R > 0 il existeCR telle
que  (x) + CR jxj2 est convexesur la sph�ere fj xj 6 Rg. Si f ; � ; l sont suppos�eesde
la classeC2 en plus deshypoth�esespr�ec�edentes,la semi-convexit�e de � 0 engendre la
semi-convexit�e de � (s; :) pour s > 0. De mani�ere analoguepour la fonction valeur,
V(t; :) est semi-convexesi g l'est. La classedesfonctions semi-convexesest naturel-
lement li �ee aux processusstochastiquesMax-Plus gouvern�es par (I.21). Ce lien est
analogue �a celui qui existe entre les fonctions de classeC2 sur Rn et les �equations
di� �erentielles stochastiquesau sensd'It ô.

I.3.5.5 Programmation dynamique Max-Plus additive

Danscette section,nousconsid�eronsun analogueMax-Plus Z +
tT au crit �ereZ tT donn�e

par (I.27). Par souci de simpli�cation, le terme de côut terminal g(xT ) dans (I.27)
seramaintenant omis. f , � et l satisfont aux mêmeshypoth�esespr�ec�edentes. Soit

Z +
tT =

I T

t
l (xs)ds; (I.33)

o�u commepr�ec�edemment xs est solution de (I.21) pour t 6 s 6 T avec x t = x et
commedans(I.19), I T

t
l (xs)ds = max

[t;T ]
l (xs): (I.34)

Par correspondance�a (I.28), nousposons

V + (t; x) = E+
tx (Z +

tT ):

Dans la section I.3.5.6, V + (t; x) s'obtient commelimite de grandesd�eviations des
normesL � lorsque� ! 1 , si dans(I.14) q(v) = 1

2 jvj2.
Soit 0 6 t < r < T. Commel'in t�egraleMax-Plus en temps dans (I.34) est additive
sousune subdivision de [t; T] en [t; r ] et [r; T], il d�ecoulede l'identit �e (I.10) et de la
proposition I.13 :

V + (t; x) = E+
tx

h� I r

t
l (xs)ds

�
�

� I T

r
l (xs)ds

�i

= E+
tx

h� I r

t
l (xs)ds

�
�

�
E+

r x r

I T

r
l (xs)ds

�i
:

Ainsi V + satisfait au principe de programmation dynamiqueMax-Plus additif :

V + (t; x) = E+
tx

h� I r

t
l (xs)ds

�
� V + (r; xr )

i
: (I.35)
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Dans l'exemple I.11, posons� t = V + (t; xt ) et ls = l(xs). L'identit �e (I.35) appliqu�ee
�a x = xt donnealors :

Proposition I.18
M t =

� Ht
0 l (xs)ds

�
� V + (t; xt ) est une martingale Max-Plus.

La fonction V(t; x) satisfait �a l'EDP r�etrograde (I.29) au sensde viscosit�e (th �eo-
r�eme I.15). Nous allons voir dans cette section que V + (t; x) v�eri�e une in�egalit�e
variationnelle correspondante (I.36), mais signalonsd'abord quelquespropri�et�esde
V + .

Lemme I.19
(a) jjV+ jj 6 jj l jj o�u jj jj est la norme sup.
(b) V + (T; x) = l(x).
(c) V + (t; x) est une fonction d�ecroissantede t.

Lemme I.20
(a) V + (t; x) =

HT
t U(t; s; x)ds.

(b) V + satisfait une condition de Lipschitz sur [0; T] � Rn .
(c) Il existeune constanteM telle que

V + (t; x) = sup
jvs j6 M

h
Z +

tT �
Z T

t
q(vs)ds

i
:

Comme V + est Lipschitz continue, V + est di� �erentiable en presquetout (t; x) 2
[0; T]� Rn . Le th�eor�emesuivant montre queV + satisfait l'in �egalit�edeprogrammation
dynamique(I.36) .

Th�eor�eme I.21
Si V + est di� �erentiableen (t; x) avec t < T, alors

0 = max[l(x) � V + (t; x); V +
t (t; x) + H (x; V +

x (t; x))] ; (I.36)

o�u H est donn�eepar (I.23).

Si (I.36) estvraie pour presquetout (t; x), V + estappel�eesolution g�en�eralis�eedel'in-
�egalit�e variationnelle. Malheureusement, en plus de la fonction valeur V + , il existe
typiquement in�nimen t beaucoupd'autres solutions g�en�eralis�eesde (I.36) avec la
mêmecondition terminale l(x) en T. Ce probl�emedisparâ�t en consid�erant desso-
lutions de viscosit�e plut ôt que des solutions g�en�eralis�ees.Le th�eor�eme suivant est
l'analoguedu th�eor�emeI.15.
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Th�eor�eme I.22
V + (t; x) est l'unique solution de viscosit�e born�ee, Lipschitz, continue, de l'in �egalit�e
variationnelle (I.36) avec la condition terminale

V + (T; x) = l(x):

I.3.5.6 Limites de grandes d�eviations

Nous posonsdans cette sectionq(v) = 1
2 jvj2. L'EDS Max-Plus (I.21) r�esulte natu-

rellement de la th�eorie de grandesd�eviations de Freidlin-Wentzell pour de faibles
perturbations al�eatoires[FW84]. Pour � > 0, consid�eronsx �

s, solution au sensd'It ô
de l'EDS

dx�
s = f (x �

s)ds+ �
1
2 � (x �

s)dBs; t 6 s 6 T

avec x �
t = x, et Bs mouvement Brownien m-dimensionnel.Comme dans (I.27), on

pose

Z �
tT =

Z T

t
l (x �

s)ds+ g(x �
T ):

Alors sousnoshypoth�esespr�ec�edentes,

E+
tx (Z tT ) = lim

� ! 0
� logE tx [exp(� � 1Z �

tT )]:

La contrepartie Max-Plus additive dans la section I.3.5.5 r�esulte d'un autre type
de limite. C'est une versionde grandesd�eviations d'une L � -norme, lorsque� = � � 1

tend vers l'in�ni. Soit F (x) une fonction positive telle que l(x) = logF (x) v�eri�e
noshypoth�esespr�ec�edentes. Posons

J �
tT =

Z T

t
F (x �

s)
1
� ds =

Z T

t
exp(� � 1l (x �

s))ds:

Il d�ecoulede la th�eoriedesgrandesd�eviations que

lim
� ! 0

� log(J �
tT ) =

I T

t
E+

tx [l (xs)]ds = E+
tx (Z +

tT );

avec Z +
tT donn�eepar (I.33).
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Chapitre II

D�ecomposition Max-Plus
de surmartingales

R�esum�e

Nous�etablissonsdanscechapitre un th�eor�emede d�ecomposition dessurmartingales
de la classe(D) dans l'alg�ebreMax-Plus.
Nous abordons notamment la question d'unicit �e des processusassoci�es. Alors que
la martingale de la d�ecomposition Max-Plus est unique, ce r�esultat n'est plus vrai
pour le processuscroissant. Tout ce que l'on peut a�rmer est que l'ensemble des
processuscroissants admissiblesadmet un �el�ement maximal.
Deux exemplesillustrant la d�ecomposition Max-Plus de surmartingalesd�eg�en�er�ees
sont �egalement donn�esdans le chapitre.
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ChapitreII D�ecompositionMax-Plusde surmartingales

II.1 Intro duction

L'un desth�eor�emeslesplus fondamentaux de la th�eoriedesprocessusstochastiques
est la fameused�ecomposition additive de Doob-Meyer qui date desann�ees60. Elle
caract�erisetoute surmartingalede la classe(D) sousforme de di� �erenced'une mar-
tingale localeet d'un processuscroissant pr�evisible.Depuiset pour desmotivations
essentiellement �nanci �eres, elle a �et�e �etendue �a une classeplus large de proces-
sus[KQ95, Kra96]. Citons �egalement la d�ecomposition multiplicativ e[Jac78, Mem78]
qui elle aussi,rev̂et un int�er̂et consid�erableen �nance.
Nous allons d'abord rappeler les versionsstandard de cesth�eor�emesde d�ecomposi-
tions desurmartingales,et nousproposeronsensuiteun nouveauth�eor�emeded�ecom-
position dessurmartingalesde la classe(D) dans l'alg�ebreMax-Plus (not�eeRmax).
Il s'agit en quelquesorte d'une extensiondu th�eor�eme de Doob-Meyer puisque la
repr�esentation est additive dansRmax .
L'existencedesprocessusassoci�es�a la d�ecomposition Max-Plus sera�etudi�eeau cha-
pitre IV . Nous nousconcentrerons plut ôt ici sur les questionsd'unicit �e. Ainsi, nous
verronsque la martingale de la d�ecomposition est unique, contrairement �a cequi se
passepour le processuscroissant. Tout ce que l'on peut dire est que l'ensemble des
processuscroissants admissiblesadmet un �el�ement maximal.
La d�ecomposition Max-Plus sera�egalement illustr �eedanscechapitre par desexem-
ples li�es�a dessurmartingalesd�eg�en�er�ees,d'abord commeprocessusd�ecroissant, en-
suite commemartingale.

II.2 Cadre

Nous donnonsici les notations et d�e�nitions qui seront utilis�eestout au long de la
th�ese.

L'incertitude est mod�elis�eepar un espacede probabilit �e �ltr �e (
 ; F ; P) satisfaisant
lesconditions usuelles:
{ F 0 contient les ensembles n�egligeablesde F .
{ (F t )t2 R+ est une famille croissantede sous-tribusde F , i.e. F s est incluse dans

F t si s 6 t. La famille F t , pour tout t 2 R+ , est appel�eela tribu des�ev�enements
ant�erieurs �a t et on d�esignepar F 1 la tribu engendr�eepar toutes les sous-tribus
F t . Pour tout t 2 R+ , on pose

F t+ = \ s>t F s; F t � = _ s>t F s;

o�u F 0� = F 0 par convention.
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{ La famille (F t ) est continue �a droite, i.e. F t = F t+ .
Noussupposeronsen outre que la famille (F t ) est quasi-continue �a gauche. Contrai-
rement �a la d�e�nition de la continuit �e �a droite, cette notion fait intervenir destemps
d'arrêt. En particulier, l' �egalit�e pour tout temps constant t destribus F t et F t � est
une propri�et�e plus faible que la quasi-continuit �e �a gauche.

Nousrappelonsd'abord ici desd�e�nitions detribus associ�eesaux tempsd'arrêt, puis
la notion de quasi-continuit �e �a gauche pour une famille de tribus.

D�e�nition II.1 (T ribus associ�ees aux temps d'arrêt)
Soit T un tempsd'arr êt de la famil le (F t ).
(a) On appelle tribu des �ev�enements ant �erieurs �a T la tribu F T form�ee par

les �el�ementsA de F 1 tels que

A \ f T 6 tg 2 F t pour tout t 2 R+ :

(b) On appelle tribu des �ev�enements strictemen t ant �erieurs �a T la tribu F T �

engendr�eepar les �el�ementsde F 0 et par les ensemblesde la forme

A \ f t < Tg o�u A 2 F t et t 2 R+ :

La tribu FT est donc d�e�nie globalement, tandis que la tribu F T � est d�e�nie par un
syst�emede g�en�erateursstable pour (\ f ).

Remarque II.1
Dans la d�e�nition (b), on peut remplacer la condition 00A 2 F 00

t par 00A 2 F 00
t � , et

mêmepar 00A 2 [ s<t F 00
s . En e�et, si A appartient �a F t , l'ensembleA \ f T > tg est

�egal �a la r�eunion desensemblesA \ f T > rg lorsquer parcourt les rationnels > t,
et A appartient �a [ s<r F s.

Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages[Del72] et [DM87b] pour de plus amples
d�etails sur les tribus associ�eesaux temps d'arrêt, la classi�cation destemps d'arrêt
et plus largement, la th�eorieg�en�eraledesprocessus.

D�e�nition II.2
La famil le de tribus (F t ) est dite quasi-con tin ue �a gauche si, pour tout temps
d'arr êt pr�evisible1 � ,

F � = F � � :

F � � est appel�ee la tribu des �ev�enements strictemen t ant �erieurs �a � .

1La notion de temps d'arr êt pr�evisible serarappel�eeau chapitre IV .
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Le pr�e�xe \quasi" rappellequel' �egalit�e deF � � et de F � n'est demand�eequepour les
temps d'arrêt pr�evisibles� . Il existe en e�et des familles quasi-continues �a gauche
telles que l' �egalit�e F � = F � � soit en d�efaut pour certains temps d'arrêt � non
pr�evisibles.
On montre (voir [Del72] pour la d�emonstration)quela famille (F t ) estquasi-continue
�a gauche si et seulement si, elle n'admet pasde temps de discontinuit �e :

_nF � n = F (lim � n ) ;

si (� n ) est une suite croissante de temps d'arrêt.
Une famille de tribus quasi-continue �a gauche est aussicaract�eris�eepar le fait que
toute martingale M est quasi-continue �a gauche, c'est-�a-dire � M � = 0 p.s. pour
tout temps d'arrêt pr�evisible � > 0.

Comme nous nous int�eressonsdans ce chapitre �a la d�ecomposition des surmartin-
gales,il est essentiel de rappeler d'abord quelquesnotions relatives�a la th�eoriedes
martingaleset dessurmartingales.

D�e�nition II.3
Un processusadapt�e r�eelZ = (Z t ) est une surmartingale(resp.martingale) si, pour
chaquet, Z t est une variableal�eatoire int �egrable,et si, pour tout couple(s; t) tel que
s 6 t, on a

Zs > E[Z t jF s] p.s. (resp.Zs = E[Z t jF s] p.s.):

Th�eor�eme II.2 (R�egularit �e des trajectoires)
{ Une surmartingaleZ = (Z t ) admetune modi�c ation continue �a droite si et seule-

ment si la fonction t 7! E[Z t ] est continue �a droite. En particulier, toute martin-
galeadmet une modi�c ation continue �a droite.

{ Une surmartingale continue �a droite admet p.s. deslimites �a gauche�nies.

L' horizon du probl�emeest un temps d'arrêt not�e � et peut être in�ni.
Les processusque nous consid�eronsdans la th�esesont principalement de la classe
(D). Nous donnonsci-dessousleur d�e�nition (cf. [DM87a], d�e�nition 20, p.89).

D�e�nition II.4
Soit X un processusmesurable.On dit queX est born�e dansL 1 (par rapport �a (F t ))
si le nombre

jjX jj 1 = sup
T

E[jX T j1f T < 1g ]

est �ni, T parcourant l'ensemblede tous les tempsd'arr êt de (F t ). Si de plus toutes
les variablesal�eatoires X T 1f T < 1g sont uniform�ement int �egrables,on dit queX ap-
partient �a la classe(D).
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On dit aussiqu'un processusadapt�e X est de la classe (D) si jX j est domin�e par
une martingale uniform �ement in t �egrable .

Rappelonsci-dessousla d�e�nition d'int�egrabilit�e uniforme.

D�e�nition II.5 (Int �egrabilit �e Uniforme)
On dit qu'unefamil le devariablesal�eatoires(X � ; � 2 I ) estuniform�ementint �egrable
si

lim
n!1

sup
� 2 I

Z

fj X � j> � g
jX � jdP = 0:

Il est �equivalent d'avoir lesdeux conditions suivantes :
(a) sup� E[jX � j] < + 1 ;
(b) pour tout � > 0, il existe � > 0 tel que l'on ait

A 2 F et P(A) 6 � ) sup
� 2 I

E[1A :jX � j] < �:

Une partie �nie de L 1 est uniform�ement int�egrable,ainsi qu'une famille domin�ee
dansL1. Plus g�en�eralement, si H est uniform�ement int�egrable,et si une famille H 1

est telle que
8X 2 H 1; 9Y 2 H; jX j 6 jYj;

alors H 1 est uniform�ement int�egrable.

Une surmartingale X = (X t ) sera alors dite uniform�ement int�egrablesi la famille
(X t ) est uniform�ement int�egrable.

Le crit �eresuivant est tr �esutile en pratique pour s'assurerde l'in t�egrabilit�e uniforme
d'une famille.

Proposition II.3 (Th �eor�eme De La Vall�ee Poussin)
Une famil le (X � , � 2 I ) est uniform�ement int �egrable si et seulementsi il existe
une fonction �( x) : R+ ! R+ , croissante,telle que �( x)

x convergevers + 1 lorsque
x ! + 1 , et telle que

sup
� 2 I

E[�( jX � j)] < + 1 :

Ainsi, une partie born�eedansL p est uniform�ement int�egrabled�esque p > 1.

Notons quedansle casparticulier o�u X est une martingale continue �a droite, X est
de la classe(D) si et seulement si elle est uniform�ement int�egrable.
Le th�eor�emesuivant donneun crit �eresimpled'appartenance�a la classe(D) pour les
surmartingalespositives,dû �a Johnsonet Helms [JH63].
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Th�eor�eme II.4
SoientZ unesurmartingalecontinue �a droite positive et Rn (! ) = inf f t : Z t (! ) > ng.
Alors Z appartient �a la classe(D) si et seulementsi limn E[ZRn 1f Rn < 1g ] = 0.

Une surmartingale (resp. martingale) Z de la classe(D) est appel�eeune (D)- sur-
martingale (resp. (D)-martingale ).

II.3 D�ecompositions de surmartingales

En 1937,JosephLeo Doob a donn�e un cadremath�ematiquerigoureux de l' �etudedes
processusstochastiquesen temps discret et continu.
S'appuyant sur la th�eoriedesfonctions harmoniqueset desfonctions analytiqueset
sur les travaux de Paul L�evy, Doob a cr�e�e la th�eoriedesmartingaleset a d�evelopp�e
nombre de sesapplications.
En France, les travaux de JosephDoob ont notamment beaucoupinuenc�e les re-
cherchesdePaul-Andr�eMeyer, dont le livre \Probabilit �eset Potentiel" [DM87b] pro-
longel'oeuvrede Doob. Un r�esultat, dû �a Doob, puis �etendupar P.-A. Meyer, d'une
importanceconsid�erabledansl' �etudedesprocessusstochastiques,est la d�ecomp o-
sition additiv e dessurmartingales,appel�ee\d �ecomp osition de Do ob-Mey er" .
Elle caract�erisetoute surmartingaledela classe(D) comme�etant la di� �erenceunique
entre une martingale localeet un processuspr�evisiblecroissant.
R�ecemment, pour des raisons li�ees �a des probl�emesd'optimisation en math�ema-
tiques �nanci �eres,cette d�ecomposition a �et�e �etendue�a un processusd�e�nissant une
surmartingale pour une famille in�nie de mesuresde probabilit �e �equivalentes. Ce-
pendant El Karoui et Quenez[KQ95], et ensuiteKramkov [Kra96], ont �etabli qu'une
telle d�ecomposition n'a lieu qu'en relaxant la propri�et�e de pr�evisibilit�e du processus
croissant.
Pour di� �erentes raisons,nous sommesconcern�esdans notre �etude par une d�ecom-
position optionnelle de surmartingales,mais dansun sensdi� �erent.
Par ailleurs, la d�ecomposition additive n'est pas la seule�a pr�esenter un int�er̂et. La
d�ecomp osition multiplicativ e par exemple,a retenu beaucoupd'attention enma-
th�ematiques�nanci �eres[Jam04]. Nous allons d'abord rappeler la version standard
du th�eor�emede d�ecomposition de Doob-Meyer ([Mey73], [KS91], [DM87a] (Th 4.10,
p. 24)).

Th�eor�eme II.5
Soit Z une (D)-surmartingale d�e�nie sur [0; � ], o�u � est un tempsd'arr êt �eventuel-
lement in�ni.
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D�ecompositionsde surmartingales SectionII.4

1: Il existeun processuscroissantA uniquec�adl�ag(continu �a droite, limit �e �a gauche)
pr�evisible,tel queA0 = 0, A � int �egrableet

Z t = E
�
A � � A t

�
�F t

�
+ E

�
Z �

�
�F t

�
; 0 6 t 6 � : (I I.1)

2: De plus avec cette repr�esentation,nous avons

Z t + A t = M A
t ; 0 6 t 6 � : (I I.2)

o�u le processusM A d�e�ni par M A
t = E

�
A � + Z � jF t

�
est une (D)-martingale. Cette

d�ecomposition est unique (�a desprocessus�evanescents pr�es).
3: En outre, si Z est quasi-continu �a gauche,alors A est continu.

Commementionn�e pr�ec�edemment, il existe d'autres d�ecompositions relatives �a des
op�erations di� �erentes de l'addition, telle que la multiplication. On parle alors de
d�ecomposition multiplicativ e de surmartingalespositives([Jac78, Mem78]).

Th�eor�eme II.6
Soit Z une (D)-surmartingale strictement positive.
1: Il existeun processuscroissant B int �egrable,pr�evisibletel queB0 = 1 et

Z t = E
h
Z � �

B �

B t

�
�
�F t

i
; 0 6 t 6 � : (I I.3)

2: De plus avec cette repr�esentation,nous avons

Z t � B t = M P
t ; 0 6 t 6 � : (I I.4)

o�u M P d�e�nie par M P
t = E

�
B � � Z � jF t

�
estune(D)-martingale. Cetted�ecomposition

est unique (�a desprocessus�evanescents pr�es).

Il est�a noter qu'enraisondela non-lin�earit�edel'esp�eranceconditionnellepar rapport
�a la multiplication, l' �equation (I I.3) ne peut pass'�ecrire sousla forme

Z t = E
hB �

B t

�
�
�F t

i
� E

�
Z �

�
�F t

�
:

Int�eressons-nous�a pr�esent �a un nouveautypeded�ecomposition relative �a l'op�eration
max, qui joue le rôle de l'addition dans le semi-corpsMax-Plus Rmax : x � y =
max(x; y). Le probl�emeest alors de trouver un processusoptionnel L tel que

Z t = E
�

sup
t6 u6 �

Lu jF t

�
= E

hI �

t
Lu

�
�
�F t

i
:
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II.4 R�esultat Principal

Le th�eor�emequi va suivre est le th�eor�emeprincipal du chapitre. Nous lui donnons
une forme tr �essemblable �a celledu th�eor�emeII.5. La premi�erepartie est la version
Max-Plus de la d�ecomposition dessurmartingales,exprim�ee en termes de running
supremum (ou maximum glissant) d'un processusL. Contrairement �a cequi sepasse
avec la d�ecomposition additive ou multiplicativ e (voir les�equations(I I.2) et (I I.4)),
ici l'identit �e E

�
� T jF t

�
= Z t � � t n'est pasvraie �a chaqueinstant t dans[0; � ]. Nous

avons juste une in�egalit�e.
Nous donnonsici une preuve partielle du th�eor�eme.L'existenced'un processussa-
tisfaisant aux propri�et�es ci-dessoussera montr �ee au chapitre IV . Elle est �etablie
dans le caso�u le processusZ est quasi-continu �a gauche, notion qui serad�e�nie au
chapitre IV . Nous�etudionsd'abord la questionde l'unicit �e.

Th�eor�eme II.7
Soit Z une (D)-surmartingale quasi-continue �a gauched�e�nie sur [0; � ].

1. Z admet la d�ecomposition Max-Plus suivante: pour tout tempsd'arr êt S 6 � ,

ZS = E
�

sup
S6 u6 �

Lu _ Z � jF S

�
= E

hI

[S;� ]
Lu � Z � jF S

i
; (I I.5)

o�u L =
�
L t

�
06 t6 �

est un processusoptionnel, semi-continu sup�erieurement �a
droite et v�eri�ant L � 6 Z � .

2. Soit L �
t;s le running supremum (ou maximum glissant) c�adl�ag de L u : L �

t;s =
supt6 u6 s Lu =

H
[t;s ] Lu.

D�e�nissons la (D)-martingale M � par

M �
S := E

�
L �

0;� _ Z � jF S

�
; pour tout tempsd'arr êt S 6 � : (I I.6)

Alors
M � > max(Z; L �

0;:) = Z � L �
0;:; (I I.7)

et pour tout tempsd'arr êt S 6 � ,

LS = L �
0;S ) M �

S = ZS � L �
0;S = ZS: (I I.8)

Nous avonsen particulier la condition de\at-o� " suivante :
Z

[0;� ]
(M �

s � Zs)dL �
0;s = 0: (I I.9)
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3. Cette d�ecomposition est unique au sensdu th�eor�emeII.8 ci-dessous.

Preuve - Preuve partielle -
1: Voir Chapitre IV pour la construction du processusL u.
2: Pour tout instant t dans [0; � ], l'additivit �e � de L � entra�̂ne que

M �
t = E

�
L �

0;� _ Z � jF t
�

= E
�
L �

0;t _ L �
t;� _ Z � jF t

�

> L �
0;t _ E

�
L �

t;� _ Z � jF t

�
= L �

0;t _ Z t :

De plus, si S est un tempsd'arrêt o�u L S = L �
0;S, alors L �

0;� = L �
S;� et par cons�equent

M �
S = E

�
L �

0;� _ Z � jF S
�

= E
�
L �

S;� _ Z � jF S
�

= ZS:
�

La repr�esentation I I.5 du th�eor�eme pr�ec�edent est une d�ecomposition additive de
surmartingale dans la structure alg�ebrique Rmax , analogue�a celle de Doob-Meyer.
Cependant, le processuscroissant ici est seulement optionnel et non forc�ement pr�e-
visible. Cette restriction est semblable �a celle qui �gure dans la d�ecomposition de
Kramkov [Kra96].

Notons �egalement que contrairement �a ce qui sepassedans la d�ecomposition Max-
Plus, dans les d�ecompositions pr�ec�edentes l' �egalit�e M A

S = ZS, o�u M A est la mar-
tingale de la d�ecomposition additive de Doob-Meyer (resp. M P

S = ZS, o�u M P est
la martingale de la d�ecomposition additive) est uniquement vraie jusqu'au premier
temps d'arrêt o�u le processuscroissant A (resp. B) commence�a crô�tre.

II.5 R�esultat d'unicit �e

Pour l'unicit �e, il n'est pasn�ecessairede supposera priori que le processuscroissant
intervenant dans la d�ecomposition Max-Plus est un running supremum. Seule la
condition de\at-o� " (I I.9) est requise.

Th�eor�eme II.8 (Unicit �e)
Soit Z une (D)-surmartingale. Supposonsqu'il existe une (D)-martingale M avec
M0 = Z0, et un processuscroissant c�adl�ag adapt�e � �a valeursdans [�1 ; + 1 ), tel
que,presqueŝurement,

M t > Z t 8t 2 [0; � ]; M � = � � _ Z � : (I I.10)
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Supposonsen outre que� crô�t uniquementaux instants t 6 � o�u M t = Z t . Autre-
ment dit, � satisfait la \condition de at-o� "

Z

[0;� ]
(M t � Z t ) d� t = 0 ; p.s. (I I.11)

Alors la martingale M est unique et not�ee M � dans la suite.
De plus, �etant donn�ee une telle martingale M � , l'ensembleK desprocessuscrois-
sants� v�eri�ant (I I.10) et (I I.11), admetun �el�ementmaximal qui v�eri�e �egalement
la condition (I I.11). On le note � max .

Remarque II.9
(a) Lorsque� est un running supremumde la forme L �

0;t = sup06 s6 t L s, � ne crô�t
qu'aux instants t tels queL �

0;t = L t . Ainsi la \condition de at-o� " imposant que
M �

t = Z t aux points de croissance de � , entrâ�ne la condition (I I.8) du th�eo-
r�emeII.7 .

(b) A la maturit �e, la \condition de at-o� " implique que sur le sous-ensemble
f � � > � � � � ; 8� > 0g, � � 6 Z � puisqueM �

� = Z � . Cette in�egalit�e est encore
vraie si � +

� > � � , o�u � +
� := � � _ Z � .

(c) Si Z est minor�e par un r�eel c, la martingale M � l'est aussi et le processus
croissant � � c satisfait aux conditions (I I.7) et (I I.8).

Remarque II.10 (Programmation Dynamique)
La d�ecomposition de Doob-Meyerest ind�ependantede la maturit �e puisquepour tout
tempsd'arr êt � dans [0; � ],

Z t = E
�
A � � A t

�
�F t

�
+ E

�
Z �

�
�F t

�
:

Il parâ�t doncnaturel d'�etudier le r ôle de la maturit �e dansla d�ecomposition Max-
Plus de Z . Le processusL et la martingale M � d�ependenta priori de la maturit �e � ,
et en les indexant par � , la d�ecomposition Max-Plus de Z devient

Z t = E
�

sup
t6 u6 �

L �
u _ Z � jF t

�
;

et les conditions sur L � et M � ;� sont

M � ;�
t > Z t 8t 2 [0; � ]; M � ;�

� = L � ;�
0;� _ Z � et

Z �

0
(M � ;�

t � Z t ) dL � ;�
0;t = 0:

58
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Consid�erons une nouvelle maturit �e � , o�u � est un temps d'arr êt quelconquedans
[0; � ], et int �eressons-nous�a la d�ecomposition Max-Plus de Z sur [0; � ] :

Z t = E
�

sup
t6 u6 �

L �
u _ Z � jF t

�
:

M � ;� et L � ;�
0;: v�eri�ent les deuxconditions

M � ;�
t > Z t 8t 2 [0; � ] et

Z �

0
(M � ;�

t � Z t ) dL � ;�
0;t = 0:

Le seul probl�emequi subsisteest la condition terminale M � ;�
� = L � ;�

0;� _ Z � , qui n'est
pas forc�ement v�eri� �eepar M � ;� et L � ;�

0;: .

Donc si � est un tempsd'arr êt tel queM � ;�
� = Z � � L � ;�

0;� , alors M � ;� est �egalement
la martingale de la d�ecomposition Max-Plus de Z sur l'interval le [0; � ].
Par contre ce r�esultat n'est plus vrai si M � ;�

� > Z � � L � ;�
0;� , puisque la condition

terminale n'est pas satisfaite.

Ainsi �a la di� �erence desautresd�ecompositions desurmartingaleso�u pour tout temps
d'arr êt � , la d�ecomposition sur [0; � ] est la mêmequecelle sur [0; � ]. Ici, ce r�esultat
est uniquementvalablesi M �

� = Z � _ L �
0;� .

Avant d'�etablir le r�esultat d'unicit �e, donnonsquelquesexemplesassoci�es�a dessur-
martingalesd�eg�en�er�ees,d'abord commeprocessusd�ecroissant et ensuitecommemar-
tingale.

Exemple II.11
(a) Cas d'un pr ocessus d�ecr oissant.

Si Z est un processusd�ecroissant adapt�e int �egrable,alors pour tout t 2 [0; � ]

M �
t = � max

t = Z0; p.s.

En e�et, il est ais�e de voir queZ0 est une martingale v�eri�ant la d�ecomposition
Max-Plus de Z . C'est aussi la seulecandidatepuisquela martingale de la d�ecom-
position est unique.

(b) Cas d'une mar tingale.
Si Z est une martingale, alors pour tout t 2 [0; � ]

M �
t = Z t et � max

t 6 Z t = E[Z � jF t ]:
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Ainsi � max est le plus grand processuscroissantc�adl�ag domin�e par Z . Il s'agit de
l'in�mum conditionnel de la variable al�eatoire Z � par rapport �a la � -alg�ebre F t :

� max
t = F t - essinf f Z � g = esssupf Yt 2 F t j Yt 6 Z � p.s.g 8t 2 [0; � ]:

En e�et, d�e�nissons pour r 2 Q, � max
r comme l'in�mum conditionnel de Z � par

rapport �a F r . La suite (� max
r )r 2 Q est croissanteavec � max

t comme r�egularis�ee �a
droite. Il est clair que � max

t 6 E(Z � jF t ) = Z t . De plus, si � est un processus
croissant c�adl�ag tel que� t 6 � � 6 Z � , alors � t 6 � max

t .

Remarque II.12
L'in�mum conditionnel est d�e�ni par E. N. Barron, P. Cardaliaguet et R. Jen-
sen[BCJ03]. Le concept de maxingale est �egalementintr oduit, en liaison avec l'in-
�mum conditionnel par rapport �a une �ltr ation, et utilis�e pour d�evelopper la nouvelle
th�eorie d'arr êt optimal dansL 1 , ainsi quele concept de tempsd'arr êt absolumen t
optimal.
Dans notre cas, � max est une maxingalepuisque� max

t = F t � essinf f � max
� g, presque

ŝurement, pour tout t 2 [0; � ].
Contrairement aux martingales, il s'av�ere que les maxingalessont plus simples �a
analysercar ellesconvergent toujours fondamentalement.Notons �egalementqueces
processussont di� �erents de ceux qui apparâ�ssent dans la th�eorie de Fleming ou
de Puhalskii [Fle04, Puh01]. En e�et, ce n'est pas la probabilit�e Max-Plus2 qui est
employ�ee ici mais plutôt la probabilit�e usuelle.

La preuve de l'unicit �e est essentiellement bas�eesur l'observation queM � est �egale�a
la valeur terminale � +

� d'un processuscroissant. Ce type d'argument a �et�e introduit
pour la premi�ere fois par N. El Karoui et M. Jeanblanc-Picqu�e dans [KJP98]. Il
apparâ�t aussidans les papiers [KJPL05] de N. El Karoui, M. Jeanblanc-Picqu�e et
V. Lacoste,ainsi que [BK04] de P. Bank et N. El Karoui.

Preuve - Preuve du th�eor�eme II.8 -
Nousutilisons ici la notation � + , introduite dansla remarqueII.9, pour d�esignerle
processus� qui sauteen � . � + est d�e�ni par � +

t = � t pour t < � et � +
� = � � _ Z � .

Il satisfait encore�a la condition de\at-o� ".

Supposonsqu'il existe deux d�ecompositions (M 1; � + ;1) et (M 2; � + ;2) v�eri�an t les
conditions pr�ec�edentes (I I.10) et (I I.11). Par souci de simplicit�e, nous supposons
d'abord que� + ;1

0 et � + ;2
0 sont �nis (notonsquecette hypoth�eseestautomatiquement

satisfaite si la surmartingale Z est minor�ee). Ensuite �a la �n de la preuve, nous
montrerons que cette hypoth�esearti�cielle peut être lev�ee.

2La probabilit �e Max-Plus sera intro duite au chapitre suivant I.
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R�esultatd'unicit�e SectionII.5

(a) Soit f une fonction arbitraire positive, r�eguli�ere et convexe dans C2
b, nulle en

z�ero (par exemple,la r�egularis�ee C2-born�ee de x 7! x+ sur les intervalles de la
forme [� "; " ] et (�1 ; � 1

" ] [ [1
" ; 1 )(" > 0)). Commef (0) = 0, la convexit�e de f

entra�̂ne que

f
�
M 1

� � M 2
�

�
6 f 0

�
M 1

� � M 2
�

� �
M 1

� � M 2
�

�
= f 0

�
� + ;1

� � � + ;2
�

� �
M 1

� � M 2
�

�
: (I I.12)

Nous allons utiliser la r�egledi� �erentielle classiquepour les processus�a variation
�nie. Pour cela, il convient d'introduire la d�eriv�eediscr�ete de f 0, f 00

d comme
(

f 00
d (x; � ) = 1

�

�
f 0(x + � ) � f 0(x)

�
; si � 6= 0

f 00
d (x; 0) = f 00(x); si � = 0

Nous poseronsdans la suite,

� 1;2
s =

�
� + ;1

s � � + ;2
s

�
�

�
� + ;1

s� � � + ;2
s�

�
; pour s 2 (0; � ]:

Il vient donc

f 0
�
� + ;1

� � � + ;2
�

�
= f 0

�
� + ;1

0 � � + ;2
0

�
+

Z

(0;� ]
f 00

d

�
� + ;1

s� � � + ;2
s� ; � 1;2

s

�
d
�
� + ;1

s � � + ;2
s

�
:

La fonction f 00
d est positive et born�ee, puisque f est convexe r�eguli�ere dans C2

b .
Comme nous n'avons pas r�eellement besoin de la forme explicite de f 00

d , nous
introduisonsla notation

~f 00
d (s) := f 00

d

�
� + ;1

s� � � + ;2
s� ; � 1;2

s

�
:

Notons�egalement quela valeurcourante dela martingaleuniform�ement int�egrable
M 1 � M 2 �a chaqueinstant s estsimplement l'esp�eranceconditionnelledesavaleur
terminale par rapport �a la �ltration F s. D'o�u

E
�
f 0

�
� + ;1

� � � + ;2
�

��
M 1

� � M 2
�

� �
= E

�
f 0

�
� + ;1

0 � � + ;2
0

� �
M 1

� � M 2
�

��

+ E
hZ

(0;� ]

�
M 1

s � M 2
s

� ~f 00
d (s) d

�
� + ;1

s � � + ;2
s

� i
:

Par ailleurs, � + ;1 (resp. � + ;2) ne crô�t qu'aux instants t 6 � o�u M 1
t = Z t (resp.

M 2
t = Z t ). Par suite,
Z

(0;� ]

�
M 1

s � M 2
s

� ~f 00
d (s) d

�
� + ;1

s � � + ;2
s

�

=
Z

(0;� ]

~f 00
d (s)

� �
Zs � M 2

s

�
d� + ;1

s �
�
M 1

s � Zs

�
d� + ;2

s

�
6 0:
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ChapitreII D�ecompositionMax-Plusde surmartingales

Cesconsid�erations conduisent donc �a l'in �egalit�e :

E
�
f 0

�
� + ;1

� � � + ;2
�

� �
M 1

� � M 2
�

��
6 E

�
f 0

�
� + ;1

0 � � + ;2
0

��
M 1

� � M 2
�

��

= E
�
f 0

�
� + ;1

0 � � + ;2
0

��
M 1

0 � M 2
0

� �
= 0:

L'in �egalit�e (I I.12) entra�̂ne que

E[f (M 1
� � M 2

� )] 6 0;

pour toute fonction convexe f dans C2
b . Il en d�ecouleimm�ediatement que M 1 =

M 2.

(b) Dans le caso�u � 1
0 et � 2

0 sont in�nis, il su�t juste de poserque �1 + 1 = 0.

(c) Consid�eronsl'ensemble desprocessuscroissants de K v�eri�an t
Z

[0;� ]

�
M �

t � Z t

�
d� +

t = 0; M �
� = � +

� = � � _ Z � :

Cet ensemble est stable par rapport �a l'addition Max-Plus. En e�et, si M �
� =

� 1
� _ Z � = � 2

� _ Z � , la même�egalit�e a lieu pour � 1 _ � 2 commenousavonsvu dans
l'exemple I.6 qui r�esoutune �equation lin�eaire(I.6) dans l'alg�ebreMax-Plus.
De plus, comme � + ;1 et � + ;2 ne croissent qu'aux instants t o�u M �

t = Z t , le
processus� + ;1 _ � + ;2 satisfait �egalement la mêmepropri�et�e.
L'id �eemaintenant est d'introduire le supremum essentiel de cette famille de pro-
cessuscroissants. Pour cela,on posepour tout r 2 Q+ ,

f� r = esssup
�

� r ; � 2 K
	

:

La famille
� f� r

�
r 2 Q+ est clairement croissante, et pour tout r�eel t dans [0; � ), on

d�e�nit la r�egularis�ee�a droite de f� r : � max
t = lim r ##t

f� r .

�
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Chapitre III

G�en�eralisation du point de
vue de
Darling-Liggett-T aylor

R�esum�e

Nous g�en�eralisonsdans ce chapitre les travaux de Darling, Liggett et Taylor qui
ont trait �e dans leur papier [DLT72] le probl�emed'un Call Am�ericain �ecrit sur une
sommepartielle de variablesal�eatoiresi.i.d. dedrift n�egatif, et caract�eris�e destemps
d'arrêt optimaux en termesdu running supremum du sous-jacent.
Nous consid�erons donc un Call Am�ericain �ecrit sur un sous-jacent surmartingale
Z , qui se repr�esente dans l'alg�ebre Max-Plus �a l'aide du running supremum d'un
certain processusindice L. Nous montrons que le probl�eme de trouver un temps
d'arrêt optimal admet une solution universelleexplicite (par rapport au strike) qui
s'exprimeenfonction deL. Le calculdela fonction valeurdevient donccompl�etement
inutile pour r�esoudrele probl�emed'option Am�ericaine.
Nous pr�esentons ensuite quelquesexemplesillustratifs bas�es sur des sous-jacents
mod�elis�es par desprocessusde L�evy (multiplicatifs et additifs). La d�ecomposition
Max-Plus est en e�et imm�ediate pour cette classede processus.
Le chapitre s'ach�eve par une m�ethode num�erique d'approximation de la fronti �ere
d'exercicepour un Put Am�ericain�ecrit sur un Brownieng�eom�etrique.Cette m�ethode
reposesur la d�ecomposition Max-Plus et la sym�etrie Call-Put.
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ChapitreIII G�en�eralisationdu point de vuede Darling-Liggett-Taylor

III.1 Intro duction

Les math�ematiques�nanci �eresont popularis�e un certain type de probl�emesd'ar-
rêt optimal, appel�e options Am�ericaines.Cesoptions peuvent être exerc�ees�a tout
moment avant leur �ech�eance.

Pour valoriseruneoption Am�ericaine,il est crucial ded�eterminer lesconditionssous
lesquellesl'option doit être exerc�ee. La th�eorie moderne des options a�rme qu'il
existeune fronti �eretelle qu'il est optimal pour le d�etenteur de l'option d'exercerson
droit d�es que les valeurs des biens sous-jacents traversent cette fronti �ere. Pour les
options d'achat ou de vente portant sur un seulbien, cette fronti �ereest simplement
une fonction du tempsappel�eeprix critique. Si l'on connâ�t cette fronti �ere,valoriser
une option Am�ericaine revient alors �a valoriser une option Europ�eennecar la date
d'exerciceestbien d�etermin�ee.Cependant, on n'est pascapableeng�en�eral dedonner
une formule explicite d�ecrivant la fronti �ered'exercice.

Nous g�en�eralisonsdansce chapitre les id�eesde Darling, Liggett et Taylor , qui ont
consid�er�e dansleur papier [DLT72] desCalls Am�ericains�ecrits sur dessommespar-
tielles Sn de variablesal�eatoiresind�ependantes et identiquement distribu�eesde drift
n�egatif. Ils ont accord�e une grande importance au \running supremum" du sous-
jacent Sn . Ils ont en e�et exprim�e destemps d'arrêt optimaux et le prix de l'option
Am�ericaineen fonction de ce running supremum.
Ainsi, �a partir d'une repr�esentation de surmartingale en termes de running supre-
mum d'un certain processusindice L, nous caract�erisonsen premier lieu un temps
d'arrêt optimal �a l'aide de L, et nousrepr�esentons la fonction valeur en fonction du
running supremum de L.

Ensuite, nous �etudions les Calls Am�ericains �ecrits sur des surmartingalesZ d�e�-
nissant des processusde L�evy, ou encoredes processus�a accroissements (additifs
ou multiplicatifs) ind�ependants stationnaires. Ces processusont en e�et de nom-
breusespropri�et�esint�eressantes et constituent un domained'�etudeen plein d�evelop-
pement. Ce sont �egalement de beaux exempleso�u la d�ecomposition Max-Plus est
quasi-imm�ediate. Nous pr�esentons dans le chapitre quelquesexemplesillustratifs,
montrant que le probl�emede Call Am�ericain peut ser�esoudreenti �erement dansces
cas,sansavoir �a calculer le prix explicite.

Quant �a la derni�ere partie du chapitre, elle sugg�ere une approximation num�erique
pour calculer la fronti �ere d'une option Am�ericaine �ecrite sur un Brownien g�eom�e-
trique. Notre outil principal est la d�ecomposition Max-Plus dessurmartingaleset la
sym�etrie Call-Put.
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D�ecompositionMax-Pluset CallsAm�ericains SectionIII.2

III.2 D�ecomposition Max-Plus et Calls Am�ericains

Comme il a d�ej�a �et�e mentionn�e, Darling, Liggett et Taylor ont trait �e en 1972un
probl�emed'option Am�ericainelorsquele sous-jacent Sn est une marche al�eatoirede
la forme

Sn = X 1 + ::: + X n ; S0 = 0;

X 1, X 2, ... �etant desvariablesal�eatoiresind�ependantes et identiquement distribu�ees
telles que E[X 1] = � � < 0 et E[X 2] = � 2 + � 2 < 1 . Darling et sesco-auteursont
particuli �erement r�esoludans leur papier [DLT72] le probl�emede trouver un temps
d'arrêt T � parmi tous les temps d'arrêt T relatifs �a (Sn ), qui maximise l'esp�erance
du gain

E[(x + ST )+ ]:

Ils ont montr �e que la strat�egieoptimale consiste�a s'arrêter au premier instant n s'il
existe,pour lequelx + Sn > E[M ], avecM = maxf S0; S1; :::g. Aveccetempsd'arrêt
optimal T � , le gain esp�er�e optimal vaut

E[(x + ST � )+ ] = E[(x + M � E[M ])+ ]:

Consid�eronsun mod�eleen �nance o�u x + Sn repr�esente le prix du march�e d'un actif
donn�e �a la date n et consid�eronsune option qui permet �a sond�etenteur d'acheter �a
tout moment cet actif �a un prix normalis�e �a z�eroet de le revendreau prix du march�e.
Il s'agit donc pour le d�etenteur de l'option de trouver le meilleur moment pour
exercersonoption a�n d'optimiser songain. Ce probl�emed'option Am�ericainen'est
qu'une interpr�etation �nanci �ere du probl�emed'arrêt de Darling-Liggett-Taylor, et
danscecontexte nejamaiss'arrêter �equivaut �a nejamaisexercerl'option Am�ericaine.

En 2002,E. Mordecki a g�en�eralis�e danssonarticle [Mor02] lestravaux de Darling et
de sesco-auteurs�a un march�e de L�evy �a temps continu, par approximation �a partir
du temps discret. Il a ainsi consid�er�e desCalls Am�ericainsperp�etuels�ecrits sur des
sous-jacents dirig�espar desprocessusde L�evy et explicit�e le prix de cesoptions en
termesdu supremum desprocessusde L�evy.

Nous nousproposons�a notre tour de g�en�eraliserles id�eespr�ec�edentes dans le th�eo-
r�emeII I.1, en consid�erant un Call Am�ericain �ecrit sur un sous-jacent surmartingale
Z de la classe(D), mais non forc�ement r�egi par un processusde L�evy. Nous nous
basonspour cela sur la repr�esentation de Z sousforme d'esp�eranceconditionnelle
d'un certain running supremum. A�n de r�esoudreun probl�eme d'optimisation de
consommationd�ependant du pass�e, P. Bank et H. F•ollmer ont donn�e le mêmegenre
de repr�esentation de la fonction valeur dans [Bl03], en partant d'une autre d�ecom-
position (voir la remarqueII I.10), qui ne couvrepas le casd�ecrit ici.
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ChapitreIII G�en�eralisationdu point de vuede Darling-Liggett-Taylor

Th�eor�eme III.1
Soit Z une surmartingale quasi-continue �a gauchede la classe(D) admettant la
d�ecomposition Max-Plus suivanteen termesd'un processus(L t ) semi-continu sup�e-
rieurement �a droite :

Z t = E[ sup
t6 s6 �

L s _ Z � jF t ] = E[L �
t;� � Z � jF t ]:

Le probl�emedetrouverun tempsd'arr êt optimal � �
t (m) au Call Am�ericain CAm(Z; m)

�ecrit sur Z , de prix d'exercice m :

CAm
t (Z; m) = esssupt6 s6 � E

�
(Zs � m)+ jF t

�
= E

� �
Z � �

t (m) � m
� +

jF t

�
;

admet une solution universelle explicite (par rapport au prix d'exercice m > 0)
donn�eepar

� �
t (m) = Tt (m) ^ � := inf f s > t ; L �

t;s > mg ^ � = inf f s > t ; L s > mg ^ � : (I I I.1)

De plus, le Call Am�ericain CAm(Z; m) est explicitementcaract�eris�e commeune op-
tion Lookback :

CAm
t (Z; m) = E

�
(L �

t;� _ Z � � m)+ jF t

�
= E

� �
sup

t6 s6 �
L s _ Z � � m

� +
jF t

�
; t 6 � : (I I I.2)

Ainsi grâce�a l' �equation (I I I.1) reliant le temps d'arrêt optimal Tt (m) au processus
indice L t , nous n'avons pas besoinde calculer la fonction valeur pour r�esoudrele
probl�emed'arrêt optimal, si nousdisposonsde la d�ecomposition Max-Plus de Z .
Le point cl�e estquele conditionnement par F S peut être omisdansla repr�esentation
Max-Plus de ZS et nous pouvons donc remplacerZ par L �

:;� dans le calcul du prix
du Call Am�ericain.

Preuve - III.1 -
Observons tout d'abord que le processus(E

�
(L �

t;� _ Z � � m)+ jF t

�
)t2 [0;� ] est l'esp�e-

rance conditionnelle d'un processusd�ecroissant et d�e�nit donc une surmartingale.
De plus, en remarquant queZS = E[L �

S;� _ Z � jF S] pour tout temps d'arrêt S 6 � et
E[(X � m)+ ] > (E[X ] � m)+ pour toute variable al�eatoire X , il vient pour tout
temps d'arrêt S 6 �

E
�
(L �

S;� _ Z � � m)+ jF S

�
>

�
E

�
L �

S;� _ Z � jF S

�
� m

� +
= (ZS � m)+ :

Par cons�equent, la surmartingale(E
�
(L �

t;� _ Z � � m)+ jF t
�
)t2 [0;� ] dominele processus

(Z t � m)+ et forc�ement aussisonenveloppe de Snell CAm
t (Z; m).
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Processusde L�evy SectionIII.3

IntroduisonsTt (m) commele premier tempsd'arrêt apr�est, o�u le processus(L �
t;u )u> t

d�epassem :

Tt (m) := inf f s 2 [t; � ]; L �
t;s > mg; = 1 + si l'ensemble est vide:

La notation 1 + d�esigneici un \deuxi�emein�ni" permettant aux temps d'arrêt de
s�evanouir.
Sur l'ensemble f Tt (m) 6 � g, L �

Tt (m);� _ Z � = L �
t;� _ Z � > m et par suite

ZTt (m) = E[L �
Tt (m);� _ Z � jF Tt (m) ] > m; sur f Tt (m) 6 � g:

Il vient donc

E
�
(L �

t;� _ Z � � m)+
�
�F t

�
= E

�
1f Tt (m)6 � g(L �

Tt (m);� _ Z � � m)+
�
�F t

�

= E
�
E

�
1f Tt (m)6 � g(L �

Tt (m);� _ Z � � m)+
�
�FTt (m)

�
jF t

�

= E
�
1f Tt (m)6 � gE

�
L �

Tt (m);� _ Z � � m
�
�FTt (m)

� �
�F t

�

= E
�
1f Tt (m)6 � g(ZTt (m) � m)jF t

�

= E
�
(ZTt (m)^ � � m)+ jF t

�
; p.s.;

o�u la derni�ere�egalit�e d�ecouledu fait que ZTt (m)^ � � m est n�egatif si Tt (m) = 1 + .
Ainsi E

�
(L �

t;� _ Z � � m)+ jF t
�

= E
�
(ZTt (m)^ � � m)+ jF t

�
6 CAm

t (Z; m) par d�e�nition
de l'enveloppe de Snell. Ceci ach�eve la preuve puisquel'in �egalit�e r�eciproque a d�ej�a
�et�e montr �ee. �

LessurmartingalesZ qui sont desprocessusde L�evy, ou encoredesprocessus�a ac-
croissements (additifs ou multiplicatifs) ind�ependants stationnaires,nousfournissent
de beaux exempleso�u la d�ecomposition Max-Plus est imm�ediate. Nous pr�esentons
dans ce qui suit quelquesexemplesillustratifs, montrant que le probl�eme de Call
Am�ericain peut ser�esoudrecompl�etement sansavoir besoindu prix explicite. Nous
avonsjuste �a calculer l'esp�erancedu running supremum de Z, et non sadistribution
de probabilit �e.

III.3 Processusde L�evy

Pour valoriseret couvrir lesproduits �nanciers, il est crucial d'avoir un bon mod�ele
pour la distribution de probabilit �e de l'actif sous-jacent. Le mod�ele le plus c�el�ebre�a
temps continu est le fameux mod�ele de Black-Scholesqui mod�eliseles logarithmes
desrendements du sous-jacent par une loi Normale.
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Cependant, un des probl�emesmajeurs du mod�ele de Black-Scholesest que les lo-
garithmes des rendements de la plupart des actifs �nanciers rencontr �es en r�ealit�e
(actions, indices, ...) ne suivent pas une loi Normale. Leurs courbesde distribution
pr�esentent desasym�etries (par exempleplus de grosrendements n�egatifsquecequi
r�esulte de la distribution Normale) et desqueuesplus �epaissesque la loi Normale,
symptomatiquesdela discontinuit �e desprix (plus derendements exceptionnellement
�elev�es dans l'absolu, ainsi que de faibles rendements dans l'absolu, et trop peu de
rendements moyenspar rapport �a ce qui est stipul�e par la loi Normale).
Ainsi, les sautsdans la dynamiquedesprix sont bien une r�ealit�e du march�e et pas
seulement un outil math�ematique. Il est �evident qu'une dynamique de ce type ne
peut pas être mod�elis�eecorrectement par un processusal�eatoire continu. En même
temps, c'est �a cesgrandschangements impr�evisiblesdanslesprix qu'est associ�eela
partie majeuredespertesli�ees�a l'actif �nancier. Il estdoncimportant de lesprendre
encompteet de trouver d'autres distributions plus exibles pour unegestione�cace
du risque.
L'in troduction des processusde L�evy dans la mod�elisation �nanci �ere (depuis les
ann�ees80-90) s'est r�ev�el�ee être une m�ethode naturelle et e�cace pour expliquer
l'observation de mouvements de grande amplitude dans les march�es. Ces proces-
sus fournissent en e�et une classede mod�elesavec sauts, �a la fois assezriche pour
bien d�ecrire les donn�eesempiriqueset assezsimple pour faire beaucoupde calculs
analytiques. Nous renvoyons le lecteur int�eress�e par les processusde L�evy et leurs
applications en �nance aux ouvrages[CT04, Sch03, App04, Sat99].

Les\running suprema" de processusde L�evy ont �et�e particuli �erement �etudi�espar
S. Asmussen,F. Avram, M. R. Pistorius dans[AAP04]. Ils ont abord�e lescasdu put
Am�ericain perp�etuel et de l'option Russelorsquele prix du sous-jacent est mod�elis�e
par un processusde L�evy exponentiel, et ont explicit�e lesprix pour dessous-jacents
appartenant �a la classedesprocessusde L�evy avecdessautsde type phasedansles
deux sens.Cette classede processusest en e�et assezriche puisqu'elle est connue
pour être densedans la classede tous les processusde L�evy. De plus, le mod�eleest
solubleanalytiquement pour de nombreusesoptions.
Le pricing desoptions Russesreposesur une r�eduction bien connue au probl�emede
premier temps de passaged'un processusde L�evy r�e �echi �a son supremum. Ceci le
rend en quelquesorteplus di�cile quele probl�emeanalogueconcernant le processus
de L�evy non-contraint, utilis�e pour r�esoudrele probl�eme de pricing des options
Am�ericainesperp�etuelles.Ces probl�emesse r�esolvent explicitement dans le cas de
type phase,grâce�a une approche de type arrêt de martingale et �a la factorisation
de Wiener-Hopf.

Nousdistingueronsdansla suite entre lesprocessusde L�evy additifs et lesproces-
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susde L�evy multiplicatifs .
� LesprocessusdeL�evyadditifs ou simplement processusdeL�evysont d�e�nis comme
desprocessusstochastiques�a accroissements ind�ependants et stationnaires.Autre-
ment dit, si (X t )t> 0 estun processusdeL�evy, alorsX t � X s o�u t > s est ind�ependant
de l'histoire du processusjusqu'�a l'instant s. De plus, sa loi d�epend uniquement de
t � s et non de t ou s pris s�epar�ement.

D�e�nition III.1 (Pro cessus�a accroissements ind�ependants et stationnaires)
On dit qu'un processuscontinu �a droite �a valeurs r�eelles f X t ; t > 0g est un pro-
cessus�a accroissementsind�ependantsstationnaires s'il poss�ede les deux propri�et�es
suivantes:
(Ind�ependancedesaccroissements): pour toust; s > 0, (X t+ s� X t )?F X

t , o�u (F X
t ; t 2

R+ ) est la �ltr ation naturelle du processusX : F X
t = � (X r ; 0 6 r 6 t).

(Stationnarit �e desaccroissements): pour tous t; s > 0, la loi de X t+ s � X t est �egale
�a la loi de X s � X 0. La loi de X t+ s � X t ne d�epend donc pas de t.

Pour de tels processus,donner la loi de X t � X 0, 8t > 0, ainsi quecellede X 0 su�t
�a caract�eriserenti �erement le processus.

La d�e�nition pr�ec�edente, vraie pour tout temps s > 0 �xe, peut seg�en�eraliser�a des
tempsS al�eatoires.C'est la propri�et�edeMarkov forte desprocessus�a accroissements
ind�ependants et stationnaires:

Th�eor�eme III.2
Soit f X t ; t > 0g un processus�a accroissementsind�ependantsstationnaires, nul en
0, et soit S un tempsd'arr êt. Alors sur l'ensemblef S < 1g , le processusf X t+ S �
X S; t 2 R+ g est ind�ependant de F X

S et a la mêmeloi quef X t ; t 2 R+ g.

Exemple III.3
Le mouvementBrownien ainsi que le processusde Poisson sont des processusde
L�evy.

� Les processusde L�evy multiplicatifs sont d�e�nis comme�etant desprocessussto-
chastiques�a accroissements relatifs ind�ependants et stationnaires. Ce sont desex-
ponentielles de processusde L�evy.

Consid�eronsd'abord le casd'un Call Am�ericain CAm (Z; m) �ecrit sur un sous-jacent
Z d�e�ni par desprocessusde L�evy multiplicatif positif.
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I I I.3.1 Processusde L�evy multiplicatifs positifs

Soit Z un processusde L�evy multiplicatif positif de valeur initiale x et tel que
E[sup06 t6 � Z t ] < + 1 . Cette derni�ere condition assureque Z est de la classe(D)
(voir [KS98], Appendix D).
CommeZ0 = x, alors Z t = xZ t , o�u Z est le processusZ partant de 1.
Nous supposonsd'abord que la maturit �e � est in�nie.

III.3.1.1 Horizon in�ni

Grâce �a la propri�et�e d'ind�ependancedes accroissements relatifs de Z , il est tr �es
simple de d�eterminer un processuscroissant L �

0;t = sup06 u6 t Lu, v�eri�an t la d�ecom-
position Max-Plus de Z . Ensuite, l'application du th�eor�emeII I.1 permet d'obtenir
imm�ediatement unecaract�erisationexplicite d'un tempsd'arrêt optimal sansavoir �a
calculerle prix du Call Am�ericain.La seulequantit �e�a connâ�tre estxE[supt> 0 Z t ]� 1 =
xE[Z �

0;1 ]� 1 = E[Z �
0;1 ]� 1, qui ne d�epend pasde la valeur initiale x.

Proposition III.4
Soit Z un processusde L�evy multiplicatif positif d�e�nissant une surmartingale de
valeur initiale positive x et telle que E[Z �

0;1 ] < + 1 . En notant Z �
t := Z �

0;t =
sup06 u6 t Zu, il vient :

1. Z t = bE
�
Z �

t;1 jF t

�
et L �

0;t = bZ�
t , o�u b=

1
E[Z �

0;1 ]
.

2. Un temps d'arr êt optimal pour le Call Am�ericain perp�etuel CAm(Z; m) est
explicitementcaract�eris�e par

Tt (m) = inf
�

s > t ; bZs > m
	

= inf
�

s > t ; Zs > m E[Z �
0;1 ]

	
;

et la fronti�ere d'exercice est ainsi donn�eepar E c(m) =
m
b

= mE[Z �
0;1 ].

Preuve - III.4 -

1. Utilisons la notation pr�ec�edente Z �
s;t = sups6 u6 t Zu. Grâce �a l'ind �ependance

des accroissements relatifs de Z et �a la propri�et�e d'int�egrabilit�e de Z �
0;1 , il

vient

Z t = bE
�
Z �

t;1 jF t

�
;

1
b

=
1
x

E
�

sup
06 u

Zu

�
= E[Z �

0;1 ]; L t = bZt ; (I I I.3)
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puisque

E
�
Z �

t;1 jF t
�

= Z tE
�

sup
t6 u

Zu

Z t
jF t

�
= Z tE

�
sup
06 u

� Zu+ t

Z t

�
jF t

�

= Z tE
�

sup
06 u

Z u

�
= Z tE[Z �

0;1 ]:

2. Une application imm�ediatedu th�eor�emeII I.1 fournit un tempsd'arrêt optimal
de la forme

Tt (m) = inf
�

s > t ; L s > m
	

= inf
�

s > t ; bZs > m
	

;

avec b=
x

E[Z �
0;1 ]

=
1

E[Z �
0;1 ]

.

�

Notons �egalement que d'apr�esle th�eor�emeII I.1, un Call Am�ericain perp�etuel �ecrit
sur Z de strike m n'est autre qu'une option Lookback perp�etuelle �ecrite sur le pro-
cessusindice L, de mêmestrike m :

CAm
0 (Z; m) = E[(bZ�

0;1 � m)+ ] = E
h� Z �

0;1

E[Z �
0;1 ]

� m
� + i

: (I I I.4)

Remarque III.5
Lorsquela maturit �e est �nie et not�ee par T, nous sommesintuitivement amen�es �a
remplacer la constanteb dansla d�ecomposition Max-PlusdeZ par une fonction b(:),
telle qu'�a chaqueinstant t,

Z t = E
�

sup
t6 u6 T

b(T � u)Zu jF t
�
:

Pour une justi�c ation rigoureusede ce r�esultat, nous renvoyonsle lecteur au th�eo-
r�emeIV.9 du prochain chapitre, o�u nous construirons un processusindice L(u; Zu)
sousla forme

L(u; Zu) = supf m ; CAm
u (Z; m) = Zu � mg

= Zu sup
n m

Zu
; CAm

u

� Z
Zu

;
m
Zu

�
= 1 �

m
Zu

o
= Zu L(u; 1):

Ainsi la quantit�e L(u; 1) =
L(u; Zu)

Zu
ne d�epend pas de Zu et nous la d�esignonspar

b(T � u).
Cependant, nous n'avons pas d'expressionexplicite pour la fonction b(:). Nous ver-
rons dans la derni�ere partie une m�ethode num�erique d'approximation de b(:).
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Donnons�a pr�esent quelquesexemplesde processusde L�evy multiplicatifs positifs Z
pour lesquelsle Call Am�ericain perp�etuel correspondant peut ser�esoudreexplicite-
ment. Comme il nous su�t juste de connâ�tre la fronti �ere d'exercice,les exemples
suivants reviennent �a calculer l'esp�erancedu maximum de Z.
Le premier exempleest celui du mouvement Brownien g�eom�etrique, motiv�e par des
applicationsen �nance. Ce processusest en e�et tr �essouvent utilis�e pour mod�eliser
le prix d'un actif �nancier.

Exemples de calculs de l'esp�erance du maximum.

{ Mouvement Brownien g�eom�etrique :

Consid�eronsun mouvement g�eom�etrique Brownien de drift n�egatif (r > 0) et de
valeur initiale positive, de mani�ere �a cequ'il d�e�nisse une surmartingale :

dZ t

Z t
= � rdt + � dWt ; Z0 = x > 0: (I I I.5)

Posons = 1 + 2r
� 2 . Il est bien connu que

P
�
Z �

0;1 > m
�

=
� x
m

^ 1
� 

; E
�
Z �

0;1

�
=


 � 1

x et donc E
�
Z �

0;1

�
=


 � 1

:

Ce r�esultat classiqueseraprouv�e au chapitre V. Il en d�ecouleque b=
 � 1


et

TS(m) = inf
�

t > S ; Z t > E c(m) =


 � 1
m

	
:

{ Processusde L�evy g�eom�etrique :

La même d�ecomposition reste valable pour un pro cessus de L�evy g�eom�e-
trique avec sauts d�e�nissant une surmartingale. Nous devons n�eanmoinsintro-
duire d'autres hypoth�esesa�n de satisfaire la condition E[Z �

0;1 ] < 1 . Nous nous
inspirons ici desid�eesde E. Mordecki danssonpapier [Mor01].
Consid�eronsle casparticulier o�u l'horizon � est in�ni et Z t = xeX t , X �etant un
processusdeL�evy sanssautspositifs, ou encoreun processusdeL�evy semi-continu
sup�erieurement (cf. [Mor01]). La formule deL�evy-Khinchine permet d'exprimer la
fonction caract�eristiquede X en fonction de sontriplet caract�eristique(a; � 2; �) :

Eei�X t = exp
�

t
�
i�a �

1
2

� 2� 2 +
Z 0

�1
(ei�y � 1 � i�y 1f� 1<y < 0g)�( dy)

� 	
;

o�u a et � > 0 sont deux constantes r�eelles,et � une mesurepositive de support
(�1 ; 0), telle que

R
(1 ^ y2)�( dy) < + 1 . La mesure� est appel�ee la mesure
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de L�evy et le triplet de param�etres (a; � 2; �) d�etermine compl�etement la loi du

processusX . De plus pour � > 0, le processus
� e�X t

E[e�X t ]

�

t> 0
est une martingale.

L'exposant de Laplace� = � (� ) est d�e�ni par

� (� ) = a� +
1
2

� 2� 2 +
Z 0

�1
(e�y � 1 � �y 1f� 1<y < 0g)�( dy); pour � > 0; (I I I.6)

et v�eri�e E[e�X t ] = et� (� ) .
Nous supposonsen outre que le processuser t eX t est une martingale, et cette
condition entra�̂ne que E[eX t ] = e� r t , c'est-�a-dire � (1) = � r .
Comme� (0) = 0, � est convexeet lim � ! + 1 � (� ) = + 1 , il existe L�evy > 1 tel que

� ( L�evy) = 0. Autrement dit, le processuse L �evy X t =
� Z t

x

�  L �evy

est unemartingale.

A partir de l'article [Mor01], nouspouvonsd�eduire que

E[Z �
0;1 ] =

 L�evy

 L�evy � 1
; o�u  L�evy > 1 est tel que � ( L�evy) = 0:

Formules ferm�ees.

Une fois qu'on connâ�t la fronti �ered'exerciceoptimal, on peut traiter l'option Am�e-
ricaine commeune option barri�ereen termesd'�evaluation et de couverture (on peut
par exempleutiliser les techniquesde simulations Monte Carlo pour lesoptions va-
nille).
Ainsi num�eriquement grâce�a l' �equation(I I I.4), on peut calculerle prix du Call Am�e-
ricain perp�etuel CAm

0 (Z; m) avec simplement deux simulations Monte-Carlo, l'une
pour E[Z �

0;1 ] et l'autre pour toute l'esp�erance(I I I.4). Nous devons juste v�eri�er
auparavant que E[Z �

0;1 ] < + 1 .
Toutefois,il setrouve quedansbeaucoupdecasdeprocessusdeL�evy, lesesp�erances
sont simples�a calculer et peuvent s'exprimer sousforme explicite.
Par exemple,la proposition suivante donnel'expressionexplicite deCAm

t (Z; m) dans
le caso�u Z suit un mouvement Brownieng�eom�etrique,maiscommeceprix est inutile
pour r�esoudrele probl�emed'arrêt optimal, nousrel�eguonsla preuve au chapitre V.

Proposition III.6
Consid�erons un mouvementBrownien g�eom�etrique Z de param�etres (� r; � ) et po-

sons = 1 +
2r
� 2

. Le prix du Call Am�ericain �ecrit sur le sous-jacent Z , de strike m

est donn�e par

CAm
t (Z; m) = E

� �  � 1


Z �
t;1 � m

� +
jF t

�
=

8
><

>:

� m
 � 1

� 1�  � Z t



� 
si  � 1

 Z t 6 m

Z t � m si  � 1
 Z t > m:
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Fig. I I I.1 { Prix du Call Am�ericain CAm
0 (Z; m)

Puts Am�ericains.

On peut facilement voir qu'un tel Call Am�ericainsansfacteur d'actualisation revient
�a un Put Am�ericain\classique"par un simplechangement de mesurede probabilit �e.

En e�et, grâce �a la propri�et�e de martingale du processuscontinu positif er t Z t , on
peut d�e�nir une nouvelle mesurede probabilit �e QZ sur F t par sadensit�e de Radon-
Nikodym par rapport �a P :

dQZ

dP

�
�
�
F t

= er t Z t

Z0
= er t Z t

x
:

Ensuite consid�erant xZ � 1 commenouveaunum�eraire,noustransformonsnotre Call
Am�ericain en un Put Am�ericain classique�ecrit sur un nouveausous-jacent 1

Z et avec
un nouveaustrike 1

m :

CAm
0 (Z; m) = sup

�
EP

�
(Z � � m)+

�
= sup

�
EQ Z

�
xe� r � Z � 1

� (Z � � m)+
�

= sup
�

EQ Z

�
e� r � (x � mxZ � 1

� )+
�

= mx sup
�

EQ Z

h
e� r �

� 1
m

�
1

Z �

� + i

= mxPutAm
0

� 1
x

;
1
m

�
= mZ0PutAm

0

� 1
Z0

;
1
m

�
: (I I I.7)
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Il est �a noter que le nouveau sous-jacent Z � 1 a bien la bonnedynamiquepuisqu'il
d�e�nit unesous-martingalesousla probabilit �e QZ et suit un processusde L�evy mul-
tiplicatif positif.
Par exemple,dans le caso�u Z est un mouvement Brownien g�eom�etrique de para-
m�etres (� r; � ), la dynamiquede Z � 1 sousQZ est donn�eepar

d
� 1

Z t

�
=

1
Z t

�
r dt + � dWt ):

De plus, la fronti �ered'exerciceE p(m� 1) du nouveauPut classiquePutAm (Z� 1; m� 1)
n'est rien d'autre que l'inversede E c(m), c'est-�a-dire

E p(m� 1) =
 � 1


m� 1:

Rappelonsque pour un Put Am�ericain classiqueperp�etuel de strike K et de sous-

Fig. I I I.2 { Prix du Put Am�ericain perp�etuel PutAm
0

�
1

Z0
; 1

m

�
dans le casd'un mou-

vement Brownien g�eom�etrique.

jacent S, dont la dynamiquesousla probabilit �e risque-neutreest de la forme

dSt

St
= rdt + � dWt ; avec Wt Q � mouvement Brownien;
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la formule de la fronti �ered'exerciceest donn�eepar E p(K ) =
 � 1


K .

La formule de dualit�e Call-Put (I I I.7), bas�eesur un changement ad�equat de mesure
de probabilit �e, peut être plus g�en�eralement �etendue �a un processusde di�usion
uni-dimensionnel homog�ene en temps, poss�edant une fonction de volatilit �e (voir
chapitre VI I, sectionVI I.4). Cependant, lesdeux sous-jacents \duaux" n'auront plus
forc�ement la mêmedynamique.Nousrenvoyons le lecteur �a l'article [FM03] pour de
plus amplesd�etails sur la dualit�e entre les prix desPuts et desCalls.
Dans le caso�u Z = xeX t , X �etant un processusde L�evy sanssautspositifs, on peut
montrer que moyennant un changement de probabilit �e, CAm

t (Z; m) est simplement
le prix d'un Put perp�etuel, �ecrit sur le sous-jacent me� X t et de strike K = x.
L'article [Mor01] deMordecki permetded�eduireuneformule ferm�eepour CAm

t (Z; m)
commefonction de Z t . Cette fonction est la mêmeque cellede la proposition I I I.6.
Nous avons juste �a substituer le param�etre  L�evy �a  .

III.3.1.2 Horizon d�e�ni par une v.a. exponentielle ind�ependante

Supposons�a pr�esent que l'horizon � est une variable al�eatoire exponentielle ind�e-
pendante de param�etre � > 0. La propri�et�e caract�eristique des lois exponentielles
est d'être \sans m�emoire". Soit Gt la �ltration augment�eecontinue �a droite g�en�er�ee
par F t^ � _ � (t ^ � ). Nous pouvons alors observer que sur l'ensemble f t < � g, toute
variable al�eatoireGt -mesurablesur 
 � R+ est aussiF t -mesurable.Ainsi pour toute
variable al�eatoire X 2 G� ,

E
�
X jGt

�
1f t<� g =

E
�
X 1f t<� gjF t

�

E
�
1f t<� gjF t

� 1f t<� g = e� tE
�
X 1f t<� gjF t

�
1f t<� g: (I I I.8)

Avant de d�eriver une d�ecomposition explicite de Z dans l'alg�ebreMax-Plus, relati-
vement �a la �ltration G, observons d'abord le lemmesuivant :

Lemme III.7
Sur l'ensemblef t < � g et pour toute fonction f positive ou born�ee,

E
h
f

� Z �
t;�

Z t

� �
�
�Gt

i
= E

h
f

� Z �
0;�

x

� i
:

Z �
t;�

Z t
est alors conditionnellement ind�ependantesachantGt et a la mêmedistribution

que
Z �

0;�

x
.
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Preuve - III.7 -

Appliquons l' �egalit�e (I I I.8) �a X = f
� Z �

t;�

Z t

�
sur l'ensemble f t < � g,

E
h
f

� Z �
t;�

Z t

� �
�
�Gt

i
= e� t E

h
f

� Z �
t;�

Z t

�
1f t<� g

�
�
�F t

i
= E

hZ 1

t
� e� � (s� t ) f

� Z �
t;s

Z t

�
ds

�
�
�F t

i
:

Grâceaux propri�et�esd'ind�ependanceet de stationnarit�e desaccroissements relatifs
de Z , le membre droit de la derni�ere identit �e ne d�epend pasde t et est donn�e par

E
hZ 1

0
� e� � uf

� Z �
0;u

x

�
du

i
= E

h
f

� Z �
0;�

x

�i
:

�

Il en r�esulteque

Z t1f t<� g = E
hZ 1

t
� e� � (s� t ) Z �

t;s

Z t
ds

�
�
�F t

i � 1
� E

�
Z �

t;� jGt

�
1f t<� g = b� E

�
Z �

t;� jGt

�
1f t<� g;

(I I I.9)

o�u
1
b�

= E
hZ �

0;�

x

i
= E[Z �

0;� ]. Observons ici que

E[Z �
t;� jGt ] = E

hZ 1

t
� e� � (s� t )Z �

t;s ds
�
�
�F t

i
= E

hZ 1

t
� e� � (s� t )Z �

t;s � ds
�
�
�F t

i

= E[Z �
t;� � jGt ];

et par cons�equent Z �
t;� = Z �

t;� � p.s.

Il est �a noter quela repr�esentation (I I I.9) nepeut pasêtre consid�er�eecommeuned�e-
composition Max-Plus deZ puisquel' �egalit�eZ t = b� E[Z �

t;� jGt ] n'est valablequepour
t < � . Pour obtenir une d�ecomposition Max-Plus dansce cas,il faudrait introduire
le processus

eZ t = Z t1f t<� g = Z t^ � � Z � 1f � 6 tg:

Grâce�a la positivit �e de Z , eZ d�e�nit clairement une Gt -surmartingale commedi� �e-
renced'une surmartingaleet d'un processusd�ecroissant. ObservonsaussiquefZ � = 0,
cequi conduit aux mêmespropri�et�esque le caspr�ec�edent. Par ailleurs, la positivit �e
de Z implique pour t < � ,

Z �
t;� = sup

t6 u6 �
Zu = sup

t6 u<�
Zu = sup

t6 u<�
(Zu1f u<� g) = sup

t6 u<�

fZu = sup
t6 u6 �

fZu = eZ �
t;� :

Notons que pour t = � , supt6 u6 � Zu = Z � 6= supt6 u6 �
fZu = fZ � = 0.

Nous obtenonsainsi la d�ecomposition Max-Plus suivante de eZ :
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Lemme III.8
Soit eZ t = Z t1f t<� g et b� =

1
E[Z �

� ]
. Nous avonsalors pour t 6 � ,

eZ t = b� E
�
Z �

t;� jGt

�
1f t<� g = b� E

� eZ �
t;� jGt

�
et L ~z;�

0;t = b�
eZ �

t = b� Z �
t :

Ainsi, lesr�esultatsde la proposition I I I.4 s'�etendent au casde l'horizon exponentiel
et s'�enoncent de la mêmefa�con. Nous avons juste �a substituer eZ �a Z , b� �a b et la
�ltration Gt �a F t .

Exemple III.9 (Mouvement Brownien g�eom�etrique)
Nous allons montrer au chapitre V quesi Z suit un mouvementBrownien g�eom�e-

trique de param�etres (� r; � ), alors b� =
� � 1

�
, o�u � est la plus grande racine de

l' �equationy2 �  y �
2�
� 2

= 0 (� >  = 1 +
2r
� 2

).

D�esignonspar CAm( ~Z ; m) un Call Am�ericain �ecrit sur le sous-jacent surmartingale
~Z , de strike m et de maturit �e � :

CAm
t ( ~Z ; m) = esssupt6 S6 � E

�
( fZS � m)+ jGt

�
:

Alors, un temps d'arr êt optimal �a partir de l'instant t, pour le Call Am�ericain
CAm( ~Z ; m), est donn�e par

Tt (m) ^ � = inf
�

S > t ; ZS > E c(m) =
�

� � 1
m

	
^ � ;

et le prix du Call se calcule explicitement de la même mani�ere que dans le cas de
l'horizon in�ni :

CAm
t ( ~Z ; m) = E

h� � � 1
�

eZ �
t;� � m

� + �
�
�Gt

i
=

8
><

>:

� m
� � 1

� 1� � � eZ t

�

� �
si � � 1

�
eZ t 6 m

eZ t � m si � � 1
�

eZ t > m:

Remarque III.10
L' �equation (I I I.9) conduit �a la repr�esentationsuivantedeZ sur l'ensemblef t < � g :

Z t =
1
b�

E
hZ + 1

t
� e� � (s� t )Z �

t;s ds
�
�
�F t

i
: (I I I.10)

Soient � une mesure al�eatoire optionnelle positive et f = f (! ; t; x) : 
 � [0; + 1 ] �
R ! R un champal�eatoire v�eri�ant les propri�et�es suivantes:
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Processusde L�evy SectionIII.3

1. Pour tout x 2 R, la fonction (! ; t) 7! f (! ; t; x) est un processusprogressive-
ment mesurabledansL 1(P(d! ) 
 � (! ; dt)) .

2. Pour tout (! ; t) 2 
 � [0; + 1 ], la fonction x 7! f (! ; t; x) est continue et
strictement d�ecroissantede + 1 dans �1 .

Alors, pour tout processusoptionnel donn�e X = (X t )t2 [0;+ 1 ] avec X + 1 = 0, P. Bank
et N. El Karoui ont construit dansleur article [BK04], un processusprogressivement
mesurable � = (� � )� 2 [0;+ 1 ) avec des trajectoires semi-continues sup�erieurement �a
droite, telles que

f (t; sup
� 2 [t;s )

� � )1(t;+ 1 ](t) 2 L1(P 
 � (dt))

et

X t = E
hZ

(t;+ 1 ]
f (s; sup

� 2 [t;s )
� � )� (dt)

�
�
�F t

i

pour tout temps d'arr êt t 2 T . Cette repr�esentation stochastiquede X en termes
du running supremum de � n'est rien d'autre que l' �equation (I I I.10), dans le cas
particulier o�u X t = Z te� � t , � = Z , f (s; l) = � e� � sl et � (dt) = dt.

I I I.3.2 Processusde L�evy additifs

Soit Z une surmartingale �a accroissements additifs ind�ependants, de valeur initiale
x et telle que E[Z �

0;1 ] < + 1 . Soit Z le processusZ partant de 0 : Z t = Z t � x.
Nous supposonsque la maturit �e � est in�nie.
Utilisant lesmêmesnotations que pr�ec�edemment et posant

b = E
�

sup
06 u

Zu
�

� x = E[Z �
0;1 ] � x = E[Z �

0;1 ];

il est ais�e de voir queZ t est de la forme Z t = E
�
Z �

t;1 � bjF t

�
, grâce�a l'ind �ependance

des accroissements de Z . Nous avons alors juste �a calculer l'esp�eranceE[Z �
0;1 ] et

appliquer le th�eor�emeII I.1 pour r�esoudrele probl�emede Call Am�ericain. Le calcul
de la fonction valeur est encoreinutile danscecas.

Proposition III.11
Soit Z un processusde L�evy additif d�e�nissant une surmartingale de valeur initiale
x, et telle queE[Z �

0;1 ] < + 1 . Nous avonsalors

1. Z t = E
�
Z �

t;1 � bjF t

�
et LZ;�

0;t = Z �
t � b, o�u b= E[Z �

0;1 ].

2. Un temps d'arr êt optimal pour le Call Am�ericain perp�etuel CAm(Z; m) est
explicitementcaract�eris�e par

TZ
S (m) = inf

�
t > S ; Z t � b> m

	
= inf

�
t > S ; Z t > m + E[Z �

0;1 ]
	

;
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et la fronti�ere d'exercice est ainsi donn�eepar E c(m) = m + E[Z �
0;1 ].

3. Le prix �a l'instant t du Call Am�ericain perp�etuel CAm(Z; m) est donn�e par

CAm
t (Z; m) = E

� �
Z �

t;1 � E[Z �
0;1 ] � m

� +
jF t

�
:

Exemple III.12 (Mouvement Brownien)
Consid�erons un mouvementBrownien de drift n�egatif, de mani�ere �a d�e�nir une
surmartingale Z :

dZ t = � �dt + � dWt ; Z0 = 0; � > 0; (I I I.11)

et posons = 2 �
� 2 . La loi de Z �

0;1 peut se d�eduire de l'exemplepr�ec�edent du mou-
vement Brownien g�eom�etrique et nous obtenonsb = 1

 . Nous pouvons �egalement
d�eduire une formule ferm�eepour le prix du Call CAm

t (Z; m) commefonction de Z t .

Proposition III.13
Soit Z un mouvementBrownien de param�etres (� �; � ) : Z t = � Wt � �t , et posons

 =
2�
� 2

. Nous avonsalors

1. Z t = E
�
Z �

t;1 jF t

�
� 1

 et L �
0;t = Z �

0;t � 1
 = Z �

t � 1
 .

2. Le Call Am�ericain perp�etuel CAm(Z; m) a une formule ferm�eedonn�eepar

CAm
t (Z; m) = E

� �
Z �

t;1 �
1


� m
� +

jF t

�

=

8
><

>:

1


exp(�  m � 1 +  Z t ) si Z t < 1
 + m

Z t � m si Z t > 1
 + m:

III.4 Approximation num�erique de la fronti �ere d'exer-
cice

Dans un march�e �nancier, l'absenced'opportunit �e d'arbitrage setraduit par l'exis-
tenced'une probabilit �e, �equivalente �a la probabilit �e historique, souslaquellelespro-
cessusdesprix actualis�esdesactifs de basesont desmartingales.Dans un march�e
complet, une telle probabilit �e est unique (not�ee Q) et appel�ee probabilit �e risque-
neutre.
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Fig. I I I.3 { Prix du Call Am�ericain perp�etuel CAm
0 (Z0; m) dans le caso�u Z suit un

mouvement Brownien de drift n�egatif.

Pla�cons-noussousQ et consid�eronsun actif risqu�e S dont le processusde prix est
dirig�e par l' �equation di� �erentielle suivante :

dSt

St
= rdt + � dWt ; S0 = x;

o�u Wt est un mouvement Brwonien sousQ.
Soit PutAm

t (St ; m) le prix d'un Put Am�ericain �ecrit sur S, de maturit �e �x �eeT et de
strike m :

PutAm
t (St ; m) = esssup� 2T t;T

EQ [e� r (� � t ) (m � S� )+ jF t ]:

Par la sym�etrie Call-Put, ce Put peut se transformer en un Call Am�ericain sans
facteur d'actualisation, �ecrit sur un sous-jacent surmartingale. En e�et, Commele
processuscontinu positif e� r tSt est une martingale, on peut introduire une nouvelle
mesurede probabilit �e QS sur F t telle que

dQS

dQ

�
�
�
F t

= e� r t St

S0
= e� r t St

x
:
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Posonsensuite Z t :=
1
St

. Sous la probabilit �e QS, Z est un mouvement Brownien

g�eom�etrique de param�etres(� r; � ) :

dZ t

Z t
= � rdt + � dWS

t ; Z0 =
1
x

;

o�u W S
t := Wt + � t est un QS-mouvement Brownien.

Ainsi sousla nouvelle mesurede probabilit �e QS, le Put Am�ericain\classique"peut
ser�einterpr�eter commeun Call Am�ericain, sansfacteur d'actualisation, �ecrit sur Z
et de strike m� 1 :

PutAm
t (St ; m) = esssup� 2T t;T

EQ

�
e� r (� � t ) (m � S� )+

�
�F t

�

= esssup� 2T t;T
EQ S

hSt

S�
(m � S� )+

�
�
�F t

i

= mSt esssup� 2T t;T
EQ S

h�
Z � �

1
m

� + �
�
�F t

i
= mSt CAm

t (Z; m� 1):

(I I I.12)

La fronti �ered'exerciceoptimal du Put Am�ericain est simplement une fonction de la
maturit �e restante \ s� (T � t)", appel�eeprix critique et d�e�nie par la relation

s� (T � t) = supf S ; S 62Cg;

o�u C est la r�egionde continuation dans laquelle l'exerciceimm�ediat du Put Am�eri-
cain n'est jamais optimal (en moyenne,il est possibled'obtenir un meilleur gain en
exer�cant l'option �a un instant ult �erieur) :

C := f (S;t) ; PutAm
t (S;m) > (m � S)+ g:

Le temps d'arrêt � �
t d�e�ni par

� �
t = inf f � > t; S� 6 s� (T � � )g ^ T;

r�ealise le supremum dans l'expression du prix du Put et il est donc optimal de
s'arrêter �a chaque fois que le niveau du sous-jacent S descenden dessousdu prix
critique.

Par la sym�etrie Call-Put, le temps d'arrêt optimal � �
t pour le Put Am�ericain

PutAm (St ; m) co•�ncide presqueŝurement avec � �
t (m� 1) = Tt (m� 1) ^ T (voir th�eo-

r�emeII I.1), qui est optimal pour le Call CAm (Z; m� 1).
D'apr�esle th�eor�emeII I.1, � �

t (m� 1) est caract�eris�e par

� �
t (m� 1) = inf f � > t ; L � > m� 1g ^ T;
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L �etant le processusindice de la d�ecomposition Max-Plus de Z . Par ailleurs, dans
la remarqueII I.5, nous avons exprim�e L sousla forme L t = bT � t Z t , o�u u 7! bu est
une fonction du temps. Il vient donc que

� �
t (m� 1) = inf f � > t ; bT � � Z � > m� 1g ^ T = inf f � > t ; Z � > m� 1 b� 1

T � � g ^ T

= inf f � > t ; S� 6 m bT � � g ^ T;

et par suite, la fronti �ere d'arrêt optimal s� (T � t) vaut �egalement m:bT � t . Comme
nousne sommespascapablesde d�ecrire la fronti �ered'exercicesousforme explicite,
nousallons discr�etiser le probl�emea�n d'approcher num�eriquement la fonction t 7!
bT � t et ensuiteutiliser l' �egalit�e s� (T � t) = m:bT � t .

A la maturit �e, on sait que s� (0) = m et b0 = 1. PosonsT = N:h, o�u N est le
nombre de paset supposonsdansnotre approximation que la fonction t 7! bT � t est
constante par morceauxsur des intervalles de longueur h. Elle s'�ecrit donc sousla
forme

bT � t = b01f t= N hg +
NX

j =1

bj h1f (N � j )h6 t< (N � j +1) hg:

Nous nous proposonsde calculer le vecteur b = f bj h; j = : : : N g par r�ecurrenceen
nous basant sur la d�ecomposition Max-Plus de Z . Nous exploiterons notamment
la propri�et�e d'ind�ependancedes accroissements relatifs de Z et le fait que la loi
conditionnelle du maximum d'un Brownien g�eom�etrique se calcule explicitement
connaissant savaleur terminale.
Nous verrons �egalement dans la r�ecurrenceque le calcul d'un �el�ement bj h fait ap-
parâ�tre les valeurs pr�ec�edemment calcul�eesf bkh; 1 6 k 6 j � 1g, avec un poids
di� �erent �a chaqueit �eration j . Ceci a pour e�et de rendre la r�esolutionplus d�elicate.

La d�ecomposition Max-Plus de Z et l'approximation de la fonction t 7! bT � t per-
mettent d'�ecrire :

Z(N � 1)h = E
�

sup
(N � 1)h6 u6 N h

(bN h� uZu)jF (N � 1)h

�

= E
�
bh sup

(N � 1)h6 u6 N h
Zu jF (N � 1)h

�
;

c'est-�a-dire
1 = E

h
bh sup

(N � 1)h6 u6 N h

� Zu

Z(N � 1)h

�i
= E[bhY h

N � 1];

o�u nous avons pos�e Y h
N � 1 := sup

(N � 1)h6 u6 N h

� Zu

Z(N � 1)h

�
. En adoptant les mêmesnota-

tions et les mêmesapproximations pour Z (N � 2)h , nousobtenons

Z(N � 2)h = E
�
b2h sup

(N � 2)h6 u6 (N � 1)h
Zu _ bhY h

N � 1Z(N � 1)h jF (N � 2)h

�
;
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ou encore

1 = E
h
b2h sup

(N � 2)h6 u6 (N � 1)h

� Zu

Z(N � 2)h

�
_ bh Y h

N � 1

Z(N � 1)h

Z(N � 2)h

i

= E
h
b2h Y h

N � 2 _ bh Y h
N � 1

Z(N � 1)h

Z(N � 2)h

i
: (I I I.13)

Ensuite en e�ectuant des it �erations successives jusqu'au rang j compris entre 2 et
N , il vient

1 = E
h
bj h Y h

N � j _ b(j � 1)h Y h
N � j +1

Z(N � j +1) h

Z(N � j )h
_ : : :

bkh Y h
N � k

jY

i = k+1

� Z(N � i +1) h

Z(N � i )h

�
_ � � � _ bh Y h

N � 1

jY

i =2

� Z(N � i +1) h

Z(N � i )h

�i
; (I I I.14)

o�u Y h
N � i := sup

(N � i )h6 u6 (N � i +1) h

� Zu

Z(N � i )h

�
, pour tout i 2 [[1; n]].

Les variablesal�eatoires(Y h
N � i )16 i6 N sont ind�ependantes grâce�a l'ind �ependancedes

accroissements relatifs de Z .
Par ailleurs, la loi du maximum d'un Brownien g�eom�etrique secalculeexplicitement
lorsqu'on connâ�t sa valeur terminale. Ainsi, la fonction de r�epartition de la loi

conditionnellede Y h
N � i sachant

n Z(N � i +1) h

Z(N � i )h
= K

o
est donn�eepar

P
h
Y h

N � i 6 H
�
�
�
Z(N � i +1) h

Z(N � i )h
= K

i
= 1 � exp

h 2
� 2h

ln
� K

H

�
ln(H )

i
; pour 1; K 6 H:

(I I I.15)
Nous pouvons donc simuler les variables Y h

N � i par la m�ethode d'inversion de la
fonction de r�epartition. Cette m�ethode sebasesur le r�esultat suivant :

� Si F est la fonction de r�epartition de la loi conditionnelle que nous cherchons �a
simuler et si U est une variable al�eatoire suivant une loi uniforme sur [0; 1], alors la
loi conditionnellede X = F � 1(U) a pour fonction de r�epartition F . F � 1 d�esigneici
l'in verse�a droite de F , c'est-�a-dire

F � 1(� ) = inf f x; F (x) 6 � g:

D'apr�es l'identit �e (I I I.15), F (x; K ) = 1 � exp
�

2
� 2 h (ln K � ln x) ln x

�
, pour x >

max(1; K ). Nous pouvons donc inverser explicitement F par rapport �a x et l'ex-
pressionobtenue est de la forme

F � 1(y; K ) = exp
h1

2

�
ln K +

q
ln2 K � 2� 2h ln(1 � y)

� i
:
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L'algorithme est alors le suivant :

I I I.4.1 Simulation de bh

On calculed'abord

bh =
1

E[Y h
N � 1]

=
1

E
h
E

�
Y h

N � 1

�
� ZN h

Z ( N � 1) h

�i :

Pour cela, on g�en�ere n r�ealisationsde variables al�eatoiresK i ind�ependantes et de

mêmeloi que
ZN h

Z(N � 1)h
:

K i = exp
�

�
�
r +

� 2

2

�
h + � W i

h

�
; (I I I.16)

lesW i
h �etant desmouvements Browniensstandard ind�ependants.

Ensuite pour chaquer�ealisationsimul�eeK i , on g�en�erep r�ealisationsui
j de variables

al�eatoiresU i
j ind�ependanteset de loi uniforme sur [0; 1]. On e�ectue en�n unedouble

boucle Monte Carlo pour approcher E[Y h
N � 1] =

1
bh

(pour cela n et p doivent être

su�samment grands) :

1
bh

= E[Yh
N � 1] w

1
n

nX

i =1

E
h
Y h

N � 1

�
�
�

ZN h

Z(N � 1)h
= K i

i

w
1
n

nX

i =1

h1
p

pX

j =1

F � 1(ui
j ; K i )

i
pour n; p ! + 1 :

I I I.4.2 Simulation de bj h; j = 2; : : : ; N

� Simulation de b2h

D'apr�esla relation (I I I.13), le r�eelb2h doit annuler la fonction f 2 d�e�nie par

f 2(x) = E
h
x Y h

N � 2 _ bh Y h
N � 1

Z(N � 1)h

Z(N � 2)h

i
� 1: (I I I.17)

Le nombre bh a d�ej�a �et�e calcul�e �a l'it �eration pr�ec�edente et Y h
N � 1 est ind�ependant de

Y h
N � 2 et de

Z(N � 1)h

Z(N � 2)h
.
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Commec'est la loi conditionnelle de Y h
N � j sachant

Z(N � j +1) h

Z(N � j )h
(pour j = f 1; 2g) qui

est facile �a simuler, on �ecrit la fonction f 2(x) sousla forme

f 2(x) = E
h

E
n

x Y h
N � 2 _ bh Y h

N � 1

Z(N � 1)h

Z(N � 2)h

�
�
�

ZN h

Z(N � 1)h
;
Z(N � 1)h

Z(N � 2)h

o i
� 1:

Ensuite, on proc�edecommesuit :
{ On g�en�ere n r�ealisations(K i

1; K i
2) (pour i = 1; : : : ; n) de variables al�eatoiresin-

d�ependantes et de mêmeloi que
� Z ( N � 1) h

Z ( N � 2) h
; ZN h

Z ( N � 1) h

�
. Comme

Z ( N � 1) h

Z ( N � 2) h
et ZN h

Z ( N � 1) h
sont

�egalement ind�ependantesentre elles,cecirevient �a g�en�erer2n tiragesind�ependants
du mêmeBrownien g�eom�etrique (I I I.16).

{ Pour chaquecoupleg�en�er�e (K i
1; K i

2), on approche par Monte-Carlo la quantit �e

g2(x; K i
1; K i

2) = E
h
x Y h

N � 2 _ bh Y h
N � 1

Z(N � 1)h

Z(N � 2)h

�
�
�

ZN h

Z(N � 1)h
= K i

1;
Z(N � 1)h

Z(N � 2)h
= K i

2

i
;

en utilisant la loi conditionnelle(I I I.15) et la m�ethode de simulation par inversion
dela fonction der�epartition. On obtient alorspour un entier p su�samment grand,

g2(x; K i
1; K i

2) w
1
p

pX

l=1

x F � 1(u2
l ; K i

2) _ bh F � 1(u1
l ; K i

1) K i
2;

o�u les f u1
l ; u2

l ; l = 1; : : : ; pg sont 2p r�ealisationsde variablesal�eatoiresind�epen-
dantes et de mêmeloi uniforme sur [0; 1].

{ La fonction f 2(x) d�e�nie par (I I I.17) est approch�eepar une autre bouclede type
Monte-Carlo :

f 2(x) w
1
n

nX

i =1

g2(x; K i
1; K i

2) � 1:

{ Par la relation (I I I.13), on sait que f 2(b2h) = 0. Il su�t donc d'utiliser un algo-
rithme de recherche de z�erosd'une fonction pour trouver la valeur de b2h (citons
par exemplela m�ethode de dichotomie).

� Simulation de bj h; j = 2; : : : ; N

La simulation de bj h pour j 2 [[2; N ]] est strictement analogue�a cellede b2h.
En e�et d'apr�es la relation (I I I.14), le r�eel bj h est un z�ero de la fonction f j d�e�nie
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par

f j (x) = E
h
x Y h

N � j _ b(j � 1)h Y h
N � j +1

Z(N � j +1) h

Z(N � j )h
_ : : :

bkh Y h
N � k

jY

i = k+1

� Z(N � i +1) h

Z(N � i )h

�
_ � � � _ bh Y h

N � 1

jY

i =2

� Z(N � i +1) h

Z(N � i )h

�i
� 1:

Pour utiliser les lois conditionnellesdesY h
N � k pour k = 1; : : : ; j , on �ecrit f j (x) sous

la forme

f j (x) = E
hn

x Y h
N � j _ b(j � 1)h Y h

N � j +1

Z(N � j +1) h

Z(N � j )h
_ : : :

bh Y h
N � 1

jY

i =2

� Z(N � i +1) h

Z(N � i )h

� �
�
�

ZN h

Z(N � 1)h
; : : : ;

Z(N � j +1) h

Z(N � j )h

o i
� 1:

On g�en�ere j n tirages ind�ependants du même mouvement Brownien g�eom�etrique
(I I I.16), c'est-�a-dire n r�ealisations(K i

1; K i
2; : : : ; K i

j ) desvariablesal�eatoiresind�epen-

dantes
� ZN h

Z ( N � 1) h
;

Z ( N � 1) h

Z ( N � 2) h
; : : : ;

Z ( N � j +1) h

Z ( N � j ) h

�
(pour i = 1; : : : ; n).

Ensuite, on approche la fonction f j (x) par

f j (x) w
1
n

nX

i =1

gj (x; K i
1; K i

2; : : : ; K i
j ) � 1; (I I I.18)

o�u pour tout j compris entre 2 et N , gj est d�e�nie par

gj (x; K i
1; K i

2; : : : ; K i
j ) = E

h
x Y h

N � j _ b(j � 1)h Y h
N � j +1

Z(N � j +1) h

Z(N � j )h
_ : : :

_ bh Y h
N � 1

jY

i =2

� Z(N � i +1) h

Z(N � i )h

� �
�
�

ZN h

Z(N � 1)h
= K i

1;
Z(N � 1)h

Z(N � 2)h
= K i

2; : : : ;
Z(N � j +1) h

Z(N � j )h
= K i

j

i
:

Cette derni�ere fonction est approch�eede la mêmefa�con que g2 : on g�en�ere j p r�ea-
lisations de variablesal�eatoiresind�ependantes uniformessur [0; 1]. On les note par
f u1

l ; u2
l ; : : : ; uj

l ; l = 1; : : : ; pg. Puis, par Monte Carlo on �ecrit que

gj (x; K i
1; K i

2; : : : ; K i
j ) w

1
p

pX

l=1

h
x F � 1(uj

l ; K i
j ) _ b(j � 1)h F � 1(uj � 1

l ; K i
j � 1) K i

j _ : : :

_ bkh F � 1(uk
l ; K i

k)
jY

q= k+1

K i
q _ � � � _ bh F � 1(u1

l ; K i
1)

jY

q=2

K i
q

i
:

89



ChapitreIII G�en�eralisationdu point de vuede Darling-Liggett-Taylor

En�n par un algorithme de recherche de z�erosd'une fonction, on d�etermine bj h tel
que f j (bj h) = 0, avec f j donn�eepar (I I I.18).
Une fois qu'on a obtenu le vecteur b = f bj h j = 0; : : : ; N g, il su�t de le multiplier
par le strike m du Put Am�ericain PutAm (St ; m) pour obtenir une approximation de
la fronti �ered'arrêt optimal s� (T � t).

Pour pouvoir appliquer la m�ethodededichotomiepar exemple,nousavonsbesoinde
pr�eciserlesbornesentre lesquellessetrouve le z�erodela fonction f j . Pour chaquebj h,
nousavonsd�ej�a une borne sup�erieuredonn�eepar b(j � 1)h puisques� (T � t) = mbT � t

et on sait que la fronti �ere d'un Put Am�ericain est une fonction d�ecroissante de la
maturit �e restante.

Quant �a la borne inf�erieure,nousavons utilis�e l'approximation de la fronti �ered'Al-
legretto, Barone-Adesiet Elliott dans leur article [ABAE95], �a laquellenous avons
soustrait un certain r�eelpositif � assezpetit. Ceci nousa �egalement permis de com-
parer nos r�esultats aux leurs.
L'annexe A reprend les principales lignes de l'algorithme d'Elliott et de sesco-
auteurs,pour approcher la fronti �ered'arrêt optimal d'un Put Am�ericain. Le lecteur
int�eress�e est invit �e �a consulter l'article [ABAE95] et le livre d'Elliott-Kopp [EK99]
pour de plus amplesd�etails sur cette m�ethode.

Au voisinagede la maturit �e, nousavons consid�er�e les deux estimationsanalytiques
suivantes commebornesinf�erieurespossiblesde bj h :

1. La premi�ereest donn�eepar

s� (j h)
m

� � = 1 � �

r

j h ln
� 1

j h

�
� �:

Elle se d�eduit simplement de la limite (I I I.19) lorsque la maturit �e restante
jusqu'�a la date d'�ech�eancetend vers 0 (cf. [AS95, BBRS95, Lam95, Vil99,
EKK02, LV03]) :

lim
t ! T

m � s� (T � t)

� m
q

(T � t) ln
�

1
T � t

� = 1; (I I I.19)

m �etant le strike du Put Am�ericain.

2. La secondeestimation test�eeest de la forme

s� (j h)
m

� � = e�
p

2� 2 j h
q

� ( � 2
2 j h) � � ;

avec �
� � 2

2
j h

�
= �

1
2

ln(2� k2� 2j h) et k =
2r
� 2

. Elle est dûe �a Chen-Chadam-
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Stamicar [CC03, CCS01] :

s� (� ) = me� 2
p

�
p

� (� ) ; (I I I.20)

avec � =
� 2

2
(T � t), � (� ) ' � ln(

p
4� k2� ) lorsque� ! 0 et k =

2r
� 2

.

I I I.4.3 Exemples num�eriques

Nous illustrons ci-dessousnotre m�ethode d'approximation de la fronti �ere par di� �e-
rents exemplesnum�eriques.Les deux premi�eres�gures I I I.4 et I I I.5 correspondent
�a desmaturit �estr �espetites (T1 = 0:05 et T2 = 0:01). La premi�ererepr�esente le vec-
teur f m:bj h ; j = 0; : : : ; N g commeune fonction de la maturit �e restante T � t = j:h
et le compare �a l'approximation asymptotique de la fronti �ere Am�ericaine donn�ee
par (I I I.19) :

s� (j h) = m
�

1 � �

r

j h ln
� 1

j h

� �
: (I I I.21)

Fig. I I I.4 { Repr�esentation de mbT � t comme une fonction de T � t et compa-
raison avec l'approximation analytique (I I I.21), pour r = 0:08; � = 0:25; T1 =
0:05; Nombre de pas = 30.

La deuxi�eme �gure compare plut ôt notre m�ethode num�erique �a l'approximation
analytique de Chen-Chadam-Stamicardonn�eepar (I I I.20) :

s� (j h) = m exp(�
p

2� 2j h) exp
� p

� 0:5 ln(2� k2� 2j h)
�
; avec k =

2r
� 2

: (I I I.22)
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Fig. I I I.5 { Repr�esentation de mbT � t comme une fonction de T � t et compa-
raison avec l'approximation analytique (I I I.22), pour r = 0:08; � = 0:20; T2 =
0:01; Nombre de pas = 40.

Nous pouvons noter �a travers cesdeux exemplesque la fronti �ere mbT � t que nous
construisonsapproche bien les solutionsanalytiques(I I I.21) et (I I I.22).

Quant aux deux derni�eres �gures I I I.6 et I I I.7, elles comparent notre fronti �ere
mbT � t = f m:bj h ; j = 0; : : : ; N g �a celle d'Elliott et de sesco-auteurs(voir l'an-
nexe A), pour des maturit �es plus grandes: T3 = 5 et T4 = 10. Ici aussi, notre
approximation num�eriquedonnedesr�esultats satisfaisants.

Fig. I I I.6 { Repr�esentation de mbT � t comme une fonction de T � t et com-
paraison avec l'approximation d'Elliott et al., pour r = 0:08; � = 0:25; T3 =
5; Nombre de pas = 40.
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Fig. I I I.7 { Repr�esentation de mbT � t comme une fonction de T � t et com-
paraison avec l'approximation d'Elliott et al., pour r = 0:08; � = 0:25; T4 =
10; Nombre de pas = 50.

Signalonsen�n quenotre approximation num�eriquepourra être compar�ee�a d'autres
m�ethodes num�eriquesde calcul de la fronti �ere Am�ericaine et am�elior�ee en cons�e-
quence.
Le but de cette sectionn'est pasvraiment de trouver une solution aboutie en toute
g�en�eralit�e, mais plut ôt d'amorcer la r�eexion sur la possibilit�e d'approcher la fron-
ti �erevia la d�ecomposition Max-Plus.
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Chapitre IV

Existence de la
d�ecomposition Max-Plus
des surmartingales

R�esum�e

Ce chapitre a pour objectif d'�etablir l'existencede la d�ecomposition dessurmartin-
galesdansl'alg�ebreMax-Plus, en utilisant essentiellement destechniquessimplesde
dualit�e convexe.
Pour cela,nous introduisonsune famille convexed'enveloppesde Snell index�eepar
un param�etre r�eelm et nous�etudionssespropri�et�esen tant quefonction dem. Puis,
nousconsid�eronsdesprobl�emesd'arrêt optimal associ�es�a cette famille d'enveloppes
de Snell et nous montrons que la d�ecomposition dessurmartingales(D)-r�eguli�eres
(quasi-continues �a gauche, de la classe(D)) est �etroitement li�ee �a la r�esolution de
tels probl�emes.
L' �etape suivante est d'utiliser notre th�eor�emede d�ecomposition Max-Plus pour g�e-
n�eraliserlesr�esultatsdu chapitre I I I sur lesCalls Am�ericains.Lessous-jacents consi-
d�er�esne sont plus forc�ement dessurmartingalesmais desprocessusg�en�eraux (D)-
r�eguliers.
En�n, nousreconsid�eronslesdi� �erentes �etapesde la d�ecomposition Max-Plus dans
un cadre Markovien, a�n de mettre en �evidencel'aspect Markovien des processus
impliqu�es.
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IV.1 Intro duction

Ce chapitre a pour objectif d'�etablir l'existencede la d�ecomposition dessurmartin-
galesdansl'alg�ebreMax-Plus. Pour cela,nousallonsutiliser desm�ethodesdedualit�e
convexequi s'av�erent tr �ese�caces pour cegenrede probl�eme.

Dans notre contexte, Whittle �etait le premier �a introduire danssonpapier [Whi80]
une famille convexede probl�emesd'arrêts optimaux, en vue de r�esoudrele probl�eme
du bandit. Depuis, la même id�ee a �et�e exploit�ee par d'autres auteurs, comme El
Karoui-Karatzas [KK95] pour le probl�eme du bandit, Bank-El Karoui [BK04] ou
encoreEl Karoui-F•ollmer [Kl05] pour obtenir une repr�esentation non-lin�eaire de
processusg�en�eraux (voir la remarqueII I.10 et la sectionIV.6).

IV.2 Aper�cu desprincipaux r�esultats sur les probl�emes
de temps d'arrêt

En g�en�eral, tout processusX quenousconsid�ereronsdansla suite estd�e�ni sur [0; � ]
et suppos�e adapt�e, c�adl�ag.
Lorsqu'ontravaille, enth�eorieg�en�eraledesprocessus,sur l'ensemble detemps[0; 1 ],
il est d'usaged'introduire un \deuxi�eme in�ni" permettant aux temps d'arrêt de
s'�evanouir. Or commed'habitude, un tempsd'arrêt peut prendredesvaleursin�nies,
donc a�n d'�eviter toute confusionavec l'horizon � , nous utilisons la notation 1 +

pour d�esignerlesvaleursin�nies destempsd'arrêt. Par convention, tous lesprocessus
sont nuls �a cet instant.
La famille destempsd'arrêt (�nis ou non) estnot�eepar T , et pour tout tempsd'arrêt
S, TS est l'ensemble destemps d'arrêt post�erieurs�a S : TS = f � > S ; � 2 T g.

Tout processusadapt�e X , pour lequel la famille f X � ^ � g� 2T est uniform�ement int�e-
grable, est de la classe(D). Il s'agit en fait d'une condition n�ecessaireet su�san te
pour queX soit dela classe(D). Elle estdonc�equivalente �a la caract�erisationdonn�ee
au chapitre I I, sectionI I (cf. [KS91]).

Comme nous allons essentiellement travailler avec des temps d'arrêt, les crit �eres
suivants sont tr �esutiles pour montrer la r�egularit�e destra jectoires (cf. [DM87, th.
48-49]).
� Un processusoptionnel X de la classe(D) est continu �a droite (X = X + ) si

et seulement si E
�
X � n 1� n < 1 +

�
! E

�
X � 1� < 1 +

�
, pour toute suite d�ecroissantede

temps d'arrêt
�
� n

�
n> 0

� T , avec � = limn!1 � n p.s.
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� Pour la r�egularit�e �a gauche, nous devons être plus pr�ecis.Un processusX de la
classe(D) est dit quasi-continu �a gauche si E

�
X � n 10<� n < 1 +

�
! E

�
X � 10<� < 1 +

�
,

pour toute suite strictement croissantede temps d'arrêt
�
� n

�
n> 0

, avec
� = limn!1 "" � n p.s. � est dit pr�evisible.
Rappelonsci-dessousla d�e�nition d'un temps d'arrêt pr�evisible.

D�e�nition IV.1
Un tempsd'arr êt � est dit pr �evisible s'il existeune suite de tempsd'arr êt (� n )
v�eri�ant les conditions suivantes:
(a) (� n ) est croissanteet admet � pour limite,
(b) � n < � sur l'ensemblef � > 0g pour tout n.
Dans cesconditions, on dit quela suite (� n ) annonce � .

Danscecas,le processusX est limit �e �a gauche, aveccommeprocessusdeslimites
�a gauche X � , (cf. [DM87], th 48-49,p.120) et pour tout temps d'arrêt pr�evisible
� annonc�e par une suite (� n ),

E
�
X � � 10<� < 1 +

�
= E

�
lim

n!1
X � n 10<� n < 1 +

�
:

CommeX est de la classe(D), nouspouvonspasser�a la limite sousle signeE et

E
�

lim
n!1

X � n 10<� n < 1 +

�
= lim

n!1
E

�
X � n 10<� n < 1 +

�
= E

�
X � 10<� < 1 +

�
;

o�u la derni�ere �egalit�e d�ecoulede la quasi-continuit �e �a gauche de X . Ainsi pour
tout temps d'arrêt pr�evisible � ,

E
�
X � � 10<� < 1 +

�
= E

�
X � 10<� < 1 +

�
: (IV.1)

En d�epit de cette �egalit�e, les processusX et X � sont di� �erents en g�en�eral et X
n'est donc pas continu �a gauche. La raison principale est que X � est pr�evisible
tandis que X est optionnel. Le probl�emedisparâ�t en introduisant la projection
pr�evisibleX (p) de X , caract�eris�eepar l'identit �e

X (p)
� 1f � < 1 + g = E[X � 1f � < 1 + gjF � � ];

pour tout temps d'arrêt pr�evisible � , avec la convention F 0� = F 0. Ainsi,

E
�
X � � 10<� < 1 +

�
= E

�
X (p)

� 10<� < 1 +

�
= E

�
X � 10<� < 1 +

�
;

et les deux processuspr�evisiblesX � et X (p) sont indistinguables(la preuve que
nousdonnonsci-apr�esest tir �eede l'ouvrage [DM87] de Dellacherie-Meyer).
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Preuve.
Soit � un temps d'arrêt pr�evisible born�e et strictement positif, annonc�e par une
suite (� n ). Soit A 2 F � i ; appliquons(IV.1) aux tempsd'arrêt Tn = � i + n1A + � 1A c ,
il vient que

R
A X � dP =

R
A X � � dP, et donc

X � � = E[X � jF � � ] p.s.

Mais d'autre part, on a X (p)
� = E[X � jF � � ] p.s., donc l'unicit �e de la projection

pr�evisibleentra�̂ne quelesprocessuspr �evisibles X � et X (p) sont indistinguables.
�

Dans ce qui suit, un processusX quasi-continu �a gauche, appartenant �a la classe
XD (desprocessusc�adl�ag de la classe(D)), seradit (D)-r�egulier.
{ Toutes lesmartingalesde la classe(D) sont (D)-r�eguli�eres.
{ Tout processuspr�evisible croissant A associ�e �a la d�ecomposition Doob-Meyer

d'une surmartingale(D)-r�eguli�ere Z est continu, puisqu'il v�eri�e l' �egalit�e suivante

E
�
A � 1� < 1 +

�
= E

�
A � � 1� < 1 +

�

pour tout temps d'arrêt pr�evisible � .

Le lemmesuivant porte sur lestransformationsconvexesdeprocessusquasi-continus
�a gauche, et nousseratr �esutile dans la suite.

Lemme IV.1
Si X � � X (p) , alors pour toute fonction continue convexe' , nous avons

' (X � ) 6 ' (X )(p) :

En particulier pour tout r�eel m, X � _ m 6 (X _ m)(p) .

Preuve - IV.1 -
Pour tout temps d'arrêt pr�evisible � , nousavons

E
�
' (X � � )1� < 1 +

�
= E

�
' (X (p)

� )1� < 1 +

�
= E

�
'

�
E[X � jF � � ]

�
1� < 1 +

�

6 E
�
E

�
' (X � )jF � �

�
1� < 1 +

�
= E

�
' (X � )1� < 1 +

�
= E

�
' (X � )(p)1� < 1 +

�
;

o�u l'in �egalit�e d�ecoulede la convexit�e de ' . �
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IV.3 Une famille convexe de surmartingales

Soit Z = (Z t ; t 2 [0; � ]) une surmartingale (D)-r�eguli�ere. Introduisonsl'enveloppe
de Snell Z :(m) = (Z t (m) ; t 2 [0; � ]) de Z _ m = (Z t _ m ; t 2 [0; � ]), c'est-�a-dire la
plus petite surmartingale c�adl�ag qui majore Z _ m, index�ee par le param�etre r�eel
m. On seproposed'�etudier lespropri�et�esde cette famille de surmartingalesen tant
que fonction du param�etre m. La propri�et�e cl�e est la convexit�e par rapport �a m de
cechamp al�eatoire.

La caract�erisationdualedeZ :(m) estbien connue: pour tout tempsd'arrêt S 2 T0;� ,
ZS(m) est de la forme

ZS(m) = ess sup
� 2T S;�

E
�
Z � _ mjF S

�
; (IV.2)

o�u TS; � d�esignela collection desF -temps d'arrêt �a valeursdans[S; � ].
Par ailleurs, lesobservations suivantes nousseront utiles.

� Si Z estunemartingale M , alorsM _ m est unesous-martingaleet il n'est jamais
optimal de s'arrêter avant la maturit �e. Ainsi M :(m) est une martingale et

MS(m) = E
�
M � _ m

�
�FS

�
: (IV.3)

� LorsqueZ est une surmartingale (D)-r�eguli�ereet donc de la classe(D), il existe
deux martingalesuniform�ement int�egrablesU et V telles que U 6 Z 6 V. Ainsi
l'enveloppe de Snell Z :(m) appartient �a la classe(D) et

E
�
U� _ m

�
�FS

�
6 ZS(m) 6 E

�
V� _ m

�
�FS

�
:

Lespropri�et�esprincipalesde (ZS(m))S2T 0; � reposent essentiellement sur despropri�e-
t�esli�ees�a l'enveloppedeSnellet �a la th�eoried'arr êt optimal. La proposition suivante
pr�eciseles r�egularit�es de cette famille param�etris�ee de surmartingalespar rapport
au param�etre m.

Proposition IV.2
{ Il existe une version r�eguli�ere 1-Lipschitzienne du champ al�eatoire (S;m) 7!

ZS(m), telle que m 7! ZS(m) est convexecroissante et m 7! ZS(m) � m est
convexed�ecroissante.De plus, pour toute variable al�eatoire � S FS-mesurable,

ZS(� S) = esssupS6 � 6 � E
�
Z � _ � SjF S

�
; � 2 TS; � :

{ La fronti�ere m est absorbante pour le processusZ :(m). En particulier, si

� S(m) := inf f t 2 [S; � ] ; Z t (m) = mg; (= 1 + si fg = ; );

alors sur l'ensemblef � S(m) 6 � g, ZU (m) = m pour tout U 2 [� S(m); � ].
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Preuve - IV.2 -

{ Observons d'abord que si (ai ) i 2 I et (bi ) i 2 I sont deux familles born�eesde nombres
r�eels,

sup
i 2 I

ai � sup
j 2 I

bj 6 sup
i 2 I

�
ai � sup

j 2 I
bj

�
6 sup

i 2 I
(ai � bi );

et
�
� supi 2 I ai � supj 2 I bj

�
� 6 supi 2 I jai � bi j. Ainsi, commela fonction m 7! x _ m

est 1-Lipschitzienne,
jZS(m) � ZS(m0)j 6 jm � m0j:

Nous pouvons alors d�e�nir le champ al�eatoire r�egulier (Z t (m); m 2 Q) et r�ealiser
une extensioncontinue en m de Q dansR.
L' �etape suivante est de remplacerm par une F S-variable al�eatoire minor�eeet de
montrer ensuiteque nousavons encore:

ZT (� S) = esssup
� > T

E
�
Z � _ � S jF T

�
; T 2 TS; � p.s.

Il est d'abord �a noter que les propri�et�es essentielles de (ZS(m))S2T 0; � d�ecoulent
du fait que pour tout temps d'arrêt T, la famille f E

�
Z � _ mjF T

�
; � > Tg est

�ltran te croissante. En e�et soient � 1 et � 2 deux temps d'arrêt > T, et posons
Ui = E

�
Z � i _ mjF T

�
(i = 1; 2) ; il vient

U1 _ U2 = E
�
ZR _ mjF T

�
; o�u R = � 1 si U1 > U2; R = � 2 si U1 < U2:

Il en r�esulteen particulier pour tout temps d'arrêt S 6 T,

E
�
ess sup

� 2T T ; �

E(Z � _ mjF T )jF S
�

= ess sup
� 2T T ; �

E
�
Z � _ mjF S

�
; p.s.

c'est-�a-dire
E

�
ZT (m)jF S

�
= ess sup

� 2T T ; �

E
�
Z � _ mjF S

�
; p.s. (IV.4)

D�e�nissons�a pr�esent, pour toute variableal�eatoire�etag�ee� S = � 1A i mi , avec(A i )
une partition FS-mesurablede 
,

eZT (� S) = esssup
� > T

E
�
Z � _ � S jF T

�
; T 2 TS; � p.s.

A�n d'utiliser la propri�et�e (IV.4), d�e�nissons un nouveau temps d'arrêt SA i qui
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vaut S sur A i et � sur Ac
i . Il vient

1A i
eZS(� S) = 1A i E

� eZSA i
(� S)jF S

�

= 1A i ess sup
� > SA i

�
1A i E

�
Z � _ mi jF S

�
+ 1A c

i
E

�
Z � _ � SjF S

�	

= 1A i esssup
� > S

�
E

�
Z � _ � SjF S

�

+ 1A i E
�
(Z � _ mi � Z � _ mi )jF S

�	

= 1A i E
�
Z � _ mi jF S

�

+ 1A i ess sup
� > SA i

�
E

� �
Z � _ mi � E

�
Z � _ mi jF �

��
jF S

�	

= 1A i ess sup
� > SA i

E
�
Z � _ mi jF S

�
= 1A i ZS(mi ) p.s.

Ceci entra�̂ne donc que eZS(� S) = ZS(mi ) sur l'ensemble A i , et par suite

eZS(� S) = � 1A i ZS(mi ) = ZS(� S); p.s.

Le mêmeargument peut s'appliquer �a tout temps d'arrêt T > S pour obtenir

ZT (� S) = eZT (� S) = esssup
� > T

E[Z � _ � SjF T ]; pour tout T 2 TS; � :

Grâce �a la propri�et�e de Lipschitz, cette formule peut s'�etendre par continuit �e �a
toute variable al�eatoire F S-mesurableminor�ee.

{ Unepropri�et�e classiquedessurmartingalespositivesestque0 estabsorbant. L'ap-
plication de cer�esultat �a la surmartingalepositive Z :(m) � m permet d'obtenir le
r�esultat souhait�e.
La mêmepropri�et�e restevalable lorsquem est remplac�e par unevariable al�eatoire
FS-mesurable� S.

�

IV.3.1 Temps d'arrêt optimaux

Danscette section,nousexposonsbri�evement quelquespropri�et�esbasiquesrelatives
�a la th�eoried'arr êt optimal (voir [Kar81, KS98] pour un d�eveloppement plusg�en�eral),
en insistant notamment sur le lien entre l'enveloppe de Snell et les temps d'arrêt
optimaux. Les r�esultats s'expriment directement en termesdesprocessusZ :(m).

On cherche �a maximiser E[Z � _ m] lorsque � parcourt la classede tous les temps
d'arrêt dansT0;� . Un temps d'arrêt � � tel que E[Z � � _ m] = sup� 2T 0;�

E[Z � _ m] est
dit optimal.
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Le crit �ered'optimalit �e suivant met en �evidencele rôle jou�e par l'enveloppe de Snell.

Proposition IV.3
Une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'un temps d'arr êt � soit optimal est
quel'on ait Z � (m) = Z � _ m p.s., et queZ t^ � (m) soit une martingale.

Preuve - IV.3 -
La surmartingalec�adl�ag Z t (m) appartenant �a la classe(D), Z t^ � (m) est unemartin-
galesi et seulement si E[Z � (m)] = E[Z0(m)]. D'autre part, pour tout temps d'arrêt
�

Z � _ m 6 Z � (m) ; E[Z � (m)] 6 E[Z0(m)] = sup
S2T 0;�

E[ZS _ m]:
Ainsi,

� est optimal ( ) E[Z � _ m] = E[Z0(m)]

( ) E[Z � _ m] = E[Z � (m)] = E[Z0(m)]

( ) Z � _ m = Z � (m) p.s. et E[Z � (m)] = E[Z0(m)]:

�

Th�eor�eme IV.4
SupposonsqueZ est une surmartingale (D)-r�eguli�ere. Nous avonsalors

1. Z :(m) est une surmartingale (D)-r�eguli�ere.

2. Posons

TS(m) := inf f t 2 [S; � ] ; Z t (m) = Z tg; = 1 + si l'ensembleest vide:

Le tempsd'arr êt TS(m) ^ � est un tempsd'arr êt optimal :

ZS(m) = E
�

sup
�
ZTS (m)^ � ; m

�
jF S

�
; et ZTS (m)^ � (m) = sup

�
ZTS (m)^ � ; m

�
;

mais le plus petit tempsd'arr êt optimal est bTS(m) := TS(m) ^ � S(m).

3. La famil le m 7! TS(m) ^ � est croissanteet continue �a gauche.

Remarque IV.5
La preuvede la continuit �e �a gauchede la famil le m 7! TS(m) ^ � est la partie la
plus techniquedu travail. Elle peut être omisedansune premi�ere lecture.
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Preuve - IV.5 -
1. Si la surmartingale Z est continue (dans le cas d'une �ltration Brownienne

par exemple),le processusZ _ m est �egalement continu, et la th�eorieclassique
peut s'appliquer pour expliquer la premi�erepartie du th�eor�eme(voir [KK95]).
Dans le casg�en�eral o�u la surmartingaleZ est quasi-continue �a gauche, le pro-
cessusZ _ m est seulement quasi-continu sup�erieurement �a gauche, puisque
d'apr�esle lemmeIV.1, Z � _ m 6 (Z _ m)(p) . Autrement dit, entermesdetemps
d'arrêt, pour toute suite croissante de temps d'arrêt Sn " S,
limn!1 E

�
ZSn _ m

�
6 E

�
ZS _ m

�
(cf. la seconderemarquepr�eliminaire de

la sectionIV.2).
Pour conclure,nous devons utiliser des r�esultats g�en�eraux sur les probl�emes
d'arrêt optimal ; en particulier, le r�esultat d�esir�e d�ecouleimm�ediatement du
th�eor�eme2.43,p. 142dans[Kar81].

2. Observons d'abord que

ZTS (m)^ � (m) = ZTS (m)(m)1f TS (m)6 � g + sup(Z � ; m)1f TS (m)= 1 + g

= ZTS (m)1f TS (m)6 � g + sup(Z � ; m)1f TS (m)= 1 + g:

Or sur l'ensemble f TS(m) 6 � g, ZTS (m) (m) = ZTS (m) > m et donc
ZTS (m)^ � (m) = sup

�
ZTS (m)^ � ; m

�
.

Il reste �a observer que

Z bTS (m)(m) = Z � S (m)^ (TS (m)^ � ) (m)

= sup(ZTS (m)^ � ; m)1f TS (m)^ � 6 � S (m)g + m1f � S (m)<T S (m)^ � g:

Ensuite, commem est absorbant sur l'ensemble f � S(m) < TS(m) ^ � g,

ZTS (m)^ � (m) = m = sup(ZTS (m)^ � ; m):

Nous obtenonsdonc �nalement

Z bTS (m)(m) = ZTS (m)^ � (m) = sup(ZTS (m)^ � ; m)

et ZS(m) = E
�
Z bTS (m)(m)jF S

�
= E

�
sup

�
ZTS (m)^ � ; m

�
jF S

�
, puisque bTS(m) est

un temps d'arrêt optimal.

3. Croissance: Soient m1 et m2 deux r�eelstels que m1 6 m2. Si TS(m2) = � , il
en d�ecouleimm�ediatement queTS(m1) 6 TS(m2). Sinon,nousd�eduisonsde la
propri�et�e de croissancede m 7! ZS(m) que

ZTS (m2 )(m1) 6 ZTS (m2 )(m2) = ZTS (m2 ) p.s.:
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Ceci implique donc que TS(m1) 6 TS(m2), puisque TS(m1) est le premier
temps d'arrêt U apr�esS o�u ZU (m1) = ZU .

Continuit �e �a gauche : Soit � > 0. Comme m 7! ZU (m) est Lipschitzienne et
continue �a chaqueinstant U > S, ZU (m � � ) ! ZU (m) p.s.et dansL1, lorsque
� # 0.
PosonsT �

S := TS(m � � ), TS := TS(m) et TS� := lim " TS(m � � ). Nous
sp�eci�ons la partie pr�evisibleT (p)

S� de TS� commele temps d'arrêt d�e�ni par

T (p)
S� = TS� sur H �

TS
= f ! ; T �

S "" TS� g; = 1 + sinon;

T (s)
S� = TS� sur

�
H �

TS

� c
= f ! ; 9� T �

S = TS� g; = 1 + sinon:

Ainsi TS� = inf
�
T (p)

S� ; T (s)
S�

�
.

Nouspouvonsdonnerunedescriptionpr�ecisedela limite desdi� �erents termes:

(a) sur
�
H �

TS

� c
, lim ZT �

S ^ � (m � � ) = ZTS � ^ � (m). De plus,

{ Si TS� 6 � , alors T �
S 6 � et ZT �

S ^ � = ZT �
S

> m � � tend vers ZTS � > m.
{ Si TS� = 1 + , alors il existe � tel que T �

S = 1 + et ZT �
S ^ � (m � � ) =

sup(Z � ; m � � ).
Ainsi dans les deux cas,ZTS � ^ � (m) = sup

�
ZTS � ^ � ; m

�
. On en d�eduit ais�e-

ment que TS� (m) = TS(m) sur
�
H �

TS

� c
.

(b) sur H �
TS

, grâce �a la monotonicit�e stricte de la suite T �
S, T (p)

S� 6 � , et
lim � ! 0 ZT �

S ^ � (m � � ) = Z
T ( p)

S �

� (m). D'autre part, ZT �
S
(m � � ) = ZT �

S
puisque

T �
S 6 � p.s. Par suite, lim � ! 0 ZT �

S ^ � (m � � ) = lim � ! 0 ZT �
S

= Z
T ( p)

S �

� .

CommeT (p)
S� est pr�evisible sur H �

TS
, et grâce�a la quasi-continuit �e �a gauche

de Z et de Z :(m), il vient

Z
T ( p)

S �

� (m) = Z (p)

T ( p)
S �

(m) = Z
T ( p)

S �

� = Z (p)

T ( p)
S �

= E
�
ZT ( p)

S �
jF

T ( p)
S �

�

�
:

Ainsi sur l'ensemble H �
TS

, Z
T ( p)

S �
(m) = Z

T ( p)
S �

p.s et T (p)
S� = TS� = TS(m),

puisqueTS(m) est le plus petit temps d'arrêt U apr�esS v�eri�an t ZU (m) =
ZU .

�
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Remarque IV.6
Si la surmartingaleZ n'est pasquasi-continue �a gauche,il a �et�e d�emontr�edans[Kar81]
qu'il peut y avoir une perte d'optimalit �e dansle probl�emed'arr êt optimal du proces-
susZ _ m. Plus pr�ecis�ement,le candidat �a être un tempsd'arr êt optimal est l'instant
b� S(m) tel que

b� S(m) := inf f t > S ; Z t (m) = Z t _ m ou Z �
t (m) = Z �

t _ mg ^ � :

Il est possibled'adapter la preuvepr�ec�edenteen intr oduisant les deux famil les de
tempsd'arr êt e� S(m) = inf f t > S; Z t (m) = m ou Z �

t (m) = mg et eTS(m) = inf f t >
S; Z t (m) = Z t ou Z �

t (m) = Z �
t g.

IV.4 Analyse convexe et caract�erisation de la d�ecom-
position Max-Plus de Z

Dans ce qui suit, la surmartingale Z est suppos�ee (D)-r�eguli�ere. Nous travaillons
encoreavec la version1-Lipschitzienne du champ al�eatoire m 7! Z :(m). Grâce�a la
convexit�e et �a la monotonicit�e de m 7! Z : _ m, le champ al�eatoire Z :(m) h�erite des
mêmespropri�et�es.En particulier, il est possiblede caract�eriser la d�eriv�ee�a gauche
de ZS(m) par rapport �a m.

On peut trouver des id�eessimilaires dans l'article [KK95] de N. El Karoui et I.
Karatzas. Consid�erant certainespropri�et�es(par rapport �a K ) d'une famille convexe
de Puts Am�ericains, ils donnent en e�et une repr�esentation de la prime d'exercice
anticip�ed'un Put Am�ericaindestrikedonn�eK > 0, sur un horizon �ni. La di� �erence
majeure dans notre contexte est que le prix du sous-jacent est une surmartingale
non obligatoirement continue, mais seulement continue en esp�erancepar rapport
aux temps d'arrêt. Le th�eor�emede repr�esentation d'un processusquelconqueX de
la classe(D), �etabli par P. Bank et N. El Karoui [BK04] est �egalement tr �esproche
de cepoint de vue.

Proposition IV.7 (Repr�esentation Statique de Z t (m))
Fixons S dansT0;� et consid�erons � S(� ) l'inverse �a gauche�a l'instant � de l'appli-
cation m 7! TS(m), o�u m 2 R :

� S(� ) := supf m ; TS(m) 6 � g; avec la notation conventionnelle supf;g = �1 :
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(a) La fonction convexem 7! ZS(m) admet une d�eriv�ee �a gauchev�eri�ant

@�

@m
ZS(m) = P

�
Z � < m ; TS(m) = 1 + jF S

�
(IV.5)

= P
�
Z � < m ; � S(� ) < mjF S

�
= 1 +

@�

@m
CAm

S (Z; m); p.s.

(b) Pour tout r�eel m,

ZS(m) = E
�
� S(� ) _ Z � _ mjF S

�
; et ZS = ZS(�1 ) = E

�
� S(� ) _ Z � jF S

�
p.s.

Ce r�esultat est intimement li�e aux \th �eor�emesd'enveloppe traditionnels" qui ont
pour objectif de d�ecrire comment la valeur d'un probl�emed'optimisation changeen
fonction desparam�etresdu probl�eme.Plus pr�ecis�ement un th�eor�emed'enveloppe est
un principe g�en�eral qui fournit desconditionssu�san tes assurant la di� �erentiabilit �e
par rapport au param�etre, de la valeur d'un probl�emed'optimisation param�etris�e.
Il donne�egalement une formule pour la d�eriv�ee.
Ce principe est tr �es utile en �economie.Supposonspar exempleque l'on cherche
�a pr�edire comment une l�eg�ere haussedu prix de l'un des inputs d'une entreprise
impacte sespro�ts. Ce probl�emepeut parâ�tre compliqu�e au premier abord puisque
l'entreprise peut choisir de modi�er la quantit �e d'input lorsqueson prix varie. On
pourrait supposerque l'unique fa�con d'aborder ce probl�emeserait de consid�erer la
fonction de production de l'entreprise, de d�eterminer la nouvelle quantit �e optimale
d'input et de calculer les pro�ts dans la nouvelle situation. Cependant, grâce au
th�eor�emede l'enveloppe, le probl�emedevient tr �essimple. On a juste �a d�eterminer
la quantit �e d'input actuellement utilis�ee par l'entreprise et �a la multiplier par la
variation du prix.
Lorsque la variation du prix est importante, le th�eor�eme de l'enveloppe ne peut
plus s'appliquerdirectement puisquela d�eriv�eede la fonction de pro�t n'est plus un
indicateur ŝur de la variation totale de pro�t.

Nous renvoyons le lecteur int�eress�e �a l'article [Mil99] pour une revuedesth�eor�emes
d'enveloppe.

Preuve - IV.7 -

(a) La preuve est bas�eesur l'optimalit �e de TS(m) ^ � et sur les in�egalit�esconvexes
classiques

� 1f x<m � � g 6 x _ m � x _ (m � � ) 6 � 1f x<m g:

Nous avons en e�et :

x _ m � x _ (m � � ) = (m � x)1f m� � 6 x<m g + � 1f x<m � � g 6 � 1f x<m g:
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L'ensemble f ZTS (m)^ � < mg joue un rôle cl�e. Pour pouvoir l'exprimer autrement,
nousexploitonsle fait quesur l'ensemble f TS(m) 6 � g, ZTS (m) = ZTS (m)(m) > m.
Il en r�esulteaussitôt que

f ZTS (m)^ � < mg = f Z � < m ; TS(m) = 1 + g:

Les observations pr�ec�edentes entra�̂nent la s�erie d'in�egalit�essuivante :

ZS(m) � ZS(m � � ) 6 E[sup(ZTS (m)^ � ; m) � sup(ZTS (m)^ � ; m � � )jF S]

6 � P
�
ZTS (m)^ � < mjF S

�

= � P
�
Z � < m ; TS(m) = 1 + jF S

�
:

Maintenant pour obtenir une borne inf�erieure, nous exploitons l'optimalit �e de
TS(m � � ) ^ � :

ZS(m) � ZS(m � � ) > E
�

sup(ZTS (m� � )^ � ; m) � sup(ZTS (m� � )^ � ; m � � )jF S
�

> � P
�
ZTS (m� � )^ � < m � � jF S

�

= � P
�
Z � < m � � ; TS(m � � ) = 1 + jF S

�
:

Commela suite (TS(m))m est croissante et continue �a gauche,

lim
� #0

P
�
Z � < m� � ; TS(m� � ) = 1 + jF S

�
6 P

�
Z � < m; TS(m) = 1 + jF S

�
: (IV.6)

Cependant f TS(m) = 1 + g = \ � f TS(m � � ) = 1 + g puisquesur l'ensemble H �
TS

,
TS(m) = lim TS(m � � ) 6 � et sur

�
H �

TS

� c
, il existe � tel que TS(m � � ) = TS(m).

Ainsi, f TS(m) = 1 + g ne peut pas être atteint par dessuitesf TS(m � � ) 6 � g et
l'in �egalit�e dans(IV.6) est une vraie �egalit�e. Il en d�ecoule�nalement que

@�

@m
ZS(m) = lim

� #0
P

�
Z � < m � � ; TS(m � � ) = 1 + jF S

�

= P
�
Z � < m ; TS(m) = 1 + jF S

�
:

(b) Nous cherchons maintenant �a r�eint�egrera�n de d�eriver une repr�esentation ex-
plicite de ZS(m). Pour ce faire, nous avons besoin d'exprimer plus simplement
l' �ev�enement f TS(m) = 1 + g en fonction de m.
Notonsquef m ; TS(m) 6 � g est un intervalle ferm�e �a droite par � S(� ), �egalement
d�e�ni par

� S(� ) = supf m ; TS(m) 6 � g (= �1 si fg = ; ):
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Il en r�esulteque

@�

@m
ZS(m) = P

�
Z � < m ; m > � S(� )jF S

�
= P

�
m > � S(� ) _ Z � jF S

�
:

Il nous faut ensuitedesconditions aux bords. Comme

ZS(m) � m = ess sup
� 2T S;�

E
�
(Z � � m)+ jF S

�
;

nouspouvonsutiliser (IV.3) pour montrer que si la surmartingale Z est domin�ee
par la martingale V,

0 6 limm" + 1 (ZS(m) � m) 6 limm" + 1 E
�
(V� � m)+ jF S

�
= 0

et ZS(m) � m peut donc s'�ecrire sousforme d'int�egrale:

ZS(m) � m =
Z + 1

m
�

@�

@�
(ZS(� ) � � ) d� :

Il est �a noter ici quenousnepouvonspasdirectement r�eint�egrer @�

@m ZS(m), puisque
la limite de ZS(m) lorsquem tend vers �1 est �egale�a ZS qui est inconnue.
Ensuite d'apr�esl' �equation (IV.5),

ZS(m) � m =
Z + 1

m
P

�
� S(� ) _ Z � > � jF S

�
d� :

L'application du th�eor�eme de Fubini conditionnel permet d'obtenir les �egalit�es
suivantes :

ZS(m) � m = E
hZ + 1

m
1f � S (� )_ Z � > � g d�

�
�
�FS

i
= E

� �
� S(� ) _ Z � � m

� +
jF S

�
;

et ZS(m) = E
�
� S(� ) _ Z � _ mjF S

�
.

Faisonsmaintenant tendre m vers �1 et appliquonsle th�eor�emede convergence
monotone.Il vient

lim
m#�1

ZS(m) = ZS(�1 ) = E
�

lim
m#�1

� S(� ) _ Z � _ mjF S

�
= E

�
� S(� ) _ Z � jF S

�
:

Par ailleurs, la suite (TS(m))m d�ecrô�t versT+
S (�1 ), et par continuit �e �a droite de

Z , ZTS (m)^ � _ m tend vers ZT +
S (�1 )^ � . Par le th�eor�emede Lebesgue,

ZS 6 lim
m#�1

ZS(m) = lim
m#�1

E
�

sup(ZTS (m)^ � ; m)jF S

�

= E
�

lim
m#�1

sup(ZTS (m)^ � ; m)jF S

�
= E

�
ZTS (�1 )+ ^ � jF S

�
6 ZS; p.s:
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o�u la derni�ere in�egalit�e d�ecouledu fait que TS(�1 )+ ^ � est un temps d'arrêt
post�erieur �a S et Z est une surmartingale.
Il en r�esulteaussitôt que ZS = ZS(�1 ) = E

�
� S(� ) _ Z � jF S

�
.

�

La proposition pr�ec�edente donneunerepr�esentation statiquedeZ t (m) (t �x �e). Nous
allons exploiter ci-apr�esla structure dynamiquede l'enveloppe de Snell

�
Z t (m); t >

0
	

a�n de d�eduire une repr�esentation exhibant la d�ependancede � t (� ) par rapport
�a t. Pour ce faire, nous allons employer des techniques li�eesaux changements de
variablesdansR, que nousrappelonsdans le lemmesuivant :

Lemme IV.8
Posons

� t (� ) := supf m ; Tt (m) 6 � g; � 2 [t; � ]; = �1 si l'ensembleest vide.

Alors � t (� ) d�e�nit l'inverse continu �a droite de la fonction croissante,continue �a
gauchem 7! Tt (m). En d'autres termes,

Tt (m) 6 � ( ) m 6 � t (� ); 8� 2 [t; � ]:

Notons ici que puisqueles in�egalit�essont larges,� t (� ) repr�esente l'inverse�a droite
du processuscontinu �a gauche m 7! Tt (m). Des travaux ant�erieurs sur le change-
ment de temps [KW77] montrent que le processus� 7! � t (� ) est continu �a droite.
Observons que le caspr�esent est di� �erent descasusuels,o�u nous consid�eronsplu-
t ôt des inverses�a droite de processuscontinus �a droite, et o�u les in�egalit�es sont
par cons�equent strictes. Le lecteur int�eress�e pourra consulter l'article de El Karoui-
Weindenfeld[KW77] pour de plus amplesd�etails sur la th�eorie du changement de
temps.

Le th�eor�emesuivant repr�esente le processuscroissant f � t (� ); t 6 � 6 � g en termes
d'un processusde running supremum et donneune forme explicite �a la martingale
M � de la d�ecomposition Max-Plus de Z .

Th�eor�eme IV.9
Soit L t une variable al�eatoire F t -mesurabled�e�nie par

L t : = supf m 2 Q ; Z t (m) = Z tg

= supf m 2 Q ; Tt (m) = tg = �1 si l'ensembleest vide.

Soit L �
t;� le running supremum de L sur [t; � ] (t 6 � 6 � ), c'est-�a-dire L �

t;� =
supt6 s6 � L s. Nous avonsalors
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(a) L �
t;� = � t (� ) pour tout � 2 [t; � ] et Z t (m) = E

�
L �

t;� _ Z � _ mjF t

�
.

(b) � 7! L �
t;� est continue �a droite pour tout � 2 [t; � [.

(c) Le processus
�
M t

�
t> 0

d�e�ni par

M t = E
�
L �

0;� _ Z � jF t
�

= Z t
�
L �

0;t

�
> Z t = Z t (�1 ); 0 6 t 6 �

est la martingale M � de la d�ecomposition Max-Plus de Z , puisquele processus
croissant (L �

0;t ) satisfait �a la condition de at-o�

Z

[0;� ]

�
M t � Z t

�
dL �

0;t = 0: p.s.

Preuve - IV.9 -

(a) Tout d'abord, notons que la croissanceet la continuit �e de la fonction m 7!
Z t (m) impliquent que L t est l'extr �emit�e droite de l'in tervalle ferm�e f m; Z t (m) =
Z tg.
Notons ensuiteque pour � 6 � , Tt (m) 6 � , si et seulement si, il existe s 2 [t; � ]
tel que Zs(m) = Zs, ou encorede mani�ere �equivalente L s > m. Ceci conduit �a la
s�erie d'�egalit�essuivante :

f Tt (m) = tg =
\

�> 0

�
Tt (m) 6 t + �

	

=
\

�> 0

�
9s 2 [t; t + � ]; L s > m

	
=

�
lim sup

s#t
L t > m

	
:

Cependant, comme Tt (m) = t si et seulement si L t > m, il en r�esulte imm�e-
diatement que L t = lim supL t et L t est semi-continu sup�erieurement �a droite.
Ainsi

Tt (m) 6 � ( ) 9s 2 [t; � ] ; m 6 L s ( ) m 6 L �
t;� :

Cette derni�ere �equivalenceconjointement avec le lemmepr�ec�edent implique ais�e-
ment que L �

t;� = � t (� ) pour tout � 2 [t; � ]. De plus grâce�a la proposition IV.7,
Z t (m) = E

�
L �

t;� _ Z � _ mjF t
�
.

(b) Il s'agit d'une cons�equenceimm�ediate de (a) et de la continuit �e �a droite de
� 7! � t (� ).
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(c) (L �
0;t )t> 0 est �evidemment un processuscroissant. Consid�eronsun temps d'arrêt

S correspondant �a un point de croissancede L �
0;:.

- Si S < � , il v�eri�e n�ecessairement sup06 t6 � L t = supS6 t6 � L t , d'o�u

MS = E
�

sup
06 t6 �

L t _ Z � jF S

�
= E

�
sup

S6 t6 �
L t _ Z � jF S

�
= ZS:

- Si S = � , nous avons L �
0;S� < LS, sinon le processuscroissant ne pourrait pas

sauter en � . Or L � = Z � et M � = L �
0;� � _ L � , il en r�esulte imm�ediatement que

M � = Z � et la condition de at-o� est bien v�eri� �ee.Cecientra�̂ne imm�ediatement,
au vu du th�eor�emeII.8, l'unicit �ede la martingale dansla d�ecomposition Max-Plus
MS = ZS � L �

0;S, o�u S v�eri�e LS = L �
0;S.

�

La proposition IV.7 et le th�eor�eme IV.9 permettent d'�etudier la r�egularit�e de la
d�eriv�eede la fonction valeur CAm

S (Z; m) par rapport au strike m. Nous disonsqu'il
y a \smo oth-�t" si les deux d�eriv�eesco•�ncident �a la fronti �ere d'arrêt optimal d�e-
termin�eepar m = LS = supf m; CAm

S (Z; m) = ZS � mg. Le corollaire suivant d�ecrit
compl�etement les sautsde la d�eriv�ee�a droite �a la fronti �ere et �etablit les conditions
souslesquellesle \smooth-�t" a lieu.

Corollaire IV.10 (Princip e de smooth-�t)
1. Les d�eriv�ees�a gaucheet �a droite du prix du Call Am�ericain CAm

S (Z; m) par
rapport �a m ont pour expression

@�

@m
CAm

S (Z; m) = � P[Z � _ L �
S;� > mjF S];

@+

@m
CAm

S (Z; m) = � P[Z � _ L �
S;� > mjF S] p.s.

2. La d�eriv�ee �a gaucheest presqueŝurement continue �a la fronti�ere m = L S :

@�

@m
CAm

S (Z; m)
�
�
�
m= L S

=
@�

@m
(ZS � m)

�
�
�
m= L S

= � 1:

3. La d�eriv�ee �a droite n'est pas continue �a la fronti�ere si

P[Z � _ L �
S;� = LS jF S] = P[L t 6 LS; 8t 2 [S; � ] jF S] > 0: (IV.7)

Ainsi le principe de smooth-�t n'a pas lieu si la fonction de r�epartition condi-
tionnelle de Z � _ L �

S;� sauteau point LS.

113



ChapitreIV Existencede la d�ecompositionMax-Plusdessurmartingales

Preuve - IV.10 -
La formule de la d�eriv�ee�a gauche du prix du Call d�ecouleimm�ediatement de la pro-
position IV.7. Quant �a l'expressionde la d�eriv�ee�a droite, elle r�esultede la convexit�e

de la fonction m 7! ZS(m), qui entra�̂ne que
@+

@m
ZS(m) = lim

� #0

@�

@m
ZS(m + � ).

On en d�eduit alors que

@+

@m
CAm

S (Z; m) = � lim
� #0

P[Z � _ L �
S;� > m + � jF S] = � P[Z � _ L �

S;� > mjF S]:

�

Il est int�eressant de noter que lorsque le sous-jacent Z �evolue selonun processus
de L�evy multiplicatif positif, le principe de smooth-�t que nous avons d�e�ni ici est
�equivalent au principe \classique"1 rencontr �e habituellement dans le contexte des
Puts Am�ericains(voir [AK05, Th�eor�eme6]). En e�et, d'apr�esl' �equation (I I I.7), les
prix de Calls Am�ericainssont transform�esen prix de Puts Am�ericains\classiques"
avec coe�cien t d'actualisation, en �echangeant simplement le strike et le prix spot
du sous-jacent :

CAm
0 (Z; m) = mZ0PutAm

0

� 1
Z0

;
1
m

�
= PutAm

0 (m; Z0):

Ainsi tout point m de notre fronti �erecorrespond �a un point x de la fronti �eredu Put
Am�ericain tel que L(x) = bx = m.

Remarque IV.11
Rappelonsquele tempsd'arr êt TS(m) ^ � est optimal, tandis queTS(m) ne l'est pas.
De plus, le plus petit tempsd'arr êt optimal est

bTS(m) = TS(m) ^ � S(m);

o�u � S(m) est d�e�ni comme �etant le premier temps d'arr êt apr�es S o�u Z :(m) vaut
m.
La fonction m 7! � S(m) est d�ecroissante,de domainee�ectif

DomS := f m ; � S(m) 6 � g = [K S;� ; + 1 ];

o�u K S;� est la plus petite valeur de m pour laquelle ZS(m) � m = 0. Autrement dit,

K S; � := FS � esssup Z �
S; � = essinf f YS j YS 2 FS; YS > Z �

S; � p.s.g:

Observonsque
1Le principe de smooth-�t usuel �etablit que le point d'arr êt optimal b, qui s�epare la r�egion de

continuation C de la r�egion d'arr êt D dans le probl�emed'arr êt optimal V (x) = sup� Ex G(X � ), est
caract�eris�e par le fait que V 0(b) existe et vaut G0(b).
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{ Si S et T sont deuxtempsd'arr êt tels queS 6 T, alors K S; � > K T; � .
En e�et, commetoute variable F T -mesurableest F S-mesurable,nous avons

K S; � = essinf f Y 2 FS; Y > Z �
S; � > Z �

T; � p.s.g

> essinf f Y 2 FT ; Y > Z �
T; � p.s.g = K T; � :

{ Pour tout tempsd'arr êt U > S, ZS(K S; � ) = ZU (K S; � ) = K S; � ; p.s.

IV.5 D�ecomposition Max-Plus et options Am�ericaines

Contrairement �a ce qu'il est possibled'obtenir dansun contexte d'�evaluation d'op-
tions de type Europ�een,il n'existe pasde formule analytique simplepour �evaluer les
options Am�ericaines,mêmesi la volatilit �e du sous-jacent est suppos�eeconstante. La
possibilit�e d'exercicepr�ematur�e qu'o�re ce type de contrat compliqueconsid�erable-
ment son�evaluation.
Dans le chapitre I I I, nousavons trait �e le probl�emede trouver un temps d'arrêt op-
timal �a un Call Am�ericain �ecrit sur un sous-jacent surmartingalede classe(D).
Nous allons nous int�eresserici �a des Calls Am�ericains plus g�en�eraux sansfacteur
d'actualisation, �ecrits sur un sous-jacent Y (D)-r�egulier, mais non forc�ement une
surmartingale.Nousnotonspar Z Y l'enveloppe de Snell de Y, qui d�e�nit �egalement
un processus(D)-r�egulier selon[Kar81, KS91].

Th�eor�eme IV.12
Soit Y un processus(D)-r�egulier, Z Y l'enveloppe deSnell de Y et CAm

: (Y; m) le prix
d'un Call Am�ericain donn�e, �a chaquetempsd'arr êt S 6 � , par

CAm
S (Y; m) = esssup� > S E

�
(Y� � m)+ jF S

�
:

1. Les Calls Am�ericains respectivement �ecrits sur Y et Z Y ont le mêmeprix :

CAm
S (Y; m) = CAm

S (Z Y ; m):

2. Soit LZ
: un processusindice dansla d�ecomposition Max-Plus de Z Y . Le temps

d'arr êt TZ
S (m) ^ � := inf f t > S ; LZ

t > mg ^ � est un tempsd'arr êt optimal.

Caract �erisation in trins �eque en termes de Y.

3. D�e�nissons les tempsd'arr êt DS et TY
S (m) par

DS := inf f t > S ; Z Y
t = Ytg

TY
S (m) := inf f t > S ; CAm

t (Y; m) = Yt � mg:
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Alors DT Z
S (m)^ � = TY

S (m) ^ � et m 7! TY
S (m) ^ � est croissant, continu �a

gauche.

4. PosonsLY
S := supf m ; CAm

S (Y; m) = YS � mg et LY;�
s;u = sups6 t6 u LY

t . Alors
LZ;�

S;� = LY;�
S;� pour tout tempsd'arr êt S 6 � et CAm

S (Y; m) a une formule ferm�ee
donn�eepar

CAm
S (Y; m) = E

�
(LZ;�

S;� _ Z � � m)+ jF S
�

= E
�
(LY;�

S;� _ Y� � m)+ jF S
�
:

Preuve - IV.12 -

1. Notons d'abord que

CAm
t (Z Y ; m) = esssupt6 S6 � E

�
Z Y

S _ mjF t
�

� m := Z Y
t (m) � m:

Soit Z 0 une surmartingaledominant Y _ m. CommeZ 0 domineY, elle domine
aussisonenveloppe de Snell Z Y . Il en d�ecouleimm�ediatement que Z 0 domine
Z Y _ m et donc forc�ement sonenveloppe de SnellZ Y

: (m). Ainsi l'enveloppe de
Snell de Y _ m domine Z Y

: (m), et commel'in �egalit�e inverseest trivialement
vraie, on obtient le r�esultat d�esir�e.

2. Ce point a d�ej�a �et�e prouv�e au chapitre I I I, pour tout processusindice L v�e-
ri�an t la d�ecomposition Max-Plus de Z . Nous donnonsici une autre preuve
sp�eci�que au processusindice L construit danscechapitre.
Grâceau th�eor�emeIV.4, le temps d'arrêt TZ

S (m) ^ � d�e�ni par

TZ
S (m) ^ � = inf f u > S; CAm

u (Y; m) = Z Y
u � mg ^ �

est optimal. Soit LZ
: le processusindice suivant intervenant dans la d�ecompo-

sition Max-Plus de Z Y :

LZ
S = supf m ; Z Y

S (m) = Z Y
S g = supf m ; CAm

S (Z Y ; m) = Z Y
S � mg:

TZ
S (m) est l'inverse �a gauche de � 7! L Z;�

S;� et satisfait par suite la relation
mentionn�eeci-dessusdans le th�eor�emeIV.12.

3. A�n de simpli�er lesnotations danscette preuve, nousallonsomettre le para-
m�etre m dans lesexpressionsdestemps d'arrêt T Z

S (m) et TY
S (m).

Posons
DS(m) := DT Z

S ^ � = inf f t > TZ
S ^ � ; Z Y

t = Ytg:
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Comme DS(m) est le premier temps d'arrêt apr�es TZ
S ^ � , o�u Y atteint son

enveloppe de SnellZ Y , il d�ecouleimm�ediatement de la th�eoried'arr êt optimal

Z Y
T Z

S ^ � = E
�
YD S (m) jF T Z

S ^ �

�
: (IV.8)

Grâce �a l'optimalit �e du temps d'arrêt T Z
S ^ � pour Z Y

: (m), Z Y
T Z

S ^ � (m) =

sup
�
Z Y

T Z
S ^ � ; m

�
et donc

Z Y
T Z

S ^ � (m) = E
�
YD S (m) jF T Z

S ^ �

�
_ m 6 E

�
sup

�
YD S (m) ; m

�
jF T Z

S ^ �

�
(IV.9)

6 Z Y
T Z

S ^ � (m):

Ainsi la châ�ne d'in�egalit�es est e�ectivement une s�erie d'�egalit�es, qui prouve
que DS(m) est un temps d'arrêt optimal �a partir de T Z

S ^ � : Z Y
D S (m) (m) =

sup(Z Y
D S (m) ; m).

Notons maintenant que Z Y
T Z

S
(m) = Z Y

T Z
S

> m sur l'ensemble f TZ
S 6 � g. Cette

observation conjointement avec l' �egalit�e (IV.8) implique que YD S (m) > m sur
f TZ

S 6 � g.
Ceci permet de r�einterpr�eter DS(m) en tant que TY

S . En e�et, sur l'ensemble
f TZ

S 6 � g,

DS(m) = inf f t > TZ
S ; Z Y

t = Ytg

= inf f t > TZ
S ; Z Y

t (m) = Z Y
t = Ytg

= inf f t > S ; Z Y
t (m) = Z Y

t = Ytg = TY
S ;

o�u l'avant-derni�ere�egalit�e d�ecouledu fait queT Z
S est le premier temps d'arrêt

apr�esS o�u Z Y
: (m) = Z Y .

Il vient �nalement que TY
S = DS(m) sur l'ensemble f TZ

S 6 � g.
De plus commeDS(m) 6 � , il en r�esulte aussitôt que TY

S 6 � sur f TZ
S 6 � g

et par suite f TZ
S 6 � g = f TY

S 6 � g (puisqueTZ
S 6 TY

S p.s.). Ainsi, il est facile
de voir que

DS(m) = DT Z
S (m)^ � = TY

S (m) ^ � :

Maintenant, nousvoudrions�etendrelespropri�et�esde T Z
S (m) par rapport �a m

(continuit �e �a gauche et croissance)au temps d'arrêt T Y
S (m), via l'application

t 7! D t . Il est �evident que l'application m 7! TY
S (m) ^ � est croissante puisque

t 7! D t l'est. De la mêmemani�ere,nousaurionsobtenu la continuit �e �a gauche
si t 7! D t �etait continu �a gauche. Le probl�emeest quecette derni�erepropri�et�e
n'est pasvraie en g�en�eral maisseulement le long destempsd'arrêt T Z

S (m) ^ � .
PosonsD �

S (m) := lim " DS(m � � ). Grâce �a la propri�et�e de croissancede
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m 7! DS(m) et �a la quasi-continuit �e �a gauche des processusZ Y et Y , les
remarquespr�eliminairesdu paragrapheIV.2 impliquent que

E[Z Y
D S (m� � ) ] ! E[Z Y

D �
S (m) ] et E[YD S (m� � ) ] ! E[YD �

S (m) ] lorsque� ! 0:

CommeZ Y
D S (m� � ) = YD S (m� � ) et Z Y > Y, il en d�ecouleaussitôt que

Z Y
D �

S (m) = YD �
S (m) ;

et par suite D �
S (m) = DS(m) puisqueDS(m) est le premier temps d'arrêt U

apr�esTZ
S ^ � v�eri�an t Z Y

U = YU .

4. Le running supremum LY;�
S;u peut semettre sousla forme suivante :

LY;�
S;u = supf m; TY

S (m) 6 ug:

En e�et, TY
S (m) 6 u ( ) 9t 2 [S;u]; Z Y

t (m) = Yt ( ) 9t 2 [S;u]; m 6
LY

t ( ) m 6 LY;�
S;u.

Ainsi m 7! TZ
S (m) et m 7! TY

S (m) d�e�nissent des fonctions di� �erentes qui
sont toutes lesdeux croissantes et continues�a gauche. Leurs inversescontinus
�a droite u 7! LZ;�

S;u et u 7! LY;�
S;u sont ainsi di� �erents mais de mêmevaleur en � ,

grâceaux �equivalencessuivantes :

TY
S (m) 6 � ( ) m 6 LY;�

S;� et TY
S (m) 6 � ( ) TZ

S (m) 6 � ;

qui impliquent quem 6 LY;�
S;� ( ) m 6 LZ;�

S;� pour tout m. Ainsi enappliquant
le th�eor�emeIV.9, il vient

CAm
S (Y; m) = E

�
LZ;�

S;� _ mjF S
�

� m = E
�
(LZ;�

S;� � m)+ jF S
�

= E
�
(LY;�

S;� � m)+ jF S

�
:

�

Remarque IV.13
Il est �a noter queles processuscroissants(L Y;�

0;: ) et (LZ;�
0;: ) sont en g�en�eral di� �erents.

On peut le v�eri�er ais�ement dans un cadre d�eterministe o�u Z Y
t = supt6 u6 T Yu. Le

prix du Call Am�ericain �ecrit sur Z Y peut alors s'exprimer comme

CAm
t (Z Y ; m) = sup

t6 u6 T
(Z Y

u � m)+ = sup
t6 u6 T

�
sup

u6 v6 T
(Yv � m)+

�

= sup
t6 v6 T

(Yv � m)+ = CAm
t (Y; m) = (Z Y

t � m)+ :
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Quant aux processusindicesL Y et LZ , ils sont di� �erents. En e�et,

LZ
t = supf m ; Z Y

t (m) = Z Y
t g = supf m ; Z Y

t _ m = Z Y
t g = Z Y

t

LY
t = supf m ; Z Y

t _ m = Ytg = supf m ; Z Y
t _ m = Z Y

t = Ytg:

Ainsi si Z Y
t = Yt , alors LZ

t = LY
t = Z Y

t , sinon LY
t = �1 .

Soit � un r�eel tel quesup06 u6 T Yu = Y� = Z Y
� = Z Y

0 . Si � 6 t, alors LY;�
0;t = Z Y

0 =
LZ;�

0;t , sinon LY;�
0;t = �1 6= LZ;�

0;t .

IV.6 Cas Markovien

Dans un cadreMarkovien, l' �etude desprocessusrevient �a celledesfonctions.
Soit X un processusfortement Markovien (\un processusdroit" ), �a valeursdansun
espaced'�etat topologiqueE dont la tribu Bor�elienneB(E) est s�eparable.
On s'int�eresse�a l' �evolution du processusX jusqu'�a un temps terminal � , �ni ou
in�ni, appel�e dur�eede vie du processusX .
Intuitiv ement, un processusdeMarkov X d�e�ni surun espacedeprobabilit �e(
 ; F ; P)
est un processussansm�emoire.Soncomportement dansle futur ne d�ependdu pass�e
qu'�a travers le pr�esent. En d'autres termes,�a chaqueinstant t, X t contient toujours
assezd'information pour \g �en�erer" le futur (il su�t de mettre assezd'information
dansX t ).

D�e�nition IV.2
Soit (X t ) un processusstochastiqueF t -adapt�e, �a valeursdans un espace mesurable
(E; B(E)). On dit que (X t ) est un processusde Markov par rapport �a la famil le
(F t ) (ou que(X t ) est markovien par rapport �a (F t )) si pour tout t, les tribus F t et
� (X s; s > t) sont conditionnellement ind�ependantes,la variable al�eatoire X t �etant
donn�ee.

Cette partie a pour objectif dereconsid�erer lesdi� �erentes�etapesdela d�ecomposition
Max-Plus dans le casMarkovien, a�n de mettre en �evidencel'asp ect Mark ovien
desdi� �erents processusimpliqu�es.Pour ce faire, nousnous int�eressonsparticuli �ere-
ment aux fonctionsexcessivesf tellesquef (X t )1f t<� g d�e�nissent dessurmartingales
c�adl�ag. Le probl�emeest de montrer que la d�ecomposition Max-Plus de f (X t )1f t<� g

peut s'exprimer �a l'aide d'un processusindice L t = L(X t ). Le probl�emealors peut
seformuler commesuit :
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- Etant donn�eeune fonction excessive f sur E, existe-t-il une fonction L telle que

f (x) = Ex
�

sup
06 t<�

L(X t )
�

= Ex
� I �

0
L(X t )

�
: (IV.10)

Dans le casunidimensionnelet si L est croissant, l' �equation (IV.10) est �equivalente
�a f (x) = Ex

�
L

�
sup06 t<� X t

��
.

Il n'est pascertain a priori queceprobl�emeadmetteunesolution, maissi elleexiste,
la fonction L peut s'interpr�eter commeune\d �eriv�ee"Max-Plus.
Ce genrede repr�esentation est assezinhabituel, car la th�eorie potentielle classique
fait intervenir une int�egraleclassiqueet non une int�egraleMax-Plus. Elle apparâ�t
par exempledansl'article de N. El Karoui et H. F•ollmer [Kl05], illustrant desd�eve-
loppements r�ecents dansle cadreclassiquede la th�eoriepotentielle probabiliste, tout
en pr�ecisant le lien avec la th�eorie potentielle non-lin�eaire.Les auteurs ont montr �e
en particulier que sousdeshypoth�esesde r�egularit�e peu restrictives, toute fonction
u admet uned�ecomposition deRiesznon-lin�eaire en termesd'un op�erateurpotentiel
non-lin�eaireG sous-additifet d'un autre op�erateur correspondant D sur-additif. Ce
dernier op�erateur D est un op�erateur de\d �eriv�ee"au sensde la th�eorie potentielle
non-lin�eaired�evelopp�eepar Dellacherie [Del90] :

u(x) = Ex

hZ �

0
sup

06 s6 t
Du(X s)dt

i
= GDu(x):

Soit Pt f le semi-groupe du processusde Markov X (avecPt1 6 1), d�e�ni par

Pt f (x) = Ex

�
f (X t )1f t<� g

�
:

Le processusde Markov X est caract�eris�e par sonsemi-groupe de transition Pt , qui
est l'analogueen temps continu de la matrice de transition associ�ee�a une châ�ne de
Markov.
Le th�eor�emede Daniell-Kolmogorov (voir [RW94]) assurel'existenced'un processus
de Markov de fonction de transition donn�ee.

Proposition IV.14
Soient f Pt ; t > 0g un semi-groupe de transition et � une mesure de probabilit�e sur
E. Il existealors un espace de probabilit�e (
 ; F ; P) ainsi qu'un processusde Markov
(X t )t> 0 de fonction de transition f Pt ; t > 0g d�e�ni sur cet espace tel que

X 0 = loi � :
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Une fonction f est dite excessive si

f 2 B(E); Pt f (x) 6 f (x) et Pt f (x) ! f (x) lorsque t ! 0:

D'apr�es les hypoth�esesdroites, les fonctions excessives sont continues �a droite sur
les tra jectoires(donc un processusdroit est en particulier fortement Markovien).
Soit Be(E) la tribu engendr�eesur E par les fonctions excessives.
Avec un tel semi-groupe, le processusX est seulement sous-Markovien. A�n de le
rendre Markovien, on adjoint �a l'espaced'�etat E un point cimeti�ere @, sur lequel
on envoie le processusX apr�es� (c'est-�a-dire que si � < t; X t = @). On �etend aussi
toutes les fonctions d�e�nies sur E �a desfonctions nulles au point cimeti�ere@.
Pour toute probabilit �e � sur (E; B(E)), on d�e�nit la probabilit �e P � par la formule :

P � (A) =
Z

P x (A)� (dx):

Consid�erons une r�ealisation de ce processus de Markov X sur un espace
(
 ; (F e

t ); � t ; X t ; � ; P x), o�u :
{ � t est une famille de transformations mesurables� t : 
 ! 
 telle que pour tout

s > 0,
X s � � t = X s+ t :

� t est appel�e op�erateur de translation.
{ � est le temps de mort du processus:

� � � t = � � t sur f t < � g; et X t 2 f @g sur f t > � g:

{ F e
t d�esignela �ltration naturelle g�en�er�eepar Be(E) et X . C'est la compl�etion de

� (f (X s) ; s 6 t; f 2 Be(E)) par rapport �a la famille f P � ; � mesure�nie sur P(E)g.

Ainsi pour toute fonction excessive f , f (X t )1f t<� g est une surmartingale c�adl�ag
pour toutes lesmesuresde probabilit �es(P � ; � 2 P(E)). Ceci permet d'�eviter toute
hypoth�esede continuit �e sur f . De plus, pour toute fonction g Be(E)-mesurable,le
processusg(X t )1f t<� g est optionnel pour toute loi P � .

Soit Yt = g(X t )1f t<� g un processus(D)-r�egulier pour toute mesurede probabilit �e
(P � ), o�u g est suppos�eepositive. Cette hypoth�esen'est pasvraiment indispensable,
mais du point de vue de l'enveloppe de Snell et commeY� = 0, il est �equivalent de
consid�erer Sn(Y) ou Sn(Y _ 0).
Consid�eronsensuitel'enveloppe de Snell de Y.

Nous rappelonsci-dessousle th�eor�eme2.54 p. 152 du livre [Kar81], qui donne un
proc�ed�e de construction par approximation de l'enveloppe de Snell lorsque le pro-
cessusde gain est de la forme g(X t )1f t<� g et s.c.i. �a droite sur les tra jectoirespour
toute loi P � .
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Th�eor�eme IV.15
Soit g une fonction positive, mesurable par rapport �a la tribu engendr�ee par les
excessives.On suppose de plus que le processusYt = g(X t )1f t<� g est, pour toute
probabilit�e initiale P � , s.c.i. �a droite et de la classe(D).
D�e�nissons K (g) = supr 2 Q+ Pr g et q0 = g; :::; qn = K (qn� 1):
La suite qn est une suite croissantede fonctions Be(E)-mesurablesqui convergevers
une fonction q.
Pour toute loi � sur E, q(X t )1f t<� g est la P � -enveloppe de Snell du processusYt .

Cette hypoth�esede r�egularit�e portant sur le processusde gain ne peut être suppri-
m�eequ'au prix d'e�orts consid�erables.Nousrenvoyonsle lecteur int�eress�e aux notes
de coursde l'Ecole d'Et �e de Saint-Flour de N. El Karoui [Kar81].

Ainsi selonl'article [KJPS98] et le th�eor�emepr�ec�edent du livre [Kar81], l'enveloppe
de Snell de Y est associ�ee�a la fonction Rg, d�e�nie comme�etant le plus petit point
�xe de l'op�erateur K g : Be(E) ! Be(E), tel que K g(x) = supr 2 Q+ Pr g(x). Notons
que g > 0 ) Rg > 0. Nous obtenonsainsi

Rg(x) = sup
� 2T

Ex

�
g(X � )1f � <� g

�
: (IV.11)

Rg peut être en fait identi� �eeavec la plus petite fonction excessive dominant g. Si
nousnouspla�cons�a l'instant t, l' �equation (IV.11) devient

Rg(X t )1f t<� g = esssup� 2T t
E �

�
g(X � )1f � <� gjF t

�
; P � � p:s;

et par suite, le probl�eme(IV.10) revient �a trouver un tempsd'arrêt optimal au Call
Am�ericain CAm (Y; m) �ecrit sur Y et de maturit �e � .
Notons ici qu'une constante m ne peut pas être consid�er�eecommeune fonction sur
E. Pour �eviter toute ambigu•�t �e, la fonction constante correspondante seranot�eepar
m1E .

Th�eor�eme IV.16
Soit v(x; m) = R(g � m)+ (x) + m1E (x), pour m > 0. Alors
(i) La d�ecomposition Max-Plus de Rg(X t )1f t<� g �a l'instant 0 est donn�eepar

Rg(x) = Ex
�

sup
06 u<�

L(X u)
�
; (IV.12)

o�u L est la fonction d�e�nie sur E par

L(x) := supf m; R(g � m)+ (x) = g(x) � m1E (x)g (et 0 ail leurs):
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(ii) Plus g�en�eralement,le prix �a l'instant 0 du Call Am�ericain CAm(Y; m) estdonn�e
par

R(g � m)+ (x) = Ex

�
sup

06 u<�
(L � m)+ (X u)

�
;

et un tempsd'arr êt optimal est caract�eris�e par

TY
0 (m) ^ � = inf f t > 0 ; L(X t ) > mg ^ � :

La preuve du th�eor�emeIV.16 est simplement bas�eesur l'observation quel'enveloppe
de Snell de g(X t )1f t<� g _ m est donn�eepar

v(X t ; m)1f t<� g + m1f t> � g:

De plus, l' �equation (IV.12) montre que le probl�emeinitial (IV.10) admet une solu-
tion, ce qui n'�etait pas clair a priori. Cependant, cette solution n'est pas forc�ement
unique, puisqu'il n'y a pasd'unicit �e pour les processuscroissants impliqu�esdans la
d�ecomposition Max-Plus de Rg(X t )1f t<� g.
H. F•ollmer et T. Knispel discutent du casMarkovien dansun article r�ecent [lK06] sur
lesfonctionsexcessives.Ils donnent �egalement unedescriptionde l'unicit �e (partielle)
de la fonction L �a l'aide de la th�eoriepotentielle probabiliste.

Remarque IV.17
A l'instant t, la d�ecomposition Max-Plus de Rg(X t )1f t<� g devient

Rg(X t )1f t<� g = Ex

�
sup

t6 u<�
L(X u)jF t

�
;

et le prix du Call Am�ericain �a l'instant t est donn�e par

R(g � m)+ (X t ) = Ex

�
sup

t6 u<�
(L � m)+ (X u)jF t

�
:

Exemple IV.18
Revenons�a l'exemple du chapitre III et r�einterpr�etons-le en termes de processus
de Markov. La surmartingale Z est un processusde Markov uni-dimensionnel qui
�evoluesuivant un mouvementBrownien g�eom�etrique :

dZ t

Z t
= � rdt + � dWt ; Z0 = 1:

Intr oduisons un temps de mort � suppos�e une variable exponentielle ind�ependante
de param�etre � > 0, et un point cimeti�ere @(on poseZ t = @, si t > � ). Z est ainsi
prolong�e �a un processusde Markov �a valeursdans l'espace �elargi R [ f @g.
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Ensuite, nous d�e�nissons formellement la fonction identit�e par I d(x) = x sur R
et I d(@) = 0. Notons qu'avec cette convention, la surmartingale ~Z t = Z t1f t<� g

intr oduite au chapitre III peut s'�ecrire : ~Z t = I d(Z t ).
Grâce au th�eor�emeIV.16, l'enveloppe de Snell ~Z :(m) de ~Z _ m est une fonction de
(Z; m) et peut sed�ecomposer commesuit dans l'alg�ebre Max-Plus :

~Z t (m) =

8
<

:

E
�

supt6 u<� L(Zu)1f u<� g _ mjF t

�
pour t < � ;

m pour t > � ;

avec L(x) =
� � 1

�
x, commenousl'avonsmontr�e au chapitre III . Il vient �nalement :

eZ t = E
�

sup
t6 u6 �

� � 1
�

Zu1f u<� gjGt

�
=

� � 1
�

E
� eZ �

t;� jGt

�
:
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Chapitre V

Optimalit �e de la
d�ecomposition Max-Plus
par rapport �a l'o rdre
convexe

R�esum�e

Nouscaract�erisonsdanscechapitre la martingale de la d�ecomposition Max-Plus en
tant quesolution optimale d'un certain probl�emed'optimisation de martingale sous
contraintes. Toutes les martingales admissiblesdoivent partir de la même valeur
initiale et dominer un certain processusplancher de la classe(D). L'optimisation
est relative �a l'ordre convexe sur les valeurs terminales. Cet ordre est en e�et tr �es
utile dansde nombreux domaineset permet notamment de g�en�eraliserla th�eoriede
l'utilit �e en �economie,commenousallons le voir dans le chapitre VI .
Nous pr�esentons par ailleurs quelquesexemplesillustratifs de martingalesassoci�ees
�a desd�ecompositions Max-Plus de processusde L�evy multiplicatifs et additifs. La
classedecesprocessus�a accroissements ind�ependants et stationnairesfournit ene�et
de beaux exempleso�u la d�ecomposition Max-Plus peut s'obtenir de mani�ere expli-
cite, aussibien dansle casde l'horizon in�ni quedansle casde l'horizon exponentiel
ind�ependant.
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ChapitreV Optimalit�e de la d�ecompositionMax-Pluspour l'ordre convexe

V.1 Intro duction

La tâche d'un gestionnairede portefeuille consiste�a choisir la bonnecombinaisonde
titres en vue de maximiser le rendement de l'investisseur,compte tenu d'un niveau
de risquedonn�e. La gestionde portefeuille est un processuscontinu et dynamique.

Les versions simples des probl�emesde portefeuille peuvent être r�esoluespar les
techniques d'optimisation classiques,commel'approche \mo yenne-variance" in-
troduite par le prix Nobel Harry Markowitz [Mar52, Mar59]. Celle-ci tient compte
du rendement moyen, de l' �ecart-type et de la corr�elation des rendements des dif-
f�erents actifs; on d�etermine ainsi le portefeuille d'actifs minimisant les risquespar
rapport �a un taux de rendement donn�e.

Bien que tr �espopulaire, le crit �ereprobabiliste\moyenne-variance"ne su�t pastou-
jours �a comparerdeuxvariablesal�eatoires,et peut mêmeconduire�a desaberrations,
commele montrent P. Bernhard et G. Cohendans[BC79].

Un autre crit �ereprobabilisteded�ecisionest le crit �erede l'esp �erance de l'utilit �e de
von-Neumann-Morgenstern(1944) [MvN44]. Il consiste�a repr�esenter lespr�ef�erences
dans l'incertain par desfonctions d'utilit �e concaves1 et �a pr�ef�erer la d�ecisionqui a
l'esp�erancede l'utilit �e du gain la plus �elev�ee possible.Ce crit �ere de l'esp�erancede
l'utilit �e, plus g�en�eral que le crit �ered'esp�erance-variance,est tr �esutilis�e en �economie
de l'incertain et en �nance du fait de sa simplicit�e.

Il existe une autre approche en �economieet en �nance, utilisant la notion d'ordre
stochastique, pour comparer des variables al�eatoiresr�eellesrepr�esentant des gains
ou despertes.La dominance sto chastique g�en�eraliseene�et la th�eoriede l'utilit �e
en �evitant toute hypoth�esearbitraire concernant la forme de la fonction d'utilit �e.
Elle n'imposeaucunesp�eci�cation explicite desfonctions d'utilit �esdesagents.

Le concept de dominancestochastique permet de comparer des distributions en-
ti �eresde probabilit �e. Il a �et�e introduit en �economiepar Rothchild-Stiglitz en 1970
commemesuredu risque de variables al�eatoires (voir [RS70]), et donne un cadre
syst�ematique pour analyser le comportement �economiquedans un environnement
incertain. Plus g�en�eralement, lesrelations d'ordre stochastiquedonnent un point de
vue perspicacepour analyserle comportement desyst�emesstochastiquescomplexes.

1La concavit �e de la fonction d'utilit �e traduit l'aversion pour le risque. Un individu averseau
risque pr�ef�ere un gain certain �a un gain al�eatoire de mêmeesp�erancemath�ematique. Plus g�en�era-
lement, si les deux risquesont la mêmeesp�erancemath�ematique, cet individu pr�ef�erera celui dont
la variance est plus faible. Il pr�ef�erera par exempleavoir l'esp�eranced'une variable al�eatoire r�eelle
avec probabilit �e 1 plut ôt que la variable elle-m̂eme.
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Elles ont �et�e utilis�ees�a des�epoquestr �esvari�eeset dansde nombreux domainestels
que le pricing, la �nance, l'assurance,le risque �nancier et actuariel, les probl�emes
de d�ecision,lessimulations stochastiques,etc. La mesuredu risque impliqu�e par les
variables al�eatoiresest rendue possiblegrâce �a l'utilisation de fonctions convexes
g�en�erales.

Nous allons donc, en premier lieu, d�e�nir et caract�eriser les propri�et�es essentielles
de l'ordre stochastiqueconvexe.Ensuite, nousposeronsun probl�emed'optimisation
de martingale souscontraintes en termes d'ordre convexe. Toutes les martingales
admissiblesdoivent partir de la mêmevaleur initiale et dominerun certain processus
de plancher Y . Nous montrerons que la martingale de la d�ecomposition Max-Plus
de l'enveloppe de Snell de Y r�esout ce probl�emed'optimisation et nous donnerons
�egalement quelquesexemplesillustratifs de\martingales Max-Plus".
Nous verrons dans le prochain chapitre que le probl�eme de martingale que nous
traitons ici peut s'appliquer en assurancede portefeuille, lorsqu'une contrainte de
type Am�ericain est impos�eesur la valeur liquidativ e du fonds ouvert.

V.2 Propri�et�es principales de l'o rdre convexe

D�e�nition V.1
Soient X 1 et X 2 deuxvariablesal�eatoires r�eelles.
On dit que X 1 est moins variable que X 2 par rapport �a l'ordre sto chastique
convexe, et on �ecrit X 1 6 cx X 2 si pour toute fonction convexeg �a valeursr�eelles,

E
�
g(X 1)

�
6 E

�
g(X 2)

�
; (V.1)

lorsqueles esp�erancespr�ec�edentessont bien d�e�nies.
Si E[X 1] = E[X 2], les fonctions test peuventse limiter �a � m (x) = x _ m pour tout
r�eel m.

Nous avons aussi les �equivalencessuivantes qui permettent de caract�eriser l'ordre
convexed'une autre mani�ere :

Proposition V.1
Soient X 1 et X 2 deuxvariablesal�eatoiresr�eellesde mêmeesp�erance et de fonctions
de r�epartition F1 et F2. Les deuxa�rmations suivantessont �equivalentes:

1. X 1 6 cx X 2

2. Pour tout r�eel a, Z a

�1
F1(u)du 6

Z a

�1
F2(u)du;
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3. Pour tout r�eel a, Z + 1

a
F 1(u)du 6

Z + 1

a
F 2(u)du;

sousr�eservequelesint �egralessoientbien d�e�nies, F 1 et F 2 �etant lesfonctions
de survie2 de X 1 et X 2.

Observons quelquespoints essentiels concernant l'ordre convexe.

� Les fonction g1 et g2, d�e�nies par g1(x) = x et g2(x) = � x, sont toutes les deux
convexes.Ainsi, l'application de la d�e�nition V.1 donne

X 1 6 cx X 2 ) E(X 1) = E(X 2):

Seulesles variablesal�eatoiresde même esp�erance peuvent être compar�eespar
l'ordre convexe.

� L'ordre convexe comparela \disp ersion" de variables al�eatoiresde même esp�e-
rance. En consid�erant une fonction convexe sp�eci�que (g3(x) = (x � m)2), nous
pouvons particuli �erement voir que

X 1 6 cx X 2 ) Var(X 1) 6 Var(X 2); lorsqueVar(X 2) < 1 :

Cependant, l'implication r�eciproquen'est pasvraie. Ainsi, l'ordre convexeestplus
fort quecelui de la variancepuisqu'il prend en compte desperspectivesde risque
irr �eguli�eresou asym�etriques.

� En g�en�eral, les fonctions convexessont desfonctions qui prennent leur (relative-
ment) grandesvaleursdans les r�egionsde la forme (�1 ; a) [ (b;1 ) pour a < b.
Ainsi si X 1 6 cx X 2, alors X 2 a plus de chance que X 1 de prendre des valeurs
\extr êmes". En d'autres termes,X 2 est\plus variable" que X 1.

� Rappelonsqu'une fonction g �a valeursr�eellesestconvexe si g(E(X )) 6 E(g(X ))
pour toute variableal�eatoireX . Nousavonsenparticulier E(X ) 6 cx X pour toute
variable al�eatoireX . Plus g�en�eralement, notonsquesi g est une fonction convexe,
alors par l'in �egalit�e de Jensen,

Ef g(E[X 2jX 1])g 6 Ef E[g(X 2)jX 1]g = E[g(X 2)]:

2Soit X une variable al�eatoire r�eelle. On appelle fonction de survie (fonction de queue) la
fonction F (u) = Pf X > ug.
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Ceci signi�e que E[X 2jX 1] 6 cx X 2. Cette propri�et�e est en fait caract�eristique au
sensdu beau th�eor�eme suivant de Strassen, qui caract�erise l'ordre convexe par
construction sur le mêmeespacede probabilit �e :
Si X 1 et X 2 sont deux variablesal�eatoires telles que X 1 6 cx X 2, alors il existe
deuxvariablesal�eatoires fX 1 et fX 2 d�e�nies sur le mêmeespace deprobabilit�e telles
que

fX i
d= X i pour i = 1; 2 et fX 1 = E

� fX 2j fX 1
�

p.s.

Ce th�eor�emesur la dominancestochastique est un outil crucial en th�eorie d'in-
t�eraction dessyst�emesde particules, et a trouv�e d'innombrablesapplications in-
t�eressantes dans d'autres domaines.Le lecteur int�eress�e pourra consulter [lS02]
(corollaire 2.100)ou [lr01] pour une preuve de ce th�eor�eme.

� Notons queX 1 6 cx X 2 est �equivalente �a � X 1 6 cx � X 2. Ceci signi�e quecontrai-
rement aux ordresmonotonesconvexes,l'ordre convexene d�epend pasde l'in ter-
pr�etation desvariablesal�eatoirescomme�etant desvariablesde gain ou de perte.

� On dit que X 1 est plus petite que X 2 par rapport �a l'ordre convexe d�ecrois-
sant , et on �ecrit X 1 6 dcx X 2, si l'in �egalit�e (V.1) a lieu pour toutes les fonctions
convexesd�ecroissantes g, pour lesquelleslesesp�erancesexistent.
Ceci implique en particulier que E[X 1] > E[X 2] et si les deux esp�erancessont
�egales,l'ordre d�ecroissant convexerevient simplement �a l'ordre convexe.

� Notons que l'ordre convexe d�ecroissant est strictement �equivalent �a la domi-
nancestochastique de secondordre, qui n'est rien d'autre que l'ordre concave
croissan t classiqueen �nance. Il s'agit d'un mod�ele fondamental pour les pr�ef�e-
rencesaversesau risqueet secaract�erisede mani�ere�equivalente par les fonctions
d'utilit �e. Le terme\convexed�ecroissant" est naturel lorsquenoustraitons despro-
bl�emesde minimisation et non de maximisation.
Cesont von Neumannet Morgensternqui ont d�evelopp�e en fait la th�eoriede l'uti-
lit �e esp�er�ee[MvN44] : pour tout d�ecideurrationnel, il existeune fonction d'utilit �e
u(:) telle que le d�ecideur pr�ef�ere X �a Y si et seulement si E[u(X )] > E[u(Y)].
Cependant en pratique, il est presqueimpossiblede d�eterminer explicitement la
fonction d'utilit �e d'un agent. Desdi�cult �essuppl�ementaires peuvent surgir lors-
qu'un groupe de d�ecideursavecdesfonctionsd'utilit �e di� �erentes doivent parvenir
�a un consensus.
En termes de th�eorie d'utilit �e, X 6 dcx Y signi�e que E[u(X )] > E[u(Y)] pour
toute fonction d'utilit �e u(:) concave croissante. Autrement dit, le gain X est pr�e-
f�er�e au gain Y par tout d�ecideuraverseau risque.
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Nous renvoyons le leteur �a l'ouvrage de Shaked et Shanthikumar [SS94] pour un
expos�e plus complet sur l'ordre convexeet lesautres ordresstochastiques.

V.3 Probl�eme d'optimisation de martingale

Il estnaturel deseposerle probl�emede\trouv er la plus petite martingale" dominant
un processusde plancher, par exempleen �nance o�u les martingales peuvent être
consid�er�eescommedesstrat�egiesde portefeuille auto-�nan�cantes3, et aussidans le
langagedes jeux �equitableso�u les martingales peuvent être assimil�ees�a la fortune
gagn�eepar une strat�egiede pari.
Cependant, l'ensemble des martingales n'est pas stable par passage�a l'op�eration
\in�m um", puisquel'inf de deux martingalesest une surmartingaleet non une mar-
tingale. Ainsi, le probl�eme n'a pas de solution en g�en�eral et nous devons a�aiblir
l'hypoth�esede\l'ordre fort" en un ordre stochastiqueconvexe.
Tandis que cegenrede probl�eme,pos�e en termesd'ordre convexe,est peu commun
en�nance car on neconsid�ereeng�en�eral qu'uneseulefonction convexe,il parâ�t plus
classiquedansd'autres domainesde la th�eoriedesprobabilit �es.Par exemple,R. P.
Kertz et U. R•oslersesont pos�esdans[Ks93] un probl�emede martingale similaire au
nôtre, danslequell'optimisation est�egalement relative �a l'ordre stochastiqueconvexe
sur lesvaleursterminales.Cependant, notre contrainte de domination tra jectorielle
est remplac�eepar une contrainte imposant que la distribution du maximum d'une
martingale admissiblesoit une mesurede probabilit �e donn�ee� . Kertz et R•oslerca-
ract�erisent compl�etement la solution en utilisant lesnotions de fonctionsmaximales
de Hardy-Littlew ood et d'enveloppesconvexes.

Formulons �a pr�esent notre probl�eme d'optimisation contraint en termes d'ordre
convexe.Les notations sont cellesde la sectionIV.5 du chapitre IV : Z Y est l'enve-
loppe de Snell d'un processusoptionnel Y �a valeursr�eellesde la classe(D).

Introduisonsl'ensemble suivant desmartingalesadmissibles:

M Y =
��

M t

�
t> 0

martingale u.i. j M 0 = Z Y
0 et M t > Yt 8t 2 [0; � ]

	
:

Notonsquetoute martingaledominant un processusdeplancher Y domineforc�ement
son enveloppe de Snell Z Y . Par suite, a�n de satisfaire la contrainte de plancher

3D�e�nition de l'auto-�nancement : �a l'instan t t = 0, l'agent investit une certaine richesseinitiale
dans le march�e puis au coursdu temps, il fait �evoluer la r�epartition destitres danssonportefeuille.
Il n'y a ni apport de fonds ni retrait d'argent pour consommation.
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M t > Yt pour tout t 6 � , la valeur initiale de toute martingale admissibleM doit
être au moins �egale�a la valeur initiale de l'enveloppe de Snell de Y. Autrement dit,

M0 > Z Y
0 = sup� 2T 0;�

E
�
Y�

�
:

Nous avonspour objectif de trouver la plus petite martingale M � dans M Y par
rapport �a l'ordre stochastiqueconvexesur la valeur terminale, c'est-�a-dire :

M �
� 6 cx M � pour toute martingale (M t )06 t6 � dansM Y :

D'abord, il est facile de v�eri�er que l'ensemble M Y des martingales admissibles
n'est pas vide puisqu'il contient d�ej�a la martingale M A (Y) de la d�ecomposition
Doob-Meyer de Z Y .
De plus, Rogersa montr �e dans [Rog02] que cette martingale M A (Y ) r�ealisele mi-
nimum sur toutes les martingales M de valeur initiale Z Y

0 , dans la repr�esentation
suivante :

Z Y
0 = inf

M
E

�
sup

t2 [0;� ]
(Yt � M t )

�
+ M 0: (V.2)

Cependant, c'est aussitrivialement le caspour toute martingale admissibleM dans
M Y puisque

E
�

sup
t2 [0;� ]

(Yt � M t )
�

+ M 0 6 E
�

sup
t2 [0;� ]

(Z Y
t � M t )

�
+ M 0 6 M 0 = Z Y

0 8M 2 M Y :

Le probl�emepos�e est en g�en�eral di�cile �a r�esoudreet on selimite habituellement �a
la martingale de Doob-Meyer M A (Y ).
Le th�eor�emesuivant a�rme que la martingale M Y;� , introduite dansla sectionIV.5
du chapitre IV r�esout notre probl�emed'optimisation souscontraintes. Il en r�esulte
en particulier que M Y;�

� est moins variable que M A
� (Y).

Th�eor�eme V.2
La martingale M Y;� de la d�ecomposition Max-Plus de Z Y est la plus petite martin-
galedansM Y , par rapport �a l'ordre stochastiqueconvexesur la valeur terminale.

Preuve - V.2 -
Soit (M t )06 t6 � un �el�ement arbitraire deM Y et (LY;�

0;t ) un processuscroissant v�eri�an t
la d�ecomposition Max-Plus de Z Y . Nousallons montrer que M Y;�

� 6 cx M � .
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Comme M domine Z Y , l'enveloppe de Snell Z M (m) de
�
M _ m

�
domine aussi�

Z Y
: (m)

�
.

Or nous avons d�ej�a observ�e au chapitre IV (voir �equation (IV.3)) que Z M
S (m) =

E
�
M � _ mjF S

�
pour tout S dansT . Il en r�esulte imm�ediatement que

E
�
M � _ mjF S

�
> E

�
LY;�

S;� _ Z Y
� _ mjF S

�
8S 2 T :

Plus g�en�eralement, cette in�egalit�e restevraie pour toute fonction convexeg, c'est-�a-
dire :

E
�
g
�
M �

�
jF S

�
> E

�
g
�
LY;�

S;� _ Z Y
�

�
jF S

�
8S 2 T : (V.3)

Grâce�a la condition terminale M �
� = LY;�

0;� _ Z Y
� , l' �equation (V.3) implique en par-

ticulier (pour S = 0) que

E
�
g
�
M �

� �
> E

�
g
�
LY;�

0;� _ Z Y
�

��
= E

�
g(M Y;�

� )
�
;

et la martingale (M Y;�
t )06 t6 � est e�ectivement optimale.

Il est �a noter quecegenred'argument s'appliqueseulement aux tempsd'arrêt S tels
que LY;�

0;S = LY
S , c'est-�a-dire aux points de croissancede L Y;�

0;: . �

Observons que
{ Si on imposeune autre valeur initiale m pour toutes les martingalesadmissibles

dansM Y , m doit être n�ecessairement sup�erieure�a Z Y
0 , sinon le probl�emen'aura

pasde solution. Ensuite, lesmêmesr�esultatsrestent vrais si le processuscroissant�
LY;�

0;t

�
t> 0

est remplac�e par
�
LY;�

0;t _ m
�

t> 0
.

{ Comme la valeur initiale de toute martingale est �egale�a sa moyenne, la formu-
lation de la condition initiale d�epend fortement de l'ordre stochastiquechoisi. Si
nousconsid�eronsl'ordre convexe,toutes lesmartingalesadmissiblesdoivent partir
de la mêmevaleur initiale m. Si nousoptons plut ôt pour l'ordre convexed�ecrois-
sant, la valeur initiale de toute martingale admissibleM ne doit pas d�epasserla
valeur initiale de n'importe quelle solution optimale du probl�eme.Elle doit être
�egalement sup�erieureou �egale�a Z Y

0 .

{ Tandisquele probl�emed'optimisation parâ�t di�cile �a r�esoudreau premierabord,
le fait de consid�erer l'enveloppe de Snell d'une famille convexede processuset sa
d�ecomposition dansl'alg�ebreMax-Plus simpli�e �enorm�ement la r�esolution.Celle-
ci n'utilise en e�et que desoutils simplesd'analyseconvexe.
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Remarque V.3
Si on consid�ere un nouvelenvironnement�nancier danslequel les strat�egiesde por-
tefeuille sont desmartingales,le probl�emetrait�e ici peut s'appliquer�a l'assurance de
portefeuille.
En e�et, nouspouvonsle voir commeun probl�emeparticulier dechoixdeportefeuille
o�u une contrainte de type Am�ericain est impos�ee sur la valeur liquidative du fond
ouvert. Traditionnellement, les investisseurssont suppos�es munis d'une fonction
d'utilit �e concave croissanteu et le choix du portefeuille reposesur la maximisation
de l'utilit �e esp�er�ee de la richesseterminale, parmi tout l'ensembledesportefeuilles
admissibles.Cependant, il est quasi-impossibleen pratique de repr�esenterexplicite-
ment les fonctions d'utilit �e desinvestisseurs.
Dans notre approche, l'optimisation est relative �a l'ordre convexesur les valeurs
terminales et la strat�egieoptimale est donc robustepar rapport �a di� �erentespr�ef�e-
rences. Ainsi, ce mod�ele est tr �es utile, surtout lorsqu'un groupe de d�ecideursavec
desfonctions d'utilit �e di� �erentescherche �a parvenir �a un consensus.Le lecteur est
renvoy�e au chapitre VI pour de plus amplesd�etails sur l'application du probl�emede
martingale �a l'assurance de portefeuille.

V.4 Martingales Max-Plus et processusde L�evy

Commenousavonsvu au chapitre I I I, lesprocessus�a accroissements ind�ependants
et stationnairesfournissent de beaux exempleso�u la d�ecomposition Max-Plus peut
semettre sousune forme quasi-ferm�ee.Tandis que le chapitre I I I pr�evil�egiesurtout
le lien entre la d�ecomposition Max-Plus et les options Am�ericaines,nous insistons
plut ôt ici sur lesdi� �erentes martingalesimpliqu�eesdansla d�ecomposition Max-Plus
desprocessusde L�evy.
La distinction int�eressante �a �etablir ici est celleentre l'horizon in�ni et l'horizon d�e-
�ni par une variable al�eatoire exponentielle ind�ependante. Nousconsid�ereronsainsi
lesdeux caset nousd�eterminerons�a chaquefois la forme explicite et la dynamique
de la martingale Max-Plus M � .

V.4.1 R�esultat analytique

Soit Z un mouvement Brownien g�eom�etrique de param�etres (� r; � ). Nous rappe-
lons ici quelquesr�esultats classiquessur la distribution de probabilit �e du running
supremum de Z, c'est-�a-dire Z �

t := Z �
0;t = sup06 u6 t Zu.
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Lemme V.4
Posons = 1 +

2r
� 2

et � la racinesup�erieure ou �egale�a  de l' �equationy2 �  y� 2�
� 2 =

0.
Soit � une variable exponentielle ind�ependantede param�etre � > 0. Le cas o�u � est
in�nie presqueŝurement correspond �a � = 0 et sera donc trait�e en mêmetemps.

1. P
�
Z �

� > m
�

=
� x

m
^ 1

� �
, et E

�
Z �

�

�
=

�
� � 1

x.

2. E
�
(Z �

� � m)+
�

=

8
><

>:

m
� � 1

� x
m

� �
si m > x

�
� � 1

x � m si m 6 x
= C �

� (x; m):

Preuve - V.4 -

1. Introduisonsle temps de passageau dessusde m :

Tm := inf f t ; Z t > mg:

La variable al�eatoire Tm d�e�nit bien un temps d'arrêt puisque

f Tm 6 tg = f sup
s6 t

Zs > mg = f8 �; 9s 2 Q; s 6 t : Zs > m � � g

= \ � 2 Q+ f[ s6 t;s2 Qf Zs > m � � gg:

L' �egalit�e pr�ec�edente montre que f Tm 6 tg est obtenu �a partir d'op�erations
d�enombrablesd'union et d'intersectiond'�el�ements de F t , et appartient donc �a
cette tribu (la pr�esencede Q est indispensablepour garder la d�enombrabilit �e).
La preuve est bas�eesur l' �equivalencef Z �

t > m , Tm 6 tg, qui implique que

P[Z �
� > m] = E

hZ 1

0
� e� � sP(Z �

s > m)ds
i

= E
hZ 1

0
� e� � sP(Tm 6 s)ds

i

= E[exp(� � Tm )];

et mêmesi � = 0, P[Z �
0;1 > m] = P[Tm < + 1 ] = lim � ! 0 E[exp(� � Tm )].

Pour calculer cesquantit �es, on se proposede d�eterminer le coe�cien t � tel
que e� � tZ �

t d�e�nisse une martingale exponentielle, et d'appliquer ensuite le
th�eor�emede Doob a�n d'en d�eduire certainespropri�et�esde Tm .
Pour tout r�eelpositif � ,

e� � tZ �
t = x � exp

�
�

�
� + � r +

� � 2

2

�
t + � � Wt

�
:

136



MartingalesMax-Pluset processusde L�evy SectionV.4

Posons  = 1 +
2r
� 2

et � la racine positive, plus grande que  , du trin ôme

� 2 �  � �
2�
� 2

(� =  si � = 0). Le processuse� � tZ �
t = x � exp

h
� � Wt �

� 2� 2

2
t
i

est alors une martingale exponentielle et en particulier, E
�
e� � (Tm ^ t)Z �

Tm ^ t

�
=

x � . Comme e� � (Tm ^ t)Z �
Tm ^ t est positif et born�e par m _ x pour tout t, alors

lorsque t ! + 1 , le membre de gauche tend vers (m _ x) � � E
�
e� � Tm

�
=

(m _ x)� � P[Z �
� > m]. Ainsi P

�
Z �

� > m
�

=
� x

m
^ 1

� �
et

E[Z �
� ] = E[(Z �

� )+ ] =
Z + 1

0
P(Z �

� > m)dm =
Z x

0
dm+

Z + 1

x

� x
m

� �
dm =

�
� � 1

x:

2. Plus g�en�eralement, pour m > x, le prix d'un Call �ecrit sur le supremum est
donn�e par

E
�
(Z �

� � m)+
�

=
Z + 1

0
P

�
Z �

� � m > �
�

d� =
Z + 1

0

� x
� + m

� �
d� =

m
� � 1

� x
m

� �
:

Mais si m 6 x, alors Z �
� > m et E

�
(Z �

� � m)+
�

= E
�
Z �

� � m
�

=
�

� � 1
x � m.

�

Nousreconnaissonsici le prix d'un Call Am�ericain perp�etuel (voir [lS02, KS98]). Le
r�esultat est g�en�eral commenous avons pu l'observer au th�eor�eme II I.1. Le lemme
pr�ec�edent V.4 donneune preuve de la proposition I I I.6.
Nous traitons d'abord le casde l'horizon in�ni.

V.4.2 Horizon in�ni

V.4.2.1 Processusde L�evy multiplicatif

Soit Z un processusde L�evy multiplicatif tel queE[Z �
0;1 ] < + 1 . La d�ecomposition

Max-Plus de Z admet une formule ferm�eegrâce�a l'ind �ependancede sesaccroisse-
ments relatifs.

- Mouvement Brownien G�eom�etrique :

Proposition V.5
Soit Z un mouvement Brownien g�eom�etrique de param�etres (� r; � ), et posons

 = 1 +
2r
� 2

. La martingale de la d�ecomposition Max-Plus de Z peut se caract�eri-
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ser explicitementcommeune fonction �  de (Z t ; Z �
t ) :

M �
t =

 � 1


Z �
t

h 1
 � 1

� Z t

Z �
t

� 
+ 1

i
:= �  (Z t ; Z �

t ):

En particulier, M �
t = Z t � L �

0;t si et seulementsi Z t = Z �
t .

De plus, en tant quemartingale, M �
t peut se repr�esentercommeune int �egrale sto-

chastique:

dM �
t =

� Z t

Z �
t

�  � 1
� Z tdWt =

� Z t

Z �
t

�  � 1
dM A

t ;

o�u M A d�esignela martingale de la d�ecomposition Doob-Meyerde Z .

Preuve - V.5 -
Par le th�eor�emed'unicit �e I I.8, M �

t = b E
�
Z �

0;1 jF t

�
est la martingale de la d�ecom-

position Max-Plus de Z . Commela distribution de Z �
0;1 est bien connue, il existe

une formule ferm�eede M �
t en tant que fonction de (Z t ; Z �

t ) :

M �
t = b E

� �
Z �

t;1 � Z �
t

� + �
�F t

�
+ b Z �

t = b Z tE
h� Z �

t;1

Z t
�

Z �
t

Z t

� + �
�
�F t

i
+ b Z �

t : (V.4)

CommeZ �
t;1 =Z t est ind�ependante de Z �

t =Z t et a la mêmedistribution que Z �
0;1 =x,

l' �equation (V.4) peut ser�e�ecrire commesuit :

M �
t = b Z tC �

 (1; mt ) + b Z �
t ; avec mt :=

Z �
t

Z t
> 1: (V.5)

Ensuite en rempla�cant mt par sonexpressiondansle lemmeV.4, nousd�eterminons
explicitement M � :

M �
t =

 � 1


Z �
t

h 1
 � 1

� Z t

Z �
t

� 
+ 1

i
:= �  (Z t ; Z �

t ):

Commele processuscroissant associ�e est de la forme

L �
0;t = b Z �

t =
 � 1


Z �

t ;

nouspouvons imm�ediatement voir que la martingale M � est di� �erente de Z _ L �
0;: :

M �
t �

�
Z t _ L �

0;t

�
=

 � 1


Z �
t

h 1
 � 1

� Z t

Z �
t

� 
�

� 
 � 1

Z t

Z �
t

� 1
� + i

:

La fonction x 7! 1
 � 1x  �

� 
 � 1x � 1

� +
est positive sur [0; 1], nulle en 0 et 1 et atteint

sonmaximum au point b =  � 1
 .
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Ainsi M �
t = Z t _ L �

0;t si et seulement si Z t = Z �
t , c'est-�a-dire si et seulement si t est

un point de croissancedu processusL �
0;:.

En outre, commenous savons que M �
t = �  (Z t ; Z �

t ) est une martingale, d'apr�es la
formule d'It ô, sa d�ecomposition sousforme d'int�egralestochastique demandejuste
�a connâ�tre la d�eriv�eede la fonction � par rapport �a Z :

dM �
t =

@� 

@x
(Z t ; Z �

t )Z t � dWt :

Nous obtenonsdonc

dM �
t =

� Z t

Z �
t

�  � 1
� Z tdWt =

� Z t

Z �
t

�  � 1
dM A

t ; (V.6)

o�u M A d�esignela martingale de la d�ecomposition de Doob-Meyer de Z . A partir de
l' �equation (V.6) et des�gures V.1 et V.2, nouspouvonsobserver en particulier que
M � est moins variable que M A puisque > 1 et Z �

t > Z t . �

Fig. V.1 { Comparaisondela martingaleMax-Plus aveccelledeDoob-Meyer surune
tra jectoire possibledu Brownien g�eom�etrique Z de param�etres (� r = � 0:04; � =
0:2).

Les deux �gures V.1 et V.2 montrent aussi,sur deux exemplesdi� �erents de tra jec-
toires de Z , qu'�a chaquefois queZ atteint sonmaximum (Z t = Z �

0;t ), la martingale
M � colle au plancher Z , contrairement �a cequi sepassepour la martingale M A de
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Fig. V.2 { Comparaisondela martingaleMax-Plus aveccelledeDoob-Meyer sur une
autre tra jectoire du Brownien g�eom�etrique Z de param�etres(� r = � 0:04; � = 0:2).

Doob-Meyer. En e�et commedM A
t = � Z t dWt , la martingale de Doob-Meyer est de

la forme

M A
t = Z t +

Z t

0
rZsds;

et ne revient donc plus au plancher Z une fois qu'elle a d�ecoll�e.

La deuxi�eme�gure V.2 montre notamment quemêmesi la martingale M � estmoins
risqu�ee que celle de Doob-Meyer, elle peut atteindre de plus hauts niveaux dans
certains cas.

Pla�cons-nousdans le cadre d'un environnement �nancier o�u les strat�egiesde por-
tefeuille sont desmartingales,et consid�eronsle probl�emed'un fonds ouvert dont la
valeur liquidativ e doit dominer un certain plancher Z sur toute la dur�eede vie du
fonds (cf. remarqueV.3). Nous pouvons assimiler le plancher �a un benchmark de
march�e (indice boursier par exemple).

La �gure V.3 correspond au caso�u la tra jectoire du plancher pr�esente desphasesde
forte croissanceet changede maximum �a plusieursreprises.La martingale de Doob-
Meyer est alors plus performante que la martingale de la d�ecomposition Max-Plus
et pro�te plus d'une haussedu march�e. Ceci s'explique surtout par le fait que la
martingale Max-Plus doit coller �a son plancher �a chaquefois que ce dernier atteint
un nouveaumaximum.

140



MartingalesMax-Pluset processusde L�evy SectionV.4

Fig. V.3 { Comparaisondela martingaleMax-Plus aveccelledeDoob-Meyer surune
tra jectoire possibledu Brownien g�eom�etrique Z de param�etres (� r = � 0:04; � =
0:3).

Fig. V.4 { Comparaisonde la martingale Max-Plus avec celle de Doob-Meyer sur
un autre type de tra jectoire du Brownien g�eom�etrique Z de param�etres (� r =
� 0:04; � = 0:3).

Par contre, si le march�e a tendance�a baissercommel'indique la �gure V.4, et que
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le plancher Z atteint tr �espeu de fois un nouveau maximum sur la dur�eede vie du
fonds, l'ordre de performanceest invers�e. La strat�egie de la martingale Max-Plus
n'est plus contrainte �a revenir au niveaudu plancher et produit donc une meilleure
performanceque la strat�egie de Doob-Meyer, en att �enuant davantage la perte de
valeur du portefeuille.

Ces deux derni�eres courbes traduisent bien la notion d'optimalit �e par rapport �a
l'ordre convexe.En casde baissedesmarch�esactions, la strat�egieoptimale associ�ee
�a la d�ecomposition Max-Plus permettra de limiter l'impact de cette baissesur le
fonds, et seraen g�en�eral plus performante que les autres strat�egiesd'assurancede
portefeuille. En revanche, en casde haussedu march�e, elle limitera plus l'exposition
au march�e action. Elle est donc de ce fait moins sensibleque les autres strat�egies,
aussibien aux �evolutions positivesque n�egativesdesmarch�esactions.

- Processusde L�evy g�eom�etrique :

Soit CAm (Z; m) un Call Am�ericain perp�etuel �ecrit sur un processusde L�evy g�eo-
m�etrique Z d�e�nissant une surmartingale,de strike m. La di�cult �e principale pour
calculer son prix r�esidedans la complexit�e des formules ferm�eespour les options
Lookback. En nous basant sur le papier [Mor01] de Mordecki, nous avons explici-
tement d�etermin�e au chapitre I I I le prix d'un tel Call, dans le cas particulier o�u
Z t = xeX t , X �etant un processusde L�evy semi-continu sup�erieurement (c'est-�a-dire
un processusavec uniquement dessautsn�egatifs).

Ensuite grâce �a la relation M �
t = CAm

t (Z t ; bZ�
t ) + bZ�

t , nous d�eduisonsais�ement
une formule ferm�eepour la martingale Max-Plus M � en tant que fonction �  L �evy de
(Z t ; Z �

t ). Cette fonction �  L �evy a la mêmeforme que cellede la proposition V.5 et la
constante  L�evy > 1 est telle que � ( L�evy) = 0 :

M �
t = �  L �evy (Z t ; Z �

t ) =
 L�evy � 1

 L�evy
Z �

t

h 1
 L�evy � 1

� Z t

Z �
t

�  L �evy

+ 1
i
: (V.7)

V.4.2.2 Mouvement Brownien de drift n�egatif

Soit Z un mouvement Brownien drift �e de valeur initiale 0 et de param�etres(� �; � )
o�u � = r + � 2

2 :
dZ t = � �dt + � dWt ; Z0 = 0:

Supposonsque la maturit �e � est in�nie.
La martingale de la d�ecomposition Max-Plus de Z admet une formule ferm�eebas�ee
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sur l'ind �ependancedesaccroissements de Z . Nous avons vu dans la section I I I.3.2
du chapitre I I I que Z t peut simplement s'�ecrire :

Z t = E[Z �
t;1 � bjF t ]; o�u b= E[Z �

0;1 ]:

Ensuite par le th�eor�emed'unicit �e I I.8,

M �
t = E

�
Z �

0;1 � bjF t

�

est la martingale de la d�ecomposition Max-Plus associ�eeau running supremum du
processusZ t � b.
Nouspouvonscalculerla loi deZ �

0;1 �a partir du lemmeV.4, cequi permetded�eduire
une formule ferm�eepour M �

t commefonction de (Z t ; Z �
0;t ).

La proposition suivante donneunecaract�erisationexplicite de la martingale M � . Sa
preuve est strictement analogue�a cellede la proposition V.5.

Proposition V.6
La martingale M � associ�ee �a la d�ecomposition de Z est de la forme

M �
t =

1


�
exp(�  (Z �

t � Z t )) � 1
�

+ Z �
t := � (Z t ; Z �

t ): (V.8)

En particulier, M �
t = Z t � L �

0;t si et seulementsi Z t = Z �
t .

De plus, en tant que martingale, M �
t peut se repr�esenter sous forme d'int �egrale

stochastique:

dM �
t = exp(�  (Z �

t � Z t )) � dWt = exp(�  (Z �
t � Z t ))dM A

t ;

o�u M A est la martingale de la d�ecomposition de Doob-Meyerde Z .

Preuve - V.6 -
La martingale M � de la d�ecomposition Max-Plus deZ t = � �t + � Wt estde la forme

M �
t = E

h
Z �

0;1 �
1


�
�
�F t

i
= E

h
(Z �

t;1 _ Z �
t ) �

1


�
�
�F t

i

= E
�
(Z �

t;1 � Z �
t )+ jF t

�
+ Z �

t �
1


= E
� �

(Z �
t;1 � Z t ) � (Z �

t � Z t )
� +

jF t

�
+ Z �

t �
1


: (V.9)

CommeZ �
t;1 � Z t est ind�ependante de Z �

t � Z t et a la mêmeloi que Z �
0;1 , l' �equa-

tion (V.9) peut ser�e�ecrire commesuit :

M �
t = E

� �
Z �

0;1 �
1


� mt

� + �
+ Z �

t �
1


= C �
 (0; mt ) + Z �

t �
1


; (V.10)
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o�u mt := Z �
t � Z t �

1


et C �
 (0; mt ) est le prix �a la date t = 0 d'un Call Am�ericain

�ecrit sur Z et de strike \ mt" (mt est suppos�e d�eterministe). Pour calculer ce prix,
nousposonsYt = exp(Z t ) et nousnousbasonssur le lemmeV.4 qui donnela loi du
running supremum d'un mouvement Brownien g�eom�etrique. Il en r�esulteque

C �
 (0; mt ) =

Z 1

0
P

�
Z �

0;1 > mt +
1


+ �
�

d� =
Z 1

0
P

�
Y �

0;1 > exp
�
mt +

1


+ �
� �

d�

=
Z 1

0
exp

�
� 

�
mt +

1


+ �
��

d� =
1


exp
�

� 
�
mt +

1


�
]

=
1


exp[�  (Z �
t � Z t )]:

Ainsi, l' �equationpr�ec�edente conjointement avecl' �equation(V.10) permet �nalement
de d�eduire l'expressionexplicite de M �

t :

M �
t =

1


exp[�  (Z �
t � Z t )] + Z �

t �
1


:= �  (Z t ; Z �
t ):

Nouspouvonsimm�ediatement voir queM �
t estdi� �erente deL �

0;t _ Z t =
�
Z �

t � 1


�
_ Z t :

M �
t � (Z t _ L �

0;t ) =
1


exp[�  (Z �
t � Z t )] � (Z t � Z �

t +
1


� +
:

La fonction x 7!
1


exp(�  x) �
� 1


� x

� +
est positive sur [0; + 1 ), nulle en 0 et en

+ 1 et atteint sonmaximum au point b =
1


. Ainsi M �
t = Z t _ L �

0;t si et seulement

si Z t = Z �
t .

Par ailleurs, comme M �
t = �  (Z t ; Z �

t ) est une martingale, sa d�ecomposition en
int�egralestochastiquen�ecessiteseulement de connâ�tre la d�eriv�eede �  par rapport
�a Z : dM �

t = @� 

@x (Z t ; Z �
t )� dWt . Il vient �nalement

dM �
t = exp(�  (Z �

t � Z t )) � dWt = exp(�  (Z �
t � Z t ))dM A

t ;

o�u M A est la martingale associ�ee�a la d�ecomposition de Doob-Meyer de Z . �

La �gure V.5 montre sur un exemplede tra jectoire de Z (mouvement Brownien de
drift n�egatif), que M �

t = Z t si et seulement si Z �
0;t = Z t .

Ainsi, sur la premi�ere p�eriode o�u le plancher change deux fois de maximum, la
martingale Max-Plus est presquecoll�ee �a son plancher. Par contre sur la seconde
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Fig. V.5 { Repr�esentation de la martingale de Max-Plus M �
t et du running su-

premum de Z sur une tra jectoire de Z , Z �etant un mouvement Brownien drift �e de
param�etres(� � = � 0:06; � = 0:2).

p�eriode o�u le plancher subit une forte chute, la martingale Max-Plus parvient �a se
maintenir �a un niveauassezstable, bien sup�erieur �a celui du plancher.

Sur le mêmeexempledetra jectoire, la �gure V.6 montre quela martingale deDoob-
Meyer est nettement plus variable que la martingale optimale M � . Celle-ci est en
e�et presqueplate sur la secondep�eriode, contrairement �a la martingale de Doob-
Meyer qui �evoluesuivant un mouvement Browniendeparam�etres(0; � ) : M A

t = � Wt .

Nous repr�esentons dans la �gure V.7 une autre tra jectoire possiblede mouvement
Brownien drift �e. Dans sa tra jectoire, le plancher changeplusieursfois de maximum
au coursde la vie du fonds, ce qui contraint la martingale Max-Plus �a coller �a son
plancher �a plusieursrepriseset �a être donc moins performante que la martingale de
Doob-Meyer.

Par contre, dansleszoneso�u le niveaudu plancher chute, la baissedu niveaude la
martingale Max-Plus est nettement moins marqu�eequecellede Doob-Meyer. Cette
robustesseen cas de baissedu plancher caract�erise l'optimalit �e de la martingale
Max-Plus par rapport �a l'ordre convexe.
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Fig. V.6 { ComparaisondesmartingalesMax-Plus et deDoob-Meyer sur unetra jec-
toire deZ , Z �etant un mouvement Brownien drift �e deparam�etres(� � = � 0:06; � =
0:2) .

Fig. V.7 { ComparaisondesmartingalesMax-Plus et de Doob-Meyer sur uneautre
tra jectoire de Z , Z �etant un mouvement Brownien drift �e de param�etres (� � =
� 0:12; � = 0:4) .
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Remarque V.7
Nous pouvons prouver ici la formule ferm�ee du Call Am�ericain CAm(Z; m) de la

proposition III.13 . En e�et, si Z t > m +
1


,

CAm
t (Z; m) = E

� �
Z �

t;1 �
1


� m
� + �

�F t

�
= E

�
Z �

t;1 �
1


� m
�
�F t

�

= E
�
Z �

t;1 � Z t

�
�F t

�
+ Z t �

1


� m = E
�
Z �

0;1

�
+ Z t �

1


� m = Z t � m:

Par contre, si Z t < m + 1
 ,

CAm
t (Z; m) = E

� �
Z �

t;1 �
1


� m
� + �

�F t

�
= E

� �
Z �

t;1 � Z t �
1


� m + Z t

� + �
�F t

�

= E
� �

Z �
0;1 �

1


� mt
� + �

= C (0; mt );

o�u mt := m � Z t . D'apr�es la preuvede la proposition V.6, il vient �nalement

CAm
t (Z; m) = C (0; m � Z t ) =

1


exp
�

� 
�
m � Z t +

1


��
:

V.4.3 Horizon exponentiel ind�ependant

Nous supposonsmaintenant que la maturit �e � est une variable al�eatoire exponen-
tielle ind�ependante de param�etre � > 0, et que Z est un mouvement Brownien
g�eom�etrique de param�etres(� r; � ).
Nousadoptonslesmêmesnotations quecellesde la sectionI I I.3.1.2 du chapitre I I I.
La martingale fM � associ�ee�a la d�ecomposition Max-Plus de eZ est alors de la forme

fM �
t = b� E

�
sup

06 u6 �

fZu jGt

�
= b� E[ eZ �

0;� jGt ] = b� E[Z �
0;� jGt ]:

Commela distribution de Z �
0;� est �egalement explicite danscecas,nouspouvonsde

nouveau en d�eduire une formule ferm�eede fM �
t commefonction de (Z t ; Z �

0;t ), pour
t < � .
Notonsquela loi deZ �

0;� a la mêmeformequecelledansle casdel'horizon in�ni, mais
 est remplac�eepar � . Ensuite, lescalculssont strictement identiques et conduisent
�a la mêmeformule ferm�eepour la martingale fM � .
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Proposition V.8
{ La martingale Max-Plus associ�ee �a eZ t = Z t1f t<� g est de la forme

fM �
t =

� � 1
�

eZ �
t

� 1
� � 1

� eZ t

eZ �
t

� �
+ 1

�
= � � ( eZ t ; eZ �

t ); pour tout t 2 [0; � ]:

En particulier, fM �
t = eZ t � eL �

0;t si et seulementsi eZ t = eZ �
t .

{ En tant quemartingale, fM �
t peut serepr�esentercommela sommed'une int �egrale

stochastiqueet d'une martingale purement discontinue, pour tout t 6 � :

dfM �
t =

� Z t

Z �
t

� � � 1
1f t<� gdM A

t + � fM �
t � d eN d

t ;

o�u eN d
t := 1f � 6 tg � � (t ^ � ) et � fM �

� � = fM �
� � fM �

� � = �
Z �

�

�

� Z �

Z �
�

� �
.

Preuve - V.8 -

{ Pour tout t < � , fM �
t =

� � 1
�

Z tE
�
mt _

Z �
t;�

Z t
jGt

�
avec mt =

Z �
0;t

Z t
.

Commela variable al�eatoire
Z �

t;�

Z t
est conditionnellement ind�ependante sachant la

�ltration Gt et distribu�eecomme
Z �

0;�

x
, l'application du lemme V.4 implique que

fM �
� =

� � 1
�

Z �
� , et pour t < � ,

fM �
t =

� � 1
�

Z tE
h
mt _

Z �
0;�

x

i
=

� � 1
�

Z t

x

�
E[(Z �

� � mtx)+ ] + mtx
�

=
� � 1

�
Z t

x

� mtx
� � 1

� 1
mt

� �
+ mtx

�
=

� � 1
�

Z �
t

h 1
� � 1

� Z t

Z �
t

� �
+ 1

i
:

{ A l'instant � , le processuseZ sautede eZ � � = Z � �a 0. Par cons�equent, la martingale
fM �

� a �egalement un saut d'amplitude
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Rt^ �
0 � du est une martingale et � fM �

� est la
valeur en � d'un processusGt -pr�evisible,alors
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est la partie purement discontinue de la G-martingale fM �
t (toute martingale pu-

rement discontinue est la sommecompens�eede sessauts).

Observonsquesi eN
eZ ;d

t := � Z � 1f � 6 tg +
Rt^ �

0 � Zudu est la martingale correspondant
au saut de eZ, alors

dfM � ;d
t =

1
�

� Z t

Z �
t

� � � 1
d eN

eZ ;d
t :

La partie continue de la martingale fM �
t est donn�eepar

fM � ;c
t = � � (Z t^ � ; Z �

t^ � ) �
Z t^ �

0
�

Z �
u

�

� Zu

Z �
u

� �
du

avec commed�ecomposition in�nit �esimale

dfM � ;c
t =

@� �

@x
(Z t^ � ; Z �

t^ � ) dM A
t^ � ;

o�u M A d�esignela martingale de la d�ecomposition de Doob-Meyer de Z . �

Notons que dans le cas de l'horizon in�ni, M � �etait continue même en � = 1 ,
puisqueZ t tend vers 0 lorsquet ! 1 . Par contre ici, Z � n'est pas �egalea priori �a
fZ � = 0, et donc la martingale fM � saute �a l'instant � .
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Chapitre VI

Optimisation sous
contraintes par rapport �a
l'o rdre convexe.
Application �a l'assurance
de portefeuille

R�esum�e

Nous nous int�eressonsdans ce chapitre �a un probl�emeclassiqued'optimisation de
portefeuille o�u les strat�egiesadmissiblesdoivent dominer un certain processusde
plancher �a toute date interm�ediaire (garantie Am�ericaine). Nous transformons le
probl�eme en un probl�eme de martingale dont le but est de dominer un obstacle,
ou de fa�con �equivalente sonenveloppe de Snell. L'optimisation est relative �a l'ordre
stochastique convexe sur la valeur terminale, de mani�ere �a ne pas avoir �a sp�eci�er
explicitement la fonction d'utilit �e de l'agent. Un outil cl�e est la repr�esentation de la
surmartingale obstacleen termes d'un processusde running supremum (d�ecompo-
sition Max-Plus). Un exempleexplicite illustratif, bas�e sur le mouvement Brownien
g�eom�etrique est donn�e �a la �n du chapitre.
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VI.1 Intro duction

Notre probl�emeici est motiv�e par l'assurance de portefeuille qui est un exemple
populaire d'allocation dynamique d'actifs. Il s'agit d'une technique de gestion dy-
namiquepermettant de limiter en casde baissedu march�e, la perte de valeur d'un
portefeuille tout en lui laissant la possibilit�e de pro�ter, dans une plus ou moins
grandemesure,d'une haussede march�e. L'abandon d'une partie desgains r�ealis�es
par le march�e en casde hausserepr�esente le côut implicite d'une telle assurance.

Les fonds garantis g�er�es selon cette technique int�eressent surtout les �epargnants
prudents qui recherchent une diversi�cation des styles de gestion sur les march�es
actions sansaucun risquede perte de capital. Ils combinent
{ un investissement sansrisquesur desfondsmon�etaires,
{ et une gestiondynamiquede fondsactions.
Le principe de la m�ethode consiste�a d�eterminer la r�epartition ad�equatedesdeux
typesd'actifs a�n que la valeur du portefeuille restesup�erieure�a une valeur �x �eea
priori.
Ainsi lesproduits d'assuranceo�ren t �a leursacqu�ereursunerichesseminimale garan-
tie, commun�ement appel�ee\planc her" . Les vendeursde tels produits d'assurance
sont oblig�esd'honorer leurs engagements quant �a la garantie quellesque soient les
uctuations du march�e. Ils ont donc tout int�er̂et �a suivre une strat�egie de porte-
feuille leur permettant de remplir cette exigence,s'ils ne veulent pas encourir de
côuts suppl�ementaires.

La classede telles strat�egiesest large. Elles sont traditionnellement bas�eessur un
mod�eleaxiomatiquede pr�ef�erencesaversesau risque,o�u lesd�ecideurssont suppos�es
avoir une fonction d'utilit �e esp�er�eeet le choix du portefeuille consiste�a maximiser
l'utilit �e esp�er�ee parmi tout l'ensemble des portefeuilles admissibles.Ainsi, chaque
strat�egiequi prend moins de risque lorsquele niveau de richesseest bas et plus de
risqueau fur et �a mesureque la richesses'accrô�t, est candidate.

Or, la fonction d'utilit �e d�epend de pr�ef�erencesindividuelles, et les agents ne sont
pas toujours dispos�esou capablesde r�epondre �a desquestionspr�ecisesconcernant
leurspr�ef�erences.Ainsi, moinson imposederestrictions sur la fonction d'utilit �e,plus
les r�esultats seront applicables.Ceci nous conduit �a la notion d'ordre stochastique
convexe(ou demani�ere�equivalente concave) qui ne requiert aucunesp�eci�cation ex-
plicite de la fonction d'utilit �ede l'agent. Il utilise plut ôt desconditionstr �esg�en�erales
de pr�ef�erencedu risqueet de non-sati�et�e1.

1L'axiome de non-sati�et�e signi�e grossi�erement que l'on pr�ef�ere toujours plus �a moins.
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Dans ce chapitre, nous visons �a r�esoudrele probl�eme de d�ecisionclassique\choix
de portefeuille" avec une nouvelle approche non encoreexploit�ee dans la litt �era-
ture disponible sur le sujet. L'id �eeprincipale consiste�a diviser le probl�emeen deux
�etapes.Nousconsid�eronsd'abord un nouvel environnement danslequellesstrat�egies
de portefeuille sont desmartingaleset nousessayons d'optimiser un crit �ere g�en�eral
convexe sur toutes les martingalesv�eri�an t une contrainte de type Am�ericain. En-
suite, nous montrons que moyennant un changement de probabilit �e ad�equat, nous
pouvonsutiliser notre r�esultat pour r�esoudrele probl�emede maximisation d'utilit �e,
sousles hypoth�esesstandard de compl�etude du march�e et d'absenced'arbitrage et
de friction.

Le chapitre est organis�e commesuit. Tout d'abord, nousexpliqueronsle m�ecanisme
de gestion d'un Fonds Commun de Placement (FCP) selonla technique de l'assu-
rance de portefeuille (garantie en capital �a l' �ech�eancedu fonds en g�en�eral). Puis,
nousposeronsun probl�emed'optimisation de martingale motiv�e par l'assurancede
portefeuilleet nousdiscuteronsde la n�ecessit�e d'introduire la notion d'ordre convexe
face �a l'ambigu•�t �e du choix de la fonction d'utilit �e. Ensuite, nous reformulerons le
probl�eme de martingale en termes d'ordre convexe et nous le r�esoudronsdans un
casparticulier avant de donner la solution g�en�erale.
Suivant les mêmesid�eesque ceux de Bank-F•ollmer dans [Bl03] et Bank-El Karoui
dans[BK04], nosr�esultatsd'optimalit �e reposent sur unenouvelle repr�esentation des
surmartingalessousforme d'esp�eranceconditionnelled'un processusde running su-
premum. Cette repr�esentation n'est autre que la d�ecomposition dessurmartingales
dansl'alg�ebreMax-Plus (cf. chapitre I I). Nousreviendronsen�n dansle monder�eel
o�u les portefeuilles ne sont plus des martingales, et nous consacreronsla derni�ere
partie �a la r�esolution d'un probl�emeclassiqued'allocation optimale de portefeuille,
lorsqu'une contrainte de type Am�ericain est impos�ee sur la valeur liquidativ e du
fonds ouvert.

VI.2 Assurance de portefeuille et fonds communs de
placement

Plusieursstrat�egiess'o�rent �a l'investisseur,institutionnel ou particulier, qui d�ecide
de consacrersesfonds �a la constitution d'un portefeuille d'actifs �nanciers. La plus
connue et la plus simple est celle qui consiste�a choisir une fois pour toutes, sur
un horizon d'investissement donn�e, un portefeuille d'actifs risqu�es,en principe bien
diversi� �e, et de constater le r�esultat en �n de p�eriode. L'alternativ e consiste�a pro-
c�eder �a des r�evisionsde la composition du portefeuille, entre le d�ebut et la �n de
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la p�eriode de gestion, au fur et �a mesureque les cours boursierschangent. Dans
les deux cas,en l'absenced'une couverture ad�equate,le portefeuille peut subir une
perte importante, voire catastrophique,commeen ont t�emoign�e leskrachs d'octobre
1987et d'octobre 1989.
Ainsi, mêmesi �a long-termela rentabilit �e desactions est tr �essup�erieure�a celledes
actifs sansrisque, voire mêmeexcessivement sup�erieure, leurs fortes variancesim-
pliquent que la probabilit �e qu'un portefeuille risqu�e soit moins rentable ex-post est
substantielle. Aussi, l'in vestisseurpeut être tent�e de seconstruire un portefeuille lui
permettant �a la fois de b�en�e�cier de la haussedesmarch�estout en lui assurant un
rev enu minim um ou une valeur terminale minim um d�etermin �ee �a l'a vance
(�a condition qu'elle soit atteignable) pour sonportefeuille.
L'in vestisseura a priori le choix entre investir sa richesseen actifs risqu�es(ou dans
un indice de march�e) ou dans l'actif certain. La cons�equenced'un investissement
dans les actifs risqu�es est �evidemment d'exposer totalement les revenus du porte-
feuille aux �evolutions du march�e. A contrario, un investissement dansl'actif certain
rend le revenu du portefeuille ind�ependant desr�esultatsdu march�e. Le côut de cette
strat�egiede s�ecurit�e est que l'on renonce�a b�en�e�cier deshaussesdu march�e.

Propos�ee initialement aux Etats-Unis en 1971 par deux compagniesd'assurances,
Harleysville Mutual InsuranceCompany et Prudential InsuranceCompany, l'assu-
rance de portefeuille ne rencontra qu'un succ�es mitig�e parce que les investisseurs
ne voyaient pas, �a l' �epoque, beaucoupd'int�er̂et �a la gestionen fondscommuns, que
les contrats propos�esmanquaient de souplesseet que les actifs supports sou�raient
d'un manquede liquidit �e r�edhibitoire. L'id �eefut reprise,pour les actions cot�eesen
bourse,et am�elior�ee par deux professeursam�ericains de l'Univ ersit�e de Californie
�a Berkeley, Hayne Leland et Mark Rubinstein, d�es 1976 sur le plan th�eorique,et
depuis 1981en pratique, dans le cadre de leur soci�et�e LOR (Leland, O'Brien and
Rubinstein) qui devait connâ�tre un essorrapide et spectaculaire.Le coup de frein
dû au krach d'octobre 1987d�emontra les limites destechniquesutilis�eesjusqu'alors
mais permit d'en d�evelopper d'autres.

Leland et Rubinstein utilis�erent l'argument de Black et Scholes(1973), selonlequel
une combinaison judicieusede l'action support et d'une option �ecrite sur cette der-
ni�ere produit un portefeuille localement sansrisque, pour \synth�etiser" une option
�a partir d'une position ad�equate dans l'action support et dans l'actif sansrisque.
Les techniquesdites OBPI (Option Based Portfolio Insur ance) �etaient n�ees,
utilisant desoptions r�eellesou synth�etiques.Ellesconsistent �a former un portefeuille
compos�e d'un actif risqu�e S (usuellement un indice �nancier) couvert par un Put
d�e�ni sur lui. Pour une valeur quelconque�a �ech�eancede S, la valeur du portefeuille
doit toujours être au-dessusd'un montant �xe correspondant au prix d'exercicedu
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Put.

Ces techniques se heurtant �a di� �erents probl�emes,dont ceux de la d�etermination
d'un horizon pr�ecis d'investissement et de l'estimation des volatilit �es des actions
supports, de nouvellesstrat�egiesde gestiondites �a coussinont �et�e d�evelopp�ees.La
premi�ered'entre elles,ou plut ôt leur anĉetre, est bas�eesur le principe tr �essimpledu
stop-loss . La strat�egieconsiste�a �xer a priori une valeur minimale du portefeuille,
souvent appel�ee\planc her" , �a tout instant. Au coursde la gestion,chaquefois que
la valeur du portefeuille franchit �a la baisse(resp. �a la hausse)ceseuil, l'in t�egralit�e
du portefeuille est plac�eeen actif s�ecuris�e (resp. risqu�e).
Cette m�ethode pr�esente deux inconv�enients majeurs. D'une part, elleest g�en�eratrice
de forts côuts de transaction puisqu'�a chaque fois, c'est la totalit �e du portefeuille
qui changede support. D'autre part, on ne consid�eredanscette r�egleque le fait que
le seuil a �et�e franchi ou non, sanstenir compte de la margepar rapport �a celui-ci.
Si apr�esun franchissement �a la hausse,l'actif baissede fa�con brutale, et dans des
proportions sup�erieures�a la margedont on dispose,la garantie peut ser�ev�eler im-
possible�a tenir.
D�es1986,Perold et Sharpe [PS88], puis Black et Jones[BJ87] ont propos�e une m�e-
thode am�elior�ee,appel�ee\m �ethode du coussinproportionnel" ou CPPI (Constant
Pr oportion Portfolio Insur ance) en anglais, dans laquelle ils d�e�nissent cer-
taines r�eglesm�ecaniquesd'achat et de vente desactifs sous-jacents. Cette m�ethode
consiste�a d�e�nir un \plancher", partie du portefeuille qui sevalorise�a un taux sans
risque(ou dont le risqueest mâ�tris�e), de fa�con �a cequ'un niveaude garantie d�e�ni
au pr�ealablepuisseêtre atteint �a l' �ech�eance.L' �ecart entre le plancher et la valeur du
portefeuille constitue la marge,souvent appel�ee\coussin" , disponible pour investir
en actif risqu�e. Savaleur est r�evis�ee,chaquefois que celaest possible,entre la date
initiale et l'horizon.

Par exemple,si l'on veut garantir 100dansun an, pour un portefeuille qui vaut 100
aujourd'hui, et que le taux sansrisque r�emun�ere 5% par an, il su�t de placer 95.3
en actif sansrisque pour être certain d'obtenir 100 �a la �n. Le risque de d�efaut est
alorsnul, puisquemêmesi la valeur de l'actif perd 100%,la garantie peut être tenue,
mais les4.7 investisen actif risqu�e ne permettent pasd'augmenter signi�cativ ement
la rentabilit �e du portefeuille par rapport au taux sansrisque.
A�n d'augmenter l'esp�erancederentabilit �edel'investissement, lesauteursdu mod�ele
proposent m � 4:7, o�u m est sup�erieur ou �egal �a 1. Ceci a en contrepartie pour e�et
d'augmenter le risque pris. Par exemple,si m = 2, on investira 9.4 en actif risqu�e,
mais cette fois le risque est plus important puisqu'il su�t que celui-ci baissede
plus de 50% entre deux r�eallocations ( 9:4

2 = 4:7), pour que la garantie ne soit plus
tenue. Et bien ŝur, si l'on prend un multiplicateur m �elev�e, ce risque peut devenir

157



ChapitreVI Optimisationde portefeuillesouscontraintespour l'ordre convexe

important. Toute la logiquedela m�ethodeestd'obtenir un compromisentre le risque
que l'on accepteet l'esp�erancede rentabilit �e que l'on souhaiteobtenir.
Cette m�ethode a le m�erite d'être simple �a mettre en oeuvre, et de permettre un
bon contr ôle du risque de d�efaut. Toutefois, les m�ethodes de rebalancement sont
nombreuseset le choix doit en être optimis�e. En outre, le r�esultat, en termes de
performance,ne d�epend pasuniquement de la valeur �nale de l'actif risqu�e, comme
c'est le caspour une option (au moins Europ�eenne).En d'autres termes,le r�esultat
est tr �esd�ependant de la tra jectoire de l'actif risqu�e dans le temps.

Le d�eveloppement de la gestioncollective de l' �epargneet la croissancespectaculaire
des OPCVM2, tant en France qu'en Europe, impliquent d�esormaisde nouveaux
crit �eresde choix et de mesuresde performance.La modernisation des march�es �-
nancierset le d�eveloppement desproduits d�eriv�eset destechniquesd'assurancede
portefeuille ont boulevers�e lesmodesde gestiontraditionnels.

Objectif de gestion d'un FCP.
Un FondsCommun de Placement (FCP)3 a pour objectif de participer �a l' �evolution
des march�es actions, obligataires et mon�etaires sur un horizon d�etermin�e, par la
gestiondynamiquede l'allocation entre les actifs risqu�eset non risqu�es.Les inves-
tissements sont notamment r�ealis�espar le biais de parts ou actionsd'OPCVM et de
fonds d'investissement.
La gestiondu FCP est encadr�eepar desr�eglesissuesde la technique d'assurancede
portefeuille, permettant d'o�rir une garantie du capital net investi.
Ce type de fondss'adresse�a desinvestisseursqui souhaitent b�en�e�cier d'une perfor-
manceg�en�er�eepar un portefeuille diversi� �e g�er�e dynamiquement, sanspour autant
prendre un risque de perte s'ils conservent leurs parts jusqu'�a la date de garantie.
Ils b�en�e�cient en e�et, �a cette date-l�a, de la garantie de 100%du capital net investi
(hors commissionde souscription).
En cas d'�evolution d�efavorable des march�es, le portefeuille sera susceptibled'être
int�egralement investi en produits de taux, permettant ainsi d'atteindre la valeur
liquidativ e4 minimum garantie �a la date d'�ech�eance.

2OPCVM : Organismede Placements collectifs en Valeurs Mobili �eres.C'est un nom g�en�erique
regroupant les SICAV ou FCP. Il existe une grande vari�et�e d'OPCVM en fonction de la nature
des placements r�ealis�es par l'OPCVM (actions, obligataire, mon�etaire). Ce support d'investisse-
ment permet de con�er son investissement �a des experts �nanciers en acc�edant notamment �a un
portefeuille largement diversi� �e, mêmeavec un faible montant investi.

3Un FCP est un portefeuille de valeursmobili �eresen copropri�et�e,g�er�e par une soci�et�e de gestion
pour le compte desporteurs de parts.

4La valeur liquidativ e d'un FCP correspond �a la valeur �a un instant donn�e d'une part du fonds.
Elle est obtenue en divisant la valeur globalede l'ensemble destitres qui composent le FCP, par le
nombre total de parts existantes.
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Strat �egie d'investissement.
La strat�egie d'investissement consisteen une gestion dynamique du portefeuille.
Celui-ci est constitu�e de deux sous-portefeuilles:

{ le sous-portefeuille \actif risqu �e" est destin�e �a produire la performancerecher-
ch�ee. Il est g�en�eralement investi en OPCVM et fonds d'investissement actions,
obligataireset diversi� �es.Il peut être �egalement investi en OPCVM mon�etaires�a
vocation internationale et en fonds de gestionalternative.

{ le sous-portefeuille \actif sans risque" est g�en�eralement investi en OPCVM et
fonds d'investissement mon�etaires euros,obligataires euros et mon�etaires dyna-
miques,ainsi qu'en titres de cr�eanceet instruments du march�e mon�etaire. Il per-
met d'assurerune protection de la valeur liquidativ e �a l' �ech�eance.

La pond�eration de cesdeux sous-portefeuilles prend en compte le sc�enario d'�evo-
lution desmarch�es �nanciers et est r�eguli�erement r�eajust�eede mani�ere �a respecter
les contraintes de garantie �a l' �ech�eancedu produit. En particulier, pour pr�eserver
la garantie, la strat�egied'investissement consiste�a suivre les facteurs de risque de
l'actif dynamiqueainsi quel' �evolution destaux d'int�er̂et de mani�ere�a d�eterminer la
proportion d'actif dynamiqueautoris�ee.
Le poids maximal du sous-portefeuille \actif risqu�e" est encadr�e par des r�eglesis-
suesde la technique d'assurancede portefeuille. Il est r�e�evalu�e en permanencea�n
d'obtenir la valeur liquidativ e garantie �a l' �ech�eancedu fonds. Il est ainsi fonction
de l' �ecart entre la valeur liquidativ e et la valeur actualis�eede la valeur liquidativ e
garantie (dite \v aleur plancher"), et d�epend�egalement d'hypoth�esesde perte poten-
tielle maximale sur les di� �erents march�es composant l'univers d'investissement du
FCP.

Ainsi selonles circonstancesdu march�e, le g�erant peut être amen�e �a investir la to-
talit �e du fonds dans l'actif non risqu�e, ou inversement dans l'actif dynamique.
Si la part investieenactif dynamiquerepr�esente 100%de l'actif, ceciva �evidemment
permettre de maximiser le potentiel de performancedu fonds.
Par contre en cas d'�evolution extrêmement d�efavorable des march�es, la valeur li-
quidative devenant tr �esproche de la valeur plancher, le FCP est susceptibled'être
totalement d�esinvesti dessous-portefeuilleset d'être alors int�egralement et d�e�niti-
vement investi en instruments de taux destin�es �a permettre �a la valeur liquidativ e
de converger vers la valeur liquidativ e garantie. On parle alors de \mon �etarisa-
tion" . D�es lors, la valeur liquidativ e du fonds re �etera par construction et jusqu'�a
l' �ech�eancedu produit, la valeur actualis�eede la garantie.
Ceci a �evidemment pour inconv�enient de ne pas pouvoir b�en�e�cier d'un �eventuel
rebond desmarch�esdans la p�eriode qui pr�ec�edela date de garantie.
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Pro�l de risque.
Les instruments �nanciers dans lesquelsest investi le FCP sont s�electionn�espar la
soci�et�e de gestionet connaissent les �evolutions et al�easdu march�e.
Les principaux risquesauxquelss'exposel'investisseur(y compris par le biais des
OPCVM et fonds d'investissement dans lesquelsle portefeuille est investi) sont :

� le risque de perte d'opp ortunit �e dansle caso�u le FCP, �a la suite d'�evolutions
tr �esd�efavorablesdesmarch�es,a �et�e conduit �a être totalement d�esinvesti du por-
tefeuille \actif risqu�e" et ce jusqu'�a la date de garantie et sansavoir la possibilit�e
d'y être de nouveau investi (proc�edurede mon�etarisation).

� le risque actions : Le FCP peut investir dansdesindicesou actions,y compris
desactions de petites capitalisations. Si cesactions ou indices,auxquelsle FCP
est expos�e baissent, la valeur liquidativ e du fonds peut baisserdans la limite de
la protection accord�ee.
En raisondeleurscaract�eristiquessp�eci�ques, lesactionsdepetitescapitalisations
peuvent pr�esenter desrisquesde liquidit �e et de volatilit �e pour les investisseurs.

� le risque de taux : Il s'agit du risquedebaissedesinstruments detaux d�ecoulant
desvariations de taux d'int�er̂et.
Ainsi si le FCP investit dansdesactifs obligataires,savaleur liquidativ e baisseen
casde haussedestaux d'int�er̂et de la courbe desemprunts d'Etat.

� le risque de cr �edit : Il s'agit du risquedebaissedestitres �emispar un �emetteur
priv�e ou de d�efaut de cedernier. La valeur destitres de cr�eancedans lesquelsest
investi le FCP peut baisserentra�̂nant une baissede la valeur liquidativ e dans la
limite de la protection.

� le risque de change : Si le FCP investit dansdesactifs libell�esdansune devise
autre que l'euro, sa valeur liquidativ e peut baisseren cas de variations sur les
march�esdesdevises.

� risque �economique : notons aussique la garantie porte sur le capital initiale-
ment investi (hors commissionde souscription) et ne tient pas compte de l'ina-
tion.

� risques li �es au style de gestion : le style de gestiondiscr�etionnaire appliqu�e
au fonds reposesur l'anticipation de l' �evolution des di� �erents march�es (actions,
obligations) et/ou sur la s�electiondesvaleurs.Il existeun risquequel'OPCVM ne
soit pasinvesti �a tout moment sur lesmarch�esou lesvaleurslesplus performantes.

Ainsi, en fonction de la performancedu FCP �a la date de garantie, la valeur liquida-
tive calcul�ee�a la date de garantie (VLDG) peut être sup�erieureou �egale�a la valeur
liquidativ e garantie.
Au coursdela vie du FCP, la valeur liquidativ eestsoumise�a l' �evolution desmarch�es
�nanciers et peut donc être inf�erieure�a la valeur liquidativ e garantie.
Les porteurs, quelle que soit la date de souscription de leurs parts, demandant le
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rachat de cesmêmesparts sur la based'une valeur liquidativ e autre que la VLDG,
ne b�en�e�cient plus de la garantie. Celle-ci est en e�et seulement accord�eeaux por-
teurs conservant leursparts jusqu'�a l' �ech�eancedu fonds.Par ailleurs, seuleslesparts
souscritesavant la �n de la p�eriode de commercialisationont un capital garanti �a
l' �ech�eance.

VI.3 Probl�eme d'optimisation de martingale

Nous expliquonsd'abord dans la section VI.3.1 les notions de fonction d'utilit �e et
d'aversionpour le risque.Ensuite, nousnousposonsdans la sectionVI.3.2 un pro-
bl�emed'assurancede portefeuille o�u l'investisseurcherche �a maximiser l'esp�erance
de son utilit �e terminale. Les strat�egiesadmissiblesauto-�nan�cantes sont des mar-
tingales localeset doivent dominer un certain processusde plancher �a toute date
interm�ediaire jusqu'�a l' �ech�eancedu fonds.Dans la sectionVI.3.3, nousreformulons
ce probl�eme en termes d'ordre convexe, de mani�ere �a ne plus avoir �a sp�eci�er les
crit �eresd'utilit �e et nous le r�esolvons �a l'aide desr�esultats du chapitre V.

VI.3.1 Fonction d'utilit �e et aversion pour le risque

Touslesindividus n'ont pasle mêmecomportement faceau risqueet cette di� �erence
correspond �a desdegr�esdi� �erents d'aversion pour le risque. Comment caract�eriser
cette aversion?

L'un desenjeuxmajeursdela th�eorie�economiqueestdeparvenir �a mod�eliserle com-
portement desagents face�a une situation donn�ee.Pour cefaire, les�economistesont
recoursau conceptd'utilit �e qui, �a l'origine, a �et�e �evoqu�e par Bernouilli au XVI I�eme
si�eclepuis introduit par L�eonWalras au d�ebut du XX�emesi�ecle.Walras, ing�enieur
de formation, a voulu appliquer �a l' �economieles conceptsde la physique. Il s'est
ainsi inspir�e de l' �energiepotentielle desphysicienspour d�e�nir l'utilit �e d'un agent
�economique.L'id �eeest la mêmequ'en physique: on repr�esente le degr�e de satisfac-
tion d'un individu par une fonction r�eelle,cequi est plus facile �a manipuler.
Vient alors le probl�emesuivant : comment l'agent d�etermine-t-il seschoix �a partir
de sa fonction d'utilit �e? Ou plut ôt au moyen de quel crit �ere l'agent va-t-il prendre
sesd�ecisions?

Le probl�emeest de d�e�nir un crit �ere de d�ecisionsimple qui rendecompte le mieux
possibledu comportement desagents en environnement incertain. Il est clair que le
crit �ere retenu doit être une fonction de l'utilit �e. Les �economistesconsid�erent que la
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fa�con la plus \rationnelle" de se comporter est de recourir �a un calcul d'esp�erance
d'utilit �e. Les fondements axiomatiquesde ce mod�ele ont �et�e propos�espour la pre-
mi�ere fois par von Neumann et Morgenstern (1947) [MvN47]. Ce mod�ele pr�esente
beaucoupd'avantages pratiques et reste le plus utilis�e dans tous les domainesde
la th�eorie �economiqueint�egrant le facteur risque (�nance, assurance,th�eorie des
ench�eres, th�eorie de la �rme, �economiede l'environnement ou de la sant�e ...). La
th�eoriede la demanded'assurances'est notamment d�evelopp�eesur la basedu mo-
d�ele d'esp�eranced'utilit �e. Ce dernier a la particularit �e de s�eparer les probabilit �es
des utilit �es des cons�equencesmon�etaires correspondantes et d'avoir une fonction-
nelle repr�esentant lespr�ef�erences,alors quecelle-ciest lin�eairedanslesprobabilit �es.
A partir d'une axiomatiquequi lui estpropre, le mod�eled'esp�eranced'utilit �e permet
ainsi de repr�esenter les pr�ef�erencesdesagents d'une fa�con �el�egante dansun univers
risqu�e.

La fonction d'utilit �e de von Neumann-Morgensternu est strictement croissante,
concave (aversionpour le risque),declasseC2 (deux fois contin ûment di� �erentiable),
telle que limx! 0 u0(x) = �1 ; limx!�1 u0(x) = 0.
Dansla th�eoriedel'esp�eranced'utilit �e, la d�ecroissancedel'utilit �emarginaleet l'aver-
sionpour le risquesetraduisent par la concavit �e de la fonction d'utilit �e repr�esentant
lespr�ef�erences.Plus pr�ecis�ement, plus u estconcave,plus l'agent estaverseau risque.
Lorsqueu est lin�eaire, l'agent est neutre au risque.Nous avonsalors :

u(E[X ]) = E[u(X )]:

Danscecas,leschoix del'agent sebasent sur l'esp�erancemath�ematiquedela richesse
terminale.

Rappelons ici les d�e�nitions des notions d'aversionspour le risque et pour un ac-
croissement de risque.
� Av ersion pour le risque : un agent a de l'aversionpour le risque(ou est adver-
saire du risque) s'il pr�ef�ere �a toute loterie le gain de son esp�erancemath�ematique
avec certitude.
Il s'agit donc d'un param�etre mesurant la tendance�a �eviter la variabilit �e des ren-
dements. Pour une variabilit �e des rendements donn�ee, un investisseurexigera un
rendement moyen d'autant plus �elev�e que sonaversionau risqueest �elev�ee.
� Av ersion pour un accroissemen t de risque : un agent a de l'aversion pour
un accroissement de risquesi, quellesque soient deux variablesal�eatoirestelles que
l'une sed�eduit de l'autre par un �etalement �a moyenneconstante, il pr�ef�ere toujours
la moins �etal�ee.
Etant donn�eesdeux variablesal�eatoiresX et Y, on dira que Y sed�eduit de X par
un �etalement�a moyenneconstante, si E[X ] = E[Y] et X domine Y au sensde la
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dominancestochastiquedu secondordre5.
Ainsi, la notion d'accroissement de risque est directement associ�ee �a la dominance
stochastique d'ordre deux. Un agent adversaired'un accroissement du risque sera
aussiadversairedu risque.La r�eciproque est fausse.
Dans le cadre du mod�ele de l'esp�eranced'utilit �e, cesdeux notions d'aversion pour
le risquesont �equivalentes �a la mêmepropri�et�e de concavit �e de la fonction d'utilit �e.
La d�ecroissancede l'utilit �e marginale incite l'investisseur�a rechercher le meilleur
compromisentre risqueet rendement.
Le lecteur int�eress�e pourra consulter par exemple l'article [Gay04] pour de plus
amplesd�etails sur le sujet.

VI.3.2 Cadre de l'assurance de portefeuille

Tout au long de cechapitre, l'incertitude est mod�elis�eepar un espacede probabilit �e
�ltr �e (
 ; F ; P) satisfaisant les conditions usuelles,c'est-�a-dire fF tg est une famille
de sous-tribusde F croissante, continue �a droite et F 0 contient tous les�ev�enements
P-n�egligeablesdans F . Nous supposons�egalement que fF tg est quasi-continue �a
gauche. On pourra consid�erer une �ltration Browniennedansune premi�ere lecture,
de fa�con �a ce que toutes les martingales soient continues. Toutefois, ce chapitre
propose un cadre plus g�en�eral qui recouvre aussi bien le cas continu que le cas
discontinu (mouvement Brownien g�eom�etrique, processusde L�evy, etc.). L' horizon
du probl�emeest un temps d'arrêt not�e � et peut être in�ni. Tous lesprocessussont
suppos�es d�e�nis jusqu'�a l'horizon du probl�eme, même si ce dernier n'est pas �ni.
Commed'habitude, un temps d'arrêt peut prendredesvaleurs in�nies.

En �nance, le probl�emede\trouv er le plus petit portefeuille" dominant un obstacle
(X t ) (suppos�e born�e ou plus g�en�eralement de la classe(D), c'est-�a-dire, domin�e par
une martingale uniform�ement int�egrable) est classiqueet se rapporte en g�en�eral �a
un probl�emed'option de style Am�ericain.
Dans l'environnement risque-neutre,lesportefeuillesauto-�nan�cants6 sont desmar-
tingaleslocales.Commel'inf dedeuxmartingalesestunesurmartingale,le probl�eme
admet toujours une solution dans la classedessurmartingales,appel�ee\enveloppe
de Snell".

5Nous avons observ�e au chapitre V que la dominancestochastique du secondordre est �equiva-
lente �a l'ordre convexed�ecroissant, et lorsquelesesp�erancessont �egales,l'ordre d�ecroissant convexe
revient simplement �a l'ordre convexe.

6Les variations de la valeur d'un portefeuille auto-�nan�cant sont uniquement dues �a cellesdes
actifs (autrement dit, sont exclus l'apport ext�erieur d'argent ou une consommation).
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Pour pouvoir s�electionner une \martingale" optimale (et non une \surmartin-
gale" optimale), nous introduisons un crit �ere d'utilit �e sur la valeur terminale de
la martingale. Notons que toute martingale dominant un processusde plancher X
domine forc�ement son enveloppe de Snell Z et il est donc naturel de consid�erer le
probl�emesuivant d'optimisation de martingale avec un plancher surmartingale :

max
M t

EP f u(M � ); avec M t martingale > Z t 8t 2 [0; � ] et M 0 donn�eeg;

o�u u d�esigneune fonction d'utilit �e g�en�erale(concave, strictement croissante, d�e�nie
sur R+ ) et la surmartingaleZ est suppos�eeborn�ee,ou domin�eepar une martingale
uniform�ement int�egrable.

La solution du probl�eme non-contraint ne d�epend pas de la fonction d'utilit �e. En
e�et, grâce�a la concavit �e de u, nousavons

E[u(M � )] 6 u(E[M � ]) = u(M 0);

pour toute martingale (M t ) et par suite, la strat�egieoptimale est de ne rien faire.

De fa�con similaire, lorsqueles contraintes jouent, nous voudrions trouver une solu-
tion qui ne d�epend pasde la forme de u, surtout que le choix de la fonction d'utilit �e
est loin d'être simple.Il n'est pas�evident, ene�et, detrouver unemesureexplicite de
la satisfactiond'un investisseurpour sesactifs �nanciers en fonction de sonaversion
au risque.
Cesobservations nousconduisent �a la notion d'ordre sto chastique convexe (ou
concave) (cf. chapitre V). Nous avons en e�et besoind'un ordre plus fort que celui
desvaleursesp�er�eespour comparerdesdistributions enti �eresde probabilit �e. L'ordre
stochastique r�epond �a cet objectif et nouspermet d'e�ectuer les comparaisonssto-
chastiquessouhait�ees.

VI.3.3 Formulation et r�esolution du\nouveau" probl�eme de mar-
tingale

Munis de l'ordre stochastiqueconvexed�e�ni au chapitre V, noussommesenmesure
dereformuler le probl�emed'optimisation souscontraintesentermesd'ordre convexe.
Observons d'abord qu'en raison de la propri�et�e de surmartingale de Z , le capital
initial permettant �a l'investisseurde dominer le plancher doit être au moins �egal �a
Z0.
Introduisonsl'ensemble suivant desmartingalesadmissibles:
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M Z =
� �

M t
�

t> 0
martingale uniform�ement P� int�egrablej

M0 = Z0 et M t > Z t 8t 2 [0; � ]
	

:

Commeil a d�ej�a �et�e mentionn�e au chapitre V, cet ensemble n'est pasvide puisqu'il
contient d�ej�a la martingale M A

t = Z t + A t associ�ee �a la d�ecomposition de Doob-
Meyer de Z (A �etant un processuscroissant pr�evisiblepartant de 0).
Nousavonspour objectif de trouver la plus petite martingale M ? dansM Z par rap-
port �a l'ordre stochastique convexe sur la valeur terminale. Autrement dit,
M ?

� 6 cx M � pour toutes lesmartingales(M t )06 t6 � dansM Z .

Commenousallonsvoir dansl'exemplesuivant, la solution peut sed�ecriredemani�ere
explicite dans le cadrede Black-Scholes�a horizon in�ni.

VI.3.3.1 Formules ferm�ees dans le cadre d'un mouvement Brownien g�eom�e-
trique

Supposonsquela surmartingaleZ estun mouvement Brownien g�eom�etrique dedrift
n�egatif :

dZ t

Z t
= � rdt + � dWt ; Z0 = x > 0:

Supposonsquela maturit �e� est in�nie et introduisonsla notation Z �
s;t = sups6 u6 t Zu.

Commelesaccroissements relatifs de Z sont ind�ependants,

E
�
Z �

t;1 jF t

i
= Z tE

h
sup
t6 u

Zu

Z t
jF t

i
= Z tE

h
sup
06 u

Zu+ t

Z t
jF t

i
=

Z t

x
E

�
Z �

0;1

�
:

Il en d�ecouleque

Z t = bE
�
Z �

t;1 jF t

�
et

1
b

=
1
x

E
�

sup
06 u

Zu

�
= E

hZ �
0;1

x

i
: (VI.1)

Th�eor�eme VI.1
La martingale

M �
t := bE

�
Z �

0;1 jF t

�

dela d�ecomposition Max-PlusdeZ est la pluspetite martingaledansM Z par rapport
�a l'ordre stochastiqueconvexesur la valeur terminale.
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Preuve - VI.1 -
L'optimalit �e rel�eve de la preuve g�en�erale du th�eor�eme VI.3 (qui reprend le th�eo-
r�emeV.2 du chapitre V). �

Comme la loi de Z �
0;1 est bien connue (cf. lemme V.4), il existe une formule fer-

m�ee pour M �
t comme fonction de (Z t ; Z �

0;t ). Nous rappelons ici le r�esultat de la
proposition V.5 qui d�ecrit explicitement la martingale optimale M � .

Proposition VI.2
1. Le processusde plancherZ et la solution optimale M � sont de la forme

Z t =
 � 1


E

�
Z �

t;1 jF t

�
et M �

t =
 � 1


Z �

0;t

h 1
 � 1

� Z t

Z �
0;t

� 
+1

i
:= � (Z t ; Z �

0;t ):

2. En tant quemartingale, M �
t peut serepr�esentercommeune int �egrale stochas-

tique :

dM �
t =

� Z t

Z �
0;t

�  � 1
� Z tdWt =

� Z t

Z �
0;t

�  � 1
dM A

t ;

o�u M A d�esignela martingale de la d�ecomposition Doob-Meyerde Z .

La �gure VI.1 repr�esente la martingale M � de la d�ecomposition Max-Plus de Z et
la martingale de Doob-Meyer M A , sur une tra jectoire possiblede Z . Nous pouvons
observer en particulier que M A est plus volatile que M � . Ceci s'expliquepar le fait
que M � est la plus petite martingale par rapport �a l'ordre convexe sur la valeur
terminale. Elle est donc forc�ement moins risqu�eeet colle plus au plancher Z .
Ainsi, en casde forte chute du plancher, la martingale optimale parvient �a contr ôler
sa baisseet �a semaintenir �a un niveauassezstable.

VI.3.3.2 R�esultat principal

A pr�esent, nous nous posonsla même question dans un cadre plus g�en�eral o�u la
maturit �e � n'est plus n�ecessairement in�nie et le processusde plancher Z n'�evolue
plus suivant un mouvement Brownien g�eom�etrique. Toutefois, il d�e�nit encoreune
surmartingale.

Th�eor�eme VI.3
Consid�erons un horizon � et une surmartingale c�adl�ag Z = (Z t )06 t6 � de la classe
(D), qui admet la d�ecomposition Max-Plus suivante :

Z t = E
�

sup
t6 u6 �

Lu jF t

�
; 0 6 t 6 � ; (VI.2)
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Fig. VI.1 { Comparaisondes martingales M � et M A sur une tra jectoire possible
de Z , Brownien g�eom�etrique de param�etres(� r = � 0:04; � = 0:2).

o�u L =
�
L t

�
06 t6 �

est un processusoptionnel, semi-continu sup�erieurement �a droite.
Soit M � la martingale associ�ee �a la d�ecomposition Max-Plus de Z d�e�nie par

M �
t = E

�
sup

06 u6 �
Lu jF t

�
; 0 6 t 6 � :

Alors, M � est la plus petite martingale dansM Z par rapport �a l'ordre stochastique
convexe.En d'autres termes,

E[g(M �
� )] 6 E[g(M � )]

pour toute martingale M dans M Z (M t > Z t 8t 2 [0; � ]; M 0 = Z0) et toute
fonction convexeg pour laquelle les esp�erancespr�ec�edentessont bien d�e�nies.

Remarque VI.4
Ce th�eor�emea d�ej�a �et�e prouv�e au chapitre V (voir th�eor�emeV.2). Nous pr�esentons
ici une autre preuvede l'optimalit �e de M � bas�ee essentiellement sur l'observation
queM �

� est�egale�a la valeur terminale d'un processuscroissant.Cegenre d'argument
a �et�e intr oduit pour la premi�ere fois par El Karoui et Jeanblancdans [KJP98].

Preuve - VI.4 -
Nous utilisons dans la preuve du th�eor�eme la condition de at-o� v�eri� �ee par le
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running supremum L �
0;t = sup06 u6 t Lu (voir I I.7). Cette propri�et�e est repr�ecis�ee

dans le lemmesuivant :

Lemme VI.5
L �

0;t := sup06 u6 t Lu est un processuscroissant qui v�eri�e la condition de at-o�
Z

[0;� ]
(M �

t � Z t )dL �
0;t = 0:

Autrement dit, il crô�t uniquementaux instants t 6 � tels queM �
t = Z t .

Preuve - VI.5 -
(L �

0;t ) est bien �evidemment un processuscroissant. Soit t un point de croissancede
(L �

0;t ).
Si t < � , il v�eri�e forc�ement sup06 s6 � L s = supt6 s6 � L s, et par suite M �

t = Z t .
Si t = � , nous avons L �

0;� � < L � , sinon le processuscroissant ne sauterait pas en
� . Or L � = Z � par d�e�nition de Z (cf. (VI.2)) et M �

� = L �
0;� � _ L � . Il en d�ecoule

imm�ediatement que M �
� = Z � et la condition de at-o� est bien v�eri� �ee. �

Suite de la preuve du th�eor�eme VI.3 .
Soit (M t ) un �el�ement arbitraire de M Z . Nousallons prouver que M �

� 6 cx M � .
Soit g une fonction convexe �a valeursr�eelles,pour laquelle les esp�erancesE[g(M � )]
et E[g(M �

� )] sont bien d�e�nies. La convexit�e de g entra�̂ne

E[g(M � )] � E[g(M �
� )] > E[g0(M �

� )(M � � M �
� )] = E[g0(L �

0;� )(M � � M �
� )]:

Nous utilisons la r�egledi� �erentielle classiquepour les processus�a variation �nie ; il
est commode d'introduire la d�eriv�eediscr�ete de g0, g00

d d�e�nie par
(

g00
d(x; � ) = 1

�

�
g0(x + � ) � g0(x)

�
; si � 6= 0

g00
d(x; 0) = g00(x); si � = 0:

Il vient alors

g0(L �
0;� ) = g0(L �

0;0) +
Z �

0
g00

d(L �
0;s� ; � L �

0;s) dL �
0;s;

et par suite

E[g0(L �
0;� )(M � � M �

� )] = E[g0(L �
0;0)(M � � M �

� )]

+ E
hZ �

0
(M � � M �

� ) g00
d(L �

0;s� ; � L �
0;s) dL �

0;s

i
: (VI.3)
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Notons que g00
d(L �

0;s� ; � L �
0;s) dL �

0;s est F s-adapt�e �a chaque instant s. Nous pouvons
doncremplacerdansl'in t�egrale(VI.3), la valeur terminale de la martingale M � M �

par sonesp�eranceconditionnellepar rapport �a la �ltration F s, c'est-�a-dire,M s � M �
s .

Nous obtenons�nalement l'identit �e suivante :

E[g0(L �
0;� )(M � � M �

� )] = E[g0(L �
0;0)(M � � M �

� )]

+ E
hZ �

0
(M s � M �

s ) g00
d(L �

0;s� ; � L �
0;s) dL �

0;s

i
:

Maintenant commeg est une fonction convexe,g00
d est positive. Par ailleurs d'apr�es

le lemmeVI.5, (L �
0;t ) crô�t uniquement aux instants t 6 � o�u M �

t = Z t . Ainsi,

Z �

0
(M s � M �

s )g00
d(L �

0;s� ; � L �
0;s) dL �

0;s =
Z �

0
(M s � Zs) g00

d(L �
0;s� ; � L �

0;s) dL �
0;s > 0:

Par cons�equent, cesconsid�erations impliquent que

E[g0(L �
0;� )(M � � M �

� )] > E[g0(L �
0;0)(M � � M �

� )] = E[g0(L �
0;0)(M 0 � M �

0 )] = 0: (VI.4)

Si nous consid�erons plut ôt l'ordre convexe d�ecroissant, nous avons �egalement
E[g0(L �

0;� )(M � � M �
� )] > 0 puisque g0(L �

0;0) 6 0 (par la d�ecroissancede g) et
M0 > M �

0
7.

Ainsi E[g(M � )] > E[g(M �
� )] et la martingale M � est bien optimale.

Il est �a noter que les (in) �egalit�espr�ec�edentes restent valablespour des fonctions g
non -r�eguli�eres.Tout cedont nousavonsbesoinest deconsid�erer lesd�eriv�eesau sens
desdistributions et non au sensstrict. �

VI.4 Application �a l'assurance de portefeuille : pro-
bl�eme\g �en�eral" d'optimisation sous contraintes

Certains produits r�eelsd'assurancepromettent un revenu minimum garanti ou une
certaine richessedonn�ee. Cescontraintes de garantie doivent être respect�eesind�e-
pendamment desconditions du march�e. Ainsi, lesvendeursde tels produits doivent
choisir une bonnestrat�egiede portefeuille qui performemêmedans le pire sc�enario
envisageable.

7Si nous consid�erons l'ordre convexe d�ecroissant (ou de mani�ere �equivalente l'ordre concave
croissant), la valeur initiale d'une martingale admissiblequelconquene doit pas exc�eder la valeur
initiale de toute solution optimale du probl�eme.Elle doit être �egalement sup�erieure ou �egale�a Z0.
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Commeil a d�ej�a �et�e mentionn�e, les strat�egiestraditionnelles tentent g�en�eralement
de maximiser un crit �ere d'utilit �e esp�er�ee concave croissante, li�ee �a despr�ef�erences
individuelles.

Nous nous int�eressonsici �a un probl�emepratique d'optimisation de portefeuille, o�u
le g�erant a pour but de dominer un certain plancher (K t ) sur toute la dur�eede vie
du fonds.
En pratique, K t peut être soit d�etermin�e �a l'avance, soit reli�e �a un processusde
benchmark donn�e. LorsqueK t ne d�epend pas d'un benchmark de march�e, il s'agit
d'une garantie en capital. Dans le cas contraire, il s'agit plut ôt d'une garantie en
termesde performance.Dans cecas,le g�erant a pour but de battre la performance
du benchmark sur toute la dur�ee de vie du fonds, selon l'aversion au risque de
l'investisseur.
Par exemple,un fonds peut garantir une part � de la performanced'un indice I t

(� �etant une proportion �x �ee entre 0 et 100%), et en même temps l'investisseur
peut se voir garantir une proportion � = 90% de son investissement initial, non
capitalis�e. Autrement dit, la valeur courante Vt du fondsdoit v�eri�er la contrainte :

Vt > K t = sup
�
� V0; �

I t

I 0

�
.

Des probl�emessimilaires apparâ�ssent lorsquedes investisseursinstitutionnels sont
soumis�a descontraintes l�egales,leur imposant que la valeur liquidativ e du fondsne
descendepasen dessousd'un certain seuil jusqu'�a l' �ech�eance.

En pratique, la premi�ere �etape dans la gestion des fonds d'investissement ou des
fonds de pension, est de d�e�nir une allocation strat�egique li�ee �a un horizon �ni.
Selon l'aversion au risque de l'investisseur,le g�erant �xe la proportion d'indices,
actionset obligations �a placerdansun portefeuille bien diversi� �e de valeur courante
St .
Dans un cadremath�ematique,(St ) d�esignele portefeuille optimal pour le probl�eme
non-contraint associ�e, avec une fonction d'utilit �e donn�ee.

VI.4.1 Probl �eme\non-contraint" et changement de num�eraire

Consid�eronsun march�e �nancier complet, standard au sensde Karatzas-Shreve (cf.
lesd�e�nitions 1.3,5.1,6.1et le th�eor�eme6.6du premierchapitre de [KS98]). Tout au
long de cette section,noussupposeronsque l'horizon � est un tempsd'arrêt born�e :
0 6 � 6 T. Rappelonsci-dessousles d�e�nitions de Karatzas-Shreve concernant les
notions de march�e �nancier standard et complet.
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� Rappels :

D�e�nition VI.1
Un march�e �nancier est dit standard si
(i) il est viable, c'est-�a-dire sansopportunit �e d'arbitrage(pas de possibilit�e de faire

desb�en�e�cessansprendre de risque);
(ii) le nombre N desactifs risqu�es ne d�epassepas la dimension D du mouvement

Brownien sous-jacent;
(iii) le processusde la prime de risqueD-dimensionnel,progressivementmesurable

� (:) satisfait Z �

0
jj � (t)jj 2dt < 1 presqueŝurement ;

(iv) la martingale positive locale

Z0(� ) := exp
�

�
Z t

0
� 0(s)dW(s) �

1
2

jj � (s)jj 2ds
	

; 0 6 t 6 � ;

est une vraie martingale.

Pour un march�e standard,on peut d�e�nir unemesure martingale standard Q sur F �

par
Q(A) := EP [Z0(� )1A ]; 8A 2 F � :

Un ensemble de F � est Q-n�egligeablesi et seulement si, il est P-n�egligeable.On dit
alors que Q et P sont �equivalentes sur F � .

D�e�nition VI.2
SoientS0(t) le prix �a l'instant t del'actif non risqu�e (avec S0(0) = 1), B unevariable

al�eatoire F � -mesurabletelle que
B

S0(� )
soit presqueŝurement minor�eeet

x := EQ

h B
S0(� )

i
< 1 : (VI.5)

(i) B est dit atteignable (ou simulable), s'il existe une strat�egie de portefeuille
auto-�nan�cante � , devaleur initiale x, dont le processusderichesseassoci�e v�eri�e
X (� ) = B ; c'est-�a-dire,

B
S0(� )

= x +
Z �

0

1
S0(u)

� 0(u)� (u)dW0(u) p.s.;

o�u � (:) d�esignele processusde volatilit �e.

171



ChapitreVI Optimisationde portefeuillesouscontraintespour l'ordre convexe

(ii) Le march�e �nancier est dit complet si toute variable al�eatoire F � -mesurable,

avec
B

S0(� )
minor�eeet v�eri�ant (VI.5), estatteignable.Sinon, on dit quele march�e

est incomplet.

Ainsi dansun march�e standard, il existeune probabilit �e �equivalente �a la probabilit �e
historique, souslaquelle lesprocessusdesprix actualis�esdesactifs de basesont des
martingales.
Dansun march�e complet, une telle probabilit �e est unique,on l'appelle la probabilit �e
risque neutre ou mesure-martingale.

Par soucide simplicit�e, nousne d�ecrivons pas ici en d�etail le cadrede notre �etude.
Nous retenonsuniquement les �el�ements essentiels :

� Le processusde densit�e du prix d'�etat H t d�e�nit une semi-martingalecontinue,
strictement positive, telle que H0 = 1. Il peut se repr�esenter commele produit
du facteur d'actualisation et de la densit�e du changement de probabilit �e risque-
neutre. Noussupposonsde plus qu'il existe � > 1 telle que

E[H � �
� ] < + 1 : (VI.6)

� Un portefeuille admissible auto-�nan�cant de valeur courante Vt est une semi-
martingale continue telle que

1. Vt > 0 pour tout t 2 [0; � ],

2. H tVt est une martingale uniform�ement int�egrablesousP et non uniquement
une martingale locale. Elle v�eri�e, par cons�equent, la contrainte budg�etaire
E[H � V� ] = V0.

� Comme le march�e est suppos�e complet, tout actif contingent positif � 2 F �

v�eri�an t E[� � ] < + 1 pour une certaine constante � > 1, est la valeur terminale
d'un portefeuille admissible.Autrement dit, il existe V � tel que V �

� = � et V �
0 =

E[� H � ].

Consid�erons maintenant le probl�eme suivant \non-contraint" d'un investisseurqui
cherche �a maximiser un crit �ered'utilit �e esp�er�ee

sup
Vt

Ef u(V� ); (Vt ) portefeuille admissibleauto-�nan�cant et V0 = xg; (VI.7)

o�u l'esp�eranceest calcul�eesousla probabilit �e historique P. Supposonsqu'il existe
une strat�egieadmissiblede valeur terminale V �

� , telle que

u0(V �
� ) = �H � (� > 0); E[u(V �

� )] < + 1 et E[H � V �
� ] = x;
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alors cette strat�egieest optimale.
En e�et, commeu est une fonction concave,

u(y) � u(x) 6 u0(x)(y � x) pour tout couple(x; y);

et par suite

E[u(V� )] � E[u(V �
� )] 6 � E[H � (V� � V �

� )] 6 � (x � x) = 0:

Remarque VI.6
La th�eorie de l'optimisation (voir [KS98]) permet de montrer que la solution du
probl�eme non-contraint de richesseinitiale x, not�ee V � , doit v�eri�er la condition
d'utilit �e marginale

u0(V �
� ) = �H � ;

o�u � est un param�etre appel�e multiplicateur de Lagrange.Il est compl�etementd�eter-
min�e par la contrainte budg�etaire E[H � u0� 1(�H � )] = x.

La situation classique,o�u V � est connue pour être une strat�egieoptimale sousles
hypoth�esespr�ec�edentes, est le cas de fonctions d'utilit �e de type puissanceCRRA
(aversionrelative au risqueconstante).
Supposonsalors que l'agent est muni d'une fonction d'utilit �e u de type puissance
d�e�nie par :

u� (x) =
x1� �

1 � �
pour tout x 2 R+ ;

avec 1
1+ � < � < 1 (� introduit dans(VI.6)), demani�ere�a cequetoutes lesconditions

d'int�egrabilit�e pr�ec�edentes soient satisfaites.

De plus, l'in �egalit�e E[u� (V� )] < + 1 est simple �a v�eri�er pour toutes les strat�e-

gies admissiblesauto-�nan�cantes (Vt ). Pour cela, posons� =
1 � �

�
� avec � > 1.

Appliquons ensuitel'in �egalit�e de H•older. Il vient

E[u� (V� )] =
1

1 � �
E

�
H � (1� � )

� (H � V� )1� �
�

6
1

1 � �
E

�
H

� 1� �
� �

�

� �
� E

�
(H � V� )(1� � )� �

� 1
� � ;

o�u � � est d�e�nie par
1
� �

+
�
�

= 1, c'est-�a-dire � � =
�

� � �
. En posant � :=

1 � �
1 � �

�

,

nousobtenonsl'in �egalit�e suivante :

E[u� (V� )] 6
1

1 � �
E

�
H � �

�

� �
� E

�
(H � V� )�

� � � �
� :
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Comme(H tVt ) est une martingale uniform�ement int�egrableet f : x 7! x � est une
fonction concave sur R, f (H tVt ) est une surmartingaleet par suite

E[f (H � V� )] 6 f (H0V0) = 1:

Cette derni�ere in�egalit�e en conjonction avec l'hypoth�ese(VI.6) implique ais�ement
que E[u� (V� )] < 1 pour tout portefeuille admissible(Vt ).

Grâce �a la compl�etude du march�e,
H

� 1
�

�

E(H
1� 1

�
� )

est atteignable par un portefeuille

admissibleauto-�nan�cant St , tel que H tSt est une martingale de valeur initiale 1.
Ainsi, la valeur terminale de la strat�egieoptimale V �

� est de la forme

V �
� = � � 1

� H
� 1

�
� = x

H
� 1

�
�

E(H
1� 1

�
� )

:

Elle est donc proportionnelle �a la valeur initiale investie dans le fonds, et le porte-
feuille optimal associ�e �a la richesseinitiale x est simplement

V �
t = xSt :

Grâce�a la propri�et�e de martingale du processuspositif continu M S
t := H tSt , nous

pouvons introduire une nouvelle mesurede probabilit �e QS �equivalente �a P. QS est
d�e�nie sur F s par sa densit�e de Radon-Nikodym par rapport �a P :

dQS

dP
= M S

� = H � S� :

La famille de tribus (F s) satisfait alors aux conditions habituelles �a QS, aussibien
qu'�a P. Lesensemblesn�egligeables,lestribus optionnelleet pr�evisiblesont lesmêmes
pour QS et pour P. Un processusc�adl�ag X est une QS-martingale si et seulement
si le processusX M S est une P-martingale. Il en r�esulte aussitôt que X est une
QS-martingale localesi et seulement si X M S est une P-martingale locale.
En choisissant S commenouveau num�eraire, nous pouvons observer que pour tout
portefeuille admissibleVt , le processus

V S
t :=

Vt

St

est une martingale uniform�ement int�egrablesousQS. De plus, la forme particuli �ere
de la fonction d'utilit �e u� permet de r�e�ecrire le crit �ere �a maximiser sousla forme
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suivante :

EP [u� (V� )] = EQ S

h 1
H � S�

V 1� �
�

1 � �

i
= EQ S

hS� �
�

H �

1
1 � �

� V�

S�

� 1� � i

= EQ S

hS� �
�

H �
u�

� V�

S�

� i
= � 0EQ S

�
u�

�
V S

�

��
;

o�u la derni�ere�egalit�ed�ecoulede la condition depremierordre u0
� (S� ) = S� �

� = � 0H � .

Sousla nouvelle probabilit �e QS, le probl�emeest de trouver un portefeuille optimal
dans le num�eraire (S), qui maximisele crit �ere

max
V S

t

EQ S

�
u� (V S

� ); V S martingale u.i. et V S
0 = x

	
:

Commenousl'avonsnot�e dansla sectionVI.3.2, une strat�egieoptimale danscecas
est de ne rien faire. Ici, le changement de probabilit �e semble non pertinent. Nous
verrons, cependant, dans la prochaine section comment il peut s'av�erer extrêment
utile pour transformer le probl�emeclassiqued'allocation optimale de portefeuille en
un probl�emede martingale souscontraintes. Cecinouspermettra alorsd'utiliser nos
r�esultats pr�ec�edents concernant le probl�emede martingale, en vue de trouver une
solution optimale au probl�emed'assurancede portefeuille, dansle monder�eelo�u les
portefeuillesauto-�nan�cants ne sont plus desmartingales.

VI.4.2 Probl �eme\contraint" : changement de probabilit �e et ca-
ract �erisation de la solution optimale

Le but de cette section est de caract�eriser la solution optimale du probl�eme de
maximisation de l'utilit �e de la richesseterminale d'un agent, sousdes contraintes
de type Am�ericain. Nousnousrestreignonsaux fonctionsd'utilit �e de type puissance
(CRRA). Nous renvoyons le lecteur �a l'article [KJPL05] par El Karoui-Jeanblanc-
Lacoste,pour une extensiondesr�esultats aux fonctions d'utilit �e g�en�erales.

VI.4.2.1 Fonctions d'utilit �e CRRA

Consid�eronsle probl�emesuivant d'optimisation souscontraintes, en supposant que
la fonction d'utilit �e u� est de type puissance:

max
Vt

Ef u� (V� ); souslescontraintes Vt > K t 8t 2 [0; � ] et V0 = xg
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parmi tous les portefeuilles auto-�nan�cants admissiblesVt . Le plancher K t est un
processusoptionnel positif.
Sousla nouvelle probabilit �e QS, le probl�emeconsiste�a trouver un portefeuille opti-
mal dans le num�eraire (S), qui maximisele crit �ere

max
V S

t

EQ S

�
u� (V S

� ); avec V S
t martingale u.i. >

K t

St
= X t 8t 2 [0; � ] et V S

0 = x
	

:

(VI.8)

Nous supposonsraisonnablement que X t :=
K t

St
est un processusoptionnel de la

classe(D), continu en esp�erancepar rapport �a toute suite de temps d'arrêt, sousla
probabilit �e QS.
Souscette forme, le processusde plancher X n'est pas une surmartingale. Cepen-
dant, commeil a d�ej�a �et�e signal�e dansla sectionVI.3.2, toute martingale dominant
X domine forc�ement son enveloppe de Snell Z X , et nous pouvons donc remplacer
X par Z X dans la formulation du probl�eme.
De plus, commele march�e est suppos�e complet, chaque martingale peut être vue
commeun portefeuilleauto-�nan�cant V S. Ainsi, le probl�emed'optimisation deporte-
feuille peut seformuler commeun probl�emede martingale similaire �a celui introduit
dans la sectionVI.3.2, avecun obstacled�e�ni par la surmartingaleZ X .

D'apr�esle chapitre IV , Z X peut sed�ecomposersousformed'esp�eranceconditionnelle
d'un processusde running supremum :

Z X
t = E

�
sup

t6 u6 �
LX

u jF t
�
;

o�u LX est un processusoptionnel semi-continu sup�erieurement �a droite, et la mar-
tingale

M X ;�
t = EQ S

�
LX ;�

0;� jF t

�
= EQ S

�
sup

06 u6 t
LX

u jF t

�
; 0 6 t 6 � ; (VI.9)

v�eri�e l'in �egalit�e E[g(M X ;�
� )] 6 E[g(M � )] pour toute fonction convexe g et toute

martingale admissibleM . Elle r�esout en particulier le probl�emed'optimisation as-
soci�e �a la fonction d'utilit �e u� , lorsquex = Z X

0 . Il su�t pour celade remarquerque
la fonction g = � u� est convexeet par cons�equent

E[u� (M X ;�
� )] > E[u� (M � )]; pour toute martingale admissiblepartant de x = Z X

0 :

Si maintenant x > Z X
0 , nous devons remplacerLX ;�

0;� par LX ;�
0;� _ x dans (VI.9) et la

martingale optimale est danscecasdonn�eepar

M X ;�
t (x) = EQ S

�
LX ;�

0;� _ xjF t

�
:
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Si l'on revient au probl�emeinitial, le portefeuille optimal associ�e s'exprime simple-
ment sousla forme

V �
t = St M X ;�

t (x):

Ainsi, l'inuence de la fonction d'utilit �e a �et�e minimis�eeici, puisqu'ellea juste servi
�a trouver le portefeuille optimal S qui r�esout le probl�emenon-contraint.

Pour des fonctions d'utilit �e g�en�erales,la propri�et�e lin�eaire de la solution optimale
du probl�eme(VI.7) n'est plus vraie : la solution optimale ne varie plus lin�eairement
avec la valeur de la richesseinitiale. Dans ce cas, l'article [KJPL05] sugg�ere une
solution avec des techniques similaires. La repr�esentation des martingales en tant
qu'esp�eranceconditionnelle de la valeur terminale d'un processuscroissant joue un
rôle cl�e dans la r�esolutiondu probl�eme.

Liens avec l'exemple de la section VI.3.3

Soit P la probabilit �e historique et H t le processusdu prix d'�etat d�e�ni �a partir du
taux d'int�er̂et r et la prime de risque � dansun march�e complet :

dHt

H t
= � rdt � �d cWt ;

o�u cWt est un mouvement Brownien sousP.
Comme d'habitude, nous introduisons la probabilit �e risque-neutre Q de densit�e
exp(� � cW� � � 2

2 � ) par rapport �a P, de mani�ere �a ce que Wt = cWt + �t d�e�nisse
un mouvement Brownien sousQ.

Avec les notations pr�ec�edentes, la valeur terminale du portefeuille optimal (sans
contraintes) est de la forme

S� = (� 0H � )� 1
� = exp

h
r � +

�
�

W� �
1
2

� �
�

� 2
�
i
:

Dans ce cadre,la mesurede probabilit �e QS est donn�eepar

dQS

dP
= H � S� = e� r � S�

dQ
dP

;

et W S
t := Wt �

�
�

t est un QS-mouvement Brownien.

Commee� r t St est la martingale de densit�e de QS par rapport �a Q, (e� r t St )� 1 est
une martingale sousQS de la forme

exp
h
�

�
�

W S
t �

1
2

� �
�

� 2
t
i
:
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Revenonsau probl�emed'assurancedeportefeuilleet supposonsqueK t = K et � = T

dans(VI.8). Le processusdeplancher X t =
K
St

estalorsuneQS-surmartingalenot�ee

Z t :
dZ t

Z t
= � rdt �

�
�

dWS
t ; Z0 = K :

Fig. VI.2 { Une tra jectoire possibledu plancher Z .

Pour un horizon temporel in�ni, nous avons montr �e que Z t = bE
�
Z �

t;1 jF t

�
dans

l'exemple de la section VI.3.3. Par contre pour un horizon �ni, la constante b est
remplac�eepar une fonction d�eterministe du temps, pour laquellenous n'avons pas
de formule ferm�ee:

Z t = E
�

sup
t6 s6 T

bsZsjF t
�

et M �
t = E

�
sup

06 s6 T
bsZsjF t

�
:

Le même exemplede la section VI.3.3 donne des formules ferm�eeslorsque la ma-
turit �e est in�nie. Par cons�equent, lorsquela maturit �e T est su�samment grande,il
est possiblede d�eriver une solution explicite approximative bas�eesur cesformules
ferm�ees.Nousdevons juste supposerque la solution ne domineplus le processusdu
plancher pour tout t dans [0; T], mais pour tout t > 0.

Consid�erons alors un horizon temporel T su�samment grand de fa�con �a pouvoir
d�etermineruneformule ferm�eeapproximative pour la solution du probl�eme.D'apr�es
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la proposition VI.2 de la sectionVI.3.3, Z t '  � 1
 E[Z �

t;T jF t ] et la strat�egieoptimale
est approximativement de la forme

M �
t '

 � 1


E[Z �
0;T jF t ] '

 � 1


sup
0;t

Zu

h 1
 � 1

� Z t

sup0;t Zu

� 
+ 1

i

=
 � 1


K

inf 0;t Su

h 1
 � 1

� inf 0;t Su

St

� 
+ 1

i
:

La �gure VI.3 repr�esente uneapproximation de la martingale optimale M � associ�ee
au plancher Z de la �gure VI.2. Nous pouvons notamment observer que la martin-
gale colle �a son plancher dans les phasesde croissanceet au voisinagede certains
maxima locaux. En e�et commeil a d�ej�a �et�e signal�e au chapitre pr�ec�edent, la mar-
tingale doit revenir au niveau du plancher �a chaque fois que ce dernier atteint un
nouveaumaximum (cf. proposition V.5).
Par contre lorsque le plancher connâ�t une chute, le niveau de la martingale M �

baisse�egalement, mais dansune moindre mesuredu fait de sonoptimalit �e par rap-
port �a l'ordre convexesur lesvaleursterminales.

Fig. VI.3 { Approximation de la Martingale Max-Plus M � sur un exemplede tra-

jectoire du processusde plancher Z t =
K
St

.

La solution optimale V �
t du probl�emeinitial est alors donn�eepar

V �
t = StM �

t '
 � 1


K

St

inf 0;t Su

h 1
 � 1

� St

inf 0;t Su

� � 
+ 1

i
= 	

� St

inf 0;t Su

�
: (VI.10)
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La �gure VI.4 repr�esente cette strat�egie optimale V �
t en fonction du temps. Nous

pouvons particuli �erement observer que V �
t reste extrêmement proche du plancher

constant K au voisinagede la zone o�u Z a atteint son maximum global (cf. �-
gure VI.3).
Par souci de simplicit�e, nous posonsdans la suite s�

t := inf 0;t Su. Comme V �
t est

Fig. VI.4 { Repr�esentation de la strat�egieoptimale V �
t en fonction du temps.

un portefeuille auto-�nan�cant, sa partie �a variation �nie sousla probabilit �e risque-
neutre Q esten rVtdt. Il reste�a identi�er sapartie martingale en utilisant la formule
d'It ô. La dynamiquede V �

t est alors donn�eepar l' �equation suivante :

dV �
t = rV �

t dt + 	 0
� St

s�
t

� 1
s�

t

� �
�

StdWt

�

= rV �
t dt +

 � 1


K
h
1 �

� St

s�
t

� �  i 1
s�

t

� �
�

StdWt

�

= rV �
t dt +

 � 1


K
�
�

� St

inf 0;t Su

� h
1 �

� St

inf 0;t Su

� �  i
dWt : (VI.11)

Notons que dans le casparticulier o�u St = inf 0;t Su,

V �
t =

 � 1


K
h 1

 � 1
+ 1

i
= K ;

et la quantit �ed'actifs risqu�esestnulle. Ainsi, la strat�egieoptimale touche le plancher
K �a chaquefois que St atteint sonminimum, commele montre la �gure VI.5.
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Fig. VI.5 { V �
t touche le plancher K �a chaquefois que St ateint son minimum sur

[0; t].

Comparaison des strat �egies de Max-Plus et de Doob-Meyer

La �gure VI.6 repr�esente la martingale M � et la martingale M D M de la d�ecompo-

sition de Doob-Meyer de Z , sur un exemplede tra jectoire du plancher Z t =
K
St

.

Par absenced'opportunit �e d'arbitrage, nous savons qu'il n'existe pas de strat�egie
dominante danstous les�etats du monde.
Nous pouvons observer que la martingale optimale par rapport �a l'ordre convexe
sur lesvaleursterminales,restecoll�eeau plancher sur la premi�erep�eriode. De plus,
sonmaximum sur les intervallesde la forme [0; t] est toujours le mêmeque celui du
plancher : sup0;t M �

u = sup0;t Zu, contrairement �a la martingale de Doob-Meyer qui
est plus variable. Celle-cicolle moins au plancher et n'y revient plus une fois qu'elle
a d�ecoll�e.

La �gure VI.7 comparelesstrat�egiesdeportefeuilleV �
t = St :M �

t et V D M
t = St :M D M

t

dansle monder�eelo�u lesportefeuillesauto-�nan�cants ne sont plus desmartingales.
Nous voyons bien ici que la strat�egie optimale la moins risqu�ee V �

t a tendance�a
revenir au plancher, contrairement �a cellede Doob-Meyer.
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Fig. VI.6 { Comparaisondesmartingalesde Max-Plus et de Doob-Meyer sur une
tra jectoire possibledu plancher.

Fig. VI.7 { Comparaisonde la strat�egie optimale et de la strat�egie associ�ee �a la
martingale de Doob-Meyer.
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VI.5 Conclusion

Ce chapitre proposeune nouvelle approche au probl�emeclassiquede maximisation
d'utilit �e sousdescontraintes de type Am�ericain, en sebasant sur la notion d'ordre
stochastique convexe. Commeil a d�ej�a �et�e soulign�e, l'attrait principal de la domi-
nancestochastiquer�esidedansle fait qu'elle �evite toute hypoth�esearbitraire concer-
nant la forme de la fonction d'utilit �e. Elle n'imposeaucunesp�eci�cation explicite de
la fonction d'utilit �e de l'agent.
Il est �a noter que les crit �eresde l'ordre convexeont pu être employ�es ici parceque
nous avons consid�er�e un nouvel environnement dans lequel les portefeuilles auto-
�nan�cants sont desmartingales.
Le probl�emepos�e admet une solution optimale dans le cadred'un march�e complet,
puisquetous lesactifs contingents sont r�eplicables.De cefait, le portefeuille optimal
ne d�e�nit passeulement une martingale locale mais une vraie martingale.
Signalonsen�n quel'optimisation est essentiellement bas�eesur la d�ecomposition des
surmartingalesdansl'alg�ebreMax-Plus, qui permet d'exprimer toute martingale de
la classe(D) sousformed'esp�eranceconditionnelled'un certain processusderunning
supremum.
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[Gay04] J. P. Gayant, \R ôle de la transformation des probabilit �es dans la com-
binaison d'actifs risqu�es", Annales d'�economieet de statistique (2004),
no. 73, pp. 141{155.

[KJP98] N. El Karoui and M. Jeanblanc-Picqu�e, \Optimization of consumption
with labor income", Finance and Stochastics 2 (1998), no. 4, pp. 409{
440.

[KJPL05] N. El Karoui, M. Jeanblanc-Picqu�e and V. Lacoste,\Optimal portfolio
management with American capital guarantee", Journal of EconomicDy-
namicsand Control 29 (2005), pp. 449{468.

[KS98] I. Karatzasand S.E. Shreve,Methodsof Mathematical Finance, Springer-
Verlag, New York, 1998.

[MvN47] O. Morgensternand J. von Neumann, Theory of Gamesand Economic
Behavior, Princeton University Press,2nd Edition, 1947.

[PS88] A. Perold and W. Sharpe, \Dynamic strategiesfor assetallocation", Fi-
nancial Analyst Journal (1988), pp. 16{27.

185





Chapitre VI I

Martingales d'Az �ema-Yor
et D�ecomposition
Max-Plus

R�esum�e

Les martingalesd'Az�ema-Yor ont initialement servi �a r�esoudrele probl�emede Sko-
rohod, et grâce�a leurspropri�et�esremarquables,ellesont su� dansde nombreux cas
�a obtenir desr�esultats d'acc�esdi�cile (cf. [Obl05]).

Nousd�e�nirons donctout d'abord lesmartingalesd'Az�ema-Yor. Ensuite, nousiden-
ti�erons cesmartingalesaux martingalesMax-Plus et nousmontrerons notamment
comment ellespermettent derepr�esenter toute surmartingale,fonction concaved'une
martingale de r�ef�erence,sousforme d'esp�eranceconditionnelled'un certain running
supremum.
Cette repr�esentation estextrêmement utile en�nance puisqu'ellepermetentre autres
de d�ecrire de mani�erepr�ecisela fronti �ered'arrêt optimal pour desCalls Am�ericains
�ecrits sur de tels sous-jacents et de d�eterminer des formules ferm�eespour les prix.
Nous donneronsdansce chapitre quelquesexemplesbas�essur desprocessusde dif-
fusion uni-dimensionnelset grâce�a la sym�etrie Call-Put, nousd�eriveronsune r�egle
universellede pricing (en fonction du strike) pour desPuts Am�ericains\classiques"
dans le cadred'un mod�elede di�usion �a volatilit �e locale.

Nousnoustourneronsen�n verslesapplicationsdesmartingalesd'Az�ema-Yor enop-
timisation deportefeuille. Nousverronspar exemplequ'ellespermettent de r�esoudre
lesprobl�emessuivants :
{ trouver la meilleuremartingale dominant un plancher donn�e par rapport �a l'ordre
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convexesur lesvaleursterminales,
{ trouver desmartingalesoptimalesv�eri�an t certainescontraintes de drawdown.
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VI I.1 Intro duction

Les martingales d'Az�ema-Yor ont �et�e introduites par les auteurs pour r�esoudrele
probl�emedeSkorohod, qui consiste�a trouver un tempsd'arrêt int�egrablepour lequel
le mouvement Brownien arrêt�e �a cet instant a une distribution donn�ee.
Plus pr�ecis�ement, soient (B t ) un mouvement Brownien �a une dimension issu de
l'origine et � une loi de probabilit �e sur R, centr �ee et admettant un moment du
secondordre. Appelons	 � (x) le barycentre de la restriction de � �a [x; 1 ), et posons
B �

t = sups6 t Bs. L'objet principal de l'article [AY79] par J. Az�emaet M. Yor, �etait
de montrer que le temps d'arrêt

T = inf f t ; B �
t > 	 � (B t )g

r�esoutle probl�emede Skorohod relatif �a � . Autrement dit, il satisfait aux conditions
suivantes :
(a) La loi de BT est � .
(b) E[T] =

R
R x2d� (x).

Pour cela, les auteurs ont utilis�e de mani�ere intensive le r�esultat suivant : si f est
de classeC1, le processus

f (B �
t ) + (B t � B �

t )f 0(B �
t )

est une martingale locale,appel�eemartingale locale d'Az �ema-Y or . Ce point de
vues'estr�ev�el�e tr �ese�cace danslesprobl�emesdecalibration implicite, et lesoptions
sur variance.
Plusieurs solutions ont �et�e propos�ees.Citons par exemple les articles de Dubins
[Dub68], Root [Roo69], Chacon-Walsh[CW76], Lehoczky [Leh77], Bass[Bas83], Val-
lois [Val83]...
R�ecemment, Cox et Hobsonont propos�edans[CH05] un point devue uni� �e pour ces
di� �erentes repr�esentations. Mais le plus important pour nous est la caract�erisation
de Obloj [Obl05] desmartingalesd'Az�ema-Yor comme�etant les seulesmartingales
qui s'�ecrivent comme une fonction du mouvement Brownien et de son processus
du maximum. Plus g�en�eralement, toute martingale c�adl�ag d�ependant uniquement
d'une martingale donn�eeN et de son running supremum N �

t = sup06 s6 t Ns est une
martingale d'Az�ema-Yor qui s'�ecrit sousla forme

f (N �
t ) + (N t � N �

t )f 0(N �
t ):

En d�epit deleur simplicit�e,cesmartingaleslocalesont servi �a r�esoudredesprobl�emes
particuli �erement �epineux.
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En ce qui nous concerne,les martingales d'Az�ema-Yor s'av�erent tr �es utiles pour
repr�esenter toute surmartingale, fonction concave d'une martingale de r�ef�erence,
sousforme d'esp�eranceconditionnelledu running supremum d'un certain indice.
Ceci permet de d�eduiredesformulesferm�eespour lesCalls Am�ericains�ecrits sur de
tels sous-jacents, et donneunedescriptionpr�ecisedela fronti �ered'arrêt optimal. Des
exemplesutiles reposant sur desdi�usions unidimensionnellessont propos�esdansce
chapitre.

D'autres probl�emesd'optimisation peuvent ser�esoudrepar lesmartingalesd'Az�ema-
Yor, commepar exemple:

{ trouver la meilleuremartingale dominant un plancher donn�e par rapport �a l'ordre
convexesur les valeursterminales.Nous avons vu au chapitre VI que les martin-
gales\Max-Plus" sont dessolutionsoptimales.Nousmontrons danscechapitre que
les martingales d'Az�ema-Yor fournissent des exemplesde d�ecompositions Max-
Plus, o�u nouspouvons faire descalculsexplicites sansaucunehypoth�esede type
accroissements ind�ependants et stationnaires.

{ trouver desmartingalesoptimalesv�eri�an t descontraintes de type\dra wdown".
En e�et, un fonds garanti (avec des contraintes de type \dra wdown") est sens�e
o�rir la possibilit�e de tirer le meilleur parti deshaussesdesmarch�esactions sans
aucun risquepour le capital investi. Dans la plupart descas,il permet, au terme
du fonds,de b�en�e�cier d'une valeur liquidativ e au moins �egale�a un certain pour-
centage (70 % par exemple)de la plus haute valeur liquidativ e ou la plus haute
performanceobserv�eequotidiennement d�esla �n de la p�eriode de souscriptionet
jusqu'�a l' �ech�eancedu fonds,et cequellequesoit l' �evolution desmarch�es�nanciers.

VI I.2 D�e�nition de la martingale d'Az �ema-Yor

D�e�nition VI I.1
Soit N une martingale locale continue et N �

t = sup06 s6 t Ns son running supremum.
Alors, pour toute fonction �a variation �nie u, avec une d�eriv�ee�a droite u0 localement
int �egrable, le processusM AY

M AY
t = u(N �

t ) + u0(N �
t )(N t � N �

t ) (VI I.1)

est une martingale locale, appel�eemartingale d'Az�ema-Yor.

Cette propri�et�e a �et�e utilis�eede mani�ere intensive par Az�ema-Yor et a particuli �ere-
ment servi �a r�esoudrele probl�emede Skorohod dans[AY79].
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Supposonsque u admette une d�eriv�ee secondeu001 et �ecrivons (VI I.1) sousforme
di� �erentielle. Cela donne

dM AY
t = u0(N �

t )dN �
t + u0(N �

t )(dNt � dN �
t ) + u00(N �

t )(N t � N �
t )dN �

t

= u0(N �
t )dNt ;

o�u la seconde�egalit�ed�ecouledu fait queN �
t = N t lorsquet estun point decroissance

de N � .
Ainsi, la martingale d'Az�ema-Yor de la d�e�nition VI I.1 peut s'�ecrire sousla forme
suivante :

M AY
t = M AY

0 +
Z t

0
u0(N �

s )dNs: (VI I.2)

Il est ais�e de voir que l'identit �e (VI I.2) restevraie pour tout processusc�adl�ag N t d�e-
�nissant une semi-martingaledont les sauts sont n�egatifs , ou plus g�en�eralement
dont le pro cessus de running suprem um N �

t est contin u.

VI I.3 Martingales Max-Plus et martingales d'Az �ema-
Yor

Soient (N t ) une martingale locale qui tend vers 0 �a l'in�ni et (Z t ) une fonction
concave croissante u de (N t ). Nous pouvons supposer que le processus(N t ) est
continu, ou plus g�en�eralement c�adl�ag �a sautsn�egatifs,de fa�con �a cequele processus
de running supremum (N �

t ) soit continu.
Grâce�a la concavit �e de u, Z t = u(N t ) est une surmartingale.Noussupposons�egale-
ment quel'horizon � est in�ni et E[j u(supt> 0 N t ) j] = E[j u(N �

1 ) j] < + 1 demani�ere
�a ce que Z soit de la classe(D).
PosonsensuiteN �

t = sup06 s6 t Ns et appliquonsla formule d'It ô dansle caso�u u est
de la classeC1. Nous pouvonsalors observer que le processus

M t := u(N �
t ) + (N t � N �

t )u0(N �
t ) = u(N0) +

Z t

0
u0(N �

s )dNs (VI I.3)

est une martingale localed'Az�ema-Yor, qui seranot�eepar M AY
t dans la suite.

Commela fonction u est concave, il vient

u(y) � u(x) 6 u0(x)(y � x)

1Cette hypoth�esen'est pas indispensablepour montrer (VI I.2). Cette derni�ere propri �et�e est en
fait vraie pour toute fonction u v�eri�an t les conditions de la d�e�nition VI I.1.
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pour tous r�eels(x; y), et par suite la martingale M AY
t domine Z t = u(N t ).

Nous avons pour objectif d'identi�er la martingale M AY d'Az�ema-Yor �a la martin-
gale associ�ee �a la d�ecomposition Max-Plus de Z . Pour cela, nous appliquons ici le
th�eor�eme d'unicit �e I I.8 du chapitre I I ; mais nous verrons dans la section VI I.4.2
que nous pouvons directement prouver ce r�esultat, en exploitant uniquement des
propri�et�esli�ees�a la martingale d'Az�ema-Yor.
Nous verrons�egalement, dans la suite du chapitre, que la martingale d'Az�ema-Yor
permet de retrouver, dans descasparticuliers, un certain nombre de r�esultats des
chapitres pr�ec�edents, sansutiliser la th�eoriede la d�ecomposition Max-Plus.

Pour pouvoir appliquer le th�eor�emed'unicit �e I I.8, M AY
1 doit être �egale�a la valeur

terminale d'un processuscroissant L �
0;: qui crô�t uniquement aux instants t tels que

L �
0;t = L t .

Commenousavonssuppos�e queN1 = 0, il en d�ecouleimm�ediatement queN �
1 > 0

et
M AY

1 = lim
t ! + 1

M AY
t = u(N �

1 ) � u0(N �
1 )N �

1 := v(N �
1 );

o�u la fonction v est d�e�nie par v(x) := u(x) � xu0(x) pour tout r�eelx. Si la fonction
u est r�eguli�ere,v0(x) = � xu00(x). Donc, grâce�a la concavit �e de u, v0(x) > 0 si x > 0
et la fonction v est croissante sur [0; + 1 ).
De plus, N �

1 = (N + )�
1 car N �

1 > 0, mais nousn'avons pas forc�ement N �
t = (N + )�

t

pour tout t. Ainsi, M AY
1 est la valeur terminale d'un processuscroissant de la forme

v((N + )�
t ) = sup

06 s6 t
L s o�u L s := u(N +

s ) � u0(N +
s )N +

s = v(N +
s ):

Par ailleurs, tant queN t 6 0, (N + )�
t restecoll�e �a 0 et necrô�t pas.Ainsi, le processus

croissant v((N + )�
t ) crô�t uniquement lorsque(N + )�

t = N +
t = N t = N �

t , c'est-�a-dire
lorsqueM AY

t = Z t (d'apr�esl' �equation (VI I.3)).

La martingaleM AY satisfait donc�a toutes lesconditionsdu th�eor�emeII.8, qui assure
l'unicit �e de la martingale M AY = M � associ�ee�a la d�ecomposition Max-Plus de Z .

De plus, grâce �a la contrainte de domination M �
t > Z t et �a la premi�ere �egalit�e

dans(VI I.3), il vient
u(N t ) 6 M �

t 6 u(N �
t ):

Par cons�equent, les processusde running supremum de M � et de Z sont indistin-
guables:

M � ;�
t = Z �

t = u(N �
t ); pour tout t > 0:

Nous pouvons r�ecapituler cesr�esultats dansla proposition suivante :
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Proposition VI I.1
Soit Z une surmartingale de la forme Z t = u(N t ) o�u u est une fonction croissante
concave et N une martingale locale continue, ou c�adl�ag �a sauts n�egatifs telle que
N1 = 0.

1. Z admet alors la d�ecomposition suivantedans l'alg�ebre Max-Plus :

Z t = E[L �
t;1 jF t ] = E

�
sup
s> t

L sjF t
�
; o�u L s = v(N +

s )

et v est une fonction croissantede la forme v(x) = u(x) � u0(x)x.

2. La martingale de la d�ecomposition Max-Plus de Z est de la forme

M �
t = u(N �

t ) + (N t � N �
t )u0(N �

t ):

Elle a en particulier le mêmerunning supremumqueZ : M � ;�
t = Z �

t = u(N �
t ),

pour tout t.

3. Cette martingale M � , solution optimale du probl�eme de martingale sous
contrainte de plancher M �

t > Z t , satisfait en fait �a la contrainte de \dr aw-
down" plus forte :

M � ;�
t > v � u� 1(Z �

t ) = v � u� 1(M � ;�
t ):

Remarque VI I.2
Cesr�esultatsne sont pas seulementvalablessousles hypoth�eses� = 1 et N1 = 0.
Le processusM AY estencore la martingale de la d�ecomposition Max-PlusdeZ , pour
tout horizon � tel queM � = v(N �

� ), o�u v est une fonction croissante.

VI I.3.1 Exemples pr�ec�edents revisit �es

Revenonssur lesexemplesde la sectionV.4.

Cas de l'horizon in�ni.
� Notons que le premier cas o�u Z est un mouvement Brownien g�eom�etrique de

param�etres(� r; � ) rentre dansle cadrede l'exempleplus g�en�eral desmartingales
d'Az�ema-Yor.
En e�et, Z  (avec  = 1 + 2r

� 2 ) est une martingale locale et donc Z t = u(N t ) o�u

u(x) = x
1
 est une fonction concave croissante et N t = Z 

t . En particulier, nous
pouvonsais�ement montrer le r�esultat dela proposition V.5 enutilisant simplement
l' �equation (VI I.3).
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Plus g�en�eralement, soit N t une martingale continue exponentielle d'une int�egrale
stochastiquetelle que

R1
0 � 2(N t )dt = 1 . Alors, la martingale associ�ee�a la d�ecom-

position Max-Plus deZ t = N
1


t a la mêmeformequecelledansle casdu Brownien
g�eom�etrique.

� Reconsid�eronsl'exempledu chapitre V o�u la surmartingaleZ est un processusde
L�evy g�eom�etrique de la forme Z t = xeX t , avec x > 0 et X un processusde L�evy
sanssautspositifs (ou encoreun processusdeL�evy semi-continu sup�erieurement).
Le processusde running supremum Z �

t est danscecascontinu, puisqueZ ne peut
avoir que dessautsn�egatifs.
Si (a; � 2; �) est le triplet caract�eristique de X , avec a et � > 0 deux constantes
r�eelleset � une mesurepositive de support (�1 ; 0), telle que

R
(1 ^ y2)�( dy) <

+ 1 , alors nous pouvons d�e�nir, commeexpliqu�e au chapitre I I I, l'exposant de
Laplace� = � (� ) par

� (� ) = a� +
1
2

� 2� 2 +
Z 0

�1
(e�y � 1 � �y 1f� 1<y < 0g)�( dy); pour � > 0: (VI I.4)

Cet exposant a pour propri�et�e que E[e�X t ] = et� (� ) et tout processusde la forme
e�X t � t� (� ) (avec � > 0) est une martingale.
Ainsi, le processusZ t = xeX t peut s'�ecrire sousla forme

Z t = M tet� (1) ; o�u M t = xeX t � t� (1) est une martingale:

Z ne peut donc être une surmartingale que si le processuset� (1) est d�ecroissant,
c'est-�a-dire � (1) 6 0.

Supposonsque � (1) = a +
1
2

� 2 +
Z 0

�1
(ey � 1 � y1f� 1<y < 0g)�( dy) < 0. Comme

� (0) = 0, � est convexe et lim � ! + 1 � (� ) = + 1 , il existe  L�evy > 1 tel que
� ( L�evy) = 0 (cf. chapitre I I I).
Le processusZ  L �evy

t = x  L �evy e L �evy X t est alors une martingale que nous d�esignons
par N t .

Nousproc�edonsensuitecommedansle caspr�ec�edent enposant u(x) = x
1

 L �evy et en
appliquant l' �egalit�e (VI I.3), a�n de retrouver l'expression(V.7) de la martingale
Max-Plus, donn�eedans le chapitre V :

M �
t = (N �

t )
1

 L �evy + (N t � N �
t )

(N �
t )

1
 L �evy

� 1

 L�evy
= Z �

t +
�
Z  L �evy

t � (Z �
t ) L �evy

� (Z �
t )1�  L �evy

 L�evy
:
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� Consid�erons�a pr�esent le casd'un mouvement Brownien drift �e Z de param�etres
(� �; � ), o�u � = r + � 2

2 . Nouspouvonsfacilement voir quele processusexp( Z t ) =
N t est une martingale et par cons�equent Z t = u(N t ), o�u u(x) = 1

 log(x) est une
fonction concave croissante.
Ensuite d'apr�esl' �equation (VI I.3), la martingale M � associ�ee�a la d�ecomposition
Max-Plus de Z est de la forme

M �
t =

1


log(N �
t ) + (N t � N �

t )
1

 N �
t

= Z �
t +

1


(exp (Z t � Z �
t ) � 1);

et nous pouvons donc d�eduire la mêmeformule que celle de la proposition V.6.
Cette propri�et�e n'est pas typique du mouvement Brownien et reste valable pour
desint�egralesstochastiquesplus g�en�erales.

Cas de l'horizon exponentiel ind�ependant.

Supposons�a pr�esent que
{ l'horizon � est une variable al�eatoire ind�ependante de param�etre � > 0,
{ la surmartingaleZ estun mouvement Brownieng�eom�etriquedeparam�etres(� r; � ).
Nous adoptonsles notations de la sectionI I I.3.1.2.

Soit � la racine sup�erieure �a  du trin ôme de seconddegr�e : y2 �  y �
2�
� 2

= 0.

Le processuseZ t
�

= Z �
t 1f t<� g est alors une Gt -martingale. En e�et, pour tous r�eels

t; s > 0 :

E[ eZ �
t+ sjGt ] = 1f t<� g E

�
Z �

t+ s1f t+ s<� g

�
�Gt

�

= 1f t<� ge� t E
�
Z �

t+ s1f t+ s<� g

�
�F t

�
;

d'apr�es l' �equation de changement de �ltration (I I I.8) du chapitre I I I. Il en r�esulte
aussitôt que

E[ eZ �
t+ sjGt ] = 1f t<� ge� t Z �

t E
h� Z t+ s

Z t

� �
1f t+ s<� g

�
�
�F t

i

= 1f t<� ge� t Z �
t E

h� Z t+ s

Z t

� �
e� � (t+ s)

�
�
�F t

i

= eZ t
�
E

h
e� � s

� Zs

x

� � i
;

o�u la derni�ere�egalit�e d�ecouledespropri�et�esd'ind�ependanceet de stationnarit�e des
accroissements relatifs de Z . Par ailleurs,

E
h
e� � s

� Zs

x

� � i
= E

�
exp

�
�

� 2

2
 � s � � s + � � Ws

��
;
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et comme� 2 �  � �
2�
� 2

= 0, il en r�esulteque

E
h
e� � s

� Zs

x

� � i
= E

�
exp

�
� � Ws �

� 2� 2

2
s
��

= 1;

et E[ eZ �
t+ sjGt ] = eZ t

�
pour tous t; s > 0.

Ainsi la surmartingaleZ est de la forme Z t = u(N t ), o�u u(x) = x
1
� est une fonction

concave croissante et N t = eZ t
�

est une martingale locale.
Comme la martingale d'Az�ema-Yor M AY associ�ee �a u et N n'est rien d'autre que
la martingale M � de la d�ecomposition Max-Plus de Z , il su�t d'exploiter la d�e�ni-
tion (VI I.3) de M AY pour retrouver le r�esultat de la proposition V.8 concernant la
forme explicite de la martingale Max-Plus, pour t 6 � :

M �
t = (N �

t )
1
� + (N t � N �

t )
(N �

t )
1
� � 1

�
= eZ t

�
+

� eZ t
�

� ( eZ t
�
)�

� ( eZ t
�
)1� �

�

=
� � 1

�
eZ t

�
h 1

� � 1

� eZ t

eZ t
�

� �
+ 1

i
:

VI I.4 Options Am�ericaines et martingales d'Az �ema-
Yor

Le but de cette sectionest d'exploiter lesmartingalesd'Az�ema-Yor a�n de r�esoudre
explicitement certains probl�emesde Calls Am�ericainsperp�etuels,sansfacteur d'ac-
tualisation, �ecrits sur dessous-jacents fonctionsd'une martingale localeder�ef�erence.
Commenousavons vu au chapitre I I I que cesCalls Am�ericainsont exactement les
mêmespropri�et�esque lesPuts Am�ericains\classiques"avec facteur d'actualisation,
les r�esultats s'appliqueront �egalement aux Puts. Nous rappelonsd'abord cette sy-
m�etrie Call-Put dans le prochain paragraphe.

VI I.4.1 Sym�etrie Call-Put

Consid�erons le processusde densit�e de prix d'�etat H et supposonsque pour tout
tempsd'arrêt born�e � , H t^ � St^ � est une martingale uniform�ement int�egrablesousla
probabilit �e historique P, et non uniquement une martingale locale. Nous pouvons
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d�e�nir une nouvelle mesurede probabilit �e QS sur F � par sa densit�e de Radon-
Nikodym par rapport �a P :

dQS

dP

�
�
�
F �

= H �
S�

S0
(VI I.5)

Ainsi, un Put Europ�eende maturit �e � et de strike m peut encores'�ecrire comme

Put0(m; � ) = EP [H� (m � S� )+ ] = mS0EQ S [(S� 1
� � m� 1)+ ]: (VI I.6)

Nous avons aussipour tout t 6 � ,

EQ S

h 1
S�

jF t

i
= EP

h 1
S�

H � S�

H tSt
jF t

i
=

1
H tSt

EP

h
H � jF t

i
:

Ces�egalit�esmontrent que la QS-semimartingaleS� 1 a les mêmespropri�et�esque le
processusH sousla probabilit �e historique P et d�e�nit par suite une surmartingale.

Ainsi, l' �equation (VI I.6) traduit la sym�etrie entre les Puts Am�ericains\classiques"
avec facteur d'actualisation et les Calls Am�ericainssansfacteur d'actualisation.

VI I.4.2 D�ecomposition Max-Plus et enveloppe de Snell

Nous nous int�eressonsdans ce paragraphe�a l'enveloppe de Snell Z t (m) de Z t _ m,
o�u Z est de la forme Z t = u(N t ), u �etant une fonction concave croissante et N t une
martingale localepositive qui tend vers0 �a l'in�ni.
Pour cela,nousconsid�eronsla martingale d'Az�ema-Yor, et nousla faisonsd�emarrer
de t au lieu de 0. L' �equation VI I.1 devient alors

M AY
t;h = u(N �

t;t + h) + (N t;t + h � N �
t;t + h)u0(N �

t;t + h); 8h > 0:

Le processusM AY
t;h est une martingale par rapport �a la �ltration d�ecal�ee (Gh)h> 0

(d�e�nie par G0 = F t et Gh = F t+ h pour tout h > 0), de valeur initiale u(N t ) et de
valeur terminale u(N �

t;1 ) � N �
t;1 u0(N �

t;1 ) = v(N �
t;1 ) (puisqueN t;1 = 0).

CommeM AY
t;0 = E[M AY

t;1 jF t ], nousobtenonsimm�ediatement la d�ecomposition Max-
Plus de Z :

u(N t ) = E[v(N �
t;1 )jF t ]: (VI I.7)

Consid�eronsmaintenant l'enveloppedeSnellZ t (m) deZ t_m. D'apr�esla sectionIV.4,
Z t (m) est de la forme

Z t (m) = E[sup(v; m)(N �
t;1 )jF t ]: (VI I.8)

197



ChapitreVII Martingalesd'Az�ema-Yor et D�ecompositionMax-Plus

Par ailleurs d'apr�esl' �equation (VI I.7),

� (N t ; m) = E[� (N �
t;1 ; m) � N �

t;1 � 0
x(N �

t;1 ; m)jF t ] (VI I.9)

pour toute fonction concave croissante x 7! � (x; m). Il su�t donc de trouver une
fonction � concave croissante v�eri�an t

sup(v(x); m) = � (x; m) � x� 0
x (x; m)

pour pouvoir �ecrire au vu desidentit �es(VI I.8) et (VI I.9) que

Z t (m) = � (N t ; m): (VI I.10)

Il est ais�e de voir quela fonction � existebien et s'exprimesousla forme : � (x; m) =
m si v(x) < m pour tout x. Sinon,

� (x; m) =

8
><

>:

u(x) si x > x �
m ;

u(x �
m ) � m
x �

m
x + m si x < x �

m ;
(VI I.11)

pour un r�eel x �
m v�eri�an t v(x �

m ) = m (par continuit �e de sup(v; m)). Notons que x �
m

est bien d�e�ni grâce�a la croissancede v, et quela fonction � (x; m) n'est rien d'autre
que l'en velopp e concave de u(x) _ m (voir �gure VI I.1).

Remarque VI I.3
Consid�eronsunemartingale localeX continue partant de0 (X 0 = 0) et un intervalle
]r1; r2[ avec r 1; r2 2 R. Posons

~� = inf f t > 0; X t 62]r1; r2[g;

et intr oduisonsle domaine

M := f � ; EjX � j < 1 ; E[X � ] = 0; � < ~� p.s.g:

Soit G une fonction continue v�eri�ant la condition suivante :
� Il existeau moins une fonction concaveH telle que

G(x) 6 H (x) 8x 2 R (autrement dit, H est un majorant concavede G):
D�esignonsalors par ~G le plus petit majorant concave(ou l'enveloppe concave) de G.
En 1995,Galtchouket Mir ochnitchenko(voir [GM95]) sesont pos�es le probl�emede
trouver un tempsd'arr êt � � 2 M tel que

sup
� 2M

E[G(x + X � )] = E[G(x + X � � )]:

En posant V(x) := sup� 2M E[G(x + X � )] et D(G) := f x ; G(x) < ~G(x)g; ils ont
montr�e que
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(i) la fonction V est l'enveloppe concavede G (c'est-�a-dire V = ~G),

(ii) si le tempsd'arr êt

� x := inf f t > 0; x + X t 62D(G)g

appartient �a la famil le M pour tout x 2 R, alors V(x) = E[G(x + X � x )]:
La fonction ~G est lin�eaire sur chaquecomposante connexe de D(G) (voir
[Mir79]). Cette r�egion D(G) s'appelle la r�egion de continuation des obser-
vations pour la fonction g.

Si leshypoth�esesdesupport pr�ec�edentessont v�eri� �ees,ce r�esultatpermet demontrer
directementquele processus� (N t ; m), avec � d�e�nie par (VI I.11), n'est rien d'autre
quel'enveloppe de Snell de u(N t ) _ m = Z t _ m. Autrement dit,

Z t (m) = Snell(Z t _ m) = � (N t ; m):

Fig. VI I.1 { � (x; m) : enveloppe concave de u(x) _ m

VI I.4.3 Martingales d'Az �ema-Yor et Calls Am�ericains perp�etuels

Soit (N t ) une martingale localepositive qui tend vers 0 �a l'in�ni, et g une fonction
continue croissante sur R+ dont l'enveloppe concave croissante u est �nie.
Alors, le processusZ t = u(N t ) est simplement l'enveloppe de Snell de Y. Consi-
d�erons un Call Am�ericain �ecrit sur le sous-jacent Yt = g(N t ) et supposonsque
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E
�

sup0;1 ju(N t )j
�

< 1 .

La martingale d'Az�ema-Yor associ�ee�a la fonction u est de la forme

M AY
t = u(N �

t ) � u0(N �
t )(N �

t � N t ):

Nous avons vu qu'elle majore Z t = u(N t ) grâce �a la concavit �e de u. Sousles hy-
poth�esespr�ec�edentes et d'apr�es(VI I.7), Z est l'esp�eranceconditionnelledu running
supremum v(N �

t;1 ) = sups> t v(Ns), o�u v(y) = u(y) � yu0(y) est une fonction crois-
sante sur R+ .
Le th�eor�eme suivant caract�erise explicitement un temps d'arrêt optimal en fonc-
tion de v, pour le probl�eme de Call Am�ericain perp�etuel CAm (Y; m), �ecrit sur le
sous-jacent Y et de strike m.

Th�eor�eme VI I.4
{ Partant de l'instant t, le Call Am�ericain CAm(Y; m) est optimalementarr êt�e au

tempsd'arr êt D t (m) d�e�ni par

D t (m) := inf f s 2 [t; 1 ] ; v(N t ) > mg;

o�u v(y) = u(y) � yu0(y).
{ Le prix du Call Am�ericain perp�etuel �a l'instant t est donn�e par

CAm
t (Y; m) = E[(v(N �

t;1 ) � m)+ jF t ] = � (N t ; m) � m := V(N t ; m);

o�u V(y; m) est l'enveloppe concavede la fonction (g(y) � m)+ .

Preuve - VI I.4 -
Nousavonsvu �a la sectionIV.5 du chapitre IV qu'un Call Am�ericain �ecrit sur Y est
�equivalent �a un Call Am�ericain �ecrit sur sonenveloppe de Snell Z .
Par ailleurs, le prix du Call Am�ericain CAm

t (Z; m) s'�ecrit simplement en fonction de
Z t (m) sousla forme

CAm
t (Z; m) = Z t (m) � m;

et donc d'apr�esles �equations(VI I.8) et (VI I.10),

CAm
t (Y; m) = CAm

t (Z; m) = E[(v(N �
t;1 ) � m)+ jF t ] = � (N t ; m) � m;

o�u � (x; m) estl'enveloppeconcavedeu(x)_m (cf. sectionVI I.4.2, �equation(VI I.11)).
Commeu(x) est l'enveloppe concave de g(x), alors l'enveloppe concave de (g(x) �
m)+ co•�ncide avec cellede (u(x) � m)+ , c'est-�a-dire avec V(x; m) := � (x; m) � m.

200



OptionsAm�ericaineset martingalesd'Az�ema-Yor SectionVII.4

Un tempsd'arrêt optimal �a partir d'un instant t, pour le probl�emedeCall Am�ericain
CAm (Y; m), ou encoreCAm (Z; m), est donn�e par

D t (m) = inf f s > t ; CAm
s (Z; m) = Zs � mg = inf f s > t ; � (Ns; m) = u(Ns)g:

Par ailleurs, d'apr�esl'expressionde � (VI I.11), � (x; m) = u(x) lorsquev(x) > m. Il
en r�esulteaussitôt que D t (m) = inf f s > t ; v(Ns) > mg, et la preuve est achev�ee. �

Revenonsici sur lesexemplesdu chapitre I I I concernant lesCalls Am�ericains�ecrits
sur dessous-jacents surmartingales�a accroissements ind�ependants.

Exemples

Cas de l'horizon in�ni.

� Reconsid�eronsle caso�u la surmartingaleZ �evolue suivant un mouvement Brow-
nien g�eom�etrique de drift n�egatif :

dZ t

Z t
= � rdt + � dWt ; Z0 = z > 0;

et posons = 1+ 2r
� 2 . N t = Z 

t est alors une martingale exponentielle localede la
forme

N t = exp
�
�  Wt �

� 2 2

2
t
�

et Z t = u(N t ) o�u u(x) = x
1
 .

Ainsi, grâce�a la martingale d'Az�ema-Yor M AY associ�ee�a u et N , nous pouvons
retrouver directement l'expressionexplicite de la fronti �ere d'exerciceE c(m) =

mE[Z �
0;1 ] =

m
 � 1

du Call Am�ericain perp�etuel, sans utiliser les r�esultats du

lemmeV.4.
En e�et, l'expression(VI I.3) de M AY permet d'�ecrire �a tout instant t :

E[M AY
t ] = E

h�
N �

t

� 1
 +

1


�
N �

t

� 1
 � 1

(N t � N �
t )

i
= M AY

0 = u(N0) = z:

Ensuite, commeZ t = u(N t ) est un Brownien g�eom�etrique, la loi de sonmaximum
est bien connue (cf. lemmeV.4) et l'hypoth�eseE

�
sup0;1 ju(N t )j

�
< 1 est parfai-

tement v�eri� �eedanscecas.
Il su�t donc de consid�erer la limite de l'esp�erancepr�ec�edente lorsquet ! + 1 ,
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et d'appliquer le th�eor�eme de Lebesgue.Comme N1 = 0, il vient �nalement :

E
�  � 1


(N �

1 )
1

�

= z, c'est-�a-dire

E[Z �
0;1 ] =

E c(m)
m

= E
h(N �

1 )
1


z

i
=


 � 1

:

Nous pouvons même observer que le th�eor�eme VI I.4 permet d'obtenir directe-
ment la fronti �ere d'exercice optimal sous la forme : E c(m) = u � v� 1(m) (cf.
sectionVI I.4.4, �equation (VI I.12)). En e�et,

D t (m) := inf f s 2 [t; 1 ] ; N t > v� 1(m)g = inf f s 2 [t; 1 ] ; Z t > E c(m) = u� v� 1(m)g:

Il resteensuite�a observer que v� 1(m) =
�  m

 � 1

� 
.

� Dans le caso�u Z est l'exponentielle d'un processusde L�evy �a sauts n�egatifs, le
mêmer�esultat a lieu, mais avec un coe�cien t di� �erent  L�evy tel que � ( L�evy) = 0
(cf. sectionVI I.3.1, �equation (VI I.4)).
En e�et, N t = Z  L �evy

t est une martingale locale qui tend vers 0 �a l'in�ni et Z t =

u(N t ) o�u u(x) = x
1

 L �evy . D'apr�esles r�esultatsde l'article de Mordecki [Mor01] sur
ce type de processusde L�evy, l'hypoth�esed'int�egrabilit�e E

�
sup0;1 ju(N t )j

�
< 1

est encorev�eri� �eedansce cas.
Ensuite, le restesed�eroulecommedansle caspr�ec�edent et la fronti �ered'exercice
du Call Am�ericain perp�etuel �ecrit sur Z et de strike m est de la forme

E c(m) = mE[Z �
0;1 ] =

m L�evy

 L�evy � 1
:

� Soit Z un mouvement Brownien de drift n�egatif �
�
r + � 2

2

�
:

dZ t = �
�
r +

� 2

2

�
dt + � dWt ; Z0 = z:

Alors Z t =
1


ln(N t ) = u(N t ), o�u N t estunemartingale locale.Danscecas,v(z) =

1


ln z �
1


et v� 1(z) = exp(1+  z). Ensuite, d'apr�esle th�eor�emeVI I.4, la fronti �ere

d'exercicedu Call Am�ericain est simplement donn�eepar E c(m) = u � v� 1(m) =

m +
1


.
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