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Intr oduction

Cettethesesesituedansle contexteapplicatif desméthodesle contrble non-destructif qui consistent
adétectervoireidenti er la présencelesdéfauts,typiquemenune ssure auseind'un matériausolide.
Cettedétectionsefait via I'émissionet la détectiond'ondesditesultrasonoreslansla pieceatester: la
présencelu défaut se manifestealorspar sonin uence sur la propagtion desondesdansla piéce; la
méthodeestdite non-destructie. CettequestionintéresseparticulieremenEDF (Electricité de France)
envuedu contréledesréacteursiucléairegpourlesquels| estimportantde pouvoir détecteta présence
etl'évolutiond'une ssure. Danscetobjectif, le recoursaucalculnumériqueparaitincontournableSans
allerjusqu'auproblémenverse(la reconstructiord'une ssure apartirdesmesures)il estindispensable
depouwir modéliseret de simulerla propagtiond'ondesdansun milieu solideenprésencele ssures.
C'estdanscecontete quele projet ONDES del'INRIA etle départementSINETICS dela sectionde
RecherchetDéweloppementie EDF collaborentepuisplusieursannéepourla miseaupointdecodes
de simulationnumériqued'expériencesle contrélenon-destructiien régimetransitoire.De fagonplus
précisecettethésesesituedansle prolongementlecellede ChrysoulaT sogka]80], qui avait déweloppé
une méthodeoriginale adaptéeau problémeconsistant couplerune méthoded'éléments nis mixtes
particulieresur desmaillageréguliersavec une méthodede domainesctifs pour la prise en compte
des ssures. Plusrécemment@Gilles Scarella[77] a étenducetteméthodepour prendreen comptedes
conditionsde contactunilatéralpour modéliseda ssure.La motivation particulieérede cetravail repose
surlestrois obserationssuivantes

— dansdenombreuxcasde gure, la ssure ou, defaconplusgénéralelesdétailsgéométriquesiu
domainede propagtion,représententinepetitepartiedu domainede propagtioncomplet,

— laméthodedesdomainesctifs, bienquerobusteetrelatvementsimplea utiliser, auneprécision
gui restelimitée silI'on n'utilise pasdesmaillagessufsamment ns.

— enprésencale défauts,la solutionrecherchégrésentalessingularitésenboutde ssure, singu-
laritésqu'une méthodetrop frustene permettrgpasde prendreen comptede fagonsuf samment
précise.

Cesobsenationsconduisen@pensequ'il estsouhaitableledisposed'un outil desimulationpermettant
d'utiliser localemenuneméthodedecalcultrésprécisepourprendreencomptelesdétailsgéomeétriques
ou singularitésde la solutionqu'il faudraitcoupleravec desméthodesqui utilisent une discrétisation
moins ne maispermettanhéanmoinglefournir uneprécisionsufsante surle restedu domainedecal-
cul. Il estalorsclair qu'unedesidéeslesplusnaturellesconsistea utiliser desméthodesde raf nement
local de maillage. Danssathése,Thierry Fouquet[46], s'estattaquéa ce problémedansle contecte des
équationgle Maxwell, avecun doubleobjectif :

— étrecapabladetraiterdesraccordsde maillagesnonconformesgce qui estsouhaitableentout état
decauseetindispensablelansle casd'un maillagerégulier(voir la gure (1),
— étrecapabled'utiliser despasde tempslocauxadaptésau maillagespatial(on prendrale pasde

XV



Intr oduction

FiG. 1 - Rafnement demaillagenon-conformePlafonddela cafétériade 'INRIA-Rocquencourt.

temps¢ t petitla ou le pasd'espaceh estpetit) ce qui s'imposenaturellementorsqu'ons'inté-
ressea deseéquationsie naturehyperbolique.

Lorsqu'onattaquecettequestioron peutseheurtera desquestionglélicatesle stabilitécommecelapeut
étrele casavecl'approcheclassiquébaséesurdestechniqued'interpolation[27, 61,59, 72, 66]. Dans
[46] T. Fougqueta déweloppéunetechnique originale de raf nement spatio-temporel dite conseva-
tive dontla qualité premiéreestd'assurera priori la stabilitédu schémasansincidencesurla condition
CFL. Laméthodesebasesurla conserationd'une énegie discrétequi estéquivalentedla normel 2 de
la solutiondiscréte.

La missionqui m'a étécon ée comporteplusieursvolets:

— adapterles méthodegde raf nement conseratives aux équationsde I'élastodynamiqudinéaire
(propagtiondesondesdanslessolides),

— compléter'analysede cesméthodegquestionuvertesparla thésede T. Fouquet),

— lesétendrea destauxderaf nement (rationnels)quelconques,

— améliorelesméthodegonsenrativesinitialesentermesde précision,

— étreenmesurede couplercetteméthodede raf nement espacdempsa la méthodedesdomaines
ctifs.

Tel esteffectivemente programmejuej'ai menéabienaulongdecetravail, quim'a, enoutre,amené
réexplorer, tantdu point de vuethéoriquequepratique Ja méthodedesdomainesctifs, laquellepeutse
révélerinopérantedanscertainscasen élastodynamiqusi on ne prendpasgardea choisir corvenable-
mentlesélémentsnis mixtesutiliséspourla discrétisatiorvolumique.Tout ceciexpliquequemathése
comportequatrepartiesdistinctesd'importanceinégale.

La premiere partie, a mesyeuxla plusimportante concerndes méthodesle raf nement espaceemps
pourl'élastodynamiqueSi ce qui concernde raccorddesmaillagesenespaces'appuiesurlesidéesdes
méthodeg'élémentgoints déweloppéegsiansun contete différent(essentiellementourles problémes
elliptiques[23, 15, 81]), tout ce qui concernda discrétisatiorentempsreléwe de déweloppement®ri-
ginaux.Le chapitrel traite de I'adaptationde la méthodede T. Fouquetdansle casd'un raf nement
1i 2(le maillageestdeuxfois plus n dansla grille ne quedansla grille grossierejpuxéquationgie
I'élastodynamiqueAu chapitre2, nousmenonsuneanalysed'erreurcompléteet précisede la méthode
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Intr oduction

gui con rme etcompletdesrésultatobtenugpar[38]. Le chapitre3 constitueuneextensiondu chapitre
'1 aucasd'un taux de raf nement rationnelquelconqueUn despointsnouveauxestla description ne
par I'analysede Fourier desphénoménesle ré exion transmissiord'ondesa traversl'interfacegrille
ne—grille grossiereC'estnotammentetteanalysequi a suscitdestravauxdu chapitre4 otion propose
unenouwelle méthodequi permetde passer'une méthodeen O(h g) auneméthodeen O(h?). Cette
méthode congueinitialement,commeun post-traitementle la solutiondonnéepar la méthodeinitiale
peutétrevue commeunenouelle méthodede couplageentrela grille ne —grille grossiére.

La partie [Il ] concerneun nouvel aspectdesméthodesle raf nement conseratif. Alors, queles algo-
rithmesdéeloppésdansla partieun s'appuientsur unevision “élémentsoints” avec multiplicateurde
Lagrangedu couplagespatial,nousproposonsineméthodealternatve sansmultiplicateurde Lagrange,
s'appuyansuruneméthodade couplageguenousappelongiuale—primale la méthodenumériqueutili-
séedansla grille ne estdualedecelleutiliséedansla grille grossiereDansce cas,on peutla présenter
dansun contexte abstraitasseggénéralui dépassée casparticulierdel'élastodynamiquéleséquations
de Maxwell, del'acoustiqueou le couplage uide-solide serontmentionnées)on peutaussimenerune
analysede corvergencecompléte genparticulierparcequela méthodegpermetde s'affranchirdela ques-
tion délicatdliée auchoixd'espacedu multiplicateurde Lagrangedande casdela méthodealeséléments
joints.

La troisiémepartie estdédiéea la méthodedesdomainesctifs. Aprésenavoir rappeléles principes
générawdansle chapitre7 nousdécrivons,dansle chapitre8/les problemesencontrésvec |'utilisa-

tion del'élément ni Q‘f“’ £ Qo introduit par C. Tsogka.Au chapitre9, nousproposonsine solution
qui consistea enrichir I'espacede discrétisatiorpour le champde vitessev et introduire ce que nous
appelong'élémentQ{V £ P{isc, Aveccetélémenion peutdémontreta corvergencedela méthodedes
domainesctifs, aumoinsdansle casdeI'équationdesondesscalairesget secorvaincredela corver

gencedansle casdel'élastodynamique traversdessimulationsnumériquesle chapitrel0 concernda
généralisatiome 'élémentQ§V £ PS¢ al'ordre supérieur

La quatrieme et derniére partie dela thésecorrespondauxtravaux effectuésau coursdesquatreder
niersmoisdela thésesurle couplageentrela méthodedesdomainesctifs etlestechniquesleraf ne-
mentde maillagespatio-temporelCettepartie,esta la fois la plus courteet la moinsaboutiedu point
de vue mathématiguenaiselle a néanmoinsiébouchéur desdéweloppementiu logiciel conséquents
et desrésultatsnumériquedres satishisants. Au chapitre 11 nous proposonsieux méthodesle cou-
plagedomainesctifs —raf nement demaillageespaceempsqui différentessentiellemerduniveaude
la discrétisationen temps.Chacunadesdeux méthodegossedda propriétéd'étre conserative et par
conséquenstable.Au chapitre12, nousprésentonglifférentesexpériencesnumériquebtenuesvec
unedescesdeuxméthodegla seulea avoir étéimplementée cejour).

Terminonscetteintroductionen situant nostravaux parrapportaux déweloppementsécentsdela lit-
tératur e sur dessujetssimilaires,essentiellemengur les questionsde raf nement de maillageen hy-
perboliquelinéaire.ll estclair que nostravaux sur le raf nement de maillageen espaceont béné cié
desprogresrécentsde la méthodedesélémentgoints. Notammenta n d'effectuerla discrétisatioren
tempsde notreproblémeavec un pasdetempslocalil estintéressant'interpréterla méthode'mortar”
enimposantla continuitéa l'interfacea I'aide d'un multiplicateurde Lagrangg15, 81]. Parallélement
anotretravail, on peutciter plusieurscontritutionsrécentesgjui relévent plus ou moinsdirectemente
la problématiquegue nousabordongdansla thése Ainsi, lestravauxde M. GanderF. Natafet L. Hal-
pern[47] surles méthodegle décompositiorde domaineespace-tempgourla résolutionde I'équation
desondes peuwent étre exploitéespour faire du raf nement de maillagespatio-temporelUn avantage
de cetteméthoderésidedansle fait de permettredes pasde discrétisationtotalementdifférentsd'un
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domainea l'autre (pasforcémentdesrapportsrationnelsentreles différentspasde discrétisationdes
sous-domaines)Cependantla mise en oeuvredansce casgénéralpeut étre relatvementcomplece.
Dansle casoulesmaillagesentempssontréguliersetle rapportentreles pasdediscrétisationemporels
surlagrille ne etlagrille grossiéreestunrationnel.elle méneaunalgorithmetréssimilaire(notamment
entermesde compl«ité) a celui qu'on déweloppedansce documentCependant,analysede stabilité
et de corvergenceresteincompléteet, a notre connaissancel n'y a pasencored'implémentationde
la méthodepourdesdimensionssupérieures un. Tresrécemmenty. Moloney etal. [85] ont présenté
unemeéthodede raf nement de maillagespatio-temporetjui sebasesur destechniqued'interpolation
pluscomplexesquecellesprésentéedans[46]. Danscetravail, lesauteursdéweloppentuneanalysede
ré exion-transmissior2D al'aide desondesplanedorsquele tauxderaf nement estégal a deuxqui est
similaireacellequi avait étéintroduitedang 38| dande cadrelD etqu'on agénéraliséaucasd'un taux
deraf nement rationnelquelconqualansce documentMémesi d'aprésles expériencesiumériqueda
méthodesembleétrestable |'analysede stabilité(qui revientaregardersi le coefcient deré exion ob-
tenuparl'étude de Fourieraun modulepluspetitqueun pourtouteslesfréquencesih'estpastotalement
convaincante Dansle but de faire du raf nement de maillage spatio-temporefvec une discrétisation
du type Galerkindiscontinu,S. Pipernoa récemmenproposédansle cadrelD de nouwellesméthodes
deraf nement de maillagespatio-temporetonseratives[71] (au sensou ellesconserentuneénegie
discréte)La différencefondamental@arrapportauxméthodeprésentéedanscedocumentésidedans
le caracterdotalementexplicite du schémanumeérigue(on signaleici que nosméthodesnt besoinde
résoudraun systémdinéairedepetitetaille surl'interf acede couplagea chaqudtération).Cependante
fait d'avoir deséquationgle couplagequi ne semblenpasconsistantepourtousles pasde temps(mais
seulementen moyenne”)fait quela généralisatio desdimensionsupérieures'est pasévidente En
outre,l'analysede cornvergencereste a notreconnaissanceéncompléte En suvantuneidéesimilaire a
celle utiliséedansla constructionde méthodesonseratives,on peutaussis'intéressea desméthodes
dissipatvesou I'énergie discrétede la solution,qui estéquivalented la normeL ? dela solutionsousla
conditionCFL, diminue.On fait référencea destravauxde B. Despréglansla constructiorde schémas
aveccettepropriétépourdesproblemedyperboliquedinéaires(voir parexemplel'annexe D delathése
deT. Fouquef46] pourun schémalecetype).Finalemennousmentionnonges nombreuxtravaux qui
ont été consacrés destechniquesle raf nement de maillageadaptatifdansla littératuredessystémes
hyperboliquestlois de conserationcommepar exempleceuxde M. Bergeretal. [18, 19,122, 21] ou,
plus récemmentles travaux de M. Postelet al. Une desperspectiesa long termeseraitd'étendreles
techniqueprésentéedanscettethésea cetyped'applications.
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

desdomainessouwentde grandetaille parrapportala longueurd'onde, et avecunegéométrie

complee, notammenenprésencele ssures.Etantdonnégquedanscetypedeproblémesion
seulementa précisionde la méthodeestimportante maisaussila rapidité du calcul,on a fait le choix
d'utiliser desschémasxplicitesentemps.La stabilitéestalorsreliéea uneconditiondutype CFL :

D ansce travail on s'intéressea la résolutiondeséquationgde I'élastodynamiqudinéaire dans

¢t
1.1 ® = — . :
(1.1) T x Gl
ou G estuneconstantestle couple(¢ t; ¢ x) estle pasdetempset le pasd'espaceespectiement.l|
estclair que,entermesdetempsde calculetpourun ¢ x xé, il estcorvenablede choisirle ¢ t le plus
grandpossible Uneanalysede dispersiomousmontreque,pourunelarge famille de schémagcomme
celuiqu'on utilisera),ce choix estaussioptimalentermesde précision.

Danscertaineségions si onveutprendreencomptelesdétailsgéomeétriguesu capturemunesingularité
dela solution, il esttentantd'utiliser destechniquegleraf nement de maillagelocal. Il estclair quesi

on considéraun uniquepasdetempssurtoutle domainedecalcul,il serarestreintparla condition(1.1)

surla pluspetitemaille enespaceCeciimpliquealorsun coltde calculadditionnelimportant.Enoutre,
la méthodeseraassealispersve surla grille grossierequi est,dansla pratique Ja régionla plusgrande.
Pourévitercesdeuxinconvénientspn proposed'utiliser uneméthodeavecun pasdetempslocal surles
régionsraf nées enespace n d'avoir le mémerapportentrele pasdetempsetle pasd'espacepartout.
Ceciposede nouellesdif cultés du point de vue numériqueet pratiquequi sont,engénéral plus déli-

catesquecellesqu'on peuttrouver dansle casd'un raf nement de maillageseulemenenespace.

Lespremiéressolutions,qui ont étésuggéréedansla littératuredel'électromagnétismesebasenprin-
cipalemensurdestechniquesl'interpolation(enespacest/ouentemps)encherchanta consistancelu
schémasurl'interfacegrille grossiére-grillene (voir [61, 59, 72, 27]). Malheureusementesméthodes
peuwent serévélerinstablessouscertainscon gurations[37, 46] et leur analyse baséesur la théorie
GKS[60,55], estassexomplexe. Une autretechniquequi a étédéweloppéedans[47] utilise lesidées
dela décompositiome domaine Cependant,analysede stabilitéet corvergencerestea compléter

A cestaderappelonsjuecetravail s'inscrit dansle cadred'un contratavecElectricité De France(EDF)
qui s'intéresseau contrdlenon destructif.ll s'agit en particulierd'inclure un modulede raf nement de
maillage spatio-temporetlansATHENA2D, codede simulationde la propagtion d'ondesélastiques
dansdesmilieux complees élastiqueqanisotropeshétérogénest pouvant contenirdes ssures).La
discrétisatioren espacautilisée se basesur la méthodedesélémentsnis sousune formulation mixte
vitesse-contraintedu systémeeglastodynamiqug80, 14]. Pourl'approximationtemporelleun schéma
du type saute-moutomi'ordre deuxa été utilisé. Etantdonnéqu'il seraimportantde gardertoutesces
caractéristiques;eci justi e (et impose)de nombreuxchoix qu'on fera au long du documentsur les
formulations espaces'approximation schémantempsetc, ...

Récemmentun autretype de méthodegjui permettend'utiliser despasde tempslocauxont étéintro-
duitesdans[36, 37, 46]. Cesméthodesgu'on appelleraconseratives,ont étédéweloppéespourl'équa-
tion desondeslD et ensuitegénéralisésux équationgde Maxwell [46, 39]. Au contrairedesméthodes
d'interpolation, elles cherchentd'abord la stabilité via la conseration d'une énegie discrétequi est
équivalentea la normelL ? de la solution discrétesousla condition (1.1). C'est pour ceciqu'on a dé-
cidé d'adaptercette méthodeaux équationsde I'élastodynamiqueA n d'introduire la notationet les
principesfondamentauxie cetteméthode pn traite dansun premiertempsle casou le maillageutilisé
surla grille ne estdeuxfois plus n quecelui utilisé surla grille grossiérg(raf nement de maillage
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1.1 Les Equations de I'Elastodynamique

spatio-tempore{l | 2)).

Dansles sectionsl.1 et/1.2 on présentdes équationsa résoudrequel'on réécritcommeun probléme
de transmissiorentredeuxsous-domainesla régionraf née etla régionnonrafnée. Alors, les deux
équationgde raccordserontimposéedlifféeremment une desdeuxseratraitéede fagonfaible gracea
I'introduction d'un multiplicateurde Lagrangetandisquel'autre d'une fagonforte. Dansla section1.3
on présentda discrétisatiorenespaceavecuneapprochetlémentsnis denotreprobléemeenspéci ant
les espacesle discrétisatiorutiliséspar ATHENA2D surlesinconnuesvolumiques.La sectionl.6 est
dédiéeala discrétisatiortemporelledeséquationsa n d'obtenirun schémastable Danslessectionsl.7
et 1.8 on montrela stabilitéet on discutele caractéerévien posédu problémetotalementdiscrétisé Dans
la section1.9.1 on montredesrésultatsnumériquesjui nouspermettente choisir parmiles espaces
d'approximationpour la nouelle inconnue,le multiplicateurde Lagrange qui fournissela meilleure
précision.Finalementdansla section1.9.2on montredesexpériencesiumériqueplus réalistesot on
effectueplusieursraf nementsde maillagerécursifs.Cecinouspermetde comparerentermesde préci-
sionetcoltde calculnotreméthodeavecuneméthodesimilaire qui sesertd'un pasdetempsglobal.

Une partiedesrésultatsde ce chapitrea donnédieu ala publication[ 8].

1.1 LesEquationsde'Elastodynamique

On considerda formulationen vitesse—congintesdeséquationge I'élastodynamiquealansun ouvert
borné- %2 R?

8

51/2@ i i% = f_; dans- ,
(1.2) g

> 64 i CXv) = 0 dans ;

ou il fautajouterdesconditionsinitiales et auxlimites. Lesinconnuesie notreproblémesontle champ
de vitessev et le tenseurde contraintes¥standisque les donnéessont’; la densitédu matériel,f les
forcesexterneset C, le tenseud'ordre quatre appeléenseund'élasticité.Nousrappelongjuele tenseur
dedéformationsestdé ni par
1i
fu)= 5 Lut (L)

De cettefacon,la premiéreéquationgle (1.2) estl'équationdu mouvementdu corps- etla deuxieme
estlaloi decomportemengjui relie lestenseude contrainteset dedéformationgparla loi deHooke.On
supposeajuela densitévéri e

¢ .

0<% - YUX)- Y8 < +1;

etquele tenseud'élasticitésatishit les propriétéshabituellesde symétrieet positvité, c'estadire,
Cij ki (x) = Cuijj (X) = Cjiki(x);

0< - jgz- C(X)%: % © ji@z pourtouttenseuisymeétrique¥s;

X2
(%% = Vi % et % = (%%:
ijj =1
Par conséquentge tenseutC, considérécommeuneapplicationde I'ensemblede tenseursymétriques
d'ordre deuxdanslui mémeestinversible.OnnoteA cetinverse.



Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)
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(a) Maillagestructuré (b) Maillage non-structuré

FIG. 1.1- Deuxpossibleson gurationsde raf nement de maillagenon-conforme.

1.2 Un Probléemede Transmission.Formulation Variationnelle

Pourfaireunraf nement demaillage,on découpanotredomainede calculendeuxsous-domaines . et
- ¢ telsque

(1.3) - = -l -V -po =02

Onappellej lafrontierecommuneOn utiliserasur- ¢ un maillagedeuxfois plus n queceluide- .
La méthodeconsistea considéref1.2) commeun problémedetransmissionPourchaqueonctiong de
la variablespatialeon dénoteparg. (resp.g: ) sarestrictiona- ¢ (resp.- ¢ ). En utilisantcettenotation,
onadonclesdeuxsystemesuiants

8 Z

2 1/2% i divy = f, dans |, -
(1.4) ~ l12ff;cg

A% 0 ww) = 0 dans g -

g | =W Iy

couplésparlesconditionsdetransmission
(1.5) Yan, = i % ng surj, (1.6) V. = V¢ surj,
oun,; | 2 ff;cg estle vecteumormalunitaireextérieura- |; |1 2 ff;cg (voir la gure [1.1).

L'étape suivanteestla constructiond'une formulation variationnellemixte du problémecouplé(1.4)—
(1.5. On peutobtenirdeux formulationsselonle termequ'on intégre par parties: < "(\il)?z? > ou
< div¥%;v >. Etantdonnéqu'on estintéressé utiliser les élémentsnis introduits dans[14], on a
fait le premierchoix qui améned introduire le cadrefonctionnel suvant danschaquesous-domaine
- 12fcfg:

i ¢
MG1)= L3 7
X (- 1) = H(div; - );
(1.7)
X(E1)=X(ED)EX(E);

n 0

XIM(-1)= %2 X(-1) =% symétrique :



1.2 Un Probléemede Transmission.Formulation Variationnelle

Pourpouwir donnerun sensa la conditionde transmission(1.6) on introduit deux multiplicateursde
Lagrangg Vij; | 2 fc;f g, dansl'espace

3 . - B
(1.8) J(@) = H2()
qui sontdesnouwellesinconnueset peuents'interprétercommela tracedu champde vitessessurl'in-
terface; . Ainsi onala formulation

- i ¢ i ¢
~Trower% 2 C*'[0;TEL2(- 1) \ CO [0 TEX Y™ (- )

(vi;5,) 2 CH(IO; T M (- 1)) £ CO([0; T; J (i) telsque

19 -8 4% | z ) . |
-3 Yov, Oy dX div %r ¢y dx — f ooy dx:
- dd - — . ot
—3 a_lAﬁ:/?:Z?dx + dv¥oy o i %o o = o

“ 1
pourtout(%4;v) 2 X¥™(- 1) £ M (- 1); | 2 fc;f g. Lesconditionsdetransmissiors'écrivent
8 Z Z

(1.10) ) (B0 o G 8r2J 0

> : :
: le = J¢-

Onsignalequelesdeuxconditionsderaccordon ététraitéesdifféremmentEn effet, la condition(1.5) qui
portesurla continuitédela contraintenormalea étépriseen comptede faconfaible tandisla continuité
duchampdevitesseg(1.6) estimposéfortement.La procéduregu'on utilise ici estsimilaireala méthode
desélémentgoints ot on introduitaussiun multiplicateurde Lagrangegpourimposena continuitéd'une
destracesdela solution[15]. Le fait d'avoir introduit deuxmultiplicateursde Lagrangg  etj; , méme
s'il peutsemblerici arti ciel (on pourraitintroduire un seulj), serajusti ¢ au momentd'effectuerla
discrétisatiorentemps. -

Remarque 1.2.1 Entouterigueur, il fautinterpréterlesintégralessurl'interfacej commedesproduits
dedualitéentreJ (j) etsondual.

Remarque 1.2.2 Sionprend(%;v) = (%, V)); | 2 fc;f gdans(1.9), onvoit quel'énergie

1 X o7 Z Y4
(1.11) EW) = 3 A% % dc+  ivj? dx
12fcfg 7! ol

véri e la relationsuivante

d Z 3 . 2 Z

aE(t) = YancCve+ % ng Gy d° + f, ey dx

| d {z } l2fcfg !
=0

Enparticulier, I'énergie seconserveenabsencaleforcesexternes.

Remarque 1.2.3 Onaurait pufairel'intégration par partiesdansle terme< @3_/1& > . Danscecas,
le cadre fonctionneladéquatsemit

n i Coe 2 L9 -
XYM ) %2 L) =¥symétrique ;

I o l2fefg
M(-1) = 'HY )
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Cettefois, il faudrait introduire lesmultiplicateus deLagrangaj_I; | 2 fc;f gdansl'espace

3

J@G) = Hi%(i) 2; | 2 fc;fg;

etqui peuvens'interprétercommeda tracenormaledutenseudecontraintessurl'interface j (cf. [45)]).
On obtiendrit alors uneméthodedualede celle quenousallons étudierdanscetravail et qui n'estpas
compatibleavecl'élément ni mixtequ'on veututiliser.

1.3 Discrétisationen Espace

1.3.1 Présentationgénérale

Pourla discrétisatioren espacedu probleme(1.9—(1.10 on sedonneun maillageTy,_ (- ¢) de pashc
du sous-domaine ¢ etunautreTy, (- ), typiquementdeuxfois plus n (hs = h¢=2), pour- ¢. Dans
la gure [1.1 on peutvoir deux possiblescon gurations. Ainsi, danscelle qui esta gaucheon se sert
de maillagesstructurésa basede rectanglesdanscelle qui esta droite on utilise desdonnéeson-
structurées.

Ceci nouspermetde construiredesespacesle dimension nie My, (- 1) ¥2 M (- ) et éfﬁl”“(— ) Y
XYM ) | 2 fc;f gaveclespropriétésd'approximationhabituelles

o o

0, 8v; 2 M(-);

o o
lim inf ey i ¥
h>0 wPom, (- 1) M)
| o o

. |2 fc;fg
lim inf  °% z}?
h>0 ghaxme ) = 7

: 0 8% 2 XIM(- |): —
e 1) Y 2 XM(-): =

Pourapprochetes multiplicateursde Lagrangeon effectueun maillage¥  (j) depasH del'interface
i - Ainsi, onintroduitun espacel'approximation |, (j) Y (L?(j)) 2 qui estcenséapprochef'espace
fonctionneld (j) . Dansle casou on suituneapprocheconforme(approximatiorintérieur),c'estadire,
lorsque

(1.12) Iy Y2 @)
onsupposeraue o o
. . o, LH? .
lim inf °j i 7 ° = 0 8,2J3,():
h>0 ) 4 ) R N BN O) = H

Dorénaantle symboleintégralavec un cerclesigni era quel'intégrale en courspeutétre calculéeen
utilisantdel'intégration numériqugtechniquesie condensationle massepu de fagonexacte.On spé-
ci era quel type d'intégrationon utilise lorsquece seranécessaireLa formulation approchées'écrit

(113) 5 ,
“Trower (4:v;j1") 2 Ct O TEXY™(- )£ My, (- )€ I, (1) telsque
-8 | Z Z
3 dg wif o dx i dived ov d = fiovd
— t| - 7 N Z - -
-3 % Aﬁé}":i‘{‘ dx + mz{?wf‘ dx Z{‘mﬂ:j_lH d° = 0;
- i



1.3 Discrétisationen Espace

pourtout(g{‘;\i[‘) 2 Lfﬁ/m(' DE My, (- 1); | 2 fc;f g. Cesdeuxsystémesontcouplésparleséquations

z z

. 3/h ' do; - )
(1.14) [T : : Z4 D ¢£H 8£H 2. 4()
iH

j_c = Jf:

/\/ 0O
2

>
o
=
o

o

1

Remarque 1.3.1 Etantdonnéquedansla pratique
A 2 X, 60 D A 2 LX) 3

etqu'onsupposeuel (i) Y2 (L2(j)) 2, lesintégralessurlinterfacej dansla formulationvariationelle
approchée(1.13—(1.149 ontunsens.

Onassocieachaquesspacalediscrétisatiorde dimensionnie unebasgcomposé@arlesfonctionsde

base)u'on dénotergar
3 ’ n . 0N3/4;| i ¢ n "
B X, (1) = 7K j==l ; B Mu(¢) = v

(@)
z
=
PP

1
iy

(1.15)

N
—
O
<
«

i ) ¢ _ n-H-'ONL
B\J_H(|) - J—l il j:]_,
ou Ny = dim ém (1), Nyy = dimMy, (-1) etNj = dimJ (i) . A l'aide de cesfonctionson
construitlesmatrices
I

(Msg)ij = | AVH ST A 1- 0] - Ny
"
(My)ij = v ey dx; 1-0j - Ny
Z
Oy = dvd ey d 1.0 Ny 1o Ny
|
C)ij = Zi/{‘;jﬂld:j_:“d% 1.0+ Nj; 1-j- Ny

Alors, le probleme(1.13—(1.14) estéquivalenta uneformulationmatricielle
_ 3 ,

—Trouver(8:Vi;J)) 2 C* [0; T];RV% £ RVw £ RNL véri ant

-8 _
J— d _
(1.16) =3 My, g¥ i Di§ = F; -
:B q - l12fcfg;
i M%Ia§l + D'V i C'J = 0 ~

oulesconditionsdetransmissiorsont
C:8¢: = i Cr 8¢,
‘]C = Jf

(1.17)

Maintenantles inconnuessontdesvecteursdanslesquelson a regroupéles coordonnésie la solution
discretedu probleme(1.13—(1.14) danslesbaseq1.15).



Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Remarque 1.3.2 Lesmatricesqui interviennenidanscetteformulation matricielle peuvenss'interpré-
ter commedesles équivalentsdiscrets desopéateurs du problémecontinu. Ainsi, les matricesD | et
D; s'interprétentcommel'opérateur div(9 et " (9 respectivement.esmatricesC; calculentla trace
normaledu tenseurde contraintesde chacundescotésde l'interface. Leurs transposéedes matrices
C/, sontchargésd'ajouter la contribution du multiplicateurde Lagrange au tenseurde contraintes.Fi-
nalementpn a lesmatricesdemasseM 3 etM, | associéeauxtermesde masselu systemeEllessont
symétrique®t dé niespositives.

1.3.2 Un Choix Particulier d'Espace d'A pproximation pour lesInconnuesVolumiques
dansle CasdesMaillages Réguliers

Une fois que la méthodea été introduite dansle cadregénéralon considéree casparticulierqu'on

traiteradansla pratiqueet qu'on appellerale probléme modéle Pourl'approximationdu champde

vitesseet le tenseurde contrainteson utilise I'élément ni mixte Qv £ Qo introduit et analysédans
[14]. Onrappellegu'il s'agitdel'espaced'approximationutilisé parle codeATHENA2D. Il estbasésur

l'utilisation d'un maillageréguliercomposéde rectanglesie chaquesous-domaineOn se placealors
sousunecon gurationcommecelledela gure [1.1.(a). Cetélémentni a étéspécialementongupour

étre compatibleavec destechniquesde condensatiorde masse Ceci veut dire qu'on peutremplacer
les matricesde masseM ;| et My; par desmatricesqui sontrespectrementdiagonalest diagonales
par blocs en utilisant de l'intégration numériquesansdégradei'ordre de corvergencede la méthode
[80,/14]. La seconderopriétéprincipaledel'élémentestla priseencomptedela symétriedutenseude

contraintesausendfort.

Ainsi, les espacesl'approximationsontdé nis par (voir [80,14] ou le chapitre8 pour avoir plus de
détails)

“X ) = X COEXa )i XM = X, 0V XITE);

(1.18)
MupG1) = M2GDEMRG);
ou
— n 0
“Xp (1) = ¥ 2X(-1)=8K 2 Th(-1); ¥ 2 Qu(K) £ Qu(K) ;
(1.19) - n 0
TMOG) = PP2M(-1)=8K 2 Th(-1); Bk 2 Qo(K) :

Remarque 1.3.3 Danscertainscasqui seontspéci ésplustard il sem intéressantdemodi er I'espace
d'approximationdu champdevitesseznprenant

“Mp ) = MAGC)EMAG )
(1.20) -
Mg (- 1)

o

n
Bl 2M(-1)=8K 2 Tn (- 1); B¢ 2 Pa(K)

L'élément ni mixteassociégu'on appellea Q" £ P{is¢, sem présentéet analysédansle chapitre/9.
Etantdonnéqu'il s'agit desfonctionsqui sontdiscontinuesi'un élémenta l'autre, la matricede masse
My ser aussidiagonalepar blocs (mémediagonalesi les fonctionsde basesontbien choisies).On
signaleaussique la technique utilisée pour effectuerle couplage entre les deuxsous-domainesous
permetd'utiliser desélémentsnis différentssur chaquerégion.
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1.4 Caractére Bien Posédu ProbléemeSemi-Discret

1.3.3 Sur le Choix d'Espaced'A pproximation pour le Multiplicateur de Lagrange

Il nenousresteplusqu'a déterminet'espaced'approximationJ |, (j) quiinterviendradansle couplage
deséquationssur- . et- . Le choix de cetespacequi auraunein uence importantedansle caractére
bienposéetla convergencedu problemesemi-discrétiséseradiscutéle long dessectionsl.4.2et/1.5.2
Les résultatsnumériquedde la section1.9.1 nousaideronsa sélectionneun espacede discrétisation
J ,, (i) parmitousleschoix proposés.

1.4 Caractere Bien Posédu ProblemeSemi-Discret

1.4.1 UneCondition Suf sante

Danscettesectionon discutele caracterédienposédu problemealgébro-diférentiel(1.16—(1.17). Il est
clair quesi on estcapabled'exprimer le multiplicateurde Lagrangecommun(qu’'on appelleral dans
cettesection)enfonctiondesautresinconnuesalorsle problemesemi-discrétis&erabien poségracea
la théorieclassiquedesODE. Si on multiplie la deuxiémeéquationde (1.16) parla matriceCy(My; )i *
etonfaitla sommedansliindice | 2 fc;f g onobtientque

£ i ol i DD i ol H o
lcc(M%c)' 1CC?ZCf(M%f)'1Cf}J = Ce(Muye) '1DEVe+ Cr (M )i 1DPV;
1

ol on a utilisé la premiéreéquationde raccordde (1.17). Alors, si la matriceM estinversible,le pro-
bleme semi-discrétiséserabien posé.La propositionsuivante caractérisde caractéranversiblede la
matricel1 .

Proposition 1.4.1(Caractére bien posédu problemesemi-disciet) La matrice N1 estinversiblesi et
seulemensi

(1.21) KerM = KerCZ\ KerC?:

Alors, il suft quel'une dedeuxmatricesC¢ ou C¢' soitinjectivepour quele problémesemi-discrétisé
soitbienposé.
Preuve: Onrappelleque
Moo= M+ Wy
avec
M| = C(My)i ep |2 fc;fg;

gui sontdesmatricessymétrique®t positives.ll estalorsclair que

KerM = KerM .\ KerM; = KerCZ\ KerCf:

Pourassurete caracteredé ni positif dela matriceM , il suft quel'une desdeuxmatricesC¢ ou C{’
soitinjective. 2

Par conséquenton vient de prouver quele caractérebien posédu problémetotalementdiscrétiséest
fortementlié auxpropriétésdesmatricesC”; | 2 fc;f g, c'estadire, a desconditionsde compatibilité
entreles espaces)éﬁym (-1); 1 2 fc;fgetlespaced (j) . Dansla sectionsuvanteon discuterades

différentschoix possliblespour I'espacedu multiplicateurde Lagrange.

11



Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

1.4.2 Sur le Choix del'EspaceJ 4 (i)

1.4.2.1 Un Résultat Général

Enutilisant(1.21), onsaitquel'in versibilitédela matricel1 estéquivalentea
KerCZ \ KerCf = fO0g;

ou encore
8J telque CdJ=0 et CFJ=0 =) J=0:

On peutréécrirecettepropriétéen utilisantdesexpressionsntégralesen obtenant
2 Z 3
: Aot = 0 8L2 XTI

1

z

8j"2J3();

=) jf=o0

EITLY,
1

0 84 2 XI™(- 1)

On voit alorsque,pour garantirle caractérebien posédu problemetotalementiscrétiséjl suft que
l'espace] (i) satishsseuneproprietédecompatibilité(conditiondetypeinf-sup)aveclesespacesle
tracesnormalesdeé?l’m (- ;12 fc;f gsurlinterface; , i.e.,
3 . Yo 3 Y Ya
(122) TP XYMy o= f2 HIE) =9 2XPm=Hn =]
Al _ 444 2 35 T -

oul 2 fc;f g. Ainsi on peutétablirun résultatassezyénérat

Proposition1.4.2 Sil'inclusion
3

(1.23) Ip@) e Tt X))
estsatisfaite alorsla matriceC;” estinjective

Preuve: Soit jH 2 J (i) telque
Z
| Anehad = 0 #2 XM ):

Par hypothéseil existeun élémeng4' 2 XM (- 1) tel que%’ n, i" cequiimpliqueque
- — - I

ki Hk o: =) j" o= o

(L2a) 2
c'estadire, C;’ estinjective. 2

Il estclair que,poursatiskirel'inclusion (1.23 oumémepourvéri er l'injectivité desmatricesCy; | 2
fc;f g avecdesautrestechniquesil estintéressanti'avoir un maillagede surface¥  (j) dé nie parla
tracedel'un desdeuxmaillagesvolumiquesTy, (- 1); | 2 fc;f g. Ondénotergar

€,G); 12fcfg

cesdeuxmaillagesde surfacespéciaux.

12



1.4 Caractére Bien Posédu ProbléemeSemi-Discret

Remarque 1.4.1 Supposongu'on discrétisde tenseurde contraintesavecl'élément ni présentéans
la section1.3.2et quela régionraf née estrectangulaie (commedansla gure(1.1(a)). Ondivisela
frontiére i enquatre morceaux: la frontiére d'en haut , celled’'en basj s, celleadroite j g etcelle

agaudej W.Alors,si’_lh 2 Tri éfﬁl’m(— 1) onagque

n
i 2 HM2HNiA)EL%ia)=

_IjiA 0
T2 (Pu(S)?: 852 % (i) i A2FN;Sg;

(1.24) n

o2 HM212)EHYe) =

—ljis

o
Ts2 (Pu(S)*:8S2 ¥ (i8) : B2fE;Wg

Ceciveutdire quelesfonctionsdansles espacesle tracesresteintesaux frontiereshorizontalegresp.
verticales)ont plusdedegrésdeliberté surla deuxiemedresp.premiée) composante

Si on selaisseporterpar l'intuition, on voit quele fait de prendrel'espaceJd , (i) sufsammentpetit
fait que le probléemesemi-discrétiséest bien posé.Cependantil faut aussiune certainerichessesur
cet espacepour bien imposerles conditionsde raccordentreles deux sous-domainepour obtenirla
cornvergence Danslesdeuxsous-sectionsuivanteson donneplusieurschoix d'espaceade discrétisation
pourle multiplicateurde Lagrangedansnotreprobléememodéleendiscutant'injectivité desmatricesC,".
Onlesaclasséendeuxgroupes desapproximationgonformeset desapproximation;mon-conformes.

1.4.2.2 DesApproximations Conformesdansle Cadre du ProbléemeModéle

On considéredansun premiertempsdesespacesle discrétisatiorpour le multiplicateurde Lagrange
qui véri ent l'inclusion (1.12, c'estadire, desapproximationsonformesde notre probléme Ce type
d'espace®stspécialemenntéressaniorsqu'onveutobtenirdesestimationsl'erreurnonseulemensur
lesinconnues/olumiquesdu probléme[ 23, 16] maisaussisurle multiplicateurde Lagrangg/15, 81].

On commencepar le choix conformele plus simple (et “naturel”) possible.On proposd'espacedé ni
par

n )
(1.25) JyG) = [H 2J (i) :J:JHS 2 (P1(S))? 8'S sggmentdans¥ (j)
Ondénotergar

(1.26) (P1)? continu grossier

le choix donnépar (1.25 lorsquele maillagede surfaceestdonnépar la tracedu maillagegrossiera
I'interface.De la mémefaconon appellera

(1.27) (P1)? continu n

lorsque¥y (i) ~ ¥, (i) . Il estclair quecesdeuxespacesatisfontles hypothésesle la proposition
1.4.2etdoncle problémetotalementliscrétiséestbien posé(avecle premierchoixonauraC¢ injective,
avecle deuxiemeCy).

Onrappelquelesfonctionsdel'espacel , (i) sont‘testées’contrelesfonctionsdesespaceslestraces
(1.22. Alors, la remarquél.4.1suggeredesespacesle discrétisatiorpour le multiplicateuravec plus

13



Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

de dggrésde liberté surla deuxieme(resp.premiere)composantesur les frontiéreshorizontaleqresp.
verticales) Ainsi on peutdé nir

n o
(1.28) JuG = '[H 2 J (i) = telleque(1.29 estsatishite ;
ou B
Py 2 PuS)EPuS): 8S2%¥n(ia) A2fN;Sg -
(1.29) = pourl = couf.

Iis 2 PaS)£ Pu(S); 8S2 % (is) B2fE;Wg,

Onappelleracesespaces

(2.30) P, £ P4 continu grossier
lorsquel = cet

(1.31) P> £ P; continu n

lorsquel = f . Mémesil'inclusion (1.23 n'estpasvéri & onale résultatsuivant

Proposition 1.4.3 Si I'espaced'approximationdu multiplicateur de Lagrange J , (i) estdonnépar
(1.28—(1.29 pourl 2 fc;f g, alorsla matriceC" estinjective

Preuwe: La preuwe, qu'on ometpour clarté du documentesttres semblablea celle de la proposition
1.4.4dela sectionsuivante. 2

Onendéduitalorsqu'aveccechoix, le problemesemi-discrétis@stbien posé Il fautbiennoterqu'en-
coreunefois onasupposéuele maillagede surfaceestdonnépar ¥y, (i) . Malheureusemente choix
n'a pasétéprogrammédansla pratique.

1.4.2.3 DesApproximations Non-Conformesdansle Cadre du ProblemeModele

Onprésentenaintenantjuelquesxemplesd'espaceslediscrétisatiorpourle multiplicateurqui véri ent
I, 6%2J();

c'esta dire, desapproximationgjui ne sontpasinternes.ll fautbiennoterque,engénéral,on ne peut
appliquerla normede I'espaced (j) sur un élémentde I'espacediscret. Ceci peut compliquerune
analysede corvergencequi cherchedesestimationsurle multiplicateur

Le fait de considéredesespaceson-conformesouspermetde proposer
3 ,

(1.32) JaG) = Tr éhl(- 1) ; avecl = couf,

qui estl'espacechoisi en généraldansla littératuredesélémentgoints [23,16,15]. On signalequ'il
s'agit d'un choix trésintéressantarils sont“les plus grandsespacestui véri ent l'inclusion (1.23.
Evidementgecifaitquela matriceC,” estinjective et,parconséquencdg problémetotalementiscrétisé
serabien posé

Remarque 1.4.2 On peuttrouverdesexemplesde problemespour lesquelde choix donnépar (1.32
fournit uneapproximationconforme15)].

14



1.4 Caractére Bien Posédu ProbléemeSemi-Discret

i=1 i=3 i=5 i=7 i=9
i3
=7
] 2Ny |+ 1;
(1;2Nz + 1 Nl 1)
i4 i2
i=5
%4
Z =3
;1) i (BN 4 1;2) =1
¥ 1
=C

FiG. 1.2— SchémaveclesinconnuesMultiplicateurdans(Po)? sur®y, (j) .

Une autrepossibilitéqu'on considéredanscettesectionse basesur le maillage#®y, (i) , c'estadire, le
maillagequi provient du cotégrossierAinsi, dansla propositionsuivanteon présenteaun choix a retenir
a causede sasimplicité du pointde vue programmatioret qu'on dénotergar

(1.33) (Po)? grossier

Proposition 1.4.4 Supposongue

n (0]
(1.34) J,G) = P 2L =" 2 (Po(S)?; 8S 2 Bh,(i)

Alorsla matriceC;’ estinjectiveetle problémesemi-discrétis@stbien posé

Preuve: Onsupposeuela régionraf née estrectangulaireommedansla gure [1.2mémesi cecin'est
pasune restriction.Alors on a quatrefrontiéres: deuxhorizontalesgu'on appellej ; et 3, et deux
verticales,j ,» et 4. Notonspar (voir le chapitreg ot on présentdes degrésde liberté del'élément ni
Qv £ Qo endétail)

A @Ry A,

i i (%)

=77
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

lesfonctionsde baseliéesaumultiplicateurde LagrangeLesindicesl ets indiquentrespecitementla
frontiereetla composante.

Soitj" 2 J () telque
z
(1.35) i"eAn = 0 8H 2XIM(¢):

i
Ondécomposeetélémentsurlesfonctionsde base

Ho X X X e X X Xz N
(1.36) I ®si(] )2i ®sill Jo:
12f 1;3g s2f x;zg i=1 12f 2;4g s2f x;zgj =1

Il estfacile de montrerquetousles coefcients sontnuls. Menonsles calculspour les coefcients qui
concernenta frontiérej 1. En choisissang‘ = (Z&Z‘Z)Zi;l dans(1.35 onaque

z
0 = @i (¥)ai1n ¢(Da o
i
h
= §®l;z;i; =) ®rzi = O
Un calculsimilaireenprenan%‘ = (3:/‘>‘<z)2ii1 nouspermetde montrerque®;..;; = 0. Ainsi onmontre
quej_H = 0cequiimpliquequela matriceCy* estinjective. 2

Remarque 1.4.3 Descalculssimilairesa ceuxprésentési-dessusnontentque
o _ Al o
KerCc = <j, >

on_g' al'expression(1.36) avec(on donnequelescoefcients nonnulles)

®1 = L ®uxi = i ®uxija; 121211 Nxg;
®:2:1 = i ®rxNy; ®zi = i ®zji1 ] 2125000 NgQ;
®xNy = i ®2zN,; ®zxi = i Baxivr; 1 2FNyi L:iiiilg
®uzN, = i ®x1; ®uzj = i ®uzj+1; ] 2FNzi Ll

Etant donnéque vis a vis du problémetotalementdiscrétiséqu'on verra plus tard, il estpréfémble
d'avoir l'injectivité dela matriceC¢ quecelledeC; (voir la remanuel.7.1), on peutréduire I'espace
(1.39 detelle fagon quej_g n'appartienneplus a I'espace Il suft de considéer les fonctionsde la
forme(1.36 tellesque

®rx1 = ®rxo; BNy, = ®rxnNy 1
®z1 = ®zo; ®zN, = ®ozn,i1;
®zx1 = ®rxo2; ®xNy = BNy 15
®uz;1 = ®yyzp; ®azN, = ®uzn,; i
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15 A Proposdela Convergencedu SchémaSemi-Discret

Lefaitdechoisirunespaced , (i) tropgrandpeutavoir commeconséquencia non-unicitédumultipli-

cateurde Lagrangeou, ce qui estéquvalent,le caractérenoninversiblede la matriceN! . Considérons,
parexemplel'espace

n. H 2 . H 2 0
(1.37) JuG@) = T 2L%) =] 2 (Po(S))°;8S2 % ;
gu'on dénotergar
(1.38) (Po)? n,

etnotonspar

sesfonctionsde base Alors, descalculstréssimplesmontrentquel'élément

. X X R , X X R N
] = ®;s;i(l_s)ii 1 + ®;s;i(]_s)ji %;
12f 1;3g s2f x;zg i=1 12f 2;4g s2f x;zgj=1
avec i
@i = (D" 7,; 12113y i2f1:::;2Nkg;
®zi = 0 121,39, 12f1;:::;2Nxg;
®yj = O 122,49, j 211:::;2N.Q;
®zj = (i )+ 12f24g 2Ll 2N,0;
appartieng

KerCg\ KerCy':

On pourraitutiliser un arti ce similaire a celuidela remarquél.4.3pourrendrela matriceCy’ injective
ettrouver lin versibilité de ¥ .

1.5 A Proposdela Convergencedu SchémaSemi-Discret

Cettesectionestdédiéa I'étude de corvergencedu problémesemi-discretOn commencepar donner
guelquesconsidérationgénéralesur cetteanalyse Ensuiteon établitet on montreun résultatdansun

casparticulier maisqui estintéressantlu point de vue pratique.Finalemenbon explique les dif cultés

du casgénéral.

1.5.1 ConsidérationsGénérales

On s'intéressedansce paragraphe la corvergencede la solution du probleme(1.13—(1.14) versla
solutionde (1.9—(1.10. Unetechniqueclassiquepour effectuerce type d'analysepour desproblémes
d'évolution [44, 49, 12] sedivise en deuxétapesjui séparenen quelquesorteles aspectgwlution et
approximatiorspatialedel'étude
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

— Dansun premiertemps,en utilisantdestechniquesi'énegie, on relie les estimationssur le pro-
blémed'évolution a desestimationssur la différenceentrela solution exacteet une projection
discrétesoigneusementhoisie.

— La secondettapeconsisted obtenirdesestimationssur I'erreur commiseavec cette projection.
Souwentelle estdé nie commela solutiond'un problémeelliptique associé‘naturellement’au
problemed'évolution. Lestermessourcesontdé nis al'aide dela solutiondu problémecontinu.
La deuxiemeétapese basealorssurl'analysede corvergencede la méthodedesélémentgoints
surun problemeelliptique statique.

La méthodedesélémentgoints (aussiappeléanéthodeé'mortar”) aétéintroduitedang 23] dandle cadre
dela décompositiorde domainesll s'agit d'une méthodegui permetde diviserle domainedecalculen
plusieurssous-domaines.e grandintérétdela méthodevient dufait quele raccordentrelesdifférentes
régionssefait d'unefaconfaible.Onpourradonc,utiliserdesmaillagesnon-conformegt/oudeformula-
tionsdifférenteourchaquesous-domaineCeciimpliqueenparticulierque,si on considerda solution
discrétedé nie surtoutle domainede calcul, elle ne serapasen généraldansl'espacefonctionneluti-
lisé dansla formulationvariationnelledé nie surtoutle domainede calcul.Ainsi, la méthode'mortar”
estsouentprésentéeommeuneapproximatiomon-conformedu problémecontinu[23,/16]. L'espace
d'approximationglobal (sur tout le domainede calcul) estdé ni avec desfonctionsqui appartiennent
adesespacesi'approximationdocaux(qui eux sontconformes) ui véri ent unecontinuitéfaible aux
interfaces(engénérakllesne serontpasfortementcontinues)L'analyses'appuiealorssurle deuxiéme
lemmede StranglL7] : il fautnonseulemenestimen'erreur dite de meilleule approximation(classique
dansles approximationglu type élémentni) maisaussil'erreur dite de consistancéqui indiquesi la
non-conformitéestacceptable).

Cetteméthodeeutaussiseprésentercommeon|'a fait danscetravail, enintroduisanun multiplicateur
de Lagrangesur les interfacesqui s'interprétecommela dualisationde la contraintede continuitéde-
mandéesurles espace$onctionnelg15,81]. Dansce cas,le problemepeutétreécrit sousformed'une
formulationmixte. La continuitéfaible auxinterfacesestinclusedansla formulationelle mémeet non
via les espacegonctionnels.Lorsqu'onsuit cetteapprocheon peutaussis'intéresse I'obtention des
estimationgd'erreursurla nouwelle inconnue Je multiplicateurde LagrangelL'analysede corvergence
reposedansce cassur la théoriedesélémentsnis mixtes[25, 24], en particuliersuruneconditiondu
typeinf-supdiscréteuniforme.

Uneautrequestionqui seposeestle choix d'espaceade discrétisatiorpourle multiplicateurde Lagrange
surl'interface.Desnombreuxtravaux[16, 15] proposente choix donnéparlestracesdesfonctionsvo-
lumiquessurl'un desdeuxcotésavecdeslégéresnodi cationssurlescoins).Mémesi danscertainscas
cesespacesontinclusdansl'espacecontinu[15], cen'estengénéralpasle cas(voir parexemple[16]
ou cetravail). Cecipeutcompliquer'analysedansle casou on veutfournir desestimationssurle mul-
tiplicateurde Lagranggvoir la section1.4.2.3.

Un programmenaturelqui dépasseoutefoisle cadrede cettethéseet n'en constituepasl'aspectcentral,
seraitde voir enquellemesurecesdiversegechniquesl'analyses'appliquentaux équationgle'élasto-
dynamiqueNousallonsici nouscontentede présenteun résultatde corvergencedansun casde gure

bienparticulierexposédansla section1.5.2 Dansla sectionl1.5.3nousdécrivonsensuiteles dif cultés

asurmontepourétendrecetypederésultata descon gurationsplusgénérales.

1.5.2 Un Résultatde Convergencepour le ProblemeModéle

Danscettesectionon établitun résultatde corvergencedu schémasemi-discrétis@our notreprobleme
modéle Onseplacesouscertainedypothésesjui vontsimpli er notablemenla preue durésultatmais
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15 A Proposdela Convergencedu SchémaSemi-Discret

FiG. 1.3—Le maillage n estunsous-maillagelel'extensiondu maillagegrossieratoutle domaine

qui restentdansle cadredesexpériencesiumériquesjui nousintéressentAinsi, on va supposeguele

maillagesurlarégionraf née estunsous-maillagel'uneextensiondu maillagegrossieatoutle domaine
decalcul(dansla gure [1.3 on montreunecon gurationtype).Cecifait quel'estimationdel'erreur de
meilleure approximationestasse£acileaobtenir Onsupposeraussiquel'espaced'approximatiornpour
le champdevitesseestdonnépar(1.20), espaceyui véri e I'inclusion

3

(1.39) dv XI™(-1) %My () 12ffcg

Cecinouspermettraj'éliminerIesinconnues_/,h; | 2 fc;f getdoncderéduirenotablementa dif culté
du problémea analyser(beaucouplus standard)Les estimationssurl'inconnuev serontensuiteaisé-
mentobtenues |'aide desrésultatssurle tenseurde contraintesys On renvoie le lecteurau chapitre9
pour avoir plus de détailssurcetélémentni. Finalementpn supposeraussiquelesintégralessurles
termesde massesontcalculéesiefaconexacte.

Ons'intéressalorsala corvergencedu couple(z{‘;y,h) dé ni par(1.13—(1.19 vers(%;v,) dé ni par
(1.9-(1.10. Dansun premiertempson dé nira et on analyserda projectionelliptique qu'on utilisera
par la suite. Ensuiteon établirales résultatsde corvergencedu problémed'évolution en utilisant les
résultatobtenussurle problemestationnaire.

1.5.2.1 Dé nition et Analysedela Projection Elliptique
Ondé nit l'opérateurprojectionelliptique par

Y
iht XYM EM() £JIG) ! X" DEMyG)EILO)
(1.40) 12f c;if g

(%) (v i) 7! 90,6 3 9,60 )
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

ou(%1 9| jl ); 1 2 fc;f gestlasolutiondu problémevariationnel

Trouver(%r"' 9, jl ) 2 éh. CDEME(GNE J_H (i) tellesque(l 2 fc;f g)

— Z Z 3
E 9{1. v| ¢\1|h dx div %‘. % ¢v| dx = 0 8\1{‘2Mh|(- D;
—Z Z‘I
z ) h .
(1.41) = . %1' % #H A+ . div ¢ 9| v ax |
- z{‘mﬂ:fﬁuj_ e = 0 8H2XIM(-);
- x Z ! |
= el = 0o 87 23,0 SR AF
12f cifg |

L'analysede cetype de problémegqu'on peutappeler‘doublement’mixtes) n'est pasen généralévi-
dente Cependanipnrappellequela vitesseestdiscrétiséeland'espace(1.20 etdoncl'inclusion (1.39
estsatishite.Alors, onaque

(1.42) 8H 2 X" (- 1); o= dvH 2 My, ()
Sion |njectelafonct|ontestv| donneeparql 42 dansla premlereequatlondeql 41) onaque
Z 3 Z
iy ¢mz{ﬁdx= d|v %‘lz/ ¢mié?dx

|
En utilisantcettederniéreégalité on remarqueguele probleme(lzéll) qui dé nit la projectionelliptique
estéquialentauprobléme

Trouver(ﬂ“;fl*) 2 éf”ym(— )£ J,, (i) tellesque

EX nZz 3 g Z 3 . q
- Hiy Ao+ div B % edivHdx
“l2fcgfg ! o d 3 ,
1.43 _ X
R Moefii], ¢ = o
- 12f c;fg |
- x Z o
- Hog'e = o = f
I2fc;fgi

8(2}‘;]:“) 2 éﬁym(— )£ J () etensuite

_Trouver9 2 Mm( ) tel que

(1.44) -Z 3 Z 3 ’
- Wiy ook = div i % o d 82 My (-):

- |
Onaalorsmontréle

Théorémel.5.1 Onale résultatd'équivalencesuivant:
- Sl(% Gh,JI ): 1 2 fc;f g estsolutionde (1.41), alors (Z{‘;fﬁ); | 2 fc;f gestsolutionde (1.43
etyI ; | 2 fc;f gestsolutionde (1.44).
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15 A Proposdela Convergencedu SchémaSemi-Discret

- Si (ﬂ;ﬁ*); | 2 fc;f g estsolutionde (1.43 et th | 2 fc;f g estsolutionde (1.44), alors
(%:8:81); 1 2 fc;f gestsolutionde (1.47).

Le probleme(1.43 estmoinscomplee a analyseruela formulationinitiale etil nouspermettrad'ob-

tenirdesestimationssurla quantitékﬁ' i ¥ky ) Unefois quecettequantitéa étéestiméegraceau
deuxiémeprobléme(1.44 on déduitque B
Z — __2 Z 3 © 3 . Z 3 73 .
i v odx = div i % ¢ 8w ox+ vy ¢y dx
- “ 1
M : : A :
o . ho o . o o h . ho . h .
Vi ¥ + ¥, Ghi v 82 My (- );
i, GRS T, )7 B2 M )
etdonc
A !
(1.45) K9P vk - C SLL vk )+ KT Bk
Y Mp, G -

en obtenantaussidesestimationssur la vitesse.Le restede la sectionestconsacrépar conséquena
l'analysedu probleme(1.43).

Introduisongquelquesotationsutiles. On dé nit lesformesbilinéaires

- Z Z

— i ¢
—alyy) = Aginder _%@mmzfdx:8(%%)2'@““(- )7
- z

TS = #Anedr 8NN 2 XYM ) E LX) ;

etlesespaces

(1.46) %, " () XM= ) E XM 1) Yo XYM ) £ XM ¢);
8 9

< o;sym X -
A 2R7"0 = i) = 08" 23,6,

12f c;ifg

(1.47) X 5™ ()

Les élémentézl{‘ de cesespaceserontconsidérésommedesfonctionsdé nies surtoutle domainede
calculet aussicommedescouples(zlg ; g'). Ainsi on peutdé nir lanorme“cassé”suivante

X
KA.y = KRGy 8% = (%) 2 X( )€ X(-1):
o 12f c;f g o

Alors, la coercvité dela forme bilinéaire |5 . g & (¢9 dansl'espaceéﬁ'sym () nouspermetd'ap-
pliquerle deuxiemdemmede Strangqui nousdonnela

Proposition1.5.2 Pour tout (%)) 2 X¥™(-) £ J (i) ,la solution(g‘;j_tf'); | 2 fc;f gduprobléme
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

(1.43 satisfait
"k ke - C inf KA i Yoy +
: — - = Z[bzéﬁ;sym(_) - - =
(1.48) - s #3200
E c sup s2f c;fg
waxyome ki Akgeg
Preuwe: La preuwe durésultatestclassiqueVoir [17]. 2

L'estimationdonnéedans(1.48 estconstituéepar deuxtermes.Le premierparmieux estl'erreur de
meilleureapproximationll indiquel'erreurcommisgmesurée&landa normecasséelprsqu'onremplace
l'espaceX ¥™(-) parX Y™(-) . Le deuxiémeterme,nomméerreurde consistancemesurel'erreur
commiseparla non-conformitéa l'interf acede I'espaced'approximationutilisé. On analyseparla suite
chaqueermeséparément.

Estimation de I'err eur de meilleure approximation. Il fautsignalerquel'inf qu'on consideredans
cetteexpressiorestpris dansl'ensemble(1.47) (composépardesfonctionsqui véri ent la contraintede
continuitéfaible) et non passurl'espace(1.46 (pourlequelon a les propriétésd'approximation).Ceci
fait que,engénéral donnerune estimationpour ce termene soit pasévident.Cependantgdansle cadre
ou on seplace,elle esttrésfacile a obtenir En effet, rappelonggu'on a supposé&uele maillage n est
un sous-maillagel'une extensiondu maillagegrossiereDénotonspar Ty, (-) cetteextension.On peut

alorsdé nir I'espace
n 0
(1.49) XPM) = A2XIM() = 2 (QuK)F? 8K 2 Th ()
Cetespacen'estrien d'autrequele résuItatd‘appliquerl'élémentQ‘}‘V (qu'on utilise surchaquesous-
domaine)surle maillageTn,(-) . Il estclair que
X" Ve XpMO)

carla contraintenormaleestcontinueau sensfort, et parconséquent

inf kA Ykeo inf k¥ Ykeoq -
Zﬁz&;:sym(_) = = = zpzé;);m(_) = = =

Il suft d'appliquerlesrésultatsd'approximationde cetteespacevoir [14]) pourobteniruneestimation
surceterme.Pourunentierm , 0 onintroduitlesespaces

“H™LMG) = ff 2HM() ; =@F 2HM() g;
THMMA() = 2HM() =@ 2 HT() g;
etlessemi-normes
flumamey = fiume +@Fjumey o [Flumma g = Jfiume + @ Jumg ;

ouj ¢jym () dénotela semi-normedansH ™ (-) . Ondé nit doncl'espacedetenseurs

- ©
—BmMm() %2 XYM(-) telque¥hy 2 H™HLm() ;
(1.50) _ - a
Yo, 2 HMMHL () 234, 2 HMHL ()
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15 A Proposdela Convergencedu SchémaSemi-Discret

eton pose(mémes'il nes'agit pasd'une norme)

kiﬂ(}qm+l m () = jFaxjgmam o 1 % zjgmm « ot [Yazjym+ ¢ -

Alors, si %2 1B%1(-) onaque

1.51 inf k¥ %2., - Chk¥Kgs,, :
(50 woxpn - = 20 =820

Estimation de I'err eur de consistance. Maintenanton examinele deuxiéemetermede (1.48. De la
deuxiemeéquationde (1.43 on endéduitquezli1 appartientil'espacedonnépar (1.47). Il estclair que
Sigh 2 XY™ (-) alors

s@i AT = s&i i 8 23,0

cequiimplique

X
. Ho.
s#i #00) s#i & i D)
s2f c;fg . s2f c;fg
sup = inf sup
széﬁ;sym(_) kzli‘ i ZDkK’(-) '[H 23 () zMéﬁ:sym(-) kg‘ i Zi‘kgu(_)

C'estacestadequela preue differelégéremenenfonctiondel'espaced'approximationdu multiplica-
teurdelLagrange.

— Supposonsl'abordquel'inclusion (1.12 estsatishite. Alors en utilisantle théoremedestraces

onobtient
3

s@i A0 Pk HiH ok ki Lk

K99 Hkx ki PR
etdonc,l'erreur deconsistancestbornépar

C inf Kil'ki ;
]:HZJ_H(i) = = H2()

guantitéqu'on peutestimeren utilisantdesrésultatsd'interpolationclassiquesPar exemple,si on
prendJ ,, (j) donnépar (voir la sectionl.4.2.2pourleur dé nition)

(P1)? continu grossier, (1.26 (P1)? continu n, (1.27
P, £ P1 continu grossier,  (1.30 P, £ Pycontinu n, (1.3)
il estclair que
=it ki ke o Chikikaexg: 81 2HY): ()
—r2 6
- ii Tk . ChZKjkyzy . 8j 2H2G): (b
(1.52) = inf ki T kezg) LCLION P2H%W): (b
2,0
_ . . H . .
= inf ki [kizg o Chkjkyig) 8j2HYN): (o
A0
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Alors, en utilisant desrésultatsd'interpolation[62], on a quesij 2 H_%(i) alors (en utilisant

(1.52.(a)-(c))

inf ki Ik

K P ik
a2, 0

2 (i) :
Delamémefacon,sij 2 H?2(j) alors(enutilisant(1.52.(a)-(b))

3
inf ki ki - Ch?Kkuyz:
Pog o - - HEO =)

— Sil'espace] |, (i) n'estpasuneapproximatiorinterne,on peutnéanmoingcrire

@i AT o kBB nkeg ki T ke

Ensuite enappliquantuneinégalité inverse[28] etle théorémeadetraceson obtientque

X .
o C o
s i #iir) - Pk Fi A nky, Wi I k)

C .
P—ﬁkﬁ“i k¢ K P kg
cequiimpliquequel'erreur de consistancestbornépar

C . o
P= inf  kj j ]_“H K 2g)
h 2,0

Etantdonnéquel'espace(voir la sectior1.4.2.3

3

J,G) =Tri éhl(- ), 12ff;cg, (1.32

satishit (1.52.(b)-(c), unrésultatd'interpolationnouspermetd'af rmer quesij 2 H_%(i) , alors

C
p— inf K i [ kom - Chkik s
J':H 2‘]_H (l) - - (I) - H_Z(I)

Remarque 1.5.1 SionconsidéeJ ,, (j) dé ni par (voir la section1.4.2.3

(Po)? grossier,  (1.33

on a quel'estimation (1.52).(c) estsatisfaite(maison n'a pasmieux).Alors, si le multiplicateur
delLagrange appartienta H X(j) onobtient

c . o P
p— inf K| J;Hkg(i) - C hkkyig ;
23,0

cequi nousdonneuneapproximationmoinsbonnequepour lesautreschoix.

Donc, nalementa prouvéle théorémesuivant
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15 A Proposdela Convergencedu SchémaSemi-Discret

Théorémel.5.3 Soit(%v;j) 2 B%Y(-) £HY(-) £ H 3 (j) . Alorsla projectionelliptique! n(%Vv;i)
dé nie par (avecle champdevitesseappmochédans(1.20 etl'espacedu multiplicateurapproché
par (1.26), (1.27), (1.30, (1.31) ou(1.32) satisfait

X

3

3
o K i Hhxe o+ KT vikue ) - Ch Kikgangy + kvkuag + Kk g
cirg

Dansla pratique onappliquerda projectionelliptique sur (¥4t); v(t); j (t)) solutiondu problemevaria-
tionnel (1.9—(1.10 autempst. Danscecas,il estfacilede montrerquesi

: K ¢
(%yv;j) 2 CUIOTEXYM() £EM() £3(3)
alors 3 0 .
L h@Vi]) 2 CF [OTE S o g XM DEMBDEILG)
et
@ @

@I n#v;i) = | h(%%@y, @j_);

c'estadire,l'opérateurde dérivationentempscommuteavecla projecteurelliptique.

Cecinouspermetd'établirle

Corollaire 1.5.4 Soi(%v;j) 2 CK([0; T];1821(-) £H(-) £H3(-) lasolutionduprobléme(L.9)-
(1.10. Pour toutt - T, saprojectionelliptique dé nie par (1.41) (avecle champde vitesseapproché
dans(1.20 etl'espacedu multiplicateurapprochépar (1.26), (1.27), (1.30, (1.3 ou (1.32) satisfait

3

k@ 90 % (kg e+ k@ 8w Ok )

(1.53) 12f c;f g

Ch kd ADKgan(y + k@ v(t)kpysy + k@ GLIEI

1.5.2.2 Estimationssur le Problémed'Ev olution

Finalemenbn obtientlesestimationsurle probléemeentemps Soitl'énergie discrétedel'erreur dé nie
par

(1.54) Et) = EM+E(®);

ou
1Z 3 © 3 . 1Z 3 © 3 g
BN = 5 A HiY Fi R x+5 % v ey od
|

|
Il estclair que
E(t) Y k9 i i/?kg(_ GO+ KEP vk (@)
12f cif g

Notre objectif estde donnerune estimationde cette quantitéen fonction de I'erreur de la projection
elliptigue surla solutionexacte.
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Oncommencearfairela différenceentrelespremierequationgle (1.13 et (1.9) pourendéduireque

Z 3 . Z
%@ i v oefdk i div(%i #) o dx =
(1.55) B z s T z
@ iv o dx i div(%i %) o dx:
- -
De la mémefacon,enutilisantlesdeuxiemegquationgle (1.13 et (1.9) on obtient
(1.56) 3 g VA Z 3 g
A@ K Y Hdx+  dvFe®i vhai  Hne il d =
1 Z 3 . A 4 3 ’

M@ Fi Y Ao+ dvBedi vydi A [

Sionadditionnd'équation(1.55 enposant! = §"; v! avecl'équation(1.56 enposang{‘ = 2}“; Vil
on obtientque

q Z 3 © 3 g Z 3 g
a5 = %@ Wiv ¢ @i v odx _Im@“i e i v dx+
Z 3 © 3 g Z 3 g
A@HI Y - Hi Y o+ div B A @ ov)dx
Z_I 3 . Z 3 B . 3 .

. ,
i nefij v Hig neffij o
i i

Onsommesurlindice | 2 fc;f g etonutilisela dé nition dela projectionelliptique pourécrire

q X Z h 3 © 3 i3
FEO = %@ ivi i @iy e @iV oax+
12f c;fg !
z h 3 - i3 .
AM@Ri Y Hi Y By &
12f c;fg ~!
Enutilisantinégalité de Caucly-Schwart on établiel'inégalité suivante
d p__x h @2
GE® - C ED k@ i v kue )+ K& i vikue )+
12f c;f g

3 . i
k@ Z{]i 3:/? k'-:2(- |)+k2pi 3:/‘I‘Lkﬁ(-l) :

Ceciimpliqueque

_ p — X Z t h 3 .

Ef) -  E0)+C k@ 90 v ke + KB viki )+
12f c;fg 0 ,

©

(1.57)

3
k@ i % ki + kH i Bk ) ds

On utiliseracetteinégalité pourmontrerle
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15 A Proposdela Convergencedu SchémaSemi-Discret

Théoréemel.5.5 Soit(Z?;ylh;j_lH) solutiondu probleme(1.16— (1.17) aveclesconditionsinitiales don-
néegpar la projectionelliptique desdonnéesnitiales du problemecontinu(et lesespacesl'approxima-
tion utilisésdansle théorémel.5.4. Soit(¥ v; | ) la solutiondu probleme(1.9—(1.10. Alors

- Si(%v;]) 2 CHO;TEB2Y) £ HY() £HE() ,
— 3

KA i Fkcomize )+ ki Vikeomm )

12f ¢cifg 3

CA+T) h kKcigrgaay * Kkerommie) + Kk

(1.58)
CLO:T;H 2 ()
~ Si(%V:]) 2 CX(0; T B¥Y(-) £ HY() £ HZ(®) ,

X
kA4 i %kcomixe ) -
12f c;f g 3

CA+T)h kZkCZ(O;T;ﬂ(—)) + k!kCZ(OJT;H_l(')) + kj,kCZ(o;T;ﬁ(_))

(1.59)

Preuve: Onremarquegue,lorsqueles conditionsinitiales sontdé nies parla projectionelliptique des
conditionsinitialesdu problemecontinu,'énergie E(0) estidentiquemeniulle. Ainsi I'estimation(1.58
découlede (1.57) et desconclusionsdu corollaire/1.5.4 On remargueen particulier gu'on a obtenu
desbornesque pour la normeL ? du tenseurde contraintes(quantitéqui apparaitnaturellementians
I'énergie), maispassurla divergence Pourfairececiondoit réutiliserleséquationséri ées parl'erreur.
En effet, il estclair que
Z 3 . Z 3 .
%@ vii V' ¢ dx = dv %i % o dg 8V 2M(-):
| | . ;
Enutilisantcettederniéreégalité avecy!' = div. %' i % onendéduitque

4 3 = Z 3 ’ 3 ’
div i % " dx = %@ vy v B H oo+
- -

Z 3 .
div %i % ¢div

3 .
) 4i 9 o
cequiimpliqueque
o 3 g Hoos ' o 3 S
°div ¥ % ° C k@ Vi v; kup )+ °div % °
i s BT @ Wi v ke *odv i B,
Il suft alorsd'utiliser les estimationssur la projectionelliptique du corollaire (1.5.4 et I'estimation
(1.58 pour nir lapreuwede(1.59. 2

1.5.3 LesCasPlus Généraux: LesDif cultés

Onsignalequela preuve duthéoremél.5.5a étésimpli ée graceauxhypothésesju'on asupposéesn
effet:

— Le fait dediscrétisele champde vitessedansl'espace(1.20 nousa permisderéduirel'étude de

la projectionelliptique (1.41) al'étude du probléme(1.43 beaucouplus standardL'analysede

corvergenceavecl'espacedediscrétisatiorM p, (- |) dé nie dansg(1.18) resteun problemeouvert.
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

- c i - f
e S & --2n+2
O
— ®—8§,
O A ® 2n+ 1
~_ x=Vi |:12fcfg
O
O-—J
R S - --2n
A—=]

FiG. 1.4—Distributiontemporelledesinconnuestinteractionentrelesmultiplicateurgpourle schémal

— Numériguemenbn obsere un taux de corvergenceplus élevé que celui qui a été obtenudans
la théorieen O(h). Cecipeutétrelié al'utilisation desmaillagesstructuréset un phénomeénele
supercorvergencel a preuve d'un résultatde cetype estaussiunequestionouverte.

— Dansl'analysedel'erreur de meilleureapproximationon a utilisé fortementquele maillagesur
la régionraf née estun sous-maillagal'une extensiondu maillagegrossiera tout le domainede
calcul On remarquegue pour obtenirl'estimation (1.51) (propriétéd'approximationde I'espace

( ) ) onaeubesoindela régularitéde ¥surtout le domainede de calcul. Une analyseplus
ne nousaurait,peutétre, permisd'obtenir un résultatsimilaire qui demanderaitle la régularité
seulemensurchaquesous-domaine.

— Le fait d'avoir seulementinerégionraf née simpli e la présentatioret I'analysede la méthode.
Pourconsidéredescasplusgénérawavec plusieurssous-domainesn auraitrencontrédesdif -
cultésd'analysefonctionneldu mémetypequecellesqu'on arencontréeauchapitrell liéesaux
restrictionsdela tracenormale.Dansce casil faudraitchangef'espaced'approximationdu mul-
tiplicateurenenlevantdesdegrésdelibertésurlesintersectionslesfrontierescommune$15, 16).

— Onsignaleaussiqu'on n'a pasobtenud'estimationssurle multiplicateurdeLagrangg . Pourfaire
ceciil sufrait (maisc'eﬁtdif cile) demontreruneconditioninf-supdiscréteuniformeassociée
I'opérateurdecouplage | . gS (¢ 9. Onrenvoiele lecteura[15,/81] pouruneétudesimilaire.

1.6 Discrétisationen Temps

1.6.1 Schémalntérieur.

Pourla discrétisatiotemporelledessysteme$1.16) on utilise unschémanumériquecentréd'ordredeux
du type saute-moutorgui calculele tenseurde contrainteset la vitessea desinstantsdifférents(voir la
gure 1.4 pourla distribution temporelledesinconnues)Etantdonnéqu'on veutgarderle rapportentre
le pasdetempset d'espaceconstansurtoutle domainede calculon va utiliser un pasde discrétisation
temporellede ¢ t. = 2¢t sur- c etde¢ tf = ¢t sur- ;. De cettefacon,leséquationsa l'intérieur de
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1.6 Discrétisationen Temps

chaquedomainesont

1 1
Trouver (§ 2"; V21,321 § n;an+ z, an+ 2)2

RV%e £ RNve £ RN £ RN%¢ £ RNve £ RNL véri ant

-8
— V2n+1 . VZni 1
=2 Mye-* 21¢tc i Dc§ = Fé,
Eg 2n+2 . 2n
=7 My 2¢lt§C_ toDgVEMt = gy
_8 8
_ 2n+ 1 2nj

weo  Z3y o owURVE
- My Tt i Dt 8% = Fems
— 2n+1 |
— § M3/-f§fn+ i §2 D;’szm% _ Cfanzm%'
— 4 ¢t !
—_ 8 3 1

2n+ 3 2n+ 5

_§ % Moy Y/ B VA . Dy g2 = g2n+l.
_ ¢t f f !
- § g2n+2 . gan+l 3 3
=T My f DEV " = cpate

¢t

Remarque 1.6.1 Supposonguelesforcesexternessontnulles(i. e. f = 0). Il estbienconnuquedans
le casd'un seuldomaine par exemple- ¢, le shémanumériquedonnéci-dessusconservd'énergie

discretesuivante
1/2 %

n _ 1 n.en ”*%. ”i% .
(1.61) Ef = > (Mo 8¢:87) + My V20V, %)

ou (¢ 9 dénotele produitscalaire euclidiendansRN ; N 2 f Ny ; Nyt g. Onrappelleque siondénote
par (?>:/JP)n 2 ési’m (- ) (resp.(yP)”"% 2 My, (- 1)) la fonctionqui a par composantedanslesbases

1
(1.15 le vecteur§{ (resp.Vfn+ 2), onaque
l( | | )
Ef = 5 ACEDT @) dr %)) 2 dx
- f - f

c'esta dire, Ef' estun équivalentdiscret de I'énergie du problémecontinusur la grille ne au temps
t". Cetteformequadmtiqueestéquivalente la normelL 2 dela solutionnumériquesi et seulemensi la
condition(dite conditionCFL)

¢ t?

4
estsatisfaite(voir la preuvedela proposition1.8.1pour avoir plusdedétails).Danscecas,la méthode
numériquesstévidemenstable On peuttrouverdescontrexemplegjui montentquecetteconditionest
aussinécessag pour garantir la stabilité.

La conditionCFL dansle domaine- . s'écrit

(1.62) La matriceN¢ (¢ t;) := My i Df(My)i 1D; estsymétriquedé nie positive

. t2 . . e .
(1.63) LamatriceN¢(¢ tc) := My i ¢TCDC(I\/I\,;C)' 1D estsymétriquedé nie positive
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Remarque 1.6.2 Un simplecalcul monte quela condition(1.62 estéquivalente
i . ¢
¢ t2 sup (Mys)i D¢ 8¢ ;Ds 8¢
4 5,60 (Mt 8¢ 8¢)

A n d'écrire cetteexpressionenfonctiondesopémteurs intégrales,on peutmonter que (voir [ 6] pour
la preuve)

i _ ¢
sup (Mys)i D¢ 8¢ ;D 8¢ _ sup (D §¢;Ur)? _
§ 60 (M 8¢;8¢) 5,60:v;60: (M 8¢;8¢) (Myis Vi s Vi)'
cequiimpliquequela conditionCFL peutaussis'écrire
Z

¢t div % v dx
(1.64) - sup sup & A — < L
2 #,2Xy,, Yn2Map, I : | v 1
%80 %0 At 4% dx 1% v 6V dx

- f - f

N

Remarque 1.6.3 Examinonde quotientqui apparit dans(1.64). Dansle dénominateupn a, approxi-
mativementle produit desnormesL ? deZé1 ety?. Dansle numéateuron a le produit scalaire dansL ?
deyP fois un opéiateur différentiel du premierordre (la divergence)appliquésur Z‘P- Ceciindiqueque
le quotientestdel'or dre de 1=¢ x etsuggere quela condition(1.64) estéquivalented uneconditiondu
type

¢ t;

C— < L

¢ Xf
Lorsqu'onutilise I'élément ni QY £ Qo présentéans(1.18 pourla résolutiondu systémetlastody-
namiguedansun milieu homayéneisotrope(aveclescoefcients deLammé, et! etunedensité/ avec
un maillage spatio-tempael uniformein ni depas(¢ t; ; ¢ Xs ) on peutmonter que(voir [80] pourles
détails)

(1.65) C= = =

ouV, estla vitessedesondesde pression.

Pourchaquentervalle detemps[t?"; t2"*2 ] onatrois valeursdu multiplicateurde Lagrangel , unedans
- ¢ etdeuxdans- . Enplus,leséquationgde transmissiom'ont pasétéencorediscrétiséed! faudrait
écriretrois équationconsistanteavec(1.17) pourcomplétere systémed'équationg(1.60).

1.6.2 Equations de Couplage: Consewation d'une Energie Discréte

L'idée estde cherchemun équialentdiscretde la conseration del'énergie enabsencaleforces
externes(voir la remarquel.2.2. En s'appuyantsur la remarquel.6.1 on introduit I'énergie discréte
totaleauxinstantegairspar

(1.66) E® = EZ+EP
OUE?Z" estdé nie par(1.61) etE2" par

© . a
ES" = 5 (Myc8Eh 8N + (MW v )

1
2
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1.6 Discrétisationen Temps

Théorémel.6.1(Schémaconsewatif) Pour compléterle systeme1.60 et obtenir un schémanumé-
rique qui conservd'énergie E2" en absencalesforcesexternes les équationsadditionnellesdoivent
satisfaie I'égalité de ux suivante

| |
2n+1 2n '
8§+ 8 onel
f 1 Vf

2n+2 2n+l '
§f + §f 2n+%
Cr——— + C

(1.67) 0

. 12n+1
1‘]C

u

§ 2n+2 + § 2n
i Co———%

2

Preuwe: On supposejuelesforcesexternessontnulles.Si on multiplie la deuxiemegquationde (1.60
par
8§ 2n+2 4 §2n
C C

2
onobtient
1 ©j ¢ i ®
a6t MucBSTEIETE i Myc8ET 88 =
(168 IV TR FANRRN LR

. oy /72n+1 . aq2n+l .
i DCVC ; + CC‘]C ;

2 2
De la premiéreéquationde (1.60, enutilisantdeuxinstantsconsécutifspn endéduitque

VC2n+3 i VCZni 1
4¢t

§gn+2 + §§n

=0
2

Mv;c i DC

On multiplie cetteégnlité parV.2"** pourobtenir

1 ©; ¢ -
m IM v;ch2n+3 : V02n+1 l I M V;CVc2n+1 : chnl 1 =
(1.69) W T

2n+2 2n
D(l‘:lvczn+l. §C + §C

2

La sommedesexpressiong1.69 et (1.69 nousdonnela variationdel'énergie discrétegrossiéreentre
deuxinstantspairs,

1

. H
1 i ¢ o 2n+2 4 g2n
(1.70) sep Bo i B = coazn; 3 2 o
Desopérationssimilairessurla grille ne nousdonnentia variationde I'énergie ne entrelesinstants
pairs,

, A !
3 2n+1 2
1 E2n+2 . E2n - CDJ2n+%.§f + §fn
2¢t 1 e 2
(1.71) A o2 sl |
Cn\] 2n+ % . §f + §f
fYf ' 2

Finalement]a sommedeséglités(1.70 et (1.71) terminela preue. 2
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Cethéorémaousdonneunefamille deschémastablegparmilesquelondoit sélectionnele plusprécis
en termesde consistancest corvergence.Ainsi, un premierchoix pour compléterle systeme(1.60),
consistea ajoutercestrois équationsie couplage

- o sEesk 87287 48P

(1.72) -2 S 4 ’
- 2n+1 2n+ 3
J§n+l = ‘Jf 2 = Jf z:

gui nousdonnentle schémal. On remarqueguela continuitéde la contraintenormaleestimposéeune
fois tandisque celle du champde vitessedeuxfois. Un deuxiémechoix possibleet, en quelquesorte,
dualdu précédenestdonnépar

_ 2n+2 4 g2n §2n+2 + §2n+1
- C07§C Sc = Gt S . ;
— 2 2
— g2 4 g gzn*l 4 g2n
1.73 - C., =2 ¢ = i C—-—""":
( ) : C 2 | f 2 ’
E Jf2n+§ + Jf2n+ %

2n+l —
‘Jc

2 b
etqu'on dénoteraschémall . Maintenanton imposedeuxfois la continuitéde la contraintenormaleet
uneseulefois la continuitéde la vitesse.

Remarque 1.6.4 La premiée équationde estcentréeet consistantex I'or dre deuxavecla pre-

miére équationde(1.17). Cependantesdeuxéquationsle(1.72 quiimposenta continuitédela vitesse
atraveslinterface i sontdécentréegtconsistanteseulemend 'or dre unavecla deuxiemetquation
de (1.17). Toutesles valeurs du multiplicateurde Lagrange du cotégrossieret n dansl'intervalle de

tempdt2"; t27*2] sontégalesa unemémevaleurqu'on appellea J 2"*1 (voir la gure'1.4).

On a un comportemensimilaire pour les équationsdans(1.73. Cettefois-ci c'estl'équation qui porte
surle multiplicateurde Lagrange qui estconsistante I'or dre deuxavecla deuxiemequationde (1.17).
Lesautresdeuxéquationsgjui imposenta continuitédela contraintenormalesontconsistantea |'or dre
un. De cepointdevueil n'estpasclair qu'un schémasoit plus précisquel'autre. Cependanton verra
dansle chapitre2 quele schémal fournit eneffet unemeilleure approximation(voir aussila remaque
1.6.5.

Remarque 1.6.5 On peutremaguer que le comportementu couplage donnépar le schémall est
étrange. En effet, a partir desdeuxpremieeséquationsdans(1.73 onobservegue

Cf§f2n — Cf§f2n+2;

cequiveutdire quela contraintenormalesurl'interface j ducoté n resteconstanteauxinstantspairs.
Ceciimpliqueenparticulier quela méthodee peutpascorverger ennormelL 1 (voir le chapitre2 pour
I'analyse 1D decetteméthode).

1.7 Caractere Bien Posédu ProblémeDiscret
Dansle chapitré2 on verraquela solution obtenueavec le couplage(1.72 estplus précisequecelle

gu'on obtientavecleséquationg1.73. Pourcetteraison,on a décidédeprésentete caractéréienposé
du problemetotalementdiscrétisépourle schémal.
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1.7 Caractére Bien Posédu ProblémeDiscret

1.7.1 Algorithme de Calcul

Supposonsjuetouteslesinconnuegusqu’auempst?” ont étécalculéesetvoyonscommentbtenirles
inconnuegusqu'autempst?"*2
— Etantdonnéque les matricesde massesont symétriqueset dé nies positives, on peut calculer

1
yzn+t etVf2n+ 2 al'aide dela premiéreettroisiemeéquationgle (1.60).
— Ensuiteon obtientJ2"*1 (la valeur communedu multiplicateur de Lagrangedanslintervalle
[t2"; t2"*2]) d'une fagonimplicite enrésohantun systémeinéairedu type

M (¢t)J>*t = B2t

Commeon verraplustard en détail, le secondmembrene dépendjuedesinconnuegjui ont été
déjacalculées.

. - . 2n+ 3
— Unefois qu'on aobtenula valeurdu multiplicateurde Lagrangeon obtient§ 2"+2 §f2”+1 VA "2
et§f2n+2 avecla deuxiemegquatriemecinquiemeet sixiemeéquationgle (1.60 respectrement.

Finalementpn explique endétailcommenibtenirle multiplicateurde Lagrangel 2"*1 .

1.7.2 Obtention du SystémelLinéaire VVéri é par J"*!

La propositionsuivante nous donnel'expressiondu systémelinéaire a résoudrepour I'obtention du
multiplicateurde Lagrange] 2"*1 .

1
Proposition1.7.1 Silessuites§ 2", §1, 2"+, an+ 2 J2*1 véri ent (1.60—(1.72) alors

(1.74) M (¢ 1)J2*1 = B2+,
ou

¢ t2 L .
(1.75) g2n+l  — ch (M) 1Df (My)] 1Ff2n+1 i

£ g a
Cc 82" ¢t(Mye) IDIVAL

1°
2”+§

Cr(Mys) INg (¢ tr) 82" ¢t(Msy)i 'DFV, ;

(1.76) M(@t) = Mc+ M¢(Cts);
(1.77) Mc = ¢tCo(Mye) 1CT;
(1.78) Mi(Cte) = ¢tCr(My) "Ne(Ctr) (M) 1Cfs

avecla matriceNs (¢ t¢ ) dé nie dans(1.62).

Preuve: Notre objectif estd'obtenir un systémdinéaire véri & par l'inconnue J2"*1 dontle second

. X 2n+ 3 . . .
membrene fait pasapparaitre§ 2"*%, § "1 §21+2 et\,” " 2. L'utilisation deséquationsdu schéma
intérieur (1.60 et, surtout,de la premiéreéquationde (1.72 sontfondamentalepour éliminer cesin-
connuesC'estcequi guidelescalculsqui vont suivre.
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Si onfait la différenceentrela sixiemeet quatriemedquationsle (1.60 ona

" §f2n+2 i 2§f2n+1 + §f2n Duvf2n+% i Vf2n+% Cn\]f2n+% i Jf2n+%
3/ = 1 + .
o ¢ t2 e Ct f ¢t

En utilisantla cinquiemeéquationde (1.60 etleséquationsie couplagg(1.72 onendéduitque

§f2 i 287 + 8fr VR (Mo
M%f ¢t2 = i Df (Mv;f)I 1Df§f2n+1 i Df (Mv;f)I 1Ff2n+l:

Il estclair alorsque

§f2n+2 + 2§f2n+1 + §f2n _ 1'
o 7 = Ci(Myt)' = My j

¢t2 o il ) 2n+1 .
TDf(MV;f) Dr &7 i

¢ t2 . .

—Cr (Mg )T IDF (M ) TREM

¢ t2
4

Ct (Mg )i 1Nf (¢ ts)8 f2n+l i Cr (M )i lDfn(Mv;f )i 1Ff2n+1 :

Onutilisela quatriemeéquatiorde (1.60 pourdéelopper§ f2”+1 dand'expressiomrécédentetobtenir

§2+2 4 pg2n+l 4 g2n _ ' : 2n+ 1°
c 2 = Cr(Myr)i Ni (@ tr) 827 ¢t(My) DPV" 2

(1.79) ¢ t2 i .
ch (M) IDF(Mys ) TR 4

¢ tCr (M )1 IN¢ (€ tg) (Mo )i 1CFI 2L
D'un autrecoté,on sesertdela deuxiémeéquationde (1.60 pourobtenir

2n+2 . 2
§Cn l §Cn
CT omns

C
2¢t

= Co(Mye)i IDEVA™*L + Ce(My)i 1C2a2n+t,
cequiimplique

§gn+2 + §2n

(1.80)  c. 5 C = C82j ¢tC(Mye) IDEVA*L + ¢ tC(Myc)i 1C232+1
Pourconclurela preuweil suft defairela sommedeséquationg1.79 et (1.80 etd'utiliser la premiére
équationde (1.72). 2

1.7.3 Surl'In versibilité de la Matrice M (¢ t)

Regardonsguandla matriceM (¢ t) estinversible.

Théoremel.7.2(Caractére bien posédu problemediscret) Soudeshypothésedela propositionl.7.1,
supposonsgjue
— la condition(1.62) estsatisfaite(conditionCFL habituellesur - ¢),
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1.8 Stabilité du Schéma

— C¢ estinjectiveou C;’ estinjective
Alors la matriceM (¢ t) estsymétriquedé nie positiveet le problemediscret (1.60—(1.72 estbien
posé.

Preuwve: Onrappelleque
M(@Et) = McCt)+ M¢(Ct);
avec
Mc(Ct) = CtCc(Mye)i 1CS  Mi(Ctr) = ¢tCr (M)l IN¢ (€ tr) (Mo )i 1CF;
desmatricessymeétriquegpositives.Etantdonnéque
(1.81) KerM (¢t) = KerM(¢te) \ KerM¢(¢t;) = KerC:\ KerCg

pour garantirle caractérelé nie positif dela matriceM (¢ t) il suft qu'unedesdeuxmatricesC; ou
C; sontinjectives.

Une fois prouvéel'in versibilité de la matriceM (¢ t), la proposition1.7.1etla sectionl.7.1montrent
quele problemediscret(1.60—(1.72 estbienposé. 2

Remarque 1.7.1 Onremanguequ'il estpréfémblequela matriceC_ soitinjective En effet, si on prend
la valeur de ¢ t; de plus en plus proche de la valeur maximal qui garantie la stabilité, la matrice
Ns (¢ t; ) ser de plus en plus singuliele. Ceci peutavoir une conséquenceansle caractée dé nie
positivedela matriceM ¢ (¢ t; ) etpar conséquencsur l'in versibilité dela matriceM (¢ t).

1.8 Stabilité du Schéma

On introduit quelquesnotationsqui serontutiles par la suite. Pour chaquematrice symétriquedé nie
positve M on peutdé nir sonproduitscalaireet normeassociépar

(Vi;Vo)y = (M Vq; Vo); kvkZ, = (V;V)wm;

ouonrappelleque(¢ ¢ estle produitscalairesuclidiendansRN . Onintroduit aussila notationsuivante
(voir laremarquél.6.2pourunedé nition équivalentede cesnormesentermesd'intégrales)

kD § k 4)i kDu k 7L
lek = sup M, kDI‘]k = sup M1 | 2 fc:f o
ge0 K&k, veo0  K®kw,,

Théoréme1.8.1(Stabilité L?) Supposongue
— lesforcesexternessontnulles,
— E9 estbornépar uneconstanténdépendantelu pasdediscrétisation,
— lesconditions(1.62—(1.63 sontsatisfaitefconditionsCFL habituelledanschaquesous-domaine).

1
Alors,lanormeL? de§ 2", v2*1 gh etVfn+ 2 obtenusavecleséquationg1.60—(1.72 estbornéepar
uneconstantejui nedépendjuedesconditionsinitiales etle rapport® = ¢ t.=h.
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Preuwe: Le schémanumériquegu'on utilise aétéconstruitpourconserer (enabsenceleforcesexternes)
I'énergie totaleE?", i.e.,

EC = E™

Il sufra de montrerque cettequantitéestéquivalentea la normelL 2 de la solution pour compléteria
preuwe.Onaque

o o o o
°\s2n+1 2nj 1°2 °©yvs2n+l . ys2nj 1°2
2n+1 .y\s2nj 1 — °Vc +Vc ' o . °Vc | Vc ' o
(VC ’VC )Mvc - ° 2 ° | © 2 o
MV;C MV;C
o 02
°y\72n+1 2nj 1°
_ oVC + VC (s . ¢ D §2n02
= o ° [ 2 i1
2 4 vic)
Mv;c

oulonautiliséla premiéreequatiorde (1.60. Cetteidentiténouspermetd'écrire (enutilisantla dé nition
deN(¢ t¢))

o

o
°\/2n+1 2nj 1°2
E2n — §2n02 + 1 VC + VC 1 g
¢ 2 Nec(¢ te) 2 2 M
v.C
Descalculssimilairessurla grille ne montrent
o 02
oy ,2n+1 1o
E2n - §n°2 +12Vf 2+V ' .
f - FoNe@t) 29 2 5 1
Mv;f

o . 2n+ 1 2n; L . . .
etdonclesquantitésg 2", (VZ"* + V2" 1)=2, §2" et(V, "Iy v, 2)=2 sontbornéeparl'énergie
totaleal'instantinitial. Si on utilise encorela premiéreéquationde (1.60 on obtient

V2n+1 + Vc2ni 1 ¢ te

Vet = 5 (Myc)' TD28%"
cequiimplique
: g gv2n+1 + VZni 1: t
VAL et 5 c_ ¢ ¢2CkD kK8 2K, -
' Mv;c

Sionsesertdeséquationssurla grille ne on obtient

o o
S S e IV BRVCIE .
o n+ so o ni so o o o
oV, 2, + o V. |2o . 2o f o +¢tf kka §2n .
f f o 2 o M ¢
Mv;f Mv;f M
v;f

1
Ceciveutdire queV2"*! etVfn+ 2 sontcontr6léegparuneconstanteui dépenddesconditionsinitiales
etdurapport®, carlesmatricesD| sontd'ordre 1=h;.

Il nousresteamontrerques ; 2n+1 astaussborné Enutilisantla quatriémeet sixiemeéquationsie (1.60)
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1.9 RésultatsNumériques

e . 2n+ 1 2n+ 3 .
etl'égalité entrelesmultiplicateurs], * etJ; ? donnéepar(1.72 ona

§2an+2 4 g2n H 2n+ 3 on+ 1
2n+l  _ i lno n+s nts . _
5 = T et (My) D7 VR TTE )
g 2n+1Z 1“2 2n+2Z g 2ng !
°§f o - °§f ) + §f v +
M ;¢ 2 % ¥4f
Ao ) [ [ |
o, 2n+3o o 2n+lg
¢tka;k OVf 2o +0Vf 2o ;
Mv;f Mv;f
etla propositionestprouvée. 2

Remarque 1.8.1 Sion considée un matériauhomaeéneetlesméme®lémentsnis pourla discrétisa-
tion en espacesur les deuxdomaines|a condition(1.62 estéquivalentea (1.63. Ceciestuneconsé-
guenceadufait d'utiliser le mémerapportentre les pasde discrétisationspatialettempoel dansle deux
domainesAucundessous-domainese va pénaliser'autr e entermesdetaille du pasdediscrétisation
tempoel.

1.9 RésultatsNumériques

Danscettesectionon présente@uelquesxpériencemumériquesgjui nouspermettronslechoisirl'espace
d'approximationdu multiplicateurde Lagrangeet de discuterde I'in uence du rapportentrele pasde
discrétisatiortemporelet spatial.

1.9.1 Choix del'Espacedu Multiplicateur

Danscettesectionon présentalesrésultatsnumériquesie la méthodeprésentéelansles sectionspreé-
cédentegjui vont nouspermettrede choisirl'espacedediscrétisatiordu multiplicateurde LagrangeOn
considere = [0; 10]£ [0; 20]un matériauisotropehomogénealé ni parlescoefcients

(1.82) v = 1 = 345 1 = 204

5

Onimposele champde vitessenul surtouslesbords.La régionraf née est- ; = [0; 10]£ [10; 20], ce
quiimpliqueque- ¢ = [0; 10]£ [0; 10]. L'interfacej estdonnéepar

i = f(x;2)2- =z= 10g:
Le systemeestperturbéparuneconditioninitiale surle champde vitessecentrésurle point (X; z¢) =
(5; 20=3)
W T
(1.83) v((x;2);it=0)=01H — (& +¢&);
0
oUH (r) s'annuleal'extérieurde[0; 1] etestdé nie (pourr 2 [0; 1]) par
(1.84) H(r) = Aoi Aicos(2x)+ Apcos(34) i Azcos(64);
avecr = (Xi X¢;Zi z)sa= (Zei Zixi Xo)'s r = kik; & = r=re, = ¢=r; ro = 1.5 et

Ap = 0:35875 A1 = 0:48829 A, = 0:14128 Az = 0:01168
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Le pasdediscrétisatiorsur- . estdonnépar¢ x. = 1=15. Etantdonnéqu'on estintéressé prendreun
pasdediscrétisatiortemporelle plusgrandpossibleon vale prendredetelle sorteque

21

Tx, = 0:95CFLogpt; | 2 fc;fg;

avecCF L opt la valeurmaximaledu quotientqui assurda stabilité.On va considéredifférentsespaces
d'approximation] |, (j) etétudiersaperformance.

JH(i) ~ (Py)?continu n. Onconsidérd ,, (j) dé ni par(1.25 avec®,, commemaillagedesur
face,choix qui garantitl'in versibilité de la matriceM désque la condition CFL estsatishite car la
matriceC{ estinjective (voir le théoréemel.7.9). Les résultatsobtenuspour le multiplicateurde La-
grangeet pourlesvariablesvolumiquessontbons(voir la gure [1.5). Cependantie nombred'inconnues
estsupérieur unediscrétisatiorsurle cotégrossierEn plus,le caractérénversibledela matricepeutse
détériorerorsquele quotient¢ t=¢ x serapprochele savaleurmaximalequi garantiela stabilité (voir
laremarquel.7.9).

3 .
Jnu@) ~ Tr éhf (- 1) . On peutfaire les mémescommentairepour le choix donnépar (1.32.
Mémesi les résultatssontraisonablesla valeurdu multiplicateurde Lagrangeoscille legerementsur
la premierecomposantévoir la gure |1.6). Le nombred'inconnuesestencoreplus élevé que pour le
choix précédentlesoscillationspeuventaugmentetorsqueon serapprochedela CFL habituellecarla
matriceNs (¢ t; ) devientdeplusenplussinguliere(voir la remarquél.7.J).

Ju() ~ (Po)? n. Lorsqu'onconsidérd'espacedonnépar (1.37) la matriceM (¢ t) qu'il fautin-
versempourobtenirle multiplicateurde Lagrangeestsinguliére Dansla pratique on arrive malgrétouta
I'inverserenobtenanta variableJ a“ unélémendunoyaupres”(mémesionn'‘a pasvéri é sile second
membreappartenai&l'image dela matrice).C'estpourceciqu'on trouve desfortesoscillationsdansla
premieérecomposantelu multiplicateurde Lagranggvoir la gure [1.7), maispasdansla deuxiemevoir
la pagel?). Lesrésultatobtenugpourlesvariablesvolumiquessont,malgrétout, raisonablemertions.

Jn(i) = (P1)?continu grossier. On considérel (i) dé ni par(1.25 avec®,, commemaillage
desurface,choix qui garantitl'in versibilitédela matriceM deésquela conditionCFL estsatishitecarla

matriceCg estinjective (voir le théoremel.7.2. Lesrésultatobtenugpourle multiplicateurdeLagrange
et pour les variablesvolumiquessontassezons(voir la gure [1.8). En plus,le nombred'inconnuesa

l'interfaceestmoinsélevé quelorsqu'onconsidérain maillagede surfaceconstruita partir de la trace
dumaillage n.

JH(i) = (Po)? grossier. Finalemenbn considérd'espacedediscrétisatiordu multiplicateurdonné
par (1.34. La matriceM (¢ t) estinversiblecar la matriceCy' estinjective (voir le théoremel.7.2).

Lataille du systemdinéairea résoudresstpetite, et les résultatsobtenussurlesinconnuessolumiques
et surfaciquessonttrésbonnes.On pourraitmodi er |légéremente choix commeon indique dansla
remarquél.4.3a n d'obteniruneméthodeplusrobustedontle caracterénversibledela matriceM (¢ t)

soitmoinsdépendantlu paramétre® (voir aussila remarquel.7.1).

Remarque 1.9.1 Pour tousles choix de multiplicateur considéréset en choisissant® = CF L gpt On
a un comportemenhautemenbscillatoire de la solutionsur la grille ne (voir la gure/1.10. Malgré
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1.9

RésultatsNumériques

Premiere composante

0.021

-0.02
0 50 100 léO 200 250 300
Deuxieme composante
0.02 T T T
0.015
0.01r

0.005

-0.005
-0.01

-0.015

.0.02 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300

(a) Multiplicateursurj at = 1:6156

Premiere composante

Deuxieme composante
0.02 T T T

0.0151
0.01r

0.005

0.005

0.01 |

0.015

0.02 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300

(c) Multiplicateursurj at = 3:2312

(b) Moduledev at = 1:6156

(d) Moduledev at = 3:2312

FIG. 1.5-J (i) ~ (P1)?continu n.¢ xc = 1=15®= 0:95CF L gpt
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Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

Premiere composante
T T
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Deuxieme composante
0.02 T T
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0.01r
0.0051

0.005

0.01
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0.02 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300

(a) Multiplicateursurj at = 1:6156
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Deuxieme composante

0.02
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0.011

0.005
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0.01

0.015

0.02 . . . . .
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(c) Multiplicateursurj at = 3:2312

3

’

(b) Moduledev at = 1:6156

(d) Moduledev at = 3:2312

FIG.16-J1() ~ Tri X, (1) .¢Xc= 1715 ®= 0:95CF Loy
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1.9

RésultatsNumériques

Premiere composante

Deuxieme composante
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(c) Multiplicateursurj at = 3:2312

(b) Moduledev at = 1:6156

(d) Moduledev at = 3:2312

FIG.1.7-J3 (i) ~ (Po)®> n.¢Xc= 1=15.®= 0:95CF L ot
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Premiere composante
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(a) Multiplicateursurj at = 1:6156 (b) Moduledev at = 1:6156
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(c) Multiplicateursurj at = 3:2312 (d) Moduledev at = 3:2312
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42



1.9

RésultatsNumériques

Premiere composante
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Premiere composante
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Fic. 1.10-J w (i) ~ (Po)? grossier ¢ xc = 1=15.®= CF L opt
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1.9 RésultatsNumériques

I 1 (i) condy (M (¢ 1)) | Taille deM (¢ t)
(P1)? continu n 50 (AN, + 2)2
Tr! 3éhf (- f), 25 (6Ny + 1)
(Po)” ' (4N
(P1)? continu grossier 19 (2N, + 2)?
(Po)? grossier 9 (2N, )2

TaB. 1.1— Conditionemenéettaille deM (¢ t). ® = 0:95. ¢ x. = 1=30

tout, le multiplicateur de Lagrange sembleétre bien approché. Il suft de considéer unevaleurde ®
légéemeninférieure a la valeur maximalepour obtenirdesbonsrésultats.

On peutfairequelquesemarquesntéressantesurla matriceM (¢ t) :

— Onconstatsmumériquemenguele conditionementiela matricerestepresquenvariantlorsqu'on
changdesvaleursdesparametre®et ¢ t (Ontrouve unedeviationd'environ uneunitéparrapport
auxvaleursdansla table1.1).

— Ceconditionemengstplus élévédansles casol on choisitunediscrétisatiorqui s'appuiesurle
maillage n delinterface.Le meilleurconditionnemenéstdonnéparle choix (1.34).

— La structurede la matriceestcreuseet de taille égale au carrédesinconnuessurfaciquesDe ce
point de vueil estpréférablede considéremunediscrétisatiorbaséesur un maillagebasésur la
tracedu maillagegrossierl'interface.

Enprenanencomptecesremarquestlesrésultatsiumérique®nvachoisirparla suitel'espacel  (j)
donnépar(1.34).

1.9.2 Expériencesavecdesraf nements récursifs

Onprésenteleuxexpériencesmiumériquegjui montrenta performanceale cettetechniquederaf nement
de maillage.Dansun premiertempson décritles caracteristiguesommunegiesdeux.Le domainede
calcul estle rectangle- = [0; 20]£ [0; 10] compos&u mémemateriauhomogéndsotropeque celui
utilisé danda sectionprecedentdl estperturbéaruneconditioninitiale surle champdevitessecentrée
surle point (x¢; zc) = (8;5) :
H " 1

v((x;2);t) = 0:1H s e
avecla fonctionH et le vecteure, dé nies dansla section1.9.1 On utilise descouchesabsorbantes
parfaitementadaptée¢PML, cf. [41]) poursimulerun domainenonbornésurtouteslesfrontiéressauf
surcelledegaucheotionimposela contraintenormalenulle. Le pasdediscrétisatiorspatialsurla grille
grossiéreestde 1=20 eton effectuergplusieursraf nementsdemaillagesuccessifa.esrégionsraf nées
sontlessuivantes. B; = [15.7;17:3]1£ [0:7;2:3], B, = [16,17]£ [1;2], B3 = [3:5;4:8] £ [5:45; 6:8],
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

PML |

|
\ --------------------- m 1 B3 |
| 1 |
B I ! B, " I !
=2 ! ! |B4r———-| I !
° L I I I Bs==11 | I
" 1= I I 11Bg 11 1 !
cl | | | I T D N I | |
N B1 1 1 | bm——a 1
- | I
i 1 : e : |
_________________ -2 _ | |
o 1

AN PML

FIG. 1.11— A gauche Domainedecalcul.A droite: ZoomautourdeB 3

B, = [3:775 4:475]E [5:775 6:475] Bs = [3:925 4:325]E [5:925 6:325]andBg = [4; 4:25]E [6; 6:25]
(voir la gure [1.11). Le rapportentreles pasde discrétisatiorle plus n etle plusgrossierestde 1=24.
Le pasdediscrétisatiortemporelest xé parle choixde® = 0:95 CF L opt surchaquedomaine Dans
les gures qui suvronton représentée moduledu champdevitesse L'onde générégarlesconditions
initiales estune ondede pression.Sareé exion sur le bord gauchecrée desondesde pressionet de
cisaillementré échies.

Raf nement spatio-temporel vs. Raf nement spatial. Dansce paragraph®n présentainecompa-
raisonentrela techniquede raf nement de maillageprésentéelansce chapitreet unetechniquequ'on
appellerade “raf nement puremenenespace”Cettederniéretechniqueconsistesn utiliser la méthode
desélémentgoints décritedansla sectionl.3 etun pasdetempsglobal xé parla conditionCFL surla
plus petitemaille. Plusprécisémentpn comparda mémeméthodeavec ou sande traitementspécialen
tempsdétaillédansla sectionl.6 Clairement]e coltde calculavecla deuxiemenéthodeestplusélevé
(parexemple dansla grille grossiérepn doit utiliser un pasdetempsl=2* fois pluspetitqueceluiutilisé
avecla premiéreméthode)Le gainentempsCPU,qui dépendiu niveauderaf nement etdela taille de
la régionraf née, estd'environ un facteumeufpour cetteexpérienceEn plus,l'utilisation d'un rapport
entrele pasde discrétisatiortemporelet spatialtrop petit par rapporta la valeuroptimaleCF L o fait
guela solutionobtenueavecle raf nement purementpatialestplus disperséesurla grille grossierest
doncmoinsprécisgvoir les gures/1.12et1.13. Lesrésultatobtenugparla premiereméthodesonttres
satishisantsll n'y a presquepasde phénoméneparasitesiusa la présencel'interfacesarti cielles et
la non-conformitéentemps.

Diffraction par despetits obstacles. Dansla deuxiémesxpériencenumériqueon montrela diffraction
par deuxréseauwde petitsobstaclesarrésplacésdanslesrégionsraf nées Bg (avec 49 unités)et B,
(avec 25 unités)commeon montredansla gure Chaqueobstacledont la taille de I'arréte est
guatrefois le pasdediscrétisatiomanda boitecourantgbeaucoupluspetitquelalongueurd'onde),est
modéliséparuneconditiondesurfacelibre. Il estclair qu'il seraitimpossiblederéalisercetteexpérience
avec le maillagegrossier En plus, si on veut bien prendreen comptela géométriede notre probléme
enutilisantun maillageuniformeon devrait utiliser le plus n. Ceciauraitimpliqué untempsde calcul
CPU et unequantitéde mémoiretresgrande La méthodeprésentéei-dessusiouspermetde capturer
lesphénoméneproduitsparlesinteractionanultiplesdandesrégionstrésraf nées etdelestransmettre
ala grille grossiereDansles gures|1.15et/1.16 on représentées champstotal et diffracté (ampli é
d'un facteurdeux)a deuxinstantsdifférents.
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1.9

RésultatsNumériques

(a) Rafnement de maillagespatio-temporel (b) Rafnement de maillagepuremenspatial

FIG. 1.12— Moduledev autempst = 4:3275

(a) Rafnement de maillagespatio-temporel (b) Rafnement de maillagepuremenspatial

FiG. 1.13— Moduledev autempst = 9:5205

I I I
Bu 1 |
I r==—————- T I
', ' ammmm! ! : I
152 [ | |
| g EEEEE, | |
I I EEEE®E | | | I
: :IIIII: : I :
I
| g EEEmRE, I I
I A I
I I I
I I I

FiG. 1.14— A gauche ZoomautourdeB . A droite: ZoomautourdeB 3
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Chapitre 1 Raf nement Spatio—Temporel (1; 2)

(a) Moduledu champtotal (b) Moduledu champdiffracté £ 2

Fic. 1.15- Diffraction pardespetitsobstacleslnstantanéat = 4:3275

(a) Moduledu champtotal (b) Moduledu champdiffracté £ 2

Fic. 1.16- Diffraction pardespetitsobstacleslnstantanéat = 9:5205
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Chapitre 2

AnalyseFine dela Méthode
dansle Cadre 1D
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prometteursdu point de vue de la précisionde la méthodede raf nement de maillage spatio-
temporeladoptédc.f. [46, 37]). Ons'intéressalansce chapitrea I'analysede I'erreur commise.
Danscetypede problémesn peutdistinguerdeuxsourced'erreur:

I esexpériencesumériqueprésentéedansles sectionsl.9.1et/1.9.2montrentdesrésultatsrés
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Chapitre 2 AnalyseFine dela Méthode dansle Cadre 1D

2 Ladiscrétisatiorenespaceetla nonconformitéenespacentrelesdeuxgrilles.
2 | adiscrétisatiorentempset le fait d'avoir despasdetempsdifférentsdanschaquesousdomaine.

Plusieursétudessur le premiertype d'erreur peuvent setrouver dansla littérature.Les techniquesiti-
liséessebasentsur la théoriedesélémentgoints [23, 16] en utilisantle secondemmede Strang[17)].
On s'intéresseau deuxiémetype d'erreur, qui, provenantde la non-conformitédesmaillagesentemps,
estplus spéci que a notre probléme Pourl'étudier, on se placedansle cassimpli ¢ monodimension-
nel ou seulementa non-conformitéentreles maillagesen tempsestprésentelLe principal résultatde
ce chapitreestalorsle théoremede corvergence2.4.1ou on donnedesestimationgjuasi-optimalesle
la méthodede raf nement de maillagespatio-temporeprésentélansle chapitreprécédentappliquéea
I'équation desondeslD. La preuwe du résultat(voir la section2.5), mémesi basésur destechniques
d'énemgie, utilise desagumentde type boot-strappasstandardse qui fait qu'elle estintéressante.es
estimationobtenuesontvalidéesavec desexpériencesiumériqued D etl'analysefaite avecdestech-
niguesde Fourierdang|38,46).

Cetteanalysed'erreura donnélieu a la publication[58] qu'on a inclus directementlansle document
mémesi elle esten anglais(sections2.242.6). Une bref sectionde transitionqui explique la notation
adoptéedansl'article a étéajouté(voir la section2.1). D'un autrecoté,on a décidéde rappeleren dé-
tail (tout enrajoutantdesremarquesjui noussemblenintéressantedanalyseavec destechniquesie
Fourierde la méthodequi avait déjaétéprésentalans[38,146]. Nousconsidérongjue,pourla compreé-
hensiondessections3.5.2et4.4.2ou on effectuerauneanalysepar Fourierdesméthodesle raf nement
de maillagespatio-temporeplus généralegjue celle ci, il estfondamentald'établir la notationqu'on
utilisera.

2.1 Le CasParticulier du ProblemelD

On considerdes équationgde I'élastodynamiqué1.2) en 1D avec’z= 1etC = | sur- = R. Alors
le systemequ'on veut résoudreesttout simplement'équation desondes1D sousuneformulationdu
premierordre,c'estadire,

8
@ @ _ : .
% @ + & - 0; (x;t) 2 RE R™;
(2.1) @ @ _ . . ..
E @ + & 0; (x;t) 2 RE R™;
u(x;0) = ug(x); v(x;0) = vo(X); X2 R;

ouonaremplacé4parj u. Supposongue- ¢ = R et- 1 = R*. Ensuivantlesmémedechniquesjue
dansla sectionl.2 on posenoséquationsianschacundesdomaines

8 8

@C @IC — . . i + . @f @f . . + + .
56+ @ - 0 n2R ERY; E—@ * e 0. (x:t) 2 R* £ R*;
2@ @ _  porieRrR: 2@, @ _ o k2R ER'

@ @& @ @&
(ou on ometles conditionsinitiales). A n d'obtenir une solution du problemeglobal on imposeles
conditionsde transmissiorhabituelles

us(0;t) = ue(0st); t2R", ve(0;t) = v (0;t); t2R':

Pourécrireuneformulationvariationnelledu probléme gt pourpouwir donnerun sensatouslestermes
debordonintroduitdeuxmultiplicateursde Lagrangg |; | 2 fc;f g qui peuvents'interprétercommela
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2.1 Le CasParticulier du ProblemelD

tracedel'inconnuev atraverslinterfacej ©~ fx = 0g. Onaalors

ETrouver(u|;v|;j|) 2HI(- DEL%(- ))ER; I2fcfg
-8 z z

-3 G Vevo dx + | %VC dx = 0 8ve 2 L2(- ¢);
~. g ZR R &
2.2) =t o . Uct ax @Cvc dx + t)jc = 0  8tc2 H- ¢);
. — Ri Ri
_8 Z 4
= % vive dx + %Vf dx = 0 8w 2L%-¢);
:B ZR+ ZR+ @
- I Us by OX @fo dx i w(0)js = 0 8t 2 H1(- ¢);
R* R+
aveclesconditionsderaccordsuivantes
(2.3) uc(0;t) = ur(0;t);  je(t) = Jr(b):

Notonsquedansce cas,le multiplicateurde Lagrangeestseulemenfonction du temps.Poureffectuer
la discrétisatiorenespacen sesertdesmaillageséguliersde paszh pour- . eth pour- ¢ . L'inconnue
u estdiscrétiséavecdesélémentsnis P; globalementontinustandisquel'inconnuev estapprochée
dansl'espacedesfonctionsconstantesur chaqueélément.On utilise destechniquesie condensation
de massepour avoir desmatricesde massediagonalesPour la discrétisationen temps,on utilise la
méthodeexpliqguéedansla section1.6 en utilisant un pasde discrétisatiotemporelde 2¢ t sur- et
¢ t sur- . Avecdesnotationsévidenteslesinconnuesie notreprobléemesont(voir la gure 2.1oules
multiplicateursde Lagrangen'ont pasétéreprésentés)

— 2n. 2n+1. Son+l . . - .
—(uC)Zjnv (VC)ZJ' +1 JCn ’ n, 01 ] Ov
_ n+ 1 .n+ 1 .
“(u); ()L, i g 5 on, 0 L0
i+3
Onsignalequesurl'interfacej onadeuxvaleursdelinconnueu. Danscecas,leséquationsluschéma
intérieur ou le multiplicateurde Lagrangen'intervient pas,sontdonnéegpar (2.14—(2.19), c'estadire,

le schémale Yee[83] surchacunealesgrilles. Surlesnoeudsspéciauqui sontsurl'interface le schéma
utilise lesnouwellesinconnuegonctuellesAinsi onaura

. i2n+l . 2n+1
(Uc)gmzl (uo)d" + JEMH (Vc)1n1+

= O
2¢t h ’
- (v )2n+% .2+l
(2.4) g™ i oy, My e
¢t h=2 ’
(v )2n+% o .2n+ 3
A O LA I OO T AL S
¢t h=2 '
Lesconditionsdetransmissior{1.72 qui donnente schémal deviennent
— (U)F™? + (U | (up)E™ + 2(up)gM + (up),
(2.5) - 2 4
- . .2n+ 3 . 2n+ 2
jet o= gt o= jp =
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La continuitéde la variablev estimposédeuxfois tandisquela continuitéde u unefois. Dansce cas
particulier en utilisant les équations(2.4) et (2.5 on peutfacilementéliminer les multiplicateursde
Lagrangeet réécrireles équationsle couplagecommedans(2.21), équationgju'on utiliseraaulong de
I'article. Leséquationgle couplage(1.73 qui déterminente schémall s'écrivent

— (Uc)(z)n+2 + (Uc)%n _ (Uf )%n+2 + (Uf )(2)n+1 .
- 2 2 ’
(2.6) — (g™ + (U ()™ + (u)f”
! - 2 2 ’
- .2n+ 3 on+ d
- J 2n+l — It o I i
¢ 2

Au contrairequ'avec le schémal on imposedeuxfois la continuitéde u et unefois celledev. Les
multiplicateursde Lagrangepeuentaussiétreéliminésce qui nousdonneles équationg2.22).
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2.2 Intr oduction

AN ERROR ANALYSIS OF CONSER/ATIVE SFACE-TIME MESH
REFINEMENTMETHODSFORTHE 1D WAVE EQUATION

PATRICK JOL\@ AND JERONIMO RODRI’GUEZ?

Abstract. We studytwo space-timaneshre nementmethodsastheoneintroducedn [37]. Thestabi-
lity of suchmethodss guaranteedtby constructiorthroughthe conseration of a discreteenegy. In this
paperwe shav theL? convergenceof theseschemesindprovide optimal error estimatesThe proofis
basedon enegy techniquesindboot-straparguments Our resultsarevalidatedwith numericalsimula-
tionsandcomparedvith resultsfrom planewave analysiq 38].

2.2 Intr oduction

For the numericalsolutionof time-dependenwave propagtion problemsjn which oneoftenhasto
dealwith complex geometriesn diffraction problemsit is naturalto try to uselocal meshre nements
with non-matchinggrids.A rst ideaconsistsn usingonly spatialre nement(see[4] for acoustiovaves,
[16] and[66] for Maxwell's equations)However, with explicit schemeswhena uniform time stepis
used,it is the nest meshthatimposesthe time stepbecausef the stability condition. Thereare two
problemswith this. First, the computationatostis increasedSecondtheratio c¢ t=h (whereh is the
spacestepsize)in the coarsegrid will be muchsmallerthanits optimalvalue.With standarchumerical
schemegsuchasYee's schemdor Maxwell's equations}his generateslispersiorerrors.To avoid these
problemsijt is usefulto be ableto work with alocal time stepin orderto keeptheratio c¢ t=h constant
(or almostconstantjn thewhole computationatiomain.

Theuseof localtime steppingaisesew practicalandtheoreticaproblemsgspeciallyfor hyperbolic
equationsthataremuchmoredelicatethanthoseraisedby a simplespatialre nement.

The solutionssuggestedh the electromagnetititeratureare primarily basedon interpolationtech-
niques(in time and/orin space)especiallydesignedo guaranteghe consisteng of the schemeat the
coarsegrid / ne grid interface (see[61], [59], [72] and[27]). Unfortunately the resultingschemes
appearo be very dif cult to analyzeand may suffer from someinstability phenomend35]. Another
possiblesolutionfor local time steppingis to usea Domain Decompositiorapproachsuchasthe one
recentlydevelopedin [47]. However, the stability and corvergenceanalysisof thesetechniquesemain
to becompleted.

It seemghatvery few papersin the mathematicaliteraturehave beendevotedto space-timenesh
re nementfor the speci ¢ caseof Maxwell's equationgand more generallyfor linear wave propag-
tion problems).However, thesequestionshave beentreatedin mary articlesin the conseration laws
communityduring the 80's. Let us mentionfor instancethe work of Osherand Sanderg69] basedon
nite volume methodsor, closerto what we are doing here,the works of Berger and her coauthors
[18, 19, 22, 20] on nite differencesschemesTheseworksaredevotedto variousspace-timaneshre -
nementechniquedor rst orderhyperbolicsystemsThesdaechniquegremainly basedninterpolation
typeprocedureandconcerrboth,overlappingandnon-overlappinggrids (segf22, 20] for agenerapre-
sentation)In [18], Bergerhasdevelopedastability analysisof suchmethodsn thecase®f the 1D linear
adwectionequationsisingthe GKStheory[60, 55). Shewasableto establisitheresultsin thecasewvhere
dissipatve interior schemesgtypically Lax-Wendrof schemeereusedor whenconsenrative (typically
leap-frog)schemesreusedprovidedthatoverlappinggrids areconsideredHowever, it is alsomentio-

1INRIA RocquencourBP 105Le ChesnayFrance Patrick.Joly@inria.fr
2INRIA RocquencourBP 105Le ChesnayFrance Jeronimo.Rodriguez@inria.fr

53



Chapitre 2 AnalyseFine dela Méthode dansle Cadre 1D

nedin [18] thatusingleap-frogtype schemesndnon-overlappinggrids may leadto instability ashas
alreadybeenmentionedor Maxwell's equations.

Recentlywe developedalternatve solutionsto theseinterpolationprocedureshatwe call consera-
tive spacdime meshre nementmethodsThesemethodspriginally inventedfor the 1D wave equation,
have beendevelopedfor Maxwell's equationg46] andrecentlyextendedo theelastodynamiequations
[8]. A generabresentatiomf thesekindsof methodscanbefoundin [56]. Themainideasandproperties
of thesemethoddhave beentreatedn moredetailin [36] for themodelproblemof the 1D wave equation
written asthe rst ordersystem

8

< @ @ _ , @ a _ - :
2.7) e " a” Y @t @ % xR 120

Toou(x;0) = up(x); v(x;0) = wvo(x);

whenoneuseghe FDTD Yee[83] schemeasthereferencenterior schemen eachsubdomain

J4 —J 4 22 Ui - 9 j2z ; n,o0

: i ek
g+l . yn V.. £i0 V.. 1§
J J 2 Ji 2
(2.8)
: .

NI )
DNILal NN

i

¢t
n+ ) i

Vj +11 Vj + an_'_l i an _ ]

- 2 - 2 4 = 7 = 0 ;
¢t h

In particulartheconstructiorof theschemendstability analysisbasednenegy conserationproperties

is presentedn [36]. An importantfactis thatthe stability CFL condition,namelyin the 1D case

(2.9) ®= —<1

is not affectedby the meshre nementprocessA planewave analysisfor measuringheaccurag of the
methodis detailedin [38]. The preseniarticle, whosepurposeis essentiallytheoretical js the sequelto
[38]. Our goalis to derive optimal error estimatesandto validatethemthroughnumericaltests.More
precisely we presenta corvergenceanalysisfor two differentconserative space-timaneshre nement
schemesntroducedn [37)].

We mentionthatin [19] and morerecentlyin [21] the authorshave constructedspace-timemesh
re nementschemeslevotedto the conserationof adiscreteequivalentof theintegral of the solutionof
a rst orderhyperbolicsystem.Suchschemesrealsocalled conserative schemesn the conseration
laws community but they arenotnecessarilgtable(theintegral of thesolutionis notanorm!). However,
suchconseration propertiesarehighly desirablgor the approximatiorof solutionswith shocks.

Theoutlineof therestof thearticleis asfollows. In section2, we de ne ourtwo gridsmodelproblem,
presenthetwo meshre nementschemegl andll) andrecallthe main stability theoremsin section3,
we stateour main corvergencetheorem?2.4.1 Section4, devotedto the proof of this theorem,is the
main sectionof this article. We think that one of the contritutions of the presentpaperis preciselythe
proof thatappeargathernon standardalthoughbasedon enegy techniquesFinally, in section5, the
theoreticakesultsarecomparedo numericalonesandthoseobtainedn [38] by Fourierlik e techniques.
This analysisdid not resultinto rigorouserror estimatesasdid that of theorem2.4.1 but permittedus
to predictthe orderof cornvergencethatwe prove in the presentpaper The otherinterestof the enegy
proof we develop hereis thatit canbe generalizedo spatially variable coefcients and higherspace
dimensionswith only purelytechnicaladditionaldif culties.
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2.3 Consewative space-timemeshre nement schemes

2.3 Consewative space-timemeshre nement schemes

We recallthe constructiorof the methodpresentedn [37]. In orderto solve the system(2.7) with a
local space-timaneshre nement,thecomputationatlomainis splitinto two half-spaces, . = fx < Og
and- ¢ = fx > 0g. Denotingby (uc; vc) and(us ; v¢ ) therestrictionsof (u; v) to- ¢ and- ; respectiely,
theproblem(2.7) canberewritten asa transmissiorproblemthroughtheinterfacex = 0 asfollows

8 8
E @ + @ = 0 E @ + @ = 0O
(2.10) @ @ -, @u) 9 & " in-,
3 @ + @ = 0O B @ + @ = 0
@ @ ’ @ @ ’
coupledby theinterfaceconditions
(2.12) uc(0;t) = us(05t); (2.13) Ve(0;t) = v (05t);

to obtaina solutionof the global problem.

2.3.1 Theinterior scheme

Assumethatwe have a meshwith stepsize(2h; 2¢ t) for - . anda meshwith stepsize(h; ¢ t) for
- ¢ . It isimportantto noticethattheratio of thetime stepto the spacestepis the samein bothdomains.
With the obvious notation the unknavns of our schemewill be:

— for thecoarseyrid

w0 n, 0 Vi jo L n, G

— for the ne grid
n+ l . 1 . 0
Vii %2 i, 0 n, O
At theinterior of eachsub-domainthe standardreeschemd83, 78], is consideredThe discreteequa-
tionsin thec%arseandin the ne gridsbetweertheinstants?” andt?"*2 arethefollowing

2n+2 . 2n+l . 2n+1
% (U5 i (U3’ .\ (Vo)5iai i (V)31

(2'14) 2n+12.¢t 2nj 1 2n Zr_] on 5
§ (VC)Z +1 | (VC)2 +1 (UC)2 +2 1 (uC)2 L
: ) | + ) j 0 ] 1 n 0
2¢Ct 2h - ’ 4 5 ’
8
2n+ on+ L
¢t J + 2 h 2 - 0; J . l, n ) 0,
2n|%
Vi ). 2 . 2
E (f)+% ;t(f)ﬁl + (Uf)jﬂlr', W = 6 .0 n. o
(2.15) 3
32 () VO )
J tJ * th Hio= 0 j. % n. o
2n+ 1
Dol oo wom et
¢t * h - 0’ J 5 0’ n 5 01

55



Chapitre 2 AnalyseFine dela Méthode dansle Cadre 1D

X2 Xo Xo X1 X2
-1-
S o
|.__.I I
| |X X
x :._:_._._t2n+3
L4 2
X X
—H-1-
—e S 0: * @ t2n+2 o
T T2t
| |>< X X->V| ! ! g
x :o—:—o—o-tzr‘*l
L4 2
X X

B tr—t—1°

FiG. 2.1— Distribution of theunknowvnsover; .

completedwith discreteinitial conditions.

(Ue)s - 05 (VOZes il
(2.16) )
s L 00 ()l 0, O
2

Asis shavnin gure|2.1, two valuesof thesolutionareallowedalongtheinterfacej = fx = Og atthe
eventime steps.Thecontinuity of theunknavn u is imposedn aweakway : this seemdo beusefulfor
guarantinghe stability of the schemg37].

2.3.2 The discretetransmissionconditions

For coupling(2.14) and(2.15), theideais to approximatehetransmissiorconditions((2.12), (2.13)
in suchaway thatthe stability of the methodis ensurech priori. A simpleway to do thatis to imposea
discreteversionof thefollowing enegy conserationproperty

z z

E(t) = E(0); where E(t)=% u(x; t)2dx +

v(x; t)2dx;
R R

NI =

satis ed by the exactsolutionof (2.7). In our casejt is naturalto de ne thetotal discreteenegy only at
theeveninstantshy

(2.17) E™ = EIM+EM
whereE2" andEf2n arerespectiely thecoarsegrid and ne grid enegies:
0 1
2n 1 @X R 2n;2 X 2n+1 2nj 1 : 2n:2 KA -
Ec" = 3 i(uc)y'j® 2h + (Ve)gj+1 (Ve)o4a 2+ j(uc)g 1 hA
i1 ji1
0 1
1 X . X Lo 5 h
Ef = 5@ ju)fihe (o) 2w £ b Uit 5A
i, 1 j. 0
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2.3 Consewative space-timemeshre nement schemes

This is the mostnaturalextensionto the “two grids” schemeof the discreteenegy whichis consered
with the Yeeschemeon a singlegrid. Theideapursuedn [37] is to imposethe conserationof E2". To
statethemainresultof [37], it is usefulto introducethefollowing “discretetraces’of uc, V¢, Us andvg

8 1li ¢
2 (UM = 5 (U™ + (uIF

o P = () h(“°)3”+;¢‘t(“‘:)5n;
g (Uf)3+% = %i(uf)S” + (Uf)8¢;

- ? (Vf)8+% = (Vf)r;% + g(uf)8+l¢it (urs.

Theorem 2.3.1 Considera solutionof ((2.14),(2.19), thediscreteenegy (2.17) is conservedf andonly
if :

¥
1 2n+ 1 n+ L 2n+ 3 on+ 3
(220) E (Uf )on Z(Vf )On 2 4 (Uf )on 2(Vf )on — (UC)Sn+1 (VC)(2)n+1:

Let uscomebackto theapproximatiorof the continuity conditions((2.12,(2.13) . We rst remarkthat,
assuminghatthe discreteunknavns have beencomputedup to time t2", the interior schemegiven by
(2.14 and(2.15 permitsusto obtainall theunknavnsupto timet?"*? exceptthethreefollowing values

(O (DT A (VP s

So, threeadditional (linear) equationsconsistentwith the transmissionconditions((2.12,(2.13) and
compatiblewith the equality (2.20 shouldbe added.A rst naturalchoice consistsin imposingthe
following discretecontinuity conditions

8

1 3
2 (Vg P= (Vg P = (V)R
(2.21) M s 3
75 Ug F(Ug P = (U

The schemegivenby (2.14), (2.19 and(2.21) will be calledschemel. The continuity of u is imposed
onceandthatof v twice. A secondoossiblechoiceis givenby

e Ut o = (U™
- " "W ot =
thatgivesusthe schemell . Unlike in the previous schemethe continuity of u is written twice andthat
of v once.

Remark 2.3.1 Usingthetwo r stequationsof (2.22 we caneasilyprovethat (us )S”"z = (us)3" and
so the discretetrace of u in the ne side at the eveninstantsis alwaysthe same As a consequencge
this schemecannotbeL! -corvergent. However the numericalsimulationswill showusthatschemel |
givesa “good” approximationof the solution“e xceptat theinterface” andthe L ?- corvergencewill be
provenin section4.
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2.4 Error analysis: the main results

Notation We rst introducesomenotationfor discretesequencedn orderto shav the L 2-stability
andcorvergenceof bothschemessomediscretenormsandspacesnustbeintroducedLet usde ne the
discretecoarseand ne L2 spacegor u :

X
L2, = fuch=f(udzg. osuchthat  j(uc)zj? < +1g ;

j- 0
(2.23)

X
f(ut)jg osuchthat  j(u)jj®< +1g;
i, 0

L2

U fo ‘h

andtheir naturalHilbert norms:

X
kuc;hk2 j(uc)ijZZh + j(uc)0j2 h;

ji1

(2.24)

. .h
kuf k2 j(ur)ji?h + j(ur )oj? 5
i, 1

In the sameway, we have the discretecoarseand ne L2 spacegor v :

X
I—g;v = fven = f(Ve)2j+1 0 1 suchthat j(ve)y +1j2 < +1g;
-
(2.25) XJ '
Lfy = fvin = f(v);, 10, osuchthat  j(vi )j+%j2 < +1g;
i.0
andthenorms:
kvenk? = J(Ve)2j+1]° 2h;
-
(2.26) JX
kvink? = i(vi) . %J'Z h:
i1

It isimmediateto checkthatour schemesrewell posedn thesespacesi,. e.that,assoonasthediscrete
1

initial datau?,;vi,;u?, andv?, belongrespectiely to L2, LZ,, L?, andL?,, thenthe discrete

solutionis suchthat

1
(Ug;nh?Vg;Tfl ; Up;h?V:;;z) 2 I-g;u £ I-g;v £ Lf2;u £ sz;v:
For the corvergencestudy we assumethat our solutionis at leastcontinuousand we introducethe
pointwiseexactvalues
# = u(rh;s¢t); ¥ =v(rh;s¢t); (r;s)2 RE£R":

. . n+ 1 .
Wewill assumehatthecorrespondingequences?] ; w211 e, andv,,, 2 belongrespectielytoL 2,

LZ,, L%, andL?,, . Wethende ne thepointwiseerrors:

~ ()" = e i udh; (&)™ =t i Ui

T(gV, )20+l — y20 ¢ 20 v o\n+ i _ n+%_ n+%.
(ec;h) = Yeni Vehe (ef;h) 2= %0 Vi
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We shalldenotewith a supescripth sequencem bothdiscretespaceandtime. More preciselywe set
3 ’ 3 ’

8
h — 2n . h — n . h — h. /hy.
ul = u? ; u = u. ; u" = (ug;ul);
5 c ch n. o f f:h n 0 ( c f)
3
1
RV e Covh= v V= (v vy,
! n, 0 ! n’o
for thediscretesolutionsand,in the sameway,
8 3 - 3
uh _ . uh _ . h (7 . — (aWh. uhy,
2 & = (eg;h)zn . & = (efy)" 0o e (" ui UM = (e )
3 e 3 i
2 vih _ . vih _ 1 . I — (avih. ovihy.
© & = (e\c/;h)2n+1 . & = (/)" 2 N o e vi v = (et e

for theerrors.

For agiven T > 0, we canintroducethe discreteL® (0; T;L?2)-norms(that we de ne herefor the
errorse’" = uj uMande" = vij v")

8 _ A
ke'Tki o7 = sup ' K(el) 2k + k(&) 2k
t2n+ % T
@27 k&M or = ke'MiG o+ sup K(efn) Mk

2T
3

sup  K(e%p)?"k+ k(el,) 2 ok + k(e)) 2™ 2k

2T

% ke"Mky o7

Remark 2.4.1 Notethatku"k? .,.; is only a semi-normsincethe oddinstantsare not concernedThe

completenormis ku®k; .1 . Theinterestof theintroductionof the semi-normkuk} .7 Will appearin
the proof of theoem?2.4.1(cf. sectiord).

We alsoneedto introducesomenotationfor normsin space®f continuoudunctions.Forarny a > 0and
ary integerk , 0, we shalldenote

"ot C
(2.28) kKf kK = sup sup —@ f. (x;t)— 8f 2 C(j a;al£ [O;T));
&l x2[jaa]; 0 t- T i+j- k @@

(2.29) k(Ui v)ke, = Kukee + kvkge 3 8 (U;V) 2 (i a;al £ [0; T

It will alsobeusefulto introducethe classof functions
(2.30) Cir =1 (uv)2C (i a;al £ [0;T])? suchthat(2.33) holdsg:

The property(2.31) expressesn somesensehat the successie derivatives of the functionsdo not in-
creasedoo quickly with theorderof derivation.More preciselythat

(2.31) iuviiicy, fugﬂj(u;v)ijj% <+1;
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where,for eachintegerk

1K 1
(2.32) jii (V) = k(U VIKE k(u; vk
aT CgiT =1 ;T
i= '
In whatfollows, if (u; v) is de nedfor x 2 R;t , 0weshallsaythat(u;v) 2 CZ if its restrictionto
[i a;a]£ [O;T] belongsto CL;.

Remark 2.4.2 Theintroductionof the setCé;T aswell asthe“norms” jjj (¢ 9jjj e andjjj (G 9jij ci,

is rathersurprisingin suc a simplecontet asthe 1D waveequationandweare notsure thatit is really

necessaryseealso the commentghat follow the statemenbdf the theoemat the end of this section).

However, thesenotionswill naturally appearin the proof of theoem.lt is interestingto notehere that :
— Fromtheremarkthat

X1
(2.33) 8k, 1, .12—J.+2_k
J:

=1

it followsthatthemaps(u;v) ! jjj (u; v)jjj . and(u;v) ! jj(u;v)jiict, are homaeneousof
degreel andthatthe setC;}l;T is a cone It also possessea homogeneityproperty Let (u; v) be
de nedfor all realx andall positivet. For anyreal, > 0, weset

(u (xt);v (x; 1) = (u(,x ,t);v(x b)),

then
(UV)2Chr =) (Uv)2Ch 1o

It sufces to remarkthat,if - = max1;, ) then

Wusviie - G A ) iUVl s
5 5 J:l v
. Yo
andthat lim =1, Va4 < +1:
kI +1 .
=1
Notealsothat jii (u; V)i o = 0=) (u;v)=0:

— However, jjj (¢ §jjj . and jjj (¢ §jjjct, are not normssincethey do not satisfythe triangular
inequality Asa consequencét is notsoclear thatthe setC ;;T is a vectorset(this point maybe
interestingbut notcental to this paper..). Clearly, thefactthatu belongso C Q;T impliesthatthe
successivderivativesof u mustnotincreasetoo quickly with the order of derivation.lIt is easyto
seeth<':1tC2§;T containssomewell knownfunctionalspacesud asthe Gevrey spaceszi+;s, 1
thatcanbede nedas(seg[64] for instance).

(2.34) Gr=f(Uv2Gr=9(C°) =k(uv)ky - cl (g

ThesetGL is madeup of analyticfunctionswhile thesetGS.; for s > 1 containsfunctionswith
compactsupportsud as

l ~

FOGt) = etivfie? Ay gq;

which is easilyshownto belongto G3; .
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Let usintroducethespaces

n 0
HKR) = f 2 L?R)suchthat@f 2 L?(R); 0- K- k ;
equippedy thenaturalnorm(in particularH °(R) = L?(R)). Let usalsode ne for ary Hilbert spaceH
( )
Wkl (0;T];H) = w:[0;T] 7! H; suchthat sup k@w(t)kH - 1;0- K- k ;
t2[0;T]

alsoequippeddy thenaturalnorm.In thatway, we setthespace
E = W3 (0;TELAR)\ WO ([0; TT; H3(R));

andwe introducethefollowing notation
a

©
kf kE = max kf kw3;1 ([0;T];L2(R));kf k\NO;l ([0:TI:H3(R)) ; 8f 2 E;

k(u; v)ke Kuke + Kvkg; 8(u;v) 2 EZ

For technicalreasonsve will assumehatthattheinitial conditionsof problem(2.7) aresuchthat

J— . ¢
“(uivo) 2 'H3(R)
(2.35) -

~ supfuo; Vo) \ fOg= ?:

sothattheexactsolution(u;v) 2 E?2. In particular thisimpliesthat

1
(2.36) o2 L&u v 2 L& ouly 2 LE; an;z 2 L{y
for all n 2 N. Let usalsoassumehatthediscreteinitial conditions(2.16) satisfy
1
(2'37) ug;h 2 Lg;u; Vé;h 2 I-(2:;v; u?;h 2 sz;u; Vf2;h 2 I-1‘2;v;
andthatthey area goodapproximatiorof theexactinitial conditionsfor example,
@l = L e
Ue)s = = Uo(x) dx;
€/ 2j 2h Yo 1
Z
1~ X (Ue)3 42 i (Uc)),
(VC)%j+1 = o o Vo(x)dxj ¢t ) oh L,
(2.38) 1% %3
(u)) = n Uo(X) dX;
P
Ji 75
Z
1 17 % ¢t(u)ly i (ur)
2 = = .ot J j.
(Vf)j+% h Vo(X) dX j 5 H ;
or
: : (Ue)g 42 i (Uc)
W)y = w@ih); (Vb = Vo(@2) + Dh)i ¢ t——22 A
2h
(239 . ¢t(u)ly i (W)
. 1 f)i+r 1 (Uf);
() = uoGh) (), = ol(n+ HHh)i - ==
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Statementof the main results

Theorem 2.4.1 Assumehatthediscretizationparametesh and¢ t are relatedby thestrict CFL condi-
tion (2.9 andthattheinitial condition(ug; vo) of the equations(2.7) satis es(2.395 (sothat the exact
solution(u; v) belonggto E 2). Letusconsiderinitial datagivenby (2.38 or (2.39. Then:
i) Thediscretesolutions(u; v") givenbytheschemed andIl satisfythefollowing error estimates
—Kkuj UKy o7 + kvi VPky o7 - C(lj @)ilTh? K(u; V)Kes
(2.40) - a
+ C@Ai ®)il 1+ T) h?k(u;v)ke:

i) If moreover (u;v) 2 C*1([; a;a] £ [0; T]) for somereala > O andintegerk , 1, thediscrete
solutiongivenby theschemel satis es

oa “kui UMKy T+ kvi Wik o7 - C(Li @)1 T R E) (U v)ji o,

+ CAj ®)il(@+T) h?k(u;v)ke:

iy If nally (u;v) 2 E2\ C;;T,thediscretesolutiongivenbythesmemel satis es

—kui Ukq o7+ kvi Wk o1 - C(Li @)1 LT h?jij(uwiiice,
(2.42) — ’

+ C@Ai ®)il (1+T) h?k(u;v)ke:

Let uscompletethis theoremby thefollowing comments

— This theoremexpresseshe factthat,in theL® (0; T; L2) norm, schemd is of order3=2 while
schemdl is of order1=2. In (2.40, (2.4 and(2.42), theright handsideis the sumof two terms:
the rst onemeasureshe errorintroducedby the transmissiorschemewhile the secondone (of
secondorder)is dueto theinterior scheme.

— The coefcients appearingn the right handside of the estimateg2.40 through(2.42 blow up
when® goesto 1. This is coherentwith what one obseres numerically: the two schemesare
not stronglycornvergentfor ® = 1. Neverthelessashasbeenexplainedin [38], goodresultsare
obtainedwith valuesof ® closeto 1(seealsosection2.6).

— Onecande ne the discreteL® (0; T;L! ) norm of the error, namelyku j uk; T andkv j
vk, -1, by replacingin the de nition (2.27) the discretel 2 normskus -nK, kvi-nk, kuenk and
kvenk by thediscreteL ' norms:

jurnja = supjujj;  JVenjr = SUPjVjL
i.0 i.0 2

jUc:hj1 _SU(F)Jjusz': JVi:nj1 = sup jvgi+1]:
J.

i1
Fromtheobviousinequality(seealsolemma2.5.4
C
(2.43) kui u"k; T P—H kui uMkg 2T
we deducehat:

< kuij u"ky 7+ kvi u"ky .1 = O(h) with theschema.

kuj ufky .7+ kvi u"k; 7= 0O(1) withtheschemdl.
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2.5 Proof of the error estimates

— From remark(2.3.1, we alreadyknow that schemell can not be corvergentin the (discrete)
L1 (0;T;L') spaceAs aconsequencaysing (2.43, we deducethat the error estimate(2.40
is sharp(seealsosection2.6). We alsoconjecturethatthe O(h3=?) estimatefor schemd is op-
timal. Thisis moreor lessimplicit in the planewave analysis(see[38] andsection2.6.2 andin
goodagreementvith the numericalresults.

— If our resultsare optimal in termsof powersof h, it is not clearthat it is the caseconcerning
the requiredregularity of the solution, for instancethatwe needthe C! regularity to obtainthe
0(h3%2) errorestimatewith schemd. However, the Fourieranalysis(see[38]) doessuggesthat,
at least,time regularity is neededMoreover, the “norms” jjj (u; v)jjj . naturallyappearsn the
proof of thetheorem(seesection2.4.]). ’

— If the solution of the continuousproblemis regular enough,the schemel is of orderh? in
L1 (0;:T;L?)-norm. As is strongly suggestedy the planewave re ection-transmissioranaly-
sis (see[38]) aswell as numericalresults,(cf. section2.6), we conjecturethat scheme (resp.
schemdl) providesO(h?) (resp.O(h)) errorswhenthesearemeasuredn spaceregionsthatdo
not containa neighborhoof the origin. The proof of sucha resultremainsan openqguestionfor
us.

— We have considerederethe caseof the 1D wave equatiorwith constantoefcients. However, it
is not dif cult to seethatthe proofsof section4 (basedn enegy methodsanbe adaptedo the
caseof the 1D wave equationwith spatiallyvariablecoefcients.

Remark 2.4.3 Thehypothesedemandedn theoem?2.4.1canberewrittenin termsof the regularity of
theinitial condition.In thisway
— Theestimation(2.41]) is satis ed sincetheinitial conditionsatis es(2.35 andbelongso
C*l((j aj T;a+ T)).
— Wede netheclassof functions

Ct =1 (u;v) 2 C ([i b;b])? sudh that (2.49 holdsg:

wheie
(2.44) ituviiicy = supjii(uvijjg < +1;
k. 0
with
i Y &
(U V)jjj e = k(u; v)KZ k(u;v)k2,, :
c X o d
and - -
—@it —Z
kfkw = sup  sup ———(x;t)— 8f 2 C([j b:b]):
Qf X2 [j Il::));kj i+j-pk @'@J ( ) ([I ])

Then,the hypothesisiemandedn the statementii) is satis edsince(ug; vg) 2 C},HT.

2.5 Proof of the error estimates

2.5.1 The equationssatis ed by the errors

The rst stepof the proof consistsof course,in writing the schemesatis ed by the errors.This is
alsotheopportunityto de ne someusefulnotation We introduce'discretetraces’for theexactsolution:
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2 (85" = %'u3”+2+u%”¢;
(2.45)
2 ()20 = 2t h&0n+2i "
i 2¢t '
8
1 1 ¢
3 (8 ¢ = ;b
2.46
( ) 3 n+l _ n+d htf8+1| b
’ (Vf)o - % E ¢t )
andfor theerror 8
1i .
3@ = ST+ (@
(2.47)
3 (&) = (&)™ h (e”)2n+2' (et)5".
¢li1 2¢ t ’
8 .
3@ o= et @
2.48
(249 2 @M = (@) iy h(e)s™ i (e)f.
oo T2 ¢t '
Theinterior equationsatis ed by theerrorare
5 (320 (3 (@FF i @5 _ _
- ( ) 1 J I 11
2¢t 2h
(2.49) vy2n+l . vy2ni 1 uy2n . uy2n
2 (e i (€)3y + ()2 i (&) _  yon . 1-
' 2¢ 2h = (g 10k
in thecoarsegrid and
8
2n+it o on+d
2 e, e CoETE g
¢t h e
n+1 203
2R @M @i @r
¢t h i+3’ >
(250) 8 ez | - (e}/)2n+% : (e}/)2n+%
et @t @@ e
¢t h U R
2n+ 3 2n+ 3
2@ @O @nrt @t N
¢t h - ( J+1 ’ J B ’

in the ne grid. In equationg(2.49,(2.50), the termson the right handsideareclassicalinterior trun-
cationerrors thatarecompletelyde ned from the exactsolution: they arenothingbut the quantitiesin
theleft handsidesof ((2.49,(2.50) afterthe substitution

2n+1 2n+1 .
(ec )2] ’(e\c/)zjr];rl i

(D] T i (o (v (e ()] ]
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2.5 Proof of the error estimates

Theequation®n the interfaceare

§ @@ = ook
(2.51) COLRRNC )2’” = (N
S Vi@t < ewm,

for schemd and
g(eu’zn”' ef“)én*% = (2,
(2.52) ()3 i (e)g NCOLUS
E @2t L@ iy @ oy,

2

for schemdl. The quantitieson the right handsideof (2.51) (resp.(2.52) aretheinterfacetruncation
errors for schemd (resp.schemdl). Onceagnin, they arecompletelyde ned by the exactsolution,as
thetermsin theleft handsideof (2.51) (resp.ﬂz.Sa) in which we have madethe substitution

T GO C O CO N ST CA A AR COME U

2.5.2 Outline of the proof

It is clearthat, by exploiting thelinearity of the equationsthe errorcanbe separatethto two parts:
— theerrordueto theinterior truncationerrors andinitial conditions
— theerrordueto theinterfacetruncationerrors.

Let usformalizethis setting

1
o= f () ()50 (e (ef)2 theinitial errors,
“h.— f (¢ (l;l)%jn; ¢ \C/)%n:ll ( ]E,I)J!'H— z; ¢ ;’)J!L ! o; theinterior truncationerrors,
"= U ("Y) g T= ) ) g theinterfacetruncationerrors.

It is clearthatif (£";" M:"N) areknown, the sequencege"; e:") arecompletelycharacterizedby the
interior equationsandthetransmissiorschemd or Il. In thisway, we de ne two maps©;; |l = | ;11 :

(ih;'h;--lh) i@?' (eih: gvihy
which arelinear In particular
((e2M); (&M (™) (e™) = @ 0)+ ©(0;0,"):

— Theestimateof ©,("; " "; 0), dueto theinterior truncationerrors andthe approximation®f ini-
tial datadoesnot really dependon thetransmissiorscheme provided thatthis schemds conser
vative in the senseof theorem2.3.1, which is the casefor schemed andll. As a consequence
of the centerechatureof the schemethis error is O(h?) provided thatthe initial conditionsare
approximatedo O(h?). Thepreciseresultis thefollowing :
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Proposition2.5.1 Leth and¢ t be constantsud that

¢t
®=-—<1
h
andlet T > 0. Assumeéhatthattheinitial condition(ug; vo) of theequationg2.7) satis es(2.35
(so that the exact solution (u; v) belongsto E 2). Let us considerinitial data givenby (2.38 or
(2.39. Then,(e“": e"") = @, (¢¥"; " "; 0) satis esthefollowing estimate

(2.53) ke"Mky o1 + ke'Mky o1 - Q1 @) 1+ T)h?k(u; v)ke:

The analysisof this erroris very similar to the (ratherstandarderror analysisof the “pure” Yee-
schemdi.e. without arny meshre nement)and,asthis pointis not centralto this paper we have
decidedo give its proofin theappendixA|

— Theestimateof ©,(0; 0;"") doesdependon the transmissiorscheme The analysis presentedn
section$2.5.3and2.5.4 is muchlessclassicalndconsistdn two mainsteps.

— For bothschemes andll, adirectanalysiscombiningthe useof enegy techniques(asfor the
stability analysis) consistencgstimategor thetransmissiortonditions(globallyin O(h) - see
lemma2.5.2 andthe useof a discretetrace inequalityb(which resultsin the lossof onehalf-
power of h - seelemma2.5.4 permitsusto shav anO(" h) estimatefor bothschemes andll.
Thisis lemma2.5.1 The proof stopsherefor theschemdl.

— Fortheschemd, onecanuseaboot-stap argumentto improve iteratively the obtainedrateof
cornvergence: the estimatethat will leadto (2.41) is proved by inductionon k (this is lemma
2.5.7 andthatleadingto (2.42 by passingo thelimit whenk ! +1 (thisis lemma?2.5.8.
Thisdemands closerlook atthestructureof thetransmissionruncationerror ", thathassome
propertieghattheerror”,; doesnot.

In summary estimate(2.40 is obtainedby combiningProposition2.5.1 with lemma2.5.1 (2.41) is
obtainedby regroupingProposition2.5.1with lemma2.5.7, (2.42) is obtainedoy regroupingProposition
2.5.1with lemma2.5.8

2.5.3 Proofof the O(IO h) estimates

Provided that similar techniqguescanbe appliedto the analysisof schemel, only the estimatefor
scheméd will beproven. Themaindifferencebetweerthetwo proofswill bepointedoutin remark2.5.1

What we are going to derive hereis the equivalentof estimate(2.40 for ©, (0;0;")). For the sale of
simplicity, we shallstill denotein this section:

©1(0:0;"1) = ((et™); (e™); (ef™): (ef™):
We shallalsousethe notation:
el = (e (&™) e = (e (e

andreferto de nition (2.27) for thediscretenorms.Throughouthis sectionwe will only usethelasttwo
normsof (2.27). The rst one(thatwe call norm-star)will beusefulfor theproofof (2.41). Theestimate
we wantto prove hereis :
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2.5 Proof of the error estimates

Lemma 2.5.1 If thesolutionof the continuousproblem(2.7) belongsto Cg;T fora> Othen
(2.54) Ke'Mky o7 + kelky o1 - C(1j ®)ilT hz k(U; V)ke
Therestof this sectionis devotedto the proof of thislemma.By de nition,

(e£™); (e¢"); (¢f") and(e™);

satisfy the homaeneousnterior equationg(2.49 and (2.50 (i.e. with zewo right handsides),andwe
recallbelow theequationsattheinterface:

8 1
% €)3" (&) F = (M) 3
:

+ 2 3 n =

(2.55) @3 (&) 2= (NPT
Uy2n+1 111 U\20+ 5 Uy2n+ 3 wuy2n+1
(Cr > (& )o + (&) =("y) ;

wherethe interfacetruncation errors are given by (we indicatethe order of magnitudeof eachterm
obtainedby a Taylor expansion)

1 + +1
("2t = (82 (g2 = 0(¢1);
(VE = (g2t (g E = o b);
nuy2n+1 _ 2n+l1 . 1 u 2n+% 2n+%ﬂ _ 2\ .
) = (B)" i 3 (8) + (8 ), = O(¢t9),

L L
wherethe quantities(8c)3"** ; (%:)3"* ; (% )3“* 2: (& )3”* 2 arede ned from the exactsolution(u; v)

by ((2.49),(2.46). Thefollowing lemma,whoseimmediateproofis omittedhere(it is basedbn a simple
Taylor expansion) givesusthe magnitudeof thesequantities.

Lemma 2.5.2 Assumehat, for somea > 0, u andv belongto C;;T . Then,providedthat® - 1,

(2.56) tzsr,]uij("‘,’)”"%j + Chk(uv)ka, t2s;upTJ'(";*)Z”*lj + C®h kuka

If moreover, (u; V) 2 C§;T then

@57)  sup j(H)™j - C@ h7kukg i sup NPT E+ (PR Ch? k(U vk,
ten. g t2n. )

Next, asfor to thediscreteenepgy (2.17), we introducethediscreteenegy of theerrorat eveninstants:

(2.58) B E = B+ B
- 2N  — 1 rAU2n;:2 1 X vy2n+1l ¢ vy2ni 1 1. uy2n;:2 ..
-E 5 j(ec)5'i” 2h + > (€)5+1 (€)341 2+ El(ec)o ioh
- i1 ji1
where —
- _ 1 . 2 1 X n+ 1 nj 1 1. 5 h
_H > j(e)ich+ > (e\f/)j+§(e\fl)j+§ h+ EJ(G}J)SJ 5

i, 1 j. 0
Our goalwill beto obtainanestimatefor E2n. Thiswill provide an L 2-estimatefor the errorwith the
aid of thefollowing lemma:
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Lemma 2.5.3 Assumehat (2.9) holdsandthat
1
(&)™ ()" 2) 2 LEy £ Ly, and((efn)®; (85n)™"™) 2 LE £ LE,

Then,there existsa positiveconstaniCindependentf ¢ t , h and® sud thatfor anyn > 0

(2.59) K(etn) 2"k + k(eln) " k% + k(ely)™ K2 - C(1j @) 1 ER;
(2.60) (&) 2K2 + k(e )2 7K + K(ef )2 2k - C(1j @) LB,
i ¢
(261) k(efu;h)2n+1 k2 i C(l| ®2)| 1|E2n + E2n+2 + Chj("::l)zn-'-ljz:
Proof: We rst prove (2.59. Usingtheidentity4ab= (a+ b2 (aj b)?, weobtain
Z 0 1 -
- X X eV)2n+l 4 (av)2ni 12
BN =@ (FP2h+ (R A + 2 &5 2( o = oy
(2.62) - i1 i1z 5
- X e @gn?
B 2. B 2 -
ji 1
Usingtheseconobquationof schemd2.49, we obsere that
-2 — - 3— - —
ie") AL (enditT e - - @ >
ZAs 2 CRheSuge 2 (etb:l)%jn+2 i (eC)Zn ) (eC)Z] +2 e (ec)2n

We usethisin (2.62 to deducehat

. . o2
1o (ev_h)Zn. 1y (ev_h)2n+1 ° 1i @ o o2
(2.63) S e GO LU

whichimpliesin particular
(2.64) k(el)?k? - 2(1j @) 1EM™
Next, we remarkthatthe secondequalityof (2.49 canberewrittenas

2n+1 2nj
vi2n§1l _ (ev)ZJ 1 (ev)zj -:-1 . ¢t i uon®
(eC)Zj +1 7 2 c)21 +2 i (ec)Zj .

Then,usingtheinequality(a+ b)?2 - 2(a® + ©?) twice, we obtain

( eV )2n| 14 ( h)2n+1
2
Usingnow (2.63 and(2.64), we deducehe existenceof a constantC suchthat

k(ely) "1k - 2k k? + 267 k(elly,)*"K?:

(2.65) k()2 K + Kk(€hn) " K® + k(ely) " kP QL @) TER;
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2.5 Proof of the error estimates

and(2.59 is proven.

If we usetechniquessimilar to thoseusedabove, it is easy(we omit the details)to showv that, for any
integerk

K(el) K2 + K(el) " 2k2 + k(el)N 2k2 - o1 @) e
which gives(2.60 for k = 2n.

If wetake k = 2n + 1, we areonly ableto boundk(e{ﬂ;h)2n+l k in termsof Ef2n+1 but not in terms
of E?" andE?"*? (theconseredeneny).

In orderto do so,we usethe rst equalityof (2.50 forj , 1toobtain
M
. . . . . on+ L. 2n+ 1
(GOl B COTU R COMPES COMMY
Thereforeusing(a+ b)2 - 2(a? + b?) onceagain
3 .
)™ K - C k()™ + () B+ D (e
whichyields,with theaid of (2.60
(266) k(e%J;h)ZrHl k2' CI1| ®2 il-on + (ef )2n+1 2.
To concludewe usethethird equalityof (2.51) rewritten as
1i ¢ .
(5™ = ()" + (g 5 (" + (e i 20 )™
This obviously impliesthat
(D31 CCK(E) ™K+ (el K2 + k(e )2 K2 + k(e ) K + ()21
which yields,usingthistime (2.59 and(2.60, that

Cad ¢
(267) J(ef )0n+1 2, C(ll ®2)| 1 |E2n + E2n+2 + Ch j(ll$)2n+lj2:
Finally, (2.6]) is adlrectconsequencef (2.66 and(2.67). 2

For theestimatiornof the enegy, we usethefollowing identity whichis theequialentfor theerrorof the
estimateof theorem2.3.1for thediscretesolution:

2n+ 3 2n+

Ligna e o 1@y @i
(2.68) =20t ! 2 0 0

i (et)3 (&)
The restof the proof consistsin deducingfrom (2.68 an appropriateestimatefor the enegy E2" and

thenapplyingthelemma2.5.2to getanestimateof theerror In orderto do this, we reolganizethethree
termsusing(2.5J) in orderto exhibit the consisteng errors(seeremark2.5.1below)

1 2n+2 . 2n¢ _ .1u U 3 mvy2n+ = U\2N* 3y 2n+gﬂ
2¢tE IE —IE() (r) 2+(ef)o (r) 2

i (nu)2n+1 (e )2I’l+1 :

2n+ 1

(2.69)
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Accordingto lemma2.5.2 the quantities("Y)?"* 2 ("Vy2n+ : and(")?"*! aresmall.In orderto bound
the othertermsappearingon the right handsideof (2.69 (andde nedin ((2.47),(2.48)) by afunction
of theerrornorm,we useadiscretetracelemma.

Lemma 2.5.4 Under the hypothesesf lemma2.5.3 there existsa positiveconstantC independenof
¢ t andh sud that, for eadan > O,

; ; Ps . 1 .
(2.70) ie8i - PRkl ki QeN)o i Pk(er)™ 2k

j(ehanj - pl—ﬁk(eg;h)zn k; jenatj . plTT]k(e\C/;h)znﬂ k:
Proof: Theresultis trivial. 2

For simplicity of exposition,it is usefulto introducea local measureof the error on the time interval
lon+r = [t2";t2"*2]. Thuswe set

8 .
% keu,h kﬁ;l - — k(eg;h)Zn k2 + k(eg;h)2n+2 k2
(2.71) § + k(eg;h)zn k2 + k(¢;h)2n+1 k2 + k(e}J;h)2n+2 k2;
© kevih kﬁ;l - k(e\é;h)2n+l K2 + k(e\fl;h)2n+ %kZ + k(e\fl;h)er %kz:

Notethatthesearethe quantitiesappearingn theleft handsidesof inequalities(2.59 through(2.61) of
lemma2.5.3 By de nition of thediscreteL® (0; T; L?) norm,we have,for t2"*2 . T,

8 . . . .
> ke"Mknip. o C keky o7 k&K1 40,y - C ke Mk 27
2.72 _ _ _ .
(2.72) > ke"Mky o7+ sup k€Ki k€Tkp im0 sup k€ MK
t2n+2 . T t2n+2 . T

Using elementarymanipulationson expression(2.69 andlemma?2.5.4the following inequalitycanbe
obtained notethatthefactorl=®appearindelon comesrom theright handsideof thesecondequation
of (2.47)

E2n+2 i E2n

C u;h n wvy2n+ L A\ 2n+3-0
26t O L (R R (O

c n o]
+ ép_ﬁ keu;h kh;l 2n+1 + ®(ev;h kh;l 2n+1 j(ll$)2n+1j:
Then,by lemma2.5.2(inequalitie(2.56) and(2.72
E2n+2 i E2n
2¢t
Addingtheaboreinequalitiesfromn = Otom j 1, for ary integerm > 1, we obtain(Ey = 0)
n 0

3

p— . .
(2.73) + Chk(uiv)ka, — ke®ky 27 + ke'ky 27

p— : :
B’ - Ct*™ " hk(uv)ke  ke'Mkg a7 + keMka o7

Now, usinglemma2.5.3 we canwrite, for t2"+2 . T,
_ . ¢
keU;h k%;l _— + keV;h kﬁﬂ e C (1 i ®2)| 1! E2n + E2n+2 + Ch j(II'L’j)zn+lj2

a

_ ©
. Clj ®ilT P h k(u; V)ke, ke'"Nky o7 + ke'Mky o7 + Ch3k(u;v)kZ, :
& T

Therefore taking the supremumover t2"*2 . T, using (2.7 and classicalmanipulationsbasedon
Youngsinequality oneprovesthe nal estimatg2.54) (we omit the details).
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2.5 Proof of the error estimates

Remark 2.5.1 Letusgivesomedetailsconcerninghederivationof (2.69. We startfromtheidentities:

2n+ 1

()2 (@)2E = ()2 (V)R ()2 4 ()2 R (el )2

B

(@5 (@5 F = @)y F @)g i @3+ (g g

After summationye obtain,using(2.55
(2.74)

1 v on+ 1 2n+ 1 2n+ 3 2n+ §% (ef )0 " + (ef )2n+
é (er)O Z(er)O 2 4+ (er)O Z(er)O 2 (e )2n+1 4 5
n+ 3 ., n+ 3 .,
| —(ef)o” G —(ef)o” e
Ontheotherhand,onehastheidentity
1/2 3/4

(eU)(2)n+1 (eV)2n+l — (e )2n+1 . (er)(Z)rH% + (er)(z)m'% (e )2n+1

NI =

2n+ 2

1 ’ +
o @ @ @7

thatis to say with theaid of (2.55) :

" 1 ' 2n+ 3 2
@79 (@R = @FeHTT e 5 @ e @ e

Finally, is obtainedasthe differencebetweer(2.74) and (2.75.

If schemdl is usedwehave
E2n+2 . g2 H l

@76) ST = i @ ey e @) et e @

andthe proof of estimatg(2.40 is similar to that presentedor schemel.

2.5.4 Proof of estimate(2.41)

Apart from the resultsof the next subsectior2.5.4.1 which are essentiallygeneralization®f the
estimate(2.40), whatwe do in this sectionis only valid whenwe useschemd to do the coupling.The
real novelty in the proof will appearin section2.5.4.2 The main differencesbetweenschemel and
schemdl will beexplainedin remark2.5.3

2.5.4.1 Estimate of coarsediscretederivatives

Our goalin this paragraphis to derive estimatesimilar to (2.40 for which we shallcall the succes-
sive coarsetime discretederivativesof the error (e*"; "'"). The proofis essentiallya repetitionof the
proof of section2.5.3but the statemenof the preciseresultrequiressomenotation.
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| |
(DZke‘é;h )2n+2 ‘ ‘ (DZkeF;h)erz (D2k+1 ex;h )2n+2 l (D2k+1 e%J;h)2n+2

3 3
(D2ke}’;h)2”+ > )( (D2k+1 e}/;h)2n+ 5

(D2k e\clzh )2n+l ® (D2ke]9:h )2n+l (D2k+l eg;h )2n+l ® ® (D2k+l e?;h )2n+l

v
N

(DZkeg;h )Zn ® ® (DZke'fJ;h)zn (D2k+1 ex;h )2n

1 1
X (e, )"z (D2 ey, )2 2

® (D 2k +1 e'fj;h )2n

(DZke\é;h )Zni 1 T (Dzke}J;h)Zni 1 (D2k+l e(L:l;h )2ni lT T (D2k+1 e}J;h)Zni 1
I

N
N

)( (DZKe}/:h)Zﬂi (D2k+l e}/:h)zni

FiGc. 2.2— Time distribution of theunknavns

We de ne the coarse discrete derivativeoperatorD by de ning its actionon a sequencev” = (w)!
(wheret ands areintegersor integersplusonehalf - nggative indicest areallowed):

(W)L (W)t

Dw)it .=

We alsode ne D™ asthem™ successie powerof D :

D™w" = D (D™ w"):

We shall now write the numericalschemesatis ed by the m™" discretederivative of e¥" and e’

(thesesequenceareimplicitly extendedby O for negative times).Note thatthe sequence® Me"" and
D™ev:h arenaturallyde ned on a grid shiftedby m¢ t (the initial grid is supposedo containnega-

tive discreteinstants),sothatthe ne gridsdiffer dependingvhetherm is odd or even. As the scheme
((2.49,(2.50,(2.5D) is “invariant” undera translationby 2¢ t, it is easyto seethat the odd discrete
coarsederivative of thesequenceget™ ); (e¢"); (") and(e™) ,namely

(D 2g+1 eg;h); (D 2g+1 e\C/;h); (D 2g+1 e;,l;h) and(D 2g+1 e;/;h);

satisfya similar but differentsetof equationsMore precisely at the instantsat which the odd discrete
derivative are de ned, the only changeconcerngthe coarsegrid and correspondgo the substitutions
el, $ D!, andel, $ DZ*el, . Otherthanthis changethe schemefor the time intenale
[t2ni 1:t20*1] for the odd coarsediscretederivative is the sameasthatsatis ed by eV ande:" in the
time intenvale [t2";t2"*2]. This is illustratedby gure 2.2 in which the arrows representshe discrete
transmissiorconditions.We shall nd two typesof schemeshatareeasilydeducedrom eachother In
orderto avoid repetition,it is usefulto introduce

m=1 ifmisodd; m=0; if miseven.
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2.5 Proof of the error estimates

Thenthe equation®f theschemén a characteristiénterval [t2"i ™; t2M*2i M] gre

8 - -
% (Dmeu)2n+2| m . (DmGU)Zm m (Dme\c/)%jr‘l:lh m i (Dme\é)%jniﬂll m

= O;
(277) mavy2n+1l |2T(T]:Tt mavy2ni 1j m m Au\2n;j an mguy2nj m
_§ (DMe)g ' i (DMeR)yia N (D ec)2j+2 i (DMep)y o
2¢t 2h -
onthecoarsegrid (i.e.forj - j 1),and
mavy\2n*z . m v 2Nt 3
% (Dmef)2n+1 . (Dme%J)jZn . (D ef)J+1 i (D ef)ji ! e
¢t h ’ >
E (D™MeY) 2n+ 7 (Dm V) 2 m m qu)2n
. J+:L ' J+1 (D ef)1+1 (D™ef); -0 j.o0
¢t h ’ 7
(2.78) 8
2 2n+ 3
2 O™ Eneyt (O )le CRCUNY 0 .
+ = ) J )
¢t h ’
E (DM V)2 i (DM V)Zn 2 2n+1 2n+1
- ]+l J+1 (Dme}‘l)j+1 l (Dmef) _ O j O
¢t h I
onthe ne grid Finally the discretetransmissiorconditionsread:
% (DmeV 2n+lim i (D™ V)2n+ m = (Dm--\r/)2n+%i m.
; 2 m " 3. o
(2.79) (Dme)Z*H T (e )y = (D™,
M
E (Dmeu)2n+1. m . 5 (Dmefu)g”+ + (DM U)2n+ im (DMwuy2n+L; m.

If we assumehatthe exact solution(u; v) belongsto Cg‘{’l , usingto a Taylor-Lagrangeexpansion,jt
is easyto shav thatthe truncationerrorsappearingon the right handside of (2.79 satisfy (this is the

analogueof (2.56) of lemma2.5.2

(2.80) sup j(D™"1)?™*j . C®h kukgns ; sup j(D™Y)™zj . Ch K(u; V)Kgm o -
tzn_ T ;T t2n. T T

If we de ne thediscretel ! ©O;T; LZ) normsof thediscretecoarsederivativesas

_kDmeu;hkrlx P sup k(Dm )2n| My 4+ k(Dm ;h)zni mk¢

E 2+ 3.7

:kDmeu;h kl 2T = kDmeu;h ki o7 + sup k(D ef )2n+1| mk
(2.81) = G2

“KD"e"Mky 57 = sup | k(D™e £)2MH MK

- {2+ % T

+ k(Dme}/.h)2n+%i Mg+ k(Dme}/.h)szr%i Mg
we canapplythe proof of section2.5.3to prove thefollowing lemma:

Lemma 2.5.5 If the solutionof the continuousproblem(2.7) belongsto @{'1 fora> Othen

(2.82) KDMeMky o7 + kDMe'ky o7 - C(Lj ®)i 1T hz k(@u; @ V)ka
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2.5.4.2 The bootstrap argument

Stepl: Derivation of an O(h) estimate In ordertoimprove estimate2.54), wenotethattheequations
(2.55 canbe rewritten as

2n+ B

% <ef 2T @) = (I n2E = o)

(283) _ 2T (ef R @)t = ey e = 0@ )
u 1

% (eU)2n+1. } (er)gn+§+(er)(2)n — (--E)2n+1 - O(¢t2):

2

Now, we reoiganizethe right handside of (2.68 in a clever way so that the left handsidesof (2.83
appeaiseeremark2.5.2

- E2n+2 i E2n 1 Ua2n+l on+ L L v 2n+
- -~ = @@= o (" +
= 5¢ 1 i3 "r) (ef )o (&' )o
3
_ 1, 1 " 3
- i i ( V)2n+2 + ( V)2n+ (e )2n+1
- 3 M
- 1 3 " 1 2n+ 3 2n+ 1
- o DR DM (@) i ()

Let usanalyzethe equalityin detail.In orderto boundthetermsappearingn theright handsideby an
L2 normof theerror, we rst pointoutthatfrom ((2.47),(2.49) it follows that

2 n+ . 2 - 3 (ef )2n+2 . (e%J)Zn
% @) @) = @ @] o
(284) ()3 - 3‘(e3)8”+2+ (e‘c‘)%“¢;

:

It is importantto noticethatthe quantity(e%‘)%”+1 doesnot appealin the expression(2.84). This fact
allows usto work with the norm ke""k§ 0.7 thatusesonly the eventime stepsof the error of u. This
will permitusto useonly inequalities(2.59 and(2.60 of lemma2.5.3 Obtaininganestimateusingthe
norm-staryieldsasimilar estimateor the othernormbecausef thefollowing lemma:

n+ 1 + U n¢.
@) (@) o= 2 (ef>2“2- (&3

Lemma 2.5.6 Assuméhe hypothesi®flemma2.5.3 Then

3
(2.85)  sup k(ef'y)*""Mky a1 - C ke'"Ki o1 + ke'ky o + h%k(U;V)kc;T

t2n+ % T

Proof: Usingthe rst equalityof (2.50 forj , 1weget

2n+1 uy2n : 2n+ 3 v 2n+lﬂ
(&); = (@)1 ® (&), 0 (&)
andin thisway we alsoget
5 .
(286) K"K - C (e k() R+ i)
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2.5 Proof of the error estimates

In orderto estimatehelasttermwe usethelastequationin (2.5J) to obtain
(eP)(Z)m'l = 2(--;1)2n+1 + (eg)(Z)n + (eg)gn+2 i i(eP)On + (ef )2n+2¢
Thusit is clearthat
*J(ef )2n+1 2 Cik(e}J;h)anZ + k(eP;h)szrz k2+ k(eg;h)anz_l_ k(eg;h)2n+2 k2+ hj("?)2n+1j2¢i
Introducingthis inequalityin andusing(2.57) of lemma2.5.2we obtain
3
k(&) K2 - C keI pr” + keI pr + hOK(UVKE,

which easilyimplies (2.85). 2

Returningto (2.84), we usesuccessiely thetracelemma2.5.4andtheinequalitieq2.57) of lemma2.5.2
to obtain

%_:(efv)(zjm % + (er)Sn — (nU)2n+l + = (ec )2n+l _uv)2n+ + ("V)2n+ _:
3 -
@g_ﬁ ke k2 o1 T ®ke"Mky o7 j("U)2HLj +

(2.87)

w

P JCYPE ke 5 (P E ke
; ,

h
Ch2 k(u;v)ke, ke o7 + ke"Mky o7

Thethird termof theright handsideof (2.84) is morecomplicatedo treat,andthis is wherewe needthe
resulton coarsediscretederivatives Indeed we canwrite, usingestimate(2.56) of lemmaz2.5.2andthe
discretetracelemma?2.5.4

2n+

ZLeV2 N2 3R (V)

ot

(2.88) — TJ-(--:'/)2n+— . (.-V)2n+ fjj(Def)erl

Chi k(u;V)ke kDM
Substituting(2.87) and (2.89 into (2.84 andusinginequalities(2.54 and(2.82 (for m = 1) from
lemmas2.5.1and2.5.5we nally obtain
E2n+2 i E2n
2¢t
As aconsequenceaftersummatiorover n, we have

(2.89) C@li ®)i1Th? k(u; v)kez, k(u;v)ka,

E" . C(@i ®)itT2h? k(u;V)kez, k(Ui V)kee
andsimilar computationgo thoseof the previous sectionleadto
1 1
(2.90) ke"NkS pr + ke"Mky sy - G (1§ @)1 1T hk(uv)kE  k(u;v)kZ
aT ;T

Thatis, using(2.90, (2.85 andthe proposition2.5.1we obtainthe estimate(2.41) for k = 1; i.e.the
schemas of orderh.
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To initiate the recurrencehat will be the objectof step2 of the proof, we shall also needsimilar es-
timatesfor the successie discretecoarsederivatives of the error (e%"; e'") (wherewe assumemore
regularity for the exact solution). Such estimatesare easily obtainedalong the samelines as (2.90).
Clearly if theexactsolutionbelongsto C§+Tm we have that

sup j(DM"Y)2n*Limy L C@P h? k@ukCzT :
t2n. T a

sup j(D™Y)2 2 M4 (DM E M L Ch? k(@ u; @V, ;
t2n. T &

(2.91)

andsowe canapplyin thecaseof them™ discretecoarsederivatives(D ™e%": D™e":") aproof similar
to the oneusedfor proving (2.90 andobtain

kDmeu;h ki 2T + kDmeV;hkl 2T C(li ®2)l 1T he
(2.92) . .
k(@'u; @V)kéaer k(@u; @V)kéal'T :

Step2: Therecurrenceproof Assumeby inductionthat

AssumptiorRy : If (u; v) belongsto CJ'Y K+1 form . O:

kDMe" k] |+ + kD™ Mky o7 - Go(1i @) 1T hi £

1 YK 1
k(@‘u;@‘v)ké; k(@"u;@"v)ki}l:

i=1

In the sequelthe constaniC shouldchangefrom oneline to anotherbut it is alwaysindependenof k.

From(2.84), using(2.87 and(2.88 we obtain
E2n+2 i E2n
2¢t

3
Ch? k(u;v)kez  Ke"MkS | o+ ke"ky o1 +
a; 3 1"h ,

(2.93) 3
Chok(u;v)ker  kDe'"K] . + kD€ "ky i

We assumehat(u; v) 2 C‘;’}Z . UsingassumptiorR  for m = 0 andfor m = 1, we obtain

0
E2n+2 I E2n

s 1
. CG (L] @) 1T hP* 3 @K(u; v)ke k(u; V)kZ k(u; v)k2,, +
2¢Ct aT AT

j+1
da;T

i=1 1

1 X 1
+ k(u; v)Ke, k(u;v)ké‘;;1 k(u;v)ké‘-+T2 A
a; J:l a,

Fromtheinequalities

k(U;V)kCiT . k(u;v)kC;:T; k(u;v)kc;;T : k(u;v)kcg_;l andk(u;v)kd;}l : k(u;v)kdé}z ;

we deducehat
0 1
E2n+2 i E2n ) 3 1 YK 1
X - CG(1i @) 1T hPr 2 @k(u;v)Kez k(u; vk, k(u;v)kZ,, A
a ;T ;T

i=1
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2.5 Proof of the error estimates

Summingover n, we obtainaftersomemanipulationgincludinga shift of index in the product):

0 1
Kl

1 _1_
E?" . CG(Li ®) I T2hPr 2 @k(uv)ki,,  k(u;v)kEL A :

+1
a;T J =1 da:T

To concludeijt sufces to useonceagaininequalities(2.59 and(2.60 of lemma2.5.3 thatgive

0 1
1

1 i
k"MK r + ke"ky iy - (CGYZ (Li @) PThE*E @kuv)kay  k(uivkZ. A
-5 ;T
; j=1 ;

whichis whatwe wantedto prove with

3 .
Pt = %+ 51 Cir = (CGOE:

In orderto nish the recurrenceproof we shouldobtain similar estimatesor the m™" discretecoarse
derivative of the errorassumingmoreregularity of the solution.Supposehat (u; v) 2 C';‘; k+2. Using
similar techniquego thoseusedin the presentsection(andusingR . with m andm + 1) it is easyto
shaw that

—kDMe"Nk] | 1 + kDM Mky sy - G (1§ @) T hPes £
1

k1 1
£ K@u@vkih  K@u@Vv)k3.,:
T i=1 ;T

Sincethe resultof stepl, namelyestimateg2.90 and(2.92), is nothingbut assumptiorR 1, we see

easilythat
3 1

2t x
As thesequencé€ is corvergent,it is in particularboundedFinally we obtainthefollowing estimate

Pk = G=C(G=O#1:
(2.94) ke“Me r + keMky o7 C(Li @)1 1T A E) jj (Ui v)jil o

andusinglemma2.5.6we completethe proof of thefollowing lemma

Lemma 2.5.7 If the solutionof the continuousproblem(2.7) belongsto C‘;T fora> 0, then
(2.95)

ke"ky o7 + keky o1 - C(Li @)1 ThE 2 (v, + Ch k(uvke, :

Step3: case(u;v) 2 CQ;T Underthis hypothesisandusingthe previous part of the proof, we have
that
ke"Nk§ 1 + ke'Mky o7 C@i @) T ht2! & jjj(u; i ek,

CLi @) 1T hZ &) jij(u; i,
for all k 2 N. Passingto thelimit whenk ! +1 andusinglemma?2.5.6 we get
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Lemma 2.5.8 If the solutionof the continuougproblem(2.7) belongsto C;T fora> Othen
(2.96)  ke'Mky o1 + ke"ky o1 - C(1i @) T h3jj(uviics, + Ch? k(u;vke.

Remark 2.5.2 To seehow(2.84) canbederived,westart fromthetwo following identities

2 3
@I @I o (s @ zz(u)m ()35
2 OGO
(e )§n+1§24( eV)2n+l g & o I2 & 5.
Addingandidentifyingtheconsistencerrorsweobﬁain
%u( GO CO T C A =a%("$)2"+1 (e )§”+2+<V) +
@ “(efv)émg GRS
%3("¥)2“+3i (Y2 M(efu)é”*gi Col

2n+1

Finally substactingtheterm(eY)3"** (e )3"*! we obtainthe desiledexpression.

Remark 2.5.3 Letusexplainwhywecannotusethesameprooffor schemdl. Followingthesamesteps
asfor scheme werewrite thetransmissiortonditions(2.52) in thefollowing way

8 2n+ 2n+ 1 3
(ef) i (e')o )20 ()2 = 0(e)
(297 _ 2P @t @t < el et = oen
(ev)2n+1_ % (ef )(2)n+2 ¥ ( V)§n+ _ (-L¥)2n+1 = O(¢ t?);

in order to havetwo consistencerrors of order two andonly oneof r storder e rewrite (2.76) using
thislasttruncationerrors obtaining

-1

2n+2 2n¢ 1 H 2”+2 2“+2ﬂ w1y 2n+1
=26t E i E = i > (&) 2+ (ef)g (&)

2
- (e )2n+1 ('é?)er% + (.elri)z,”%

l 2 2 "M V2I’1+3 V2ﬂ+lﬂ
*2 ()7 (@) (@) ci (@) 7

thatis ananalagueof (2.84) for theschemdl. Thetermthatis mostcomplicatedo treatis, asfor scheme
I, thelast one However, its expressionin this caseis notaseasyasfor schemel because

n+ 3 n+ i n+ 3 n+l h( )2n+2 i 2( u)2n+1 +( U)2n
@5 i @)y = ] e g LS S

In fact we cannot usesimilar argumentsas befoe to estimatethe last term.We recall that for schemel
we hadan simplerexpression(third equationof (2.84)).
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2.6 Comparison betweentheory and numerics

2.6 Comparison betweentheory and numerics

Theresultsobtainedin section2.4 arecomparedn subsectior2.6.2to thoseobtainedin [38] using
the Fourier technique(seesubsectior.6.1for a brief recapof theseresults)andwith somenumerical
resultsin subsectior2.6.3

2.6.1 Fourier analysisresults

This studyis basedon the behaior of planewave solutionsin the presencef a space-timemesh
re nement.More precisely we studythere ection andtransmissiorthroughthearti cial interfacebet-
weenthe coarsegrid andthe ne grid of anincidentwave in - ¢, of amplitudel andfrequenyg ! . One
re ectedwave andonetransmittedvave eachof frequeng ! andof amplitudeR ¢ (re ection coefcient)
andT, (transmissiortoefcient) respectiely aregeneratedh thecoarseand ne gridsrespectiely. Due
to thealiasingphenomengnamelythatthefrequencie¢ and! + % coincidein thecoarseayrid but are
distinctin the ne grid - see gure 2.3) aparasitictransmittedvave of frequeng ! + % iS generatedn
the ne grid.If | h is smallenoughand®is lessthanl, this parasiticwave is highly oscillatoryin space
(with spacefrequeny lﬁ/“) andevanescen(i.e. decayingexponentiallywith distancefrom the interface)
with a penetratiordepthl (h; ®) which satis es

(2.98) I(h;® = M+ 0o(h3):

Theamplitudeof this parasitiovave attheinterfaceis givenby acoefcient T2, theparasitidransmission
coefcient. The particularsolutiononelooks for is thusgiven by the following expressiondor u (the
wave numbersk; andks appearingn the formulabelov dependon ® andh andarededucedrom the
dispersiorrelationon eachgrids- see[38] or section2.7 for moredetails)

8 _ ] y .
< (Uc)%n gl (kexzji 12") 4 Rce'(' kexzji ! t? ): .o

Teekxi 1) 4 TP (j 1)i*ne ! " g l(:_,@) i o

(ug)]’
The expressiondor v are similar. The unknovn coefcients R¢, T¢ and T® canbe determinedirom

the couplingequationg(2.21) or (2.22. As theinterfacex = 0 is purely arti cial, if we considerthe
continuouscasewe should nd

Rc= 0 Tc=1; TP =0

the physicalvaluesof the parameterdn the discretecasethe coefcients R¢, T and TS depencbnly on
I hand®, and,for x ed0 < ®< 1, their Taylor expansiondor small! h aregivenby

Re(1h:®) = 1_16‘®2; 35 hy2+ o1 hy):
(2.99) T m® = 1i '@+ 1 (e o )

e = Lp 1+ o h);

201 b et 1))
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Waveson- et (i et
1 Te
| | |
Frequencies ! I+
o T \ /
Cc H n
DI {Umﬂﬂ)" Waveson- . gt

Ya

¢t

FiG. 2.3— Schematigepresentationf thealiasingphenomena

if schemd is usedand

P —
R(!h;®) = %(' h) + O(! 2h?);
P —
T h;®) = 1+ %(' h) + O(! 2h?):;

if schemdl is used.

Remark 2.6.1 Whenoneconsides thelimit case® = 1, onecanshowthatthe parasitic wavebecomes
propagative(l(h; ®) tendsto in nity when® tendsto one)andwe havefor bothschemes

Re = 0 T. = 1+0(2%n?); T& = i1+ O( ?h?:

2.6.2 Comparing our resultswith the Fourier analysisresults

Let us summarizethe main information provided by the Fourier analysis.First of all we consider
schemd with ® < 1. In thiscase
— thediscretere ection andtransmissiortoefcients aresecondrderapproximation®f the physi-
cal ones.Thecontritutionto theerroris of ordertwo in theL! andLP; p> 1; norms.
— TheL! norm of the error coming from the parasitictransmittedwave is approximately(for h
smallenough)

®! h
2.101 :
( ) BT &
thatis, the methodshouldbe rst orderaccuratdor this norm. Due to the exponentialdecayof
thiswave,theLP erroris approximately

Azl ®2 !; p+1
I h)P . 2px agenei ! P h
( ) e PR gy 1/zuipﬂ; (®j! 1)

o (Li @) 1 ®'7

(2.102)

Takingp = 2 weremarkthattheorderof corvergenceis in conformitywith thatgivenby theorem
2.4.1andthecommentdollowing it. It seemghatthe Fouriertechniquesllow to obtainasharper
estimatefor the dependencen 1| ® when® goesto 1. The bestestimateis obtainedin the
L 1-norm,wheretheerrorshouldbe of ordertwo.
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2.6 Comparison betweentheory and numerics

— We alsoremarkthatthis lasterroris localizedat the arti cial interface.In effect, computingthe
L1 andLP; p, 1; normsonthe complemenbf a neighborhoodf the arti cial interface,this
erroris exponentiallydecreasingvith the spacestep.The methodshouldbe of ordertwo in these
norms.

Concerningschemdl| with ® < 1, theFourieranalysisallows usto make thefollowing conclusions

— theerrorcomingfrom there ectedand(not parasitic)transmittedvavesis of orderonein theL !
andLP; p, 1;norms.

— the amplitudeof the parasitictransmittedwave doesnot go to zerowhenthe discretizationpa-
rametergyo to zero. This meansthatthe methoddoesnot corverge in theL® norm.Dueto the
exponentialdecayof this wave, a simplecomputatiorallows usto estimatets L P error

Tl

1
hlP Yy h T
argche (® 1) 1lij ®2»

(®j! 1):

Again, theresultsobtainedfor p = 2 arecoherenwith thoseof theorem2.4.1andthe comments
given lateron. The L? error shouldbe of orderone. The estimatefor the dependencen1 ®
seemdo be moreprecisewith the Fouriertechniques.

— As for schemd, this lasterroris localized.If we considetheL! andLP; p, 1, normsonthe
complemenbf a neighborhoof the pointx = 0, the methodshouldbe of rst order because
theerrorprovided by thetransmittedparasiticwave is exponentiallydecreasing.

For ® = 1, the amplitudeof the transmittedparasiticwave doesnot tendto zeroandthe wave is not
evanescentNeithermethodshouldbe stronglycorvergent.

2.6.3 Numerical results

In this sectionwe will obtainnumericallythe ordersof corvergenceof schemes andll for several
normsto compareghemwith thetheoreticabnesprovidedby theoreni2.4.1andthe FourieranalysisWe
considerthe 1-D wave equation

8
3

@

+ =0 ( u(x;t=0) = uo(XiZ?)
i (x;t) 2 RER™; ‘X2 R;

@

2.103

( ) + @ = 0 v(x;t=0) 0
@

00@

wherexg = j 0:25, L = 0:25and
( 256(x j 1=2)*(x + 1=2)* if x 2 [j 1=2;1=2];
Uo(x) = ,
0 otherwise.

Theexactsolutionof the problemis givenby

—u(xt) = Zuo((xi Xoi t)=L)+ Zuo((xi Xo+ t)=L);
(2.104) - L L
v(x;t) = Suo((Xi Xoi t)=L)i 3uUo((Xi Xo+ t)=L):
The computationatlomainfor the numericalresolutionof the equationss theintenal - = [j 0:5; 0:5].

We usetransparenboundaryconditionsto simulatethe unboundediomain.A spacestepof sizeh is
usedin - ¢ = [j 0:5;0]andof sizeh=2in - ; = [0; 0:5]. We recallthatbothschemeslsodependnthe
paramete® = ¢ t=h thatwe mustchoosen theinterval (0; 1) to ensurethe stability of the method.In
practice,it is interestingto choose® to be aslarge aspossibleto reducethe computationatosts.The
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J

(@) Schemd, ®= 1 (b) Schemd, ® = 0:99 (c) Schemd, ® = 0:95

(d) Schemdl, ®= 1 (e) Schemdl, ® = 0:99 (f) Schemdl, ® = 0:95

FiG. 2.4—Dependencen® of u". T ¥4 0:3. Zoomaroundx = 0

problemis thatall the error and stability estimatesyivenin section2.4 blow up when® tendsto 1. In

gures 2.4 and2.5 we can notice this phenomenoraswell. For ® = 1 both schemesyive us similar
results.A high frequeny wave appearsvhenthe wavescrossthe arti cial boundary(see gures 2.4(a)
and?2.4(d). Eventhough,the methodseemdo beL ? stable Taking® < 1 mostof oscillatoryparasitic
waves becomeevanescenandwe obtaina good solutionif we remove the behaior nearx = 0. The
penetratiordepthof the transmittedoarasiticwave increaseas® goesto the limit valuel. As we can
seein gures 2.4(c)and2.4(f), ® = 0:95is sufcient to obtaina goodresult. We canalsoseethatthe
amplitudeof theparasitiovave is higherfor theschemael thanfor schemé (see gure [2.5). In particular
schemdl doesnotcorvergein theL! norm(seeremark2.3.7).

In orderto measurehe error betweerthe exact solution (u; v) andthe numericalsolution(u"; v") we
considerthe discreteequivalentof thenorms:

LE (0:;TELXG) 5 L (0 ThLx ()
(2.105) , ,
LE (0;TELYG7); LE (0 TLLx (- 7);
(with - ? = - n[0;0:1], andp 2 N) thatwe will denoteby
kekq pT Kenky T, kehkz T kehkz T
Let usassumehatthe errorhasapproximatelytheform

(2.106) kenk V2 Cu;v)(1i ®)i kzhke:

Fixing a value of the paramete® and computingthe differentnormsat T = 0:5 (wherethe wave has
alreadycrossedhearti cial interface)for h = 0:005, 0:008, 0:0025and0:002we obtainthe valueof k;
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(a) Schemd, ® = 0:99 (b) Schemd, ® = 0:95

(c) Schemdl, ® = 0:99 (d) Schemdl, ® = 0:95

FiG. 2.5—Dependencen®of u" j u. T ¥ 0:3. Zoomaroundx = 0
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AnalyseFine dela Méthode dansle Cadre 1D

L¥([0.0.5],LY (W)

i SlopeYs 2 ]

Slopeval . -

—

10°

-
A

cuv) @ a)k:

SlopeYs i 0:60

TTmo- L

Slopevsj 0:03

% Scheme |
O Scheme Il

e - _

. . . .
10%° 10%° 107 10° 10"
h 1la

(a) Norm of theerror (b) Dependencenl ®

Fic.2.6—L* (0;T;LY(-)) normwith ®= 0:95

——@— T T T T

Slope¥s 0:5

R Slope¥s 1:5 7

10° = ' o 2 B
10 10 10 10 10
h la

SlopeYaj 0:87

g

L¥([0,0.5],L2(W)
cuv) (@ a)ke.

SlopeVaj 0:25

e - --e

(a) Norm of theerror (b) Dependencenl ®

Fic. 2.7—L1 (0;T;L?(-)) normwith ® = 0:95

for eachnorm. Theresultsfor ® = 0:95, usingthediscretel } ([0; T];L(-)) , L{ ([0; T];L2(-) ,and
LE ([0;T];LE (1)) normsareplottedin gures|2.6(a)[2.7(a)and2.8(a) respectiely. We canseethat
the slopesare coherentwith the estimatespredictedin section2.4 andsubsectior2.6.2 As we pointed
out in section2.6.2 the mostimportantpart of the erroris localizedat the interfaceaswe canseein
gure(2.9, wheretheL} ([0; T];L2(- 7)) andL{ ([0; T];LR(- ?)) errorshave beencomputed.

Thesamecomputationdiave beendonewith ® = 0:85, 0:9, 0:97 and0:99 andthesameordersof corver-
gencehave beenobtained(seetable2.1). This allows usto computethe dependencen ® of the method
whenthis parametegoesto 1. In gures|2.6(b) 2.7(b)and2.8(b) we representheresultsobtainedfor
theL{ ([0;T];LL() , Lt ([0;T];L2(-) ,andL{ ([0;T];LL (-)) normsthatarein correspondence
with the Fourieranalysig(thatgivessharpeestimatesandin consequencealsowith theorem2.4.1 We
have alsonoticedthatthe hypotheseslemandedh theoren2.4.1concerninghesmoothnessf theexact
solutionof (2.7) arein practicetoo strong.We have obsened the sameratesof corvergencefor initial
conditionsthatareG(R £ [0; T])?.
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Comparison betweentheory and numerics

2.6
B SR R Py - (=
Slope¥s 0
SlopeVsj 0:60
g me‘ E 4
B L
Slope¥s 1 SlopeY j 0:03
10%° 1oh‘° 107 107 . ot
(a) Norm of theerror (b) Dependencenl ®
FIG.2.8—L (0;T;L! (-)) normwith ® = 0:95
Slope¥s 1 ) S
Slope¥s 1
= / = Slope¥s 2
Slope¥s 2
10°° mh“ 10%* 10%° mh” 107"

(@L?! (0;T;L?%(- ")) normof theerror (b)L* (0;T;L* (- ) normof theerror

FiG. 2.9— Corvergenceof bothschemesvith ® = 0:95

kehkLl kaquZ kehkLl kehkLg kehkL%
Schemd 2 1.5 1 2 2
Schemsdl 1 0:5 n.c. 1 1

TAB. 2.1—- Obsenredordersof corvergence
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Chapitre 2 AnalyseFine dela Méthode dansle Cadre 1D

2.7 RappeldesReésultatspar Fourier

Danscettesectiononrappelld'analyseduschémd pardestechniquesie Fourierprésentédang 38, 46]
qui seragénéraliséelansla section3.5.2 On presentaussil'étude pourle schémadl. Il s'agitd'étudier
le comportemend'un certaintype de solutions,qu'on appelleradesondesplanes.

2.7.1 Le cascontinu

Pourunefréquence 2 R donnéeon considéredessolutionsdu systeme(7.14) sousla forme

(2.107) u(x;t) = Uéekxitn: vix;t) = Veke!:
Enintroduisant(2.107) dans(7.14) on obtient
0 10 1 0 1
! i k U 0
@ A@ A-@ A
ik ! \Y 0

Pouravoir unesolutiondifférentede la solutiontriviale, le déterminantie cettematricedoit s'annuler
c'estadire,k et! doiventsatishirela relationdedispersion

(2.108) 12 = k2%
Ainsi, onadeuxpossibilités:
— soitk(!' ) = ! avecU = V, cequi correspond uneondequi sepropageversia droite,
— soitk(!' ) = j ! avecU = j V, cequicorresponauneondequi sepropageversla gauche.

2.7.2 Le casdiscret sur le maillage grossier

Dansle casdiscret,et surle maillagegrossier étantdonnéquele schémanumériqueestinvariantpour
unpasdetemps¢ tc, pourunefréquenceé 2 R donnéonpose

2.109 u)2n = U dlkxgitt?). V2L =y gilkxgier i HE20H).
( ) ( c)21 ) ( 0)2] +1
Cetteexpressionestunesolutiondem si et seulemensi
2 in“'tttcﬂ 2 .“k(cxcﬂlo 1
%Q:tc ﬂl¢xc ﬂ§%§%§
. k¢ Xc 2 sin l ¢ tc
¢ XC 2 ¢ tc

Pouravoir unesolutiondifférentedela solutiontriviale, il fautquele déterminantela matricesoitnul,
c'estadire, il fautquek et! véri ent larelationdedispersiordiscréte

4 .u!¢tﬂ 4 .ukd:xﬂ
(2.110) q;—tgsm2 5 c = ¢—ngm2 5 €
Graceala périodicitédesfonctionstrigonométriquesqui interviennentansl'expression|l estclair
quelesfréquences , = ! + 2/“p avecp 2 Z nousdonnentes mémessolutionsque! (voir la gure
2.10. C'estpourceciqu'on peutrestrelndrenotreetudea
B 3
ot ' ¢te
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2.7 RappeldesRésultatspar Fourier

Fréquenceéquialentes
— Ondestvanescentes
l l - Ondespropagtives
P ¢21/;‘ II'
—g — I ; O I
¢ Ve @ e Y
Il ¢t | "¢ c ¢ tc

FiG. 2.10— Schémalesfréquencesurun maillageuniforme

qui sontlesfréquenceseprésentablgsarle maillagegrossierDe la mémefagonle vecteurd'ondek est
dé nie modulo &= 21/“ . Dansle cadrediscreton doit distinguerdeuxcasselonla valeurdela fréquence
- Desondespropagatives: Supposonsgue

- My T2
-® Lsin A 1;
2
c'estadire,
[ . YK . 2YK®
| 2 i I =+ _,I -
k2Z ¢21t/c ¢te
4
y - + —Z!
[l c c] ¢ te
oula fréquencecritique pourle maillagegrossier ¢ estdonnéepar
2
(2.111) e = — arcsi(®):
¢ tc
Alors, lessolutionsde (2.110 sontréelleset donnéegarl'expression
2 — prop | 1/4 . .
2 K= SKETeL()+ g p P22
(2.112) ) H i R
3 K KPP (1) = arcsin ® 'sin —=
c,% le Xc 2

avecU = 8V. Dansce cason auradesondespropagtives versla droite ou versla gauche
dépendantlu signechoisi.

— DesondestvanescentesDansl'autre casona
_ 1 ﬂ_
® “sin —— —> 1;

cequi estéquialenta

2Y.
6 1200+ —“z

Par conséquentessolutionsde (2.110 sontcomple<esetdonnée$>arl'expression
2Y4

% k = §K§&N,, + T p; p2Z;
Yy
(2.113) ke () = o )+|»¢xc(l ¢ tc);
: u Hyg T
(! Cte) = 2 j trce ¢t
)¢Xc - C ¢ XC 2 ’
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Chapitre 2 AnalyseFine dela Méthode dansle Cadre 1D

avecU = 8V. Lesondesassociéeaurontun comportemenéxponentiellementiécroissantians
la directionx > 0 oux < 0 selonle signequ'on considére.

Remarque 2.7.1 Etantdonnéqu'on s'intéressea dessolutionsbornéesgetyped'ondesn‘ont un
sengquedansle demi-espaceu ellessontdécoissantesSaprofondeurde pénétationestdonnée
par

lexc(! €te) = »px (! Gt ?

etsoncomportemenesthautemenbscillatoire étantdonnéquela partie réelledunombe d'onde
k est2v=¢ X.. Ellesjouerntunrdle importantlorsqu'onconsideele problémeavecdeuxmaillages
avecdespasdediscrétisationdifférents.

Ainsi, ondé nit le nombred'ondeassociéunefréquence 2 [i ¢&; #4-] par
8
< KPP (1) sijtjeotg
(2.114) kdey (1) = v e
8 k¢xc;¢tc(! ), silg- jlj- T
Ainsi, lesondesassociéeak’, , sont
— propagtivesversladroitesij! j - ! g,
— exponentiellemendécroissantedansla directionx > 0si! g < jlj- .
Sionconsidere.. , ona
— desondesqui sepropagentersla gauchesij! j - ! g,
— desondesexponentiellementlécroissantedansla directionx < 0si! < j!j - ¢1{“C.

Poureffectuerl'étude avecles deuxmaillages,l estutile dedé nir le vecteurd'ondesurR tout entier
par
2Y4 2,

(2.115) kSey (1) = o k3o (! i o)

Remarque 2.7.2 Notonsquele nombe d'ondeainsidé ni estunefonctioncomplexe continue(dansla
gur el2.11on peutvoir sapartie réelleennoir et sapartie imaginaire engris pour ® = 0:9). Sapartie
réelle etimaginaire admettenun développemertde Taylor classiqueautourde toutefréquencd dans
'ensemble 1 3,
Rn §!2+ 24, 12Z
et

Autour de cespointsspéciauxcettefonctionadmetdeuxdéveloppementdifférents(selonqu'on serap-
prochevers la droite ou vers la gaude) enutilisant despuissancesiemi-entiées.

2.7.3 Le casdiscret sur le maillage n

Surle maillage n, le schémanumériquen'est pasinvariantpourle pasdetempsn ¢ t;, maistoujours
pour le pasde tempsgrossiert t. (voir les équationsde couplage(3.41). Pourcetteraison,pour une
fréequenced donnéepn doit considéredesondesplanesdutype

H . 2n+ 1
(us )JZ“ = UP glkxji ). (Vs )jzzz% = yP Kt ?);
(2.116) ; 3
(us )12n+1 = U dlkxiten. (Vf).znt% =yl g™yl !t2n+z):
b J+§
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2.7 RappeldesRésultatspar Fourier

FiG. 2.11 — Partie réelle (en nair) et imaginaire(en gris) du nombred'onde kc ¢
fréquencegt® = 0:9

x. Ppour différentes

Onintroduitcesexpressionslang(3.53 pourétudieresrelationsquedoiventsatishirele nombred'onde
k etle vecteufUP;VvP:U';V'].Ona

0 ¢ty 3 ’ Loty 1

ez 2i®sin <X eiz 0 el 0,7

. ,
2i®sin k¢2Xf ol im7- 0 i € = vP 0

et et = ’

gl iz 0 i d—=- 2i®sin k¢2Xf u' 0

| 8 ’ | |

0 i ei¥ 2i®sin k¢2Xf el i- A v 0

Pouravoir unesolutionnon-triviale, il fautquele déterminantiela matricesoitnul, c'estadire,

0 = @ sin? k¢ x TR ¢ t; @ sin? k¢ xs : ol - ¢ t;
2 2 2 o32 ’ 13
. M 1 M, 1. M 1 | 2A ¢
=  ®sin? I(d:% PO 4 ®? sin? ke Xy i sin? @¢—2t°A5 :

Pourcontinuerl étude eten reprenantes calculsfaits surle maillagegrossiey on dé nit lesfonctions
f ¢ % M) commelesfonctlonskC¢ « (! ) enremplacantesindicesc parf (etdoncenparticulier¢ x
par¢ Xt et¢ te par¢ t; ). Alors, il y aquatrepossibilités

ko= Ky ()

[W;W;W; WJ;

[UP;VP;U"; V']
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[ ] [7 ]
v | — V T v
I(: 1 1 - C
I | 2 ' | 2 I '
I c c
LYy Ya .
I 2¢t 2¢ t == Ondespropagtives
i 2 | + %4
I ¢t T
— Ondesévanescentes
Y Yo
[ ¢

Fic. 2.12— Fréquencegéquialentessur- . qui sontdifférentessur- ¢

k = fi;¢xf(!);
[UP;vP;u'; v [W; i W;W;i WI

+ . 2%y,
k = f;¢xf(! I ¢tz)’

[UP;vPuh v [W;iW;i W;iiw]

j 2% ¢2n ; 21/4t2n+ ; 2% t2n+1 | 2% t2n+%
= [Weee ;WEest W et cWetdt 1;
_ - i . Y.
— k = f;¢xf(- | ¢tc)’
ZURVPULVIT = (W W Wi W]
- | 2% ¢2n [ 2% 420+ | 2% 2n+1 L2V t2n+%
= [W etic i Wetttc We¢tc Vi We“c .

Il suft d'introduire cesexpressionglans(2.116 pour serendrecompteque le fait d'avoir un pasde

tempsdeuxfois pluspetitsur- ; quesur- ¢ nousobligeaintroduireunenouelle fréquence j 2/“ sur
larégion ne pourpouwir exprimerla solution.Notonsquelesfréquences et! j ¢2t/“ sontequvalentes

surle maillagegrossiermaisdifférentessurle n. Cephénoménestexpliquédansla gure [2.12000n
représentdensemblede fréquenceR vu depuisle maillagegrossieret n. L'ensemblede fréquences

représentablesur- s (lI'intervalle [j ¢1f‘ ; ¢1{4 ]) estdeuxfois plusgrandquel'analoguesur-

Remarque 2.7.3 Onremagueque enparticulier, onala relation

o Gxe,s lex "
f¢Xf( ) - ¢ Xs c;¢ Xc ¢ X
Surle maillage n, I'ensembledefréquenceseprésentablesst
Y | Ya
: ¢ t; ' ¢ ts
etla fréquencecritique estdonnéepar
o] o 2
N A I arcsin(®):
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2.7 RappeldesRésultatspar Fourier

2.7.4 Le casdiscret sur lesdeux maillages

Une fois qu'on a déterminéla forme de la solution sur chaguemaillageon esten mesured'effectuer
I'étude par ondesplanesde notre méthodede raf nement de maillage spatio-temporelOn considére
notreprobléemecommeuneanalyseaderé exion-transmissionlansunmilieu bi-couchgle maillagegros-
sieretle maillage n). Ainsi, supposonsju'on envoie uneondeincidentedefréquence etd'amplitude
1 du cotégrossier(le casd'une ondeincidenteprovenantdu coté n estbasésurles mémesprincipes).
L'onde diffractéeseraune combinaisord'ondesré échieset transmisegparl'interfacex = 0. Gracea
I'étude qu'on vientdefaire dansles sectiongprécédentegn saitqu'on aura:

— uneonderé échie defréquence etd'amplitudeRg¢ x(! ),

— uneondetransmisalefréquence etd'amplitudeTe x(! ),

par

— uneondetransmisalefréquence ¢2—1/;‘ etd'amplitudeTg, (! ).

L'expressiordela solutionsur- . estalors

— (uc)%n - el(k;"‘.’xc(I )iji !tzn) + R¢x(| )el(k(IZ,GXc(' )X2ji !tzn); J . O,
(2.117) = |
_(Vc)%n:ll = ei(k;;c xc(! )X2j+1 i !t2n+1) i R¢x(! )ei(klc;tr xc(! )X2j 41 i !t2n+1); J <0
Ducoté n ona—
_ u 1
_ ik (D)X ! tn
= W) = Tex()e
— M 3 ||
— i k+_ « (| . 21/4)X_- 1 2Ya th .
(2.118) - TEN(ye TemT e e T,
. _ u 1
1
- 1 S (D AT I
SO E = Tex(t)e RN
— 2 u 3 ‘ 1
- ik I 2y g 1 24t 3
rprry e en CE g AT

Pourobtenircomplétementte xpressiorde notresolutionil nousrestea déterminer
2 le coefcient deré exion R¢ (! ),

2 |e coefcient detransmissior¢ x(! ),

2 etle coefcient detransmissiorparasiteT {5 (! ).

Etantdonnéqueliinterfacex = 0 estpurementrti cielle, lesvaleursderéférencgqu'on auraitobtenu
dansle cascontinu)sont

R = 0 T = 1 TPAT = O

Remarque 2.7.4 Supposonguela fréquence etle paramete ® nedépendenpasdu pasdediscréti-
sation.Alorsl'expression(2.111) nousindiquequel'onde incidenteetré échie seontpropagativespour
un ¢ t assepetit. Etantdonnéquela fréquencecritique sur- ¢ estplusgrandequesur- ¢, onendéduit
aussile mémenature pourl'onde transmisedefréquence . L'ondetransmisgarasiteseia évanescente
désque

o o, _ o, ) 2Ya_
| ¢—tc 62 [i Warcsm(@),WI:UCSI”(@)]Jr ¢t Z; )
2Y4

Z:

I 2 [ #% arccog@®); g5~ arccog®)] + T
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