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Intr oduction

Cettethèsesesituedansle contexteapplicatif desméthodesdecontrôle non-destructif qui consistent
à détecter, voire identi�er la présencedesdéfauts,typiquementune�ssure auseind'un matériausolide.
Cettedétectionsefait via l'émissionet la détectiond'ondesditesultrasonoresdansla pièceà tester: la
présencedu défaut semanifestealorspar sonin�uence sur la propagation desondesdansla pièce; la
méthodeestdite non-destructive. CettequestionintéresseparticulièrementEDF (ÉlectricitédeFrance)
envueducontrôledesréacteursnucléairespourlesquelsil estimportantdepouvoir détecterla présence
et l'évolutiond'une�ssure.Danscetobjectif, le recoursaucalculnumériqueparaîtincontournable.Sans
aller jusqu'auproblèmeinverse(la reconstructiond'une�ssure àpartirdesmesures),il estindispensable
depouvoir modéliseretdesimulerla propagationd'ondesdansunmilieu solideenprésencede�ssures.
C'estdanscecontextequele projet ONDESdel'INRIA et le départementSINETICS dela sectionde
RechercheetDéveloppementdeEDF collaborentdepuisplusieursannéespourla miseaupointdecodes
desimulationnumériqued'expériencesdecontrôlenon-destructifen régimetransitoire.De façonplus
précise,cettethèsesesituedansle prolongementdecelledeChrysoulaTsogka[80], qui avait développé
uneméthodeoriginaleadaptéeau problèmeconsistantà coupleruneméthoded'éléments�nis mixtes
particulièresur desmaillageréguliersavec uneméthodede domaines�ctifs pour la priseen compte
des�ssures.Plusrécemment,Gilles Scarella[77] a étenducetteméthodepour prendreen comptedes
conditionsdecontactunilatéralpourmodéliserla �ssure. La motivationparticulièredecetravail repose
surlestroisobservationssuivantes:

– dansdenombreuxcasde�gure, la �ssure ou,defaçonplusgénérale,lesdétailsgéométriquesdu
domainedepropagation,représententunepetitepartiedudomainedepropagationcomplet,

– la méthodedesdomaines�ctifs, bienquerobusteet relativementsimpleàutiliser, auneprécision
qui restelimitéesi l'on n'utilise pasdesmaillagessuf�samment�ns.

– enprésencededéfauts,la solutionrecherchéeprésentedessingularitésenboutde�ssure, singu-
laritésqu'uneméthodetrop frustenepermettrapasdeprendreencomptedefaçonsuf�samment
précise.

Cesobservationsconduisentàpenserqu'il estsouhaitablededisposerd'un outil desimulationpermettant
d'utiliser localementuneméthodedecalcultrèsprécisepourprendreencomptelesdétailsgéométriques
ou singularitésde la solutionqu'il faudraitcoupleravec desméthodesqui utilisent unediscrétisation
moins�ne maispermettantnéanmoinsdefournir uneprécisionsuf�sante surle restedudomainedecal-
cul. Il estalorsclair qu'unedesidéeslesplusnaturellesconsisteàutiliserdesméthodesderaf�nement
local demaillage. Danssathèse,ThierryFouquet[46], s'estattaquéàceproblèmedansle contextedes
équationsdeMaxwell, avecundoubleobjectif :

– êtrecapabledetraiterdesraccordsdemaillagesnonconformes,cequi estsouhaitableentoutétat
decauseet indispensabledansle casd'un maillagerégulier(voir la �gure 1),

– êtrecapabled'utiliser despasde tempslocauxadaptésaumaillagespatial(on prendrale pasde
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FIG. 1 – Raf�nement demaillagenon-conforme.Plafonddela cafétériadel'INRIA-Rocquencourt.

temps¢ t petit là où le pasd'espaceh estpetit) cequi s'imposenaturellementlorsqu'ons'inté-
resseàdeséquationsdenaturehyperbolique.

Lorsqu'onattaquecettequestiononpeutseheurteràdesquestionsdélicatesdestabilitécommecelapeut
êtrele casavecl'approcheclassiquebaséesurdestechniquesd'interpolation[27, 61, 59, 72, 66]. Dans
[46] T. Fouqueta développéunetechniqueoriginale de raf�nement spatio-temporel dite conserva-
tive dont la qualitépremièreestd'assurera priori la stabilitédu schémasansincidencesur la condition
CFL. La méthodesebasesurla conservationd'uneénergiediscrètequi estéquivalenteà la normeL 2 de
la solutiondiscrète.

La missionqui m'a étécon�ée comporteplusieursvolets:

– adapterles méthodesde raf�nement conservativesaux équationsde l'élastodynamiquelinéaire
(propagationdesondesdanslessolides),

– compléterl'analysedecesméthodes(questionsouvertesparla thèsedeT. Fouquet),
– lesétendreàdestauxderaf�nement (rationnels)quelconques,
– améliorerlesméthodesconservativesinitialesentermesdeprécision,
– êtreenmesuredecouplercetteméthodederaf�nement espacetempsà la méthodedesdomaines

�ctifs.

Tel esteffectivementle programmequej'ai menéàbienaulongdecetravail, qui m'a , enoutre,amenéà
réexplorer, tantdupointdevuethéoriquequepratique,la méthodedesdomaines�ctifs, laquellepeutse
révélerinopérantedanscertainscasenélastodynamiquesi on neprendpasgardeà choisirconvenable-
mentleséléments�nis mixtesutiliséspourla discrétisationvolumique.Toutceciexpliquequemathèse
comportequatrepartiesdistinctes,d'importanceinégale.

La premièrepartie, àmesyeuxla plusimportante,concernelesméthodesderaf�nement espacetemps
pourl'élastodynamique.Si cequi concernele raccorddesmaillagesenespaces'appuiesurlesidéesdes
méthodesd'élémentsjoints développéesdansun contexte différent(essentiellementpour lesproblèmes
elliptiques[23, 15, 81]), tout ce qui concernela discrétisationen tempsrelève de développementsori-
ginaux.Le chapitre1 traite de l'adaptationde la méthodede T. Fouquetdansle casd'un raf�nement
1 ¡ 2 (le maillageestdeuxfois plus�n dansla grille �ne quedansla grille grossière)auxéquationsde
l'élastodynamique.Au chapitre2, nousmenonsuneanalysed'erreurcomplèteet précisedela méthode
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qui con�rme etcomplètelesrésultatsobtenuspar[38]. Le chapitre3 constitueuneextensionduchapitre
1 aucasd'un tauxderaf�nement rationnelquelconque.Un despointsnouveauxestla description�ne
par l'analysede Fourier desphénomènesde ré�exion transmissiond'ondesà travers l'interfacegrille
�ne–grille grossière.C'estnotammentcetteanalysequi asuscitélestravauxduchapitre4 oùonpropose
unenouvelle méthodequi permetde passerd'une méthodeen O(h

3
2 ) a uneméthodeen O(h2). Cette

méthode,conçueinitialement,commeun post-traitementde la solutiondonnéepar la méthodeinitiale
peutêtrevuecommeunenouvelleméthodedecouplageentrela grille �ne – grille grossière.

La partie II concerneun nouvel aspectdesméthodesde raf�nement conservatif. Alors, queles algo-
rithmesdéveloppésdansla partieun s'appuientsurunevision “élémentsjoints” avecmultiplicateurde
Lagrangeducouplagespatial,nousproposonsuneméthodealternativesansmultiplicateurdeLagrange,
s'appuyantsuruneméthodedecouplagequenousappelonsduale–primale: la méthodenumériqueutili-
séedansla grille �ne estdualedecelleutiliséedansla grille grossière.Danscecas,onpeutla présenter
dansuncontexteabstraitassezgénéralqui dépassele casparticulierdel'élastodynamique(leséquations
deMaxwell, del'acoustiqueou le couplage�uide-solide serontmentionnées).On peutaussimenerune
analysedeconvergencecomplète,enparticulierparcequela méthodepermetdes'affranchirdela ques-
tion délicateliéeauchoixd'espacedumultiplicateurdeLagrangedansle casdela méthodedeséléments
joints.

La tr oisièmepartie estdédiéeà la méthodedesdomaines�ctifs. Aprèsen avoir rappeléles principes
générauxdansle chapitre7 nousdécrivons,dansle chapitre8 les problèmesrencontrésavec l'utilisa-
tion de l'élément �ni Qdiv

1 £ Q0 introduit par C. Tsogka.Au chapitre9, nousproposonsunesolution
qui consisteà enrichir l'espacede discrétisationpour le champde vitessev et introduirece quenous
appelonsl'élémentQdiv

1 £ Pdisc
1 . Aveccetélémentonpeutdémontrerla convergencedela méthodedes

domaines�ctifs, aumoinsdansle casde l'équationdesondesscalaires,et seconvaincrede la conver-
gencedansle casdel'élastodynamiqueatraversdessimulationsnumériques.Le chapitre10concernela
généralisationdel'élémentQdiv

1 £ Pdisc
1 à l'ordre supérieur.

La quatrième et dernière partie de la thèsecorrespondauxtravauxeffectuésaucoursdesquatreder-
niersmoisdela thèsesur le couplageentrela méthodedesdomaines�ctifs et lestechniquesderaf�ne-
mentdemaillagespatio-temporel.Cettepartie,està la fois la pluscourteet la moinsaboutiedu point
de vue mathématiquemaiselle a néanmoinsdébouchésur desdéveloppementdu logiciel conséquents
et desrésultatsnumériquestrèssatisfaisants.Au chapitre11 nousproposonsdeuxméthodesde cou-
plagedomaines�ctifs – raf�nement demaillageespacetempsqui diffèrentessentiellementauniveaude
la discrétisationen temps.Chacunedesdeuxméthodespossèdela propriétéd'être conservative et par
conséquentstable.Au chapitre12, nousprésentonsdifférentesexpériencesnumériquesobtenuesavec
unedescesdeuxméthodes(la seuleàavoir étéimplementéeacejour).

Terminonscetteintroductionen situant nostravaux parrapportauxdéveloppementsrécentsde la lit-
tératur e sur dessujetssimilaires,essentiellementsur les questionsde raf�nement de maillageen hy-
perboliquelinéaire.Il estclair quenostravaux sur le raf�nement de maillageen espaceont béné�cié
desprogrèsrécentsde la méthodedesélémentsjoints. Notamment,a�n d'effectuerla discrétisationen
tempsdenotreproblèmeavecun pasdetempslocal il estintéressantd'interpréterla méthode“mortar”
en imposantla continuitéà l'interfaceà l'aide d'un multiplicateurdeLagrange[15, 81]. Parallèlement
à notretravail, on peutciter plusieurscontributionsrécentesqui relèventplusou moinsdirectementde
la problématiquequenousabordonsdansla thèse.Ainsi, les travauxdeM. Gander, F. Natafet L. Hal-
pern[47] sur lesméthodesdedécompositiondedomaineespace-tempspour la résolutiondel'équation
desondes,peuvent êtreexploitéespour faire du raf�nement de maillagespatio-temporel.Un avantage
de cetteméthoderésidedansle fait de permettredespasde discrétisationtotalementdifférentsd'un
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domaineà l'autre (pasforcémentdesrapportsrationnelsentreles différentspasde discrétisationdes
sous-domaines).Cependant,la mise en oeuvredansce casgénéralpeut être relativementcomplexe.
Dansle casoùlesmaillagesentempssontrégulierset le rapportentrelespasdediscrétisationtemporels
surla grille �ne et la grille grossièreestunrationnel,ellemèneaunalgorithmetrèssimilaire(notamment
en termesdecomplexité) à celui qu'on développedanscedocument.Cependant,l'analysedestabilité
et de convergenceresteincomplèteet, à notreconnaissance,il n'y a pasencored'implémentationde
la méthodepourdesdimensionssupérieuresà un. Trèsrécemment,V. Moloney et al. [85] ont présenté
uneméthodederaf�nement demaillagespatio-temporelqui sebasesurdestechniquesd'interpolation
pluscomplexesquecellesprésentéesdans[46]. Danscetravail, lesauteursdéveloppentuneanalysede
ré�exion-transmission2D à l'aide desondesplaneslorsquele tauxderaf�nement estégal àdeuxqui est
similaireàcellequi avait étéintroduitedans[38] dansle cadre1D etqu'onagénéraliséeaucasd'un taux
deraf�nement rationnelquelconquedanscedocument.Mêmesi d'aprèslesexpériencesnumériquesla
méthodesembleêtrestable,l'analysedestabilité(qui revientà regardersi le coef�cient deré�exion ob-
tenuparl'étudedeFourieraunmodulepluspetitqueunpourtouteslesfréquences)n'estpastotalement
convaincante.Dansle but de faire du raf�nement de maillagespatio-temporelavec unediscrétisation
du typeGalerkindiscontinu,S. Pipernoa récemmentproposédansle cadre1D denouvellesméthodes
deraf�nement demaillagespatio-temporelconservatives[71] (ausensoù ellesconserventuneénergie
discrète).La différencefondamentaleparrapportauxméthodesprésentéesdanscedocumentrésidedans
le caractèretotalementexplicite du schémanumérique(on signaleici quenosméthodesont besoinde
résoudreunsystèmelinéairedepetitetaille surl'interfacedecouplageàchaqueitération).Cependant,le
fait d'avoir deséquationsdecouplagequi nesemblentpasconsistantespourtouslespasdetemps(mais
seulement“en moyenne”)fait quela généralisationà desdimensionssupérieuresn'estpasévidente.En
outre,l'analysedeconvergencereste,à notreconnaissance,incomplète.En suivantuneidéesimilaireà
celleutiliséedansla constructiondeméthodesconservatives,on peutaussis'intéresserà desméthodes
dissipativesoù l'énergie discrètedela solution,qui estéquivalenteà la normeL 2 dela solutionsousla
conditionCFL, diminue.On fait référenceà destravauxdeB. Desprésdansla constructiondeschémas
aveccettepropriétépourdesproblèmeshyperboliqueslinéaires(voir parexemplel'annexeD dela thèse
deT. Fouquet[46] pourunschémadecetype).Finalementnousmentionnonslesnombreuxtravauxqui
ont étéconsacrésà destechniquesderaf�nement demaillageadaptatifdansla littératuredessystèmes
hyperboliqueset lois deconservationcommeparexempleceuxdeM. Bergeret al. [18, 19, 22, 21] ou,
plus récemment,les travaux de M. Postelet al. Une desperspectivesà long termeseraitd'étendreles
techniquesprésentéesdanscettethèseàcetyped'applications.
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Chapitr e1

Un Raf�nement deMaillage
Espace–Temps(1; 2) Stablepour
l'Élastodynamique
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Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

D ansce travail on s'intéresseà la résolutiondeséquationsde l'élastodynamiquelinéairedans
desdomaines,souventdegrandetaille parrapportà la longueurd'onde,etavecunegéométrie
complexe,notammentenprésencede�ssures.Étantdonnéquedanscetypedeproblèmesnon

seulementla précisionde la méthodeestimportante,maisaussila rapiditédu calcul,on a fait le choix
d'utiliser desschémasexplicitesentemps.La stabilitéestalorsreliéeàuneconditiondu typeCFL :

(1.1) ® :=
¢ t
¢ x

· Ccf l ;

où Ccf l estuneconstanteet le couple(¢ t; ¢ x) estle pasdetempset le pasd'espacerespectivement.Il
estclair que,entermesdetempsdecalculet pourun ¢ x �xé, il estconvenabledechoisir le ¢ t le plus
grandpossible.Uneanalysededispersionnousmontreque,pourunelargefamille deschémas(comme
celui qu'on utilisera),cechoixestaussioptimalentermesdeprécision.

Danscertainesrégions,si onveutprendreencomptelesdétailsgéométriquesoucapturerunesingularité
de la solution,il esttentantd'utiliser destechniquesderaf�nement demaillagelocal. Il estclair quesi
onconsidèreununiquepasdetempssurtout le domainedecalcul,il serarestreintparla condition(1.1)
surla pluspetitemailleenespace.Ceciimpliquealorsuncoûtdecalculadditionnelimportant.Enoutre,
la méthodeseraassezdispersive surla grille grossièrequi est,dansla pratique,la régionla plusgrande.
Pourévitercesdeuxinconvénients,onproposed'utiliser uneméthodeavecunpasdetempslocalsurles
régionsraf�nées enespacea�n d'avoir le mêmerapportentrele pasdetempset le pasd'espacepartout.
Ceciposedenouvellesdif�cultés du point devuenumériqueet pratiquequi sont,engénéral,plusdéli-
catesquecellesqu'on peuttrouverdansle casd'un raf�nement demaillageseulementenespace.

Lespremièressolutions,qui ontétésuggéréesdansla littératuredel'électromagnétisme,sebasentprin-
cipalementsurdestechniquesd'interpolation(enespaceet/ouentemps)encherchantla consistancedu
schémasurl'interfacegrille grossière-grille�ne (voir [61, 59, 72, 27]). Malheureusement,cesméthodes
peuvent se révélerinstablessouscertainscon�gurations[37, 46] et leur analyse,baséesur la théorie
GKS [60, 55], estassezcomplexe. Uneautretechniquequi a étédéveloppéedans[47] utilise les idées
dela décompositiondedomaine.Cependant,l'analysedestabilitéet convergenceresteàcompléter.

À cestade,rappelonsquecetravail s'inscrit dansle cadred'un contratavecÉlectricitéDeFrance(EDF)
qui s'intéresseaucontrôlenondestructif.Il s'agit enparticulierd'inclure un modulederaf�nement de
maillagespatio-temporeldansATHENA2D, codede simulationde la propagation d'ondesélastiques
dansdesmilieux complexesélastiques(anisotropes,hétérogèneset pouvant contenirdes�ssures).La
discrétisationen espaceutiliséesebasesur la méthodedeséléments�nis sousuneformulationmixte
vitesse-contraintesdu systèmeélastodynamique[80, 14]. Pour l'approximationtemporelleun schéma
du type saute-moutond'ordre deuxa étéutilisé. Étantdonnéqu'il seraimportantde gardertoutesces
caractéristiques,ceci justi�e (et impose)de nombreuxchoix qu'on fera au long du documentsur les
formulations,espacesd'approximation,schémaentemps,etc,...

Récemment,un autretypedeméthodesqui permettentd'utiliser despasdetempslocauxont étéintro-
duitesdans[36, 37, 46]. Cesméthodes,qu'on appelleraconservatives,ont étédéveloppéespourl'équa-
tion desondes1D et ensuitegénéralisésauxéquationsdeMaxwell [46, 39]. Au contrairedesméthodes
d'interpolation,elles cherchentd'abord la stabilité via la conservation d'une énergie discrètequi est
équivalenteà la normeL 2 de la solutiondiscrètesousla condition(1.1). C'est pour ceci qu'on a dé-
cidé d'adaptercetteméthodeaux équationsde l'élastodynamique.A�n d'introduire la notationet les
principesfondamentauxdecetteméthode,on traitedansun premiertempsle casoù le maillageutilisé
sur la grille �ne estdeuxfois plus �n quecelui utilisé sur la grille grossière(raf�nement de maillage
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1.1 LesÉquationsde l'Élastodynamique

spatio-temporel(1 ¡ 2)).

Dansles sections1.1 et 1.2 on présenteles équationsà résoudrequel'on réécritcommeun problème
de transmissionentredeuxsous-domaines: la régionraf�née et la régionnonraf�née. Alors, lesdeux
équationsde raccordserontimposéesdifféremment: unedesdeuxseratraitéede façonfaible grâceà
l'introduction d'un multiplicateurdeLagrangetandisquel'autre d'une façonforte. Dansla section1.3
on présentela discrétisationenespaceavecuneapprocheéléments�nis denotreproblèmeenspéci�ant
lesespacesdediscrétisationutilisésparATHENA2D sur les inconnuesvolumiques.La section1.6 est
dédiéeà la discrétisationtemporelledeséquationsa�n d'obtenirunschémastable.Danslessections1.7
et 1.8on montrela stabilitéet on discutele caractèrebienposédu problèmetotalementdiscrétisé.Dans
la section1.9.1, on montredesrésultatsnumériquesqui nouspermettentde choisir parmi les espaces
d'approximationpour la nouvelle inconnue,le multiplicateurde Lagrange,qui fournissela meilleure
précision.Finalement,dansla section1.9.2on montredesexpériencesnumériquesplusréalistesoù on
effectueplusieursraf�nementsdemaillagerécursifs.Cecinouspermetdecomparerentermesdepréci-
sionet coûtdecalculnotreméthodeavecuneméthodesimilairequi sesertd'un pasdetempsglobal.

Unepartiedesrésultatsdecechapitreadonnéelieu à la publication[8].

1.1 LesÉquationsde l'Élastodynamique

On considèrela formulationenvitesse–contraintesdeséquationsde l'élastodynamiquedansun ouvert
borné ½ R2

(1.2)

8
>><

>>:

½
@v
@t

¡ div ¾ = f ; dans ,

@¾

@t
¡ C "(v) = 0; dans ;

où il fautajouterdesconditionsinitialeset auxlimites.Lesinconnuesdenotreproblèmesontle champ
de vitessev et le tenseurde contraintes¾tandisqueles donnéessont½, la densitédu matériel,f les
forcesexternesetC, le tenseurd'ordrequatre,appelétenseurd'élasticité.Nousrappelonsquele tenseur
dedéformationsestdé�ni par

" (u) =
1
2

¡
r u + (r u)t ¢:

De cettefaçon,la premièreéquationsde(1.2) estl'équationdu mouvementdu corps et la deuxième
estla loi decomportementqui relie lestenseurdecontraintesetdedéformationsparla loi deHooke.On
supposequela densitévéri�e

0 < ½¡ · ½(x) · ½+ < + 1 ;

etquele tenseurd'élasticitésatisfait lespropriétéshabituellesdesymétrieetpositivité, c'estàdire,

C ij kl (x) = C kl ij (x) = C j ik l (x);

0 < · j~¾j2 · C(x)~¾: ~¾· º j~¾j2 pourtout tenseursymétrique~¾;

où

(¾; ~¾) :=
2X

i;j =1

¾i;j ~¾i;j et j¾j2 := (¾; ¾):

Par conséquent,le tenseurC, considérécommeuneapplicationde l'ensembledetenseurssymétriques
d'ordredeuxdanslui mêmeestinversible.OnnoteA cetinverse.
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Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

nf¡

 f c

(a)Maillagestructuré (b) Maillagenon-structuré

¡ ¡
 f

 c  c

FIG. 1.1– Deuxpossiblescon�gurationsderaf�nement demaillagenon-conforme.

1.2 Un ProblèmedeTransmission.Formulation Variationnelle

Pourfaireunraf�nement demaillage,ondécoupenotredomainedecalculendeuxsous-domaines c et
 f telsque

(1.3)  =  c [  f ;  c \  f = ? :

On appelle¡ la frontièrecommune.On utiliserasur f un maillagedeuxfois plus�n quecelui de c.
La méthodeconsisteà considérer(1.2) commeun problèmedetransmission.Pourchaquefonctiong de
la variablespatialeon dénotepargc (resp.gf ) sarestrictionà  c (resp. f ). En utilisantcettenotation,
onadonclesdeuxsystèmessuivants

(1.4)

8
>><

>>:

½l
@vl

@t
¡ div ¾

l
= f

l
dans l ,

A l
@¾

l

@t
¡ "(vl ) = 0 dans l ,

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

; l 2 f f ; cg

couplésparlesconditionsdetransmission

(1.5) ¾
c

nc = ¡ ¾
f

nf sur¡ , (1.6) vc = vf sur¡ ,

oùnl ; l 2 f f ; cg estle vecteurnormalunitaireextérieurà  l ; l 2 f f ; cg (voir la �gure 1.1).

L'étapesuivanteest la constructiond'une formulationvariationnellemixte du problèmecouplé(1.4)–
(1.5). On peut obtenir deux formulationsselonle termequ'on intègrepar parties: < "(v l ); ~¾

l
> ou

< div ¾
l
; ~vl > . Étantdonnéqu'on est intéresséà utiliser les éléments�nis introduitsdans[14], on a

fait le premierchoix qui amèneà introduire le cadrefonctionnelsuivant danschaquesous-domaine
 l ; l 2 f c; f g :

(1.7)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

M ( l ) =
¡
L 2( l )

¢2 ;

X ( l ) = H (div;  l );

X ( l ) = X ( l ) £ X ( l );

X sym ( l ) =
n

~¾
l

2 X ( l ) = ~¾
l
symétrique

o
:
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1.2 Un ProblèmedeTransmission.Formulation Variationnelle

Pourpouvoir donnerun sensà la conditionde transmission(1.6) on introduit deuxmultiplicateursde
Lagrangej

l
´ vl j¡ ; l 2 f c; f g, dansl'espace

(1.8) J (¡) =
³

H
1
2 (¡)

´ 2
;

qui sontdesnouvellesinconnueset peuvents'interprétercommela tracedu champdevitessessur l'in-
terface¡ . Ainsi ona la formulation

(1.9)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Trouver¾
l

2 C1
¡
[0; T]; L 2( l )

¢
\ C0

¡
[0; T]; X sym ( l )

¢

(vl ; j
l
) 2 C1 ([0; T]; M ( l )) £ C0 ([0; T]; J (¡)) telsque

8
>><

>>:

d
dt

Z

 l

½l vl ¢~vl dx ¡
Z

 l

div ¾
l
¢~vl dx =

Z

 l

f
l
¢~vl dx;

d
dt

Z

 l

A l ¾
l

: ~¾
l

dx +
Z

 l

div ~¾
l
¢vl dx ¡

Z

¡
~¾

l
nl ¢j

l
d° = 0;

pourtout (~¾
l
; ~vl ) 2 X sym ( l ) £ M ( l ); l 2 f c; f g. Lesconditionsdetransmissions'écrivent

(1.10)

8
><

>:

Z

¡
¾

c
nc ¢~j d° = ¡

Z

¡
¾

f
nf ¢~j d° ; 8 ~j 2 J (¡) ;

j
c

= j
f
:

Onsignalequelesdeuxconditionsderaccordonététraitéesdifféremment.Eneffet, la condition(1.5) qui
portesurla continuitédela contraintenormaleà étépriseencomptedefaçonfaibletandisla continuité
duchampdevitesse(1.6) estimposéfortement.La procédurequ'on utilise ici estsimilaireà la méthode
desélémentsjointsoùon introduitaussiunmultiplicateurdeLagrangepourimposerla continuitéd'une
destracesdela solution[15]. Le fait d'avoir introduit deuxmultiplicateursdeLagrangej c et j f , même
s'il peutsemblerici arti�ciel (on pourrait introduireun seul j ), serajusti�é au momentd'effectuerla
discrétisationentemps.

Remarque1.2.1 Entouterigueur, il faut interpréterlesintégralessur l'interface ¡ commedesproduits
dedualitéentreJ (¡) et sondual.

Remarque1.2.2 Sionprend(~¾
l
; ~vl ) = (¾

l
; vl ); l 2 f c; f g dans(1.9), onvoit quel'énergie

(1.11) E(t) =
1
2

X

l2f c;f g

½Z

 l

A l ¾
l

: ¾
l

dx +
Z

 l

½l jvl j
2 dx

¾

véri�e la relationsuivante

d
dt

E(t) =
Z

¡

³
¾

c
nc ¢vc + ¾

f
nf ¢vf

´
d°

| {z }
=0

+
2X

l2f c;f g

Z

 l

f
l
¢vl dx:

Enparticulier, l'énergieseconserveenabsencedeforcesexternes.

Remarque1.2.3 Onaurait pu faire l'intégrationpar partiesdansle terme< div ¾
l
; ~vl > . Danscecas,

le cadre fonctionneladéquatserait

X sym ( l ) =
n

~¾
l

2
¡
L 2( l )

¢2£ 2 =~¾
l
symétrique

o
;

M ( l ) =
¡
H 1( l )

¢2 ;

¯
¯
¯
¯
¯
; l 2 f c; f g

7



Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

Cettefois, il faudrait introduire lesmultiplicateursdeLagrange j
l
; l 2 f c; f g dansl'espace

J (¡) =
³

H ¡ 1
2 (¡)

´ 2
; l 2 f c; f g;

etqui peuvents'interprétercommela tracenormaledutenseurdecontraintessurl'interface¡ (cf. [ 45]).
On obtiendrait alors uneméthodedualedecellequenousallonsétudierdanscetravail et qui n'estpas
compatibleavecl'élément�ni mixtequ'on veututiliser.

1.3 DiscrétisationenEspace

1.3.1 Présentationgénérale

Pourla discrétisationen espacedu problème(1.9)–(1.10) on sedonneun maillageThc ( c) de pashc

du sous-domaine c et un autreThf ( f ), typiquementdeuxfois plus �n (hf = hc=2), pour  f . Dans
la �gure 1.1 on peutvoir deuxpossiblescon�gurations.Ainsi, danscelle qui està gaucheon sesert
de maillagesstructurésà basede rectangles,danscelle qui est à droite on utilise desdonnéesnon-
structurées.
Ceci nouspermetde construiredesespacesde dimension�nie M h l

( l ) ½ M ( l ) et X sym
h l

( l ) ½
X sym ( l ); l 2 f c; f g aveclespropriétésd'approximationhabituelles

lim
h> 0

inf
~vh

l 2 M h l
( l )

°
°
° vl ¡ ~vh

l

°
°
°

M ( l )
= 0; 8vl 2 M ( l );

lim
h> 0

inf
~¾h

l
2 X sy m

h l
( l )

°
°
° ¾

l
¡ ~¾h

l

°
°
°

X ( l )
= 0; 8¾

l
2 X sym ( l ):

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

; l 2 f c; f g

PourapprocherlesmultiplicateursdeLagrangeon effectueun maillage¥ H (¡) depasH del'interface
¡ . Ainsi, on introduitunespaced'approximationJ H (¡) ½ (L 2(¡)) 2 qui estcenséàapprocherl'espace
fonctionnelJ (¡) . Dansle casoùon suit uneapprocheconforme(approximationintérieur),c'està dire,
lorsque

J H (¡) ½ J (¡) ;(1.12)

onsupposeraque

lim
h> 0

inf
~j

H
l

2J H (¡)

°
°
° j

l
¡ ~j

H
l

°
°
°

J H (¡)
= 0; 8j

l
2 J H (¡) :

Dorénavant le symboleintégralavec un cerclesigni�era quel'intégrale en courspeutêtrecalculéeen
utilisantdel'intégrationnumérique(techniquesdecondensationdemasse)ou defaçonexacte.On spé-
ci�era quel type d'intégrationon utilise lorsquece seranécessaire.La formulation approchées'écrit

(1.13)¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Trouver (¾h
l
; vh

l ; j H
l

) 2 C1
³

[0; T]; X sym
h l

( l ) £ M h l
( l ) £ J H (¡)

´
telsque

8
>><

>>:

d
dt

I

 l

½l vh
l ¢~vh

l dx ¡
Z

 l

div ¾h
l

¢~vh
l dx =

Z

 l

f
l
¢~vh

l dx;

d
dt

I

 l

A l ¾h
l

: ~¾h
l

dx +
Z

 l

div ~¾h
l

¢vh
l dx ¡

Z

¡
~¾h

l
nl ¢j H

l
d° = 0;
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1.3 DiscrétisationenEspace

pourtout(~¾h
l
; ~vh

l ) 2 X sym
h l

( l )£ M h l
( l ); l 2 f c; f g. Cesdeuxsystèmessontcouplésparleséquations

(1.14)

8
><

>:

Z

¡
¾h

c
nc ¢~j

H
d° = ¡

Z

¡
¾h

f
nf ¢~j

H
d° ; 8 ~j

H
2 J H (¡) ;

j H
c

= j H
f

:

Remarque1.3.1 Étantdonnéquedansla pratique

¾h
l

2 X
h l

( l ) =) ¾h
l

nl j¡
2 (L 2(¡)) 2;

etqu'onsupposequeJ (¡) ½ (L 2(¡)) 2, lesintégralessurl'interface¡ dansla formulationvariationelle
approchée(1.13)–(1.14) ontunsens.

Onassocieàchaqueespacedediscrétisationdedimension�nie unebase(composéeparlesfonctionsde
base)qu'on dénoterapar

(1.15)
B

³
X

h l
( l )

´
=

n
¾h;j

l

oN¾;l

j =1
; B

¡
M h l

( l )
¢

=
n

vh;j
l

oN v ;l

j =1
;

B
¡
J H (¡)

¢
=

n
j H ;j

l

oN j

j =1
;

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

; l 2 f c; f g;

où N¾;l = dim X
h l

( l ), Nv;l = dim M h l
( l ) et N j = dim J H (¡) . À l'aide de cesfonctionson

construitlesmatrices

(M ¾;l ) i;j =
I

 l

A l ¾h;i
l

: ¾h;j
l

dx; 1 · i; j · N¾;l ;

(M v;l ) i;j =
I

 l

½l vh;i
l ¢vh;j

l dx; 1 · i; j · Nv;l ;

(D l ) i;j =
Z

 l

div ¾h;j
l

¢vh;i
l dx; 1 · i · Nv;l ; 1 · j · N¾;l ;

(Cl ) i;j =
Z

¡
¾h;j

l
nl ¢j H ;i

l
d° ; 1 · i · N j ; 1 · j · N¾;l :

Alors, le problème(1.13)–(1.14) estéquivalentàuneformulationmatricielle

(1.16)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Trouver (§ l ; Vl ; J l ) 2 C1
³

[0; T]; RN¾;l £ RN v ;l £ RN j
´

véri�ant
8
>><

>>:

M v;l
d
dt

Vl ¡ D l § l = Fl ;

M ¾;l
d
dt

§ l + D ¤
l Vl ¡ C¤

l J l = 0;

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

; l 2 f c; f g;

où lesconditionsdetransmissionsont

(1.17)

¯
¯
¯
¯
¯

Cc § c = ¡ Cf § f ;

Jc = Jf :

Maintenantles inconnuessontdesvecteursdanslesquelson a regroupéles coordonnésde la solution
discrèteduproblème(1.13)–(1.14) danslesbases(1.15).
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Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

Remarque1.3.2 Lesmatricesqui interviennentdanscetteformulationmatriciellepeuvents'interpré-
ter commedesles équivalentsdiscretsdesopérateurs du problèmecontinu.Ainsi, les matricesD l et
D ¤

l s'interprètentcommel'opérateur div(¢) et " (¢) respectivement.LesmatricesCl calculentla trace
normaledu tenseurde contraintesde chacundescotésde l'interface. Leurs transposées,les matrices
C¤

l , sontchargésd'ajouter la contribution du multiplicateurdeLagrange au tenseurdecontraintes.Fi-
nalement,ona lesmatricesdemasseM ¾;l etM v;l associéesauxtermesdemassedusystème. Ellessont
symétriquesetdé�niespositives.

1.3.2 Un Choix Particulier d'Espaced'A pproximation pour les InconnuesVolumiques
dansle CasdesMaillagesRéguliers

Une fois que la méthodea été introduite dansle cadregénéralon considèrele casparticulier qu'on
traiteradansla pratiqueet qu'on appellerale problème modèle. Pour l'approximationdu champde
vitesseet le tenseurde contrainteson utilise l'élément �ni mixte Qdiv

1 £ Q0 introduit et analysédans
[14]. Onrappellequ'il s'agit del'espaced'approximationutiliséparle codeATHENA2D. Il estbasésur
l'utilisation d'un maillageréguliercomposéde rectanglesde chaquesous-domaine.On seplacealors
sousunecon�gurationcommecelledela �gure 1.1.(a).Cetélément�ni a étéspécialementconçupour
être compatibleavec destechniquesde condensationde masse.Ceci veut dire qu'on peut remplacer
les matricesde masseM v;l et M ¾;l par desmatricesqui sontrespectivementdiagonaleset diagonales
par blocsen utilisant de l'intégration numériquesansdégraderl'ordre de convergencede la méthode
[80, 14]. La secondepropriétéprincipaledel'élémentestla priseencomptedela symétriedutenseurde
contraintesausensfort.

Ainsi, les espacesd'approximationsontdé�nis par (voir [80, 14] ou le chapitre8 pour avoir plus de
détails)

(1.18)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

X
h l

( l ) = X h l
( l ) £ X h l

( l ); X sym
h l

( l ) = X
h l

( l ) \ X sym ( l );

M h l
( l ) = M 0

h l
( l ) £ M 0

h l
( l );

où

(1.19)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

X h l
( l ) =

n
~vh

l 2 X ( l ) = 8 K 2 Th l ( l ); ~vh
l jK 2 Q1(K ) £ Q1(K )

o
;

M 0
h l

( l ) =
n

~ph
l 2 M ( l ) = 8 K 2 Th l ( l ); ~ph

l jK 2 Q0(K )
o

:

Remarque1.3.3 Danscertainscasqui serontspéci�ésplustard il sera intéressantdemodi�er l'espace
d'approximationduchampdevitesseenprenant

(1.20)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

M h l
( l ) = M 1

h l
( l ) £ M 1

h l
( l );

M 1
h l

( l ) =
n

~ph
l 2 M ( l ) = 8 K 2 Th l ( l ); ~ph

l jK 2 P1(K )
o

:

L'élément�ni mixteassocié,qu'on appellera Qdiv
1 £ Pdisc

1 , sera présentéet analysédansle chapitre 9.
Étantdonnéqu'il s'agit desfonctionsqui sontdiscontinuesd'un élémentà l'autre, la matricedemasse
M v;l sera aussidiagonalepar blocs(mêmediagonalesi les fonctionsde basesontbien choisies).On
signaleaussique la techniqueutiliséepour effectuerle couplage entre les deuxsous-domainesnous
permetd'utiliser deséléments�nis différentssurchaquerégion.
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1.4 CaractèreBien Posédu ProblèmeSemi-Discret

1.3.3 Sur le Choix d'Espaced'A pproximation pour le Multiplicateur deLagrange

Il nenousresteplusqu'à déterminerl'espaced'approximationJ H (¡) qui interviendradansle couplage
deséquationssur c et  f . Le choix decetespace,qui auraunein�uence importantedansle caractère
bienposéet la convergencedu problèmesemi-discrétisé,seradiscutéle long dessections1.4.2et 1.5.2.
Les résultatsnumériquesde la section1.9.1 nousaideronsà sélectionnerun espacede discrétisation
J H (¡) parmitousleschoixproposés.

1.4 CaractèreBien Posédu ProblèmeSemi-Discret

1.4.1 UneCondition Suf�sante

Danscettesectionondiscutele caractèrebienposéduproblèmealgébro-différentiel(1.16)–(1.17). Il est
clair quesi on estcapabled'exprimer le multiplicateurde Lagrangecommun(qu'on appelleraJ dans
cettesection)enfonctiondesautresinconnues,alorsle problèmesemi-discrétiséserabienposégrâceà
la théorieclassiquedesODE.Si on multiplie la deuxièmeéquationde(1.16) parla matriceCl (M ¾;l )¡ 1

eton fait la sommedansl'indice l 2 f c; f g onobtientque
£
Cc(M ¾;c)¡ 1C¤

c + Cf (M ¾;f )¡ 1C¤
f

¤

| {z }
fM

J = Cc(M ¾;c)¡ 1D ¤
cVc + Cf (M ¾;f )¡ 1D ¤

f Vf

où on a utilisé la premièreéquationderaccordde (1.17). Alors, si la matrice fM estinversible,le pro-
blèmesemi-discrétiséserabien posé.La propositionsuivantecaractérisele caractèreinversiblede la
matrice fM .

Proposition1.4.1(Caractèrebien posédu problèmesemi-discret) La matrice fM estinversiblesi et
seulementsi

(1.21) Ker fM = Ker C¤
c \ Ker C¤

f :

Alors, il suf�t quel'une dedeuxmatricesC¤
c ou C¤

f soit injectivepour quele problèmesemi-discrétisé
soit bienposé.

Preuve: Onrappelleque

fM = fM c + fM f

avec
fM l = Cl (M ¾;l )¡ 1C¤

l ; l 2 f c; f g;

qui sontdesmatricessymétriquesetpositives.Il estalorsclair que

Ker fM = Ker fM c \ Ker fM f = KerC¤
c \ KerC¤

f :

Pourassurerle caractèredé�ni positif de la matrice fM , il suf�t quel'une desdeuxmatricesC¤
c ou C¤

f
soit injective. 2

Par conséquent,on vient de prouver que le caractèrebien posédu problèmetotalementdiscrétiséest
fortementlié auxpropriétésdesmatricesC¤

l ; l 2 f c; f g, c'est à dire,à desconditionsdecompatibilité
entreles espacesX sym

h l
( l ); l 2 f c; f g et l'espaceJ (¡) . Dansla sectionsuivanteon discuterades

différentschoixpossiblespourl'espacedumultiplicateurdeLagrange.

11



Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

1.4.2 Sur le Choix de l'EspaceJ H (¡)

1.4.2.1 Un RésultatGénéral

Enutilisant(1.21), onsaitquel'in versibilitédela matrice fM estéquivalenteà

KerC¤
c \ KerC¤

f = f 0g;

ouencore
8 J tel que C¤

c J = 0 et C¤
f J = 0 =) J = 0:

Onpeutréécrirecettepropriétéenutilisantdesexpressionsintégralesenobtenant

8 j H 2 J (¡) ;

2

6
6
6
4

Z

¡
¾h

c
nc ¢j H d° = 0; 8¾h

c
2 X sym

hc
( c)

Z

¡
¾h

f
nf ¢j H d° = 0; 8¾h

f
2 X sym

hf
( f )

3

7
7
7
5

=) j H = 0:

On voit alorsque,pour garantir le caractèrebien posédu problèmetotalementdiscrétisé,il suf�t que
l'espaceJ H (¡) satisfasseunepropriétédecompatibilité(conditiondetypeinf-sup)aveclesespacesde
tracesnormalesdeX sym

h l
( l ); l 2 f c; f g surl'interface¡ , i.e.,

Tr ¡
³

X sym
h l

( l )
´

:=
½

´ h
l

2
³

H ¡ 1
2 (¡)

´ 2
= 9 ¾h

l
2 X sym

h l
= ¾h

l
nl j¡

= ´ h
l

¾
;(1.22)

où l 2 f c; f g. Ainsi onpeutétablirun résultatassezgénéral:

Proposition1.4.2 Si l'inclusion

J H (¡) ½ Tr ¡
³

X sym
h l

( l )
´

;(1.23)

estsatisfaite, alors la matriceC¤
l estinjective.

Preuve: Soit j H 2 J H (¡) tel que

Z

¡
¾h

l
nl ¢j H d° = 0; ¾h

l
2 X sym

h l
( l ):

Parhypothèse,il existeunélément~¾h
l

2 X sym
h l

( l ) tel que~¾h
l

nl j¡
= j H cequi impliqueque

kj H k(L 2 (¡)) 2 = 0; =) j H = 0;

c'estàdire,C¤
l estinjective. 2

Il estclair que,poursatisfairel'inclusion (1.23) ou mêmepourvéri�er l'injectivité desmatricesCl ; l 2
f c; f g avecdesautrestechniques,il estintéressantd'avoir un maillagedesurface¥ H (¡) dé�nie par la
tracedel'un desdeuxmaillagesvolumiquesTh l ( l ); l 2 f c; f g. Ondénoterapar

e¥h l (¡) ; l 2 f c; f g;

cesdeuxmaillagesdesurfacespéciaux.

12



1.4 CaractèreBien Posédu ProblèmeSemi-Discret

Remarque1.4.1 Supposonsqu'on discrétisele tenseurdecontraintesavecl'élément�ni présentédans
la section1.3.2et quela région raf�née estrectangulaire (commedansla �gur e 1.1.(a)). On divisela
frontière ¡ enquatre morceaux: la frontière d'en haut¡ N , celled'en bas¡ S, celleà droite ¡ E et celle

à gauche¡ W . Alors,si ´ h
l

2 Tr ¡
³

X sym
h l

( l )
´

ona que

(1.24)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

´ h
l j¡ A

2
n

~́h
l

2 H 1(¡ A ) £ L 2(¡ A ) =

~́h
l jS

2 (P1(S))2 ; 8S 2 e¥h l (¡ A )
o

; A 2 f N ; Sg;

´ h
l j¡ B

2
n

~́h
l

2 L 2(¡ B ) £ H 1(¡ B ) =

~́h
l jS

2 (P1(S))2 ; 8S 2 e¥h l (¡ B )
o

; B 2 f E ; Wg:

Ceciveutdire quelesfonctionsdanslesespacesdetracesrestreintesauxfrontièreshorizontales(resp.
verticales)ontplusdedegrésdelibertésur la deuxième(resp.première)composante.

Si on selaisseporterpar l'intuition, on voit quele fait de prendrel'espaceJ H (¡) suf�sammentpetit
fait que le problèmesemi-discrétiséest bien posé.Cependant,il faut aussiune certainerichessesur
cet espacepour bien imposerles conditionsde raccordentreles deuxsous-domainespour obtenir la
convergence.Danslesdeuxsous-sectionssuivanteson donneplusieurschoix d'espacedediscrétisation
pourle multiplicateurdeLagrangedansnotreproblèmemodèleendiscutantl'injectivitédesmatricesC¤

l .
On lesaclasséendeuxgroupes: desapproximationsconformesetdesapproximationsnon-conformes.

1.4.2.2 DesApproximationsConformesdansle Cadredu ProblèmeModèle

On considèredansun premiertempsdesespacesde discrétisationpour le multiplicateurde Lagrange
qui véri�ent l'inclusion (1.12), c'est à dire, desapproximationsconformesdenotreproblème.Ce type
d'espacesestspécialementintéressantlorsqu'onveutobtenirdesestimationsd'erreurnonseulementsur
lesinconnuesvolumiquesduproblème[23, 16] maisaussisurle multiplicateurdeLagrange[15, 81].

On commencepar le choix conformele plussimple(et “naturel”) possible.On proposel'espacedé�ni
par

J H (¡) =
n

~j
H

2 J (¡) = ~j
H
jS

2 (P1(S))2 8 S segmentdans¥H (¡)
o

:(1.25)

Ondénoterapar

(1.26) (P1)2 continu grossier

le choix donnépar (1.25) lorsquele maillagede surfaceestdonnépar la tracedu maillagegrossierà
l'interface.De la mêmefaçononappellera

(1.27) (P1)2 continu �n

lorsque¥H (¡) ´ e¥hf (¡) . Il estclair quecesdeuxespacessatisfontles hypothèsesde la proposition
1.4.2etdoncle problèmetotalementdiscrétiséestbien posé(avecle premierchoixonauraC¤

c injective,
avecle deuxièmeC¤

f ).

Onrappelquelesfonctionsdel'espaceJ H (¡) sont“testées”contrelesfonctionsdesespacesdestraces
(1.22). Alors, la remarque1.4.1suggèredesespacesde discrétisationpour le multiplicateuravec plus

13



Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

de degrésde liberté sur la deuxième(resp.première)composantesur les frontièreshorizontales(resp.
verticales).Ainsi onpeutdé�nir

J H (¡) =
n

~j
H

2 J (¡) = telleque(1.29) estsatisfaite
o

;(1.28)

où

(1.29)
~j

h
jS

2 P1(S) £ P2(S); 8S 2 e¥h l (¡ A ); A 2 f N ; Sg;

~j
h
jS

2 P2(S) £ P1(S); 8S 2 e¥h l (¡ B ); B 2 f E ; Wg;

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
; pourl = c ou f .

Onappelleracesespaces

(1.30) P2 £ P1 continu grossier

lorsquel = c et

(1.31) P2 £ P1 continu �n

lorsquel = f . Mêmesi l'inclusion (1.23) n'estpasvéri�é ona le résultatsuivant

Proposition1.4.3 Si l'espaced'approximationdu multiplicateur de Lagrange J H (¡) est donnépar
(1.28)–(1.29) pour l 2 f c; f g, alors la matriceC¤

l estinjective.

Preuve: La preuve, qu'on ometpour clartédu document,est trèssemblableà celle de la proposition
1.4.4dela sectionsuivante. 2

On endéduitalorsqu'aveccechoix, le problèmesemi-discrétiséestbien posé. Il fautbiennoterqu'en-
coreunefois on a supposéquele maillagedesurfaceestdonnépar e¥h l (¡) . Malheureusement,cechoix
n'a pasétéprogrammédansla pratique.

1.4.2.3 DesApproximationsNon-Conformesdansle Cadredu ProblèmeModèle

Onprésentemaintenantquelquesexemplesd'espacesdediscrétisationpourlemultiplicateurqui véri�ent

J H (¡) 6½ J (¡) ;

c'est à dire, desapproximationsqui nesontpasinternes.Il fautbiennoterque,engénéral,on nepeut
appliquerla normede l'espaceJ (¡) sur un élémentde l'espacediscret.Ceci peut compliquerune
analysedeconvergencequi cherchedesestimationssurle multiplicateur.

Le fait deconsidérerdesespacesnon-conformesnouspermetdeproposer

J H (¡) = Tr ¡
³

X
h l

( l )
´

; avecl = c ou f ,(1.32)

qui est l'espacechoisi en généraldansla littératuredesélémentsjoints [23, 16, 15]. On signalequ'il
s'agit d'un choix trèsintéressantcar ils sont“les plus grandsespaces”qui véri�ent l'inclusion (1.23).
Évidement,cecifait quela matriceC¤

l estinjectiveet,parconséquence,le problèmetotalementdiscrétisé
serabien posé.

Remarque1.4.2 On peuttrouverdesexemplesde problèmespour lesquelsle choix donnépar (1.32)
fournit uneapproximationconforme[15].
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1.4 CaractèreBien Posédu ProblèmeSemi-Discret

¡ 1

¡ 3

¡ 2¡ 4

i = 1 i = 3 i = 5 i = 7 i = 9

j = 7

j = 5

j = 3

j = 1
(1; 1)

(2N x + 1;
2N z + 1)

(1; 2N z + 1)

(2N x + 1; 1)

¾
f

¾
c

j

FIG. 1.2– Schémaaveclesinconnues.Multiplicateurdans(P0)2 sure¥hc (¡) .

Uneautrepossibilitéqu'on considèredanscettesectionsebasesur le maillagee¥hc (¡) , c'est à dire, le
maillagequi provient du cotégrossier. Ainsi, dansla propositionsuivanteon présenteun choix à retenir
àcausedesasimplicitédupointdevueprogrammationetqu'on dénoterapar

(1.33) (P0)2 grossier.

Proposition1.4.4 Supposonsque

J H (¡) =
n

~j
H

2 L 2(¡) = ~j
H

2 (P0(S))2 ; 8 S 2 e¥hc (¡)
o

:(1.34)

Alors la matriceC¤
f estinjectiveet le problèmesemi-discrétiséestbien posé.

Preuve: Onsupposequela régionraf�née estrectangulairecommedansla �gure 1.2mêmesi cecin'est
pasune restriction.Alors on a quatrefrontières: deuxhorizontales,qu'on appelle¡ 1 et ¡ 3, et deux
verticales,¡ 2 et ¡ 4. Notonspar(voir le chapitre8 où on présentelesdegrésdelibertédel'élément�ni
Qdiv

1 £ Q0 endétail)

(¾h
xx

) i;j ; (¾b
xx

) i;j ; (¾d
zz

) i;j ; (¾g
zz

) i;j ; (¾
xz

) i;j ;

i 2 f 1; : : : ; 2Nx + 1g; j 2 f 1; : : : ; 2Nz + 1g;

lesfonctionsdebasedel'espaceX sym
hf

( f ) (surla grille �ne avec(2Nx + 1) £ (2Nz + 1) noeuds)et

(j l
s
)2i ; l 2 f 1; 3g; s 2 f x; zg; i 2 f 1; : : : ; Nxg;

(j l
s
)2j ; l 2 f 2; 4g; s 2 f x; zg; j 2 f 1; : : : ; Nzg;
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Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

lesfonctionsdebaseliéesaumultiplicateurdeLagrange.Lesindicesl et s indiquentrespectivementla
frontièreet la composante.

Soit j H 2 J H (¡) tel que

(1.35)
Z

¡
j H ¢¾h

f
nf = 0; 8 ¾h

f
2 X sym

hf
( f ):

Ondécomposecetélémentsurlesfonctionsdebase

(1.36) j H =
X

l2f 1;3g

X

s2f x;z g

N xX

i =1

®l ;s;i (j l
s
)2i +

X

l2f 2;4g

X

s2f x;z g

N zX

j =1

®l ;s;i (j l
s
)2j :

Il estfaciledemontrerquetouslescoef�cients sontnuls.Menonslescalculspour lescoef�cients qui
concernentla frontière¡ 1. Enchoisissant¾h

f
= (¾d

zz
)2i; 1 dans(1.35) onaque

0 = ®1;z;i

Z

¡
(¾d

zz
)2i; 1 nf ¢(j 1

z
)2i d°

=
h
2

®1;z;i ; =) ®1;z;i = 0:

Un calculsimilaireenprenant¾h
f

= (¾
xz

)2i; 1 nouspermetdemontrerque®1;x;i = 0. Ainsi onmontre

quej H = 0 cequi impliquequela matriceC¤
f estinjective. 2

Remarque1.4.3 Descalculssimilairesà ceuxprésentésci-dessusmontrentque

Ker C¤
c = < j H

0
>;

où j H
0

a l'expression(1.36) avec(ondonnequelescoef�cients nonnulles)

®1;x;1 = 1; ®1;x;i = ¡ ®1;x;i ¡ 1; i 2 f 2; : : : ; Nxg;

®2;z;1 = ¡ ®1;x;N x ; ®2;z;j = ¡ ®2;z;j ¡ 1; j 2 f 2; : : : ; Nzg;

®3;x;N x = ¡ ®2;z;N z ; ®3;x;i = ¡ ®3;x;i +1 ; i 2 f Nx ¡ 1; : : : ; 1g;

®4;z;N z = ¡ ®3;x;1; ®4;z;j = ¡ ®4;z;j +1 ; j 2 f Nz ¡ 1; : : : ; 1g:

Étant donnéque, vis à vis du problèmetotalementdiscrétiséqu'on verra plus tard, il est préférable
d'avoir l'injectivité dela matriceC¤

c quecelledeC¤
f (voir la remarque1.7.1), on peutréduire l'espace

(1.34) de telle façonque j H
0

n'appartienneplus à l'espace. Il suf�t de considérer les fonctionsde la
forme(1.36) tellesque

®1;x;1 = ®1;x;2; ®1;x;N x = ®1;x;N x ¡ 1;

®2;z;1 = ®2;z;2; ®2;z;N z = ®2;z;N z ¡ 1;

®3;x;1 = ®3;x;2; ®3;x;N x = ®3;x;N x ¡ 1;

®4;z;1 = ®4;z;2; ®4;z;N z = ®4;z;N z ¡ 1:
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1.5 À Proposde la Convergencedu SchémaSemi-Discret

Le fait dechoisirunespaceJ H (¡) tropgrandpeutavoir commeconséquencela non-unicitédumultipli-
cateurdeLagrangeou,cequi estéquivalent,le caractèrenoninversibledela matrice fM . Considérons,
parexemplel'espace

J H (¡) =
n

~j
H

2 L 2(¡) = ~j
H

2 (P0(S))2 ; 8 S 2 e¥hf

o
;(1.37)

qu'on dénoterapar

(1.38) (P0)2 �n,

etnotonspar
(j l

s
) i ¡ 1

2
; l 2 f 1; 3g; s 2 f x; zg; i 2 f 1; : : : ; 2Nxg;

(j l
s
) j ¡ 1

2
; l 2 f 2; 4g; s 2 f x; zg; j 2 f 1; : : : ; 2Nzg;

sesfonctionsdebase.Alors, descalculstrèssimplesmontrentquel'élément

j H =
X

l2f 1;3g

X

s2f x;z g

2N xX

i =1

®l ;s;i (j l
s
) i ¡ 1

2
+

X

l2f 2;4g

X

s2f x;z g

2N zX

j =1

®l ;s;i (j l
s
) j ¡ 1

2
;

avec
®l ;x;i = (¡ 1)i + l ¡ 1

2 ; l 2 f 1; 3g; i 2 f 1; : : : ; 2Nxg;

®l ;z;i = 0; l 2 f 1; 3g; i 2 f 1; : : : ; 2Nxg;

®l ;x;j = 0; l 2 f 2; 4g; j 2 f 1; : : : ; 2Nzg;

®l ;z;j = (¡ 1)i + l ¡ 2
2 ; l 2 f 2; 4g; j 2 f 1; : : : ; 2Nzg;

appartientà

KerC¤
c \ KerC¤

f :

On pourraitutiliser un arti�ce similaireà celui dela remarque1.4.3pourrendrela matriceC¤
f injective

et trouver l'in versibilitéde fM .

1.5 À Proposde la Convergencedu SchémaSemi-Discret

Cettesectionestdédiéà l'étude de convergencedu problèmesemi-discret.On commencepar donner
quelquesconsidérationsgénéralessurcetteanalyse.Ensuiteon établitet on montreun résultatdansun
casparticulier, maisqui estintéressantdu point devuepratique.Finalementon explique lesdif�cultés
ducasgénéral.

1.5.1 ConsidérationsGénérales

On s'intéressedansce paragrapheà la convergencede la solutiondu problème(1.13)–(1.14) vers la
solutionde (1.9)–(1.10). Une techniqueclassiquepoureffectuerce typed'analysepourdesproblèmes
d'évolution [44, 49, 12] sediviseendeuxétapesqui séparentenquelquesortelesaspectsévolution et
approximationspatialedel'étude
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Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

– Dansun premiertemps,enutilisantdestechniquesd'énergie, on relie lesestimationssur le pro-
blèmed'évolution à desestimationssur la différenceentrela solutionexacteet uneprojection
discrètesoigneusementchoisie.

– La secondeétapeconsisteà obtenirdesestimationssur l'erreur commiseavec cetteprojection.
Souvent elle estdé�nie commela solutiond'un problèmeelliptique associé“naturellement”au
problèmed'évolution.Lestermessourcessontdé�nis à l'aide dela solutionduproblèmecontinu.
La deuxièmeétapesebasealorssur l'analysedeconvergencede la méthodedesélémentsjoints
surunproblèmeelliptiquestatique.

La méthodedesélémentsjoints(aussiappeléeméthode“mortar”) aétéintroduitedans[23] dansle cadre
dela décompositiondedomaines.Il s'agit d'uneméthodequi permetdediviserle domainedecalculen
plusieurssous-domaines.Le grandintérêtdela méthodevientdu fait quele raccordentrelesdifférentes
régionssefait d'unefaçonfaible.Onpourradonc,utiliserdesmaillagesnon-conformeset/oudeformula-
tionsdifférentespourchaquesous-domaine.Ceciimpliqueenparticulierque,si onconsidèrela solution
discrètedé�nie sur tout le domainedecalcul,elle neserapasengénéraldansl'espacefonctionneluti-
lisé dansla formulationvariationnelledé�nie surtout le domainedecalcul.Ainsi, la méthode“mortar”
estsouventprésentéecommeuneapproximationnon-conformedu problèmecontinu[23, 16]. L'espace
d'approximationglobal (sur tout le domainede calcul) estdé�ni avec desfonctionsqui appartiennent
à desespacesd'approximationslocaux(qui euxsontconformes)qui véri�ent unecontinuitéfaibleaux
interfaces(engénéralellesneserontpasfortementcontinues).L'analyses'appuiealorssurle deuxième
lemmedeStrang[17] : il fautnonseulementestimerl'erreur dite demeilleure approximation(classique
danslesapproximationsdu typeélément�ni) maisaussil'erreur dite deconsistance(qui indiquesi la
non-conformitéestacceptable).

Cetteméthodepeutaussiseprésenter, commeonl'a fait danscetravail, enintroduisantunmultiplicateur
de Lagrangesur les interfacesqui s'interprètecommela dualisationde la contraintede continuitéde-
mandéesur lesespacesfonctionnels[15, 81]. Danscecas,le problèmepeutêtreécrit sousformed'une
formulationmixte. La continuitéfaibleaux interfacesestinclusedansla formulationelle mêmeet non
via les espacesfonctionnels.Lorsqu'onsuit cetteapprocheon peutaussis'intéresserà l'obtention des
estimationsd'erreursur la nouvelle inconnue,le multiplicateurdeLagrange.L'analysedeconvergence
reposedanscecassur la théoriedeséléments�nis mixtes[25, 24], enparticuliersuruneconditiondu
typeinf-supdiscrèteuniforme.

Uneautrequestionqui seposeestle choixd'espacedediscrétisationpourle multiplicateurdeLagrange
surl'interface.Desnombreuxtravaux[16, 15] proposentle choix donnéparlestracesdesfonctionsvo-
lumiquessurl'un desdeuxcotés(avecdeslégèresmodi�cationssurlescoins).Mêmesi danscertainscas
cesespacessontinclusdansl'espacecontinu[15], cen'estengénéralpasle cas(voir parexemple[16]
ou cetravail). Cecipeutcompliquerl'analysedansle casoù on veutfournir desestimationssur le mul-
tiplicateurdeLagrange(voir la section1.4.2.2).

Un programmenaturelqui dépassetoutefoisle cadredecettethèseetn'en constituepasl'aspectcentral,
seraitdevoir enquellemesurecesdiversestechniquesd'analyses'appliquentauxéquationsdel'élasto-
dynamique.Nousallonsici nouscontenterdeprésenterun résultatdeconvergencedansuncasde�gure
bienparticulierexposédansla section1.5.2. Dansla section1.5.3nousdécrivonsensuitelesdif�cultés
àsurmonterpourétendrecetypederésultatàdescon�gurationsplusgénérales.

1.5.2 Un RésultatdeConvergencepour le ProblèmeModèle

Danscettesectionon établitun résultatdeconvergencedu schémasemi-discrétisépournotreproblème
modèle.Onseplacesouscertaineshypothèsesqui vontsimpli�er notablementla preuvedurésultatmais
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 c

 f

FIG. 1.3– Le maillage�n estunsous-maillagedel'extensiondumaillagegrossierà tout le domaine

qui restentdansle cadredesexpériencesnumériquesqui nousintéressent.Ainsi, on va supposerquele
maillagesurla régionraf�née estunsous-maillaged'uneextensiondumaillagegrossieràtoutledomaine
decalcul(dansla �gure 1.3on montreunecon�guration type).Ceci fait quel'estimationdel'erreur de
meilleureapproximationestassezfacileàobtenir. Onsupposeraaussiquel'espaced'approximationpour
le champdevitesseestdonnépar(1.20), espacequi véri�e l'inclusion

(1.39) div
³

X sym
h l

( l )
´

½ M h l
( l ); l 2 f f ; cg:

Cecinouspermettrad'éliminer lesinconnuesvh
l ; l 2 f c; f g etdoncderéduirenotablementla dif�culté

du problèmeà analyser(beaucoupplusstandard).Lesestimationssur l'inconnuev serontensuiteaisé-
mentobtenuesà l'aide desrésultatssur le tenseurdecontraintes¾. On renvoie le lecteurauchapitre9
pouravoir plusdedétailssurcetélément�ni. Finalement,on supposeraaussiqueles intégralessur les
termesdemassesontcalculéesdefaçonexacte.

Ons'intéressealorsà la convergenceducouple(¾h
l
; vh

l ) dé�ni par(1.13)– (1.14) vers(¾
l
; vl ) dé�ni par

(1.9)–(1.10). Dansun premiertempson dé�nira et on analyserala projectionelliptiquequ'on utilisera
par la suite.Ensuiteon établirales résultatsde convergencedu problèmed'évolution en utilisant les
résultatsobtenussurle problèmestationnaire.

1.5.2.1 Dé�nition et Analysede la Projection Elliptique

Ondé�nit l'opérateurprojectionelliptiquepar

(1.40)
¦ h : X sym () £ M () £ J (¡) ¡ !

Y

l2f c;f g

X sym
h l

( l ) £ M h l
( l ) £ J H (¡)

((¾
c
; ¾

f
); (vc; vf ); j ) 7! (c¾h

c
; cvh

c ; cj H
c

; c¾h
f
; cvh

f ; cj H
f

)

19



Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

où (c¾h
l
; cvh

l ; cj H
l

); l 2 f c; f g estla solutionduproblèmevariationnel

(1.41)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Trouver (c¾h
l
; cvh

l ; cj H
l

) 2 X
h l

( l ) £ M h l
( l ) £ J H (¡) tellesque(l 2 f c; f g)

Z

 l

³
cvh

l ¡ vl

´
¢~vh

l dx ¡
Z

 l

div
³

c¾h
l

¡ ¾
l

´
¢~vh

l dx = 0; 8 ~vh
l 2 M h l

( l );
Z

 l

A l

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
: ~¾h

l
dx +

Z

 l

div ~¾h
l

¢
³

cvh
l ¡ vh

l

´
dx ¡

Z

¡
~¾h

l
nl ¢

³
cj H
l

¡ j
´

d° = 0; 8 ~¾h
l

2 X sym
h l

( l );

X

l2f c;f g

Z

¡

c¾h
l

nl ¢~j
H

d° = 0; 8 ~j
H

2 J H (¡) ; cj H
c

= cj H
f

:

L'analysedece typedeproblèmes(qu'on peutappeler“doublement”mixtes)n'est pasengénéralévi-
dente.Cependant,onrappellequela vitesseestdiscrétiséedansl'espace(1.20) etdoncl'inclusion (1.39)
estsatisfaite.Alors, onaque

(1.42) 8 ~¾h
l

2 X sym
h l

( l ); ~vh
l := div ~¾h

l
2 M h l

( l ):

Si on injectela fonctiontest~vh
l donnéepar(1.42) dansla premièreéquationde(1.41) onaque

Z

 l

³
cvh

l ¡ vl

´
¢ div ~¾h

l
dx =

Z

 l

div
³

c¾h
l

¡ ¾
l

´
¢ div ~¾h

l
dx:

En utilisantcettedernièreégalité on remarquequele problème(1.41) qui dé�nit la projectionelliptique
estéquivalentauproblème

(1.43)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Trouver (c¾h
l
; cj H

l
) 2 X sym

h l
( l ) £ J H (¡) tellesque

X

l2f c;f g

µ Z

 l

A l

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
: ~¾h

l
dx +

Z

 l

div
³

c¾h
l

¡ ¾
l

´
¢ div ~¾h

l
dx

¶
¡

X

l2f c;f g

Z

¡
~¾h

l
nl ¢

³
cj H
l

¡ j
l

´
d° = 0;

X

l2f c;f g

Z

¡

c¾h
l

nl ¢~j
H

d° = 0; cj H
c

= cj H
f

;

8 (~¾h
l
; ~j

H
l

) 2 X sym
h l

( l ) £ J H (¡) etensuite

(1.44)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Trouver cvh
l 2 M h l

( l ) tel que
Z

 l

³
cvh

l ¡ vl

´
¢~vh

l dx =
Z

 l

div
³

c¾h
l

¡ ¾
l

´
¢~vh

l dx; 8 ~vh
l 2 M h l

( l ):

Onaalorsmontréle

Théorème1.5.1 Ona le résultatd'équivalencesuivant:

– Si (c¾h
l
; cvh

l ; cj H
l

); l 2 f c; f g estsolutionde(1.41), alors (c¾h
l
; cj H

l
); l 2 f c; f g estsolutionde(1.43)

et vh
l ; l 2 f c; f g estsolutionde(1.44).
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– Si (c¾h
l
; cj H

l
); l 2 f c; f g est solution de (1.43) et cvh

l ; l 2 f c; f g est solution de (1.44), alors

(c¾h
l
; cvh

l ; cj H
l

); l 2 f c; f g estsolutionde(1.41).

Le problème(1.43) estmoinscomplexe à analyserquela formulationinitiale et il nouspermettrad'ob-
tenir desestimationssurla quantitékc¾h

l
¡ ¾

l
kX

l
( l ) . Unefois quecettequantitéa étéestimée,grâceau

deuxièmeproblème(1.44) ondéduitque

Z

 l

¯
¯
¯cvh

l ¡ ~vh
l

¯
¯
¯
2

dx =
Z

 l

div
³

c¾h
l

¡ ¾
l

´
¢
³

cvh
l ¡ ~vh

l

´
dx +

Z

 l

³
vl ¡ ~vh

l

´
¢
³

cvh
l ¡ ~vh

l

´
dx

·
µ °

°
° vl ¡ ~vh

l

°
°
°

M ( l )
+

°
°
° c¾h

l
¡ ¾

l

°
°
°

X ( l )

¶ °
°
° cvh

l ¡ ~vh
l

°
°
°

M ( l )
; 8~vh

l 2 M h l
( l );

et donc

kcvh
l ¡ vl kM ( l ) · C

Ã

inf
~vh

l 2 M h l
( l )

kvl ¡ ~vh
l kM ( l ) + kc¾h

l
¡ ¾

l
kX ( l )

!

;(1.45)

en obtenantaussidesestimationssur la vitesse.Le restede la sectionest consacrépar conséquentà
l'analyseduproblème(1.43).

Introduisonsquelquesnotationsutiles.Ondé�nit lesformesbilinéaires

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

al (¾l
; ~¾

l
) =

Z

 l

A l ¾
l

: ~¾
l
dx +

Z

 l

1
½l

div ¾
l
¢ div ~¾

l
dx; 8 (¾l ; ~¾l ) 2

¡
X sym ( l )

¢2 ;

sl (~¾h
l
; ~j

l
) =

Z

¡
~¾h

l
nl ¢~j d° ; 8 (~¾h

l
; ~j

l
) 2 X sym

h l
( l ) £ L 2(¡) ;

et lesespaces

eX
¤;sym

h
() = X sym

hc
( c) £ X sym

hf
( f ) ½ X sym ( c) £ X sym ( f );(1.46)

X ¤;sym
h

() =

8
<

:
(¾h

c
; ¾h

f
) 2 eX

¤;sym

h
() =

X

l2f c;f g

sl (¾h
l
; ~j

H
) = 0; 8 j H 2 J H (¡)

9
=

;
:(1.47)

Leséléments~¾h
l

decesespacesserontconsidéréscommedesfonctionsdé�nies sur tout le domainede
calculetaussicommedescouples(~¾h

c
; ~¾h

f
). Ainsi onpeutdé�nir la norme“cassé”suivante

k~¾k2
X ¤ () :=

X

l2f c;f g

k¾
l
k2

X ( l )
; 8 ~¾ = (¾

c
; ¾

f
) 2 X ( c) £ X ( f ):

Alors, la coercivité de la formebilinéaire
P

l2f c;f g al (¢; ¢) dansl'espaceX ¤;sym
h

() nouspermetd'ap-
pliquerle deuxièmelemmedeStrangqui nousdonnela

Proposition1.5.2 Pour tout (¾; j ) 2 X sym () £ J (¡) , la solution(c¾h
l
; bj h

l
); l 2 f c; f g du problème
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(1.43) satisfait

(1.48)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

kc¾h ¡ ¾kX ¤ () · C inf
~¾h 2 X ¤;sy m

h
()

k~¾h ¡ ¾kX ¤ () +

C sup
~¾h 2 X ¤;sy m

h
()

X

s2f c;f g

sl (c¾h
l

¡ ~¾h
l
; cj H

l
¡ j )

kc¾h ¡ ~¾hkX ¤ ()

:

Preuve: La preuvedu résultatestclassique.Voir [17]. 2

L'estimationdonnéedans(1.48) estconstituéepar deuxtermes.Le premierparmi eux est l'erreur de
meilleureapproximation.Il indiquel'erreurcommise(mesuréedanslanormecassée)lorsqu'onremplace
l'espaceX sym () par X ¤;sym

h
() . Le deuxièmeterme,nomméerreurde consistance,mesurel'erreur

commiseparla non-conformitéà l'interfacedel'espaced'approximationutilisé.Onanalyseparla suite
chaquetermeséparément.

Estimation de l'err eur de meilleure approximation. Il fautsignalerquel'inf qu'on considèredans
cetteexpressionestprisdansl'ensemble(1.47) (composépardesfonctionsqui véri�ent la contraintede
continuitéfaible)et nonpassur l'espace(1.46) (pour lequelon a lespropriétésd'approximation).Ceci
fait que,engénéral,donneruneestimationpourcetermenesoit pasévident.Cependant,dansle cadre
où on seplace,elle esttrèsfacileà obtenir. En effet, rappelonsqu'on a supposéquele maillage�n est
un sous-maillaged'une extensiondu maillagegrossière.DénotonsparThc () cetteextension.On peut
alorsdé�nir l'espace

X sym
hc

() =
n

~¾h 2 X sym () = ~¾h
jK

2 (Q1(K ))2£ 2; 8 K 2 Thc ()
o

:(1.49)

Cetespacen'est rien d'autrequele résultatd'appliquerl'élémentQdiv
1 (qu'on utilise surchaquesous-

domaine)surle maillageThc () . Il estclair que

X sym
hc

() ½ X ¤;sym
h

() ;

carla contraintenormaleestcontinueausensfort, et parconséquent

inf
~¾h 2 X ¤;sy m

h
()

k~¾h ¡ ¾kX ¤ () · inf
~¾h 2 X sy m

h c
()

k~¾h ¡ ¾kX ¤ () :

Il suf�t d'appliquerlesrésultatsd'approximationdecetteespace(voir [14]) pourobteniruneestimation
surceterme.Pourunentierm ¸ 0 on introduit lesespaces

¯
¯
¯
¯
¯
¯

H m+1 ;m () := f f 2 H m () ; = @x f 2 H m () g ;

H m;m +1 () := f f 2 H m () ; = @zf 2 H m () g ;

et lessemi-normes

jf jH m +1 ;m () := jf jH m () + j@x f jH m () ; jf jH m;m +1 () := jf jH m () + j@zf jH m () ;

où j ¢jH m () dénotela semi-normedansH m () . Ondé�nit doncl'espacedetenseurs

(1.50)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

eH m+1 ;m () :=
©

~¾2 X sym () tel que~¾xx 2 H m+1 ;m () ;

~¾zz 2 H m;m +1 () ; ~¾xz 2 H m+1 ()
ª

;
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etonpose(mêmes'il nes'agit pasd'unenorme)

k~¾k eH m +1 ;m () := j~¾xx jH m +1 ;m () + j~¾zz jH m;m +1 () + j¾xz jH m +1 () :

Alors, si ¾2 eH 2;1() onaque

inf
~¾h 2 X sy m

h c
()

k~¾h ¡ ¾k2
X ¤ () · Ch k¾k eH 2;1 () :(1.51)

Estimation de l'err eur de consistance. Maintenanton examinele deuxièmetermede (1.48). De la
deuxièmeéquationde(1.43) on endéduitquec¾h appartientà l'espacedonnépar(1.47). Il estclair que
si ~¾h 2 X ¤;sym

h
() alors

sl (c¾h
l

¡ ~¾h
l
; cj H

l
¡ j ) = sl (c¾h

l
¡ ~¾h

l
; ~j

H
¡ j ); 8 ~j

H
2 J H (¡) ;

cequi implique

sup
~¾h 2 X ¤;sy m

h
()

X

s2f c;f g

sl (c¾h
l

¡ ~¾h
l
; cj H

l
¡ j )

kc¾h ¡ ~¾hkX ¤ ()

= inf
~j

H
2J H (¡)

sup
~¾h 2 X ¤;sy m

h
()

X

s2f c;f g

sl (c¾h
l

¡ ~¾h
l
; ~j

H
¡ j )

kc¾h ¡ ~¾hk2
X ¤ ()

:

C'estàcestadequela preuvediffèrelégèrementenfonctiondel'espaced'approximationdumultiplica-
teurdeLagrange.

– Supposonsd'abordquel'inclusion (1.12) estsatisfaite.Alors en utilisant le théorèmedestraces
onobtient

sl (c¾h
l

¡ ~¾h
l
; j ¡ ~j

H
) · k

³
c¾h

l
¡ ~¾h

l

´
nl kH ¡ 1

2 (¡)
kj ¡ ~j

H
k

H
1
2 (¡)

· kc¾h
l

¡ ~¾h
l
kX

l
( l ) kj ¡ ~j

H
k

H
1
2 (¡)

;

et donc,l'erreur deconsistanceestbornépar

C inf
~j

H
2J H (¡)

kj ¡ ~j
H

k
H

1
2 (¡)

;

quantitéqu'on peutestimerenutilisantdesrésultatsd'interpolationclassiques.Parexemple,si on
prendJ H (¡) donnépar(voir la section1.4.2.2pourleurdé�nition)

(P1)2 continu grossier, (1.26) (P1)2 continu �n , (1.27)

P2 £ P1 continu grossier, (1.30) P2 £ P1 continu �n , (1.31)

il estclair que

(1.52)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

inf
~j

H
2J H (¡)

kj ¡ ~j
H

kH 1 (¡) · Ch kj kH 2 (¡) ; 8 j 2 H 2(¡) ; (a)

inf
~j

H
2J H (¡)

kj ¡ ~j
H

kL 2 (¡) · Ch2 kj kH 2 (¡) ; 8 j 2 H 2(¡) ; (b)

inf
~j

H
2J H (¡)

kj ¡ ~j
H

kL 2 (¡) · Ch kj kH 1 (¡) ; 8 j 2 H 1(¡) : (c)
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Alors, en utilisant desrésultatsd'interpolation[62], on a quesi j 2 H
3
2 (¡) alors (en utilisant

(1.52).(a)-(c))

inf
~j

H
2J H (¡)

kj ¡ ~j
H

k
H

1
2 (¡)

· Ch kj k
H

3
2 (¡)

:

De la mêmefaçon,si j 2 H 2(¡) alors(enutilisant(1.52).(a)-(b))

inf
~j

H
2J H (¡)

kj ¡ ~j
H

k
H

1
2 (¡)

· Ch
3
2 kj kH 2 (¡) :

– Si l'espaceJ H (¡) n'estpasuneapproximationinterne,onpeutnéanmoinsécrire

sl (c¾h
l

¡ ~¾h
l
; j ¡ ~j

H
) · k

³
c¾h

l
¡ ~¾h

l

´
nl kL 2 (¡) kj ¡ ~j

H
kL 2 (¡) :

Ensuite,enappliquantuneinégalité inverse[28] et le théorèmedetraces,onobtientque

sl (c¾h
l

¡ ~¾h
l
; j ¡ ~j

H
) ·

C
p

h
k

³
c¾h

l
¡ ~¾h

l

´
nl kH ¡ 1

2 (¡)
kj ¡ ~j

H
kL 2 (¡)

·
C

p
h

kc¾h
l

¡ ~¾h
l
kX

l
( l ) kj ¡ ~j

H
kL 2 (¡) ;

cequi impliquequel'erreur deconsistanceestbornépar

C
p

h
inf

~j
H

2J H (¡)
kj ¡ ~j

H
kL 2 (¡) :

Étantdonnéquel'espace(voir la section1.4.2.3)

J H (¡) = Tr ¡
³

X
h l

( l )
´

, l 2 f f ; cg, (1.32)

satisfait (1.52).(b)-(c),un résultatd'interpolationnouspermetd'af�rmer quesi j 2 H
3
2 (¡) , alors

C
p

h
inf

~j
H

2J H (¡)
kj ¡ ~j

H
kL 2 (¡) · Ch kj k

H
3
2 (¡)

:

Remarque1.5.1 SionconsidèreJ H (¡) dé�ni par (voir la section1.4.2.3)

(P0)2 grossier, (1.33)

on a quel'estimation(1.52).(c) estsatisfaite(maison n'a pasmieux).Alors, si le multiplicateur
deLagrangeappartientà H 1(¡) onobtient

C
p

h
inf

~j
H

2J H (¡)
kj ¡ ~j

H
kL 2 (¡) · C

p
h kj kH 1 (¡) ;

cequi nousdonneuneapproximationmoinsbonnequepour lesautreschoix.

Donc,�nalementaprouvéle théorèmesuivant
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Théorème1.5.3 Soit(¾; v; j ) 2 eH 2;1() £ H 1() £ H
3
2 (¡) . Alors la projectionelliptique¦ h(¾; v; j )

dé�nie par (1.41) (avecle champdevitesseapprochédans(1.20) et l'espacedumultiplicateurapproché
par (1.26), (1.27), (1.30), (1.31) ou (1.32)) satisfait

X

l2f c;f g

³
kc¾h

l
¡ ¾

l
kX ( l ) + kcvh

l ¡ vl kM ( l )

´
· Ch

³
k¾k eH 2;1 () + kvkH 1 () + kj k

H
3
2 (¡)

´
:

Dansla pratique,on appliquerala projectionelliptiquesur(¾(t); v(t); j (t)) solutionduproblèmevaria-
tionnel(1.9)–(1.10) autempst. Danscecas,il estfaciledemontrerquesi

(¾; v; j ) 2 Ck ¡
[0; T]; X sym () £ M () £ J (¡)

¢
;

alors
¦ h(¾; v; j ) 2 Ck

³
[0; T];

Q
l2f c;f g X sym

h l
( l ) £ M h l

( l ) £ J H (¡)
´

;

et
@k

@tk ¦ h(¾; v; j ) = ¦ h(
@k

@tk ¾;
@k

@tk v;
@k

@tk j );

c'estàdire, l'opérateurdedérivationentempscommuteavecla projecteurelliptique.

Cecinouspermetd'établir le

Corollair e1.5.4 Soit(¾; v; j ) 2 Ck ([0; T]; eH 2;1() £ H 1() £ H
3
2 ()) la solutionduproblème(1.9)–

(1.10). Pour tout t · T , saprojectionelliptiquedé�nie par (1.41) (avecle champdevitesseapproché
dans(1.20) et l'espacedumultiplicateurapprochépar (1.26), (1.27), (1.30), (1.31) ou (1.32)) satisfait

(1.53)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

X

l2f c;f g

³
k@k

t

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
(t)kX

l
( l ) + k@k

t

³
cvh

l ¡ vl

´
(t)kM ( l )

´

· Ch
³

k@k
t ¾(t)k eH 2;1 () + k@k

t v(t)kH 1 () + k@k
t j (t)k

H
3
2 (¡)

´
:

1.5.2.2 Estimationssur le Problèmed'Évolution

Finalementonobtientlesestimationssurle problèmeentemps.Soit l'énergiediscrètedel'erreur dé�nie
par

E(t) = Ec(t) + Ef (t);(1.54)

où

El (t) =
1
2

Z

 l

A l

³
c¾h

l
¡ ¾h

l

´
:
³

c¾h
l

¡ ¾h
l

´
dx +

1
2

Z

 l

½l

³
cvh

l ¡ vh
l

´
¢
³

cvh
l ¡ vh

l

´
dx:

Il estclair que

p
E(t) ¼

X

l2f c;f g

h
kc¾h

l
¡ ¾h

l
kL 2 ( l ) (t) + kcvh

l ¡ vh
l kM ( l ) (t)

i
:

Notre objectif estde donneruneestimationde cettequantitéen fonction de l'erreur de la projection
elliptiquesurla solutionexacte.
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Oncommenceparfairela différenceentrelespremièreséquationsde(1.13) et (1.9) pourendéduireque

(1.55)

Z

 l

½l @t

³
cvh

l ¡ vh
l

´
¢~vh

l dx ¡
Z

 l

div (c¾h
l

¡ ¾h
l
) ¢~vh

l dx =
Z

 l

½l @t

³
cvh

l ¡ vl

´
¢~vh

l dx ¡
Z

 l

div (c¾h
l

¡ ¾
l
) ¢~vh

l dx:

De la mêmefaçon,enutilisantlesdeuxièmeséquationsde(1.13) et (1.9) onobtient
(1.56)Z

 l

A l @t

³
c¾h

l
¡ ¾h

l

´
: ~¾h

l
dx +

Z

 l

div ~¾h
l

¢(cvh
l ¡ vh

l ) dx ¡
Z

¡
~¾h

l
nl ¢

³
cj H
l

¡ j H
l

´
d° =

Z

 l

A l @t

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
: ~¾h

l
dx +

Z

 l

div ~¾h
l

¢(cvh
l ¡ vl ) dx ¡

Z

¡
~¾h

l
nl ¢

³
cj H
l

¡ j
l

´
:

Si onadditionnel'équation(1.55) enposant~vh
l = cvh

l ¡ vh
l avecl'équation(1.56) enposant~¾h

l
= c¾h

l
¡ vh

l
onobtientque

d
dt

El (t) =
Z

 l

½l @t

³
cvh

l ¡ vl

´
¢
³

cvh
l ¡ vh

l

´
dx ¡

Z

 l

div (c¾h
l

¡ ¾
l
) ¢

³
cvh

l ¡ vh
l

´
dx +

Z

 l

A l @t

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
:

³
c¾h

l
¡ ¾h

l

´
dx +

Z

 l

div
³

c¾h
l

¡ ¾h
l

´
¢(cvh

l ¡ vl ) dx ¡

Z

¡

³
c¾h

l
¡ ¾h

l

´
nl ¢

³
cj H
l

¡ j
l

´
d° +

Z

¡

³
c¾h

l
¡ ¾h

l

´
nl ¢

³
cj H
l

¡ j H
l

´
d° :

Onsommesurl'indice l 2 f c; f g etonutilise la dé�nition dela projectionelliptiquepourécrire

d
dt

E(t) =
X

l2f c;f g

Z

 l

h
½l @t

³
cvh

l ¡ vl

´
¡

³
cvh

l ¡ vl

´i
¢
³

cvh
l ¡ vh

l

´
dx +

X

l2f c;f g

Z

 l

A l

h
@t

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
¡

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´ i
:
³

c¾h
l

¡ ¾h
l

´
dx:

EnutilisantinégalitédeCauchy-Schwartonétabliel'inégalitésuivante

d
dt

E(t) · C
p

E(t)
X

l2f c;f g

h
k@t

³
cvh

l ¡ vl

´
kM ( l ) + kcvh

l ¡ vl kM ( l )+

k@t

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
kL 2 ( l ) + kc¾h

l
¡ ¾

l
kL 2 ( l )

i
:

Ceciimpliqueque

(1.57)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

p
E(t) ·

p
E(0) + C

X

l2f c;f g

Z t

0

h
k@t

³
cvh

l ¡ vl

´
kM ( l ) + kcvh

l ¡ vl kM ( l )+

k@t

³
c¾h

l
¡ ¾

l

´
kL 2 ( l ) + kc¾h

l
¡ ¾

l
kL 2 ( l )

i
ds:

Onutiliseracetteinégalitépourmontrerle

26



1.5 À Proposde la Convergencedu SchémaSemi-Discret

Théorème1.5.5 Soit(¾h
l
; vh

l ; j H
l

) solutionduproblème(1.16)– (1.17) aveclesconditionsinitialesdon-
néespar la projectionelliptiquedesdonnéesinitialesduproblèmecontinu(et lesespacesd'approxima-
tion utilisésdansle théorème1.5.4). Soit(¾; v; j ) la solutionduproblème(1.9)–(1.10). Alors

– Si (¾; v; j ) 2 C1([0; T]; eH 2;1() £ H 1() £ H
3
2 (¡)) ,

(1.58)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

X

l2f c;f g

³
k¾h

l
¡ ¾

l
kC(0;T ;L 2 ( l )) + kvh

l ¡ vl kC(0;T ;M ( l ))

´
·

C(1 + T) h
³

k¾kC1 (0;T ; eH 2;1 ()) + kvkC1 (0;T ;H 1 ()) + kj k
C1 (0;T ;H

3
2 ())

´
:

– Si (¾; v; j ) 2 C2([0; T]; eH 2;1() £ H 1() £ H
3
2 (¡)) ,

(1.59)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

X

l2f c;f g

k¾h
l

¡ ¾
l
kC(0;T ;X ( l )) ·

C(1 + T) h
³

k¾kC2 (0;T ; eH 2;1 ()) + kvkC2 (0;T ;H 1 ()) + kj k
C2 (0;T ;H

3
2 ())

´
:

Preuve: On remarqueque,lorsquelesconditionsinitialessontdé�nies par la projectionelliptiquedes
conditionsinitialesduproblèmecontinu,l'énergieE(0) estidentiquementnulle.Ainsi l'estimation(1.58)
découlede (1.57) et desconclusionsdu corollaire 1.5.4. On remarqueen particulier qu'on a obtenu
desbornesquepour la normeL 2 du tenseurde contraintes(quantitéqui apparaîtnaturellementdans
l'énergie),maispassurla divergence.Pourfairececiondoit réutiliserleséquationsvéri�éesparl'erreur.
Eneffet, il estclair que

Z

 l

½l @t

³
vl ¡ vh

l

´
¢~vh

l dx =
Z

 l

div
³

¾
l
¡ ¾h

l

´
¢~vh

l dx; 8~vh
l 2 M ( l ):

Enutilisantcettedernièreégalitéavec~vh
l = div

³
¾h

l
¡ c¾h

l

´
onendéduitque

Z

 l

¯
¯
¯div

³
¾h

l
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l

´ ¯
¯
¯
2

dx =
Z

 l

½l @t

³
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´
¢div

³
¾h

l
¡ c¾h

l

´
dx +

Z

 l

div
³

¾
l
¡ c¾h

l

´
¢div

³
¾h

l
¡ c¾h

l

´
dx;

cequi impliqueque

°
°
° div

³
¾h

l
¡ ¾

l

´ °
°
°

L 2 ( l )
· C

µ
k@t

³
vh

l ¡ vl

´
kM ( l ) +

°
°
° div

³
¾

l
¡ c¾h

l

´ °
°
°

L 2 ( l )

¶
:

Il suf�t alorsd'utiliser les estimationssur la projectionelliptique du corollaire (1.5.4) et l'estimation
(1.58) pour�nir la preuvede(1.59). 2

1.5.3 LesCasPlusGénéraux: LesDif�cultés

Onsignalequela preuvedu théorème1.5.5aétésimpli�ée grâceauxhypothèsesqu'on asupposées.En
effet :

– Le fait dediscrétiserle champdevitessedansl'espace(1.20) nousa permisderéduirel'étudede
la projectionelliptique(1.41) à l'étude du problème(1.43) beaucoupplusstandard.L'analysede
convergenceavecl'espacedediscrétisationM h l

( l ) dé�nie dans(1.18) resteunproblèmeouvert.
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§ l

Vl

J l

; l 2 f c; f g

J

 c  f¡

2n

2n + 1

2n + 2

FIG. 1.4– Distributiontemporelledesinconnueset interactionentrelesmultiplicateurspourle schémaI

– Numériquementon observe un taux de convergenceplus élevé quecelui qui a étéobtenudans
la théorieenO(h). Cecipeutêtrelié à l'utilisation desmaillagesstructuréset un phénomènede
super-convergence.La preuved'un résultatdecetypeestaussiunequestionouverte.

– Dansl'analysede l'erreur demeilleureapproximationon a utilisé fortementquele maillagesur
la régionraf�née estun sous-maillaged'une extensiondu maillagegrossierà tout le domainede
calcul.On remarquequepourobtenirl'estimation(1.51) (propriétéd'approximationde l'espace
X

hc
() ) on a eubesoinde la régularitéde¾sur tout le domainededecalcul.Uneanalyseplus

�ne nousaurait,peutêtre,permisd'obtenir un résultatsimilairequi demanderaitde la régularité
seulementsurchaquesous-domaine.

– Le fait d'avoir seulementunerégionraf�née simpli�e la présentationet l'analysedela méthode.
Pourconsidérerdescasplusgénérauxavecplusieurssous-domaineson auraitrencontrédesdif�-
cultésd'analysefonctionneldumêmetypequecellesqu'on arencontréesauchapitre11 liéesaux
restrictionsdela tracenormale.Danscecasil faudraitchangerl'espaced'approximationdu mul-
tiplicateurenenlevantdesdegrésdelibertésurlesintersectionsdesfrontièrescommunes[15, 16].

– Onsignaleaussiqu'onn'a pasobtenud'estimationssurle multiplicateurdeLagrangej . Pourfaire
ceciil suf�rait (maisc'estdif�cile) demontreruneconditioninf-supdiscrèteuniformeassociéeà
l'opérateurdecouplage

P
l2f c;f g sl (¢; ¢). Onrenvoie le lecteurà [15, 81] pouruneétudesimilaire.

1.6 DiscrétisationenTemps

1.6.1 SchémaIntérieur .

Pourla discrétisationtemporelledessystèmes(1.16) onutiliseunschémanumériquecentréd'ordredeux
du typesaute-moutonqui calculele tenseurdecontrainteset la vitesseà desinstantsdifférents(voir la
�gure 1.4pourla distribution temporelledesinconnues).Étantdonnéqu'on veutgarderle rapportentre
le pasdetempset d'espaceconstantsurtout le domainedecalculon va utiliser un pasdediscrétisation
temporellede¢ tc = 2¢ t sur c et de¢ t f = ¢ t sur f . De cettefaçon,leséquationsà l'intérieur de
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1.6 DiscrétisationenTemps

chaquedomainesont

(1.60)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
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c ; V 2n+1
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2

f ) 2
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8
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M v;c
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c ¡ V 2n¡ 1
c

2¢ t
¡ Dc § 2n

c = F 2n
c ;

M ¾;c
§ 2n+2

c ¡ § 2n
c

2¢ t
+ D ¤

c V 2n+1
c = C¤

c J 2n+1
c ;

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

8
>>><

>>>:

M v;f
V

2n+ 1
2

f ¡ V
2n¡ 1

2
f

¢ t
¡ D f § 2n

f = F 2n
f ;

M ¾;f
§ 2n+1

f ¡ § 2n
f

¢ t
+ D ¤

f V
2n+ 1

2
f = C¤

f J
2n+ 1

2
f ;

8
>>><

>>>:

M v;f
V

2n+ 3
2

f ¡ V
2n+ 1

2
f

¢ t
¡ D f § 2n+1

f = F 2n+1
f ;

M ¾;f
§ 2n+2

f ¡ § 2n+1
f

¢ t
+ D ¤

f V
2n+ 3

2
f = C¤

f J
2n+ 3

2
f :

Remarque1.6.1 Supposonsquelesforcesexternessontnulles(i. e. f = 0). Il estbienconnuquedans
le casd'un seuldomaine, par exemple f , le schémanumériquedonnéci-dessusconservel'énergie
discrètesuivante

En
f =

1
2

½
(M ¾;f § n

f ; § n
f ) + (M v;f V

n+ 1
2

f ; V
n¡ 1

2
f )

¾
;(1.61)

où(¢; ¢) dénotele produitscalaireeuclidiendansRN ; N 2 f N¾;f ; Nv;f g. Onrappelleque, si ondénote

par (¾h
f
)n 2 X sym

hf
( f ) (resp.(vh

f )n+ 1
2 2 M hf

( f )) la fonctionqui a par composantesdanslesbases

(1.15) le vecteur§ n
f (resp.V

n+ 1
2

f ), ona que

En
f =

1
2

( I

 f

A f (¾h
f
)n : (¾h

f
)n dx +

I

 f

½f (vh
f )n+ 1

2 ¢(vh
f )n¡ 1

2 dx

)

;

c'est à dire, En
f estun équivalentdiscret de l'énergie du problèmecontinusur la grille �ne au temps

tn . Cetteformequadratiqueestéquivalenteà la normeL 2 dela solutionnumériquesi et seulementsi la
condition(diteconditionCFL)

(1.62) La matriceN f (¢ t f ) := M ¾;f ¡
¢ t2

f

4
D ¤

f (M v;f )¡ 1D f estsymétriquedé�nie positive,

estsatisfaite(voir la preuvedela proposition1.8.1pouravoir plusdedétails).Danscecas,la méthode
numériqueestévidementstable. On peuttrouverdescontrexemplesqui montrentquecetteconditionest
aussinécessairepourgarantir la stabilité.
La conditionCFL dansle domaine c s'écrit

(1.63) La matriceNc(¢ tc) := M ¾;c ¡
¢ t2

c

4
D ¤

c(M v;c)¡ 1Dc estsymétriquedé�nie positive.

29



Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

Remarque1.6.2 Un simplecalculmontrequela condition(1.62) estéquivalenteà

¢ t2
f

4
sup

§ f 6=0

¡
(M v;f )¡ 1D f § f ; D f § f

¢

(M ¾;f § f ; § f )
< 1:

A�n d'écrire cetteexpressionenfonctiondesopérateurs intégrales,on peutmontrer que(voir [ 6] pour
la preuve)

sup
§ f 6=0

¡
(M v;f )¡ 1D f § f ; D f § f

¢

(M ¾;f § f ; § f )
= sup

§ f 6=0 ;Vf 6=0 :

(D f § f ; Uf )2

(M ¾;f § f ; § f ) (M v;f Vf ; Vf )
;

cequi impliquequela conditionCFL peutaussis'écrire

¢ t f

2
sup

¾h 2 X h f
¾

h
6=0

sup
v h 2 M h f

vh 6=0

Z

 f

div ¾h
f

¢vh
f dx

ÃI

 f

A f ¾h
f

: ¾h
f

dx

! 1
2

ÃI

 f

½f vh
f ¢vh

f dx

! 1
2

< 1:(1.64)

Remarque1.6.3 Examinonsle quotientqui apparaît dans(1.64). Dansle dénominateuron a, approxi-
mativement,le produit desnormesL 2 de¾h

f
et vh

f . Dansle numérateuron a le produit scalaire dansL 2

devh
f fois un opérateurdifférentieldu premierordre (la divergence)appliquésur ¾h

f
. Ceci indiqueque

le quotientestdel'or dre de1=¢ x et suggère quela condition(1.64) estéquivalenteà uneconditiondu
type

C
¢ t f

¢ x f
< 1:

Lorsqu'onutilise l'élément�ni Qdiv
1 £ Q0 présentédans(1.18) pour la résolutiondu systèmeélastody-

namiquedansunmilieuhomogèneisotrope(aveclescoef�cients deLammȩ́ et ¹ etunedensité½) avec
un maillage spatio-temporel uniformein�ni depas(¢ t f ; ¢ x f ) on peutmontrer que(voir [80] pour les
détails)

(1.65) C =
r

½
¸ + 2¹

=
1
Vp

:

oùVp estla vitessedesondesdepression.

Pourchaqueintervalledetemps[t2n ; t2n+2 ] onatroisvaleursdumultiplicateurdeLagrangeJ , unedans
 c et deuxdans f . En plus,leséquationsdetransmissionn'ont pasétéencorediscrétisées.Il faudrait
écriretroiséquationsconsistantesavec(1.17) pourcompléterle systèmed'équations(1.60).

1.6.2 ÉquationsdeCouplage: Conservation d'une ÉnergieDiscrète

L'idée estdechercherun équivalentdiscretde la conservationde l'énergie (1.11) enabsencedeforces
externes(voir la remarque1.2.2). En s'appuyantsur la remarque1.6.1on introduit l'énergie discrète
totaleauxinstantespairspar

E2n := E2n
c + E2n

f(1.66)

oùE2n
f estdé�nie par(1.61) etE2n

c par

E2n
c =

1
2

©
(M ¾;c§ 2n

c ; § 2n
c ) + (M v;cV 2n+1

c ; V 2n¡ 1
c )

ª
:
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1.6 DiscrétisationenTemps

Théorème1.6.1(Schémaconservatif) Pour compléterle système(1.60) et obtenir un schémanumé-
rique qui conservel'énergie E2n en absencedesforcesexternes,les équationsadditionnellesdoivent
satisfaire l'égalité de�ux suivante:

(1.67)

Ã

Cf
§ 2n+2

f + § 2n+1
f

4
; J

2n+ 3
2

f

!

+

Ã

Cf
§ 2n+1

f + § 2n
f

4
; J

2n+ 1
2

f

!

=

¡
µ

Cc
§ 2n+2

c + § 2n
c

2
; J 2n+1

c

¶
:

Preuve: On supposequelesforcesexternessontnulles.Si on multiplie la deuxièmeéquationde(1.60)
par

§ 2n+2
c + § 2n

c

2

onobtient

(1.68)

1
4¢ t

©¡
M ¾;c§ 2n+2

c ; § 2n+2
c

¢
¡

¡
M ¾;c§ 2n

c ; § 2n
c

¢ª
=

¡
µ

D ¤
cV 2n+1

c ;
§ 2n+2

c + § 2n
c

2

¶
+

µ
C¤

c J 2n+1
c ;

§ 2n+2
c + § 2n

c

2

¶
:

De la premièreéquationde(1.60), enutilisantdeuxinstantsconsécutifs,onendéduitque

M v;c
V 2n+3

c ¡ V 2n¡ 1
c

4¢ t
¡ Dc

§ 2n+2
c + § 2n

c

2
= 0:

Onmultiplie cetteégalitéparV 2n+1
c pourobtenir

(1.69)

1
4¢ t

©¡
M v;cV 2n+3

c ; V 2n+1
c

¢
¡

¡
M v;cV 2n+1

c ; V 2n¡ 1
c

¢ª
=

µ
D ¤

cV 2n+1
c ;

§ 2n+2
c + § 2n

c

2

¶
:

La sommedesexpressions(1.68) et (1.69) nousdonnela variationde l'énergie discrètegrossièreentre
deuxinstantspairs,

1
2¢ t

¡
E2n+2

c ¡ E2n
c

¢
=

µ
C¤

c J 2n+1
c ;

§ 2n+2
c + § 2n

c

2

¶
:(1.70)

Desopérationssimilairessur la grille �ne nousdonnentla variationde l'énergie �ne entreles instants
pairs,

(1.71)

1
2¢ t

³
E2n+2

f ¡ E2n
f

´
=

Ã

C¤
f J

2n+ 1
2

f ;
§ 2n+1

f + § 2n
f

2

!

+

Ã

C¤
f J

2n+ 3
2

f ;
§ 2n+2

f + § 2n+1
f

2

!

:

Finalement,la sommedeségalités(1.70) et (1.71) terminela preuve. 2
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Cethéorèmenousdonneunefamilledeschémasstablesparmilesquelsondoit sélectionnerle plusprécis
en termesde consistanceet convergence.Ainsi, un premierchoix pour compléterle système(1.60),
consisteàajoutercestroiséquationsdecouplage

(1.72)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Cc
§ 2n+2

c + § 2n
c

2
= ¡ Cf

§ 2n+2
f + 2§2n+1

f + § 2n
f

4
;

J 2n+1
c = J

2n+ 1
2

f = J
2n+ 3

2
f ;

qui nousdonnentle schémaI . On remarquequela continuitédela contraintenormaleestimposéeune
fois tandisquecelle du champde vitessedeuxfois. Un deuxièmechoix possibleet, en quelquesorte,
dualduprécédentestdonnépar

(1.73)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Cc
§ 2n+2

c + § 2n
c

2
= ¡ Cf

§ 2n+2
f + § 2n+1

f

2
;

Cc
§ 2n+2

c + § 2n
c

2
= ¡ Cf

§ 2n+1
f + § 2n

f

2
;

J 2n+1
c =

J
2n+ 3

2
f + J

2n+ 1
2

f

2
;

et qu'on dénoteraschémaII . Maintenanton imposedeuxfois la continuitéde la contraintenormaleet
uneseulefois la continuitédela vitesse.

Remarque1.6.4 La première équationde (1.72) estcentréeet consistanteà l'or dre deuxavecla pre-
mièreéquationde(1.17). Cependant,lesdeuxéquationsde(1.72) qui imposentla continuitédela vitesse
à travers l'interface ¡ sontdécentréeset consistantesseulementà l'or dreunavecla deuxièmeéquation
de (1.17). Toutesles valeurs du multiplicateurde Lagrange du cotégrossieret �n dansl'intervalle de
temps[t2n ; t2n+2 ] sontégalesà unemêmevaleurqu'on appellera J 2n+1 (voir la �gur e 1.4).

On a un comportementsimilaire pour leséquationsdans(1.73). Cettefois-ci c'est l'équationqui porte
sur le multiplicateurdeLagrangequi estconsistanteà l'or dredeuxavecla deuxièmeéquationde(1.17).
Lesautresdeuxéquationsqui imposentla continuitédela contraintenormalesontconsistantesà l'or dre
un.De cepoint devueil n'estpasclair qu'un schémasoit plusprécisquel'autre. Cependant,on verra
dansle chapitre 2 quele schémaI fournit eneffet unemeilleure approximation(voir aussila remarque
1.6.5).

Remarque1.6.5 On peut remarquer que le comportementdu couplage donnépar le schémaII est
étrange. Eneffet,à partir desdeuxpremièreséquationsdans(1.73) onobserveque

Cf § 2n
f = Cf § 2n+2

f ;

cequi veutdirequela contraintenormalesur l'interface ¡ ducoté�n resteconstanteauxinstantspairs.
Ceciimpliqueenparticulier quela méthodenepeutpasconverger ennormeL 1 (voir le chapitre2 pour
l'analyse1D decetteméthode).

1.7 CaractèreBien Posédu ProblèmeDiscret

Dansle chapitre2 on verraquela solutionobtenueavec le couplage(1.72) estplus précisequecelle
qu'on obtientavecleséquations(1.73). Pourcetteraison,onadécidédeprésenterle caractèrebienposé
duproblèmetotalementdiscrétisépourle schémaI .
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1.7 CaractèreBien Posédu ProblèmeDiscret

1.7.1 Algorithme deCalcul

Supposonsquetouteslesinconnuesjusqu`autempst2n ontétécalculéeset voyonscommentobtenirles
inconnuesjusqu'autempst2n+2 .

– Étant donnéque les matricesde massesont symétriqueset dé�nies positives,on peut calculer

V 2n+1
c etV

2n+ 1
2

f à l'aide dela premièreet troisièmeéquationsde(1.60).
– Ensuiteon obtient J 2n+1 (la valeur communedu multiplicateurde Lagrangedansl'intervalle

[t2n ; t2n+2 ]) d'unefaçonimplicite enrésolvantunsystèmelinéairedu type

M (¢ t)J 2n+1 = B 2n+1 :

Commeon verraplus tardendétail, le secondmembrenedépendquedesinconnuesqui ont été
déjàcalculées.

– Unefois qu'on aobtenula valeurdumultiplicateurdeLagrangeonobtient§ 2n+2
c , § 2n+1

f , V
2n+ 3

2
f

et§ 2n+2
f avecla deuxième,quatrième,cinquièmeetsixièmeéquationsde(1.60) respectivement.

Finalement,onexpliqueendétailcommentobtenirle multiplicateurdeLagrangeJ 2n+1 .

1.7.2 Obtention du SystèmeLinéair eVéri�é par J 2n+1

La propositionsuivantenousdonnel'expressiondu systèmelinéaire à résoudrepour l'obtention du
multiplicateurdeLagrangeJ 2n+1 .

Proposition1.7.1 Si lessuites§ 2n
c , § n

f , V 2n+1
c , V

n+ 1
2

f , J 2n+1 véri�ent (1.60)–(1.72) alors

M (¢ t)J 2n+1 = B 2n+1 ;(1.74)

où

B 2n+1 =
¢ t2

4
Cf (M ¾;f )¡ 1D ¤

f (M v;f )¡ 1F 2n+1
f ¡(1.75)

Cc
£
§ 2n

c ¡ ¢ t(M ¾;c)¡ 1D ¤
cV 2n+1

c

¤
¡

Cf (M ¾;f )¡ 1N f (¢ t f )
·
§ 2n

f ¡ ¢ t(M ¾;f )¡ 1D ¤
f V

2n+ 1
2

f

¸
;

M (¢ t) = M c + M f (¢ t f );(1.76)

M c = ¢ t Cc(M ¾;c)¡ 1C¤
c ;(1.77)

M f (¢ t f ) = ¢ t Cf (M ¾;f )¡ 1N f (¢ t f )(M ¾;f )¡ 1C¤
f ;(1.78)

avecla matriceN f (¢ t f ) dé�nie dans(1.62).

Preuve: Notre objectif estd'obtenir un systèmelinéairevéri�é par l'inconnue J 2n+1 dont le second

membrene fait pasapparaître§ 2n+2
f , § 2n+1

f , § 2n+2
c et V

2n+ 3
2

f . L'utilisation deséquationsdu schéma
intérieur(1.60) et, surtout,de la premièreéquationde (1.72) sontfondamentalespour éliminer cesin-
connues.C'estcequi guidelescalculsqui vont suivre.
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Si on fait la différenceentrela sixièmeetquatrièmeéquationsde(1.60) ona

M ¾;f
§ 2n+2

f ¡ 2§2n+1
f + § 2n

f

¢ t2 = ¡ D ¤
f

V
2n+ 3

2
f ¡ V

2n+ 1
2

f

¢ t
+ C¤

f

J
2n+ 3

2
f ¡ J

2n+ 1
2

f

¢ t
:

Enutilisantla cinquièmeéquationde(1.60) et leséquationsdecouplage(1.72) onendéduitque

M ¾;f
§ 2n+2

f ¡ 2§2n+1
f + § 2n

f

¢ t2 = ¡ D ¤
f (M v;f )¡ 1D f § 2n+1

f ¡ D ¤
f (M v;f )¡ 1F 2n+1

f :

Il estclair alorsque

Cf
§ 2n+2

f + 2§2n+1
f + § 2n

f

4
= Cf (M ¾;f )¡ 1

·
M ¾;f ¡

¢ t2

4
D ¤

f (M v;f )¡ 1D f

¸
§ 2n+1

f ¡

¢ t2

4
Cf (M ¾;f )¡ 1D ¤

f (M v;f )¡ 1F 2n+1
f

= Cf (M ¾;f )¡ 1N f (¢ t f )§ 2n+1
f ¡

¢ t2

4
Cf (M ¾;f )¡ 1D ¤

f (M v;f )¡ 1F 2n+1
f :

Onutilisela quatrièmeéquationde(1.60) pourdévelopper§ 2n+1
f dansl'expressionprécédenteetobtenir

(1.79)

Cf
§ 2n+2

f + 2§2n+1
f + § 2n

f

4
= Cf (M ¾;f )¡ 1N f (¢ t f )

·
§ 2n

f ¡ ¢ t(M ¾;f )¡ 1D ¤
f V

2n+ 1
2

f

¸
¡

¢ t2

4
Cf (M ¾;f )¡ 1D ¤

f (M v;f )¡ 1F 2n+1
f +

¢ tC f (M ¾;f )¡ 1N f (¢ t f )(M ¾;f )¡ 1C¤
f J 2n+1 :

D'un autrecoté,onsesertdela deuxièmeéquationde(1.60) pourobtenir

Cc
§ 2n+2

c ¡ § 2n
c

2¢ t
= ¡ Cc(M ¾;c)¡ 1D ¤

cV 2n+1
c + Cc(M ¾;c)¡ 1C¤

c J 2n+1 ;

cequi implique

(1.80) Cc
§ 2n+2

c + § 2n
c

2
= Cc§ 2n

c ¡ ¢ tCc(M ¾;c)¡ 1D ¤
cV 2n+1

c + ¢ tCc(M ¾;c)¡ 1C¤
c J 2n+1

Pourconclurela preuve il suf�t defairela sommedeséquations(1.79) et (1.80) etd'utiliser la première
équationde(1.72). 2

1.7.3 Sur l'In versibilité de la Matrice M (¢ t)

Regardonsquandla matriceM (¢ t) estinversible.

Théorème1.7.2(Caractèrebien posédu problèmediscret) Sousleshypothèsesdela proposition1.7.1,
supposonsque

– la condition(1.62) estsatisfaite(conditionCFL habituellesur  f ),
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1.8 Stabilité du Schéma

– C¤
c estinjectiveouC¤

f estinjective.
Alors la matriceM (¢ t) est symétriquedé�nie positiveet le problèmediscret (1.60)–(1.72) est bien
posé.

Preuve: Onrappelleque

M (¢ t) = M c(¢ tc) + M f (¢ t f );

avec

M c(¢ tc) = ¢ tCc(M ¾;c)¡ 1C¤
c ; M f (¢ t f ) = ¢ tC f (M ¾;f )¡ 1N f (¢ t f )(M ¾;f )¡ 1C¤

f ;

desmatricessymétriquespositives.Étantdonnéque

(1.81) KerM (¢ t) = KerM c(¢ tc) \ KerM f (¢ t f ) = KerC¤
c \ KerC¤

f ;

pourgarantirle caractèredé�nie positif de la matriceM (¢ t) il suf�t qu'unedesdeuxmatricesC¤
c ou

C¤
f sontinjectives.

Une fois prouvéel'in versibilitéde la matriceM (¢ t), la proposition1.7.1et la section1.7.1montrent
quele problèmediscret(1.60)–(1.72) estbienposé. 2

Remarque1.7.1 Onremarquequ'il estpréférablequela matriceC¤
c soit injective. Eneffet,si onprend

la valeur de ¢ t f de plus en plus proche de la valeur maximalqui garantie la stabilité, la matrice
N f (¢ t f ) sera de plus en plus singulière. Ceci peutavoir uneconséquencedansle caractère dé�nie
positivedela matriceM f (¢ t f ) etpar conséquencesur l'in versibilité dela matriceM (¢ t).

1.8 Stabilité du Schéma

On introduit quelquesnotationsqui serontutiles par la suite.Pourchaquematricesymétriquedé�nie
positiveM onpeutdé�nir sonproduitscalaireetnormeassociéspar

(V1; V2)M = (M V1; V2); kVk2
M = (V; V )M ;

oùon rappelleque(¢; ¢) estle produitscalaireeuclidiendansRN . On introduitaussila notationsuivante
(voir la remarque1.6.2pourunedé�nition équivalentedecesnormesentermesd'intégrales)

kD l k = sup
e§ l 6=0

kD l e§ l k(M v ;l ) ¡ 1

ke§ l kM ¾;l

; kD ¤
l k = sup

eVl 6=0

kD ¤
l

eVl k(M ¾;l ) ¡ 1

keVl kM v ;l

; l 2 f c; f g:

Théorème1.8.1(Stabilité L 2) Supposonsque
– lesforcesexternessontnulles,
– E0 estbornépar uneconstanteindépendantedupasdediscrétisation,
– lesconditions(1.62)–(1.63) sontsatisfaites(conditionsCFLhabituelledanschaquesous-domaine).

Alors, la normeL 2 de§ 2n
c , V 2n+1

c , § n
f etV

n+ 1
2

f obtenusavecleséquations(1.60)–(1.72) estbornéepar
uneconstantequi nedépendquedesconditionsinitialeset le rapport® = ¢ t c=hc.
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Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

Preuve:Leschémanumériquequ'onutiliseaétéconstruitpourconserver(enabsencedeforcesexternes)
l'énergie totaleE2n , i.e.,

E0 = E2n :

Il suf�ra de montrerquecettequantitéestéquivalenteà la normeL 2 de la solutionpour compléterla
preuve.Onaque

(V 2n+1
c ; V 2n¡ 1

c )M v ;c =

°
°
°
°

V 2n+1
c + V 2n¡ 1

c

2

°
°
°
°

2

M v ;c

¡

°
°
°
°

V 2n+1
c ¡ V 2n¡ 1

c

2

°
°
°
°

2

M v ;c

=

°
°
°
°

V 2n+1
c + V 2n¡ 1

c

2

°
°
°
°

2

M v ;c

¡
¢ t2

c

4

°
° D2§ 2n

c

°
° 2

(M v ;c ) ¡ 1

oùonautiliséla premièreéquationde(1.60). Cetteidentiténouspermetd'écrire(enutilisantla dé�nition
deNc(¢ tc))

E2n
c =

1
2

°
° § 2n

c

°
° 2

N c (¢ tc ) +
1
2

°
°
°
°

V 2n+1
c + V 2n¡ 1

c

2

°
°
°
°

2

M v ;c

:

Descalculssimilairessurla grille �ne montrent

E2n
f =

1
2

°
° § 2n

f

°
° 2

N f (¢ t f )
+

1
2

°
°
°
°
°
°

V
2n+ 1

2
f + V

2n¡ 1
2

f

2

°
°
°
°
°
°

2

M v ;f

;

et donclesquantités§ 2n
c , (V 2n+1

c + V 2n¡ 1
c )=2, § 2n

f et (V
2n+ 1

2
f + V

2n¡ 1
2

f )=2 sontbornéesparl'énergie
totaleà l'instant initial. Si onutiliseencorela premièreéquationde(1.60) onobtient

V 2n+1
c =

V 2n+1
c + V 2n¡ 1

c

2
+

¢ tc

2
(M v;c)¡ 1D2§ 2n

c ;

cequi implique

°
° V 2n+1

c

°
°

M v ;c
·

°
°
°
°

V 2n+1
c + V 2n¡ 1

c

2

°
°
°
°

M v ;c

+
¢ tc

2
kDckk§ 2n

c kM ¾;c :

Si onsesertdeséquationssurla grille �ne onobtient

°
°
°
° V

2n+ 1
2

f

°
°
°
°

M v ;f

+

°
°
°
° V

2n¡ 1
2

f

°
°
°
°

M v ;f

· 2

°
°
°
°
°
°

V
2n+ 1

2
f + V

2n¡ 1
2

f

2

°
°
°
°
°
°

M v ;f

+ ¢ t f kD f k
°
° § 2n

f

°
°

M ¾;f
:

CeciveutdirequeV 2n+1
c etV

n+ 1
2

f sontcontrôléesparuneconstantequi dépenddesconditionsinitiales
etdu rapport®, carlesmatricesD l sontd'ordre1=hl .

Il nousresteàmontrerque§ 2n+1
f estaussiborné.Enutilisantla quatrièmeetsixièmeéquationsde(1.60)
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1.9 RésultatsNumériques

et l'égalitéentrelesmultiplicateursJ
2n+ 1

2
f etJ

2n+ 3
2

f donnéepar(1.72) ona

§ 2n+1
f =

§ 2n+2
f + § 2n

f

2
+ ¢ t f (M ¾;f )¡ 1D ¤

f

µ
V

2n+ 3
2

f + V
2n+ 1

2
f

¶
; =)

°
°
° § 2n+1

f

°
°
°

M ¾;f

·
1
2

µ °
°
° § 2n+2

f

°
°
°

M ¾;f

+
°
° § 2n

f

°
°

M ¾;f

¶
+

¢ t f kD ¤
1k

Ã°
°
°
° V

2n+ 3
2

f

°
°
°
°

M v ;f

+

°
°
°
° V

2n+ 1
2

f

°
°
°
°

M v ;f

!

;

et la propositionestprouvée. 2

Remarque1.8.1 Si on considère un matériauhomogèneet lesmêmeséléments�nis pour la discrétisa-
tion enespacesur lesdeuxdomaines,la condition(1.62) estéquivalenteà (1.63). Ceciestuneconsé-
quencedu fait d'utiliser le mêmerapportentre lespasdediscrétisationspatialet temporel dansle deux
domaines.Aucundessous-domainesneva pénaliserl'autre entermesdetaille du pasdediscrétisation
temporel.

1.9 RésultatsNumériques

Danscettesectiononprésentequelquesexpériencesnumériquesqui nouspermettronsdechoisirl'espace
d'approximationdu multiplicateurde Lagrangeet de discuterde l'in�uence du rapportentrele pasde
discrétisationtemporelet spatial.

1.9.1 Choix de l'Espacedu Multiplicateur

Danscettesectionon présentedesrésultatsnumériquesde la méthodeprésentéedanslessectionspré-
cédentesqui vontnouspermettredechoisirl'espacedediscrétisationdumultiplicateurdeLagrange.On
considère = [0; 10]£ [0; 20]unmatériauisotropehomogènedé�ni parlescoef�cients

(1.82) ½ = 1; ¸ = 3:45; ¹ = 2:04:

On imposele champdevitessenul sur touslesbords.La régionraf�née est f = [0; 10]£ [10; 20], ce
qui impliqueque c = [0; 10]£ [0; 10]. L'interface¡ estdonnéepar

¡ = f (x; z) 2  = z = 10g:

Le systèmeestperturbéparuneconditioninitiale sur le champdevitessecentrésur le point (x c; zc) =
(5; 20=3)

(1.83) v((x; z); t = 0) = 0:1 H
µ

r
r0

¶
(er + e¿) ;

oùH (r ) s'annuleà l'extérieurde[0; 1] etestdé�nie (pourr 2 [0; 1]) par

(1.84) H (r ) = A0 ¡ A1 cos(2¼r ) + A2 cos(3¼r ) ¡ A3 cos(6¼r );

avecr = (x ¡ xc; z ¡ zc)t ; ¿ = (zc ¡ z; x ¡ xc)t ; r = kr k ; er = r =r; e¿ = ¿=r; r 0 = 1:5 et

A0 = 0:35875; A1 = 0:48829; A2 = 0:14128; A3 = 0:01168:
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Chapitr e1 Raf�nement Spatio–Temporel (1; 2)

Le pasdediscrétisationsur c estdonnépar¢ xc = 1=15. Étantdonnéqu'on estintéresséà prendreun
pasdediscrétisationtemporelle plusgrandpossibleonva le prendredetellesorteque

¢ t l

¢ x l
= 0:95CF L opt; l 2 f c; f g;

avecCF L opt la valeurmaximaledu quotientqui assurela stabilité.On va considérerdifférentsespaces
d'approximationJ H (¡) et étudiersaperformance.

J H (¡) ´ (P1)2 continu �n. OnconsidèreJ H (¡) dé�ni par(1.25) avece¥hf commemaillagedesur-
face,choix qui garantit l'in versibilité de la matriceM dèsque la conditionCFL est satisfaite car la
matriceC¤

f est injective (voir le théorème1.7.2). Les résultatsobtenuspour le multiplicateurde La-
grangeetpourlesvariablesvolumiquessontbons(voir la �gure 1.5). Cependant,le nombred'inconnues
estsupérieuràunediscrétisationsurle cotégrossier. Enplus,le caractèreinversibledela matricepeutse
détériorerlorsquele quotient¢ t=¢ x serapprochedesavaleurmaximalequi garantiela stabilité(voir
la remarque1.7.1).

J H (¡) ´ Tr ¡
³

X
hf

( f )
´

. On peut faire les mêmescommentairespour le choix donnépar (1.32).

Mêmesi les résultatssontraisonables,la valeurdu multiplicateurde Lagrangeoscille legèrementsur
la premièrecomposante(voir la �gure 1.6). Le nombred'inconnuesestencoreplus élevé quepour le
choixprécédent.Lesoscillationspeuventaugmenterlorsqueonserapprochedela CFL habituellecarla
matriceN f (¢ t f ) devientdeplusenplussingulière(voir la remarque1.7.1).

J H (¡) ´ (P0)2 �n. Lorsqu'onconsidèrel'espacedonnépar (1.37) la matriceM (¢ t) qu'il faut in-
verserpourobtenirle multiplicateurdeLagrangeestsingulière.Dansla pratique,onarrivemalgrétoutà
l'in verserenobtenantla variableJ à“ unélémentdunoyauprès”(mêmesi onn'a pasvéri�é si le second
membreappartenaità l'image dela matrice).C'estpourceciqu'on trouvedesfortesoscillationsdansla
premièrecomposantedumultiplicateurdeLagrange(voir la �gure 1.7), maispasdansla deuxième(voir
la page17). Lesrésultatsobtenuspourlesvariablesvolumiquessont,malgrétout, raisonablementbons.

J H (¡) ´ (P1)2 continu grossier. On considèreJ H (¡) dé�ni par (1.25) avec e¥hc commemaillage
desurface,choixqui garantitl'in versibilitédela matriceM dèsquela conditionCFL estsatisfaitecarla
matriceC¤

c estinjective(voir le théorème1.7.2). Lesrésultatsobtenuspourle multiplicateurdeLagrange
et pour lesvariablesvolumiquessontassezbons(voir la �gure 1.8). En plus, le nombred'inconnuesà
l'interfaceestmoinsélevé quelorsqu'onconsidèreun maillagedesurfaceconstruità partir de la trace
dumaillage�n.

J H (¡) ´ (P0)2 grossier. Finalementon considèrel'espacedediscrétisationdu multiplicateurdonné
par (1.34). La matriceM (¢ t) est inversiblecar la matriceC¤

f est injective (voir le théorème1.7.2).
La taille du systèmelinéaireà résoudreestpetite,et lesrésultatsobtenussur les inconnuesvolumiques
et surfaciquessont trèsbonnes.On pourraitmodi�er légèrementce choix commeon indiquedansla
remarque1.4.3a�n d'obteniruneméthodeplusrobustedontle caractèreinversibledela matriceM (¢ t)
soitmoinsdépendantduparamètre® (voir aussila remarque1.7.1).

Remarque1.9.1 Pour tous les choix de multiplicateurconsidéréset en choisissant® = CF L opt on
a un comportementhautementoscillatoire de la solutionsur la grille �ne (voir la �gur e 1.10). Malgré

38



1.9 RésultatsNumériques

0 50 100 150 200 250 300

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

Premiere composante

0 50 100 150 200 250 300
-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02
Deuxieme composante

(a)Multiplicateursur¡ à t = 1:6156 (b) Moduledev à t = 1:6156

0 50 100 150 200 250 300

�0.02

�0.01

0

0.01

0.02

Premiere composante

0 50 100 150 200 250 300
�0.02

�0.015

�0.01

�0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02
Deuxieme composante

(c) Multiplicateursur¡ à t = 3:2312 (d) Moduledev à t = 3:2312

FIG. 1.5– J H (¡) ´ (P1)2 continu �n . ¢ xc = 1=15. ® = 0:95CF L opt
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(c) Multiplicateursur¡ à t = 3:2312 (d) Moduledev à t = 3:2312

FIG. 1.7– J H (¡) ´ (P0)2 �n . ¢ xc = 1=15. ® = 0:95CF L opt
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(c) Multiplicateursur¡ à t = 3:2312 (d) Moduledev à t = 3:2312

FIG. 1.8– J H (¡) ´ (P1)2 continu grossier. ¢ xc = 1=15. ® = 0:95CF L opt
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(c) Multiplicateursur¡ à t = 3:2312 (d) Moduledev à t = 3:2312

FIG. 1.9– J H (¡) ´ (P0)2 grossier. ¢ xc = 1=15. ® = 0:95CF L opt
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(a)Multiplicateursur¡ à t = 1:7006 (b) Moduledev à t = 1:7006

FIG. 1.10– J H (¡) ´ (P0)2 grossier. ¢ xc = 1=15. ® = CF L opt
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J H (¡) cond2 (M (¢ t)) Taille deM (¢ t)

(P1)2 continu �n 50 (4Nx + 2)2

Tr ¡
³

X
hf

( f )
´

25 (6Nx + 1)2

(P0)2 �n 1 (4Nx )2

(P1)2 continu grossier 19 (2Nx + 2)2

(P0)2 grossier 9 (2Nx )2

TAB. 1.1– Conditionementet taille deM (¢ t). ® = 0:95. ¢ xc = 1=30

tout, le multiplicateurde Lagrange sembleêtre bien approché. Il suf�t de considérer unevaleur de ®
légèrementinférieureà la valeurmaximalepourobtenirdesbonsrésultats.

Onpeutfairequelquesremarquesintéressantessurla matriceM (¢ t) :
– Onconstatenumériquementquele conditionementdela matricerestepresqueinvariantlorsqu'on

changelesvaleursdesparamètres®et¢ t (Ontrouveunedeviationd'environ uneunitéparrapport
auxvaleursdansla table1.1).

– Ceconditionementestplusélévédanslescasoù on choisitunediscrétisationqui s'appuiesur le
maillage�n del'interface.Le meilleurconditionnementestdonnéparle choix (1.34).

– La structurede la matriceestcreuseet de taille égaleaucarrédesinconnuessurfaciques.De ce
point de vue il estpréférablede considérerunediscrétisationbaséesur un maillagebasésur la
tracedumaillagegrossierà l'interface.

Enprenantencomptecesremarquesetlesrésultatsnumériquesonvachoisirparla suitel'espaceJ H (¡)
donnépar(1.34).

1.9.2 Expériencesavecdesraf�nements récursifs

Onprésentedeuxexpériencesnumériquesqui montrentla performancedecettetechniquederaf�nement
demaillage.Dansun premiertempson décrit lescaracteristiquescommunesdesdeux.Le domainede
calcul est le rectangle = [0; 20] £ [0; 10] composédu mêmemateriauhomogèneisotropequecelui
utilisédansla sectionprecedente.Il estperturbéparuneconditioninitiale surle champdevitessecentrée
surle point (xc; zc) = (8; 5) :

v((x; z); t) = 0:1H
µ

r
r0

¶
er

avec la fonction H et le vecteurer dé�nies dansla section1.9.1. On utilise descouchesabsorbantes
parfaitementadaptées(PML, cf. [41]) poursimulerun domainenonbornésur touteslesfrontièressauf
surcelledegaucheoùon imposela contraintenormalenulle.Le pasdediscrétisationspatialsurla grille
grossièreestde1=20etoneffectueraplusieursraf�nementsdemaillagesuccessifs.Lesrégionsraf�nées
sontlessuivantes: B1 = [15:7; 17:3] £ [0:7; 2:3], B2 = [16; 17]£ [1; 2], B3 = [3:5; 4:8] £ [5:45; 6:8],
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FIG. 1.11– À gauche: Domainedecalcul.À droite: ZoomautourdeB 3

B4 = [3:775; 4:475]£ [5:775; 6:475], B5 = [3:925; 4:325]£ [5:925; 6:325]andB6 = [4; 4:25]£ [6; 6:25]
(voir la �gure 1.11). Le rapportentrelespasdediscrétisationle plus �n et le plusgrossierestde1=24.
Le pasdediscrétisationtemporelest�xé par le choix de® = 0:95 CF L opt surchaquedomaine.Dans
les�gures qui suivront on représentele moduledu champdevitesse.L'ondegénéréepar lesconditions
initiales est une ondede pression.Sa ré�exion sur le bord gauchecréedesondesde pressionet de
cisaillementré�échies.

Raf�nement spatio-temporel vs. Raf�nement spatial. Dansceparagrapheon présenteunecompa-
raisonentrela techniquederaf�nement demaillageprésentéedanscechapitreet unetechniquequ'on
appellerade“raf�nement purementenespace”.Cettedernièretechniqueconsisteenutiliser la méthode
desélémentsjoints décritedansla section1.3et un pasdetempsglobal�xé parla conditionCFL surla
pluspetitemaille.Plusprécisément,on comparela mêmeméthodeavecou sansle traitementspécialen
tempsdétaillédansla section1.6. Clairement,le coûtdecalculavecla deuxièmeméthodeestplusélevé
(parexemple,dansla grille grossière,ondoit utiliserunpasdetemps1=24 fois pluspetitqueceluiutilisé
avecla premièreméthode).Le gainentempsCPU,qui dépendduniveauderaf�nement etdela taille de
la régionraf�née, estd'environ un facteurneufpourcetteexpérience.En plus,l'utilisation d'un rapport
entrele pasdediscrétisationtemporelet spatialtrop petit par rapportà la valeuroptimaleCF L opt fait
quela solutionobtenueavec le raf�nement purementspatialestplusdisperséesur la grille grossièreet
doncmoinsprécise(voir les�gures 1.12et1.13). Lesrésultatsobtenusparla premièreméthodesonttrès
satisfaisants.Il n'y a presquepasdephénomènesparasitesdusà la présenced'interfacesarti�cielles et
la non-conformitéentemps.

Diffraction par despetits obstacles. Dansla deuxièmeexpériencenumériqueonmontrela diffraction
par deuxréseauxde petitsobstaclescarrésplacésdansles régionsraf�nées B 6 (avec 49 unités)et B2

(avec 25 unités)commeon montredansla �gure 1.14. Chaqueobstacle,dont la taille de l'arrête est
quatrefois le pasdediscrétisationdansla boitecourante(beaucouppluspetitquela longueurd'onde),est
modéliséparuneconditiondesurfacelibre. Il estclair qu'il seraitimpossiblederéalisercetteexpérience
avec le maillagegrossier. En plus, si on veut bien prendreen comptela géométriede notreproblème
enutilisantun maillageuniformeon devrait utiliser le plus�n. Ceciauraitimpliquéun tempsdecalcul
CPUet unequantitédemémoiretrèsgrande.La méthodeprésentéeci-dessusnouspermetdecapturer
lesphénomènesproduitsparlesinteractionsmultiplesdanslesrégionstrèsraf�néesetdelestransmettre
à la grille grossière.Dansles �gures 1.15et 1.16on représenteles champstotal et diffracté(ampli�é
d'un facteurdeux)àdeuxinstantsdifférents.
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(a)Raf�nement demaillagespatio-temporel (b) Raf�nement demaillagepurementspatial

FIG. 1.12– Moduledev autempst = 4:3275

(a)Raf�nement demaillagespatio-temporel (b) Raf�nement demaillagepurementspatial

FIG. 1.13– Moduledev autempst = 9:5205
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B 3
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B 5
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FIG. 1.14– À gauche: ZoomautourdeB1. À droite: ZoomautourdeB3
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(a)Moduleduchamptotal (b) Moduleduchampdiffracté £ 2

FIG. 1.15– Diffractionpardespetitsobstacles.Instantanéeà t = 4:3275

(a)Moduleduchamptotal (b) Moduleduchampdiffracté £ 2

FIG. 1.16– Diffractionpardespetitsobstacles.Instantanéeà t = 9:5205
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L esexpériencesnumériquesprésentéesdanslessections1.9.1et 1.9.2montrentdesrésultatstrès
prometteursdu point de vue de la précisionde la méthodede raf�nement de maillagespatio-
temporeladoptée(c.f. [46, 37]). On s'intéressedanscechapitreà l'analysedel'erreur commise.

Danscetypedeproblèmesonpeutdistinguerdeuxsourcesd'erreur:
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² La discrétisationenespaceet la nonconformitéenespaceentrelesdeuxgrilles.
² La discrétisationentempset le fait d'avoir despasdetempsdifférentsdanschaquesousdomaine.

Plusieursétudessur le premiertype d'erreurpeuvent setrouver dansla littérature.Les techniquesuti-
liséessebasentsur la théoriedesélémentsjoints [23, 16] enutilisant le secondlemmedeStrang[17].
On s'intéresseaudeuxièmetyped'erreur, qui, provenantde la non-conformitédesmaillagesentemps,
estplus spéci�queà notreproblème.Pourl'étudier, on seplacedansle cassimpli�é monodimension-
nel où seulementla non-conformitéentreles maillagesen tempsestprésente.Le principal résultatde
cechapitreestalorsle théorèmedeconvergence2.4.1où on donnedesestimationsquasi-optimalesde
la méthodederaf�nement demaillagespatio-temporelprésentédansle chapitreprécédentappliquéeà
l'équationdesondes1D. La preuve du résultat(voir la section2.5), mêmesi basésur destechniques
d'énergie,utilise desargumentsdetypeboot-strappasstandardscequi fait qu'elle estintéressante.Les
estimationsobtenuessontvalidéesavecdesexpériencesnumériques1D et l'analysefaiteavecdestech-
niquesdeFourierdans[38, 46].

Cetteanalysed'erreura donnélieu à la publication[58] qu'on a inclus directementdansle document
mêmesi elle esten anglais(sections2.2–2.6). Une bref sectionde transitionqui explique la notation
adoptéedansl'article a étéajouté(voir la section2.1). D'un autrecoté,on a décidéderappelerendé-
tail (tout en rajoutantdesremarquesqui noussemblentintéressantes)l'analyseavecdestechniquesde
Fourierdela méthodequi avait déjàétéprésentédans[38, 46]. Nousconsidéronsque,pour la compré-
hensiondessections3.5.2et4.4.2oùoneffectuerauneanalyseparFourierdesméthodesderaf�nement
de maillagespatio-temporelplus généralesquecelle ci, il est fondamentald'établir la notationqu'on
utilisera.

2.1 Le CasParticulier du Problème1D

On considèreleséquationsde l'élastodynamique(1.2) en1D avec½= 1 et C = I sur  = R. Alors
le systèmequ'on veut résoudreest tout simplementl'équationdesondes1D sousuneformulationdu
premierordre,c'estàdire,

(2.1)

8
>>>>><

>>>>>:

@v
@t

+
@u
@x

= 0; (x; t) 2 R £ R+ ;

@u
@t

+
@v
@x

= 0; (x; t) 2 R £ R+ ;

u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x); x 2 R;

oùonaremplacé¾par¡ u. Supposonsque c = R¡ et  f = R+ . Ensuivantlesmêmestechniquesque
dansla section1.2onposenoséquationsdanschacundesdomaines:
8
>><

>>:

@vc

@t
+

@uc

@x
= 0; (x; t) 2 R¡ £ R+ ;

@uc

@t
+

@vc

@x
= 0; (x; t) 2 R¡ £ R+ ;

8
>><

>>:

@vf

@t
+

@uf

@x
= 0; (x; t) 2 R+ £ R+ ;

@uf

@t
+

@vf

@x
= 0; (x; t) 2 R+ £ R+ ;

(où on omet les conditionsinitiales). A�n d'obtenir une solution du problèmeglobal on imposeles
conditionsdetransmissionhabituelles

uc(0; t) = uf (0; t); t 2 R+ ; vc(0; t) = vf (0; t); t 2 R+ :

Pourécrireuneformulationvariationnelleduproblème,etpourpouvoir donnerunsensàtouslestermes
debordon introduit deuxmultiplicateursdeLagrangej l ; l 2 f c; f g qui peuvents'interprétercommela

50



2.1 Le CasParticulier du Problème1D

tracedel'inconnuev à traversl'interface¡ ´ f x = 0g. Onaalors

(2.2)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Trouver (ul ; vl ; j l ) 2 H 1( l ) £ L 2( l ) £ R; l 2 f c; f g
8
>><

>>:

d
dt

Z

R¡
vc~vc dx +

Z

R¡

@uc

@x
~vc dx = 0; 8~vc 2 L 2( c);

d
dt

Z

R¡
uc~uc dx ¡

Z

R¡

@~uc

@x
vc dx + ~uc(0)j c = 0; 8~uc 2 H 1( c);

8
>><

>>:

d
dt

Z

R+
vf ~vf dx +

Z

R+

@uf

@x
~vf dx = 0; 8~vf 2 L 2( f );

d
dt

Z

R+
uf ~uf dx ¡

Z

R+

@~uf

@x
vf dx ¡ ~uf (0)j f = 0; 8~uf 2 H 1( f );

aveclesconditionsderaccordsuivantes

(2.3) uc(0; t) = uf (0; t); j c(t) = j f (t):

Notonsquedanscecas,le multiplicateurdeLagrangeestseulementfonctiondu temps.Poureffectuer
la discrétisationenespaceonsesertdesmaillagesréguliersdepas2h pour c eth pour f . L'inconnue
u estdiscrétiséeavecdeséléments�nis P1 globalementcontinustandisquel'inconnuev estapprochée
dansl'espacedesfonctionsconstantessur chaqueélément.On utilise destechniquesde condensation
de massepour avoir desmatricesde massediagonales.Pour la discrétisationen temps,on utilise la
méthodeexpliquéedansla section1.6 en utilisant un pasde discrétisationtemporelde 2¢ t sur  c et
¢ t sur f . Avecdesnotationsévidentes,lesinconnuesdenotreproblèmesont(voir la �gure 2.1où les
multiplicateursdeLagrangen'ont pasétéreprésentés)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(uc)2n
2j ; (vc)2n+1

2j +1 ; j 2n+1
c ; n ¸ 0; j · 0;

(uf )n
j ; (vf )

n+ 1
2

j + 1
2

; j
n+ 1

2
f ; n ¸ 0; j ¸ 0:

Onsignalequesurl'interface¡ onadeuxvaleursdel'inconnueu. Danscecas,leséquationsduschéma
intérieur, où le multiplicateurdeLagrangen'intervientpas,sontdonnéespar(2.14)–(2.15), c'està dire,
le schémadeYee[83] surchacunedesgrilles.Surlesnoeudsspéciauxqui sontsurl'interface,le schéma
utilise lesnouvellesinconnuesponctuelles.Ainsi onaura

(2.4)

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

(uc)2n+2
0 ¡ (uc)2n

0

2¢ t
+

j 2n+1
c ¡ (vc)2n+1

¡ 1

h
= 0;

(uf )2n+1
0 ¡ (uf )2n

0

¢ t
+

(vf )
2n+ 1

2
1
2

¡ j
2n+ 1

2
f

h=2
= 0;

(uf )2n+2
0 ¡ (uf )2n+1

0

¢ t
+

(vf )
2n+ 3

2
1
2

¡ j
2n+ 3

2
f

h=2
= 0:

Lesconditionsdetransmission(1.72) qui donnentle schémaI deviennent

(2.5)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(uc)2n+2
0 + (uc)2n

0

2
=

(uf )2n+2
0 + 2(uf )2n+1

0 + (uf )2n
0

4
;

j 2n+1
c = j

2n+ 1
2

f = j
2n+ 3

2
f :
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La continuitéde la variablev estimposédeuxfois tandisquela continuitéde u unefois. Dansce cas
particulier, en utilisant les équations(2.4) et (2.5) on peut facilementéliminer les multiplicateursde
Lagrangeet réécrireleséquationsdecouplagecommedans(2.21), équationsqu'on utiliseraaulong de
l'article. Leséquationsdecouplage(1.73) qui déterminentle schémaII s'écrivent

(2.6)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(uc)2n+2
0 + (uc)2n

0

2
=

(uf )2n+2
0 + (uf )2n+1

0

2
;

(uc)2n+2
0 + (uc)2n

0

2
=

(uf )2n+1
0 + (uf )2n

0

2
;

j 2n+1
c =

j
2n+ 3

2
f + j

2n+ 1
2

f

2
:

Au contrairequ'avec le schémaI on imposedeux fois la continuitéde u et une fois celle de v. Les
multiplicateursdeLagrangepeuventaussiêtreéliminéscequi nousdonneleséquations(2.22).
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2.2 Intr oduction

AN ERRORANALYSISOFCONSERVATIVE SPACE-TIME MESH

REFINEMENTMETHODSFORTHE 1D WAVE EQUATION

PATRICK JOLY1 AND JERÓNIMO RODRÍGUEZ2

Abstract. Westudytwo space-timemeshre�nementmethodsastheoneintroducedin [37]. Thestabi-
lity of suchmethodsis guaranteedby constructionthroughtheconservationof a discreteenergy. In this
paper, we show theL 2 convergenceof theseschemesandprovide optimalerrorestimates.Theproof is
basedon energy techniquesandboot-straparguments.Our resultsarevalidatedwith numericalsimula-
tionsandcomparedwith resultsfrom planewaveanalysis[38].

2.2 Intr oduction

For thenumericalsolutionof time-dependentwavepropagationproblems,in whichoneoftenhasto
dealwith complex geometriesin diffractionproblems,it is naturalto try to uselocal meshre�nements
with non-matchinggrids.A �rst ideaconsistsin usingonly spatialre�nement(see[4] for acousticwaves,
[16] and[66] for Maxwell's equations).However, with explicit schemes,whena uniform time stepis
used,it is the �nest meshthat imposesthe time stepbecauseof the stability condition.Therearetwo
problemswith this. First, thecomputationalcostis increased.Second,the ratio c¢ t=h (whereh is the
spacestepsize)in thecoarsergrid will bemuchsmallerthanits optimalvalue.With standardnumerical
schemes(suchasYee'sschemefor Maxwell'sequations)thisgeneratesdispersionerrors.To avoid these
problems,it is usefulto beableto work with a local time stepin orderto keeptheratio c¢ t=h constant
(or almostconstant)in thewholecomputationaldomain.

Theuseof localtimesteppingraisesnew practicalandtheoreticalproblems,especiallyfor hyperbolic
equations,thataremuchmoredelicatethanthoseraisedby asimplespatialre�nement.

Thesolutionssuggestedin theelectromagneticliteratureareprimarily basedon interpolationtech-
niques(in time and/orin space)especiallydesignedto guaranteethe consistency of the schemeat the
coarsegrid / �ne grid interface(see[61], [59], [72] and [27]). Unfortunately, the resultingschemes
appearto be very dif�cult to analyzeandmay suffer from someinstability phenomena[35]. Another
possiblesolutionfor local time steppingis to usea DomainDecompositionapproachsuchasthe one
recentlydevelopedin [47]. However, thestability andconvergenceanalysisof thesetechniquesremain
to becompleted.

It seemsthatvery few papersin themathematicalliteraturehave beendevotedto space-timemesh
re�nement for the speci�c caseof Maxwell's equations(andmoregenerallyfor linear wave propaga-
tion problems).However, thesequestionshave beentreatedin many articlesin the conservation laws
communityduring the 80's. Let us mentionfor instancethe work of OsherandSanders[69] basedon
�nite volume methodsor, closerto what we are doing here,the works of Berger and her coauthors
[18, 19, 22, 20] on �nite differencesschemes.Theseworksaredevotedto variousspace-timemeshre�-
nementtechniquesfor �rst orderhyperbolicsystems.Thesetechniquesaremainlybasedoninterpolation
typeproceduresandconcernboth,overlappingandnon-overlappinggrids(see[22, 20] for ageneralpre-
sentation).In [18], Bergerhasdevelopedastabilityanalysisof suchmethodsin thecasesof the1D linear
advectionequationsusingtheGKStheory[60, 55]. Shewasableto establishtheresultsin thecasewhere
dissipative interiorschemes(typically Lax-Wendroff scheme)wereusedor whenconservative(typically
leap-frog)schemesareusedprovidedthatoverlappinggridsareconsidered.However, it is alsomentio-

1INRIA RocquencourtBP105Le ChesnayFrance.Patrick.Joly@inria.fr
2INRIA RocquencourtBP105Le ChesnayFrance.Jeronimo.Rodriguez@inria.fr
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nedin [18] thatusingleap-frogtypeschemesandnon-overlappinggridsmay leadto instability ashas
alreadybeenmentionedfor Maxwell'sequations.

Recently, wedevelopedalternativesolutionsto theseinterpolationproceduresthatwecall conserva-
tivespacetimemeshre�nementmethods.Thesemethods,originally inventedfor the1D waveequation,
havebeendevelopedfor Maxwell'sequations[46] andrecentlyextendedto theelastodynamicequations
[8]. A generalpresentationof thesekindsof methodscanbefoundin [56]. Themainideasandproperties
of thesemethodshavebeentreatedin moredetailin [36] for themodelproblemof the1D waveequation
writtenasthe�rst ordersystem

(2.7)

8
<

:

@u
@t

+
@v
@x

= 0;
@v
@t

+
@u
@x

= 0; x 2 R; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x);

whenoneusestheFDTD Yee[83] schemeasthereferenceinterior schemein eachsubdomain

(2.8)

8
>>>>><

>>>>>:

un+1
j ¡ un

j

¢ t
+

v
n+ 1

2

j + 1
2

¡ v
n+ 1

2

j ¡ 1
2

h
= 0 ; j 2 Z ; n ¸ 0

v
n+ 1

2

j + 1
2

¡ v
n¡ 1

2

j + 1
2

¢ t
+

un
j +1 ¡ un

j

h
= 0 ; j 2 Z ; n ¸ 0:

In particulartheconstructionof theschemeandstabilityanalysisbasedonenergyconservationproperties
is presentedin [36]. An importantfactis thatthestabilityCFL condition,namelyin the1D case

(2.9) ® =
¢ t
h

< 1

is notaffectedby themeshre�nementprocess.A planewaveanalysisfor measuringtheaccuracy of the
methodis detailedin [38]. Thepresentarticle,whosepurposeis essentiallytheoretical,is thesequelto
[38]. Our goal is to derive optimal error estimatesandto validatethemthroughnumericaltests.More
precisely, we presenta convergenceanalysisfor two differentconservative space-timemeshre�nement
schemesintroducedin [37].

We mentionthat in [19] andmorerecentlyin [21] the authorshave constructedspace-timemesh
re�nementschemesdevotedto theconservationof adiscreteequivalentof theintegralof thesolutionof
a �rst orderhyperbolicsystem.Suchschemesarealsocalledconservative schemesin theconservation
lawscommunity, but they arenotnecessarilystable(theintegralof thesolutionis notanorm!). However,
suchconservationpropertiesarehighly desirablefor theapproximationof solutionswith shocks.

Theoutlineof therestof thearticleis asfollows.In section2, wede�ne ourtwo gridsmodelproblem,
presentthetwo meshre�nementschemes(I andII) andrecall themainstability theorems.In section3,
we stateour main convergencetheorem2.4.1. Section4, devoted to the proof of this theorem,is the
mainsectionof this article.We think thatoneof thecontributionsof thepresentpaperis preciselythe
proof that appearsrathernon standard,althoughbasedon energy techniques.Finally, in section5, the
theoreticalresultsarecomparedto numericalonesandthoseobtainedin [38] by Fourierlike techniques.
This analysisdid not result into rigorouserror estimatesasdid that of theorem2.4.1, but permittedus
to predicttheorderof convergencethatwe prove in thepresentpaper. Theotherinterestof theenergy
proof we develop hereis that it canbe generalizedto spatiallyvariablecoef�cients andhigherspace
dimensionswith only purelytechnicaladditionaldif�culties.
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2.3 Conservativespace-timemeshre�nement schemes

We recall theconstructionof themethodpresentedin [37]. In orderto solve thesystem(2.7) with a
localspace-timemeshre�nement,thecomputationaldomainis split into two half-spaces, c = f x < 0g
and f = f x > 0g. Denotingby (uc; vc) and(uf ; vf ) therestrictionsof (u; v) to  c and f respectively,
theproblem(2.7) canberewrittenasa transmissionproblemthroughtheinterfacex = 0 asfollows

(2.10)

8
>><

>>:

@uc

@t
+

@vc

@x
= 0;

@vc

@t
+

@uc

@x
= 0;

in  c (2.11)

8
>><

>>:

@uf

@t
+

@vf

@x
= 0;

@vf

@t
+

@uf

@x
= 0;

in  f

coupledby theinterfaceconditions

(2.12) uc(0; t) = uf (0; t); (2.13) vc(0; t) = vf (0; t);

to obtainasolutionof theglobalproblem.

2.3.1 The interior scheme

Assumethatwe have a meshwith stepsize(2h; 2¢ t) for  c anda meshwith stepsize(h; ¢ t) for
 f . It is importantto noticethattheratio of thetime stepto thespacestepis thesamein bothdomains.
With theobviousnotation,theunknownsof ourschemewill be:

– for thecoarsegrid

u2n
2j ; j · 0; n ¸ 0; v2n+1

2j +1 ; j · ¡ 1; n ¸ 0;

– for the�ne grid

un
j ; j ¸ 0; n ¸ 0; v

n+ 1
2

j + 1
2

; j ¸ 0; n ¸ 0:

At theinterior of eachsub-domain,thestandardYeescheme[83, 78], is considered.Thediscreteequa-
tionsin thecoarseandin the�ne gridsbetweentheinstantst2n andt2n+2 arethefollowing

(2.14)

8
>>><

>>>:

(uc)2n+2
2j ¡ (uc)2n

2j

2¢ t
+

(vc)2n+1
2j +1 ¡ (vc)2n+1

2j ¡ 1

2h
= 0; j · ¡ 1; n ¸ 0;

(vc)2n+1
2j +1 ¡ (vc)2n¡ 1

2j +1

2¢ t
+

(uc)2n
2j +2 ¡ (uc)2n

2j

2h
= 0; j · ¡ 1; n ¸ 0;

(2.15)

8
>>>>><

>>>>>:

(uf )2n+1
j ¡ (uf )2n

j

¢ t
+

(vf )
2n+ 1

2

j + 1
2

¡ (vf )
2n+ 1

2

j ¡ 1
2

h
= 0; j ¸ 1; n ¸ 0;

(vf )
2n+ 1

2

j + 1
2

¡ (vf )
2n¡ 1

2

j + 1
2

¢ t
+

(uf )2n
j +1 ¡ (uf )2n

j

h
= 0; j ¸ 0; n ¸ 0;

8
>>>>><

>>>>>:

(uf )2n+2
j ¡ (uf )2n+1

j

¢ t
+

(vf )
2n+ 3

2

j + 1
2

¡ (vf )
2n+ 3

2

j ¡ 1
2

h
= 0; j ¸ 1; n ¸ 0;

(vf )
2n+ 3

2

j + 1
2

¡ (vf )
2n+ 1

2

j + 1
2

¢ t
+

(uf )2n+1
j +1 ¡ (uf )2n+1

j

h
= 0; j ¸ 0; n ¸ 0;
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ul

vl
; l 2 f c; f g

t2n

t2n +1

t2n +2

t2n +3

t2n +4

x0x ¡ 2 x0 x1 x2

FIG. 2.1– Distributionof theunknownsover ¡ .

completedwith discreteinitial conditions.

(2.16)

(uc)0
2j ; j · 0 ; (vc)1

2j +1 ; j · ¡ 1 ;

(uf )0
j ; j ¸ 0 ; (vf )

1
2

j + 1
2
; j ¸ 0 :

As is shown in �gure 2.1, two valuesof thesolutionareallowedalongtheinterface¡ = f x = 0g at the
eventimesteps.Thecontinuityof theunknown u is imposedin aweakway : thisseemsto beusefulfor
guarantingthestabilityof thescheme[37].

2.3.2 The discretetransmissionconditions

For coupling(2.14) and(2.15), theideais to approximatethetransmissionconditions((2.12), (2.13))
in sucha way thatthestability of themethodis ensureda priori. A simpleway to do that is to imposea
discreteversionof thefollowing energy conservationproperty

E(t) = E(0); where E(t) =
1
2

Z

R
u(x; t)2dx +

1
2

Z

R
v(x; t)2dx;

satis�edby theexactsolutionof (2.7). In our case,it is naturalto de�ne thetotal discreteenergy only at
theeveninstantsby

(2.17) E 2n = E 2n
c + E 2n

f ;

whereE 2n
c andE 2n

f arerespectively thecoarsegrid and�ne grid energies:

E 2n
c =

1
2

0

@
X

j ·¡ 1

j(uc)2n
2j j2 2h +

X

j ·¡ 1

(vc)2n+1
2j +1 (vc)2n¡ 1

2j +1 2h + j(uc)2n
0 j2 h

1

A ;

E n
f =

1
2

0

@
X

j ¸ 1

j(uf )n
j j2 h +

X

j ¸ 0

(vf )
n+ 1

2

j + 1
2

(vf )
n¡ 1

2

j + 1
2

h + j(uf )n
0 j2

h
2

1

A :
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This is themostnaturalextensionto the“two grids” schemeof thediscreteenergy which is conserved
with theYeeschemeon a singlegrid. Theideapursuedin [37] is to imposetheconservationof E 2n . To
statethemainresultof [37], it is usefulto introducethefollowing “discretetraces”of uc, vc, uf andvf

(2.18)

8
>><

>>:

(Uc)2n+1
0 =

1
2

¡
(uc)2n+2

0 + (uc)2n
0

¢
;

(Vc)2n+1
0 = (vc)2n+1

¡ 1 ¡ h
(uc)2n+2

0 ¡ (uc)2n
0

2¢ t
;

(2.19)

8
>><

>>:

(Uf )
n+ 1

2
0 =

1
2

¡
(uf )n+1

0 + (uf )n
0

¢
;

(Vf )
n+ 1

2
0 = (vf )

n+ 1
2

1
2

+
h
2

(uf )n+1
0 ¡ (uf )n

0

¢ t
:

Theorem2.3.1 Considera solutionof ((2.14),(2.15)), thediscreteenergy(2.17) is conservedif andonly
if :

(2.20)
1
2

µ
(Uf )

2n+ 1
2

0 (Vf )
2n+ 1

2
0 + (Uf )

2n+ 3
2

0 (Vf )
2n+ 3

2
0

¶
= (Uc)2n+1

0 (Vc)2n+1
0 :

Let uscomebackto theapproximationof thecontinuityconditions((2.12),(2.13)) . We�rst remarkthat,
assumingthat thediscreteunknownshave beencomputedup to time t 2n , the interior schemegivenby
(2.14) and(2.15) permitsusto obtainall theunknownsupto timet2n+2 exceptthethreefollowing values

(uc)2n+2
0 ; (uf )2n+1

0 ; (uf )2n+2
0 :

So, threeadditional(linear) equationsconsistentwith the transmissionconditions((2.12),(2.13)) and
compatiblewith the equality (2.20) shouldbe added.A �rst naturalchoiceconsistsin imposingthe
following discretecontinuityconditions

(2.21)

8
><

>:

(Vf )
2n+ 1

2
0 = (Vf )

2n+ 3
2

0 = (Vc)2n+1
0 ;

1
2

µ
(Uf )

2n+ 1
2

0 + (Uf )
2n+ 3

2
0

¶
= (Uc)2n+1

0 :

Theschemegivenby (2.14), (2.15) and(2.21) will becalledschemeI . Thecontinuityof u is imposed
onceandthatof v twice.A secondpossiblechoiceis givenby

(2.22)

8
><

>:

(Uf )
2n+ 1

2
0 = (Uf )

2n+ 3
2

0 = (Uc)2n+1
0 ;

1
2

µ
(Vf )

2n+ 1
2

0 + (Vf )
2n+ 3

2
0

¶
= (Vc)2n+1

0 ;

thatgivesustheschemeII . Unlike in thepreviousscheme,thecontinuityof u is written twice andthat
of v once.

Remark 2.3.1 Usingthetwo �r st equationsof (2.22) wecaneasilyprovethat (uf )2n+2
0 = (uf )2n

0 and
so the discrete traceof u in the �ne sideat the even instantsis alwaysthe same. As a consequence,
thisschemecannotbeL 1 -convergent.However thenumericalsimulationswill showusthatschemeI I
givesa “good” approximationof thesolution“exceptat theinterface” andtheL 2- convergencewill be
provenin section4.
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2.4 Err or analysis: the main results

Notation We �rst introducesomenotationfor discretesequences.In order to show the L 2-stability
andconvergenceof bothschemes,somediscretenormsandspacesmustbeintroduced.Let usde�ne the
discretecoarseand�ne L 2 spacesfor u :

(2.23)

L 2
c;u = f uc;h = f (uc)2j gj · 0 suchthat

X

j · 0

j(uc)2j j2 < + 1g ;

L 2
f ;u = f uf ;h = f (uf ) j gj ¸ 0 suchthat

X

j ¸ 0

j(uf ) j j2 < + 1g ;

andtheirnaturalHilbert norms:

(2.24)

kuc;hk2 =
X

j ·¡ 1

j(uc)2j j22h + j(uc)0j2 h;

kuf ;hk2 =
X

j ¸ 1

j(uf ) j j2h + j(uf )0j2
h
2

:

In thesameway, wehave thediscretecoarseand�ne L 2 spacesfor v :

(2.25)

L 2
c;v = f vc;h = f (vc)2j +1 gj ·¡ 1 suchthat

X

j ·¡ 1

j(vc)2j +1 j2 < + 1g ;

L 2
f ;v = f vf ;h = f (vf ) j + 1

2
gj ¸ 0 suchthat

X

j ¸ 0

j(vf ) j + 1
2
j2 < + 1g ;

andthenorms:

(2.26)

kvc;hk2 =
X

j ·¡ 1

j(vc)2j +1 j2 2h;

kvf ;hk2 =
X

j ¸ 1

j(vf ) j + 1
2
j2 h:

It is immediateto checkthatourschemesarewell posedin thesespaces,i. e.that,assoonasthediscrete

initial datau0
c;h; v1

c;h; u0
f ;h andv

1
2
f ;h belongrespectively to L 2

c;u, L 2
c;v, L 2

f ;u andL 2
f ;v , then the discrete

solutionis suchthat

(u2n
c;h; v2n+1

c;h ; un
f ;h ; v

n+ 1
2

f ;h ) 2 L 2
c;u £ L 2

c;v £ L 2
f ;u £ L 2

f ;v :

For the convergencestudy, we assumethat our solution is at leastcontinuousand we introducethe
pointwiseexactvalues

~us
r = u(r h; s¢ t); ~vs

r = v(r h; s¢ t); (r; s) 2 R £ R+ :

Wewill assumethatthecorrespondingsequences~u2n
c;h; ~v2n+1

c;h ; ~un
f ;h and~v

n+ 1
2

c;h belongrespectively to L 2
c;u,

L 2
c;v, L 2

f ;u andL 2
f ;v . We thende�ne thepointwiseerrors:

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(eu
c;h)2n = ~u2n

c;h ¡ u2n
c;h; (eu

f ;h )n = ~un
f ;h ¡ un

f ;h ;

(ev
c;h)2n+1 = ~v2n

c;h ¡ v2n
c;h; (ev

f ;h )n+ 1
2 = ~v

n+ 1
2

f ;h ¡ v
n+ 1

2
f ;h :
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Weshalldenotewith asuperscripth sequencesin bothdiscretespaceandtime.Moreprecisely, weset
8
>><

>>:

uh
c =

³
u2n

c;h

´

n¸ 0
; uh

f =
³

un
f ;h

´

n¸ 0
; uh = (uh

c ; uh
f );

vh
c =

³
v2n+1

c;h

´

n¸ 0
; vh

f =
µ

v
n+ 1

2
f ;h

¶

n¸ 0
; vh = (vh

c ; vh
f );

for thediscretesolutionsand,in thesameway,
8
><

>:

eu;h
c =

³
(eu

c;h)2n
´

n¸ 0
; eu;h

f =
³

(eu
f ;h )n

´

n¸ 0
; eu;h (´ u ¡ uh) = (eu;h

c ; eu;h
f );

ev;h
c =

³
(ev

c;h)2n+1
´

n¸ 0
; ev;h

f =
³

(ev
f ;h )n+ 1

2

´

n¸ 0
; ev;h (´ v ¡ vh) = (ev;h

c ; ev;h
f );

for theerrors.

For a given T > 0, we can introducethe discreteL 1 (0; T; L 2)-norms(that we de�ne herefor the
errorseu;h = u ¡ uh andev;h = v ¡ vh)

(2.27)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

keu;h k¤
1 ;2;T = sup

t2n + 3
2 · T

¡
k(eu

c;h)2nk + k(eu
f ;h )2nk

¢
;

keu;h k1 ;2;T = keu;h k¤
1 ;2;T + sup

t2n + 3
2 · T

k(eu
f ;h )2n+1 k;

kev;hk1 ;2;T = sup
t2n + 3

2 · T

³
k(ev

c;h)2n+1 k + k(ev
f ;h )2n+ 1

2 k + k(ev
f ;h )2n+ 3

2 k
´

:

Remark 2.4.1 Notethat kuhk¤
1 ;2;T is only a semi-normsincetheodd instantsare not concerned.The

completenormis kuhk1 ;2;T . Theinterestof theintroductionof thesemi-normkuhk¤
1 ;2;T will appearin

theproofof theorem2.4.1(cf. section4).

Wealsoneedto introducesomenotationfor normsin spacesof continuousfunctions.For any a > 0 and
any integerk ¸ 0, weshalldenote

(2.28) kf kCk
a;T

= sup
x2 [¡ a;a]; 0· t · T

sup
i + j · k

¯
¯
¯
¯

@i + j f
@x i @t j (x; t)

¯
¯
¯
¯ ; 8 f 2 Ck ([¡ a; a] £ [O; T]);

(2.29) k(u; v)kCk
a;T

= kukCk
a;T

+ kvkCk
a;T

; 8 (u; v) 2 Ck ([¡ a; a] £ [O; T])2:

It will alsobeusefulto introducetheclassof functions

(2.30) C1
a;T = f (u; v) 2 C1 ([¡ a; a] £ [O; T])2 suchthat(2.31) holdsg:

The property(2.31) expressesin somesensethat the successive derivativesof the functionsdo not in-
creasetooquickly with theorderof derivation.Moreprecisely, that

(2.31) jjj (u; v)jjj C 1
a;T

´ sup
k¸ 0

jjj (u; v)jjj Ck
a;T

< + 1 ;
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where,for eachintegerk

(2.32) jjj (u; v)jjj Ck
a;T

= k(u; v)k
1

2k

Ck
a;T

kY

j =1

k(u; v)k
1

2j

Cj +1
a;T

:

In whatfollows, if (u; v) is de�ned for x 2 R; t ¸ 0 we shallsaythat(u; v) 2 C 1
a;T if its restrictionto

[¡ a; a] £ [O; T] belongsto C1
a;T .

Remark 2.4.2 Theintroductionof thesetC 1
a;T aswell as the“norms” jjj (¢; ¢)jjj Ck

a;T
andjjj (¢; ¢)jjj C 1

a;T

is rathersurprisingin such a simplecontext asthe1D waveequationandwearenotsure that it is really
necessary(seealso the commentsthat follow the statementof the theoremat the endof this section).
However, thesenotionswill naturally appearin theproofof theorem.It is interestingto notehere that :

– Fromtheremarkthat

(2.33) 8 k ¸ 1;
kX

j =1

1
2j +

1
2k = 1;

it followsthat themaps(u; v) ! jjj (u; v)jjj Ck
a;T

and(u; v) ! jj (u; v)jjj C1
a;T

are homogeneousof

degree1 andthat thesetC 1
a;T is a cone. It alsopossessesa homogeneityproperty. Let (u; v) be

de�nedfor all real x andall positivet. For anyreal ¸ > 0, weset

(u¸ (x; t); v¸ (x; t)) = (u(¸x; ¸t ); v(¸x; ¸t )) ;

then
(u; v) 2 C1

a;T =) (u¸ ; v¸ ) 2 C1
a=¸;T =¸ :

It suf�ces to remarkthat, if ^̧ = max(1; ¸ ) then

jjj (u¸ ; v¸ )jjj Ck
a=¸;T =¸

· ( ^̧ 1
2k

kY

j =1

^̧ j +1
2j ) jjj (u; v)jjj Ck

a;T
;

andthat lim
k! + 1

^̧ 1
2k = 1;

+ 1Y

j =1

^̧ j +1
2j < + 1 :

Notealsothat jjj (u; v)jjj Ck
a;T

= 0 =) (u; v) = 0:

– However, jjj (¢; ¢)jjj Ck
a;T

and jjj (¢; ¢)jjj C1
a;T

are not normssincethey do not satisfythe triangular
inequality. Asa consequence, it is not soclear that thesetC 1

a;T is a vectorset(this point maybe
interestingbut notcentral to thispaper...).Clearly, thefact thatu belongsto C 1

a;T impliesthat the
successivederivativesof u mustnot increasetoo quickly with theorder of derivation.It is easyto
seethat C1

a;T containssomewell knownfunctionalspacessuch astheGevrey spacesGs
a;T ; s ¸ 1

that canbede�nedas(see[64] for instance):

(2.34) Gs
a;T = f (u; v) 2 C1

a;T = 9 (C; ° ) = k(u; v)kCj
a;T

· C ° j (j !)s g:

ThesetG1
a;T is madeup of analyticfunctionswhile thesetGs

a;T for s > 1 containsfunctionswith
compactsupportsuch as

f (x; t) = e
1

( x ¡ t ) 2 ¡ ®2 Â[¡ ®;®];

which is easilyshownto belongto G3
a;T .
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Let usintroducethespaces

H k (R) =
n

f 2 L 2(R) suchthat@~k
x f 2 L 2(R); 0 · ~k · k

o
;

equippedby thenaturalnorm(in particularH 0(R) = L 2(R)). Let usalsode�ne for any Hilbert spaceH

W k;1 ([0; T]; H ) =

(

w : [0; T] 7! H ; suchthat sup
t2 [0;T ]

k@
~k
t w(t)kH · 1 ; 0 · ~k · k

)

;

alsoequippedby thenaturalnorm.In thatway, wesetthespace

E = W 3;1 ([0; T]; L 2(R)) \ W 0;1 ([0; T]; H 3(R)) ;

andwe introducethefollowing notation

kf kE = max
©

kf kW 3;1 ([0;T ];L 2 (R)) ; kf kW 0;1 ([0;T ];H 3 (R))
ª

; 8f 2 E ;

k(u; v)kE = kukE + kvkE ; 8(u; v) 2 E 2:

For technicalreasonswewill assumethatthattheinitial conditionsof problem(2.7) aresuchthat

(2.35)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(u0; v0) 2
¡
H 3(R)

¢2 ;

supp(u0; v0) \ f 0g = ? :

sothattheexactsolution(u; v) 2 E 2. In particular, this impliesthat

(2.36) ~u2n
c;h 2 L 2

c;u; ~v2n+1
c;h 2 L 2

c;v; un
f ;h 2 L 2

f ;u ; v
n+ 1

2
f ;h 2 L 2

f ;v ;

for all n 2 N. Let usalsoassumethatthediscreteinitial conditions(2.16) satisfy

(2.37) u0
c;h 2 L 2

c;u; v1
c;h 2 L 2

c;v; u0
f ;h 2 L 2

f ;u ; v
1
2
f ;h 2 L 2

f ;v ;

andthatthey areagoodapproximationof theexactinitial conditions,for example,

(2.38)

(uc)0
2j =

1
2h

Z x2j +1

x2j ¡ 1

u0(x) dx;

(vc)1
2j +1 =

1
2h

Z x2j +2

x2j

v0(x) dx ¡ ¢ t
(uc)0

2j +2 ¡ (uc)0
2j

2h
;

(uf )0
j =

1
h

Z x j + 1
2

x
j ¡ 1

2

u0(x) dx;

(vf )
1
2

j + 1
2

=
1
h

Z x j +1

x j

v0(x) dx ¡
¢ t
2

(uf )0
j +1 ¡ (uf )0

j

h
;

or

(2.39)
(uc)0

2j = u0(2j h); (vc)1
2j +1 = v0((2j + 1)h) ¡ ¢ t

(uc)0
2j +2 ¡ (uc)0

2j

2h
;

(uf )0
j = u0(j h); (vf )

1
2

j + 1
2

= v0((n + 1
2)h) ¡

¢ t
2

(uf )0
j +1 ¡ (uf )0

j

h
:
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Statementof the main results

Theorem2.4.1 Assumethat thediscretizationparametersh and¢ t arerelatedbythestrict CFL condi-
tion (2.9) and that the initial condition(u0; v0) of theequations(2.7) satis�es(2.35) (so that theexact
solution(u; v) belongsto E 2). Letusconsiderinitial datagivenby (2.38) or (2.39). Then:

i) Thediscretesolutions(uh ; vh) givenby theschemesI andII satisfythefollowingerror estimates

(2.40)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

ku ¡ uhk1 ;2;T + kv ¡ vhk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h
1
2 k(u; v)kC1

a;T

+ C (1 ¡ ®2)¡ 1 (1 + T) h2 k(u; v)kE :

ii) If moreover (u; v) 2 Ck+1 ([¡ a; a] £ [0; T]) for somereal a > 0 andinteger k ¸ 1, thediscrete
solutiongivenby theschemeI satis�es

(2.41)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

ku ¡ uhk1 ;2;T + kv ¡ vhk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h( 3
2 ¡ 1

2k ) jjj (u; v)jjj Ck
a;T

+ C (1 ¡ ®2)¡ 1 (1 + T) h2 k(u; v)kE :

iii) If �nally (u; v) 2 E 2 \ C1
a;T , thediscretesolutiongivenby theschemeI satis�es

(2.42)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

ku ¡ uhk1 ;2;T + kv ¡ vhk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h
3
2 jjj (u; v)jjj C 1

a;T

+ C (1 ¡ ®2)¡ 1 (1 + T) h2 k(u; v)kE :

Let uscompletethis theoremby thefollowing comments:

– This theoremexpressesthe fact that, in the L 1 (0; T; L 2) norm,schemeI is of order3=2 while
schemeII is of order1=2. In (2.40), (2.41) and(2.42), theright handsideis thesumof two terms:
the �rst onemeasurestheerror introducedby the transmissionschemewhile thesecondone(of
secondorder)is dueto theinterior scheme.

– The coef�cients appearingin the right handsideof the estimates(2.40) through(2.42) blow up
when® goesto 1. This is coherentwith what oneobservesnumerically: the two schemesare
not stronglyconvergentfor ® = 1. Nevertheless,ashasbeenexplainedin [38], goodresultsare
obtainedwith valuesof ® closeto 1(seealsosection2.6).

– One can de�ne the discreteL 1 (0; T; L 1 ) norm of the error, namelyku ¡ uhk1 ;T and kv ¡
vhk1 ;T , by replacingin the de�nition (2.27) the discreteL 2 normskuf ;hk, kvf ;hk, kuc;hk and
kvc;hk by thediscreteL 1 norms:

juf ;h j1 = sup
j ¸ 0

juj j; jvf ;h j1 = sup
j ¸ 0

jvj + 1
2
j;

juc;h j1 = sup
j · 0

ju2j j; jvf ;h j1 = sup
j ·¡ 1

jv2j +1 j:

Fromtheobviousinequality(seealsolemma2.5.4)

(2.43) ku ¡ uhk1 ;T ·
C

p
h

ku ¡ uhk1 ;2;T ;

wededucethat:
8
<

:

ku ¡ uhk1 ;T + kv ¡ uhk1 ;T = O(h) with theschemeI.

ku ¡ uhk1 ;T + kv ¡ uhk1 ;T = O(1) with theschemeII.
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2.5 Proof of the error estimates

– From remark 2.3.1, we alreadyknow that schemeII can not be convergent in the (discrete)
L 1 (0; T; L 1 ) space.As a consequence,using(2.43), we deducethat the error estimate(2.40)
is sharp(seealsosection2.6). We alsoconjecturethat the O(h3=2) estimatefor schemeI is op-
timal. This is moreor lessimplicit in theplanewave analysis(see[38] andsection2.6.2) andin
goodagreementwith thenumericalresults.

– If our resultsareoptimal in termsof powersof h, it is not clear that it is the caseconcerning
the requiredregularity of thesolution,for instancethatwe needtheC1 regularity to obtainthe
O(h3=2) errorestimatewith schemeI. However, theFourieranalysis(see[38]) doessuggestthat,
at least,time regularity is needed.Moreover, the “norms” jjj (u; v)jjj Ck

a;T
naturallyappearsin the

proofof thetheorem(seesection2.4.1).
– If the solution of the continuousproblem is regular enough,the schemeI is of order h

3
2 in

L 1 (0; T; L 2)-norm. As is strongly suggestedby the planewave re�ection-transmissionanaly-
sis (see[38]) aswell asnumericalresults,(cf. section2.6), we conjecturethat schemeI (resp.
schemeII) providesO(h2) (resp.O(h)) errorswhenthesearemeasuredin spaceregionsthatdo
not containa neighborhoodof theorigin. Theproof of sucha resultremainsanopenquestionfor
us.

– Wehaveconsideredherethecaseof the1D waveequationwith constantcoef�cients. However, it
is not dif�cult to seethattheproofsof section4 (basedon energy methods)canbeadaptedto the
caseof the1D waveequationwith spatiallyvariablecoef�cients.

Remark 2.4.3 Thehypothesesdemandedin theorem2.4.1canberewritten in termsof theregularity of
theinitial condition.In thisway

– Theestimation(2.41) is satis�edsincetheinitial conditionsatis�es(2.35) andbelongsto
Ck+1 (( ¡ a ¡ T; a + T)) .

– Wede�ne theclassof functions

C1
b = f (u; v) 2 C1 ([¡ b;b])2 such that (2.44) holdsg:

where

(2.44) jjj (u; v)jjj C 1
b

´ sup
k¸ 0

jjj (u; v)jjj Ck
b

< + 1 ;

with

jjj (u; v)jjj Ck
b

= k(u; v)k
1

2k

Ck
b

kY

j =1

k(u; v)k
1

2j

Cj +1
b

;

and

kf kCk
b

= sup
x2 [¡ b;b]

sup
i + j · k

¯
¯
¯
¯

@i + j f
@x i @t j (x; t)

¯
¯
¯
¯ ; 8 f 2 Ck ([¡ b;b]):

Then,thehypothesisdemandedin thestatementiii) is satis�edsince(u0; v0) 2 C1
a+ T .

2.5 Proof of the error estimates

2.5.1 The equationssatis�ed by the errors

The �rst stepof the proof consists,of course,in writing theschemesatis�ed by theerrors.This is
alsotheopportunityto de�ne someusefulnotation.Weintroduce“discretetraces”for theexactsolution:
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(2.45)

8
>><

>>:

( eUc)2n+1
0 =

1
2

¡
~u2n+2

0 + ~u2n
0

¢
;

( eVc)2n+1
0 = ~v2n+1

¡ 1 ¡ h
~u2n+2

0 ¡ ~u2n
0

2¢ t
;

(2.46)

8
>><

>>:

( eUf )
n+ 1

2
0 =

1
2

¡
~un+1

0 + ~un
0

¢
;

( eVf )
n+ 1

2
0 = ~v

n+ 1
2

1
2

+
h
2

~un+1
0 ¡ ~un

0

¢ t
;

andfor theerror

(2.47)

8
>><

>>:

(eU
c )2n+1

0 =
1
2

¡
(eu

c )2n+2
0 + (eu

c )2n
0

¢
;

(eV
c )2n+1

0 = (ev
c)2n+1

¡ 1 ¡ h
(eu

c )2n+2
0 ¡ (eu

c )2n
0

2¢ t
;

(2.48)

8
>><

>>:

(eU
f )

n+ 1
2

0 =
1
2

¡
(eu

f )n+1
0 + (eu

f )n
0

¢
;

(eV
f )

n+ 1
2

0 = (ev
f )

n+ 1
2

1
2

+
h
2

(eu
f )n+1

0 ¡ (eu
f )n

0

¢ t
:

Theinteriorequationssatis�edby theerrorare

(2.49)

8
>>><

>>>:

(eu
c )2n+2

2j ¡ (eu
c )2n

2j

2¢ t
+

(ev
c)2n+1

2j +1 ¡ (ev
c)2n+1

2j ¡ 1

2h
= (´ u

c )2n+1
2j ; j · ¡ 1;

(ev
c)2n+1

2j +1 ¡ (ev
c)2n¡ 1

2j +1

2¢ t
+

(eu
c )2n

2j +2 ¡ (eu
c )2n

2j

2h
= (´ v

c )2n
2j +1 j · ¡ 1;

in thecoarsegrid and

(2.50)

8
>>>>><

>>>>>:

(eu
f )2n+1

j ¡ (eu
f )2n

j

¢ t
+

(ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

¡ (ev
f )

2n+ 1
2

j ¡ 1
2

h
= (´ u

f )
2n+ 1

2
j ; j ¸ 1;

(ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

¡ (ev
f )

2n¡ 1
2

j + 1
2

¢ t
+

(eu
f )2n

j +1 ¡ (eu
f )2n

j

h
= (´ v

f )2n
j + 1

2
; j ¸ 0;

8
>>>>><

>>>>>:

(eu
f )2n+2

j ¡ (eu
f )2n+1

j

¢ t
+

(ev
f )

2n+ 3
2

j + 1
2

¡ (ev
f )

2n+ 3
2

j ¡ 1
2

h
= (´ u

f )
2n+ 3

2
j ; j ¸ 1;

(ev
f )

2n+ 3
2

j + 1
2

¡ (ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

¢ t
+

(eu
f )2n+1

j +1 ¡ (eu
f )2n+1

j

h
= (´ v

f )2n+1
j + 1

2
; j ¸ 0;

in the�ne grid. In equations((2.49),(2.50)), thetermson theright handsideareclassicalinterior trun-
cationerrors thatarecompletelyde�ned from theexactsolution: they arenothingbut thequantitiesin
theleft handsidesof ((2.49),(2.50)) afterthesubstitution

(eu
c )2n

2j ; (ev
c)2n+1

2j +1 ; (eu
f )n

j ; (ev
f )

n+ 1
2

j + 1
2

¡ ! (~uc)2n
2j ; (~vc)2n+1

2j +1 ; (~uf )n
j ; (~vf )

n+ 1
2

j + 1
2

:
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2.5 Proof of the error estimates

Theequationson theinterfaceare

(2.51)

8
>>>>><

>>>>>:

(eV
c )2n+1

0 ¡ (eV
f )

2n+ 1
2

0 = (" v
r )2n+ 1

2 ;

(eV
c )2n+1

0 ¡ (eV
f )

2n+ 3
2

0 = (" v
r )2n+ 3

2 ;

(eU
c )2n+1

0 ¡
1
2

µ
(eU

f )
2n+ 1

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0

¶
= ("u

r )2n+1 ;

for schemeI and

(2.52)

8
>>>>><

>>>>>:

(eU
c )2n+1

0 ¡ (eU
f )

2n+ 1
2

0 = (e"u
r )2n+ 1

2 ;

(eU
c )2n+1

0 ¡ (eU
f )

2n+ 3
2

0 = (e"u
r )2n+ 3

2 ;

(eV
c )2n+1

0 ¡
1
2

µ
(eV

f )
2n+ 1

2
0 + (eV

f )
2n+ 3

2
0

¶
= (e" v

r )2n+1 ;

for schemeII. Thequantitieson theright handsideof (2.51) (resp.(2.52)) arethe interfacetruncation
errors for schemeI (resp.schemeII). Onceagain, they arecompletelyde�ned by theexactsolution,as
thetermsin theleft handsideof (2.51) (resp.(2.52)) in whichwehavemadethesubstitution

(eU
c )2n+1

0 ; (eV
c )2n+1

0 ; (eU
f )

n+ 1
2

0 ; (eV
f )

n+ 1
2

0 ¡ ! ( eUc)2n+1
0 ; ( eVc)2n+1

0 ; ( eUf )
n+ 1

2
0 ; ( eVf )

n+ 1
2

0 :

2.5.2 Outline of the proof

It is clearthat,by exploiting thelinearityof theequations,theerrorcanbeseparatedinto two parts:
– theerrordueto theinterior truncationerrorsandinitial conditions,
– theerrordueto theinterfacetruncationerrors.

Let usformalizethissetting

±h := f (eu
c )0

2j ; (ev
c)1

2j +1 ; (eu
f )0

j ; (ev
f )

1
2

j + 1
2

g; theinitial errors,

´ h := f (´ u
c )2n

2j ; (´ v
c )2n+1

2j +1 ; (´ u
f )

n+ 1
2

j ; (´ v
f )n

j + 1
2

g; theinterior truncationerrors,

"h
I := f ("u

r ); (" v
r ) g; "h

I I := f (e"u
r ); (e" v

r ) g; theinterfacetruncationerrors.

It is clearthat if (±h ; ´ h ; "h) areknown, thesequences(eu;h ; ev;h) arecompletelycharacterizedby the
interiorequationsandthetransmissionschemeI or II. In thisway, wede�ne two maps©l ; l = I ; I I :

(±h ; ´ h ; "h
l )

©l¡ ! (eu;h ; ev;h)

whicharelinear. In particular

((eu;h
c ); (ev;h

c ); (eu;h
f ); (ev;h

f )) = ©l (±h ; ´ h ; 0) + ©l (0; 0; "h
l ):

– Theestimateof ©l (±h ; ´ h ; 0), dueto theinterior truncationerrors andtheapproximationsof ini-
tial datadoesnot really dependon thetransmissionscheme, providedthat this schemeis conser-
vative in the senseof theorem2.3.1, which is the casefor schemesI andII. As a consequence
of the centerednatureof the scheme,this error is O(h2) provided that the initial conditionsare
approximatedto O(h2). Thepreciseresultis thefollowing :
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Proposition2.5.1 Leth and¢ t beconstantssuch that

® :=
¢ t
h

< 1

andlet T > 0. Assumethat that theinitial condition(u0; v0) of theequations(2.7) satis�es(2.35)
(so that the exact solution(u; v) belongsto E 2). Let us considerinitial data givenby (2.38) or
(2.39). Then,(eu;h ; ev;h) = ©l (±h ; ´ h ; 0) satis�esthefollowingestimate:

keu;h k1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T · C(1 ¡ ®2)¡ 1 (1 + T) h2k(u; v)kE :(2.53)

Theanalysisof this error is very similar to the(ratherstandard)erroranalysisof the“pure” Yee-
scheme(i.e. without any meshre�nement)and,asthis point is not centralto this paper, we have
decidedto give its proof in theappendixA.

– Theestimateof ©l (0; 0; "h
l ) doesdependon the transmissionscheme. Theanalysis,presentedin

sections2.5.3and2.5.4, is muchlessclassicalandconsistsin two mainsteps:
– For bothschemesI andII, a directanalysiscombiningtheuseof energy techniques(asfor the

stabilityanalysis),consistencyestimatesfor thetransmissionconditions(globally in O(h) - see
lemma2.5.2) andthe useof a discretetraceinequality(which resultsin the lossof onehalf-
powerof h - seelemma2.5.4) permitsusto show anO(

p
h) estimatefor bothschemesI andII.

This is lemma2.5.1. Theproofstopsherefor theschemeII.
– For theschemeI, onecanuseaboot-strap argumentto improve iteratively theobtainedrateof

convergence: the estimatethat will leadto (2.41) is proved by inductionon k (this is lemma
2.5.7) andthat leadingto (2.42) by passingto the limit whenk ! + 1 (this is lemma2.5.8).
Thisdemandsacloserlook atthestructureof thetransmissiontruncationerror " I thathassome
propertiesthattheerror" I I doesnot.

In summary, estimate(2.40) is obtainedby combiningProposition2.5.1 with lemma2.5.1, (2.41) is
obtainedby regroupingProposition2.5.1with lemma2.5.7, (2.42) is obtainedby regroupingProposition
2.5.1with lemma2.5.8.

2.5.3 Proof of the O(
p

h) estimates

Provided that similar techniquescanbe appliedto the analysisof schemeII, only the estimatefor
schemeI will beproven.Themaindifferencebetweenthetwo proofswill bepointedout in remark2.5.1.

What we aregoing to derive hereis the equivalentof estimate(2.40) for ©I (0; 0; " l ). For the sake of
simplicity, weshallstill denotein thissection:

©I (0; 0; "h
l ) = ((eu;h

c ); (ev;h
c ); (eu;h

f ); (ev;h
f )) :

Weshallalsousethenotation:

eu;h = ((eu;h
c ); (eu;h

f )) ; ev;h = ((ev;h
c ); (ev;h

f )) ;

andreferto de�nition (2.27) for thediscretenorms.Throughoutthissectionwewill only usethelasttwo
normsof (2.27). The�rst one(thatwecall norm-star)will beusefulfor theproofof (2.41). Theestimate
wewantto provehereis :
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2.5 Proof of the error estimates

Lemma 2.5.1 If thesolutionof thecontinuousproblem(2.7) belongsto C1
a;T for a > 0 then

(2.54) keu;h k1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h
1
2 k(u; v)kC1

a;T
:

Therestof this sectionis devotedto theproofof this lemma.By de�nition,

(eu;h
c ); (ev;h

c ); (eu;h
f ) and(ev;h

f );

satisfy the homogeneousinterior equations(2.49) and(2.50) (i.e. with zero right handsides),andwe
recallbelow theequationsat theinterface:

(2.55)

8
>>>>><

>>>>>:

(eV
c )2n+1

0 ¡ (eV
f )

2n+ 1
2

0 = (" v
r )2n+ 1

2 ;

(eV
c )2n+1

0 ¡ (eV
f )

2n+ 3
2

0 = (" v
r )2n+ 3

2 ;

(eU
c )2n+1

0 ¡
1
2

µ
(eU

f )
2n+ 1

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0

¶
= ("u

r )2n+1 ;

wherethe interfacetruncationerrors aregiven by (we indicatethe orderof magnitudeof eachterm
obtainedby aTaylorexpansion)

(" v
r )2n+ 1

2 = ( eVc)2n+1
0 ¡ ( eVf )

2n+ 1
2

0 = O(¢ t);

(" v
r )2n+ 3

2 = ( eVc)2n+1
0 ¡ ( eVf )

2n+ 3
2

0 = O(¢ t);

("u
r )2n+1 = ( eUc)2n+1

0 ¡ 1
2

µ
( eUf )

2n+ 1
2

0 + ( eUf )
2n+ 3

2
0

¶
= O(¢ t2);

wherethequantities( eUc)2n+1
0 ; ( eVc)2n+1

0 ; ( eVf )
2n+ 1

2
0 ; ( eVf )

2n+ 1
2

0 arede�ned from theexactsolution(u; v)
by ((2.45),(2.46)). Thefollowing lemma,whoseimmediateproof is omittedhere(it is basedonasimple
Taylorexpansion),givesusthemagnitudeof thesequantities.

Lemma 2.5.2 Assumethat, for somea > 0, u andv belongto C1
a;T . Then,providedthat® · 1,

(2.56) sup
t2n · T

j(" v
r )n+ 1

2 j · C h k(u; v)kC1
a;T

; sup
t2n · T

j("u
r )2n+1 j · C ® h kukC1

a;T
:

If moreover, (u; v) 2 C2
a;T then

(2.57) sup
t2n · T

j("u
r )2n+1 j · C ®2 h2 kukC2

a;T
; sup

t2n · T
j(" v

r )2n+ 1
2 + (" v

r )2n+ 3
2 j · C h2 k(u; v)kC2

a;T
:

Next, asfor to thediscreteenergy (2.17), we introducethediscreteenergy of theerrorateveninstants:

(2.58) E2n = E2n
c + E2n

f ;

where

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

E2n
c =

1
2

X

j ·¡ 1

j(eu
c )2n

2j j2 2h +
1
2

X

j ·¡ 1

(ev
c)2n+1

2j +1 (ev
c)2n¡ 1

2j +1 2h +
1
2

j(eu
c )2n

0 j2 h;

En
f =

1
2

X

j ¸ 1

j(eu
f )n

j j2 h +
1
2

X

j ¸ 0

(ev
f )

n+ 1
2

j + 1
2

(ev
f )

n¡ 1
2

j + 1
2

h +
1
2

j(eu
f )n

0 j2
h
2

:

Our goalwill beto obtainanestimatefor
p

E2n . This will provide anL 2-estimatefor theerrorwith the
aidof thefollowing lemma:
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Lemma 2.5.3 Assumethat (2.9) holdsandthat

((eu
f ;h )n ; (ev

f ;h )n+ 1
2 ) 2 L 2

f ;u £ L 2
f ;v and((eu

c;h)2n ; (ev
c;h)2n+1 ) 2 L 2

c;u £ L 2
c;v

Then,thereexistsa positiveconstantCindependentof ¢ t , h and® such that for anyn > 0

(2.59) k(eu
c;h)2nk2 + k(ev

c;h)2n+1 k2 + k(ev
c;h)2n¡ 1k2 · C (1 ¡ ®2)¡ 1 E2n

c ;

(2.60) k(eu
f ;h )2nk2 + k(ev

f ;h )2n+ 1
2 k2 + k(ev

f ;h )2n¡ 1
2 k2 · C (1 ¡ ®2)¡ 1 E2n

f ;

(2.61) k(eu
f ;h )2n+1 k2 · C (1 ¡ ®2)¡ 1 ¡

E2n + E2n+2 ¢
+ C h j("u

r )2n+1 j2:

Proof: We �rst prove (2.59). Usingtheidentity4ab= (a + b)2 ¡ (a ¡ b)2, weobtain

(2.62)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

E2n
c =

1
2

0

@
X

j ·¡ 1

j(eu
c )2n

2j j2 2h + j(eu
c )2n

0 j2 h

1

A +
1
2

X

j ·¡ 1

¯
¯
¯
¯
¯

(ev
c)2n+1

2j +1 + (ev
c)2n¡ 1

2j +1

2

¯
¯
¯
¯
¯

2

2h

¡
1
2

X

j ·¡ 1

¯
¯
¯
¯
¯

(ev
c)2n+1

2j +1 ¡ (ev
c)2n¡ 1

2j +1

2

¯
¯
¯
¯
¯

2

2h:

Usingthesecondequationof scheme(2.49), weobserve that

¯
¯
¯
¯
¯

(ev
c)2n+1

2j +1 ¡ (ev
c)2n¡ 1

2j +1

2

¯
¯
¯
¯
¯

2

=
®2

4

¯
¯(eu

c )2n
2j +2 ¡ (eu

c )2n
2j

¯
¯2

·
®2

2

³ ¯
¯(eu

c )2n
2j +2

¯
¯2

+
¯
¯(eu

c )2n
2j

¯
¯2

´
:

Weusethis in (2.62) to deducethat

(2.63) E2n
c ¸

1
2

°
°
°
°
°

(ev
c;h)2n¡ 1 + (ev

c;h)2n+1

2

°
°
°
°
°

2

+
1 ¡ ®2

2

°
° (eu

c;h)2n
°
° 2

;

which impliesin particular

(2.64) k(eu
c;h)2nk2 · 2 (1 ¡ ®2)¡ 1 E2n

c :

Next, we remarkthatthesecondequalityof (2.49) canberewrittenas

(ev
c)2n§ 1

2j +1 =
(ev

c)2n+1
2j +1 + (ev

c)2n¡ 1
2j +1

2
¨

¢ t
2h

¡
(eu

c )2n
2j +2 ¡ (eu

c )2n
2j

¢
:

Then,usingtheinequality(a + b)2 · 2(a2 + b2) twice,weobtain

k(ev
c;h)2n§ 1k2 · 2 k

(ev
c;h)2n¡ 1 + (ev

c;h)2n+1

2
k2 + 2®2 k(eu

c;h)2nk2:

Usingnow (2.63) and(2.64), wededucetheexistenceof aconstantC suchthat

(2.65) k(eu
c;h)2nk2 + k(ev

c;h)2n+1 k2 + k(ev
c;h)2n¡ 1k2 · C(1 ¡ ®2)¡ 1E2n

c ;
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and(2.59) is proven.

If we usetechniquessimilar to thoseusedabove, it is easy(we omit the details)to show that, for any
integerk

k(eu
f ;h )kk2 + k(ev

f ;h )k+ 1
2 k2 + k(ev

f ;h )k¡ 1
2 k2 · C(1 ¡ ®2)¡ 1Ek

f ;

whichgives(2.60) for k = 2n.

If we take k = 2n + 1, we areonly able to boundk(eu
f ;h )2n+1 k in termsof E2n+1

f but not in terms
of E2n andE2n+2 (theconservedenergy).

In orderto doso,weusethe�rst equalityof (2.50) for j ¸ 1 to obtain

j(eu
f )2n+1

j j · j(eu
f )2n

j j + ®
µ

j(ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

j + j(ev
f )

2n+ 1
2

j ¡ 1
2

j
¶

:

Therefore,using(a + b)2 · 2(a2 + b2) onceagain

k(eu
f ;h )2n+1 k2 · C

³
k(eu

f ;h )2nk2 + k(ev
f ;h )2n+ 1

2 k2
´

+
h
2

j(eu
f )2n

0 j2;

whichyields,with theaidof (2.60)

(2.66) k(eu
f ;h )2n+1 k2 · C

¡
1 ¡ ®2¢¡ 1

E2n
f +

h
2

j(eu
f )2n+1

0 j2:

To concludeweusethethird equalityof (2.51) rewrittenas

(eu
f )2n+1

0 = (eu
c )2n+2

0 + (eu
c )2n

0 ¡
1
2

¡
(eu

f )2n+2
0 + (eu

f )2n
0

¢
¡ 2("u

r )2n+1 :

Thisobviously impliesthat

j(eu
f )2n+1

0 j2 ·
C
h

( k(eu
c;h)2n+2 k2 + k(eu

c;h)2nk2 + k(eu
f ;h )2n+2 k2 + k(eu

f ;h )2nk2) + j("u
r )2n+1 j2;

whichyields,usingthis time (2.59) and(2.60), that

(2.67)
h
2

j(eu
f )2n+1

0 j2 · C (1 ¡ ®2)¡ 1 ¡
E2n + E2n+2 ¢

+ C h j("u
r )2n+1 j2:

Finally, (2.61) is adirectconsequenceof (2.66) and(2.67). 2

For theestimationof theenergy, weusethefollowing identitywhich is theequivalentfor theerrorof the
estimateof theorem2.3.1for thediscretesolution:

(2.68)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
2¢ t

¡
E2n+2 ¡ E2n¢

=
1
2

µ
(eU

f )
2n+ 1

2
0 (eV

f )
2n+ 1

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0 (eV

f )
2n+ 3

2
0

¶

¡ (eU
c )2n+1

0 (eV
c )2n+1

0 :

The restof the proof consistsin deducingfrom (2.68) an appropriateestimatefor the energy E2n and
thenapplyingthelemma2.5.2to getanestimateof theerror. In orderto do this,we reorganizethethree
termsusing(2.51) in orderto exhibit theconsistency errors(seeremark2.5.1below)

(2.69)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
2¢ t

¡
E2n+2 ¡ E2n¢

= ¡
1
2

µ
(eU

f )
2n+ 1

2
0 (" v

r )2n+ 1
2 + (eU

f )
2n+ 3

2
0 (" v

r )2n+ 3
2

¶

¡ ("u
r )2n+1 (eV

c )2n+1
0 :
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Accordingto lemma2.5.2, thequantities(" v
r )2n+ 1

2 , (" v
r )2n+ 3

2 and("u
r )2n+1 aresmall.In orderto bound

theothertermsappearingon theright handsideof (2.69) (andde�ned in ((2.47),(2.48))) by a function
of theerrornorm,weuseadiscretetracelemma.

Lemma 2.5.4 Under the hypothesesof lemma2.5.3, there existsa positiveconstantC independentof
¢ t andh such that, for each n > 0,

(2.70)
j(eu

f )n
0 j ·

p
2p
h

k(eu
f ;h )nk; j(ev

f )
n+ 1

2
0 j · 1p

h
k(ev

f ;h )n+ 1
2 k;

j(eu
c )2n

0 j · 1p
h

k(eu
c;h)2nk; j(ev

c)2n+1
0 j · 1p

2h
k(ev

c;h)2n+1 k:

Proof: Theresultis trivial. 2

For simplicity of exposition,it is useful to introducea local measureof the error on the time interval
I 2n+1 = [t2n ; t2n+2 ]. Thusweset

(2.71)

8
>>>><

>>>>:

keu;h k2
h;I 2n +1

= k(eu
c;h)2nk2 + k(eu

c;h)2n+2 k2

+ k(eu
f ;h )2nk2 + k(eu

f ;h )2n+1 k2 + k(eu
f ;h )2n+2 k2;

kev;hk2
h;I 2n +1

= k(ev
c;h)2n+1 k2 + k(ev

f ;h )2n+ 1
2 k2 + k(ev

f ;h )2n+ 3
2 k2:

Notethatthesearethequantitiesappearingin theleft handsidesof inequalities(2.59) through(2.61) of
lemma2.5.3. By de�nition of thediscreteL 1 (0; T; L 2) norm,wehave, for t2n+2 · T ,

(2.72)

8
><

>:

keu;h kh;I 2n +1 · C keu;h k1 ;2;T ; kev;hkh;I 2n +1 · C kev;hk1 ;2;T ;

keu;h k1 ;2;T · sup
t2n +2 · T

keu;h kh;I 2n +1 ; kev;hk1 ;2;T · sup
t2n +2 · T

kev;hkh;I 2n +1 :

Usingelementarymanipulationson expression(2.69) andlemma2.5.4the following inequalitycanbe
obtained(notethatthefactor1=®appearingbelow comesfrom theright handsideof thesecondequation
of (2.47))

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

E2n+2 ¡ E2n

2¢ t
·

C
p

h
keu;h kh;I 2n +1

n
j(" v

r )2n+ 1
2 j + j(" v

r )2n+ 3
2 j

o

+
C

®
p

h

n
keu;h kh;I 2n +1 + ®kev;hkh;I 2n +1

o
j("u

r )2n+1 j:

Then,by lemma2.5.2(inequalities(2.56)) and(2.72)

(2.73)
E2n+2 ¡ E2n

2¢ t
· C

p
h k(u; v)kC1

a;T

³
keu;h k1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T

´
:

Adding theabove inequalitiesfrom n = 0 to m ¡ 1, for any integerm > 1, weobtain(E0 = 0)

E2m · C t2m
p

h k(u; v)kC1
a;T

n
keu;h k1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T

o
:

Now, usinglemma2.5.3, wecanwrite, for t2n+2 · T ,
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

keu;h k2
h;I 2n +1

+ kev;hk2
h;I 2n +1

· C (1 ¡ ®2)¡ 1
¡
E2n + E2n+2

¢
+ C h j("u

r )2n+1 j2

· C (1 ¡ ®2)¡ 1 T
p

h k(u; v)kC1
a;T

©
keu;h k1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T

ª
+ C h3 k(u; v)k2

C1
a;T

:

Therefore,taking the supremumover t2n+2 · T , using (2.72) andclassicalmanipulationsbasedon
Young's inequality, oneprovesthe�nal estimate(2.54) (weomit thedetails).
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Remark 2.5.1 Letusgivesomedetailsconcerningthederivationof (2.69). Westart fromtheidentities:

(eU
f )

2n+ 1
2

0 (eV
f )

2n+ 1
2

0 = (eU
f )

2n+ 1
2

0

·
(eV

f )
2n+ 1

2
0 ¡ (eV

c )2n+1
0

¸
+ (eU

f )
2n+ 1

2
0 (eV

c )2n+1
0 ;

(eU
f )

2n+ 3
2

0 (eV
f )

2n+ 3
2

0 = (eU
f )

2n+ 3
2

0

·
(eV

f )
2n+ 3

2
0 ¡ (eV

c )2n+1
0

¸
+ (eU

f )
2n+ 3

2
0 (eV

c )2n+1
0 :

After summation,weobtain,using(2.55)
(2.74)

1
2

½
(eU

f )
2n+ 1

2
0 (eV

f )
2n+ 1

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0 (eV

f )
2n+ 3

2
0

¾
= (eV

c )2n+1
0

2

4
(eU

f )
2n+ 1

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0

2

3

5

¡
1
2

(eU
f )

2n+ 1
2

0 (" v
r )

2n+ 1
2

0 ¡
1
2

(eU
f )

2n+ 3
2

0 (" v
r )

2n+ 3
2

0 :

On theotherhand,onehastheidentity
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(eU
c )2n+1

0 (eV
c )2n+1

0 =
·
(eU

c )2n+1
0 ¡

1
2

½
(eU

f )
2n+ 3

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0

¾¸
(eV

c )2n+1
0

+
1
2

·
(eU

f )
2n+ 3

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0

¸
(eV

c )2n+1
0 ;

that is to say, with theaid of (2.55) :

(2.75) (eU
c )2n+1

0 (eV
c )2n+1

0 = (eV
c )2n+1

0 ("u
r )2n+1

0 +
1
2

·
(eU

f )
2n+ 3

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0

¸
(eV

c )2n+1
0 :

Finally, (2.69) is obtainedasthedifferencebetween(2.74) and(2.75).

If schemeII is used,wehave

(2.76)
E2n+2 ¡ E2n

2¢ t
= ¡

1
2

µ
(eV

f )
2n+ 1

2
0 (e"u

r )2n+ 1
2 + (eV

f )
2n+ 3

2
0 (e"u

r )2n+ 3
2

¶
¡ (e" v

r )2n+1 (eU
c )2n+1

0 ;

andtheproofof estimate(2.40) is similar to thatpresentedfor schemeI.

2.5.4 Proof of estimate(2.41)

Apart from the resultsof the next subsection2.5.4.1, which areessentiallygeneralizationsof the
estimate(2.40), whatwe do in this sectionis only valid whenwe useschemeI to do thecoupling.The
real novelty in the proof will appearin section2.5.4.2. The main differencesbetweenschemeI and
schemeII will beexplainedin remark2.5.3.

2.5.4.1 Estimateof coarsediscretederivatives

Our goalin this paragraphis to derive estimatessimilar to (2.40) for which we shallcall thesucces-
sive coarsetimediscretederivativesof theerror(eu;h ; ev;h). Theproof is essentiallya repetitionof the
proofof section2.5.3but thestatementof thepreciseresultrequiressomenotation.
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(D 2k ev
c;h )2n ¡ 1

(D 2k eu
c;h )2n

(D 2k ev
c;h )2n +1

(D 2k eu
c;h )2n +2

(D 2k eu
f ;h )2n ¡ 1

(D 2k eu
f ;h )2n

(D 2k eu
f ;h )2n +1

(D 2k eu
f ;h )2n +2

(D 2k ev
f ;h )2n ¡ 1

2

(D 2k ev
f ;h )2n + 1

2

(D 2k ev
f ;h )2n + 3

2

(D 2k +1 eu
c;h )2n ¡ 1

(D 2k +1 ev
c;h )2n

(D 2k +1 eu
c;h )2n +1

(D 2k +1 ev
c;h )2n +2

(D 2k +1 eu
f ;h )2n ¡ 1

(D 2k +1 eu
f ;h )2n

(D 2k +1 eu
f ;h )2n +1

(D 2k +1 eu
f ;h )2n +2

(D 2k +1 ev
f ;h )2n ¡ 1

2

(D 2k +1 ev
f ;h )2n + 1

2

(D 2k +1 ev
f ;h )2n + 3

2

FIG. 2.2– Timedistributionof theunknowns

We de�ne the coarsediscretederivativeoperatorD by de�ning its actionon a sequencewh = (w)t
s

(wheret ands areintegersor integersplusonehalf - negative indicest areallowed):

(Dw)t+1
s :=

(w)t+2
s ¡ (w)t

s

2¢ t
:

Wealsode�ne D m asthemth successivepowerof D :

D m wh = D (D m¡ 1wh):

We shall now write the numericalschemesatis�ed by the m th discretederivative of eu;h and ev;h

(thesesequencesareimplicitly extendedby 0 for negative times).Note that thesequencesD m eu;h and
D m ev;h arenaturallyde�ned on a grid shiftedby m¢ t (the initial grid is supposedto containnega-
tive discreteinstants),so that the �ne gridsdiffer dependingwhetherm is oddor even.As thescheme
((2.49),(2.50),(2.51)) is “invariant” undera translationby 2¢ t, it is easyto seethat the odd discrete
coarsederivativeof thesequences(eu;h

c ); (ev;h
c ); (eu;h

f ) and(ev;h
f ) ,namely

(D 2q+1 eu;h
c ); (D 2q+1 ev;h

c ); (D 2q+1 eu;h
f ) and(D 2q+1 ev;h

f );

satisfya similar but differentsetof equations.More precisely, at the instantsat which theodddiscrete
derivative are de�ned, the only changeconcernsthe coarsegrid and correspondsto the substitutions
eu

c;h $ D 2q+1 ev
c;h andev

c;h $ D 2q+1 eu
c;h. Other than this change,the schemefor the time intervale

[t2n¡ 1; t2n+1 ] for theoddcoarsediscretederivative is thesameasthatsatis�ed by eu;h andev;h in the
time intervale [t2n ; t2n+2 ]. This is illustratedby �gure 2.2 in which the arrows representsthe discrete
transmissionconditions.We shall �nd two typesof schemesthatareeasilydeducedfrom eachother. In
orderto avoid repetition,it is usefulto introduce

m = 1; if m is odd; m = 0; if m is even.
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Thentheequationsof theschemein acharacteristicinterval [t2n¡ m ; t2n+2 ¡ m ] are

(2.77)

8
>>><

>>>:

(D m eu
c )2n+2 ¡ m

2j ¡ (D m eu
c )2n¡ m

2j

2¢ t
+

(D m ev
c)2n+1 ¡ m

2j +1 ¡ (D m ev
c)2n+1 ¡ m

2j ¡ 1

2h
= 0;

(D m ev
c)2n+1 ¡ m

2j +1 ¡ (D m ev
c)2n¡ 1¡ m

2j +1

2¢ t
+

(D m eu
c )2n¡ m

2j +2 ¡ (D m eu
c )2n¡ m

2j

2h
= 0;

on thecoarsegrid (i.e. for j · ¡ 1), and

(2.78)

8
>>>>><

>>>>>:

(D m eu
f )2n+1

j ¡ (D m eu
f )2n

j

¢ t
+

(D m ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

¡ (D m ev
f )

2n+ 1
2

j ¡ 1
2

h
= 0; j ¸ 1;

(D m ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

¡ (D m ev
f )

2n¡ 1
2

j + 1
2

¢ t
+

(D m eu
f )2n

j +1 ¡ (D m eu
f )2n

j

h
= 0; j ¸ 0;

8
>>>>><

>>>>>:

(D m eu
f )2n+2

j ¡ (D m eu
f )2n+1

j

¢ t
+

(D m ev
f )

2n+ 3
2

j + 1
2

¡ (D m ev
f )

2n+ 3
2

j ¡ 1
2

h
= 0; j ¸ 1;

(D m ev
f )

2n+ 3
2

j + 1
2

¡ (D m ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

¢ t
+

(D m eu
f )2n+1

j +1 ¡ (D m eu
f )2n+1

j

h
= 0; j ¸ 0;

on the�ne grid. Finally thediscretetransmissionconditionsread:

(2.79)

8
>>>>><

>>>>>:

(D m eV
c )2n+1 ¡ m

0 ¡ (D m eV
f )

2n+ 1
2 ¡ m

0 = (D m " v
r )2n+ 1

2 ¡ m ;

(D m eV
c )2n+1 ¡ m

0 ¡ (D m eV
f )

2n+ 3
2 ¡ m

0 = (D m " v
r )2n+ 3

2 ¡ m ;

(D m eU
c )2n+1 ¡ m

0 ¡
1
2

µ
(D m eU

f )
2n+ 1

2 ¡ m
0 + (D m eU

f )
2n+ 3

2 ¡ m
0

¶
= (D m "u

r )2n+1 ¡ m :

If we assumethat the exact solution(u; v) belongsto Cm+1
a;T , usingto a Taylor-Lagrangeexpansion,it

is easyto show that the truncationerrorsappearingon the right handsideof (2.79) satisfy(this is the
analogueof (2.56) of lemma2.5.2)

(2.80) sup
t2n · T

j(D m "u
r )2n+1 j · C ® h kukCm +1

a;T
; sup

t2n · T
j(D m " v

r )n+ 1
2 j · C h k(u; v)kCm +1

a;T
:

If wede�ne thediscreteL 1 (0; T; L 2) normsof thediscretecoarsederivativesas

(2.81)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

kD m eu;h k¤
1 ;2;T = sup

t2n + 3
2 · T

¡
k(D m eu

c;h)2n¡ m k + k(D m eu
f ;h )2n¡ m k

¢

kD m eu;h k1 ;2;T = kD m eu;h k¤
1 ;2;T + sup

t2n + 3
2 · T

k(D m eu
f ;h )2n+1 ¡ m k

kD m ev;hk1 ;2;T = sup
t2n + 3

2 · T

¡
k(D m ev

c;h)2n+1 ¡ m k

+ k(D m ev
f ;h)2n+ 1

2 ¡ m k + k(D m ev
f ;h )2n+ 3

2 ¡ m k
´

;

wecanapplytheproofof section2.5.3to prove thefollowing lemma:

Lemma 2.5.5 If thesolutionof thecontinuousproblem(2.7) belongsto Cm+1
a;T for a > 0 then

(2.82) kD m eu;h k1 ;2;T + kD m ev;hk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h
1
2 k(@m

t u; @m
t v)kC1

a;T
:
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2.5.4.2 The bootstrap argument

Step1 : Derivation of anO(h) estimate In orderto improveestimate(2.54), wenotethattheequations
(2.55) canberewrittenas

(2.83)

8
>>>>>><

>>>>>>:

(eV
f )

2n+ 3
2

0 ¡ (eV
f )

2n+ 1
2

0 = (" v
r )2n+ 1

2 ¡ (" v
r )2n+ 3

2 = O(¢ t)

2(eV
c )2n+1

0 ¡
µ

(eV
f )

2n+ 3
2

0 + (eV
f )

2n+ 1
2

0

¶
= (" v

r )2n+ 1
2 + (" v

r )2n+ 3
2 = O(¢ t2)

(eU
c )2n+1

0 ¡
1
2

µ
(eU

f )
2n+ 1

2
0 + (eU

f )
2n+ 3

2
0

¶
= ("u

r )2n+1 = O(¢ t2):

Now, we reorganizethe right handsideof (2.68) in a clever way so that the left handsidesof (2.83)
appear(seeremark2.5.2)
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¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
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f )
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2
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1
2
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(" v

r )2n+ 1
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2

´
(eU

c )2n+1
0

+
1
4

³
(" v

r )2n+ 3
2 ¡ (" v

r )2n+ 1
2

´ µ
(eU

f )
2n+ 3

2
0 ¡ (eU

f )
2n+ 1

2
0

¶
:

Let usanalyzetheequalityin detail.In orderto boundthetermsappearingon theright handsideby an
L 2 normof theerror, we �rst pointout thatfrom ((2.47),(2.48)) it follows that

(2.84)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

(eV
f )

2n+ 1
2

0 + (eV
f )

2n+ 3
2

0 = (ev
f )

2n+ 1
2

1
2

+ (ev
f )

2n+ 3
2

1
2

+ h
(eu

f )2n+2
0 ¡ (eu

f )2n
0

2¢ t
;

(eU
c )2n+1

0 =
1
2

¡
(eu

c )2n+2
0 + (eu

c )2n
0

¢
;

(eU
f )

2n+ 3
2

0 ¡ (eU
f )

2n+ 1
2

0 =
1
2

¡
(eu

f )2n+2
0 ¡ (eu

f )2n
0

¢
:

It is importantto noticethat the quantity(eu
f )2n+1

0 doesnot appearin the expression(2.84). This fact
allows us to work with thenormkeu;h k¤

1 ;2;T thatusesonly theeven time stepsof theerrorof u. This
will permitusto useonly inequalities(2.59) and(2.60) of lemma2.5.3. Obtaininganestimateusingthe
norm-staryieldsasimilarestimatefor theothernormbecauseof thefollowing lemma:

Lemma 2.5.6 Assumethehypothesisof lemma2.5.3. Then

sup
t2n + 3

2 · T

k(eu
f ;h )2n+1 k1 ;2;T · C

³
keu;h k¤

1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T + h
5
2 k(u; v)kC2

a;T

´
:(2.85)

Proof: Usingthe�rst equalityof (2.50) for j ¸ 1 weget

(eu
f )2n+1

j = (eu
f )2n

j ¡ ®
µ

(ev
f )

2n+ 1
2

j + 1
2

¡ (ev
f )

2n+ 1
2

j ¡ 1
2

¶
;

andin thiswaywealsoget

k(eu
f ;h )2n+1 k2 · C

³
k(eu

f ;h )2nk2 + k(ev
f ;h )2n+ 1

2 k2
´

+
h
2

j(eu
f )2n+1

0 j2:(2.86)
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In orderto estimatethelasttermweusethelastequationin (2.51) to obtain

(eu
f )2n+1

0 = ¡ 2("u
r )2n+1 + (eu

c )2n
0 + (eu

c )2n+2
0 ¡

¡
(eu

f )2n
0 + (eu

f )2n+2
0

¢
=2:

Thusit is clearthat

h
2

j(eu
f )2n+1

0 j2 · C
¡
k(eu

f ;h )2nk2 + k(eu
f ;h )2n+2 k2 + k(eu

c;h)2nk2 + k(eu
c;h)2n+2 k2 + hj("u

r )2n+1 j2
¢

:

Introducingthis inequalityin (2.86) andusing(2.57) of lemma2.5.2weobtain

k(eu
f ;h )2n+1 k2 · C

³
keu;h k¤

1 ;2;T
2

+ kev;hk2
1 ;2;T + h5k(u; v)k2

C2
a;T

´
;

whicheasilyimplies(2.85). 2

Returningto (2.84), weusesuccessively thetracelemma2.5.4andtheinequalities(2.57) of lemma2.5.2
to obtain

(2.87)
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C
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h
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j(" v
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1 ;2;T (" v
r )2n+ 3

2 j
´

keu;h k¤
1 ;2;T

· C h
3
2 k(u; v)kC2

a;T

³
keu;h k¤

1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T

´
:

Thethird termof theright handsideof (2.84) is morecomplicatedto treat,andthis is whereweneedthe
resultoncoarsediscretederivatives. Indeed,wecanwrite, usingestimate(2.56) of lemma2.5.2andthe
discretetracelemma2.5.4

(2.88)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
4 j(" v

r )2n+ 1
2 ¡ (" v

r )2n+ 3
2 j j(eU

f )
2n+ 3

2
0 ¡ (eU

f )
2n+ 1

2
0 j

=
¢ t
4

j(" v
r )2n+ 1

2 ¡ (" v
r )2n+ 3

2 j j(Deu
f )2n+1

0 j

· C h
3
2 k(u; v)kC1

a;T
kDeu;h k¤

1 ;2;T :

Substituting(2.87) and (2.88) into (2.84) andusing inequalities(2.54) and (2.82) (for m = 1) from
lemmas2.5.1and2.5.5we �nally obtain

(2.89)
E2n+2 ¡ E2n

2¢ t
· C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h2 k(u; v)kC2

a;T
k(u; v)kC1

a;T
:

As aconsequence,aftersummationovern, wehave

E2n · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T2 h2 k(u; v)kC2
a;T

k(u; v)kC1
a;T

;

andsimilar computationsto thoseof theprevioussectionleadto

(2.90) keu;h k¤
1 ;h;T + kev;hk1 ;h;T · C1 (1 ¡ ®2)¡ 1 T h k(u; v)k

1
2
C2

a;T
k(u; v)k

1
2
C1

a;T
:

That is, using(2.90), (2.85) andtheproposition2.5.1we obtaintheestimate(2.41) for k = 1; i.e. the
schemeis of orderh.
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To initiate the recurrencethat will be the objectof step2 of the proof, we shall alsoneedsimilar es-
timatesfor the successive discretecoarsederivativesof the error (eu;h ; ev;h) (wherewe assumemore
regularity for the exact solution).Suchestimatesare easily obtainedalong the samelines as (2.90).
Clearly, if theexactsolutionbelongsto C2+ m

a;T wehave that

(2.91)

sup
t2n · T

j(D m "u
r )2n+1 ¡ m j · C ®2 h2 k@k

t ukC2
a;T

;

sup
t2n · T

j(D m " v
r )2n+ 1

2 ¡ m + (D m " v
r )2n+ 3

2 ¡ m j · C h2 k(@k
t u; @k

t v)kC2
a;T

;

andsowecanapplyin thecaseof them th discretecoarsederivatives(D m eu;h ; D m ev;h) aproofsimilar
to theoneusedfor proving (2.90) andobtain

(2.92)
kD m eu;h k¤

1 ;2;T + kD m ev;hk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h£

k(@m
t u; @m

t v)k
1
2
C2

a;T
k(@m

t u; @m
t v)k

1
2
C1

a;T
:

Step2 : The recurrenceproof Assumeby inductionthat

AssumptionR k : If (u; v) belongsto Cm+ k+1
a;T , for m ¸ 0 :

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

kD m eu;h k¤
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Cj +1
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:

In thesequel,theconstantC shouldchangefrom oneline to another, but it is alwaysindependentof k.
From(2.84), using(2.87) and(2.88) weobtain

(2.93)
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´
:

Weassumethat(u; v) 2 Ck+2
a;T . UsingassumptionR k for m = 0 andfor m = 1, weobtain
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Fromtheinequalities
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wededucethat
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76



2.5 Proof of the error estimates

Summingovern, weobtainaftersomemanipulations(includingashift of index in theproduct):

E2n · C Ck (1 ¡ ®2)¡ 1 T2 hpk + 3
2

0

@k(u; v)k
1

2k

Ck +1
a;T

k+1Y

j =1

k(u; v)k
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Cj +1
a;T

1

A :

To conclude,it suf�ces to useonceagain inequalities(2.59) and(2.60) of lemma2.5.3, thatgive

keu;h k¤
1 ;h;T + kev;hk1 ;h;T · (C Ck )

1
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1

A ;

which is whatwewantedto provewith

pk+1 =
pk

2
+

3
4

; Ck+1 = (C Ck )
1
2 :

In order to �nish the recurrenceproof we shouldobtainsimilar estimatesfor the m th discretecoarse
derivative of theerrorassumingmoreregularity of thesolution.Supposethat (u; v) 2 Cm+ k+2

a;T . Using
similar techniquesto thoseusedin the presentsection(andusingR k with m andm + 1) it is easyto
show that

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
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:

Sincethe resultof step1, namelyestimates(2.90) and(2.92), is nothingbut assumptionR 1, we see
easilythat

pk =
3
2

¡
1
2k ; Ck = C (C1=C)

1
2k ¡ 1 :

As thesequenceCk is convergent,it is in particularbounded.Finally weobtainthefollowing estimate:

(2.94) keu;h k¤
1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h( 3

2 ¡ 1
2k ) jjj (u; v)jjj Ck

a;T

andusinglemma2.5.6wecompletetheproofof thefollowing lemma

Lemma 2.5.7 If thesolutionof thecontinuousproblem(2.7) belongsto Ck
a;T for a > 0, then

(2.95)
keu;h k1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h( 3

2 ¡ 1
2k ) jjj (u; v)jjj Ck

a;T
+ C h

5
2 k(u; v)kC2

a;T
:

Step3 : case(u; v) 2 C1
a;T Underthis hypothesis,andusingthepreviouspartof theproof, we have

that
keu;h k¤

1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h( 3
2 ¡ 1

2k ) jjj (u; v)jjj Ck
a;T

· C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h( 3
2 ¡ 1

2k ) jjj (u; v)jjj C 1
a;T

for all k 2 N. Passingto thelimit whenk ! + 1 andusinglemma2.5.6, weget

77



Chapitr e2 AnalyseFine de la Méthodedansle Cadre1D

Lemma 2.5.8 If thesolutionof thecontinuousproblem(2.7) belongsto C1
a;T for a > 0 then

(2.96) keu;h k1 ;2;T + kev;hk1 ;2;T · C (1 ¡ ®2)¡ 1 T h
3
2 jjj (u; v)jjj C 1
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:

Remark 2.5.2 To seehow(2.84) canbederived,westart fromthetwo following identities
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Addingandidentifyingtheconsistenceerrorsweobtain
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:

Finally substractingtheterm(eU
c )2n+1

0 (eV
c )2n+1

0 weobtainthedesiredexpression.

Remark 2.5.3 Letusexplainwhywecannotusethesameproof for schemeII. Followingthesamesteps
asfor schemeI werewrite thetransmissionconditions(2.52) in thefollowingway
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in order to havetwo consistenceerrors of order two andonly oneof �r st order. We rewrite (2.76) using
this last truncationerrorsobtaining
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that is ananalogueof (2.84) for theschemeII. Thetermthatis mostcomplicatedto treatis,asfor scheme
I, thelastone. However, its expressionin thiscaseis notaseasyasfor schemeI because
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0 + (eu
f )2n
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¢ t
:

In fact wecannot usesimilar argumentsasbefore to estimatethelast term.We recall that for schemeI
wehadansimplerexpression(third equationof (2.84)).

78



2.6 Comparisonbetweentheory and numerics

2.6 Comparisonbetweentheory and numerics

Theresultsobtainedin section2.4arecomparedin subsection2.6.2to thoseobtainedin [38] using
theFourier technique(seesubsection2.6.1for a brief recapof theseresults)andwith somenumerical
resultsin subsection2.6.3.

2.6.1 Fourier analysisresults

This studyis basedon the behavior of planewave solutionsin the presenceof a space-timemesh
re�nement.More precisely, we studythere�ection andtransmissionthroughthearti�cial interfacebet-
weenthecoarsegrid andthe �ne grid of an incidentwave in  c, of amplitude1 andfrequency ! . One
re�ectedwaveandonetransmittedwaveeachof frequency ! andof amplitudeRc (re�ection coef�cient)
andTc (transmissioncoef�cient) respectively aregeneratedin thecoarseand�ne gridsrespectively. Due
to thealiasingphenomena(namelythatthefrequencies! and! + ¼

¢ t coincidein thecoarsegrid but are
distinctin the�ne grid - see�gure 2.3) aparasitictransmittedwaveof frequency ! + ¼

¢ t is generatedin
the�ne grid. If ! h is smallenoughand® is lessthan1, thisparasiticwave is highly oscillatoryin space
(with spacefrequency ¼

h ) andevanescent(i.e. decayingexponentiallywith distancefrom the interface)
with apenetrationdepthl(h; ®) whichsatis�es

l(h; ®) =
h

2argch(1=®)
+ O(h3):(2.98)

Theamplitudeof thisparasiticwaveattheinterfaceisgivenbyacoef�cient T p
c , theparasitictransmission

coef�cient. The particularsolutiononelooks for is thusgiven by the following expressionsfor u (the
wave numberskc andkf appearingin theformulabelow dependon ® andh andarededucedfrom the
dispersionrelationoneachgrids- see[38] or section2.7for moredetails)

8
<

:

(uc)2n
2j = ei (kcx2j ¡ ! t2n ) + Rc ei (¡ kcx2j ¡ ! t2n ) ; j · 0;

(uf )n
j = Tc ei (kf x j ¡ ! tn ) + Tp

c (¡ 1)j + n e¡ i! tn
e¡

x j
l ( h;® ) ; j ¸ 0:

The expressionsfor v are similar. The unknown coef�cients Rc, Tc and Tp
c can be determinedfrom

the couplingequations(2.21) or (2.22). As the interfacex = 0 is purely arti�cial, if we considerthe
continuouscase,weshould�nd

Rc = 0; Tc = 1; Tp
c = 0;

thephysicalvaluesof theparameters.In thediscretecasethecoef�cients Rc, Tc andTp
c dependonly on

! h and®, and,for �x ed0 < ® < 1, theirTaylorexpansionsfor small! h aregivenby

(2.99)

Rc(! h; ®) =
1
16

¡
®2 ¡ 3

¢
(! h)2 + O(( ! h)3);

Tc(! h; ®) = 1 ¡
3
16

¡
®2 + 1

¢
(! h)2 + O(( ! h)3);

Tp
c (! h; ®) =

1
2

i®2
p

1 ¡ ®2
(! h) + O(( ! h)3);
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1
!

Rc

!

Tc
!

Tp
c

! ¡ ¼
¢ t

 c  f¡

Waveson  c ei! t2n

Frequencies ! ! + ¼
¢ t

Waveson  f ei! tn
(¡ 1)nei! tn

FIG. 2.3– Schematicrepresentationof thealiasingphenomena

if schemeI is usedand

(2.100)

Rc(! h; ®) = ¡
i
p

1 ¡ ®2

4
(! h) + O(! 2h2);

Tc(! h; ®) = 1 ¡
i
p

1 ¡ ®2

4
(! h) + O(! 2h2);

Tp
c (! h; ®) = ¡ 1 +

i
p

1 ¡ ®2

4
(! h) + O(! 2h2);

if schemeII is used.

Remark 2.6.1 Whenoneconsiders thelimit case® = 1, onecanshowthat theparasiticwavebecomes
propagative(l(h; ®) tendsto in�nity when® tendsto one)andwehavefor bothschemes

Rc = 0; Tc = 1 + O(! 2h2); Tp
c = ¡ 1 + O(! 2h2):

2.6.2 Comparing our resultswith the Fourier analysisresults

Let us summarizethe main informationprovided by the Fourier analysis.First of all we consider
schemeI with ® < 1. In thiscase

– thediscretere�ection andtransmissioncoef�cients aresecondorderapproximationsof thephysi-
calones.Thecontribution to theerroris of ordertwo in theL 1 andL p; p > 1; norms.

– The L 1 norm of the error comingfrom the parasitictransmittedwave is approximately(for h
smallenough)

®2! h
p

1 ¡ ®2
;(2.101)

that is, the methodshouldbe �rst orderaccuratefor this norm.Due to the exponentialdecayof
thiswave, theL p erroris approximately

ÃZ 1

0

(®2! h)p

(1 ¡ ®2)
p
2

e¡ 2px argch( ®¡ 1 )
h dx

! 1
p

¼
h

p+1
p

(1 ¡ ®)
p+1
2p

; (® ¡ ! 1):(2.102)

Takingp = 2 weremarkthattheorderof convergenceis in conformitywith thatgivenby theorem
2.4.1andthecommentsfollowing it. It seemsthattheFouriertechniquesallow to obtainasharper
estimatefor the dependenceon 1 ¡ ® when ® goesto 1. The bestestimateis obtainedin the
L 1-norm,wheretheerrorshouldbeof ordertwo.
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– We alsoremarkthat this lasterror is localizedat thearti�cial interface.In effect, computingthe
L 1 andL p; p ¸ 1; normson thecomplementof a neighborhoodof thearti�cial interface,this
erroris exponentiallydecreasingwith thespacestep.Themethodshouldbeof ordertwo in these
norms.

ConcerningschemeII with ® < 1, theFourieranalysisallowsusto make thefollowing conclusions:
– theerrorcomingfrom there�ectedand(notparasitic)transmittedwavesis of orderonein theL 1

andL p; p ¸ 1; norms.
– the amplitudeof the parasitictransmittedwave doesnot go to zerowhenthe discretizationpa-

rametersgo to zero.This meansthat themethoddoesnot converge in theL 1 norm.Due to the
exponentialdecayof thiswave,asimplecomputationallowsusto estimateits L p error

h
1
p

argch
1
p (®¡ 1)

¼
h

1
p

(1 ¡ ®)
1

2p

; (® ¡ ! 1):

Again, theresultsobtainedfor p = 2 arecoherentwith thoseof theorem2.4.1andthecomments
given later on. The L 1 error shouldbe of orderone.The estimatefor the dependenceon 1 ¡ ®
seemsto bemoreprecisewith theFouriertechniques.

– As for schemeI, this lasterror is localized.If we considertheL 1 andL p; p ¸ 1, normson the
complementof a neighborhoodof thepoint x = 0, themethodshouldbeof �rst order, because
theerrorprovidedby thetransmittedparasiticwave is exponentiallydecreasing.

For ® = 1, the amplitudeof the transmittedparasiticwave doesnot tendto zeroandthe wave is not
evanescent.Neithermethodshouldbestronglyconvergent.

2.6.3 Numerical results

In this sectionwe will obtainnumericallytheordersof convergenceof schemesI andII for several
normsto comparethemwith thetheoreticalonesprovidedby theorem2.4.1andtheFourieranalysis.We
considerthe1-D waveequation

(2.103)

8
><

>:

@u
@t

+
@v
@x

= 0

@v
@t

+
@u
@x

= 0
; (x; t) 2 R£ R+ ;

(
u(x; t = 0) = u0( x¡ x0

L )

v(x; t = 0) = 0
; x 2 R;

wherex0 = ¡ 0:25, L = 0:25and

u0(x) =

(
256(x ¡ 1=2)4(x + 1=2)4 if x 2 [¡ 1=2; 1=2];

0 otherwise.

Theexactsolutionof theproblemis givenby

(2.104)

¯
¯
¯
¯
¯

u(x; t) = 1
2u0 ((x ¡ x0 ¡ t)=L) + 1

2u0 ((x ¡ x0 + t)=L) ;

v(x; t) = 1
2u0 ((x ¡ x0 ¡ t)=L) ¡ 1

2u0 ((x ¡ x0 + t)=L) :

Thecomputationaldomainfor thenumericalresolutionof theequationsis theinterval  = [¡ 0:5; 0:5].
We usetransparentboundaryconditionsto simulatethe unboundeddomain.A spacestepof sizeh is
usedin  c = [¡ 0:5; 0] andof sizeh=2 in  f = [0; 0:5]. Werecallthatbothschemesalsodependon the
parameter® = ¢ t=h thatwe mustchoosein theinterval (0; 1) to ensurethestability of themethod.In
practice,it is interestingto choose® to be aslarge aspossibleto reducethe computationalcosts.The
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FIG. 2.4– Dependenceon® of uh . T ¼ 0:3. Zoomaroundx = 0

problemis that all the error andstability estimatesgiven in section2.4 blow up when® tendsto 1. In
�gures 2.4 and2.5 we cannoticethis phenomenonaswell. For ® = 1 both schemesgive us similar
results.A high frequency wave appearswhenthewavescrossthearti�cial boundary(see�gures 2.4(a)
and2.4(d)). Eventhough,themethodseemsto beL 2 stable.Taking® < 1 mostof oscillatoryparasitic
wavesbecomeevanescentandwe obtaina goodsolutionif we remove the behavior nearx = 0. The
penetrationdepthof the transmittedparasiticwave increasesas® goesto the limit value1. As we can
seein �gures 2.4(c)and2.4(f), ® = 0:95 is suf�cient to obtaina goodresult.We canalsoseethat the
amplitudeof theparasiticwaveis higherfor theschemeII thanfor schemeI (see�gure 2.5). In particular,
schemeII doesnotconvergein theL 1 norm(seeremark2.3.1).

In orderto measuretheerrorbetweentheexactsolution(u; v) andthenumericalsolution(uh ; vh) we
considerthediscreteequivalentof thenorms:

(2.105)
L 1

t ([0; T]; L p
x ()) ; L 1

t ([0; T]; L 1
x ()) ;

L 1
t ([0; T]; L p

x ( ?)) ; L 1
t ([0; T]; L 1

x ( ?)) ;

(with  ? =  n [0; 0:1], andp 2 N) thatwewill denoteby

kehk1 ;p;T ; kehk1 ;T ; kehk?
1 ;p;T ; kehk?

1 ;T :

Let usassumethattheerrorhasapproximatelytheform

kehk ¼ C(u; v)(1 ¡ ®)¡ k2 hk1 :(2.106)

Fixing a valueof theparameter® andcomputingthedifferentnormsat T = 0:5 (wherethewave has
alreadycrossedthearti�cial interface)for h = 0:005, 0:003̂, 0:0025and0:002weobtainthevalueof k1
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83



Chapitr e2 AnalyseFine de la Méthodedansle Cadre1D

10
�2.6

10
�2.5

10
�2.4

10
�5

10
�4

10
�3

10
�2

h

L¥
([

0.
0.

5]
,L

1 (W
))

Scheme I
Scheme II

Slope¼ 2

Slope¼ 1

(a)Normof theerror

10
�2

10
�1

10
�1

10
0

10
1

10
2

1� a

C
(u

,v
) 

(1
�a

)�k
2

Scheme I
Scheme II

Slope¼ ¡ 0:03

Slope¼ ¡ 0:60

(b) Dependenceon1 ¡ ®

FIG. 2.6– L 1 (0; T; L 1()) normwith ® = 0:95

10
�2.6

10
�2.5

10
�2.4

10
�4

10
�3

10
�2

10
�1

h

L¥
([

0,
0.

5]
,L

2 (W
))

Scheme I
Scheme II

Slope¼ 1:5

Slope¼ 0:5

(a)Normof theerror

10
�2

10
�1

10
0

10
1

1� a

C
(u

,v
) 

(1
�

a
)�k

2

Scheme I
SchemeII

Slope¼ ¡ 0:25

Slope¼ ¡ 0:87

(b) Dependenceon1 ¡ ®
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for eachnorm.Theresultsfor ® = 0:95, usingthediscreteL 1
t ([0; T]; L 1

x ()) , L 1
t ([0; T]; L 2

x ()) , and
L 1

t ([0; T]; L 1
x ()) normsareplottedin �gures 2.6(a), 2.7(a)and2.8(a), respectively. We canseethat

theslopesarecoherentwith theestimatespredictedin section2.4 andsubsection2.6.2. As we pointed
out in section2.6.2, the most importantpart of the error is localizedat the interfaceaswe canseein
�gure 2.9, wheretheL 1

t ([0; T]; L 2
x ( ?)) andL 1

t ([0; T]; L p
x ( ?)) errorshavebeencomputed.

Thesamecomputationshavebeendonewith ® = 0:85, 0:9, 0:97and0:99andthesameordersof conver-
gencehave beenobtained(seetable2.1). This allows usto computethedependenceon® of themethod
whenthis parametergoesto 1. In �gures 2.6(b), 2.7(b)and2.8(b), we representtheresultsobtainedfor
the L 1

t ([0; T]; L 1
x ()) , L 1

t ([0; T]; L 2
x ()) , andL 1

t ([0; T]; L 1
x ()) normsthat arein correspondence

with theFourieranalysis(thatgivessharperestimates)andin consequence,alsowith theorem2.4.1. We
havealsonoticedthatthehypothesesdemandedin theorem2.4.1concerningthesmoothnessof theexact
solutionof (2.7) arein practicetoo strong.We have observed thesameratesof convergencefor initial
conditionsthatareC2(R £ [0; T])2.
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kehkL 1 kehkL 2 kehkL 1 kehkL 2
¤

kehkL 1
¤

SchemeI 2 1:5 1 2 2

SchemeII 1 0:5 n.c. 1 1

TAB. 2.1– Observedordersof convergence

85



Chapitr e2 AnalyseFine de la Méthodedansle Cadre1D

2.7 RappeldesRésultatspar Fourier

Danscettesectiononrappellel'analyseduschémaI pardestechniquesdeFourierprésentéedans[38, 46]
qui seragénéraliséedansla section3.5.2. On presenteaussil'étudepourle schémaII. Il s'agit d'étudier
le comportementd'un certaintypedesolutions,qu'on appelleradesondesplanes.

2.7.1 Le cascontinu

Pourunefréquence! 2 R donnéeonconsidèredessolutionsdusystème(7.14) sousla forme

(2.107) u(x; t) = U ei (kx¡ ! t ) ; v(x; t) = V ei (kx¡ ! t ) :

En introduisant(2.107) dans(7.14) onobtient
0

@
! ¡ k

¡ k !

1

A

0

@
U

V

1

A =

0

@
0

0

1

A

Pouravoir unesolutiondifférentede la solutiontriviale, le déterminantdecettematricedoit s'annuler,
c'estàdire,k et ! doiventsatisfairela relationdedispersion

! 2 = k2:(2.108)

Ainsi, onadeuxpossibilités:

– soit k(! ) = ! avecU = V , cequi correspondàuneondequi sepropageversla droite,

– soit k(! ) = ¡ ! avecU = ¡ V , cequi correspondàuneondequi sepropageversla gauche.

2.7.2 Le casdiscret sur le maillagegrossier

Dansle casdiscret,et sur le maillagegrossier, étantdonnéquele schémanumériqueestinvariantpour
unpasdetemps¢ tc, pourunefréquence! 2 R donnéonpose

(2.109) (uc)2n
2j = U ei (kx2j ¡ ! t2n ) ; (vc)2n+1

2j +1 = V ei (kx2j +1 ¡ ! t2n +1 ) :

Cetteexpressionestunesolutionde(3.52) si et seulementsi
0

B
B
@

2
¢ tc

sin
µ

! ¢ tc

2

¶
¡

2
¢ xc

sin
µ

k¢ xc

2

¶

¡
2

¢ xc
sin

µ
k¢ xc

2

¶
2

¢ tc
sin

µ
! ¢ tc

2

¶

1

C
C
A

0

B
B
@

U

V

1

C
C
A =

0

B
B
@

0

0

1

C
C
A :

Pouravoir unesolutiondifférentedela solutiontriviale, il fautquele déterminantdela matricesoit nul,
c'estàdire, il fautquek et ! véri�ent la relationdedispersiondiscrète

4
¢ t2

c
sin2

µ
! ¢ tc

2

¶
=

4
¢ x2

c
sin2

µ
k¢ xc

2

¶
:(2.110)

Grâceà la périodicitédesfonctionstrigonométriquesqui interviennentdansl'expression,il estclair
quelesfréquences! p = ! + 2¼

¢ tc
p avecp 2 Z nousdonnentlesmêmessolutionsque! (voir la �gure

2.10). C'estpourceciqu'on peutrestreindrenotreétudeà

¡
¼

¢ tc
· ! ·

¼
¢ tc

;
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c
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Fréquenceséquivalentes

Ondespropagatives

Ondesévanescentes

FIG. 2.10– Schémadesfréquencessurunmaillageuniforme

qui sontlesfréquencesreprésentablesparle maillagegrossier. De la mêmefaçonle vecteurd'ondek est
dé�nie modulo 2¼

¢ xc
. Dansle cadrediscretondoit distinguerdeuxcasselonla valeurdela fréquence!

– Desondespropagatives: Supposonsque
¯
¯
¯
¯®

¡ 1 sin
µ

! ¢ tc

2

¶ ¯
¯
¯
¯ · 1;

c'estàdire,

! 2
[

k2 Z

·
¡ ! ¤ +

2¼k
¢ tc

; ! ¤ +
2¼k
¢ tc

¸

´ [¡ ! ¤
c ; ! ¤

c ] +
2¼
¢ tc

Z;

où la fréquencecritiquepourle maillagegrossier! ¤
c estdonnéepar

! ¤
c =

2
¢ tc

arcsin(®):(2.111)

Alors, lessolutionsde(2.110) sontréellesetdonnéesparl'expression

(2.112)

8
>><

>>:

k = § kpr op
¢ xc ;¢ tc

(! ) +
2¼

¢ xc
p; p 2 Z;

kpr op
¢ xc ;¢ tc

(! ) =
2

¢ xc
arcsin

µ
®¡ 1 sin

µ
! ¢ tc

2

¶ ¶
;

avec U = § V . Dansce cason auradesondespropagatives vers la droite ou vers la gauche
dépendantdusignechoisi.

– Desondesévanescentes: Dansl'autre casona
¯
¯
¯
¯®

¡ 1 sin
µ

! ¢ tc

2

¶ ¯
¯
¯
¯ > 1;

cequi estéquivalentà

! 62[¡ ! ¤
c ; ! ¤

c ] +
2¼
¢ tc

Z:

Parconséquent,lessolutionsde(2.110) sontcomplexesetdonnéesparl'expression

(2.113)

8
>>>>>><

>>>>>>:

k = § kevan
¢ xc ;¢ tc

+
2¼

¢ xc
p; p 2 Z;

kevan
¢ xc ;¢ tc

(! ) =
¼

¢ xc
sign(! ) + i »¢ xc (! ¢ tc);

»¢ xc (! ¢ tc) =
2

¢ xc
argch

µ
®¡ 1 sin

µ
! ¢ tc

2

¶¶
;
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avecU = § V . Lesondesassociéesaurontun comportementexponentiellementdécroissantdans
la directionx > 0 oux < 0 selonle signequ'on considère.

Remarque2.7.1 Étantdonnéqu'on s'intéresseà dessolutionsbornées,cetyped'ondesn'ont un
sensquedansle demi-espaceoùellessontdécroissantes.Saprofondeurdepénétrationestdonnée
par

l¢ xc (! ¢ tc) = »¢ xc (! ¢ tc)¡ 1

etsoncomportementesthautementoscillatoireétantdonnéquela partie réelledunombred'onde
k est2¼=¢ xc. Ellesjouerontunrôle importantlorsqu'onconsidèreleproblèmeavecdeuxmaillages
avecdespasdediscrétisationdifférents.

Ainsi, ondé�nit le nombred'ondeassociéàunefréquence! 2 [¡ ¼
¢ tc

; ¼
¢ tc

] par

(2.114) k§
c;¢ xc

(! ) =

8
<

:

§ kpr op
¢ xc ;¢ tc

(! ); si j! j · ! ¤
c

§ kevan
¢ xc ;¢ tc

(! ); si ! ¤
c · j! j · ¼

¢ tc

Ainsi, lesondesassociéesàk+
c;¢ xc

sont

– propagativesversla droitesi j! j · ! ¤
c ,

– exponentiellementdécroissantesdansla directionx > 0 si ! ¤
c < j! j · ¼

¢ tc
.

Si onconsidèrek¡
c;¢ xc

ona

– desondesqui sepropagentversla gauchesi j! j · ! ¤
c ,

– desondesexponentiellementdécroissantesdansla directionx < 0 si ! ¤
c < j! j · ¼

¢ tc
.

Poureffectuerl'étude avec lesdeuxmaillages,il estutile dedé�nir le vecteurd'ondesurR tout entier
par

k§
c;¢ xc

(! ) =
2¼

¢ xc
+ k§

c;¢ xc
(! ¡

2¼
¢ tc

):(2.115)

Remarque2.7.2 Notonsquele nombre d'ondeainsi dé�ni estunefonctioncomplexecontinue(dansla
�gur e 2.11on peutvoir sapartie réelleennoir et sapartie imaginaire engris pour ® = 0:9). Sapartie
réelleet imaginaire admettentun développementdeTaylor classiqueautourdetoutefréquence! dans
l'ensemble

R n
½

§ ! ¤
c +

2¼l
¢ tc

; l 2 Z
¾

:

Autour decespointsspéciauxcettefonctionadmetdeuxdéveloppementsdifférents(selonqu'on serap-
prochevers la droiteouvers la gauche)enutilisantdespuissancesdemi-entières.

2.7.3 Le casdiscret sur le maillage �n

Surle maillage�n, le schémanumériquen'estpasinvariantpourle pasdetemps�n ¢ t f , maistoujours
pour le pasde tempsgrossier¢ tc (voir les équationsde couplage(3.41)). Pourcetteraison,pour une
fréquence! donnée,ondoit considérerdesondesplanesdu type

(2.116)
(uf )2n

j = UP ei (kx j ¡ ! t2n ) ; (vf )
2n+ 1

2

j + 1
2

= V P e
i (kx

j + 1
2

¡ ! t2n + 1
2 )

;

(uf )2n+1
j = U I ei (kx j ¡ ! t2n +1 ) ; (vf )

2n+ 3
2

j + 1
2

= V I e
i (kx

j + 1
2

¡ ! t2n + 3
2 )

:
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FIG. 2.11 – Partie réelle (en noir) et imaginaire(en gris) du nombred'onde k+
c;¢ xc

pour différentes
fréquenceset® = 0:9

Onintroduitcesexpressionsdans(3.53) pourétudierlesrelationsquedoiventsatisfairele nombred'onde
k et le vecteur[UP ; V P ; U I ; V I ]. Ona

0
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C
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C
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;

Pouravoir unesolutionnon-triviale, il fautquele déterminantdela matricesoit nul, c'estàdire,

0 =
·
®2 sin2

µ
k¢ x f

2

¶
¡ sin2

µ
! ¢ t f

2

¶¸ ·
®2 sin2

µ
k¢ x f

2

¶
¡ cos2

µ
! ¢ t f

2

¶¸

=
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®2 sin2
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2
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¡ sin2
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! ¢ t f

2

¶¸
2

4®2 sin2
µ

k¢ x f

2

¶
¡ sin2

0

@

³
! ¡ 2¼

¢ tc

´
¢ t f

2

1

A

3

5 :

Pourcontinuerl'étude et en reprenantles calculsfaits sur le maillagegrossier, on dé�nit les fonctions
k§

f ;¢ x f
(! ) commelesfonctionsk§

c;¢ xc
(! ) enremplaçantlesindicesc parf (et doncenparticulier¢ xc

par¢ x f et¢ tc par¢ t f ). Alors, il y aquatrepossibilités:

¯
¯
¯
¯
¯
¯

k = k+
f ;¢ x f

(! );

[UP ; V P ; U I ; V I ] = [ W ; W ; W ; W ];
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Chapitr e2 AnalyseFine de la Méthodedansle Cadre1D

 c

¡ ¼
2¢ t

¼
2¢ t

¡ ! ¤
c ! ¤

c

 f

¡ ¼
¢ t

¼
¢ t

! ¤
f¡ ! ¤

f

! ! + ¼
¢ t! ¡ ¼

¢ t

´ ´

Ondespropagatives

Ondesévanescentes

FIG. 2.12– Fréquenceséquivalentessur c qui sontdifférentessur f

¯
¯
¯
¯
¯
¯

k = k¡
f ;¢ x f

(! );

[UP ; V P ; U I ; V I ] = [ W ; ¡ W ; W ; ¡ W ];

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

k = k+
f ;¢ x f

(! ¡ 2¼
¢ tc

);

[UP ; V P ; U I ; V I ] = [ W ; i W ; ¡ W ; ¡ i W ]

= [ W ei 2¼
¢ t c

t2n
; W ei 2¼

¢ t c
t2n + 1

2 ; W ei 2¼
¢ t c

t2n +1
; W ei 2¼

¢ t c
t2n + 3

2 ];

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

k = k¡
f ;¢ x f

(! ¡ 2¼
¢ tc

);

[UP ; V P ; U I ; V I ] = [ W ; ¡ i W ; ¡ W ; i W ]

= [ W ei 2¼
¢ t c

t2n
; ¡ W ei 2¼

¢ t c
t2n + 1

2 ; W ei 2¼
¢ t c

t2n +1
; ¡ W ei 2¼

¢ t c
t2n + 3

2 ]:

Il suf�t d'introduire cesexpressionsdans(2.116) pour serendrecomptequele fait d'avoir un pasde
tempsdeuxfois pluspetitsur f quesur c nousobligeà introduireunenouvelle fréquence! ¡ 2¼

¢ tc
sur

la région�ne pourpouvoir exprimerla solution.Notonsquelesfréquences! et! ¡ 2¼
¢ tc

sontéquivalentes
surle maillagegrossier, maisdifférentessurle �n. Cephénomèneestexpliquédansla �gure 2.12oùon
représentel'ensemblede fréquencesR vu depuisle maillagegrossieret �n. L'ensemblede fréquences
représentablessur f (l'intervalle [¡ ¼

¢ t f
; ¼

¢ t f
]) estdeuxfois plusgrandquel'analoguesur c.

Remarque2.7.3 Onremarqueque, enparticulier, ona la relation

k§
f ;¢ x f

(! ) =
¢ xc

¢ x f
k§

c;¢ xc

µ
! ¢ x f

¢ xc

¶
:

Surle maillage �n, l'ensembledefréquencesreprésentablesest

¡
¼

¢ t f
· ! ·

¼
¢ t f

et la fréquencecritiqueestdonnéepar

! ¤
f = ¢ tc

¢ t f
! ¤

c =
2

¢ t f
arcsin(®):
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2.7 RappeldesRésultatspar Fourier

2.7.4 Le casdiscret sur lesdeuxmaillages

Une fois qu'on a déterminéla forme de la solutionsur chaquemaillageon esten mesured'effectuer
l'étude par ondesplanesde notreméthodede raf�nement de maillagespatio-temporel.On considère
notreproblèmecommeuneanalysederé�exion-transmissiondansunmilieu bi-couche(le maillagegros-
sieret le maillage�n). Ainsi, supposonsqu'on envoieuneondeincidentedefréquence! etd'amplitude
1 du cotégrossier(le casd'uneondeincidenteprovenantdu coté�n estbasésur lesmêmesprincipes).
L'onde diffractéeseraunecombinaisond'ondesré�échieset transmisespar l'interfacex = 0. Grâceà
l'étudequ'on vientdefairedanslessectionsprécédentes,onsaitqu'on aura:

– uneonderé�échie defréquence! etd'amplitudeR¢ x (! ),

– uneondetransmisedefréquence! etd'amplitudeT¢ x (! ),

– uneondetransmisedefréquence! ¡ 2¼
¢ tc

etd'amplitudeTpar
¢ x (! ).

L'expressiondela solutionsur c estalors

(2.117)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(uc)2n
2j = ei(k+

c; ¢ x c
(! )x2j ¡ ! t2n ) + R¢ x (! ) ei(k ¡

c; ¢ x c
(! )x2j ¡ ! t2n ) ; j · 0;

(vc)2n+1
2j +1 = ei(k+

c; ¢ x c
(! )x2j +1 ¡ ! t2n +1 ) ¡ R¢ x (! ) ei(k ¡

c; ¢ x c
(! )x2j +1 ¡ ! t2n +1 ) ; j < 0:

Du coté�n ona

(2.118)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(uf )n
j = T¢ x (! ) e

i
µ

k+
f ;¢ x f

(! )x j ¡ ! tn
¶

+

Tpar
¢ x (! ) e

i
µ

k+
f ;¢ x f

(! ¡ 2¼
¢ t c

)x j ¡
³

! ¡ 2¼
¢ t c

´
tn

¶

; j ¸ 0;

(vf )
n+ 1

2

j + 1
2

= T¢ x (! ) e
i
µ

k+
f ;¢ x f

(! )x
j + 1

2
¡ ! tn + 1

2

¶

+

Tpar
¢ x (! ) e

i
µ

k+
f ;¢ x f

(! ¡ 2¼
¢ t c

)x
j + 1

2
¡

³
! ¡ 2¼

¢ t c

´
tn + 1

2

¶

; j ¸ 0:

Pourobtenircomplètementl'expressiondenotresolutionil nousresteàdéterminer

² le coef�cient deré�exion R¢ x (! ),

² le coef�cient detransmissionT¢ x (! ),

² et le coef�cient detransmissionparasiteT par
¢ x (! ).

Étantdonnéquel'interfacex = 0 estpurementarti�cielle, lesvaleursderéférence(qu'on auraitobtenu
dansle cascontinu)sont

R = 0; T = 1; Tpar = 0:

Remarque2.7.4 Supposonsquela fréquence! et le paramètre ® nedépendentpasdu pasdediscréti-
sation.Alorsl'expression(2.111) nousindiquequel'onde incidenteetré�échieserontpropagativespour
un¢ t assezpetit.Étantdonnéquela fréquencecritiquesur  f estplusgrandequesur  c, onendéduit
aussile mêmenaturepour l'onde transmisedefréquence! . L'ondetransmiseparasitesera évanescente
dèsque

! ¡
2¼
¢ tc

62 [¡ 2
¢ t f

arcsin(®); 2
¢ t f

arcsin(®)] +
2¼

¢ t f
Z; ( )

! 2 [¡ 2
¢ t f

arccos(®); 2
¢ t f

arccos(®)] +
2¼

¢ t f
Z:
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