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Introduction

Les couvertures de batiment sont des structures spécifiques, leur chargement principal est en
général leur propre poids. Chercher a concevoir ces structures les plus légéres possible permet
des avancées économiques, écologiques et esthétiques. Les méthodes constructives ont évoluées
avec les époques et les matériaux disponibles, mais toujours autour de trois axes principaux :
I'adaptation de la forme et du matériau, 1'utilisation de la double courbure et la minimisation
des efforts de flexion. C’est en cherchant a s’affranchir completement des efforts de flexion sous
poids propre que Frei Otto a développé les structures de gridshells. Ces coques discretes a
double courbure résultent de l'inversion d'un filet suspendu, elles sont donc les exacts funi-
culaires de leur propre poids. De plus, il met au point un procédé constructif original et tres
économique qui permet d’obtenir des surfaces gauches par déformation élastique et triangula-
tion d"une grille plane sans rigidité en cisaillement et constituée d’éléments rectilignes standard.
Apres quelques réalisations mineures, le potentiel esthétique et mécanique de ces structures
éclate avec la construction du gridshell de Mannheim en 1975.

Pourtant le batiment ne fait pas école et reste pendant vingt-cinq ans le seul gridshell au
monde, malgré des qualités remarquables sur le plan structurel. Deux raisons principales se-
ront avancées pour expliquer cette situation : d'une part les méthodes de calcul de 1’'époque
négligent la flexion dans les éléments et par conséquent ne permettent pas d’étudier précisé-
ment les contraintes dans la structure et d’autre part, les éléments de la grille sont en bois
lamellé-collé et leur état de flexion permanente pose des problemes de fluage et de durabilité
des assemblages. Dans le premier chapitre, aprés un historique des gridshells, on verra que les
progres de ces dernieres années en matiere de simulation numérique et les efforts de la filiere
bois pour rationaliser les profils ont permis un renouveau de ces structures en Angleterre avec

les gridshells du musée de Downland et du Savill Building.

Il semble cependant possible d’aller plus loin dans cette rationalisation en proposant des
solutions alternatives plus durables et plus performantes qui integrent des nouveaux matériaux
tibrés synthétiques en lieu et place de ce matériau composite anisotrope naturel qu’est le bois.
Les polymeres renforcés de fibres de verre ou de carbone sont relativement nouveaux dans le
génie civil et la construction. Leurs applications actuelles copient les solutions techniques qui
ont été optimisées pour 'acier (armature pour béton, renforcement par collage, poutrelle en I
ou en H, etc.). Beaucoup plus souples que 'acier, les composites apparaissent rarement comme
la solution la plus pertinente pour ces applications dans lesquelles les exigences de raideur
conduisent a un surdimensionnement de la structure en terme de résistance. En revanche, les

contraintes constructives des gridshells liées a leur processus de montage utilisent la déformabi-
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lité des éléments. Leur allongement élastique important et leur module d’Young élevé font donc
des composites de bons candidats pour ce type de structure. On remarque d’ailleurs que partout
ou une grande déformabilité et une grande raideur sont exigées en méme temps, ils s'imposent :
ailes de planeur, arcs, skis, cannes a péche, pare-chocs. .. Dans le deuxieme chapitre, on démon-
trera donc que les composites verre/résine constituent véritablement une alternative intéressante
au bois pour la construction des gridshells et on étudiera plus en détail le comportement mé-
canique de ces matériaux dans les conditions de flexion en grands déplacements qui sont celles

des éléments d"un gridshell.

Effectivement, I'amplitude des déplacements qui interviennent durant le montage des grid-
shells est grande et leur calcul nécessite 1'utilisation de méthodes numériques capables de
prendre en compte des non-linéarités géométriques. Par le passé, trois méthodes ont été utilisées
pour le calcul des gridshells : la méthode des densités de forces, la méthode de Newton-Raphson
et la méthode de relaxation dynamique. C’est cette derniere qui a été choisie ici et qui sera expo-
sée dans le troisieme chapitre. Son principe consiste a remplacer la recherche de I'état d’équilibre
statique par un calcul dynamique fictif qui, par amortissements successifs, va conduire a I'état
d’équilibre statique. Les modeles utilisés pour le calcul dynamique et le calcul des efforts inté-
rieurs sont exposés, ainsi qu'un modele original pour la prise en compte des excentricités au
niveau des liaisons. Viennent ensuite 1’étude de la stabilité de 1’algorithme et sa validation par
de nombreuses comparaisons avec d’autres modeles analytiques et numériques, ce qui donnera
'occasion d’illustrer également la polyvalence de la méthode.

A la différence de la plupart des structures a double courbure existantes, la forme des grid-
shells ne peut pas étre imposée : elle est I'unique forme d’équilibre qui satisfait un ensemble
donné de contraintes géométriques et de conditions d’appui. La recherche de la forme est donc
un enjeu en soi et elle fait 1’objet du quatrieme chapitre. Trois méthodes sont développées. La
premiere a été systématisée par Frei Otto : elle repose sur I'étude de modeles réduits parfaite-
ment tendus et conduit a des formes dont le contour ou les points d’appui sont imposés. La
deuxiéme constitue I'un des objets de ce travail, elle est indissociable de l'utilisation de la mé-
thode de relaxation dynamique et de la prise en compte de la raideur en flexion des éléments;
elle conduit a des formes dont les contours libres sont 1’expression de la raideur naturelle de
la matiere. La troisiéme n’est qu’esquissée mais semble tres prometteuse pour la conception de
structures pour des enveloppes courbes, elle permet de fabriquer des grilles en équilibre sur des
surfaces dont la forme est imposée.

Cependant la donnée de la forme ne suffit pas a définir une structure. Il faut bien entendu
en étudier le comportement mécanique. Dans le cinquieme chapitre, on aborde tout d’abord la
question du réglement de construction de référence pour la définition des chargements et des cri-
teres de dimensionnement des éléments. Il semble aujourd’hui naturel que cette étude s’inscrive
dans le cadre des Eurocodes. Il n’existe pas de tome spécifiquement dédié aux matériaux com-
posites, mais des coefficients partiels de sécurité et des criteres spécifiques ont déja été proposés
et seront examinés ici. A titre d’illustration, ils sont mis en ceuvre dans l’étude d’un prototype de
gridshell en composites construit a 1'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées. Cette étude com-
prend la description des matériaux utilisés et I'identification de leurs propriétés mécaniques, la

définition de la forme, 1’étude de deux variantes de triangulation et celle du comportement sous
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chargement réglementaire. Chacune de ces étapes permet de mettre en lumiere certains traits
spécifiques du comportement des gridshells.

Le sixieme chapitre décrit la construction de ce prototype et le programme expérimental réa-
lisé en collaboration avec 1'Ecole Nationale des Sciences Géographiques. Les différentes étapes
du montage et les techniques utilisées sont tout d’abord expliquées, ainsi que les tests de char-
gement effectués sur la structure avant et apres triangulation. Les résultats de ces tests seront
ensuite analysés afin notamment de quantifier 1’effet de la triangulation. Ils seront également
confrontés a un modele numérique construit a partir du relevé des positions des appuis de la
structure réelle. Cela permettra en outre de mieux comprendre le comportement d’ensemble de
la structure et I’évolution des contraintes dans les éléments. Enfin, quelques éléments de bilan
sur les cofits de ce prototype sont donnés afin de montrer sa compétitivité par rapport a des
structures déja exploitées industriellement dans la construction.

Le dernier chapitre rappellera les principaux résultats de ce travail et conclura sur 1'efficacité
des outils proposés pour 'analyse des structures élancées précontraintes en matériaux compo-
sites, la pertinence des structures de gridshells pour la réalisation de couvertures de moyenne
ou de grande portée. Un dernier mot sera ajouté sur les perspectives de développement du
programme et des méthodes, ainsi que sur les nouvelles applications envisageables.






Chapitre 1

Les gridshells

Le mot gridshell est un emprunt a la langue anglaise qui n’a pas d’équivalent en frangais; il
importe donc avant toute chose de définir ce que sont les gridshells et le concept structurel sur
lequel ils reposent. Il s’agit d'une famille de résilles gauches issues d'un processus de montage
particulier ; les gridshells sont des structures a double courbure obtenues par déformation élas-
tique d'une grille plane sans rigidité en cisaillement. L'intérét de la double courbure repose sur
l"utilisation de la raideur de la forme pour couvrir de grands espaces. Cette idée tres ancienne a
permis la construction de nombreux batiments extraordinaires, avec une grande variété de ma-
tériaux. On examinera successivment les techniques de construction et les caractéristiques de ces
différents ouvrages, afin de mieux comprendre les spécificités des gridshells. Puis, apres un bref
historique, les principales réalisations de ce type de structures seront présentées. L'accent sera
particulierement mis sur deux ouvrages emblématiques : le grand hall de 1’exposition horticole

de Mannheim de 1975 et l'atelier du musée de Downland de 2002.

1.1 Qu’est-ce qu'un gridshell ?

1.1.1  Une structure et une forme

Le mot gridshell, parfois aussi orthographié grid shell, est un emprunt a la langue anglaise
qui n’a pas d’équivalent en frangais ; les Allemands en revanche utilisent le mot Gitterschale dont
le nom anglais est probablement la traduction. Il est formé des mots grid et shell, qui signifient
respectivement « grille » et « coque »; il désigne ainsi une coque dont la surface est formée
d’une grille au lieu d’étre continue. Le concept de gridshell dans son acception la plus courante
correspond donc a un type particulier de structures qui regroupe ce qu’on pourrait appeler en

frangais les résilles gauches (par opposition aux résilles planes).

Dans IL10 Gitterschalen [78], I'ouvrage que Frei Otto et 1'Institut fiir leichte Flichentragwerke
(Institut pour les structures légeres ou IL) de Stuttgart ont consacré a 1’étude des gridshells, la
définition est cependant plus précise : « Un gridshell est une structure de barres, courbe dans
I'espace. Les barres forment une grille plane avec une maille rectangulaire et un espacement
constant entre chaque noeud. La forme du gridshell est déterminée par retournement de la
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forme d'un filet suspendu. De la méme facon que le retournement de la chainette donne la
courbe idéale d’un arc sans flexion, le retournement de la forme du filet conduit a une sur-
face funiculaire dans laquelle le gridshell est sans flexion. » Le principe constructif sur lequel
reposent les gridshells est donc celui d'une grille plane réguliere, formée de deux directions de
barres continues et articulées entre elles au niveau de chaque intersection. Une telle grille n’a
pas de rigidité en cisaillement, ce qui la rend facilement déformable en dehors de son plan et
transformable en une surface gauche. Cette surface, comme la grille dont elle est issue, contient
des degrés de liberté en rotation que 1'on peut bloquer avec des moyens de contreventement

traditionnels et disposer ainsi d'une coque rigide.

Les gridshells sont donc une famille particuliere de résilles gauches dont le concept est in-
dissociable d"une certaine typologie de formes et de la méthode constructive d’obtention de ces
formes. Ce qui est recherché avec ces structures, c’est la surface idéale dont la géométrie garantit

I’absence de moment de flexion sous poids propre, la coque la plus légere.

1.1.2 Des structures et de la 1égereté

Pour caractériser la légereté d'une structure, il est d'usage de considérer le rapport entre
les deux principaux types de chargements auxquels elle est soumise : les chargements perma-
nents ou de poids propre et les chargements variables comme le vent, la neige ou les charges
liées a 1’exploitation de 'ouvrage. Lorsque ce rapport est élevé, le comportement de la structure
est essentiellement déterminé par les charges permanentes qui sont constantes et parfaitement
connues. En revanche, plus ce rapport est faible, plus la structure est considérée comme légere.
Les chargements de service avec leur variabilité dans le temps et leurs différences de nature
jouent alors un role important dans le dimensionnement de I'ouvrage ce qui augmente la com-
plexité du travail de conception. Pourquoi alors chercher a concevoir les structures les plus

légeres possibles ?

Dans le livre Leicht und Weit [92], Jorg Schlaich, qui est également issu de 1« école de Stutt-
gart », voit pour cela trois raisons. D’un point de vue écologique, ces structures permettent
d’économiser de la matiére et, de part leur conception méme, sont en général faciles a démonter,
voire a recycler. D'un point de vue économique, elles requiérent le développement de détails et
de méthodes de construction de haute technicité ce qui crée du travail pour une main d’ceuvre
qualifiée et par la méme plus de richesse pour la société. Enfin, d'un point de vue culturel, léger
et fin sont des adjectifs plus valorisants que lourd et épais. « Les structures légeres stimulent
I'ingénieur parce qu’elles s’adressent autant a son savoir, a ses capacités et a son expérience
qu’a son imagination et a son intuition. Elles sont pour lui 1’occasion de proposer des solutions
constructives originales et pertinentes et d’apporter ainsi une contribution notable a la culture
architecturale. »

A partir de son expérience professionnelle, Jérg Schlaich distingue quatre directions de re-
cherche pour guider le concepteur de structures légeres :

— La flexion dans les éléments doit étre évitée le plus possible car, dans un élément fléchi,

toute la matiere n’est pas sollicitée au maximum de sa capacité. Ainsi dans une poutre, la
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matiére située dans la partie centrale ne participe que tres peu a la reprise des efforts, elle
alourdit donc inutilement la structure.

— Les matériaux doivent étre choisis en fonction de la nature des efforts qu’ils subissent et
de leur propriétés mécaniques et physiques relatives. Dans ce sens, la démarche proposée
ici se rapproche beaucoup de la méthode de choix des matériaux développée par Michael
Ashby sur laquelle le chapitre 2.2 reviendra.

— Une meilleure utilisation de toute la capacité de résistance des matériaux peut étre obtenue
par l'usage de la précontrainte. De la méme facon que la précontrainte dans le béton
permet a ce dernier de reprendre des efforts de tension, la raideur géométrique procurée
par la précontrainte permet a un élément tendu de reprendre plus facilement des charges
latérales et des efforts de compression par « détension ».

— La forme de la structure et sa courbure sont également sources de rigidité parce qu’elles
permettent de reprendre tout ou partie des efforts perpendiculaires a la structure sous
forme de traction ou de compression. Plus on se rapproche du funiculaire d"un charge-
ment, plus on évite la flexion dans les éléments et plus on est léger. Dans 1'espace, lors-
qu’elles sont bien congues, les surfaces a double courbure reprennent les efforts perpen-
diculaires a la surface uniquement sous forme d’efforts membranaires, c’est-a-dire dans le
plan local de la surface et sans flexion. Ce dernier point est d’expérience quotidienne : tant
qu’elle reste plate, une feuille de papier est incapable de porter toute sa longueur, mais elle
la franchit largement si I’'on lui donne une forme de gouttiere. Si 1’on vient recharger cette
feuille de papier en son milieu, on s’apercoit qu’elle est encore tres déformable parce que
la surface ainsi obtenue n’est qu’a simple courbure. Il est impossible d’obtenir une surface
a double courbure a partir d’une feuille de papier ou de toute autre surface a courbure
gaussienne nulle. La résistance que 1’on peut attendre d’une surface a double courbure est
cependant bien supérieure a celle d'une surface a simple courbure, en témoigne 1’extraor-

dinaire finesse et robustesse d"une simple coquille d’ceuf.

Si 'on confronte la définition donnée par Frei Otto aux criteres ci-dessus, les gridshells en
matériaux composites semblent pouvoir permettre la construction de grands espaces, libres de
tout support, avec une trés grande légereté. D'une part la forme obtenue par inversion d'un
tilet garantit 1’absence de flexion sous poids propre. D’autre part, compte tenu des propriétés
mécaniques requises pour les différentes phases de construction, il est montré dans le para-
graphe 2.2 que le bois et les matériaux composites sont les meilleurs matériaux pour ce type
d’application. Enfin, la double courbure de la coque dans sa forme finale assure théoriquement
un fonctionnement membranaire sous chargement asymétrique.

Le premier gridshell n’a cependant vu le jour qu’en 1962 et, comme la quasi totalité des
gridshells qui ont été construits depuis, il était fait de bois. L'idée d’utiliser du bois fléchi pour
la construction d’abris n’est pas nouvelle, elle est méme couramment mise en ceuvre pour la
structure des yourtes mongoles. Néanmoins, la réalisation d’une couverture de grande portée
avec une structure en bois nécessite des techniques d’aboutage et de collage qui n’ont été déve-
loppées qu’au siecle dernier ce qui explique en grande partie que ce type de structures ne soit
apparu que récemment. Les matériaux composites étant issus d'une technologie encore plus ré-
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cente, leur utilisation comme éléments de structure dans le génie civil était, il y a dix ans, encore
confidentielle, si bien que le prototype de gridshell construit a 1'Ecole Nationale des Ponts et
Chaussées est le premier gridshell en composite au monde (cf. paragraphe 6). Ainsi cette struc-
ture a double courbure originale pourrait étre une réponse moderne au tres vieux probléeme de
la couverture sans appuis intermédiaire d’un grand espace, probleme auquel les réponses sont
directement liées aux matériaux disponibles a chaque époque.

1.1.3 De la double courbure
De pierre et de briques

On préte souvent l'invention de la coupole aux assyriens dont la civilisation s’étendit sur
I'ensemble du deuxiéme millénaire avant notre ere. Construites a partir de briques en terre
crue, ces coupoles hémisphériques étaient montées sur cintres de roseaux et réservées aux salles
d’apparat des palais. Cette forme ne se développera réellement autour de la Méditerrannée
qu’avec ’avénement de 1’empire romain. En effet, les Grecs ne sont gueére enclins a 1'usage de la
maconnerie et du mortier pour leurs batiments hors du commun et ne construisent donc que tres
peu de vofttes a 1'exception de quelques ouvrages remarquables par encorbellement. « Dérivés
des tombeaux a plan circulaire crétois, les tombeaux & coupole (tholos) mycéniens revelent un
nouveau sentiment de I'espace et une puissance constructive que rien ne laissait présager. Cette
série de monuments funéraires culmine avec le « trésor d”Atrée » & Mycenes daté de la seconde
moitiée du XIII*™e siecle av. J.-C. (cf. figure 1.1) [. . .]. Haute de 13,20 m sur 14,50 m de diametre, la
tholos a la forme d’une ruche et constitue la plus grande salle sans soutient intérieur de I'antiquité

européenne : elle ne sera dépassée que par le Panthéon de I'empereur Hadrien a Rome. »*

F1G. 1.1 — Coupe de la votte du trésor d’Atrée.  Fic. 1.2 — (Eil de la votite du Panthéon a Rome.

Ce dernier, avec ses 43,30 m de diametre, est resté de 1'an 125 jusqu’au siecle dernier la
plus grande coupole du monde occidental (cf. figure 1.2). La structure de cet ouvrage, encore
parfaitement conservée, est celle d’'une coque nervurée en béton coulée dans un parement de
briques. Le degré de finition de cette coque est tel que la masse volumique et la raideur du
béton diminuent au fur et a mesure que 'on se rapproche du sommet de l'édifice. A coté de ce
batiment extraordinaire, la demie coupole cylindrique se généralise dans 1’empire romain pour la

couverture des absides, dites en « cul de four », dans les monuments publics comme les thermes

'Papaioannou,[82] , 1972, p. 38.
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romains ou les basiliques civiles. Ensuite, en dehors de quelques églises de taille modeste, cette
forme architecturale se perd dans I'empire romain d’Occident, mais perdure quelques temps
dans I’empire byzantin avec notamment la basilique Sainte Sophie a Istanboul construite en 537
sous l'empereur Justinien. Sa tres haute coupole de 32 m de diamétre est située a pres de 56
m au dessus du sol. Entierement en brique, elle repose sur quatre colonnes principales d"une
surface de 100 m? chacune, c’est dire la masse de cette coupole.

Le dome est réinventé en Occident par Filippo Brunelleschi en 1436, date de la construction
du dome de Santa Maria del Fiore a Florence. Il met au point a cette occasion une technique de
montage originale : la coupole est faite de deux hélices de briques qui reposent 1'une sur l'autre
et qui ne nécessitent donc pas de cintre. On assiste alors a une sorte de renouveau de la coupole

durant toute la Renaissance italienne et, peu a peu, partout ailleurs en Europe.

De béton et d’acier

L'une des difficultés principales rencontrées dans la réalisation des coupoles sphériques ré-
side dans le fait que, soumises a leur propre poids, leurs méridiens sont comprimés et leurs pa-
ralleles tendus. Les structures en magonnerie comme le Panthéon a Rome ou la basilique Sainte
Sophie a Istanboul, n'ont qu'une résistance tres faible en traction; il est donc nécessaire d’aug-
menter considérablement les épaisseurs au niveau de la base de leur coque la ot les tensions
sont les plus importantes. Le poids total des coupoles augmente en conséquence. L'invention du
béton armé en 1870 par Joseph Monier et du béton précontraint par Eugene Freyssinet en 1928
va permettre un véritable essor des coques en voile mince. Grace aux aciers introduits dans le bé-
ton, ingénieurs et architectes disposent d’un matériau qui fonctionne aussi bien en compression

qu’en traction et vont ainsi pouvoir gagner beaucoup en légereté.

F1G. 1.3 — L'auditorium Kregse du MIT de Eero Saarinen.

Les capacités plastiques du matériau mettent quelques dizaines d’années a étre assimilées et
beaucoup d’ingénieurs et d’architectes restent encore figés sur 1’ancien vocabulaire de formes.
Le huitieme de sphere de 1’auditorium Kresge du Massachusetts Institute of Technology construit
en 1955 par Eero Saarinen en est un bel exemple (cf. figure 1.3). De base triangulaire, cette coque
a une portée de 48,5 m et une épaisseur en partie courante d"une dizaine de centimeétres a peine.
Elle ne peut cependant se porter seule et nécessite des poutres de rives dont la hauteur varie de
50,8 cm a 91,4 cm au niveau des appuis. Le poids total de la coque n’est plus que de 400 kg/m?
[86].
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Si le béton armé permet de réaliser des coques qui travaillent en tension, les armatures de
ce dernier n’en doivent pas moins étre dimensionnées avec précision car c’est sur elles seules
que repose la tenue de 'ouvrage. La théorie des coques développés dés le début du XX®™¢ siecle
pose en pratique rapidement des problemes géométriques d'une grande complexité, de sorte
que, jusqu’a l'apparition des méthodes numériques fondées sur la méthode des éléments finis,
seule 1’étude géométrique des surfaces simples (surfaces de révolution et surfaces réglées) était
raisonnablement possible. En dehors des cylindres et autres silos, ce sont donc principalement
les surfaces réglées qui se sont développées, car elles ont 'avantage d’étre faciles a réaliser a
partir de planches de bois rectilignes. Parmi les constructions les plus marquantes, on peut citer

trois batiments construits en 1958 :

— l'église de 1’Atlandide & Montevideo en Uruguay de l'architecte Elado Dieste dont les
facades reposent sur la juxtaposition de conoides (cf. figure 1.4);

— le pavillon « Philipps » de I'Exposition Universelle de Bruxelles fruit de la collaboration
entre Le Corbusier et Yannis Xenakis. La forme est ici le produit d"un assemblage complexe
de paraboloides hyperboliques en une sorte de structure plissée (cf. figure 1.5) ;

— le restaurant Los Manantiales a Xochimilco au Mexique dii a Felix Candela dont la forme

est obtenue par rotation de 60°d’un élément de paraboloide hyperbolique (cf. figure 1.6).

FiG. 1.4 — L'église de I’Atlantide a Montevideo  F1G. 1.5 — Modele du pavillon Philipps de
de E. Dieste. Y. Xenakis.

F1G. 1.6 — Le restaurant Los Manantiales de F. Candela en construction.

Il y a cependant comme une incohérence a concevoir des structures qui travaillent principa-
lement en tension avec un matériau, le béton, qui n’a de résistance qu’en compression. Certains

s’orientent vers la recherche de la forme en compression pure qui évite tout effort de traction.
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Dans le plan par exemple, cette courbe peut étre obtenue par inversion d’une chainette soumise
a son propre poids. Un des grands utilisateurs de cette technique est I’architecte catalan Antonio
Gaudi qui réalise pour 1'église de la Colonia Gtiell (1908-1916) un modeéle tres complexe de I'en-
semble des éléments porteurs au moyen de fils et de petits sacs de sable (cf. paragraphe 4.1.2).
De ce projet audacieux entierement en brique mais de portée maximale somme toute modeste,

seule la crypte a été réalisée.

C’est un ingénieur suisse, Heinz Isler, qui renouvellera cette technique en l’adaptant a la
recherche de surfaces funiculaires. Il utilise pour cela des tissus avec une faible raideur en ci-
saillement qu'il charge d’eau ou de platre afin de réaliser des maquettes solides apres le gel ou
la prise du matériau (cf. E. Ramm [87] et paragraphe 4.1.2). L'étude par photogramétrie de la
forme obtenue n’est cependant que la premiere étape de la conception de la coque. Une analyse
structurelle est ensuite indispensable pour le dimensionnement des renforts passifs et actifs dans
le béton. En outre, comme la forme de la coque est tres libre, la structure du coffrage donne lieu
a des chefs d’ceuvre de charpente. Ce procédé autorise Heinz Isler a s’affranchir des poutres
de rives qui alourdissaient la coque de Saarinen et a passer a seulement quelques centimetres
d’épaisseur sur I’'ensemble de la coque comme dans le cas de la station service de Deitigen au
bord de l’autoroute N1 en Suisse (cf. figure 1.7 ci-dessous).

FiG. 1.7 — Coques de Heinz Isler au-dessus d’une station service.

D’autres cherchent plutdt & remplacer le béton par un autre matériau comme l'acier qui a
lui de bonnes propriétés en traction. Ainsi Bernard Lafaille réalise en 1935 un hyperboloide de
révolution de 14 m de portée a I'aide d"une tdle soudée de 1,2 mm d’épaisseur raidie localement
par de fines lames transversales pour seulement 13 kg/m?. Son concepteur ne réussira cependant
pas a imposer ce type de formes sur un projet et tout au long de sa vie ne réalisera que des
couvertures a simple courbure. Ses recherches sur les voiles minces structurels en font néanmoins

un précurseur des structures textiles dont le procédé industriel de fabrication n’était pas encore
au point [73].

De cébles et de toiles

S’il est d'usage de faire remonter les premiers emplois des toiles tendues pour se protéger
des intempéries a des origines lointaines (voire préhistoriques), il reste indéniable qu’elles ont
connues une évolution treés importante au cours des cinquantes derniéres années. Ces structures

(campements militaires, couverture des arénes a Rome) étaient principalement temporaires et dé-
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montables ; désormais elles ont de plus en plus une vocation fixe et durable, comme par exemple
lorsqu’elles sont utilisées pour la couverture des quais de la gare de Lourdes (cf. figure 1.8). Cette
évolution a été permise par le développement de tissus techniques a partir de fibres de synthese
dont la résistance mécanique et la durabilité sont supérieures a celles des fibres naturelles ainsi
que par le développement d’outils de calcul numérique qui permettent d’appréhender la forme

de ces structures et d’en étudier le comportement (cf. paragraphe 3.1.2).

F1G. 1.8 — Couverture des quais de la gare de Lourdes.

La difficulté principale de résolution de ces deux problemes est liée a la nature méme des
matériaux utilisés puisqu’ils n’ont de raideur ni en compression ni en flexion. Il faut donc faire en
sorte que la toile reste tendue quelles que soient les actions extérieures qui s’y appliquent, faute
de quoi des plis apparaitront et la structure vieillira prématurément. L'équation qui gouverne
I'équilibre local de la toile est donnée ci-dessous avec T; et T, qui représentent les tensions

principales, R; et R; les rayons de courbure principaux associés et p la pression extérieure.

o T
O

Pour étre en équilibre, la surface doit étre a double courbure inverse, c’est-a-dire telle que Ry
et R soient toujours de signes contraires, ou bien étre soumise a une pression permanente ce
que 'on réalise en pratique dans les structures gonflables. Toutes les surfaces a double courbure
inverse ne sont cependant pas des surfaces en équilibre et toutes celles a double courbure positive
ne sont pas gonflables a 1'aide d’une pression hydrostatique. Tout I’enjeu de la premiére étape
de la conception d'une structure textile est de trouver une forme qui satisfasse en tout point la
relation d’équilibre ci-dessus. Quelques formes d’équilibre ont une expression analytique simple
comme le paraboloide hyperbolique ou le tube cylindrique sous pression pour lequel C. Wielgosz
et al. a mis au point un modele analytique et numérique complet pour 'analyse statique ou
dynamique et le flambement [99, 60, 100]. En dehors de ces rares exemples, ce probléme, qu’il est
convenu d’appeller la « recherche de forme », est tres complexe et a suscité le développement de
méthodes expérimentales et numériques spécifiques qui seront développées dans le chapitre 4.

De plus, ces structures ont un poids propre de l'ordre d’une dizaine de kilogrammes par
metre carré, ce qui en fait des constructions extrémement sensibles au vent. Comme elles sont
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souples, leur comportement met en jeu des interactions fluide-structure qui viennent s’ajouter
aux effets non-linéaires liés a la précontrainte. Ces phénomenes sont difficilement pris en compte
par les bureaux d’études si bien que 1'usage est de prévoir des facteurs de sécurité importants.
Ainsi dans l'état de 1'art dressé par Marc Malinowski [67] dont ce paragraphe s’inspire tres
largement, on trouve que le reglement impose que la toile soit sollicitée a seulement 20% de sa

résistance a rupture.

De verre et de métal

Les coques de verre et de métal commencent a se développer, d’apres Jiirgen Graf [45], avec
I'engouement de la noblesse anglaise pour les serres tropicales au XIX®™¢ siecle. Le palmier
devenu le symbole de la puissance et de la richesse culturelle de I'empire britanique, il était
nécessaire de concevoir des batiments dans lesquels ces plantes puissent recevoir lumiere et cha-
leur en quantité suffisante. Grace a la révolution technique et industrielle anglaise, un nouveau
type de construction en verre et métal, dit « adossé a la maison », voit donc le jour : protégés du
vent du nord par un mur magonné (celui de la maison), les palmiers profitent de toute la chaleur
accumulée par la verriere qui les entoure. Rapidement les jardiniers s’apercoivent que la serre
fonctionne d’autant mieux que les rayons du soleil frappe sa surface perpendiculairement et en
concluent tout naturellement qu'une enveloppe a double courbure est la forme la plus efficace

pour leurs batiments.

F1G. 1.9 — Vue extérieure de la serre du Bicton Garden, 1825.

C’est ainsi qu’en 1825, John Claudius Loudon, paysagiste, construit la fameuse serre de Bicton
Garden dans le sud du Devon (cf. figure 1.9). Elle est constituée d’un déome central de 8,3 m de
haut et de deux domes latéraux symétriques, le tout couvrant une surface d’environ 200 m>. Les
nervures en fer forgé de la coupole sont espacées d’environ 18 cm et recouvertes de panneaux de
verre qui servent de contreventement a la structure métallique et lui confere toute sa rigidité. Le
méme principe constructif est adopté pour de nombreuses serres comme celle du Kew Garden
a Londres (1844) ou celle du Kibble Palace a Glasgow (1873). Il ne tarde pas a sortir du domaine
botanique et a étre appliqué a d’autres types de batiments comme la Bourse du Commerce de
Paris rénovée en 1889.
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Actuellement, la plupart des réglements de construction interdisent le verre structurel, la
structure métallique doit étre stable indépendamment de sa couverture. Avant la pose de cette
derniere, on a donc affaire a une résille, une grille métallique dont la forme et la rigidité sont celle
d’une coque dont la surface est discréte au lieu d’étre continue. De cette constatation vient le
nom de gridshell (ou Gitterschale en allemand) souvent utilisé pour décrire ce genre de structure
[42, 9, 93, 94, 95, 59, 27, 107]. Le plus souvent, le systeme de contreventement adopté est fait
de croix de Saint-André en cables précontraints pour ne pas trop perdre en transparence. La
structure de la coupole sphérique de la piscine de Neckarsulm en Allemagne due a 1’équipe de
Jorg Schlaich est une belle illustration de cette technique?® (cf. figure 1.10).

F1G. 1.10 — Coupole sphérique de la piscine de Neckarsulm.

Sur ce projet, 'espacement entre les nervures est supérieur au metre, il n’est donc plus pos-
sible de rattrapper la non-planéité des quadrangles formés par la structure métallique et de
couvrir cette structure avec des panneaux plans comme dans le cas de la serre du Bicton Garden.
La coupole de la piscine est donc réalisée a 1'aide de panneaux de verre a double courbure. S'il
est techniquement possible aujourd’hui de fabriquer de tels verres, le procédé reste trés cotiteux
et cela limite son application a des structures exceptionnelles.

F1G. 1.11 — Couverture de la cour intérieure du British Museum.

Pour palier ce désavantage, il est nécessaire de partir du principe que la structure doit étre
couverte par des panneaux plans. Une premiere solution consiste a concevoir un pavage de
la surface a l'aide de triangles, forcément plans. Toutes les surfaces peuvent étre découpées

2Cf. A. Holgate [50], p.106-109.
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ainsi, y compris les plus libres comme l’illustre la couverture du hall de la DG Bank a Berlin
fruit de la collaboration en 2001 de l’architecte Frank Gehry et de l'ingénieur Jorg Schlaich
(cf. paragraphe 4.4.1 et J. Glymph [43]) ou celle de la cour Elisabeth II du Bristish Museum a
Londres congue par Norman Foster et Buro Happold en 2000 (cf. figure 1.11). Une telle structure
est encore tres cotliteuse : le découpage en triangles des plaques de verre engendre beaucoup de
perte de matiere et les nceuds de la structure métallique sont des pieces d"une complexité rare :
six barres y convergent avec une orientation dans 1’espace chaque fois différente ce qui nécessite
la fabrication d’assemblages standard a dix-huit articulations comme pour le projet berlinois ou

de milliers de pieces uniques comme pour le projet du British Museum.

Une deuxiéme solution a conduit au développement de surfaces obtenues par translation
dont le bureau d’étude de Jorg Schlaich (Schlaich Bergermann und Partner) est un fervent défen-
seur [50]. Le principe de la génération de ces surfaces est exposé dans l'article de J. Glymph
[43] et se fonde sur le fait qu’entre deux vecteurs paralléeles un plan peut toujours étre défini. Si
le maillage d’"une surface gauche est construit de telle sorte que deux éléments opposés soient
toujours paralleles alors il est certain qu'une couverture avec des panneaux plans est possible. Si
deux courbes quelconques de 1'espace, appelées génératrices, se déplacent par translation l'une
le long de l'autre et vice versa, elles définissent un maillage dans lequel les quatre coins d'un
élément sont toujours dans le méme plan. La liberté de formes ainsi réalisables est immense, en
témoigne la couverture de la maison des hippopotames du zoo de Berlin (cf. figure 1.12). Pour
générer cette forme, une courbe a deux bosses est utilisée dans le sens longitudinal et couplée
a une parabole différente sur chacune des bosses. La surface obtenue apres translations réci-
proques des différentes courbes est ensuite coupée sur un des cdtés pour dégager une surface

verticale sur le bassin extérieur.

F1G6. 1.12 — Génération de la forme de la maison des hippopotames a Berlin.

Les surfaces par translation permettent une standardisation importante des éléments car, si
les courbes génératrices sont découpées avec un seul et méme pas, 'ensemble de la structure
est constructible avec un seul type d’assemblage et un seul type d’élément a 1’exception de ceux
situés sur le périmetre de la surface. Toute la construction de ces coques reposent donc sur la
conception de cet assemblage qui doit étre capable de s’orienter dans les trois directions de 'es-
pace pour chacune des quatre barres qui viennent s’y rattacher et de permettre la précontrainte
des cables de triangulation. Cet assemblage est donc une piece de haute technologie qui reste

coliteuse et qui n’a pas permis aux structures a double courbure de se démocratiser.
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De bois et de planches

Les structures de coques en bois sont trés anciennes en particulier dans l’architecture navale
et religieuse. Ces coques sont souvent raidies en de multiples endroits par des diaphragmes ou
des cloisons qui divisent 1’espace intérieur et cassent la perspective. Leurs portées restent faibles
en comparaison des ouvrages présentés ci-dessus, notamment parce qu’elles ont longtemps été
limitées par la taille des grumes et les techniques d’assemblage. Le développement des colles et
du lamellé-collé permet de rabouter facilement les pieces de bois et, par 1a, ouvre la voie vers la

réalisation des premiers gridshells.

1.2 Historique des gridshells

1.2.1 Les premiers gridshells

Pour Frei Otto, les gridshells sont les pendants surfaciques de la chainette inversée. Ses
premieres expériences sur des modeéles suspendus de tissus et de platre durcis commencent
des la fin de la deuxieme guerre mondiale avec pour but avoué « de découvrir des formes de
vottes faciles a construire avec des briques et bon marché »3. Sa démarche initiale est donc tout
a fait similaire a celle de Heinz Isler [87]. Une quinzaine d’années plus tard, il a abandonné ses
recherches sur les surfaces continues pour se consacrer aux réseaux discrets et construit en 1962
un premier gridshell a Berkeley aux Etats-Unis. Il s’agit d'une structure expérimentale a quatre
arches de rives de 52 m* avec une portée maximum de 7,80 m dont la forme est le résultat de
I'inversion de celle d"un filet suspendu aux quatre coins. La structure a été levée a la main et
rigidifiée dans sa forme finale par blocage des rotations au niveau des nceuds.Cette réalisation
dans le cadre d'un enseignement sur les méthodes de recherche de forme et la construction de

gridshells montre que l'essentiel des concepts structurels sont déja clairement définis.

Le pavillon d’exposition Deubau a Essen en Allemagne construit la méme année le confirme.
D’une taille supérieure a celle du précédent, ce batiment qui constitue ici a la fois les murs et
la toiture couvre 198 m* et franchit 16,82 m.Contrairement a celui de Berkeley qui était en acier,
il est réalisé en bois lamellé-collé avec des sections de 60 x 40 mm. Cela permet d’ajouter un
systeme de couverture en toile plastique enduite maintenue par des lattes de bois simplement
clouées sur la grille principale et d'intégrer une ouverture en partie basse en renforgant simple-
ment les mailles avoisinantes par des plaques de contre-plaqué. Ce premier batiment, par son
niveau de détails, préfigure les structures de grande portée a venir.

Il faudra pourtant attendre cinq ans avant qu'un nouveau projet voie le jour pour I'exposition
universelle de 1967 a Montréal ou Frei Otto est chargé de la conception du pavillon allemand.
Sous le grand réseau de cables de la couverture, il loge un gridshell de 365 m* pour abriter
une salle de conférence. La portée (17,5 m) n"augmente pas et les techniques employées sont
sensiblement identiques aux précédentes. La principale nouveauté provient de la préfabrication
en Allemagne de l'intégralité de la grille qui est transportée en un seul morceau repliée sur

elle-méme.

3IL10 Gitterschalen, [78], p. 20
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Suivent ensuite différents projets plus ambitieux (72 m de portée pour la piscine de Borkum
en Allemagne en 1966, 88 m pour un hall d’exposition a Monaco en 1969, 9o m pour une cou-
verture de tribune pour les jeux olympiques de Miinich en 1972), mais aucun ne remportera les
concours d’architecture.

1.2.2 Les travaux de l'Institut fiir leichte Flichentragwerke

En 1970, cependant, les travaux de 'Institut fiir leichte Flichentragwerke (IL) sur les structures
légéres commencent a étre connus et une compagnie japonaise intéressée par la production in-
dustrielle de structures légeres va financer un programme de recherche de deux ans sur les
gridshells et envoyer a Stuttgart une équipe de trois architectes qui viennent renforcer 1'équipe
du programme allemand de recherche extraordinaire (Sonderforschungsbereich 64) sur les struc-
tures spatiales de grande portée. Du travail de cette équipe naitra le seul ouvrage entierement

consacré aux gridshells paru a ce jour : IL10 Gitterschalen [78].

Il comporte quatre parties d'importance inégale. La premiere fait I'inventaire des différentes
techniques utilisées et justifie leur choix. Elle définit les gridshells selon la formule donnée au
paragraphe 1.1.1 comme des structures issues d"une grille de poutres plane dont la forme résulte
du retournement d'un filet suspendu. Différentes variétés de grille sont étudiées au travers de
différents pavages réguliers du plan, mais seul le pavage de parallélogrammes satisfait les condi-
tions de continuité des barres et de cinématique nécessaires a la mise en forme de la structure.
Les techniques de réalisation du modele a inverser sont également explorées et le plus perti-
nent est retenu. Dans ce dernier, chaque intersection de la grille est représentée par un anneau
métallique sur lequel viennent s’accrocher de petites chaines correspondant aux barres. Enfin,
les méthodes de mesure de la géométrie sont détaillées, avec un accent particulier mis sur les
dispositifs photogramétriques développés pour les réseaux de cables du stade olympique de
Miinich.

La deuxieme partie sur laquelle le paragraphe 4.1.1 reviendra, est consacrée a 1’exploration
systématique des formes réalisables a partir d'un filet suspendu. L'objectif est le développement
d"un vocabulaire formel nouveau pour les architectes et la classification de ces formes en un
certain nombre de familles : les filets ponctuellements suspendus, les filets a deux bords rigides,
les filets a un bord rigide ouvert, les filets a un bord rigide fermé, les filets a bords rigides ouverts
ou fermés, les filets a points de suspension intérieurs, les filets mixtes a éléments comprimés, etc.
La variété des formes étudiées est immense : la moindre modification de la géométrie de la grille
ou de ses conditions d’appui entraine une modification de la forme. Les 150 structures présentées
sont des structures optimisées dans lesquelles toutes les chaines sont parfaitement tendues, c’est-
a-dire que pour chacune d’elles, le périmetre du filet et la longueur des chaines sur le bord ont été
ajustés pour qu’aucune ne fasse de « ventre ». Cette partie comprend également plusieurs pages
sur la problématique inverse qui consiste a chercher la grille développée qui permet d’aboutir
a une forme donnée. La méthode proposée est une méthode constructive dans laquelle on trace
la grille barre par barre, au compas, a partir de deux lignes directrices. L'approche choisie et la
détermination de ses limites restent empiriques, une généralisation mathématique du probléme

n’étant volontairement pas cherchée.
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Jusqu'ici, les auteurs ne se sont intéressés qu’aux formes, la troisiéme partie est donc natu-
rellement dédiée a 1’étude des structures ainsi obtenues. Le retournement de la forme est une
étape virtuelle : la géométrie du filet suspendu est mesurée par photogrammétrie mais contient
des erreurs en ce sens que les points n’y sont pas exactement en équilibre. Elle est donc corrigée
numériquement a l'aide de la méthode des densités de force développée par Klaus Linkwitz,
de l'université de Stuttgart, qui travaille en étroite collaboration avec 1’équipe de l'IL (cf. pa-
ragraphe 3.1.2). Cette méthode permet en outre de connaitre les efforts de tension qui existent
dans les différents éléments. Les relations entre courbure et répartition des efforts sont donc ana-
lysées a partir de 1’étude du cas simple d’une famillle de filets suspendus par les quatre coins.
L'insuffisance de cette méthode pour 'analyse des cas de charges autres que linéiques est sou-
lignée et les grandes lignes d’une analyse par la méthode de Newton-Raphson et les éléments
finis sont présentées. Ces méthodes sont alors appliquées a I'étude d'un des modeles précédents
et le comportement général des gridshells sous les autres types de charges (charges de neige
symétrique ou dissymétrique, charge latérale de vent, charge ponctuelle) en est déduit. Puis, la
fin de la partie inventorie la plupart des détails constructifs des gridshells : matériaux possibles,
systemes de fixation, d’ancrage, de rigidification, de couverture et de montage.

Les projets de gridshells évoqués plus haut, réalisés ou non, font 1’objet de la quatrieme partie
de l'ouvrage. LEs esquisse du gridshell de Mannheim (cf. paragraphe ci-dessous) sont inclusent
ainsi que la description de deux nouvelles structures expérimentales réalisées au début des an-
nées 70 pour valider certaines solutions technologiques qui seront mises en ceuvre a Mannheim :
une de 6,68 m de portée sur le terrain de I'IL a Stuttgart en 1973 et une structure a double bosse
de 12,5 m par 6 m a l'université Polytechnic North London en 1974 pour laquelle intervient pour
la premiere fois le bureau d’étude anglais Ove Arup and Partners.

1.3 Le gridshell de Mannheim

1.3.1 Contexte

Une exposition horticole, le Bundesgartenschau, se tient tous les deux ans dans 1'une des prin-
cipales villes d’Allemagne. Pendant six mois, elle accueille environ un million de visiteurs dans
un parc ou jardin réaménagé pour I'occasion et dans divers halls d’exposition et de restauration.
Les villes de Mannheim et Ludwigshafen ont été choisies en 1970 pour 1’organisation de ’exposi-
tion de 1975 et c’est I'agence d’architecture Mutschler and Partners qui va remporter le concours
du batiment polyvalent. Leur projet initial est une structure tendue supportée par des ballons;
ils se tournent donc vers Frei Otto qui est devenu la référence sur les structures tendues depuis la
réalisation du pavillon de Montréal en 1967. Apres quelques essais, cette solution ne s’avere pas
viable et ils adoptent 'idée d"une structure de gridshell a plusieurs domes (cf. figure 1.13). Une
maquette inversée de la structure est donc rapidement réalisée selon les méthodes décrites plus
haut et approuvée par les deux municipalités. Un appel d’offre pour les études de la structure en
bois est lancé en septembre 1973 et remporté par le bureau d’ingénieurie anglais Ove Arup and
Partners. Au sein de celui-ci, le projet est confié a I'ingénieur Edmund Happold qui s’émancipera
plus tard pour créer le bureau d’études Buro Happold, responsable de la conception de la quasi
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totalité des gridshells depuis trente ans (cf. paragraphe 1.5). C’est de l'article de E. Happold [48]
publié juste apres la livraison du batiment en 1975 par ce dernier que sont tirées la plupart des

informations ci-dessous.

1.3.2 Dimensionnement de la structure

Le dimensionnement de cette structure est une gageure sur bien des points : le type de struc-
ture est nouveau, la portée prévue est quatre fois supérieure a celle des gridshells précédents et
la construction doit étre terminée en dix-huit mois pour I'exposition. La premiere tache consiste
donc a réaliser la maquette inversée de la structure, a optimiser le maillage et la découpe du filet
pour obtenir la forme tendue optimale qui s’appuie sur le contour souhaité par les architectes
(cf. figure 1.14). La géométrie de la maquette est ensuite mesurée par photogrammétrie puis cor-
rigée numériquement par 1'équipe de l'Institut fiir Anwendungen der Geoddsie im Bauwesen (IAGB
ou Institut pour l'application de la géodésie dans la construction) du professeur Linkwitz par la

méthode des densités de forces (cf. paragraphe 3.1.2).

F1G. 1.13 — Vue aérienne du gridshell de Mann-  F1G. 1.14 — Maquette inversée du gridshell de
heim. Mannheim.

Une fois ’enveloppe extérieure du batiment définie, il est nécessaire d’évaluer les efforts qui
s’y appliquent. Comme il est impossible de déduire directement des codes de calcul les actions
climatiques qui s’exercent sur cette forme, des essais en soufflerie sont effectués. Les pressions
partielles de vent sont ainsi déterminée a l'intérieur et a I'extérieur du batiment. La charge de
neige choisie (40 kg/m?) correspond a la valeur maximale de cette charge observée sur une
période de recul de cinquante ans, soit deux fois la durée de vie estimée de I'ouvrage. Quant au

poids propre de la structure avec sa couverture, il est estimé a 20 kg/m?.

En ce qui concerne le matériau, Frei Otto choisit d'importer du pruche de l'ouest (tsuga hete-
rophylla), un arbre originiaire de la cote ouest des Etats-Unis qui peut atteindre 60 m de haut avec
des troncs tres droits d'un diametre de plus de 2 m. L'ensemble des propriétés mécaniques de
cette essence est analysé : le comportement instantané, 1'influence de ’humidité sur le module
d"Young, sur la résistance a la rupture, la dilatation thermique dans les différentes orientations
du matériaux, etc. Compte tenu des valeurs trouvées et des courbures a atteindre dans la forme
finale, la section maximale des éléments de la grille ne peut dépasser les 50 x 50 mm. De plus, ces

éléments sont amenés a étre fléchis en permanence; il importe donc de connaitre leurs caracté-
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ristiques a long terme en fluage et en relaxation. Des expériences spécifiques sont donc montées
avec des lattes soumises a une courbure constante a 1'aide d’un cable excentré dont on mesure
la variation de contrainte. Il apparait ainsi que cette contrainte diminue de 30 % a 40 % en cin-
quante jours, ce qui va dans le sens de la sécurité si 'on considere que la résistance a rupture

varie peu.

En parallele a ces tests sur le bois, d’autres tests sont réalisés sur des maquettes afin de mieux
comprendre le comportement des gridshells et d’étudier les mécanismes permettant de contre-
venir aux instabilités structurelles. Au début de I'étude, le bureau de Klaus Linkwitz n’est pas
en mesure de fournir la géométrie finale du gridshell de Mannheim, Edmund Happold décide
donc de faire les premieres expériences sur un modele a 1’échelle 1/16° du gridshell d’Essen
de 1962 (cf. paragraphe 1.2.1). Différents types de grille sont testés : grille articulée au niveau
des nceuds, grille encastrée, grille articulée avec un contreventement lache par cables et grille
encastrée avec un contreventement par cables a chaque intersection. Sans surprise, cette derniere
version de structure est beaucoup plus rigide. Quelques tests sur des assemblages encastrés ont
lieu ensuite et montrent qu’il est, pour ainsi dire, impossible de considérer les intersections de
la grille comme des nceuds rigides.

Forts de ces résultats, les ingénieurs mettent au point, par une analyse aux dimensions, les
facteurs pertinents pour le changement d’échelle : la portée de 1'ouvrage, la rigidité hors plan
de la grille par unité de longueur, la rigidité en cisaillement des noeuds de la grille, la rigidité
axiale de la grille et la rigidité en cisaillement apportée par le systéme de contreventement.
IIs constatent alors que, pour étre capable de reprendre les charges imposées au gridshell de
Mannheim, une grille a double nappe avec contreventement est indispensable. Cette solution
technologique n’est pas sans conséquences car, lors de la mise en forme de la grille, la nappe
supérieure de la grille s’allonge alors que la nappe inférieure raccourcit. Pour permettre ces
déformations, une certaine souplesse est nécessaire au niveau des assemblages, ce qui est en
contradiction avec la recherche du nceud le plus rigide. De nouveaux tests en laboratoire sont
donc effectués pour évaluer la raideur en cisaillement des connections et aboutissent a la création
d’un trou oblong pour les noeuds de toutes les lattes supérieures de la grille.

L’ensemble des données recueillies est ensuite utilisé pour une quinzaine de simulations
numériques de l'ensemble de la structure de Mannheim dans sa forme finale. Par rapport a
la structure réelle, le maillage du modele numérique est trés lache (une latte tous les 6 m au
lieu d’une tous les 50 cm), il ne tient pas compte de la précontrainte dans les barres, ni de leur
forme courbe entre deux noeuds du maillage et n’integre que des charges ponctuelles au niveau
des nceuds et des conditions aux limites fixes. Malgré quelques difficultés de convergence, des
zones de faiblesses sont mises en évidence et renforcées soit par des cales insérées entre les deux
nappes pour augmenter la raideur en cisaillement de la grille soit par un doublement local de la
section des lattes. De nouvelles simulations sont alors effectuées et la charge de ruine est évaluée

a 2,85 fois la charge maximale ce qui, tous facteurs de sécurité confondus, est jugé admissible.
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1.3.3 Réalisation de la structure

Au niveau des appuis du gridshell, une tres grande variété de solutions est mise en ceuvre
dont la plus courante est un appui direct sur des longrines en béton. Dans les zones ot les
charges retransmises par la grille sont relativement uniformes dans tous les cas de charge, la
grille repose sur des cables tendus semblables aux cables de ralingue des structures tendues (cf.
figure 1.15). Au niveau des ouvertures, ce sont des arches en bois lamellé-collé qui soutiennent
la grille. Enfin, sur un des cotés de la halle, une ligne introduit une singularité dans la courbure
du plus grand dome (voir la photographie aérienne de la figure 1.13). De part et d’autre de cette
brisure, la grille est interrompue et repose sur une poutre de vallée (le pendant des céables de
vallée des structures tendues), elle-aussi en lamellé-collé. Quel que soit le systeme de fondation
considéré, la grille ne repose pas directement sur ses appuis mais sur des plaques intermédiaires

de contre-plaqué de forte épaisseur qui servent a éviter les concentrations de contraintes dans

les barres.

F1G. 1.15 — Détail du dispositif de fixation de  Fic. 1.16 — Les tours de levage et les réparti-
la grille sur un cable. teurs en H de Mannheim.

Enfin, derniere difficulté a résoudre : le montage. Au départ, I'entreprise de charpente char-
gée de la construction du batiment propose de mettre en forme la grille a 1'aide de grues de
levage comme pour les gridshells d’Essen ou de Montréal. Les dimensions beaucoup plus im-
portantes de la grille de Mannheim, la raideur de la structure en double nappe et le nombre
d’engins nécessaires pour éviter de trop concentrer les efforts rendent la chose impossible. L'en-
treprise se rabat alors sur un systéme alternatif de tours d’échafaudage. Celles-ci mesurent un
metre de large, ont une hauteur adaptable par palier de 30 cm et sont stables jusqu’a 17 m de
haut; elles sont complétées en téte d'un répartiteur en H pour ne pas poingonner la grille. En
procédant de proche en proche et en poussant progressivement en différents points de la grille,
un chariot élévateur ordinaire suffit a la mise en forme générale de la structure (cf. figure 1.16).
Chaque fois qu'une zone atteint la bonne courbure ou entre en contact avec une ligne d’appuis,
elle est rigidifiée par des lattes de bois posée le long des diagonales des mailles de la grille. Et
ainsi de suite jusqu’a la rigidification totale de la structure. Enfin, avant 'agrément définif, le
controleur mandaté par la ville exige un test de chargement sur la structure réelle. Plus d"une

centaine de poubelles sont donc empruntées a la ville de Mannheim et remplies d’eau, puis sus-
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pendues a la structure pour simuler une charge de neige de 40 kg/m?* sur une zone de 500 m?.
Les déplacements observés par I'équipe de I'TAGB avec des théodolites ne dépassent pas 8 cm,
soit 1/750¢ de la portée, ce qui est plus que suffisant. La couverture en PVC transparent peut
donc étre posée et le batiment ouvert au public.

Le gridshell du Bundesgartenschau de Mannheim est le plus grand gridshell construit a ce
jour et il demeure la référence incontestée de ce type de structure, dont il est d’ailleurs resté pen-
dant 25 ans le seul représentant. Les savoir-faire constructifs développés pendant sa conception
n’ont guére connu d’évolution par la suite et les gridshells présentés dans les deux paragraphes
suivants en reprennent tous les grandes lignes. En revanche, pour le calcul de la structure, les
approximations sont pertinentes mais considérables : la géométrie théorique est celle d’un filet
pas d’une grille en flexion, I’épaisseur des différentes couches est négligée, la précontrainte dans
les barres également et I’analyse structurelle de la structure reste rudimentaire, si bien que c’est

dans ce domaine qu'il reste des phénoménes a comprendre et a expliquer.

1.4 Le gridshell du musée de Downland

1.4.1 Le projet et son contexte

Le gridshell du musée de Downland, qui a vu le jour en 2002 au Royaume-Uni, constitue
pour beaucoup le symbole du renouveau de ce type de structures. Le projet a fait I'objet d’une
communication abondante dans la presse spécialisée en architecture, sur internet* 5 et dans les
revues scientifiques d’ingénieurie (cf. O. Kelly [58] et R. Harris [49]). C’est de ce dernier article

que sont tirées la plupart des informations de cette section.

Le maitre d’ouvrage du gridshell de Downland est le « Weald and Downland Open Air
Museum », un musée et un centre de restauration de ’habitat en bois de la région du Sussex
dans le sud de 1’Angleterre. Depuis 1970, ses conservateurs et artisans parcourent la campagne
environnante a la recherche de vieilles maisons traditionnelles en mauvais état, les démontent
afin de les reconstruire sur le terrain du musée apres restauration. Ce musée est donc une
sorte de conservatoire de l’architecture vernaculaire de la région. Son atelier de charpente étant
devenu trop exigu, il était nécessaire de construire un nouveau batiment. Le cahier des charges de
celui-ci indique que la nouvelle construction devait a la fois étre caractéristique de 1’architecture
du début du XXI*™e siecle et s’inscrire dans la tradition de l’artisanat local; de plus, la main
d’ceuvre et les matériaux devaient, dans la mesure du possible, étre issus de la région. Compte
tenu de ces contraintes, la réponse de l’architecte Edward Cullinan, qui propose un gridshell en

bois associé a une couverture traditionnelle, apparait d'une grande pertinence.

Sur le plan architectural, Edward Cullinans confine toutes les activités commerciales dans
une construction magonnée semi enterrée qui sert de socle au gridshell qui abrite lui I'atelier
de charpente de 700 m*. L'enveloppe de la structure forme trois bulbes arrondis entrecoupés de

deux vallées. Sa hauteur ondule ainsi entre 7 et 9,5 m tandis que, dans un méme mouvement,

4http :/ /www.wealddown.co.uk/downland-gridshell-construction-progress.htm
Sen.wikipedia.org/wiki/Weald_and_Downland_Gridshell
®http :/ /vs2.i-dat.org/unstructuredoz/ecoz.html
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F1G. 1.17 — Couverture du gridshell de Downland en court de montage.

sa largeur varie de 12 & 16,5 m. La longueur totale de 1’édifice est d’environ 50 m. Il s’appuie
en périphérie sur la dalle de béton qui surmonte le rez-de-chaussée et repose sur des arches en
lamellé-collé a ces deux extrémités. Tous les éléments de structure en bois, y compris le gridshell
lui-méme, sont en chéne vert en provenance de Normandie qui n’est située qu’a 250 km du site
du musée. La créte du batiment présente des pentes relativement faibles, elle est donc couverte
a l'aide d’un systeme de voliges et de feuille de zinc (cf. figure 1.17). La partie intermédiaire de
la couverture accueille des panneaux de polycarbonate transparents pour faire entrer la lumiere.
— L’introduction de ce matériau plastique au milieu du reste étonne, mais il faut noter que
le polycarbonate est recyclable et que, ces panneaux étant légerement distordus, il était impos-
sible de leur substituer des vitrages ordinaires. — Enfin, la couverture des flancs est constituée
d’un empilement de tuiles de thuya géant (thuya gigantea), un bois local qui ne nécessite aucun
traitement de surface. L'ensemble des solutions techniques adoptées pour la couverture et les
fondations satisfont donc amplement la deuxieme partie du cahier des charges et ses exigences
écologiques. En ce qui concerne les exigences de la premiére partie de ce cahier des charges, les
paragraphes suivants montrent qu’elles sont également satifaites, tant pour la conception, que la
réalisation et le montage de ce gridshell.

1.4.2 La recherche de forme

Edward Cullinans cherchait depuis quelques années une occasion de réaliser un gridshell.
Il en avait compris les principaux principes constructifs : le degré de liberté en cisaillement qui
permet la mise en forme de la grille et I'importance de la double courbure de la forme finale
qui donne a la coque toute sa rigidité. La premiere esquisse du batiment, celle présentée lors du
concours, est donc tres proche de la forme finale. Cependant il reste difficile pour lui de savoir
quelle grille permettra d’obtenir cette forme et quelles doivent étre les dimensions de cette grille
pour qu’elle puisse résister aux différents chargements reglementaires. Il se tourne donc vers les

ingénieurs du Buro Happold, seul bureau d’études a avoir dimensionné des gridshells a ce jour.

Les contraintes esthétiques imposées par l’architecte, les dimensions générales de la struc-

ture, la répartition des charges permanentes (notamment le poids de la couverture de la crete) et
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I'importance relative des charges climatiques font qu’il apparait déraisonnable que cette forme
soit funiculaire de son propre poids. La recherche de forme ne peut donc étre effectuée par inver-
sion d’un filet ou selon la méthode des densités de force. C’est donc Chris Williams, professeur
dans le département d’architecture et de génie civil de 1'université de Bath, qui va étre chargé
de cette étape et définir une forme qui soit en équilibre sous 'ensemble des charges perma-
nentes. Chris Williams a déja une premiere expérience sur les gridshells puisqu’il faisait partie
de I'équipe qui a fait ’étude aux éléments finis du gridshell de Mannheim?. S’appuyant sur ses
travaux [2] et ceux de son collegue a l'université de Bath, Michael Barnes [13, 14, 15, 3], il va dé-
velopper un programme spécifique de recherche de forme prenant en compte la flexion dans les
éléments. Ce programme repose sur la méthode de la relaxation dynamique dont les principes
sont développés dans le paragraphe 3.1.3. Les détails de la procédure permettant d’approcher la
forme désirée par l’architecte n’ont cependant jamais été publiés et on peut se demander si Buro
Happold et I'université de Bath n’ont pas un intérét commercial a rester évasifs sur les méthodes

et algorithmes qu'’ils utilisent.

1.4.3 Les maquettes d’étude

Une fois la recherche de forme effectuée, une premiere maquette au centiéme a pu étre réa-
lisée en fil de fer. Son but était d'une part de montrer au client la faisabilité du passage de la
grille plane au gridshell a surface gauche; et d’autre part de mettre en évidence l'effet rigidi-
fiant des cables de contreventement. Dans la version définitive du projet, ceux-ci sont cependant
remplacés par une troisiéme direction de latte de bois en peau extérieure. Cette solution a deux
avantages principaux : elle divise par deux le nombre de nouveaux éléments a installer puisque
les lattes travaillent aussi bien en traction qu’en compression, et elle permet une fixation aisée
de la couverture sur ces lattes qui constituent des éléments filants régulierement espacés dans
le sens longitudinal sur les flancs et transversal sur la créte de la structure (cf. figure 1.17). Une
deuxieme maquette en bois a 1’échelle 1/30° est ensuite confectionnée par un étudiant de 1'uni-
versité de Bath pour la simulation des étapes de montage. Elle est suivie rapidement d"un autre
modele en bois a I'échelle 1/43° dans lequel des clous sont ajoutés a la structure afin de mieux
représenter le poids propre de la structure réelle. Cette maquette met en évidence deux difficul-
tés lors du montage : des cables additionnels seront nécessaires pour contraindre la structure a
épouser la forme des vallées ainsi que pour coller aux arches en bois au niveau des extrémités
de la structure. Elle permet également de comprendre le comportement de la grille pendant les
phases intermédiaires de construction et 1'influence de modifications locales des conditions aux

limites sur la forme générale de la structure.

1.4.4 Le dimensionnement de la structure

Pendant le montage, la grille est soutenue en de multiples points par un échafaudage si bien
que sa stabilité est assurée par ce dernier; c’est donc la configuration finale de la structure qui

va étre déterminante pour le dimensionnement selon 1’Eurocode 5. L’analyse numérique des

7http :/ /www.smartgeometry200y.com/bio/williams_bio.asp



1.4 Le gridshell du musée de Downland 25

contraintes sous chargement est effectuée en parallele avec la méthode de la relaxation dyna-
mique et avec un programme de calcul par éléments finis du commerce. Apres plusieurs essais
avec différents espacements entre les lattes de la grille et différentes sections de lattes, il s’avere
qu'une distance de 1,0 m entre deux lattes est suffisante dans la plupart des zones moyennant
une redensification ponctuelle avec des lattes tous les 0,5 m afin d’éviter des concentrations
d’efforts trop importantes dans les creux entre les domes (cf. figure 1.18). La grille est formée
de quatre couches superposées, deux dans chaque direction, formées de lattes de 50 x 35 mm.
Comme pour le gridshell de Mannheim, le doublement des lattes a été nécessaire pour gagner

de l'inertie en flexion et pour pouvoir reprendre des chargements antisymétriques.

F1G. 1.18 — La structure du gridshell de Downland aprés analyse des contraintes.

En ce qui concerne le matériau, les tests menés a l'université de Bath ont montré que, parmi
les essences locales, le chéne était celui qui possédait les meilleures propriétés mécaniques. Un
chéne vert de Normandie a été choisi en raison de sa disponibilité et de la qualité des grumes
(30 MPa de résistance a rupture en flexion, soit une classe D30 selon la reglementation euro-
péenne). Aucun défaut d’alignement supérieur a cinq degrés et aucun noeud n’étant tolérables
dans les lattes de la grille, ils sont éliminés systématiquement du bois brut. Le bois qui arrive a
l'atelier de préfabrication est ainsi découpé en éléments de 0,6 m qui sont ensuite réassemblés
en latte de 6 m par aboutage a entures multiples. Aprés quoi, celles-ci sont apportées par ca-
mion sur le site du chantier ot1 elles sont assemblées entre elles par joints biseautés en bout pour
former les barres de la grille dont la longueur atteint 37 m pour la structure principale et 50 m

pour le contreventement longitudinal.

Les quatre couches de lattes doivent ensuite étre assemblées a 1’aide d"une piéce qui permette
a la fois la rotation des deux directions de barres entre elles et le glissement relatif des couches
les unes sur les autres. Pour le gridshell de Mannheim, cette connection était réalisée a l'aide
d’un boulon traversant et de trous oblongs. Avec le recul, cette solution est jugée insatisfaisante
car elle affaiblit la section des barres a 1’endroit ou1 elles sont le plus sollicitées. Un nouveau type
de connection est donc développé et breveté par 1’entreprise de charpente et le bureau d’étude.
Comme on peut le voir sur la figure 1.19, cet assemblage est constitué de trois plaques métal-

liques qui enserrent les différentes nappes. La force de serrage des quatre boulons a été étudiée
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pour permettre la rotation des barres et leur glissemment. La plaque du milieu comporte deux
pics en face supérieure et inférieure afin de fixer la position du noeud et pour que seuls des
glissements relatifs autour de cette position soient autorisés. De plus, deux boulons opposés sur
chaque assemblage sont prolongés afin d’obtenir des points de fixations pour les lattes de contre-
ventement. Enfin, par endroit, la plaque inférieure accueille de petits dispositifs de suspension

pour des charges légeres qui pourront étre ajoutées lors de 1’exploitation du batiment.

F1G. 1.19 — Systéeme de connection du gridshell de Downland.

L'essentiel des détails techniques de la grille étant arrété, un prototype de grille de 5 x 2,5 m
a été construit sur le site afin de vérifier la déformabilité effective de la grille. La surface a double
courbure réalisée a un rayon de courbure minimum de 5 m, soit légerement moins que le plus
petit des rayons de courbure de la forme finale. Aucun probléme particulier n’étant a signaler,

la construction du batiment est lancée.

1.4.5 La construction du batiment

Le systeme de levage de la grille mis en ceuvre a Mannheim, avec la plupart des ouvriers qui
travaillent sous la structure en suspension, ne respecte pas les standards de sécurité actuellement
en vigueur en Grande-Bretagne. La grille est également trop lourde pour pouvoir étre mise en
place par un systéme de grues qui risquerait de provoquer un arrachement des points de levage.
Plutdt que de lever la grille, il a donc été décidé de la construire en hauteur et de la laisser
descendre sous son propre poids jusqu’a ce que les extrémités des barres entrent en contact avec
le sol et leurs appuis. Une plateforme de 50 x 25 m est ainsi assemblée a la hauteur des creux
entre les domes et est surmontée par un systéme complexe d’étais de longueur et d’orientation
réglable qui permettront d’ajuster la hauteur de la grille au fur et a mesure que 'échafaudage
sera démonté (cf. figure 1.20). L'angle entre les deux directions de la grille n’est pas fixé puisque
c’est justement ce degré de liberté en cisaillement qui garantit la déformabilité de la grille; la
configuration initiale de la grille est donc choisie de telle sorte que sa longueur initiale soit
égale a la longueur finale du gridshell. Les positions des points situés dans le plan de symétrie
de la structure ne varient donc que verticalement, le controle de leur alighement permettra de
s’assurer qu’a chaque étape les déformations de la grille restent symétriques. Le processus de
mise en forme progressive de la grille est ensuite initié et contr6lé en permanence par ordinateur

a l’aide de deux cent capteurs répartis sur la grille (cf. figure 1.20).
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Les difficultés rencontrées sur les maquettes d’études ont été également rencontrées sur la
structure réelle et des cables ont dii étre ajoutés pour forcer la déformation des diagonales de
certaines mailles dans les creux et prés des extrémités. Aucune autre complication ne sera notée
jusqu’a ce que la structure atteigne ses fondations sur lesquelles elle est simplement vissée. Des
cales en bois, issues des chutes de la construction de la grille, sont ensuite logées entre tous les
neceuds de la grille pour augmenter la résistance en cisaillement des nappes superposées. Enfin,

le contreventement et la couverture sont installés.

F1G. 1.20 - La structure du gridshell de Downland en cours de montage.

Globalement, ce processus de construction s’est avéré tres performant puisque, sur les 10 ooo
joints réalisés, seulement 145 sont cassés lors du montage. Il démontre donc la faisabilité tech-
nique de telles structures mais aussi sa viabilité économique. En effet, ’article de R. Harris [49]
compare les colits de construction au metre carré du gridshell de Downland avec ceux d’autres
batiments ayant un programme voisin construit par le bureau d’étude Buro Happold ces der-
niéres années. Avec 1097 £/m?, il se situe dans la moyenne des prix observés puisque le batiment
le moins cher est revenu a 780 £/m? et le plus cher a 1520 £/m?. Le gridshell de Downland fut
donc logiquement suivi d'un certain nombre d’autres réalisations.

1.5 Les autres réalisations principales

1.5.1 Le pavillon du Japon de I’exposition « Hannovre 2000 »

Le theme de I'exposition universelle de Hannovre était I'environnement et le Japon désirait
en profiter pour proposer une structure dont les matériaux puissent étre entiérement recyclés
apres démontage. La conception de ce batiment a été confiée a l'architecte japonais Shigeru
Ban®, associé pour 1’occasion a Frei Otto et aux ingénieurs de Buro Happold. Celui-ci congoit
un tunnel ondulant de papier supporté par des tubes de carton assemblés entre eux par de
simples sangles (cf. figure 1.21). Bien que l’architecture de papier ait été autorisée récemment
par le ministere de la construction au Japon, aucun batiment de cette taille (70 m de long, 15 m
de haut et 35 m de portée maximale) n’avait encore été construit et les autorités allemandes ont
imposé 'addition d’arches de renfort en bois et ce malgré les calculs démontrant la stabilité de
la structure.

8http :/ /www.designboom.com/history /ban_expo.html
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D’abord assemblée a plat sur un échafaudage spécial congu par 'entreprise qui réalisera deux
ans plus tard 1’échafaudage du musée de Downland, la structure a été amenée jusqu’a sa forme
finale en trois semaines. Aucun béton n’a été utilisé pour les fondations, simplement constituées
de caisses de bois remplies de sable. Quant a la couverture, un papier imprégné spécialement
importé du Japon a été préféré au PVC que seulement quelques entreprises sont en mesure
de recycler. Il semble donc que la plupart des méthodes employées pour la construction du
gridshell de Downland, dont la forme a trois bosses ressemble étrangement a celle-ci, aient été
développées pour le pavillon du Japon méme si ce dernier, en dehors de son extraordinaire souci

écologique, bénéficie d'une notoriété moins grande.

F1G. 1.21 — Intérieur du pavillon du Japon de Shigeru Ban.

1.5.2 Le Savill Building du grand parc de Windsor

Depuis juin 2006, le plus grand gridshell du Royaume Uni se trouve au cceur du domaine
royal du grand parc de Windsor et forme la nouvelle entrée des jardins Savill [8]. A la différence
des trois batiments ci-dessus, ce gridshell ne forme que le toit de la structure (cf. figure 1.22) et ne
descend pas jusqu’au sol ce qui permet d’ouvrir de larges vues sur la campagne environnante.
La conception de la toiture est ’ceuvre de l'architecte Glenn Howells en collaboration avec les
ingénieurs de Buro Happold, ceux-la mémes qui avaient travaillé sur le gridshell de Downland.
Ici encore, les différents composants de la grille ont été assemblés a plat sur un échafaudage

comportant 200 points de hauteurs ajustables afin d’atteindre la forme finale a trois domes.

La géométrie de référence du toit s’appuie sur des formes simples : longs de go m et de
largeur quasiment constante (environ 25 m), les bords extérieurs du toit suivent l’arc de I'axe
central du batiment; la section transversale est formée d"une série de paraboles dont la hauteur
varie de 4,5 m a 9,5 m dans le sens longitunal selon une sinusoide. Ingénieurs et architectes
ajustent ensuite cette forme de facon a ce qu’elle puisse effectivement résulter de la déformation
d’une grille plane. Tous restent toujours tres discrets sur les méthodes de recherche de forme

mises en ceuvre pour y parvenir.

D’un point de vue technologique, la grille est faite d’'un méleze local et suit une maille carrée
d’"un metre de c6té avec des sections de 8o x 50 mm. Pour gagner en inertie, elle est dédoublée
et on utilise une technique de connection identique a celle développée pour le gridshell de
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F1G. 1.22 — Intérieur du Savill building. F1G. 1.23 — Ancrages de la couverture.

Downland. Les éléments longitudinaux de 36 m de long sont triés et assemblés de sorte qu’ils
ne présentent aucun noeud, les chutes de bois étant réutilisées pour écarter les deux couches
de la grille et pour retransmettre les efforts tranchants dans la coque. La structure est rigidifiée
non pas par des cables d’acier mais par des lattes de bouleau de 12 mm d’épaisseur. Sur ces
lattes viennent s’ajouter un pare-vapeur, une couche d’isolation et une couverture traditionnelle
en tuile de chéne de 100 x 20 mm. Enfin, le périmetre de la toiture est supporté par des tubes
métalliques de 400 mm de diametre qui reposent eux-mémes sur une série de quadripodes
en acier. Afin de mieux répartir les efforts entre la grille et les tubes, la liaison entre les deux
est assurée par des plaques de contre-plaqué a haute résistance de 300 x 39 mm qui viennent
s’intercaler dans la grille sur un ou deux metres (cf. figure 1.23). Ainsi, méme si la forme du
gridshell n’est pas le produit de l'inversion d'un filet et que, par conséquent, les efforts n'y
transitent pas de facon idéale, avec ses 17 kg/m? et la cohérence de ses choix technologiques, ce
projet démontre que les gridshells en bois ont atteint une certaine maturité.

1.5.3 Le gridshell artisanal de Pishwanton

Le gridshell de Pishwanton de 2002 est a rapprocher des premieres réalisations de Frei Otto
par sa taille (80 m?), a ceci pres qu’il s’agit d'un vrai batiment et pas d’une simple structure
de démonstration. Congu par l'architecte Christopher Day et l'ingénieur David Tasker, ce bati-
ment quasi-rustique transforme une structure de haute technologie en un élément de la culture
constructive traditionnelle et, avec un cotit de 9o ooo euros (a comparer aux 7,5 millions d’euros
du Savill Building et aux 3 millions d’euros du gridshell de Downland), la met financiérement a
la portée de tous?.

Comme pour le Savill Building, le gridshell ne constitue que la couverture du batiment, les
murs extérieurs en forme d’hexagone sont réalisés a partir de pierres locales magonnées (voir la
maquette d’étude de la figure 1.24). La portée de la coque est de dix metres. Elle est constituée
d’une grille carrée en méleze de deux fois vingt lattes de douze metres de long et d’une section
de 35 x 25 mm reliées entre elles par un simple systéme de boulons. Elle a été mise en forme en

deux heures par une douzaine de volontaires sans autre moyen de levage que des étais et des

Shttp ://vs2.i-dat.org/unstructuredoz/gridshell.html
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cordes pour rabattre les angles. Le contreventement de la grille est assuré par plusieurs couches
de planches de bois directement vissées dans la grille. Ces couches, trois en partie courante,
quatre dans les angles qui sont plus sollicités, sont disposées perpendiculairement les unes aux
autres pour augmenter la rigidité. La couverture est composée d'une épaisseur de liege pour

l'isolation, d’'une membrane plastique pour I'étanchéité et d’une couche de bouse de cheval et

de vache aujourd’hui entierement recouverte d’herbes folles (cf. figure 1.25).

F1G. 1.24 — Maquette d’étude du gridshell. ~ FiG. 1.25 — Couverture végétale de Pishwanton.

La recherche de forme n’a vraisemblablement pas dépassé le stade de la maquette d’étude, ni
méme fait 1’objet de mesures précises de géométrie. L'analyse structurelle résulte de « calculs de
coin de table » a base de changements d’échelle et de théorie des coques élémentaire. Une analyse
numérique compléte de la mise en forme de la structure et de son comportement sous charges
n’a pas pu étre effectuée en raison des incertitudes importantes sur la qualité des matériaux et de
son prix prohibitif. Le dimensionnement de la structure n’est donc quun dimensionnement en
contrainte. Pour vérifier le bon comportement statique du batiment réel, un test de chargement,
équivalent au cas de neige le plus défavorable, a eu lieu a I'aide de 700 sacs de sable de 20 kg
chacun, répartis sur 1'ensemble de la structure : un déplacement maximum de 25 mm a été
mesuré, ce qui est tout a fait admissible. Compte tenu de l'épaisseur de bois rajoutée sur le
gridshell en lui-méme, on peut se demander si la grille n’a pas seulement servi de cintre et
si tous les efforts ne transitent pas dans la coque formée par les différentes couches de bois.
Quoiqu’il en soit ce projet démontre la remarquable simplicité constructive des gridshells qui
peuvent s’affranchir sur des batiments modestes de I'expérience et du savoir-faire tres protégé
de quelques grands bureaux d’études. Les applications de taille réduite dans lesquelles des
espaces libres de poteaux sont nécessaires, sont nombreuses : salles de réception, salles de classe
ou de sport... et le gridshell de Pishwanton pourrait contribuer largement a donner confiance
dans I'efficacité et 1’élégance des formes courbes de ce type de structure.

1.5.4 Tour d’observation du zoo d’Helsinki

La tour d’observation du zoo d’Helsinki du finlandais Ville Hara (cf. figure 1.26) est le projet
qui a gagné la compétition d’architecture ouverte aux étudiants de 1'université technologique de

la ville en 2000%°. Cet ouvrage d'une dizaine de métres comporte deux étages supportés par 72

ohttp :/ /www.arcspace.com/architects /ville_hara/tower/index.htm
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éléments de bois lamellé-collé de 12 m de long et d"une section de 60 x 60 mm. Ces derniers,
pré-cintrés en usine selon sept gabarits différents, ont été montés un par un, directement en
place de sorte que seule une légere flexion était nécessaire pour atteindre la forme finale. L'étape
de mise en forme et de levage de la structure avant rigidification n’a donc pas lieu d’étre ici. De
plus, les différents éléments sont connectés entre eux par des plaques de clous et par des rivets,
le degré de liberté en rotation de la grille n’existe donc pas. Ceci garantit une certaine stabilité a
la forme mais induit des moments d’encastrement dans les éléments de la grille. Les paliers des
étages jouent quant a eux le role de diaphragmes et sont reliés entre eux par les escaliers. Ainsi,
bien que ce batiment semble proche des gridshells présentés plus haut, les choix constructifs qui
ont été faits ici entrainent un fonctionnement structurel tres différent des précédents.

F1G. 1.26 — Tour d’observation du zoo d’Helsinki.

La recherche de forme repose sur I'étude de maquettes a 1'échelle photographiées numé-
riquement. L'image obtenue sert de guide pour le dessin en trois dimensions de la structure
selon lequel les différents éléments en lamellé-collé seront usinés. Du fait du précintrage de
ces éléments, les précontraintes de flexion liées a la mise en forme de la structure ne sont pas
tres importantes et elles sont négligées pour I'analyse structurelle. Celle-ci peut donc étre effec-
tuée directement a partir de la géométrie finale de la structure fournie par les architectes, avec
un logiciel de calcul aux éléments finis standard et suivant le canevas général de I'eurocode™.
Des tests expérimentaux statiques et dynamiques sur 1'ouvrage réel ont confirmé la validité des
hypotheses prises en compte dans la modélisation.

1.5.5 Le gridshell modulaire de Flimwell

Certains sites internet' '3 ajoutent le gridshell modulaire du centre du bois de Flimwell dans
le Sussex a la liste des gridshells réalisés. Ce batiment présente certes une toiture posée sur une
grille mais celle-ci n’a qu'une simple courbure, elle-méme posée sur des arches en bois. Cette
grille ne porte que sur trois ou quatre metres dans le sens ot elle n’a pas de courbure; il n'y a
donc pas d’effet coque ce qui est incompatible avec la définition méme des gridshells.

Thttp :/ /www.lusas.com/case/civil/wooden_tower.html
2http :/ /en.wikipedia.org/wiki/Gridshell
3http :/ /vs2.i-dat.org/unstructuredo2/gridshell. html
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1.6 Conclusion

Le concept de grishell n’est pas, comme on a pu le voir, un concept clairement défini. Si
tout le monde semble s’entendre sur le fait qu’il s’agit de structures de coques discretes, tous
n’y incluent pas le procédé de montage a partir d’une grille plane. C’est pourtant la que réside
la grande originalité de ces structures : elles permettent de réaliser des formes libres a double
courbure a partir d’éléments rectilignes standard en résumant les difficultés techniques a la
seule question du levage et de la mise en forme. Des 1975, le batiment du Bundesgartenschau de
Mannheim révélait un univers formel radicalement nouveau par rapport aux formes des grandes
couvertures construites par le passé. Il démontrait également la validité du concept de gridshell
sur le plan mécanique, c’est-a-dire le passage par simple triangulation d'une grille souple a
une structure d"une grande rigidité et d'une légereté exceptionnelle. Pourtant, cette construction
extraordinaire ne fait pas école et est restée un objet unique en son genre pendant pres de 25 ans

pour ne renaitre qu’aujourd’hui.

On peut évoquer trois raisons a cela. La premiére est d’ordre sociologique et architectural : le
développement des gridshells nécessite une réflexion profonde sur la fagon d’habiter un espace
courbe, d’appréhender un volume qui n’est plus simplement borné par des plans orthogonaux.
En ce sens, les gridshells sont le pendant synclastique des formes issues de l'architecture textile
et ils profitent maintenant de 1'expérience acquise depuis quelques années dans ce domaine. La
deuxiéme raison est technologique : l'usage de matériaux soumis a des courbures importantes
et & une contrainte de flexion permanente est certes courant dans les objets quotidients (panier
en osier, passoire de ménage, arbalete, etc.) mais il demeure completement inhabituel a 1’échelle
d’un batiment. Pour rassurer maitres d’ceuvre et maitres d’ouvrage, ils importent donc de trou-
ver le matériau adéquat et les technologies d’assemblage, de raboutage qui apporteront des
garanties suffisantes sur la pérennité de 'ouvrage. C’est a cette tache qu’est consacré 1'étude sys-
tématique des propriétés mécaniques et environnementales des matériaux du paragraphe 2.2;
elle montrera qu’avec e bois, les matériaux composites semblent particulierement adaptés pour
cette application. La troisieme raison enfin est d’ordre calculatoire : le passage dune grille plane
a une résille gauche n’a pas de solution analytique simple et le niveau de précision requis pour
la géométrie dépasse celui de la maquette. C’est donc le développement de la puissance de calcul
des ordinateurs et de nouveaux algorithmes de calcul non-linéaire qui vont permettre d’étudier
avec précision le comportement mécanique de structures. Parmi ces algorithmes, la méthode de
relaxation dynamique semble la plus performante, elle sera exposée dans le chapitre 3 et mise
en ceuvre pour les calculs de tous les gridshells présentés les chapitres suivants.



Chapitre 2

Les matériaux composites

La plupart des gridshells construits a ce jour ont une structure principale en bois. Compte
tenu des contraintes mécaniques imposées durant le montage, ce choix semble le plus pertinent
parmi les matériaux de construction traditionnels. Cependant il existe dans d’autres secteurs
d’activité des matériaux trés répandus comme les matériaux composites verre/résine qui offrent
des performances équivalentes, voire meilleures que celles du bois, en terme d’allongement a
rupture et de raideur. Il semble donc intéressant d’étudier plus précisément les propriétés de ces

matériaux et leur adaptation a ce type d’application.

Ce chapitre est donc consacré aux matériaux composites dans le génie civil et pour les grid-
shells. On y rappelle tout d’abord les principales caractéristiques de ces matériaux polymeéres
renforcés par des fibres et leur procédé d’élaboration, notamment la pultrusion. On passe égale-
ment en revue leurs principales applications dans le génie civil : armature pour béton, renforce-
ment de structure, élément de structure de ponts et de couverture de grande portée. .. Ensuite,
on montre que les composites verre/résine sont des matériaux adaptés pour la construction de
gridshell et qu’ils constituent une alternative intéressante au bois. Pour cela, une méthode origi-
nale pour le choix des matériaux dans la conception d"une piéce mécanique, appelée méthode de
Ashby, est utilisée. Par une comparaison systématique des propriétés des matériaux, elle permet
d’effectuer une analyse multicritere des contraintes et des objectifs spécifiques des gridshells
et d’exhiber le ou les matériaux les plus adaptés pour cette application. Enfin, on étudie plus
précisemment le comportement mécanique des composites pultrudés fléchis dans le cadre de
sollicitation en grande déformation des gridshells.

2.1 Les matériaux composites dans le génie civil

2.1.1  Généralités sur les matériaux composites

Par définition, les matériaux composites sont formés d’au moins deux matériaux issus de
familles différentes (céramiques, polymeres ou métaux). Les facons de combiner ces familles de
matériaux sont extrémement variées et de nature trés diverses selon que 1'objet est destiné au

rotor d'un hélicoptere ou au remplissage d"une portiere de voiture. Sans qu’on les appelle ainsi,
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les matériaux composites sont employés depuis tres longtemps dans le génie civil. Le torchis
en est un bel exemple : « terre grasse argileuse malaxée avec de la paille hachée ou du foin,
[il est] utilisé pour lier les pierres d'un mur ou pour former le hourdis d"une construction en
colombage »'. Le béton armé en est un autre, plus récent : les armatures d’acier consituent le
renfort du mortier qui joue le role de matrice. Par certains cotés, on peut également voir le bois
comme un composite naturel formé de fibres ligneuses reliées par de la cellulose. Cependant
quand on parle de matériaux composites dans le génie civil, on ne pense pas a ces matériaux
mais plutdt aux composites constitués d"une matrice organique renforcé par des fibres. Ces fibres
sont essentiellement de trois types : verre, carbone et aramide, tandis que les matrices sont en
général thermodurcissables : polyesters, phénoliques ou époxydes — Les résines thermoplas-
tiques sont certes plus faciles a mettre en forme et a usiner, mais elles sont beaucoup moins
résistantes que les thermodurcissables.— La structure de ces composites allie les qualités mé-
caniques d"un renfort en fibre aux qualités ductiles d"une matrice polymere. Celle-ci ayant des
propriétés mécaniques beaucoup plus faibles que celles du renfort, son role est d’assurer la co-
hésion du matériau dans son ensemble et le transfert par cisaillement des contraintes aux fibres.

Les principales propriétés mécaniques de ces constituants sont indiquées dans le tableau 2.1.

TaB. 2.1 — Propriétés mécaniques des constituants des composites fibre/résine [41]

Densité | Module | Coefficient grupture Allongement |  Prix
t/m3 GPa de Poisson MPa gripture €/kg
Renforts fibrés
Verre 2,5 74 a 86 0,23 0,25 | 2500 a 3200 4,535 3a14
Aramide 1,45 130 0,4 2900 2,6 8o
Carbone 1,8 2302390 | 0,3a0,35 | 2500 a 3200 0,6 a 1,3 80 a 160
Matrices résineuses
Epoxyde 1,2 4,5 0,4 130 2 7 a 23
Polyester 1,2 4,0 0,4 8o 2,5 3
Vinylester 1,15 3,3 0,4 75 4 4,5

On observe que, parmi ces matériaux, les moins chers que 1'on puisse fabriquer sont les
composites verre/polyester; ce sont donc les seuls qui ont une chance de se développer dans
le génie civil. En effet, les quantités de matériau consommées dans ce domaine sont telles que
la question du prix est centrale dans le choix du matériau utilisé. Il importe donc de choisir un
processus industriel de fabrication capable de fournir de grandes quantités de matériau a un
prix relativement bas. Si les procédés de fabrications des composites sont multiples : moulage
par contact, moulage par projection simultanée, enroulement filamentaire, etc., mais il n'y a que

la pultrusion qui semble en mesure de répondre a ce double objectif de cofit et de volume?.

2.1.2 La pultrusion

Le mot pultrusion est une contraction des termes anglo-saxons pull (tirer) et extrusion. Il s’agit

dun procédé industriel qui « permet de fabriquer des profilés de section constante hautement

'Cf. Dictionnaire Le petit Robert, 1992
2Cf. M. Chatain, [30], 1993
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renforcé dans le sens longitudinal. Pour ce faire, les fibres de renfort sont tirées a travers un bain
d’imprégnation puis dans une filiere chauffée, de manieére a initier la réaction de polymérisation.
A la sortie de la filiére, le profilé solide est refroidi suffisamment pour pouvoir étre pincé dans
la tireuse sans risque de déformation. »[23]. Une ligne de pultrusion typique est illustrée sur la
tigure 2.1. Elle peut étre couplée a d’autres installations de facon a améliorer les performances
des profilés comme par exemple une ligne d’enroulement filamentaire qui va ajouter des fibres
en dehors de I’axe principal. Des techniques de fabrication de profilés courbes existent également
mais elles sont assez peu répandues. Les taux de fibres obtenus avec cette méthode vont jusqu’a
60 %.
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F1G. 2.1 — Schéma de principe d'une ligne de pultrusion.

Les sections possibles sont tres variées : des plats, des profilés en I, en H ou en T, des tubes
fermés, etc. Elles peuvent facilement accueillir des renforts locaux sous forme d’inserts métal-
liques ainsi que des fibres optiques pour des systemes avancés de métrologie ou de transmission
de données. C’est un procédé tres économique car le niveau de standardisation est élevé et les
quantités produites importantes. Les applications aussi sont tres variées : fleches, batons de ski,
conduites de fluide, garde-corps, boulonnerie, poutres, panneaux de fagade ou de signalisation,
fenétres, bancs, tous types de poteaux (électrique, téléphonique, lampadaire, feux de signalisa-
tion, porte-drapeau, etc.). La plupart des réalisations actuelles dans le domaine du génie civil
sont faites a l'aide de profilés pultrudés. Ils sont utilisés comme armature dans le béton, comme
renforts de structure ainsi que comme éléments porteurs de ponts. Bien qu’encore marginal, le
marché des composites dans la construction est en pleine expansion, les ouvrages mettant en

ceuvre ces matériaux se multiplient comme on va le voir dans les paragraphes qui suivent.

2.1.3 Applications pour le renforcement des structures
Armatures pour béton

Le béton armé est Le matériau bon marché le plus répandu. Seulement, avec le temps, 'eau
et d’autres agents aggressifs s’infiltrent jusqu’aux armatures métalliques qui se corrodent et font

éclater le béton, ce qui remet en cause la stireté de I'ouvrage. Partant de cette constatation et du
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fait que les composites verre/résine et carbone/résine ne rouillent pas, de nombreux laboratoires
ont entrepris des les années 1990 de remplacer les armatures métalliques par ces derniers. Ces
programmes de recherche courent encore pour la plupart car les problemes posés par ce change-
ment de technologie sont nombreux. En effet, le verre est une solution beaucoup moins cotiteuse
que le carbone, mais il est attaqué par les bases. Or les formulations de béton avaient justement
été faites pour étre le plus basiques possible pour protéger les aciers des attaques acides. De
nouveaux types de verre « alcali-résistants » ont donc été développés ainsi que de nouveaux bé-
tons moins basiques. La question de la liaison entre le composite et le béton a également posé de
nombreux problémes qui commencent a peine a étre réglés aujourd’hui (Quelle géométrie pour
les composites pour obtenir le maximum d’adhérence et un rendement maximum de toutes les
fibres? Comment gérer les différences de coefficients de dilatation thermique? etc). D’autres
questions sont encore ouvertes : comment retrouver la souplesse de conception des cages d’ar-
matures assemblées par plastification des aciers ? Faut-il préférer les résines thermodurcissables
plus rigides pour lesquelles la préfabrication est incontournable, aux résines thermoplastiques
formables sur chantier ?

Deux technologies sortent pour le moment du lot : les bétons-textiles renforcés par des tissus
souples et les bétons armés de barres composites appelées rebar, pour reinforcing bars : barre
de renforcement. Pour 1'une comme pour l'autre de ces techniques, les réalisations sont peu
nombreuses. Un batiment prototype a été construit a 1'Université Technique d’Aix-la-chapelle
avec des panneaux de fagades en béton renforcé a I’aide de tissus de fibres de verre. Ces éléments
ne sont pas structurels et, comme il n’y a plus d’épaisseur minimum nécessaire pour 1’enrobage
des aciers, le niveau de finesse atteint est remarquable, a peine plus d’un centimetre. Quelques
ponts avec des armatures en verre existent aussi aux Etats-Unis (29 ponts routiers d’aprés Saskia
Jiilich [55]), au Canada (10 ponts routiers et 1 pont piétonnier toujours d’apres S. Jiilich [55]) et
au Japon (3 ponts). La plupart ont été construits a 1’aide de technologies brevetées, propriétés
d’entreprises de travaux publics qui mettent en avant la rapidité de mise en ceuvre et la légereté
de leur solutions, comme par exemple G. Barefoot et F. Matta qui proposent un pont constructible

en cing jours [11].

Renforcement et réparation des structures

La vie des ouvrages d’art en béton est pleine de péripéties : leurs matériaux vieillissent, se
dégradent sous les effets des sels de déverglagage et des cycles gel-dégel ; les imperfections, voire
les erreurs de conception et d’exécution finissent par transparaitre et entrainent des désordres
dans les structures; les charges appliquées varient et augmentent avec le trafic routier, etc. Les
origines des pathologies sont multiples et les conséquences sont certaines : la surveillance et la
réhabilitation des ouvrages d’art en France colitent 45 milliards d’euros par an. Les interven-
tions les plus courantes sont de trois types : réfection de l'étanchéité pour limiter la corrosion,
réparation de la structure ou renforcement pour améliorer les performances et la durabilité de
I'ouvrage. Les techniques de renforcement sont nombreuses : ragréage par mortier hydraulique,
injection de polymeére dans les zones fissurées, projection de béton fibré, ajout de cébles de pré-
contrainte ou collage de toles d’acier. Cette derniere solution est tres efficace mais elle présente
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quelques problémes au niveau de la répartition des efforts entre aciers intérieurs et aciers collés.
«Par ailleurs, le poids propre des toles et leur rigidité spécifiques rendent difficiles les conditions
d’application in situ. En conséquence, dés 1990, au Japon est apparue une technique de répara-
tion qui substitue aux toles métalliques des feuillets composites moins lourds, plus performants

mécaniquement et plus facile a mettre en ceuvre »3.

F1G. 2.2 — Chantier de renforcement d'un pont sur l'autoroute A6 pres de Toutry.

Cette technique de réparation par composites a fait 1’objet de nombreuses recherches dont
la plupart sont toujours en cours, notamment a 1’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées (cf.
G. Foret et O. Limam [63, 64]). Parallelement, les réalisations concrétes se multiplient en Amé-
rique du Nord, notamment au Canada et au Nord des Etats-Unis ot les sollicitations climatiques
sont plus rudes, et au Japon pour augmenter la résistance des ouvrages d’art et des batiments
les plus stratégiques vis-a-vis du risque sismique. En Europe et en France, les applications sont
moins nombreuses, peut-étre parce que le reglement frangais impose depuis longtemps déja de
protéger les ouvrages par une chape d’étanchéité. Quelques exemples existent quand méme, no-
tamment le renforcement par des plats de carbone du pont sur ’A6 a hauteur de Toutry qui est
passé en 2007 de deux a trois voies de circulation (cf. figure 2.2). Un guide de recommandation
supervisé par I’Association Frangaise de Génie Civil devrait paraitre dans le courant de 1’année

[4]-

2.1.4 Applications structurelles

Les applications dans lesquelles les composites sont utilisés comme éléments structurels por-
teurs sont peu nombreuses et la plupart du temps copient les structures qui ont été optimisées
pour l'acier ce qui est contre-performant. Les familles de construction se diversifient peu a peu
et vont maintenant du pont routier a la couverture de batiments de prestige.

Ponts et passerelles

Dans le domaine des ouvrages d’art, les composites sont employés pour trois postes princi-
paux : le haubanage, les poutres principales et le tablier. Au début des années 1990, les compo-
sites étaient des matériaux nouveaux, ils suscitaient un engouement important et de nombreux

3Cf P. Hamelin [46]
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ouvrages expérimentaux avec des haubans en fibre de carbone ont alors vu le jour, en particulier
au Japon avec pas moins de onze passerelles et neuf ponts routiers (cf. S. Jiilich [55]). Quelques
ouvrages ont aussi été construits en Amérique du Nord et en Europe, dont la passerelle de
Laroin en France pour laquelle un systéme d’ancrage de joncs en carbone a été développé par
I'ENPC et breveté avec 'entreprise Freyssinet (cf. figure 2.3). L'évolution du prix du carbone
n‘ayant pas été tres favorable par la suite, les aciers hautes performances sont restés la solution

la plus rentable pour la réalisation des haubans [55].

F1G. 2.3 — La passerelle de Laroin, France. FIG. 2.4 — La passerelle d’ Aberfeldy, Ecosse.

Seuls les composites verre/résine semblent donc & méme de pénétrer le marché du génie
civil, notamment grace aux structures produites par le procédé trés économique de pultrusion.
Leurs propriétés mécaniques étant plus modestes, ils ont été principalement utilisés pour les
poutres et les tabliers. 109 ponts pour piétons et 12 ponts routiers entierement en composites
existent aujourd’hui aux Etats-Unis, ainsi que 17 en Europe, dont I'un des tout premiers est
la passerelle d’Aberfeldy en Ecosse (cf. figure 2.4). Leur portée est en général modeste, une
quinzaine de metres en moyenne, ce qui permet une préfabrication quasiment intégrale en usine.
La légereté du matériau rend le transport et la mise en ceuvre de ces structures faciles ce qui
entraine une interruption minimale du trafic sur les voies franchies. Le faible cotit d’entretien
est également un point qui est mis en avant par les entreprises qui proposent ces ponts sur

catalogue.

Les raisons de ce succeés grandissant ne sont donc pas liées aux performances mécaniques
des composites. Il faut dire que les typologies structurelles sont en général directement inspi-
rées de celles qui ont été optimisées pour les ponts métalliques : poutres treillis, poutres en I de
grandes tailles et poutres-caissons. La relative souplesse du matériau nécessite paradoxalement
de concevoir des sections visuellement plus massives que celles qu’on aurait eues pour une so-
lution équivalente en acier. Sur les premiers ouvrages, le collage n’était pas encore considéré
comme une technologie stire et ce surdimensionnement était accentué par 1'utilisation d’assem-
blages par rivets et par boulons ce qui génere des surcontraintes importantes dans des profilés

uniaxiaux.

L'innovation par la reproduction est un procédé courant lorsqu'un matériau nouveau ap-
parait, mais il atteint rapidement ses limites, car les techniques de construction sont adaptées

au matériau pour lequel elles ont été développées grace a une longue expérience. Il faut donc
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inventer de nouvelles formes et de nouvelles méthodes pour les composites, c’est-a-dire :

— tirer parti des déformations élastiques importantes et de la haute résistance a rupture des

tibres;

— minimiser et simplifier les assemblages pour diminuer les concentrations de contrainte et

les cofits;

— utiliser au maximum des éléments préfabriqués pour augmenter leur qualité et réduire les

cOuts.

Des recherches dans ce sens ont été effectuées par Saskia Jiilich dans sa these [55] sous la
direction de ].-F. Caron. Elle y détaille un projet de passerelle en bow-string de 40 m de portée
dans laquelle les arches principales sont des poutres droites post-flambées dont les forces de
rappel élastique servent a mettre en tension les cables et les haubans qui les sous-tendent, créant
ainsi une poutre précontrainte d'une grande rigidité (cf. figure 2.5). Afin de tirer le meilleur
parti de la résistance des éléments, les assemblages de la structure ont également été optimisés,
notamment les ancrages des haubans (cf. S. Chataigner [29]). Le présent travail sur les gridshells

est en quelque sorte une application de cette méme démarche a des structures de batiment.

F1G. 2.5 — Maquette de la passerelle tout composite développée au LAMI.

Couverture sandwich

Les seuls emplois des composites dans le batiment étaient jusqu’a peu limités aux menui-
series de porte et de fenétre, aux garde-corps et aux chemins de cables électriques. L'année
2004 a vu la construction de la premiere couverture entierement en composite en Israél avec les
deux tourelles du centre Yitzhak Rabin a Tel Aviv (cf. figure 2.6). L'objectif premier de l’archi-
tecte Moshe Safdie n’était pourtant pas de réaliser une structure particulierement innovante et
le projet initial prévoyait des coques en béton. Une deuxieme solution entiérement en acier a
également été étudiée mais 1'une comme l'autre des structures contredisait par leurs poids la
légereté attendue pour ses formes trés libres. La proximité entre le bureau d’étude mandataire et
I'université de Delft va conduire au développement d'une troisieme variante qui sera finalement
retenue : des coques composites formées de deux peaux extérieures a base de tissus de verre
préimprégnés drapées sur un moule en polymere dense qui sert aussi d’ame de la coque. Les
entreprises capables de produire un tel sandwich n’existant pas sur place, les coques ont été
dimensionnées et préfabriqués en Hollande avant d’étre acheminées jusqu’au chantier par route
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et par mer [39]. Les raccords entre les différents piéces sont réalisés in situ avec de nouveaux
tissus de verre, I'ensemble de la structure étant finalement mis en place d’un seul tenant au
moyen d’une grue. Les détails sont particulierement soignés et leur conception procede d'une
démarche spécifique aux composites : par exemple, la coque reposant sur des appuis ponctuels,
des inserts métalliques ont été intégrés au droit des futurs poteaux des les premiéres étapes de
la préfabrication pour garantir une liaison sans percage entre ceux-ci et les composites. Le cotit
de cette structure sur mesure peut étre contesté, le centre Rabin reste la premiere couverture de
grande portée au monde a avoir été réalisée en composites. ..

F1G. 2.6 — Maquette du centre Yitzhak Rabin a Tel-Aviv.

Depuis, une autre couverture de 25 m de portée a vu le jour a Bahrein. Il s’agit la aussi d"une
coque sandwich en fibre de verre. La forme a simple courbure est cependant beaucoup moins
intéressante et le niveau de finition et les détails plus banals, notamment parce que la coque est
appuyée continuement sur des bords droits. Ces deux batiments restent les deux seuls exemples
de couverture de grande portée connus a ce jour. Dans 1'un comme dans 'autre, la solution en
composite sandwich aurait pu étre remplacée par des coques moins chéres faites de matériaux
traditionnels (béton ou acier), c’est la recherche du prestige lié a I'innovation technologique qui
a guidé le choix du matériau plutdt qu'une réflexion sur 1'adéquation entre forme, fonction
et matériau. Dans la partie qui suit, on démontrera que les composites sont, avec le bois, les
matériaux idéaux pour les structures élancées précontraintes comme les gridshells; pour cela,

on utilisera la méthode de choix des matériaux proposée par M. Ashby.

2.2 Intérét des matériaux composites pour les gridshells : démonstra-
tion par la méthode de Ashby

2.2.1 Principe de la méthode de Ashby

Tous les gridshells présentés dans le chapitre 1 ont une structure principale en bois a une
exception pres, le pavillon du Japon pour I'exposition universelle de Hannovre dont la structure
est en carton. Parmi les différents matériaux de construction traditionnels, le bois est effecti-
vement le plus adapté au processus de montage tres particulier des gridshells. Les matériaux
cimentaires sont trop raides et trop fragiles en traction et les métaux malgré un allongement
en rupture élévé ont un comportement élasto-plastique qui entrainent généralement une locali-
sation des déformations incompatible avec la mise en forme de cette famille de structures. Le
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coté atypique et relativement novateur des gridshells laisse cependant imaginer qu’il y a sans
doute des matériaux plus appropriés, notamment les composites verre/résine, qui offrent des

performances intéressantes pour la construction de ces résilles gauches.

L'ingénieur, qui désire concevoir une piece mécanique, a aujourd’hui a sa disposition entre
40000 et 80000 matériaux. Comme il est rare que les performances de cette piece dépendent
d’une seule propriété, il est nécessaire de prendre en compte une combinaison de propriétés,
comme par exemple les rapports résistance/poids ou rigidité/poids utiles pour la conception
de produits légers. L'idée s'impose alors de représenter une propriété en fonction d’une autre
et de tracer dans cet espace de propriétés les domaines qu’occupe chaque famille de matériaux;
les plages de variations des grandeurs étant en général tres importantes, I’échelle logarithmique
est souvent la plus appropriée. Il est frappant de constater que, quelles que soient les propriétés
(résistance, ténacité, conductivité thermique. ..), les membres d’une méme famille se regroupent
et que, malgré la grande variété existante des métaux, ceux-ci occupent un espace distinct de
celui des polymeéres, des céramiques ou des composites. Les diagrammes ainsi obtenus sont trées
utiles car ils concentrent un grand nombre d’informations sous une forme compacte et accessible,
et ils permettent I’application d'une technique d’optimisation des performances qui constitue la
base de la procédure de choix de M. Ashby [7].

La premiere étape de cette procédure consiste a traduire les spécifications et la fonction de
I'objet en un ensemble d’objectifs (le moins cher possible, le plus léger, le moins polluant, le
plus s, etc.) et de contraintes (charge minimale a supporter, dimension maximale, température
normale de fonctionnement, etc.). La deuxieme étape est consacrée a la construction d’indices
de performance qui représentent le mieux possible les objectifs a atteindre. Ces indices de per-
formances sont des fonctions de trois types de parametres : des exigences fonctionnelles, des
parametres géométriques et des propriétés du matériau. En général, les types de parametres
sont indépendants les uns des autres si bien que le choix du meilleur matériau devient indépen-
dant des détails de conception. On peut alors passer a la troisieme étape : construire les cartes
de matériaux avec les propriétés mécaniques intervenant dans les indices de performance, et
choisir le meilleur matériau pour l'indice considéré. Souvent il y a plusieurs indices a optimiser
et il faut établir un systéme de pondération pertinent a partir de ces indices avant de pouvoir
conclure. Cette méthode est générale et peut étre appliquée a une grande variété de problemes,

notamment aux gridshells.

2.2.2 Caractéristiques fonctionnelles des gridshells au sens de Ashby

Comme expliqué ci-dessus, la méthode de Ashby commence par la définition d’indices de
performance qui doivent traduire les caractéristiques fonctionnelles des gridshells. Ces indices
doivent faire intervenir des propriétés des matériaux, comme leur module d"Young, leur résis-
tance, leur prix ou leur contenu énergétique, de fagcon a pouvoir comparer les matériaux entre
eux. Sept indices de performances sont proposés ici, ils traduisent respectivement : la capacité
du matériau a se déformer durant la mise en forme, sa rigidité a laquelle est liée celle de la
forme triangulée, sa fragilité, son cofit financier, son contenu énergétique, son impact environne-

mental et sa durabilité. Un facteur de forme est également ajouté afin d’intégrer les possibilités
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technologiques qui permettent d’obtenir des sections géométriquement plus performantes.

Indice [

La premiere caractéristique des gridshells est leur processus de mise en forme : la grille doit
étre capable de supporter de grandes déformations élastiques de fagon a former des surfaces
avec des courbures importantes. Le meilleur matériau pour la phase de montage est donc celui
qui, pour un diametre d donné de barres, permet d’obtenir le plus faible rayon de courbure r. Si

I'on considéere une poutre de module d"Young E, les contraintes maximales en flexion ¢™** sont
données par :
d
0" = E— (2.1)
2r
En introduisant la contrainte maximale élastique ¢,, on obtient le rayon de courbure minimal;
il vaut : IE
M= —— (2.2)
20,

Le meilleur matériau pour 1’étape de mise en forme est celui qui autorise le rayon de courbure
le plus petit, c’est donc celui qui maximise le rapport 0. /E. I, le premier indice de performance

a maximiser est donc défini par :

L = % (2.3)

Indice I,

La deuxieme caractéristique des gridshells, en tant que structure, est qu’ils doivent satis-
faire les criteres de dimensionnement définis par les reglements de calcul en vigueur dans le
batiment. Pour la phase de service du gridshell, le meilleur matériau est celui qui offre la plus
grande rigidité pour cette méme dimension de barre. Pour définir cette rigidité, il faut choisir
le phénomene physique dont l'influence est la plus importante pour le dimensionnement du
gridshell. On montre au paragraphe 5.2.4 que lorsque le systeme de couverture est souple, les
déplacements ne sont pas dimensionnants. On montre également que, comme la structure trian-
gulée fonctionne comme une coque, les déformations sous chargements extérieurs sont petites
devant les déformations survenues durant la phase de montage. Par conséquent, les variations
de contraintes sous charges sont faibles et, si les critéres de dimensionnement en contrainte sont
vérifiés pendant la phase de montage, ils le seront aussi pendant la phase de service. En fait, le
phénomene physique élastique déterminant pour l'analyse structurelle des gridshells est donc
le claquage ou le flambement de la coque (cf. paragraphe 5.2.4).

I, le deuxieme indice de performance doit donc étre une mesure de la rigidité de la forme
finale vis-a-vis du flambement. Pour obtenir une expression de la pression critique p. qui va
provoquer le claquage de la coque, on suppose que cette charge est proche de celle qui provoque
lI'instabilité d'une coque cylindre équivalente soumise a un chargement hydrostatique, c’est-a-

dire du type :
~ 3EI
Per = 1/2\3 (24)



2.2 Intérét des matériaux composites pour les gridshells : démonstration par la méthode de Ashby 43

Dans l'expression ci-dessus, R représente le rayon de courbure de la coque, E son module
d"Young et I l'inertie par unité de longueur qui est une fonction de d*, la puissance 4 du diamétre
des barres. Le seul parametre 1ié au matériau qui intervient dans cette expression est le module
d"Young, plus il est élevé, plus la charge critique de flambement est élevée et plus la structure

est stre. I, le deuxieme indice de performance a maximiser est donc choisi ainsi :

L =E (2.5)

Indice I3

En plus de ces deux indices, il semble nécessaire d’exiger des matériaux sélectionnés qu’ils
soient capables de se déformer sans subir d’endommagement. On définit donc pour cela un troi-
sieme indice lié a la ténacité Kj. des matériaux. On commence par supposer que ces matériaux,
quels qu’ils soient, présentent avant chargement des micro-fissures dont la longueur maximale

est 4. La contrainte o a laquelle se produit la rupture du matériau est alors donnée par :

O = CKIC
f = Jma.

(2.6)

Dans cette expression, C est une constante qui dépend de la géométrie de la piece et de celle
de la fissure, elle est en général proche de 1. Lors de la mise en forme des gridshells, les barres
subissent des déformations importantes; les matériaux adéquats doivent donc permettre une
déformation élastique suffisante sans endommagement, c’est-a-dire sans atteindre la contrainte
a rupture 0y. La déformation élastique maximale €, peut étre évaluée a partir de la loi de Hooke

et de I'expression (2.6) :
€f = % it €= CKue (2.7)
F=F % YT EJma 7

E
Les matériaux pour lesquels le risque d’endommagement est le plus faible sont donc ceux

qui ont la plus forte valeur de I'indice :

13 = % (28)

Facteurs de forme

Au-dela des propriétés mécaniques propres du matériau, il est bien connu qu’a masse égale
certaines géométries de section sont plus efficaces que d’autres : en flexion, les sections en I
ou en H sont beaucoup plus performantes que les sections pleines, de méme en torsion les
profilés tubulaires. On sait également qu’il n’est pas possible technologiquement de fabriquer
n’importe quelle section avec n'importe quel matériau. Il semble donc nécessaire d’élargir le
concept d’indice de performance en y intégrant une mesure du rendement de la géométrie.
Pour cela, Ashby propose d’introduire dans la procédure de choix des matériaux un facteur de
forme caractéristique des performances de la section*. Les performances de I’ensemble matériau-

géométrie sont alors évaluées a partir des propriétés des matériaux établies pour des sections

4Cf. M. Ashby [7], chapitre 7
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circulaires pleines multipliées par la valeur du facteur de forme adimensionnel. Par exemple,
le facteur de forme ¢y pour un tube circulaire fléchi dont I'épaisseur est égale au vingtieme du

diametre est défini comme le rapport de I'inertie de référence et son inertie :

. Iref . 7Td4/64 . ~
=T T A @ (d—dj0) s SOt Pr=3 29)

Pour tenir compte de ce facteur de forme dans I'indice I, qui mesure la rigidité d"une struc-

ture fléchie formée de tube creux plutot que de ronds pleins, on modifie I; de la fagon suivante :

L=E et L= ¢¢E (2.10)

Les valeurs maximales de ces facteurs sont limitées & la fois par des contraintes technolo-
giques de fabrication (laminage, soudage, etc.) et par des contraintes physiques qui font que,
passée une certaine limite, les modes d’endommagement changent (flambage global, flambage
local, plastification ou risque de fissuration plus grand, etc.). Voici quelques valeurs courantes
d’apres [7] de facteurs de forme pour les matériaux qui seront étudiés dans ce chapitre :

— Bois : ¢ ¢ =2,

— Composite Verre/résine : ¢ =15,

— Composite Carbone/résime : ¢ =25,

— Titane : ¢y =35,

— Céramique technique : ¢ =35.

Les facteurs de forme sont d'un emploi délicat, ils entrainent des distorsions des cartes de
matériau car leur valeur dépend du type d’application choisi et surtout du type de section
envisagée pour chaque matériau. Pour un indice ou une propriété du matériau donnée, il existe
donc une infinité de cartes de matériau possible ; c’est pourquoi les cartes ne tiennent pas compte
des facteurs de forme. C’est, comme on le verra un peu plus loin, a l'utilisateur de pondérer ses
indices en fonction des criteres qu’il aura choisi.

Indice I

Les applications envisagées pour les gridshells se situent dans le domaine du génie civil :
chapiteaux ambulants, couvertures pour installations sportives, pour des bassins ou des cuves,
etc. Les quantités de matériau consommées par ce domaine sont trés importantes si bien que
leur prix est un facteur déterminant dans le choix des techniques de constructions employées.
Pour que les structures de gridshell aient une chance de se développer, il faut qu’elles soient
économiques; le but de la conception est donc simple : résistance et rigidité au meilleur prix.
Pour évaluer le prix d"une structure de gridshell a partir du cofit relatif par unité de volume des
matériaux Cgp, il faut estimer son volume. Celui-ci est défini comme le produit de la longueur
totale de barre utilisées L, par la section des barres S. Le colit des matériaux de la structure
s’écrit donc : colit= CrpLS. Or la section nécessaire a la bonne tenue de 'ouvrage est celle
qui permet de supporter un certain niveau de charge réglementaire gery sans provoquer de

flambement de la structure, c’est-a-dire celle qui vérifie ’équation (2.4) pour per = geru. Soit, en
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tenant compte de l’expression de l'inertie en fonction de 'aire de la section (I = BS?) :

3852

3EI .
qELUZF soit qeLu = R\:” E (2.11)

A partir de I’expression ci-dessus, on peut déduire une expression de S en fonction des autres

R3
S=14 qE;ﬂ%{ (2.12)

Et ainsi une premiére estimation du cofit de la structure en fonction du matériau.

parametres du probleme :

QELUE?’ Crp

cott = Ltot 3[3 E1/2

(2.13)

Le matériau qui permet de construire un gridshell au moindre prix est donc celui qui maxi-

mise la valeur du quatrieme indice, 4, définit comme suit :

El/Z

= Cqu (2.14)

Iy

Indice I

Il faut noter que le prix d'un matériau ne représente cependant que les cofits de I'entreprise
qui le fabrique et qu’en général, le cotit global pour la société d'un procédé industriel, notam-
ment en terme d’énergie consommeée et d’impact sur I'environnement n’est pas pris en compte.
Ces aspects sont pourtant capitaux et doivent prendre dans les années a venir une importance
croissante dans la conception des structures si I'on souhaite préserver la qualité de I'environ-
nement. On choisit donc comme cinquieme indice ce que M. Ashby définit comme le contenu
énergétique des matériaux®. Les dépenses énergétiques qui surviennent au cours de la vie d'un
matériau sont multiples (fabrication, transports, mise en ceuvre, vie en ceuvre, démantellement
et éventuellement recyclage). Malheureusement, Ashby ne précise pas les termes qu’il intégre
dans son indice. Apres comparaison des valeurs de la figure 2.10 avec celles recueillies par Lina
Bouhaya [25], il semble vraisemblable que I'indice d’Ashby prenne en compte 1’énergie de I’en-
semble du cycle de vie du matériau. Il n’est de toute fagon pas indispensable d’avoir une grande
précision sur ces valeurs, car les ordres de grandeur sont assez fiables et permettent de distinguer

les grandes familles de matériau.

Pour le reste, le raisonnement qui fait le lien entre le contenu énergétique par unité de volume
Qp et les propriétés mécaniques du matériau est en tout point identique a celui fait pour calculer

le cotit de la structure, si bien que la valeur du cinquiéme indice a maximiser est donnée par :

El/Z

= =
*7 Qp

(2.15)

5Cf. M. Ashby, [7], 2000, chapitre 16.



46 2. LES MATERTAUX COMPOSITES

Indice I¢

L'énergie n’étant qu'une des contributions de l'impact environnemental d"un matériau, il est
nécessaire de construire un autre indice, souvent appelé éco-indicateur qui réalise la somme
de I'ensemble des contributions en fonction de la gravité des dommages causés (production de
nitrate, d’ozone, de déchets ultimes ou cancérigénes, de métaux lourds, etc.). La définition de
cet indice est controversée et n’est pas encore unifiée en Europe bien que de nombreux efforts
soient entrepris dans ce sens. De plus, les valeurs (en millipoints par kilogrammes) présentées
ci-dessous évoluent avec le temps et le type de procédé industriel mis en ceuvre®. I’abréviation
GFRP désigne les matériaux composites a matrice polymere renforcée de fibres de verre (Glass
Fiber Reinforced Polymer) et CFRP les matériaux composites a matrice polymere renforcée de
fibres de carbone (Carbon Fiber Reinforced Polymer).

Titane : 80-100 Béton : 0,6-1 GERP : 12
Aluminium : 10-18 Béton armé : 1,5-2,5 CFRP : 20-25
Acier inox : 16-18 Brique : 0,5-1 Bois : 0,6-0,8
Acier au carbone :  4-4,3 Verre : 2-2,2

Les valeurs ci-dessus sont difficilement comparables en 1’état car on ne construit pas la méme
chose avec un kilogramme d’acier et un kilogramme de bois. Il faut donc définir I, le sixieme
indice de fagon a prendre en compte les valeurs de 1’éco-indicateur Y, les masses volumiques p

des matériaux et leur module d"Young :

El/Z

I = —
6 YP

(2.16)

Indice Iy

Une autre caractéristique majeure des structures de génie civil est que la plupart des ba-
timents sont soumis a une garantie décennale : les bonnes propriétés mécaniques doivent se
conserver dans le temps. Les dégradations de ces propriétés ont des origines différentes mais se
traduisent en général par une oxydation ou une corrosion du matériau. De nombreuses études
traitent de la durabilité de telle ou telle substance dans différents environnement aggressifs :
eau salée, rayonnement ultraviolet, présence d’air et d’eau, milieux acides ou basiques, etc. La
résistance a ces attaques peut alors étre exprimée sur une échelle allant de « A » (excellent) a
«D» (mauvais). La figure 2.11 reprend ces informations pour six atmospheres différentes. On
remarque que les valeurs pour les bois ne sont pas portées sur le graphique; des estimations
ayant été trouvées ailleurs dans le livre, elles sont rappellées ici : C pour la tenue a I'eau salée, C
pour la résistance aux acides, B pour la résistance aux bases et B pour le tenue aux ultraviolets.
De fagon générale, ces informations peu précises sont d"une utilité limitée, elles permettent néan-
moins d’attirer 1’attention sur des risques potentiels sous certains environnements et de faire un

tri qualitatif entre les différentes familles de matériaux.

6Cf. M. Ashby [7],chapitre 16
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2.2.3 Recherche du meilleur matériau

La premiere étape de la méthode de Ashby est maintenant terminée, les caractéristiques
fonctionnelles des gridshells ont été transformées en une série de sept indices liés au matériau
que l’on rappelle ici :

Indice de déformabilité : [y = ¢ /E,

Indice de rigidité : I, = E,

Indice de fragilité : Is = K./ E,

Indice cott/rigidité : Iy = El/z/CRp,

Indice contenu énergétique/rigidité : Is = E'/?/Qp,

Indice impact environnemental /rigidité : Iy = E/?/Yp,
Indice de durabilité : I.

Tous les indices ne sont pas traités de la méme facon par M. Ashby. Les cinq premiers sont

étudiés exhaustivement et peuvent étre combinés entre eux pour construire des cartes de ma-
tériau et chercher quel est le meilleur matériau pour les gridshells. Pour le sixiéme indice, seul
I’éco-indicateur Y est évoqué sous forme de tableau. Quant au septiéme indice, il est abordé
séparemment des autres propriétés dans une carte circulaire spécifique (celle de la figure 2.11),
malheureusement incompleéte, puisqu’elle ne répertorie pas les bois.
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F1G. 2.7 — Carte Module d"Young/Résistance avec deux domaines délimités par les droites I; = 0,2
et I, = 9 GPa.

La premiere de ces cartes, celle de la figure 2.7, concerne les indices I; et I, elle représente le
module d"Young en GPa en fonction de la contrainte élastique maximale en MPa. Pour maximi-
ser [y, il faut décaler la droite oblique de pente 1 le plus possible vers la droite du diagramme.
Pour maximiser I, il faut remonter le plus haut possible la droite horizontale. Le domaine isolé
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sur la figure 2.7 est délimité par les droites I} = 0,2 et I, = 9 GPa, ce qui correspond aux va-
leurs obtenues pour des bois relativement denses comme le pin, le chéne et le fréne qui sont les
matériaux choisis jusqu’a ce jour pour la réalisation des gridshells. On remarque que plusieurs
matériaux possedent de meilleures performances, surtout en terme de raideur, notamment les
composistes en fibre de verre (GFRP), les composites en fibre de carbone (CFRP), le titane, les
aciers fortement écrouis et les céramiques techniques.

Pour éliminer rapidement les matériaux trop fragiles pour le génie civil, on utilise la carte de

1/2 on fonction de leur module

la figure 2.8 qui représente la ténacité des matériaux en MPa.m
d"Young en GPa. Les indices concernés sont I; et I3. Comme dans le diagramme précédent, la
valeur de référence choisie pour I, est égale a celle des bois denses, c’est-a-dire 9 GPa. Pour
I'indice I3, caractéristique de la capacité a se déformer sans se rompre, on choisit arbitrairement
une valeur légérement supérieure a celle du verre qui est 'exemple typique du matériau fra-
gile couramment employé dans la construction. Le domaine des matériaux admissibles pour les
structures de gridshells est donc ici délimité par la droite verticale I, = 9 GPa et par la droite
oblique de pente 1, I3 = 0,025. Outre les bois, les bons candidats sont donc : les métaux, les
composites verre/résine et carbone/résine. Par rapport au matériaux sélectionnés sur le dia-
gramme 2.7, le diagramme 2.8 permet d’exclure les céramiques techniques qui sont bien trop

cassantes pour ce type d’application.

Vient ensuite la question du prix. Il s’agit de déterminer parmi les matériaux précédents
lesquels sont les plus économiques. On construit pour cela la carte de matériaux de la figure 2.9
avec en abscisse le prix relatif par unité de volume en €/m3 et en ordonnée le module d”Young
en GPa. Les isovaleurs de I'indice I, sont représentées sous forme de droites verticales, celles de
lindice Iy = E'/2/Cgp par des droites obliques de pente 2 ('équation de ces droites est du type :
log E = 21og(Cgrp) + 21og I4). On prend de nouveau comme référence les valeurs des indices du
bois, c’est-a-dire I = 9 GPa et I4 = 1. Il semble alors qu’aucun des matériaux préssentis n’est plus
économique que le bois. Toutefois, si on prend en compte 'efficacité des sections propre a chaque
matériau, autrement dit les facteurs de forme définis plus haut (a savoir 15 pour les composites
verre/résine, 25 pour les composites carbone/résine et 35 pour le titane), seuls les composites a
base de fibres de verre semblent a méme de concurrencer les bois. En effet, la valeur moyenne
de l'indice I pour les GFRP qui est de 0,33 sans coefficient de forme, passe a 1,29 quand on tient
compte de la géométrie de la section, ils atteignent donc le niveau des meilleurs bois. Dans le
méme temps, I'indice des CFRP passe de 0,05 & 0,26 et celui du titane passe de 0,05 a 0,30 ce qui
est insuffisant dans les deux cas. Il n'y a donc que les composites verre/résine qui constituent

une alternative économiquement viable au bois pour la construction de gridshell.

Le dernier aspect a considérer est le contenu énergétique des matériaux. On observe pour
cela le diagramme de la figure 2.10 qui présente le module d’Young en GPa en fonction du
contenu énergétique par unité de volume en GJ/m3. Les indices concernés par ce graphique
sont les indices I, et Is. Comme précédemment on choisit de fixer comme valeur de référence
les indices du bois, a savoir I, = 9 GPa et Is = 0,5. Comme sur la figure 2.9, les isovaleurs de
I5s sont des droites de pente 2. On constate alors que les composites verre/résine sont trés loin
derriere les bois, puisque leur meilleur indice vaut : 0,02. En tenant compte du facteur de forme,

on arrive au mieux a 0,078. On pourrait alors étre tenté de conclure que les bois sont de loin
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les matériaux les plus écologiques pour les structures de gridshells, surtout si 1’on rajoute a ces

chiffres ceux des éco-indicateurs du paragraphe 2.2.2.

Sur ce dernier point, il ne faut cependant pas oublier que le bois est sensible aux atmospheres
agressives s’il n’est pas traité convenablement et que, bien souvent, les produits utilisés pour le
protéger sont fortement polluants. Des produits écologiques existent également mais ils ne sont
malheureusement pas encore d’usage courant. Quoi qu’il en soit, ces traitements au cours de la
vie en ceuvre du matériau ont un cofit, tant énergétique et environnemental que financier, qu’il
faut additioner au cout des matériaux. De plus, si on considére que les performances affichées
pour le bois sont celles de pieces sans défaut, il faut ajouter a ce bilan les cofits liés a la sup-
pression des nceuds et autres problemes de paralaxe pour la construction de barres de grandes
longueurs. La plupart des colles mises en ceuvre pour ces raboutages (cf. paragraphe 1.4 et article
de D. Harris [49]) ont un bilan écologique désastreux, ce qui est trop souvent oublié quand on
parle du bois comme du matériau écologique par excellence. La aussi des colles plus saines existent,
mais elles sont marginales. Les composites verre/résine au contraire sont stables dans la plupart
des atmospheres comme on peut le voir sur la figure 2.11 et ne nécessitent qu'un entretien mini-
mal; leur cotit de vie en ceuvre est donc réduit. De plus, il existe des processus de fabrication en
continu, notamment la pultrusion (cf. paragraphe 2.1.2), qui permettent la production de barres
avec des propriétés mécaniques constantes sans autres limites de longueur que les dimensions
de la piéce dans laquelle les machines sont installées. L'écart considérable avec les bois qu’on ob-
servait sur le plan du contenu énergétique est donc réduit d’autant et devient acceptable compte

tenu des autres avantages des composites.

Sil'on récapitule I'ensemble des informations présentées sur les cinqg figures de cette section,

on constate que :

— les composites verre/résine ont des capacités de mise en forme semblables a celle du bois;

— les composites verre/résine sont trois fois plus raides que le bois;

— leur fragilité en déformation est du méme ordre de grandeur;

— leur prix est comparable;

— le colit d’entretien des composites verre/résine est plus faible que celui du bois du fait
d’une excellente durabilité;

— lI'impact environnemental des composites est plus important que celui du bois.

2.2.4 Conclusion

Les gridshells sont des structures d'un type nouveau, il était donc nécessaire de chercher
le matériau le plus adapté pour leur construction. Pour cela, on a utilisé la méthode systéma-
tique de Ashby qui permet de comparer les propriétés de matériaux aussi divers que possible.
Il semble que le bois et les composites verre/résine soient les plus appropriés : déformables,
rigides et économiques. Le bilan environnemental des composites est moins bon que celui du
bois, mais leurs performances mécaniques nettement supérieures garanties par un procédé fiable
de fabrication industrielle et leur facilité d’assemblage par collage en font une alternative tres

intéressante a étudier.
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2.3 Comportement des tubes composites pultrudés fléchis pour une

application aux gridshells

Dans les gridshells, les barres sont essentiellement fléchies, les contraintes dans le matériau
sont donc des contraintes longitudinales. L'utilisation de profilés pultrudés tubulaires apparait
alors particulierement indiquée : le procédé est économique et permet la production en grande
longueur de barres continues dans lesquelles les fibres sont concentrées dans la direction princi-
pale du tube. Pour éviter le gauchissement des sections en cas de flexion déviée, il est également
préférable de choisir une section circulaire. On verra par ailleurs dans le paragraphe 3.3.3 que,
lorsqu’une telle section est associée a certains assemblages, cela permet d’éviter 1’apparition de

moment de torsion dans les barres.

Cependant si l'on regarde la plupart des applications des composites dans le génie civil
(cf. paragraphe 2.1) ainsi que dans les autres domaines, on constate que jamais les composites
ne sont utilisés en état de flexion permanente. Cette partie est donc consacrée a 1’'étude du
comportement mécanique en grande transformation a court et a long terme des composites
verre/résine pultrudés. Apres une courte introduction générale sur le comportement isotrope
transverse, les propriétés mécaniques des tubes utilisés pour cette recherche seront identifiées et
un modele simple pour la prédiction du mode de ruine des tubes fléchis sera proposé.

2.3.1 Généralités sur le comportement mécanique des pultrudés
Comportement isotrope transverse

La nature composite de ces matériaux leur confere une structure hétérogene et un comporte-
ment mécanique anisotrope. Cependant, selon le procédé industriel choisi, des symétries existent
dans le matériau fini. Ainsi les éléments obtenus par enroulement filamentaire présentent une
symétrie de révolution. Les pieces résultant de la cuisson de tissus préimprégnés possedent les
mémes symétries que les tissus eux-mémes, c’est-a-dire bien souvent deux plans de symétrie;
leur comportement est plutdt orthotrope. Les piéces injectées avec des fibres courtes ont des
fibres a peu pres équitablement réparties dans toutes les directions, le matériau est donc qua-
siment isotrope. Les profilés pultrudés quant a eux admettent au moins un plan de symétrie
perpendiculairement a 1’axe du profilé et, selon la forme du profilé, un ou plusieurs plan de
symétrie. Pour les tubes circulaires utilisés pour ce travail, tout plan contenant 1’axe du tube est
un plan de symétrie : le comportement mécanique de ces éléments sera donc isotrope transverse.
Le comportement isotrope transverse est caractérisé par cinq coefficients d’élasticité (cf. A. Ehr-
lacher [40]) :

— le module d"Young dans le sens long : Er ;

— le module d"Young dans le sens transverse : Et;

— le module de glissement dans tout plan contenant I’axe : Grr;

— les deux coefficients de Poisson : viT et vry.

On note que la symétrie des coefficients d’élasticité entraine : vir/Er = vrr/Et et que, pour les
matériaux isotropes transverses, le module de cisaillement dans le plan perpendiculaire a 1’axe
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s’exprime en fonction des autres constantes d’élasticité Gty = E7/2(1 4 vry). Les valeurs de
ces constantes dépendent d'une part de la teneur en fibre ou du pourcentage de renfort dans le
poids total et d’autre part de I'orientation des fibres par rapport a I’axe du profilé, pour chacune
des couches qui constituent le composite. Il existe plusieurs modeles qui permettent de calculer
ces constantes a partir de propriétés de chacun des constituants, on ne citera qu’'un, développé
par A. Diaz Diaz, ].-F. Caron et A. Ehrlacher [40] parce qu’il a I'avantage d’avoir été associé a un

outil numérique téléchargeable gratuitement et polyvalent appelé MACLAM?.

Pour les composites unidirectionnels du type de ceux utilisés pendant la thése, on peut faire
quelques remarques d’ordre général® : le comportement dans 1'axe est gouverné par le taux de
fibre et par les propriétés mécaniques des fibres parce que la raideur de la matrice est négligeable
devant celle des renforts. En revanche dans le sens perpendiculaire a 1'axe, le comportement
du composite est tres proche de celui de la résine parce que c’est elle qui assure la cohésion
du matériau et que les fibres n’ont quasiment aucune résistance dans le sens transverse et en

cisaillement.

En ce qui concerne la rupture, le type de phénomene observé dépend du type de sollicitation.
En traction, ce sont essentiellement les fibres qui sont sollicitées, la rupture se produit donc
lorsqu’on atteint la résistance en traction des fibres. En compression, 1'essentiel de la charge
est toujours repris par les fibres mais la matrice joue un role stabilisateur treés important pour
empécher que celles-ci ne flambent, la rupture survient donc par flambement local des fibres
lorsque la résine n’est plus capable d’assurer son rdle. En cisaillement, la résine est soumise a des
contraintes importantes car c’est elle qui assure la transmission des efforts ; la rupture a donc lieu
lorsque la contrainte limite en cisaillement de la résine est atteinte. La flexion est un phénomene
complexe (cf. paragraphe 2.3.4) qui combine les trois types précédents de sollicitations ; le mode
de rupture le plus probable est difficile a prévoir car il dépend beaucoup de la géométrie du
profilé étudié.

On se rend bien compte sur ces quelques exemples simples que si ’on veut définir un critere
de rupture pour ce genre de matériau, il faut prendre en compte l'anisotropie du matériau
et les valeurs des contraintes a rupture dans chacune des directions principales. Le critere le
plus couramment utilisé est le critére de Tsai-Hill ou de Hill. Pour un élément de structure en

contrainte plane, il est défini par 1’équation suivante :

2 2 2
oL or LT oLoT
< rupt> + ( rupt) + ( rupt> B ruptyo < 1 (2'17)
7L or Tr ()

avec : 07, la contrainte longitudinale, or la contrainte transverse, 7.7 le cisaillement dans le plan

(L, T) et o7 ! or” fet T * les contraintes limites a rupture pour les sollicitations simples
correspondantes. Il ne faut pas oublier de tenir compte dans 1’expression (2.17) de ce que ces
contraintes limites a rupture sont différentes en traction et en compression. Un exemple d’appli-

cation de ce critere de ruine sera donné au paragraphe 2.3.4.

7http :/ /maclam.cimav.edu.mx/maclam3.htm
8Cf. Daniel Gay, [41], 1999, chapitre 3.
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Comportement a long terme

Ces dernieres années, de nombreuses recherches ont été consacrées a I'étude du comporte-
ment a long terme des composites pultrudés [62, 1, 70], laminés [70], tissés [96] et méme de
la résine polyester seule [53]. De nombreux aspects ont été abordés, notamment l'influence de
la température et de l'eau de mer [62, 70], celle du rayonnement ultraviolet [97] et celle des
chargements cycliques pouvant entrainer une rupture par fatigue [38]. Tous ces résultats ont
permis d’alimenter les bases de données qui sont a 1’origine de diagrammes comme celui de la
figure 2.11.

Dans les structures de gridshells, la géométrie des barres est fixée par triangulation apres
I'étape de mise en forme. Les différents éléments sont soumis a des contraintes de flexion per-
manentes et importantes qui peuvent se relaxer peu a peu avec le temps. Il est donc indispensable
de connaitre le comportement en fluage-relaxation des matériaux utilisés afin de dimensionner
le batiment en connaissance de cause. Les études qui traitent du cas particulier des éléments
avec une charge permanente de flexion sont cependant rares. Dans 1’article de B. Abdel-Magid
[1], deux types différents de composites, I'un en fibre de verre avec une résine polyuréthane,
I'autre avec une résine époxy, sont soumis a des tests de flexion trois points. L'effet de la tempé-
rature est manifeste pour les deux matériaux dont les déformations augmentent a mesure que
les contraintes diminuent. Le comportement du deuxiéme composite a base de résine époxy est,
malgré tout, nettement meilleur que celui du premier dont la contrainte a rupture a quasiment
été divisée par deux pour une température de 25°C. C’est donc essentiellement la résine et la
qualité de l'interface fibre/matrice qui régissent les phénomenes de fluage et de relaxation.

La résine envisagée pour la construction des gridshells est une résine polyester parce qu’elle
fournit les meilleures performances au meilleur prix. Aucune donnée n’étant disponible sur ce
type de composite, un protocole d’essai spécifique (cf. figure 2.12) a été développé par Jean-
Francois Caron [28] dans le but d’identifier les parametres de la loi de comportement a long
terme. Ces essais ont portés sur une vingtaine de tubes testés en flexion quatre points avec
plusieurs niveaux de chargement allant de 10 % a 45 % de la charge a rupture. Ils ont montré
que, quel que soit le niveau de la charge, les déformations différées correspondent a environ 8 %
des déformations instantanées et que, au-dela de 30 % de la contrainte a rupture, un modele
de comportement visco-élastique linéaire n’est plus suffisant pour analyser les déformations
des échantillons. Pour des niveaux de charges inférieurs, les parametres caractéristiques d'un
modele rhéologique de Kelvin-Voigt ont donc pu étre identifiés et aboutir a une expression de

la complaisance du matériau comme dans les articles de B. Abdel-Magid [1] et de McBagonluri
[70].

L'article de Jean-Frangois Caron [28] montre donc que le fluage des composites a matrice
polyester n’est pas négligeable mais qu’il est limité. Il est difficile d’étre plus précis car les
propriétés des résines sont relativement variables d"un fabricant a ’autre. Le protocole d’essai
proposé reste malgré tout trés simple et trés rapide de mise en ceuvre. On peut donc envisager
que, pour la construction d'un gridshell en composite verre/résine, un fournisseur soit rapide-
ment sélectionné et que des essais de fluage soient effectués en parallele des autres études de
structure. C’est d’ailleurs ce qui avait été fait pour la construction du gridshell de Mannheim ou
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I'identification des parametres du fluage du bois, les tests sur les assemblages et les calculs de
changement d’échelle étaient menés de front [48].

F1G. 2.12 — Plan du bati de fluage développé dans [28].

2.3.2 Identification du comportement longitudinal
Contexte et protocole expérimental

La mise en forme des structures de gridshells par flexion fait subir au matériau de grandes
transformations. Il est important que celles-ci restent dans un domaine élastique pour pouvoir
pallier les aléas de chantier et pour qu’éventuellement on puisse démonter la structure. Il faut
donc vérifier que le comportement des tubes demeure linéaire élastique lors de toute la phase de
montage. On étudie pour cela le comportement en flexion des tubes pultrudés verre/polyester
prévus pour la construction du gridshell prototype du LAMI. Le diametre extérieur des tubes
est de 42 mm, le diametre intérieur de 35 mm, soit une épaisseur moyenne de 3,5 mm. La section
est composée d'une partie centrale avec des fibres uniquement dans ’axe du profilé, recouverte,
a l'intérieur et a I'extérieur, par une couche de mat avec des orientations aléatoires de fibre pour

protéger la partie résistante du tube.

F1G. 2.13 — Protocole expérimental pour 1’'étude des tubes composites en grande transformation.

Le protocole expérimental représenté sur la figure 2.13 est celui d’un long tube fléchi sous
I'action d’un céble tendu entre ses extrémités. Cette expérience a été choisie, car il existe une
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expression simple en grande transformation de la géométrie post-flambée du tube connue sous
le nom d’«elastica d’Euler » (cf. paragraphe 3.7.1). L'expérience est pilotée en déplacement par le
raccourcissement progressif de la longueur du cable. Un capteur de force est placé sur le cable et
une jauge de déformation est collée a mi-longueur sur la partie supérieure en tension du tube.
Le déplacement a mi-longueur et la longueur du cable sont mesurés a chaque étape. La barre est

déchargée une fois afin de vérifier la réversibilité des déformations.

Identification du module d"Young longitudinal

Pour identifier le comportement des tubes, le plus simple est de connaitre leur courbe
contrainte-déformation. La déformation maximale est donnée par une jauge située sur le tube
a mi-longueur. Si I'on néglige la contrainte liée a 1’effort normal devant celle liée aux efforts de
flexion, la contrainte maximale peut étre évaluée a 1’aide de la force F dans le cable, de la fleche

f a mi-longueur, du rayon R du tube et de son inertie I selon la formule ci-dessous.

_FfR
T

max

o (2.18)

Comme on peut le constater sur la figure 2.14, la courbe o — € est parfaitement rectiligne
avec une pente identique en charge et en décharge. On en déduit donc que le comportement
des tubes en grande transformation est bien linéaire élastique jusqu’a la rupture. Sur les trois
tests qui ont été réalisés, on trouve un module d"Young moyen de 26,7 GPa avec un écart type
de 0,3 GPa. C’est ce module qui sera considéré comme le module d"Young longitudinal E; du
matériau par la suite. On note également que, pour chacun des trois essais, des craquements
ont été audibles avant la rupture du tube aux alentours de 320 MPa. Cela incite a penser qu’il y
a déja, a ce niveau de sollicitation, un début d’endomagement et que la rupture du tube serait
sans doute survenue si I’on avait maintenu cette charge constante assez longtemps, comme a pu
le constater Aude Petel [83] lors de ses essais. La contrainte longitudinale & rupture du tube en

fl

. ex .
flexion o7 se situe vers 350 MPa.

Comparaison avec l’elastica d’Euler

La courbe théorique de l'elastica d’Euler peut étre entierement caractérisée a I’aide d"un para-
metre adimensionnel (cf. J. Courbon [33] et paragraphe 3.7.1). Si ’'on note [ la longueur du tube,
a la longueur du céble et F. la force critique de flambement d’Euler (calculée a 1’aide du module
d”Young moyen que 'on vient d’évaluer expérimentalement), les mesures prises au cours de 1'ex-
périence permettent de construire trois parametres adimensionnels : F/F, a/l, f/l. De chacun
de ces parametres on peut déduire un angle initial « pour chaque pas de temps (cf. tableau 3.1).

La comparaison de ces angles est présentée sur la figure 2.15.

Les courbes obtenues pour les parametres a/! et f/I sont paralleles mais il existe entre elles
un décalage d’environ o,1 radians. Ce décalage s’explique par la présence d"une excentricité ey,
entre le tube et le cable. Cette excentricité au niveau du point d’application de la charge induit

un moment flechissant constant dans le tube avant méme que I'on commence & raccourcir le
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cable ce qui se traduit par 1'apparition d’un angle initial supplémentaire que 1'on peut évaluer
selon (2.19). Les calculs donnent une valeur de 0,096 radians ce qui correspond a peu de choses

pres au décallage entre les deux courbes.

I Finit -+ €ex
p
Kinit = T E.1 (2.19)
360 1.2
320 i
280, 1.0
240 0.81
200
0.6 1
1601 ~@®—— Anglefonction de F/Fcr
1201 0.4 Angle fonction de all
80- 7 .
10 Angle fonction def/I
40! 0.2
0 T T T T T T ocoOY—7T——————T
00 02 04 06 08 10 12 14 0 20 40 60 80 100120140160180200

F1G. 2.14 — Comportement d'un tube fléchi ~ Fic. 2.15 — Comparaisons des angles initiaux

Quant a la courbe liée au parametre F/F., on peut considérer qu’elle suit approximativement
les deux autres. Les fluctuations qui demeurent sont principalement dues a la sensibilité de
la géométrie au changement de force dans le cable. En effet, une augmentation de 5 % de la
tension du cable se traduit par une augmentation de 30 % de l'angle initial (cf. tableau 3.1).
C’est pourquoi les différents frottements dans le systeme peuvent altérer la mesure du capteur
de force et conduire a de grandes variations de 1’angle initial correspondant. L'approximation
qui est faite semble satisfaisante et on peut donc conclure que la forme post-flambée prise par

un tube correspond bien a la courbe caractéristique de l'elastica d’Euler.

2.3.3 Identification du comportement transverse
Remarques sur le mode de ruine

Lors des essais présentés sur la figure 2.13, la rupture des tubes est tres brutale et tres violente.
La ou les contraintes étaient les plus fortes, on peut voir sur la figure 2.16 que la section est
comme pulvérisée. On remarque aussi une grande fissure longitudinale, comme si le tube s’était
écrasé sur lui-méme, avec une rupture de la résine sur 1’axe neutre de la section. Ce phénomene
a été désigné sous le nom d’ovalisation par L. Brazier [26, 56]; pour les tubes homogenes, il
n’est sensible que pour des rapports e/ R (épaisseur sur rayon) supérieurs a 1/50. Pour les tubes
testés ici, le rapport e/R vaut 1/6; 'anisotropie du matériau semble donc jouer un role tres
important. Pour bien comprendre le comportement en grande transformation des tubes fléchis,
il faut étudier les déformations transversales dans le profilé car I’éclatement du pultrudé est si
soudain qu’il est impossible de déterminer si la ruine est provoquée par la rupture de la partie

comprimée, par son instabilité ou par la rupture de la résine du fait de 1’ovalisation.
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F1G. 2.16 — Rupture caractéristique d"un tube fléchi.

Détermination expérimentale du module transverse Et

Le phénomeéne d’ovalisation fait intervenir le module d"Young transverse Er du matériau
et introduit des contraintes transversales dans la section. Il parait donc nécessaire de mettre en
place un dispositif expérimental qui permette de mesurer Et ainsi que la résistance a rupture
(T;upt. On se propose donc de faire un essai de compression du tube dans le sens transverse
(cf. figure 2.17). La mesure de la force P exercée par le plateau supérieur de la presse et du
déplacement é du point d’application de la charge P permet de connaitre expérimentalement la

raideur Keyp du tube (2.20).

(2.20)

F1G. 2.17 — Expérience de flexion transverse d"un tube

On peut également obtenir une expression analytique de cette raideur. Pour cela, on consi-
dere que le tube pris dans le sens transverse peut étre assimilé a une poutre circulaire dont la
largeur est égale a la longueur de l'échantillon. De plus, 'essai de la figure 2.17 possede deux
plans de symétrie contenant chacun I'axe du tube : le premier est paralléle au plateau de la
presse, le deuxieme parallele a la direction de chargement. On peut donc réduire 1’'étude ana-
lytique de ce protocole expérimental a 'étude d'un quart de la section du tube, c’est-a-dire a
I'étude de la poutre formant un quart de cercle de la figure 2.18. Les conditions d’appuis de
cette poutre sont le résultat des coupes effectuées le long des plans de symétrie : le déplacement

radial est libre, mais le déplacement orthoradial et la rotation sont bloqués.
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F1G. 2.18 — Essai de compression d'un anneau  FIG. 2.19 — Systéme isostatique associé a 2.18

Pour évaluer la raideur de cette poutre, il faut déterminer le déplacement ¢ du point d’appli-
cation de la charge. On calcule tout d’abord pour cela le moment Mt dans la poutre. Comme la
structure est hyperstatique de degré un, on utilise le théoreme de Ménabréa qui permet d’éva-
luer le moment hyperstatique Mr a partir d’une structure isostatique associée. On considére ici
celle de la figure 2.19. Dans cette derniere, on a noté R le rayon moyen du tube, e son épaisseur, L
la longueur de tube étudiée et 0 le parametre angulaire associé a I’abscisse curviligne. On calcule
ensuite Mp, le moment d@i au chargement P/2 appliqué par la presse, et M;, le moment unitaire

lié a la coupure qui a été effectuée en 0 = 71/2. Leurs expressions sont données ci-dessous.

Mp = gR(l —cos(f)) et M;=1 (2.21)

Ensuite, d’apres le théoréme de Ménabréa, le moment Mt dans le systeme hyperstatique est

de la forme Mp + X - M ot X est solution de I'équation suivante :
/ * M,M;Rd6 + X / * M2Rd6 =0 (2.22)
0 0

On en déduit donc la valeur de X et l’expression finale du moment My :

Mr = %(1 — gcos(B)) (2.23)

On remarque que la contrainte tangentielle a rupture dans le tube o'" " est donnée par (2.24) :

rupt _ M;ltpte _ épruptR
T 21t m el

(2.24)

A partir de l'expression du moment Mr et de celle du moment Mp lié au chargement P,
on peut calculer le déplacement é sous le point d’application de la charge P. On remarque tout
d’abord compte tenu de la symétrie de la structure par rapport au plan parallele aux plateaux
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de la presse, le déplacement § est le double du déplacement radial w observé en 6 = 7t/2 (cf. fi-
gure 2.18). Ce dernier se calcule aisément a l'aide du théoreme de Pasternak dont I’expression

est donnée par :

. 7T . 7 MTMP . é
w(f = )_/0 L TRAD = (2.25)

Tous calculs faits, on trouve pour J I'expression suivante :

PR® . 2
_ r_ £ .26
B2 7 (2.26)
Finalement, on obtient donc comme valeur de la raideur théorique Ky, :
P _ 3L T
Kth = g soit Kth = ETFm (2.27)

A l'aide des deux expressions de la raideur données par les équations (2.20) et (2.27), on
déduit I'expression (2.28) du module d"Young transversal E en fonction des données de 1’essai

de compression.
P R? 24

Er=—- = (3m— — 2.28
T= 5 &L ( T ) (2.28)
Deux séries d’essais ont été effectuées, la premiére comporte 9 échantillons d'une longueur L
d’environ 40 mm et la seconde 4 échantillons dune longueur d’environ 20 mm. Les résultats
expérimentaux de ces 13 essais donnent pour K.y, des valeurs identiques avec le méme niveau
de dispersion pour les deux séries, soit une valeur moyenne de 748 N/mm avec un écart type
de 51 kN/mm. A l'aide des caractéristiques géométriques des échantillons étudiés (¢ = 3,40 mm

et R = 19,16 mm), on peut déduire une valeur du module d"Young transverse :

Er =59%0,4 GPa. (2.29)

De plus, tous les essais effectués ont été conduits jusqu’a la rupture de facon a évaluer la
contrainte a rupture dans le sens transverse du matériau. La valeur de la contrainte qui est
retenue pour la rupture est celle de I'apparition de la premiere fissure longitudinale qui appa-
rait bien avant la rupture complete du tube. En effet au-dela de cette premiere fissuration la
contrainte mesurée correspond plus a la résistance de la structure du tube qu’a celle du maté-
riau. La charge critique d’apparition de la premiere fissure se repere assez facilement par des
craquements du matériau ainsi que par une rupture de pente sur la courbe force-déplacement

de l'essai. A I'aide de (2.24), on déduit ensuite la valeur de la résistance a rupture U;up L

Sur I'ensemble des essais effectués, on distingue nettement deux groupes de valeurs de ré-
sistance a rupture, le premier se situe vers 25,5 + 2 MPa et le second vers 11,9 & 2 MPa. Tous les
échantillons de 20 mm appartiennent au deuxieme groupe dont la résistance est la plus basse.
On est donc tenté de penser qu’il y a un effet d’échelle et que I'endommagement lié a la découpe
des échantillons a une importance d’autant plus grande que 1'échantillon est petit. Pour pouvoir

conclure, il faudrait compléter ces essais par une troisieme série d’essais avec des échantillons
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d’une longueur supérieure a 40 mm. Cela n’a pas été fait parce que 1'utilisation d’échantillons
plus longs accentue les défauts de parallélisme des plateaux de la presse ce qui conduit a des
concentrations de contraintes et a une rupture précoce des éléments. Il faudrait donc revoir le
dispositif d’essai et mettre une rotule en amont d’un des plateaux. Le temps manquant pour
cela, il a été décidé d’admettre pour les contraintes a rupture tangentielle les valeurs fournies

par le fabricant.

Comparaison avec les données du fabricant

Dans le sens longitudinal, les données du tableau 2.2 fournies par le fabriquant sont en re-
lativement bon accord avec les résultats trouvés expérimentalement dans la partie 2.3.2. Dans le
sens transverse, la valeur expérimentale du module d"Young est supérieure de 50% a la valeur
annoncée par le fabriquant pour le module d"Young de la résine. Ceci est tout a fait compré-
hensible : les tubes sont recouverts de deux couches de mat (une a l'intérieur et une autre a

I'extérieur) qui contiennent des fibres et qui viennent augmenter la raideur du tube dans le sens

transverse.
TaB. 2.2 — Propriétés mécaniques des tubes fournies par le fabriquant.
Sens o"P (en MPa) ¢/'* (en MPa) ¢ (en MPa) E (en GPa)
Longitudinal 220 350 500 25
Transverse 60 50 3,8

Les mémes causes entrainant les mémes effets, on s’attendrait a trouver le méme type de
résultats pour la résistance a rupture dans le sens transverse. On constate au contraire que la
résistance a rupture est nettement plus faible (-50 % dans le meilleur des cas) que celle de la
résine seule. Cet écart important peut s’expliquer par la nature des essais effectués. En effet, tous
les échantillons testés sont des portions de tube, ils possédent donc tous une géométrie courbe
qui entraine une sollicitation sévere du matériau et une tres grande sensibilité aux imperfections.
Les résultats du fabriquant de tubes sont issus d’éprouvettes planes sollicitées en traction simple
dans lesquelles le champ de contrainte est uniforme. Il est donc vraisemblable que les valeurs
réelles des résistances a rupture du tube dans le sens transverse soient plus proches de celles du

tableau 2.2 que celles issues du paragraphe précédent.

Les valeurs prises en compte par la suite seront donc les suivantes :

— pour les modules d"Young : Er = 5,9 GPa et E;, = 26,7 GPa,

— pour les résistances a rupture dans les parties en compression : (T;upt = (T;Ump = 60 MPa et
o't = (f{l” = 350 MPa;

— et pour les résistances a rupture dans les parties en tension : ;" f = ot = 50 MPa et

rupt __ _trac _
o, " = 07" = 500 MPa.
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2.3.4 Ovalisation des sections
Principe de la modélisation

Sous l'action des efforts de flexion dans les tubes, on observe une distortion de leur section
transversale. En effet, les contraintes de traction dans la fibre supérieure et de compression dans
la fibre inférieure entrainent un écrasement de la section. Ce mécanisme d’ovalisation induit une
forte augmentation des contraintes transversales et une instabilité liée a une perte de rigidité de
la section. Comme on peut le voir dans la bibliographie abondante de l'article de Karamanos
[56] de nombreux articles traitent du probleme et se référent pour beaucoup a la théorie de Bra-
zier [26]. Celui-ci propose une cinématique des déplacements transversaux telle qu'une section
circulaire fléchie se déforme de facon ellipsoidale. L’énergie de déformation liée a cette ovali-
sation est ensuite considérée comme égale a celle de la déformation d'un anneau de longueur
unité. Elle vient s’ajouter a 1’énergie de flexion de la fibre moyenne du tube. Dans cette modé-
lisation, I'ovalisation est donc traitée comme la somme de deux phénomeénes unidimensionnels
et non comme un probleme de coque. Cette approximation, non négligeable, permet déja une
bonne appréhension du phénomene et permet une estimation analytique des contraintes liées a

I'ovalisation.

Approche phénoménologique

Lorsque 1’on soumet une section a un moment de flexion positif, les fibres supérieures sont
tendues et les fibres inférieures sont comprimées. Les unes et les autres tendent a se rapprocher
de I’axe neutre de la section de fagon a retrouver leur état d’équilibre. Ce phénomene peut se
traduire par un effort extérieur, appliqué a chaque fibre, dirigé perpendiculairement a la fibre
neutre de la section et proportionnel a I’allongement de la fibre. Ces efforts extérieurs provoquent
un écrasement de la section que 1’'on nomme ovalisation. De plus, si 'on se place dans le cadre
des hypotheses de Navier-Bernouilli, les sections droites restant droites, I’allongement des fibres
est proportionnel a la distance a la fibre neutre. Par conséquent, on peut considérer que, dans
notre cas, I’étude de la cinématique du phénomene d’ovalisation se réduit a I’étude d"une section
de tube soumise a un effort proportionnel a la distance a 'axe neutre de la fibre. C’est un
probléme plan de mécanique des poutres qui, compte tenu des symétries de la géométrie et du
chargement, se rameéne a 1'étude du quart de cercle de la figure 2.20 soumis a un chargement

p sin 0 représentatif des efforts induits par les fibres.

Le systeme est hyperstatique de degré un. Pour déterminer I'inconnue hyperstatique, on
utilise a nouveau le théoreme de Ménabréa. Pour cela, on considere le probleme isostatique de
la figure 2.21 associé a celui hyperstatique de la figure 2.20. On note R le rayon moyen du tube,
e son épaisseur et L la longueur de tube étudiée. On calcule alors M, le moment di aux efforts
d’ovalisation psin(f), et M; le moment unitaire 1ié a la coupure qui a été effectuée en 6 = 71/2
dont les expressions sont données ci-dessous :

pR®

M, = T(l +cos(20)) et M;=1 (2.30)
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FIG. 2.20 — Ovalisation d'un quart de cercle  Fic. 2.21 — Systéme isostatique associé a 2.20

D’apres le théoreme de Ménabréa, le moment Mt dans le systéme hyperstatique est de la
forme M, + X - M; ou X est solution de I'équation (2.22). On en déduit donc la valeur de X et
I'expression finale du moment Mr.

2

Mt = % cos(20) (2.31)

Du point de vue cinématique, on se place dans le cadre des hypothéses de Navier-Bernouilli
et on suppose que les rotations sont petites au cours de 'ovalisation. On note w(0) le déplace-
ment radial, v(0) le déplacement tangentiel et ' la dérivation par rapport a 6. Les déformations

dans la structure sont caractérisées par la déformation axiale et et la variation de courbure x7 :

vl+w v/_w//

R et xr= R

€T = (2.32)
Pour simplifier le probléme, on fait I'hypothese que la structure est inextensible, ce qui revient
a supposer er = 0. On en déduit alors que v/ = —w. En substituant ce résultat dans I’expression

(2.32), on obtient pour xy 1’expression :

w+w//

R2 (2.33)

KT =
De plus, le quart de cercle étudié est une section d’un tube en composite. La propriété mé-
canique de la poutre qui modélise la section est donc le module d"Young Et dans la direction
transverse. Le comportement de la poutre s’écrit donc :
eL

M7 = Eplrkr avec It = T (2.34)

En combinant les expressions (2.33) et (2.34), on obtient une équation différentielle du deuxieme

ordre en w. Apres résolution de cette derniere, on trouve pour w l’expression suivante, ot C; et
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C sont deux constantes d’intégration :

pR*

YT L

cos(20) + Cy cos(0) + Cy sin(6) (2.35)
Comme on a fait I'hypothése que la poutre est inextensible, on peut calculer 1'expression
(2.36) du déplacement tangentiel v par simple intégration de I'expression de w.

1 pR*
2 Epé3L

sin(26) + C; sin(0) — C cos(0) (2.36)

En utilisant les conditions aux limites, c’est-a-dire le fait que v(0) = v(5) = 0, on démontre
que C; = 0 et C; = 0. Les déplacements liés a 'ovalisation de la section sont donc donnés par

les expressions :
_ pR 1 prR* |
w = EoL cos(20) et v= T2 E oL sin(26) (2.37)

Si I'on définit le parametre d’ovalisation ¢ de la section comme le rapport du déplacement
radial maximum Wy, au rayon R du tube, on obtient :

[ = Wmax _ pR’
R~ EréL

(2.38)

En introduisant le parametre ¢ dans (2.37), on remarque que l'on obtient exactement les
expressions (2.39) et (2.40) admises par Brazier [26] pour sa modélisation de la cinématique du
phénomene d’ovalisation. Sous 'effet d"un couple de flexion, la section d"un tube circulaire de

rayon R se transforme donc en une ellipse de demi grand axe R(1 + () et de demi petit axe

R(1-Q).

w(6) = R cos(26) (2.39)
v(0) = — gsin(ZG) (2.40)

Détermination de ’amplitude de ’ovalisation

Dans le paragraphe précédent, on a montré que la transformation de la section d'un tube
fléchi était caractérisée par un parametre d’ovalisation { qui détermine I'amplitude des déforma-
tions transverses de la section. On va maintenant tenter de relier ce parametre { au chargement
extérieur réellement appliqué au tube, c’est-a-dire au changement de courbure longitudinale ;.

On utilise pour cela une approche énergétique comme dans l'article Karamanos [56] en
I'adaptant a un tube isotrope transverse. On étudie dans un premier temps 1'énergie U, liée
a l'ovalisation de la section que 'on assimile a une poutre circulaire. Si I'on se place dans le
cadre des hypothéses de Navier-Bernouilli et que 1'on suppose que la poutre est inextensible,
I'énergie d’ovalisation dépend uniquement du changement de courbure transversale xr. Si 1'on
suppose de plus que les rotations sont petites au cours de 1’ovalisation, I'expression de la va-
riation de courbure est donnée par (2.33). En introduisant I'expression de w (2.39) dans (2.33),
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on obtient une nouvelle expression de xr et de la déformation transversale er en fonction de 7
I'épaisseur comprise entre —e/2 ete/2:

_%LS(ZG) et er = _?)CLS(ZQ)U (2.41)

kT = R R

Lors de la transformation considérée la section se déforme dans un plan perpendiculaire a
I'axe du tube, c’est donc le module d"Young transverse du matériau Er qui doit étre pris en
compte dans le calcul des contraintes liées a 1’ovalisation. L'énergie de déformation d’ovalisation
U, est donc donnée par :

1 1 2@ e/2 2
u, = E/S(TTerS = 5/0 /6/2 Er(xrn)"Rdody (2.42)

Compte tenu de I'expression (2.41), I'énergie d’ovalisation s’écrit finalement :

3

_ e 2
U, = 8 R ETg (243)

Dans un deuxiéme temps, on s’'intéresse a 1’énergie liée a la flexion longitudinale Uj. Celle-
ci se calcule aisément d’apres la théorie des poutres de Navier-Bernouilli en fonction de la

contrainte longitudinale o7, et de la déformation longitudinale €y .
1 1 r2m re/2
Up = = / o€.dS = 7/ / EL(:‘LZRdeT] (2-44)
2 Js 2 Jo —e/2

Comme le tube est initialement droit et qu’il n’est soumis qu’a une contrainte de flexion
simple, on déduit I’expression de €, en fonction de la courbure x; imposée au tube et de y la

distance a ’axe neutre.

€L = KLY (2.45)

Dans la configuration initiale, la distance a 1’axe neutre est (R + #) sin(6). Dans la configu-
ration déformée, le déplacement en chaque point du tube est donné par we, + ver et la distance

y s’écrit donc :

y=(R+n+w)e,+ver) e, = (R+1+w) sin(f) + v cos(6) (2.46)

En remplagant dans l'expression ci-dessus, v et w par les valeurs données en (2.39 et 2.40),

I'expression finale de la déformation longitudinale est donc :
ep =k R([1+ % + { cos(20)] sin(0) — %sin(ZG) cos(6)) (2.47)
L'énergie de déformation longitudinale (2.44) devient alors :

1, 3. 5,
Uy = 5xi*7R eEL<1 i+ Sg) (2.48)
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On remarque qu’en remplagant les caractéristiques de I’anisotropie du matériau Ej, et Et par
celle d'un matériau isotrope E, les expressions de U, et U;, sont identiques a celles présentées
par Karamanos [56]. On remarque également que, si on avait pris en compte l'effet Poisson
dans le calcul des contraintes longitudinale ¢ et transversale o7, on aurait abouti aux mémes
équations pour les énergies Uy, (2.48) et U, (2.43) car les déformations € et er sont orthogonales
([ erer =0).

Enfin, dans un troisieme temps, on calcule 1’énergie totale de déformation U par unité de
longueur de tube. Elle est définie comme la somme de I'énergie de flexion longitudinale et de
I'énergie d’ovalisation U = Uy, + U,. On sait alors que la valeur du parametre { solution du
probléme d’ovalisation est celle qui minimise I'énergie totale U, c’est-a-dire telle que dU/d{ =
0. Apres résolution de cette équation, on obtient 1’expression de { en fonction de la valeur
normalisée x de la courbure longitudinale x;, :

=K"—%— avec kK=KkL— [ (2.49)
6

N

On remarque a nouveau que cette expression est tres semblable a celle obtenue pour un
matériau isotrope (x = kLR?/e), I'anisotropie étant liée au parametre E; /Er. L'amplitude des
déformations d’ovalisation sera donc d’autant plus grande que le rapport des modules lon-
gitudinal et transverse sera grand. Si l'on considére par exemple le cas du matériau dont les
propriétés sont données dans le tableau (2.2) et ’expression (2.49), on obtient une augmentation
du parameétre { d’environ 650% par rapport au cas isotrope et donc une augmentation d’autant
de I'amplitude des déformations dues a 1’ovalisation. Le phénomene d’ovalisation pour les tubes
composites est donc sensible pour des rapports R?/e beaucoup plus faibles que pour des tubes
isotropes et la rupture risque de se produire pour des chargements moins élevés.

Critere de Tsai-Hill

Dans les essais de flexion représentés sur la figure 2.13, la brutalité de la rupture ne permet
pas de trancher entre les différents modes de ruine. En effet, la variété des fissures observées
(écrasement du tube, rupture de la partie comprimée) permettent d’envisager une rupture des
tibres en compression (rupture due a ¢7), une ovalisation de la section (rupture due a o), une
combinaison des deux ou une rupture liée a 1'instabilité de la partie comprimée. Pour évaluer la
contribution de ces différents modes ou des différentes contraintes correspondantes, on va dans
un premier temps utiliser le critére de Tsai-Hill et dans un second temps vérifier la stabilité de

la zone en compression.

On remarque tout d’abord que toutes les ruptures observées lors de ces essais I'ont été dans
la partie centrale du tube, la ol la courbure est maximale. Or dans cette partie, le cisaillement
Trr est nul puisque 'effort tranchant est nul (la tangente a la courbe en ce point est parallele
a la ligne d’action des forces). On ne tiendra donc pas compte du terme de cisaillement dans
I'expression du critére de Tsai-Hill (2.17). Ensuite, on peut calculer les valeurs des termes o7, et
or, en fonction de déformations longitudinales €;, (2.47) et des déformations transversales er
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(2.41) pour lesquelles I'expression du parametre de 'ovalisation { en fonction de «;, a été donnée
plus haut en (2.49).
Er viTEr vrLEr Er

= €l er et or= €L + €T (2.50)
1—vrvrr 1—vrrver 1—vrrvrr 1—vrrvrr

oL

A l'aide de l'expression (2.50), on montre que, quelle que soit la partie de la section considé-
rée, le critere est toujours maximal en peau. On peut alors tracer la valeur maximale du critere
de Tsai-Hill dans I’ensemble de la section en fonction de I’angle 6. Les valeurs du critere pour un
tube de rayon R = 19,25 mm et d’épaisseur ¢ = 3,5 mm sont représentées sur la figure (2.22) pour
quatre valeurs de la courbure xz, (0,25 - 0,35 - 0,45 et 0,55 m™). On voit ainsi 1’évolution du profil
des contraintes dans le tube, notamment au niveau de 'axe neutre. Ces profils de contraintes
ont été validés par une modélisation avec un logiciel de calcul aux éléments finis par Aude Petel
[83].

Critére de Tsai—Hill

Avec ovalisation

0.6 Sans ovalisation

Courbure longitdinale en m—1
0.0 T T T T T T
0.0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 a7

F1G. 2.22 — Variation du critere de Tsai-Hill en  F1G. 2.23 — Critere de Tsai-Hill en fonction de
fonction de 1’angle 0. la courbure longitudinale x; .

On constate que la valeur maximale du critére est atteinte en 6 = 371/2 quelle que soit la
valeur de la courbure x;. En effet, c’est 1a que se cumulent une contrainte de compression dans
le sens longitudinal et une contrainte de tension dans le sens transverse, ce qui correspond a
la sollicitation la plus défavorable de la section. La ruine du profilé survient donc dans la zone
de compression pour une courbure longitudinale de 0,626 m™, ce qui correspond a un rayon
de courbure de 1,60 m. Au dela de la ruine, il est intéressant d’étudier 1’évolution du critére
avec la courbure «7, afin notamment de se rendre compte de 'importance de 1’augmentation de
contrainte du fait de ’ovalisation. Ainsi, sur la figure (2.23), on a tracé la valeur du critere pour la
situation de référence sans ovalisation ainsi que dans le cas ot I'ovalisation est prise en compte.
On constate que 1'ovalisation est négligeable (inférieure a 3 %) jusqu’a une courbure de 0,08 m™
(soit jusqu’a 13 % de la contrainte a rupture), faible (inférieure a 10 %) jusqu’a une courbure de
0,29 m™ (soit jusqu’a 46 % de la contrainte a rupture) et déterminante au-dela. Pour diminuer
I'influence des contraintes de traction dans la résine sur la rupture, on peut envisager de changer
de processus de fabrication des profilés et de rajouter des fibres perpendiculairement a I’axe par
enroulement filamentaire. Les performances du pultrudé s’en trouveraient améliorées mais le

cotit du matériau augmenterait d’environ 30 %.
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2.3.5 Instabilité locale de la partie comprimée
Domaine de validité de I’approche proposée

La partie inférieure d'un tube en flexion est comprimée, elle est donc sujette a une instabilité
locale de flambement. Une premiere approche du phénomene consiste a assimiler la contrainte
limite de flambement local dans le tube fléchi a celle d’un tube soumis a une compression uni-
forme. D’apres 1'article de Karamanos [56], « cette méthode malgré sa simplicité fournit des ré-
sultats remarquablement bons (en terme de moment critique, de courbure et de longueur d’onde
de flambement) en comparaison avec les résultats d"une analyse non-linéaire aux éléments finis »
si I’on reste dans une gamme raisonnable de courbure (-1 < ¥ < 0,95). Dans cette expression,
K représente la courbure normalisée; elle se déduit aisément de la courbure longitudinale x a
I'aide des caractéristiques géométriques et mécaniques de la section du tube.

RZ\/ 1 —vrvrir

K=Kr- . (2.51)

Dans le cadre de cette étude, x; varie entre -0,6 m™ et 0,6 m™, ce qui correspond a une
courbure normalisée variant entre -0,063 et 0,063. Il est donc tout a fait 1égitime de restreindre
I’étude de l'instabilité des tubes en flexion a celle du flambement symétrique d’un cylindre
en compression. Ce probleme a déja été abondamment traité depuis 50 ans, notamment par
Timoshenko [101], Billingtion [22] et Bazant [20]. Le plus souvent, leurs ouvrages ne traitent en
détail que le cas d'un matériau isotrope; ici les tubes sont constitués d'un matériau isotrope

transverse, il apparait donc nécessaire de présenter a nouveau I’ensemble du raisonnement.

Flambement axisymétrique d'un cylindre

L’étude de la stabilité du cylindre est faite par la méthode variationnelle. On calcule l'énergie
potentielle totale du systeme en sachant que celle-ci est minimale pour le déplacement solution
du probléme. On va montrer que, pour certaines valeurs du chargement, le déplacement radial

n’est pas nul et que, par conséquent, la section est instable.

On considere pour commencer un cylindre circulaire de longueur I, d’épaisseur constante
e, de rayon médian R soumis a une force axiale uniforme N,, qui est positive en traction et
constante dans le temps (cf. figure 2.24). Le systeme de coordonnées cylindriques est choisi de
sorte que dans le repere local, 'axe e, est orienté le long de 'axe du tube, ’axe er selon la tan-
gente et I’axe e, selon la normale sortante. On note u le déplacement selon e, w le déplacement
selon e, et v le déplacement selon er. Pour les propriétés mécaniques du matériau, on note E;
le module d"Young longitudinal, Er le module d"Young transverse, vyt et vty les coefficients de
Poisson. Le sens longitudinal du matériau coincide avec I’axe du cylindre, c’est-a-dire avec e;.

Description des déformations et des contraintes

On suppose que le flambement du tube est parfaitement axisymétrique. Cette hypothése
simplifie beaucoup les calculs et on montre en général que les premiers modes de flambement
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F1G. 2.24 — Flambement symétrique d"un cylindre (notations).

non symétriques sont obtenus pour des énergies tres proches de celle du mode axisymétrique
(quelques pour-cents). Les différentes variables ne dépendent donc ici que de z et le déplace-
ment v est nul. On note ' la dérivation par rapport a l'unique variable z du probléme. On peut
alors calculer les déformations dans le cylindre a partir de leurs définitions en fonction des
déplacements u et w :

12 72
. ;L W +u
€, = M—Fiz
w 1,w.2 (2
- — 1 (= .52)
er ® T2(%)
yr = 0

Par mesure de simplification dans (2.52), on va négliger u'* devant u’ et w? devant w. En
revanche, on ne fait pas d’hypotheése sur les ordres de grandeurs respectifs de u et de w; la
prise en compte d'un terme non-linéaire en w dans la déformation €; est indispensable a la
prédiction du phénomeéne de flambement. On reconnait par ailleurs dans e, la déformation
liée au changement du rayon du tube de R a R+ w (en effet e = (21(R+ w) —27R)/2nR =
w/R). Le déplacement radial w entraine également de la flexion dans le tube. Dans le cadre des
hypotheses des coques de Kirchhoff-Love, la variation de courbure longitudinale est x;, = w” .
Les autres variations de courbure sont nulles car le flambement est supposé axisymétrique. On
peut ensuite déduire les contraintes longitudinales o7, et transversales or en fonction de 7, la
position dans 1'épaisseur du tube :

E viTE
o = ——F—(ep +yK) + ———er
1—vrLver 1—vrLvir (2.53)
_ vrLEL Er
or = ————(ep+nyKL) +

1—vrrvrr 1—vrovir
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Equation caractéristique

Pour établir I'équation différentielle caractéristique du probléeme, on calcule 1'énergie poten-
tielle de déformation élastique U%f du tube.

1 /!
s = /0 l onler+ ) + orer)2nRdndz (2.54)

En remplacant les contraintes par leurs expressions en fonctions des déformations et en
intégrant par rapport a 1, la position dans 1’épaisseur, on obtient :
TR l e3

/ (ELeeL + ETeeT + 2vr Erecrer + Ep 12KL)dZ (2.55)

udef _
1—wvrrvir Jo

Sil’on considere que I'effort de compression N, est constant au cours du flambement, éner-

gie potentielle liée aux efforts extérieurs U peut s’exprimer de la fagon suivante :

U = —27RN,,u(l) (2.56)

Les déplacements u et w solutions du probléme minimisent I'énergie potentielle totale de
la structure U/ = Udef 4 1. Pour de petites variations (cinématiquement admissibles) Ju
du déplacement axial et Jw du déplacement radial autour de la solution, la variation d’énergie

suflamb qoit étre nulle. D’apres (2.54) et (2.56), ces variations d’énergie s’écrivent :

27tR !
sy flamb _cnke / (EL(eL + vrrer)der + Er(virer + €T)5€T) dz
1-— VTLVLT 0
+ — / EL—KL(SKLdz — 27TRN,,0u(l) (2.57)
1—vrrver

Les variations de déformations der, der et dxy, se calculent a I'aide des expressions (2.52).

dse; = ou +w'suw
Ser = %" (2.:58)
oxp = ow”

\

En insérant ces expressions dans (2.57), on obtient :

27TR !
sy flamb _ R / <ELe(eL +vrrer)ou’ + Epe(er +vrrer)w'sw’
1-— vrLvrT JO
ow
+ Ere(virer +€r)— R + ELEKL(Sw )dz — 27TRN,,0u(l) (2.59)

On integre ensuite par partie tous les produits dans lesquels interviennent les dérivées de du
et w en tenant compte des conditions aux limites de 1’expérience illustrée sur la figure 2.24. Du

point de vue des déplacements, le plan sur lequel repose le cylindre est immobile verticalement
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u(0) = 6u(0) = 0 et, comme dw est une perturbation de 1'équilibre, éw(0) = dw(l) = 0. De plus,

(
les moments aux extrémités du cylindre sont nuls, donc : w”(0) = w” (1) = dw”(0) = dw’ (1) = 0.

I
syflamb  — _ 2R / ( — Ere(er +vrrer) du — Ere((er + vTLeT)w’)/éw
1—wvrrver Jo
) 3
+ Ere(virez + eT)% + EL%KZZ”&U) dz
Eie
+ 27‘[R(1 L (er(l) + vrrer(l)) — Nzz)ou(l) (2.60)
—VrLvrr

Comme u et w minimisent 6U, I’expression (2.60) doit étre nulle quels que soient éu et dw. Les

termes sous l'intégrale doivent donc étre nuls. On obtient ainsi le systeme différentiel suivant :

0 = (er+vrer)
ELE
0 = 7(€L(l) + VTLeT(l)) - sz (2.61)
1—vrpvrr
Y e 33 //
| 0 = —ELe((GL +vrLer)w ) + ETﬁ(VLTeL +er)+ ELEKL

En intégrant la premiere équation de (2.61) et en tenant compte de la deuxiéme équation de

(2.61), on obtient :
ELE
m(eL + VTLGT) — NZZ (2.62)

On remplace alors (€1 + vrrer) par sa valeur en fonction de Nz, dans la troisieme équation
de (2.61) :
E L 63

— %" =0 .6
1-— VTLVLT 12KL (2 3)

e N,
—szw” + ETE(ULT?LZ:? + €T) +

Enfin, on remplace €7 et k1, par leur valeur en fonction de w :

e N w E; el
_ N - zz | W " =0 6

La solution particuliere de 1’équation ci-dessus est évidente :
N N.

0 2z 0 2z

= 2% et — 22

€L ELe e (—:T VLT ELe

N N, R
Soit u’ = ELZZZ et w'=—vir EZLZ - (2.65)

L'équation différentielle homogene associée a (2.64) fournit 'équation caractéristique qui

gouverne la stabilité du cylindre :

we 17
ETT - szw +

E 3
= L =0 (2.66)

1—vrLvpr 12
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Etude de la stabilité de la section

L’équation (2.66) est une équation différentielle du quatrieme ordre qui admet comme so-
lution périodique les fonctions de la forme w = wysin(mmx /1), ot m est un entier qui décrit
le nombre d’ondes qu’aura la déformée du cylindre apres flambement. Ces solutions sont bien
en accord avec les conditions aux limites en déplacement w(0) = w(h) = 0 et en moment
w”(0) = w”(h) = 0. La substitution de w = wy sin(mmx/1) dans 'équation (2.66) conduit a la

charge critique suivante :

N = (o1 () * 1o (7)) @67

Cette charge critique dépend de m7/I, elle est minimale pour :

mr7t (1 — VTLVLT)ET 12 \1/4
T ( E; e2R2) (2.68)
La charge critique vaut alors :
or 62 ETEL
NI =——) o (2.69)

R 3(1 — VTLVLT)

Cette valeur de la charge critique est en accord avec celle trouvée par Bazant [20] dans le
cas d'un matériau anisotrope. On vérifie d’ailleurs facilement que, dans le cas ot le matériau
est isotrope, on retrouve la valeur communément admise dans les ouvrages de référence [101],
[22], [20]. Pour connaitre 1’ordre de grandeur de la contrainte de compression qui provoque le
flambement local du cylindre en flexion, on utilise les valeurs du tableau 2.2 pour les caractéris-
tiques mécaniques de la section. Le rayon de courbure maximal du tube dans la configuration

déformée R;Z”x est évalué a partir de I'expression (2.41) :
1y -1
max __ max | _
R} = (KT + R) T (2.70)

Le parametre { de l'ovalisation se calcule a partir de la courbure imposée au tube d’apres
les expressions de (2.49). Pour une courbure imposée x; = 0,5 m™, I'amplitude de 1'ovalisation
est de { = 1,82 % si bien que le rayon de courbure final est R?mx = 20,36 mm. La valeur de la
contrainte limite de flambement local se déduit ensuite de 1’expression (2.69) :

cr
max N

O flamb = % = 982 MPa (2.71)

2.3.6 Conclusion sur le mode de ruine des tubes en flexion

La contrainte critique de flambement est beaucoup plus élévée que la contrainte longitudi-
nale maximale observée lors des essais (350 MPa). Ce n’est donc pas l'instabilité de la partie
comprimée du tube qui entraine la ruine. La figure 2.22 montre également qu’avec les valeurs
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des parametres du composites du tableau 2.2, la valeur maximale du critére est atteinte en fibre
inférieure du tube et non pas dans les parties latérales. C’est donc la contrainte longitudinale

qui provoque la rupture en compression du tube.

Le modele proposé pour l'évaluation des contraintes dans la section ovalisée du tube est treés
simple et la comparaison numérique qui a été faite par Aude Petel [83] avec un modele tridimen-
sionnel de tube avec les mémes parametres de matériau a montré que les ordres de grandeurs
étaient exacts. Il semble donc que les grandes fissures longitudinales que 1’on observe expéri-
mentalement ne soient qu'une conséquence de la rupture en compression des fibres. On note
cependant que la résistance a rupture de la partie comprimée qui a été prise en compte dans le
modeéle est la résistance a rupture en flexion, ce qui est une hypothese forte. C’est vraisemblable-
ment ’éclaircissement du probleme du couplage flexion-compression dans les composites, qui

permettra de trancher définitivement la question de 1’origine de la rupture.

2.4 Conclusion

Dans le domaine du génie civil, les matériaux composites verre/résine sont des matériaux
nouveaux qui commencent a se répandre grace au procédé industriel de pultrusion qui per-
met la production d’objets de section standardisée a des tarifs treés économiques. Les premieres
applications dans ce secteur sont malgré tout assez conservatrices et se cantonnent a une co-
pie des structures en acier du début du XX¢ siecle : armatures pour béton, renforcement par
collage, treillis, etc. Beaucoup plus souples que l'acier, les composites apparaissent rarement
comme la solution la plus pertinente pour ces applications dans lesquelles les exigences de rai-
deur conduisent a un surdimensionnment de la structure en composites et a une tres faible

sollicitation de leur résistance a rupture.

En revanche, les contraintes constructives des gridshells liées a leur processus de montage
utilisent la déformabilité des composites. Leur allongement élastique important et leur module
d"Young élevé en font des bons candidats a priori pour ce type de structure. On a d’ailleurs vu
par une étude systématique selon la méthode de Ashby que les composites constituent, avec
le bois, les meilleurs matériaux pour les gridshells. Pour un prix équivalent, les performances
mécaniques des composites sont meilleures. En contrepartie, leur bilan environnemental est
moins bon, ce qui fait apparaitre le bois comme la solution la plus écologique. Le développement
de « bio-composites » a partir de fibres de lin ou de chanvre et de résine naturelle pourrait alors

constituer l’alternative la plus intéressante.

Par ailleurs, la plupart des applications des composites dans le génie civil et dans les autres
domaines n’utilisant pas des pultrudés fléchis en permanence et en grande déformation, il
était nécessaire d’étudier le comportement mécanique a court et a long terme des composites
verre/résine pultrudés. On a constaté que le comportement instantané du matériau reste linéaire
élastique jusqu’a la rupture de la partie comprimée du tube. Il n'y a donc pas de non-linéarités
matérielles & prendre en compte dans le calcul des gridshells. En revanche de grands déplace-
ments synonymes de non-linéarités géométriques apparaissent lors du montage, 1’outil de calcul

développé au chapitre suivant devra donc étre capable de les modéliser.
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Par ailleurs, on a constaté dans les tubes fléchis que, s’il n’entraine pas la ruine du profilé, le
phénomene d’ovalisation n’est pas négligeable. Dans les tests qui ont été effectués il contribue a
plus de 10 % de la contrainte totale lorsque celle-ci atteint 46 % de la résistance a rupture. Il vaut
donc mieux rester en dega de cette valeur. Une limitation de la contrainte a 30 % de la contrainte
a rupture instantanée semble raisonnable, d’autant que cela permet d’éviter des fluages trop
importants. On verra au paragraphe 5.1.2 que cette valeur est en accord avec les coefficients de
sécurité recommandés par I’Eurocomp [32].



Chapitre 3

La méthode de relaxation dynamique :
un outil pour 1’étude des structures
élancées précontraintes en grands
déplacements

Les gridshells sont des structures dont la forme est obtenue par déformation élastique d"une
grille sans rigidité en cisaillement. Les déplacements et les déformations qui interviennent du-
rant la phase de montage sont importants si bien que leur calcul requiert des méthodes capables
de prendre en compte des non-linéarités géométriques. Ce chapitre commence par un bref his-
torique des méthodes numériques utilisées pour les gridshells : méthode de Newton-Raphson,
méthode expérimentale associée a la méthode des densités de forces et méthode de relaxation
dynamique. C’est cette derniére qui a été choisie pour le calcul des gridshells par la suite. Son
principe consiste a remplacer une recherche d’état d’équilibre statique par un calcul dynamique

fictif qui, par amortissements successifs, va conduire a 1’état d’équilibre statique.

Les détails du calcul dynamique de cet algorithme sont tout d’abord présentés. Viennent
ensuite les descriptions du calcul des efforts intérieurs et d'un modele de liaison original. Les
différents parametres de la méthode étant définis, une méthode d’optimisation de ces parametres
est proposée afin de garantir la stabilité de I'algorithme et sa rapidité de convergence. Plusieurs
tests sont ensuite effectués pour évaluer 'influence de la densité et de 'uniformité du maillage,
les performances et la précision de la relaxation dynamique par rapport a celles d'un logiciel de
calcul aux éléments finis classique, 1'influence des excentricités sur ces performances et la capa-
cité du programme a étre utilisé pour 1’analyse structurelle et la recherche de charges critiques
de flambement. Enfin, la polyvalence de cet algorithme est illustrée au travers d’un probleme de
recherche de forme sur des structures a géométries complexes : les nexorades.
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3.1 Historique

D’aprés la définition du chapitre 1, les gridshells sont des structures indissociables de leur
processus de montage, leurs formes sont obtenues par déformation dune grille sans rigidité
en cisaillement. Du point de vue local du matériau, le passage de la grille a la coque reste un
processus linéaire élastique réversible ce qui garantit notamment la démontabilité de la structure.
Les phénomenes non-linéaires qui apparaissent durant la mise en forme des gridshells sont donc
de nature géométrique uniquement. La prise en compte de ces non-linéarités dans le calcul des
structures nécessite 1'utilisation de méthodes de calcul numérique spécifiques. La méthode dite
de Newton-Raphson est la plus connue et la plus répandue de ces méthodes, elle est basée sur la
méthode des éléments finis classiques et présentée immédiatement ci-dessous. Etrangement elle
n’a jamais été utilisée pour le calcul des gridshells. La puissance de calcul requise pour sa mise
en ceuvre est relativement importante, ce qui n’est certes plus un frein aujourd’hui mais I'était
dans les années soixante, soixante-dix, si bien que la méthode utilisée par Frei Otto pour le calcul
de la Multihalle der Bundesgartenschau de Mannheim est totalement différente de celle-ci. On a vu
dans le paragraphe 1.2.2 qu’elle constitue une subtile association d’un travail sur maquettes,
de mesures par photogrammeétrie et d'un algorithme de calcul appelé méthode des densités de
force dont les grands principes sont précisés ici. Cette méthode a été développée pour le calcul
des réseaux de cébles et est encore couramment employée pour leur conception dans les pays
latins et germaniques. Dans les pays anglo-saxons, on utilise plutét un autre algorithme, appelé
méthode de relaxation dynamique et développé a peu pres a la méme période. Il a été récemment
adapté pour le calcul des gridshells de Hannovre ou de Downland (cf. paragraphes 1.5.1 et 1.4).
Cet algorithme simple et performant a été choisi pour 1'analyse des gridshells de cette these
et son historique sera détaillé a la fin de ce paragraphe et les détails de son fonctionnement le

seront dans le reste du chapitre.

3.1.1 La méthode de Newton-Raphson et ses variantes

La méthode dite de Newton-Raphson est la plus connue et la plus répandue des méthodes
de calcul non-linéaire implémentées dans les logiciels de calculs aux éléments finis. Les non-
linéarités qui apparaissent dans le calcul des gridshells sont de nature géométrique : les défor-
mations importantes de la structure entre sa configuration initiale et sa configuration sous char-
gement sont telles que les propriétés mécaniques sont sensiblement différentes dans les deux
configurations et que I'hypothese des petits déplacements que 1'on fait souvent dans le cadre
de I'analyse des structures de génie civil n’est donc plus valable. Aprés avoir calculé les dépla-
cements sur la configuration intiale, il est nécessaire de réécrire les équations d’équilibre sur la
configuration déformée. En général celles-ci ne sont pas vérifiées et conduisent a de nouveaux
déplacements et donc a une nouvelle configuration déformée dont on devra vérifier I’équilibre :
la résolution des probléemes en grands déplacements nécessite donc une analyse incrémentale de

la structure.

Dans le cas linéaire, les déplacements inconnus u sont déduits de la matrice de rigidité de

la structure dans la configuration initiale K et des efforts extérieurs f a 1’aide de la formule sui-
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vante : f = K- u. Pour les problémes non-linéaires, la charge f est décomposée en incréments 5f
suffisamment petits pour assurer la convergence. Toutefois, ces incréments ne garantissent pas
le suivi d'un comportement réel, car il existe un cumul d’erreurs au cours des incréments suc-
cessifs. La matrice de rigidité tangente conduit a la linéarisation du comportement a I'intérieur
de chaque incrément et cette linéarisation par morceaux s’écarte progressivement de la courbe
du comportement réel (cf. figure 3.1 et manuel de A. Chateauneuf [31] chapitre 14). Il est donc
nécessaire d’'introduire des procédures itératives garantissant 1'équilibre des forces internes et
externes a la fin de chaque incrément de charge. La méthode la plus répandue est la méthode

dite de Newton-Raphson, dont I'algorithme est présenté succintement ici.

Solution incrémentale
FO]’CE f sans vérification de 'équilibre
A

nof

~ Force f

nof

of :

Dépfacement u Déplacement u |

= = -

F1G. 3.1 — Schéma de résolution sans et avec itérations d’équilibre.

Pour un éniéme incrément de charge Jf, on calcule un déplacement additionnel éuj a I'aide
de la matrice de rigidité tangente K(u""!) obtenue a partir des déplacements u"~! qui équi-
librent le chargement de 1'incrémentation précédente. La forme incrémentale de I'équation d’équi-
libre est donnée par :

of = K(u" 1) - sul (3.1)

On peut alors calculer une premiere estimation du déplacement total a la éniéme itération :
u! = u" !+ Sull et en déduire la matrice de rigidité tangente correspondante. Puis de 13, on
calcule les efforts intérieurs liés a I’accroissement Jf de la charge : K(ujj) - dufj, ainsi qu'une esti-

mation des efforts intérieurs a la éniéme itération f" , en fonction des efforts intérieurs obtenus

int
a l'itération précédente :
£ = K(ug) - oug + £,1 (3-2)

La structure est en équilibre si le résidu des efforts Rfj est nul :

Ry = nof — £, (33)

Si celui-ci n’est pas nul, on peut calculer un déplacement complémentaire fu/ qui va équili-
brer ce résidu, c’est-a-dire tel que :
K(ug) - dui = Rg (34)
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Ensuite, on calcule une seconde estimation du déplacement total a la éniéme itération : uf =
u"! + dull + 6uf, puis la matrice de rigidité tangente, puis le nouveau résidu. Et on procede
ainsi, de proche en proche, jusqu’a ce que le résidu soit considéré comme suffisamment proche
de zéro. On passe alors a l'incrément de charge suivant et on commence une nouvelle série

d’itérations et ainsi de suite jusqu’a ce que toute la charge ait été appliquée a la structure.

Différentes variantes de cette méthode ont été développées, notamment les méthodes de
Newton-Raphson initiale et modifiées. Elles reposent toutes sur un controéle en force du proces-
sus, mais d’autres auteurs ont proposé des méthodes alternatives de contrdle en déplacement
ou en longueur d’arc. Cette derniere, appelée méthode de arc-length, est aujourd’hui reconnue
comme la meilleure méthode de contrdle. Cependant, comme les méthodes de Newton-Raphson,

elle requiert une certaine expérience pour atteindre le niveau de performance désiré.

3.1.2 La méthode des densités de force

Pour Frei Otto et I'Insitut pour les structures légeres de Stuttgart (IL), les gridshells sont
un moyen d’obtenir une coque en compression parfaite sous poids propre par déformation
élastique puis contreventement d'une grille sans rigidité en cisaillement. En supposant que la
raideur en flexion des éléments est négligeable, ils peuvent obtenir la forme naturelle de ces
grilles en compression simple par inversion d'un filet tendu soumis a son propre poids. Or,
leurs travaux sur la couverture du pavillon allemand de I’exposition universelle de Montréal en
1967 et sur les batiments du stade olympique de Munich de 1972, leur ont permis de développer
un ensemble de techniques performant pour le calcul des réseaux de cébles et des filets tendus
qui a été évoqué dans le paragraphe 4.1.1. Ce calcul se fonde sur la réalisation de maquettes
et I'étude de leur géométrie par photogrammeétrie. La précision de la mesure de ces modeles
réduits étant insuffisante pour garantir I'équilibre de la structure réelle, elle est corrigée a 1’aide
d’une nouvelle méthode de calcul pour les structures tendues : la méthode des densités de force,
fruit de la collaboration entre I'Institut pour les structures légeres et I'Institut pour l'application

de la géodésie dans la construction.

F1G. 3.2 — Structure de quatre cébles et un nceud libre.

La méthode des densités de force propose une linéarisation du probléeme non-linéaire de la
recherche de I'état d’équilibre des structures tendues par 1'introduction de coefficients de densité
de force. Pour comprendre la signification de ces coefficients, on étudie la structure simple de la
tigure 3.2. Elle est composée de quatre cables reliés entre eux au nceud 5. Les extrémités 1, 2, 3
et 4 sont fixes. Le probleme est de savoir quelles sont les tensions T;5s dans chacun des éléments
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(i varie de 1 a 4) qui permettront d’obtenir un équilibre du noeud 5 et de savoir quelles sont les
longueurs L;5 dans cette géométrie d’équilibre. Pour résoudre ce probléme, on écrit tout d’abord
la condition d’équilibre du nceud 5 :

4
Z; Tis =0 soit 2 Bis=0 (3-5)

Si 'on projette I’équation vectorielle (3.5) sur chacun des axes du plan et que 1’on exprime la
longueur L;5 en fonction des coordonnées des différents nceuds, on obtient :

i T X5 — X 0
215 — — 5
i=1 \/(xS xi)* + (5 — i) (3.6)

4
Ys — Vi
T; = 0
Z P/ (5 — )2 + (ys — vi)2

Le systeme d’équations formé par (3.6) est fortement non-linéaire; il ne peut donc pas étre
résolu simplement. L'idée de Schek et Linkwitz [91, 65] a été de substituer au terme non-linéaire
Tis/ Li5 un coefficient g;5 supposé connu et appelé « densité de force » de I'élément i. Ce coefficient
peut étre interprété comme la raideur géométrique de 1'élément i de sorte que pour une méme
densité de force, I’élément sera d’autant plus tendu qu’il sera long. Si on introduit ces coefficients
gis dans (3.6) , on obtient un systéme linéaire d'une grande simplicité, dont on peut trouver
aisément la solution :

4 . | |
Y qis(xs —x;) =0 x5 = Zzzlqsx
- don Zﬁtl:qul;. (3.7)
Zqi5(y5_yi) =0 ys = 12417151
= i=14i5

On remarque que xs est le barycentre des (x;, g;) et y5 celui des (y;, ;). A partir des coordon-
nées du nceud 5 que 'on vient de déterminer et des coordonnées des autres nceuds, il est tres
facile de calculer les longueurs L;s5 de tous les éléments et ensuite d’en déduire les tensions par
Tis = gqi5 Lis. Dans la configuration ainsi définie, la structure est alors en équilibre, la géométrie

et les efforts de tous les éléments sont parfaitement connus.

Pour les détails de la généralisation de cet exemple a un réseau de cables avec un grand
nombre de degrés de liberté, on se rapportera aux articles de H. Schek et K. Linkwitz [91, 65]
ainsi qu’a 'ouvrage de René Motro sur les structures de tenségrités [71], on n’a pas jugé utile
de les développer ici. En effet, si la méthode des densités de force a une importance historique
pour la recherche de forme des gridshells au sein de 1'équipe de Frei Otto — c’est grace a elle
qu’ils déterminent avec exactitude la géométrie du filet suspendu dont ils tirent par inversion la
forme de ces structures de poutres en compression parfaite — elle ne permet pas de prendre en
compte la raideur en flexion des éléments. Celle-ci a cependant une influence sur leurs formes
et donc sur la forme d’équilibre des gridshells. Une évaluation de I'approximation ainsi faite par
I'IL pour quelques structures est proposée au paragraphe 4.2.2 et dans le cas du prototype au
paragraphe 6.3.2.
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A la suite de la réalisation du stade olympique de Munich, la méthode des densités de force
a connu un certain succés en Allemagne et en France ot elle est aujourd’hui courrament utilisée.
Elle a été étendue a la recherche de forme des toiles tendues par B. Maurin et R. Motro [69]
(elle prend alors le nom de « méthode des densités de surface ») et plus récemment a celle des
coques parfaitement comprimées par B. Maurin et R. Motro [68]. Elle a été appliquée dans de
nombreux projets de recherche qui couvrent une grande variétée de structures tendues, parmi
lesquels on peut citer les travaux de René Motro sur les structures de tenségrité [71] et ceux de
Saskia Jiilich qui utilise les densités de force pour uniformiser les contraintes dans les haubans
d’une passerelle en bow-string [55]. Enfin, on peut remarquer que la méthode des densités de
force permet d’obtenir par itérations successives des surfaces d’aire minimale ou des réseaux
isocontraint [55]. L'avantage des surfaces d’aire minimale est que tous les éléments de la structure
y sont sollicités de la méme fagon, I'inconvénient est que ces surfaces sont en général tres plates

ce qui augmente le risque de formation de poches d’eau et de surcharge de la structure.

3.1.3 La méthode de relaxation dynamique

Parallelement a la méthode des densités de force en Allemagne, une autre méthode de cal-
cul non-linéaire de structure a été développée au Royaume-Uni a partir des années soixante :
la méthode de relaxation dynamique. Contrairement a la méthode des densités de force qui est
spécifique aux structures tendues, la méthode de relaxation dynamique est une méthode nu-
mérique plus générale de résolution de problémes mécaniques qui reposent sur des équations
aux dérivées partielles complexes. Son concept apparait pour la premiere fois dans un article
de A. S. Day et ]J. R. Otter [77] qui procedent par analogie avec les mouvements de la houle.
Ils remplacent les équations de continuité et de mouvement de la mécanique des fluides par
celles de 1’élasticité et de la dynamique de la mécanique des structures. La résolution d"un sys-
teme d’équations non-linéaires est ainsi simplifiée en un calcul explicite itératif et linéaire; et
la solution d’équilibre statique est alors comprise comme le résultat d’un processus dynamique
amorti. Le raisonnement sous-jacent est cependant trés physique : si ’on considere par exemple,
une poutre en porte-a-faux au bout de laquelle on vient suspendre d"un seul coup une charge.
Elle va osciller puis, du fait de 'amortissement intrinseque du matériau, se stabiliser dans sa
position d’équilibre statique. C’est exactement ce phénomene que la méthode reproduit, a ceci
preés que le comportement dynamique réel de la structure est remplacé par un comportement
dynamique fictif défini pour dissiper 'énergie cinétique au plus vite et converger rapidement

vers la position d’équilibre statique qui seule est recherchée.

La méthode de relaxation dynamique ne prend son nom qu’en 1965 dans deux articles suc-
cessifs de A. S. Day [36] et P. Otter [76]. Les problemes traités dans ces deux articles sont des
problémes d’élasticité linéaire : déformation de plaques minces, de réservoir sous pression et
de barrages votites. Des effets non-linéaires liés a des fissures dans le matériau sont introduits
pour la premiere fois par Holland [51] et les premiers calculs en grands déplacements sont dus a
Rushton [88]. Depuis, la méthode a connu de nombreuses applications pour la résolution d"une
grande variété de problemes parmi lesquels on peut citer : I'étude de structures hyperélastiques
de D. Oakley [74, 75] et viscoélastique de M. Salehi [89], 'analyse du comportement post-flambé
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des structures de G. Ramesh [84] ou W. Zhang [108] avec dans ces deux articles un couplage
intéressant entre la méthode de relaxation dynamique et la méthode de arc-length, I’analyse du
comportement plastique avec endommagement des structures de G. Ramesh [85] et I’étude sta-
tique des milieux granulaires de J. Bardet [10]. Il faut noter ici, que la dynamique moléculaire,
dont il est souvent question dans la communauté des milieux granulaires [34, 57], est une mé-
thode explicite de calcul numérique dont les équations et les principes sont trés proches de ceux
de la relaxation dynamique, mais qu’au contraire de cette derniere, la dynamique moléculaire
a pour but I'étude du comportement dynamique réel des grains et que, par conséquent, les pa-
rametres d’amortissement et de masse doivent y étre définis selon les propriétés réelles de la
structure. Ces dénominations proches sont parfois source de confusion et certaines applications
de la méthode de la relaxation dynamique se trouvent ainsi masquées comme celle d’A. Alaoui
et K. Sab [5].

La premiere application aux structures tendues est due a A. S. Day et J. Bunce [37] qui
cherchent a évaluer les déformations d'un réseau de cables. C’est Michael Barnes qui, le premier,
utilise la relaxation dynamique pour la recherche de forme et 1’analyse structurelle des structures
tendues et gonflables [13]. A cette époque, la méthode est en plein essor; en trois ans, quatre
théses seront soutenues a 1'université de la City de Londres : celle de M. Barnes sur le méme sujet
que l'article précité [12], celle de D. Wakefield sur les réseaux de cables supportés par des arches
en compression [104], celle de M. Papadrakakis sur des aspects plus mathématiques [80] et celle
de B. Topping sur le calcul de structures modulables [102]. Les méthodes développées alors
vont faire école et donner lieu a de nombreuses réalisations [14, 105]. La méthode de relaxation
dynamique est aujourd’hui la méthode de référence pour le calcul des structures tendues dans
le monde anglo-saxon; elle a d’ailleurs fait 1’objet d"un ouvrage récent relativement accessible de
Wanda Lewis [61]. L'élément triangulaire de membrane développé par M. Barnes est encore tres
largement utilisé [106, 47, 61], méme si un élément quadrangulaire a été proposé par P. Gosling
et W. Lewis [44].

L'application de la méthode de relaxation dynamique aux structures réticulées spatiales auto-
contraintes, aussi appelées structures en tenségrité, a fait 1’objet de la thése de S. Belkacem [21],
mais la méthode de la relaxation dynamique s’avere ici moins performante pour la recherche
de forme que la méthode des densités de force qui lui a été préféré dans les publications plus
récentes sur le sujet [71, 16]. Les derniers développement de la méthode autour de la recherche
de forme des gridshells ont été suscités par la construction du gridshell de Hannovre (cf. para-
graphe 1.5.1). A cette occasion, Michael Barnes et son équipe développent un élément de poutre
capable de reprendre des efforts de flexion [15, 2, 3]. C’est cet élément qui est repris et adapté
dans ce travail de recherche et qui sera présenté dans le paragraphe 3.3.

3.2 L’algorithme de la relaxation dynamique

3.2.1  Un comportement dynamique fictif

La méthode de relaxation dynamique est un outil numérique qui utilise un calcul dynamique

amorti pour trouver l'état d’équilibre statique d"un systeme mécanique. Le comportement dyna-
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mique du systéme n’a dans cette méthode aucune importance en lui-méme, il n’est qu'un moyen
de parvenir a un état d’équilibre statique. En tant que moyen, il n’a donc pas a reproduire une
certaine réalité physique du mouvement, mais se doit plutdt d’étre le plus efficace possible
afin d’obtenir rapidement des résultats précis et fiables. Les parametres caractéristiques de la
structure qui n’interviennent que dans le calcul dynamique (les coefficients d’amortissements
intrinséques des matériaux et les masses inertielles des éléments) peuvent donc étre librement
définis de fagon a optimiser la vitesse de convergence de 1’algorithme et sa robustesse. En effet,
les taux d’amortissement intrinseques des matériaux ou de la structure influent sur le nombre
d’oscillations nécessaires avant d’atteindre une certaine stabilisation autour de I'équilibre mais
n’influencent pas, méme indirectement, la nature de 1'état d’équilibre. IIs peuvent donc étre
choisis arbitrairement. L'optimisation de ces parameétres visqueux est possible [81, 103] et pré-
sentée plus bas (cf. paragraphe 3.5) mais elle est techniquement délicate. Ainsi, le plus souvent
[15, 2, 47, 61] et notamment dans le programme développé pour cette these, on lui préfere un

amortissement completement artificiel appelé « amortissement cinétique ».

L’amortissement cinétique a été proposé par P. Cundall en 1976 [35]. Son principe repose sur
I’échange au cours d’'un mouvement non-amorti entre I'énergie cinétique et I'énergie potentielle
élastique. En effet, dans un systeme mécanique conservatif, I’énergie mécanique se conserve;
chaque minimum de 1’énergie potentielle du systeme correspond donc a un maximum de son
énergie cinétique. Or 1'état d’équilibre statique est un état dans lequel 1’énergie potentielle est
minimale. L'idée de P. Cundall est donc de remplacer la recherche d’une position d’équilibre par
celle d"'un maximum d’énergie cinétique. La procédure consiste ainsi a laisser la structure libre
d’osciller, c’est-a-dire sans aucun amortissement, jusqu’a ce que l'énergie cinétique atteigne un
maximum. La structure est alors arrétée : les vitesses de tous les nceuds sont remises artificiel-
lement a zéro. Si cette position est la position d’équilibre, la structure est immobile et le calcul
est terminé; sinon, la structure est a nouveau laissée libre d’osciller jusqu’au prochain maxi-
mum d’énergie cinétique oli, comme précédemment, les vitesses sont remises a zéro. Et ainsi de
suite jusqu’a ce que l'énergie cinétique de tous les modes de vibrations ait été dissipée et que
Iéquilibre soit atteint. Ce principe de I’amortissement cinétique est illustré par la figure 3.3 qui

présente les variations de I'énergie cinétique au cours du temps d"une structure quelconque.

A titre d’exemple, considérons le pendule de la figure 3.4. Il est constitué d’une masse sus-
pendue a un support indéformable par une tige également indéformable. L'articulation de la
tige sur le support est une articulation parfaite et 1’air est supposé sans frottement. Si la masse
est lachée de cette position, elle va descendre en suivant un arc de cercle et selon un mouvement
accéléré, sa vitesse va donc croitre jusqu’a ce que la masse passe au droit du point de fixation de
la tige sur le support. L'énergie cinétique est alors maximale, la masse est donc arrétée. La posi-
tion d’équilibre est trouvée. On voit ainsi, sur un systéeme a un degré de liberté, comment cette
méthode d’amortissement cinétique permet de déterminer 1'état d’équibre. Pour des systemes
plus complexes, le principe reste le méme, il suffit de répéter plusieurs fois cette procédure :

oscillation libre, arrét, oscillation libre, arrét, etc.

Cette méthode remplace donc I'amortissement visqueux par un processus abstrait d’absorp-
tion progressive de 1'énergie cinétique. La suite des valeurs de 'énergie mécanique y forme une

suite décroissante et bornée, elle est donc convergente. Il n’y a pas de garantie que le minimum
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absolu de I'énergie potentielle soit atteint par cette méthode, mais il n'y en a pas non plus dans
la méthode avec un amortissement visqueux. Pour vérifier que 1'équilibre trouvé est bien une
position d’équilibre stable, la méthode usuelle qui consiste a vérifier que la structure retourne a

sa position d’équilibre apres perturbation, est en général tres efficace.

Energie cinétique

001

o0

4001

200

Nombre

P d'itérations
T T T T Tt T T T T T
a0 am £ a0 1000 20 1400 500 00 2000

F1G. 3.3 — Variation de I’énergie cinétique. F1G. 3.4 — Pendule oscillant sans frottement.

3.2.2 Schéma explicite de différences finies

D’un point de vue pratique, le comportement dynamique est mis en ceuvre dans la méthode
de relaxation dynamique au travers d’un schéma explicite de différences finies classique. La
position de chaque nceud de la structure est décrite par I'ensemble de ses trois coordonnées x, y
et z dans un repére cartésien de référence. A l'instant ¢, la position du nceud i est donc définie
par le vecteur )_ff Le mouvement de ce noeud est régi par les équations usuelles du mouvement
en dynamique des structures; son accélération /Tlt a l'instant t est donc donnée en fonction de
la masse du nceud m; et du résidu ﬁf des efforts intérieurs et extérieurs par la deuxiéme loi de
Newton :

m; - Al = R} (3.8)

Si on utilise pour l’accélération un schéma d’approximation centré, on obtient une relation
entre Af I'accélération a l'instant ¢, \7}”“ /2 1a vitesse a l'instant suivant t + At/2 et \Zt*At /2 1a

vitesse a l'instant précédent t — At/2.

L A2 _ A2
A= A (3.9)

De (3.8) et (3.9), on déduit donc pour la vitesse \7‘1-“““/ 2 'expression suivante :

. e At =

Vit+At/2 = /2y 20 Rt (3.10)
m;

En utilisant pour la vitesse le méme schéma d’approximation centré que pour l'accélération,

on obtient une relation entre V;HN/ 2 la vitesse a l'instant t + At/2, )?f”m la position a I'instant
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suivant ¢ + At et X! la position a I'instant précédent ¢.

X;?JrAt — 5('11‘ + At- ‘_/’it-i-At/Z (3.11)

Puis, en regroupant (3.10) et (3.11), on obtient la formule (3.12) qui permet de calculer la
position a l'instant ¢ + At en fonction des variables a l'instant t précédent.
SAL _ Sioare AP
X; =X; +At-V, + Pl R; (3.12)
1
L’expression ci-dessus ne peut cependant pas étre utilisée lors de la premiére itération de
'algorithme parce que la vitesse n’est pas connue a l'instant —At/2 mais a l'instant t = 0 ot la
vitesse est nulle. Ainsi, sil’on considére qu’a chaque instant, la vitesse moyenne est donnée par :
-1

1

(Vitht/Z + ‘7’it+At/2) (313)

N

on peut déduire que la vitesse a l'instant —At/2 est telle que : V’fAt/ 2 = —\Z*At/ 2, Pour la
premiere itération, I'expression de la vitesse (3.10) devient alors (3.14) tandis que celle de la

position reste inchangée.

pa2 o Bt 5o
: 2m; (3-14)
XM = X0+ At VA2

1

Si l'on laisse de coté le calcul du résidu des efforts intérieurs et extérieurs qui est développé
dans le paragraphe 3.3, on peut désormais calculer par récurrence les positions et les vitesses
des différents nceuds a chaque instant.

3.2.3 Compatibilité avec les conditions aux limites

Les appuis les plus courants bloquent les translations d’un nceud dans une ou plusieurs
directions et laissent les rotations libres (voir les exemples de la figure 3.5). Des conditions
non-linéaires peuvent éventuellement étre ajoutées pour prendre en compte le soulevement de
I'appui, mais il est impossible d’empécher la rotation d’un nceud. En effet, cela reviendrait a
appliquer un moment ponctuel a ce nceud ce qui est incompatible avec les hypotheses du modele
de poutre sans torsion qui est décrit dans le paragraphe 3.3 et qui sera utilisé dans la suite de
ce travail. Pour pouvoir prendre en compte des bloquages en rotation ou des encastrements, il
faudrait enrichir le modele cinématique actuel en introduisant des éléments de poutre avec des
degrés de liberté en rotation a chaque noeud. Cette modification du mode de calcul des efforts
intérieurs ne change pas le coeur de la méthode de relaxation dynamique et on a montré dans
[72] que I'on pouvait facilement adapter le programme informatique présenté dans cette these a
un modele classique de poutre plane a six degrés de liberté (deux translations et une rotation a
chaque extrémité). Outre le fait qu’il augmente les temps de calcul, cet enrichissement du modele
n’est pas nécessaire pour le calcul des gridshells, car les conditions aux limites des poutres dans

tous les batiments de ce type construits a ce jour sont des rotules.
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F1G. 3.5 — Différents types d’appui dans le plan et dans 1’espace.

En pratique, la compatibilité des déplacements avec les conditions aux limites est assurée a
chaque itération, le type de vérification a effectuer dépendant de la nature physique des appuis
de la structure. On suppose qu’a l'instant ¢, le déplacement l_if = )_ff — 5("? du nceud i est admis-
sible. En tenant compte de 1’expression (3.11) qui donne la position a l'instant ¢ + At en fonction
de la position a I'instant précedent et de la vitesse, on obtient pour le déplacement a t + At :

ljll-“rm = Ut + AtVﬁAt/z (3.15)

On se rend alors compte qu’il suffit de s’assurer que \71.”“/ 2

est compatible avec les condi-
tions aux limites pour que le nouveau déplacement soit admissible. Si, par exemple, le nceud i
est libre de se déplacer selon 1’axe des x mais qu’il est bloqué selon y et selon z, on doit imposer
‘Zt+At/ 2.j=0et ‘ZtJrAt/ 2.7 = 0. Si le noeud i est simplement posé sur un plan perpendiculaire
a l’axe des z et qu'un soulévement vers les z positifs est autorisé, les nouvelles conditions de
compatibilités s’écrivent :

Vit—O—At/Z _ (Vit+At/2 27 s yiHAL/2

- Z2<0
a2 _ { i (3.16)
i rt+AL/2 DHHAL/2 | 2
1% % -Z2>0

si

On note qu’il n’y a par ailleurs aucune difficulté particuliere a étendre le schéma précédent
(3.16) a un blocage dans une direction quelconque de 1’espace. On note également que le fait
d’exprimer la compatibilité des déplacements avec les conditions aux limites sur les vitesses
des nceuds et non sur leurs positions permet de calculer 1'énergie cinétique directement sur des

champs de vitesses cinématiquement admissibles et donc de diminuer un peu le temps de calcul.

3.2.4 Détermination des pics d’énergie cinétique

Comme il a été exposé plus haut (cf. paragraphe 3.1.3), la méthode de relaxation dynamique
avec amortissement cinétique remplace la recherche du minimum de l'énergie potentielle par
la recherche de pic d’énergie cinétique. C’est donc I’énergie cinétique qui est le parametre de
contrdle de l’algorithme. A partir des vitesses calculées dans le paragraphe précédent, il est aisé
d’évaluer I'énergie cinétique de la structure a l'instant £ + At /2 :
mi(“/’vitJrAt/Z . “/’itJrAt/Z)

1
B oyl G.17)

2

i
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Cette énergie cinétique ELT2!/2 est comparée a 1'énergie cinétique E:~2*/2 de l'instant précé-
dent. Si la nouvelle énergie est supérieure a la précédente alors 1'énergie cinétique est en train de
croitre et la structure est laissée libre d’osciller. En revanche, si la nouvelle énergie est inférieure
a la précédente, alors on vient de dépasser un pic d’énergie. C’est donc la géométrie a l'instant ¢
qui est la géométrie dans laquelle 1’énergie potentielle est minimale, c’est donc dans cette posi-
tion que toutes les vitesses sont remises a zéro avant que la structure ne soit a nouveau laissée

libre d’osciller.

4 Energie cinétique
A2
E o /—I_\E j
c

A2
E c

temps
£3AH2 t* t-AH?2 +AH2

F1G. 3.6 — Interpolation parabolique de 1’énergie cinétique autour du pic.

Michael Barnes fait remarquer dans [15] que le raisonnement ci-dessus assure que la géo-
métrie a l'instant t est la géométrie dans laquelle 'énergie cinétique est maximale pour une
vision discrete du temps. Pour améliorer la précision de la détermination de la géométrie du
pic d’énergie cinétique, il introduit une interpolation parabolique de 1’énergie cinétique entre les
instants t —3At/2,t — At/2 et t + At/2 (cf. figure 3.6). Le pic d’énergie cinétique est alors obtenu

a l'instant correspondant au sommet de la parabole, c’est-a-dire a :

Eé—At/Z _ E£—3At/2

t"=t+4+q-At avec q= EIIA2 g/ i (3.18)

Il ne reste plus qu’a déterminer les positions )_ff* des nceuds au moment du passage par le

pic d’énergie cinétique a l'aide de la géométrie actuelle des X!™*' et des vitesses aux instants

précédents VZ-HN/ 2 et Vit_m/ 2, On obtient alors 1’expression suivante :

Xf* _ X’f+At — Af- ‘_/’it—O—At/Z + (t o t*) . f/’it—At/Z (319)
En tenant compte de (3.10) et (3.18), 'expression (3.19) devient :

— g% = 7 A § R
Xf — Xit+At — Af- (1 + q> . ‘/it+At/2 + q . Wt . Rf (3.20)
1

L’équation (3.20) montre qu’il n’est pas nécessaire de stocker la valeur des vitesses a l'instant

t — At/2 et qu’il suffit de garder en mémoire les valeurs des deux énergies cinétiques précédentes
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pour calculer les positions de tous les nceuds dans la géométrie du pic. L'interpolation parabo-
lique proposée par M. Barnes pour le calcul du pic est donc une opération qui ne demande que
trées peu de temps de calcul supplémentaire, elle est d’ailleurs assez souvent utilisée par d’autres
auteurs [84, 47] et notamment dans le présent travail.

3.3 Définition des efforts intérieurs

3.3.1 Contexte général de la modélisation

Les structures étudiées dans ce mémoire sont des structures faites de poutres, de barres et
de cables. Seuls ces trois types d’éléments seront donc développés dans ce paragraphe; pour
une présentation d'un élément membranaire pour les structures textiles, on pourra se reporter a
l'article de Michael Barnes [14] ou a I'ouvrage sur les structures tendues de Wanda Lewis [61].
Les grands principes de construction des différents éléments sont empruntés a M. Barnes [15]
que ce travail reformule vectoriellement en trois dimensions et complete par un modele original

de liaison interne avec prise en compte des excentricités entre les différents éléments.

Le modele cinématique utilisé pour la déformation des poutres est celui de Navier-Bernouilli :
la géométrie d'un élément est donnée uniquement par son axe neutre, sa section et son inertie le
long de celui-ci. Et, méme si les transformations mises en ceuvre sortent du cadre de I'’hypothese
des petits déplacements, on considere qu’au cours du chargement, les sections droites restent
droites et perpendiculaires a 1’axe neutre et que le comportement du matériau reste élastique li-
néaire. On a vu dans le paragraphe 2.3.2 que, pour les profilés élancés en matériaux composites a
tibres de verre utilisés pour le prototype de gridshell présenté dans le chapitre 6, ces hypotheses
sont tout a fait raisonnables.

1 -1 [ +1

o=

F1G. 3.7 — Ensemble de nceuds d’un élément de structure.

D’un point de vue pratique, tous les éléments d’une structure sont définis séparément par
un ensemble ordonné de nceuds qui, comme sur la figure 3.7, se succeédent de 1 jusqu’a n. La
nature de l'élément de structure modélisé définit les relations, les interactions entre des nceuds
successifs a partir de leurs positions dans le plan ou dans 'espace. Les paragraphes suivants sont
donc dédiés a la description de ces interactions : traction-compression, flexion plane et flexion
dans l'espace. Les interactions entre deux éléments de structure distincts sont traitées a part dans
le paragraphe 3.4.

3.3.2 Les efforts de traction et de compression

Les efforts normaux dans une poutre sont liés a sa déformation axiale. En partie courante

de la poutre, le noeud i est relié aux nceuds i — 1 et i + 1 par des éléments qui se déforment (cf.
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figure 3.7). A l'instant ¢, il subit donc deux efforts axiaux dus aux déformations actuelles el j de

chacun de ces éléments. On note T"Z-t j I’effort exercé par la barre (i, j) sur le nceud i, avec j qui vaut

i —1oui+ 1. La relation entre ces efforts et ces déformations est donnée par la théorie usuelle
de la mécanique des structures en fonction des raideurs axiales (ES);; des éléments.

t t

Ti,j — (ES)Z,] . ei,]' (3.21)

Pour chaque élément (i, j), on peut déduire les déformations axiales & l'instant t a partir de

sa longueur L! j dans la configuration actuelle et de sa longueur L? ; dans la configuration au

repos. La configuration au repos désigne une configuration non-précontrainte de 1’élément, son

état « naturel ». La direction des efforts de traction-compression s’exprime a partir des positions
relatives X ; des différents nceuds, avec X} ; = X; — X]. L'expression (3.21) peut donc s’écrire :

» L;].—L?J X} - 1 1\ o
= (ES)y g st Ty= (B9 (o — ) Ry 62
ij ’ ij .

On remarque que, pour le calcul des éléments de céble, on peut facilement introduire la non-
linéarité de leur comportement dans (3.22), grace a une condition qui annule l'effort repris par

le cable en cas de compression :

(3-23)

!

- { (ES)iy(1/LY, —1/LL) - Xt si LE > LY
si Lf; <L

De plus, dans un certain nombre de problemes de structures tendues, il est nécessaire d'im-
poser un certain niveau de précontrainte dans la géométrie finale. C’est par exemple le cas pour
les cables des ponts haubannés qui ne doivent jamais se détendre. En général, la configura-
tion finale est inconnue avant le début du calcul et il est souvent difficile de trouver quelles
peuvent étre les longueurs L?/j de chaque élément qui permettront d’obtenir le niveau de pré-
contrainte voulu dans la configuration finale. Pour cette raison, Michael Barnes et d’autres apres
lui [13, 106, 47, 61] introduisent dans la formulation des éléments cables un taux de précontrainte

imposé ng :

0
7t _ ((ES)ij _ (ES)ij A
o\ Lo, Lt Lt b
i ij ij

(3-24)

Dans cette expression, la force liée a la précontrainte Tg]- ne dérive pas d"un potentiel puisqu’il
s’agit d'une force d’intensité constante dont la ligne d’action est la ligne qui joint le nceud i au
neeud j; il s’agit donc d"une force suiveuse. Or le raisonnement qui précede la mise en ceuvre de
la relaxation dynamique repose sur I'hypothese que le systeme est conservatif, ce qui n’est plus
le cas lorsqu’on introduit des forces suiveuses. La convergence de 1’algorithme n’est alors plus
démontrée. Pourtant, la méthode fonctionne assez bien, elle est méme tres répandue dans les
pays anglo-saxons et en Asie ot elle est utilisée pour la recherche de forme de filets de longueur
minimale dans lesquels tous les éléments ont le méme taux de précontrainte [15, 105, 106, 47, 61].

Cette stabilité de 1’algorithme semble s’expliquer par le fait que les forces suiveuses sont toujours
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introduites par paire de forces égales, opposées et portées par une méme ligne d’action. Elles
ne changent pas les équations d’équilibre global de la structure puisqu’elles n’induisent ni effort
ni moment; leur influence n’est que locale. Lorsque ces forces sont associées a des éléments de
structure élastiques, on est quasiment stir qu'un équilibre pourra étre trouvé, fiit-ce au prix de
grandes déformations des éléments élastiques.

3.3.3 Les efforts de flexion
Influence du couplage torsion-flexion

Le modele de calcul des efforts dans les éléments fléchis reprend les grands principes de celui
présenté par S. Adriaenssens, M. Barnes et C. J. K. Williams [3], ce dernier ayant déja été cité
pour sa collaboration a la conception de la forme des gridshells de Hannovre et Downland (cf.
paragraphes 1.5.1 et 1.4). L'originalité du modéle vient de ce qu’il permet de prendre en compte
la flexion d'un élément rectiligne, uniquement a partir des degrés de liberté en translation des
neceuds, et qu'il ne requiert pas de degrés de liberté en rotation. Il est applicable aux problemes
plans faisant intervenir des poutres courbes et droites, mais il admet des restrictions importantes
dans 1’espace puisqu’il n’est valable que pour les poutres droites avec une symétrie de révolution
soumises a des efforts ponctuels. Ces trois conditions, comme on va le voir, assurent une inertie
semblable dans toutes les directions et une absence totale de torsion dans les éléments. Cette
proposition est démontrée dans le paragraphe 273 de la théorie de I'élasticité de Love [66] ainsi
que sous une forme plus condensée par S. Adriaenssens [3]; en voici les grandes lignes.

Origine du repere

F1G. 3.8 — Repeére local d"une poutre dans 1’espace.

La figure 3.8 représente un fragment d"une poutre quelconque dans l’espace. Sa position par
rapport a l'origine du repere de référence est définie par le vecteur p, ’orientation de sa section
par le repere local iy, iy et i.. L'orientation de la tangente a 1’axe neutre de la poutre est donnée
par iy, ce qui, en notant par ’ la dérivation par rapport a 1’abscisse curviligne s, se traduit par :

o d
iy = dfg =p (3.25)
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Les vecteurs i, et i, sont orientés selon les axes des deux moments principaux d’inertie
I, et I,,. Lorsque la poutre se déforme, 1'orientation de ces vecteurs change mais ils restent
vy
perpendiculaires. De sorte que les expressions ci-dessous sont toujours vraies :

iy i:=0, iy-ix=0 et i,-ix=0 (3.26)

Les déformations de la poutre sont caractérisées par les variations de courbure «, et k. et
par la torsion de son axe par unité de longueur ¢'. En fonction de ces trois grandeurs on peut
exprimer les changements d’orientation du repere local le long de I'axe de la poutre :

i, = Ky — Ky,
i],/ = —Kyiy+ (Pliz (3-27)
i; = Kyix — (])’iy

Les efforts intérieurs dans la poutre, quant a eux, se décomposent dans le repére local en un
effort normal N et deux efforts tranchants T, et T;. En chaque point, ils équilibrent le chargement

extérieur q par unité de longueur selon :

Soit, en développant la dérivée des efforts intérieurs :

N'iy + Niy + Tyiy + Tyi, + Tii; + T, +q =0 (3.29)

En tenant compte de (3.27) et de (3.26), la projection de 1'équation d’équilibre (3.29) sur les
trois axes locaux donne le systeme d’équations suivant :

N,_Tsz+TzKy+q'ix
Nw; + T, — T’ + q - iy

|
o

(3-30)

On procede ensuite de méme avec les moments intérieurs qui se décomposent dans le repere
local de la poutre en un couple de torsion C et deux moments fléchissants principaux M, et M.

Ces moments équilibrent en chaque point le moment uniformément réparti m selon :

(Cix + Myiy + M:i;) + iy A (Nix + Tyiy + T2iz) + m =0 (3.31)

Soit, en développant la dérivée des moments intérieurs et le produit vectoriel :

C'iy + Ciy + Myiy + Myiy + MZi; + Mi. + Tyi, — Toiy +m =0 (3:32)

Puis, en tenant compte de (3.27) et de (3.26), on projette comme précédemment 1'équation
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d’équilibre (3.32) sur les trois axes locaux :

C,_Myxz“l_MzKy“l_m'ix = O
Cr + My — M:¢' — T, + m - iy
—Cry +My¢p' + M.+ Ty +m-i;, = 0

I
o

(3-33)

On introduit ensuite les équations de comportement qui relient les moments intérieurs aux
déformations par 'intermédiaire de la raideur en torsion GJ de la poutre et de ses deux raideurs
en flexion El,y et EI,;. Dans le cas général d"une poutre dont les courbures initiales sont notées
Ky, K et d’, ces équations s’écrivent :

C = CJl¢ ~@)

My = Ely(xy, — Ky) (3-34)
M, = EIZZ(KZ_KZ>

En introduisant ces expressions dans la premiere équation d’équilibre en moment de (3.33),
on obtient :
C' —Ely(xy — Ky)xz + ELz(x: — Kz )ky + m - i, =0 (3-35)

Or les éléments de structure utilisés pour les gridshells sont des poutres rectilignes, c’est-a-
dire telles que : K, = 0 et K; = 0, dont les moments d’inertie principaux sont égaux, c’est-a-dire
tels que : I, = I,; = I. Si l'on fait I'hypothese supplémentaire qu’aucun couple de torsion n’est
appliqué le long de la poutre ( m - i, = 0), 'équation (3.35) devient :

C’' — Elxyx; + Elx;k, =0 soit C'=0 (3.36)

Le moment de torsion est donc constant dans ce cas et la raideur en torsion de la poutre
n’a d’influence que sur la rotation relative de ses extrémités. Le terme extrémité désigne ici les
bornes de toutes les zones dans lesquelles les équations locales d’équilibre sont valables. Pour
les structures de gridshell, ces zones sont délimitées par les appuis et les liaisons entre les barres.
Si les dispositifs d’appuis et de liaisons permettent une libre rotation de la barre autour de son
axe neutre, alors il n'y a pas de torsion dans la poutre et la forme d’équilibre de la poutre ne
dépend que de sa raideur en flexion. Avec le type d’assemblage choisi pour la construction des
gridshells de cette these (cf. paragraphe 3.4), on peut admettre que les rotations sont libres. Cette
hypothese n’est pas totalement vérifiée car les efforts de serrage qui empéchent le glissement
des pieces, empéchent aussi leur rotation. La torsion des barres dans les structures étudiées reste
néanmoins tres faible compte tenu de la souplesse du matériau et de la faible variation d’angle

de sorte que cette hypothése reste raisonnable.

Par ailleurs, comme les moments d’inerties sont identiques (le gridshell du chapitre 6 est
construit avec des tubes creux circulaires), il n’est pas utile de connaitre 1’orientation de la section
pour calculer les efforts de flexion. La modélisation d'une poutre droite a symétrie de révolution
qui n’est soumise a aucun moment de torsion ne nécessite donc pas la prise en compte d'un

degré de liberté en rotation autour de ’axe de la poutre. Le modéle présenté dans le paragraphe
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suivant ne comprendra donc que trois degrés de libertés en translation par nceud.

Les efforts de flexion dans 1’espace

Le modele de poutre présenté dans ce travail ne comporte pas de degré de liberté en rotation,
chaque poutre est représentée par un ensemble de nceuds du type de celui de la figure 3.7. L'état
de chaque nceud 7 a I'instant ¢ est décrit par le vecteur )_ff de ses trois coordonnées dans 1’espace.
Comme c’est la variation de courbure d’une poutre qui caractérise sa déformation en flexion, il
importe donc d’identifier la courbure instantanée a partir des positions des points. On remarque
tout d’abord que la variation de courbure aux extrémités d"une poutre est toujours nulle car la
rotation y est libre et que, par conséquent, le moment est nul aux extrémités. Ensuite, en partie
courante, on étudie la variation de courbure de la poutre en un nceud i quelconque semblable a

celui de la figure 3.9.

F1G. 3.9 — Calcul du rayon de courbure local d"une poutre droite.

On suppose que ce noeud et ces deux plus proches voisins i — 1 et i 4+ 1 sont suffisamment
proches pour qu’on puisse assimiler la déformée de la poutre entre ces points a un arc de cercle.
Le rayon de cet arc de cercle est le rayon de courbure r! de la poutre au noeud i & l'instant t. En
remarquant que les nceuds i — 1, i et i + 1 sont dans un méme plan, on peut calculer ce rayon par
un simple raisonnement de géométrie plane a partir du sinus de I'angle a! formé par les deux

t

segments de droites (i —1,7) et (i,i + 1) et de la longueur L dusegment (i —1,i+1).

i—1,i+1
t ot ot
¢ Licvin o X AKXl
T = > sinal avec sing; = I I (3-37)
- SIn&; i-1,i " i+l

- la longueur ou la

Dans l'expression ci-dessus, on a noté Xffl ; le vecteur Xf — qu et Lffl ;

norme de ce vecteur. Ensuite, par la théorie de la mécanique des structures, on peut déduire
l'expression de l'intensité du moment fléchissant M! au point i :

. El);
I = £ .59

i
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On sait par ailleurs que la direction du moment ]\7It est perpendiculaire localement au plan
qui contient la courbe au voisinage de i. Elle est donc perpendiculaire aux vecteurs Xt et Xl i1
et son sens est donné par leur produit vectoriel. L'expression finale du moment dans l'espace est

donc donnée par :

o 2 (D XLy AKX

i t t t
Lz 1,i4+1 Lz 1,i L11+1

(3-39)

En I’état, la connaissance du moment ]\71; est inutilisable car, en tant que moment, il ne modifie
que la quantité d’accélération angulaire, une grandeur qui n’est pas définie ici puisque 1’état de
la poutre est caractérisé par les positions de ses nceuds. Il faut donc transformer ce moment en
un couple de forces équivalentes appliquées aux nceuds. Pour cela, on va isoler le coté droit de
la poutre de la figure 3.9 comme indiqué sur la figure 3.10.

FiG. 3.10 — Equilibre d’un segment de poutre fléchie.

La poutre (i,i+ 1) est en flexion pure, la réaction au noeud i + 1 est donc situé dans un plan

perpendiculaire a XZ i1 car ¢'il y avait une composante selon X! . la poutre serait soumise a un

ii+1
effort normal et ne serait plus en flexion pure. On sait également que le moment lié a la réaction
th+1 . équilibre le moment M!. Si F! 1,; avait une composante selon M, 'équilibre ne serait plus

respecté. La réaction est donc située dans un plan perpendiculaire au moment Mf. A Taide de
ces deux conditions, on déduit que la direction de la réaction est donnée par le produit vectoriel

des normales aux deux plans : X , . A Mt L’équilibre des moments en norme donne ensuite :

i+1,i
4
| F! =y - |IX L VIt||, de sorte que I'expression finale de F! 1,; est obtenue par :
t
F‘t o 1+1 i N M
Lo = 7Lt (3-40)
i+1,i

De plus, 'équilibre en translation du segment (i,i + 1) impose que ’on ait une réaction en i

i,i+1 _Fi+1,i'

facon que précédemment, on isole le coté gauche de la poutre de la figure 3.9 et on calcule la

égale et opposée a la réaction en i + 1, c’est-a-dire telle que F! Ensuite, de la méme

réaction Ft _1;aunceud 7 — 1 et la réaction FtZ 1 correspondante.

A Mt
At At 1 1,i
Fifl,i = _Fi,ifl = 7t 7 (3-41)
ii—1

Le moment M! est ainsi transformé en deux couples de forces directement appliquées aux

neceuds de la poutre et, pourvu que la poutre soit droite et qu’elle ait une inertie symétrique par
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rotation autour de son axe, ces forces peuvent étre entierement déterminées a partir des seules

coordonnées des nceuds dans l'espace. En chaque point situé en partie courante d"une poutre il

t
i+1

au neeud i + 1, et une liée au moment ]\71571 au nceud i — 1. En tenant compte des efforts de

y a donc quatre forces liées a la flexion, deux liées au moment M!, une liée au moment M

traction-compression donné par (3.22), la résultante des efforts intérieurs au nceud i a 'instant ¢
est donnée par :
4 gt aqt vt gt gt
Bt Tt X ANMi=Miy)  Xiiq AMj — M)
toti = Lii-1 T i T + T
ii—1 iit+1

(3-42)

Les efforts de flexion dans le plan

Si la structure étudiée est contenue dans un plan, que son chargement l'est aussi et que
ce plan est un plan de symétrie pour les éléments, alors le probleme est un probléme plan et la
structure restera dans son plan au cours de la transformation. Il n’y a donc pas de gauchissement
possible des sections, ni de torsion, y compris pour des poutres qui sont initialement courbes.
Pour tenir compte de la courbure initiale d’'une poutre dans le plan, on peut facilement adapter
le modele spatial. On calcule le rayon de courbure initial ¥ & I'aide de (3.37) et des positions
au repos des nceuds et on introduit cette valeur dans le calcul de la variation de courbure et du

moment A_}If donné par (3.39). La nouvelle expression du moment est la suivante :

2 XL AXEall 2 X AR

T 0 0 .70
Li oy Liiy Li 1,1 Li 1 Liia

Mt = (151)1»(r1 :0) = (El)i(U (3.43)

— -
] i i—1,i+1
3.4 Définition des liaisons

3.4.1 Modele sans excentricité

Au niveau d’un point de liaison entre plusieurs barres, il existe une interaction entre ces
barres. Pour modéliser les efforts qui s’appliquent d'une barre sur l'autre, on définit séparé-
ment, au niveau du point de liaison, un nceud sur chacune des barres. On néglige 1’excentricité
entre les axes de ces barres pour faire 'approximation que ces nceuds sont géométriquement
confondus. Selon la méthode exposée dans le paragraphe précédent, on calcule ensuite, pour
chacun de ces nceuds, les efforts internes liés a la barre a laquelle il appartient. On considere
ensuite que l'effort qui s’exerce sur le point de liaison est égal a la somme vectorielle des efforts
internes a chacune des barres. Enfin, pour que les nceuds des différentes barres de la liaison
suivent la méme trajectoire que le point de liaison avec lequel ils sont confondus, on applique
a chacun de ces nceuds un effort égal a celui du point de liaison. Initialement confondus, les
points mécaniques des différentes barres sont soumis a des forces identiques a chaque instant,

ils restent donc confondus a chaque instant.

On remarque cependant que 1’accélération des noeuds d'une liaison découle des efforts dans
chacune des barres connectées. Le déplacement correspondant est donc lié, non pas a la rigidité

de chacune des barres prise séparement, mais a la somme des rigidités de toutes les barres. Pour



3.4 Définition des liaisons 95

que le modele soit stable, il faut donc calculer séparemment la masse fictive associée aux rigidités
de chaque barre (cf. paragraphe 3.5) et les additionner pour obtenir la masse fictive affectée au
neceud de liaison.

3.4.2 Modele cinématique des excentricités

L’hypothese des nceuds confondus est commode car elle est simple, elle converge facilement
et produit des résultats de qualité acceptable. Cependant, les barres ont une épaisseur et en
pratique il existe une excentricité entre les différentes couches superposées d'un gridshell. Cette
excentricité est en général petite devant les dimensions de la structure et 1’erreur commise en
la négligeant pour la recherche de forme n’est pas trop importante. Cependant pour 1’analyse
structurelle du batiment, elle peut jouer un roéle primordial. En effet, par rapport au modele
précédent, elle rompt la symétrie entre les couches du gridshell et favorise ainsi 1’apparition
de certains modes de flambement dissymétriques. En ce sens, elle joue le méme role que les
imperfections de montage qui accentuent les phénomenes d’instabilité des résilles gauches [42,
9, 27, 107]. De plus, dans I’hypotheése d’une couverture du gridshell par une toile tendue, les
tolérances sur la géométrie de la structure pour la préfabrication sont d’environ 3-4 cm ce qui
est 'ordre de grandeur de I’excentricité entre les barres. La prise en compte de ces derniéres est
donc indispensable pour décrire la forme du gridshell avec ce niveau de précision.

D’un point de vue pratique, la modélisation des excentricités est indissociable du choix tech-
nologique des pieces utilisées pour joindre les différentes couches du gridshell; c’est la ciné-
matique de ces piéces qui va déterminer les caractéristiques de la liaison et ses modifications
au cours de la transformation sous charge. Pour les structures construites durant la these, les
connecteurs sont toujours les pieces d’échafaudage orientables présentées sur la figure 3.11, la

figure 3.12 montrant la cinématique qui leur est associée.

F1G. 3.11 — Assemblage orientable. F1G. 3.12 — Modele cinématique des connecteurs.

Dans ce modele, le connecteur C qui relie la barre A a la barre B est constitué de trois
articulations. La premiere est une rotation autour de I’axe de la barre A dont la direction dans la
configuration déformée est définie par la tangente a la barre A (I’axe des X sur la figure 3.12). La
deuxiéme est une rotation autour de 1’axe de la barre B dont la direction est définie de la méme

fagon par la tangente a la barre B (I'axe des Y sur la figure 3.12). La troisiéme est une rotation
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autour de I'axe du connecteur C dont la direction est celle de la perpendiculaire commune aux
barres A et B ('axe des Z sur la figure 3.12). Ce systéme d’articulations garantit d"une part
que l'orientation dans 1’espace du connecteur est libre de contrainte et d’autre part qu’aucun
couple de torsion n’est appliqué aux barres, de sorte que les hypotheéses de la modélisation du
paragraphe 3.3 restent valables.

3.4.3 Modele numérique des excentricités

La prise en compte des excentricités dans le modele numérique repose sur le méme raison-
nement que lorsque les points étaient supposés confondus, car le mouvement de chacun des
nceuds d’une liaison est identique a celui de leur centre de gravité a une petite rotation pres. A
I'instant ¢, on calcule donc les efforts intérieurs dans chaque barre séparemment, on y ajoute les
efforts extérieurs. Leur somme est alors égale a la force appliquée au centre de gravité des points.
Cette force est ensuite transmise a chacun des nceuds et leurs nouvelles positions sont calculées.
Cependant dans cette nouvelle position, rien n’assure que le connecteur est bien perpendiculaire
aux tangentes des barres et que la distance entre les barres est bien égale a la longueur e du
connecteur. Il est donc nécessaire d’introduire une nouvelle étape dans 1’algorithme qui modifie

légerement ces positions pour que les deux conditions précédentes soient vérifiées.

Pour cela, on va considérer le connecteur de la figure 3.12 qui relie le noeud i de la barre A et

le nceud j de la barre B dont les positions a I'instant t 4+ At sont notées X;ﬁm et X?jm respective-

ment. On peut ensuite calculer par interpolation des positions des nceuds voisins, les tangentes
TEHAL op AL
Aji B,j

née par le produit vectoriel des deux tangentes puisque le connecteur est perpendiculaire aux

des deux barres et en ces deux points. La direction t?At du connecteur est alors don-

déformées des deux barres.

E’fCJrAt Z’tJrAt A E’tJrAt

= M AT (3-44)
On sait ensuite que les nceuds i et j sont situés a une distance de ec/2 du centre de gravité
de la liaison dans la direction donnée par ?C+At, de sorte que leur position a l'instant t + At doit

étre modifiée comme suit :

. 1 .
XtA—l,—l_At _ 5( Xi}—i,—iAt + X}tg—;At ) +%C FLrar

1 o (3-45)
PEAL AL | AL AL
Xpi = 5( Xy +X5) —5 fc

Il faudrait ensuite tenir compte des modifications des vitesses de ces points du fait du chan-
gement de leur position. Une premiere implémentation en ce sens a été faite et ainsi qu'une
seconde qui négligeait les conséquences sur la vitesse de la prise en compte des excentricités. Il
est apparu que le comportement dynamique global de la structure était sensiblement le méme
dans les deux cas, mais que le temps de calcul dans le premier cas était somme toute plus im-

portant. C’est donc la seconde solution qui a été retenue pour la version finale de I’algorithme.
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3.5 Stabilité et convergence de I’algorithme

3.5.1 Approche simplifiée

La stabilité du schéma explicite d’intégration des équations du mouvement repose sur un un
choix judicieux des parameétres m; et At. En effet, si la masse m; est trop faible ou si le pas de
temps At est trop grand, des instabilités numériques vont apparaitre et I’algorithme va diverger.
Pour aider a la détermination de ces parametres, Michael Barnes s’appuie sur un exemple simple
[15] qu’on rappelle ci-dessous. Il ne propose cependant pas de démonstration pour des cas de
structures plus complexes. Cette démonstration peut étre trouvée dans M. Papadrakakis [81] et
P. Underwood [103] et fera I'objet du paragraphe suivant.

F1G. 3.13 — Systéme masses-ressorts vibrant selon sa plus haute fréquence.

La structure que propose d’étudier M. Barnes est composée de masses identiques reliés entre
elles par des ressorts tous identiques (cf. figure 3.13) . Lorsque ce systeme est excité selon sa
fréquence de vibration la plus élevée, celle qui gouverne les problemes d’instabilité numérique
en dynamique des structures, toutes les masses vibrent en opposition les unes par rapport aux
autres. Les vitesses de tous les nceuds i sont alors égales et celles de tous les nceuds j également.
Pour analyser ce probleme, on note 7 la masse de chacun des nceuds et K la raideur des ressorts.
La vitesse du nceud i a I'instant t 4 At /2 est alors donnée par I'expression (3.10) que I'on rappelle
ici: A

V‘itJrAt/Z _ V’itht/Z 4 = R!

Quant a la vitesse a I'instant suivant, elle est donnée par :

— — At = — —
‘/it+3At/2 — ‘/it+At/2 + % . (th _ 2K . At . (‘/it+At/2 _ ‘/jt+Af/2)) (3.46)

Dans 1’équation (3.46), on a remplacé la résultante des efforts a l'instant t + 3At/2 par son
expression en fonction de la résultante a l'instant t + At/2 et des forces élastiques dues aux
deux ressorts reliés au nceud i. En soustrayant (3.10) a (3.46), on peut éliminer le terme en ﬁf et
obtenir : )

t+3At/2 t+AL/2 t—At/2 t+At/2 t+AL/2
VITE _qUIHAR 4 PIEAUZ = oK — (VA2 - Uf)) (3.47)
Si on reprend le raisonnement ci-dessus pour 1'un des nceud j, on trouve une expression

similaire a la précédente :

. . L, At: .
‘/]'t+3At/2 _ 2‘/jt+At/2 4 ‘/jt At/2 — 2K . W(‘/jt+At/2 _ ‘/it+At/2) (3.48)
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En soustrayant (3.47) a (3.48) et en notant \Zj = \7'] — V; la vitesse relative du nceud i par
rapport au nceud j, on obtient :

2
‘7’1';+3At/2 o 2‘71‘§'+At/2 + V’l;fAt/Z — 4K - WV'H»AHZ (349)

Le cas limite pour la stabilité de ce systeme correspond au cas ou les vitesses relatives des
neeuds i par rapport aux nceuds j a l'instant ¢t 4+ At/2 sont égales et opposées aux vitesses a
I'instant t — At/2. En effet, si celles-ci sont plus grandes, alors les inversions successives de ces
vitesses relatives peuvent entrainer des déplacements de plus en plus importants et conduire
a une divergence de l'algorithme. Les valeurs limites des vitesses sont donc données par :
X7Z.§.+3At/ 2= —\Z?er/ 2= 171-3._At/ 2, si bien que la substitution de ces valeurs dans 1’équation (3.49)
donne la valeur limite du pas de temps At;;,, qui assure la stabilité de 1’algorithme :

87
AlLlim = ? (350)

On remarque que, dans un calcul dynamique « réel », cette valeur limite du pas de temps
correspondrait a la plus grande valeur du pas de temps qui garantirait la stabilité du schéma
centré de différences finies. Cependant, dans la méthode de relaxation dynamique, la masse
est un parametre qui n’intervient que dans le comportement dynamique de la structure, elle n’a
donc pas besoin de représenter la masse réelle du noeud. Ainsi, I'équation (3.50) peut étre utilisée
pour déterminer la valeur de la masse affectée a chaque nceud en fonction d'un pas de temps
arbitraire (en général, on prend At = 1) et de la raideur des éléments qui sont reliés a ce nceud.
Michael Barnes fait alors remarquer que, dans l'exemple précédent, la raideur totale K' de
chaque nceud dans la structure vaut 2K si bien que I'expression (3.50) s’écrit finalemenent : At =
V2711 /K®. 11 propose ensuite de généraliser cette expression a des structures plus complexes
dans lesquelles les nceuds ont plus de degrés de liberté en remplagant K par K", la plus
grande valeur de la raideur instantanée de tous les éléments de structure reliés au noeud i. La
masse minimale affectée a chaque nceud i est donc définie de la fagon suivante :

AP

m; > D K;'mx (3.51)

Il ne donne pas de démonstration de cette formule qu’il considére comme découlant na-
turellement de (3.50). Il illustre cependant la détermination K!"** pour des réseaux de cables.
Dans ces structures, chaque élément y ne travaille qu’en traction, seule compte donc leur rai-
deur axiale (ES/Lg), (oi1 E est le module d"Young de l'élément, S sa section et Ly sa longueur
au repos) et leur raideur géométrique (T/L), (oir T est la tension et L la longueur de 1'élément
dans la configuration actuelle). La masse affectée au nceud i peut donc étre calculée a 'aide de

I'expression des raideurs de tous les éléments y reliés au nceud i selon :

m; > Aj; [ii +g(f)mh (3:52)
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Si la raideur axiale est facilement évaluée a partir des caractéristiques géométriques et mé-
caniques des éléments, la détermination de la raideur géométrique maximale au cours du pro-
cessus est délicate. M. Barnes a donc été obligé d’introduire un facteur ¢ plus grand que 1 pour
assurer la stabilité de son algorithme; 1’estimation de g fait appel a 1’expérience de 1'utilisateur
et procéde bien souvent d’une succession d’essais et d’erreurs.

En ce qui concerne les poutres droites en flexion, on a vu dans le modele du paragraphe 3.3
que les nceuds ne possedaient que trois degrés de liberté en transalation. Or la raideur associée
au moment de flexion est une raideur angulaire ; pour évaluer la masse au noceud i, il faut donc
transformer cette raideur angulaire en une pseudo-raideur équivalente en translation K//**. On
va pour cela procéder de la méme fagon que lors de la transformation du moment fléchissant en
couple de forces équivalentes appliquées aux nceuds. L'expression du moment fléchissant (3.38)

permet de trouver un majorant du moment fléchissant M,; :

2sinx; 2EI;

M =Elig—— < 7— (353)
i—1,i+1 i—1,i+1
A partir de cette expression et de (3.40), on déduit ensuite un majorant des efforts intérieurs

équivalents F; ;1 et F;_q,;:

2(EI);

M _ _ 2(ED);
Li—1,;Li—1,i+1

Liiv1 LiiyaLio1in

etdeméme F_;; < (3-54)

Fiv1 = ||Fiall =
Ensuite, on suppose que la pseudo-raideur en flexion est donnée par Kf** = Fflex/[ En
faisant la somme de 1’ensemble des efforts appliqués au nceud 7 (cf. expression (3.42)), on obtient

alors une évaluation de la raideur en flexion au nceud i :

1 /2(EI;  2(ED)i4 1 /2(EI;  2(ED)in
Kflex _ i + i + i + i+
! L3, (Li1,z‘+1 Li o, ) L?iq <Lz’1,i+l Lijit2 )

(3-55)

Or, dans le calcul de la masse fictive affectée a chaque nceud, seul un majorant de la raideur

est nécessaire a la stabilité de I'algorithme. On peut donc simplifier I'expression (3.55) en :

flex  2(ED)iq  2(EI);  2(EI); = 2(EI)in
K= "ttt (3:56)
i—1, i—1,i i,i+1 1,i+1

Ensuite, pour trouver la masse fictive totale, on ajoute cette valeur de la raideur a l'expression
des raideurs axiales a l'intérieur des crochets de (3.52) pour chacune des poutres auxquelles le
neceud i est connecté. Dans la plupart des structures élancées, la raideur en flexion est trés petite
devant la raideur en traction, elle est donc souvent négligée. M. Barnes ne mentionne qu'une
seule fois dans [15] la possibilité de prendre en compte cette raideur dans le calcul de la masse
et suggere d’ajouter un terme en X(2EI/L?) correspondant a I’ensemble des poutres connectées
au nceud i. Cette approche empirique tres simple donne de trés bons résultats et, moyennant
I'ajustement du parametre g de (3.52), garantit la convergence de la plupart des calculs. Le
paragraphe suivant montrera par une approche plus mathématique qu’en effet I’expression des

masses fictives proposée ici est tres proche des parametres optimaux de 1’algorithme.
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3.5.2 Choix des parametres optimaux
Reformulation du probleme

Les expressions précédentes des masses fictives affectées aux nceuds sont approximatives et
sont volontairement surestimées de facon a garantir la stabilité de 1’algorithme. Pour déterminer
les parametres de masse optimaux, il faut reformuler le principe de l'algorithme de relaxation
dynamique d'un point de vue plus mathématique, c’est-a-dire réécrire les équations (3.8) a (3.51)
dans le cadre formalisé classique de la méthode des différences finies ou des éléments finis. On
regroupe ainsi I'ensemble des inconnues en déplacement du probleme discrétisé (1'équivalent
des coordonnées des Xf) a l'intérieur d’un vecteur u. Les efforts intérieurs f;,;; a un instant quel-
conque du processus sont définis en fonction des déplacements, le plus souvent par dérivation
de I'énergie de déformation. Lorsque le probleme est linéaire et que 1'on note K la matrice de

rigidité linéaire, alors f;,; est le plus souvent de la forme :

fir =K-u (3-57)

Pour les problemes non-linéaires, on peut définir f;,;; de facon incrémentale a 'aide d’une
matrice de rigidité tangente K(u) et procéder a chaque étape du processus comme dans le cas
linéraire.

Afipi(u) = K(u) - Au (3-58)

Pour simplifier le probleme on va supposer que pour toutes les applications qui sont faites
dans les parties qui suivent, la relation entre les efforts intérieurs et les déplacements est linéaire

a chaque itération et que, par conséquent, les efforts intérieurs f’

i sont donnés par la relation

(3.57). On a vu dans le chapitre précédent que l'algorithme de relaxation dynamique est basé
sur 1’équation différentielle du second ordre du mouvement dont I’expression la plus courante

en mécanique des structures est :

M-i"+C-u"+f),=f (3-59)

Dans (3.59), M représente la matrice de masse et C la matrice d’amortissement visqueux,
les points sur les lettres indiquent des dérivations par rapport au temps, n désigne le numéro
de l'incrémentation du processus itératif, f}}, les efforts intérieurs a la éniéme itération et f les
efforts extérieurs. On utilise alors, comme précédemment (3.10), un schéma d’approximation

centré pour la vitesse et I’accélération :
it = (ﬁ”+1/2 _ ﬁ”_l/z)/h et w'tl/2? = (un—i-l _ un)/h (3.60)

ol h est le pas de temps fixé. Pour la vitesse 1", on suppose qu’elle est égale a la vitesse moyenne
entren —1/2etn+1/2:
1-171 — (1-171+1/2 + ﬂn—l/Z)/z (361)
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On substitue alors (3.61) et (3.60) dans 1"équation (3.59) :

a2 — M/=C/2 oy E i
M/h+C/2 M/h+C/2 (3.62)
un+1 — _|_hun+1/2

Pour conserver la forme explicite du systeme, il faut supposer que les matrices M et C sont
diagonales. M. Papadrakakis [81] propose de supposer en plus qu’elles sont toutes les deux
proportionnelles aux termes de la diagonale principale de K. On a ainsi M = mD et C = cD.

L’expression (3.62) devient alors :

a2 = E_CZ;m-ﬁ””2+22hh/Dl(f—K-u”)
+ch/m +ch/m (3.63)
un+1 _ un+hun+1/2

Comme D est une matrice diagonale, on peut calculer séparément chaque déplacement in-

connu a partir des termes diagonaux 1/K;; selon :

2—ch/m _ 2h
gtz = 2 2T g2, 7 (. K-u!
i 2+ ch/m +Kii(2+Ch/m><l u) (3-64)
sl — ul(z+hu:1+l/2

1

On retrouve ainsi, au terme d’amortissement visqueux pres, un schéma d’intégration tres
proche de celui proposé dans I'approche simplifiée de M. Barnes. Exactement de la méme fagon
que dans cette derniere, on voit qu’ici la premiére itération ne peut étre calculée a 1’aide de (3.64).

Pour initier la récurrence, on suppose que la vitesse moyenne initiale est nulle et par conséquent

que a~1/2 = —al/2, En introduisant cette hypothese dans (3.64), on obtient alors :
ul/? = Ln—l(f — Ku?)
24+ch/m (3.65)
u = a4 nut/?

On dispose a présent de toutes les étapes nécessaires a la mise en ceuvre du calcul de récur-
rence; restent a déterminer les parametres /1, m et ¢ qui vont garantir la stabilité et une rapidité
de convergence maximale de 1’algorithme.

Détermination des parametres optimaux

Avant d’aller plus loin, on introduit les grandeurs suivantes & = (2 —ch/m)/(2+ch/m),
B=2h*/(2+ch/m), A =M"'K et b = M!f. L'équation (3.63) se transforme donc ainsi :

W =u" +a(u" —u"!) — BA-u" + b (3.66)
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Pour étudier la convergence du probléeme, il est nécessaire de considérer 'erreur a la éniéeme
itération que I’on définit comme I'écart entre la solution du probléeme u* obtenue pour f = K- u*

et la position actuelle u”. On note #" cet écart.

i"=u"—u (3.67)

La substitution de (3.67) dans (3.66) donne 1’équation caractéristique de 1’évaluation de 1’er-
reur :
" =@ +a@ -a" ") - A& (3.68)

La solution de I'équation (3.68) peut étre recherchée sous la forme @" !

= 4", Le processus
ne converge que si 4 est inférieur a un et il est d’autant plus rapide que 4 est faible. En intro-
duisant la nouvelle valeur de I’erreur dans (3.68) et en notant A4 n’importe laquelle des valeurs
propres de A, on obtient :

Y —(1+a—PAa)y+a=0 (3.69)

Les parametres optimaux du probleme sont donc ceux qui permettront d’avoir un § minimal
quelles que soient les valeurs de A . On va donc étudier les solutions de (3.69) qui minimisent .
Pour (1+ & — BAa) < 2v/a, les racines de (3.69) sont complexes, leur module est indépendant
de Ap etil vaut:

Y~ 2—ch/m
|’Y|—\/;— 2+ ch/m (3-70)

Pour (1+ & — BAa) = 2V/&, les racines sont réelles et égales. Leur module est toujours donné
par l'expression (3.70) mais la nullité du discriminant de 1’équation (3.69) permet d’obtenir une
relation supplémentaire entre ch/m et Ax :

(ch/m)? = Aal?/m - (4 — Aph?/m) (3.71)

Pour (1+& — fAa) > 2V/&, les deux racines sont réelles et le module le plus grand des deux

est donné par :

9] = 2+C1h/m (12— AaB2 /| 4+ (/A3 I8/ 2 — AAnI2/m + 22/ 2 (3.72)

A partir des expressions (3.70) et (3.72), on peut tracer |¥| en fonction de ch/m pour une
valeur quelconque de Aph?/m (cf. figure 3.14). On observe alors que |§| est toujours plus petit
que 1 et que || est toujours minimal lorsque les deux racines sont réelles et égales. Si de plus,
on considere l’expression (3.71) comme l'expression de ch/m en fonction de Aph?/m, on peut
remarquer que cette fonction est symétrique par rapport a 'axe Aah?/m = 2 et maximale pour
cette valeur. La valeur optimale du rapport h?/m est donc celle qui rend les valeurs de la plus
grande valeur propre A%%* et de la plus petite valeur propre A%" symétriques par rapport a
2m/h?. C’est-a-dire telle que :

(W /m)opt = 4/ (AR™ + AX™") (3-73)
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FIG. 3.14 — Relation entre |§| et ch pour Aph? = 1.

On en déduit ensuite I'amortissement optimal & partir de (3.71) :

(ch/m)opr = 44/ AR - AR/ (AR™ + AR™) (3.74)

En outre, on remarque dans I'équation (3.71) que, pour que ces parametres soient définis et
que le processus soit convergent (|| < 1) pour tous les A4, il est nécessaire que : 4 — Aph?/m >
0, ce qui peut se traduire par :

(R /m)ope < 4/ AR (3-75)

C’est cette expression (3.75) qui gouverne la stabilité de 1’algorithme. Elle ne fait pas inter-
venir la plus petite des valeurs propres A% ; I’évaluation de celle-ci ne présente donc d’intérét
que dans le but d’optimiser le parametre d’amortissement c et la rapidité de la convergence.
Si I’algorithme choisi utilise un « amortissement cinétique », alors il n'y a pas d’amortissement
visqueux et la connaissance de la valeur de A’y n’est pas nécessaire. Les méthodes d’évaluta-
tion de A% ne sont donc pas développées ici mais on en trouve différentes variantes dans les
articles suivants [81, 103, 90, 74]. Pour ce qui est de l'estimation de A’{**, c’est avant tout une
borne supérieure que I'on cherche. M. Papadrakakis propose d’utiliser la valeur donnée par le
théoreme de Greshgorin qui stipule que :

N
AR < max | Ajjl (3.76)
=1

]

En tenant compte du fait que A = M~ 'K avec M;; = mK;; et des équations (3.75) et (3.76), on
obtient I’expression du parameétre de masse minimum m qui garantit la stabilité du probleme en

fonction des termes de la matrice de raideur K de la structure :

m°P! > max 3 hj IKijl

i =1 4 Kj

(3-77)
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On remarque la similarité entre I'expression ci-dessus et celle donnée par Michael Barnes
(3.52). En effet, pour les structures de cables présentées dans le paragraphe 3.3, les termes |K;;|
avec j # i sont les raideurs axiales (ES/L);; des éléments (i, ) et les termes diagonaux |Kj;| sont
la somme des raideurs axiales des éléments ) (ES/L);; des éléments (i, ). Ainsi, pour les struc-
tures de cébles, Z]-Iil Kij| /|Kii| = 2 et I'expression (3.77) peut s’écrire m > h?/2. La démonstra-
tion de P. Underwood conduit a une valeur optimale de la matrice de masse de M = %th, c’est-
a-dire telle que M;; = %thﬁ, exactement la méme valeur que celle de Barnes M; = %AtzK;”“x .
Pour les structures de poutres en flexion, il est plus difficile de conclure : d"une part il est impos-
sible de définir une matrice de raideur avec flexion dans le modele de Barnes et d’autre part la
démonstration ci-dessus ne dit pas comment additionner des termes K;; exprimés dans des uni-
tés différentes. Néanmoins, la pseudo-raideur en flexion K/*** proposée dans I’expression (3.56)
est un majorant du terme supplémentaire a prendre en compte dans (3.77), elle permet donc

d’assurer la stabilité de 'algorithme.

Par ailleurs, il faut noter que I'expression (3.77) n’est valable que dans le cas ou les efforts
intérieurs sont des fonctions linéaires des déplacements et ol les valeurs propres de K sont
constantes au cours du processus itératif. Si 'on désire prendre en compte la raideur géomé-
trique des éléments dans la structure actuelle, alors le parameétre de masse doit étre réévalué
régulierement selon (3.77) en remplacant la matrice de raideur linéaire par la matrice de rai-
deur totale de la structure. Pour éviter d’avoir a recalculer trop souvent le parametre de masse,
différentes méthodes de suivi des accélérations ont été proposées sous le nom de méthode de re-
laxation dynamique adaptative [103, 10, 90, 74]. Ces méthodes sont souvent performantes d’apres

leurs auteurs mais elles compliquent 1’algorithme ; nous avons choisi de ne pas les implémenter.

Cependant, comme le modele de calcul des efforts présenté dans le paragraphe suivant prend
en compte la raideur géométrique des éléments, une certaine adaptation de m est donc néces-
saire. Apres une premiére tentative d’'implémentation de la méthode de P. Underwood, il a été
remarqué qu’en général, entre deux pics d’énergie cinétique, le parameétre de masse m était
quasiment constant. En effet, si 1'on regarde l'expression (3.52) de la masse fictive optimale,
c’est-a-dire m; = %Al‘2 Y (ES/Lo+8T/L)y, on voit qu’entre deux pics d’énergie, seule la rai-
deur géométrique (T/L),, varie. Si ’'on choisit un parametre ¢ suffisamment grand, on peut ne
calculer la masse m; qu’apres chaque pic et se prémunir contre des augmentations éventuelles
de la raideur géométrique dans les éléments. En général, un coefficient de sécurité ¢ de 1,05 est
suffisant pour assurer la stabilité du probleme. On dispose ainsi d"un assez bon compromis entre
une adaptation permanente qui requiert des temps de calcul plus grands pour chaque itération

et une masse a chaque nceud constante qui requiert un plus grand nombre d’itérations.

3.6 Schéma général de 1’algorithme de relaxation dynamique

Les différentes étapes de la méthode de relaxation dynamique ont été présentées dans les
paragraphes précédents. Il apparait cependant nécessaire de les récapituler toutes ici afin d’avoir
une vision d’ensemble de 1’algorithme tel qu’il a été implémenté dans Scilab" , un logiciel libre de

ISite internet officiel : http :/ /www.scilab.org
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calcul scientifique développé en commun par I'Institut National de Recherche en Informatique et
Automatique (INRIA) et 'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées. Le programme a été baptisé
AlgoRD ; son mode d’emploi et son fonctionnement sont décrits dans 1’annexe A.

1. Définition de la géométrie initiale, de la géométrie au repos et du chargement;
2. Définition du parametre de convergence Ei™ ;

3. Initialisation des vitesses V; = 0;

4. Calcul des masses m; a chaque noeud selon (3.52 et 3.56);

5. Nouvelle itération t = t + At :

(a) Calcul des efforts intérieurs 13;;“

selon (3.42);

7t+At/2
Vi

(b) Calcul des vitesses selon (3.10);

(c) Vérification de la compatibilité avec les conditions aux limites selon (3.16);
(d) Calcul des positions X;*At selon (3.11);
(e) Modification des positions en fonction des excentricités selon (3.45);

(f) Calcul de I'énergie cinétique EXF2/2 selon (3.17);
Si EIFAt/2 » EEHA/2 glors retourner en 5a;
Si ELFA2 < EEHAY2 glors aller en 6;

6. Interpolation des positions }_ff* du pic d’énergie cinétique selon (3.20) ;
Si ELFAt/2 > Elim alors retourner en 3;
Si EfFAH/2 < Elim alors 1'équilibre est trouvé ;

7. La position d’équilibre est X3 = X!’

Le critére de convergence est basée ici sur I'énergie cinétique qui est progressivement dis-
sipée, comme dans les articles de M. Barnes [13], S. Belkacem [21] et M. Salehi [89]. L’énergie
cinétique limite E/™, au-dela de laquelle on considere que le calcul a convergé, est définie comme
une fraction (en général 1/1000) de la valeur du pic d’énergie maximale détectée jusque la. Le
critere de convergence est d’autant plus fort que 1’énergie cinétique limite est faible, c’est-a-dire
que les variations d’énergie potentielle entre deux pics successifs sont petites. On note cependant
que certains auteurs (notamment D. Oakley [74], M. Papadrakakis [81] et P. Underwood [103])
n’utilisent pas ce critere mais lui préferent un critére basé sur la convergence du résidu relatif
des efforts. Les deux méthodes semblent aussi précises et stables 1'une que l'autre, et parfois

méme sont utilisées en parallele (cf. R. Sauvé et D. Metzger [9o], M. Barnes [14]).

Des garde-fous ont par ailleurs été ajoutés afin d’arréter le calcul si la structure présente
une instabilité manifeste (du type de celle décrite dans le paragraphe 3.5.1 avec des oscillations
identiques trés rapprochées) et si I'algorithme ne semble pas converger, c’est-a-dire si le nombre
d’itérations devient trop important (en général supérieur a 10000).
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3.7 Validation du programme AlgoRD

Avant d’étre utilisé pour le calcul de gridshells ou d’autres types de structures élancées pré-
contraintes, le programme AIgoRD a subi un certain nombre de tests de validation. Le premier
consiste a en vérifier la convergence au travers de 1'étude de l'influence de la densité et de
l'uniformité du maillage. Le deuxiéme évalue les performances relatives du programme, tant
en terme de temps de calcul qu’en terme de précision, en le comparant au logiciel d’éléments
finis Abaqus™. Le troisiéme est consacré a 1'étude de l'influence des excentricités sur les perfor-
mances générales du programme. Enfin, dans le dernier test, le programme est utilisé comme un
outil pour I’analyse structurelle et la recherche de charges critiques de flambement. Les valeurs

trouvées sont comparées a celles disponibles dans la littérature.

3.7.1  Convergence de l’algorithme

La premiere propriété du programme a vérifier est sa convergence. Pour cela, plusieurs séries
de tests ont été effectuées sur un probléme de structure simple : la recherche de la forme d’équi-
libre post-flambé d’une poutre sur appuis simples. Cette forme d’équilibre est connue depuis
les travaux d’Euler (1744) sous le nom d’elastica, elle est 'une des rares solutions analytiques
exactes d’'un probleme de poutre en grandes transformations. Aprés une rapide présentation
de cette courbe et de ses propriétés géométriques, ce paragraphe compare formes théoriques et
numériques pour différents modes de chargements et deux types de maillages (un symétrique
et un dissymétrique) afin d’étudier I'influence de la densité et de l'uniformité du maillage sur la

convergence.

al? al2

F1G. 3.15 — Schéma de la déformée d’une poutre simple post-flambée.

L'elastica

Les travaux d’Euler sur le flambement dans leur formalisme originel sont difficiles a com-
prendre aujourd’hui [?] si bien que l'analyse qui suit s'inspire presque exclusivement de la
réécriture moderne du probléeme que 'on peut trouver dans un grand nombre de manuels et
d’articles, dont J. Courbon [33] et S. Ariaenssens [2]. On considére donc la poutre de longueur
[, d’inertie I et de module d"Young E constants, articulée a ses deux extrémités et soumise a un

effort normal de compression F comme indiqué sur la figure 3.15. On suppose que, pour une



3.7 Validation du programme AlgoRD 107

raison quelconque (effet du poids propre, de 1’excentricité du chargement, d'un défaut dans le
matériau), la poutre n’est plus droite et qu'un déplacement transversal v(x) est apparu. L'équi-
libre local des moments fléchissants sur la configuration déformée de la poutre comporte alors
deux termes : le premier —Fuv est lié a 1’excentricité induite par v sur la force de compression
F, et le second est lié a la variation de courbure d?v/dx? dans le cadre de I'hypothese des petits

déplacements.
2

d-v
Elﬁ%—Fv:O (3.78)

Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme : v(x) = A coswx + Bsinwx
ou w est défini par w? = F/EI Pour déterminer les constantes A et B, on se sert des conditions
aux limites v(0) = 0 et v(I) = 0. En remarquant que w croit quand F croit, on constate que, tant
que wl < 7, la seule solution de (3.78) est A = 0 et B = 0; 1’équilibre est donc stable. Lorsque
wl = 7, A est toujours nul, mais B est indéterminé, I'équilibre est donc instable pour :

m2El
F. = T (3-79)

Cette valeur F. est appelée force critique de flambement ou force critique d’Euler. Lorsque
F augmente au-dela de cette valeur, I'’hypothése des petits déplacements n’est plus respectée et
on ne peut plus assimiler la courbure x a la dérivée seconde de la fleche d?v/dx?. L'équation

différentielle (3.78) se transforme donc en :

Elx+Fv =0 (3.80)

Pour résoudre cette équation différentielle, on note 6 1’angle entre I’axe des x et la tangente a
la fibre moyenne de la déformée. Puis, en remarquant que x = d6/ds et dv/ds = sin6, on dérive
I’équation (3.80) par rapport a I'abscisse curviligne s pour obtenir :

0

Ensuite, on multiplie les deux membres de 1’équation (3.80) par 2d60/ds et on intégre par

rapport a 6 pour trouver :

6\ > a9
EI (ds) = F(cos@ — cosa) car <ds)0—0 (3.82)

Comme d6/ds est négatif, on peut réécrire l'expression précédente et exprimer l’abscisse

curviligne s en fonction de I'angle 0 :

—do | F m |F
ds = avec k=14/—=—4/= 8
kv/2(cosf — cosa) EI I'VE (5:83)
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Soit, en utilisant la relation trigonométrique de 1’angle double :
—df
Zk\/(sin2 & —sin?§)

(3-84)

Ensuite, il n'y a plus qu’a écrire que la longueur de la poutre est [. On integre pour cela

I’équation (3.84) entre —a et &, et, en remarquant que le probléme est symétrique, on obtient :

/)¢ ~ (3.85)

3 — sm2 9

Soit, en introduisant le changement de variable sin6/2 = sina /2 - sin¢ :

/2
m_z/ ¢ (3.86)
0
Ja-

% sin? )

On reconnait une intégrale elliptique a la forme canonique de Legendre I(sin %) dont les
valeurs sont calculables numériquement (ou tabulées). L'expression (3.86) devient ainsi : kI =
2I(sin §). On remarque que, quelle que soit la valeur de &, I(sin §) > 71/2 et donc que I'expres-
sion (3.86) n’est valable que pour kI > 7, c’est-a-dire pour F > F. ce qui est cohérent avec le
fait que si la force est inférieure a la force critique d’Euler, la seule solution du probleme est une
poutre droite.

Pour calculer le déplacement maximum & mi-portée, on utilise la relation de cinématique
locale dv = dssinf dans laquelle on remplace ds par sa valeur en fonction de df donné par
(3.84). On integre par rapport a 0 et on trouve :

sin 646
A 587)
\/ (sin? & —sin §)

En utilisant le méme changement de variable que précédemment et I’expression (3.86), on

obtient : f .

s 2
== (3.88)

I I(sinf)

Pour calculer la distance a entre les deux extrémités de la poutre, autrement dit sa portée, on

procede exactement de la méme facon en intégrant la relation dx = dssin 6. On trouve alors :

% = 2§Ez$§§ avec J( sm /n/z \/1 — sin® sm 2 pdg (3-89)

2

Les différents parametres adimensionnels caractéristiques de 'elastica (F/F,, f /] et a/l) peuvent
donc facilement étre calculés en fonction de «a et des formules établies en (3.86), (3.88) et (3.89).
Les principales valeurs de ces parametres en fonction de dix-sept valeurs de a variant de 10°a
170°sont présentées dans le tableau 3.1; elles serviront de références pour des comparaisons avec

les résultats des tests qui sont effectués dans les deux paragraphes suivant.
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TaB. 3.1 — Valeurs des parameétres caractéristiques de 1’elastica.

Angle | 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70" 80° 90’
F/F. | 1,004 1,015 1,035 1,064 1,102 1,151 1,214 1,294 1,393
a/l 0,992 0,970 0,932 0,881 0817 0,741 0,655 0,559 0,457
f/1 0,055 0,110 0,161 0,211 0,256 0,297 0,331 0,360 0,381

o

Angle | 100° 110° 120° 130" 140’ 150° 160 170"

F/F, | 1,518 1,678 1,885 2,160 2,542 3,105 4,030 5,950
a/l | 0,348 0,237 0,123 0,008 -0,106 -0,222 -0,340 -0,471
f/l | 0396 0,403 0,402 0,393 0,375 0,349 0,312 0,260

Tests avec déplacement imposé des extrémités

Le premier test s’apparente aux essais a déplacement controlé effectués en laboratoire, il
consiste a fixer les positions des deux extrémités de la poutre pour une certaine valeur du
parametre a /I et a vérifier que les valeurs des autres parametres (F/F; et f/I) de la forme trouvée
par la méthode de relaxation dynamique convergent bien vers les parametres théoriques. Les
valeurs de a/] imposées correspondent aux 17 valeurs que prend le parametre lorsque a varie
de 10°a 170°(cf. tableau 3.1). Aucun effort n’est appliqué a la structure en dehors des réactions
induites par le blocage des conditions aux limites en translation. La longueur des barres est fixée
arbitrairement égale a 20 m, leur inertie a 1 cm?, leur section 1 cm? et leur module d"Young a
10 GPa. La forme initiale de la poutre est une parabole de 20 m de portée et de 0,5 m de haut
dont la position des extrémités est modifiée pour que la distance qui les sépare soit égale a la

valeur théorique de a pour chaque valeur de «.

s

F1G. 3.16 — Déformées obtenues pour un maillage A non-uniforme de densité n = 4.

En prenant exemple sur les tests effectués par Barnes dans [15, 3], il a été choisi d’étudier
deux types de maillages. Le premier, noté A, est irrégulier et dissymétrique, il est composé d'une
succession de segments dont la taille va en diminuant d"une extrémité a l'autre (n segments de
longueur L/ (4 x n), 2n segments de longueur L/ (4 x 2n), 4n segments de longueur L/ (4 x 4n)
et 8n segments de longueur L/(4 x 8n)). Le deuxiéme, noté B, est régulier et symétrique, il
possede le méme nombre d’éléments que le premier, a savoir 151 segments de longueur L/ (15n).
Le facteur n est augmenté progressivement jusqu’a ce qu'un niveau de convergence suffisant
soit atteint, soit trois chiffres apres la virgule pour chacun des parametres f/L et F/F.. Les



110 3. LA METHODE DE RELAXATION DYNAMIQUE

figures 3.17 et 3.16 présentent les géométries obtenues pour différentes valeurs de a et pour
une densité de n = 4. Il apparait clairement que la dissymétrie du maillage de la figure 3.16 a
une forte influence sur la géométrie de la forme d’équilibre et, par conséquent, que la densité de
maillage n’est pas satisfaisante. Toutefois si 'on augmente la densité du maillage, la déformée de
la poutre redevient symétrique et le programme finit par converger comme on peut le constater
dans les tableaux 3.2 et 3.3 qui montrent les densités de maillage nécessaires respectivement a la

convergence des parametres F/F. et f/l pour chacune des valeurs de «.

F1G. 3.17 — Déformées obtenues pour un maillage B, uniforme de densité n = 4.

Tas. 3.2 — Convergence de F/F.. Tas. 3.3 — Convergence de f/I.
Elastica théorique Densité convergée Elastica théorique Densité convergée
o a/l  F/F B A o a/l f/l B A
10° 0,992 1,004 16 16 10° 0,992 0,055 1 1

20° 0,97 1,015 8 16 20° 0,97 0,11 1 1
30° 0,932 1,035 8 16 30° 0,932 0,161 1 1
40° 0,881 1,064 4 8 40° 0,881 0,211 1 1
50° 0,817 1,102 4 8 50° 0,817 0,256 1 1
60° 0,741 1,151 2 8 60° 0,741 0,297 1 1
70° 0,655 1,214 4 8 70° 0,655 0,331 1 1
80° 0,559 1,294 2 8 80° 0,559 0,36 1 1
90" 0,457 1,393 2 8 90" 0,457 0,381 1 1
100° 0,348 1,518 2 4 100° 0,348 0,396 1 1
110° 0,237 1,678 3 4 110° 0,237 0,403 1 1
120° 0,123 1,885 4 8 120° 0,123 0,402 1 1
130° 0,008 2,16 4 8 130° 0,008 0,393 1 1
140° -0,106 2,542 4 8 140° -0,106 0,375 1 8
150° -0,222 3,105 4 16 150° -0,222 0,349 1 4
160° -0,34 4,03 4 16 160° -0,34 0,312 1 8
170° -0,471 5,95 4 16 170° -0,471 0,26 1 4

On remarque que quelle que soit la valeur de a choisie les deux maillages convergent : le
maillage uniforme rapidement alors que le maillage non-uniforme est plus lent. Il finit cepen-
dant par se stabiliser au niveau des valeurs théoriques lorsque les dimensions de son plus grand
segment atteignent celles du segment du maillage uniforme minimal pour obtenir la conver-

gence. On remarque également que le parametre f/I du tableau 3.3 lié aux déplacements et a



3.7 Validation du programme AlgoRD 111

la fleche est plus rapide a converger que le parametre F/F. du tableau 3.2 qui est lié aux efforts
intérieurs. On retrouve la un résultat bien connu de la mécanique numérique : les criteres de
convergence en effort ou en contrainte sont des critéeres beaucoup plus exigents, beaucoup plus
séveres que les criteres en énergie ou en déplacement. De ce point de vue 13, la méthode de re-
laxation dynamique n’apporte aucun avantage ou désavantage supplémentaire par rapport aux
méthodes classiques d’éléments finis.

Tests avec effort imposé aux extrémités

Le second test s’apparente aux essais a force contrdlée car on impose aux extrémités de la
poutre des efforts qui correspondent a une certaine valeur du parametre F/F; et de a, tandis
qu’on laisse les extrémités libres de se déplacer horizontalement selon la ligne d’action de ces
forces. On vérifie ensuite la convergence des résultats avec la densité du maillage au travers
des parametres (a/I et f/I) de la forme trouvée par la méthode de relaxation dynamique et
des parametres théoriques. Les caractéristiques géométriques et mécaniques des barres sont
identiques a celles des essais précédents, la forme initiale de la poutre est toujours une parabole
de 20 m de portée et de 0,5 m de haut. On reprend également les deux mémes types de maillage
non-uniforme (maillage A) et uniforme (maillage B) et on augmente le facteur n de densité du
maillage progressivement jusqu’a ce qu’un niveau de convergence suffisant soit atteint (trois
chiffres apres la virgule).

Fic. 3.18 — Déformées obtenues pour un  Fic. 3.19 — Déformées obtenues pour un
maillage uniforme de densité n = 2. maillage non-uniforme de densité n = 2.

Les figures 3.18 et 3.19 présentent les géométries obtenues pour différentes valeurs de a pour
une densité de n = 2. On constate que, pour le maillage non-uniforme, la boucle de la déformée
se défait pour des forces élevées et que la poutre redevient droite. Comme dans le cas des essais
en déplacement, si 'on augmente le maillage, la forme bouclée redevient une forme stable et
le programme converge vers les valeurs théoriques. Ces résultats qualitatifs sont détaillés dans
les tableaux 3.4 et 3.5 qui présentent respectivements les densités de maillage nécessaires a la
convergence des parametres a/I et f/I en fonction du rapport F/F..

Les remarques sur les essais a déplacement imposé sont pour 1'essentiel valables également
pour les essais a force imposée. Quelle que soit la valeur de « choisie, les deux maillages
convergent, le maillage uniforme plus rapidement que le maillage non-uniforme. On observe
cependant que la convergence est plus lente pour les faibles valeurs de «. Si I’on regarde les

premieres valeurs théoriques du tableau 3.5, on constate que le phénomene de flambement est
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tres sensible et que, des que la force de compression dépasse la force critique d’Euler, les défor-
mations de la poutre deviennent considérables. Ainsi pour un dépassement de 1,5 % seulement
de F., la fleche & mi-portée atteint déja 11 % de la longueur de la poutre. Les défauts d’ap-
proximation des efforts intérieurs liés a la grossiereté du maillage entrainent donc des variations
importantes de la géométrie d’équilibre, qui s’estompent cependant quand on affine le maillage
de la poutre. Cette observation n’est pas sans conséquence sur le choix de la meilleure stratégie
pour la recherche de forme. Il apparait en effet clairement que les modeles pilotés en dépla-
cement sont préférables car ils permettent d’obtenir des résultats précis pour des densités de
maillage plus faibles et donc pour des temps de calculs moins importants. De tels modeles ne
sont pas toujours faciles a construire, voire méme impossibles quand aucun point de la géométrie
d’équilibre n’est connu comme par exemple avec la méthode de recherche de forme développée
au paragraphe 4.3. Dans ces cas, on aura intérét a remplacer le chargement extérieur de com-
pression par des forces de flexion et a substituer au phénomene de flambement un calcul en

flexion simple, moins sensible et moins instable (cf. paragraphe 4.3).

Tas. 3.4 — Convergence de a/I. Tas. 3.5 — Convergence de f/I.
Elastica théorique | Densité de maillage Elastica théorique | Densité de maillage
« F/F.  a/l B A o a/l  f/1 B A
10° 1,004 0,992 8 64 10° 1,004 0,055 8 64

20° 1,015 0,97 2 32 20° 1,015 0,11 2 32
30° 1,035 0,932 2 16 30° 1,035 0,161 2 16
40° 1,064 0,881 2 16 40° 1,064 0,211 2 16
50° 1,102 0,817 2 16 50° 1,102 0,256 2 16
60° 1,151 0,741 2 16 60° 1,151 0,297 2 8
70° 1,214 0,655 2 16 70° 1,214 0,331 1 8
80° 1,204 0,559 2 16 80° 1,294 0,36 1 8
90° 1,393 0,457 2 16 90° 1,393 0,381 1 8
100° 1,518 0,348 2 16 100° 1,518 0,396 1 8
110° 1,678 0,237 2 16 110° 1,678 0,403 1 8
120° 1,885 0,123 2 16 120° 1,885 0,402 1 16
130° 2,16 0,008 2 16 130° 2,16 0,393 2 16
140° 2,542 -0,106 2 16 140° 2,542 0,375 2 16
150° 3,105 -0,222 2 16 150° 3,105 0,349 2 16
160° 4,03 -0,34 2 16 160° 4,03 0,312 2 16
170° 5,95 -0,471 2 16 170° 5,95 0,26 2 16

3.7.2 Précision et temps de calcul

La méthode de relaxation dynamique est un outil de calcul non-linéaire de structures parmi
d’autres. Ses performances en terme de précision, de stabilité et de rapidité doivent donc étre
comparées a celles d’autres outils numériques comme le logiciel de calculs aux éléments finis
Abaqus™. Les résultats de deux calculs de structures élancées précontraintes sont donc confron-
tés ici : le premier reprend le probleme plan de la poutre post-flambée (cf. figure 3.20) et le second

est un probléme de mise en forme d’un gridshell simple (cf. figure 3.21) .
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F1G. 3.20 — Poutre post-flambée.  F1G. 3.21 — Gridshell élémentaire de deux fois cinq barres.

Structures planes

L'étude du flambement d’une poutre simple en grande transformation est particulierement
intéressante car, on l'a vu, la géométrie finale de la structure est connue analytiquement ce qui
permet d’enrichir la comparaison des différents modeles numériques entre eux. La structure test
est composée d'une poutre droite de 12 m de long de section circulaire de 50 mm de diameétre
et de 2 mm d’épaisseur, ce qui correspond a une inertie de 8,7 cm*. La poutre est fabriquée
dans un matériau homogene isotrope avec un module d"Young de 35 GPa et un coefficient de
Poisson de o,3. Elle est simplement appuyée sur le sol et soumise a deux efforts opposés de
1000 N auxquels une charge linéique de 5 N/m a été ajoutée pour orienter le phénomene de
flambement. En remarquant que la force critique de flambement de cette poutre est de 209 N et
donc que le rapport F/F,; se situe aux alentours de 5, on déduit d’apres le tableau 3.1 que l'effort
de compression appliqué devrait provoquer un bouclage de la poutre et converger vers un angle
initial proche de 165 degrés.

Le type d’élément de poutre choisi pour la méthode de relaxation dynamique suit une ci-
nématique de Navier-Bernouilli comme indiqué dans le paragraphe 3.3. Celui choisi par défaut
dans Abaqus™ est un élément classique de poutre plane de Timoshenko avec trois degrés de li-
berté par nceud (deux translations et une rotation). Le solveur spécifique aux problémes avec des
non-linéarités géométriques qui a été sélectionné est fondé sur la méthode de Newton-Raphson
modifiée (cf. paragraphe 3.1.1). Dans un premier temps, on cherche a évaluer l'influence de la
finesse du maillage sur la géométrie et les efforts intérieurs dans la poutre. Pour cela, différents
calculs avec un nombre total d’éléments variant de 10 a 100 sont effectués et comparés au calcul
de référence de la méthode des éléments finis (MEF) établi sur une structure qui comporte 100
éléments. Le tableau 3.6 montre les résultats de cette comparaison. U} et U"** représentent
respectivement le déplacement horizontal maximal de la poutre (obtenu aux extrémités) et son
déplacement vertical maximal (obtenu a mi-portée). N"" et N"%* sont les deux valeurs extrémes

des efforts normaux et M™** est le moment fléchissant maximal.

Au vu du tableau 3.6, les résultats de la méthode de relaxation dynamique apparaissent tres
proches de ceux de la méthode des éléments finis puisque 1’écart relatif est inférieur a 0,1% tant
sur les efforts que sur les déplacements. Les différences qui persistent entre les modéles résident
vraisemblablement dans le fait que les énergies élastiques de déformation prises en compte

sont différentes. Outre le fait qu’il n'inclue pas de chargement vertical, le modele analytique ne
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prend en compte que les déformations liées au moment fléchissant, la méthode de relaxation
dynamique prend aussi en compte les déformations liées a 1’effort normal, mais elle néglige
encore les déformations de cisaillement qui sont intégrées dans les éléments de Timoshenko du
modele aux éléments finis. On note malgré tout que des 20 éléments, 1’écart entre la méthode
des éléments finis de référence (avec 100 éléments) et la méthode de la relaxation dynamique est

inférieur a 1%.

TaB. 3.6 — Valeurs caractéristiques d"une elastica obtenues par différentes méthodes.

Modele Nombre urex upex N Nmax Mmax
d’éléments | (encm) (encm) (enN) (enN) (en N.m)

10 3,54 8,64 -968 728 3470

20 3,52 8,44 -968 938 3450

Relaxation 30 3,52 8,41 -969 974 3450

dynamique 40 3,52 8,39 -969 979 3440

50 3,52 8,39 -969 992 3440

100 3,52 8,39 -969 999 3440

MEF 100 3,512 8,38 -969 999 3432

Analytique 3,46 8.42 3460

Dans un second temps, on cherche a évaluer les performances en terme de temps de calcul
entre les deux méthodes numériques. M. Papadrakakis [81] avait déja effectué des comparai-
sons entre les différentes méthodes de Newton-Raphson et la méthode de relaxation dynamique
avec différents degrés d’optimisation des parameétres dynamiques. Il avait conclu que les deux
familles de méthodes avaient des performances comparables pourvu que 'on en utilise les ver-
sions les plus performantes : autrement dit, que la rapidité des calculs dépend avant tout de
I'optimisation de I'algorithme considéré et de sa maitrise par l'utilisateur. C’est a des conclusions
semblables que conduisent les paragraphes qui suivent et plus particulierement les comparai-

sons qui sont faites sur la structure de gridshell.

En effet, si 'on consideére le tableau 3.7, on constate que, sur ce probleme tres simple, 1’al-
gorithme de relaxation dynamique est beaucoup plus lent que le logiciel Abaqus™. Le fait est
que, pour trouver la position d’équilibre finale, la méthode de relaxation dynamique résoud un
probleme de dynamique des structures dans lequel le mouvement a effectuer est initié par des
efforts purement horizontaux alors que 'essentiel du déplacement est vertical. En revanche, dans
la méthode des éléments finis, cet aspect dynamique n’apparait pas et le probleme est résolu trées
rapidement comme n’importe quel probléme non-linéaire géométrique avec peu de degrés de
liberté. Si 1’on désire améliorer les performances de la méthode de relaxation dynamique, il faut,
dans la mesure du possible, lancer le calcul depuis une géométrie initiale plus proche de la
forme finale. Cette géométrie pressentie par le concepteur ou l'utilisateur peut étre quelconque
et méme fortement précontrainte, 1’essentiel est qu’elle permette d’accélérer le mouvement vers
la position d’équilibre. Par exemple, dans le cas de la poutre post-flambée étudiée ici, on peut
prendre comme configuration initiale de la poutre droite une parabole de 3,5 m de hauteur et
de 12 m de portée; le temps de calcul pour une poutre de 30 éléments est alors réduit de 256 a

206 secondes et de 12084 a 9 9o3 itérations pour le méme niveau de précision.



3.7 Validation du programme AlgoRD 115

Tas. 3.7 — Comparaison des temps de calcul en 2D.

Relaxation dynamique Eléments finis
Nombre Temps de Nombre Temps de Nombre
d’éléments | calcul (en s) d’itérations | calcul (en s) d’itérations
10 28 3374 36 57
20 112 7580 35 58
30 256 12084 35 59
40 442 15409 36 62
50 681 19779 37 66
100 3502 50592 41 70

Structures spatiales

La structure spatiale sélectionnée pour les tests de validation en trois dimensions est un grid-
shell composé de deux fois cing barres dans deux directions perpendiculaires (cf. figure 3.21).
Au repos, la grille forme une résille orthogonale de poutres de 12 m espacées de 2 m les unes des
autres et articulées entre elles. Les propriétés géométriques et mécaniques sont les mémes que
dans 'exemple précédent : une section tubulaire de 50 mm diamétre et de 2 mm d’épaisseur, un
module d"Young de 35 GPa et un coefficient de Poisson de 0,3. Les déplacements des extrémités
de chacune des dix barres sont libres dans le plan initial de la grille, bloqués perpendiculaire-
ment a celui-ci. Leurs rotations sont completement libres. Les excentricités entre les barres sont
négligées. Une charge de 200 N est appliquée perpendiculairement au plan de la grille a chacun

des vingt-cinq points de connection.

Les types d’élément de poutre utilisés dans les modeles numériques sont les mémes que dans
I'exemple précédent : une poutre de Navier-Bernouilli avec trois degrés de liberté en translation
pour la relaxation dynamique et une poutre de Timoshenko avec six degrés de liberté (trois
en translation et trois en rotation) pour Abaqus™. Le solveur spécifique aux probléemes avec
des non-linéarités géométriques, fondé sur la méthode de Newton-Raphson modifiée, a été une
nouvelle fois sélectionné pour la comparaison. Pour évaluer 'influence de la finesse du maillage
sur la géométrie et les efforts dans la poutre, on effectue différents calculs avec un nombre
total d’éléments variant de 6 a 60 par barre et on compare les résultats a ceux du calcul de la
méthode des éléments finis (MEF) établis sur une structure qui comporte 60 éléments. Dans ce
dernier, les liaisons entre les deux directions de barre sont modélisées par des « connecteurs »
qui lient les degrés de liberté en translation des noeuds des barres au niveau des assemblages
dont I’excentricité est considérée comme nulle. La cinématique des liaisons est donc la méme

dans les deux modélisations.

Le tableau 3.8 montre les résultats de cette comparaison. Le probleme étant parfaitement
symétrique, les déplacements dans l'une ou l'autre des directions principales de la grille sont
identiques ; par conséquent seuls les déplacements maximaux dans la direction x et les déplace-
ments perpendiculaires au plan initial de la grille, respectivement U}"** et U"** sont présentés.

M

Par ailleurs, 1'utilisation de connecteurs dans Abaqus™ rend délicate ’obtention des efforts

intérieurs dans les barres; on se contente donc des réactions d’appuis maximales RI**.
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Tas. 3.8 — Influence de la densité maillage sur la précision de la forme d’un gridshell.

Modeéle Nombre uyex uzex R
d’éléments | (en cm) (en cm) (en N)

6 1,42 3,41 434

Relaxation 12 1,37 3,33 450

dynamique 24 1,35 3,30 458

60 1,34 3,29 453

MEF 60 1,36 3,31 459

Comme pour les structures planes, on constate un bon accord entre les valeurs données par
les deux méthodes, moins de 1 % d’écart. On constate également que, méme pour des densi-
tés assez faibles de maillage (24 éléments par barre), les résultats de la méthode de relaxation
dynamique atteignent ce niveau de précision. Si I’on observe en paralléle le tableau 3.9, la com-
paraison des temps de calcul n’est plus de fagcon évidente en faveur de la méthode des éléments
finis. En effet, méme si des résultats rapides peuvent étre obtenus avec les éléments finis pour
le maillage le plus fin, on remarque que, pour les autres densités de maillage, le calcul dure
plusieurs jours alors que le nombre de degrés de liberté est tres faible. La méthode de relaxation
dynamique au contraire converge tres rapidement pour les faibles densités de maillage et voit

son temps de calcul augmenter avec le nombre de degrés de liberté.

TaB. 3.9 — Comparaison des temps de calcul en 3D.

Relaxation dynamique Eléments finis
Nombre | Tempsde  Nombre | Tempsde  Nombre
d’éléments | calcul ens d’itérations | calcul ens d’itérations

6 61 1086 >3.105 >10°
12 345 3840 >2,5.10° 8,5.10°
24 938 5520 >1,5.10° 7.10°
60 7572 18392 188 287

Si l'on pousse 'expérience un peu plus loin et qu’on augmente la charge a 400 N pour
un maillage a 24 éléments par barre, alors les temps de calcul de la méthode de relaxation
dynamique sont plus rapides (on passe de 938 a 667 secondes et de 5520 a 3802 itérations)
alors que le calcul avec Abaqus™ éprouve de nouveau de grandes difficultés a converger. Pour
obtenir un résultat dans un temps acceptable, on est donc obligé de raffiner encore le maillage,
d’augmenter le nombre de degrés de liberté ce qui finit a force par rallonger sérieusement le
temps de calcul. La stratégie a mettre en ceuvre pour diminuer le temps de calcul est donc
contradictoire, le maillage le plus efficace risque donc d’étre délicat a trouver. Si I’'on considere
de plus que la structure étudiée ici est une structure symétrique simple avec seulement deux fois
cinq barres et que 'objectif est de pouvoir modéliser des structures d’une complexité proche de
celle du gridshell de Mannheim (cf. figure 1.14), on doit admettre que les logiciels de calcul du

type d’Abaqus™ sont moins performants.
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On est ainsi amené a conclure que la définition du maillage est une question délicate pour la
méthode « classique » des éléments finis et que l'utilisation de 1’algorithme de Newton-Raphson
pour la mise en forme des gridshells est possible mais requiert un niveau d’expertise important.
En revanche, méme si elle n’est pas toujours la plus rapide, la méthode de relaxation dynamique
s’avere précise, robuste, stable, et facile a appréhender. Elle a I’avantage de permettre d’obtenir
une bonne estimation de la géométrie d’équilibre d’une structure avec des éléments relativement

pauvres et avec un niveau d’erreur maitrisé.

3.7.3 Influence des excentricités sur les performances de I’algorithme

La prise en compte des excentricités dans le processus de recherche de forme introduit une
étape supplémentaire dans I’algorithme de relaxation dynamique (cf. paragraphe 3.6). Le but de
ce paragraphe est d’évaluer 'augmentation du temps de calcul liée a cette nouvelle étape ainsi
que l'ordre de grandeur de l'erreur liée aux approximations géométriques au niveau des liaisons.
Pour cela, on compare les résultats de deux simulations obtenues 1'une sans excentricité et 'autre
avec un connecteur. Deux structures sont testées : la premiere est le gridshell du paragraphe
précédent (cf. figure 3.21) avec une excentricité de 10 cm; la deuxieme est issue d'un grille plane
formée de deux fois dix barres de 12 m de long ayant une section tubulaire de 42 mm de diametre
et de 3,5 mm d’épaisseur et un module d"Young de 26,7 GPa (cf. figure 3.22). Les barres sont
espacées de 1 m les unes des autres et articulées entre elles avec une excentricité de 8 cm entre
les axes des barres. Leurs extrémités sont libres de se déplacer sur le plan initial de la grille.
Pour obtenir la forme finale (cf. figure 3.23), une charge uniforme de 40 N/ml est appliquée sur
chacune des barres. Pour les deux calculs, le critére de convergence EL™ est fixé au dix millieme

de I’énergie cinétique du plus haut pic.

F1G. 3.22 — Grille initiale. F1G. 3.23 — Résultat de la recherche de forme.

Les résultats de ces deux calculs sont présentés dans le tableau 3.10. On observe tout d’abord
que, comme on pouvait s’y attendre, le temps de calcul est de 30 % plus important pour la
simulation qui prend en compte les excentricités et ce, méme si le nombre d’itérations requises
est quasiment identique. Ensuite, on remarque que, en dehors de 1’écartement des deux couches
de barres, les excentricités n’ont que peu d’influence sur la hauteur générale de 'ouvrage mais
qu’elles entrainent une augmentation de 5 % de la contrainte maximale dans les barres ce qui
n’est pas completement négligeable. Enfin on vérifie bien que dans la forme finale, au niveau
des intersections, les connecteurs sont perpendiculaires a la tangente aux barres qu’ils relient

puisque les angles mesurés entre le connecteur et celles-ci sont de go°a 10°"pres.
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Tas. 3.10 — Comparatif des performances de I’algorithme avec et sans excentricité.

Grille 5x5 | Grille 10x10
Sans Avec | Sans Avec

Nombre d’itérations 5361 5678 | 4411 4485
Temps CPU 787 1005 | 1208 1598
Hauteur maximum (m) 330 3,35 | 2,77 2,81

Contrainte maximum (MPa) | 207,7 211,7 | 119 124,5

De fagon générale, la simulation de la mise en forme des gridshells est une étape relativement
« coliteuse » en temps de calcul. Il est donc préférable de négliger 1’excentricité entre les barres
lors des études préliminaires et de ne la prendre en compte que dans un second temps, une fois
que l'allure générale de la forme a été choisie et que 1’on cherche a dimensionner l'ouvrage et sa

couverture.

3.7.4 Analyse structurelle et charges critiques de flambement

La recherche de forme est un calcul de structure en grands déplacements. Comme 1algo-
rithme de relaxation dynamique s’est avéré efficace pour ce type de calcul, il doit permettre
aussi d’obtenir de bons résultats pour des calculs non-linéaires de structures, notamment les
valeurs des charges limites des ouvrages. G. Ramesh et al. [84] proposent une méthode complete
pour l'étude du comportement post-flambé des structures dans laquelle ils couplent la relaxa-
tion dynamique avec la méthode de longueur d’arc ou arc-length. Apres une présentation du
modele, les auteurs réalisent 1’analyse du comportement de plusieurs treillis plans et spatiaux
déja couramment étudiés dans la littérature et concluent que leur méthode est d’une précision
comparable aux principales autres méthodes, notamment la méthode des éléments finis. Deux de
ces exemples ont donc été sélectionnés ici afin de vérifier que le programme AlgoRD implémenté

pour cette these retrouvait les mémes valeurs.
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F1G. 3.24 — Poutre treillis dissymétrique. F1G. 3.25 — DOome hexagonal.

La premiere structure est une poutre treillis dissymétrique de type Warren de 8o m de portée
dont les dimensions caractéristiques sont reportées sur la figure 3.24. Elle est composée de barres
d’une raideur axiale ES de 9 MN articulées entre elles. A chacune de ses extrémités, la poutre
repose sur des rotules. Elle est soumise a un chargement dissymétrique constitué de trois forces
ponctuelles P aux nceuds 4, 6 et 8. Pour I'analyse, la charge P est augmentée progressivement
jusqu’a atteindre la charge limite de la structure pour laquelle la poutre se retourne. Pour chaque

pas de charge, on mesure le déplacement vertical du nceud 9 situé au point le plus haut de la
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membrure inférieure de la poutre. On trace ensuite le courbe force-déplacement caractéristique
du comportement de la structure que I'on peut voir sur la figure 3.26. En comparant avec la
courbe de l'article [84], on vérifie bien que les déplacements sont identiques pour chaque niveau
de chargement et que les charges qui provoquent l'instabilité de la structure sont trés proches
(37 kN contre 36 kN).

40 350
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Chargement en L
I kN /——_— 300 N
30 250 /
200
20 /
150 /
100
10 /

Déplacement en mm
t

Déplacement en mm

0 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10

F1G. 3.26 — Comportement de la structure dela  F1G. 3.27 — Comportement de la structure de la
figure 3.24. figure 3.25.

La deuxieme structure est un treillis spatial, un dome en forme d’étoile a base hexagonale.
Ses dimensions principales sont indiquées sur la figure 3.25. Les barres qui constituent ce treillis
spatial ont une raideur axiale de 960 kN et sont articulées entre elles. Chacune des branches de
I'étoile repose sur une rotule parfaite. Un chargement symétrique est appliqué sur la structure
au travers des trois forces représentées sur la figure 3.25 et augmenté progressivement jusqu’a
déclencher l'instabilité de la structure. Comme précédemment le déplacement du point central
est relevé a chaque itération de fagon a tracer la courbe force-déplacement de la figure 3.27. On
constate a nouveau la non-linéarité du comportement de la structure et une bonne concordance
entre les déplacements de notre modele et ceux de G. Ramesh [84] pour les différents paliers
de chargement, ainsi qu’entre les deux charges critiques (315 contre 333 N). Les résultats de
l'article de G. Ramesh [84] ayant été validés par d’autres méthodes de calcul numérique, on
peut donc conclure que le programme AIgoRD est un outil efficace pour I'analyse non-linéaire
des structures et la recherche de la charge critique qui provoque le flambement ou le claquage
de la structure. On pourra donc avantageusement utiliser le méme programme pour toutes les
étapes de la conception des gridshells : de la recherche de forme (cf. paragraphe 4) et ’analyse
structurelle des gridshells (cf. paragraphe 5) .

3.8 Exemple d’application : les nexorades

La polyvalence de l'algorithme de relaxation dynamique a déja été évoquée dans le para-
graphe 3.1.3. L'exemple présenté ici est cependant tres différents des nombreuses applications
déja citées (réseau de cables, structure hyperélastique, comportement post-flambé des structures)
et des études de gridshells a venir. Il s’agit d’introduire un comportement non-linéaire fictif avec
la méthode de relaxation dynamique pour résoudre un probléme de recherche de forme sur des

structures a géométrie complexe : les nexorades.
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3.8.1 Définition des nexorades

Les « nexorades » sont une famille de structures spatiales que 1’on appelle également struc-
tures multi-réciproques. Le nom de nexorade est un néologisme proposé par H. Nooshin et
O. Baverel [17, 19]. Il dérive du mot latin nexus qui signifie « le lien, le nceud » car c’est d"une
réflexion sur les connections dans les structures spatiales, en particulier dans les treillis, qu’est
né le concept de nexorade. En effet, dans les treillis spatiaux, les connections sont des pieces
d’une grande complexité géométrique car de nombreuses barres avec des orientations variables
y convergent (cf. figure 3.28). Les connections ont aussi une grande importance pour la stabilité
de I'ouvrage dont la bonne tenue au flambement dépend en grande partie de la précision de fa-
brication de ces pieces. Celles-ci sont par conséquent tres cotiteuses. Le principe constructif de la
nexorade consiste a remplacer cet assemblage complexe par une série d’assemblages tres simples
dans lesquels les barres reposent mutuellement les unes sur les autres et ne sont jamais liées que
deux a deux (cf. figure 3.29) d’ot1 le nom de structures multi-réciproques qu’on leur donne par-
fois. L'idée de base de ces structures en elle-méme n’est pas nouvelle, elle a d’ailleurs été mise
en ceuvre depuis des millénaires par les Chinois pour la construction de ponts — pour un his-
torique plus complet, on se reportera utilement a la these d’Olivier Baverel [17].— Néanmoins
les nexorades en sont une tentative de généralisation qui permet de transformer n’importe quel
treillis en une structure multi-réciproque. Cette transformation réarrange localement les barres
qui ne sont du coup plus concourrantes, la difficulté technologique est alors remplacée par une
difficulté géométrique.

N

FIG. 3.28 — Assemblage MERO™ typique.  Fic. 3.29 — Assemblage typique d"une nexorade.

3.8.2 Recherche de forme des nexorades

Il n’existe pas de solution analytique simple de la transformation d"une structure de poutres
en nexorade en dehors de quelques cas particuliers comme les polyedres réguliers [17, 98]. La
recherche de la solution numérique de cette transformation s’apparente donc a un calcul de
recherche de forme. Une méthode utilisant 1’algorithme génétique a été proposée par Baverel
[17, 18], mais elle manque de souplesse. Une méthode alternative fondée sur l'algorithme de

relaxation dynamique a donc été proposée. Par rapport a la méthode précédente, les principes
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de la transformation sont conservés : on part d'une géométrie initiale dans laquelle les barres
sont concourantes (cf. figure 3.30.a) et on la transforme en tordant les barres de sorte qu’elles
forment une structure multi-réciproque dans laquelle I’excentricité entre les barres au niveau des
liaisons est respectée (cf. figure 3.30.b). Comme cette structure n’est pas en équilibre, elle va se
mouvoir jusqu’a ce que toute 'énergie cinétique de la structure ait été dissipée et que la forme
d’équilibre soit trouvée (cf. figure 3.30.c).

A=A

F1G. 3.30 — Principe de la recherche de forme d'une nexorade : a) Barres concourantes; b) Barres
fléchies avec excentrictés ; ¢) Nexorade résultante.

L'utilisation de la méthode de relaxation dynamique pour la recherche de forme des nexo-
rades introduit une notion de comportement mécanique dans un probleme au départ purement
géométrique. Ce comportement mécanique est fictif et il n’interfere pas avec la géométrie finale
lorsque celle-ci n’est composée que de barres droites, c’est-a-dire lorsque la transformation en
nexorade existe bel et bien. En revanche, lorsque la géométrie finale présente des barres flé-
chies, il peut étre intéressant de modifier ces parameétres mécaniques (raideur axiale, raideur
en flexion) pour assouplir certains éléments et orienter la recherche vers telle ou telle forme
d’équilibre non-précontrainte. La figure 3.31 illustre bien cette liberté supplémentaire.

F1G. 3.31 — De l'intérét du comportement mécanique fictif pour la recherche de forme.

L'image de gauche présente la structure a transformer en nexorade. La figure du centre
montre le résultat de la recherche de forme avec des barres de raideurs égales, manifestement
les contraintes dans les barres sont importantes. Si I'on divise la section des deux diagonales
du carré central par 10000 et que 'on garde leur inertie constante, ses barres sont libres de
s’allonger et de se raccourcir ce qui permet a la structure de converger vers la forme de droite.
Cette forme est non-précontrainte mais les longueurs des diagonales sont légerement différentes
de celles de la structure de départ ce qui est une conséquence du choix de conception qui a été
fait. Ainsi, grace a la méthode de relaxation dynamique, on a pu trouver une forme en équilibre
qui satisfait les contraintes géométriques de la structure de départll semble ainsi que la méthode

de relaxation dynamique permette une approche plus déterministe de la forme des nexorades :
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3.9 Conclusion

La méthode de relaxation dynamique est donc une méthode originale de résolution de pro-
bleme de mécanique non-linéaire qui remplace la recherche de 'état d’équilibre statique par
un calcul dynamique fictif qui, par amortissements successifs, va conduire a 1’état d’équilibre
statique. Les principes généraux de son algorithme ont été présentés : d’abord le schéma ex-
plicite de différences finis qui regle le calcul dynamique et les détails de la mise en ceuvre de
I'amortissement cinétique, un amortissement artificiel qui permet d’absorber progressivement
toute 1'énergie cinétique de la structure. Ensuite, la méthode de calcul des efforts intérieurs a
été détaillée, notamment le modele de poutre fléchie avec seulement trois degrés de liberté en
translation dans l'espace. Les hypotheses de ce modele de poutre (une symétrie de révolution
de la section et une rotation libre de la barre dans les assemblages) sont restrictives, mais néan-
moins adaptées au type de structure étudié dans cette these. Pour pouvoir modéliser d’autres
géométries d’éléments et considérer les efforts de torsion, il suffit de changer le mode calcul des
efforts intérieurs en enrichissant la cinématique des éléments. Une premiere étape dans ce sens
a été effectuée pour les structures planes sans difficulté théorique nouvelle [72]. Le programme
actuel pourra donc rapidement étre adapté pour des structures de poutres avec six degrés de
liberté par nceud, ce qui permettra d’étendre son domaine d’application, notament a 1'étude de

profilés quelconques et au déversement des structures.

Un modeéle original pour la prise en compte des excentricités au niveau des liaisons a éga-
lement été proposé. La cinématique de ce modéle a été développée pour le type particulier de
liaison utilisé au laboratoire : des piéces d’assemblage d’échafaudage orientables. Néanmoins,
son principe qui repose sur des relations purement géométriques entre les barres est facilement
modifiable pour d’autres piéces de liaison. Ce modele devrait permettre de mieux prévoir d"une
part la géométrie des gridshells qui sont effectivement constitués de plusieurs couches de barres
superposées et d’autre part la charge critique de flambement de la structure parce qu’il permet
de prendre en compte les défauts de symétrie entre les couches induits par les excentricités.

Par ailleurs, une méthode d’optimisation des parametres de l'algorithme a été décrite. L’ob-
jectif du calcul dynamique n’étant pas la description exacte du mouvement, la masse et ’amor-
tissement ne doivent pas obligatoirement représenter les propriétés réelles de la structure. La
méthode d’optimisation des parametres repose donc essentiellement sur 1’adaptation progres-
sive de la masse affectée aux nceuds en fonction de la raideur actuelle des éléments de facon a

garantir la stabilité de 1’algorithme et & minimiser le temps de calcul.

Le programme a ensuite subi une série de tests de validation sur des calculs de structures
en grands déplacements. Ont été vérifiées successivement sa convergence avec la densité du
maillage, ses performances relatives et sa précision, l'influence des excentricités et sa capacité
a étre utilisé pour I’analyse des structures et la recherche de charges critiques d’instabilité. Le
programme s’est avéré fiable, facile d’emploi et certaine fois plus performant qu'un logiciel
de calcul aux éléments finis du commerce. Globalement une vingtaine d’éléments par barre
suffit pour obtenir une précision satisafaisante (moins de 1 % d’erreur sur la géométrie et les
contraintes). Pour ce qui est des excentricités, 1'utilisation de connecteurs d’épaisseur non nulle,

entraine une augmentation de 30 % du temps de calcul. Il est donc recommandé de ne pas
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les utiliser durant les premieres étapes de la conception des gridshells, notamment celle de la
recherche de forme qui est développée au chapitre suivant, et de les introduire ensuite, lorsque
la forme générale est connue, pour 'analyse structurelle et la conception de la couverture. Enfin,
la polyvalence de l'algorithme a été illustrée a 1'aide d’un exemple de recherche de forme sur
des structures multi-réciproques, aussi appelées nexorades.






Chapitre 4
Forme et gridshells

Les gridshells sont des structures indissociables de leur processus de montage : leurs formes
sont obtenues par déformation élastique d'une grille sans rigidité en cisaillement. La forme d'un
gridshell ne peut donc pas étre imposée ex abrupto, elle est 'unique forme d’équilibre qui satisfait
un certain jeu de contraintes géométriques et de conditions d’appui, I'expression de la raideur
naturelle de la matiere. Pour le concepteur, toute la difficulté consiste donc a trouver les formes
en équilibre et les grilles associées qui répondent aux exigences d"un maitre d’ouvrage ou d'un
maitre d’ceuvre. C'est cette étape qu’il est convenu d’appeler la recherche de forme, en anglais
le form-finding.

Malgré une certaine proximité de vocabulaire, la problématique de la recherche de forme est
trés différente de celle de la mise en forme de piéces mécaniques par application d’un moule
(cf. P. Boisse [24]) parce que I'existence d’un moule suppose une connaissance a priori de la forme
exacte d e la piece ce qui est impossible pour les gridshells a cause des contraintes imposées par
le processus de montage. Pour définir la forme d'un gridshell, il faut donc adopter une stratégie :
choisir parmi les parameétres de la grille initiale et de la forme finale les données et les variables
sans compromettre la réversibilité du passage de I'une a l'autre. En fonction de la stratégie, trois
familles de formes semblent se détacher : les formes funiculaires a contour imposé, les formes
funiculaires a contour libre et les formes a surface imposée.

— La premiére famille de formes a été étudiée par Frei Otto et son équipe de l'Institut fiir
leichte Flischentragwerke [78]. Ce sont les premiers a s’étre intéressés a la recherche de forme
des gridshells, a avoir exploré et tenté de dresser un inventaire des formes réalisables avec
ce type de structure particuliere. Leur démarche repose sur I'’hypothése que la raideur en
flexion des éléments de la grille est négligeable ce qui leur permet de ne travailler que sur
des filets suspendus. Les formes de I'IL découlent donc du choix des points de suspension
des filets, de I'imposition de leurs contours ce qui explique leur regroupement sous le nom
de « formes funiculaires a contour imposé ».

— La deuxiéme famille de formes est issue d'une stratégie de recherche de forme qui s’inspire
de la méthode des filets suspendus. Dans cette stratégie, on conserve 1'idée que la forme
doit étre le funiculaire de son poids propre mais on introduit la raideur en flexion de la
grille ce qui permet d’inverser données et variables de la méthode des filets suspendus : la
géométrie de la grille a plat n’est plus une variable mais une donnée et les positions des
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appuis qui étaient données deviennent variables. Les formes obtenues sont alors désignées
comme des « formes funiculaires a contour libre ».

— La troisieme famille de formes émane d’une stratégie radicalement opposée a la recherche
de formes en compression pure : la surface du gridshell est un trait d’architecte, défini par
un processus extérieur de création sans a priori de réalité physique. L'association d'une
méthode géométrique de développement des surfaces et de la relaxation dynamique per-
met de générer une grille en équilibre dont la forme est tres proche de cette surface. C’est
pourquoi ces formes sont appelées « formes a surface imposée ».

Apres un bref rappel des méthodes historiques de recherche de forme, les paragraphes qui
suivent examinent successivement chacune de ces trois familles de formes. On s’intéresse tout
d’abord aux formes a contour imposé et a la méthode des filets suspendus. Les structures ob-
tenues par cette méthode sont des structures idéales dans lesquelles la raideur en flexion des
éléments est négligée. On verra que la méthode de relaxation dynamique permet d’étudier le
domaine de validité de cette hypothese et qu’elle permet d’évaluer les efforts a mettre en ceuvre
pour limiter 1'écart qui sépare la grille réelle de la forme idéale du filet suspendu. On présen-
tera ensuite la nouvelle stratégie de recherche de forme et, a partir de 1’étude de l'influence des
parametres de définition de la grille, on établira un certain nombre de conseils pour le concep-
teur afin de limiter 1’aléa lors du passage de la grille a la forme courbe. Enfin, on exposera une
démarche trés prometteuse qui permettrait aux gridshells de servir de structures pour la « blob
architecture »et les batiments a surfaces courbes librement définies.

4.1 Historique de la recherche de la forme en compression pure

4.1.1 La recherche de forme a 1'Institut fiir leichte Flichentragwerke

Dans IL10 Gitterschalen [78], I'ouvrage déja cité de Frei Otto et son équipe de l'Institut fiir
leichte Flichentragwerke, (IL), la définition donnée pour les gridshells est la suivante : « Un grid-
shell est une structure de barres, courbe dans 1’espace. Les barres forment une grille plane avec
une maille rectangulaire et un espacement constant entre chaque noeud. La forme du gridshell
est déterminée par retournement de la forme d'un filet suspendu. De la méme fagon que le re-
tournement de la chainette donne la courbe idéale d’un arc sans flexion, le retournement de la
forme du filet conduit a une surface funiculaire dans laquelle le gridshell est sans flexion. » Ce
que cherchent Frei Otto et son équipe, c’est la coque en compression pure et un moyen écono-
mique de la construire. Avec les gridshells, ils pensent pouvoir y parvenir : I'étude de modeles
réduits de filets doit aboutir a la réalisation de filets parfaitement tendus qui, par une opération
intellectuelle de retournement, donneront des formes parfaitement comprimées, pendants sur-
faciques de la chainette. Si on part d'un filet de mailles carrées et si on suppose que la raideur
en flexion des éléments est négligeable, alors on est siir que cette forme en compression parfaite
pourra étre obtenue par déformation d’une grille plane qui, apres triangulation, deviendra un
gridshell.

Ces travaux sur les formes prises naturellement par des filets suspendus s’inscrivent dans la

continuité des activités passées de I'Institut pour les structures légeres de Stuttgart (IL) dont les
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membres sont parmi les premiers a s’intéresser aux problemes de recherche de forme. Des les
années 1960, ils observent qu'un grand nombre de formes naturelles sont des formes d’énergie
minimale, c’est-a-dire des formes dans lesquelles les efforts intérieurs sont minimaux. Ils déve-
loppent alors des programmes expérimentaux afin d’observer et d’étudier ces formes d’équilibre
pour pouvoir a terme les reproduire a une plus grande échelle, dans des structures habitables.
IIs s’intéressent a un grand nombre de matériaux dont I'enveloppe est une surface courbe en
équilibre : bille de mercure, jaune d’ceuf, toile d’araignée, films de savon, etc. Ces derniers les
intéressent tout particulierement parce qu’ils se prétent facilement a I'expérimentation et que la
forme native prise par une bulle de savon sur un contour donné est la surface d’aire minimale
qui s’appuie sur ce contour. Ces surfaces ont deux avantages principaux pour la construction de
couvertures de batiments : elles sont celles qui utilisent le moins de matiere pour couvrir 'espace
a l'intérieur du contour et elles ont une tension de la surface uniforme ce qui permet d’optimiser
le taux de travail du matériau constitutif de la couverture. Un grand nombre de maquettes sont
réalisées a l'aide de fils de fer et de films de savon dont celle de la figure 4.1 qui servira vingt

ans plus tard de modeéle a la réalisation d’une piste de danse couverte a Cologne®.

F1G. 4.1 — Maquette en film de savon du Tanzbrunnen de Cologne.

Certaines de ces maquettes trouveront une application dés les années soixante-dix et c’est
de I'étude géométrique par photogrammétrie de films de savons que naitront les formes des
couvertures du pavillon allemand de Montréal en 1967 et des batiments du stade olympique de
Munich de 1972 (cf. figure 4.2). Cependant, a I'époque de la réalisation de ces deux ouvrages,
les textiles techniques n’avaient pas atteint un niveau de fiabilité suffisant pour étre utilisés dans
la construction, si bien que ce sont des structures tendues faites de réseaux de cables d’acier qui
reproduisent les formes issues des films de savon. Or le passage d'une surface continue a une
surface discrete entraine une variation dans le cheminement des efforts puisque 1’on passe d'un
matériau isotrope a un réseau avec deux directions privilégiées. Pour la structure de Montréal,
il semble que cette nouvelle difficulté a été résolue par I'étude d'un modele réduit du réseau
de cables. Le stade de Munich, dont les dimensions et les efforts dans les cables sont plus
importants, a été construit cinq années plus tard et, dans 'entre-temps, la collaboration entre
'« Institut pour les structures légeres »(IL) et I« Institut pour 1’application de la géodésie dans la
construction » a donnée naissance a une nouvelle méthode de calcul pour les structures tendues :
la méthode des densités de force (cf. paragraphe 3.1.2). C’est cette méthode qui fut utilisée pour
établir la géométrie d’équilibre exacte des filets suspendus dont sont issus les gridshells.

'Frei Otto, [79], p. 81.
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F1G. 4.2 — La couverture de cables du stade olympique de Munich.

4.1.2 Les autres approches

La démarche proposée par I'IL pour la recherche de forme des gridshells n’est cependant
pas nouvelle et d’autres architectes ont déja cherché une généralisation de la forme de chainette
pour la construction de grandes couvertures. Parmi les premiéres tentatives, on peut citer celle
de Jacques-Germain Soufflot qui utilise une chainette de révolution pour définir la forme de la
coupole intermédiaire du Panthéon de Paris, mais c’est surtout des travaux de Gaudi pour la
structure de la Sagrada Famillia ou de la crypte de la Colona Giiell que s’inspirent les collabora-
teurs de Frei Otto?.

F1G. 4.3 — Maquette suspendue de Gaudi pour 'église de la Colona Giiell et son image inversée.

En effet, pour la conception du systeme porteur de ses deux églises, Gaudi se sert de mo-
deles réduits dans lesquels les poteaux et les arcs sont représentés par des ficelles tandis que
de petits sacs de sables ou des fils de billes de plomb figurent le poids propre des éléments et
celui de la couverture qu’ils supportent (cf. figure 4.3). Il obtient ainsi une représentation inver-
sée du funiculaire de son batiment qu’il redessine ensuite « a 1’endroit » a 1'aide d’un miroir.
Avec ce procédé, il est certain que toutes les colonnes seront toujours comprimées et peut donc
sans crainte construire en maconnerie ses édifices aux piliers inclinés. L'architecture des églises
de Gaudi chamboule un ordre vertical établi et rompt avec les schémas habituels de 1’arc en
plein cintre et de l’arc brisé, mais elle garde toujours la hiérarchie classique entre les différents
constituants de la structure et sépare clairement la colonne de la vofte.

2IL10 Gitterschalen, [78], p. 10-28.
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L'originalité des travaux de I'IL par rapport a ceux de Gaudi réside donc dans la recherche
de structures de surface unitaire, de structures non plus constituées d'une juxtaposition d’élé-
ments rectilignes isolés et d’'un remplissage mais réellement bidimensionnelles; en ce sens, cette
démarche se rapproche beaucoup de celle de Heinz Isler [87]. Ce dernier est également a la
recherche d’une forme en compression parfaite et utilise également des modeles réduits sou-
mis a leur poids propre dont il étudie la géométrie par photogrammeétrie avant de les retourner
virtuellement. Le matériel sur lequel il travaille est cependant différent : la plupart du temps,
H. Isler se sert de tissus assez laches qu’il charge d’eau ou de platre et dont la forme se fige
avec le gel ou la prise du matériau. La figure 4.4 montre un exemple d'une maquette réalisée
selon la technique d’Isler a partir d’une serviette imbibée d’eau et suspendue aux quatre coins

et, figure 4.5, les tennis couverts réalisés a Crissier (Suisse) par H. Isler a partir d’'une maquette

similaire.

FIG. 4.4 — Forme prise par un tissus gelé dans  Fic. 4.5 — Chantier des tennis couverts de Cris-
le style de H. Isler. sier de H. Isler.

On remarque que ces formes et celle de la figure 4.11 obtenue par inversion d'un filet sus-
pendu aux quatre coins, présentent des différences importantes, notamment au niveau des rives.
Celles-ci proviennent en fait directement des procédés et des matériaux mis en ceuvre : Heinz
Isler se sert de tissus avec une faible résistance en cisaillement et une résistance en flexion nulle
alors qu’avec les gridshells et les travaux de I'IL, c’est I'inverse : la raideur en cisaillement est
nulle et la raideur en flexion faible. Comme on peut le constater sur les figures 4.4 et 4.5, la
méthode de H. Isler conduit naturellement & des formes dont les bords font retour, ce qui leur
donne plus de raideur sans qu’il soit nécessaire de trop renforcer la coque. C’est un avantage
certain par rapport aux filets inversés dont les bords doivent étre rigidifiés par des éléments de
structure extérieurs du type de ceux du gridshell de Mannheim (cf. paragraphe 1.3). Les coques
en béton de H. Isler ont cependant un inconvénient majeur par rapport aux gridshells : la réali-
sation de leur coffrage nécessite la fabrication de charpentes complexes a double courbure et par
conséquent tres cotiteuses (cf. figure 4.5) ; en revanche, la construction des gridshells ne requiert
qu'un simple assemblage de barres droites et quelques appareils de levage. Les gridshells ont
été pensés des le départ avec leur méthode de montage ce qui est, en plus de 1'optimisation de
la forme, leur grand intérét.
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4.2 Formes funiculaires a contour imposé

Les formes funiculaires a contour imposé ont été étudiées par Frei Otto et son équipe de
V'Institut fiir leichte Flischentragwerke [78]. Lhypothese selon laquelle la raideur en flexion des élé-
ments de la grille est négligeable est au centre de leur démarche. On verra qu’elle leur permet de
ne travailler que sur des maquettes de filets suspendus et d’établir une typologie des gridshells
fondée sur le type de contour imposé. Cependant les structures obtenues par cette méthode sont
des structures idéales, sans flexion, on étudiera donc le degré d’approximation liée a cette hypo-
theése et on évaluera les efforts a mettre en ceuvre pour limiter I'écart qui sépare la grille réelle
de la forme idéale du filet suspendu.

4.2.1 Les formes de filets suspendus

La méthode pratique de I'IL pour la recherche de forme des gridshells comporte quatre
temps. Tout d’abord, un filet a maille carrée est construit a partir de chaines de dix maillons
métalliques qui figurent les barres des gridshells et d’anneaux circulaires qui représentent les
assemblages. Dans 1’étape suivante, un jeu de conditions aux limites est choisi et le filet y est
suspendu; les longueurs des cables de rives sont modifiées une a une jusqu’a ce que toutes les
chaines soient tendues, qu'aucune ne fasse de « ventre » entre deux anneaux et que la cour-
bure globale soit visuellement satisfaisante. On peut voir sur la figure 4.6 un exemple de grille
quadrangulaire suspendue aux quatre coins et en son centre, avec par retournement 'image du
gridshell correspondant. Ensuite la géométrie du filet est relevée par photogrammétrie et une
premiere approximation des coordonnées de chaque anneau est calculée. Enfin, dans la derniere
étape, les positions que 'on vient d’évaluer sont recalculées avec la méthode des densités de
forces de fagon a ce que 1’équilibre de la structure sous poids propre soit exactement vérifié en
chaque point du maillage.

Dans ce processus, les parametres dont le choix est laissé libre sont les conditions aux limites
et le galbe désiré des bulbes formés par le filet. Le pas de la grille est donné et les efforts
appliqués sur celle-ci sont invariablement égaux au poids propre. Le contour de la grille et la
longueur des dernieres chaines sur les bords du filet sont les parametres d’ajustement qui vont
permettre de réaliser la forme qui satisfait a la fois les conditions aux limites et les attentes du
concepteur en terme de courbure. Pour 1'équipe de Frei Otto, tout procede donc des conditions
aux limites, c’est d’elles que découle la forme des gridshells, la profondeur des poches dessinées
par les filets n’étant finalement qu'un parametre de dilatation verticale de la forme qui n’en
change pas la nature. C’est donc fort logiquement que I'exploration des formes de gridshells est
menée par type de conditions aux limites et que c’est a 1’aide de celles-ci que la classification en
famille de I'IL a été établie3 : les filets ponctuellement suspendus, les filets & deux bords rigides,
les filets a un bord rigide ouvert, les filets a un bord rigide fermé, les filets avec des bords rigides
ouverts ou fermés, les filets avec des points de suspensions intérieur, les filets mixtes avec des

éléments comprimés, etc.

3IL10 Gitterschalen, [78], p. 68-121.
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F1G. 4.6 — Maquette suspendue de I'IL et, par retournement, gridshell correspondant.

A partir de cette classification, I'exploration des formes a l'intérieur d’'une méme famille se
fait par modification des positions des points ou des lignes d’appuis, en rapprochant tel ou tel
ancrage, en en surélevant un autre, en retendant un cable de rive, etc. Tout part toujours du choix
des conditions aux limites, ce sont elles qui permettent de controler la forme et qui lui donnent
naissance. Tout se passe comme si la structure devait s’adapter aux limites qui lui sont fixées dans
un projet virtuel ot les emplacements des fondations sont déja prévus. Dans 1'univers de formes
créé par Frei Otto, les formes parfaitement comprimées des gridshells sont 1’expression de jeux
de points d’appuis donnés. Cet univers est tres riche comme en attestent les cent cinquante
structures présentées dans IL10 Gitterschalen [78]. Cependant cet univers repose tout entier sur
I'hypothése que la raideur en flexion est négligeable, il importe donc de déterminer le domaine
de validité de cette hypothese.

4.2.2 Les limites de la méthode du filet inversé

L’hypothese selon laquelle la raideur en flexion des éléments est négligeable se fonde sur le
fait que, dans la structure finale, la raideur de la coque vient de sa forme et que celle-ci a été spé-
cialement étudiée pour reprendre les efforts de poids propre sous forme d’efforts membranaires,
c’est-a-dire uniquement sous forme d’efforts normaux dans les éléments du gridshells. Or, on
I'a vu dans le paragraphe 1.1.2, la matiére résiste bien aux efforts normaux (beaucoup mieux
du moins qu’aux efforts de flexion), les dimensions des éléments de la grille peuvent donc étre
réduites et, par conséquent, le poids total de la structure aussi. Cette diminution des sections
s’accompagne d'une diminution de l'inertie de sorte que la raideur en flexion des éléments est
faible, ce qui légitime a posteriori I'hypothése de départ et la recherche de forme a 'aide d'un
réseau de cable. Toutefois I'inertie de la grille n’est pas nulle, on va donc déterminer dans quelle
mesure elle influence la forme finale du gridshell et sa mise en ceuvre grace a la méthode de la
relaxation dynamique et aux éléments de poutre développés au paragraphes.s.

On note que la forme finale de la structure est obtenue par une opération virtuelle de retour-
nement a partir d'un filet soumis a 1'effet de la gravité et que cette méme gravité s’applique sur
la grille a déformer. Durant sa mise en forme, la structure ne repose pas sur ces appuis définitifs
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contrairement au filet dont elle est issue, elle ne se déforme que sous l'action d’une multitude
de forces exercées par un systéme de levage ou d’échafaudage provisoire qui reproduit les effets
inversés de la pesanteur et qui permet le controle de la forme. La vraie question autour de la
raideur en flexion des éléments n’est donc pas de savoir si elle est négligeable devant le poids
propre de la grille. Il s’agit plutdt de savoir quels sont les efforts a mettre en ceuvre pour amener
la grille dans sa position finale et quand ceux-ci sont négligeables devant le poids de la grille a
soulever.

Influence de la raideur en flexion sur la forme d’une barre simple

Pour ce faire, on commence par étudier la forme a 1’équilibre d"une poutre simple avec la
méthode de la relaxation dynamique. Les conditions de la recherche de forme sont identiques a
celles mises en ceuvre a I'IL : la position des appuis est imposée et la structure est soumise a son
poids propre. La poutre a une longueur de 10 m, une section de 5 cm® et une inertie de 10 cm?,
son module d"Young est de 30 GPa et elle est soumise a un chargement uniformément réparti de
2 N/ml. Les positions des extrémités sont choisies arbitrairement et fixes. Pour chaque position
des appuis, le probléme admet deux solutions particulieres (cf. figure 4.7) : la premiere est
obtenue lorsque la raideur en flexion est nulle (la courbe est alors une chainette) et la deuxieme

lorsque le chargement extérieur est nul (la courbe est alors une elastica).

Chainette

F1G. 4.7 — Poutre fléchie uniformément chargée avec la chainette et I'elastica de référence.

Les différents écartements a des extrémités de la poutre sont déterminés a partir des angles
d’attaque caractéristiques de 1'elastica qui ont été décrits dans le tableau 3.1. Pour chaque écar-
tement, on calcule une premiere fois la position d’équilibre de la poutre fléchie et 1’écart de
hauteur entre la poutre et la chainette. On compare ensuite cet écart a un certain seuil qui est dé-
fini comme l'écart en dessous duquel on peut considérer que l'influence de la raideur en flexion
sur la forme de la poutre est négligeable. Ici on a choisi deux seuils : d;,5x < 3 cm et 4y < 1 Ccm.
Si l'écart de hauteur est supérieur au seuil, on divise 'inertie de la poutre par deux et on calcule
a nouveau la forme d’équilibre de la poutre fléchie et I'écart de hauteur entre la poutre et la
chainette. Si cet écart est encore supérieur au seuil que 1'on s’est fixé, on recommence jusqu’a

atteindre l'inertie limite I;,, pour laquelle la poutre fléchie et la chainette sont indiscernables.

A partir des inerties limites trouvées pour chaque écartement, un facteur adimensionnel est

construit pour permettre la généralisation de 1’étude. Il est défini comme le rapport entre le
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chargement appliqué p et la raideur de flexion de la poutre El};;,, /L au-dela de laquelle I'écart
entre la poutre fléchie et la chainette est inférieure au seuil choisi. De plus, pour que la valeur
initiale du facteur adimensionnel obtenue lors du premier calcul soit entiere, on introduit une
constante multiplicative. L'expression finale du facteur adimensionnel est donc 3pL3 /2El};,,. Les

valeurs limites de ce facteur pour les différents écartements sont présentés dans le tableau 4.1.

TaB. 4.1 — Rapports 3pL3/2EI;, a partir desquels la flexion est négligeable sur 10 m.

Angle 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
Ecartement : a/! 0,992 0,970 0,932 0,881 0,817 0,741 0,655 0,559 0,457
Seuil A : dy0x <3 cm 1 32 128 64 1 1 2048 4096 16384
Seuil B : d;5x< 1 cm 64 512 1024 1024 512 1024 8192 8192 16384

On remarque tout d’abord une grande dispersion des résultats. La premiere ligne du tableau
indique cependant que plusieurs elasticae (celles obtenues pour 10°, 50°et 60°) sont naturellement
trés proches des chainettes correspondantes. En effet, lorsque le facteur adimensionnel 3pL3/2EI
est petit (c’est-a-dire proche de 1), cela signifie qu’il n’est pas nécessaire de diminuer beaucoup
I'inertie pour satisfaire le critere de forme, la raideur de flexion influence peu la forme de la
poutre. En revanche, lorsque celui-ci est grand, l'inertie limite est faible, c’est donc que la raideur
en flexion joue un role important dans la définition de la forme a 1’équilibre. C’est le cas des

poutres qui sont construites sur les elasticae qui font des angles de 70°, 80°et go"avec I'horizontale.

On remarque ensuite que, pour augmenter la précision et descendre en dessous du centi-
metre, les valeurs des rapports chargement appliqué sur raideur en flexion sont du méme ordre
jusqu’a 60°(entre 512 et 1024). Au-dela, il faut multiplier encore par 8 ou par 16 ces rapports
pour pouvoir négliger I'inertie de flexion. On a donc tout intérét a concevoir des gridshells dans
lesquels les barres ont des angles d’attaque inférieur ou égal a 60° parce que la méthode du filet
inversé fournira une tres bonne approximation de la géométrie réelle de la grille et parce que la
géométrie réelle sera tres proche du funiculaire de son poids propre. Au-dela de 60°, la raideur
en flexion a une grande influence sur la forme; pour atteindre la forme du filet, il faut donc
utiliser des éléments tres élancés qui n’auront vraisemblablement pas l'inertie suffisante pour

assurer la stabilité du gridshell.

Par ailleurs, ces résultats permettent d’obtenir tres rapidement une idée de 'ordre de gran-
deur des efforts a appliquer a une grille (en plus de son poids propre) pour qu’elle épouse la
forme d’un filet suspendu. En effet, a partir des caractéristiques de la grille (sa raideur en flexion)
et de celles de la forme (I’angle qu’elle fait avec le sol), le tableau 4.1 donne une estimation de
la charge répartie en fonction de la précision souhaitée. Par exemple pour le gridshell de Mann-
heim, on sait d’apres E. Happold [48] que la grille est constituée de mailles de 500 x 500 mm
formées par deux nappes superposées de barres d'une section de 50 x 50 mm dans chaque di-
rection et que le module d"Young du bois utilisé est de 10,4 GPa. La portée du plus grand dome
est de 60 m et sa hauteur de 30 m. Si on suppose que la coupe transversale le long de la barre la
plus longue du dome est une elastica de mémes proportions, on peut déduire la longueur de cette
barre a I'aide du tableau 3.1, c’est-a-dire environ go m. On a ainsi tous les éléments nécessaire

au calcul de la raideur en flexion d"une poutre de la grille.
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Il faut ensuite déterminer de quelle elastica la forme se rapproche le plus. Sur la photographie
de la figure 1.13, on observe que la pente du gridshell n’excede pas 60°sur les bords., c’est
donc cet angle qui est choisi comme référence. D’apres 'article de E. Happold [48], la précision
souhaitée entre la géométrie du filet suspendu et le gridshell est de 5 cm. En rapportant cette
précision au 9o m de long de la barre, on en déduit qu’elle équivaut a une précision de 0,5 cm
entre une barre fléchie de 10 m et la chainette correspondante (0,5 cm ~ 5 cm - 10/90). Cette
précision étant supérieure a celle du tableau 4.1, il faut donc faire de nouveaux calculs pour un
angle 60°, on trouve finalement 3pL%/2EI = 4096. La charge de levage p par unité de longueur
de barre vaut donc 4096 2EI/3L3.

Il ne reste plus qu’a évaluer la longueur totale de barre reprise par chaque tour de levage.
Sachant que celles-ci sont espacées de 9 m les unes des autres et qu’il y a deux nappes de deux
barres dans deux directions par metre de grille, la longueur totale Ly, de barres a fléchir est de
8 x 9 x 9 m. L'effort P dans chaque tour donné par Ly, p vaut donc :
210,4-10° x5*-10°°

2EI
—— soit: P =8x9 x9 x4096 -

P =Ly 4
tor 4096 373 3 12903

(4.1)

L'application numérique donne un effort d’environ 13,1 kN. On note qu’il semble que cet
effort n’ait pas été calculé pour le dimensionnement des tours de levage. Il a vraisemblablement
été supposé que, de la méme fagon que la maquette prend sa forme sous son propre poids, la
charge extérieure a appliquer pour fléchir la grille serait égale a I'inverse de son propre poids,
soit I’équivalent pour chaque tour de L;ypS, c’est-a-dire 13 kIN. Cette valeur est étonnamment
proche de la valeur trouvée a 1’aide de 'expression (4.1) ce qui légitime a posteriori I’hypotheése
faite par E. Happold [48] et le fait que I'on puisse négliger dans ce cas précis la raideur en flexion
des éléments.

Influence de la raideur en flexion sur la forme d’une grille rectangulaire

Dans le calcul qui précede sur le gridshell de Mannheim, on a fait I'hypothese que la grille
se comportait comme un assemblage de poutres simples indépendantes et que les rapports
3pL3/2EI calculés pour une poutre simple étaient toujours valables. On vérifie ici cette hypo-
thése a I'aide d"une grille rectangulaire de 26,2 m par 16,2 m dont les positions des quatre coins
sont imposées et qui est soumise a un chargement uniforme vers le haut. A la différence de
I'exemple précédant ot 'on divisait par deux l'inertie des poutres pour converger vers la chai-
nette, on multiplie ici progressivement la charge appliquée par dix. D'un point de vue physique,
l'effet obtenu est identique, il s’agit toujours de faire varier le rapport adimensionnel pL3 /EI en
gardant tous les parametres constants sauf un. A chaque étape, on mesure la distance moyenne
qui sépare la grille en équilibre du filet inversé et on les regroupe dans le tableau 4.2. Comme
pour la poutre simple, a mesure que le rapport pL3/EI augmente, la forme de la grille converge
vers celle du filet suspendu et la raideur en flexion devient négligeable lorsque le rapport pL3/EI
est supérieur a 1000.

Au début, pour les faibles valeurs de pL®/EI, la structure est trés plate comme on peut le

voir sur la figure 4.8 : les barres centrales sont quasiment droites et seules les barres latérales
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sont déformées. En dehors de 1'écart qui sépare la forme de la figure 4.8 de celle du filet inversé
de la figure 4.1, on remarque qu’elle ne posséde qu’une trés faible courbure. A propriétés de
section égale, elle aura donc, une fois triangulée, une résistance mécanique et une raideur tres

faibles comparativement a celle du filet inversé.

TaB. 4.2 — Evolution de la distance entre la grille fléchie et le filet inversé avec le rapport pL3/EI

pL>/EI | 1,79 179 179 1794
Omoy €N cM | 321,6 258,5 7,8 0,0
Smax €ncm | 648,7 5052 17,0 0,1

Quand on augmente légeérement le rapport pL3/EI, la distance moyenne entre le filet inversé
et la grille reste du méme ordre de grandeur que celle de la grille précédente : 258 cm pour
pL3/EI = 17,9 et 321 cm pour pL3/EI = 1,79. La partie centrale s’arrondit un peu mais la structure
reste trés plate (cf. figure 4.9). La fleche de la grille dans la partie centrale ne dépasse pas les
5 % de la largeur et 14 % de la longueur de la structure ce qui est encore insuffisant si l'on
consideére que l'effet coque se produit pour des fleches supérieures a 10 %. Le comportement de
cette structure apres triangulation devrait donc a priori rester plus proche de celui d'une grille
que d’une coque.

FIG. 4.10 — Grille obtenue pour pL3/EI=179. F1G. 4.11 — Filet inversé correspondant.
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En multipliant une nouvelle fois par dix le rapport pL3/EI, les écarts entre la structure et le
filet inversé changent d’échelle et il devient délicat a 1’ceil nu de différencier la grille obtenue
pour pL3/EI = 179 de la figure 4.10 et le filet de la figure 4.11. En passant a pL®/EI=1794,
la grille et le filet sont indiscernables, les écarts entre les points sont inférieurs au millimetre
(cf. tableau 4.2). Le facteur adimensionnel proposé dans ce paragraphe est donc le bon outil
pour savoir quels sont les efforts a appliquer sur une grille rectangulaire pour atteindre la forme
d'un filet inversé. L'ordre de grandeur de ce facteur dépend de l'angle initial que forment les
barres fléchis avec leurs cordes : en dega de 60° les effets de la raideur en flexion sur la forme
sont négligeables pour pL3/EI > 500 ou 1000; au del3, ils sont négligeables pour pL3/EI > 5000
ou 10000.

Par ailleurs, plus pL3/EI est grand, plus les formes des grilles et du filet sont proches,
le comportement des gridshells correspondants sous chargement de poids propre seront donc
proches et leurs raideurs tres élevées. Ainsi, méme si techniquement ’algorithme de relaxation
dynamique permet de concevoir et d’étudier des formes qui refletent plutot la raideur naturelle
de la grille en flexion que le funiculaire du poids propre de la structure [54], on a intérét a
conserver l'idée générale de la recherche de forme selon Frei Otto et a chercher des formes qui
se rapprochent du funiculaire de leur poids propre car c’est le meilleur moyen de concevoir
des structures légeres, le meilleur moyen d’économiser 1’énergie et la matiere requises pour la

construction d’un batiment.

4.3 Formes funiculaires a contour libre

Pour les formes funiculaires a contour imposé, les conditions aux limites sont les points de
départ de la recherche de forme : c’est sur un jeu de points et de lignes d’appuis que 'on vient
construire la forme d’équilibre du filet suspendu par un ajustement progressif de la longueur
des chaines situées sur le bords de la grille. Le contour de la grille n’est alors que le résultat de
tout le processus de définition de la forme. La prise en compte de la raideur des éléments de
la grille va permettre le retournement de cette perspective : le contour de la grille va devenir
une donnée d’un probléeme dont les conditions aux limites sont laissées libres de varier dans
un certain domaine. La démarche proposée ici est donc nouvelle et rendue possible grace a
l'utilisation de la méthode de relaxation dynamique. Le vecteur de la forme reste une force
verticale uniformément répartie de sorte que la structure converge vers une grille proche du
funiculaire de son poids propre ce qui garantit les bonnes performances mécaniques de la forme
finale. L'étude qui suit a pour objectif la détermination de l'influence des parametres de cette
nouvelle méthode de recherche de forme et 1’établissement d’une sorte de guide de conception

qui permet de limiter 1’aléa du passage de la grille a une forme funiculaire a contour libre.

4.3.1 Les parametres de définition de la grille

Des lors que la grille a plat devient le point de départ de la recherche de forme, le probléeme
devient beaucoup plus riche que ne 1’était celui du filet suspendu et la définition précise des
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parametres qui caractérisent la grille, indispensable. Les travaux de I'IL ont montré que les seules
topologies de grille qui satisfassent a la fois les conditions cinématiques de déployabilité de la
grille et les conditions de continuité des barres sont les grilles formées de parallélogrammes*. Il
y a donc six parametres pour la recherche de forme :
— le contour dans lequel s’inscrit la grille (carré, circulaire, elliptique, hexagonal ou de forme
beaucoup plus complexe);
— le pas de la grille : régulier ou non, lache ou dense;
— l'orientation des deux directions de barres : a la fois 1'une par rapport a l'autre et par
rapport aux lignes caractéristiques du contour;
— les raideurs relatives des éléments entre eux;
— les conditions d’appui de la grille (appuis fixes ou glissants, sur une ligne droite ou courbe,
sur un plan, etc.);

— le taux de chargement extérieur.

Les variations de chacune de ces grandeurs sont infinies et une étude systématique des
possibilités offertes par la méthode semble vaine. Néanmoins, on peut avec quelques essais
se forger une idée de l'influence de I'un ou de l'autre de ces parametres et ainsi limiter la part
d’aléas et orienter la forme dans la direction que 'on souhaite. Pour s’en convaincre, on étudie
un certain nombre d’exemples représentatifs construits sur deux contours de grille élémentaires :

un carré et un cercle (cf. respectivement figures 4.12 et 4.13).

F1G. 4.12 — Grille élémentaire carrée. F1G. 4.13 — Grille élémentaire circulaire.

Les deux grilles ont des propriétés semblables : le coté du carré et le diametre du cercle
mesurent dix meétres, le pas des deux grilles est de un metre, les propriétés des sections sont
identiques (E = 25 GPa, S = 4,2 cm? et [ = 7,9 cm?) et toutes les structures sont soumises a un
chargement uniforme p de 120 N/ml dirigé perpendiculairement au plan de la grille (Les raisons
de ce choix sont expliquées dans le paragraphe ci-dessous).

4.3.2 Influence du taux de chargement

Pour déterminer l'influence du taux de chargement sur la forme d’une grille, on s’intéresse a
la forme que prend naturellement une poutre sur appuis simples sous 1’action d"une charge uni-

formément répartie que I'on augmente progressivement. Chaque forme a 1'équilibre est compa-

4IL10 Gitterschalen, [78], p. 38-45.
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rée a la chainette de méme longueur dont les positions des extrémités sont celles des extrémités
de la poutre a I’équilibre. Pour chaque étape de chargement, on effectue donc deux calculs : un
premier sur une poutre de 10 m de long avec une section de 5 cm?, une inertie de 10 cm* et un
module d’Young de 30 GPa dont les extrémités sont libres de se déplacer horizontalement (cf.
schéma de la figure 4.14); un deuxiéme sur un cable de méme longueur et mémes propriétés
géométriques et mécaniques avec les extrémités fixes. On note que le probleme étudié ici est
différent de celui du paragraphe 4.2.2 : la poutre précédente était hyperstatique et ses conditions
aux limites fixes lui imposaient une courbure en I'absence de chargement; ici, les appuis sont
libres horizontalement, la poutre ne se déforme que sous l'action du chargement extérieur. Le
but est d'une part d’étudier I'ordre de grandeur des déformations associées au taux de charge-
ment qui est mesuré par le rapport adimensionnel pL3/EI et d’autre part de voir quelle distance
sépare la forme de la poutre fléchie de celle de la chainette.

F1G. 4.14 — Méthode d’obtention d'une pseudo-chainette.

Apres chaque calcul, on note I'angle d’attaque « de la barre ainsi que la distance moyenne
entre la déformée obtenue et la chainette correspondante. On peut ainsi tracer les deux gra-
phiques des figures 4.15 et 4.16. Le premier représente 1’évolution de I'angle a en fonction du
rapport pL3/EI, elle permet de savoir quelle va étre la forme prise par une poutre pour un taux
de chargement donné. On constate que, jusqu’a 50° ou 60°, la forme est tres sensible au taux de
chargement car I’angle « augmente rapidement avec le rapport pL3/EI. Au dela de 60°, I'angle «
augmente beaucoup plus lentement et tend vers sa limite, 9o°; les deux extrémités de la poutre

sont alors confondues, la poutre est repliée sur elle-méme et parfaitement tendue.

Par ailleurs, la comparaison des valeurs du facteur adimensionnel pL3/EI de la figure 4.15
avec celles du tableau 4.1 montre que les valeurs des rapports de mise en forme de la poutre
sont inférieurs (environ dix fois) a celles pour lesquels l'influence de l'inertie de flexion était
négligeable. Cela est logique car ici la forme est déterminée par le taux de chargement et il faut
pour cela que la raideur en flexion ne soit pas négligeable devant ce dernier, faute de quoi I'angle
« tend vers go’et la poutre se replie sur elle-méme.

Le second graphique (cf. figure 4.16) représente la distance moyenne entre la chainette et la
déformée de la poutre en fonction du rapport pL3/EI. On observe que celle-ci reste inférieure a
3 cm tant que I’angle d’attaque reste inférieur a 65°, avec un optimum vers 57,5°. Ces résultats
sont en accord avec ceux du tableau 4.1, tant sur l'ordre de grandeur des rapports pL3/EI que sur
la position du minimum de 'écart relatif de hauteur entre l'elastica et la chainette. Il semble donc
que la méthode qui consiste a laisser les extrémités d’une barre soumise a un effort vertical, libres

de se déplacer sur un plan horizontal conduise naturellement a des formes quasi-funiculaires
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tant que le rapport pL3/EI reste inférieur a 65. Elle peut donc avantageusement étre utilisée
pour la recherche de forme de gridshells avec un contour libre. C’est la raison pour laquelle un
chargement de 120 N/ml choisi pour les deux grilles de référence (cf. figures 4.12 et 4.13) a été
choisi. Il correspond pour les barres les plus longues (celles de dix metres) a un rapport pL3/EI
de l'ordre de 60, exactement dans la zone dans laquelle la déformée de la poutre est proche

de la chainette. Toutes les formes présentées par la suite auront donc, une fois triangulées, un

comportement optimal sous poids propre.

Angle en degré

FIG. 4.15 — Evolution de ’angle « avec le rap-
port pL3/EL
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FI1G. 4.16 — Evolution de la distance a la chai-
nette.

4.3.3 Influence des conditions aux limites

Quelle que soit la démarche de recherche de forme, on constate qu’on ne peut pas a la fois
imposer le contour de la grille et le contour de la forme en équilibre. Dans le cas d"un filet
suspendu, cela conduirait a des structures partiellement détendues et donc a des structures qui
n’atteindraient pas 1’objectif de la recherche de forme; ici, la mise en tension de I'ensemble de
la structure est préférable (car elle signifie que 1’on est proche du funiculaire du poids propre),
mais ce n’est pas le seul critere structurel et 'imposition simultanée des deux contours conduit
a des barres soumises a de brusques changements de courbure synonymes de zones de fortes

contraintes comme l'illustre les exemples qui suivent.

Sur la figure 4.17, on peut voir la forme que prend la grille carrée sous une charge verticale
uniforme lorsqu’on maintient les extrémités de toutes les barres dans la plan initial de la grille
mais qu’on les laisse libres de se déplacer horizontalement dans ce plan. Cette forme est a com-
parer a celles des trois figures suivantes. La forme de la figure 4.18 a été obtenue en bloquant
compléetement les positions des extrémités des barres. Ces positions sont définies par une homo-
thétie de rapport 4/5° des positions précédentes (le rapport 4/5° correspondant a peu pres au
déplacement moyen des extrémités la grille de la figure 4.17). La forme de la figure 4.19 résulte
d'un processus similaire au précédent mais dans lequel les contraintes géométriques sont plus
souples : les extrémités des barres sont toujours déplacées artificiellement sur les bords d'un
carré dont le co6té mesure les quatre cinquiémes du coté de la grille initiale mais cette fois les
extrémités des barres glissent librement sur le co6té du carré. Enfin, la forme de la figure 4.20 est
a nouveau obtenue par un assouplissement des conditions aux limites de la deuxiéme forme,

sur deux cotés opposés, les extrémités glissent désormais librement sur le plan.
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F1G. 4.17 — Grille carrée avec tous les appuis  FI1G. 4.18 — Grille carrée avec tous les appuis
glissants sur le plan. bloqués.

F1G. 4.19 — Grille carrée avec des appuis glis-  FI1G. 4.20 — Grille carrée avec deux lignes op-
sants sur des lignes paralleles aux lignes d’ap-  posées glissants sur le plan et deux sur une
puis. ligne.

R
L] 11

F1G. 4.21 — Grille circulaire avec tous les appuis  FIG. 4.22 — Grille circulaire avec tous les appuis
glissants sur le plan. bloqués.

___--=-.___
e
|

F1G. 4.23 — Grille circulaire avec tous les appuis glissants sur un cercle.
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On remarque que moins on bloque de degrés de liberté, plus la courbure générale de la grille
est importante et plus la répartition des courbures est uniforme. La partie centrale des formes
contraintes est beaucoup plus plate que celle de la forme libre et, de méme, les barres dans les
angles des figures 4.18, 4.19 et 4.20 sont beaucoup plus fléchies que celles de la figure 4.17.

Les mémes remarques sont valables dans le cas d'une grille circulaire. En effet, si l’'on consi-
dere la forme que prend naturellement la grille circulaire sous 'action d"une charge uniformé-
ment répartie lorsqu’on laisse les extrémités de ses barres libres de glisser dans le plan de la
grille (cf. figure 4.21) et celle qu’elle prend lorsqu’on bloque les positions de ses extrémités sur
un cercle homothétique (cf. figure 4.22) ou lorsqu’on les laisse libres de se déplacer sur ce méme
cercle homothétique (cf. figure 4.23), on constate a nouveau que la forme libre est plus courbe et
plus uniformément précontrainte que les deux formes dont les conditions aux limites sont plus

ou moins séverement imposées.

4.3.4 Influence des singularités du contour

Le contour ou le périmetre dans lequel s’inscrit la grille est défini par une courbe le long
de laquelle les conditions aux limites varient. On va voir que pour obtenir des formes perfor-
mantes mécaniquement, les variations des conditions aux limites doivent étre en accord avec les
singularités du contour. On précise tout d’abord quelques points de vocabulaire. On désigne par
«contour lisse » un contour continu et dérivable, et par « contour singulier » un contour avec des
points singuliers. De méme, on appelle « conditions d’appui lisses » des conditions d’appui qui
ne varient pas brutalement entre deux points d’appui successifs et « conditions d’appui singu-
lieres » des conditions d’appui qui varient brutalement. Ainsi le carré est un contour singulier
et le cercle un contour lisse; de méme des appuis glissants partout constituent des conditions

d’appui lisses et des appuis fixes ponctuellement des conditions d’appuis singulieres.

N ==

F1G. 4.24 — Profil de la grille carrée avec tous les ap-  FIG. 4.25 — Profil de la grille circulaire
puis glissants sur le plan. avec tous les appuis glissants sur le plan.

Ces précisions faites, on peut comparer les différentes associations possibles : par exemple,
la figure 4.24 et la figure 4.25 qui sont les vues de profil des figures 4.17 et 4.21. La premiere
résulte de 'association d"un contour singulier (le carré) avec des conditions aux limites lisses (les
extrémités de toutes les barres glissent librement sur le plan). La seconde résulte de 1’associa-
tion d’un contour lisse (le cercle) avec des conditions aux limites lisses (ici aussi, les extrémités
glissent librement sur le plan). On observe que la grille carrée conduit a une forme moins ha-

bitable que la grille circulaire, a une forme avec des zones tres plates dans les angles qui sont
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propices a l'apparition de flexion. Le comportement des formes résultant de 1’association d'un
contour singulier et de conditions d’appuis lisses semble donc moins performant que celui des

formes issues de 'association d’un contour lisse et de conditions d’appui lisses.

Il semble que la réciproque soit également vraie et que l'association d’un contour lisse et
de conditions d’appui singulieres conduit a des formes tout aussi peu performantes et peu
habitables. Par exemple, les figures 4.26 et 4.27 sont obtenues en ajoutant des barres de rives sur
les quatre cotés de la grille carrée élémentaire et en fixant ponctuellement le milieu de chaque
coté sur le plan de la grille. Dans la premiére structure, les barres de rive sont interrompues au
droit des appuis ce qui introduit une singularité dans le contour de la grille alors que, dans la
seconde structure, le contour est lisse parce que les barres de rive sont continues. On observe bien
que les ouvertures de la forme avec les rives continues sont plus étroites et plus basses que la
forme aux rives brisées qui, par ailleurs, touche le sol avec plus d’élégance. En outre, les poutres
de rives de la forme de la figure 4.27 ne permettent pas de retransmettre les efforts verticaux en
ligne droite jusqu’aux appuis, elles seront donc soumise a des efforts de flexion important. Pour
optimiser le comportement mécanique de la forme finale, il semble donc préférable d’associer
des contours et des conditions aux limites de méme nature.

F1G. 4.26 — Grille carrée sur quatres appuis  FiG. 4.27 — Grille carrée sur quatres appuis
avec des barres latérales interrompues. avec des barres latérales continues.

4.3.5 Influence de la régularité du maillage

Aucun exemple pertinent dans lequel la régularité du maillage joue un grand role dans la
recherche de forme n’a pu étre trouvé. Il semble que ce parametre soit plus lié a la phase de
conception et de dimensionnement de la structure qu’a la phase de recherche de forme et que
le principe a retenir soit celui d’'une redensification du maillage dans les zones a plus faible

courbure de fagon a compenser le manque de raideur géométrique par une raideur matérielle.

4.3.6 Influence de l'orientation de la grille par rapport a son contour

La grille telle qu’elle est assemblée pour la mise en forme constitue une sorte de « macro-
matériau » anisotrope avec deux directions principales et sans rigidité en cisaillement. L’orienta-
tion de ces directions par rapport aux éléments caractéristiques du périmetre de la grille, comme
les plans de symétrie, joue donc un rdle particulierement important dans le processus. Ainsi, si

'on opére une rotation de 45° des axes de la grille carrée élémentaire (cf. figure 4.12) a I'intérieur
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de son périmetre, on obtient une nouvelle grille représentée sur la figure 4.28. On compare en-
suite les déformées des deux grilles sous le méme chargement et avec des conditions aux limites
glissantes partout et on constate que la forme de la figure 4.29 est tres différente de la forme
de la figure 4.24. La grille a 45" est moins étalée, plus haute et posséde des parois latérales plus
verticales, car, dans la grille a 45°, les diagonales sont plus longues que les barres courantes de

la grille carrée élémentaire ce qui permet d’atteindre des hauteurs plus importantes.

FIG. 4.28 — Variante a 45°de la grille élémen-  FIG. 4.29 — Profil de la variante de la grille car-
taire carrée. rée avec tous les appuis glissants.

Une autre illustration du role joué par l'orientation réciproque de la grille et de son contour
est donnée par les figures 4.30 et 4.31. Les deux formes sont issues respectivement de la grille
carrée élémentaire et de la grille a 45°. Dans les deux cas, toutes les extrémités des barres sont
libres a I'exception de celles qui arrivent au milieu de chaque c6té du carré dont le déplacement
vertical est bloqué. Dans la seconde figure, les barres dont le déplacement est bloqué ne passent
pas par le centre du carré, elles ne brident donc pas le développement vers le haut de la grille
si bien que la forme de la figure 4.31 offre un espace central beaucoup plus vaste que celle de la
figure 4.30. Pour dégager de grands volumes, on a donc intérét a choisir 1’orientation de la grille
de fagon a ce que la plupart de ses barres ne suivent pas les directions de plus forte courbure de

la forme finale.

F1G. 4.30 — Profil de la grille carrée sur quatres  FI1G. 4.31 — Profil de la grille carrée a 45°sur
appuis. quatres appuis.

4.3.7 Influence de l'orientation relative des deux directions de la grille

Le paragraphe précédent a mis en évidence l'importance du choix de l'orientation des di-
rections principales de la grille par rapport a son contour. Dans les exemples présentés jusqu’a
maintenant, les deux directions principales du maillage étaient toujours perpendiculaires. Or
rien n'impose ce choix et I'angle a entre ces deux directions peut étre fixé librement puisque les

barres sont articulées entre elles. Pour étudier I'influence de cet angle indépendamment du phé-
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nomene précédent, les grilles qui vont étre testées ici sont construites sur un périmetre circulaire,
c’est-a-dire sur un périmetre qui ne posseéde pas d’orientation ou de ligne directrice particuliere.
Quatre angles caractéristiques sont choisis : 9o°, 110°, 130°et 150°et les grilles correspondantes
sont présentées respectivement sur les figures 4.32, 4.34, 4.36 et 4.38. Les formes d’équilibre que
I'on peut voir sur les figure 4.33, 4.35, 4.37 et 4.39 a coté de la grille dont chacune est issue, sont
obtenues sous chargement uniforme en laissant les extrémités de toutes les barres libres de se

déplacer horizontalement.

On remarque que plus a augmente, plus la grille s’étend dans la direction définie par la
bissectrice de a. En effet, la grille possede un degré de liberté en cisaillement dans son propre
plan ce qui lui permet notamment d’étre mise en forme. Ce degré de liberté peut aussi étre
utilisé pour faire varier I'angle entre les barres et ainsi modifier le périmetre initial de la grille
sans en changer les propriétés intrinseques, c’est-a-dire sans conséquence sur la forme finale
de la structure. La transformation liée a a est équivalente au déploiement d'un systeme de
pantographes dont la direction d’extension est donnée par la bissectrice de I'angle obtus de la
grille (I'angle «). Les coordonnées des points de la grille x et y obtenue pour une transformation
quelconque d’angle & € [0°;90°] s’expriment facilement en fonction des coordonnées des points

xo et yo dans la grille de référence d’angle ay :

cos(a/2) sin(a/2)
- cos(ug/2) Yo et y= sin(zxo/Z)yO (42)

Ainsi la forme d’équilibre de la grille circulaire d’angle 130" est équivalente a une ellipse
dont les barres sont perpendiculaires et dont le grand axe mesure 1,67 fois le rayon du cercle et
le petit axe 0,78 fois le rayon. De méme la grille d’angle 150" est équivalente a une ellipse d’axe
perpendiculaire de grand axe 2,73 fois le rayon du cercle et de petit axe 0,73 fois le rayon. On
explique ainsi une grande partie de 1’extension horizontale des formes 4.35, 4.37 et surtout 4.39.

On remarque par ailleurs sur ces quatre figures, un resserrement progressif des barres dans la
zone la plus haute de la forme finale et une faible variation de hauteur d’une barre a I'autre dans
cette zone. La raison en est que la forme finale de la grille est & peu de chose pres obtenue par
assemblage d’arcs indépendants dont la déformée a été étudiée dans le paragraphe 4.3.2. Tous
les arcs étant soumis au méme chargement et tous ayant des sections identiques, leur hauteur ne
dépend que de leur longueur. Or plus 1’angle « est élevé, plus la longueur des barres voisines des
barres qui passent par le centre est proche de la longueur de celles-ci. Les hauteurs de ces barres
sont donc trés proches. Pour garantir la compatibilité des déformées de deux arcs successifs dans
la forme finale, une certaine distance horizontale entre eux est nécessaire et celle-ci croit avec la
différence de hauteur. Les arcs du centre étant de longueurs voisines, leurs déformées ont des
hauteurs tres proches et, par conséquent les distances qui les séparent sont faibles. Les parties
centrales des figures 4.37 et 4.39 sont donc logiquement plus denses que celles des figures 4.33
et 4.35. Pour éviter cette densification, il suffirait d’introduire une irrégularité dans le maillage
initial afin que le grille soit d’autant plus resserrée que la différence entre la longueur entre deux

barres successives est importante.
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F1G. 4.32 — Grille initiale avec a=90°. F1G. 4.33 — Forme finale correspondante.

F1G. 4.34 — Grille initiale avec a=110°. F1G. 4.35 — Forme finale correspondante.

F1G. 4.36 — Grille initiale avec a=130°.

F1G. 4.38 — Grille initiale avec a=150°. F1G. 4.39 — Forme finale correspondante.
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4.3.8 Influence de la raideur relative des éléments

On rappelle que, dans ce chapitre, il n’est question que de recherche de forme, que la rai-
deur des éléments ne représente pas forcément les propriétés géométriques et mécaniques des
sections de la structure réelle. On peut donc librement faire varier les raideurs relatives des élé-
ments d"une grille pour modifier le résultat de la recherche de forme; le dimensionnement de la

structure est une étape indépendante qui fera I’objet du paragraphe 5.1.

F1G. 4.40 — Grille carrée avec raidisseur. FI1G. 4.41 — Grille circulaire avec raidisseur.

On note alors que la raideur d'un élément fléchi est toujours proportionnelle au facteur
EI/L?, ce qui signifie qu’elle n’est pas seulement liée aux propriétés des sections mais également
a la longueur des barres. A section égale, les barres longues sont toujours beaucoup plus souples
que les barres courtes. Ainsi, on pourrait penser que d’augmenter 1'inertie d'une des barres qui
passe par le centre du carré ou du cercle permet d’obtenir une forme avec un double déme. Or il
n’en est rien comme on peut le constater sur les figures 4.40 et 4.41. Ces figures sont les résultats
de simulations identiques a celles des figures 4.17 et 4.21 a ceci prés qu’on a multiplié l'inertie de
I'une des barres par 32. Les mémes efforts sont appliqués avec les mémes conditions aux limites.

Au lieu de deux domes jumeaux, on observe un tassement général de la structure.

Dans les deux cas, l'une des barres qui passent par le centre est tres rigide, elle se déforme
donc peu et se comporte comme un appui semi-rigide pour les barres dans la direction perpendi-
culaire. Statiquement ces barres sont donc équivalentes a des poutres continues sur trois appuis.
Leur portée a donc été divisée par deux et par conséquent leur raideur en flexion multipliée
par huit. La charge uniforme appliquée a la structure étant inchangée, elle est incapable de la
déformer jusqu’aux hauteurs précédentes. Modifier les raideurs d'une barre dans une direction

a donc des effets considérables sur les raideurs effectives des barres dans la direction opposée.

Pour obtenir les structures a deux domes, on peut par exemple doubler la longueur d'un
des cotés de la grille carrée. Si 'on conserve le méme niveau de chargement, les mémes pro-
priétés des sections a ’exception de la barre courte qui passe par le centre dont la raideur vaut
trente-deux fois la raideur des autres barres, on converge alors vers la forme d’équilibre de la
figure 4.42. De méme, en considérant que le cercle est une ellipse et doublant la longueur de
son grand axe, la multiplication par 128 de l'inertie d’une des barres qui passent par le centre

conduit a la forme de la figure 4.43.
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F1G. 4.42 — Grille rectangulaire avec raidisseur. F1G. 4.43 — Grille elliptique avec raidisseur.

4.3.9 Récapitulatifs des conseils de conception

L’ensemble des essais numériques qui viennent d’étre effectués a permis de déterminer 1'in-
fluence des parametres de cette nouvelle méthode de recherche de forme. En outre, ils ont permis
d’établir un certain nombre de conseils pour le concepteur afin de limiter ’aléa lors du passage
de la grille a la forme courbe ; en voici les principaux :

— Le comportement mécanique durant la recherche de forme est un comportement virtuel,
un simple moyen de parvenir a la forme finale. Les propriétés réelles des sections et des
matériaux ne sont introduites que dans 1’étape de dimensionnement qui fait 1’objet du
chapitre suivant.

— Les conditions aux limites doivent étre laissées aussi libres que possible pour éviter les
formes trop plates et les éléments a trop forts changements de courbure.

— Le périmetre de la grille de départ et les conditions d’appuis doivent étre choisis de fagon
cohérente, c’est-a-dire en associant les singularités entre elles.

— L'orientation des directions principales de la grille définit les directions d’anisotropie de la
grille, elle a donc une influence importante sur la forme finale de la structure. Il faut donc
choisir en conséquence 'orientation de ces directions par rapport au contour de la grille.

— A l'intérieur d’un périmetre donné, I’angle formé par les directions principales de la grille
change les propriétés intrinseques de la grille. Lorsque les conditions aux limites sont
libres, une augmentation de cet angle provoque une dilatation la structure dans la direc-
tion définie par la bissectrice de celui-ci et les directions principales de la grille tendent a
devenir perpendiculaires.

— Une modification ponctuelle de la raideur a des effets sur 'ensemble de la structure; elle
influence en particulier les barres dans la direction opposée, car elle leur sert d’appui

intermédiaire et augmente considérablement par la leur raideur.

4.4 Formes a surface imposée

Les formes funiculaires a contour libre et a contour imposé ont quelque chose de frustrant
pour un architecte parce que le processus de création de la forme leur échappe. Ces formes sont
pourtant dans 1’air du temps et les batiments a surfaces courbes connaissent comme on le verra

un véritable essor avec la « blob architecture ». On développe donc dans les paragraphes qui
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suivent les bases d'une nouvelle méthode de recherche de forme qui va permettre de générer

une grille en équilibre dont la forme sera tres proche d’une surface imposée.

4.4.1 Des structures pour la « blob architecture »

La «blob architecture » se distingue de l'architecture classique par I’abandon de la vertica-
lité, de la rectitude et de la symétrie. C’est une architecture toute en courbes, fluide et souvent
organique que 1’on appelle parfois aussi « blobitecture ». A I'origine, BLOB (Binary Large OBject)
est un terme technique qui désigne la représentation numérique dSun objet et par extension, les
objets congus grace a I'outil informatique. Les formes courbes intéressent les architectes depuis
plusieurs dizaines d’années, notamment le groupe Archigram, mais, avec le développement de
I'informatique, elles connaissent aujourd’hui un certain succes et les réalisations se multiplient.
On peut citer entre autres I'atrium de la DG Bank de Frank Gehry (figure 4.44) dont la couver-
ture a déja été mentionnée (cf. paragraphe 1.1.3) et le nouveau musée de Graz (figure 4.45) de
Peter Cook, un ancien membre d’Archigram.

F1G. 4.44 — Intérieur de la DG Bank a Berlin  Fi1G. 4.45 — Le nouveau musée de Graz (Au-
(Allemagne) de Frank Gehry . triche) de Peter Cook et Colin Fournier.

L'une des principales difficultés posées par ces formes est celle de la conception d"une struc-
ture porteuse adaptée. Pour la couverture du batiment de F. Gehry ci-dessus, le bureau d’étude
de Jorg Schlaich a proposé une méthode particulierement élégante de rationalisation de la forme
par des jeux d’homothéties et de translations [43]. Cependant cette solution avec ces facettes
triangulaires et ses diaphragmes de cables concentriques est assez cotiteuse et difficilement gé-
néralisable. Il semble que les gridshells pourraient fournir une solution alternative pertinente
pour la construction de telles structures. En effet, une méthode pour la création de grilles or-
thogonales sur une surface gauche quelconque a été développée par I'IL5. Elle est brievement
rappelée ci-dessous et appliquée a une demi-sphere afin d’en montrer la simplicité et le poten-
tiel pour la création de gridshells sur des formes imposées. C’est vraisemblablement la méthode
qui a été utilisée pour trouver la grille a plat dont est issue le gridshell de Downland (cf. para-
graphe 1.4 et figure 1.18), mais aucune information précise ni aucune étude systématique n’ont

pu étre trouvées sur le sujet.

SIL10 Gitterschalen, [78], 1974, p. 140-170.
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4.4.2 Développement des surfaces gauches

Les gridshells sont des surfaces a double courbure obtenues par transformation d'une grille
plane formée de deux directions de barres. Pour pouvoir étre mise en forme, la grille doit étre
constituée uniquement de parallélogrammes. L'objectif de la méthode de développement des
surfaces, dite « méthode du compas », est donc la définition d"une méthodologie de construction
d’un réseau de parallélogrammes sur une surface quelconque. La présentation qui en est faite
ici s’inspire trés largement de I'ouvrage IL10 Gitterschalen [78] et de ses figures.

On va commencer par décrire les différentes étapes de la méthode sur une surface plane pour
des raisons de clarté évidentes. Tout d’abord on trace sur le plan deux lignes quelconques que
’on appelle directrices (cf. figure 4.46), qui doivent se croiser une et une seule fois et si possible
ne pas présenter de variations brusques de courbure. Ces deux lignes sont subdivisées a 1’aide
d"un compas en segments élémentaires selon un pas qui correspond a la dimension de la maille

de la future grille.
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F1G. 4.46 — Etape 1 : Construction et subdivision des directrices.

Ensuite, le plan étant divisé en quatre régions par les deux directrices, on en choisit une et, a
partir des deux points les plus proches de l'intersection des directrices, on construit au compas
un nouveau point a égale distance de ces deux points. Ces trois points et 'intersection des direc-
trices forment un parallélogramme. Puis, de proche en proche, on construit de nouveaux points
a I'aide de deux points existants et d"'un compas dont I’écartement reste constant. Différents états
d’avancement sont illustrés sur la figure 4.47.

FIG. 4.47 — Etape 2 : Construction du maillage de proche en proche a l'aide d’un compas.

Le processus s’arréte lorsque toute la région est couverte de parallélogrammes. On recom-
mence alors depuis l'intersection des directrices dans chacune des trois autres régions du plan.
A la fin, on a réalisé un maillage du plan par des parallélogrammes dont on peut relier les cotés
de facon a former des barres continues.
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F1G. 4.48 — Schémas de principe du maillage d"une sphere avec la méthode du compas : tracé
et subdivision des deux directrices; création d"un nouveau point a partir de l'intersection et, de
proche en proche, création d’un maillage de parallélogrammes.

4.4.3 Construction d’'un gridshell hémisphérique

Pour une demi-sphere, le principe de la construction du maillage est exactement le méme
que dans le plan. On commence par tracer deux lignes directrices sur la demi-sphere, que 1'on
subdivise en éléments d’égales dimensions. Ensuite, on construit les points du maillage un a
un en partant des points les plus proches de 'intersection des directrices. La figure 4.48 montre
comment chaque nouveau point est obtenu en calculant l'intersection de la demi-sphére avec
deux spheres centrées sur les deux points voisins dont la position est déja connue et dont le
rayon est le pas du maillage. Le processus a été automatisé et implémenté de facon a ce que la
structure des données soient compatibles avec AIgoRD, le programme de relaxation dynamique
développé qui sera présenté au paragrapheA®. A la fin du processus, on a construit sur la sphére
une grille de barres continues et dont toutes les mailles sont des parallélogrammes. Cette grille

peut donc étre mise a plat comme le montre la figure 4.49.

\
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F1G. 4.49 — Mise a plat de la grille hémisphé-  F1G. 4.50 — Gridshell hémisphérique pour un
rique de la figure 4.50. angle de go’entre les directrices.

On note cependant que la structure obtenue apres 1'étape de maillage n’est pas en équilibre.
En effet, cette étape est purement géométrique et la raideur en flexion des éléments n’a pas été
prise en compte. Comme les barres qui constituent la structure sont initialement droite (cf. fi-
gure 4.49), elles sont fortement précontraintes dans la configuration de la figure 4.50. Dong, si
on introduit dans cette structure la raideur en flexion des éléments ainsi que des conditions aux

6Cf. S. Andreatta, [6], 2007, p. 9-11.
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limites, les barres vont se déplacer jusqu’a atteindre une position dans laquelle les précontraintes
de flexion s’équilibrent entre elles. Pour calculer cette forme d’équilibre, la méthode de relaxa-
tion dynamique est un outil particulierement adapté et elle va permettre de passer d’une simple

construction géométrique a une structure en équilibre.

Par exemple, pour une grille dont les directrices forment un angle de 9o° et dont toutes les
barres sont articulées sur le sol a leurs extrémités, le calcul aboutit a la forme de la figure 4.50.
Cette forme n’est pas une exactement une demi-sphere, elles est légerement aplatie sur le dessus.
Pour se rapprocher de la sphere parfaite, on pourrait ajouter des conditions aux limites supplé-
mentaires qui correspondraient a autant de points de contrdle ou de systemes d’échafaudage sur
un chantier. On peut aussi garder ces conditions aux limites treés simples et modifier le maillage,
notamment en variant I’angle formé par les deux directrices. C’est ce que 1’on a fait ici pour des
angles compris entre 45° et 9o°. Apres chaque calcul, les valeurs positives et négatives des écarts
relatifs au rayon de la sphere ont été mesurés et reportés sur le graphique de la figure 4.51. Selon
ce critéere, il apparait que c’est la sphere obtenue pour des directrices perpendiculaires, celle de
la figure 4.50, qui est le plus proche de la sphere.
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FIG. 4.51 — Evolution de la distance a la sphére en fonction de ’angle formé par les directrices.

4.4.4 Perspectives

Outre le critere de la distance a la forme utilisé dans le paragraphe précédent, de nombreux
autres critéres sont envisageables pour juger de la pertinence du maillage parmi lesquels on
peut citer : la minimisation des contraintes, leur uniformisation, ’homogénéisation du maillage,
sa complexité, la minimisation du nombre de points de contrdle, etc. La détermination du critere
opportun, de son domaine de validité est encore un sujet de recherche ouvert. Parallelement se
pose la question de la génération du maillage et du choix de ses parametres : comment tracer
les directrices sur une forme quelconque, selon quelles lignes (géodésiques, lignes de courbure
moyenne...), quelle est 'influence du pas du maillage, comment optimiser le maillage a partir
de solution préexistante, etc. Les pistes la aussi sont nombreuses et n’ont a notre connaissance

pas fait I'objet de recherches approfondies a ce jour.



152 4. FORME ET GRIDSHELLS

4.5 Conclusion

Le procédé de montage des gridshells a partir d'une grille plane nécessite une étape spéci-
fique de conception dont la finalité est la définition méme de la forme de la structure et qu’on
appelle la recherche de forme. Toutes les formes n’étant pas équivalentes sur le plan mécanique,
Frei Otto a défini comme objectif de la recherche de forme 1'optimisation du comportement de la
structure vis-a-vis des efforts de poids propre. S'inspirant des maquettes et de ’approche d’An-
tonio Gaudi, il a mis au point une démarche qui, par le retournement virtuel de filets suspendus,
donne des formes en compression pure. La forme du filet étant, dans ce protocole, une consé-
quence de ses conditions d’appui, il propose donc une classification des gridshells par systeme
de fondation.

La nature physique de ses maquettes et leur absence de raideur en flexion orientent cepen-
dant trés largement la recherche de forme. Certes on a vu qu’a I’échelle du gridshell de Mann-
heim, l'inertie des éléments de la grille pouvait étre négligée et que les efforts a mettre en ceuvre
pour déformer la grille étaient de 1’ordre du poids propre de celle-ci. Il n’en reste pas moins que
cette raideur en flexion existe et que 1’on peut s’en servir pour donner naissance a d’autres types
de formes dans lesquelles le contour de la forme ou la position finale de ses appuis n’est plus
une donnée mais une conséquence de la forme de la grille a plat et de sa raideur. Les parameétres
de la recherche de forme deviennent alors beaucoup plus nombreux et il est nécessaire de bien
comprendre leur influence. Dans ce chapitre, un certain nombre de simulations ont été effec-
tuées avec l'algorithme de relaxation dynamique qui permet justement de prendre en compte la
raideur en flexion des éléments (ce qui n’était pas possible dans les années 1970). Ces essais ont
conduit a I’établissement de recommandations pour limiter la part d’aléas et orienter la forme
dans la direction que 1’on souhaite.

Dans la derniére partie, une troisiéeme méthode, dite « méthode du compas », a été présentée.
Elle permet de construire des grilles formées de barres continues et paralleles sur une surface
courbe. L'application sur une demi-sphere qui en a été faite et son association avec un calcul
avec l'algorithme de relaxation dynamique paraissent trés prometteuses. De nombreuses ques-
tions restent encore a résoudre avant de pouvoir appliquer cette méthode a n'importe quelle
surface courbe; néanmoins il semble que 1'on dispose des moyens théoriques pour concevoir

des structures et le systeme de montage d'une architecture de courbes.



Chapitre 5

Conception et étude numérique du
comportement mécanique du premier
gridshell en composites

Avant d’illustrer par un exemple les méthodes de recherche de forme du chapitre précédent,
on s’efforcera de donner un cadre reglementaire pour 1'étude du comportement mécanique des
gridshells en composites. Il semble aujourd’hui naturel que le dimensionnement d"un gridshell
en composites s’inscrive dans le cadre général des Eurocodes. Comme il n’existe pas de tome
spécifiquement dédié aux matériaux composites, des coefficients partiels de sécurité et des cri-
teres de vérifications seront proposés sur la base des recommandations trouvées dans le livre de
L. Hollaway et P. Head".

L'utilisation pratique de ces coefficients sera ensuite mise en lumiere par la conception et
I"étude numérique du comportement du prototype de gridshell en matériaux composites dont la
construction sur le site de 'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées ainsi que 1’étude expérimen-
tale seront détaillées dans le chapitre 6. Apres la premiere étape de la recherche de forme, on
étudiera l'influence des excentricités sur la géométrie finale de la structure ainsi que l'influence
du procédé de montage. Ensuite, on montrera que la triangulation a 1’aide d"une troisieme direc-
tion de barres est la solution la plus pertinente pour les gridshells et on proposera une méthode
numérique pour la simulation de la mise en place de ces barres supplémentaires. Les perfor-
mances mécaniques de deux schémas de triangulation seront également comparées. Enfin, on
effectuera une vérification de la structure selon les regles préconisées au début du chapitre et
on en déduira quelques traits spécifiques du comportement mécanique des gridshells en com-

posites.

'Cf. L. Hollaway et P. Head, [?], p. 89-105.
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5.1 Codes et méthodes de dimensionnement des gridshells en maté-

riaux composites

Le dimensionnement d’un gridshell en composites est une tache délicate car il n’existe pas
de batiments de référence. Seuls quelques gridshells en bois ont été construits dans le monde
et ces structures atypiques apparaissent encore peu slires aux yeux de beaucoup de maitres
d’ouvrage, notamment a cause de leur procédé de construction qui induit un état de précon-
trainte permanente par flexion. De plus, les matériaux composites sont aujourd’hui relativement
peu utilisés dans le batiment et le génie civil (cf. paragraphes 2.1.3 et 2.1.4) ce qui la aussi en-
traine une certaine méfiance des maitres d’ouvrage et des entreprise de construction. Pour le
dimensionnement de la structure, il semble donc important de se rattacher au cadre usuel de la

reglementation des Eurocodes.

5.1.1 Définition du cadre réglementaire

Les Eurocodes sont les réglementations européennes unifiées de la construction. Ils défi-
nissent un certain nombre de conditions, de performances qu'une structure doit satisfaire dans
le cadre de son fonctionnement; ces conditions sont appelées états limites. En fonction de la
probabilité d’occurrence d'un chargement, les exigences sur la structure changent. On distingue
ainsi principalement deux types d’états limites : 1’état limite ultime qui désigne une condition de
non-ruine de la structure sous une combinaison de charges de faible probabilité — c’est un critere
de sécurité — et 1’état limite de service qui désigne une limitation de la réponse des structures
sous une combinaison de charge normale — c’est un critere de confort —. La vérification des états
limites de service porte en général sur les déformations de la structure (limitation de fleche pour
l'acier et le bois ou d’ouverture de fissures pour le béton). La vérification des états limites ul-
times porte en général sur la contrainte qui ne doit pas accéder la résistance limite du matériau
et sur la stabilité globale de la structure. En dehors de 1’étude des cas accidentels, les charges
sont majorées par un coefficient de sécurité (1,35 pour les charges permanentes et 1,5 pour les
charges variables) et les résistances minorées par un autre coefficient de sécurité qui dépend du
matériau.

Les coefficients partiels de sécurité sont fondés sur une étude probabiliste des propriétés des
chargements extérieurs et des propriétés des matériaux de structures. Les coefficients de sécu-
rité sur les chargements extérieurs (chargements permanents, d’exploitation, de neige, de vent,
effets de la température, etc.) et leurs modes de combinaisons sont définis dans I’'Eurocode 1.
Ces coefficients de sécurité sont indépendants du matériau de la structure et par conséquent
parfaitement utilisables pour le dimensionnement d’un gridshells en composites. Cependant, si
I’Eurocode 2 définit les criteres de vérification des états limites du béton, I’Eurocode 3 ceux de
l'acier, I'Eurocode 5 ceux du bois, il n’existe pas d’Eurocode spécifique pour les composites. 11
est donc nécessaire de se tourner vers d’autres ouvrages qui adoptent cette méme démarche
propabiliste pour la définition des coefficients partiels de sécurité. Le chapitre 4 du livre de
L.C. Hollaway et P.R. Head [52] est a ce titre particulierement intéressant et c’est de ce dernier
que sont tirées les valeurs des paragraphes qui suivent.
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5.1.2 Définition des coefficients de sécurité des matériaux composites

La principale difficulté rencontrée lors de 1'établissement des coefficients de sécurité pour
les polymeres renforcés par des fibres de verres est liée a la nature composite de ces matériaux
et a la grande variabilité de leurs composants (type de fibre et de polymere, fibres longues
ou courtes, tissés ou non, caractéristiques de l'interface fibre/résine, etc.) et de leurs procédés
d’élaboration (moulage, drapage, pultrusion, etc.) ou d’assemblage (collage, soudure, rivetage,
etc.). Néanmoins, la plupart des polymeres ont des propriétés similaires qui ne different que par
leur amplitude : ils présentent un comportement viscoélastique prononcé fortement dépendant
de I’atmosphere extérieure et de la température. Les renforts de fibres stabilisent le polymere de
sorte que le comportement des matériaux composites possede les caractéristiques atténuées de
celui de la matrice.

Compte tenu de ses remarques, Hollaway et Head proposent de prendre en compte pour
les états limites de services les critéres suivants : la déformation des éléments a court et a long
terme, 'apparition de la premiere fissure, le flambement local des éléments et leur comportement
post-flambé, les vibrations, la fatigue et la résistance aux impacts. Pour les limites ultimes, ils
proposent des criteres sur la ruine globale : rupture des sections, flambement global et résistance
au feu. Lors du dimensionnement d’une structure en composites, chacun de ces criteres doit étre
vérifié a partir des caractéristiques de la structure et des valeurs appropriées des coeffcients de
sécurité des matériaux (court terme pour les criteres a court terme et long terme pour les criteres
a long terme).

Les auteurs indiquent ensuite une méthode statistique rigoureuse pour évaluer les effets de
la variabilité du matériau, les effets de I’environnement et les effets du vieillissement. Cependant
cette méthode nécessite de nombreux essais et les données manquent aujourd’hui pour établir
des coefficients de sécurité « définitifs ». Une premiere tentative a été faite dans I’Eurocomp Design
Code and Standard [32] qui recommande d’utiliser un coefficient partiel de sécurité 7y pour les états
limites ultimes qui soit le produit de trois facteurs :

Y =717273

71 est un coefficient relatif au mode d’identification des propriétés mécaniques, y, est relatif au
procédé de production du matériau et 3 aux effets de la température et du vieillissement. Les
valeurs caractéristiques de ces coefficients sont données respectivement dans les tableaux 5.1, 5.2
et 5.3. D’apres les auteurs, quelques réserves doivent étre émises : ces valeurs ne prennent pas en
compte l'effet de 'humidité, ne précisent pas quels sont les coefficients a appliquer au module
d"Young et ne considerent pas ’anisotropie du matériau.

On peut a l'aide des tableaux 5.1, 5.2 et 5.3, évaluer les valeurs des coefficient de sécurité
pour un gridshell en composite construit a partir de profilés pultrudés dont les caractéristiques
mécaniques ont été évaluées par des essais. A court terme, on a donc Y1=1,15 , 72=1,1 et y3=1,0
soit une valeur ¥ = 17273 de 1,27. A long terme, on a 3=2,5 au lieu de 1,0 de sorte que le
coefficient de sécurité  devient égal a 3,18. On remarque que le coefficient de long terme est 2,5
fois plus élevé que le coefficient de court terme; cela confirme les observations qui ont été faites
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au paragraphe 2.3.1 : pour éviter les problemes de fluages, la contrainte dans le matériau ne doit
pas dépasser 30 % de la contrainte a rupture.

TaB. 5.1 — Coefficient partiel de sécurité 7.

Meéthode d’identification des propriétés 7
Propriétés des plis, des multicouches et des pultrudés

déduites d'un modele théorique 2,25
Propriétés des plis déduites de tests mécaniques et propriétés des
multicouches et des pultrudés déduites d'un modele théorique 1,5
Propriétés déduites de tests mécaniques 1,15

Tas. 5.2 — Coefficient partiel de sécurité ;.

Procédé d’élaboration Cure complete en usine | Cure partielle en usine
Moulage par projection 1,4 2,0
Resin transfer moulding 1,2 1,7
Pré-imprégné 1,1 1,7
Enroulement filamentaire 1,1 1,7
Pultrusion 1,1 1,7

Tas. 5.3 — Coefficient partiel de sécurité .

Température de | Distorsion | Chargement | Chargement
service achaud | a court terme | a long terme

55-80 1,2 3,0

25-50 80-90 1,1 2,8

>90 1,0 2,5

55-70 11 2,7

0-25 70-80 1,0 2,6

>80 1,0 2,5

5.2 Conception du prototype

Quatre grands principes ont guidé la phase de conception du prototype du premier gridshell

en matériau composite :

— Utilisation optimale des propriétés mécaniques des fibres,

— Simplicité des connections entre les différents éléments,

— Optimisation de la forme de la structure vis-a-vis de son chargement et

— Faible cotit de construction via 1'utilisation de composants industriels standard.

Ces quatre principes ont conduit a la définition d"un procédé constructif particulier et a la forme
de la figure 5.1. Les démarches qui ont mené a ces choix sont décrites dans les deux paragraphes

suivants.
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F1G. 5.1 — Vue extérieure du prototype de gridshell en composites.

5.2.1 Choix des matériaux du prototype

Pour utiliser au mieux les propriétés mécaniques des fibres, on doit chercher a les orienter
uniquement dans le sens des efforts. Dans les gridshells, les barres sont essentiellement fléchies,
les contraintes dans le matériau sont des contraintes longitudinales. Des fibres ne sont donc
nécessaires que dans la direction de I’axe des barres. L'utilisation de profilés pultrudés tubulaires
apparait ainsi particulierement indiquée pour cette application car c’est un procédé économique
qui permet la production de barres continues dans lesquelles les fibres sont concentrées dans
la direction principale du tube (cf. paragraphe 2.1.2). Dans ce procédé, il n'y a pas de limite
a la longueur des barres en dehors des dimensions du hangar dans lequel est installé la ligne
de pultrusion. En théorie, il est donc possible de fabriquer des barres de la longueur que 1'on
souhaite et de supprimer ainsi tous les problemes de raboutage qui existaient sur les barres des
gridshells en bois (cf. paragraphes 1.3 et 1.4). En pratique, la longueur est limitée par le gabarit
routier maximum autorisé. Ainsi, a moins d’affréter un convoi exceptionnel, on doit se limiter a
des barres de 13,4 m, ce que I’on fait ici.

En ce qui concerne les assemblages, le systéme choisi a déja été présenté dans la partie re-
lative a la modélisation des connections (cf. paragraphe 3.11); il s’agit de pieces d’assemblage
d’échafaudage orientables. Ces pieces sont standard, produites en grande quantité et d'une ré-
sistance mécanique éprouvée. Elles sont constituées de deux paires de demi-coquilles circulaires
assemblées entre elles par une articulation quasiment parfaite. L’axe de cette articulation est
perpendiculaire aux axes des deux profilés tubulaires qui s'insérent dans les demi-coquilles. La
liaison ainsi réalisée correspond donc a celle qui est requise pour la construction d'une grille

faite de barres continues et sans rigidité en cisaillement dans son plan.

Les montants d’échafaudage standard ont une section circulaire de 48,2 mm ou de 42 mm de
diametre. Les tubes de 48,2 mm sont les plus répandus ce qui fait que les pieces d’assemblage
faites pour ces tubes sont deux fois moins cheres. Cependant 1’objectif ici est de construire le
gridshell qui démontrera au mieux les possibilités de mise en forme des composites. A courbure
égale, les contraintes sont d’autant plus élevées que le diametre des barres est important; il est
donc préférable de choisir des tubes de 42 mm. Ce diametre, courant en construction métallique,
est également standard pour les lignes de pultrusion. Les tubes utilisés pour la thése sont donc

des tubes pultrudés avec une section circulaire de 42 mm de diametre extérieur et de 35 mm de



158 5. CONCEPTION ET ETUDE DU COMPORTEMENT DU PROTOTYPE

diametre intérieur. Ils sont composés d’une couche centrale avec des fibres dans 1’axe du tube
et de deux couches de mat de protection, une a l'intérieur et une a l'extérieur. L’épaisseur des
couches de mat est d’environ 0,5 mm et celle de la partie structurelle est de I'ordre de 2,5 mm.

Les propriétés mécaniques des tubes ont été évaluées dans le paragraphe 2.3.1 et recensées
dans le tableau 2.2. Le module d"Young longitudinal est de 26,7 GPa et la résistance a rupture
en flexion de 350 MPa. Compte tenu des coefficients de sécurité préconisé au paragraphe 5.1.2,
il faudrait réduire la valeur de la résistance a rupture d'un coefficient de 1,27 a court terme
et de 3,18 a long terme de sorte que, pour la suite du calcul, on devrait considérer que la
contrainte doit toujours étre inférieure a o = 275 MPa pendant le montage et a 110 MPa pendant
le service de l'ouvrage. Cependant le prototype est une structure expérimentale dont la durée
de vie est limitée a trois ans. On décide donc prendre une limite en contrainte plus grande que
celle préconisée, de sorte que la résistance a long terme est choisie égale a 40% de la résistance a
rupture, soit 140 MPa. Ce niveau de sollicitation permettra en outre une expérience de relaxation
in situ qui ne rentre pas dans le cadre de ce travail mais qui devrait fournir des informations

précieuses sur la durabilité des structures de gridshells en matériaux composites

5.2.2 Définition de la forme
Contraintes géométriques et structurelles

La forme théorique du prototype doit prendre en compte I'ensemble des parametres liés au
matériau du paragraphe précédent, mais également un certain nombre d’objectifs géométriques
et structurels :

— La structure doit constituer avec le sol les seules limites de I'espace intérieur, elle doit étre
a la fois toit et mur. On cherche ainsi & donner l'idée la plus vaste possible du potentiel
architectural des gridshells qui ne sont pas que des structures de couverture. Cela permet
en outre de ne pas avoir a traiter de probleme de rigidification d’un bord libre.

— L’espace habitable doit étre le plus grand possible. La forme du prototype doit étre congue
comme s’il s’agissait d'un vrai batiment destiné a accueillir des activités humaines dans
lequel I'espace fonctionnel disponible est le plus grand possible, c’est-a-dire dans lequel
les parois latérales sont les plus verticales possibles.

— La structure finale doit satisfaire les criteres de dimensionnement usuel d"un batiment. Ce
troisieme objectif est le complément reglementaire du deuxieme : la résistance et la rigidité
de la structure doivent étre celles d'un batiment considéré comme stir par les normes en
vigueur. Les déplacements doivent étre maitrisés et les contraintes rester en dessous d'un
certain seuil.

— La portée minimale doit étre la plus grande possible et le poids de la structure doit étre
minimisé. La performance mécanique d’une structure se mesure en terme de portée maxi-
male franchie et de quantité de matiere utilisée : pour un franchissement donné, plus le
poids d'une structure est faible, plus la structure est performante (cf. paragraphe 1.1.2).
Ces objectifs sont donc le pendant du principe d’optimisation de la forme vis-a-vis de son

chargement énoncé en introduction.
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Une conséquence immédiate de ces conditions est que le gridshell doit s’appuyer continu-
ment sur le sol. Les essais qui ont été effectués dans le chapitre précédent ont montré que les
grilles dont le périmetre est anguleux et dont les appuis sont continus, présentent des zones peu
habitables (cf. figure 4.17). On choisit donc pour le prototype une forme théorique qui soit issue
d’une forme arrondie. Le cercle étant trop symétrique, il a été décidé de partir d'une ellipse.

Notations et conventions

Avant d’aller plus loin dans la description du prototype, il est utile de préciser les principales
notations et conventions utilisées dans ce chapitre et le suivant. Pour commencer, un repere
cartésien orthonormé est associé a la structure. Son centre est le centre de ’ellipse initiale. L'axe
des x est orienté le long du grand axe de I'ellipse et I’axe des y selon le petit axe. L’axe des z est
défini de telle sorte a ce que le triedre soit direct et pointe « vers le haut ». La grille a plat est
donc située dans le plan z = 0. Les plans x = o0 et y = o sont des plans de symétries pour la grille
initiale ainsi que pour les deux gridshells des figures 5.3 et 5.4. Cette symétrie est brisée lorsque
I'on introduit 1’excentricité entre les deux directions de barres ou bien lorsque la structure est
soumise a un chargement asymétrique.

Le modele de poutre utilisé pour la simulation numérique a été présenté dans le chapitre 3.
Il s’agit d"une poutre de Navier-Bernouilli sans torsion avec trois degrés de liberté en translation
a partir desquels on peut déduire les moments de flexion (cf. paragraphe 3.3). Les déplacements
dans chacune des trois directions sont notés respectivement uy, u, et u; la norme des déplace-
ments totaux est notée u. Les déplacements sont toujours calculés dans le repere de référence et,
sauf indication contraire, leur unité est le metre sur toutes les figures. Les efforts intérieurs sont
les efforts normaux, notés N, les efforts tranchants, notés T et les moments fléchissants, notés M.
La contribution des efforts tranchants n’étant pas prise en compte dans le calcul des contraintes
axiales totales avec la cinématique de Navier-Bernouilli, ils ne seront en général ni étudiés ni
présentés. Les efforts normaux sont mesurés en Newton et comptés positivement lorsque les
barres sont en traction. Pour les moments fléchissants, 'inertie des barres étant la méme dans
toutes les directions, on n’observe que leur norme dans le plan local de flexion de la barre. Elle
est mesurée en Newton metre (N.m). Quand aux contraintes axiales, elles sont évaluées a partir
des efforts intérieurs selon les formules classiques de la résistance des matériaux :

N Mo N Mo

Omax = ? + T et opin = g i (51)

ol 0y est la valeur maximale de la contrainte axiale, 0, sa valeur minimale. S est la section
de la barre, I son inertie et v la distance maximale a 1’axe neutre, ici le rayon extérieur du
tube. La géométrie du tube est constante le long de son axe et les valeurs respectives de ces
parametres sont : 4,23 cm?, 7,91 cm* et 2,1 cm. Une bonne approximation de la valeur de la
contrainte maximale, qui est mesurée en MPa, peut donc étre obtenue en divisant la valeur du
moment par quatre. Enfin, la contrainte de cisaillement est négligeable et négligée par le modele
de Navier-Bernouilli qui a été adopté.
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De l'ellipse a la forme

La grille de départ de la forme théorique a donc un périmetre elliptique; son demi grand
axe mesure 12,5 m et son demi petit axe 5,5 m (cf. figure 5.2). Les deux directions de barres
font respectivement un angle de +50°et -50°avec la direction du grand axe de 'ellipse. Les barres
sont assemblées entre elles tous les 1,2 m ce qui donne une grille avec 17 barres dans chaque
direction. Aucune excentricité au niveau des liaisons entre les barres n’est prise en compte. La
forme de la structure est obtenue en deux étapes. Dans la premiere, la méthode de recherche de
forme développée au paragraphe 4.3 est mise en ceuvre : un chargement uniforme de 33 N/ml
dirigé vers le haut est appliqué sur toutes les barres tandis que leurs extrémités sont libres de
glisser sur le plan du sol qui est aussi le plan initial de la grille. Cela correspond a un rapport
pL3/EI de 40 pour les barres les plus longues ce qui devraient amener ces barres a former un
angle de 57°avec le sol (cf. figure 4.15). En outre, cette valeur de 'angle est la valeur optimale

pour laquelle la déformée d"une poutre uniformément chargée est le plus proche d"une chainette
(cf. figure 4.16).
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F1G. 5.2 — Forme initiale sur le sol de la grille

F1G. 5.3 — Premieére étape de la recherche de
elliptique choisie.

forme.

La forme obtenue a la fin de cette étape est présentée sur la figure 5.3. Elle est globalement
en accord avec les observations faites dans le paragraphe 4.3 : 'angle formé par les barres les
plus longues et le sol est de 54,5, il y a un léger resserrement des barres vers le centre et pas de
variation notable de la longueur de la structure. En principe, selon la méthode du chapitre 4, la
recherche de forme aurait di s’arréter a la fin de cette étape : les positions des extrémités des

barres auraient d étre bloquées et la forme d’équilibre sous poids propre calculée.

Cependant, sans vraiment de raison particuliere, une seconde étape a été ajoutée : le char-
gement uniforme a été remplacé par le poids propre réel de la structure : 8,4 N/ml de tube et
10 N pour chaque assemblage et, pour éviter que la structure ne se remette a plat, chaque barre
a été sous-tendue par un cable dont la longueur est définie a partir de la géométrie d’équilibre
de l'étape précédente et dont la raideur est arbitrairement choisie égale a celle des barres de la
grille (cf. figure 5.8). Ainsi les extrémités des barres sont toujours libres de se déplacer horizon-
talement dans le plan du sol, mais 1’écartement des points d’appuis est maintenu constant. Les

déplacements durant cette étape sont tres importants et la géométrie de la structure est beaucoup
modifiée (cf. figure 5.4).

Le résultat de la recherche de forme est un gridshell dont le périmetre libre ressemble a une

coque de cacahouéte (cf. figure 5.5). En dehors de I’aspect esthétique, les deux renfoncements
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sur les grands cOtés augmentent la courbure de la coque et améliorent ainsi ses performances
mécaniques. La structure finale mesure : 23,6 m de long, 8,0 m de large et 3,77 m de haut. La

portée au niveau du rétrécissement est de 6,6 m.

F1G. 5.4 — Forme théorique finale. F1G. 5.5 — Forme finale vue de dessus.

La forme finale est relativement allongée et ses deux extrémités sont assez basses et plates
si bien que les espaces qu’elles englobent sont peu pratiques et peu performants mécanique-
ment parlant (cf. paragraphe 5.2.4). C’est une conséquence directe de 1’étape supplémentaire de
recherche de forme qui a éloigné la structure du funiculaire de son poids propre et augmenté
lI'inclinaison du plan des barres par rapport a la verticale. On verra dans le paragraphe 6.4 qu’il
est facile d’aménager dans ces zones de grandes ouvertures et ainsi de supprimer les points
faibles de la forme et d’augmenter significativement le ratio surface couverte sur surface habi-
table dont la valeur actuelle est de seulement 0,45 (avec une surface habitable de 72,3 m* et une

surface totale de 154,7 m?).

Pour le reste, dans la partie centrale, les parois de la grille de la figure 5.4 sont plus verticales
que celles de la grille de la figure 5.3 puisque 1’angle formé par le gridshell et le sol est supérieur
a 60°sur environ 8 m de longueur. Quant a la portée maximale de 1'ouvrage (8,0 m), elle est tout
a fait acceptable compte tenu de la verticalité des parois et de la portée effective des barres de
la grille. En effet, si 1’'on compare ces valeurs avec les proportions d'une elastica (cf. tableau 3.1) :
pour une barre de 13,4 m, un angle de 60°correspond a une portée de 9,9 m et une portée de 8 m
correspond a un angle de 75°. On se rend compte de la qualité du compromis trouvé.
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F1G. 5.6 — Efforts normaux sous poids propre. F1G. 5.7 — Moments sous poids propre.

La forme satisfait par ailleurs le critere de contrainte fixé pour le matériau puisque la contrainte
maximum dans la structure est de 138 MPa (cf. paragraphe 5.1.2). L'essentiel de la contrainte est
d aux moments fléchissants puisque 1’effort normal maximum est de 854 N ce qui correspond
a une contrainte de seulement 2 MPa. La contrainte maximale est donc obtenue la ot le moment
fléchissant est maximum, c’est-a-dire dans la partie centrale de la structure, la ot1 la courbure des
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barres est la plus importante (cf. figure 5.7). L'effort normal maximal est observé dans les barres
les plus courtes situées aux extrémités de la structures, il vaut 853 N (cf. figure 5.6). Partout
ailleurs ou presque, les efforts normaux sont inférieurs a 400 N. Pour les réactions horizontales,
on retrouve les mémes écarts avec des réactions importantes (824 N) au pied des barres des
extrémités. En dehors de ces barres, les réactions horizontales sont beaucoup plus faibles puis-
qu’elles ne dépassent pas 320 N et qu’elles ont une valeur moyenne de 180 N. Cela s’explique
facilement en considérant le processus théorique d’obtention de la forme.

En effet, durant la seconde étape, I'écartement entre les extrémités de toutes les barres est
maintenu a l'aide d’un céble. Cela induit un effort de compression qui est par construction
supérieur a la charge critique de flambement de chaque barre. La formule d’Euler et la longueur
de chaque barre permettent d’évaluer cette charge : les barres des extrémités sont les plus courtes
(5,08 m), leur charge critique est de : 807 N, alors que la plus petite des autres barres a une
longueur de 7,89 m et une charge de flambement de 334 N. Pour les barres les plus courtes, la
réaction horizontale est essentiellement due a la compression induite par le cable, alors que celle-
ci devient négligeable devant la compression due au poids propre lorsque les barres dépassent

10 m.

A ce stade, la conception du prototype n’est pas terminée : il reste encore a introduire les
excentricités et a étudier la mise en place de la triangulation et le comportement de la struc-
ture sous charges. Néanmoins la structure semblait remplir la plupart des criteres géométriques
du cahier des charges; il a donc été décidé de retransmettre en I'état le plan de fondation du
prototype aux ingénieurs géometres de I'Ecole Nationale des Sciences Géographiques afin qu’ils
effectuent le repérage des ancrages des barres sur le sol (cf. paragraphe 6.1.1). Les emplacements
de ces ancrages serviront de guides pour le montage du prototype. La structure de celui-ci ne
tient donc pas compte des étapes de conception qu’il reste a traiter et des remarques qui seront
faites dans les paragraphes suivant.

Introduction des excentricités

La forme sans excentricité est une bonne approximation de la forme générale d"un gridshell.
Néanmoins la précision dans la détermination de la géométrie est au moins égale a une excen-
tricité dans un sens ou dans l'autre. Ici, la distance entre axes au niveau d’un assemblage est de
6,8 cm, on sait donc que la structure réelle est comprise dans une enveloppe de plus ou moins
6,8 cm autour de la forme de la figure 5.4. Ce niveau de précision est insuffisant pour faire un
plan de fondation pour lequel en général on demande a I’entreprise de gros ceuvre une préci-
sion centimétrique. C’est également insuffisant pour la fabrication d’une couverture en toile et
globalement pour toutes les tdches qui nécessitent une préfabrication. Il est donc nécessaire de
pousser la conception a un niveau de détail supérieur et d’introduire les excentricités dans le
modele.

Plusieurs méthodes sont possibles pour cela. On peut reprendre la recherche de forme au
début et recommencer les calculs avec les parametres que I'on a déterminés en prenant cette fois
les excentricités en compte. Cette méthode est trés gourmande en temps de calcul, notamment
parce que les excentricités modifient la dynamique du probleme : la rotation des points autour
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du centre de gravité de la liaison (cf. paragraphe 3.4) introduit des pics d’énergie cinétique
parasites de sorte que la structure n’est plus «libre » d’accélérer comme lorsque les excentricités

étaient négligées, des itérations supplémentaires sont donc nécessaires (cf. paragraphe 3.7.3).

Pour gagner du temps, il faut réutiliser au maximum les calculs effectués pour la structure
sans excentricité et relancer les calculs a partir de la géométrie d’équilibre de cette derniére en
écartant de force les deux directions de barres au niveau des liaisons. L'algorithme converge
alors rapidement vers la géométrie d’équilibre avec les excentricités. Pour la structure qui nous
intéresse ici, on procede en deux temps, exactement comme pour la recherche de forme sans
excentricité. On commence par imposer un écartement de 6,8 cm entre les nceuds reliés deux a
deux, tout en maintenant le chargement uniforme de 33 N/ml dirigé vers le haut. Une fois ce
calcul terminé, on peut déterminer la longueur des cables qui maintiennent 1’écartement entre les
extrémités des barres. Par rapport au cas ot les deux couches de barres étaient confondues, on
observe un raccourcissement des cables des barres « intérieures » (celles de la couche inférieure)
et un rallongement des cébles des barres « extérieures » (celles de la couche supérieure). Les
raccourcissements sont tres variables tant en valeurs absolues (de 2,3 cm a 10,1 cm) qu’en valeurs
relatives (de 0,46 % a 0,96 %). Les rallongements présentent exactement la méme variabilité
puisqu’ils sont égaux et opposés a 5% pres au raccourcissement du cable qui est symétrique par
rapport au grand axe de I'ellipse, ’axe des x.
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F1G. 5.8 — Vue de la structure avec ses cables  FI1G. 5.9 — Déplacements totaux dus a la prise
provisoires. en compte des excentricités.

Ensuite, pour la seconde étape, on part de la géométrie d’équilibre sans excentricité, on
impose une distance de 6,8 cm au niveau de chaque assemblage et on modifie la longueur
des cables en fonction des valeurs que l'on vient de déterminer dans l'étape précédente. La
figure 5.8 présente une vue de la structure avec ses cébles provisoires. Aprés convergence, la
forme obtenue est celle qui est la plus proche possible de celle de la figure 5.4. En effet, les
déplacements maximaux entre les deux géométries sont quasiment symétriques par rapport aux

plans x = 0 et y = 0 et restent de 1'ordre de grandeur de 'excentricité (cf. figure 5.9).

Quant aux efforts intérieurs, ils sont presque inchangés comme on peut le constater sur
la figure 5.10 des moments fléchissants (519,7 N.m avec excentricité contre 518,9 N.m sans) et
sur la figure 5.11 des efforts normaux (-954,7 N avec excentricité contre -853,9 N sans). On
observe quand méme un moment de flexion important (environ 450 N.m) au niveau de la liaison
entre les barres des extrémités et localement de la compression dans les barres au voisinage de
certains appuis. Cette compression est essentiellement due au fait que, par endroit, pres du sol,

la structure forme déja des triangles ce qui la rend localement indéformable et qui entraine des
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surcontraintes. Le niveau de ces efforts est cependant tres faible et sans conséquence sur les
fondations et les contraintes totales.

F1G. 5.10 — Moments fléchissants sous poids  F1G. 5.11 — Efforts normaux sous poids propre
propre avec prise en compte des excentricités.  avec prise en compte des excentricités.

Etude théorique du montage

Le processus qui a abouti a la forme du prototype est un processus intellectuel, théorique.
Pour le montage réel de la structure, les deux étapes de la recherche de forme seront négligées
et le montage se fera en une seule fois. La charge répartie dirigée vers le haut sera reproduite
avec des étais et 1’écartement des extrémités des barres sera piloté avec des tirants et ce d’autant
plus facilement que les calculs effectués lors de la recherche de forme montrent que les efforts a
mettre en ceuvre sont faibles (33 N/ml plus le poids propre). La méthode de construction décrite
dans le paragraphe 6.1.2 n’utilisera pas d’autres moyens pour déformer la structure jusqu’a ce
que les extrémités des barres atteignent leurs positions définitives. Cette méthode est basée
sur l'observation de la forme et sur des corrections ponctuelles de l’altitude de certains points.
Tout est fait « au jugé », seules les positions finales des extrémités des barres sont parfaitement
controlées. Il importe donc de savoir si, pour un contour donné, un jeu de conditions aux limites

donné, la forme finale d’équilibre est indépendante du chemin de chargement suivi.

D’un point de vue théorique, le comportement du matériau reste linéaire élastique durant
tout le montage, aucune dissipation extérieure n’est introduite car toutes les forces sont conser-
vatives; on peut donc penser que 1’état d’équilibre est indépendant du chemin suivi lors de la
mise en forme. Cela semble se vérifier pour une poutre en compression simple : pour un écar-
tement de ses extrémités donné, il existe une infinité de positions d’équilibre qui correspondent
chacune a un mode de flambement, mais seule 1’elastica simple du premier mode est une position
d’équilibre stable. Ainsi, on peut émettre ’hypothese que, si les perturbations introduites lors
de la recherche de forme sont suffisamment importantes, alors la forme finale du prototype est
la seule configuration d’équilibre stable de la grille pour les conditions aux limites choisies.

Pour tester cette hypothese, on simule le processus de mise en forme qui sera utilisé lors de
la construction du prototype (cf. paragraphe 6.1.2) : la géométrie initiale est celle de la grille a
plat que 'on a surélevée d'un metre a 1’exception des extrémités des barres (cf. figure 5.12). Des
tirants ont été ajoutés pour relier les deux extrémités de certaines des barres. Leurs longueurs
sont celles qui séparent les extrémités des barres de la grille dans la forme finale, elles sont
données a la derniere ligne du tableau B.1 en annexe. Les autres barres, celles qui n’ont pas de
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tirants, ont des extrémités fixes dont les positions sont celles qu’elles doivent avoir dans la forme
finale. Les barres dont la position est imposée sont entourées d"un cercle rouge sur le plan de la
figure B.2 en annexe. Le chargement du modéle correspond au poids propre réel de la structure.
Le calcul est ensuite lancé de la géométrie initiale depuis laquelle elle oscille librement jusqu’a
trouver sa position d’équilibre.
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F1G. 5.12 — Géométrie initiale de la simulation = F1G. 5.13 — Distance entre la forme théorique
du montage et celle issue de la simulation du montage.

Apres convergence du calcul, la forme finale issue de la simulation du montage est tres
proche de celle du prototype : en dehors de quatre points isolés prés des extrémités, la distance
entre les deux formes n’excede pas 1,5 cm (cf. figure 5.13). Pour le montage, il semble donc
qu’aucun probleme théorique lié & la méthode de mise en forme ne risque de se produire.

5.2.3 Triangulation de la structure

A la fin de l'étape de recherche de forme, la grille posséde encore son degré de liberté en
cisaillement, elle est encore tres souple. Pour que son comportement se rapproche de celui d'une
coque, il faut donc bloquer la rotation entre les deux directions de la grille, empécher la défor-
mation des angles formés par ces deux directions. A priori, il n’est pas nécessaire d’empécher la
déformation des angles de toutes les mailles pour bloquer le degré de liberté en cisaillement de
I'ensemble de la grille. Cependant les barres de la grille principale sont suffisamment souples
pour pouvoir étre mises en forme, elles ne peuvent donc pas étre considérées comme suffisam-
ment rigides pour retransmettre par flexion les efforts d'une maille contreventée a 1'autre. Il est
donc préférable de contreventer toutes les mailles.

Choix du type de contreventement

De nombreux systémes de contreventement existent, mais ils ne sont pas tous adaptés aux
gridshells. Une premiere solution consiste en un blocage des rotations directement au niveau
des assemblages par un systeme de clavettes qui empéchent les pieces de tourner ou par une
solidarisation des deux directions de barres comme cela a été fait a Helsinki avec des plaques de
clous (cf. paragraphe 1.5.4). Cette solution n’est pas satisfaisante car elle conduit a 1’apparition
de moments de flexion dans les éléments et, par conséquent, & une augmentation de leur section

ce qui va a I'encontre des objectifs de légereté fixés au paragraphe 1.1.2.
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De ce point de vue, le contreventement traditionnel a l'aide de croix de Saint-André est
plus acceptable : lorsque la structure est chargée, les cables des croix assurent un transfert des
charges jusqu’au fondation uniquement sous forme d’effort normal dans les barres. Cependant,
le systeme ne fonctionne que si les cables sont tendus; il faut donc les précontraindre. La mise en
ceuvre de cette précontrainte est délicate car les mailles sont interdépendantes ce qui nécessite le
développement d"une technologie cotiteuse d’assemblages qui limite les effets de détension des
cables dans les mailles voisines. En outre, la précontrainte doit étre stable dans le temps et les
matériaux composites fluent (cf. paragraphe 2.3.1) ce qui peut entrainer une légére modification
de la forme de la structure et donc une détension de certains cables. Compte tenu du nombre
de cables, il n’est pas envisageable de venir les retendre régulierement comme on fait pour
les cables de précontrainte dans les ponts. Ainsi, bien que d'une grande transparence et d'une
grande légereté, cette solution ne semble pas a méme d’assurer la rigidification durable d'un

gridshell en composites.

Les contreventements par éléments rigides sont donc préférables parce qu’ils travaillent aussi
bien en traction qu’en compression et qu’ils ne nécessitent pas de précontrainte. Ces éléments
peuvent étre discontinus ou continus. Le systeme discontinu correspond a la mise en place de
diagonales indépendantes les unes des autres pour chacune des mailles de la grille. Il conduit a
une multiplication du nombre d’éléments qui convergent aux noeuds et donc a la complication
de I’assemblage, a I'augmentation de sa taille et de son cofit. Les systémes continus sont donc
préférables. Cependant, d"une maille a 'autre, la direction des diagonales change; le contreven-
tement doit donc étre capable de suivre la courbure de la grille. Or le procédé de construction des
gridshells a été tout entier développé pour permettre la construction de surfaces courbes a partir
d’éléments rectilignes. Introduire des barres courbes dans le contreventement serait par consé-
quent contraire a cette démarche. Un systéme de triangulation formé d’éléments rectilignes,
rigides en compression et suffisamment souples pour pouvoir épouser la forme de la grille
(c’est-a-dire d’éléments tres proches de ceux de la grille principale) semble donc bien adapté aux
gridshells. C’est la solution qui a été adoptée pour le gridshell de Downland (cf. paragraphe 1.4)

Une autre solution consiste a rigidifier la grille par des éléments non pas linéiques mais
surfaciques. La toiture du Savill Building, par exemple, est contreventée a 1'aide de lattes de
bois qui recouvrent la totalité de la surface du gridshell (cf. paragraphe 1.5.2). Ces lattes sont
clouées ou vissées directement dans les poutres en bois de la grille. Cette solution n’est donc
pas transposable directement aux gridshells en matériaux composites parce que ceux-ci résistent
mal au choc et au percage. Néanmoins ces techniques d’assemblage peuvent étre remplacées par

du soudage, du collage ou des clips ce qui permet d’éviter les concentrations de contraintes.

Enfin, en prolongeant l'idée que le gridshell doit étre contreventé par la couverture elle-
méme, on peut imaginer une derniere solution dans laquelle le gridshell sert a la fois de forme
de coffrage et d’armature pour une coque en béton. Pour cela, la continuité de la surface est tout
d’abord réalisée a 1'aide d’un matériau suffisamment rigide pour supporter le poids du béton,
avec des toles de métal déployé fixée contre la surface du gridshell par exemple. Ensuite, du
béton est projeté sur la grille de facon a noyer les poutres de la grille dans celui-ci. A priori
trés peu d’armatures supplémentaires sont nécessaires si le processus de définition de la forme

a suivi la méthode du paragraphe 4.3. En effet, celle-ci conduit a des formes tres proches du
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funiculaire du poids propre qui constitue le chargement principal de la coque compte tenu du
poids de la couverture en béton. L'ensemble de ce procédé constitue une technique originale et
économique pour la construction de coque en béton qui est vraisemblablement adaptable a tout

autre mortier hydraulique.

Chacune des trois dernieres méthodes de contreventement présente des avantages. Toutefois
seule la triangulation a 1’aide d’une troisieme direction de barres sera étudiée en détail dans
les paragraphes suivants, essentiellement parce qu’elle ne nécessite pas de technologie supplé-
mentaire par rapport a celle de la grille et parce qu’elle permet d’utiliser les mémes éléments

rectilignes, les mémes assemblages et le méme type de modele numérique.

Remarques sur la mise en place numérique de la triangulation

La mise en place pratique de cette triangulation par barre est une chose aisée : il suffit de
choisir les emplacements des nouvelles barres sur la grille, de positionner les assemblages sur
les deux directions principales aux endroits correspondants et de fléchir les barres pour qu’elles
suivent les courbes d’assemblage en assemblage. La mise en place numérique de la triangulation
est une étape plus délicate, car elle consiste a venir ajouter des éléments sur une structure déja
déformée. Ce processus de construction par étapes est d’autant plus complexe que la géométrie
des éléments a ajouter est inconnue avant la fin de 'étape de la recherche de forme. En effet, si
la grille a plat possede des mailles réguliéres, les diagonales des mailles de la surface gauche ne
sont plus égales ce qui est la contrepartie inévitable de la déformabilité de la grille en cisaillement
et du processus de construction des gridshells. Il s’agit donc de mettre au point une méthode qui
permette la définition de la géométrie et la mise en place de la troisiéme direction de barres en
perturbant le moins possible la géométrie a 1’équilibre de la grille et son champ de contraintes.

On remarque tout d’abord que si les mailles de la grille sont irrégulieres aprés la mise en
forme, elles forment uniquement des parallélogrammes sur le sol. Il est donc facile de tracer
sur la grille a plat, un ensemble de barres paralleles qui assure le contreventement de la grille
(cf. figure 5.14). Dans cette configuration initiale, on proceéde a l'appariement numérique des
points de la grille et de la triangulation. A ce stade, la longueur des barres de la triangulation
n’est pas adaptée a la forme finale de la grille. Pour qu’elles ne perturbent pas la forme de la grille
lors de leur mise en place, on leur affecte une raideur en traction et compression négligeable
(un million de fois plus faible que celle des barres de la grille principale) tout en conservant
leur raideur en flexion. Ainsi, lors de la mise en place de la triangulation, la grille principale
va entrainer dans son mouvement ces barres « molles » qui vont se déformer librement en ne

retransmettant a la grille principale que les efforts de flexion de la triangulation réelle.

Apres convergence de ce premier calcul, les longueurs « déformées » des barres de la triangu-
lation sont connues : il s’agit des longueurs vraies des barres réelles nécessaires a la triangulation
effective du gridshell. On peut donc a partir de celles-ci définir la géométrie au repos réelle de
la structure triangulée (cf. figure 5.15). On peut logiquement remarquer que les longueurs des
barres de la triangulation réelle sont différentes celles de la triangulation molle (cf. figure 5.14).

On relance alors un second calcul avec les longueurs au repos réelles et des rigidités réinitialisées
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aux valeurs normales pour la triangulation. Le résultat du calcul est la géométrie de la structure
triangulée.

F1G. 5.14 — Géométrie au repos avec la triangu-  FIG. 5.15 — Géométrie au repos avec la triangu-
lation de barres « molles ». lation réelle.

En dehors de son aspect pratique pour la définition des longueurs au repos des barres de
la triangulation, cette méthode permet de tres peu perturber les efforts intérieurs dans la grille
principale. En effet, si la triangulation est mise en place brutalement, c’est-a-dire directement
avec la vraie raideur des barres, les efforts de précontrainte dans les nouvelles barres entrainent
des variations importantes des efforts normaux comme on peut le voir en comparant les efforts
normaux avant (cf. figure 5.11) et apres triangulation (cf. figure 5.17) : la compression maximale
passe de -954 N a -4 347N et la traction maximale de 501 N & 1062 N. En outre, un grand nombre
de barres qui étaient initialement comprimées se retrouvent tendues ce qui est improbable phy-
siquement puisque la structure soumise a son propre poids dans tous les cas. En revanche avec
-1 083 N en compression et 524 N en traction, les efforts normaux de la structure triangulée a
I'aide de la méthode en deux temps décrite ci-dessus sont beaucoup plus proches de ceux de la

structure non triangulée de la figure 5.11 que ne I’étaient ceux de la figure 5.16.
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FIG. 5.16 — Efforts normaux par triangulation ~ FIG. 5.17 — Efforts normaux avec mise en place
directe. de la triangulation en deux étapes.

Les principales étapes de la triangulation sont donc les suivantes :

1. Appariement des nceuds de la grille principale et de la triangulation ;

2. Premier calcul de la structure avec une triangulation « molle », sans raideur en traction-

compression ;

3. Evalutation de la géométrie au repos réelle de la triangulation a partir de la géométrie
déformée du premier calcul;

4. Second calcul de structure avec les propriétés réelles de la troisiéme direction de barres.
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Performances comparatives de la triangulation retenue

On remarque que la triangulation réalisée ci-dessus forme un maillage d’hexagones et de
triangles. Le choix de ce maillage vient du fait que, pour la construction du prototype, on ne
dispose pas de pieces d’assemblage qui permettent de relier trois barres entre elles et ainsi de
trianguler exactement les losanges de la grille. Un excentrement de la rigidification étant inévi-
table, il a été décidé de mettre les fixations de la troisieme direction de barres au milieu de deux
assemblages successifs, ce qui a abouti au maillage de la figure 5.18. Il est a noter que les deux
directions de barre de la grille principale sont superposées et, théoriquement, distantes d'une
excentricité méme si celle-ci n’est pas prise en compte ici. Les barres de la troisieme direction ne
peuvent donc matériellement pas étre fixées aux barres des deux directions principales mais a
une seule de ces directions. Le systeme de triangulation obtenu est original et n’a jamais été mis

en ceuvre dans aucune structure de gridshells a notre connaissance.

F1G. 5.18 — Triangulation du prototype.

F1G. 5.19 — Triangulation classique.

Pour évaluer les performances mécaniques de ce systeme de triangulation, on les compare
a celles de la structure sans triangulation et a celles du systeme « classique » de triangulation
dans lequel les barres passent au droit des intersections de la grille (cf. figure 5.19). Pour cela on
étudie le comportement de ces trois structures sous un chargement croissant appliqué a tous les
neceuds dont la hauteur est supérieure a 1,8 m (c’est-a-dire 55 noeuds). Les paliers de chargement
sont des paliers de 200 N. A chaque étape, on calcule le déplacement vertical moyen de tous les
neceuds chargés ainsi que la moyenne des valeurs absolues des déplacements horizontaux selon y

(la moyenne est nulle).
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Ces valeurs sont reportées respectivement sur les graphiques des figures 5.20 et 5.21. Le
terme « classique » désigne les courbes de comportement de la triangulation de la figure 5.19,
le terme « prototype » celles de la triangulation de la figure 5.18. La structure sans triangulation
est comparativement trop souple pour pouvoir étre portée sur le méme graphique. A partir des
premieres valeurs de chaque courbe, on évalue également les « raideurs » de chaque structure
(cf. tableau 5.4). On constate alors l'effet considérable de la triangulation sur la raideur de la
structure qui gagne jusqu’a un facteur 100 tant sur les déplacements horizontaux que verticaux.
On constate ensuite que la triangulation choisie pour le prototype est beaucoup plus souple que
la triangulation classique (environ deux fois plus souple verticalement et trois fois plus souple
horizontalement) et que la ruine ou le flambage de la structure se produit plus tét pour le
prototype que pour la structure a triangulation classique (pour une charge de 30 % inférieure).
Le mode de flambement des deux structures est cependant assez proche.

TaB. 5.4 — Raideur des différents schémas de triangulation.

en kN/m Classique Prototype Sans Triangulation
Raideur verticale 235 114 1,9
Raideur horizontale 828 274 8,0

Les choix technique et esthétique du prototype ont donc d’importantes conséquences sur le
comportement mécanique de la structure. Le fait de fixer la triangulation au milieu des barres
de la grille principale introduit des flexions supplémentaires par rapport a la triangulation qui
passe directement au droit des intersections de la grille. Si les incidences sur les contraintes
générales sont faibles, ce choix entraine des déplacements au moins deux fois plus importants
dans le modéle en hexagones et triangles que dans le modele classique. Du point de vue de la
performance mécanique, il semble donc nécessaire de développer un assemblage qui permette
de relier trois barres entre elles avant de passer a la réalisation de gridshell de plus grande

portée.

5.2.4 Le comportement sous chargement réglementaire

La forme finale du prototype est fixée, on étudie maintenant son comportement sous char-
gement reglementaire a I'aide des Eurocodes et des valeurs du paragraphe 5.1.2. Dans les pa-
ragraphes suivant, on passe en revue les chargements utilisés et leurs combinaisons, puis les
déplacements et les contraintes observées sous charges avant de conclure sur la viabilité du
prototype de gridshell en tant que structure de génie civil.

Définition des cas de charges et de leurs combinaisons

Les principaux chargements extérieurs a prendre en compte pour le prototype sont : le poids
propre de la structure, le poids de la couverture, la neige et le vent. On rappelle que le poids
propre de la structure est de 0,84 kg/ml de tube et 1 kg pour chaque assemblage. Pour la cou-

verture, différentes techniques sont possibles : une couverture traditionnelle avec un systéeme
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de voliges et d’ardoises ou de voliges et de zinc comme pour le gridshell de Downland (cf. fi-
gure 1.17); une couverture en toile tendue ou assimilé comme le tissus PVC transparent de
Mannheim (cf. figure 1.13) ou le papier enduit du pavillon du Japon (cf. figure 1.21). On peut
aussi imaginer une couverture gonflable plus facile a tendre sur les surfaces a double courbure
positive ou alors un systéeme de grandes tuiles souples en composite qui pourrait se passer de
voliges. On peut enfin envisager d'utiliser le gridshell comme support de coffrage pour une
coque en béton. Le poids du systéeme de couverture est donc choisi forfaitairement de 20 kg/m?,
ce qui est I'ordre de grandeur des principaux types de couverture envisagés a l'exception de la
couverture en béton que 1’on étudiera pas ici.

Pour ce qui est des actions climatiques, le prototype est destiné a étre construit sur le site
de 1'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées a Champs-sur-Marne, les valeurs des pressions de
référence de la neige et du vent sont donc celle de la Seine-et-Marne : 45 kg/m? de neige et
60 kg/m? de vent. Deux répartitions de neige sur la structure sont étudiées : la seconde pg\y[m
est symétrique et la charge maximale est appliquée sur toute la structure, la deuxiéme pfl\éym est
asymétrique et la charge maximale n’est appliquée que sur une moitié de la structure (celle des x

positifs).

Les pressions exercées par le vent sur le prototype dépendent de sa direction et sont d’autant
plus importantes que les parois au vent sont verticales. Le vent le plus défavorable est ici orienté
selon 1’axe des y ; ce sera le seul cas de vent étudié. Localement la pression de vent p;/ est définie
a partir de la pression de référence p,.r et des coefficients de pression partielle internes c,; et
externes cp, par p;/ = Dre f(cpe — cpi). Les coefficients externes de pression partielle sont extrapolés
a partir de ceux qui s’appliquent sur une coupole sphérique dont on peut voir 'allure générale

sur la figure 5.22.

F1G. 5.22 — Pressions de vent sur une coupole sphérique d’apres I’'Eurocode 1.

Les valeurs caractéristiques A, B et C dépendent de la hauteur h sous la coupole (ici h=0) et
de I’angle d’attaque de la coupole défini par le rapport entre la fleche f sous la coupole et sa
portée d (ici 75°). Ces valeurs sont données par des abaques et valent ici : A=0,6, B=-0,8 et C=0. La
paroi au vent subit une pression alors que la partie supérieure et la paroi sous le vent subissent
une succion. Les efforts de succion entrainent une mise en tension de la structure, ils sont donc
facilement repris par le gridshell. Les pressions en revanche engendrent de la compression dans
les éléments ce qui peut éventuellement provoquer des instabilités. Pour la pression interne
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(surpression ou dépression), on choisit ensuite I'état plus défavorable de fagon a accentuer les
efforts de compression dans la partie au vent, c’est-a-dire une pression interne négative et un
coefficient partiel c,;=-0,3. La pression totale varie donc de 66 kg/m? en A, a -30 kg/m? en B et
18 kg/m? en C.

A partir de ces chargements, on définit trois combinaisons pour les états limites de service
(ELS) :
ELS _ N
— a1 = PP Py

— 5" = pp + P 4 PRy

- 45" = pp P py

et trois combinaisons pour les états limites ultimes (ELU) :
- g™ =1,35pp +1,35p°" +1,5pL),,
— g5t =1,35pp +1,35p + 1, 5p£\£ym,

- 5" =0,9pp +0,9p°" +1,5p, .

Etude des états limites de service

Les trois combinaisons a 1’ELS sont appliquées successivement a la structure et les déplace-
ments correspondants sont calculés a 1'aide du programme de relaxation dynamique. Ensuite,
tout dépend de la nature de la couverture qui doit étre posée sur le gridshell. S’il s’agit d"une
couverture souple, d'une membrane textile, les vérifications a I’'ELS (formation de poche d’eau,
déformations excessives a l'ceil, etc.) sont principalement du ressort du concepteur de la toile.
En revanche, s’il s’agit d’une couverture rigide, il est préférable d’utiliser les limitations usuelles
pour les charpentes en bois de sorte que les déplacements verticaux doivent étre inférieurs au
1/200¢ de la portée de la coque et les déplacements horizontaux inférieurs au 1/125° de la hau-
teur. Si 'on admet que la portée moyenne de I'ouvrage est de 7 m et que sa hauteur maximum
est de 3,7 m, les déplacements verticaux du gridshell sont admissibles s’ils demeurent inférieurs

a 3,5 cm et les déplacements horizontaux inférieurs a 3,0 cm.
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F1G. 5.23 — Déplacement vertical sous charge-  F1G. 5.24 — Déplacement selon y sous charge-
ment de neige symétrique. ment de neige symétrique.

Les figures 5.23 et 5.24 représentent respectivement les déplacements selon z et selon y.
On constate d'une part que les déplacements horizontaux restent admissibles dans 1’ensemble
de la structure et d’autre part que les déplacements verticaux sont supérieurs a 2,6 cm dans
deux zones trées localisées prés des extrémités de la structure, mais que partout ailleurs ils sont

admissibles. Ces deux zones sont de toute évidence les points faibles du gridshell : dans le reste
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de la structure, le comportement de la structure est celui d"une coque et le gridshell ne développe
que des efforts membranaires alors que dans ces deux zones trés plates, la courbure n’est pas
suffisante pour pouvoir reprendre les efforts perpendiculaires a la surface dans le plan des tubes
et I'apparition de flexions importantes est inévitable.

Sous le chargement de neige asymétrique, on observe exactement le méme phénomene avec
de grands déplacements verticaux du coté de l'extrémité chargée. Sous le chargement de vent
orienté des y négatifs vers les y positifs, les déplacements verticaux sont admissibles partout
comme on le voit sur la figure 5.25. En revanche on constate sur la figure 5.26 que le déplacement
selon y de la paroi au vent atteint 7,2 cm ce qui est prés de deux fois le déplacement autorisé.
La raison de ces forts déplacements est identique a la précédente, la courbure de la paroi est
faible dans cette zone, le « creux de la cacahouete » n’est pas assez prononcé pour donner un
comportement de type coque.
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F1G. 5.25 — Déplacement vertical sous charge-  FI1G. 5.26 — Déplacement selon y sous charge-
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Encore une fois, ces déplacements importants ne sont pas génants si la couverture est souple
parce qu'une membrane est capable suivre les déformations de la structure, de s’adapter a sa
forme. En revanche, il faut admettre qu’en 1’état le prototype n’est pas une structure suffisam-
ment rigide pour accueillir une couverture rigide. Il est cependant facile de corriger ces défauts
de conception parce que les zones défaillantes sont tres localisées. Les extrémités de la structure
sont des zones tres plates, peu habitables et peu pratiques, une premiere solution consiste donc
a contourner le probleme de leur manque de rigidité en les supprimant et en y créant des ouver-
tures (cf. paragraphe 6.4). En remarquant que la souplesse des extrémités de la structure vient
en grande partie de la faiblesse de leur courbure, on peut, dans une seconde solution, améliorer

leur forme par une modification des conditions aux limites ou du périmétre de la grille initiale.

On note que cette solution est valable pour les parties latérales du prototype dans lesquelles
la courbure est faible également. Dans cette zone, on peut aussi redensifier le maillage pour ga-
gner de la raideur comme cela a été fait dans le gridshell de Downland (cf. figure 1.18). L'étude
de ces solutions conduirait sans aucun doute a une forme et une structure qui vérifierait 1’en-
semble des critéres de déplacement, mais les allers-retours qu’elle engendrerait sont 1’apanage

ordinaire de la démarche de projet; elle n’a donc pas lieu d’étre ici.
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Etude des états limites ultimes

Apres les vérifications des états limites de service, viennent les vérifications des états limites
ultimes. Les criteres portent alors sur les contraintes, le risque d’instabilité de I'ouvrage, la sen-
sibilité aux imperfections et éventuellement I'étude de cas de charges accidentels comme ceux
liés a la rupture d’un des éléments pour cause de vandalisme ou de choc d’engin. Par manque
de temps, seuls les deux premiers criteres seront étudiés ici. Pour la sensibilité aux imperfec-
tions, il semble que la prise en compte des excentricités dans le modele en fournisse une bonne
estimation au niveau de la raideur de la structure (cf. paragraphe 6.3.3). Il est donc vraisem-
blable que la modélisation des excentricités et des mécanismes locaux qu’elles introduisent entre
les barres permettent également d’appréhender I'augmentation du risque d’instabilité liés aux
imperfections qui est d’apres V. Gioncu [42] et T. Bulenda [27] un point clef du dimension-
nement des gridshells. Pour les cas de charges accidentels, I'expérience acquise au laboratoire
dans la construction de gridshell semble indiquer que la structure peut supporter facilement la
rupture d’un élément grace a son degré élevé d’hyperstaticité. En ce qui concerne le critere de
contrainte, on rappelle que le paragraphe 5.1.2 recommandait de considérer une contrainte a
rupture de 275 MPa a court terme et de 140 MPa a long terme.

ELU
qz

les deux premiers cas de charge, le défaut aux extrémités de la structure qui avait été révélé

ELU

ELU, et g5~ sont appliquées a leur tour au prototype. Dans

Les trois combinaisons g}

dans 1’étude des déplacements provoque le claquage de la coque comme on peut le voir sur la
tigure 5.27. Le chargement de I'ELS est donc trop proche de celui qui entraine l'instabilité de
la structure pour que 1’on puisse considérer la structure comme stire. On remarque cependant
qu’a I'ELS, les contraintes n’augmentent que de 10 % par rapport a la précontrainte initiale et
n’atteignent que 152 MPa ce qui est trés loin des 275 MPa autorisés pour les chargements de
court terme. Pour le troisieme chargement, la structure tient la charge et les contraintes passent
de 138 MPa a 165 MPa, ce qui et de nouveau nettement inférieur a la résistance a rupture a court
terme. De plus, on remarque que, si on augmente progressivement la charge de vent jusqu’a
quatre fois la pression de référence, on arrive a la rupture des tubes sans déclencher d’instabilité

de la structure.
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FIG. 5.27 — Claquage symétrique du prototype ~ FIG. 5.28 — Contraintes maximales sous char-
a 'ELU. gement de vent a I'ELU.

Deux traits caractéristiques du comportement des gridshells apparaissent donc dans cet
exemple. Dune part, les variations de contraintes entre la configuration initiale du prototype et

sa configuration déformée sont faibles (environ 10 % d’augmentation). L’essentiel de la contrainte
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dans les barres d"un gridshell est donc amené par 1’étape de mise en forme, c’est la précontrainte
initiale dans les tubes qui est dimensionnante, notamment parce qu’elle correspond a un charge-
ment de long terme. D’autre part le faible module des matériaux de la grille (bois ou composite)
et 'importance de leur déformation élastique font que le risque d’instabilité de ces structures est
élevé et en général prépondérant par rapport au risque de rupture d'un élément a ’'ELU sous
chargement de court terme. Aprés I’état de précontrainte initial, c’est donc sur 1’étude des insta-
bilités de la structure qu’il faut porter toute son attention lors de la conception d"un gridshell.

5.3 Conclusion

Dans le domaine du batiment qui est le domaine d’application visé par les gridshells en
composites, les codes de référence sont les Eurocodes. Il était donc naturel de s’inscrire dans
ce cadre. Comme il n’existe pas d’Eurocode dédié aux matériaux composites, des coefficients
partiels de sécurité adaptés a leurs spécificités ont été proposés : ils se fondent sur le mode
d’identification de leurs propriétés mécaniques, le procédé de production du matériau et les
effets de la température et du vieillissement. Le comportement viscoélastique des composites
est déterminant dans la définition de ces coefficients : la résistance a rupture est divisée par 2,5

entre un chargement a court terme et un chargement a long terme.

Pour comprendre les implications pratiques de ces variations de coefficients, un exemple de
conception de gridshell en composites a été présenté : le prototype dont I'étude expérimentale
fera 1’objet du chapitre suivant. On a tout d’abord mis en ceuvre la méthode du paragraphe 4.3
pour définir la forme finale a partir d'une grille elliptique. On a ensuite constaté que l'intro-
duction des excentricités dans le modéle ne changeait que trés peu la forme de la grille et la
répartition des efforts dans celle-ci : il n’est donc pas nécessaire de prendre en compte les ex-
centricités pour 1’étape de la recherche de forme. Une simulation du montage a également été
effectuée. Elle a montré qu’aucun probleme lié au procédé constructif ne risquait de se produire

lors de la réalisation de la structure réelle.

Il a ensuite été démontré que, dans I'état actuel de la technologie, le systéme de contreven-
tement le plus pertinent pour les gridshells en composites était une triangulation des mailles de
la grille a ’aide de barres dans une troisieme direction. Comme les barres de la grille principale,
les barres de la triangulation sont droites au repos et doivent étre précontraintes par flexion pour
étre assemblées a la grille. Une méthode numérique originale a été développée pour modéliser
cette étape : un calcul en deux temps permet de définir la longueur au repos des barres de la
triangulation et de simuler la mise en place de celles-ci de fagon a perturber le moins possible la

géométrie a 1’équilibre de la grille et son état de contrainte.

La vérification des états limites de service a mis en évidence la souplesse du matériau et
I'importance du choix de la technique de couverture. En effet, si la couverture est souple, elle
pourra supporter les déplacements importants d’un gridshell en composites, ce qui permettra
d’obtenir des structures tres légeres. En revanche, si la couverture est rigide, il faut compenser
la souplesse du matériau en densifiant le maillage et en augmentant la double courbure de la

surface. La vérification des états limites ultimes a tout d’abord montré que I'augmentation des
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contraintes liées aux chargements extérieurs était de 1'ordre de 10 % de la contrainte permanente
de flexion. Compte tenu de la faible résistance des tubes a long terme, la précontrainte est
donc amenée a jouer un role prépondérant dans le dimensionnement de la grille. Ensuite, il a
été montré que le risque d’instabilité était élevé et en général plus important que le risque de
rupture d’un élément sous chargement extérieur. L'étude des instabilités de la structure est donc
une étape indispensable de la conception des gridshells en composites.



Chapitre 6

Réalisation et étude expérimentale du
premier gridshell en composites

Le prototype de gridshell dont la présentation a été faite dans le chapitre précédent a été
construit a 1'échelle un sur le site de 'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées & Champs-sur-
Marne. Ce prototype a fait I'objet d'un programme expérimental en collaboration avec 1'Ecole
Nationale des Sciences Géographiques. Son but était de mesurer avec la plus grande précision
possible la géométrie de la structure et ses déplacements sous divers chargements. Ce chapitre
rapporte dans une premiere partie les étapes de la réalisation du premier gridshell en matériaux
composites et détaille 'ensemble des techniques utilisées : techniques d’assemblages et de fonda-
tions, techniques de mise en forme de la grille et de contreventement par une troisieme direction
de barre. La seconde partie est consacrée a ’analyse des résultats des tests de chargement qui
ont été effectuées sur la structure avant et apres triangulation; elle aboutit a une quantification

de l'effet de la triangulation en étoile sur la rigidité effective de 1'ouvrage.

Dans la troisieme partie, un modele numérique du prototype est construit a partir du relevé
des positions des appuis de la structure réelle. La géométrie du modele est alors comparée a
celle du prototype. Ensuite, des simulations du comportement sous chargement sont effectuées
et confrontées aux déplacements réels observés. On teste ainsi la pertinence du modele pour la
prédiction de la forme finale du prototype et ses déformations sous charges. Le modéle numé-
rique est également utilisé pour étudier I'évolution du comportement de la structure avant et
apres triangulation ainsi que les changements dans la répartition des contraintes dans les barres.
Enfin, quelques pistes sont données pour la réalisation d’ouvertures ainsi qu’un bilan des cofits

de la construction de ce premier gridshell en matériaux composites.

6.1 Construction du prototype

Cette partie décrit les principales étapes de la construction du prototype de gridshell en ma-
tériaux composites qui sera testé dans la partie suivante. Son but est double : on vise d'une part
a fournir le plus de détails techniques possible afin d’établir une sorte de méthodologie pour la
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construction de gridshells en composites et d’autre part a mettre en évidence les facteurs d’incer-
titudes, les moyens de les éviter et leurs conséquences pratiques sur les mesures expérimentales

qui seront effectuées par la suite.

6.1.1 Réalisation des fondations

La premiere étape de la construction du prototype est la réalisation des fondations. Le ter-
rain choisi pour le gridshell est situé sur le parking d’appoint de 'Ecole Nationale des Ponts et
Chaussées. La surface de ce parking n’est pas goudronnée, mais la terre y a été spécialement
compactée pour éviter la formation d’ornieres. Le sol est donc tres dense sur les quarante pre-
miers centimeétres. Les réactions d’appui calculées au paragraphe 6.3.4 étant relativement peu
élevées (1800 N horizontalement et 1650 N verticalement en partie courante, un peu plus au
niveau des extrémités), un simple systéeme de pieux battus dans le sol a été jugé suffisant. Ces
pieux sont constitués de fers a béton, d'un diametre de 12 mm, d"une longueur de 70 cm dont
50 cm sont ancrés dans le sol, les 20 cm restants servent a la connection entre la structure et ses
fondations. Pour faciliter 'ancrage des barres et pour pouvoir utiliser le méme type d’assem-
blage pour les fondations que pour la grille, des tubes métalliques de 42 mm de diametre sont
placés autour des fers et bloqués avec des cales en bois. Le dispositif d’ancrage du gridshell est

donc trés simple a mettre en place et trés peu onéreux.

Une grande partie de la qualité des fondations réside dans la précision du positionnement
des pieux en attente, car ce sont les seuls points de repere que 1’on possede sur la géométrie de la
forme finale et c’est eux qui vont guider toute la mise en forme de la structure. Le repérage des
positions des pieux et leur marquage sur le sol est donc un point primordial de la construction
du gridshell. Cette opération a été confiée a Laurent Heydel, Didier Bouteloup et Philippe Nico-
lon, ingénieurs géométres et enseignants a 1’Ecole Nationale des Sciences Géographiques, dans
le cadre de la collaboration entre 1'Ecole des Ponts et cette derniére. Pour commencer, le plan de
fondation que I’on peut voir sur la figure B.2 en annexe, a été établi a partir de la structure de la
figure 5.4. L'emplacement de la structure sur le site a été choisi en fonction de I'encombrement
des installations existantes (cf. figure B.1 en annexe). Puis, a 1’aide de tachéometres et de cibles
de référence dont les positions sur le site sont considérées comme connues et invariables, les em-
placements des principaux points d’ancrage de la structure ont été reportés sur le sol et les pieux
ont été installés. Ces points caractéristiques sont entourés d"un cercle sur la figure B.2 en annexe.
On a choisi de ne pas reporter tous les points d’ancrage sur le sol parce que le gridshell avec ses
fondations complétes constitue une structure fortement hyperstatique et qu'il est préférable de
se réserver une certaine liberté pour le montage d"une structure dont le comportement est, a ce
stade, assez mal connu. On a vu par ailleurs dans le paragraphe 5.2.2 que ce mode opératoire ne

changeait pas la forme finale du prototype.

En dehors des incertitudes relatives au placement des fondations sur lesquelles on reviendra
dans le paragraphe 6.2.1, des approximations importantes ont déja été faites a ce stade. Tout
d’abord le plan des fondations a été établi a partir d’une structure sans excentricité (cf. para-
graphe 5.2.2). La structure réelle qui s’appuiera sur ces fondations ne correspond donc ni a la

structure idéale sans excentricité, ni a la structure modifiée du paragraphe 5.2.2 puisque les
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positions de ses fondations sont différentes de celles du plan de fondation. Chacune des deux
structures ne fournit qu'une approximation de la géométrie réelle ; I'ordre de grandeur de cette

approximation est la taille de 1’excentricité : 6,8 cm.

Ensuite, le choix de ne planter que 20 pieux induit une limitation du nombre de points
de contrdle de la forme. Certes d’autres moyens de controle existent, notamment les tirants
qui permettent d’ajuster la distance entre deux extrémités d’une barre, mais ils ne permettent
d’obtenir qu'un positionnement relatif. Des modifications entre le périmetre au sol de la structure
réelle et celui de la structure théorique du paragraphe 5.2 sont donc inévitables. L'incertitude
globale sur la géométrie est donc trop importante pour que 'on puisse réutiliser le modele de
la structure théorique de sorte qu'il sera nécessaire de remesurer les positions de tous les points
d’ancrage de la structure pour reconstruire un modele numérique plus proche de la structure
réelle.

6.1.2 Montage et mise en forme de la grille
Assemblage de la grille

Une fois les principales fondations réalisées, la construction du gridshell & proprement parler
peut commencer. Tout d’abord il faut assembler la grille sur le sol. Comme celle-ci posséde un
degré de liberté en cisaillement dans son propre plan, I'angle entre les deux directions de la grille
n’est pas fixe; on peut donc choisir la dimension du grand axe sans modifier en rien la forme
finale de la structure. Pour limiter I'emprise au sol de la grille et 'encombrement du chantier,
on choisit pour le grand axe de l’ellipse initiale une longueur de 23,6 m qui correspond a la
longueur finale du prototype. L’angle initial entre les barres est alors de 52,6 degrés. Cependant,
si I'angle est libre, il est primordial de conserver les longueurs des barres et les positions des
assemblages de grille initiale. La géométrie de la figure 5.2 sert donc de référence pour établir
le plan définitif de la structure (cf. figure B.3 en annexe). Les barres sont numérotées et les
positions des différentes liaisons le long des barres sont répertoriées (cf. tableau B.1 en annexe).
Il ne reste ensuite qu’a préparer les barres et a les assembler entre elles sur le site a proximité

des fondations.

Fic. 6.1 — La grille elliptique du prototype en cours d’assemblage.

Les tubes sont tout d’abord mis aux dimensions : comme les composites sont relativement

faciles a travailler, une scie a métaux suffit pour la découpe. Les emplacements de tous les
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assemblages de la barre sont ensuite marqués avec trois tours de ruban adhésif armé. Celui-ci sert
de repeére, mais, comme il est pris entre 1’assemblage et le tube en composite, il permet également
d’éviter d’endommager le composite lors du serrage de 1’assemblage, d’empécher le glissement
le long de 1’axe du tube par la formation de boudins et de libérer légérement la rotation autour de
I’axe du tube a cause de la souplesse de la colle. On se rapproche ainsi des hypotheses théoriques
du modele de connection utilisé dans 1’algorithme de relaxation dynamique (cf. paragraphe 3.4).
Apres la préparation des barres, le montage de la grille s’effectue rapidement et ne requiert que

une demi-journée pour trois personnes, munies de clefs de 22 mm, comme l'illustre la figure 6.1.

Mise en forme

La mise en forme désigne le passage d'une grille a plat a une résille gauche. La grille est
déformée par flexion jusqu’a ce que sa forme finale soit atteinte. Pour la construction de notre
prototype de gridshell, différents moyens de contrdle de la courbure sont mis en ceuvre. Tout
d’abord l'allure générale de la géométrie finale est connue et on sait qu'apres déformation, elle
est quasiment symétrique par rapport aux plans verticaux qui contiennent les deux axes de l'el-
lipse. Ensuite, les positions définitives des extrémités de certaines barres ont été reportées sur le
sol; pour ces barres, on dispose donc de cibles vers lesquelles leurs extémités doivent converger.
Pour les autres barres, on ne posséde pas de repéres absolus; en revanche on connait 1'écarte-
ment relatif de leurs extrémités dans la géométrie finale (cf. derniere ligne du tableau B.1 en
annexe). Ainsi, on peut faire tendre les écartements de ces barres vers leurs valeurs définitives
et maitriser la position des extrémités des barres qui n‘ont pas de fondations en attente. L'en-
semble de ces trois méthodes va assurer un niveau de guidage satisfaisant et permettre d’amener
la structure jusqu’a la forme souhaitée sans encombre.

D’un point de vue pratique, le poids total de la grille n’est que de 441 kg, soit 2,05 kg/m?. Elle
est par conséquent facile a soulever localement ce qui permet de proceder par une succession
de levages et d’étayages ponctuels. Le rallongement d'un des étais entraine une déformation de
la grille et un souléevement des étais voisins. Ces derniers n’étant plus en prise, ils peuvent étre
allongés a leur tour, ce qui provoque le soulévement d’autres étais, et ainsi de suite. Plus il y
a d’étais, moins les efforts a appliquer localement pour soulever la grille sont importants. En
utilisant un grand nombre d’étais, les efforts a fournir sont donc moindre ce qui diminue les
concentrations de contraintes et les risques de poinconnement de la grille. Cependant, au fur et
a mesure que la structure s’éléve, la difficulté pour gagner des centimetres de fleche augmente
et la charge reprise par chaque étais est de plus en plus importante. Pour soulever ces derniers,
on s’est aidé d'un transpalette pour les derniers instants. En dehors de cela, aucun instrument

de levage particulier n’a été nécessaire.

Parallelement aux étais, des barres supplémentaires sont montées entre les deux extrémités
de la plupart des barres, elles tiennent lieu de tirants. Avec les étais placés au centre de la
grille, si I'on pése a chaque bout d’une barre, on la fait fléchir et on rameéne facilement ses
extrémités sur le sol. Les tirants permettent alors de maintenir les extrémités des barres dans un
écartement donné jusqu’a ce qu'une nouvelle phase de levage entraine un soulévement général

de la structure qui va nécessiter de ramener a nouveau les extrémités des barres jusqu’au sol et



6.1 Construction du prototype 181

une modification de cet écartement. En plus, de la mesure de I'écartement et de ’'avancement du
processus de montage, les tirants fournissent donc un moyen tres efficace de mise en forme de

la structure en association avec un systeme d’étais. La figure 6.2 illustre une étape intermédiaire

du gauchissement de la grille, on y distingue bien les étais verticaux et les tirants sur le sol.

T

F1G. 6.2 — Mise en forme du prototype au moyen d’étais et de tirants.

Pour atteindre toutes les cibles et fixer les dix barres principales sur leurs fondations, quatre
personnes ont travaillé une journée entiere. Ensuite les étais ont été démontés, et les tirants
remplacés un a un par des fondations, identiques a celles décrites précédemment. L'emplacement
de ces fondations est la position que la barre prend naturellement quand on la rapproche du sol.
Une fois tous les tirants démontés et toutes les barres ancrées dans le sol, la mise en forme de la
structure est terminée, il n’y a plus qu’a la rigidifier.

6.1.3 Mise en place de la triangulation

La triangulation de la structure est une étape essentielle de la construction des gridshells car
elle donne toute sa rigidité a la structure. La grille de départ a été congue spécialement pour
contenir un degré de liberté en cisaillement qui rende le passage a une résille gauche possible.
Apres la mise en forme de la grille, la structure possede toujours un degré de liberté en cisaille-
ment et ses capacités a se déformer sous l'action de charges extérieures sont intactes. Il est donc
indispensable de bloquer ce degré de liberté en empéchant la déformation angulaire de chacune
des cellules du maillage bidirectionnel de la grille; la triangulation, c’est-a-dire 1'introduction
d’éléments diagonaux dans chaque quadrangle, est la méthode de rigidification la plus simple
compte tenu des choix technologiques faits pour le prototype (cf. paragraphe 5.2.3). Le maillage
adopté pour les diagonales forme des hexagones et des triangles. Comme il a été dit dans le
paragraphe consacré a la conception théorique du prototype, on ne dispose pas de piéces d’as-
semblage triple qui permettent de trianguler exactement les losanges de la grille en reliant trois
barres entre elles au niveau de chaque nceud. Un excentrement de la rigidification étant inévi-
table, il a été décidé de mettre les fixations de la troisieme direction de barres au milieu de deux

assemblages successifs, ce qui a abouti au maillage représenté figure 6.3.
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F1G. 6.3 — Le motif en hexagone et triangle.  FIG. 6.4 — La triangulation en cours de montage.

Par ailleurs, il faut noter que la triangulation a été mise en place avant que les nouvelles
mesures des positions des pieds de toutes les barres soient effectuées. La géométrie de la struc-
ture n’était alors pas assez précisément connue pour permettre une préparation des tubes de la
triangulation identique a celle des tubes de la grille principale : il était impossible de repérer
les emplacements des assemblages par avance. En effet, la surface gauche formée par la grille
n’est pas développable et ’angle entre les deux directions de la grille varie d'une maille a 1’autre
si bien que, pour la troisieme direction de barre, les distances entre deux liaisons successives
ne sont pas réguliéres. En revanche, on sait exactement a quel endroit les tubes de la triangula-
tion s’appuient sur la grille principale, on peut donc mettre en place les assemblages sur cette
derniere, avant de venir y glisser les barres de rigidification une a une. L'instalation de la trian-
gulation est donc une étape d’une grande simplicité. On procede de proche en proche en partant
du bas et on peut ainsi s’appuyer sur la structure rigidifiée a mesure que ’'on monte et travailler
en toute sécurité comme on peut le voir sur la figure 6.4.

Une fois la troisieme direction de barres posée, la construction du gridshell est terminée. La
structure est ridifiée, son comportement mécanique apparant s’est amélioré, ce que 1'on vérifie
au travers des tests de chargements qui suivent.

6.2 Tests de chargement avant et apres triangulation

6.2.1 Protocole expérimental
Le dispositif de chargement

Deux séries de tests de chargement sont effectuées sur le prototype, la premiere avant tri-
angulation et la seconde apres; le but est d’évaluer l'effet de la troisieme direction de barre.
Chaque série comporte deux tests : un chargement symétrique dont la répartition est proche
des efforts de poids propres utilisés pour la mise en forme, et un chargement asymétrique, plus
sévere, symbolisant une distribution non-uniforme de neige. Les charges sont appliquées a l’aide
de grands seaux remplis d’eau suspendus par des sangles au niveau de certains nceuds de la
grille. Le cas de charge symétrique comprend vingt-et-une charges de 50 kg réparties symétri-
quement de part et d’autre du plan médian du gridshell. Les seaux sont accrochés dans la partie
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centrale de la structure (la ou elle est la plus courbe) pour éviter de trop solliciter ses extrémités
que l'on sait plus plates et plus vulnérables (cf. paragraphe 5.2.4). Le cas de charge asymétrique
comprend également vingt-et-une charges de 50 kg, disposées cette fois toutes du méme c6té du
plan médian de la structure, du c6té des x négatifs pour la premiere série de mesure et du coté
des x positifs pour la seconde (cf. figure B.4 en annexe pour les emplacements précis de tous les
neceuds chargés pour chacun des tests).

Les points de mesure

Pour tous les tests, on mesure les déplacements d"une vingtaine de points caractéristiques
répartis sur I’ensemble du prototype. Ces points sont matérialisés par des cibles réflectrices dont
les positions sont relevées a 'aide de tachéometres. Les déplacements de ces points sont déduits
a partir des différences entre les positions mesurées sur la structure chargée et les positions de
référence établies sur la structure au repos, aussi appelée « état o ». Pour la premiére série de
mesures, celle qui a lieu avant la triangulation, dix-huit cibles numérotées de A a R sont mises
en place et collées sur les tubes exactement au milieu de 1'espace qui sépare deux assemblages
successifs (cf. figure B.6 en annexe). Or c’est a cet endroit que seront placés les assemblages pour
la triangulation. Une partie des cibles de la premiére série de mesures est donc indisponible pour
la seconde série. Un second jeu de vingt cibles, numérotées de AA a TT, a par conséquent d étre
ajouté de facon a conserver une certaine uniformité dans la répartition des cibles sur la structure
(cf. figure B.7 en annexe). Ce nouveau jeu de cibles remplace le précédent pour la mesure des
déplacements. Cette erreur dans la planification de 'expérience a pour principale conséquence
d’empécher la comparaison des déplacements des cibles un a un pour la structure avant et apres
triangulation ; on ne disposera donc que d’une vision globale de 1'effet de la troisieme direction

de barre.

La précision de la mesure

Les mesures de position sont effectuées avec des tachéometres, c’est-a-dire des théodolites au-
quels on a ajouté un instrument de mesure de distance. Deux appareils sont utilisés pour chaque
série de mesures. Ils sont placés en deux points quelconques a l'intérieur du gridshell et leur po-
sition est déduite a partir des positions d’une dizaine de cibles de référence qui sont situées aux
alentours de la structure et dont les coordonnées sont connues. Ensuite les positions de toutes
les cibles collées sur la structure sont mesurées quatre fois par chaque appareil : les mesures sont
toutes doublées pour éliminer les défauts de pointage et refaites aprés double retournement du
tachéometre pour éliminer les défauts d’angle inhérents a 1’appareil. Apres chaque test, les don-
nées (les angles et les distances) sont retraitées sur ordinateur a I'aide d"un logiciel spécifique
développé par 1'Ecole Nationale des Sciences Géographiques de facon a obtenir pour chacune
des cibles, ses coordonnées dans 1'espace et leurs incertitudes.

Les mesures faites par chacun des deux appareils sont redondantes ce qui permet d’éliminer

relativement facilement les mesures défectueuses et de considérer que la précision de I'appareil
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de mesure en lui-méme est inférieure au millimetre et a la seconde d’angle. La plus grande par-
tie de l'incertitude de mesure provient donc de la détermination de la position des stations, elle
est de 'ordre de £ 3 mm dans toutes les directions, ce qui forme une sphére de 4 mm de rayon
autour de la station. La mesure de la position de la cible par 'appareil n’ajoute quasiment pas
d’incertitude supplémentaire, on sait que chaque point se trouve dans une sphere de 4 mm de
rayon. En croisant les mesures issues de deux tachéomeétres, on sait que la position de la cible ap-
partient a l'intersection de deux spheres et on augmente ainsi la précision dans la détermination
de la position de la cible comme on le voit sur la figure 6.5. Cette amélioration de l'incertitude
est cependant difficile & quantifier et dépend de chaque point, on retiendra donc simplement

que la précision générale est inférieure a 4 mm.

Station 1 Station 2

F1G. 6.5 — Amélioration de la précision des mesures a 1’aide de deux tachéometres.

Les incertitudes sur les déplacements sont cependant plus importantes. En effet, les deux
séries d’essais ont été effectuées sur trois jours comme on peut le constater sur le calendrier des
essais ci-dessous (cf. tableau 6.1). Les emplacements des stations sont modifiées entre la mesure
de I'état de référence et la mesure de la position chargée; les incertitudes liées au positionnement
de la station se cumulent donc et, pour les déplacements, elles atteignent & 6 mm dans chaque

direction de 1'espace, c’est-a-dire que leur norme est connue a £ 8 mm.

Tas. 6.1 — Calendrier des mesures effectuées sur le prototype.

Premieére série d’essais

21 mars 2006 Mesure de 1’état o des cibles A a R et des extrémités des barres
31 mars 2006 Mesure des positions des cibles A a R sous chargement symétrique
11 avril 2006 Mesure des positions des cibles A a R sous chargement asymétrique

Seconde série d’essais

5 octobre 2006 Mesure de 1’état o des cibles AA a TT et des extrémités des barres
11 octobre 2006 | Mesure des positions des cibles AA a TT sous chargement symétrique
23 octobre 2006 | Mesure des positions des cibles AA a TT sous chargement asymétrique

Pour améliorer cette précision, il ne faudrait plus travailler avec des stations libres, mais avec
des stations qui seraient a I’aplomb d’un repére topographique dont la position ne changerait pas
d’un test a I’autre. En effet, pour I'étude du comportement, seule une mesure de déplacement est
nécessaire : peu importe que la position de référence soit approximativement connue puisque

c’est une information relative qui est requise et puisque, lors du calcul du déplacement, les
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approximations liées a la position de référence s’annulent par soustraction. Cette modification
du protocole expérimental permettrait a priori de descendre a une précision millimétrique pour
la mesure des déplacements. En revanche, elle serait sans effet sur I'étude de la géométrie du
prototype a l’état o qui n’utilise qu'une mesure de position. Une précision centimétrique est
suffisante malgré tout suffisante pour la connaissance de la forme du gridshell et la réalisation
des fondations ou d’une couverture en toile.

6.2.2 Résultats des tests
Tests avant triangulation

La premiere série de tests est effectuée sur le gridshell avant triangulation. L'ensemble des
déplacements mesurés pour les cas de chargement symétrique et de chargement asymétrique
sont présentés en annexe, respectivement dans les tableaux B.4 et B.5. Les tableaux 6.2 et 6.3 en
constituent une syntheses. Les quatre premiéres lignes de ces tableaux indiquent dans l'ordre :
le déplacement maximal, le déplacement minimal, la moyenne des déplacements et les écarts
types, pour chacune des trois directions de 1’espace ainsi que pour leur norme. Les trois lignes
suivantes donnent : les déplacements respectivement du « centre » de la structure, des cibles
situées dans la zone des x négatifs (la zone chargée dans le cas asymétrique) et des cibles situées
dans la zone des x positifs (la zone non chargée dans le cas asymétrique). Aucune cible n’ayant
été collée sur le nceud central, le centre désigne ic