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R¶esum¶e

On s'int¶eresse dans cette recherche µa la valorisation du mat¶eriau bois dans les ouvrages d'art.

Le concept retenu est une structure mixte bois-BFUP (B¶eton Fibr¶e Ultra Performant). Ce type de

conception possµede des propri¶et¶es structurales qui ne sont th¶eoriquement pas atteintes par l'utili-

sation seule du bois ou du b¶eton. Ici, le b¶eton est utilis¶e en compression et le bois essentiellement

en traction. La r¶esistance ¶elev¶ee du BFUP associ¶ee µa la performance du bois en °exion permet

d'esp¶erer la conception d'ouvrages l¶egers, faciles µa construire, et utilisant un minimum de matiµere

non renouvelable. Cependant, dans cette solution, la connexion µa l'interface des deux mat¶eriaux est

toujours un point extrêmement sensible, notamment sous les actions de fatigue. Du comportement

de l'interface d¶epend le taux d'augmentation de la r¶esistance et de la rigidit¶e.

Cette thµese pr¶esente des ¶etudes th¶eoriques et exp¶erimentales sur la contribution des systµemes

de connexion au comportement global de nouveaux ponts mixtes bois-BFUP. Aprµes le chapitre de

synthµese bibliographique, un modµele, appartenant µa la famille des Modµeles Multiparticulaires des

Mat¶eriaux Multicouches (M4), est d¶evelopp¶e. Sa r¶esolution analytique pour le cas de la poutre

mixte a ¶et¶e r¶ealis¶ee et valid¶ee par un calcul aux ¶el¶ements ¯nis. On met en ¶evidence la bonne prise

en compte des d¶eformations de cisaillement dans les couches et de glissement µa l'interface.

Dans la partie exp¶erimentale, des essais exploratoires en °exion sur des poutres mixtes, ¶equip¶ees

de di®¶erents systµemes de connexion couvrant toutes les familles, sont pr¶esent¶es. Les r¶esultats ont

montr¶e que la solution par collage entre le bois et le BFUP est bien plus performante que les

autres solutions, tant en rigidit¶e qu'en r¶esistance. Un prototype d'un tablier mixte bois-BFUP

coll¶e µa l'¶echelle 1/3 a ¶et¶e ensuite con»cu et quatre exemplaires ont ¶et¶e r¶ealis¶es. Les tests ont permis

de d¶emontrer la bonne tenue en fatigue de la solution par collage. Les r¶esultats positifs ont ainsi

ouvert des perspectives pour de nouveaux ponts mixtes.



Abstract

This research, deals with the valorisation of wood in bridges The concept selected is a composite

wood-UHPFRC (Ultra High Performance Fiber Reinforced Concrete) structure. This type of design

has structural properties which are theoretically not reached by the use alone of wood or concrete.

Here, the concrete is used in compression and wood primarily in tension. The high resistance of

UHPFRC associated with the performance of wood in tension makes it possible to hope designing

lightweight structures, easy to build, and using a minimum of non-renewable material. However,

in this solution, the connection of two materials is always a great concern, in particular under the

actions of fatigue. The increase of resistance and rigidity depends on the behaviour of the interface.

This thesis presents theoretical and experimental studies on the contribution of connection

systems to the behaviour of new wood-UHPFRC composite bridges. After the chapter devoted

to bibliographical synthesis, a model, deduced from the Multi-particulate of Multi-layer Materials

Models (M4), is developed. The analytical resolution in the case of a composite beam has been car-

ried out and validated by ¯nite elements calculation. The model accounts for shearing deformation

in the layers and slip at the interface.

In the experimental part, the exploratory tests on composite beams, with various fastener

systems, covering all the categories, are presented. The results have showed that glued assembly

of the two materials leads to the best shear sti®ness, and o®ers the ultimate highest strength. A

prototype of a wood-UHFRC composite deck on scale 1/3 has been designed and four specimens

have been carried out. The tests have showed good behavior in fatigue. The encouraging results

have thus opened prospects for new composite bridges
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Introduction g¶en¶erale

Contexte de la thµese

La recherche sur la valorisation du bois dans les ouvrages d'art est actuellement un des thµemes

de recherche au sein de l'Institut Navier et plus pr¶ecis¶ement, au laboratoire d'Analyse des Mat¶eriaux

et Identi¯cation (LAMI). La France est un pays producteur de bois, dont une essence consid¶er¶ee

comme durable et adapt¶ee aux ouvrages d'art, le Douglas, est disponible en abondance. Sont en

e®et r¶ecolt¶es annuellement environ 1; 5 millions de m3 de douglas. Pourtant, les ouvrages d'art en

bois sont beaucoup moins nombreux en France qu'en Suisse, Norvµege ou Allemagne. La recherche

peut contribuer, grâce µa la proposition de structures nouvelles adapt¶ees aux besoins des mâ³tres

d'ouvrage, µa combler ce retard. Un autre point de vue pour promouvoir ce thµeme de recherche

se justi¯e dans le cadre de l'¶eco-conception. En e®et, parmi les indicateurs donn¶es dans la norme

NFP 01010 sur l'¶evaluation environnementale des constructions, l'indicateur d'impact climatique

consiste µa ¶evaluer la quantit¶e deCO2 ¶equivalente rejet¶ee dans l'atmosphµere au cours du cycle de

vie d'une unit¶e fonctionnelle. Il est important de proposer, dans une d¶emarche d'¶eco-conception,

des solutions techniques innovantes int¶egrant du bois, ¶etant donn¶e le puit de carbone que peuvent

constituer ses construction. En¯n, dans une vision µa plusieurs d¶ecennies, il est raisonnable de

penser que les constructions int¶egreront beaucoup plus de mat¶eriaux renouvelables qu'actuellement,

comme l'indique le rapport Brundland en 1987, rapport pr¶esentant les bases pour un d¶eveloppement

durable.

Le contexte est favorable µa cette recherche tant du point de vue politique, r¶eglementaire qu'en

terme de dynamique de recherche. Tout d'abord il faut mentionner qu'il existe maintenant un

eurocode d¶evolu au bois qui devrait être o±cialis¶e en 2008 (l'EN 1995). Cette norme, construite

dans le même esprit que les autres eurocodes, devrait encourager les bureaux d'¶etude non sp¶ecialis¶es

dans le bois µa se lancer dans le calcul de ces structures. D'un point de vue politique, un accord cadre

interminist¶eriel encourage µa l'utilisation du bois dans les constructions. Cet encouragement a ¶et¶e

entendu par le SETRA, organisme d¶ependant du ministµere MEDAD, qui a montr¶e son int¶erêt pour

le bois en proposant en 2006 un guide d¶ecrivant les moyens d'assurer la durabilit¶e des ponts en bois.

En¯n, signalons l'existence du projet de recherche europ¶een "New Roads Construction Concepts"

(NR2C) dont le programme vise µa faire des propositions pour les routes du futur µa l'horizon 2050.

Le programme exp¶erimental de 2007 duWP3 de ce projet a port¶e sur l'essai d'un pont hybride
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Introduction g ¶en¶erale

comportant majoritairement du bois. Ce parti pris de conception montre que la communaut¶e des

chercheurs s'int¶eresse µa l'utilisation du bois dans les structures.

Nous r¶e°¶echissons µa des conceptions nouvelles de ponts comportant du bois, conceptions fond¶ees

sur l'association entre des mat¶eriaux di®¶erents. Une combinaison raisonnable des mat¶eriaux dans

une structure est en e®et une voie de d¶eveloppement qui permet d'optimiser leur utilisation. La

structure mixte bois-b¶eton exhibe des propri¶et¶es structurales qui ne sont pas atteintes par l'utili-

sation seule du bois ou du b¶eton. Le b¶eton, qui a une faible r¶esistance en traction, est utilis¶e en

compression et le bois est utilis¶e en traction. Cependant, dans le concept de structures mixtes, la

connexion µa l'interface reste toujours un point sensible au niveau du dimensionnement ainsi qu'au

niveau de la technique de connexion.

Objectif de la thµese

L'objectif de la thµese est donc de fournir un outil de dimensionnement de structures mixtes

qui tient compte de l'¶etat de l'interface entre le bois et le b¶eton, et de d¶eterminer un systµeme

de connexion le plus performant possible vis-µa-vis des ¶etats limites de service et des ¶etats limites

ultimes dont l'¶etat limite en fatigue.

Organisation de la thµese

Le premier chapitre de la thµese est consacr¶e µa justi¯er le choix de la structure µa poutre mixte

bois-BFUP. Une synthµese des systµemes de connexion existants, l'¶evaluation de leurs performances

et de leurs in°uences sur le comportement de la structure mixte bois b¶eton seront pr¶esent¶es.

Le deuxiµeme chapitre pr¶esente une adaptation du modµele multiparticulaireM 4-5n d¶evelopp¶e

au LAMI pour les multicouches µa connexion imparfaite. Un modµele de poutre associ¶e est ensuite

¶etabli. Une solution analytique pour le cas de poutres mixtes est r¶ealis¶ee et valid¶ee µa l'aide du code

de calcul aux ¶el¶ements ¯nis Abaqus.

Dans le troisiµeme chapitre, des essais exploratoires °exion 3 points sur des poutres mixtes bois-

BHP, ¶equip¶ees de di®¶erents systµemes de connexion couvrant toutes les familles existantes, sont

pr¶esent¶es et analys¶ees grâce au modµele propos¶e.

Le dernier chapitre de la thµese pr¶esente le prototype µa l'¶echelle 1/3 d'un tablier mixte bois-

BFUP coll¶e et les quatre exemplaires r¶ealis¶es. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es et analys¶es.
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Chapitre 1

Synthµese bibliographique

Nous allons pr¶esenter dans ce chapitre la justi¯cation du choix de la structure µa poutre mixte

bois-BFUP µa ¶etudier. Nous pr¶esentons ensuite la synthµese des systµemes de connexion existants,

l'¶evaluation de leurs performances et de leurs in°uences sur le comportement de la structure mixte

bois b¶eton. Les propri¶et¶es des mat¶eriaux utilis¶es sont aussi pr¶esent¶ees.

1.1 Typologie des ponts en bois

Bien que les performances du bois soient trµes satisfaisantes, l'utilisation du bois en °exion est

limit¶ee par la r¶esistance au cisaillement longitudinal. De plus, la r¶esistance en traction du bois

est limit¶ee par la nature des assemblages qui entrâ³ne des contraintes localis¶ees de cisaillement.

C'est la raison pour laquelle l'utilisation du bois pour les ouvrages d'art reste limit¶ee µa certaines

de gammes de pont. Nous pr¶esentons ici les types d'ouvrages d'art adapt¶es au bois.

Ponts en arc

L'utilisation optimale du bois est de faire travailler le bois en compression axiale en pleine

section. Ceci fait r¶ef¶erence µa des ponts en arc. La gamme de port¶ee de ces ouvrages est de 30 µa

60m. Nous pr¶esentons ici l'exemple de la passerelle Pinot µa Blagnac, r¶ealis¶ee en 1998, d'une port¶ee

de 36m (Fig. 1.1).

Ce pont en arc est compos¶e d'une structure principale en arc auto-ancr¶e en bois, d'une dalle

en b¶eton arm¶e, de deux poutre tirant, de piµeces de pont, ainsi que de suspentes en acier, et d'une

couverture en polym¶ethacrylate de m¶ethyle. L'arc est en bois lamell¶e coll¶e de classeGL24. L'essence

est le pin sylvestre.

On rencontre ¶egalement les ponts en arc interm¶ediaire. Le pont sur l'Inn qui a ¶et¶e construit

en 1993, se trouve en montagne, µa Strada, en Suisse (Fig.1.2). L'arc a une port¶ee de 39m et

la longueur totale de l'ouvrage est de 48m. La structure porteuse est entiµerement en bois, avec
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1. Synth µese bibliographique

Fig. 1.1 { Passerelle Pinot

des poutres en lamell¶e coll¶e d'¶epic¶ea non trait¶e, mais prot¶eg¶ee par un bardage en m¶elµeze et une

couvertine en cuivre. La structure secondaire est constitu¶ee d'entretoises en bois, qui supportent

un platelage en bois pr¶econtraint, c'est µa dire un platelage constitu¶e d'¶el¶ements en bois serr¶es entre

eux par des barres en acier.

Fig. 1.2 { Pont sur l'Inn en Suisse

Ponts µa fermes

Les ponts µa fermes sont compos¶es de structures triangul¶ees. Le pont de Vihantasalmi en Fin-

lande en est un exemple (Fig.1.3). Ce pont a ¶et¶e mis en service en 1999. La longeur de l'ouvrage

est de 168m, r¶epartie sur 5 port¶ees de 21 et 42m. Les deux port¶ees principales de 42m sont soute-

nues par les poutres triangul¶ees en bois assembl¶ees comme une charpente de toiture. Les poutres

porteuses en bois sont connect¶ees µa une dalle en b¶eton, qui participe µa la r¶esistance m¶ecanique de

4



1.1 Typologie des ponts en bois

l'ensemble par l'interm¶ediaire de connecteurs sp¶ecialement ¶etudi¶es pour cet ouvrage.

Fig. 1.3 { Pont de Vihantasalmi en Finlande

Ponts µa poutres treillis

Les ponts µa poutres treillis sont une ¶evolution des ponts µa fermes. La gamme de port¶ee de ces

ouvrages est de 20¡ 50m. L'int¶erêt est de cr¶eer des poutres de forte hauteur pour franchir des

port¶ees assez importantes et d'utiliser la structure en treillis pour soutenir les poutres porteuses.

Un exemple de ce type d'ouvrage est le pont sur la Dore µa Saint-Gervais-sous-Meymont, construit

en 1994 (Fig.1.4).

Fig. 1.4 { Pont sur la Dore

Le port¶ee de l'ouvrage est de 33; 25m. Chacune des poutres principales est form¶ee de deux

¶el¶ements en lamell¶e coll¶e de 185£ 528mm. Le treillis form¶e par des poutres en lamell¶e coll¶e en pin

sylvestre sert µa soutenir les poutres principales.
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Ponts µa b¶equilles

Les ponts µa b¶equille sont bien adapt¶es au bois, car ils permettent une r¶eduction des port¶ees

e®ectives et engendrent un e®ort de compression dans les pal¶ees. La gamme de port¶ee de ces

ouvrages est de 20¡ 40m. Un exemple de pont µa b¶equilles en bois est le pont de Merle µa Saint-

Geniez-ô-Merle en Corrµeze, construit en 1999 (Fig.1.5).

Fig. 1.5 { Pont de Merle

Cet ouvrage de 57m de long et 10m de large surplombe le fond de la vall¶ee µa plus de 30m

de hauteur au point plus haut. L'essence retenue pour les lamelles entrant dans la fabrication du

bois lamell¶e coll¶e est le Douglas de classe m¶ecaniqueC30. Les poutres principales ont une section

de 160£ 16cm et sont soutenue par les b¶equilles de section enT. Une dalle en b¶eton de 25cm

d'¶epaisseur non collaborante est simplement pos¶ee sur des appuis en n¶eoprµene et maintenue par

l'interm¶ediaire de tiges ¯let¶ees scell¶ees dans les poutres en bois.

Ponts suspendus ou µa haubans

Les ponts suspendus ou µa haubans permettent de concevoir des ouvrages de grande port¶ee. La

gamme de port¶ee de ces ouvrages est de 30¡ 100m. Citons ici deux exemples de ce type de pont :

le pont en bois de Ojuela au Mexique, construit en 1892, avec 278m de port¶ee et en France, le pont

de Tournon datant de 1845 est constitu¶e de deux trav¶ees de 97; 50m.

Parmi les ouvrages r¶ecents, on recense notamment la passerelle sur le Doubs. Cette passerelle

construite en 1983 est en bois massif de sapin et d'¶epic¶ea et a une longueur d'environ 52m pour

37m de port¶ee.
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1.2 Ponts µa poutres mixtes bois-b¶eton

Ponts mixtes bois-b¶eton

Le principe des ponts mixtes bois-b¶eton est le même que pour les ponts mixtes acier-b¶eton. La

dalle b¶eton participe µa la reprise des e®orts, principalement en compression. La gamme de port¶ee

de ces ouvrages est de 20¡ 80m. Les longues port¶ees peuvent être atteintes avec des ponts en arc

dont le tablier repose sur des appuis interm¶ediaires (pilettes, suspentes, etc.) tous les 5 µa 10m.

Un exemple est le pont sur la Resgia µa Inneferrera en Suisse construit en 1998 (Fig.1.6).

Fig. 1.6 { Pont sur la Resgia

L'ouvrage de 60m de longueur est constitu¶e de 4 arcs principaux en lamell¶e coll¶e d'une port¶ee

de 45m. La dalle est constitu¶ee de pr¶edalles de 6cm d'¶epaisseur et de b¶eton coul¶e en place de 16cm

d'¶epaisseur. Les essences utilis¶ees sont du m¶elµeze pour les arcs et de l'¶epic¶ea pour le reste.

1.2 Ponts µa poutres mixtes bois-b¶eton

Le paragraphe ci-dessus pr¶esente un synthµese de typologie des ponts en bois dont les ponts

mixtes bois-b¶eton. L'association de mat¶eriaux ayant des propri¶et¶es di®¶erentes et compl¶ementaires

permet d'am¶eliorer le fonctionnement des structures, en utilisant chaque mat¶eriau dans son do-

maine de pr¶edilection. Le b¶eton possµede une bonne r¶esistance en compression, mais une faible

r¶esistance µa la traction. Il peut être associ¶e au bois comme dalle collaborante comprim¶ee, qui per-

mettra la reprise des e®orts de cisaillement nuisibles au fonctionnement en °exion du bois seul et

peut assurer ¶egalement une protection de la charpente en bois vis-µa-vis des intemp¶eries.

La gamme de port¶ee de 10¡ 25m occupe 80% des ponts en France. C'est la raison pour

laquelle la solution des ponts µa poutres pour cette gamme de port¶ee est une solution ¶economique,

structurellement e±cace et µa d¶evelopper.

Dans la conception des ponts µa poutre mixte, la connexion µa l'interface est un point sensible. Une

¶etude du comportement m¶ecanique du pont de Mercle (1.1) a ¶et¶e r¶ealis¶ee a¯n de pourvoir valider les
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hypothµeses prises lors de la conception de l'ouvrage [Dubois et al., 2006]. Dans ce pont, le tablier

est liaisonn¶e aux poutres par l'interm¶ediaire d'une connexion souple ne transmettant que trµes peu

d'e®orts de cisaillement tout en assurant le contreventement horizontal d¶e¯nitif de la structure. Les

mesures e®ectu¶ees lors des ¶epreuves de r¶eception de l'ouvrage coupl¶ees µa la mod¶elisation num¶erique

par ¶el¶ements ¯nis a permis de conclure que les simpli¯cations de mod¶elisation, comme la non-prise

en compte de la connexion bois-b¶eton, si elle permettent de rassurer les mâ³tres d'ouvrage et

les concepteurs, induisent un surdimensionnement non compatible avec le contraintes ¶economiques

actuelles. Comme l'¶etat limite de service est souvent dimensionnant pour les ¶el¶ements °¶echis en bois,

consid¶erer une hypothµese grossiµere de la connexion µa l'interface est largement surdimensionnant et

a eu des cons¶equences importantes vis-µa-vis des performances ¶economiques de l'ouvrage .

1.3 Systµemes de connexion de ponts mixtes bois-b¶eton

La connexion de la structure mixte bois-b¶eton est assur¶ee par des ¶el¶ements qui sont d¶enomm¶es

les connecteurs. Les connecteurs transmettent les e®orts de cisaillement entre les deux mat¶eriaux

pour assurer un comportement monolithique. L'¶etat de l'interface pilote le taux d'augmentation

de la r¶esistance et de la rigidit¶e. Si le bois et le b¶eton travaillent d'une maniµere monolithique, la

structure atteint la rigidit¶e optimale. Un systµeme de connexion est constitu¶e soit par des tenons

en b¶eton enfonc¶e dans le bois, soit par des ¶el¶ements m¶ecaniques comme des clous, des plaques

m¶etalliques, des tubes m¶etalliques emmanch¶es dans le bois, soit par le collage. On peut classer les

systµemes de connexion existants en 2 grandes familles :

{ Les systµemes fonctionnant prioritairement par compression locale du bois ;

{ Les systµemes fonctionnant prioritairement par cisaillement surfacique du bois.

1.3.1 Connexion par compression locale du bois

Les systµemes de connexion par compression locale du bois sont des ¶el¶ements qui permettent de

transmettre le cisaillement entre le bois et le b¶eton par la compression de ces ¶el¶ements sur le bois.

Connexion par des entailles

On usine des rainures dans le bois, rainures qui sont remplies de b¶eton lors du coulage pour

former des tenons dans le bois. Dans le brevet d'invention de Schaub [Schaub, 1929], les surfaces de

contact entre le bois et le b¶eton sont dentel¶ees, cr¶enel¶ees, ou trou¶ees a¯n d'empêcher le glissement

longitudinal entre le bois et le b¶eton. A¯n de renforcer des dents en b¶eton dans le bois, des vis

ou des fers d'ancrage sont enfonc¶es µa l'int¶erieur des dents et du bois. Martino [Martino, 2005] a

renforc¶e les rainures de section trapµezoidale dans le bois par des ¶el¶ements en acier de même section

(Fig. 1.7).

Deperraz [Deperraz, 1998] r¶ealise des entailles de sections variables dans lesquelles di®¶erents

pro¯ls sont convenablement dispos¶es et orient¶es par rapport au signe de l'e®ort de cisaillement. La
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(a) [Schaub, 1929] (b) [ Martino, 2005 ]

Fig. 1.7 { Brevet d'invention de Schaub et de Martino

connexion est renforc¶ee encore par des tiges. Le b¶eton arm¶e remplit l'espace entre deux poutres

ainsi que le volume des entailles (Fig.1.8).

Fig. 1.8 { Brevet d'invention de Deperraz

Une autre technique de connexion par des entailles est pr¶esent¶ee dans le brevet de Molard

[Molard et al., 1998]. La partie bois se compose de lattes assembl¶ees entre elles par clouage ou

collage de maniµere µa ce que certaines lattes soient saillantes pour la cr¶eation des rainures longi-

tudinales. De plus, des connecteurs tels que de tasseaux en bois ou des corniµeres sont dispos¶es

transversalement pour l'accrochage du b¶eton sur la surface du bois. Cela permet aussi de rigidi¯er

l'ensemble de la structure au cours de la manipulation en atelier et du transport (Fig.1.9).

Fig. 1.9 { Brevet d'invention de Molard
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Avec le même principe, le groupe CBS-CBT a d¶evelopp¶e une dalle bois b¶eton dit D-Dalle (Fig.

1.10). Avec cette section, la poutre peut atteindre une port¶ee de 11m µa 18m.

Fig. 1.10 { Dalle mixte bois b¶eton nomm¶ee D-Dalle

Connexion par des pointes, des vis, des goujons

Avec le même principe que la connexion par entailles, les ¶el¶ements en acier sont utilis¶es pour

former des tenons ou des dents qui sont clou¶es, viss¶es, ou coll¶es dans le bois et noy¶es dans le

b¶eton. Les pointes, les vis et les goujons sont utilis¶es dans les brevets de [Tadeuszet al., 1981],

[Heinz, 2000] et [Natale, 2000].

Dix types de clous et de vis de grande r¶esistance ont ¶et¶e test¶es par Ahmadi [Ahmadi et al., 1993],

lequel a fait varier la profondeur de p¶en¶etration du connecteur dans le bois dans la gamme 8d,

11d et 15d, oµu "d" est le diamµetre des clous et vis (Fig.1.11). Les essais de cisaillement montrent

que la r¶esistance des connecteurs augmente avec la profondeur de p¶en¶etration des clous jusqu'µa la

valeur de 11d pour se stabiliser ensuite. La partie lin¶eaire de la courbe force-glissement disparâ³t

quand le glissement atteint la valeur de 0; 38mm. La force correspondante est prise comme la valeur

admissible du connecteur. Les essais en °exion montrent une augmentation de 55% de la r¶esistance

en °exion et une diminution de la °µeche de 230% par rapport µa l'essai en °exion sans connexion.

Fig. 1.11 { Clous et vis de grande r¶esistance test¶es par Ahmadi

Des clous de di®¶erents diamµetres avec di®¶erentes profondeurs de p¶en¶etration dans les mat¶eriaux

ont aussi ¶et¶e test¶es par Gutkowski [Gutkowski et al., 1996]. 72 ¶echantillons ont ¶et¶e test¶es, compre-
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nant 4 diamµetres di®¶erents et 2 valeurs de p¶en¶etration pour chaque diamµetre (Tab.1.1). Les essais

en cisaillement montrent que la rigidit¶e est principalement pilot¶ee par la r¶esistance du b¶eton (reli¶ee

µa son âge) tandis que la charge ultime est, elle, gouvern¶ee par le type de connecteur (reli¶e µa son

diamµetre et µa sa profondeur d'enfoncement dans le bois).

Tab. 1.1 { Clous test¶es par Gutkowski

Trygve [T.Trygve, 1982] et Kuttel [ Kuttel, 1998] proposent d'autres types de connecteurs dans

leurs brevets d'invention (Fig. 1.12). Les vis sont utilis¶ees pour ¯xer au bois la partie du connec-

teur noy¶ee dans le b¶eton au bois par l'interm¶ediaire d'une plaque de r¶epartition. La rigidit¶e

suppl¶ementaire apport¶ee par cette plaque et l'am¶elioration de l'ancrage apport¶ee par le nombre de

vis conduit µa une augmentation de la r¶esistance de la liaison.

(a) [T.Trygve, 1982 ] (b) [ Kuttel, 1998 ]

Fig. 1.12 { Brevet d'invention de Trygve et de Kuttel

Benitez [Benitez, 2000] a test¶e trois connecteurs de ce type (Fig.1.13(a)). Il trouve une aug-

mentation d'un facteur 3 de la r¶esistance par rapport aux vis isol¶ees. Cinq connecteurs de ce type

ont aussi ¶et¶e propos¶es et test¶es par Steinberg [Steinberg et al., 2003] (Fig. 1.13(b)). La rigidit¶e

initiale, la limite du comportement ¶elastique et la charge µa la rupture sont compar¶ees.

Les clous, les vis, les goujons pr¶esentent une facilit¶e d'ex¶ecution, et sont "bon march¶e". Ils

pr¶esentent l'inconv¶enient d'être assez °exibles, ce qui entrâ³ne une diminution de la raideur de la

connexion.

Connexion par des crampons
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(a) [Benitez, 2000] (b) [ Steinberg et al., 2003]

Fig. 1.13 { Connecteurs test¶es par Benitez et par Steinberg

En appliquant la technique de connexion utilis¶ee dans la construction des charpentes, des

plaques µa pointes m¶etalliques sont propos¶ees pour assurer la liaison entre le bois et le b¶eton dans le

brevet de Bettex [Bettex, 1992] . Les plaques comportent des pointes dont une partie est enfonc¶ee

dans la poutre en bois et une autre partie de ces pointes est noy¶ee dans le b¶eton (Fig.1.14).

Fig. 1.14 { Brevet d'invention de Bettex

Une bande de tôle m¶etallique modi¯¶ee, comportant des crampons ancr¶es dans le bois et des

emboutissages et des ¶evasements noy¶es dans le b¶eton, est utilis¶ee comme ¶el¶ement de connexion

dans le brevet de Gauthier [Gauthier, 1993]. Les ¶evasements permettent le passage et le maintien

des armatures m¶etalliques et les emboutissages participent µa l'ancrage de la tôle m¶etallique dans le

b¶eton. L'encastrement des crampons dans le bois est e®ectu¶e en usine µa l'aide d'une presse. Le pro¯l

des crampons peut-être modi¯¶e, la colle ou la r¶esine peut-être ainsi utilis¶ee pour favoriser l'ancrage

de la bande dans le bois. La bande de tôle m¶etallique peut-être une bande de tôle m¶etallique

ondul¶ee pour ¶eviter des amorces de propagation de ¯ssures dans le bois et augmenter l'ancrage de

la tôle dans le b¶eton (Fig. 1.15).

Connexion par des tubes

La connexion par des clous ou des vis pr¶esente l'inconv¶enient que leur °exibilit¶e entrâ³ne une

diminution de la raideur. Plusieurs auteurs de brevets proposent d'utiliser des tubes m¶etalliques

µa section circulaire pour augmenter la r¶esistance et aussi la rigidit¶e du systµeme de connexion

[Alain, 1988], [Raymond, 1995], [Welch, 2005].
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Fig. 1.15 { Brevet d'invention de Gauthier

La rainure circulaire est creus¶ee en laissant subsister un noyau du bois et le tube m¶etallique y

est emmanch¶e [Alain, 1988]. Le diamµetre du tube est su±sant pour le remplissage du b¶eton dans

la partie sup¶erieure lors du coulage en formant un renforcement de connecteur (Fig.1.16). Ce type

de connecteur possµede une grande rigidit¶e et une grande r¶esistance par rapport µa des clous et des

vis.

Fig. 1.16 { Brevet d'invention de Alain

En changeant la section du tube, Raymond a am¶elior¶e la r¶esistance d'arrachement du connecteur

dans le b¶eton et aussi dans le bois [Raymond, 1995]. La partie implant¶ee dans le bois est coll¶ee au

moyen d'une r¶esine et l'autre partie noy¶ee dans le b¶eton, est reli¶ee µa la pr¶ec¶edente par une partie

interm¶ediaire. Les trois parties sont ¶etudi¶ees pour obtenir une bonne r¶esistance µa l'arrachement du

connecteur dans le bois ou dans le b¶eton. La partie interm¶ediaire peut se d¶eformer pour autoriser

un glissement relatif entre le bois et le b¶eton, ce qui ¶evite une rupture fragile de la structure en

cas de surcharge (Fig.1.17(a)). Pour am¶eliorer la ductilit¶e de la structure, Welch [Welch, 2005] a

propos¶e un connecteur qui permet un glissement relatif entre le bois et le b¶eton grâce µa la r¶ealisation

d'une fente sur les cylindres creux (Fig.1.17(b)).
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(a) [Raymond, 1995] (b) [ Welch, 2005]

Fig. 1.17 { Brevet d'invention de Raymond et de Welch
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Fig. 1.18 { Brevet d'invention de Aitcin

1.3.2 Connexion par adh¶erence des surfaces

Adh¶erence cr¶e¶ee par des plaques m¶etalliques

Les systµemes de connexion d¶ecrits pr¶ec¶edemment sont des connecteurs locaux dispos¶es d'une

maniµere discontinue. L'augmentation de r¶esistance en cisaillement µa l'interface est obtenue en

ajoutant des connecteurs suppl¶ementaires, mais celle-ci est limit¶ee par la surface entre le bois et

le b¶eton. La pr¶esence des connecteurs locaux mentionn¶es sur la surface du bois risque d'entrâ³ner

la rupture du bois. Pour une r¶epartition plus uniforme et pour tenter d'augmenter la r¶esistance en

cisaillement µa l'interface, des systµemes de connexion par adh¶erence ou autrement dit des systµemes

de connexion continus sont propos¶es par Aitcin [Aitcin, 1998] et Bathon [Bathon et al., 2005].

Dans le brevet de Aitcin [Aitcin, 1998], l'adh¶erence entre le bois et le b¶eton est assur¶ee par un

¯let en m¶etal expans¶e ¯x¶e sur la surface du bois avant le coulage du b¶eton. Le b¶eton traverse les

mailles du ¯let pour adh¶erer µa la surface du bois, le ¯let sert µa l'ancrage du b¶eton sur le bois (Fig.

1.18).

Le systµeme de connexion de Bathon [Bathon et al., 2005] a re»cu le code d'approbation pour

une utilisation en Europe. Le connecteur est une grille m¶etallique dont une partie est coll¶ee dans

le bois et une autre noy¶ee dans le b¶eton. La grille est modi¯¶ee selon la direction longitudinale de

la poutre, la partie noy¶ee dans le b¶eton ¶etant pli¶ee pour augmenter la capacit¶e du connecteur (Fig.

1.19). Le cisaillement est transmis du b¶eton au bois par l'interm¶ediaire de l'adh¶erence entre la grille

m¶etallique et le bois.

15



1. Synth µese bibliographique

Fig. 1.19 { Brevet d'invention de Bathon

Connexion par collage

Nous avons vu que la connexion bois-b¶eton peut être e®ectu¶ee par des moyens m¶ecaniques tels

que ceux pr¶esent¶es ci-dessus. Il existe cependant aussi une technique par collage pour associer le

b¶eton et le bois [Pincus, 1970], [Maurice et al., 2000]. Les r¶esultats montrent un comportement

rigide parfait de l'association bois-b¶eton, c'est µa dire sans glissement. La rigidit¶e d'ensemble de la

structure est augment¶ee. Selon les auteurs, le collage ¶evite aussi d'avoir des zones de concentration

de contrainte que l'on retrouve avec une connexion m¶ecanique.

1.4 Propri¶et¶es des mat¶eriaux

1.4.1 Bois

Le bois est une ressource naturelle qui est largement disponible dans le monde et il possµede

plusieurs avantages environnementaux et structuraux.

Du côt¶e environnemental, le bois est d'abord un lieu de ¯xation du dioxyde de carbone µa

travers un processus biologique de stockage de matiµere ligno-cellulosique au sein de l'arbre. Pendant

la croissance d'un arbre, 1 tonne du bois absorbe 1; 6 tonne de gaz carbonique, ¶emet 1; 1 tonne

d'oxygµene et ¯xe 0; 5 tonne de carbone. En terme d'analyse du cycle de vie (ACV), plusieurs

facteurs en faveur du bois ont ¶et¶e constat¶es :

{ Le bois est un mat¶eriau renouvelable ;

{ Le bois est un mat¶eriau durable µa condition d'une bonne conception et d'un bon entretien ;

{ Le bois permet de diminuer l'impact climatique des structures.

Du côt¶e structural, le bois pr¶esente un net avantage par rapport aux autres mat¶eriaux lorsque

l'on considµere le rapport entre performances m¶ecaniques et densit¶e (Fig.1.20). En outre, avec

l'apparition des mat¶eriaux d¶eriv¶es du bois comme les lamell¶es coll¶es, les contrecoll¶es, les panneaux,
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il est possible de construire des ouvrages dont l'esth¶etique, la l¶egµeret¶e et la durabilit¶e sont assur¶es.

Fig. 1.20 { Comparaison des mat¶eriaux bois, acier et b¶eton arm¶e

Anisotropie du bois

Le bois se distingue des autres mat¶eriaux de g¶enie civil par son orthotropie. Le mat¶eriau

bois est d¶e¯ni µa partir des trois directions naturelles de croissance (Fig.1.21). Ces trois direction

sont consid¶er¶ees comme orthogonales entre elles, ce qui explique qu'on parle parfois d'orthotropie

cylindrique du bois.

Fig. 1.21 { Trois axes principaux du bois

La loi de Hooke d'un solide ¶elastique parfait relie la d¶eformation µa la contrainte.¶Etant donn¶ee

17



1. Synth µese bibliographique

l'anisotropie du bois, la loi de Hooke g¶en¶eralis¶ee aux trois axes (r; t; l ) s'¶ecrit (Eq. 1.1) :
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Oµu :

{ ² l , ²r et ² t sont les d¶eformations selon les trois axes ;

{ ° rt , ° lt et ° lr sont les distorsions selon les trois plans ;

{ Er , E t et E l sont les modules de Young selon les trois axes ;

{ Grl , Gtl et Grt sont les modules de cisaillement selon les trois plans ;

{ º rl , º lr , º rt , º tr , º tl et º lt sont les coe±cients de poisson ;

{ ¾l , ¾r et ¾t sont les contraintes normales selon les trois axes ;

{ ¿rt , ¿lt et ¿lr sont les contraintes de cisaillement selon les trois plans.

Pour un mat¶eriau orthotrope, la matrice de souplesse est sym¶etrique, c'est-µa-dire :

º rt

Er
=

º tr

E t
,

º rl

Er
=

º lr

E l
et

º tl

E t
=

º lt

E l
(1.2)

Donc, les propri¶et¶es ¶elastiques de chaque essence du bois sont totalement d¶e¯nies par 9 pa-

ramµetresEr , E t , E l , Grl , Gtl , Grt , º rl , º tr et º tl . Il faut noter que ces caract¶eristiques sont fonction

de la teneur en eau et de la densit¶e du bois et sont di®¶erentes pour chaque essence. Le tableau

(Tab. 1.22) donne les valeurs indicatives des constantes ¶elastiques de certaines essences.

Mat¶eriaux d¶eriv¶es du bois

Il existe le bois massif, d¶ebit¶e g¶en¶eralement en section standardis¶ee, et les produits reconstitu¶es.

Les produits reconstitu¶es sont fabriqu¶es avec du bois tritur¶e ou d¶eroul¶e puis coll¶e. Ces produits

sont plus homogµenes que le bois massif. Notons ici quelques mat¶eriaux d¶eriv¶es du bois comme les

lamell¶es coll¶es, les panneaux contreplaqu¶es, les lamibois, . . .

Hygroscopie du bois

L'hygroscopie joue un rôle important sur les performances m¶ecaniques du bois. Des essais sur

petites ¶eprouvettes et pour di®¶erentes essences de bois ont permis d'observer l'¶evolution du module

d'¶elasticit¶e (Fig. 1.23(a)) et de la r¶esistance µa la rupture (Fig.1.23(b)).
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Fig. 1.22 { Caract¶eristiques ¶elastiques de certains bois r¶esineux (1) et feuillus (2) [Navi et al., 2005]

(a) ¶Evolution du module d'¶elasticit¶e (b) ¶Evolution de la r¶esistance en °exion

Fig. 1.23 { L'in°uence de hygroscopie [Natterer et al., 2000]
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Propri¶et¶es m¶ecaniques du bois

La r¶esistance m¶ecanique du bois d¶epend des paramµetres suivants :

{ Son essence ;

{ Direction de sollicitation par rapport aux ¯bres (anisotropie) ;

{ Humidit¶e (hygroscopie) ;

{ Mode de sollicitation (traction, compression, . . .).

Le comportement du bois dans le sens des ¯bres peut être consid¶er¶e comme ¶elastique fragile en

traction et ¶elasto-plastique en compression (Fig.1.24).

Fig. 1.24 { Lois typique de comportement du bois [Setra, 2006]

Nous pr¶esentons les valeurs caract¶eristiques des classes de r¶esistance du bois lamell¶e coll¶e (Tab.

1.25).
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Fig. 1.25 { Tableau des valeurs caract¶eristiques du BLC [EC5-1-1, 1995]
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1.4.2 B¶eton

Aujourd'hui, les progrµes dans le domaine des adjuvants et des m¶ethodes de formulation ont

permis de d¶evelopper une gamme de mat¶eriaux µa matrice cimentaire de r¶esistance caract¶eristique

µa la compression qui varie de 150MPa jusqu'µa 250MPa [AFGC, 2002]. Ce sont les B¶etons Fibr¶es

Ultra Performant ( BFUP ).

Richard [Richard et al., 1995], qui a ¶et¶e un des premiers µa d¶evelopper lesBFUP , d¶ecrit claire-

ment les m¶ethodes de formulation de ce mat¶eriau. Plus tard, Rossi [Rossi, 1997] a pouss¶e le concept

du BFUP jusqu'µa proposer un mat¶eriau ductile en traction, leCEMTEC R° , disposant d'un com-

portement post ¯ssuration µa ¶ecrouissage positif, ce comportement se traduisant en traction directe

par une multi-¯ssuration (Fig. 1.26).

Fig. 1.26 { multi-¯ssuration du CEMTEC R° en traction directe

Les BFUP utilis¶es dans les structures fortement sollicit¶ees contiennent 2 µa 3% en volume de

¯bres m¶etalliques µa haute limite ¶elastique (acier tr¶e¯l¶e), dans le but d'obtenir une certaine ductilit¶e

structurelle en traction, et, si possible permettre de se dispenser du renforcement par des barres

d'acier. Ils sont formul¶es avec un rapport eau/ciment en masse de l'ordre de 0; 2, contiennent de

la fum¶ee de silice et des granulats ¯ns dont la dimension des plus gros est comprise, selon les for-

mules, entre 400¹m et 6mm. Ce mat¶eriau n¶ecessite des proc¶edures de malaxage longues, jusqu'µa

20 minutes, et des malaxeurs r¶eput¶es performants. C'est la faible teneur en eau et l'incorporation

d'ultra¯nes qui conduisent µa ces r¶esistances ¶elev¶ees en compression. Le retrait se d¶eveloppe es-

sentiellement au jeune âge, le retrait endogµene, avec une amplitude de l'ordre de 500£ 10¡ 6. Le
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retrait de dessiccation est de l'ordre de 150£ 10¡ 6. L'amplitude de °uage est faible. Le coe±cient

de °uage, rapport de la d¶eformation µa l'in¯ni µa celle au chargement, pour un chargement µa 28

jours, est inf¶erieur µa 1, voire trµes inf¶erieur µa 1 si leBFUP a subi un traitement thermique. Le

module d'Young est ¶elev¶e et varie entre 50 et 65GPa µa 28 jours. En France, il est possible de

r¶ealiser des structures enBFUP grâce aux recommandations de l'association fran»caise de G¶enie

Civil [ AFGC, 2002], [Resplendino, 2004] et [Resplendino, 2005]. Des recommandations internatio-

nales sont en pr¶eparation dans le cadre de la FIB (task group 8.6). Quelques ouvrages d'art ont

d¶ejµa ¶et¶e r¶ealis¶es en BFUP. On citera par exemple un passage sup¶erieur sur l'autoroute A51 (Fig.

1.27(a)) et la passerelle de Sakata au Japon (Fig.1.27(b)).

(a) Passage sur l'autoroute A51

(b) Passerelle de Sakata

Fig. 1.27 { Deux exemples de ponts enBFUP
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Le BFUP est un bon candidat pour la conception de ponts mixtes. En e®et la structure µa

poutres bois limite la port¶ee transversale du hourdis et permet de se dispenser de renforcement

passif. La haute r¶esistance en compression et le module ¶elev¶e contribue µa pouvoir dimensionner

des ¶el¶ements dalles de faible ¶epaisseur, inf¶erieure µa 10cm.

1.5 Exp¶erimentations sur la connexion bois-b¶eton

Le concept de la structure mixte Bois-B¶eton d¶epend surtout de l'¶etat de l'interface entre les deux

mat¶eriaux. Cette interface est gouvern¶ee par des systµemes de connexion dont la connaissance du

comportement est n¶ecessaire pour le dimensionnement. En g¶en¶eral, le comportement d'un systµeme

de connexion d¶epend des facteurs suivants :

{ Cat¶egorie de connexion, local ou continu ;

{ Morphologie des connecteurs ;

{ Profondeur de p¶en¶etration des connecteurs dans les mat¶eriaux ;

{ Disposition des connecteurs µa l'interface ;

{ Caract¶eristiques des mat¶eriaux ;

{ Mode de chargement, monotone ou cyclique.

Plusieurs paramµetres interviennent dans le comportement du systµeme de connexion. Une ¶etude

th¶eorique n'est donc pas su±sante pour le d¶ecrire complµetement. L'¶etude exp¶erimentale est souvent

n¶ecessaire. Il existe plusieurs types d'essai pour ¶etudier le comportement des connecteurs. Nous

allons les d¶ecrire dans les paragraphes suivants.

1.5.1 Essai de cisaillement

L'essai de cisaillement a pour but de d¶eterminer la loi de comportement d'interface et de

quanti¯er l'in°uence de di®¶erents paramµetres sur celui-ci. Un ¶etat de cisaillement µa l'interface

est cr¶e¶e, l'¶etat dans lequel se retrouvent les di®¶erents systµemes de connexion pour tester leur

comportement. Une loi de comportement d'interface est la relation entre l'e®ort de cisaillement

d'interface et le d¶eplacement relatif entre deux mat¶eriaux µa l'interface appel¶e aussi le glissement

d'interface. Le comportement d'interface est g¶en¶eralement compos¶e d'une partie ¶elastique lin¶eaire

qui peut être exprim¶ee par la raideur d'interface initiale, K , suivie d'une deuxiµeme partie non

lin¶eaire (Fig 1.28). Une connexion complµete dans la poutre est obtenue quandK ¡! 1 et il n'y

a pas d'interaction quand K ¡! 0.

Il n'existe pas pour l'instant d'essai normalis¶e pour caract¶eriser les connecteurs Bois-B¶eton.

Aussi, l'essai normalis¶e pour la section acier-b¶eton est le plus utilis¶e pour ¶etudier le comportement

des connecteurs bois-b¶eton. On l'appelle essai 'Push out' (Fig.1.29). L'¶echantillon de l'essai se

compose de deux blocs en bois connect¶es µa un bloc en b¶eton par le systµeme de connexion. Cet essai

permet de diminuer l'e®et de °exion µa l'interface grâce µa la sym¶etrie du chargement. Cependant,

comme deux connecteurs sont test¶es en même temps dans cet essai, le comportement obtenu est
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Fig. 1.28 { Un exemple du comportement de l'interface

un "comportement moyen" et certains ph¶enomµenes locaux, au niveau d'un connecteur, ne peuvent

pas être observ¶es. D'autre part, un e®et de voûte peut se produire, provoquant une augmentation

de la rigidit¶e de connecteur. En ¯n, une asym¶etrie de cet ¶echantillon peut avoir des cons¶equences

n¶efastes µa l'interface [Gattesco, 2001].

Fig. 1.29 { Essai Push-out

Certains auteurs [Clouston et al., 2004], [Gattesco, 2001], [Tommola et al., 2005] ont propos¶e

d'autres protocoles pour r¶ealiser l'essai de cisaillement (Fig.1.30). Ce sont des essais avec une

seule interface de cisaillement entre deux mat¶eriaux. Ce type d'essai permet de d¶eterminer le

comportement d'un seul connecteur. Cependant, l'asym¶etrie de chargement engendre une °exion

µa l'interface, ce qui rend di±cile pour le traitement des r¶esultats.
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(a) [Clouston et al., 2004] (b) [ Gattesco, 2001]

(c) [Tommola et al., 2005]

Fig. 1.30 { Essai de cisaillement d'un interface

1.5.2 Essai en °exion

L'essai en °exion permet de simuler les sollicitations qui sont proches de la r¶ealit¶e sur les

systµemes de connexion. L'essai en °exion permet aussi de valider des modµeles de structure mixte

en prenant en compte le comportement des systµemes de connexion. Ce type d'essai a ¶et¶e utilis¶e

par Ahmadi [Ahmadi et al., 1993] et Gutkowski [Gutkowski et al., 1996].
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1.5.3 Essai de fatigue

L'utilisation des structures mixtes bois-b¶eton dans les ouvrages d'art exige la validation des

performances des systµemes de connexion sous l'action de charges cycliques. Il existe plusieurs

proc¶edures de r¶ealisation des essais de fatigue. Les ¶eprouvettes de cisaillement con»cues initialement

pour la r¶ealisation d'essais statiques sont souvent utilis¶ees pour de tels essais. Ces essais permettent

de d¶eterminer l'endurance, la r¶esistance r¶esiduelle et aussi les modes de rupture des connecteurs.

Il est aussi possible de r¶ealiser des essais en °exion pour ¶etudier la tenue en fatigue des ¶el¶ements

structuraux dont les systµemes de connexion.

Notons d'abord les travaux r¶ealis¶es dans le cadre de la thµese de Weaver [Weaver, 1999] concer-

nant le comportement de la structure bois-b¶eton renforc¶ee par le composite. La connexion entre le

bois et le b¶eton est assur¶ee par les tiges (steel rebar) d'environ 20mm de diamµetre. Les tiges sont

coll¶ees dans le bois µa 20cm de profondeur µa l'¶epoxy et elles sont noy¶ees de 7; 5cm dans le b¶eton.

Les premiers essais sont les essais en cisaillement sous l'action monotone et cyclique. L'auteur a

montr¶e que la r¶esistance ultime de ce type de connecteur n'est pas in°uenc¶ee par le chargement

cyclique. Cependant, une d¶egradation de la raideur d'interface a ¶et¶e observ¶ee sous l'action cyclique

(Fig. 1.31).

Fig. 1.31 { D¶egradation de la raideur d'interface sous l'action cyclique [Weaver, 1999]

Deux poutres bois-b¶eton renforc¶ee par composite sont aussi ¶et¶e test¶ees sous l'action cyclique

par l'auteur. L'auteur montre que la raideur en °exion de la poutre a progressivement diminu¶e

(Fig. 1.32).
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(a) Poutre 1 (b) Poutre 2

Fig. 1.32 { D¶egradation de la raideur en °exion [Weaver, 1999]

Une compagne d'essais en °exion sur une structure coll¶ee a ¶et¶e pr¶esent¶ee dans [GÄurtler, 2004].

Des essais en °exion sur des poutres mixtes acier-GFRP - tabliers en ¯bre de verre coll¶es sur des

poutres en acier - ont ¶et¶e r¶ealis¶es. Les r¶esultats ont montr¶e que la colle est e±cace et que l'action

cyclique n'in°uence pas la raideur de la poutre mixte avec la technique du collage (Fig.1.33).

Fig. 1.33 { Comportement force-°µeche du premier cycle et aprµes 107 cycles d'une poutre

[GÄurtler, 2004]

V¶eri¯cation de la fatigue du bois

La v¶eri¯cation en fatigue des structures en bois consiste µa comparer l'¶etendue de contraintes

dans la structure ¢ ¾ avec la contrainte de calcul µa la fatigue du bois qui d¶epend du nombre de

cycles de chargement [ENV-2, 1997] :

¢ ¾· f fat;d (1.3)
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Oµu : f fat;d est la contrainte de calcul µa la fatigue et s'¶ecrit :

f fat;d =
kfat f k

°M;fat
(1.4)

Oµu f k est la contrainte caract¶eristique sous charge statique du bois etkfat est donn¶e sur (Fig.

1.34).

Fig. 1.34 { Relation entre kfat et le nombre de cyclesn

Les valeurs dekfat; 1 pour les ¶el¶ements du bois sont pr¶esent¶ees dans le tableau ce-dessous (Tab.

1.2) :

En compression perpendiculaire et parallµele au ¯l 0; 6

En °exion, en traction ou alternativement en traction et compression 0; 3

En cisaillement 0; 2

Tab. 1.2 { Valeurs de kfat; 1 des ¶el¶ements du bois

V¶eri¯cation de la fatigue du Bfup

Les recommandations sur les BFUP [AFGC, 2002] permet l'emploi de ces nouveaux mat¶eriaux

dans les domaines du g¶enie civil. Pour la v¶eri¯cation en fatigue du BFUP, il n'y a pas de modi¯ca-

tion par rapport µa celle de BPEL 91 [BPEL91, 1992]. En g¶en¶eral, pour des contraintes inf¶erieures

µa 0; 6f cm , le problµeme de la fatigue du b¶eton ne se pose pas.
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1.6 Conclusion

L'analyse de la typologie des ponts en bois nous conduit µa choisir la structure mixte µa poutres

comme sch¶ema d'¶etude, ¶etant donn¶e la gamme de port¶ee µa laquelle on s'int¶eresse. Le choix du

b¶eton ¯br¶e ultra performant a ¶et¶e arrêt¶e du fait de son utilisation possible en faible ¶epaisseur - ce

qui facilite le transport et la mise en oeuvre, notamment dans le cas de la pr¶efabrication -, de son

module et de sa r¶esistance ¶elev¶es.

La litt¶erature et les brevets nous livrent un ensemble de types de connexion dont le comporte-

ment n'est pas toujours bien connu, exception faite des connexions µa tiges m¶etalliques ¶etudi¶ees en

fatigue en Nouvelle Z¶elande [Weaver, 1999] et pour laquelle une perte de rigidit¶e a ¶et¶e constat¶ee.

Une ¶etude pr¶ealable des systµemes de connexion est donc n¶ecessaire a¯n d'arrêter le choix

d'une structure mixte. Cette n¶ecessit¶e est renforc¶ee par le choix du b¶eton ¯br¶e ultra performant,

mat¶eriau non encore utilis¶e en association avec le bois. En¯n, l'application de la recherche propos¶ee

aux ouvrages d'art impose qu'une v¶eri¯cation du comportement en fatigue du systµeme retenu soit

r¶ealis¶ee.

La mod¶elisation des structures mixtes n'a pas ¶et¶e ¶evoqu¶ee ici. Nous avons r¶eserv¶e le chapitre 2

µa cette question.
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Chapitre 2

Modµeles pour les poutres mixtes µa

connexion imparfaite

Le calcul des poutres mixtes d¶epend surtout de l'¶etat de l'interface entre les mat¶eriaux et peut

être regroup¶e en deux cat¶egories.

{ Poutres mixtes µa connexion parfaite

{ Poutres mixtes µa connexion imparfaite

Poutres mixtes µa connexion parfaite

La poutre mixte dont deux couches se connectent l'une µa l'autre d'une maniµere parfaite, ou

bien une interface avec discontinuÄ³t¶e de d¶eplacement nulle, est appel¶ee poutre mixte µa connexion

parfaite. Pour d¶ecrire m¶ecaniquement cette structure, il existe d'abord l'approche monocouche

¶equivalente qui consiste µa homog¶en¶eiser les deux couches en une seule couche. La th¶eorie la plus

classique est celle de Bernoulli qui consiste µa supposer que la section de la couche ¶equivalente

reste plane et perpendiculaire µa l'axe neutre lors de la d¶eformation. Cette th¶eorie ne prend pas en

compte l'e®et de d¶eformation de cisaillement. Dans la th¶eorie de Timoshenko, on introduit ensuite

un angle de rotation suppl¶ementaire de la section plane pour prendre en compte la d¶eformation de

cisaillement (cit¶e dans [Piskunov, 2003]). La d¶eformation de cisaillement constante ajout¶ee dans

cette th¶eorie correspond µa une hypothµese d'un champ de contrainte de cisaillement uniforme. Pour

mieux prendre en compte cet e®et de d¶eformation de cisaillement, l'introduction de coe±cients

correcteurs a ¶et¶e propos¶ee dans [Cowper, 1996]. Cependant, cet approche implique l'hypothµese

de section plane qui n'est pas toujours ad¶equate. D'oµu l'id¶ee de d¶evelopper la th¶eorie d'ordre

sup¶erieur qui est bas¶ee sur une distribution non lin¶eaire des champs [Krishna-Murty, 1970]. Cette

th¶eorie d'ordre sup¶erieur permet de repr¶esenter le gauchissement de la section dans la con¯guration

d¶eform¶ee.

Outre l'approche du monocouche ¶equivalent qui est bas¶ee sur une cin¶ematique globale, il existe

l'approche par couche qui consiste µa consid¶erer s¶epar¶ement deux couches de la poutre et µa imposer
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les conditions de continuit¶e en d¶eplacements et en contraintes µa l'interface. De nombreux travaux

d¶ecrivant cette approche sont pr¶esent¶es dans [Nguyen, 2004]. Ce type d'approche est destin¶e µa

mieux d¶ecrire les e®ets d'interface que l'on ne trouve pas avec la premiµere approche.

Poutres mixtes µa connexion imparfaite

Les r¶esultats exp¶erimentaux de la litt¶erature montrent qu'il est trµes di±cile de r¶ealiser une

connexion parfaite pour les poutres mixtes dans le G¶enie Civil. Cependant, les poutres mixtes

µa connexion imparfaite pr¶esentent un glissement µa l'interface entre les couches de mat¶eriaux. Ce

glissement change signi¯cativement la r¶eponse de la structure par rapport au cas d'une connexion

parfaite. Plusieurs auteurs ont d¶evelopp¶e des th¶eories qui permettent d'obtenir des solutions pour

ce problµeme. Les premiers calculs ont ¶et¶e pr¶esent¶es par [Granholm, 1949] pour les poutres de deux

ou trois couches de bois, et par [Newmark et al., 1951] pour les poutres mixtes acier-b¶eton. Ces

th¶eories se basent sur l'hypothµese de mat¶eriaux ¶elastiques lin¶eaires et sur la cin¶ematique de Ber-

noulli appliqu¶ee µa chaque couche de mat¶eriau. En plus, pour tenir en compte de la connexion

imparfaite, les auteurs supposent une loi d'interface lin¶eaire qui relie l'e®ort de cisaillement et le

glissement µa l'interface. Goodman [Goodman, 1968] a pr¶esent¶e un calcul qui permet de prendre en

compte le comportement non-lin¶eaire de l'interface. Un r¶esum¶e trµes riche des th¶eories des poutres

mixtes µa connexion imparfaite prenant en compte le comportement non-lin¶eaire des mat¶eriaux et

de l'interface a ¶et¶e pr¶esent¶e dans [Johnston et al., 1991]. Grâce au d¶eveloppement des outils infor-

matiques, des solutions num¶eriques ont ¶et¶e propos¶ees pour ce problµeme dans le domaine ¶elastique

lin¶eaire et non-lin¶eaire [Aribert, 1996].

Nous savons que la cin¶ematique de Bernoulli consiste µa n¶egliger l'e®et de d¶eformation en ci-

saillement ce qui rend la structure beaucoup plus raide qu'elle n'est r¶eellement dans certaines

con¯gurations. Pour tenter de d¶ecrire plus ¯dµelement le comportement d'un bicouche µa connexion

imparfaite, Schnabl [Schnabl et al., 2007] a propos¶e une solution analytique du problµeme en in-

troduisant une cin¶ematique de Timoshenko pour chaque couche. Selon cet auteur, il semble qu'il

n'existait pas pr¶ec¶edemment de solution exacte pour ce problµeme dans la litt¶erature.

2.1 Modµele classique de poutre mixte µa connexion imparfaite

Nous allons pr¶esenter dans cette partie l'¶etablissement et la r¶esolution formelle d'un modµele

de poutre mixte µa connexion imparfaite trouv¶e dans la litt¶erature [Newmark et al., 1951], dit

aussi modµele classique. La r¶esolution simpli¯¶e de ce modµele pour un calcul selon les Eurocodes

[EC5-1-1, 1995] et la r¶esolution formelle vont être pr¶esent¶ees. Nous ferons ensuite une comparai-

son entre les deux approches dans le cas d'une poutre mixte charg¶ee uniform¶ement. Les r¶esultats

montrent que la r¶esolution simpli¯¶ee est assez pr¶ecise quand on la compare µa la solution formelle.
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2.1 Modµele classique de poutre mixte µa connexion imparfaite

2.1.1 Rappel de la th¶eorie des poutres selon les hypothµeses de Bernoulli

Consid¶erons une poutre rectiligne de longueurl et de section constante d'aireA dans le repµere

orthonorm¶e (0; x; y; z). Le volume occup¶e par la poutre est not¶e  = A £ (0; l ). La poutre admet

(0; x; y) comme plan de sym¶etrie pour la g¶eom¶etrie et les e®orts (Fig.2.1).

Fig. 2.1 { Problµeme de poutre

Nous rappelons d'abord les grandeurs fonction dex de la th¶eorie de poutre :

Les d¶eplacements :

- u, v : les d¶eplacements suivant l'axex et y ;

- Á : la rotation par rapport µa l'axe z.

Les e®orts int¶erieurs :

- N : l'e®ort normal

- Q : l'e®ort tranchant

- M : le moment °¶echissant

Les d¶eformations

- Â : la courbure

Â = Á0 (2.1)

- ² : la d¶eformation normale

² = ¡ u0 (2.2)

Nous notons ensuite les conventions de signe pour ces grandeurs (Fig.2.2).

En se basant sur les hypothµeses de Bernoulli, nous rappelons ici les ¶equations de la poutre qui

sont compatibles avec les conventions pr¶ec¶edentes :
8
>>>>>><

>>>>>>:

u0 = ¡ N
EA

v00= M
EI

N 0¡ f (x) = 0

M 0¡ Q ¡ m(x) = 0

Q0¡ q(x) = 0

(2.3)
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2. Mod µeles pour les poutres mixtes µa connexion imparfaite

Fig. 2.2 { Sens positif des grandeurs de la th¶eorie de poutre

2.1.2 ¶Equations du modµele classique de poutres mixtes µa connexion imparfaite

A partir des ¶equations pr¶ec¶edentes, nous allons construire dans cette partie les ¶equations du

problµeme de poutre mixte charg¶ee verticalement poss¶edant une connexion imparfaite. Ce problµeme

a ¶et¶e initialement pr¶esent¶e par [Newmark et al., 1951]. Les hypothµeses principales de cette th¶eorie

sont les suivantes :

{ Le comportement des mat¶eriaux de la poutre est ¶elastique lin¶eaire

{ La cin¶ematique de Bernoulli est applicable pour chaque couche. L'hypothµese de la section

plane n'est pas applicable pour la section totale de la poutre mais elle est applicable pour

chaque section des deux couches.

{ Il n'y a pas d'arrachement entre deux couches, i.e. les deux couches ont la même °µeche le

long de la poutre.

{ La connexion est consid¶er¶ee continue et le glissement µa l'interface entre deux couches est

proportionnel µa la force de cisaillement µa l'interface.

La poutre admet (0; x; y) comme plan de sym¶etrie pour la g¶eom¶etrie et les e®orts. En plus,

l'axe 0x se situe µa l'interface entre deux mat¶eriaux. Nous supposons que les deux couches sont

ind¶ependantes et qu'elles sont reli¶ees par les e®orts de cisaillement¿(x) et d'arrachement º (x).

La g¶eom¶etrie, les propri¶et¶es m¶ecaniques et le chargement vertical de la poutre sont illustr¶es sur la

¯gure (Fig. 2.3). On suppose aussi queq(x), ¿(x) et º (x) ont le sens indiqu¶e sur la ¯gure (Fig.

2.3).

Nous allons ¶ecrire les ¶equations du problµeme en consid¶erant que chaque couche est une poutre

de Bernoulli avec le chargementq(x), l'e®ort de cisaillement¿(x) et l'e®ort d'arrachement º (x) qui

sont les e®orts ext¶erieurs. Les ¶equations pour deux couches sont les suivantes :

Premiµere couche :

u0
1 = ¡

N1

E1A1
(2.4)

v00=
M 1

E1I 1
(2.5)

N 0
1 = ¿ (2.6)

M 0
1 = Q1 ¡ d1¿ (2.7)

34



2.1 Modµele classique de poutre mixte µa connexion imparfaite

Fig. 2.3 { Poutre mixte

Q0
1 = ¡ º ¡ q (2.8)

Deuxiµeme couche :

u0
2 = ¡

N2

E2A2
(2.9)

v00=
M 2

E2I 2
(2.10)

N 0
2 = ¡ ¿ (2.11)

M 0
2 = Q2 ¡ d2¿ (2.12)

Q0
2 = º (2.13)

Dans cette th¶eorie, une loi de comportement d'interface lin¶eaire qui relie l'e®ort de cisaillement

et le glissement µa l'interface par la raideur d'interface K a ¶et¶e propos¶ee.

¿ = K
¡
U2

1 (x; y = 0 ; z) ¡ U1
1 (x; y = 0 ; z)

¢

= K
¡
(u2 ¡ d2:v0) ¡ (u1 + d1:v0)

¢

¿ = K
¡
¡ dv0¡ u1 + u2

¢
(2.14)

Nous soulignons ici que la raideurK du modµele classique di®µere de la raideurk1 de notre modµele.

k1 est la raideur unitaire selon la largeur de la poutre etK est la raideur totale sur la largeur de

la poutre.

En r¶esum¶e, on a au total 11 inconnues :

N1; N2; M 1; M 2; Q1; Q2; ¿; º; u1; u2; v

et 11 ¶equations (Eq.2.4 µa Eq. 2.14). Il y a trois ¶equations alg¶ebriques (Eq.2.9, Eq. 2.10, Eq.

2.12) et huit ¶equations di®¶erentielles dont une ¶equation d'ordre 2 (Eq.2.5).
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2.1.3 R¶esolution simpli¯¶ee pour le calcul selon les Eurocodes

Selon les Eurocodes, pour r¶esoudre le systµeme µa 11 ¶equations pr¶esent¶ees ci-dessus, l'approche

simpli¯¶ee des Eurocodes consiste µa consid¶erer que le chargement et les d¶eplacements g¶en¶eralis¶esv1,

v2 et u sont des sinusoÄ³dales fonction de x. La solution de ce problµeme est ensuite g¶en¶eralis¶ee pour les

autres con¯gurations de chargement. Cette approche a ¶et¶e propos¶e par Heimesho® [Heimesho®, 1987].

Nous pr¶esentons ici les d¶emarches principales pour retrouver les ¶equations Eurocodes.

(Eq. 2.6), (Eq. 2.4) et (Eq. 2.14) donnent :

E1A1v00
1 + K

¡
u2 ¡ u1 + du00¢ = 0 (2.15)

(Eq. 2.11), (Eq. 2.9) et (Eq. 2.14) donnent :

E2A2v00
2 ¡ K

¡
u2 ¡ u1 + du00¢ = 0 (2.16)

(Eq. 2.7), (Eq. 2.12), (Eq. 2.8), (Eq. 2.13) et (Eq. 2.14) donnent :
X

E i I i v(4) ¡ dK
¡
u0

2 ¡ u0
1 + dv00¢ = ¡ q (2.17)

Les d¶eplacements g¶en¶eralis¶esv1, v2 et u sont des sinusoÄ³dales fonction de x.

q(x) = p0sin (
¼
l

x) (2.18)

u1(x) = u10cos(
¼
l

x) (2.19)

u2(x) = u20cos(
¼
l

x) (2.20)

v(x) = v0sin (
¼
l

x) (2.21)

En introduisant les fonctions sinusoÄ³dales dans les trois ¶equations2.15, 2.16 et 2.17, nous

obtenons un systµeme de trois ¶equations µa trois inconnuesu10, u20 et v0 :
µ

¡
¼2

l2
E1A1 ¡ K

¶
u10 + Ku 20 + Kd

¼
l

v0 = 0

Ku 10 +
µ

¡
¼2

l2
E2A2 ¡ K

¶
u20 ¡ Kd

¼
l

v0 = 0

¡ Kd
¼
l

u10 + Kd
¼
l

u20 +
µ X

E i I i
¼4

l4
+ Kd 2 ¼2

l2

¶
v0 = ¡ p0 (2.22)

La r¶esolution de ce systµeme d'¶equation nous donne :

v0 = ¡ p0
l4

¼4

1
(EI )ef

u10 = ¡ p0
¼
l

d°1E2A2

°1E1A1 + E2A2

u20 = p0
¼
l

d°1E1A1

°1E1A1 + E2A2
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Oµu :

(EI )ef =
X

E i I i +
E1A1°1d2

1 + °1
E1A 1
E2A 2

°1 =
1

1 + K 1

K 1 =
¼2

l2
E1A1

K

Nous calculons le moment global de la maniµere suivante :

M = M 1 + M 2 ¡ N1d

= ¡ (EI )ef

µ
¡

¼2

l2
p0

l4

¼4

1
(EI )ef

sin
¼
l

x
¶

= ¡ (EI )ef v00 (2.23)

A partir de cette ¶equation reliant le moment global et la d¶eriv¶e au second ordre du d¶eplacement

v, on g¶en¶eralise la raideur (EI )ef de la poutre comme une raideur de °exion qui tient compte de la

raideur d'interface K. Le calcul de la poutre dans les autres con¯gurations de chargement consiste

µa calculer cette raideur de °exion et µa utiliser ensuite les th¶eories de poutre classiques.

2.1.4 Prise en compte de la d¶eformation de cisaillement

Le modµele classique se base sur le modµele de Bernoulli oµu la d¶eformation de cisaillement est

n¶eglig¶ee. Le calcul selon les Eurocodes nous donne une raideur e®ectif (EI )ef pour tenir compte

de la connexion imparfaite. La prise en compte de la d¶eformation de cisaillement dans le calcul

de poutres mixtes µa connexion parfaite peut-être r¶ealis¶e par la notion de raideur de cisaillement

e®ectif (GS)ef . Batoz [Batoz et al., 1990] a consid¶er¶e que la raideur de cisaillement e®ectif (GS)ef

dans le cas d'un bicouche µa connexion parfaite est la somme de la raideur de cisaillement de chaque

couche. Cependant, Nguyen [Nguyen et al., 2005] a montr¶e que la raideur de cisaillement e®ectif

d'un bicouche est la suivante :

(GS)ef =
(h1 + h2)2b

h1
G1

+ h2
G2

(2.24)

Oµu h1, h2 sont les hauteurs de couches etG1, G2 sont les modules de cisaillement des couches.

2.1.5 R¶esolution formelle des ¶equations du modµele classique

En d¶erivant 2 fois (Eq. 2.5) et une fois (Eq. 2.7) et (Eq. 2.8) on peut ¶ecrire :

E1I 1v(4) = ¡ q ¡ º ¡ d1¿0 (2.25)

De la même maniµere, µa partir de (Eq.2.10), (Eq. 2.12) et (Eq. 2.13), on obtient :

E2I 2v(4) = º ¡ d2¿0 (2.26)
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La somme de (Eq.2.25) et (Eq. 2.26) donne :
³ X

E i I i

´
v(4) = ¡ q ¡ d¿0 (2.27)

Et la d¶eriv¶ee de (Eq.2.14) s'¶ecrit :

¿0 = K
·
¡ dv00¡

N2

E2A2
+

N1

E1A1

¸

¿00= K
·
¡ dv000¡

N 0
2

E2A2
+

N 0
1

E1A1

¸

= K
·
¡ dv000+ ¿

µ X 1
E i A i

¶¸
(2.28)

En introduisant (Eq. 2.28) dans la d¶eriv¶ee de (Eq.2.27), la d¶eriv¶ee de la formulation obtenue

donne :

X
E i I i v(6) = ¡ q00¡ dK

µ
¡ dv(4) + ¿0

X 1
E i A i

¶

= ¡ q00¡ dK
µ

¡ dv(4) +
µ

¡
q
d

¡
P

E i I i

d
v(4)

¶ X 1
E i A i

¶

v(6) = K
·

d2
P

E i I i
+

X 1
E i A i

¸
v(4) +

1
P

E i I i

·
Kq

X 1
E i A i

¡ q00
¸

(2.29)

Nous obtenons en¯n l'¶equation di®¶erentielle d'ordre six de la poutre mixte :

v(6) ¡ ®2v(4) = f (2.30)

Oµu :

®2 = K
µ X 1

E i A i
+

d2
P

E i I i

¶
(2.31)

f =
1

P
E i I i

·µ
K

X 1
E i A i

¶
q ¡ q00

¸
(2.32)

La r¶esolution formelle de cette ¶equation est pr¶esent¶ee en annexeA.

2.1.6 Comparaison de la solution formelle et de la solution selon les Eurocodes
du modµele classique

Consid¶erons un exemple de poutre mixte bois-BHP ¯br¶e pour laquelle la g¶eom¶etrie et le type de

chargement sont pr¶esent¶es sur la ¯gure (Fig.2.9). La poutre est constitu¶ee d'une couche sup¶erieure

en b¶eton ¯br¶e µa trµes hautes performances (BHP ¯br¶e), connect¶ee µa une poutre en bois lamell¶e-coll¶e,

qui constitue la couche inf¶erieure.

Le bois est un mat¶eriau orthotrope ¶elastique lin¶eaire et le b¶eton est un mat¶eriau isotrope

¶elastique lin¶eaire. Leurs caract¶eristiques sont les suivantes :
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2.1 Modµele classique de poutre mixte µa connexion imparfaite

Fig. 2.4 { Poutre mixte bois-BHP ¯br¶e

- BHP ¯br¶e : Ec = 45000MPa , º c = 0 :2 ;

- Bois : Ew1 = 12500MPa, Ew2 = 420MPa, Ew3 = 420MPa, Gw21 = Gw31 = 780MPa,

Gw23 = 420MPa, º w21 = º w31 = 0 :1 et º w23 = 0 :3.

Le sch¶ema de calcul est pr¶esent¶e sur la fugure (Fig.2.5).

Fig. 2.5 { Sch¶ema de la poutre charg¶ee uniform¶ement

Les conditions aux limites pour trouver 6 coe±cients di®¶erentiels dans la r¶esolution analytique

du modµele classique (AnnexeA) sont les suivantes :

8
><

>:

v0(x = 0) = 0

¿(x = 0) = 0

Q(x = 0) = 0

et

8
><

>:

v(x = L=2) = 0

v00(x = L=2) = 0

M (x = L=2) = 0

(2.33)

La solution formelle du modµele classique a ¶et¶e complµetement ¶etablie. Nous pr¶esentons mainte-

nant la comparaison avec le calcul selon les Eurocodes qui est une simpli¯cation de la r¶esolution des

¶equations du modµele classique. Les r¶esultats (Fig.2.6) montrent que dans ce cas de con¯guration,

le calcul selon les Eurocodes donne une bonne pr¶evision de la raideur globale de la poutre par rap-

port µa la solution formelle. Par contre, le fait d'imposer une forme sinusoÄ³dale pour le chargement

modi¯e la forme du champ d'e®orts de cisaillement µa l'interface par rapport µa la solution formelle.
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Fig. 2.6 { Comparaison des champs de d¶eplacement vertical et d'e®ort de cisaillement pour deux

approches du modµele classique

40



2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite

2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite

2.2.1 Modµele M 4-5n adapt¶e aux multicouches µa connexion imparfaite

La th¶eorie de poutre mixte µa connexion imparfaite se base en g¶en¶eral sur le modµele de Ber-

noulli qui n¶eglige la d¶eformation de cisaillement [Newmark et al., 1951] ou celui de Timoshenko

qui prend en compte de d¶eformation de cisaillement par une rotation suppl¶ementaire des sections

[Schnabl et al., 2007]. Pour la prise en compte du glissement µa l'interface, les auteurs imposent une

loi d'interface qui relie l'e®ort de cisaillement au glissement µa l'interface. Nous remarquons que le

terme de glissement dans ces th¶eories est une grandeur g¶en¶eralis¶ee.

Les di®¶erents travaux [Chabot, 1997], [Carreira, 1998] r¶ealis¶es au sein du LAMI (ENPC) ont

abouti µa la formulation complµete d'une famille de modµeles multiparticulaires ditsM 4 (Modµeles

Multiparticulaires des Mat¶eriaux Multicouches), µa partir de la m¶ethode d'approximation d'Hellinger-

Reissner. Ces modµeles adoptent une approximation plus ¯ne des champs suivant l'¶epaisseur du

multicouche par une cin¶ematique par couche plutôt qu'une cin¶ematique globale. En e®et, avec les

modµeles multiparticulaires, le multicouche est repr¶esent¶e par un ensemble de plaques coupl¶ees par

des e®orts d'interface. Cette famille de modµeles permet donc de mieux d¶ecrire les contraintes et

les d¶eformations aux interfaces. De plus, Diaz-Diaz [Diaz-Diaz, 2001] a repris la construction de

deux modµeles multiparticulaires de la famille de modµelesM 4 pour les adapter aux multicouches

comportant des d¶eformations an¶elastiques dans les couches et des discontinuit¶es de d¶eplacement

aux interfaces.

A¯n de mieux prendre en compte le glissement dans les poutres mixtes µa connexion imparfaite,

nous allons, dans ce paragraphe, reprendre la construction du modµeleM 4-5n et introduire un

terme de discontinuit¶e pour l'adapter µa notre problµeme de multicouche µa connexion imparfaite.

Le terme de glissement µa l'interface est d'abord implant¶e dans le modµele µa travers un terme de

discontinuit¶e µa l'interface qui est suppos¶e être une variable d'¶etat. Ensuite, nous imposons la loi

de comportement d'interface qui relie l'e®ort de cisaillement g¶en¶eralis¶e µa ce terme de glissement.

Cette d¶emarche nous conduit µa une am¶elioration du concept de glissement par rapport au terme

de pseudo-glissement trouv¶e dans la litt¶erature.

Consid¶erons le multicouche form¶e de n couches d'¶epaisseurei dont les interfaces sont not¶ees

¡ i;i +1 . Le volume occup¶e par le multicouche est not¶e  = ! £
£
h¡

1 ; h+
n

¤
(Fig. 2.7) . Le d¶etail des

d¶emarches de l'adaptation du modµeleM 4-5n est pr¶esent¶e dans l'annexe (B). Nous pr¶esentons ici

la r¶ecapitulatif des champs g¶en¶eralis¶es et des ¶equations du modµeleM 4-5n adapt¶e:

Champs g¶en¶eralis¶es pour 1 · i · n et 1 · j · n ¡ 1 :

- E®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es~~N
i
; ~~M

i
; ~Qi ; ~¿j;j +1 etº j;j +1

- D¶eplacements g¶en¶eralis¶es~U i ; ~Ái etU i
3

- D¶eformations g¶en¶eralis¶ees~~²
i
; ~Âi ; ~di

Á; ~D j;j +1 etD j;j +1
º
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Fig. 2.7 { Multicouche ¶etudi¶e

¶Equations d'¶equilibre sur ! pour i · i · n :

~div ~~N
i
(x; y) + ~¿i;i +1 (x; y) ¡ ~¿i ¡ 1;i (x; y) = 0 sur !

div ~Qi + º i;i +1 (x; y) ¡ º i ¡ 1;i (x; y) = 0 sur !

~div ~~M
i
(x; y) ¡ ~Qi (x; y) +

ei

2

¡
~¿i;i +1 (x; y) + ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
= 0 sur !

¶Equations de comportement sur ! pour i · i · n et 1 · j · n ¡ 1 :

~~²
i
(x; y) =

~~~~S
i

ei : ~~N
i
(x; y)

~~Â
i
(x; y) =

12

ei 3

~~~~S
i

: ~~M
i
(x; y)

~di
Á(x; y) =

6
5ei

~~S
i

Q : ~Qi ¡
1
10

~~S
i

Q :
¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i ¢

~D j;j +1 (x; y) ¡ ~° j;j +1 (x; y) = ¡
1
10

~~S
j

Q : ~Qj ¡
1
10

~~S
j +1

Q : ~Qj +1 ¡
ej

30
~~S

j

Q :~¿j ¡ 1;j +

+
2
15

µ
ej ~~S

j

Q + ej +1 ~~S
j +1

Q

¶
:~¿j;j +1 ¡

ej +1

30
~~S

j +1

Q :~¿j +1 ;j +2

D j;j +1
º (x; y) ¡ ° j;j +1

3 (x; y) =
9
70

ej Sj
º º j ¡ 1;j +

13
35

¡
ej Sj

º + ej +1 Sj +1
º

¢
º j;j +1 +

9
70

ej +1 Sj +1 º j +1 ;j +2

¶Equations de comportement d'interface sur ! pour 1 · j · n ¡ 1 :

¿j;j +1
® (x; y) = k j;j +1

® ° j;j +1
® (x; y)

º j;j +1 (x; y) = k j;j +1
3 ° j;j +1

3 (x; y)

Conditions aux limites en e®orts g¶en¶eralis¶es sur @! pour i · i · n :
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

~~N
i
:n = ~T i

d
~~M

i
:n = ~M i

d
~Qi :n = Qi

3d

(2.34)
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2.2.2 Modµele M 4-5n adapt¶e aux poutres multicouches µa connexion imparfaite

Nous avons ¶etabli un modµele de multicouche µa connexion imparfaite avec une loi d'interface

lin¶eaire. Nous allons pr¶esenter dans ce paragraphe le passage au modµele de poutre multicouche.

Nous commen»cons par consid¶erer une poutre µa n couches µa bords libres. Supposons que la largeur

de chaque couche est constante et ¶egale µa 2bi . La poutre admet le plan (0; x; z) comme plan de

sym¶etrie pour la g¶eom¶etrie et le chargement (Fig.2.8). Nous allons construire un modµele de poutre

associ¶e au modµeleM 4-5n de plaque pr¶esent¶e dans la partie pr¶ec¶edente.

Fig. 2.8 { Poutre multicouche µa bords libres

En supposant que (0; x; z) est le plan de sym¶etrie pour la g¶eom¶etrie et le chargement de la

poutre, nous obtenons la parit¶e des champs 3D dans la poutre, ainsi que celui des champs g¶en¶eralis¶es

associ¶es au modµeleM 4-5n . Ce dernier nous permettra de simpli¯er le calcul int¶egral des champs

selon l'axey en remarquant que :
Z bi

¡ bi

f (x; y)dy = 0 si f (x; y) est impaire sur y 2 [¡ bi ; bi ] (2.35)

- Champ de contrainte 3D :

¾11(x), ¾22(x), ¾33(x), ¾31(x) : Pairs

¾23(x), ¾12(x) : Impairs

- Champ de d¶eplacement 3D :

U1(x), U2(x), U3(x) : Pairs

- Champs des e®orts g¶en¶eralis¶es :

N i
11(x; y), N i

22(x; y), M i
11(x; y), M i

22(x; y), Qi
1(x; y), ¿i;i +1 (x; y), º i;i +1

1 (x; y) : Pairs

N i
12(x; y), N i

21(x; y), M i
12(x; y), M i

21(x; y), Qi
2(x; y), ¿i;i +1

2 (x; y) : Impairs

- Champs de d¶eplacement g¶en¶eralis¶e :

U i
®(x; y), Ái

®(x; y), U i
3(x; y) : Pairs

Nous nous int¶eressons ici au problµeme de poutre µa bords libres. Nous avons alors les conditions

aux limites associ¶ees aux champs g¶en¶eralis¶es du modµeleM 4-5n :

- N i
22(x; bi ) = N i

22(x; ¡ bi ) = 0
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- N i
12(x; bi ) = N i

12(x; ¡ bi ) = 0

- N i
21(x; bi ) = N i

21(x; ¡ bi ) = 0

- M i
22(x; bi ) = M i

22(x; ¡ bi ) = 0

- M i
12(x; bi ) = M i

12(x; ¡ bi ) = 0

- M i
21(x; bi ) = M i

21(x; ¡ bi ) = 0

- Qi
2(x; bi ) = Qi

2(x; ¡ bi ) = 0

- ¿i
2(x; bi ) = ¿i

2(x; ¡ bi ) = 0

D'autre part, nous avons aussi la condition suivante pour un champ pair selon l'axey :

f (x; bi ) ¡ f (x; ¡ bi ) = 0

Nous reprenons ensuite les ¶equations du modµeleM 4-5n que nous int¶egrons sur la largeur pour

trouver les grandeurs g¶en¶eralis¶ees du modµele de poutre associ¶e ainsi que ses ¶equations d'¶equilibre,

conditions aux limites et lois de comportement.

E®orts g¶en¶eralis¶es et ¶equations d'¶equilibre

Rappelons ici les ¶equations d'¶equilibre de modµeleM 4-5n :

~div ~~N
i
(x; y) + ~¿i;i +1 (x; y) ¡ ~¿i ¡ 1;i (x; y) = 0 sur ! (2.36)

div ~Qi + º i;i +1 (x; y) ¡ º i ¡ 1;i (x; y) = 0 sur ! (2.37)

~div ~~M
i
(x; y) ¡ ~Qi (x; y) +

ei

2

¡
~¿i;i +1 (x; y) + ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
= 0 sur ! (2.38)

Nous introduisons les grandeurs suivantes qui seront les e®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es du modµele

de poutre associ¶e au modµeleM 4-5n :

- E®ort normal de la couchei (avec 1· i · n) :

N i
1(x) =

Z bi

¡ bi

N i
11(x; y)dy (N ); (2.39)

- Moment de °exion de la couchei par rapport au plan m¶edian de la couche (avec

1 · i · n) :

M i
1(x) =

Z bi

¡ bi

M i
11(x; y)dy (Nm); (2.40)

- E®ort tranchant de la couchei (avec 1· i · n) :

Q i
1(x) =

Z bi

¡ bi

Qi
1(x; y)dy (N ); (2.41)

- E®ort de cisaillement µa l'interfacej; j + 1 (avec 1 · j · n ¡ 1) :

T j;j +1
1 (x) =

Z bj

¡ bj

¿j;j +1
1 (x; y)dy (N=m); (2.42)
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- E®ort d'arrachement µa l'interface j; j + 1 (avec 1 · j · n ¡ 1) :

V j;j +1 (x) =
Z bj

¡ bj

º j;j +1
1 (x; y)dy (N=m); (2.43)

Nous consid¶erons la premiµere ¶equation de (Eq.2.36) et nous l'int¶egrons sur y 2 [¡ bi ; bi ] :
Z bi

¡ bi

N i
11;1(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

N i
12;2(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

¿i;i +1
1 dy ¡

Z bi

¡ bi

¿i ¡ 1;i
1 dy = 0 (2.44)

Rappelons ici que le bord de la poutre est libre,N i
12(x; bi ) = N i

12(x; ¡ bi ) = 0, alors :
Z bi

¡ bi

N i
12;2(x; y)dy = N i

12(x; bi ) ¡ N i
12(x; ¡ bi ) = 0 (2.45)

Nous obtenons ainsi une premiµere ¶equation d'¶equilibre du modµele de poutre associ¶e :

N i
1;1(x) + T i;i +1

1 (x) ¡ T i ¡ 1;i
1 (x) = O (2.46)

En int¶egrant sur y 2 [¡ bi ; bi ] l'¶equation (Eq. 2.37) et en remarquant que
Rbi

¡ bi
Qi

2;2(x; y)dy =

Qi
2(x; bi ) ¡ Qi

2(x; ¡ bi ) = 0, on obtient une deuxiµeme ¶equation d'¶equilibre du modµele de poutre

associ¶e :

Q i
1;1(x) + V i;i +1 (x) ¡ V i ¡ 1;i (x) = O (2.47)

De maniµere similaire, en int¶egrant sury 2 [¡ bi ; bi ] la premiµere ¶equation de (Eq.2.38) et en

remarquant que
Rbi

¡ bi
M i

12;2(x; y)dy = M i
12(x; bi ) ¡ M i

12(x; ¡ bi ) = 0 , on obtient la troisiµeme ¶equation

d'¶equilibre du modµele de poutre associ¶e :

M i
1;1(x) ¡ Q i

1(x) +
ei

2

³
T i;i +1

1 (x) + T i ¡ 1;i
1 (x)

´
= O (2.48)

Nous r¶ecapitulons ici trois ¶equations d'¶equilibre du modµele de poutre associ¶e au modµeleM 4-5n

qui portent sur les e®orts g¶en¶eralis¶es de la poutre :

N i
1;1(x) + T i;i +1

1 (x) ¡ T i ¡ 1;i
1 (x) = O (2.49)

Q i
1;1(x) + V i;i +1 (x) ¡ V i ¡ 1;i (x) = O (2.50)

M i
1;1(x) ¡ Q i

1(x) +
ei

2

³
T i;i +1

1 (x) + T i ¡ 1;i
1 (x)

´
= O (2.51)

Conditions aux limites en contrainte

A partir de la remarque B.3.1, on note les donn¶ees sur la face inf¶erieure et la face sup¶erieure

respectivementT 0;1
1 (x), V 0;1(x) et T n;n +1

1 (x), V n;n +1 (x). Elles sont exprim¶ees en e®ort impos¶e sur

les faces de la poutre :
(

T 0;1
1 (x; y) = ¡ T ¡

1 (x; y)

V 0;1(x; y) = ¡ T ¡
3 (x; y)

(
T n;n +1

1 (x; y) = T +
1 (x; y)

V n;n +1 (x; y) = T +
3 (x; y)
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Les conditions aux limites en contrainte sur la frontiµere@! sont exprim¶ees comme suit :
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

N i
1;1(x) = N i

d

M i
1;1(x) = M i

d

Q i
1(x) = Q i

d

(2.52)

D¶eplacements g¶en¶eralis¶es et loi de comportement

Rappelons ici les lois de comportement du modµeleM 4-5n :

~~²
i
(x; y) =

~~~~S
i

ei : ~~N
i
(x; y) (2.53)

~~Â
i
(x; y) =

12

ei 3

~~~~S
i

: ~~M
i
(x; y) (2.54)

~di
Á(x; y) =

6
5ei

~~S
i

Q : ~Qi ¡
1
10

~~S
i

Q :
¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i ¢ (2.55)

~D i;i +1 (x; y) ¡ ~° i;i +1 (x; y) = ¡
1
10

~~S
i

Q : ~Qi ¡
1
10

~~S
i +1

Q : ~Qi +1 ¡
ei

30
~~S

i

Q :~¿i ¡ 1;i +

+
2
15

µ
ei ~~S

i

Q + ei +1 ~~S
i +1

Q

¶
:~¿i;i +1 ¡

ei +1

30
~~S

i +1

Q :~¿i +1 ;i +2 (2.56)

D i;i +1
º (x; y) ¡ ° i;i +1

3 (x; y) =
9
70

ei Si
º º i ¡ 1;i +

13
35

¡
ei Si

º + ei +1 Si +1
º

¢
º i;i +1 +

9
70

ei +1 Si +1 º i +1 ;i +2

(2.57)

Nous int¶egrons les lois de comportement du modµeleM 4-5n sur y 2 [¡ bi ; bi ] pour faire ap-

parâ³tre les champs de d¶eplacement g¶en¶eralis¶es et les champs de d¶eformation g¶en¶eralis¶es du modµele

de poutre associ¶e ainsi que ses lois de comportement. Les grandeurs qui seront les d¶eplacements

g¶en¶eralis¶es du modµele de poutre sont les suivantes :

- D¶eplacement moyen selon l'axex de la couchei (avec 1· i · n) :

U i
1(x) =

1
2bi

Z bi

¡ bi

U i
1(x; y)dy (m); (2.58)

- D¶eplacement moyen selon l'axez de la couchei (avec 1· i · n) :

U i
3(x) =

1
2bi

Z bi

¡ bi

U i
3(x; y)dy (m); (2.59)

- Rotation moyenne autour l'axe y de la couchei (avec 1· i · n) :

©i
1(x) =

1
2bi

Z bi

¡ bi

Ái
1(x; y)dy (rad); (2.60)

- Glissement moyen selon l'axex µa l'interface :

 i;i +1
1 (x) =

1
2bi

Z bi

¡ bi

° i;i +1
1 (x; y)dy (m); (2.61)
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- Arrachement moyen selon l'axez µa l'interface :

 i;i +1
3 (x) =

1
2bi

Z bi

¡ bi

° i;i +1
3 (x; y)dy (m); (2.62)

* L'int¶egrale sur y 2 [¡ bi ; bi ] de la premiµere ¶equation de (Eq.2.53) donne :

Z bi

¡ bi

" i
11(x; y)dy =

Z bi

¡ bi

U i
1;1(x; y)dy

=
Z bi

¡ bi

Si
1111

ei N i
11(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

Si
1112

ei N i
12(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

Si
1121

ei N i
21(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

Si
1122

ei N i
22(x; y)dy (2.63)

La parit¶e de N i
12 et N i

21 donne :

Z bi

¡ bi

N i
12(x; y)dy =

Z bi

¡ bi

N i
21(x; y)dy = 0 (2.64)

On en d¶eduit :

U i
1;1(x) =

Si
1111

2bi ei N i
1(x) +

1
2bi

Z bi

¡ bi

Si
1122

ei N i
22(x; y)dy (2.65)

L'int¶egrale sur y 2 [¡ bi ; bi ] de la deuxiµeme ¶equation de (Eq.2.53) donne :

Z bi

¡ bi

² i
22(x; y)dy =

Z bi

¡ bi

U i
2;2(x; y)dy

=
Z bi

¡ bi

Si
2211

ei N i
11(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

Si
2212

ei N i
12(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

Si
2221

ei N i
21(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

Si
2222

ei N i
22(x; y)dy

En remarquant que
Rbi

¡ bi
U i

2;2(x; y)dy = U i
2(x; bi ) ¡ U i

2(x; ¡ bi ) = 0, on obtient :

Si
2211

ei N i
1(x) +

Z bi

¡ bi

Si
2222

ei N i
22(x; y)dy = 0 (2.66)

Ou bien :
1

2bi

Z bi

¡ bi

Si
1122

ei N i
22(x; y)dy = ¡

Si
1122

Si
2222

Si
2211

2bi ei N i
1(x) (2.67)

En introduisant (Eq. 2.67) dans (Eq. 2.65), on obtient alors la premiµere ¶equation de comporte-

ment du modµele de poutre associ¶e :

U i
1;1(x) =

µ
Si

1111

2bi ei ¡
Si

1122

Si
2222

Si
2211

2bi ei

¶
N i

1(x) (2.68)
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* Consid¶erons ensuite l'int¶egrale sury 2 [¡ bi ; bi ] de la premiµere ¶equation de (Eq.2.54) :

Z bi

¡ bi

Âi
11(x; y)dy =

Z bi

¡ bi

Ái
1;1(x; y)dy

=
Z bi

¡ bi

12Si
1111

(ei )3 M i
11(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

12Si
1112

(ei )3 M i
12(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

12Si
1121

(ei )3 M i
21(x; y)dy +

+
Z bi

¡ bi

12Si
1122

(ei )3 M i
22(x; y)dy

On en d¶eduit :

©i
1;1(x) =

12Si
1111

2bi (ei )3 M i
1(x) +

1
2bi

Z bi

¡ bi

12Si
1122

(ei )3 M i
22(x; y)dy (2.69)

L'int¶egrale sur y 2 [¡ bi ; bi ] de la deuxiµeme ¶equation de (Eq.2.54) donne :

Z bi

¡ bi

Âi
22(x; y)dy =

Z bi

¡ bi

Ái
2;2(x; y)dy

=
Z bi

¡ bi

12Si
2211

(ei )3 M i
11(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

12Si
2212

(ei )3 M i
12(x; y)dy +

+
Z bi

¡ bi

12Si
2221

(ei )3 M i
21(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

12Si
2222

(ei )3 M i
22(x; y)dy

En remarquant que
Rbi

¡ bi
Ái

2;2(x; y)dy = Ái
2(x; bi ) ¡ Ái

2(x; ¡ bi ) = 0, on obtient :

12Si
2211

(ei )3 M i
1(x) +

Z bi

¡ bi

12Si
2222

(ei )3 M i
22(x; y)dy = 0 (2.70)

Ou bien :
1

2bi

Z bi

¡ bi

12Si
1122

(ei )3 M i
22(x; y)dy = ¡

Si
1122

Si
2222

12Si
2211

2bi (ei )3 M i
1(x) (2.71)

En introduisant (Eq. 2.71) dans (Eq. 2.69), on obtient alors la deuxiµeme ¶equation de compor-

tement du modµele de poutre associ¶e :

©i
1;1(x) =

µ
12Si

1111

2bi (ei )3 ¡
Si

1122

Si
2222

12Si
2211

2bi (ei )3

¶
M i

1(x) (2.72)

* L'int¶egrale sur y 2 [¡ bi ; bi ] de la premiµere ¶equation de (Eq.2.55) donne :

Z bi

¡ bi

di
Á1(x; y)dy =

Z bi

¡ bi

Ái
1(x; y)dy +

Z bi

¡ bi

U i
3;1(x; y)dy

=
Z bi

¡ bi

6
5ei

¡
4Si

1313Q
i
1(x; y) + 4 Si

1323Q
i
2(x; y)

¢
dy ¡

Z bi

¡ bi

1
10

4Si
1313

³
¿i;i +1

1 (x; y) + ¿i ¡ 1;i
1 (x; y)

´
dy ¡

¡
Z bi

¡ bi

1
10

4Si
1323

³
¿i;i +1

2 (x; y) + ¿i ¡ 1;i
2 (x; y)

´
dy
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Rappelons queQi
2(x; y); ¿i;i +1

2 (x; y); ¿i ¡ 1;i
2 (x; y) sont impairs sur y 2 [¡ bi ; bi ]. On en d¶eduit la

troisiµeme ¶equation de comportement du modµele de poutre associ¶e :

©i
1(x) + U i

3;1(x) =
6

2bi 5ei 4Si
1313Q

i
1(x) ¡

1
2bi 10

4Si
1313

³
T i;i +1

1 (x) + T i ¡ 1;i
1 (x)

´
(2.73)

* L'int¶egrale sur y 2 [¡ bi ; bi ] de la premiµere ¶equation de (Eq.2.56) donne :
Z bi

¡ bi

D i;i +1
1 (x; y)dy ¡

Z bi

¡ bi

° i;i +1
1 (x; y)dy

=
Z bi

¡ bi

U i +1
1 (x; y)dy ¡

Z bi

¡ bi

U i
1(x; y)dy ¡

Z bi

¡ bi

ei

2
Ái

1(x; y)dy ¡

¡
Z bi

¡ bi

ei +1

2
Ái +1

1 (x; y)dy ¡
Z bi

¡ bi

° i;i +1
1 (x; y)dy

= ¡
1
10

¡
4Si

1313Q
i
1(x; y) + 4 Si

1323Q
i
2(x; y)

¢
¡

1
10

¡
4Si +1

1313Q
i +1
1 (x; y) + 4 Si +1

1323Q
i +1
2 (x; y)

¢
¡

¡
ei

30

³
4Si

1313¿
i ¡ 1;i
1 (x; y) + 4 Si

1323¿
i ¡ 1;i
2 (x; y)

´
+

2
15

¡
ei 4Si

1313 + ei +1 4Si +1
1313

¢
¿i;i +1

1 +

+
2
15

¡
ei 4Si

1323 + ei +1 4Si +1
1323

¢
¿i;i +1

2 ¡
ei +1

30

³
4Si +1

1313¿
i +1 ;i +2
1 (x; y) + 4 Si +1

1323¿
i +1 ;i +2
2 (x; y)

´

On en d¶eduit la quatriµeme ¶equation de comportement du modµele de poutre associ¶e :

U i +1
1 (x) ¡ U i

1(x) ¡
ei

2
©i

1(x) ¡
ei +1

2
©i +1

1 (x) ¡  i;i +1
1 (x) = ¡

1
2bi 10

¡
4Si

1313Q
i
1(x) + 4 Si +1

1313Q
i +1
1 (x)

¢
¡

¡
ei

2bi 30
4Si

1313T
i ¡ 1;i
1 (x) +

2
2bi 15

¡
ei 4Si

1313 + ei +1 4Si +1
1313

¢
T i;i +1

1 (x) ¡
ei +1

2bi 30
4Si +1

1313T
i +1 ;i +2
1 (x) (2.74)

* L'int¶egrale sur y 2 [¡ bi ; bi ] de la premiµere ¶equation de (Eq.2.57) donne :
Z bi

¡ bi

D i;i +1
º (x; y)dy ¡

Z bi

¡ bi

° i;i +1
3 (x; y)dy =

Z bi

¡ bi

U i +1
3 (x; y)dy ¡

Z bi

¡ bi

U i
3(x; y)dy ¡

Z bi

¡ bi

° i;i +1
3 (x; y)dy

=
Z bi

¡ bi

9
70

ei Si
3333º

i ¡ 1;i (x; y)dy +
Z bi

¡ bi

13
35

¡
ei Si

3333 + ei +1 Si +1
3333

¢
º i;i +1 (x; y)dy +

+
Z bi

¡ bi

9
70

ei +1 Si +1
3333º

i +1 ;i +2 (x; y)dy

On en d¶eduit la cinquiµeme ¶equation de comportement du modµele de poutre associ¶e :

U i +1
3 (x) ¡ U i

3(x) ¡  i;i +1
3 =

9
2bi 70

ei Si
3333V

i ¡ 1;i (x) +
13

2bi 35

¡
ei Si

3333 + ei +1 Si +1
3333

¢
V i;i +1 (x) +

+
9

2bi 70
ei +1 Si +1

3333V
i +1 ;i +2 (x) (2.75)

* Nous introduisons les champs de d¶eformation g¶en¶eralis¶es du modµele de poutre associ¶e sui-

vants :

² i
1(x) = U i

1;1(x) (2.76)
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Âi
1(x) = © i

1;1(x) (2.77)

d i
Á1(x) = © i

1(x) + U i
3;1(x) (2.78)

D j;j +1
1 (x) = U j +1

1 (x) ¡ U j
1(x) ¡

ej

2
©j

1(x) ¡
ej +1

2
©j +1

1 (x) (2.79)

D j;j +1
º (x) = U j +1

3 (x) ¡ U j
3(x) (2.80)

Nous obtenons donc l'ensemble des ¶equations de comportement du modµele de poutre associ¶e :

² i
1(x) =

µ
Si

1111

2bi ei ¡
Si

1122

Si
2222

Si
2211

2bi ei

¶
N i

1(x) (2.81)

Âi
1(x) =

µ
12Si

1111

2bi (ei )3 ¡
Si

1122

Si
2222

12Si
2211

2bi (ei )3

¶
M i

1(x)

d i
Á1(x) =

6
2bi 5ei 4Si

1313Q
i
1(x) ¡

1
2bi 10

4Si
1313

³
T i;i +1

1 (x) + T i ¡ 1;i
1 (x)

´

D j;j +1
1 (x) ¡  j;j +1

1 (x) = ¡
1

2bj 10

¡
4Si

1313Q
i
1(x) + 4 Si +1

1313Q
i +1
1 (x)

¢
¡

ei

2bj 30
4Si

1313T
i ¡ 1;i
1 (x) +

+
2

2bj 15

¡
ei 4Si

1313 + ei +1 4Si +1
1313

¢
T i;i +1

1 (x) ¡
ei +1

2bj 30
4Si +1

1313T
i +1 ;i +2
1 (x) (2.82)

D j;j +1
º (x) ¡  j;j +1

3 =
9

2bj 70
ei Si

3333V
i ¡ 1;i (x) +

13
2bj 35

¡
ei Si

3333 + ei +1 Si +1
3333

¢
V i;i +1 (x) +

+
9

2bj 70
ei +1 Si +1

3333V
i +1 ;i +2 (x) (2.83)

Loi de comportement d'interface

On reprend l'¶equation de comportement d'interface du modµeleM 4-5n :

¿j;j +1
® (x; y) = k j;j +1

® ° j;j +1
® (x; y) (2.84)

º j;j +1 (x; y) = k j;j +1
3 ° j;j +1

3 (x; y) (2.85)

En int¶egrant sur y 2 [¡ bi ; bi ] la premiµere ¶equation de (Eq.2.84) et l'¶equation (Eq. 2.85), nous

obtenons deux ¶equations de comportement du modµele de poutre associ¶e :

T j;j +1
1 (x) = 2 bj k j;j +1

1  j;j +1
1 (x) (2.86)

V j;j +1 (x) = 2 bj k j;j +1
3  j;j +1

3 (x) (2.87)
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2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite

R¶ecapitulatif des ¶equations et des champs g¶en¶eralis¶es

Champs g¶en¶eralis¶es pour 1 · i · n et 1 · j · n ¡ 1 :

- E®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶esN i
1(x); M i

1(x); Q i
1(x); T j;j +1

1 (x) et V j;j +1

- D¶eplacements g¶en¶eralis¶esU i
1(x); ©i

1(x) et U i
3(x)

- D¶eformations g¶en¶eralis¶ees² i
1(x); Âi

1(x); d i
Á1(x); D j;j +1

1 (x) et D j;j +1
º

¶Equations de compatibilit¶e pour i · i · n et 1 · j · n ¡ 1 :

² i
1(x) = U i

1;1(x)

Âi
1(x) = © i

1;1(x)

d i
Á1(x) = © i

1(x) + U i
3;1(x)

D j;j +1
1 (x) = U j +1

1 (x) ¡ U j
1(x) ¡

ej

2
©j

1(x) ¡
ej +1

2
©j +1

1 (x)

D j;j +1
º (x) = U j +1

3 (x) ¡ U j
3(x)

¶Equations d'¶equilibre pour i · i · n :

N i
1;1(x) + T i;i +1

1 (x) ¡ T i ¡ 1;i
1 (x) = O

Q i
1;1(x) + V i;i +1 (x) ¡ V i ¡ 1;i (x) = O

M i
1;1(x) ¡ Q i

1(x) +
ei

2

³
T i;i +1

1 (x) + T i ¡ 1;i
1 (x)

´
= O

¶Equations de comportement pour i · i · n et 1 · j · n ¡ 1 :

² i
1(x) =

µ
Si

1111

2bi ei ¡
Si

1122

Si
2222

Si
2211

2bi ei

¶
N i

1(x)

Âi
1(x) =

µ
12Si

1111

2bi (ei )3 ¡
Si

1122

Si
2222

12Si
2211

2bi (ei )3

¶
M i

1(x)

d i
Á1(x) =

6
2bi 5ei 4Si

1313Q
i
1(x) ¡

1
2bi 10

4Si
1313

³
T i;i +1

1 (x) + T i ¡ 1;i
1 (x)

´

D j;j +1
1 (x) ¡  j;j +1

1 (x) = ¡
1

2bj 10

¡
4Si

1313Q
i
1(x) + 4 Si +1

1313Q
i +1
1 (x)

¢
¡

ei

2bj 30
4Si

1313T
i ¡ 1;i
1 (x) +

+
2

2bj 15

¡
ei 4Si

1313 + ei +1 4Si +1
1313

¢
T i;i +1

1 (x) ¡
ei +1

2bj 30
4Si +1

1313T
i +1 ;i +2
1 (x)

D j;j +1
º (x) ¡  j;j +1

3 =
9

2bj 70
ei Si

3333V
i ¡ 1;i (x) +

13
2bj 35

¡
ei Si

3333 + ei +1 Si +1
3333

¢
V i;i +1 (x) +

+
9

2bj 70
ei +1 Si +1

3333V
i +1 ;i +2 (x)
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2. Mod µeles pour les poutres mixtes µa connexion imparfaite

¶Equations de comportement d'interface pour 1 · j · n ¡ 1 :

T j;j +1
1 (x) = 2 bj k j;j +1

1  j;j +1
1 (x)

V j;j +1 (x) = 2 bj k j;j +1
3  j;j +1

3 (x)

Conditions aux limites en e®orts g¶en¶eralis¶es sur @! pour i · i · n :
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

N i
1;1(x) = N i

d

M i
1;1(x) = M i

d

Q i
1(x) = Q i

d

(2.88)
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2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite

2.2.3 Modµele M 4-5n adapt¶e aux poutres mixtes µa connexion imparfaite -
R¶esolution analytique et validation par les EF

Les ¶equations d'un modµele de poutre multicouche µa connexion imparfaite viennent d'être

¶etablies dans la partie pr¶ec¶edente. Nous avons r¶eussi µa introduire la raideur de cisaillement et

la raideur d'arrachement pour mieux prendre en compte la connexion imparfaite entre les couches.

Le pr¶esent paragraphe pr¶esente une application dans le cas d'une poutre mixte. La r¶esolution ana-

lytique du systµeme d'¶equations va être pr¶esent¶ee. Un calcul ¶el¶ements ¯nis r¶ealis¶e sous Abaqus nous

permet de valider ce modµele.

Systµeme d'¶equations

Champs inconnus du problµeme :

{ E®orts normaux

N 1
1(x); N 2

1(x)

{ Moments °¶echissants

M 1
1(x); M 2

1(x)

{ E®orts tranchants

Q1
1(x); Q2

1(x)

{ E®orts de cisaillement

T 1;2
1 (x)

{ E®orts d'arrachement

V 1;2(x)

{ D¶eplacements g¶en¶eralis¶es

U 1
1(x); U 2

1(x); U 1
3(x); U 2

3(x)

{ Rotations g¶en¶eralis¶ees

©1
1(x); ©2

1(x)

{ Glissement d'interface

 1;2
1 (x) et  1;2

3 (x)

¶Equations de compatibilit¶e :

²1
1(x) = U 1

1;1(x) (2.89)

²2
1(x) = U 2

1;1(x) (2.90)

Â1
1(x) = © 1

1;1(x) (2.91)

Â2
1(x) = © 2

1;1(x) (2.92)

d1
Á1(x) = © 1

1(x) + U 1
3;1(x) (2.93)
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2. Mod µeles pour les poutres mixtes µa connexion imparfaite

d2
Á1(x) = © 2

1(x) + U 2
3;1(x) (2.94)

D 1;2
1 (x) = U 2

1(x) ¡ U 1
1(x) ¡

e1

2
©1

1(x) ¡
e2

2
©2

1(x) (2.95)

D 1;2
º (x) = U 2

3(x) ¡ U 1
3(x) (2.96)

¶Equations d'¶equilibre :

N 1
1;1 + T 1;2

1 = 0 (2.97)

N 2
1;1 ¡ T 1;2

1 = 0 (2.98)

Q1
1;1 + V 1;2 = 0 (2.99)

Q2
1;1 ¡ V 1;2 + V 2;3 = 0 (2.100)

M 1
1;1 ¡ Q1

1 +
e1

2
T 1;2

1 = 0 (2.101)

M 2
1;1 ¡ Q2

1 +
e2

2
T 1;2

1 = 0 (2.102)

Loi de comportement :

²1
1 =

µ
S1

1111

2b1e1 ¡
S1

1122

S1
2222

S1
2211

2b1e1

¶
N 1

1 (2.103)

²2
1 =

µ
S2

1111

2b2e2 ¡
S2

1122

S2
2222

S2
2211

2b2e2

¶
N 2

1 (2.104)

Â1
1 =

µ
12S1

1111

2b1(e1)3 ¡
S1

1122

S1
2222

12S1
2211

2b1(e1)3

¶
M 1

1 (2.105)

Â2
1 =

µ
12S2

1111

2b2(e2)3 ¡
S2

1122

S2
2222

12S2
2211

2b2(e2)3

¶
M 2

1 (2.106)

d1
Á1 =

6
2b15e1 4S1

1313Q
1
1 ¡

1
2b110

4S1
1313T

1;2
1 (2.107)

d2
Á1 =

6
2b25e2 4S2

1313Q
2
1 ¡

1
2b210

4S2
1313T

1;2
1 (2.108)

D 1;2
1 ¡  1;2

1 = ¡
1

2b110

¡
4S1

1313Q
1
1 + 4S2

1313Q
2
1

¢
+

2
2b115

¡
e14S1

1313 + e24S2
1313

¢
T 1;2

1 (2.109)

D 1;2
º ¡  1;2

3 =
13

2b135

¡
e1S1

3333 + e2S2
3333

¢
V 1;2 +

9
2b170

e2S2
3333V

2;3 (2.110)

Loi de comportement d'interface :

T 1;2
1 = 2b1k1;2

1  1;2
1 (2.111)

V 1;2 = 2b1k1;2
3  1;2

3 (2.112)

Nous avons au total 16 inconnues du problµeme :

N 1
1; N 2

1; M 1
1; M 2

1; Q1
1;1; Q2

1;1; T 1;2
1 ; V 1;2

U 1
1;1; U 2

1;1; ©1
1;1; ©2

1;1; U 1
3; U 2

3;  1;2
1 ;  1;2

3
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2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite

et 12 ¶equations di®¶erentielles (Eq.2.89µa Eq.2.94), (Eq. 2.97µa Eq.2.102) et 4 ¶equations alg¶ebriques

(Eq. 2.95), (Eq. 2.96), (Eq. 2.111) et (Eq. 2.112). Les calculs d¶etaill¶es de la r¶esolution analytique

se situent en annexeC.

Calcul aux ¶el¶ements ¯nis et identi¯cation des raideurs d'interface

Nous reprenons l'exemple de poutre mixte bois-BHP ¯br¶e (cf.2.1.6) (Fig. 2.9). Notons ici que

la longueur de la poutre est un paramµetre pour l'¶etude param¶etrique.

Fig. 2.9 { Poutre mixte bois-BHP ¯br¶e

Comme nous l'avons vu dans la partie bibliographique, le calcul de la structure mixte d¶epend

surtout de l'¶etat de la connexion entre deux couches de mat¶eriaux. Le modµeleM 4-5n adapt¶e au

problµeme de poutre mixte µa connexion imparfaite possµede deux paramµetres qui caract¶erisent l'¶etat

de l'interface entre deux couches. En r¶ealit¶e, ces deux paramµetres sont d¶etermin¶es µa partir d'essais

de cisaillement et d'essais d'arrachement. Dans le but de valider notre modµele, nous avons r¶ealis¶e

un calcul aux ¶el¶ements ¯nis sous Abaqus. Une couche mince de mat¶eriau isotrope ¶elastique lin¶eaire,

appel¶ee couche interm¶ediaire, a ¶et¶e introduite entre les deux couches. Le choix des caract¶eristiques

de cette couche permet de d¶e¯nir un ¶etat de connexion entre deux couches. Le calcul dans Abaqus

est un calcul 2D avec une hypothµese de contrainte plane. Les caract¶eristiques du bois et du b¶eton

sont d¶e¯nies pr¶ec¶edemment. La couche de bois est en appuis simples µa ces extr¶emit¶es (Fig.2.10).

Fig. 2.10 { Mod¶elisation des ¶el¶ements ¯nis

Le calcul aux ¶el¶ements ¯nis nous permet d'identi¯er les raideurs d'interface du modµeleM 4-

5n adapt¶e. Ce dernier consiste µa remplacer la couche interm¶ediaire par une interface avec une loi

constitutive. On retrouve ce type de calcul dans un travail portant sur une ¶etude de ma»connerie
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2. Mod µeles pour les poutres mixtes µa connexion imparfaite

pour laquelle des mortiers situ¶es entre des briques sont remplac¶es par une interface avec une loi

constitutive [ Cecchi et al., 2002]. Pour pouvoir ¶etudier l'in°uence des propri¶et¶es des mortiers sur

la loi constitutive obtenue, un paramµetre ® est introduit qui est le rapport entre la raideur des

mortiers et des autres mat¶eriaux. Un autre paramµetrē est aussi introduit qui repr¶esente le rapport

entre l'¶epaisseur des couches des mortiers et des autres mat¶eriaux. Les raideurs de la loi d'interface

sont ensuite exprim¶ees en fonction de ces coe±cients.

Pour notre problµeme, nous avons choisi une ¶epaisseure = 3mm pour la couche interm¶ediaire.

Cela correspond µa ¯xer ¯ = 0 ; 06. Nous allons faire varier le coe±cient® pour ¶etudier l'¶etat

de connexion entre deux couches de mat¶eriaux en tra»cant l'¶evolution de la °µeche de la poutre

(L = 1m) en fonction du module d'Young E int de la couche interm¶ediaire (Fig.2.11). On montre

que la raideur de la poutre varie e®ectivement quand le module de la couche interm¶ediaireE int est

inf¶erieur µa 300MPa.

Fig. 2.11 { Flµeche de la poutre en fonction du module d'YoungE int de couche interm¶ediaire

Abaqus ne nous permet d'acc¶eder qu'µa l'ensemble des contraintes et des d¶eformations en valeur

moyenne par ¶el¶ements ou sur les points d'int¶egration. Par contre, nous pouvons acc¶eder µa l'ensemble

des d¶eplacements aux noeuds. Nous appelonsC une tranche de noeuds dans la colle proche du

b¶eton et W une tranche proche du bois (Fig.2.12). D¶esormais quand nous parlerons de contraintes

selon les tranches, il s'agira des valeurs moyennes aux points d'int¶egration autour des noeuds.

Les r¶esultats du calcul aux ¶el¶ements ¯nis sous Abaqus montrent que la contrainte de cisaille-

ment et d'arrachement dans la couche interm¶ediaire sont quasi constantes enz (Fig. 2.13). Nous

consid¶erons alors la contrainte de cisaillement et d'arrachement selon la trancheC comme la

contrainte de cisaillement et d'arrachement dans la couche interm¶ediaire. L'identi¯cation de la

raideur en cisaillementk1 (Eq. 2.111) consiste alors µa exprimer la contrainte de cisaillement dans

la couche interm¶ediaire en fonction du glissement d'interface qui est la di®¶erence de d¶eplacement

horizontal suivant x des deux tranchesC et W. De plus, l'identi¯cation de la raideur d'arrache-

ment k3 (Eq. 2.112) consiste µa exprimer la contrainte d'arrachement dans la couche interm¶ediaire
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2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite

Fig. 2.12 { Tranche d'¶el¶ement dans la couche interm¶ediaire pour l'identi¯cation des raideur

en fonction de l'arrachement qui est la di®¶erence de d¶eplacement vertical des deux tranchesC et

W.
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3
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(a) Contrainte de cisaillement

-1.5 -1 -0.5 0
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

-3

s
22

 (MPa)

z 
(m

)

(b) Contrainte d'arrachement

Fig. 2.13 { Contrainte de cisaillement et d'arrachement en z dans la couche interm¶ediaire pour la

poutre h=L = 5 ; 4

Le calcul sous Abaqus nous montre aussi l'e®et de bord aux extr¶emit¶es de la poutre (Fig.

2.14). Par la suite, l'identi¯cation des raideurs sera faite dans une zone situ¶ee su±samment loin

des extr¶emit¶es de la poutre.

Nous pr¶esentons maintenant les r¶esultats obtenus dans le cas oµuE int = 10MPa. Sur la ¯-

gure (Fig. 2.14(a)) nous pr¶esentons l'¶evaluation de la contrainte de cisaillement dans la couche

interm¶ediaire le long de la poutre pour di®¶erentes valeurs d'¶elancement. De même, sur la ¯gure

(Fig. 2.14(b)) nous pr¶esentons l'¶evaluation du glissement d'interface le long de la poutre pour les
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2. Mod µeles pour les poutres mixtes µa connexion imparfaite

mêmes valeurs d'¶elancement.
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(a) Contrainte en cisaillement
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m
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(b) Glissement d'interface

Fig. 2.14 { Contrainte en cisaillement et glissement pour quatre di®¶erents ¶elancements

On peut alors tracer les courbes contraintes de cisaillement-glissement d'interface pour les

quatre valeurs d'¶elancement (Fig.2.15), ces courbes ¶etant param¶etr¶ees par l'abscissex de la poutre.

0 2 4 6 8

x 10
-3

0

2

4

6

8

10

12

14

W1,2
1

 (m)

s
12

 (
M

P
a)

L/h = 5.4
L/h = 10.8
L/h = 16.2
L/h = 21.6

Fig. 2.15 { Courbes param¶etr¶ees contrainte de cisaillement-glissement

La lin¶earit¶e de ces courbes montre que la raideur de cisaillement identi¯¶ee est constante le

long de la poutre pour un ¶elancement donn¶e. De plus, nous obtenons des valeurs de raideur en

cisaillement quasi identiques pour les di®¶erents ¶elancements ¶etudi¶es (Tab.2.1).

De la même maniµere, nous obtenons les courbes de contrainte d'arrachement dans la couche
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2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite

¶Elancement L=h 5.4 9.8 16.2 21.6

k1(MPa=m) 1671 1688 1722 1775

Tab. 2.1 { Raideurs de cisaillement correspondant au casEg = 10MPa

interm¶ediaire et l'arrachement d'interface entre deux couches pour di®¶erents ¶elancements (Fig.

2.16).
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(b) Arrachement d'interface

Fig. 2.16 { Contrainte d'arrachement et arrachement pour quatre di®¶erents ¶elancements

Nous obtenons ensuite les courbes contrainte d'arrachement-arrachement d'interface param¶etr¶ees

par l'abscissex pour les di®¶erents ¶elancements (Fig.2.17).

Ces courbes nous permettent de d¶eterminer la raideur d'arrachement pour quatre di®¶erents

¶elancement (Tab.2.2). Il est important de noter que les singularit¶es aux extr¶emit¶es observ¶ees sont

dues µa un "artefact" num¶erique du calcul ¶el¶ements ¯nis. Au delµa de la zone d'e®et de bord, la

lin¶earit¶e des courbes param¶etr¶ees montre aussi que la raideur d'arrachementk3 est constante le

long de la poutre. En comparant les valeurs obtenues pour les di®¶erents ¶elancements, nous pouvons

consid¶erer que la raideur d'arrachement ne d¶epend pas de l'¶elancement de la poutre.

¶Elancement L=h 5.4 9.8 16.2 21.6

k3(MPa=m) 4607 4642 4652 4665

Tab. 2.2 { Raideurs d'arrachement correspondant au casEg = 10MPa
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Fig. 2.17 { Courbes param¶etr¶ees contrainte d'arrachement-arrachement d'interface

Nous avons r¶ealis¶e le même calcul dans le cas oµuEg = 500MPa. Les raideurs identi¯¶ees

sont cette fois d¶ependantes de l'¶elancement de la poutre (Fig.2.18). En e®et, l'ind¶ependance de

la raideur de cisaillement par rapport µa l'¶elancement de la poutre vient du fait que l'on n¶eglige

deuxiµeme terme de la d¶eformation de cisaillementU3;1 (Eq. 2.113). Dans le cas oµu le paramµetre®

est faible, i.eEg = 10MPa, nous pouvons n¶egliger ce terme, et, cela nous donne l'ind¶ependance de

la raideur de cisaillement par rapport µa l'¶elancement. Au contraire, si® est grand, i.e Eg = 500,

l'identi¯cation des raideurs d'interface d¶epend de l'¶elancement de la poutre.

²13 =
1
2

(U1;3 + U3;1) (2.113)
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Fig. 2.18 { Courbes param¶etr¶ees contrainte de cisaillement-glissement dans le cas oµuE int =

500MP a
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Comparaison des solutions analytiques avec les calculs aux ¶el¶ements ¯nis

Le calcul aux ¶el¶ements ¯nis pour l'identi¯cation des raideurs d'interface a ¶et¶e r¶ealis¶e avec

di®¶erents ¶elancements de la poutre. Nous trouvons que les raideurs obtenues dans le cas oµuEg =

10MPa sont quasi identiques pour les di®¶erents ¶elancements de la poutre. Nous pr¶esentons donc

dans cette partie la comparaison des r¶esultats des solutions analytiques avec les r¶esultats des calculs

aux ¶el¶ements ¯nis pour un ¶elancementL=h = 5 ; 4.

Pour trouver les 12 coe±cients di®¶erentiels de la r¶esolution analytique du modµele propos¶e

(Annexe C), nous avons les 12 conditions aux limites suivantes :
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

U 1
1(x = 0) = 0

U 2
1(x = 0) = 0

©1
1(x = 0) = 0

©2
1(x = 0) = 0

Q1
1(x = 0) = 0

Q2
1(x = 0) = 0

et

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

N 1
1(x = L=2) = 0

N 2
1(x = L=2) = 0

M 1
1(x = L=2) = 0

M 2
1(x = L=2) = 0

Q2
1(x = L=2) = 0

U 1
3(x = L=2) = 0

(2.114)

La solution analytique est maintenant complµetement ¶etablie. Le logiciel Maple a permis la

r¶esolution du systµeme d'¶equations (Eq.2.2.3) µa l'aide des conditions aux limites (Eq.2.114). Nous

proc¶edons maintenant µa la comparaison entre la solution analytique du modµele propos¶e et les

calculs aux ¶el¶ements ¯nis.

D¶eplacement vertical

Nous d¶e¯nissons d'abord les d¶eplacements ¶el¶ements ¯nis approch¶es en s'inspirant des d¶e¯nitions

des d¶eplacements g¶en¶eralis¶es du modµeleM 4-5n adapt¶e. Le d¶eplacement vertical moyenU EF i
3 de

la couchei µa l'abscissex = x i est le suivant :

U EF i
3

¯
¯
x= x i

=
U i 0

3
(z1 ¡ z0 )

2 +
P m¡ 1

j =1 U ij
3

(zj +1 ¡ zj ¡ 1 )
2 + U im

3
(zm ¡ zm ¡ 1 )

2

e

¯
¯
¯
¯
¯
x= x i

(2.115)

Avec : U ij
3 , le d¶eplacement vertical au noeudj dans la couchei ;

zj , l'ordonn¶ee du noeudj ;

m, le nombre des noeuds sur la section.

Les valeurs des d¶eplacements verticaux moyensU EF i
3 ¶el¶ements ¯nis et des d¶eplacements ver-

ticaux de deux couchesU i
3 du modµele propos¶e sont repr¶esent¶es en (Fig.2.19). Nous trouvons un

bon accord entre les deux approches.

E®ort de cisaillement et glissement

Nous pr¶esentons l'e®ort de cisaillement et le glissement obtenus par les deux approches (Fig.

2.20). Les r¶esultats montrent une bonne concordance entre les deux approches. En particulier, le

modµele propos¶e permet d'¶eviter l'e®et de bord et de proposer une grandeur plus "physique" que

celle des ¶el¶ements ¯nis.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-5

-4

-3

-2

-1

0
x 10

-3

x (m)

U
3i  (

m
)

M4-Bois
M4-Béton
EF-Bois
EF-Béton

Fig. 2.19 { D¶eplacement vertical des ¶el¶ements ¯nis et du modµele propos¶e

E®ort d'arrachement et arrachement

Nous pr¶esentons ici les e®orts d'arrachement ainsi que l'arrachement µa l'interface obtenus par

les deux approches. Nous trouvons de nouveau une bonne concordance entre les deux calculs (Fig.

2.21).

En conclusion, nous trouvons que le modµeleM 4-5n adapt¶e aux poutres mixtes µa connexion

imparfaite fournit des r¶esultats trµes proches des simulation EF.

62



2.2 Nouveau modµele de poutre mixte µa connexion imparfaite
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Fig. 2.20 { Contrainte d'arrachement et arrachement d'interface par les deux approches
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Fig. 2.21 { Contrainte d'arrachement et arrachement par les deux approches
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2. Mod µeles pour les poutres mixtes µa connexion imparfaite

2.3 Comparaison des modµeles

Nous proposons dans ce paragraphe une ¶etude param¶etrique appliqu¶ee au modµele propos¶e et

au modµele classique. Nous reprenons la g¶eom¶etrie de l'exemple de la poutre mixte bois-BHP ¯br¶e

pr¶esent¶e dans le paragraphe pr¶ec¶edent (Fig.2.9). On pr¶esente l'in°uence des paramµetres suivants

sur le comportement de la poutre :

- Raideur de cisaillementk1 ;

- Raideur d'arrachement k3 ;

- ¶Elancement des poutresL=h ;

Nous pr¶esentons sur la ¯gure (Fig.2.22) l'¶evolution de la °µeche de la poutre en fonction de la

raideur de cisaillement et de la raideur d'arrachement dans le casL=h = 5 ; 4. Nous constatons que

lorsque k1 < 40000(MPa=m) et k3 < 4000(MP a=m), l'in°uence des raideurs d'interface k1 et k3

sur la raideur globale de la poutre est signi¯cative.
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Fig. 2.22 { D¶eplacement vertical de la couche bois en fonction des raideurs d'interface

Nous avons vu dans la partie bibliographique que le modµele classique ne tient pas compte

des d¶eformations dans les couches. Nous avons propos¶e un nouveau modµele qui permet d'en tenir

compte. Nous allons maintenant pr¶esenter une ¶etude param¶etrique des deux modµeles pour mettre en

¶evidence l'in°uence de la d¶eformation de cisaillement ainsi que l'¶elancement sur le comportement

de la poutre. Comme nous pouvons dans notre modµele introduire la raideur d'arrachement ce

qui n'est pas possible dans le modµele classique nous nous approchons d'un cas sans arrachement

d'interface pour faire la comparaison entre les deux modµeles en prenantk3 = 1000000(MPa=m).

Sur la ¯gure (Fig. 2.23), on trace le ratio entre le d¶eplacement vertical obtenu avec le modµele

propos¶e et le d¶eplacement vertical obtenu avec le modµele classique pour di®¶erents ¶elancements et

di®¶erentes raideurs de cisaillementk1.
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Fig. 2.23 { In°uence de la d¶eformation de cisaillement et de la raideur de cisaillement sur le

d¶eplacement vertical

Nous trouvons que l'in°uence de la d¶eformation de cisaillement sur la raideur de la poutre

augmente quand l'¶elancementL=h diminue et la raideur de cisaillementk1 augmente. Dans le cas

oµu L=h = 4 et k1 = 20000(MPa=m), nous trouvons une augmentation de 100% de la °µeche de la

poutre.

2.4 Conclusion

Une solution formelle du modµele classique de poutre mixte µa connexion imparfaite a ¶et¶e

pr¶esent¶ee dans ce chapitre. Nous avons adapt¶e les ¶equations du modµeleM 4-5n aux problµemes

de multicouches µa connexion imparfaite. Ce modµele permet de tenir compte des d¶eformations

de cisaillement qui ne sont pas prises en compte dans le modµele classique. Par l'int¶egration des

¶equations de ce modµele, nous avons adapt¶e les ¶equations aux problµemes de poutres multicouches

µa connexion imparfaite. Une application aux poutres mixtes µa connexion imparfaite a ¶et¶e trait¶ee.

La comparaison avec le calcul ¶el¶ements ¯nis nous permet de valider le modµeleM 4-5n adapt¶e.
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Chapitre 3

Essais exploratoires sur di®¶erents

systµemes de connexion pour poutres

mixtes

Nous avons propos¶e dans la partie pr¶ec¶edente de la thµese un outil de dimensionnement de

structure mixte µa connexion imparfaite. Nous pr¶esentons maintenant les ¶etudes exp¶erimentales

r¶ealis¶ees dans le cadre de la thµese qui permettent de s¶electionner le systµeme de connexion Bois-

B¶eton le plus performant pour le valider ensuite en fatigue.

L'¶evaluation du comportement des systµemes de connexion s'e®ectue traditionnellement par des

essais de cisaillement (cf.1.5.1). Le principe de ce type d'essai est simple mais son interpr¶etation

reste d¶elicate. En e®et, dans le cas de connecteurs lin¶eiques ou par collage, des concentrations

de contraintes apparaissent au bord [Hadj-Ahmed et al., 2001], concentrations dont il faut tenir

compte lors de l'exploitation. Dans l'optique de r¶ealiser des essais exploratoires µa la fois simples,

proches des ph¶enomµenes µa ¶etudier, il a ¶et¶e d¶ecid¶e de r¶ealiser des essais en °exion trois points.

Dix neuf poutres ont ¶et¶e fabriqu¶ees. Les poutres sont constitu¶ees d'une couche sup¶erieure de

b¶eton ¯br¶e µa trµes hautes performances, connect¶ee µa une poutrelle en bois lamell¶e-coll¶e, r¶ealisant la

couche inf¶erieure. Pour avoir une vision g¶en¶erale sur l'ensemble des systµemes de connexion, chaque

type de connecteurs choisi a ¶et¶e test¶e sur 2 poutres, hormis le test de la liaison par collage qui a

fait l'objet de 3 poutres. Les proportions relatives des 2 mat¶eriaux ont ¶et¶e ajust¶ees de maniµere µa

maximiser la contrainte de cisaillement µa l'interface. Le calcul a ¶et¶e fait dans le cas d'une connexion

parfaite pour positionner l'axe neutre au plus prµes de l'interface.

3.1 Dimension des ¶eprouvettes et propri¶et¶es des mat¶eriaux

Les dix neuf poutres ont : 1; 3m de longueur, 0; 09m de largeur pour les deux couches, et 0; 185m

de hauteur dont 0; 05m de b¶eton et 0; 135m de bois. La port¶ee est d'un mµetre (Fig3.1).
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3.1 Dimension des ¶eprouvettes et propri¶et¶es des mat¶eriaux

Fig. 3.1 { G¶eom¶etrie des poutres en °exion

La partie "bois" de la poutre est constitu¶ee d'une poutrelle en lamell¶e coll¶e de classeGL28. Les

propri¶et¶es caract¶eristiques du boisGL28 peuvent être trouv¶ees dans les Eurocodes [EC5-1-1, 1995]

et sont les suivantes (Tab.3.1).

Propri¶et¶es de r¶esistance en MPa

Flexion 28

Traction axiale 17,5

Compression axiale 25,5

Cisaillement 2,5

Propri¶et¶es de rigidit¶e en GPa

Module d'¶elasticit¶e axial 12,5

Module de cisaillement 0,78

Masse volumique enkg=m3 380

Tab. 3.1 { Propri¶et¶es du bois lamell¶e coll¶e GL28

La partie "b¶eton" est r¶ealis¶ee µa l'aide d'un b¶eton ¯br¶e µa trµes hautes performances (BTHP ¯br¶e)

de r¶esistance moyenne µa 28 jours de 120MP a, dos¶e µa 1; 5% de ¯bres m¶etalliques de longueur 14mm.

Le module th¶eorique est de 45GPa(§ 3GPa). Les composants utilis¶es pour 1m3 du b¶eton avec des

granulats secs sont d¶etaill¶es dans le tableau (Tab.3.2). Les ¶eprouvettes cylindriquesÁ16H 32 sont

Composants Caract¶eristique Masse (Kg)

Gravillon 3mm-10mm 830 (58%)

Sable 0mm-3mm 762 (47%)

Ciment CEMI 52,5N 650 (E/C = 0,27)

Eau 185,3

Superplasti¯ant Optima 175 12,8

Tab. 3.2 { Formulation du BHP ¯br¶e pour 1 m3

r¶ealis¶ees lors du coulage des poutres. Les r¶esultats de r¶esistance en compression sont pr¶esent¶es dans
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3. Essais exploratoires sur diff ¶erents syst µemes de connexion pour poutres mixtes

le tableau (Tab. 3.3).

¶Eprouvette Temps R¶esistance (MPa)

1 Aprµes une semaine 110

2 Aprµes 4 semaines 122

3 Aprµes 4 semaines 119

Tab. 3.3 { R¶esistance du b¶eton

Les systµemes de connexion ont fait l'objet d'une ¶etude bibliographique (Paragraphe1.3). On dis-

tingue les systµemes de connexion r¶ealis¶es par des entailles [Deperraz, 1998] et [Martino, 2005], par

des ¶el¶ements m¶ecaniques, comme des clous [Ahmadi et al., 1993], des tubes m¶etalliques [Alain, 1988]

et [Raymond, 1995], des plaques m¶etalliques [Bathon et al., 2005], ou bien par collage [Pincus, 1970]

et [Maurice et al., 2000]. Dans cet ensemble, trois familles di®¶erentes peuvent être distingu¶ees : la

famille des connecteurs locaux, celle des connecteurs continus m¶etalliques et en¯n celle par collage.

Nous avons choisi 6 types de connecteurs couvrant ces 3 familles pour r¶ealiser les essais explo-

ratoires :

{ Connexion locale par tiges ou tubes (Fig.3.2). Les tiges sont des barres cylindriques de 15mm

de diamµetre. Les tubes ont un diamµetre ext¶erieur de 30mm et une ¶epaisseur de 1; 5mm. Ces

connecteurs sont coll¶es dans des trous perc¶es dans le bois sur une profondeur de 50mm et

sont ancr¶es dans le b¶eton sur 30mm. Chaque poutre possµede quatre connecteurs locaux dont

deux sur l'axe de l'appui et deux autres µa une distance de 30cm par rapport µa celui sur

l'appui ;

(a) Tubes (b) Tiges

Fig. 3.2 { Connecteurs locaux par tubes et tiges

{ Bande de m¶etal d¶eploy¶e (Fig.3.3(a)). La bande de m¶etal d¶eploy¶e est ins¶er¶ee dans une rainure

pratiqu¶ee dans le bois sur une profondeur de 50mm et coll¶ee µa l'¶epoxy. Elle est noy¶ee dans

le b¶eton sur 30mm de profondeur ;
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3.1 Dimension des ¶eprouvettes et propri¶et¶es des mat¶eriaux

{ Bande de plaque µa pointes (Fig.3.3(b)). La poutre en bois est d¶ecoup¶ee en deux et les plaques

µa pointes sont clou¶ees sur chaque partie. Les deux parties sont ensuite assembl¶ees et coll¶ees

µa l'¶epoxy et maintenues en compression transversale par des tiges ¯let¶ees pr¶econtraintes. Les

profondeurs de p¶en¶etration sont les mêmes que pr¶ec¶edemment.

{ Ruban m¶etallique perfor¶e (Fig. 3.3(c)). La conception est la même que pr¶ec¶edemment. Le

m¶etal d¶eploy¶e est remplac¶e par une bande m¶etallique trou¶ee d'¶epaisseur 1; 5mm.

(a) MD (b) PAP

(c) Ruban

Fig. 3.3 { Connecteurs continus

{ Collage (Fig. 3.4). Le b¶eton est coul¶e sur la poutrelle en bois, puis d¶eco®r¶ee une fois durcie.

La face de b¶eton µa encoller est ensuite sabl¶ee. L'assemblage par collage est e®ectu¶e 7 jours

aprµes le coulage du b¶eton. Une couche de colle de type ¶epoxy (Etancol 492) est appliqu¶ee sur

chaque partie µa coller sur une ¶epaisseur de 1mm environ. L'ensemble est ensuite assembl¶e

et maintenu en contact par une l¶egµere pression pendant 24heures. Les corps d'¶epreuve sont

ensuite plac¶es dans un four µa 45ºC pendant 24 heures. Les essais sont r¶ealis¶es 4 jours aprµes

l'assemblage par collage.

L'identi¯cation des poutres est pr¶esent¶ee dans le tableau (Tab.3.4) :
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3. Essais exploratoires sur diff ¶erents syst µemes de connexion pour poutres mixtes

Fig. 3.4 { Connexion par collage

R¶ef¶erence de poutre Type de connecteur

P-MD31-1 et P-MD31-2 MD31

P-MD43-1 et P-MD43-2 MD43

P-MD51-1 et P-MD51-2 MD51

P-MD86-1 et P-MD86-2 MD86

P-PAP-1 et P-PAP-2 Plaque µa pointes

P-RB-1 et P-RB-2 Ruban trou¶e

P-Ti-1 et P-Ti-2 Tige-15mm

P-Tu-1 et P-Tu-2 Tube-30 :32mm

P-C-1, P-C-2 et P-C-3 Collage

Tab. 3.4 { Identi¯cation des 19 poutres

3.2 M¶etrologie et proc¶edure d'essai

Les essais de °exion trois points ont ¶et¶e r¶ealis¶es au LAMI sur une machine d'essai ¶electrom¶ecanique

MTS 20=M d'une capacit¶e de 100kN . Les essais ont ¶et¶e pilot¶es en d¶eplacement µa l'aide du

logiciel Autotrac µa une vitesse de chargement de 1mm=minute et de 3mm=minute pendant le

d¶echargement. Le pilotage de l'essai est compos¶e de trois phases principales (Fig.3.5). La premiµere

phase consiste en trois cycles de charge-d¶echarge de 5% µa 30% de la charge µa la ruptureFRup (valeur

d¶etermin¶ee par le pr¶e-dimensionnement de la poutre). Elle permet de d¶eterminer la raideur de la

poutre. La deuxiµeme phase est compos¶ee de trois cycles de charge-d¶echarge allant de 5% µa 60%

de la charge µa la rupture. Cette phase permet de d¶eterminer le comportement des poutres dans le

domaine plastique et aussi leur r¶eversibilit¶e. La derniµere phase conduit la poutre µa la rupture. Elle

permet de d¶eterminer le mode de rupture des poutres.

Cinq capteurs de d¶eplacementD1; D2; D3; D4; D5 sont dispos¶es pour mesurer la °µeche et le
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30%F
Rup

60%F
Rup

5%F
Rup

F
Rup

Temps

Fig. 3.5 { Sch¶ema de pilotage des essais en °exion

glissement relatif µa l'interface aux deux extr¶emit¶es de la poutre. Le capteurD1 mesure la °µeche

totale. Le tassement d'appui est mesur¶e par les capteursD2; D3. Les capteursD1; D2; D3 ont

25(mm) de course. Les capteursD4; D5 qui ont 10(mm) de course servent µa mesurer les glissements

aux deux extr¶emit¶es de la poutre (Fig.3.6).

Fig. 3.6 { Disposition des capteurs

3.3 R¶esultats des essais

3.3.1 Modes de rupture des poutres

Les observations permettent de distinguer quatre modes de rupture principaux des poutres.

Le premier mode de rupture est un d¶ecollement du connecteur par rapport au bois (modeM 1).

Il s'ensuit un d¶eveloppement de la rupture en traction dans le bois et le b¶eton µa mi-port¶ee de la

poutre (Fig. 3.7).

Ce mode de rupture apparâ³t pour les poutres ayant des connecteurs continus :P ¡ MD 31¡ 1,

P ¡ MD 43 ¡ 1, P ¡ MD 43 ¡ 2, P ¡ MD 51 ¡ 2, P ¡ MD 86 ¡ 1, P ¡ PAP ¡ 1, P ¡ PAP ¡ 2

et P ¡ RB 2 ¡ 2. La diminution brutale de force observ¶ee sur les courbes force-°µeche repr¶esente
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3. Essais exploratoires sur diff ¶erents syst µemes de connexion pour poutres mixtes

Fig. 3.7 { Rupture en traction du bois et du b¶eton

ce mode de ruine. Le d¶ecollement a lieu lorsque le chargement est encore faible pour la poutre

P ¡ MD 43¡ 2 (Fig. 3.8(a)). Ce dernier vient d'une mauvaise mise en place du collage deMD 43 au

bois. Au contraire, dans la plupart des poutres, le d¶ecollement se passe µa un niveau de chargement

plus grand (Fig. 3.8(b)).
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Fig. 3.8 { Courbes force-°µeche repr¶esentatives du mode de ruptureM 1

Le deuxiµeme mode de ruine se d¶eveloppe suite µa la diminution progressive de la raideur d'in-

terface, ce qui engendre ¯nalement une rupture dans la connexion ou par traction du b¶eton et du

bois (mode M2). En e®et, on ne sait pas quel est le m¶ecanisme initiateur car les ruptures sur-

viennent rapidement. La d¶egradation de l'interface a pour origine des d¶ecollements locaux ou des

d¶eformations des parties m¶etalliques. Ce mode de ruine apparâ³t pour les poutres :P ¡ MD 31¡ 2,

P ¡ MD 51¡ 1, P ¡ MD 86¡ 2 et P ¡ RB ¡ 1. Nous trouvons un comportement plus ductile dans

ce cas (Fig.3.9).
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Fig. 3.9 { Courbe repr¶esentative force °µeche du mode de ruptureM 2

Le troisiµeme mode repr¶esente aussi une rupture brutale de la connexion mais il s'agit d'un

arrachement du bois µa l'interface (Fig. 3.10). La perte de liaison entre les 2 mat¶eriaux cr¶ee des

Fig. 3.10 { Rupture par arrachement du bois

contraintes de traction dans le b¶eton et le bois. Il s'ensuit rapidement une rupture de celui-ci µa mi

port¶ee comme dans le cas du premier mode de rupture. Une fois l'amor»cage r¶ealis¶e, la propagation

de la surface de d¶ecollement est rapide. Ce mode de rupture apparâ³t pour la technique de collage

(Fig. 3.11).

En¯n, on peut constater une rupture en traction ou en cisaillement du bois (mode M4). Ce

mode de rupture apparâ³t pour les poutres avec connecteurs locauxP ¡ T i ¡ 2, P ¡ Tu ¡ 1 et

P ¡ Tu ¡ 2. Les °µeches µa la rupture sont importantes pour ces poutres. En e®et, la d¶eformation

de l'interface est due µa la compression locale du bois suivie de la °exion des tiges. Ce m¶ecanisme
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Fig. 3.11 { Courbes force °µeche des trois poutres coll¶ees

peut absorber de grandes d¶eformations (Fig.D.2(b)).
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Fig. 3.12 { Courbe repr¶esentative force °µeche du mode de ruptureM 4

On pr¶esente une synthµese des modes de rupture des poutres (Tab.3.5).
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3.3 R¶esultats des essais

Poutre Frup (kN ) Mode de rupture

P-Ti-1 70 M4

P-Ti-2 57 M4

P-Tu-1 59 M4

P-Tu-2 80 M4

P-MD31-1 66 M1

P-MD31-2 72 M2

P-MD43-1 52 M1

P-MD43-2 40 M1

P-MD51-1 73 M2

P-MD51-2 81 M1

P-MD86-1 61 M2

P-MD86-2 55 M1

P-PAP-1 85 M1

P-PAP-2 70 M1

P-RB-1 51 M2

P-RB-2 55 M1

P-C-1 86 M3

P-C-2 82 M3

P-C-3 74 M3

Tab. 3.5 { Charge de rupture et mode de rupture des poutres
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3. Essais exploratoires sur diff ¶erents syst µemes de connexion pour poutres mixtes

3.3.2 Comportement ¶elastique des poutres

Nous nous int¶eressons maintenant µa la premiµere phase qui est compos¶ee de trois cycles de

chargement et de d¶echargement. La raideur de la poutre est d¶e¯nie comme le rapport entre l'e®ort

appliqu¶e et la °µeche correspondante et elle est d¶etermin¶ee en moyennant les r¶esultats des deux

derniers chargements de la premiµere phase de pilotage. Nous pr¶esentons dans le tableau les raideurs

des poutres test¶ees (Tab.3.6).

Poutre Raideur (kN/mm)

P-Ti-1 11,581

P-Ti-2 10,975

P-Tu-1 12,524

P-Tu-2 13,049

P-MD31-1 20,77

P-MD31-2 18,061

P-MD43-1 19,816

P-MD43-2 18,502

P-MD51-2 17,568

P-MD86-1 18,466

P-MD86-2 16,090

P-PAP-1 17,317

P-PAP-2 16,293

P-RB-1 17,794

P-RB-2 14,868

P-C-1 24,253

P-C-2 23,802

P-C-3 28,380

Tab. 3.6 { Raideur des poutres dans la phase ¶elastique

On distingue trois familles de connecteurs fonction de la raideur moyenne des poutres. Les

poutres µa connecteurs locaux pr¶esentent une raideur moyenne de 12kN=m. Les poutres µa connec-

teurs continus ont une raideur moyenne de 17:77kN=m. En¯n, les poutres coll¶ees possµedent une

raideur moyenne de 23:82kN=m (Fig. 3.7).
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3.3 R¶esultats des essais

Fig. 3.13 { Raideur repr¶esentative des poutres
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3. Essais exploratoires sur diff ¶erents syst µemes de connexion pour poutres mixtes

3.4 Traitement des r¶esultats exp¶erimentaux par les modµeles

Nous proposons dans ce paragraphe le traitement des r¶esultats exp¶erimentaux par le modµele

M 4-5n adapt¶eet le modµele classique. Pour pouvoir comparer les deux modµeles, nous avons intro-

duit une raideur d'arrachement trµes grande de maniµere µa se rapprocher d'un cas sans arrachement.

Nous prenons alorsk3 = 1000000(MPa=m).

Les douze conditions aux limites pour la r¶esolution analytique du modµele propos¶e sont les

suivantes (Eq. 3.1) :
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

U 1
1(x = 0) = 0

U 2
1(x = 0) = 0

©1
1(x = 0) = 0

©2
1(x = 0) = 0

T 1(x = 0) = 0

Q(x = 0) = ¡ F=2

et

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

N 1
1(x = L=2) = 0

N 2
1(x = L=2) = 0

M 1
1(x = L=2) = 0

M 2
1(x = L=2) = 0

Q2
1(x = L=2) = 0

U 1
3(x = L=2) = 0

(3.1)

Les six conditions aux limites pour la r¶esolution analytique du modµele classique sont les sui-

vantes : 8
><

>:

v0(x = 0) = 0

¿(x = 0) = 0

Q(x = 0) = ¡ F=2

et

8
><

>:

v(x = L=2) = 0

v00(x = L=2) = 0

M (x = L=2) = 0

(3.2)

Oµu F est le chargement au milieu de la poutre.

Les valeurs des °µeches des poutres obtenues par l'exp¶erience nous permettent d'identi¯er la

raideur de cisaillement K du modµele classique ainsi que la raideur de cisaillementk1 du modµele

propos¶e. L'ensemble de ces valeurs est pr¶esent¶e dans le tableau (Tab.3.7).
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3.4 Traitement des r¶esultats exp¶erimentaux par les modµeles

Poutre K (MN=m=m) 2bk1(MPa=m)

P-Ti-1 < 0 33

P-Ti-2 < 0 14

P-Tu-1 5 77

P-Tu-2 19 102

P-MD31-1 288 940

P-MD31-2 177.5 481

P-MD43-1 382 1600

P-MD43-2 193 536

P-MD51-2 158 426

P-MD86-1 192 532

P-MD86-2 108 290

P-PAP-1 150 400

P-PAP-2 115 306

P-RB-1 167 450

P-RB-2 52 203

P-C-1 472 2785

P-C-2 445 2334

P-C-3 786 Indisponible (¤)

Tab. 3.7 { Raideur de cisaillement des systµemes de connexion test¶es (* Raideur cal¶ee trop grande,

pas de sens)
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3. Essais exploratoires sur diff ¶erents syst µemes de connexion pour poutres mixtes

Nous remarquons que la raideur de cisaillement identi¯¶ee par le modµele classique est beaucoup

plus faible que celle du modµele propos¶e. En fait, le modµele classique ne tient pas compte de la

d¶eformation de cisaillement ce qui se traduit par "une grande di®¶erence" par rapport au modµele

propos¶e dans le cas de poutres µa faible ¶elancement.

Sur la ¯gure (Fig. 2.23), nous avons observ¶e que l'in°uence de l'e®ort tranchant sur la °µeche est

d'autant plus grande que la raideur d'interface est grande. Cette contribution est donc maximale

pour les poutres coll¶ees. Dans ce dernier cas, la raideur de cisaillement e®ective peut être approch¶ee

par la formule (Eq. 2.24) (cf. partie 2.1.4). Cette expression est valable pour des poutres µa connexion

parfaite. La pr¶ecision du modµele classique peut alors être am¶elior¶ee en d¶eduisant de la °µeche la

contribution de l'e®ort tranchant. Les r¶esultats de raideur de cisaillement pour les poutres coll¶ees

sont report¶ees dans le tableau (Tab.3.8).

P-C-1 2366 2785

P-C-2 2032 2334

P-C-3 11024 Indisponible (¤)

Tab. 3.8 { Raideur de cisaillement des poutres coll¶ees (* Raideur cal¶ee trop grande, pas de sens)

La comparaison portant sur la valeur du glissement calcul¶ee par les deux modµeles avec le

glissement mesur¶e aux deux extr¶emit¶es est pr¶esent¶ee en annexeD.2. Nous trouvons que le calcul µa

l'aide des deux modµeles donne des valeurs ¶eloign¶ees des valeurs mesur¶ees aux deux extr¶emit¶es de la

poutre. Ceci veut dire que la mod¶elisation par une interface continue de connecteurs discrets n'est

pas appropri¶ee pour le calcul du glissement dans notre con¯guration des poutres courtes. Nous

verrons plus loin que le glissement aux extr¶emit¶es est bien pr¶evu pour des poutres de 5 mµetres de

port¶ee. Dans le cas de connexion par collage, les modµeles surestiment ¶egalement le glissement, mais

les raideurs de cisaillement ajust¶ees µa partir du glissement exp¶erimental restent dans un domaine

oµu leur valeur n'in°uencent plus la raideur globale de la poutre (domaine assymptotique de la

courbe °µeche fonction de la raideur d'interface (Fig.2.22)).

3.5 Validation exp¶erimentale du modµele M 4 ¡ 5n ¡ P

Ce paragraphe est consacr¶e µa la validation exp¶erimentale du modµeleM 4¡ 5n ¡ P en se basant

sur les r¶esultats exp¶erimentaux provenant de la thµese du Mario Van Der Linden [Linden, 1999].

Quatre systµemes de connexion y ont ¶et¶e test¶es en cisaillement. L'auteur a ensuite r¶ealis¶e des essais

en °exion quatre points sur des poutres mixtes bois-b¶eton ¶equip¶ees des systµemes de connexion

pr¶ealablement test¶es. Les raideurs de cisaillement ainsi que les charges µa la rupture des connecteurs

sont pr¶esent¶ees dans le tableau (Tab.3.14). L'identi¯cation des connecteurs test¶es est pr¶esent¶ee µa

l'annexe D.3.

80



3.5 Validation exp¶erimentale du modµele M 4 ¡ 5n ¡ P

Fig. 3.14 { R¶esultats des essais en cisaillement

La comparaison entre les r¶esultats exp¶erimentaux et ceux du modµele M4-5n-P pour la poutre

SCH ¡ 5 est pr¶esent¶ee sur les ¯gures (Fig.3.15 et Fig. 3.16).

Les autres comparaisons sont pr¶esent¶ees dans l'annexeD.3. Nous avons donc confront¶e le modµele

M 4 ¡ 5n ¡ P avec 6 r¶esultats exp¶erimentaux regroupant 3 types de connecteurs. Ces r¶esultats

exp¶erimentaux sont bien document¶es. Les raideurs d'interface et le module du bois ont ¶et¶e en e®et

mesur¶es sur des essais ind¶ependants. Il apparâ³t que les pr¶evisions du modµele sont trµes bonnes dans

5 cas sur 6. La partie ¶elastique du comportement est trµes bien reproduite. Dans le cas de la poutre

SCH ¡ 7, identique µa SCH ¡ 5, la °µeche et le glissement sont moins bien pr¶evus. Nous pouvons

cependant observ¶e que l'¶evolution de la courbe force-°µeche deSCH ¡ 7 n'est pas lin¶eaire pour les

faibles charges. Cette non lin¶earit¶e montre une di®¶erence de comportement par rapport aux autres

corps d'¶epreuve.

Nous concluons que le modµeleM 4¡ 5n¡ P propos¶e est valid¶e exp¶erimentalement et permet donc

de pr¶evoir le comportement global des structures mixtes µa connexion imparfaite dans le domaine

¶elastique.
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3. Essais exploratoires sur diff ¶erents syst µemes de connexion pour poutres mixtes

Fig. 3.15 { Courbe force-°eche de la poutreSCH ¡ 5

(a) Ex¶etr¶emit¶e gauche

(b) Ex¶etr¶emit¶e droite

Fig. 3.16 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreSCH ¡ 5
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3.6 Conclusion

3.6 Conclusion

Un ensemble de systµemes de connexion Bois-BTHP ¯br¶e pour des tabliers mixtes a ¶et¶e pr¶esent¶e

dans ce chapitre. Des poutrelles mixtes ont ¶et¶e con»cues et r¶ealis¶ees et leurs performances en termes

de charge statique ultime et de rigidit¶e en °exion ont ¶et¶e mesur¶ees. Quatre m¶ecanismes di®¶erents

de rupture sont mis en ¶evidence. Ces m¶ecanismes sont en g¶en¶eral initi¶es au sein du connecteur

ou dans le bois. Le systµeme par collage direct du BTHP ¯br¶e sur le bois se distingue de tous les

autres par une raideur importante, trµes proche de la connexion parfaite, et par une charge ultime

¶egalement plus importante que les autres d'au moins 20 %. La force µa rupture moyenne est de

80kN . On observe que la rupture a eu lieu dans le bois au niveau de l'interface ce qui signi¯e que

la r¶esistance de la connexion est au moins aussi importante que celle en cisaillement du bois. La

connexion par collage est la solution µa valider en fatigue puisque c'est la plus prometteuse.

La raideur de cisaillementK du modµele classique etk1 du modµeleM 4-5n adapt¶eont ¶et¶e iden-

ti¯¶ees µa partir des r¶esultats exp¶erimentaux. On montre que, pour la g¶eom¶etrie des essais r¶ealis¶es,

le modµeleM 4-5n adapt¶e est plus appropri¶e que le modµele classique car il prend en compte les

d¶eformations de cisaillement quelque soient les valeurs des raideurs d'interface. De plus, la compa-

raison des pr¶evisions du modµele avec les r¶esultats exp¶erimentaux de la litt¶erature [Linden, 1999]

nous a permis de valider exp¶erimentalement le modµele propos¶e.
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Chapitre 4

V¶eri¯cation de la tenue en fatigue du

collage Bois-BFUP

La v¶eri¯cation en fatigue des ouvrages d'art est une ¶etape trµes importante du dimensionnement.

Ce dernier se base sur la notion de dur¶ee de vie, compte tenu de la r¶esistance en fatigue des ¶el¶ements

de la structure. La connexion joue un rôle important pour les ouvrages mixtes vis-µa-vis de l'¶etat

limite en fatigue. La partie pr¶ec¶edente de la thµese portant sur l'exp¶erimentation de di®¶erents

systµemes de connexion Bois-BHP ¯br¶e nous a permis de choisir le collage comme la connexion

la plus performante vis-µa-vis de l'¶etat limite de service et de l'¶etat limite ultime. Nous allons

pr¶esenter dans ce paragraphe une campagne d'essais en fatigue de maquettes de tabliers mixtes

Bois-BFUP. L'objectif principal de ces essais est de valider en fatigue la technique par collage.

Plus concrµetement, nous avons mis au point puis r¶ealis¶e une ¶etude repr¶esentative de l'¶evolution en

fatigue des poutres mixtes Bois-BFUP sous l'e®et des charges de tra¯c. Quatre exemplaires d'un

prototype de tablier mixte Bois-BFUP coll¶e µa l'¶echelle 1=3 ont ¶et¶e r¶ealis¶es.

4.1 Corps d'¶epreuve

4.1.1 Dimensions et propri¶et¶es des mat¶eriaux

La section transversale des corps d'¶epreuve est en "u". Ils sont compos¶es de deux poutres en

bois, de 0; 23m de hauteur et de 0; 115m de largeur, qui sont coll¶ees µa une dalle en BFUP de 0; 5m

de largeur et de 0; 04m d'¶epaisseur. Ils ont 3; 2m de longueur et la port¶ee entre deux appuis est

L = 3 ; 0m. Le chargement est en °exion 4 points conform¶ement µa la ¯gure (Fig.4.1).

Le bois est de classeGL28 (cf. 3.1). La dalle du tablier est en BFUP, dans ce cas pr¶esent du

BSI R° CERACEM . Ce BFUP, dos¶e µa 2; 5% de ¯bres, a une r¶esistance caract¶eristique µa 28 jours de

165MP a et une r¶esistance caract¶eristique en traction de 8; 8MPa. Les di®¶erentes caract¶eristiques

du BSI R° CERACEM sont synth¶etis¶ees dans le tableau ci-dessous (Tab.4.1).
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4.1 Corps d'¶epreuve

Fig. 4.1 { G¶eom¶etrie de la poutre d'essai

Caract¶eristiques m¶ecaniques

Densit¶e ½ 2:8t=m3

R¶esistance caract¶eristique en compression µa 28j f c28 165MPa

R¶esistance caract¶eristique en traction µa 28j de la matrice f t28 8; 8MP a

R¶esistance caract¶eristique en traction µa 28j du mat¶eriau ¯br¶e ¾bt28 8; 8MP a

Valeur caract¶eristique du module d'Young µa 28j E i 28 65GPa

Coe±cient de Poisson º 0; 2

Coe±cient de dilatation thermique ® 11; 5¹m=m

Retrait endogµene µa l'in¯ni ²re1 550

Retrait de dessiccation µa l'in¯ni ² rd1 150

Fluage propre et de dessiccation (chargement µat1 = 48h) K f l 1

Caract¶eristique rh¶eologiques

Dur¶ee pratique d'utilisation DPU 2 heures
¶Etalement au cône DIN (sans secousse de la table) µat0 + 2min e(cm) 60 · e · 68

Teneur en air occlus AO · 3; 5%

Composition pour 1m3

Pr¶emix : SIKA CERACEM BFM-MILLAU 2355; 1kg § 2%

Superplasti¯ant : SIKA VISCOCRETE 5400F 44; 6kg § 2%

Eau ajout¶ee 195kg § 2%

Fibres m¶etalliques droites (L f = 20mm; © = 0; 3mm) 195kg § 2%

Tab. 4.1 { Carte d'identi¯cation du BSI R° CERACEM (d'aprµes EIFAGE)

85



4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

La colle utilis¶ee est une colle ¶epoxydique µa deux composants sans solvantSikadur R° 30. Elle est

titulaire d'un droit d'usage de la marque NF pour le collage structurel. Un kit pr¶edos¶e comprend le

premier composant de r¶esine de couleur blanche et le deuxiµeme composant de durcisseur de couleur

noir. On m¶elange jusqu'µa obtention d'un gris uniforme, d¶emontrant l'homog¶en¶eit¶e du m¶elange. Les

caract¶eristiques m¶ecaniques de cette colle sont pr¶esent¶ees dans le tableaux ci-dessous (Tab.4.2).

R¶esistance µa la compression µa 20ºC aprµes 1 jour 55MPa

R¶esistance µa la °exion µa 20ºC aprµes 1 jour 30MPa

Module d'¶elasticit¶e statique 12800MPa

Adh¶erence sur b¶eton (rupture dans le support) > 4MPa

Tab. 4.2 { Caract¶eristiques m¶ecaniques de la colleSikadur R° 30

4.1.2 Mise au point du collage sur BFUP

La technique d'assemblage par collage ayant ¶et¶e valid¶ee avec un BHP ¯br¶e, l'utilisation d'un

BFUP a n¶ecessit¶e une ¶etude compl¶ementaire visant µa ¶evaluer la performance de la colle en fonction

du mode de traitement de surface.

Des essais de collage ont ¶et¶e r¶ealis¶es µa partir de poutres mixtes suppl¶ementaires de 1(m). La

fabrication des ¶el¶ements en BFUP a ¶et¶e e®ectu¶ee par coulage dans un co®rage dont le fond de moule

constitue la face horizontale sup¶erieure de la poutre en bois, elle-même prot¶eg¶ee par un adh¶esif

plasti¯¶e. Cet adh¶esif donne un a aspect " glac¶e " µa la surface de b¶eton. Aucun agent d¶emoulant

n'a ¶et¶e appliqu¶e sur le co®rage a¯n d'¶eviter la pr¶esence de produits gras en contact avec la colle.

Le double encollage, i.e. l'application de la colle sur les 2 surfaces µa coller, a ¶et¶e pratiqu¶e.

Une premiµere s¶erie d'essais a consist¶e µa coller, µa une ¶ech¶eance de 7 jours aprµes le coulage du

b¶eton, les ¶el¶ements en BFUP directement sur le bois avec un nettoyage des surfaces avec un chi®on

impr¶egn¶e d'un solvant. Cette s¶erie n'a pas ¶et¶e concluante car quelques jours aprµes le collage, un

d¶ecollement a ¶et¶e observ¶e au niveau de l'interface Bois-BFUP (Fig.4.2(a)). Ce d¶ecollement est

dû au retrait de dessiccation du BFUP. Bien que celui-ci soit r¶eput¶e trµes faible, (Tab.4.1), il a

n¶eanmoins conduit µa la cr¶eation d'une courbure orient¶ee vers le haut, courbure que la liaison par

collage sur une surface lisse "glac¶ee" n'a pu empêcher. De plus, les essais en °exion de ces poutres

montrent que le d¶ecollement du Bfup s'est rapidement propag¶e aux extr¶emit¶es des poutrelles au

cours du chargement(Fig.4.2(b)).

Une seconde s¶erie d'essais a ¶et¶e r¶ealis¶ee en pratiquant un traitement de surface du b¶eton par

pon»cage µa l'aide d'un disque diamant¶e et en r¶ealisant le collage pour un âge du b¶eton de 28 jours, de

maniµere µa ce que le retrait restant µa produire aprµes collage soit faible. Les essais ont ¶et¶e concluants

car les poutres ont r¶esist¶e µa une force de 100kN qui est beaucoup plus grande que les poutres

de la premiµere s¶erie. En plus, aucune ¯ssure au niveau de l'interface n'a ¶et¶e observ¶ee. C'est cette

technique qui a ¶et¶e retenue.

86



4.1 Corps d'¶epreuve

(a) D¶ecollement par retrait de dessiccation (b) D¶ecollement au cours d'essai en °exion

Fig. 4.2 { Rupture des poutres bois-BFUP coll¶ees

4.1.3 Fabrication des corps d'¶epreuve

Dalle en BFUP

Un co®rage aux dimensions de la dalle enBFUP a ¶et¶e pr¶epar¶e et positionn¶e horizontalement.

Un malaxeur de type SKAKO NTV 125 a servi µa fabriquer le BFUP µa partir de sacs de pr¶emix.

La proc¶edure de malaxage duBSI R° CERACEM est pr¶esent¶ee dans le tableau ci-dessus (Tab.

4.3) :

Composants Temps partiel (min) Temps total (min)

Pr¶emix µa sec 1 1

Ajout d'eau 3 4

Ajout de superplasti¯ant 7 11

Ajout de ¯bre 4 15

Tab. 4.3 { Proc¶edure de malaxage duBSI R° CERACEM

Le b¶eton a ensuite ¶et¶e mis en place (Fig.4.3). La face sup¶erieure de la dalle a ¶et¶e recouverte

d'une bâche en plastique pour ¶eviter l'¶evaporation de l'eau. Le d¶eco®rage a ¶et¶e r¶ealis¶e aprµes 48

heures de durcissement. La dalle a ensuite ¶et¶e plac¶ee sur la tranche pour avoir un retrait de

dessiccation uniforme sur les deux faces.
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

Fig. 4.3 { Mise en place de la dalle en BFUP

Poutres en bois

La partie en bois du corps d'¶epreuve est compos¶ee de deux poutres en lamell¶e coll¶e de classe

GL28. Deux piµeces de pont (entretoises) ont ¶et¶e fabriqu¶es pour assembler les deux poutres par des

tiges boulonn¶ees.

Mise en place du collage Bois-BFUP

Le collage a ¶et¶e r¶ealis¶e au moins 28 jours aprµes le coulage du b¶eton pour diminuer les e®ets du

retrait de dessiccation du b¶eton. Le collage des poutres en bois sur la dalle BFUP n¶ecessite une

bonne pr¶eparation des surfaces de collage. La dalle en BFUP a ¶et¶e ponc¶ee en utilisant un disque

diamant¶e (Fig. 4.4(a)). Les deux poutres en bois ont aussi ¶et¶e ponc¶ees en utilisant une ponceuse

au papier de verre(Fig.4.4(b)). Les surfaces ont ¶et¶e ensuite sou²¶ees µa l'air comprim¶e pour enlever

les poussiµeres.

Le m¶elange des deux composants de la colleSikadur R° 30 a ¶et¶e r¶ealis¶e par une perseuse ¶equip¶ee

d'une h¶elice (Fig. 4.5(a)). La colle a ¶et¶e appliqu¶ee sur les surfaces de la dalle et des poutres en bois

avec une ¶epaisseur moyenne de 3mm µa 4mm (Fig. 4.5(b)).

Pour assembler les deux parties corps d'¶epreuve, les poutres en bois ont ¶et¶e pos¶ees sur la dalle

en BFUP. Le collage a ¶et¶e v¶eri¯¶e par l'observation de bourrelets au niveau de l'interface. Le contact

entre les deux parties ont ¶et¶e maintenu par six serre-joints (Fig.4.6).

L'identi¯cation des corps d'¶epreuve est pr¶esent¶ee dans le tableau ci-dessous (Tab.4.4).
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4.1 Corps d'¶epreuve

(a) Ponceuse µa disque diamant¶ee (b) Ponceuse au papier de verre

Fig. 4.4 { Ponceuses pour la pr¶eparation des surfaces de collage

(a) M¶elange de la colle (b) Application de la colle

Fig. 4.5 { Mise en place le collage

Corps d'¶epreuve Identi¯cation

1 CE1

2 CE2

3 CE3

4 CE4

Tab. 4.4 { Identi¯cation des corps d'¶epreuve
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

Fig. 4.6 { Corps d'¶epreuve avec les serre-joints
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4.2 Mise au point des essais

4.2 Mise au point des essais

4.2.1 Calcul du chargement

Pour ¯xer la charge µa appliquer nous allons proc¶eder de 2 maniµeres di®¶erentes.

Calcul par l'hypothµese de l'existence d'une courbe de fatigue

L'absence de donn¶ees sur le comportement en fatigue du type de liaison ¶etudi¶e ici nous amµene

µa faire des hypothµeses sur la courbe de fatigue. En e®et, g¶en¶eralement, le point de troncature

d'une courbe de fatigue est obtenue pour 100 millions de cycles alors que nous nous limiterons

µa 2 millions de cycles. Nous avons fait une hypothµese qui consiste µa consid¶erer que la courbe de

fatigue de la connexion par collage entre le bois et BFUP a une pente 1=5 et que le camionB f

(Fig. 4.7), tel qu'il est pr¶esent¶e dans le guide de justi¯cation des ponts m¶etalliques et mixtes du

SETRA [Setra, 1996], est un modµele de chargement µa la fatigue pour les ponts mixtes bois-BFUP.

Fig. 4.7 { Camion B f

La v¶eri¯cation de la fatigue consiste selon ce guide µa calculer l'¶etendue de contrainte extrême

produite dans tous les d¶etails de la structure par un camionB f . Ce camionB f est ajust¶e et calibr¶e

en g¶eom¶etrie et en masse de telle maniµere qu'il donne des r¶esultats approchants l'action du tra¯c

sur une dur¶ee de 100 ans. En plus, la masse de ce camion doit être pond¶er¶e par un coe±cientc de

telle maniµere qu'il corresponde µa une demande de niveau de tra¯c d¶ecid¶e par le mâ³tre d'ouvrage. La

v¶eri¯cation consiste ensuite µa comparer les ¶etendues de contraintes dans la structure µa la r¶esistance

des d¶etails µa 100 millions de cycles, divis¶ees par le coe±cient partiel de s¶ecurit¶e.

Pour calculer le chargement de notre essai, le pont qui fait l'objet de l'essai au LCPC dans le

cadre du projet NR2C, a ¶et¶e consid¶er¶e comme le pont de r¶ef¶erence. C'est un pont de 10 m de

longueur, de 2; 5 m de largeur. Le pont se compose de quatre poutres en bois de hauteur 60 cm et
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

de largeur 24 cm renforc¶ees par des bandes composites d'¶epaisseur 3 mm. Elles sont connect¶ees µa

une dalle de BFUP de 7 cm d'¶epaisseur par collage (Fig.4.8).

Fig. 4.8 { Section transversale du pont d'essai au LCPC

La v¶eri¯cation µa la fatigue de ce pont consiste µa calculer des ¶etendues de contraintes extrêmes

dans le pont sous le chargement de camionB f . Le pont est ici consid¶er¶e comme un pont de

l'autoroute A6 qui est caract¶eris¶e par le passage deN camions par an,N = 0 ; 986 milions, par

le poids moyen des camionsPm = 36; 5 tonnes. Cela nous permet de calculer le coe±cient de

pond¶eration c prenant en compte le niveau de tra¯c du pont :

c = 1 ; 05£ N
1
5 £

P5m

30
= 1 ; 467 (4.1)

Avec P5m ¼ Pm + 0 ; 5 £ s, et s = 12; 1, l'¶ecart type sur le poids moyen des camions.

La v¶eri¯cation consiste ensuite µa comparer les ¶etendues de contraintes extrêmes µa la r¶esistance

des d¶etails µa 100 millions de cycles (donn¶ee).

Dans le cas d'une comparaison avec la r¶esistance des d¶etails en cisaillement µan millions de

cycles, le chargement dû au camionBf doit être pond¶er¶e une deuxiµeme fois par le coe±cientp :

p = (100=n)
1
5 (4.2)

L'expression du coe±cientp signi¯e que la courbe de fatigue exprimant l'¶etendue de contraintes

de cisaillement en fonction du nombre de cycles a une pente 1=5 (Fig. 4.9).

Le chargement de fatigue associ¶e µa un tra¯c sur l'autorouteA6 et µa un niveau de v¶eri¯cation

de n millions cycles pour le pont de r¶ef¶erence, s'¶ecrit ¯nalement :

B f = 30 £ c £ p

En appliquant ce chargementB f sur le pont de r¶ef¶erence, nous obtenons l'¶etendue en cisaille-

ment µa l'interface bois-b¶eton pour les di®¶erents nombres de cycles (Tab.4.5).

Le chargement de fatigue a ¶et¶e ensuite calcul¶e pour avoir la même ¶etendue de contraintes de

cisaillement µa l'interface des corps d'¶epreuve aprµesn millions cycles. L'¶etendue en cisaillement µa

92



4.2 Mise au point des essais

Fig. 4.9 { Courbes de fatigue - Variations de contrainte de cisaillement

Nombre de cycles ¶Etendue en cisaillement (MPa)

n0 = 100 milions 0; 350

n1 = 2 milions 0; 766

n2 = 0 ; 3 milions 1; 120

n3 = 0 ; 1 milions 1; 395

Tab. 4.5 { ¶Etendue en cisaillement µa l'interface dans le pont de r¶ef¶erence µa l'actionB f

l'interface du corps d'¶epreuve est pr¶esent¶ee dans le tableau (Tab.4.6). Dans ce tableau, l'¶ecart

repr¶esente la di®¶erence relative entre l'¶etendue de cisaillement obtenue sur le corps d'¶epreuve par

rapport µa celle du pont de r¶ef¶erence.

Nombre de cycles Amplitude de chargement ¶Etendue en cisaillement ¶Ecart

n1 = 2 millions F1 = 70kN 0; 813 6%

n2 = 0 ; 3 millions F2 = 100kN 1; 161 4%

n3 = 0 ; 1 millions F3 = 150kN 1; 742 25%

Tab. 4.6 { Chargement et ¶etendue de contrainte pour chaque corps d'¶epreuve
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

V¶eri¯cation aux actions d'un chargement fr¶equent

Le calcul ci-dessus a ¶et¶e r¶ealis¶e en faisant l'hypothµese que la courbe en fatigue de cisaillement de

la connexion bois-BFUP a une pente d'une valeur 1=5. Une autre maniµere de proc¶eder pour justi¯er

le calcul de la charge µa appliquer dans l'essai de fatigue ci-dessus consiste µa v¶eri¯er la contrainte en

cisaillement dans le pont de r¶ef¶erence pour un chargement fr¶equent. Selon Calgaro [Calgaro, 1996],

le chargement fr¶equent pour les ponts routiers dans les Eurocodes [EC1.3-DAN, 1997] a ¶et¶e choisi

de fa»con que son intensit¶e corresponde µa une p¶eriode de retour d'une semaine. Sur la ¯gure (Fig.

4.10), nous pr¶esentons le modµele de chargement fr¶equent appliqu¶e sur le pont de r¶ef¶erence.

Fig. 4.10 { Chargement fr¶equent appliqu¶e au pont de r¶ef¶erence

La contrainte de cisaillement µa l'interface a ¶et¶e calcul¶ee et ensuite compar¶ee µa celle appliqu¶ee au

corps d'¶epreuve. Le calcul montre que le programme de chargement sur les corps d'¶epreuve engendre

une contrainte de cisaillement au moins 60% plus grande que celle g¶en¶er¶ee par le chargement

fr¶equent dans le pont de r¶ef¶erence (Tab.4.7).

Chargement Contrainte de cisaillement d'interface (MPa)

F1 = 70kN 0; 813

F1 = 100kN 1; 161

F1 = 150kN 1; 742

Chargement fr¶equent 0; 507

Tab. 4.7 { Contrainte de cisaillement d'interface du pont de r¶ef¶erence et comparaison avec celle

du chargement fr¶equent

En sachant que le chargement fr¶equent correspond µa une p¶eriode de retour d'une semaine,
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4.2 Mise au point des essais

le programme de chargement nous permet de d¶eterminer la probabilit¶e de d¶epassement de cette

charge sur une dur¶ee de 100 ans de r¶ef¶erence [Calgaro, 1996] (Tab.4.8).

Chargement Nombre de cycle Probabilit¶e de d¶epassement en 100 ans

F1 = 70kN n1 = 2 millions 0; 0026

F1 = 100kN n1 = 0 ; 3 millions 0; 0174

F1 = 150kN n1 = 0 ; 1 millions 0; 0521

Tab. 4.8 { Probabilit¶e de d¶epassement du niveau de charge du programme exp¶erimental sur une

dur¶ee de 100

On peut alors admettre que l'obtention de bons r¶esultats sur les corps d'¶epreuve constitue une

premiµere validation de la tenue en fatigue de la liaison par collage, dans des conditions thermo-

hydriques constantes.

4.2.2 Programme de chargement

Le programme de chargement des corps d'¶epreuve est donc le suivant :

{ Le premier corps d'¶epreuveCE1 a subi quatre cycles de 0kN µa 55kN , puis trois cycles de

0kN µa 100kN et en¯n un chargement jusqu'µa la rupture. Ce premier essai en statique nous

permet d'identi¯er la raideur ainsi que la face de rupture du corps d'¶epreuve.

{ Les trois corps d'¶epreuveCE2, CE3 et CE4 ont subi d'abord 2 millions cycles de 10kN µa

80kN . Ils ont ensuite subi 300000 cycles de 10kN µa 110kN et puis 100000 cycles de 10kN µa

160kN . En¯n, les deux corps d'¶epreuveCE2 et CE3 sont charg¶ees jusqu'µa la rupture et le

troisiµeme a continuer µa subir des cycles de 10kN µa 160kN jusqu'µa la rupture.

4.2.3 V¶eri¯cation des contraintes dans les mat¶eriaux et µa l'interface

Les charges obtenues ci-dessus pour le programme de chargement ont ¶et¶e calcul¶ees pour avoir

les mêmes ¶etendues de contraintes de cisaillement d'interface dans les corps d'¶epreuve par rapport

µa celles du pont de r¶ef¶erence. Nous allons d¶emontrer dans cette partie que le programme de charges

n'engendre pas de fatigue dans le bois ni le b¶eton. Le programme de fatigue consiste donc µa fatiguer

uniquement la connexion entre le bois et b¶eton.

Nous pr¶esentons d'abord le calcul par le modµeleM 4-5n adapt¶epour la con¯guration de l'essai

quatre points (Fig. 4.11).
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

Fig. 4.11 { Sch¶ema m¶ecanique pour le calcul des contraintes

Les 12 conditions aux limites pour la partie II de la poutre sont les suivantes :
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

U 1
1II (x = L=6) = a1

U 2
1II (x = L=6) = a2

U 1
3II (x = L=6) = a3

U 2
3II (x = L=6) = a4

©1
1II (x = L=6) = a5

©2
1II (x = L=6) = a6

et

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

N 1
1II (x = L=2) = 0

N 2
1II (x = L=2) = 0

M 1
1II (x = L=2) = 0

M 2
1II (x = L=2) = 0

Q2
1II (x = L=2) = 0

U 1
3II (x = L=2) = 0

(4.3)

Oµu a1, a2, a3, a4, a5, a6 sont les constantes.

Nous avons ensuite les 12 conditions aux limites pour la partieI de la poutre :
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

U 1
1I (x = L=6) = a1

U 2
1I (x = L=6) = a2

U 1
3I (x = L=6) = a3

U 2
3I (x = L=6) = a4

©1
1I (x = L=6) = a5

©2
1I (x = L=6) = a6

et

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

U 1
1I (x = 0) = 0

U 2
1I (x = 0) = 0

©1
1I (x = 0) = 0

©2
1I (x = 0) = 0

T 1
I (x = 0) = 0

Q I (x = 0) = 0

(4.4)

Pour trouver les 6 constantesa1 µa a6, nous avons 6 conditions de continuit¶e suivantes :
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

N 1
1I (x = L=6) = N 1

1II (x = L=6)

N 2
1I (x = L=6) = N 2

1II (x = L=6)

M 1
1I (x = L=6) = M 1

1II (x = L=6)

M 2
1I (x = L=6) = M 2

1II (x = L=6)

Q I (x = L=6) + Q II (x = L=6) = F=2

T 1
I (x = L=6) = T 1

II (x = L=6)

(4.5)

Nous obtenons en¯n la solution du modµeleM 4-5n adapt¶epour l'essai quatre points.
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4.2 Mise au point des essais

Charge (kN) Nombre de cycle ¢ ¾bois
11 (MPa) f bois

fat;d (MPa) V¶eri¯cation

F1 = 70 n1 = 2 £ 106 8; 162 12; 967 OK

F2 = 100 n1 = 0 ; 3 £ 106 11; 66 18; 35 OK

F3 = 150 n1 = 0 ; 1 £ 106 17; 491 21; 467 OK

Tab. 4.9 { V¶eri¯cation en fatigue des contraintes en traction dans le bois

Sur le tableau (Tab. 4.9), nous pr¶esentons les contraintes en traction dans le bois et les

contraintes de calcul µa la fatigue du bois (cf.1.5.3 pour la d¶etermination de f bois
fat;d ) :

Les contraintes en cisaillement sont aussi v¶eri¯¶ees (Tab.4.10).

Charge (kN ) Nombre de cycle ¢ ¾bois
12 (MPa) f bois

fat;d (MPa) V¶eri¯cation

F1 = 70 n1 = 2 £ 106 0; 832 0; 966 OK

F2 = 100 n1 = 0 ; 3 £ 106 1; 189 1; 515 OK

F3 = 150 n1 = 0 ; 1 £ 106 1; 783 1; 833 OK

Tab. 4.10 { V¶eri¯cation en fatigue des contrainte en cisaillement dans le bois

Les contraintes en compression du b¶eton sont aussi calcul¶ees et pr¶esent¶ees dans le tableau (Tab.

4.11). Les contraintes dans le b¶eton restent toujours inf¶erieure µa 60% de la r¶esistance caract¶eristique

du b¶eton qui est 165MPa.

Charge (kN ) Nombre de cycle ¢ ¾beton
11 (MPa) f beton

fat;d (MPa) V¶eri¯cation

F1 = 70 n1 = 2 £ 106 13; 456 0; 6 £ 165 OK

F2 = 100 n1 = 0 ; 3 £ 106 19; 223 0; 6 £ 165 OK

F3 = 150 n1 = 0 ; 1 £ 106 28; 835 0; 6 £ 165 OK

Tab. 4.11 { V¶eri¯cation en fatigue du b¶eton

Le calcul ci-dessus montre donc que le programme de chargement propos¶e nous permettra

d'observer le comportement en fatigue de la connexion sans endommager les mat¶eriaux bois et

BFUP.

4.2.4 Dispositif

Un bâti de presse a ¶et¶e con»cu et mont¶e au Lami pour cette campagne d'essais. On dispose

d'un groupe hydraulique de marqueTEMA ¡ ConceptR° . Le v¶erin de 500kN de capacit¶e de même

marque est un v¶erin dynamique qui permet de simuler le chargement cyclique, celui-ci pouvant

atteindre la fr¶equence de l'ordre 10Hz. Le v¶erin est ¯x¶e µa un chevêtre trµes rigide qui est port¶e par

8 tiges de diamµetre 30mm ancr¶ees µa une dalle rigide. A la tête du v¶erin est ¯x¶ee une rotule pour
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

¶eviter les e®orts horizontaux parasites. Le cadre sup¶erieur est contrevent¶e par 8 tirants (Fig.4.12).

Fig. 4.12 { Cadre de presse

Les appuis se composent de rouleaux qui autorisent le d¶eplacement horizontal de la poutre. On

interpose entre les poutres en bois et les rouleaux des plaques m¶etalliques de 2cm d'¶epaisseur. Le

d¶eplacement transversal de la poutre est bloqu¶e par les quatre plaques qui sont ¯x¶ees sur appui

(Fig. 4.13). Les d¶eplacements horizontaux longitudinaux du corps d'¶epreuve sont aussi limit¶es par

des but¶ees souples.
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4.2 Mise au point des essais

Fig. 4.13 { Systµeme d'appui
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

4.2.5 Instrumentation

Le groupe hydraulique et le v¶erin sont pilot¶e en force ou en d¶eplacement. Ce systµeme de pilotage

ne possµede que huit canaux de mesures y compris la force et le d¶eplacement du v¶erin. Un systµeme

d'acquisition ind¶ependant a donc ¶et¶e cr¶e¶e. Il possµede une m¶emoire tampon qui permet la lecture

permanente des signaux des canaux. Un enregistrement sur le disque dur µa un instantt se compose

de 8 secondes avant et de 8 secondes aprµes cet instant. Le temps entre deux enregistrements est de

2 heures. Le systµeme d'acquisition permet d'enregistrer 100 points de mesure pendant 1 seconde

ce qui constitue un bloc de mesure. On a donc 16 blocs de mesure enregistr¶es sur le disque dur µa

l'instant t. De plus, le programme permet la d¶etection d'¶ev¶enement. Un incr¶ement d'amplitude par

rapport au cycle pr¶ec¶edent sur les capteurs de d¶eplacement va être d¶etect¶e et un enregistrement

va être e®ectu¶e.

Le systµeme d'acquisition est compos¶e de 26 canaux de mesures dont deux canaux de force et de

d¶eplacement du systµeme de pilotage. Le troisiµeme canal sert µa mesurer la temp¶erature de la salle

d'essai. Huit canaux sont r¶eserv¶es pour des capteurs de d¶eplacement. Les capteurs de d¶eplacement

sont les LVDT not¶es D1 µa D8. Le capteur D1 a 10cm de course. Les capteurs deD2 µa D5 ont

2; 5cm de course et lesD6, D7 et D8 ont 1cm de course. La disposition des capteurs est pr¶esent¶ee

sur la ¯gure ci-dessous (Fig.4.14).

Fig. 4.14 { Position des capteurs de d¶eplacement

Les capteursD5 µa D8 sont install¶es µa deux extr¶emit¶es de chaque poutre en bois pour mesurer

le glissement relatif µa l'interface entre le b¶eton et le bois. Un exemple de capteur de glissement est

pr¶esent¶e sur la ¯gure (Fig. 4.15).
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4.2 Mise au point des essais

Fig. 4.15 { Capteur de glissement µa l'extr¶emit¶e de la poutre

Les trois capteurs D1, D2, et D3 servent µa mesurer le d¶eplacement de la face inf¶erieure du

tablier. Le capteur D4 mesure le d¶eplacement de la face sup¶erieure.

Quinze derniers canaux sont r¶eserv¶es µa l'installation des jauges de d¶eformation. Il y a deux

types de jauges, une pour le bois et une pour le b¶eton (Fig.4.16). Les jaugesJ 0 µa J 9 permettent

de mesurer les d¶eformations de deux sections transversales. Les deux jaugesJ 10 et J 11 mesurent

la d¶eformation longitudinale de la face inf¶erieure de deux poutres en bois. Les deux jaugesJ 12

et J 13 mesurent la d¶eformation longitudinale et transversale de la face inf¶erieure de la dalle. La

derniµere jauge mesure la d¶eformation de la face sup¶erieure de la dalle.

Fig. 4.16 { Position des jauges
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

4.3 R¶esultats

4.3.1 Premier corps d'¶epreuve CE1

Le CE1 a subi quatre cycles de 0kN µa 55kN , puis trois cycles de 0kN µa 100kN et en¯n un

dernier cycle jusqu'µa la rupture. Les courbes force-°µeche montrent que le comportement deCE1

pendant les premiers cycles coÄ³ncide avec celui du dernier cycle jusqu'µa la rupture pour les trois

capteurs D1, D2 et D3 (Fig. 4.17).
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Fig. 4.17 { Courbes force-°µeche des trois capteursD1, D2, et D3

Nous pr¶esentons sur la ¯gure (Fig.4.18) les courbes force-°µeche pour le dernier cycle jusqu'µa la

rupture et le comparons avec le calcul du modµeleM 4-5n adapt¶edans les cas de connexion parfaite

et sans connexion.
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Fig. 4.18 { Force °µeche deEC1
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A cause de la faible course des capteursD1, D2 et D3, nous les avons enlev¶e quand la force

a atteint 280kN . En r¶ealit¶e, la rupture s'est produite µa 302kN . On peut observer la rupture

sur la courbe qui pr¶esente le glissement aux extr¶emit¶es de chaque poutre en bois (Fig.4.19). Le

glissement mesur¶e reste de l'ordre de 0; 03mm µa la charge de ruine 302kN . Sur la ¯gure, le d¶ecalage

des capteurs aprµes la rupture est due µa l'onde de choc produite par la rupture du bois. Les r¶esultats

des capteurs montrent que le comportement de la poutre est trµes proche de la connexion parfaite.
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Fig. 4.19 { Glissement µa des extr¶emit¶es de la poutre

Sur la ¯gure (Fig. 4.20(a)), on pr¶esente les d¶eformations axiales mesur¶ees par les jauges sur la

section µa 0; 46m de l'appui pour les di®¶erentes charges. Dans la condition id¶eale d'une connexion

parfaite, nous avons une continuit¶e de la d¶eformation axiale²11 auprµes de l'interface. Ici, nous

trouvons qu'il existe une l¶egµere di®¶erence de d¶eformation axiale entre la mesure de la jaugeJ 1

dans le b¶eton et celle de la jaugeJ 2 dans le bois auprµes de l'interface. Cette l¶egµere di®¶erence peut

provenir d'un comportement ¶elastique de la couche de colle. Les contraintes µa la position des jauges

sont ensuite calcul¶ees en consid¶erant un comportement ¶elastique des mat¶eriaux. Les r¶esultats de

contrainte sur la ¯gure (Fig. 4.20(b)) montrent que le b¶eton est toujours en compression au cours

du chargement. De plus, le croisement des courbes permet d'identi¯er la position de l'axe neutre

dans la partie du bois.
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Fig. 4.20 { D¶eformation axiale mesur¶ee et contrainte axiale calcul¶ee

La rupture du CE1 a eu lieu en traction dans le bois µa la position d'un joint d'aboutement de

lamell¶e coll¶e. La ¯ssure s'est ensuite propag¶ee suivant l'interface de lamell¶e coll¶e (Fig.4.21). Nous

v¶eri¯ons ici que l'interface n'a pas constitu¶e le lieu de faiblesse de la structure.

(a) Vue de loin (b) Vue de prµes

Fig. 4.21 { Rupture du CE1

Nous pr¶esentons les contraintes calcul¶ees µa partir des d¶eformations axiales mesur¶ees par deux

jaugesJ 7 et J 8 sur la ¯gure (Fig. 4.22). La jauge J 7 n'ayant plus de d¶eformation aprµes la rupture,

cela montre que la rupture s'est pass¶ee dans la poutre sur la quelle est coll¶ee la jaugeJ 7. De plus,

la courbe montre que la contrainte µa rupture dans la poutre en bois est de 26:87MPa µa la rupture.

En conclusion, l'essai statique duCE1 nous permet de d¶eterminer un comportement que est

trµes proche de connexion parfaite. De plus, la charge µa la rupture et le mode de rupture ont ¶et¶e
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Fig. 4.22 { Contrainte jusqu'µa la rupture dans la poutre en bois

identi¯¶es.

4.3.2 Corps d'¶epreuve CE2, CE3 et CE4

Les trois corps d'¶epreuveCE2, CE3 et CE4 ont subi d'abord 2 millions cycles de 10¡ 80kN .

Puis 300000 cycles de 10¡ 110 et ensuite 100000 cycles de 10¡ 160kN . D¶esormais, nous ne pr¶esentons

que la °µeche donn¶ee par le capteurD2, les donn¶ees de deux capteursD1 et D3 sont pr¶esent¶ees

dans l'annexeE.1. Sur la ¯gure (Fig. 4.23), nous pr¶esentons le comportement force-°µeche deCE4

du premier cycle et du dernier cycle des trois phases de chargement, 10¡ 80kN , 10 ¡ 110kN et

10¡ 160kN . Les r¶esultats deCE2 et de CE3 sont identique et pr¶esent¶es dans l'annexeE.
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Fig. 4.23 { Force-°µeche duCE4 pour les 3 phases de chargement

Nous trouvons que le comportement de la poutre reste lin¶eaire et que sa raideur reste constante

aprµes les trois phases de chargement. De plus, les capteurs aux extr¶emit¶es des corps d'¶epreuve

montrent que le glissement mesur¶e reste dans l'ordre de pr¶ecision des capteurs aprµes les cycles de

chargement (Fig. 4.24). Les autres mesures du glissement sont pr¶esent¶ees dans l'annexeE.2.

106
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0 0.005 0.01 0.015 0.02
0

50

100

150

200

Glissement - Capteur D8  (mm)

F
or

ce
 (

K
N

)

Cycle 1 de 10-80KN

Cycle 2.106 de 10-80KN

(a) Phase de 10¡ 80KN

0 0.005 0.01 0.015 0.02
0

50

100

150

200

Glissement - Capteur D8  (mm)

F
or

ce
 (

K
N

)

Cycle 1 de 10-110KN

Cycle 0,3.106 de 10-110KN

(b) Phase de 10¡ 110KN

0 0.005 0.01 0.015 0.02
0

50

100

150

200

Glissement - Capteur D8  (mm)

F
or

ce
 (

K
N

)

Cycle 1 de 10-160KN

Cycle 0.1´ 106 de 10-160KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. 4.24 { Force-glissement duCE4 pour les 3 phases de chargement

Aprµes trois phases de chargement cyclique, les deux corps d'¶epreuveCE2 et CE3 sont charg¶es

en statique jusqu'µa la rupture. Sur la ¯gure (Fig. 4.25), nous pr¶esentons la courbe force °µeche, la

°µeche ¶etant donn¶ee par le capteurD4 pour deux corps d'¶epreuve.

Le corps d'¶epreuveCE2 s'est cass¶e µa une charge de 360kN . La rupture a eu lieu en traction

dans une poutre en bois (Fig.4.26).
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP
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Fig. 4.25 { Force-°µeche jusqu'µa la rupture deCE2 et CE3
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Fig. 4.26 { Rupture d'une poutre du bois du CE2
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4.3 R¶esultats

La rupture dans le CE3 s'est produite au niveau de l'interface bois-BFUP. Aprµes d¶ecoupage de

la poutre, nous avons pu observer que la rupture s'est produite dans le bois auprµes de l'interface

(Fig. 4.27). Il s'agit donc d'une rupture coh¶esive.

(a) Face du bois (b) Face du b¶eton

Fig. 4.27 { Rupture coh¶esive en cisaillement dans le bois deCE3

Le CE4 a continu¶e µa subir des cycles de 10¡ 160kN au dela 105 cycles et une rupture s'est

produite. Deux zones de rupture ayant ¶et¶e observ¶ee et il importait de savoir quelle zone s'est rompue

la premiµere. Grâce au systµeme d'acquisition qui permet la d¶etection des ¶ev¶enements au cours du

chargement, les donn¶ees des canaux de mesures au moment des ¶ev¶enements permettent l'analyse

du sc¶enario des ¶ev¶enements. Il y a deux ruptures observ¶ees correspondant aux deux ¶ev¶enements

principaux, une rupture en cisaillement dans une poutre en bois au niveau de l'axe neutre deCE4,

le mode 1, et une rupture au niveau de l'interface du bois-BFUP, le mode 2 (Fig.4.28).

Fig. 4.28 { Position des deux modes de rupture duCE4
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

Sur la ¯gure (Fig. 4.29(a)), le capteur D6, qui mesure le glissement µa l'interface du côt¶e du

mode 2 de rupture, montre que les cycles succ¶edant au cycle de l'¶ev¶enement sont de même allure

que les cycles pr¶ec¶edant l'¶ev¶enement. Par contre, le capteurD8 du côt¶e du mode 1 montre que les

cycles succ¶edant µa l'¶ev¶enement ne gardent pas la même allure que les cycles pr¶ec¶edant l'¶ev¶enement

(Fig. 4.29).
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Fig. 4.29 { Les cycles des capteursD6 et D8 autour du premier ¶ev¶enement

Le capteur D1, qui mesure la °µeche de la face inf¶erieure de la poutre en bois du côt¶e du mode 1,

montre une augmentation de la °µeche au moment de l'¶ev¶enement (Fig.4.30(b)). Cette augmentation

est due µa une diminution de la raideur de la poutre en bois. Par contre, l'augmentation de la °µeche

ne s'est pas produite avec le capteurD3 situ¶e du côt¶e du mode 2 (Fig.4.30(a)).
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Fig. 4.30 { Les cycles des capteursD1 et D3 autour du premier ¶ev¶enement
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4.3 R¶esultats

De plus, cinq heures quarante cinq minutes et cinquante six secondes aprµes le premier ¶ev¶enement,

une augmentation du glissement mesur¶e par le capteurD6 montre la rupture de l'interface (Fig.

4.31).
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Fig. 4.31 { Rupture observ¶ee par le capteur de glissementD6

Nous concluons que la rupture s'est produite d'abord dans le bois en cisaillement (mode 1).

La rupture en cisaillement µa l'interface (mode 2) a commenc¶e µa se produire cinq heures quarante

cinq minutes aprµes. La rupture de l'interface est donc probablement une cons¶equence de la rupture

selon le mode 1.

Aprµes d¶ecoupage de la poutre, nous avons pu observer que la rupture du mode 2 s'est produite

cette fois µa l'interface colle-BFUP, il s'agit d'une rupture adh¶esive (Fig. 4.32).
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4. V ¶erification de la tenue en fatigue du collage Bois-BFUP

(a) Vue de loin (b) Vue au prµes

Fig. 4.32 { Rupture adh¶esive de l'interface colle-BFUP duCE4
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4.4 Conclusion

4.4 Conclusion

Quatre exemplaires d'un prototype de tablier mixte bois-BFUP coll¶e µa l'¶echelle 1=3 ont ¶et¶e

r¶ealis¶es et pr¶esent¶es dans ce chapitre. Le programme de chargement a ¶et¶e justi¯¶e pour n'endomma-

ger que le systµeme de connexion. A la premiµere phase de 2 millions de cycles ont ¶et¶e ajout¶ees 2 autres

phases de chargement d'amplitude plus grande. Tous les corps d'¶epreuve ont r¶esist¶e au programme

d'essais sans perte de rigidit¶e de l'interface, µa l'exception toutefois du 4µeme corps d'¶epreuve (CE4)

qui s'est rompu µa 115000 cycles pour l'amplitude de 150kN . Deux ruptures s'¶etant produites µa des

extr¶emit¶es oppos¶ees du corps d'¶epreuve, la m¶etrologie nous a permis de constater que la premiµere

s'est initi¶ee dans le bois sous l'e®et du cisaillement, et qu'elle a probablement entrâ³n¶e la rupture

de l'interface bois-BFUP environ 20000 cycles aprµes. Une v¶eri¯cation de la contrainte de fatigue

dans le bois (Tab.4.10) nous informe que celle-ci est proche de la valeur limite, ce qui peut expli-

quer la rupture. Finalement, les r¶esultats nous permettent de v¶eri¯er que la connexion par collage

s'est comport¶ee de maniµere satisfaisante sous l'action de 3 phases de chargement successives. Nous

r¶esumons le programme de chargement et les r¶esultats de la tenue en fatigue sur la ¯gure (Fig.

4.33). Chaque point repr¶esente 3 r¶esultats d'essais sur 3 corps d'¶epreuve di®¶erents.

0 2 4 6 8 10
0

0.4

0.8

1.2

1.6

2

log (n)

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 c

is
ai

lle
m

en
t d

'in
te

rf
ac

e 
(M

P
a)

Fig. 4.33 { R¶esultat de la tenue en fatigue du collage

Ces r¶esultats trµes satisfaisants, bien que restant incomplets pour dresser une courbe de fatigue,

indiquent que la validation plus approfondie de la technologie du collage pour de nouveaux ponts

mixtes m¶erite d'être poursuivie.
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Conclusion g¶en¶erale et perspectives

Nous allons maintenant dresser le bilan g¶en¶eral des travaux pr¶esent¶es dans ce m¶emoire.

L'analyse bibliographique du chapitre 1 nous a inform¶e du faible nombre d'¶etudes relatives µa la

r¶esistance µa la fatigue des connecteurs bois-b¶eton. Aucune validation du collage du b¶eton sur le bois

n'a ¶et¶e trouv¶ee. Ces observations nous ont convaincu de mener une ¶etude exp¶erimentale exploratoire

sur le comportement de divers systµemes de connexion bois-b¶eton, ¶etude men¶ee dans le chapitre 3.

Ces essais ont mis en ¶evidence l'in°uence de la rigidit¶e de l'interface sur le comportement global

de la structure. Les systµemes de connexion test¶es ont couvert la plupart des familles de connexions

existantes. Les modes de fonctionnement de chaque type et les di®¶erents modes de rupture ont

¶et¶e identi¯¶es. Cette ¶etude a mis en ¶evidence que le collage du b¶eton sur le bois est une solution

performante. Cette performance a ensuite ¶et¶e valid¶ee pour le collage du b¶eton ¯br¶e ultra performant

au bois.

La conception des essais et leur analyse nous ont conduit µa d¶evelopper,dans le chapitre 2,

une th¶eorie adapt¶ee aux poutres courtes ayant fait l'objet de la phase exploratoire. L'adaptation

du modµele M 4-5n a ¶et¶e propos¶ee µa cette ¯n. Elle nous a fourni un outil de dimensionnement

des structures constitu¶ees de poutres mixtes µa connexion imparfaite. L'introduction du glissement

d'interface par une discontinuit¶e d'interface a permis de simuler le glissement physique et non

pas le glissement g¶en¶eralis¶e. De plus, le modµeleM 4-5n adapt¶e permet la prise en compte de la

d¶eformation de cisaillement des couches dans le comportement global de la structure. Une compa-

raison avec le modµele classique de poutres mixtes µa connexion imparfaite nous a en e®et montr¶e

l'importance de la d¶eformation de cisaillement sur la °µeche pour les poutres µa faible ¶elancement.

En¯n, le collage ayant ¶et¶e retenu comme objet de l'¶etude en fatigue, des essais en fatigue ont

¶et¶e pr¶esent¶es dans le chapitre 4. Quatre exemplaires du prototype µa l'¶echelle 1=3 d'un tablier mixte

bois-BFUP coll¶e ont ¶et¶e r¶ealis¶es. Le programme de chargement a ¶et¶e justi¯¶e pour n'endommager

que le systµeme de connexion. Tous les corps d'¶epreuve ont r¶esist¶e au programme d'essais sans perte

de rigidit¶e de l'interface. On notera toutefois que le 4µeme corps d'¶epreuve (CE4) s'est rompu µa

115000 cycles pour l'amplitude de 150kN . L'analyse ¯ne des enregistrements des capteurs nous a

inform¶e que la rupture s'est d'abord produite par cisaillement dans le bois puis ensuite µa l'interface

bois-BFUP. Finalement, les r¶esultats nous permettent de v¶eri¯er que la connexion par collage s'est

comport¶ee de maniµere satisfaisante sous l'action de 3 phases de chargement successives.
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Conclusion g¶en¶erale

Ces r¶esultats sont trµes satisfaisants, mais restent encore incomplets pour dresser une courbe

de fatigue. Ils indiquent n¶eanmoins que la validation plus approfondie de la technologie du collage

pour de nouveaux ponts mixtes m¶erite d'être poursuivie.

Des travaux suppl¶ementaires sont µa proposer pour le futur aussi bien du point de vue exp¶erimental

que th¶eorique.

D'une maniµere g¶en¶erale, si la durabilit¶e des colles est ¶etudi¶ee dans di®¶erents laboratoires, il

reste n¶ecessaire de v¶eri¯er la durabilit¶e du collage sur les mat¶eriaux bois et BFUP. Cette durabilit¶e

peut être a®ect¶ee par di®¶erents facteurs ext¶erieurs. Les essais e®ectu¶es dans cette thµese ont par

exemple fait abstraction des e®ets du changement hygroscopique du bois sur le comportement du

collage. Les variations dimensionnelles transversales du bois ¶etant fortement d¶ependantes de son

hygroscopie, il apparâ³t indispensable de valider le comportement du collage sous les e®ets coupl¶es

du chargement et des variations hygrom¶etriques ext¶erieures repr¶esentatives de climats particuliers.

Les essais de fatigue pr¶esent¶es dans cette recherche sont assez lourds µa conduire. En supposant

que la phase pr¶ec¶edente donnent des r¶esultats satisfaisants, il parâ³t int¶eressant de proposer des

essais de fatigue µa plus petite ¶echelle, mais en plus grand nombre, de maniµere µa proposer une courbe

de fatigue complµete.

Le principe structurel pr¶esent¶e ici peut constituer une ¶etape interm¶ediaire de conception de

structures hybrides plus complexes. On pense ici au renforcement du bois dans le domaine de la

traction ou du cisaillement. Ce travail est en cours au sein du laboratoire LAMI dans le cadre d'une

thµese.

D'un point de vue th¶eorique, le modµeleM 4-5n adapt¶eaux interfaces imparfaites gagnerait µa

être implant¶e dans un code aux EF et µa être di®us¶e aussi largement que possible. Un tel outil reste

n¶ecessaire car on constate que les connexions imparfaites sont actuellement les seules utilis¶ees dans

les ouvrages mixtes en bois. Ce travail d'insertion dans un code a d¶ejµa commenc¶e dans le cadre

d'une thµese au LAMI.
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Annexe A

R¶esolution formelle du modµele

classique

La r¶esolution formelle de (Eq.2.30) nous donne la solution du problµeme :

v(x) =
1

®5

Z x

0

·
sh®(®¡ t) ¡

®3

6
(x ¡ t)3 ¡ ®(x ¡ t)

¸
f (t)dt + (A.1)

+ D1sh®x + D2ch®x + D3x3 + D4x2 + D5x + D6 (A.2)

Aprµes avoir trouv¶e le d¶eplacementv, on peut trouver les autres inconnues de la maniµere sui-

vante :

(Eq. 2.5) et (Eq. 2.10) nous donnent les moments °¶echissants de chaque couche :

M 1 = E1I 1v00

M 2 = E2I 2v00

(Eq. 2.27) donne l'e®ort de glissement µa l'interface :

¿ =
Z µ

¡ q=d¡
P

E i I i

d
v(4)

¶
dx + D7 (A.3)

(Eq. 2.7) et (Eq. 2.12) donnent les e®orts tranchants dans les couches :

Q1 = M 0
1 + d1¿

Q2 = M 0
2 + d2¿

(Eq. 2.13) donne l'e®ort d'arrachement :

º = Q0
2 (A.4)
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(Eq. 2.6) donne l'e®ort normal de couche 1 :

N1 =
Z

¿dx+ D8 (A.5)

(Eq. 2.4) donne le d¶eplacement horizontalv1 de couche 1 :

u1 = ¡
Z

N1

E1A1
dx + D9 (A.6)

(Eq. 2.14) donne le d¶eplacement horizontalv2 de couche 2 :

u2 =
¿
K

+ u1 + dv0 (A.7)

(Eq. 2.9) donne l'e®ort normal de couche 2 :

N2 = ¡ E2A2u0
2 (A.8)

Les inconnues du problµeme sont fonction de 9 constantes di®¶erentiellesD1 µa D9. Dans un

cas de chargement donn¶e, on peut trouver ces 9 coe±cients µa l'aide de conditions aux limites

correspondantes.

Dans le but de diminuer les constantes di®¶erentielles pour r¶esoudre le systµeme d'¶equations, nous

proposons la notion de moment global de la poutre par rapport µa l'axe qui passe par le centre de

gravit¶e de la poutre dans le cas de connexion parfaite. Nous pr¶esentons le champ de d¶eformation

sur la section de la poutre sur la ¯gure (Fig. A.1).

e0

G2

G1

h2

h1

-h1

h2

De

C

z

y

b

b.dy y

c

Fig. A.1 { Champ de d¶eformation de la section

Remarquons que nous pouvons trouver la position de centre de gravit¶eC de la poutre dans le

cas de connexion parfaite :

c =
E1A1d1 ¡ E2A2d2P

E i A i
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A. R ¶esolution formelle du mod µele classique

Le moment global de la poutre est alors calcul¶e :

M =
Z 0

¡ h2

E2
¡
²0 + ¢ ² + yv00¢(y ¡ c) bdy+

Z h1

0
E1

¡
²0 + yv00¢(y ¡ c) bdy

= ff E1 [I 1 + d1(d1 ¡ c)A1] + E2 [I 2 + d2(d2 + c)A2]gv00+

+ [ E1(d1 ¡ c)A1 ¡ E2(d2 + c)A2] ²0 ¡ E2 (d2 + c) A2¢ ²

=
1

P 1
A i E i

·µ X
E i I i

X 1
E i A i

+ d2
¶

v00+
d
K

¿0
¸

(A.9)

En introduisant ¿ de (Eq. 2.27), nous obtenons :

M =
1

P 1
E i A i

·µ X
E i I i

X 1
E i A i

+ d2
¶

v00¡
P

E i I i

K
v(4) ¡

q
K

¸
(A.10)

Nous en d¶eduisons ensuite l'e®ort tranchant globale de la poutre :

Q = M 0 =
1

P 1
E i A i

·µ X
E i I i

X 1
E i A i

+ d2
¶

v000¡
P

E i I i

K
v(5) ¡

1
K

q0
¸

(A.11)

Les ¶equations (Eq.2.7) et (Eq. 2.12) nous donnent la formule de l'e®ort de glissement :

¿ =
1

P 1
E i A i

·
dv000¡

P
E i I i

Kd
v(5) ¡

1
Kd

q0
¸

(A.12)

(Eq. 2.26) donne l'e®ort d'arrachement :

º =
1

P 1
E i A i

·µ
E2I 2

X 1
E i A i

+ dd2

¶
v(4) ¡

d2
P

E i I i

Kd
v(6) ¡

d2

Kd
q00

¸
(A.13)

Nous arrivons µa retrouver les e®orts internes de chaque couche :

M 1 = E1I 1v00 (A.14)

M 2 = E2I 2v00 (A.15)

Q1 =
1

P 1
E i A i

·µ X
E1I 1

X 1
E i A i

+ dd1

¶
v000¡

d1
P

E i I i

Kd
v(5) ¡

d1

Kd
q00

¸
(A.16)

Q2 =
1

P 1
E i A i

·µ X
E2I 2

X 1
E i A i

+ dd2

¶
v000¡

d2
P

E i I i

Kd
v(5) ¡

d2

Kd
q00

¸
(A.17)

N1 = ¡ N2 =
1

P 1
E i A i

·
dv00¡

P
E i I i

Kd
v(4) ¡

1
Kd

q
¸

Si N1 + N2 = 0 (A.18)

Nous avons donc pr¶esent¶e les inconnues du problµeme en fonction de 6 coe±cients di®¶erentiels

qui se trouvent dans la formule de la °µeche de la poutre (Eq.A.1).
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Annexe B

Adaptation du modµele M 4-5n

B.1 M¶ethode d'approximation d'Hellinger-Reissner pour les modµeles

multiparticulaires

Problµeme d'¶elasticit¶e 3D

Consid¶erons le problµeme d'¶elasticit¶e 3D dans le domaine , de frontiµere± suivant :

Trouver les champs de d¶eplacementU 2 EU et de contrainte ¾2 E¾ oµu :

- EU est l'espace vectoriel des champs de vecteur continu 3D sur .

- E¾ est l'espace vectoriel des champs de tenseur d'ordre 2 sym¶etrique sur .

satisfaisant les ¶equations suivantes :

- ¶Equation d'¶equilibre quasi-statique :

div¾(x) + f (x) = 0 d ans  (B.1)

- ¶Equation de comportement ¶elastique lin¶eaire :

²(x) = S(x) : ¾ (B.2)

Oµu S(x) est le tenseur d'ordre quatre des souplesses du mat¶eriau enx

- ¶Equation de compatibilit¶e :

²(x) =
GradU(x) + T GradU(x)

2
(B.3)

Dans la suite, nous noterons en abr¶eg¶e,² (U(x)) au lieu de GradU (x)+ T GradU (x)
2 .

- Equations de conditions aux limites :

U(x) = Ud(x) sur @ U
¡
¾:n

¢
(x) = Td(x) sur @ T (B.4)
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B. Adaptation du mod µele M 4-5n

Oµu Ud(x) est le d¶eplacement impos¶e sur la partie@ U de la frontiµere @ et Td(x) est le

vecteur contrainte impos¶e sur la partie@ T de la frontiµere @. Supposons que @ U \ @ T = 0 et

@ U [ @ T = @.

Th¶eorµeme de Reissner

Nous d¶e¯nissons la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner sur le couple de champs (U¤; ¾¤). Le

champ U¤ est un champ de vecteur continu 3D sur , de classeC1 par morceaux sur  et ¾¤ est

un champ de tenseur d'ordre 2 sym¶etrique, de classeC1 par morceaux sur .

H:R: (U¤; ¾¤) =
Z



·
¾¤(x) : ²(U¤(x)) ¡ f (x):U¤(x) ¡

1
2

¾¤(x) : S(x) : ¾¤(x)
¸

d

¡
Z

@ U

¡
¾¤:n

¢
(x):

³
U¤ ¡ Ud

´
(x)dS ¡

Z

@ T

Td(x):U¤(x)dS: (B.5)

Le th¶eorµeme de Reissner est le suivant :

La solution du problµeme ¶elastique est le couple(U; ¾) qui rend stationnaire la fonctionnelle

H:R: (U¤; ¾¤).

Approximation d'Hellinger-Reissner

L'utilisation de la formulation d'Hellinger-Reissner pour la construction des modµeles multipar-

ticulaires est pr¶esent¶ee en d¶etail dans [Chabot, 1997]. Nous n'en pr¶esentons ici qu'un r¶esum¶e des

¶etapes principales. La construction des modµeles approch¶es d¶ecoule des quatre ¶etapes suivantes :

1. Au lieu de chercher la solution exacte¾(x) 2 E¾, nous cherchons la solution approch¶ee de

¾ dans le sous-espace vectoriel deE¾. Les champs de contraintes approch¶es¾ appartenant µa ce

sous-espace s'expriment µa l'aide de champs qui sont les e®orts g¶en¶eralis¶es. La premiµere ¶etape de

l'approximation d'Hellinger-Reissner consiste µa d¶e¯nir les e®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es et µa ¶ecrire

l'approximation en contrainte sous forme polynômiale enz. Les coe±cients des polynômes font

intervenir les e®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es.

2. Nous injectons le champ de contraintes approch¶e dans la formulationH:R: et nous identi¯ons

les d¶eplacements g¶en¶eralis¶es et les d¶eformations g¶en¶eralis¶ees coh¶erentes avec l'approximation en

contrainte.

3. En faisant une variation de la fonctionnelleH:R: par rapport µa une variation des d¶eplacements

g¶en¶eralis¶es, nous obtenons les ¶equations d'¶equilibre g¶en¶eralis¶e et les conditions aux limites g¶en¶eralis¶ees.

4. La stationnarit¶e de H:R: par rapport µa une variation des e®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es donne

les ¶equations de comportement g¶en¶eralis¶ees.
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B.2 Problµeme de multicouche µa connexion imparfaite

B.2 Problµeme de multicouche µa connexion imparfaite

Consid¶erons le multicouche form¶e de n couches d'¶epaisseurei dont les interfaces sont not¶ees

¡ i;i +1 . Le volume occup¶e par le multicouche est not¶e  =! £
£
h¡

1 ; h+
n

¤
. Pour pouvoir tenir compte

des glissements aux interfaces ¡i;i +1 , on introduit la discontinuit¶e de d¶eplacement ° i;i +1 (x) µa l'in-

terface ¡ i;i +1 . Le nouveau problµeme 3D qui possµede la discontinuit¶e µa r¶esoudre est le suivant :

Trouver les champs de d¶eplacementU et de contrainte ¾, dans le domaine tridimensionnel ,

de frontiµere @ satisfaisant les ¶equations suivantes :

- ¶Equation d'¶equilibre quasi-statique :

div¾(x) = 0 d ans  (B.6)

Supposons que la force volumique est nulle,f (x) = 0

- ¶Equation de comportement ¶elastique lin¶eaire :

²(x) = S(x) : ¾ (B.7)

Oµu S(x) est le tenseur d'ordre quatre des souplesses du mat¶eriau enx

- ¶Equation de compatibilit¶e :

²(x) =
GradU(x) + T GradU(x)

2
(B.8)

- Equations de conditions aux limites :

¡
¾:n

¢
(x) = Td(x) sur @ T (B.9)

Oµu Td(x) est le vecteur contrainte impos¶e sur la partie@ T de la frontiµere @. Nous

supposons ici pour simpli¯er le raisonnement que les conditions aux limites sont donn¶ees sur tout

@ du type vecteur contrainte impos¶ee, @ = @ T et @ U = ; .

- Equation de discontinuit¶e des d¶eplacements aux interfaces :

[U(x)] i;i +1 = U(x; y; h ¡
i +1 ) ¡ U(x; y; h+

i ) = ° i;i +1 (x) sur ¡ i;i +1 (B.10)

Nous allons maintenant exposer la d¶emarche pour la construction des modµeles multiparticulaires

par la m¶ethode de l'approximation d'Hellinger Reissner pr¶esent¶ee ci-dessus et d'autre part, nous

allons d¶ecrire aussi la fa»con l'introduction du terme de glissement µa l'interface° i;i +1 (x) dans les

modµeles multiparticulaires pr¶esent¶e dans [Diaz-Diaz, 2001].

Reprenons la formulation H:R:
¡
U¤; ¾¤¢

associ¶ee au nouveau problµeme 3D :

H:R: (U¤; ¾¤) =
Z



·
¾¤(x) : ²(U¤(x)) ¡

1
2

¾¤(x) : S(x) : ¾¤(x)
¸

d ¡
Z

@ T

Td(x):U¤(x)dS: (B.11)
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B. Adaptation du mod µele M 4-5n

Remarquons que :

¾¤(x) : ²(U¤)(x) = ¾¤(x) : grad U¤(x)

= d iv
¡
¾¤(x):U¤(x)

¢
¡ div¾¤(x):U¤(x) (B.12)

Int¶egrale sur  :
Z


¾¤(x) : ²(U¤)(x) =

Z


div

¡
¾¤(x):U¤(x)

¢
d ¡

Z


div¾¤(x):U¤(x)d

=
Z

@ T

¾¤(x):U¤(x):n(x)dS +
i = n¡ 1X

i =1

ÃZ

¡ i;i +1

¾¤(x): [U¤(x)] i;i +1 :ezdS

!

¡
Z


div¾¤(x):U¤(x)d

=
Z

@ T

(¾¤:n)(x):U¤(x)dS +
i = n¡ 1X

i =1

ÃZ

¡ i;i +1

(¾¤:ez)(x)° i;i +1 (x)dS

!

¡
Z


div¾¤(x):U¤(x)d

Nous obtenons alors la formulationH:R:
¡
U¤; ¾¤¢

qui est associ¶ee au problµeme de multicouche

µa connexion imparfaite :

H:R: (U¤; ¾¤) = ¡
Z



·
div¾¤(x):U¤(x) +

1
2

¾¤(x) : S(x) : ¾¤(x)
¸

d +

+
i = n¡ 1X

i =1

ÃZ

¡ i;i +1

(¾¤:ez)(x)° i;i +1 (x)dS

!

+
Z

@ T

³
(¾¤:n) ¡ Td

´
(x):U¤(x)dS (B.13)

Le th¶eorµeme de Reissner dit que :

La solution du problµeme ¶elastique est le couple(U; ¾) qui rend stationnaire la fonctionnelle

H:R: (U¤; ¾¤) (Eq. B.13) .

Nous allons montrer que nous retrouverons les ¶equations du problµeme 3D propos¶e au-dessus

en r¶ealisant la stationnarit¶e de la fonctionnelleH:R:
¡
U¤; ¾¤¢

(Eq. B.13).

La stationnarit¶e par rapport µa une variable du champ de d¶eplacement tridimensionnelU¤ donne

les ¶equations d'¶equilibre et les conditions aux limites en contrainte sur@ T :

¡
Z



£
div¾¤(x):±U¤(x)

¤
d +

Z

@ T

³
(¾¤:n) ¡ Td

´
(x):±U¤(x)dS = 0 8±U¤

()

8
><

>:

div¾(x) = 0

(¾:n)(x) = Td(x) sur @ T

¾:n continu sur les surfaces de discontinuit¶e de ¾

(B.14)

La stationnarit¶e par rapport µa une variation du champ de contrainte tridimensionnel ² donne

le comportement ¶elastique lin¶eaire et les conditions aux limites en d¶eplacement sur@ U :

¡
R



·
div±¾¤(x):U¤(x) + ±¾¤(x) : S(x) : ¾¤(x)

¸
d +

P i = n¡ 1
i =1

³ R
¡ i;i +1

(±¾¤:ez)(x)° i;i +1 (x)dS
´

+

+
R

@ T

¡
±¾¤:n

¢
(x):U¤(x)dS = 0 8±¾¤
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B.3 Approximation des champs de contraintes 3D

()

8
<

:
²(U(x)) = S(x) : ¾(x)

[U(x)] i;i +1 = ° i;i +1 (x) sur ¡ i;i +1

(B.15)

Nous avons alors retrouv¶e les ¶equations 3D du problµeme propos¶e par la stationnarit¶e de

H:R:
¡
U¤; ¾¤¢

B.13. Nous avons donc bien d¶emontr¶e le th¶eorµeme de Reissner pour notre problµeme.

Nous allons maintenant pr¶esenter les ¶etapes n¶ecessaires µa la construction du modµele de multicouches

µa connexion imparfaite.

B.3 Approximation des champs de contraintes 3D

Nous proposons de retenir une approximation des champs de contrainte 3D sous forme po-

lynômiale en z par couche. Ces polynômes de degr¶e croissant enz, sont choisis orthogonaux entre

eux a¯n de faciliter plus tard le calcul des ¶energies ¶elastiques ¶ecrites en contrainte, c'est µa dire que :

Z h+
i

h¡
i

P i
®(z)P i

¯ (z)dz = 0 si ® 6= ¯ (B.16)

La "base" polynômiale choisie est la suivante :

8
>>>>><

>>>>>:

P i
0(z) = 1

P i
1(z) = z¡ h i

ei

P i
2(z) = ¡ 6

³
z¡ h i

ei

´ 2
+ 1

2

P i
3(z) = ¡ 2

³
z¡ h i

ei

´ 3
+ 3

10

³
z¡ h i

ei

´

(B.17)

Les polynômes de cette "base" v¶eri¯ent les relations suivantes :

8
>>>><

>>>>:

P i 0

0 (z) = 0

P i 0

1 (z) = P i
0 (z)
ei

P i 0

2 (z) = ¡ 12P i
1 (z)

ei

P i 0

3 (z) = P i
2 (z)
ei ¡ 2

10
P i

0 (z)
ei

;

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

P i
1(z = h+

i ) = 1
2

P i
1(z = h¡

i ) = ¡ 1
2

P i
2(z = h+

i ) = ¡ 1

P i
2(z = h¡

i ) = ¡ 1

P i
3(z = h+

i ) = ¡ 1
10

P i
3(z = h¡

i ) = 1
10

;

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

Rh+
i

h¡
i

P i
0(z):P i

0(z)dz = ei

Rh+
i

h¡
i

P i
1(z):P i

1(z)dz = ei

12
Rh+

i

h¡
i

P i
2(z):P i

2(z)dz = ei

5
Rh+

i

h¡
i

P i
3(z):P i

3(z)dz = ei

700

(B.18)

Nous choisissons les coe±cients des polynômes qui apparaissent dans l'¶ecriture des contraintes

approch¶ees de maniµere µa faire intervenir les champs suivants qu'on appelle e®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es :

- Le tenseur plan ~~N d'ordre 2 des e®orts membranaires de la couchei (avec 1· i · n) :

N i
®¯ (x; y) =

Z h+
i

h¡
i

®®¯ (x; y; z)dz (N=m); (B.19)
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B. Adaptation du mod µele M 4-5n

- Le tenseur plan ~~M i d'ordre 2 des moments de °exion de la couchei par rapport au plan

m¶edian de la couche (avec 1· i · n) :

M i
®;¯ =

Z h+
i

h¡
i

(z ¡ hi )®®¯ (x; y; z)dz (Nm=m); (B.20)

- Le vecteur plan ~Qi d'e®ort tranchant de la couchei (avec 1· i · n) :

Qi
®(x; y) =

Z h+
i

h¡
i

®®3(x; y; z)dz (N=m); (B.21)

- Le vecteur plan ~¿j;j +1 d'e®ort int¶erieur de cisaillement µa l'interfacej; j +1 (avec 1 · j · n¡ 1) :

¿j;j +1
® (x; y) = ¾®3(x; y; h+

j ) (N=m2); (B.22)

- Le scalaireº j;j +1 d'e®ort d'arrachement µa l'interface j; j + 1 (avec 1 · j · n ¡ 1)

º j;j +1 (x; y) = ¾33(x; y; h+
j ) (N=m2): (B.23)

Dans le modµeleM 4-5n , nous approchons les contraintes dans le plan par des polynômes en

z du premier degr¶e. On les notera¾®¯ ((®; ¯ ) 2 1; 2). Pour pouvoir avoir un champ de contrainte

approch¶e ¶equilibr¶e, dans l'hypothµese oµu la force de volume est nulle, nous en d¶eduisons que les

contraintes approch¶ees¾®3 et ¾33 sont respectivement les polynômes enz du deuxiµeme et du

troisiµeme degr¶e. Les coe±cients des polynômes sont choisis en introduisant les e®orts g¶en¶eralis¶es

d¶e¯nis au-dessus pour pourvoir exprimer les contraintes approch¶ees d'une maniµere coh¶erente avec

des e®orts g¶en¶eralis¶es. Les contraintes approch¶ees dans la couche i s'¶ecrivent alors :

¾5n
®¯ (x; y; z) = N i

®¯ (x; y)
P i

0(z)
ei +

12
(ei )2 M i

®¯ (x; y)P i
1(z)

¾5n
®3(x; y; z) = Qi

®(x; y)
P i

0(z)
ei +

¡
¿i;i +1

® (x; y) ¡ ¿i ¡ 1;i
® (x; y)

¢
P i

1(z) +

+
µ

Qi
®(x; y) ¡

ei

2

¡
¿i;i +1

® (x; y) + ¿i ¡ 1;i
® (x; y)

¢
¶

P i
2(z)
ei

¾5n
33 (x; y; z) =

µ
º i;i +1 (x; y) + º i ¡ 1;i (x; y)

2
+

ei

12
div

¡
~¿i;i +1 (x; y) ¡ ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
¶

P i
0(z)

+

Ã
ei

10
div

¡
~¿i;i +1 (x; y) + ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
¡

div ~Qi (x; y)
5

+ º i;i +1 (x; y) ¡ º i ¡ 1;i (x; y)

!

P i
1(z) +

+
ei

12
div

¡
~¿i;i +1 (x; y) ¡ ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
P i

2(z) +

+
µ

ei

2
div

¡
~¿i;i +1 (x; y) + ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
¡ div ~Qi (x; y)

¶
P i

3(z) (B.24)
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Remarque B.3.1
Dans ce qui pr¶ecµede, les e®orts int¶erieurs ~¿i;i +1 et º i;i +1 sont d¶e¯nis pour i variant de 1 µa
n ¡ 1 (les interfaces entre les couches). Cependant il est utile de noter :
{ ~¿0;1 et ~¿n;n +1 les e®orts ext¶erieurs de cisaillement sur la face inf¶erieure de la couche 1 et

sup¶erieure de la couchen
{ º 0;1 et º n;n +1 l'e®ort ext¶erieur normal sur la face inf¶erieure de la couche 1 et sup¶erieure

de la couchen.

Les e®orts ~¿0;1, ~¿n;n +1 , º 0;1 et º n;n +1 sont donc des donn¶ees. Si nous notonsT ¡
k (respectivement

T+
k ) k 2 f 1; 3g la composante suivantk du vecteur contrainte impos¶e sur la face externe inf¶erieure

(respectivement sup¶erieure) du multicouche, nous avons :

8
><

>:

¿0;1
1 (x; y) = ¡ T ¡

1 (x; y)

¿0;1
2 (x; y) = ¡ T ¡

2 (x; y)

º 0;1(x; y) = ¡ T ¡
3 (x; y)

respectivement

8
><

>:

¿n;n +1
1 (x; y) = T+

1 (x; y)

¿n;n +1
2 (x; y) = T+

2 (x; y)

º n;n +1 (x; y) = T+
3 (x; y)

Remarquons ici que :

n(x) = n®(x)e® 8(x) 2 ! £ [h¡
i ; h+

i ]; i = [1 ; n]

n(x) = n3(x)e3 8(x) 2 ! (h¡
1 )

[
! (h+

n )

On peut donc montrer facilement que :

Z

! (h¡
1 )

³
(¾5n :n) ¡ Td

´
(x):U¤(x)d! = 0

Z

! (h+
n )

³
(¾5n :n) ¡ Td

´
(x):U¤(x)d! = 0 (B.25)

B.4 ¶Equation d'¶equilibre et conditions aux limites

D¶eplacements g¶en¶eralis¶es

En prenant les termes qui font apparâ³tre le champ de d¶eplacementU¤ dansH:R:
¡
U¤; ¾¤¢

(Eq.

B.13) , on obtient une fonctionnelle T sur (U¤; ¾¤) d¶e¯nie par :

T
¡
U¤; ¾¤¢

= ¡
Z


div¾¤(x):U¤(x)d +

Z

@ T

³
(¾¤:n) ¡ Td

´
(x):U¤(x)dS (B.26)

En introduisant l'approximation en contrainte du M 4-5n dans l'¶ecriture de ¾¤, on va faire ap-

parâ³tre les notations qu'on appelle d¶eplacements g¶en¶eralis¶es coh¶erents avec l'approximation en

contrainte.
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Rappelons que :

Z


:::d =

Z

!

ÃZ h+
n

h¡
1

:::dz

!

d! =
nX

i =1

Z

!

ÃZ h+
i

h¡
i

:::dz

!

d! (B.27)

Z

@
:::d! =

Z

@!

ÃZ h+
n

h¡
1

:::dz

!

ds +
Z

! (h¡
1 )

:::d! +
Z

! (h+
n )

:::d!

=
nX

i =1

Z

@!

ÃZ h+
i

h¡
i

:::dz

!

ds +
Z

! (h¡
1 )

:::d! +
Z

! (h+
n )

:::d! (B.28)

Nous avons le premier terme deT
¡
U¤; ¾¤¢

(Eq. B.26), avec ¾¤ = ¾5n :

¡
Z


div¾5n (x):U¤(x)d

= ¡
nX

i =1

Z

!
d!

2

6
6
6
6
6
4

µ
~div ~~N

i
(x; y) + ~¿i;i +1 (x; y) ¡ ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¶
: ~U i ¤(x; y)+

+
µ

~div ~~M
i
(x; y) ¡ ~Qi (x; y) + ei

2 (~¿i;i +1 (x; y) + ~¿i ¡ 1;i (x; y))
¶

:~Ái ¤(x; y)+

+
³

div ~Qi (x; y) +
¡
º i;i +1 (x; y) ¡ º i ¡ 1;i (x; y)

¢́
:U i ¤

3 (x; y)

3

7
7
7
7
7
5

Et le deuxiµeme terme deT
¡
U¤; ¾¤¢

(Eq. B.26), avec ¾¤ = ¾5n en utilisant les expressions de

(Eq.B.25) :

Z

@ T

³
(¾5n :n) ¡ Td

´
(x):U¤(x)dS =

nX

i =1

Z

@!
ds

Z h+
i

h¡
i

³
(¾5n :n) ¡ Td

´
(x):U¤(x)dz (B.29)

Remarquons ici que :

n(x) = n®(x)e® 8(x) 2 ! £ [h¡
i ; h+

i ]; i = [1 ; n]

n(x) = n3(x)e3 8(x) 2 ! (h¡
1 )

[
! (h+

n )

Nous avons alors :
Z h+

i

h¡
i

³
(¾5n :n) ¡ Td

´
(x):U¤(x)dz

=
Z h+

i

h¡
i

¡
¾5n

®¯ (x)n¯ U¤
®(x) + ¾5n

®3(x)n®U¤
3 (x)

¢
dz ¡

Z h+
i

h¡
i

Td:U¤(x)dz

=
µ

~~N
i
:n

¶
: ~U i ¤ +

µ
~~M

i
:n

¶
:~Ái ¤ +

µ
~Qi ¡

ei

2

¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i ¢

¶
:n:Û i ¤

3 +

+ ~Qi :nU i ¤
3 + ei ¡

~¿i;i +1 ¡ ~¿i ¡ 1;i ¢:nU
i ¤
3 ¡

Z h+
i

h¡
i

Td(x):U¤(x)dz

En introduisant les deux termes dansT
³

U¤; ¾5n
´

(Eq. B.26), on obtient :

T
³

U¤; ¾5n
´
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= ¡
nX

i =1

Z

!
d!

8
>>>>><

>>>>>:

µ
~div ~~N

i
(x; y) + ~¿i;i +1 (x; y) ¡ ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¶
: ~U i ¤(x; y)+

+
µ

~div ~~M
i
(x; y) ¡ ~Qi (x; y) + ei

2

¡
~¿i;i +1 (x; y) + ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
¶

:~Ái ¤(x; y)+
³

div ~Qi (x; y) + º i;i +1 (x; y) ¡ º i ¡ 1;i (x; y)
´

U i ¤
3 (x; y)

9
>>>>>=

>>>>>;

+

+
nX

i =1

Z

@!
ds

8
><

>:

µ
~~N

i
:n

¶
: ~U i ¤ +

µ
~~M

i
:n

¶
:~Ái ¤ +

³
~Qi ¡ ei

2

¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i

¢́
:nÛ i ¤

3 +

+ ~Qi :nU i ¤
3 + ei

¡
~¿i;i +1 ¡ ~¿i ¡ 1;i

¢
:nU

i ¤
3 ¡

Rh+
i

h¡
i

Td(x):U¤(x)dz

9
>=

>;
(B.30)

Oµu nous avons introduit les notations suivantes pour i2 [1; n] :

- ~U i ¤ est le champ de d¶eplacements membranaires de la couchei (champ de vecteurs du plan)

de composantesU i ¤
® ; ® 2 1; 2, avec :

U i ¤
® (x; y) =

Z h+
i

h¡
i

P i
0(z)
ei U¤

®(x; y; z)dz (B.31)

U¤ ¶etant le champ de d¶eplacement 3D.

- ~Ái ¤ est le champ de rotation de la couchei (champ de vecteur du plan) de composantes

Ái ¤
® ; ® 2 1; 2, avec :

Ái ¤
® (x; y) =

Z h+
i

h¡
i

12P i
1(z)

(ei )2 U¤
®(x; y; z)dz (B.32)

- U i ¤
3 est le champ de d¶eplacement moyen normal de la couchei avec :

U i ¤
3 (x; y) =

Z h+
i

h¡
i

P i
0(z)
ei U¤

3 (x; y; z)dz (B.33)

- U
i ¤
3 est un champ scalaire que nous pourrions nommer premier moment du d¶eplacement

normal de la couchei avec :

U
i ¤
3 =

Z h+
i

h¡
i

P i
1(z)
ei U¤

3 (x; y; z)dz (B.34)

- Û i ¤
3 est un champ scalaire que nous pourrions nommer, de même, second moment du d¶eplacement

normal de la couchei avec :

Û i ¤
3 =

Z h+
i

h¡
i

P i
2(z)
ei U¤

3 (x; y; z)dz (B.35)

Nous remarquons que la contribution des d¶eplacements 3D U ¤ dans le terme de surface
R

! est

contenue dans ce qu'on appellera les d¶eplacements g¶en¶eralis¶es du modµele. Il s'agit des 5n champs

en (x; y) suivants :

~U i ¤; ~Ái ¤ et U i ¤
3
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¶Equations d'¶equilibre

Nous allons maintenant appliquer le th¶eorµeme de Reissner pour d¶eterminer les ¶equations d'¶equilibre

du modµele. La stationnarit¶e deT
³

U¤; ¾5n
´

(Eq. B.30) par rapport µa une premiµere variation des

d¶eplacements g¶en¶eralis¶es nous donne les 5n ¶equations d'¶equilibre g¶en¶eralis¶ees, ¶equations en (x; y)

du modµeleM 4-5n , ce qui l¶egitime son appellation :

~div ~~N
i
(x; y) + ~¿i;i +1 (x; y) ¡ ~¿i ¡ 1;i (x; y) = 0 sur !

div ~Qi + º i;i +1 (x; y) ¡ º i ¡ 1;i (x; y) = 0 sur !

~div ~~M
i
(x; y) ¡ ~Qi (x; y) + ei

2

¡
~¿i;i +1 (x; y) + ~¿i ¡ 1;i (x; y)

¢
= 0 sur !

(B.36)

Conditions aux limites en contrainte

Ces conditions vont d¶ecouler du th¶eorµeme de Reissner et nous allons les obtenir dans le terme

de bord de l'expression deT
³

U¤; ¾5n
´

(Eq. B.26) . Pour pourvoir faire une variation du terme

de bord de T
³

U¤; ¾5n
´

(Eq. B.26) par rapport aux d¶eplacements g¶en¶eralis¶es, nous d¶ecomposons

sous forme polynômiale le champ de d¶eplacement 3D U ¤(x; y; z) aux bords de la maniµere suivante

pour z 2 [h¡
i ; h+

i ] :

U¤(x) =

(
U¤

®(x) = P i
0(z)U i ¤

® (x; y) + ei P1
i (z)Ái ¤

® (x; y) + ¢ U i ¤
® (x; y; z)

U¤
3 (x; y; z) = P i

0(z)U i ¤
3 (x; y) + ¢ U i ¤

3 (x; y; z)
(B.37)

Avec ¢ U i ¤
® (x; y; z) orthogonal µa P i

0(z) et P1
i (z) et ¢ U i ¤

3 (x; y; z) orthogonal µa P i
0(z).

Comme on a postul¶e une approximation sur le champ de contrainte, on ne pourra pas v¶eri¯er
complµetement et rigoureusement les conditions aux limites aux bords. On peut donc postuler
l'hypothµese suivante :

Hypoth µese 1
La contribution des termes de perturbation ¢ U i ¤

® (x; y; z) et ¢ U i ¤
3 (x; y; z) dans les termes de bord est sup-

pos¶ee n¶egligeable devant celle des d¶eplacements g¶en¶eralis¶es.

Le terme de bord ¡
Rh+

i

h¡
i

Td:U¤dz s'¶ecrit alors :

¡
Z h+

i

h¡
i

Td(x):U(x) ¤ dz = ¡
Z h+

i

h¡
i

³
Td

®(x)U¤
®(x) + Td

3 (x)U¤
3 (x)

´
dz

= ¡
Z h+

i

h¡
i

³
Td

®(x)P i
0(z)U i ¤

® (x; y) + Td
®(x)ei P i

1(z)Ái ¤
® (x; y) + Td

3 (x)P i
0(z)U i ¤

3 (x; y)
´

dz

= ¡ ~T i
d

~U i ¤ ¡ ~M i
d

~Ái ¤ ¡ Qi
3dU i ¤

3 (B.38)

Oµu : ¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

T i
d® =

Rh+
i

h¡
i

P i
0(z)Td

®dz

M i
d® =

Rh+
i

h¡
i

ei P i
1(z)Td

®dz

Qi
3d =

Rh+
i

h¡
i

P i
0(z)Td

3 dz

(B.39)
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En n¶egligeant les termes de bord qui font intervenir les composantesU
i ¤
3 et Û i ¤

3 et qui font partie

des termes de perturbation du champ de d¶eplacements, nous obtenons grâce µa la stationnarit¶e de

la fonctionnelle T
¡
U¤; ¾¤¢

(Eq. B.26) les conditions aux limites en contrainte sur la frontiµere±!

ci-dessous : ¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

~~N
i
:n = ~T i

d
~~M

i
:n = ~M i

d
~Qi :n = Qi

3d

(B.40)

D¶eformations g¶en¶eralis¶ees

Reprenons les termes qui font apparâ³tre le champ de d¶eplacementU¤ dans la formulation

H:R:
¡
U¤; ¾¤¢

(Eq. B.11 ), avec @ U = 0 et ¾¤ = ¾5n :

¹T(U¤(x); ¾5n (x)) =
Z


¾5n (x) : ²¤(U¤(x))d ¡

Z

@
Td(x):U¤(x)dS (B.41)

Nous notons ici ¹T qui comprend des termes de discontinuit¶e µa l'interface pour pouvoir le distinguer

de T. En faisant une int¶egration par parties, nous pouvons d¶evelopper les termes associ¶es avec les

e®orts g¶en¶eralis¶es de la fa»con suivante :

¹T(U¤(x); ¾5n (x)) =
nX

i =1

Z

!

·
~~N

i
: ~~²

i ¤
+ ~~M

i
: ~~Â

i ¤
+ ~Qi :

³
~Ái ¤ + ~GradU i ¤

3

´ ¸
d! +

+
nX

i =0

Z

!

·
~¿i;i +1 :

µ
~U i +1 ¤ ¡ ~U i ¤ ¡

ei

2
~Ái ¤ ¡

ei +1

2
~Ái +1 ¤

¶¸
d! +

+
nX

i =0

Z

!

£
º i;i +1 ¡

U i +1 ¤
3 ¡ U i ¤

3

¢¤
d! +

¡
n¡ 1X

i =1

Z

!
~¿i;i +1 :~° i;i +1 d! ¡

n¡ 1X

i =1

Z

!
º i;i +1 ° i;i +1

3 d! ¡

¡
nX

i =1

Z

@!
ds

ÃZ h+
i

h¡
i

Td:U¤dz

!

(B.42)

Avec les notations :

- ~~²
i ¤

est le champ tensoriel d'ordre 2 de d¶eformation membranaire de la couchei de composantes :

² i ¤
®¯ =

1
2

¡
U i ¤

®;¯ + U i ¤
¯;®

¢
®; ¯ 2 f 1; 2g (B.43)

- ~~Â
i ¤

est le champ tensoriel d'ordre 2 de courbure de la couchei de composantes :

Âi ¤
®¯ =

1
2

¡
Ái ¤

®;¯ + Ái ¤
¯;®

¢
®; ¯ 2 f 1; 2g (B.44)
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On peut en d¶eduire la dualit¶e ¶energ¶etique entre e®orts et d¶eformations g¶en¶eralis¶es pouri 2 [1; n]

et j 2 [1; n ¡ 1] :

~~N
i

Ã! ~~²
i

=
1
2

³
~~Grad ~U i + T ~~Grad ~U i

´

~~M
i

Ã! ~~Â
i

=
1
2

³
~~Grad ~Ái + T ~~Grad ~Ái

´

~Qi Ã! ~di
Á = ~Ái + ~GradU i

3 (B.45)

~¿j;j +1 Ã! ~D j;j +1 = ~U j +1 ¡ ~U j ¡
ej

2
~Áj ¡

ej +1

2
~Áj +1

~º j;j +1 Ã! D j;j +1
º = U j +1

3 ¡ U j
3

On obtient en¯n :

¹T(U¤(x); ¾5n (x)) =
nX

i =1

Z

!

·
~~N

i
: ~~²

i ¤
+ ~~M

i
: ~~Â

i ¤
+ ~Qi : ~di ¤

Á

¸
d! +

+
nX

i =0

Z

!

h
~¿i;i +1 : ~D i;i +1 ¤

i
d! +

+
nX

i =0

Z

!

£
º i;i +1 D i;i +1 ¤

º

¤
d! +

¡
n¡ 1X

i =1

Z

!
~¿i;i +1 :~° i;i +1 d! ¡

n¡ 1X

i =1

Z

!
º i;i +1 ° i;i +1

3 d! ¡

¡
nX

i =1

Z

@!
ds

ÃZ h+
i

h¡
i

Td:U¤dz

!

(B.46)

B.5 Comportement coh¶erent avec l'approximation en contrainte

Le comportement g¶en¶eralis¶e reliant les e®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es aux d¶eformations g¶en¶eralis¶ees

s'obtient en ¶ecrivant la stationnarit¶e de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner par rapport µa une va-

riation des e®orts int¶erieurs g¶en¶eralis¶es. On s'int¶eresse donc µa la fonctionnelleT0 d¶eduite de la

fonctionnelle H:R:
¡
U¤; ¾¤¢

(Eq. B.13) en ne prenant en compte que les termes faisant intervenir

le champ de contrainte approch¶eM 4-5n ¾5n (x) :

T0
³

U¤; ¾5n
´

= ¡
Z



·
div¾5n (x):U¤(x) + ¾5n (x) : S(x) : ¾5n (x)

¸
d +

+
i = n¡ 1X

i =1

ÃZ

¡ i;i +1

(¾5n :ez)(x):° i;i +1 (x)dS

!

+
Z

@ T

³
¾5n :n

´
(x):U¤(x)(B.47)

On trouve que :

T0 = ¹T +
Z

@
Td(x):U¤(x)dS ¡

Z



·
¾5n (x) : S(x) : ¾5n (x)

¸
(B.48)
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En introduisant l'expression de ¹T de (Eq. B.46) dans (Eq. B.49), on obtient :

T0(U¤(x); ¾5n (x)) =
nX

i =1

Z

!

·
~~N

i
: ~~²

i ¤
+ ~~M

i
: ~~Â

i ¤
+ ~Qi : ~di ¤

Á

¸
d! +

+
nX

i =0

Z

!

h
~¿i;i +1 : ~D i;i +1 ¤

i
d! +

nX

i =0

Z

!

£
º i;i +1 D i;i +1 ¤

º

¤
d! +

¡
nX

i =0

Z

!
~¿i;i +1 :~° i;i +1 d! ¡

nX

i =0

Z

!
º i;i +1 ° i;i +1

3 d! ¡

¡ W 5n
3D (B.49)

Oµu :

W 5n
3D =

Z



·
¾5n (x) : S(x) : ¾5n (x)

¸
(B.50)

Nous notonsS(x) le tenseur d'ordre 4 des souplesses du mat¶eriau. Supposons que le mat¶eriau

des couches est orthotrope admettant l'axee3 comme axe normal.S(x) est donc constant dans

chaque couche et est ¶egal au tenseurS
i

de composantSi
mnop avecm; n; o; p 2 f 1; 2; 3g4. En notation

ing¶enieur, le tenseurS(x) i s'¶ecrit [Ehrlacher, 1999] :

S
i

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Si
1111 Si

1122 Si
1133 0 0 2Si

1112

Si
2211 Si

2222 Si
2233 0 0 2Si

2212

Si
3311 Si

3322 Si
3333 0 0 2Si

3312

0 0 0 4Si
2323 4Si

2331 0

0 0 0 4Si
1323 4Si

1331 0

2Si
1211 Si

1222 Si
1233 0 0 2Si

1212

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(B.51)

Nous notons
~~~~S

i

le tenseur d'ordre quatre plan des souplesses sur les e®orts tridimensionnels

membranaires, Si
º le scalaire de souplesse sur les e®orts tridimensionnels d'arrachement,~~S

i

Q le

tenseur d'ordre 2 plan de souplesse sur les e®orts tridimensionnels de cisaillement et~~S
i

3 le tenseur

d'ordre 2 plan de souplesse caract¶eristique du couplage entre les e®orts tridimensionnels membra-

naires et d'arrachement. Ces tenseurs ont pour composantes :
Ã

~~~~S
i !

®¯°±

= Si
®¯°± ;

¡
Si

º

¢
= Si

3333 ;
µ

~~S
i

Q

¶

®¯
= 4Si

®3¯ 3 et
µ

~~S
i

3

¶
= 2Si

®¯ 33 (®; ¯; °; ± ) 2 f 1; 2g2.

Le terme W 5n
3D de (Eq. B.49) n'est autre que l'¶energie ¶elastique ¶ecrite en contrainte du champ

de contrainte approch¶eM 4-5n . Cette ¶energie s'exprime sur chacune des couches en fonction de

quatre termes :

W 5n
3D =

nX

i =1

Z

!

£
w5ni

c + w5ni
º + w5ni

3 + w5ni
Q

¤
ds (B.52)

Oµu :
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B. Adaptation du mod µele M 4-5n

- w5ni
c est l'¶energie ¶elastique des contraintes membranaires¾®¯ de la couche i :

w5ni
c =

1
2

Z h+
i

h¡
i

~~¾
5n

:
~~~~S

i

: ~~¾
5n

dz (B.53)

- w5ni
º est l'¶energie ¶elastique de la contrainte¾33 normale µa la couche i :

w5ni
º =

1
2

Z h+
i

h¡
i

¾5n
33 Si

º ¾5n
33 dz (B.54)

- w5ni
3 est l'¶energie ¶elastique de couplage entre les contraintes membranaires¾®¯ et la contrainte

normale ¾33 µa la couche i :

w5ni
3 =

1
2

Z h+
i

h¡
i

µ
~~¾

5n
: ~~S

i

3

¶
¾5n

33 dz (B.55)

- w5ni
Q est l'¶energie ¶elastique du cisaillement perpendiculaire au plan de la couche i :

w5ni
Q =

1
2

Z h+
i

h¡
i

¾5n
®3

µ
~~S

i

Q

¶

®¯
¾5n

¯ 3dz (B.56)

A ce stade, nous devons injecter l'expression des champs de contrainte approch¶esM 4-5n de

fa»con µa avoir l'expression g¶en¶eralis¶ee de l'¶energie ¶elastique.

Si nous injectons l'expression des contraintes approch¶eesM 4-5n de (Eq. B.24 µa Eq. B.24) dans

les expressions (Eq.B.53 µa Eq. B.56) des ¶energies ¶elastiques, nous obtenons :

w5ni
c =

1
2

0

B
@

~~N
i

:

~~~~S
i

ei : ~~N
i
+ ~~M

i
:

12
(ei )3

~~~~S
i

: ~~M
i

1

C
A (B.57)

w5ni
º =

1
2

Si
º

2

6
6
6
6
6
6
6
4

ei
³

º i;i +1 + º i ¡ 1;i

2 + ei

12div
¡
~¿i;i +1 ¡ ~¿i ¡ 1;i

¢́ 2
+

+ ei

12

³
ei

10div
¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i

¢
+ 5

6

¡
º i;i +1 ¡ º i ¡ 1;i

¢́ 2
+

+ ei

5

³
ei

12div
¡
~¿i;i +1 ¡ ~¿i ¡ 1;i

¢́ 2
+

+ ei

700

³ ¡
º i;i +1 ¡ º i ¡ 1;i

¢
+ ei

2 div
¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i

¢́ 2

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(B.58)

w5ni
3 =

1
2

2

6
4

~~N
i

: ~~S
i

3

³³
º i;i +1 + º i ¡ 1;i

2

´
+ ei

12div
¡
~¿i;i +1 ¡ ~¿i ¡ 1;i

¢́
+

+
~~M

i

ei : ~~S
i

3

³
6
5

¡
º i;i +1 ¡ º i ¡ 1;i

¢
+ ei

10div
¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i

¢́

3

7
5 (B.59)

w5ni
Q =

1
2

2

6
6
4

~~Q
i
:

Ã
~~S

i

Q

ei

!

: ~Qi +
¡
~¿i;i +1 ¡ ~¿i ¡ 1;i

¢
: ei

12
~~S

i

Q :
¡
~¿i;i +1 ¡ ~¿i ¡ 1;i

¢
+

+
³

~Qi ¡ ei

2

¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i

¢́
:

~~S
i

Q

5ei :
³

~Qi ¡ ei

2

¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i

¢́

3

7
7
5 (B.60)

138



B.5 Comportement coh¶erent avec l'approximation en contrainte

Remarque B.5.1
Dans le calcul dew5ni

º intervient un terme en ¡ div ~Qi que nous avons remplac¶e parº i;i +1 ¡
º i ¡ 1;i d'aprµes la deuxiµeme ¶equation d'¶equilibre (Eq.B.36).

Le comportement g¶en¶eralis¶e d¶eduit des expressions ci-dessus donne des calculs trop lourds. Nous
simpli¯ons donc l'expression des ¶energies ¶elastiques approch¶ees en n¶egligeant certaines contribu-
tions.

Hypoth µese 2
Nous n¶egligeons les ¶energiesw5n

3 de couplage entre les e®orts membranaires et les contraintes perpendi-
culaires aux couches. Cela revient µa n¶egliger en quelque sorte les e®ets Poisson dus au "pincement" des
couches. Cette hypothµese est habituelle dans la plupart des th¶eories de plaque et a ¶et¶e valid¶ee par le travail
de [Carreira, 1998].

De plus, les termesdiv
¡
~¿i;i +1 § ~¿i ¡ 1;i

¢
et div

¡
~¿i;i +1 § ~¿i ¡ 1;i

¢2 dans l'¶ecriture de w5n
º com-

pliquent beaucoup les calculs alors que multipli¶es parei 2 ou ei 3, leur contribution µe l'¶energie est
probablement faible, ainsi :

Hypoth µese 3
On n¶eglige les termes enei 2

div
¡
~¿i;i +1 § ~¿i ¡ 1;i

¢
et ei 3

div
¡
~¿i;i +1 § ~¿i ¡ 1;i

¢2
dans l'expression deW 5n

3D .

Aprµes ces simpli¯cations, on est capable de donner la contribution de l'¶energie ¶elastiqueW 5n
3D

dans T0 pour ensuite d¶eterminer les ¶equations de comportement. On obtient :

T0(U¤(x); ¾5n (x)) =
nX

i =1

Z

!

·
~~N

i
: ~~²

i ¤
+ ~~M

i
: ~~Â

i ¤
+ ~Qi : ~di ¤

Á

¸
d! +

+
nX

i =0

Z

!

h
~¿i;i +1 :

³
~D i;i +1 ¤ ¡ ~° i;i +1

´i
d! +

nX

i =0

Z

!

h
º i;i +1

³
D i;i +1 ¤

º ¡ ° i;i +1
3

´i
d!

¡ W 5n
3D (B.61)

Finalement, l'expression deW 5n
3D dans (Eq. B.52) d¶eduite de (Eq. B.53 µa Eq. B.56) et de la

stationnarit¶e de T0 par rapport µa n'importe quelle variation des e®orts g¶en¶eralis¶es nous permettent

d'aboutir aux ¶equations de comportement g¶en¶eralis¶e :

- Loi de comportement des e®orts normaux de membrane de la couchei pour 1 · i · n :

~~²
i
(x; y) =

~~~~S
i

ei : ~~N
i
(x; y); (B.62)

- Loi de comportement des moments de °exion et de torsion dans le plan de la couchei pour

1 · i · n :

~~Â
i
(x; y) =

12

ei 3

~~~~S
i

: ~~M
i
(x; y); (B.63)

- Loi de comportement des e®orts de cisaillement hors plan de la couchei pour 1 · i · n :

~di
Á(x; y) =

6
5ei

~~S
i

Q : ~Qi ¡
1
10

~~S
i

Q :
¡
~¿i;i +1 + ~¿i ¡ 1;i ¢; (B.64)
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B. Adaptation du mod µele M 4-5n

- Loi de comportement des e®orts de cisaillement µa l'interfacei; i + 1 pour 1 · i · n ¡ 1 :

~D i;i +1 (x; y) ¡ ~° i;i +1 (x; y) = ¡
1
10

~~S
i

Q : ~Qi ¡
1
10

~~S
i +1

Q : ~Qi +1 ¡
ei

30
~~S

i

Q :~¿i ¡ 1;i +

+
2
15

µ
ei ~~S

i

Q + ei +1 ~~S
i +1

Q

¶
:~¿i;i +1 ¡

ei +1

30
~~S

i +1

Q :~¿i +1 ;i +2 ; (B.65)

- Loi de comportement des e®orts d'arrachement µa l'interfacei; i + 1 pour 1 · i · n ¡ 1 :

D i;i +1
º (x; y) ¡ ° i;i +1

3 (x; y) =
9
70

ei Si
º º i ¡ 1;i +

13
35

¡
ei Si

º + ei +1 Si +1
º

¢
º i;i +1 +

+
9
70

ei +1 Si +1
º º i +1 ;i +2 : (B.66)

B.6 Loi de comportement d'interface

La dualit¶e ¶energ¶etique nous permet de d¶eduire les d¶eformations de cisaillement et d'arrache-

ment g¶en¶eralis¶ees correspondant aux e®orts g¶en¶eralis¶es µa l'interface ~¿i;i +1 et º i;i +1 . Nous constatons

que ces d¶eformations g¶en¶eralis¶ees sont les pseudo-glissements et les pseudo-arrachements µa l'inter-

face. Par contre, nous avons bien implant¶e le terme de discontinuit¶e µa l'interface pour repr¶esenter

le glissement physique µa l'interface. Nous cherchons ici µa imposer dans notre modµele la loi de

comportement d'interface qui porte sur les e®orts µa l'interface et la discontinuit¶e µa l'interface. La

discontinuit¶e µa l'interface est le glissement physique qui apparâ³t sur les structures mixtes.

Le comportement s'¶ecrit alors :

¿i;i +1
® (x; y) = k i;i +1

® ° i;i +1
® (x; y) (B.67)

º i;i +1 (x; y) = k i;i +1
3 ° i;i +1

3 (x; y) (B.68)

Oµu k i;i +1
® est la raideur de cisaillement µa l'interface etk i;i +1

3 est la raideur d'arrachement µa l'inter-

face. on suppose quek i;i +1
® et k i;i +1

3 sont constantes sur chaque interface.
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Annexe C

R¶esolution analytique du modµele

M 4-5n adapt¶e aux poutres mixtes

Pour simpli¯er la r¶esolution des ¶equations, nous introduisons les inconnues principales sui-

vantes :

N = N 1
1 + N 2

1 (C.1)

¢N = N 2
1 ¡ N 1

1 (C.2)

Q = Q1
1 + Q2

1 (C.3)

¢Q = Q2
1 ¡ Q1

1 (C.4)

M = M 1
1 + M 2

1 (C.5)

¢M = M 2
1 ¡ M 1

1 (C.6)

avec :

N 1
1 =

N ¡ ¢N
2

(C.7)

N 2
1 =

N + ¢N
2

(C.8)

Q1
1 =

Q ¡ ¢Q
2

(C.9)

Q2
1 =

Q + ¢Q
2

(C.10)

M 1
1 =

M ¡ ¢M
2

(C.11)

M 2
1 =

M + ¢M
2

(C.12)

La somme des deux ¶equations (Eq.2.97) et (Eq. 2.98) nous donne :

N ;1 = 0 = ) N = C1 (C.13)
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C. R ¶esolution analytique du mod µele M 4-5n adapt ¶e aux poutres mixtes

La somme des deux ¶equations (Eq.2.99) et (Eq. 2.100) nous donne :

Q ;1 = ¡ V 2;3 =) Q =
Z

¡ V 2;3dx + C2 oµu V 2;3 est connu (C.14)

A partir des ¶equations d'¶equilibre (Eq. 2.97), (Eq. 2.98), (Eq. 2.101) et (Eq. 2.102), nous

obtenons :

¢N ;1 = 2T 1;2
1

M ;1 = Q ¡
µ

e1

2
+

e2

2

¶
T 1;2

1

=) M ;1 = ¡
e
4

¢N ;1 + Q

=) M = ¡
e
4

¢N +
Z µ Z

¡ V 2;3dx
¶

dx + C2x + C3 (C.15)

D'autre part, la compatibilit¶e (Eq. 2.89), (Eq. 2.90) et le comportement (Eq. 2.103), (Eq. 2.104)

nous donnent :

1
S1

N
U1

1;1 +
1

S2
N

U2
1;1 = N

=)
µ

1
S1

N
U1

1 +
1

S2
N

U2
1

¶

;1

= C1

=) U2
1 = ¡

S2
N

S1
N

U1
1 + S2

N (C1x + C4)

Oµu

S1
N =

S1
1111

2b1e1 ¡
S1

1122

S1
2222

S1
2211

2b1e1

S2
N =

S2
1111

2b2e2 ¡
S2

1122

S2
2222

S2
2211

2b2e2

Nous notons les autres champs inconnus sous forme de matrices :

X =
n

¢Q ; U 1
1; ©1

1; ©2
1; ¢N ; ¢M ; D 1;2

3

o
(C.16)

Y =
n

T 1;2
1 ;  1;2

1 ; V 1;2;  1;2
3

o
(C.17)

Oµu D 1;2
3 = U 2

3 ¡ U 1
3 est une inconnue (C.18)

Nous allons d'abord pr¶esenterY en fonction deX µa partir des quatre ¶equations alg¶ebriques parmi

les ¶equations du problµeme.

A partir de (Eq. 2.109) et (Eq. 2.111), nous avons :

 1;2
1 =

1

1 + 2
15

¡
e14S1

1313 + e24S2
1313

¢
k1;2

1

µ
D 1;2

1 +
1

2b110
4S1

1313Q
1
1 +

1
2b110

4S2
1313Q

2
1

¶
(C.19)

142



En rempla»cant D 1;2
1 de 2.95, Q1

1 de C.9 et Q2
1 de C.10 :

 1;2
1 =

1

1 + 2
15

¡
e14S1

1313 + e24S2
1313

¢
k1;2

1

µ
U 2

1 ¡ U 1
1 ¡

e1

2
©1

1 ¡
e2

2
©2

1+

+
1

2b110
4S1

1313
Q ¡ ¢Q

2
+

1
2b110

4S2
1313

Q + ¢Q
2

¶

= K ¢ Q¢Q ¡ K 1

µ
1 +

S2
N

S1
N

¶
U 1

1 ¡ K 1
e1

2
©1

1 ¡ K 1
e2

2
©2

1 + K QQ + K 1S2
N (C1x + C4)(C.20)

Avec

K ¢ Q = ¡
1
2

K 1
1

2b110
4S1

1313 +
1
2

K 1
1

2b110
4S2

1313

K Q =
1
2

K 1
1

2b110
4S1

1313 +
1
2

K 1
1

2b110
4S2

1313

K 1 =
1

1 + 2
15

¡
e14S1

1313 + e24S2
1313

¢
k1;2

1

On tire donc de 2.111:

T 1;2
1 = 2b1k1;2

1  1;2
1

= 2b1k1;2
1 K ¢ Q¢Q ¡ 2b1k1;2

1 K 1

µ
1 +

S2
N

S1
N

¶
U 1

1 ¡ 2b1k1;2
1 K 1

e1

2
©1

1 ¡ 2b1k1;2
1 K 1

e2

2
©2

1(x)

+2b1k1;2
1 K QQ + 2b1k1;2

1 K 1S2
N (C1x + C4) (C.21)

D'une maniµere similaire, µa partir de (Eq. 2.110), (Eq. 2.112) et (Eq. 2.96), nous avons :

 1;2
3 =

1

1 + 13
35

¡
e1S1

3333 + e2S2
3333

¢
k1;2

3

µ
U 2

3 ¡ U 1
3 ¡

9
2b170

e2S2
3333V

2;3
¶

= K 3D 1;2
3 ¡ K 3

9
2b170

e2S2
3333V

2;3 (C.22)

V 1;2 = 2b1k1;2
3  1;2

3

= 2b1k1;2
3 K 3D 1;2

3 ¡ k1;2
3 K 3

9
70

e2S2
3333V

2;3 (C.23)

Avec

K 3 =
1

1 + 13
35

¡
e1S1

3333 + e2S2
3333

¢
k1;2

3

Nous allons maintenant consid¶erer les ¶equations di®¶erentielles pour les condenser.

En soustrayant (Eq. 2.100) µa (Eq. 2.99) nous obtenons :

¢Q ;1 = 2V 1;2
1 ¡ V 2;3

= 4b1k1;2
3 K 3D 1;2

3 ¡
µ

1 + 2k1;2
3 K 3

9
70

e2S2
3333

¶
V 2;3 (C.24)

143



C. R ¶esolution analytique du mod µele M 4-5n adapt ¶e aux poutres mixtes

A partir des ¶equations (Eq. 2.103), (Eq. 2.104), (Eq. 2.89) et (Eq. 2.90), nous obtenons :

1
S1

N
U1

1;1 +
1

S2
N

U2
1;1 = N

¡
1

S1
N

U1
1;1 +

1
S2

N
U2

1;1 = ¢N

=) U1
1;1 = ¡

1
2

S1
N ¢N +

1
2

S1
N N

A partir des ¶equations (Eq. 2.105), (Eq. 2.106), (Eq. 2.91) et (Eq. 2.92), nous obtenons :

1
S1

M
©1

1;1 +
1

S2
M

©2
1;1 = M

¡
1

S1
M

©1
1;1 +

1
S2

M
©2

1;1 = ¢M

Alors :

©1
1;1 =

1
2

S1
M M ¡

1
2

S1
M ¢M

©2
1;1 =

1
2

S2
M M +

1
2

S2
M ¢M

Avec

S1
M =

12S1
1111

2b1(e1)3 ¡
S1

1122

S1
2222

12S1
2211

2b1(e1)3

S2
M =

12S2
1111

2b2(e2)3 ¡
S2

1122

S2
2222

12S2
2211

2b2(e2)3

En rempla»cant M (Eq. C.15), nous obtenons :

©1
1;1 = ¡

e
8

S1
M ¢N ¡

S1
M

2
¢M +

S1
M

2

µ Z µ Z
¡ V 2;3dx

¶
dx + C2x + C3

¶

©2
1;1 = ¡

e
8

S2
M ¢N +

S2
M

2
¢M +

S2
M

2

µ Z µ Z
¡ V 2;3dx

¶
dx + C2x + C3

¶

En soustrayant (Eq. 2.97) de (Eq. 2.98) il vient :

¢N ;1 = 2T 1;2
1

= 4b1k1;2
1 K ¢ Q¢Q ¡ 4b1k1;2

1 K 1

µ
1 +

S2
N

S1
N

¶
U 1

1 ¡ 4b1k1;2
1 K 1

e1

2
©1

1 ¡ 4b1k1;2
1 K 1

e2

2
©2

1(x)

+4b1k1;2
1 K QQ + 4b1k1;2

1 K 1S2
N (C1x + C4) (C.25)

et en soustrayant (Eq. 2.101) de (Eq. 2.102) on obtient :

¢M ;1 = ¢Q +
µ

e1

2
¡

e2

2

¶
T 1;2

1

= ¢Q +
µ

e1

2
¡

e2

2

¶ µ
2b1k1;2

1 K ¢ Q¢Q ¡ 2b1k1;2
1 K 1

µ
1 +

S2
N

S1
N

¶
U 1

1¡
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¡ 2b1k1;2
1 K 1

e1

2
©1

1 ¡ 2b1k1;2
1 K 1

e2

2
©2

1(x) + 2 b1k1;2
1 K QQ + 2b1k1;2

1 K 1S2
N (C1x + C4)

¶

=
³

1 ¡ eb1k1;2
1 K ¢ Q

´
¢Q + eb1k1;2

1 K 1

µ
1 +

S2
N

S1
N

¶
U 1

1 +

+ eb1k1;2
1 K 1

e1

2
©1

1 + eb1k1;2
1 K 1

e2

2
©2

1 ¡ eb1k1;2
1 K QQ ¡ eb1k1;2

1 K 1S2
N (C1x + C4)(C.26)

Oµu : e = e1 + e2 et e = e2 ¡ e1

A partir des ¶equations (Eq. 2.107), (Eq. 2.108), (Eq. 2.93) et (Eq. 2.94), nous obtenons :

1
S1

Q

¡
©1

1 + U 1
3;1

¢
= Q1

1 ¡
S1

T

S1
Q

T 1;2
1

1
S2

Q

¡
©2

1 + U 2
3;1

¢
= Q2

1 ¡
S2

T

S2
Q

T 1;2
1

Avec

S1
Q =

6
2b15e1 4S1

1313

S2
Q =

6
2b25e2 4S2

1313

S1
T =

1
2b110

4S1
1313

S2
T =

1
2b210

4S2
1313

En ¶ecrivant la di®¶erence et la somme des deux ¶equations ci-dessus nous obtenons :

1
S1

Q

¡
©1

1 + U 1
3;1

¢
+

1
S2

Q

¡
©2

1 + U 2
3;1

¢
= Q ¡

Ã
S1

T

S1
Q

+
S2

T

S2
Q

!

T 1;2
1

¡
1

S1
Q

¡
©1

1 + U 1
3;1

¢
+

1
S2

Q

¡
©2

1 + U 2
3;1

¢
= ¢Q ¡

Ã
S2

T

S2
Q

¡
S1

T

S1
Q

!

T 1;2
1

Ou bien :

U1
3;1 = ¡ ©1

1 ¡ S1
T T 1;2

1 ¡
S1

Q

2
¢Q +

S1
Q

2
Q

U2
3;1 = ¡ ©2

1 ¡ S2
T T 1;2

1 +
S2

Q

2
¢Q +

S2
Q

2
Q

Nous avons alors :

D 1;2
3;1 = U 2

3;1 ¡ U 1
3;1

= © 1
1 ¡ ©2

1 +
¡
S1

T ¡ S2
T

¢
T 1;2

1 +
S1

Q + S2
Q

2
¢Q ¡

S1
Q ¡ S2

Q

2
Q (C.27)
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C. R ¶esolution analytique du mod µele M 4-5n adapt ¶e aux poutres mixtes

En introduisant T 1;2
1 de (Eq. C.21), nous obtenons :

D 1;2
3;1 =

Ã
S1

Q + S2
Q

2
+

¡
S1

T ¡ S2
T

¢
2b1k1;2

1 K ¢ Q

!

¢Q ¡
¡
S1

T ¡ S2
T

¢
2b1k1;2

1 K 1

µ
1 +

S2
N

S1
N

¶
U 1

1 ¡

¡
µ

¡
S1

T ¡ S2
T

¢
2b1k1;2

1 K 1
e1

2
¡ 1

¶
©1

1 ¡
µ

¡
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Nous r¶esumons les ¶equations ci-dessus sous forme suivante :

X 0 = A:X + F (C.29)

avec :
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C. R ¶esolution analytique du mod µele M 4-5n adapt ¶e aux poutres mixtes

et avec
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On note :

X 1 =
©
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(C.32)

X 2 =
n
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(C.33)

¶Equation (Eq. C.29) devient :
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Avec :
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On r¶e¶ecrit l'¶equation (Eq. C.34) :

X 0
1 = C:X 2 + F 1 (C.39)

X 0
2 = B:X 1 + F 2 (C.40)

En introduisant (Eq. C.39) dans la d¶eriv¶e de (Eq.C.40), on obtient l'¶equation di®¶erentielle

d'ordre 2 suivante :

X 00
2 = R:X 2 + G avec R = B:C et G = B:F 1 + F 0

2 (C.41)

La r¶esolution de cette ¶equation est faite avec Maple. On trouveX 2 qui possµede 6 constantes

di®¶erentielles.

On prend la quatriµeme ¶equation de (Eq.C.39) pour trouver X 1(4) qui fait apparâ³tre en plus

un autre coe±cient di®¶erentiel :

X 1(4) =
Z Ã

n=3X

i =1

C(4; i ) ¤ X 2(i ) + F1(4)

!

dx (C.42)

Les trois premiµeres inconnues deX 1 sont ensuite trouv¶ees en prenant le systµeme de trois

¶equations alg¶ebriques (Eq.C.40).

On a en¯n les solutions du problµeme qui sont fonction de 12 constantes di®¶erentielles.
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Annexe D

R¶esultats des essais en °exion trois

points

D.1 Courbes de force °µeche
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)

P-Ti-1

(a) P-Ti-1 (b) P-Ti-2

Fig. D.1 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur aux tiges
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D.1 Courbes de force °µeche

(a) P-Tu-1 (b) P-Tu-2

Fig. D.2 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur aux tubes

(a) P-MD31-1 (b) P-MD31-2

Fig. D.3 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur du MD31

(a) P-MD43-1 (b) P-MD43-2

Fig. D.4 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur du MD43
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D. R ¶esultats des essais en flexion trois points

(a) P-MD51-1 (b) P-MD51-2

Fig. D.5 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur du MD51

(a) P-MD86-1 (b) P-MD86-2

Fig. D.6 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur du MD86

(a) P-PAP-1 (b) P-PAP-2

Fig. D.7 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur de la PAP

152



D.1 Courbes de force °µeche

(a) P-RB-1 (b) P-RB-2

Fig. D.8 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur de la RB

(a) P-Co-1 (b) P-Co-2

(c) P-Co-3

Fig. D.9 { Courbe force-°µeche de poutre de connecteur de collage
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D. R ¶esultats des essais en flexion trois points

D.2 Courbes de glissement

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.10 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ Tu ¡ 2

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.11 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ MD 31¡ 1
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D.2 Courbes de glissement

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.12 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ MD 31¡ 2

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.13 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ MD 43¡ 1

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.14 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ MD 43¡ 2
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D. R ¶esultats des essais en flexion trois points

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.15 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ MD 86¡ 1

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.16 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ MD 86¡ 2

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.17 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ PAP ¡ 1
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D.2 Courbes de glissement

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.18 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ PAP ¡ 2

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.19 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ RB ¡ 1

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.20 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ RB ¡ 2
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D. R ¶esultats des essais en flexion trois points

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.21 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ Co ¡ 1

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.22 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ Co ¡ 2

(a) CapteurD5 (b) Capteur D4

Fig. D.23 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreP ¡ Co ¡ 3

158



D.3 Exp¶erimentation dans le cadre de la thµese M. Van Der Linden

D.3 Exp¶erimentation dans le cadre de la thµese M. Van Der Linden

Le protocole des essais en cisaillement :

Fig. D.24 { Disposition des essais en cisaillement
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D. R ¶esultats des essais en flexion trois points

L'identi¯cation des systµemes de connexion test¶es en cisaillement :
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D.3 Exp¶erimentation dans le cadre de la thµese M. Van Der Linden

La comparaison avec le modµele M4-5n-P pour les di®¶erentes poutres :

Fig. D.25 { Courbe force-°eche de la poutreSCH ¡ 7

(a) Ex¶etr¶emit¶e gauche

(b) Ex¶etr¶emit¶e droite

Fig. D.26 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreSCH ¡ 7
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D. R ¶esultats des essais en flexion trois points

Fig. D.27 { Courbe force-°eche de la poutreNAG ¡ 1

(a) Ex¶etr¶emit¶e gauche

(b) Ex¶etr¶emit¶e droite

Fig. D.28 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreNAG 1 ¡ 1
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D.3 Exp¶erimentation dans le cadre de la thµese M. Van Der Linden

Fig. D.29 { Courbe force-°eche de la poutreNAG ¡ 3

(a) Ex¶etr¶emit¶e gauche

(b) Ex¶etr¶emit¶e droite

Fig. D.30 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreNAG ¡ 3
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D. R ¶esultats des essais en flexion trois points

Fig. D.31 { Courbe force-°eche de la poutreN + S ¡ 3

(a) Ex¶etr¶emit¶e gauche

(b) Ex¶etr¶emit¶e droite

Fig. D.32 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreN + S ¡ 3
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D.3 Exp¶erimentation dans le cadre de la thµese M. Van Der Linden

Fig. D.33 { Courbe force-°eche de la poutreN + S ¡ 4

(a) Ex¶etr¶emit¶e gauche

(b) Ex¶etr¶emit¶e droite

Fig. D.34 { Glissement µa deux extr¶emit¶es de la poutreN + S ¡ 4
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Annexe E

R¶esultats des essais en fatigue

E.1 Courbes de force-°µeche

CE2
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E.1 Courbes de force-°µeche

La °µeche mesur¶ee par le capteursD1 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.1 { Courbe force-°µeche duCE2 de trois phase de chargement
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

La °µeche mesur¶ee par le capteursD2 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.2 { Courbe force-°µeche duCE2 de trois phase de chargement
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E.1 Courbes de force-°µeche

La °µeche mesur¶ee par le capteursD3 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.3 { Courbe force-°µeche duCE2 de trois phase de chargement
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

CE3

La °µeche mesur¶ee par le capteursD1 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.4 { Courbe force-°µeche duCE3 de trois phase de chargement
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E.1 Courbes de force-°µeche

La °µeche mesur¶ee par le capteursD2 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.5 { Courbe force-°µeche duCE3 de trois phase de chargement
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

La °µeche mesur¶ee par le capteursD3 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.6 { Courbe force-°µeche duCE3 de trois phase de chargement
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E.1 Courbes de force-°µeche

CE4

La °µeche mesur¶ee par le capteursD1 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.7 { Courbe force-°µeche duCE4 de la phase de 10¡ 80KN
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

La °µeche mesur¶ee par le capteursD3 des trois phases 10¡ 80KN , 10¡ 110KN et 10¡ 160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.8 { Courbe force-°µeche duCE2 de la phase de 10¡ 80KN
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E.2 Courbes de force-Glissement

E.2 Courbes de force-Glissement

CE2

Le glissement mesur¶ee par le capteursD5 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.9 { Force-glissement duCE2 pour 3 phase de chargement

175



E. R ¶esultats des essais en fatigue

Le glissement mesur¶ee par le capteursD6 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.10 { Force-glissement duCE2 pour 3 phase de chargement
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E.2 Courbes de force-Glissement

Le glissement mesur¶ee par le capteursD7 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.11 { Force-glissement duCE2 pour 3 phase de chargement
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

Le glissement mesur¶ee par le capteursD8 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.12 { Force-glissement duCE2 pour 3 phase de chargement
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E.2 Courbes de force-Glissement

CE3

Le glissement mesur¶ee par le capteursD5 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.13 { Force-glissement duCE3 pour 3 phase de chargement
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

Le glissement mesur¶ee par le capteursD6 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.14 { Force-glissement duCE3 pour 3 phase de chargement
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E.2 Courbes de force-Glissement

Le glissement mesur¶ee par le capteursD7 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.15 { Force-glissement duCE3 pour 3 phase de chargement
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

Le glissement mesur¶ee par le capteursD8 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.16 { Force-glissement duCE3 pour 3 phase de chargement

182



E.2 Courbes de force-Glissement

CE4

Le glissement mesur¶ee par le capteursD5 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.17 { Force-glissement duCE4 pour 3 phase de chargement
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E. R ¶esultats des essais en fatigue

Le glissement mesur¶ee par le capteursD6 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.18 { Force-glissement duCE4 pour 3 phase de chargement
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E.2 Courbes de force-Glissement

Le glissement mesur¶ee par le capteursD7 des trois phases 10¡ 80KN , 10 ¡ 110KN et 10 ¡

160KN :

(a) Phase de 10¡ 80KN (b) Phase de 10¡ 110KN

(c) Phase de 10¡ 160KN

Fig. E.19 { Force-glissement duCE4 pour 3 phase de chargement
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