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Résumé

Malgré une mise en ceuvre en apparence trés simple, le béton manifeste une grande
complexité, provenant de ses caracteéres multiéchelle et multiphysique. Le platre pris
présente des traits de complexité similaires.

Cette étude a pour principal but d’évaluer si I’homogénéisation des milieux aléatoires
est pertinente pour appréhender de fagon prédictive le comportement mécanique du platre
pris et de la pate de ciment. Les phénomeénes explorés incluent et vont au dela de
I’élasticité : rupture, endommagement, fluage.

La raideur et la limite élastique du platre pris sont d’abord modélisées et validées. Le
comportement post-pic est aussi abordé. Un modéle morphologique de pate de ciment
est ensuite itérativement mis au point, et validé en élasticité. On considére également la
limite élastique des C-S-H et on aborde le fluage de ceux-ci et de la pate. Enfin, on explore
I'impact de phénomeénes intergranulaires sur la rupture (en vue d’applications aux grés)
et le fluage de polycristaux poreux.

Mots-clés :
homogénéisation, platre, pate de ciment, microstructure, élasticité, non linéaire, résis-
tance, fluage, endommagement

Abstract

Despite its widespread use, concrete is a genuinely complex material, exhibiting a
multiscale and multiphysics nature. Gypsum also presents such a complexity, although
in a somewhat less pronounced way.

The main objective of this study is to evaluate the applicability of Eshelby-based
homogenization of random media to investigate the mechanical behaviour of gypsum and
cement pastes. We explore mechanical phenomena such as elasticity, as well as failure,
damage and creep.

Firstly, the stiffness and the elastic limit of gypsum are modelled and validated. A
micro-to-macro damage model is also proposed to investigate the post-peak behaviour.
Secondly, a simplified morphological model of cement paste is developed to estimate the
stiffness. The elastic limit of C-S-H is also investigated. A preliminary model of creep of
C-S-H and cement paste is proposed. Thirdly, we investigate the influence of interfacial
phenomena on failure (having sandstones in mind) and creep of a porous polycrystal.

Keywords:

homogenization, gypsum, cement paste, microstructure, elasticity, nonlinear, strength,
creep, damage
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INTRODUCTION

Le béton est un matériau de construction extrémement répandu. Bien que sa fabrication
et sa mise en ceuvre soient en apparence trés simples, il fait preuve d’'une grande complexité,
dont on n’est a priori loin d’avoir percé tous les secrets. Il tire principalement sa complexité
de son caractére multiéchelles et des processus multiphysiques qui se produisent au sein de la
microstructure. Parmi tous les constituants du béton, la pate de ciment est celui qui évolue le
plus dans le temps; comparativement, les granulats sont relativement inertes. Ainsi, la pate de
ciment mérite une attention particuliére. Elle manifeste en fait le méme niveau de complexité que
le béton. Son caractére multiéchelles suggére la mise & profit de la micromécanique pour mieux
comprendre comment des mécanismes ayant lieu & ’échelle microscopique voire nanoscopique se
traduisent en comportement mécanique macroscopique.

Le platre pris est un matériau trés répandu également, méme s’il est non structurel. Il s’agit
d’un matériau multiéchelles mais nettement moins complexe que les pates de ciment. En effet,
la microstructure est bien identifiée et les mécanismes locaux (microscopiques) sont relative-
ment bien connus. Ainsi, le platre pris peut étre considéré comme un matériau modéle dans la
perspective de confrontation expérience - théorie en sciences des matériaux.

Ce travail est consacré a l’analyse par méthode de changement d’échelle du comportement
des péates de ciment et du platre pris. Dans toute la suite, on fait appel a ’homogénéisation des
milieux aléatoires basée sur le résultat de 'inhomogénéité d’Eshelby, afin d’éviter des développe-
ments numériques trop lourds. En effet, il serait difficilement acceptable, dans une perspective
de conception de matériaux, impliquant donc des processus d’optimisation, de devoir attendre
plusieurs jours le résultat d’une simulation. La premiére étape est de rassembler suffisamment
d’information sur la microstructure, en particulier 'arrangement géométrique des phases, et sur
les mécanismes ayant cours a 1’échelle microscopique voire nanoscopique. Ces informations re-
présentent les données d’entrée de nos modéles. On met ensuite en ceuvre des techniques de
changement d’échelle afin de déterminer le comportement résultant de ces données d’entrée a
I’échelle macroscopique, pour explorer aussi bien le domaine élastique que celui du comporte-
ment irréversible. Enfin, la confrontation expérimentale nous éclaire sur la validité du modéle.
Nous voyons donc un premier usage de la micromécanique comme un outil susceptible de nous
aider a appréhender la fagon dont les parameétres de nature microscopique (entrées) influent sur
le comportement macroscopique d’un matériau (sortie).

Malheureusement, en ce qui concerne le ciment, le cheminement que nous venons de présenter
est relativement idéaliste dans le sens ol ni la microstructure, ni les mécanismes locaux a l’origine
des comportements macroscopiques ne sont bien connus. Il s’agit d’une réelle difficulté. Nous
avons ainsi été contraints de détourner I’approche micromécanique de sa finalité initiale pour en
faire un outil de test de validité de différentes hypothéses sur la microstructure ou les micro-
mécanismes, dans le cadre d’'une démarche essai - erreur.

La partie I rappelle briévement les bases de 'homogénéisation des milieux aléatoires en
élasticité linéaire, puis propose une application aux polycristaux poreux, en mettant I’accent sur
I'influence de la forme des particules solides.

Le chapitre 1 rappelle trés briévement, dans un cadre élastique linéaire, le principe de la mé-
thode de changement d’échelle que nous avons adoptée : ’homogénéisation des milieux aléatoires
basée sur le résultat de I'inhomogénéité d’Eshelby.

Le chapitre 2 propose une application de I’homogénéisation des milieux aléatoires aux po-
lycristaux poreux. Plus précisément, il s’agit de confronter des estimations issues du schéma
auto-cohérent, & des résultats numériques issus de calculs par éléments finis. L’objectif de cette
approche essentiellement pragmatique est de tenter d’identifier des familles de microstructures
pour lesquelles le schéma auto-cohérent offre une approximation intéressante de 1’élasticité effec-
tive. L’accent est mis en particulier sur I'influence de la forme des particules solides.



INTRODUCTION

La partie II est consacrée a I’étude du platre pris, modélisé comme un matériau formé de par-
ticules allongées. La microstructure de ce dernier se présente en effet comme un enchevétrement
de cristaux de gypse élancés.

Le chapitre 3 introduit cette partie II en proposant quelques informations de base sur le
matériau platre pris. Aprés avoir rappelé la réaction chimique qui permet de passer d’un mé-
lange de poudre de platre et d’eau & un ensemble de cristaux de gypse, on propose un modéle
de description de la morphologie du matériau, basé sur des observations au microscope. Cette
description de la morphologie sera mise a profit aux chapitres suivants pour batir des modéles
de comportement par changement d’échelle. Ce chapitre se termine par une synthése de données
expérimentales sur le comportement mécanique macroscopique du platre pris, qui seront utilisées
aux chapitres suivants.

Le chapitre 4 s’appuie sur le modéle morphologique mis au point au chapitre précédent pour
proposer un schéma d’homogénéisation prédisant 1’élasticité du platre pris. L’estimation du mo-
dule de Young d’un platre pris sans bulles est d’abord validée avec succés vis-a-vis de nombreux
résultats expérimentaux disponibles dans la littérature. On propose ensuite deux applications,
visant & étudier 'influence de la forme des particules solides et de la présence de bulles sur 1’élas-
ticité effective. Enfin, on évalue une rigidité isotrope « équivalente » a conférer aux particules
solides en remplacement de la rigidité anisotrope du gypse, ceci afin de simplifier les développe-
ments présentés dans les deux chapitres suivants. On vérifie que cette approximation ne modifie
que trés peu les prédictions réalisées en élasticité.

Le chapitre 5 est consacré au développement d’un modéle de limite élastique du platre pris.
L’idée est de partir d’un critére de rupture fragile des cristaux, exprimé sur la contrainte moyenne
dans le cristal et dépendant de 'orientation de ce dernier, pour aboutir & un critére de limite
d’élasticité du platre pris sans bulles. On montre que le critére obtenu est un céne dans ’espace
des contraintes principales. Les prédictions issues du modéle sont alors comparées aux résistances
en traction ou compression simple mesurées, et ce sur une large gamme de porosités.

Dans le chapitre 6, nous proposons d’aller plus loin en examinant ce qui se produit lorsque la
déformation macroscopique imposée lors d’un essai de traction ou de compression simple dépasse
la déformation correspondant & la limite élastique. Les cristaux sont toujours supposés élastiques
fragiles. Il s’agit de mettre au point un modéle d’endommagement en suivant pour chaque niveau
de déformation macroscopique la population de cristaux qui n’a pas encore atteint son critére de
rupture, et qui est par conséquent & méme de reprendre les efforts intérieurs.

Dans la partie III, on se tourne vers les matériaux cimentaires, et plus précisément les
silicates de calcium hydratés (C-s-H, pricipaux hydrates des pates de ciment Portland), modélisés
comme un matériau constitué de particules aplaties. Ceux-ci assurent la cohésion des péates en
jouant le role de colle. Outre la question de la forme des particules, les pates de ciment se
distinguent du platre pris notamment par l'extréme complexité de leur microstructure. Aussi,
une part importante de notre travail sera de mettre au point un modéle morphologique simplifié
mais offrant des estimations satisfaisantes des caractéristiques élastiques.

Le chapitre 7 introduit cette partie III en proposant d’abord quelques informations sur la
réaction d’hydratation du ciment, permettant de passer d’une suspension de grains dans de ’eau
a un matériau solide, la pate de ciment. Force est de dresser le constat du manque de consensus
de la communauté scientifique sur la morphologie des pates de ciment et ce & plusieurs échelles
(pate et c-s-H). Enfin, on réalise une synthése des données expérimentales sur la mécanique des
pates de ciment, issues de la littérature, et utilisées tout au long de cette partie III.

Le chapitre 8 a un double objectif : concevoir un modéle morphologique de pate de ciment
descendant jusqu’a l’échelle des particules de ¢-S-H (de l'ordre de quelques dizaines de nano-
métres), et valider expérimentalement ce modéle vis-a-vis de 1'élasticité. Comme on I'a déja dit,
cette partie de notre travail est essentiellement de nature « essai - erreur », le critére nous permet-
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tant de juger de la pertinence d’un modéle morphologique étant la confrontation des estimations
issues de ce modéle aux résultats expérimentaux. Nous présentons d’abord dans ce chapitre une
premiére idée sur la morphologie, fréquemment rencontrée dans la littérature, mais sur laquelle
nous avons subi quelques déconvenues. Les difficultés rencontrées nous ont amené a formuler un
modéle alternatif. Ce dernier offre des prédictions intéressantes de 1’élasticité d’une pate en cours
d’hydratation.

Le chapitre 9 est constitué de deux parties. La premiére partie reprend le premier modéle
de pate exposé dans le chapitre précédent, et s’en nourrit pour estimer le critére de rupture
macroscopique par homogénéisation non linéaire. Les inconvénients rencontrés en élasticité sont
encore présents. Ainsi, dans une deuxiéme partie, nous cherchons a profiter a la fois du modéle
morphologique alternatif présenté dans le chapitre précédent et des travaux sur la limite élastique
du platre pris, pour proposer un modéle de limite élastique des C-S-H. Ce dernier reprend 'idée
de rupture fragile des particules employée sur le platre pris. La différence provient de la forme
des particules, & présent aplaties au lieu d’allongées.

Le chapitre 10 s’intéresse au fluage des C-S-H et pates de ciment matures. Il s’agit de partir du
mécanisme local responsable des déformations différées observées a 1’échelle macroscopique. Ici
encore, la communauté scientifique ne semble pas avoir atteint un consensus précis, mais parmi
les hypothéses émises, le glissement feuillet sur feuillet au sein des C-s-H semble fréquemment
revenir. Sur cette base, nous avons construit plusieurs modéles de fluage macroscopique de C-sS-H.
Dans une derniére partie, nous réalisons une étape d’homogénéisation supplémentaire pour at-
teindre ’échelle de la pate de ciment, afin de pouvoir comparer nos estimations a des résultats
expérimentaux de fluage.

La partie IV est consacrée a 'influence de la présence d’interfaces ou de joints entre les
particules solides au sein d’un assemblage de type polycristal poreux.

Le chapitre 11 commence en effet par dresser le constat qu’en ce qui concerne les deux maté-
riaux étudiés dans les parties précédentes, platre pris et pate de ciment, plusieurs comportements
macroscopiques mettent en jeu des mécanismes interfaciaux. On peut par exemple citer le fluage
du platre pris, souvent associé a un glissement relatif des cristaux de gypse. La prise en compte
de tels effets d’interface autour de particules de forme aplatie ou allongée dans le cadre de I'ho-
mogénéisation des milieux aléatoires, sans recourir a des calculs numériques relativement lourds,
n’a pas été effectuée dans le cadre de ce travail. Néanmoins, afin d’appréhender 'impact de ces
effets d’interface sur le comportement effectif, nous proposons de nous restreindre aux particules
sphériques, cas particulier traitable sans développements lourds. Il s’agit donc d’une partie un
peu plus académique dans la mesure ot I’application au platre pris ou aux pates de ciment n’est
plus possible que de fagon qualitative.

Le chapitre 12 propose des estimations de critéres de rupture, par homogénéisation non li-
néaire, de polycristaux poreux présentant des interfaces non parfaites entre les grains. On envisage
d’abord une rupture intragranulaire, le contact entre les grains étant soit infiniment résistant,
soit lisse (aucune résistance au cisaillement). On passe ensuite & un mécanisme de rupture inter-
granulaire, les grains étant supposés soit infiniment résistants, soit constitués de feuillets pouvant
librement glisser les uns sur les autres. On envisage enfin un mécanisme de rupture impliquant
a la fois les grains et les joints.

Le chapitre 13 s’intéresse au fluage de polycristaux présentant des joints non parfaitement
adhérents entre les grains. On envisage successivement le cas de grains élastiques séparés par
des joints visqueux, et le cas de grains visqueux séparés par des joints élastiques. Le premier cas
correspond au mécanisme de fluage couramment admis pour le platre pris.

La partie V rassemble en annexe des éléments et développements utiles mais qui nous
semblent un peu trop techniques pour intégrer le texte principal.
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L’annexe A rappelle la notation de Voigt, bien pratique pour représenter les composantes des
tenseurs d’ordre deux symétriques et d’ordre quatre présentant les symétries mineures.

L’annexe B établit quelques résultats sur le comportement élastique effectif de polycristaux
poreux formés de particules feuilletées. Ces résultats sont mis & profit au chapitre 10, consacré
au fluage des C-s-H et pates de ciment.

L’annexe C propose enfin la résolution de quelques problémes d’élasticité qui sont des géné-
ralisations du probléme de I'inhomogénéité d’Eshelby. Ces résultats sont exploités pour batir des
schémas d’homogénéisation dans les chapitres 8, 9, 12 et 13.



Premiére partie

Homogénéisation des milieux aléatoires
et polycristaux






Chapitre 1

Introduction a I’homogénéisation des
milieux aléatoires en élasticité

Ce chapitre ne propose qu’une trés bréve introduction a ’homogénéisation des milieux aléa-
toires en élasticité linéaire. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [133] ou [30].

Les approches de changement d’échelle ont pour but de déterminer le comportement effec-
tif d’'un matériau composite a partir des comportements élémentaires des différentes phases le
constituant, et de sa morphologie (arrangement géométrique des différentes phases). Parmi ces
approches, on peut distinguer I’homogénéisation périodique, partant d’une hypothése de périodi-
cité de la morphologie, et I’homogénéisation des milieux aléatoires, a priori adaptée aux matériaux
dont la microstructure n’est caractérisée que de fagon statistique. Ainsi, par exemple dans le cas
d’un béton, il est hors de question de décrire précisément la position de chaque granulat. Le
comportement effectif, dit homogénéisé, peut ensuite étre mis & profit pour réaliser des calculs a
I’échelle de la structure (figure 1.1).

Avant toutes choses, il est nécessaire de définir un volume élémentaire représentatif (VER)
dont la taille | (ordre de grandeur de ses dimensions) doit satisfaire deux conditions :

— suffisamment petite vis-a-vis de la taille L de la structure (volume élémentaire),

— suffisamment grande devant la taille caractéristique d des hétérogénéités de la microstruc-

ture (volume représentatif).
Ainsi la condition de séparation des échelles d <« | < L est une condition nécessaire pour que la
notion de VER soit valide [133]. Il faut de plus ajouter la condition [ < A ot A est la longueur
caractéristique de variation du chargement mécanique appliqué a la structure [133].

La variable d’espace est notée M & I’échelle de la structure (M comme « macro »), si bien
que la microstructure du VER dépend a priori de zM. A Péchelle de la microstructure, la variable
d’espace est notée .

microstructure milieu homogéne équivalent structure
! utilisation du
—— comportement L
homogénéisation homogénéisé

VER(zM)
F1G. 1.1 — Différentes échelles caractérisant une structure et son matériau constitutif

Dans I’ensemble de ce document, on se place dans le cadre de I’hypothése des petites pertur-
bations [104].



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A L’HOMOGENEISATION DES MILIEUX ALEATOIRES

Dans le cadre de I’homogénéisation des matériaux composites a morphologie aléatoire en élas-
ticité linéaire [134], pour des conditions de déformation homogéne au contour du VER (figure 1.2),
le tenseur de rigidité effectif s’écrit :

N
Chom =" fiCi: (Ax)); (1.1)
i=1

ot NV est le nombre de phases différentes, f; la fraction volumique de la phase 7, C; le tenseur de
rigidité de la phase i, A(z) le tenseur de localisation des déformations dans le VER (défini sur la
figure 1.2), et (a), la moyenne du champ a sur le domaine occupé par la phase 1.

F1G. 1.2 — Représentation schématique d’un VER soumis & des conditions aux limites de défor-
mation homogéne au contour

Dans le cas particulier d’'un milieu poreux dont la phase solide est homogéne, désignée par
I'indice s, I'expression (1.1) devient :

Chom = (1 — ¢)Cy : (A) (1.2)

S

avec @ la porosité et Cg le tenseur de rigidité de la phase solide.

I1 est illusoire de chercher & déterminer de fagon exacte le champ A(z) de tenseur de locali-
sation des déformations, d’autant plus que la morphologie n’est en général connue que de fagon
statistique. De plus, (1.1) indique que la connaissance de moyennes est en fait suffisante. On a
donc recours a des estimations de la moyenne de A(z) sur les différentes phases. Pour cela, on
construit un « schéma d’homogénéisation » intégrant des informations sur la morphologie. Dans
le cadre de approche basée sur les travaux d’Eshelby [36], la moyenne du tenseur de localisation
des déformations (A), est estimée par la déformation uniforme qui s’établit dans une inhomogé-
néité ellipsoidale plongée dans un milieu de référence infini de rigidité Cy soumis & des conditions
aux limites de déformation homogéne a 'infini, de la forme £(z) = Ej - x (probléme auxiliaire
d’élasticité, voir figure 1.3). Cette déformation auxiliaire Eg “est ensuite reliée a la déformation
E appliquée au contour du VER en écrivant la régle de moyenne des déformations () = E. Les
informations dont on dispose sur la morphologie conduisent & choisir une rigidité de référence Cg
particuliére et une forme particuliére d’ellipsoide représentant chaque phase [132]. Par exemple,
pour le schéma auto-cohérent [60, 17] classiquement employé dans le cas des microstructures de
nature polycristalline, le milieu homogénéisé recherché est utilisé comme milieu de référence :
Co = CM™. Lorsqu'il existe une phase connexe (matrice) entourant toutes les autres, le schéma,
de Mori-Tanaka [85] 'exploite comme milieu de référence.
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F1G. 1.3 — Probléme auxiliaire d’élasticité & résoudre en vue d’estimer la moyenne du tenseur de
localisation des déformations sur la phase i
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Chapitre 2

Homogénéisation des polycristaux
poreux

On considére des polycristaux poreux, c’est-a-dire des matériaux poreux dont la phase solide
est constituée d’un ensemble de grains. Pour estimer ’élasticité effective d’un tel milieu poreux,
dont la morphologie est désordonnée, et pour lequel le concept de matrice solide entourant les
pores n’a pas de sens, il semble naturel de recourir & un schéma auto-cohérent. Or ce dernier
représente la morphologie de facon implicite, ce qui fait qu’il est difficile de préciser clairement
la microstructure qu’il modélise. En revanche, les techniques d’homogénéisation périodique, par
calcul numérique, se basent sur des représentations trés explicites de la morphologie. Ces deux
méthodes s’opposent du point de vue du caractére désordonné de la morphologie : désordre
parfait pour le schéma auto-cohérent ; représentation trés ordonnée pour ’homogénéisation pé-
riodique. Néanmoins, on compare, de fagon trés pragmatique, les estimations de caractéristiques
élastiques effectives issues de ces deux méthodes. Cette confrontation aide & préciser des types de
microstructures sur lesquelles le schéma auto-cohérent fournit des approximations intéressantes.
On étudie en particulier I'effet de la forme utilisée pour représenter la phase solide : sphére ou
ellipsoide de révolution. Les estimations issues du schéma auto-cohérent avec formes sphériques
peuvent étre rapprochées d’une morphologie de type « assemblage de sphéres tronquées ». Un
schéma auto-cohérent avec formes solides ellipsoidales de révolution allongées semble quant & lui
offrir une approximation intéressante pour modéliser un enchevétrement de particules élancées.

Sommaire

2.1 Schéma auto-cohérent avec inhomogénéité sphérique . . . . . . . . . . .. .. 14
2.1.1  Mise en ceuvre du schéma auto-cohérent . . . . . . . . ... ... ... 14
2.1.2  Estimations issues du schéma auto-cohérent . . . . . . .. .. ... .. 16
2.1.3  Mise en ceuvre d’'une méthode d’homogénéisation périodique . . . . . . 16

2.1.4  Comparaison des résultats d’homogénéisation périodique aux estima-
tions auto-cohérentes . . . . . . .. .. Lo L oo 18
2.2 Schéma AC avec inhomogénéité ellipsoidale de révolution . . . . . . ... .. 19
2.2.1  Mise en ceuvre du schéma auto-cohérent . . . . . . .. ... ... ... 19
2.2.2  Confrontation numeérique (ellipsoides allongés) . . . . . . ... ... .. 23
2.2.3 Porosité critique . . . ... Lo 25
2.2.4  Remarque : influence de la forme représentant ’espace poreux . . . . . 27
2.3 Conclusion . . . . . . . . . . 27
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CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION DES POLYCRISTAUX POREUX

On considére ici des matériaux poreux dont la phase solide est constituée d’un ensemble de
grains. Le solide ne forme donc pas a priori une matrice connexe entourant les pores : la mor-
phologie est plutot de nature polycristalline. Le comportement de tous les grains est identique et
élastique linéaire isotrope. Intuitivement, on pressent que les caractéristiques élastiques effectives
d’un tel milieu poreux dépendent non seulement de la rigidité du solide et de la porosité mais
aussi de la forme des grains.

La morphologie étant de nature polycristalline, le schéma auto-cohérent semble étre le mieux
placé (parmi tous les schémas usuels d’homogénéisation des milieux aléatoires faisant appel au
résultat de 'inhomogénéité d’Eshelby) pour estimer les caractéristiques élastiques effectives des
matériaux poreux envisagés ici. La théorie systématique de Kroner indique que le schéma auto-
cohérent fournit la rigidité effective d’un milieu « parfaitement désordonné » [69]. Néanmoins,
il ne semble pas facile de mettre une répartition géométrique de phases bien précise derriére ce
concept de désordre parfait. A I'opposé, les approches d’homogénéisation périodique se nour-
rissent de représentations trés explicites de la morphologie, puisqu’il s’agit de réaliser des calculs
numériques sur une maille élémentaire de la microstructure périodique. Dans ce chapitre, on pro-
pose de confronter les caractéristiques élastiques effectives issues de ces deux méthodes : schéma
auto-cohérent et homogénéisation périodique. Comparer les résultats d’'un modeéle supposant le
désordre parfait avec ceux de 'homogénéisation périodique, modélisant des milieux éminem-
ment ordonnés, semble relever du « grand écart ». Nous en sommes conscients : nous souhaitons
ici mettre en ceuvre une démarche essentiellement pragmatique, visant a tenter de préciser les
microstructures sur lesquelles le schéma auto-cohérent offre une approximation intéressante de
I’élasticité effective.

Nous considérons ici deux cas, selon la forme employée dans le probléme auxiliaire visant &
estimer la déformation moyenne de la phase solide. Le premier cas est celui du schéma auto-
cohérent a forme sphérique (section 2.1). On souhaite en particulier le positionner vis-a-vis d’un
assemblage de particules de granulométrie plutét monodisperse ou plutot étalée. Le second cas
cherche & étudier I'influence de la forme de I'inhomogénéité solide, employée dans le probléme
auxiliaire visant & estimer la déformation moyenne de la phase solide, sur I'élasticité effective
(section 2.2). On compare les résultats a des calculs numériques sur microstructures artificielles
constituées d’un enchevétrement de particules allongées.

2.1 Schéma auto-cohérent avec inhomogénéité sphérique

On commence par envisager le cas ou les inhomogénéités mises en jeu dans les problémes
auxiliaires sont des sphéres (figure 2.1). Les indices s et p se rapportent respectivement a la phase
solide et & ’espace poreux. La porosité est notée ¢, la fraction solide étant le complémentaire
fs = 1 — . Le tenseur de rigidité des grains, supposé isotrope, s’écrit C; = 3k.J + 2u5K, en
notant ks le module de compression et us le module de cisaillement. L’estimation auto-cohérente
de la rigidité effective est également isotrope. Elle est notée CAC = 3kACT + 2uACK.

2.1.1 Mise en ceuvre du schéma auto-cohérent

Bien que I'approche soit classique (voir par exemple [60, 17, 133, 30]), on rappelle briévement
le principe de mise en ceuvre du schéma auto-cohérent en vue d’estimer la rigidité effective. Les
déformations moyennes de la phase solide et de ’espace poreux sont estimées en résolvant les
problémes auxiliaires d’élasticité linéaire représentés sur la figure 2.1. Ces derniers sont des cas
particuliers du probléme de I'inhomogénéité d’Eshelby [36].

La déformation moyenne de I'espace poreux est estimée par la déformation uniforme d’une
cavité sphérique plongée dans le milieu de référence infini, dont I’élasticité est caractérisée par la
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2.1. SCHEMA AUTO-COHERENT AVEC INHOMOGENEITE SPHERIQUE

F1G. 2.1 — Problémes auxiliaires d’élasticité a résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-
cohérent envisagé (forme sphérique pour représenter I’espace poreux p et le solide s)

rigidité CAC recherchée, et soumis a la déformation homogéne auxiliaire Eq a l'infini :

(€), = (1-SA9) " : By (2.1)

sph
avec SAC le tenseur d’Eshelby [36] d’une sphére dans le milieu de rigidité CA¢. Ce milieu de
référence étant isotrope, le tenseur d’Eshelby a pour expression :

3kAC . ﬁAC’ 6 kAC + 2MAC
e _

AC _ AC AC AC _
Sipp =™+ 7K avec  « = 3RAC | 4,0 = 5 3EAC 1 4,,AC

(2.2)

La déformation moyenne de la phase solide est estimée par la déformation uniforme qui s’éta-
blit dans une sphére constituée de cette méme phase solide, plongée dans le milieu de référence
infini, de rigidité CAC, et soumis a la déformation homogéne Eq & infini :

(€), = [I+PAS : (C, — €)™ : By (2.3)

avec ]P’gg le tenseur de Hill d’une sphére dans le milieu de rigidité CA¢. Ce dernier est relié au
tenseur d’Eshelby correspondant par Sfp% Pgﬁ; CAC,
La déformation auxiliaire Eq est reliée a la déformation E imposée au contour du VER par

la régle de moyenne (e) = E, ot (€) = ¢ (), + (1 — ¢) (€),, soit :
-1 -1
E = [p(Il-855) " + (1= ¢)[1+ P45 : (C, - )] |« By (2.4)
La contrainte moyenne dans le VER s’écrit ¥ = (1 — ¢)Cy : (€),, soit, en rappelant (2.3) :

% =(1-¢)C,: [[+PA: (C,—C)] " By (2.5)

sph *

Finalement, l'estimation auto-cohérente de la rigidité homogénéisée est le tenseur reliant la
contrainte moyenne X a la déformation E imposée au contour du VER, selon ¥ = CA¢ : E,
ce qui donne, en faisant appel a (2.4) et (2.5) :
-1
cAC (Cs — CAN] ™ (2.6)
-1

= (1 — QO)C []I + Psph

[P1- 545" + (1 = @) [1+ P45+ (C, - CA9)] ]

Le membre de droite de cette derniére équation est un tenseur isotrope, puisqu’il ne fait intervenir
que des tenseurs isotropes. En particulier, il s’agit d’un tenseur symétrique. Remarquons que (2.6)
peut se mettre sous la forme plus classique [133] :

(Cs — CAO)] ™!+ p(~CA) I -840 =

<5<C:(]I+IP’:6C)_> -0 (27

( )((C (CAC) []I + Psph

en notant 6C = C(z) — CAY, et avec C(z) le tenseur de rigidité rencontré au point z du VER.
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CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION DES POLYCRISTAUX POREUX

L’équation tensorielle (2.6) peut alors étre projetée sur J et K pour donner naissance a deux
équations non linéaires dont k¢ et uA¢ sont les solutions positives. Ces équations peuvent se
mettre sous la forme :

4(1 — @)kouC
BAC — 4(1 = p)ksp™ (2.8)
3ok + 4pAC
81" + [3(3 — ks + (59 — 2] A + 9(2 — Dkigpts = 0 (2.9)

2.1.2 Estimations issues du schéma auto-cohérent

Le module de Young auto-cohérent rapporté au module de Young du solide (EAC/Ey) et le
coefficient de Poisson auto-cohérent (v4¢) dépendent a la fois de la porosité ¢ et du coefficient
de Poisson vs du solide. La porosité est le seul paramétre morphologique de ce modéle. La
figure 2.2 gauche montre qu’en pratique le module de Young effectif est quasiment indépendant
du coefficient de Poisson du solide, du moins tant que ce dernier reste compris entre 0 et 0.5.
Il apparait une porosité critique ¢ = 1/2, au dessus de laquelle le module de Young auto-
cohérent s’annule. On constate que lorsque la porosité tend vers cette porosité critique par
valeurs inférieures, le coefficient de Poisson auto-cohérent tend vers 1/5, indépendamment du
coefficient de Poisson du solide! (figure 2.2 droite).

1 T T T T 0-5 R T T T T
vy = 0.5 Tt
N -—- vs =04 |
0.8 ve =0.3
S I N v, =02
DS 06 N_ v,=017] g
< B - VS - OO i Y
R 0.4
0.2 + .
0 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05
¥ ¥

F1G. 2.2 — Module de Young et coefficient de Poisson effectifs estimés par schéma auto-cohérent
(pour différentes valeurs du coefficient de Poisson vs du solide) en fonction de la porosité ¢

Considérons un assemblage de sphéres solides pour tenter d’interpréter la porosité critique
¢ = 0.5. Cette valeur suggére un assemblage de sphéres de diamétres similaires, plutot qu'une
granulométrie trés étalée. Dans ce dernier cas, on attendrait a priori une porosité critique bien
plus faible, les petites sphéres pouvant se loger dans ’espace laissé libre entre les grosses.

2.1.3 Mise en ceuvre d’'une méthode d’homogénéisation périodique

La morphologie modélisée par le schéma auto-cohérent est implicite, dans le sens ol on ne la
maitrise pas vraiment. Pour tenter de clarifier ce point, on propose de comparer les estimations
auto-cohérentes a des calculs numériques par homogénéisation périodique. Méme si ces calculs
sont relativement lourds, cette derniére méthode présente ’avantage d’exploiter une morphologie
clairement définie.

Nous souhaitons confronter les estimations auto-cohérentes & 1’élasticité effective d’un assem-
blage monodisperse de sphéres. Evidemment, il est nécessaire que ces sphéres soient pénétrables,

! Cette tendance se manifeste également dans le cas d’un schéma incrémental, cette fois pour ¢ — 1.
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2.1. SCHEMA AUTO-COHERENT AVEC INHOMOGENEITE SPHERIQUE

c’est-a-dire non disjointes, sinon les plus faibles porosités (et la limite ¢ — 0) ne pourront étre
réalisées. Dans ces conditions, nous avons retenu la morphologie la plus simple envisageable : un
réseau cubique simple de sphéres solides pénétrables. Chaque nceud d’un réseau cubique (d’aréte
L) est occupé par le centre d’une sphére solide. Toutes les sphéres ont le méme rayon R. On peut
choisir comme maille élémentaire un cube (d’aréte L) dont chaque sommet est occupé par un
huitiéme de sphére (de rayon R) : voir figure 2.3, sur laquelle s désigne le solide, apparaissant en
grisé, et p 'espace poreux, apparaissant en blanc. La microstructure, périodique, est alors com-
plétement décrite par cette maille élémentaire. Tant que R < L/2, les sphéres ne se touchent pas
(dessin de gauche sur la figure 2.3). Lorsque R = L/2, les sphéres entrent en contact ponctuel.
La fraction volumique de solide correspondante vaut f; = 7/6 ~ 0.52. Pour R > L/2, les sphéres
se sont interpénétrées (dessin de droite sur la figure 2.3). Les objets élémentaires ne sont plus
des sphéres mais des sphéres tronquées par des plans, les surfaces de contact entre ces objets
étant des disques dont le rayon augmente avec la fraction solide (ces surfaces de contact sont
représentées en pointillés sur la figure 2.3). Lorsque R = L+/3/2, le solide occupe tout 'espace et
les objets sont devenus des cubes d’aréte L. Du point de vue mécanique, les surfaces de contact
entre les objets sont des interfaces parfaites (continuité du vecteur déplacement).

R<L/2

Fi1G. 2.3 — Maille élémentaire dans deux configurations différentes, selon que les sphéres sont
disjointes ou se sont interpénétrées

On met en ceuvre une procédure d’homogénéisation périodique [111] sur la morphologie ainsi
définie, pour en déterminer I’élasticité effective. Il s’agit d’exploiter un code éléments finis sur la
maille élémentaire décrite au paragraphe précédent. Cette derniére admet trois plans de symétrie
perpendiculaires. La microstructure présentant la symétrie cubique, le tenseur de rigidité effectif
présente aussi cette symétrie : il est caractérisé par trois constantes élastiques. En particulier, ce
dernier n’est pas isotrope. Il semble donc a priori difficile de comparer le comportement effectif
d’un tel matériau avec celui, isotrope, obtenu par schéma auto-cohérent en section 2.1.2. Il est
néanmoins possible de définir un module de compression effectif apparent. On se donne ainsi une
déformation macroscopique sphérique E = FEyl. Les symétries admises & la fois par la géométrie
de la maille élémentaire et par le chargement qui vient d’étre envisagé conduisent & ne considérer
qu'un huitiéme de la maille élémentaire (voir figure 2.4 gauche : les surfaces de contact avec les
sphéres tronquées voisines apparaissent en gris). La figure 2.4 droite représente un exemple de
maillage utilisé. La déformation macroscopique E = Eyl est traduite en conditions aux limites
sur les champs de déplacement et de vecteur contrainte, compte tenu du caractére périodique de
la morphologie et des trois plans de symétrie. La portion de sphére représentée en blanc sur la
figure 2.4 gauche reste libre de contraintes. Le calcul est réalisé & ’aide du code éléments finis
CAST3M [19]. On évalue ensuite en post-traitement la contrainte moyenne ¥ dans le huitieme de
maille élémentaire. On détermine enfin le module de compression apparent k™™ = tr 3/3/tr E.
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F1G. 2.4 — Huitiéme de maille élémentaire (huitiéme de sphére tronquée : les surfaces de contact
avec les sphéres tronquées voisines apparaissent en gris) et maillage correspondant

2.1.4 Comparaison des résultats d’homogénéisation périodique aux estima-

tions auto-cohérentes

On réalise plusieurs calculs, par homogénéisation périodique, de k™™ en faisant varier la
porosité (par le biais du rapport R/L compris entre 1/2 et v/3/2) et le coefficient de Poisson
du solide (points sur la figure 2.5). On représente également sur cette figure, par des courbes,
les estimations obtenues par schéma auto-cohérent (voir section 2.1.2). Pour chacun des points
représentés sur la figure 2.5, I'écart relatif entre calcul numérique et estimation auto-cohérente
ne dépasse pas 22 %. Ceci suggére que le schéma auto-cohérent fournit une estimation (& 22 %
d’écart, il n’est raisonnable de parler que d’estimation) relativement satisfaisante du module de

compression d’un assemblage de sphéres pénétrables monodisperses.

Ceci nous améne a penser que le schéma auto-cohérent utilisé ici peut étre rapproché d’un
assemblage de sphéres solides de diamétres similaires, plutét que d’un ensemble de sphéres de
granulométrie trés étalée. De plus, lorsque la fraction solide dépasse 0.5, si on reste sur une
image de type « assemblage de sphéres », 'apparition d’une rigidité effective non nulle conduit
& imaginer que les sphéres se sont interpénétrées. Autrement dit, les sphéres tronquées sont en

contact selon des disques.

L g— - ' ' — vy =0.1 AC
N + Vg =0.1 num

0.8 | o 1 =02 Ac
m O X I x Vg = 0.2 num

3 0.6 | o X AN 1 vy = 0.3 AC
g o X* + ¥ Vg = 0.3 num.

% 04 T i vy = 0.4 AC
02 o X vs = 0.4 num.

0 : :
0 0.1 0.2
¥

F1G. 2.5 — Module de compression effectif rapporté au module de compression du solide, estimé
par schéma auto-cohérent (courbes) et calculé numériquement (points)
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2.2. SCHEMA AC AVEC INHOMOGENEITE ELLIPSOIDALE DE REVOLUTION

2.2 Schéma auto-cohérent avec inhomogénéité ellipsoidale de ré-
volution

La section précédente a mis en ceuvre un schéma auto-cohérent & formes sphériques dans les
problémes auxiliaires. On a comparé les estimations issues de ce schéma avec des résultats de
calculs numériques en homogénéisation périodique, pour laquelle la morphologie est clairement
définie. Ceci a permis de mettre en évidence une morphologie explicite vis-a-vis de laquelle le
schéma auto-cohérent & formes sphériques fournit une approximation intéressante. Bien str, ce
rapprochement n’est que pragmatique (il ne concerne que les estimations issues des modéles),
puisque tout oppose le désordre parfait modélisé par le schéma auto-cohérent et le caractére
trés ordonné des morphologies périodiques. L’objet de cette section est de réaliser une étude
similaire lorsque le schéma auto-cohérent est développé en faisant appel & une inhomogénéité
solide ellipsoidale de révolution (allongée ou aplatie).

2.2.1 Mise en ceuvre du schéma auto-cohérent

Le schéma auto-cohérent usuel, dont la mise en ceuvre a été rappelée en section 2.1.1, exploite
des inhomogénéités sphériques dans les problémes auxiliaires d’Eshelby pour estimer la déforma-
tion moyenne de I'espace poreux et celle de la phase solide (voir figure 2.1). On propose ici de
modifier le probléme auxiliaire visant & estimer la déformation moyenne de la phase solide, en
remplacant la forme sphérique par un ellipsoide de révolution (voir figure 2.6). En fait, on consi-
dére une famille infinie d’ellipsoides de révolution qui ne différent que par leur orientation, avec
une distribution isotrope. La forme utilisée pour représenter 1’espace poreux reste une sphére.
Sur le plan théorique, comme on exploite des formes différentes, la question de la symétrie du
tenseur de rigidité auto-cohérent n’est pas a priori réglée. Néanmoins, les calculs numériques
présentés ci-aprés indiquent qu’il est possible d’exhiber une solution isotrope.

La phase solide a toujours un comportement élastique linéaire isotrope, de rigidité C; =
3ksJ + 2usK. Le rapport d’aspect des ellipsoides de révolution, rapport entre le diamétre sur
I’axe de révolution et le diamétre sur le plan de symétrie perpendiculaire & 1’axe de révolution,
est noté r, (voir figure 2.7). Il s’agit d’un parameétre morphologique dont on étudiera l'influence
sur la rigidité auto-cohérente CAC. Faisant I'hypothése d’une rigidité auto-cohérente isotrope,
on note CAC = 3k4CT + 24ACK. On utilise ici les coordonnées sphériques (1,6, ¢) et la base
sphérique (e, 9, e,) associée (figure 2.8).

orientation paramétrée par e, ou (6, ¢)

Fi1c. 2.6 — Problémes auxiliaires d’élasticité & résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-
cohérent envisagé (sphére pour représenter ’espace poreux p et ellipsoides de révolution pour
représenter le solide s)

La déformation moyenne (5>p de l'espace poreux est & nouveau estimée par la déformation
uniforme d’une cavité sphérique plongée dans un milieu infini, de rigidité CA¢, soumis & une
déformation homogeéne Ej a l'infini (figure 2.6 gauche) :

-1

(€),=Ap: By avec A, =(I-S55) (2.10)

oll Sgﬁ est le tenseur d’Eshelby [36] d’une sphére dans un milieu de rigidité CAC.
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ellipsoide aplati sphére ellipsoide allongé
(oblate) (prolate)

AN

21T

rs=b/a <1 rs=>b/a=1 rs =b/a>1

F1G. 2.7 — Définition du rapport d’aspect rs d’un ellipsoide de révolution et appellation selon la
valeur de ce rapport d’aspect

FiG. 2.8 — Base sphérique (e,, ¢y, ¢,,) définie par rapport a la base fondamentale (e, e, €3)
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2.2. SCHEMA AC AVEC INHOMOGENEITE ELLIPSOIDALE DE REVOLUTION

La phase solide est représentée par une famille infinie d’ellipsoides de révolution, dont I’orien-
tation est répartie de fagon isotrope (figure 2.6 droite). La déformation moyenne de la phase solide
est donc estimée par la moyenne des déformations des ellipsoides :

/¢ /90 9¢Wd9d¢ (2.11)

en tenant compte du caractére isotrope de la répartition de 'orientation. Dans cette expression,
gs(0, ¢) représente la déformation qui s’établit dans l'ellipsoide de révolution d’axe e, (paramétré
par les angles 0 et ¢). Cette derniére est obtenue par résolution du probléme d’Eshelby [36]
élémentaire représenté sur la figure 2.6 droite :

e5(0,0) = [[+PAC (0, ¢) : (C, — CAO) " . B, (2.12)

ol IP’e” (0, ®) est le tenseur de Hill d’un ellipsoide de révolution dont 1’axe est ¢,, plongé dans un

milieu isotrope. Ce tenseur de Hill dépend des angles 0 et ¢, des modules élastiques k4€ et pA¢

et du rapport d’aspect rs de l'ellipsoide. Il s’agit d'un tenseur isotrope transverse symétrique

d’axe e,. Son expression est explicitée dans [30] par exemple. Finalement, en combinant (2.11)
t (2.12), la déformation moyenne de la phase solide est estimée par :

_1siné
(€), =Ay: By avec A, = / / [+ PAC, ¢) : (Cs — CAOY "2 qgdg  (2.13)
¢=0J6=0 47
La déformation auxiliaire F( est classiquement reliée a la déformation E au contour du VER
en utilisant la régle de moyenne :

E=(e) =pe), +(1—9)(e), (2.14)

ol  est la porosité. La contrainte moyenne dans le VER est X = (1 —¢) (o), = (1 —¢)C; : (e),.
La rigidité auto-cohérente CAC est alors définie comme le tenseur reliant déformation au contour
et contrainte moyenne, soit ¥ = CAY : E. Compte tenu de (2.10), (2.13) et (2.14), cette derniére
s’écrit :

CAC = (1= )Cy: Ay [pAy + (1 — p)A,] (2.15)

En substituant les expressions de A et A, dans (2.15), on obtient finalement :

o /9 L+ BA0.0): (€ - O T a0 (216)
-1
[ (I Ssph) -I— (1—¢ /¢ /9 ; }I—i-IP’ell ’qb):((cs_(CAC)] 1Sln9d9d¢

En supposant CA¢ isotrope et en projetant sur J et K 1’équation tensorielle (2.16), on établit deux
équations scalaires polynomiales en k4¢ et ¢, On constate numériquement que ces équations
présentent toujours un couple solution £4¢ > 0, ¢ > 0. Ainsi, on est capable de produire une
solution CAC isotrope de (2.16). En particulier, ce tenseur de rigidité est symétrique.

Les deux équations scalaires issues de (2.16) ne prennent une expression simple que dans le
cas particulier de formes sphériques (r; — 1) : on retrouve (2.8) et (2.9).

Dans le cas général ry # 1, les modules auto-cohérents dépendent des modules élastiques
ks et ps du solide, de la porosité ¢ et du rapport d’aspect r; des ellipsoides. Ce dernier est
un parameétre morphologique supplémentaire par rapport au cas des formes sphériques traité en
section 2.1. Sur la figure 2.9, on représente en fonction de la porosité, les modules auto-cohérents
de compression, de cisaillement, de Young et le coefficient de Poisson auto-cohérent pour 5 valeurs
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différentes du rapport d’aspect des ellipsoides. Le rapport d’aspect a une influence notable sur
les caractéristiques élastiques effectives, dés que la porosité dépasse 0.2. Lorsque rs > 1, plus
les ellipsoides sont élancés (rs grand), plus le module de Young auto-cohérent est important a
porosité fixe. Il en est de méme lorsque r4 < 1 : plus les ellipsoides sont aplatis (rs petit), plus
le module de Young auto-cohérent est elevé. Notons que les caractéristiques élastiques effectives
obtenues avec des plaquettes (rs — 0) et avec des aiguilles (rs — 00) sont différentes, les modules
les plus élevés étant obtenus pour des plaquettes. Intuitivement, on sent que les plaquettes, de
grande extension selon toutes les directions d’un plan, jouent un réle morphologique différent
des aiguilles, de grande extension selon une seule direction. Notons encore qu’a porosité donnée,
les modules effectifs les plus faibles sont obtenus pour 75 = 1.

1 1 T T T
0.8 | s 0.8 | s
< 0.6 | E < 0.6 | E
R 0.4 ¢ E 1 0.4 ¢ E
0.2 g 0.2 F g
0 0
0 1 0 1
2 2
1 T T T 0~3 T T T
0.8 F s
w 0.2 } g
S BN 1
2 0.4 p
R al 1 0.1 b ]
0.2 i
0 0 1 1 1
0 1 0 0.25 0.5 0.75 1
2 2

F1G. 2.9 — Modules de compression, de cisaillement, de Young et coefficient de Poisson estimés
par schéma auto-cohérent en fonction de la porosité, pour quelques valeurs du rapport d’aspect
des ellipsoides solides (v = 0.3) : les courbes correspondant a r; < 1 apparaissent en gras

Lorsque ¢ < 0.2, la forme des ellipsoides n’a quasiment pas d’influence sur les modules
homogénéisés (comme déja mis en évidence dans [41] pour le cas rs > 1). La dépendance des
modules effectifs vis-a-vis de la porosité se rapproche de celle obtenue pour un milieu poreux
dont la phase solide constitue une matrice (modélisé par un schéma différentiel par exemple).

La porosité critique ., au dessus de laquelle les modules auto-cohérents s’annulent, ne vaut
plus 1/2 (cas des formes sphériques, voir section 2.1.2), mais dépend du rapport d’aspect 7.
Celle-ci sera étudiée en section 2.2.3.

Dans le chapitre 5, nous serons amenés a exploiter les modules auto-cohérents dans le cas
d’aiguilles (rs — 00). Les deux équations polynomiales issues de (2.16) adoptent dans ce cas une
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expression « relativement simple » :

22: 22: @i i (M5, ) <k20>k <“Ac>iu =0 (2.17)

i=014,=0 s

2 6 kAC i ,uAC ip

DD b (ms, ) <k) < ) =0 (2.18)
i=014,=0 s s

avec mg = 4p15/3/ks et les polynomes a;, ;, (ms, @) et by, i, (ms, p) respectivement explicités dans
les tables 2.1 et 2.2.

. Uk 0 1 2
by
0 0 (ms +4)p
1 m2(p—1)  ms(ms+8p—4) m(4— )
2 3m2(p—1) 3m?2 0

TAB. 2.1 — Polynoémes aj, ;, (ms, ¢) intervenant dans (2.17)

. 'k 0 1
L
0 0 0
1 0 116m,(1 — @)
2 56m2(1 — ¢) ms[ms(312 — 587¢) + 4(207 — 482¢)]
3 m2[ms(144 — 319¢) + 20(18 — 53p)]  ms[35ms(16 — 51¢p) — 4(299¢ + 101)]
4 m2[ms(224 — 949p) — 8(69¢ + 31)]  ms[—ms(869¢ + 456) + 20(2p — 27)]
5 m?2[—5mg (77 + 48) + 4(17p — 42)] m?2(41p — 416)
6 m3 (53¢ — 128) 0
. & 2
tu
0 48(1 — )
1 4ms(36 — 61¢) + 16(27 — 52¢)
2 4ms (84 — 209¢p) — 16(47¢p + 3)
3 —4mg(139¢ + 36) + 16(2¢ — 27)
4 12ms (3¢ — 28)
5 0
6 0

TAB. 2.2 — Polynoémes b;, ;,(ms, ) intervenant dans (2.18)

2.2.2 Confrontation numérique (ellipsoides allongés)

On a déja mentionné le fait que la morphologie modélisée par le schéma auto-cohérent est
implicite. De plus, il n’est clairement pas évident de directement relier la forme de ’ellipsoide
solide utilisé dans le probléme auxiliaire & la forme des grains constituant la microstructure d’un
matériau. On propose alors, comme en section 2.1, de comparer les estimations auto-cohérentes
& des calculs numériques sur morphologies bien maitrisées. Les résultats numériques sont issus de
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simulations par éléments finis (réalisées par Meille et al. [81]) du comportement élastique effectif
de microstructures artificielles. Ces microstructures sont des images 3D construites en disposant
de maniére aléatoire des parallélépipédes de 213 %3 voxels dans un cube initialement vide, selon
trois algorithmes différents (figure 2.10) :

— (a) : les parallélépipedes sont paralléles aux axes du cube et pénétrables ;

— (b) : les parallélépipédes sont paralléles aux axes du cube et renferment un coeur impéné-

trable, de dimensions 19 % 1 % 1 voxels;

— (c) : les parallélépipedes sont orientés de fagon aléatoire et pénétrables.
Les calculs détaillés dans [81] et repris sur la figure 2.11 sont réalisés avec des particules solides
de comportement élastique linéaire isotrope, caractérisé par le module de Young F; = 46 GPa
et le coeflicient de Poisson v4 = 0.33. Les points semblent dessiner une courbe unique donnant le
module de Young en fonction de la porosité : 'algorithme de positionnement des parallélépipédes
n’influe que trés peu sur le module de Young effectif. Autrement dit, la porosité est le paramétre
de premier ordre. Ainsi, nous ne distinguerons plus les trois algorithmes de positionnement (a),
(b) et (c) : nous nous contenterons de rassembler tous les points sous la désignation « calculs
numeériques ».

T T T . (a)l
a0 O
=) o (c)
A L + -
S 30 <
§ 20 o+>< i
AT o -
° g
0 1 1 1 & |
0 0.2 0.4 0.6 0.8
¥

F1a. 2.11 — Module de Young calculé numériquement [81] en fonction de la porosité et selon la
méthode de construction des microstructures numériques 3D (voir figure 2.10) (Es = 46 GPa et
vs = 0.33)

La partie gauche de la figure 2.12 confronte les calculs par éléments finis qui viennent d’étre
synthétisés aux estimations issues du schéma auto-cohérent. Ces derniéres ont été réalisées avec
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des ellipsoides de révolution allongés (prolates), pour trois valeurs du rapport d’aspect rg, soit
7, 10 et 15.

On constate un excellent accord. Aux faibles porosités (¢ < 0.4), et dans la gamme de
rapports d’aspect explorée, les estimations auto-cohérentes semblent quasi indépendantes du
rapport d’aspect, comme déja mis en évidence sur la figure 2.9. Les courbes suggérent un rapport
d’aspect de l'ordre de 15 (au lieu du rapport 7 des parallélépipédes) pour obtenir un bon accord
entre estimations auto-cohérentes et simulations par éléments finis.

La bonne concordance entre estimations auto-cohérentes et simulations par éléments finis est
confirmée en étudiant le coefficient de Poisson effectif "°™. Ce dernier est tracé sur la partie
droite de la figure 2.12 en fonction de la porosité pour trois valeurs différentes du coefficient de
Poisson du solide : 0, 0.2 et 0.33 (voir ordonnée & l'origine en ¢ = 0). Ces trois valeurs sont
dictées par les résultats des simulations par éléments finis disponibles [81].
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Fi1G. 2.12 — Module de Young et coefficient de Poisson effectifs estimés par schéma auto-cohérent
(pour différentes valeurs du rapport d’aspect ry) et calculés numériquement [81]; et en pointillés
fins les estimations obtenues par les schémas d’homogénéisation usuels

On a représenté sur la figure 2.12 en pointillés fins les résultats issus des schémas d’homogé-
néisation les plus courants (par ordre croissant de module de Young effectif : auto-cohérent avec
formes sphériques tel que décrit en section 2.1, différentiel, Christensen et Lo, Mori Tanaka),
toujours avec s = 46 GPa et v, = 0.33. Clairement, ces derniers sont incapables d’estimer
correctement les caractéristiques élastiques effectives de polycristaux a grains allongés.

Cette confrontation des caractéristiques élastiques effectives issues du schéma auto-cohérent
avec celles calculées numériquement sur des microstructures bien identifiées permet de mettre
en évidence un type de morphologie sur lequel le schéma auto-cohérent offre une approximation
raisonnable de la rigidité effective. Ainsi, un schéma auto-cohérent avec ellipsoides solides allongés
(prolates) fournit des estimations trés correctes des caractéristiques élastiques effectives d’un
polycristal poreux constitué de grains allongés. On suppose qu’il en est de méme lorsque les
grains sont aplatis (en faisant alors intervenir des oblates, ellipsoides aplatis), faute de résultats
numériques de référence dans ce cas. La section suivante va préciser encore la comparaison en
confrontant les porosités critiques ¢ déja mises en évidence sur la figure 2.9 gauche, & des
résultats de calculs géométriques.

2.2.3 Porosité critique

Le schéma auto-cohérent usuel représente la phase solide et ’espace poreux par une méme
inhomogénéité sphérique (voir section 2.1). La porosité critique ¢¢ = 1/2, définie comme la valeur
de la porosité au dessus de laquelle le module de Young effectif s’annule, apparait alors. Avec
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CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION DES POLYCRISTAUX POREUX

des ellipsoides de révolution pour représenter le solide, cette porosité critique dépend du rapport
d’aspect rs des inhomogénéités solides. La dépendance de ¢ en 7 a déja été observée pour des
ellipsoides de révolution allongés (prolates) dans [41]. On confirme ici cette dépendance pour
des oblates. En fait, ©° ne dépend méme que de rs : la porosité critique est indépendante des
caractéristiques élastiques de la phase solide.

Plus précisément, lorsque rs — 1, cas limite de la forme sphérique, on retrouve la valeur
classique ¢ = 1/2. Sur la figure 2.13, on représente en trait plein la variation de la fraction
solide critique f§ = 1 — ¢° issue du schéma auto-cohérent en fonction du rapport d’aspect r
des particules solides. Cette derniére diminue lorsque les particules sont allongées ou aplaties :
intuitivement, il faut moins de solide pour atteindre une raideur effective donnée.

Comme mis en évidence dans [41], la porosité critique disparait (¢ — 1) lorsque rs — 00
(table 2.3). C’est également vrai lorsque rs — 0. Le tableau 2.3 donne par ailleurs le coefficient
de Poisson effectif obtenu a la porosité critique : v¢ = limg,_, e vAC . Ce dernier ne dépend que
du rapport d’aspect r;. Autrement dit, il est indépendant du coefficient de Poisson vs du solide.
On a déja constaté cela avec des formes sphériques (voir figure 2.2 droite). On retrouve d’ailleurs
ici la valeur v“ = 1/5 dans le cas rs — 1.

Le fait que la porosité critique ne dépende que du rapport d’aspect rg, seul autre paramétre
morphologique du modéle (hormis la porosité, donc), laisse penser qu’il s’agit d’un concept
purement géométrique. D’ailleurs, avec des sphéres non plus homogénes mais composites (un
coeur entouré d’une calotte de matériau différent), on retrouve la méme porosité critique ¢¢ = 1/2
(voir section 8.1.2).
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F1G. 2.13 — Fraction solide critique en fonction du rapport d’aspect des particules solides, esti-
mée par schéma auto-cohérent, et seuil de percolation calculé numériquement de fagon géomé-
trique [43] (représentation en échelles logarithmiques pour bien mettre en évidence les variations
aux trés faibles et trés grands rapports d’aspect)
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TaAB. 2.3 — Porosité critique et coefficient de Poisson associé pour quelques valeurs limites du
rapport d’aspect des ellipsoides de révolution

Garboczi et al. [43] ont réalisé des simulations numeériques de seuils de percolation d’ellipsoides
de révolution interpénétrables (c’est-a-dire avec possibilité d’intersection entre les objets). Ces
seuils, obtenus de facon purement géométrique, sont représentés par des points sur la figure 2.13.
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2.3. CONCLUSION

On constate que les seuils de percolation de nature géométrique et les porosités critiques de
nature mécanique reproduisent la méme tendance.

2.2.4 Remarque : influence de la forme représentant ’espace poreux

Jusqu’ici, on a exploité une forme sphérique dans le probléme auxiliaire d’élasticité visant a
estimer la déformation moyenne de ’espace poreux (partie gauche de la figure 2.6). On peut se
demander quelle est 'influence de cette forme sur les caractéristiques élastiques auto-cohérentes.
Ainsi, on considére, comme pour le solide, un ensemble d’ellipsoides de révolution, d’orientation
distribuée de fagon isotrope. Le rapport d’aspect de ces ellipsoides est noté r,. On représente sur
la figure 2.14 I'influence de 7, sur le module de Young auto-cohérent, les autres parameétres étant
maintenus constants (notamment le rapport d’aspect des ellipsoides représentant le solide, fixé
ars =15, et la porosité ¢ = 0.6).
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Fi1G. 2.14 — Influence du rapport d’aspect des ellipsoides utilisés pour représenter I’espace poreux
sur le module de Young auto-cohérent (Es = 46 GPa, vs = 0.33, rs = 15, ¢ = 0.6)

Pour r, = 1 (forme sphérique), on retrouve évidemment le résultat déja obtenu sur la fi-
gure 2.12. Plus les ellipsoides représentant 1’espace poreux ont une forme éloignée de la sphére,
plus le module de Young auto-cohérent est faible. Les oblates ont un impact plus important que
les prolates sur cette diminution. Ceci est conforme & 'intuition : on s’attend a ce que des pores
aplatis soient plus pénalisants que des pores allongés.

Ainsi, la forme représentant l’espace poreux a un impact sur la rigidité effective, impact
plus important dans le cas d’oblates que dans le cas de prolates. Néanmoins, le probléme de la
détermination du rapport d’aspect judicieux, en lien avec la morphologie réelle, reste, & notre
connaissance, trés ouvert. Dans toute la suite, on continue a exploiter une sphére pour représenter
I’espace poreux, puisqu’on a constaté que cette forme particuliére donne des résultats satisfaisants
vis-a-vis des simulations numeériques (voir figure 2.12).

2.3 Conclusion

La morphologie modélisée par le schéma auto-cohérent est implicite. Celle employée dans une
approche d’homogénéisation numérique par éléments finis est au contraire parfaitement définie.
Ces deux approches s’opposent également dans le sens ot le schéma auto-cohérent suppose un
désordre parfait de la morphologie, alors qu'une approche d’homogénéisation périodique considére
une microstructure parfaitement ordonnée. Néanmoins, d’un point de vue purement pragmatique,
la confrontation de caractéristiques élastiques effectives issues de ces deux méthodes permet de
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CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION DES POLYCRISTAUX POREUX

préciser la morphologie pour laquelle un schéma d’homogénéisation donné produit des estimations
raisonnables des caractéristiques élastiques effectives. On a ainsi relevé que :

— le schéma auto-cohérent avec formes sphériques est intéressant pour rendre compte du
module de compression apparent d’une morphologie de type « assemblage monodisperse
de sphéres tronquées en contact selon des disques » (section 2.1);

— le schéma auto-cohérent avec forme sphérique pour représenter ’espace poreux et un en-
semble infini d’ellipsoides de révolution d’orientation répartie de fagon isotrope pour repré-
senter la phase solide rend compte assez correctement des caractéristiques élastiques d’une
morphologie de type « polycristal poreux & grains allongés » (section 2.2).

Evidemment, des écarts subsistent entre les résultats obtenus par schéma auto-cohérent et par
calcul numérique. En effet, il est difficile de « mettre sur le méme plan » le désordre parfait et
des microstructures périodiques. Par ailleurs, il faut rester conscient qu’en homogénéisation des
milieux aléatoires, un schéma ne fournit pas un résultat ultra précis mais plutot une estimation.

Les caractéristiques élastiques effectives des milieux poreux étudiés en section 2.2 dépendent
des modules élastiques de la phase solide kg, 15 et de deux paramétres morphologiques : la porosité
o et le rapport d’aspect rs des ellipsoides de révolution. Ce dernier paramétre a une influence
notable sur les modules élastiques effectifs du polycristal. La figure 2.13 illustre en particulier
I'influence de rg sur la fraction solide critique, c’est-a-dire la fraction de solide nécessaire pour que
le milieu poreux présente un module de Young effectif non nul. De plus, les ellipsoides allongés et
aplatis ne jouent pas le méme role morphologique : la figure 2.13 n’est pas symétrique vis-a-vis
de rs = 1. On se propose, dans la suite, d’étudier plus en détail (c’est-a-dire au dela du simple
comportement élastique) le cas de matériaux dont la microstructure présente des cristaux allongés
(rs > 1, partie IT), puis aplatis (rs < 1, partie III). Le gypse et certaines mousses d’hydroxyapatite
forment deux exemples de matériaux dont la microstructure est constituée d’un enchevétrement
de cristaux allongés [64], [57]. Les argiles et les silicates de calcium hydratés (C-s-H, principaux
hydrates rencontrés dans les pates de ciment Portland) semblent plutot formés de feuillets [84, 86,
74], |25, 88|. De plus, ces feuillets peuvent s’assembler pour former, & une échelle supérieure, des
particules de plus grandes dimensions (aplaties selon [46], allongées selon [93]), ce qui constitue
une difficulté supplémentaire. C’est pourquoi on se penche d’abord sur les matériaux ayant pour
éléments de base des particules allongées.

Par ailleurs, certains comportements de matériaux sont régis par des mécanismes interfaciaux
se jouant entre les grains solides. Cela semble étre le cas du fluage du gypse, le mécanisme souvent
évoqué étant un glissement relatif des cristaux les uns sur les autres [80]. Le traitement de ces
comportements dans le cadre de ’homogénéisation des milieux aléatoires requiert la résolution
du probléme auxiliaire de la figure 2.6 droite en considérant un ellipsoide solide entouré d’une
interface. Dans le cadre de ce travail, nous ne nous sommes pas lancés dans une telle résolution.
C’est pourquoi les comportements mettant en jeu des mécanismes interfaciaux entre les grains
ne seront abordés que dans le cas de particules sphériques (rs — 1) : c’est 'objet de la partie IV.
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Deuxiéme partie

Platre pris
(matériaux a particules allongées)
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Chapitre 3

Introduction au platre pris
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Le platre pris est un matériau trés commun. Dans le domaine de la construction, il est utilisé
en enduits ou pour batir des cloisons légéres. Dans le domaine des céramiques, il est employé
pour réaliser des moules.

Le platre pris est un matériau trés facile a obtenir. Il suffit de mélanger (gacher) de la poudre
de platre et de ’eau pour obtenir, aprés quelques instants, un matériau solide. Au contact de ’eau,
les grains de poudre de platre se dissolvent progressivement. Les ions précipitent pour former
des cristaux de gypse. Le mécanisme d’hydratation du platre est donc de type « dissolution
- précipitation ». La réaction chimique correspondante est rappelée en section 3.1. Ici, on ne
s’'intéresse qu’a I’état final, lorsque toute la poudre de platre s’est transformée en gypse. Le
matériau ainsi obtenu est appelé platre pris. On ne considére ici que I'état « sec », lorsque toute
I’eau résiduelle s’est évaporée. Observé au microscope, le platre pris révéle une microstructure
poreuse formée d'un enchevétrement d’aiguilles (section 3.2). Pour terminer cette introduction,
on rassemble (en section 3.3) les résultats expérimentaux qui vont étre exploités dans cette
seconde partie du document, c’est-a-dire dans les chapitres 3 a 6.

Cette partie de notre travail fait suite a la thése de S. Meille [80], qui a, en pionnier, cherché
a relier les caractéristiques mécaniques du platre pris avec sa microstructure. Les outils utilisés
dans [80] relévent de ’homogénéisation numérique, et sont par conséquent relativement lourds a
mettre en ceuvre. Nous privilégions les approches semi-analytiques offertes par I’homogénéisation
des milieux aléatoires. Néanmoins, indépendamment de la technique utilisée, les travaux présentés
ici bénéficient grandement de ’étude réalisée par S. Meille, d’autant plus que le platre pris ne
fait I’objet que de peu de recherche.

3.1 Reéaction d’hydratation

La poudre de platre est constituée de semihydrate CaSOy4, 1oH20. Au contact de l'eau, le
semihydrate se dissout sous forme d’ions Ca’* et SO?{. Les ions précipitent pour former du
gypse CaSQy, 2H,0. L’hydratation de la poudre de platre se traduit donc par un mécanisme de
dissolution-précipitation, synthétisé par I’équation chimique suivante :

CaSOy, 1/2H20 + 3/2 HoO — CaSOy4, 2H20 (3.1)
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CHAPITRE 3. INTRODUCTION AU PLATRE PRIS

Les proportions du mélange initial (semihydrate et eau) sont caractérisées le rapport e/p, égal au
rapport massique entre eau et poudre de platre (semihydrate). Une fois la réaction (3.1) arrivée
a son terme, nous avons, si la quantité d’eau est suffisante (c’est toujours le cas en pratique),
du gypse et de ’eau. Ensuite, une fois ’eau résiduelle évaporée, nous sommes en présence d’un
matériau poreux, considéré comme sec, dont le solide est constitué de cristaux de gypse. La
porosité ¢ est controlée par le rapport e/p : plus celui-ci est élevé, plus la porosité sera elle-méme
importante.

La porosité est une variable de description directe de la morphologie. Elle représente donc
un paramétre d’entrée naturel des modéles d’homogénéisation. Cependant, lors du gachage, on
ne controle pas directement la porosité, mais le rapport e/p. Ainsi, dans la pratique, ce rapport
est plus habituel pour décrire la densité d’un platre pris. Par conséquent, il est nécessaire, avant
toutes choses, de relier la porosité ¢ au rapport e/p, par le simple bilan matiére que nous
rappelons ici.

On note respectivement le semihydrate CaSOy4, 12Hy0 (platre), Ueau et le gypse CaSOy,
2H50 par les indices p, e et g. On considére un systéme initialement constitué de ng et n moles
de semihydrate et d’eau. On note respectivement M; et p; la masse molaire et la masse volumique
du constituant i. En supposant qu’en fin de réaction tout le semihydrate a été consommé (c’est
toujours le cas en pratique), un simple bilan de matiére permet de déterminer le nombre de moles
final de gypse ng et d’eau n. dans le systeme :

p + ae —
état initial :  nd n? 0 (3.2)
état final : 0 ne = nl — omg ng = ng

a = 3/2 étant un paramétre stoechiométrique.
Le rapport des quantités d’eau et de platre initiales est déterminé par le rapport massique

e/p:
nd e M,

nd  pM.

(3.3)
Le rapport e/p stoechiométrique, pour lequel eau et platre sont présents initialement en quantités

stoechiométriques, est alors obtenu en annulant la quantité d’eau finale n. :

M,
MP

(e/p)* =a (3.4)

soit (e/p)s! = 0.186 avec les valeurs numériques du tableau 3.1. Pour e/p < (e/p)*!, le platre
ne pourra pas s’hydrater complétement. En pratique, le gachage & des e/p aussi bas est trés
difficilement réalisable. On est donc largement au dessus, si bien qu’a la fin il reste de 'eau
non liée chimiquement. On considére que le domaine occupé par cette eau résiduelle constitue
exactement I’espace poreux du matériau a I’état final. Cette hypothése sera évidemment a valider.
Pour évaluer la porosité ¢ a I’état final, il faut réaliser quelques calculs de volumes. Les volumes
initiaux d’eau et de platre s’écrivent :

MPO

M, M
Veo = —eng = pfng et V;)O =—n, (3.5)
Pe Pe D Pp
Les volumes finaux d’eau et de gypse s’écrivent :
M, M, M M M
V, = —ene = (e P a) ng et Vg = Jng = Jng (3~6)
Pe pe \p M. Py Pyg



3.1. REACTION D’HYDRATATION

On obtient alors la porosité finale :

e M,
1% p M
e p
= = 3-7
v Ve + Vg e Me Mg Pe ( )
p M, M pg
En introduisant les valeurs numériques! du tableau 3.1, on obtient 'expression :
—0.186
_op (3.8)

7 e/p+0.326

et la courbe représentée sur la figure 3.1. Sur cette figure, on a également reporté des mesures
de porosité de platres pris [80]. Ces mesures ont été obtenues en comparant la masse volumique
apparente d'un échantillon de platre pris & la masse volumique du gypse (pg = 2.32 g/ cm?). On
constate que la formule (3.7) qui vient d’étre réétablie donne des résultats tout a fait satisfaisants.

CaSOy, 15H20 (p) H0 (e) CaSOy, 2H20 (g)
M (g/mol) 145 18.0 172
p (g/em?) | 2.76 (a) ou 2.63 (B) 1.00 2.32

TAB. 3.1 — Masse molaire et masse volumique des réactifs et produits de I’équation (3.1) d’hy-
dratation du platre

O~8 T T T T T

— modéle
+ expérimental

04 06 08 1 12 14
e/p

F1G. 3.1 — Porosité du platre pris en fonction du rapport massique eau sur poudre de platre

On peut s’intéresser a la variation relative de volume entre produits (a 1’état final) et réactifs
(a Iétat initial) :
M, M, M,

AV:%+V9—(1/'60+I/]'30):79 Pp Pe
v VT W, N,

Pp P Pe

(3.9)

! La masse volumique du semihydrate dépend des conditions de préparation. En effet, le semihydrate est obtenu
par cuisson du gypse & une température comprise entre 115° C et 140° C, et selon les conditions de pression de
vapeur d’eau, deux types peuvent étre formés :

— pression inférieure & 0.1 MPa (voie séche) : semihydrate de type (3, de densité 2.63 g/cm?;

— pression supérieure & 0.1 MPa (voie humide) : semihydrate de type «, de densité 2.76 g/cm?’.
Néanmoins, ces valeurs n’ont aucun impact sur la porosité finale du platre pris, puisque p, n’intervient pas dans
(3.7).
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ce qui donne, compte tenu des valeurs numériques de la table 3.1, la courbe tracée sur la figure 3.2.
Le volume du systéme ne varie que de quelques % dans le sens d’une réduction. Cela peut se
traduire dans un premier temps par une réduction effective de volume (retrait) du systéme
platre+eau+gypse, tant que ce dernier n’a pas un comportement de solide, soit avant la prise.
Au moment de la prise, ’échantillon (ou I’éprouvette) adopte un comportement de solide, et donc
son volume apparent se fige une fois pour toutes. Dans un second temps, aprés la prise, on peut
observer une entrée d’air dans I’échantillon, pour compenser la réduction de volume du systéme
platret-eau-+gypse. La figure 3.3 représente de fagon trés schématique I’évolution des volumes
des différents constituants entre 1’état initial et 1’état final, en passant par I'instant de prise. La
prise est symbolisée par le fait que le rectangle représentant le gypse atteint toute la hauteur du
rectangle global.

_0~02 T T T T

-0.03

-0.04

AV/)V

-0.05

-0.06 S
04 06 08 1 12 14

e/p

F1G. 3.2 — Variation relative de volume définie par (3.9), en fonction du rapport massique eau
sur poudre de platre
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b p
état initial avant prise prise (volume aprés prise état final

apparent figé)

F1G. 3.3 — Représentation schématique (les ratios entre volumes ne sont pas respectés) de 1'évo-
lution des volumes de platre p, eau e, gypse g et air a lors de I'hydratation d’un mélange de
platre et d’eau (I'air, en grisé, ne fait pas partie du systéme fermé platre+eau-+gypse)

Pour évaluer précisément la porosité a 1’état final, il conviendrait de tenir compte du vo-
lume d’air entré dans 1’échantillon. Néanmoins, la confrontation expérimentale reportée sur la
figure 3.1 montre que le calcul simplifi¢ (3.8) fournit une bonne approximation de la porosité
finale. En tenant compte du volume d’air, nous obtiendrions une valeur plus grande de la po-
rosité finale, ce qui est bien conforme avec le fait que I’approximation actuelle sous-estime les
porosités expérimentales. Pour déterminer le volume final d’air, il nous faudrait évaluer 'instant
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de prise (en termes de degré d’avancement de la réaction (3.1)), ce qui nécessiterait un modéle
morphologique qui suit le matériau tout au long de son hydratation. Nous ne souhaitons pas
entrer dans ce niveau de détail : nous ne nous intéressons ici qu’a I’état final, lorsque tout le
platre s’est hydraté.

3.2 Description morphologique

3.2.1 Observations

L’observation au microscope électronique a balayage d’un échantillon de platre pris révéle une
microstructure poreuse formée d’un enchevétrement de cristaux allongés (figure 3.4). L’orienta-
tion de ces cristaux peut raisonnablement étre supposée comme aléatoire. Le platre pris semble
donc représenter un bon exemple de polycristal poreux a grains allongés.

F1G. 3.4 — Photo MEB d’un échantillon de platre pris

Notons néanmoins qu’il est possible, dans certains cas trés particuliers, d’observer des cristaux
aplatis. Ainsi, en ajoutant de l'acide citrique au mélange de poudre de platre et d’eau, S. Meille
a obtenu la microstructure représentée sur la figure 3.5. Le rapport d’aspect moyen des cristaux
est mesuré a r; = 0.5.

Dans le cas général, les cristaux ont une forme allongée. Les conditions de gachage, autres
que le rapport e/p, (comme la température, ajout d’additifs, ...) influent sur ’élancement des
cristaux obtenus. On le verra en section 4.3.1.

En pratique, le platre pris présente souvent des bulles de diamétre supérieur aux dimensions
des cristaux. La figure 3.6 présente une observation MEB d’un matériau dans lequel on a inten-
tionnellement introduit une grande quantité de bulles. Ainsi, il convient de distinguer plusieurs
échelles dans la description morphologique.

3.2.2 Description morphologique multiéchelle

Les observations nous conduisent & distinguer trois échelles dans la microstructure du maté-
riau « platre pris avec bulles » (figure 3.7) :
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F1a. 3.5 — Photo MEB d’un échantillon de platre pris issu d’un gachage avec de l'acide citrique [80]

Fic. 3.6 — Photo MEB d’un échantillon de platre pris présentant des bulles

36



3.3. SYNTHESE DES DONNEES EXPERIMENTALES UTILISEES

— L’échelle macroscopique est celle du platre pris avec bulles (noté pb). Un VER de ce matériau
révéle le premier niveau d’hétérogénéité, en faisant apparaitre les bulles et le platre pris
(considéré a cette échelle comme un milieu continu).

— L’échelle mésoscopique est celle du platre pris (noté pp). Un VER de ce matériau révéle un
second niveau d’hétérogénéité, en distinguant les cristaux de gypse des pores intercristallins.

— L’échelle microscopique est celle du cristal de gypse (noté g), que 'on considére comme
homogéne.

Ainsi, par exemple, lorsque nous parlerons de comportement homogénéisé a ’échelle mésosco-
pique, il s’agira du comportement effectif du platre pris, obtenu par homogénéisation du VER &
cette échelle. Ce comportement effectif pourra étre utilisé dans 1’étape d’homogénéisation sui-
vante, a 1’échelle macroscopique.

pores cristal
bulle  platre pris intercristallins  de gypse cristal de gypse
\

échelle macroscopique échelle mésoscopique échelle microscopique
platre pris avec bulles (pb) platre pris (pp) cristal de gypse (g)

Fi1G. 3.7 — Représentation de la microstructure multiéchelle d’un platre pris avec bulles : un VER
est schématisé & chacune des trois échelles introduites

Les cristaux présentent une longueur de 'ordre de la vingtaine de pm. Les bulles ont un
diameétre de plusieurs centaines de pm. On peut donc considérer comme acquise la séparation
d’échelles, ce qui permet d’envisager une homogénéisation en deux étapes afin d’obtenir les
caractéristiques mécaniques effectives du platre pris avec bulles. Autrement dit, le platre pris
avec bulles est ici considéré comme un matériau & double porosité, en distinguant deux espaces
poreux : les bulles et les pores intercristallins.

Notons que cette partie II du mémoire est consacrée aux matériaux constitués de particules
allongées, donc ne concernant a priori que ’échelle mésoscopique (platre pris). Néanmoins, nous
irons jusqu’a ’échelle macroscopique (platre pris avec bulles) dans le cas de l'élasticité (cha-
pitre 4).

3.3 Synthése des données expérimentales utilisées

On dispose de données expérimentales, issues de la littérature, sur le comportement méca-
nique du platre pris sec (donc a I’échelle mésoscopique). Celles-ci seront exploitées pour valider
les modéles micromécaniques. La porosité intercristalline, fraction volumique d’espace poreux
rencontré dans un VER a l’échelle mésoscopique, est notée f.

De nombreux résultats de mesures de module de Young sur platre pris sont disponibles |80,
21, 2,92, 120|. Dans ces études, les échantillons ont été préparés par hydratation de semihydrate
avec différents rapports eau sur platre, afin d’obtenir une gamme trés étendue de porosités.
Le module de Young a été mesuré par ultrasons dans [80, 21|, ou par essais mécaniques en
compression simple dans [120]. Les mesures du module de Young en fonction de la porosité sont
reprises sur la figure 3.8. Conformément a l'intuition, plus le platre est poreux, c’est-a-dire peu
dense, plus le module de Young est faible.
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F1G. 3.8 — Module de Young mesuré sur platre pris [80, 21, 2, 92, 120]

Sur la figure 3.9, on représente en fonction de la porosité les mesures de résistance en trac-
tion (partie gauche) et compression (partie droite) simple, toujours issues de plusieurs sources
bibliographiques indépendantes. A 'image du module de Young, les résistances sont d’autant
plus faibles que la porosité est élevée. De plus, & porosité donnée, la résistance en traction est
largement inférieure & celle en compression.

On note une certaine dispersion des données expérimentales, en particulier sur la résistance
a la compression (figure 3.9 droite). Cette dispersion est liée a la variabilité des matériaux et
conditions expérimentales, d’autant plus que I'on a réalisé une compilation de données issues de
multiples sources. Par ailleurs, nous avons représenté les caractéristiques mécaniques en fonction
d’un seul paramétre décrivant la morphologie : la porosité. Méme si on peut probablement consi-
dérer celui-ci comme le paramétre de premier ordre, il semble évident que d’autres parameétres
doivent intervenir, tels que I’élancement des cristaux. ..

15 T T T 125 ++ T T T
T 100 | .
= w0 . 1= e
[al i al) 75 o ++#$ T
% % * +++i+i
S + o 50 Jﬁt T
5 r L 1 % |
+ 25 + + +Hf+ . -
0 I I I 0 1 L ++++ i S
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
fp Jp

F1a. 3.9 — Résistances en traction [2, 3, 66, 105] et compression |2, 3, 66, 105, 50, 120, 21, 112, 38|
simples mesurées sur platre pris
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Chapitre 4
Elasticité du platre pris

Dans ce chapitre, on cherche & modéliser I’élasticité du platre pris. La microstructure étant
constituée d’un ensemble de cristaux allongés enchevétrés, on propose de mettre en ceuvre un
schéma auto-cohérent dont les particules solides sont des ellipsoides de révolution allongés. 1.’élas-
ticité de ces particules solides est caractérisée par le tenseur de rigidité anisotrope du cristal de
gypse. On considére une répartition isotrope de l'orientation de ces particules. La confrontation
du module de Young estimé et mesuré expérimentalement est satisfaisante, ce qui crédite le mo-
déle morphologique envisagé. Deux applications sont ensuite proposées. La premiére se concentre
sur l'effet de la forme des particules solides sur la rigidité effective. Par ailleurs, le platre pris
renferme fréquemment des bulles dans la pratique, de taille bien supérieure & celle des cristaux.
La seconde application propose d’étudier 'impact de ces bulles sur la rigidité effective.
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CHAPITRE 4. ELASTICITE DU PLATRE PRIS

Le platre pris est ici assimilé & un polycristal poreux dont les grains solides sont des cristaux de
gypse, de forme allongée. Ainsi, les caractéristiques élastiques du platre pris dépendent de la forme
des particules (caractérisée par le rapport d’aspect), de la porosité et de la rigidité élémentaire
des particules. Cette derniére correspond au tenseur de rigidité complet et anisotrope du cristal
de gypse (donné en section 4.1), chaque particule étant un cristal de gypse. En section 4.2,
on valide le modéle morphologique de platre pris en confrontant les estimations du module de
Young a des données expérimentales disponibles dans la littérature. La section 4.3 est ensuite
consacrée a deux applications : d’une part I'influence du rapport d’aspect des particules solides,
et d’autre part I'impact des bulles fréquemment présentes en pratique. Enfin, la section 4.4
propose un modéle simplifié pour lequel I'élasticité des particules ellipsoidales est isotrope. Cette
simplification évitera d’alourdir les modéles proposés dans les deux chapitres suivants.

4.1 Rigidité de la phase solide

4.1.1 Rigidité du cristal de gypse

Dans le platre pris vu comme un polycristal poreux, chaque grain est en fait un cristal de
gypse. Le cristal de gypse a un comportement élastique anisotrope. Son tenseur de rigidité a
été mesuré par ultrasons [55]. Les composantes non nulles de ce dernier sont reprises dans le
tableau 4.1, qui est & compléter par symétrie (ciju = Cjiki = Cijik = Chiij)-

ijkl 1111 2222 3333 1122 1133 2233
cijr (GPa) | 78.59 62.74 7259 41.01 26.85 24.24
ijkl 2323 1313 1212 1113 2213 3313 2312
cijm (GPa) | 9.10 2641 1044 -7.0 31 —174 —1.55

TAB. 4.1 — Composantes non nulles du tenseur de rigidité du cristal de gypse [55]

Ces composantes sont exprimées dans une base bien précise, définie a partir de la maille
cristalline élémentaire de De Jong et Bouman [28] (figure 4.1) :

= = t —e A 4.1
€1 ]g|’ €9 |b| € €3 = €1\ €y ( )
c=629 A
l-
(8 =118.36°

5 b=1515 A
a = 9.

F1G. 4.1 — Maille de De Jong et Bouman [28] et définition de la base (e}, ey, €3) dans laquelle le
tenseur de rigidité du gypse est exprimé (voir table 4.1)

4.1.2 Axe du cristal dans la maille élémentaire

Il reste a déterminer 'orientation de la base dans laquelle le tenseur de rigidité est exprimé,
vis-a-vis de l'ellipsoide de révolution modélisant un cristal allongé. Autrement dit, il faut placer
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4.1. RIGIDITE DE LA PHASE SOLIDE

la maille de De Jong et Bouman dans le cristal allongé. L’ellipsoide considéré étant de révolution,
il nous suffit de connaitre l'orientation de I’axe de ellipsoide (plus grande dimension du cristal
de gypse) vis-a-vis de la maille de De Jong et Bouman. Une revue de la bibliographie méne a
deux possibilités contradictoires.

Klima [67] a observé puis mesuré la croissance de cristaux de gypse (figure 4.2). Il a observé
que lmeas > Wmeas- Ainsi, la direction dans lequel les cristaux présentent leur plus grande
dimension est I'intersection des plans (010) et (011)%, soit a. Dans ce cas, nous prendrons le
vecteur g de la maille de De Jong et Bouman comme axe des ellipsoides de révolution représentant

le solide.
F Irneclsunec! _‘]
21
- T
| (010) Wmegsured
i/ : {

crystal-top view A

¥, not
/ _i_ measured

crystal-side view B

oo .

= Blpes —

F1G. 4.2 — Représentation schématique des cristaux observés durant leur croissance par Klima [67]

Reprenant les travaux de Simon et Bienfait [113], S. Meille indique [80] que le cristal de gypse
croit préférentiellement dans la direction ¢ de la maille de De Jong et Bouman (voir figure 4.3).
Dans ce cas, nous prendrons le vecteur ¢ de la maille de De Jong et Bouman comme axe de
révolution des ellipsoides de révolution solides.

F1G. 4.3 — Représentation schématique d’un cristal de gypse, de ses faces et de la direction de
plus grande dimension [80]

Nous ne débattrons pas sur la pertinence de 'une ou l'autre des directions préférentielles
de croissance, ceci sortant du cadre de ce travail. Nous allons considérer les deux orientations
possibles et nous comparerons les résultats obtenus, en termes d’élasticité effective.

! En cristallographie, la notation (ngnyn.) définit Iorientation d’un plan par celle de sa normale ; dans ce cas
la normale au plan est nga + nyb + nec.
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CHAPITRE 4. ELASTICITE DU PLATRE PRIS

4.2 Estimation de la rigidité du platre pris

4.2.1 Modéle morphologique

Le platre pris présente une microstructure formée de cristaux allongés et enchevétrés. Ainsi,
le schéma auto-cohérent avec particules solides allongées proposé et validé en section 2.2 semble
particuliérement prometteur pour estimer les caractéristiques élastiques effectives d’un tel maté-
riau. Ces derniéres dépendent de la porosité f,, du rapport d’aspect r, ('indice g se rapporte aux
cristaux de gypse) des particules solides et de la rigidité des particules. Pour cette derniére, on
emploie le tenseur donné dans le tableau 4.1 et les deux possibilités d’orientation de ce tenseur
vis-a-vis de 'axe des particules évoquées dans la section 4.1.2. Le caractére anisotrope du compor-
tement des particules modifie le développement du schéma auto-cohérent présenté en section 2.2.
En effet, les inhomogénéités ne sont plus invariantes par rotation autour de leur axe de révolution
(méme si elles le sont toujours du point de vue géométrique). Il faut par conséquent introduire
le troisiéme angle d’Euler, noté v, et caractérisant justement cette rotation (figure 4.4).

F1G. 4.4 — Caractérisation de ’orientation d’un cristal par les trois angles d’Euler 6, ¢, v : la base
(up,uq,us) attachée au cristal est définie par rapport a la base fondamentale (e, €5, €5) (la base
sphérique (e, g, €4) apparait en pointillés)

4.2.2 Schéma auto-cohérent

On note Cy(0, ¢, ) le tenseur de rigidité des cristaux dont I'orientation est définie par 6, ¢, .
Ce tenseur présente dans la base (u;,us,us3) les composantes données dans le tableau 4.1. Les
problémes auxiliaires d’élasticité envisagés pour estimer la déformation moyenne de 'espace
poreux et de la famille des cristaux orientés par 6, ¢, ¥ sont représentés sur la figure 4.5. On note
Cpp la rigidité estimée du platre pris.

orientation paramétrée par (6, ¢, )

Fi1G. 4.5 — Problémes auxiliaires d’élasticité & résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-
cohérent envisagé (sphére pour représenter ’espace poreux p et ellipsoides de révolution pour
représenter le solide g)

Comme déja mentionné & plusieurs reprises, la déformation moyenne de ’espace poreux est
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4.2. ESTIMATION DE LA RIGIDITE DU PLATRE PRIS

estimée par la déformation uniforme d’une cavité sphérique plongée dans le milieu de référence
infini, dont I’élasticité est caractérisée par la rigidité Cp, recherchée, et soumis a la déformation
homogeéne auxiliaire Ey a l'infini (figure 4.5 gauche) :

(), = (I—S") 7" By (4.2)
avec SFP sph 1€ tenseur d’Eshelby [36] d’une sphére dans le milieu de rigidité C,,.

La déformation moyenne de la famille de cristaux d’orientation (6, ,) est estimée par la
déformation uniforme d’un ellipsoide de révolution allongé, d’axe e, (décrit par 6, ¢), constitué
du méme matériau que ces cristaux, plongé dans un milieu infini, de rigidité C,,, soumis a la
déformation homogene E( au contour (figure 4.5 droite). Il s’agit d’un cas particulier du probléme
de I'inhomogénéité d’Eshelby [36] :

<€>9,¢,w = [H + P70, 0) : (Cy(0, ¢, %) — Cpp)rl : By (4.3)

avec Pﬁﬁ(ﬁ,gb) le tenseur de Hill d’un ellipsoide de révolution, dont la direction de I'axe est
caractérisé par 6, ¢, dans le milieu de rigidité Cp,. Ce tenseur est indépendant de 1) puisque
la forme de l’ellipsoide est par nature invariante par rotation autour de son axe. Il est relié au
tenseur d’Eshelby correspondant par P27 (0, ¢) : Cp, = SE (0, ¢).

La déformation moyenne dans ’ensemble du domaine solide est alors obtenue par moyenne
angulaire, la distribution d’orientation étant isotrope :

(e), _/w /¢ /00 7¢¢Sgnfd9d¢dzp (4.4)

1Sln9

_ /w L /90 [T+ P(8,6) : (Cy6, 6,0) — Cpp)] ' g A0 dgde) < Eg

La contrainte moyenne dans la phase solide est obtenue de fagon similaire :

sin 0
(@), =:L/ ‘L 0,6,0) (€0 gy g 0046 U (45)

_1sinf

_ / /¢> 0,0,0) : [T+ P7(0,0) : (Cy(6,6,0) = Cpp)] Sy d0dG v s By

On détermine ensuite le tenseur de déformation E imposé au contour du VER et le tenseur
de contrainte moyen 3 dans le VER par :

E=f <€>p+(1_fp) (€)s et Z=(1-fp) (o) (4.6)

L’estimation auto-cohérente de la rigidité effective est alors définie comme le tenseur reliant
déformation au contour et contrainte moyenne :

Cop = (1_fp)
Lo L coto0)s 0425000 (C00.00) - G

]_1Sln0d9d¢d¢

_1sin @
{(1 £ / / / [T4+B20,6) - (Cy(0,6,) ~ Cpp)] ™ oy 86y
=0 J¢=0 J6=0
-1

-1
+ fp(T=SGn) | (47)
Supposant C,, isotrope, donc écrit sous la forme C,, = 3k,,J + 21,,K, on tire de I’équation
tensorielle (4.7) deux équations scalaires non linéaires dont k,, et p,, sont solutions. Numéri-

quement, on constate qu’on arrive toujours & obtenir un couple solution kp, > 0, 1, > 0.
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CHAPITRE 4. ELASTICITE DU PLATRE PRIS

4.2.3 Validation expérimentale

La validation est réalisée vis-a-vis de nombreux résultats de mesures de module de Young sur
platre pris disponibles dans la littérature (voir section 3.3).

Les mesures expérimentales et les estimations (pour trois valeurs du rapport d’aspect des
prolates : 7y = 7, 10 et 15) sont représentées sur la figure 4.6. On trace deux graphes, chacun
correspondant & une hypothése sur 'axe du cristal dans la maille élémentaire de De Jong et
Bouman : & gauche 'axe du cristal est a, alors qu’a droite I’axe du cristal est ¢ (voir section 4.1.2).

On obtient un accord satisfaisant pour un rapport d’aspect d’environ 15, sur toute la gamme
de porosités sur laquelle des données sont disponibles. Remarquons que le choix de 'axe des
prolates, a ou ¢, n’influe quasiment pas sur I’évolution du module de Young en fonction de la
porosité intercristalline (voir figure 4.7 : les deux courbes sont quasiment superposées). Finale-
ment, 'indécision sur I'orientation de I’axe n’a que peu d’impact sur le module de Young effectif,
ce qui est une bonne nouvelle. Dans la suite, nous retenons de fagon arbitraire le second choix,
& savoir 'axe c.

axe des prolates : a axe des prolates : ¢
40 T T T T 40 T T T T
rrrrrr AC, Tg =15 o AC, g =15
— AC, 1y =10 — AC, 1y =10
— 30 N - AC, Ty =T SRR U S N — AC, Tg =T
) )
am am
O 2t 1 2 2 -
g g
N 10 + . N 10 + .
0 L 0 I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
fo o

F1G. 4.6 — Module de Young mesuré sur platre pris [80, 21, 2, 92, 120] et estimé par schéma
auto-cohérent, selon l'orientation de ’axe des prolates dans la maille de De Jong et Bouman, et
pour trois valeurs du rapport d’aspect des ellipsoides solides

Le schéma auto-cohérent avec inhomogénéités solides ellipsoidales de révolution allongées
semble donc fournir une représentation morphologique adaptée aux matériaux constitués de
cristaux allongés, comme le gypse, du moins en ce qui concerne ’estimation du module de Young
effectif. Fritsch et al. ont appliqué avec succés cette méme approche a ’hydroxyapatite [41, 57,
constituant des tissus osseux, en considérant le cas limite des aiguilles (ry — 00).

4.3 Applications

Le modéle permettant ’estimation de 1’élasticité du platre pris étant validé, on propose deux
applications : ’étude de I'impact du rapport d’aspect des particules sur le module de Young
effectif, et la prise en compte des bulles.

4.3.1 Effet du rapport d’aspect des particules solides

Les conditions de gachage (préparation du mélange de poudre de platre et d’eau) influent
sur la forme des cristaux obtenus en fin d’hydratation. En travaillant a rapport e/p fixe et en
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Fi1Gc. 4.7 — Module de Young estimé par schéma auto-cohérent, selon 'orientation de ’axe des
prolates dans la maille de De Jong et Bouman (ry = 15)

mettant en ceuvre différentes conditions de gachage, Meille [80] a réalisé des échantillons de
platre pris présentant tous la méme porosité intercristalline f, = 0.55 mais dont les cristaux
different par leur rapport d’aspect (voir table 4.2). Notons que le rapport d’aspect « moyen »
des cristaux a été estimé & partir d’observations au MEB. On observe expérimentalement que le
rapport d’aspect des cristaux influe sur le module de Young effectif. On cherche a évaluer si le
schéma auto-cohérent précédemment développé est capable de reproduire une telle tendance.

condition de gichage | rapport d’aspect module de Young (GPa)
référence 12.5 5.1
gypse broyé 13.3 4.5
70° C 9.8 4.2
acide citrique 0.5 1.3

TAB. 4.2 — Impact expérimental du rapport d’aspect moyen des cristaux sur le module de Young
du platre pris [80]

On prend comme référence les conditions de gachage standard (premiére ligne du tableau 4.2),
et on normalise les résultats par la valeur du module de Young obtenu dans ce cas de référence
(c’est-a-dire par Eg;f = Epp(ry = 12.5)). La confrontation entre les données expérimentales et
les estimations issues du modéle est relativement satisfaisante compte tenu des imprécisions de
mesure a la fois du module de Young et du rapport d’aspect (figure 4.8). La courbe modéle
présente trois parties, séparées par les deux rapports d’aspect particuliers tels que ¢°(ry) = fp,
¢ étant la porosité critique détaillée en section 2.2.3. Afin de visualiser ces rapports d’aspect
particuliers, on a tracé en trait interrompu sur la figure 4.8 la courbe ¢°(ry), ainsi qu’en pointillés
fins, la droite horizontale f, = 0.55, et les deux droites verticales correspondant aux rapports
d’aspect particuliers. Les trois parties de la courbe E,,(ry)/ Eggf distinguées sur la figure 4.8
sont :

— Lorsque rq < 1, on a affaire & des particules aplaties (oblates), et le module de Young
est d’autant plus élevé que les particules sont plates (r4 petit). Lorsque r, est tel que
©°(rg) = fp, la rigidité effective s’annule.

— Tant que 7, est tel que ¢ > ¢°(ry), la fraction solide f; = 1 — f, = 0.45 est insuffisante
pour obtenir un matériau doué d’une rigidité non nulle.

— Lorsque 4 > 1, les particules sont allongées (prolates), et le module de Young est d’autant
plus élevé que les particules sont élancées (ry grand). La rigidité effective s’annule lorsque
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CHAPITRE 4. ELASTICITE DU PLATRE PRIS

©°(rg) = fp-
Par exemple, pour r4 = 5, le module de Young ne vaut plus que 45 % de la valeur de référence.
Le modéle suggéere que l'on a tout intérét pour optimiser la rigidité effective & essayer d’obtenir
des particules les plus élancées possibles. Toutefois, le module de Young effectif plafonne a 120 %
de la valeur de référence lorsque r, — 00, ce qui signifie que le cas de référence est déja assez
bien positionné. De plus, il est difficile dans la pratique d’obtenir des cristaux de trés grand
élancement.

1.2

- cristaux — AC
= 1 toblates + exp. [80]
S8y AT #(rg)
Ta | L
£ 0.6 H P - . i

3 fp=0.55

/E, 0.4 { .

= cristaux

& 0.2 L fp > prolates -

m 0 (,OIC(Tg) 1 1

01 5 10 15

Tg

F1G. 4.8 — Module de Young normalisé en fonction du rapport d’aspect des cristaux, mesuré [80]
et estimé par schéma auto-cohérent (f, = 0.55)

Il convient de souligner le fait que pour tracer la courbe continue de la figure 4.8, on a donné
le rapport d’aspect ry aux inhomogénéités solides intervenant dans le schéma auto-cohérent.
L’abscisse de chaque point expérimental (croix sur la figure 4.8) correspond a un rapport d’aspect
moyen mesuré sur la microstructure réelle. Il convient de prendre garde au fait qu’il n’est pas
acquis du point de vue théorique que le rapport d’aspect des inhomogénéités du schéma auto-
cohérent soit comparable au rapport d’aspect des particules formant la microstructure. Nous
nous sommes néanmoins permis ce rapprochement.

Terminons cette partie sur I’élancement des cristaux par un commentaire sur la forme des
cristaux obtenus expérimentalement. Il y a trés peu de chance que tous les cristaux d’un échan-
tillon de platre pris présentent exactement la méme forme. On s’attend plutdt & une distribution
de formes plus ou moins étalée, qu’il faudrait introduire dans notre modéle par le biais d’une
distribution de rapports d’aspect. Il s’agit d’'une extension aisément réalisable en discrétisant
la distribution, sous I’hypothése d’une répartition isotrope des cristaux correspondant & chaque
classe élémentaire de rapport d’aspect. En revanche, la détermination expérimentale de cette dis-
tribution de rapports d’aspect, a partir d’images MEB par exemple, nécessiterait probablement
des outils avancés d’analyse d’image.

4.3.2 Effet des bulles

En pratique, le platre pris présente souvent des bulles de diamétre pouvant atteindre plusieurs
centaines de microns. Les travaux réalisés jusqu’a présent supposaient ’absence de telles bulles
(et les essais auxquels on a fait référence ont évidemment pris les précautions nécessaires pour
minimiser la présence de bulles). Comme décrit dans le chapitre d’introduction (section 3.2.2),
on modélise le platre pris avec bulles comme un milieu & double porosité, en distinguant deux
espaces poreux : les bulles et les pores intercristallins. On note ¢ la porosité totale (bulles et
pores intercristallins) du matériau et xp la fraction volumique de bulles dans ’espace poreux total.
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On peut alors s’intéresser & l'influence relative des deux espaces poreux sur les caractéristiques
élastiques effectives. En effet, pour augmenter la rigidité, a porosité totale constante (donc a
densité constante), vaut-il mieux augmenter ou diminuer le volume relatif de bulles ? Les calculs
numériques de [80] suggérent d’ores et déja qu’il vaut mieux privilégier les bulles plutdt que
les pores intercristallins. Cependant, ces calculs par éléments finis ont été réalisés en 2D afin
de maintenir un temps de calcul raisonnable. Cette étude peut a présent étre réalisée en 3D en
mettant & profit 'homogénéisation des milieux aléatoires.

On reprend la description multiéchelle du platre pris avec bulles présentée en section 3.2.2 et
schématisée sur la figure 3.7. Du point de vue technique, on exploite deux schémas d’homogénéi-
sation successifs :

— A Déchelle macroscopique, les bulles voient le platre pris comme un milieu continu. Si les
bulles peuvent étre considérées comme des inclusions dans ce milieu continu, ce dernier
formant alors une matrice, on peut faire appel & un schéma de type Mori Tanaka (MT)
pour estimer la rigidité effective a I’échelle macroscopique (platre pris avec bulles). A cette
échelle, la fraction volumique de pores a prendre en compte est xpp, puisque les pores
intercristallins sont intégrés au platre pris et donc invisibles.

— A I’échelle mésoscopique, on met en ceuvre le schéma auto-cohérent présenté en section 4.2,
pour estimer la rigidité effective du platre pris. A cette échelle, la fraction volumique de
pores & prendre en compte vaut f, = (1 — x3)¢/(1 — xp).

On a ainsi construit un modéle estimant 1’élasticité d’un platre pris avec bulles en fonction de
I’élasticité des cristaux et de trois paramétres morphologiques :

— un paramétre global : la porosité totale ¢,

— un paramétre scindant I’espace poreux total en pores intercristallins et bulles : y; défini
comme la fraction volumique de bulles dans ’espace poreux total,

— un parametre décrivant la forme des cristaux : I'élancement r,.

Les résultats de la figure 4.9 gauche confirment le fait qu’il vaut mieux privilégier les bulles
(xp €élevé) pour optimiser la rigidité effective, a porosité totale ¢ (et donc & densité) constante.
Evidemment, il faut garder a I’esprit le fait qu’il n’est pas toujours possible d’atteindre en pratique
sur des matériaux réels toutes les valeurs de ¢ et xp. De plus, si les bulles sont amenées a
coalescer (c’est-a-dire que 1’on ne peut plus considérer chaque bulle comme entiérement entourée
de solide; c’est le cas sur la photo de la figure 3.6), les performances mécaniques peuvent se
dégrader sensiblement. Pour appréhender cet effet, on peut proposer I'utilisation d’un schéma
auto-cohérent (AC) pour homogénéiser a 1’échelle macroscopique les bulles et le platre pris, au
lieu du schéma de Mori Tanaka (voir figure 4.9 droite). En effet, le schéma auto-cohérent suppose
non pas que toutes les bulles sont entiérement entourées de solide, mais que bulles et solide sont
répartis de fagon parfaitement aléatoire dans I’espace. En particulier, cette vision polycristalline
considére qu'une bulle peut trés bien cotoyer une autre bulle. On constate sur le graphique de
droite de la figure 4.9 que les estimations issues du schéma auto-cohérent sont inférieures a celles
du schéma de Mori Tanaka.

Par ailleurs, le modéle qui vient d’étre développé pour rendre compte de la présence de bulles
n’est qu'une premiére ébauche & améliorer. Ainsi, par exemple, les observations révélent souvent
la présence d’une fine couche plus dense autour des bulles, donc constituée de cristaux assemblés
de maniére plus compacte qu’ailleurs. Pour rendre compte de ce type d’observation, on peut
proposer le schéma a n couches de Hervé-Zaoui [59], en exploitant 3 + 1 couches, soit du centre
vers la périphérie : la bulle, la fine couche plus dense, le platre pris et le milieu effectif.

Enfin, notons que ce schéma a double porosité a été utilisé avec succés pour modéliser le
comportement des mousses d’hydroxyapatite, constituant des tissus osseux [42].
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F1G. 4.9 — Module de Young effectif de platre pris avec bulles : impact de la fraction de bulles y;
(partie gauche, avec 7y = 12.5), et impact du type de schéma employé pour introduire les bulles
(partie droite, avec rq = 12.5 et ¢ = 0.6)

4.4 Détermination d’une rigidité isotrope équivalente pour le so-
lide

Les calculs élastiques présentés dans les sections 4.2 et 4.3 ont été réalisés en tenant compte
de la rigidité anisotrope des cristaux de gypse. En revanche, les modéles développés pour estimer
le domaine élastique (chapitre 5) et le comportement une fois sorti de ce domaine (chapitre 6)
deviendraient extrémement lourds du point de vue technique s’il fallait donner aux particules un
comportement anisotrope. Ainsi, on cherche dans cette section & déterminer une rigidité isotrope
« équivalente » qui sera affectée par la suite & la phase solide du polycristal poreux. Notons
que cette approche a déja été employée par [80]. Dans le cas de I’hydroxyapatite, 'utilisation du
tenseur de rigidité anisotrope ou du tenseur de rigidité isotrope méne a des modules élastiques
effectifs quasiment identiques [41].

On propose de retenir la rigidité isotrope du platre pris extrapolée a porosité nulle, (voir
figure 4.6), ce qui donne : Epy(f, — 07) = 40 GPa et v,(f, — 07) = 0.34. Afin d’évaluer la
pertinence de cette approximation, on compare sur la figure 4.10 le module de Young obtenu en
fonction de la porosité intercristalline, avec des ellipsoides de rigidité anisotrope (calculs effectués
en section 4.2, trait continu) et avec des ellipsoides de rigidité isotrope (comme en section 2.2.1,
trait interrompu). Les différences sont assez minimes.

Ainsi, dans toute la suite, on supposera que les cristaux de gypse (échelle microscopique)
ont un comportement élastique isotrope, caractérisé par le module de Young E,; = 40 GPa et le
coefficient de Poisson v, = 0.34.
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Fi1G. 4.10 — Module de Young du platre pris, obtenu soit a partir d’ellipsoides de révolution
anisotropes, soit a partir d’ellipsoides de révolution isotropes (ry = 15)
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Chapitre 5
Limite élastique du platre pris

Dans ce chapitre, on cherche & modéliser la limite élastique du platre pris. Le modéle morpho-
logique reste celui qui a été validé en élasticité au chapitre précédent : un schéma auto-cohérent
dont les particules solides sont allongées et d’orientation uniformément répartie. On se donne
un critére de rupture fragile des cristaux, portant sur les contraintes dans ceux-ci. On détermine
alors par voie micromécanique le critére de limite d’élasticité macroscopique, en considérant que
celui-ci est atteint dés lors que I'un des cristaux a rejoint son critére de rupture. Plus précisé-
ment, la forme qualitative du critére de limite d’élasticité macroscopique est d’abord recherchée.
Ensuite, on détermine cette forme pour deux critéres locaux différents. Dans ces deux cas, on
compare les limites élastiques modélisées & des valeurs de résistance mesurées en traction et
compression simple.
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CHAPITRE 5. LIMITE ELASTIQUE DU PLATRE PRIS

Le module de Young du platre pris a été modélisé avec succes par approche de changement
d’échelle. On envisage & présent d’aller plus loin en proposant un modéle de limite d’élasticité
du platre pris, sans bulles, donc & I’échelle mésoscopique telle que définie sur la figure 3.7.
Ceci étant dit, nous nous permettrons de parler de « limite élastique macroscopique » ou de
« contraintes macroscopiques » méme si, d’aprés les trois échelles définies sur la figure 3.7, nous
devrions qualifier limite élastique et contraintes de « mésoscopiques ». Souhaitant & nouveau
mettre en ceuvre une démarche micromécanique, il faut commencer par se donner un mécanisme
local de rupture a ’échelle des cristaux (section 5.1). La rupture du platre pris semble survenir
par décohésion des cristaux [80]. Cependant, la prise en compte d’un tel mécanisme souléve des
difficultés d’ordre technique, pour le moment non résolues. On part donc d’une hypothése ne
présentant pas cette limitation. On se donne ainsi un critére portant sur les contraintes dans les
cristaux et intégrant le caractére élancé de ces derniers. On imagine une rupture fragile : dés que
le critére est atteint, le cristal correspondant ne reprend plus aucun effort.

Dans ce chapitre, on recherche la limite élastique d’un polycristal & grains en aiguilles dont
les cristaux présentent un comportement élastique fragile. La limite élastique macroscopique est
atteinte dés lors que 'un des cristaux rencontre son critére de rupture. On établit d’abord qua-
litativement la forme du domaine élastique macroscopique (section 5.2). On détermine ensuite
précisément cette forme dans deux cas, correspondant & deux critéres locaux différents (sec-
tions 5.3 et 5.4). A la fin de chacune de ces sections, on compare les limites élastiques modélisées
en traction et compression simple & des résistances mesurées sur platre pris.

Il convient de noter que contrairement & un raisonnement de calcul & la rupture, ’approche
de rupture fragile envisagée ici méne & des résistances macroscopiques qui dépendent des carac-
téristiques élastiques des cristaux et de I’état initial de ceux-ci [103]. Rappelons que ’état initial
correspond ici & du platre pris complétement hydraté. On fait dans toute la suite 'hypothése d’un
état initial naturel, c’est-a-dire une déformation et une contrainte nulles dans tous les cristaux
lorsque la déformation ou la contrainte macroscopique est nulle. Dans la réalité, 1’état initial
peut trés bien ne pas étre naturel : une précontrainte peut apparaitre dans les cristaux, comme
conséquence des mécanismes d’hydratation qui ont donné naissance & la microstructure. Dans
ce cas, il faudra modifier les résistances fragiles obtenues pour tenir compte du caractére non
naturel de I’état initial.

5.1 Critére a 1’échelle des cristaux

La rupture du platre pris semble survenir par un mécanisme de « déchaussement » des cris-
taux [80]. Ce mécanisme fait donc intervenir les interfaces entre les cristaux. Il s’agirait donc
de considérer chaque cristal comme entouré d’une interface imparfaite, c’est-a-dire supposant
I’existence d’une discontinuité de déplacement. Le modéle auto-cohérent exploité en élasticité
(chapitre 4) devrait ainsi étre modifi¢ en considérant une inhomogénéité ellipsoidale de révolu-
tion entourée d’une interface imparfaite, plongée dans un milieu infini (voir partie droite de la
figure 2.6 : Dellipsoide de révolution serait a entourer d’une interface imparfaite). Ce faisant, le
nouveau probléme auxiliaire & résoudre ne serait plus un probléme d’inhomogénéité d’Eshelby,
ce qui nécessiterait des développements techniques relativement lourds que nous n’avons pas en-
visagés dans le cadre de ce travail. Afin de pallier cette difficulté d’ordre purement technique, on
propose de recourir & un critére portant sur les contraintes régnant dans les cristaux.

Il s’agit donc de se doter d’'un moyen de relier les contraintes dans les cristaux au chargement
macroscopique (en contraintes). On a typiquement affaire & un probléme de localisation. En
section 2.2.1, la construction du schéma auto-cohérent mis ensuite a profit pour estimer 1’élasticité
du platre pris a justement nécessité d’estimer la déformation moyenne de chaque famille de
cristaux, définie par son orientation. Comme cette approche a donné des résultats satisfaisants
en élasticité (sections 2.2.2 et 4.2.3), il semble envisageable d’exploiter ici une estimation similaire
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5.2. FORME DU CRITERE MACROSCOPIQUE DE LIMITE ELASTIQUE

de la contrainte moyenne dans les cristaux.

Une hypothése supplémentaire consiste a considérer un critére local de rupture portant sur
la contrainte moyenne ainsi estimée. Cette derniére est notée o pour rappeler la dépendance
en l'orientation du cristal, N désignant I’axe de révolution du cristal (de la méme fagon que la
déformation moyenne dépend de 'orientation du cristal, voir (2.12)). Les cristaux étant fortement
allongés, il semble raisonnable de faire intervenir cette anisotropie de forme dans ’écriture du
critére local de rupture. Ainsi, on s’intéresse au vecteur contrainte sur une facette perpendiculaire
a l'axe du cristal, soit ¥ - N (voir figure 5.1). Ce vecteur peut étre décomposé en une partie
dans l'axe, oy = N - o . N, et une partie normale & I’axe, op = oY . N — onN. On envisage
un critére local de type Mohr-Coulomb portant sur les deux grandeurs oy et o = || :

O'T:ﬁ(o'cr_UN) (51)

avec deux paramétres caractérisant la résistance a ’échelle microscopique, oo et § (voir fi-
gure 5.2). On se place dans le cas d’une rupture fragile : le critére de rupture macroscopique est
supposé atteint dés lors que, dans [’un des cristaux, le critére local est atteint. Le comportement
des cristaux est élastique fragile, le domaine élastique étant décrit par or < B(0er — on).

N

Fi1G. 5.1 — Décomposition du vecteur contrainte sur une facette perpendiculaire & 'axe d’un
cristal

/ limite élastique

T g N
Ocr

domaine élastique

F1a. 5.2 — Domaine d’élasticité local propre aux cristaux de gypse, dans le plan (oy, or)

5.2 Forme du critére macroscopique de limite élastique
On cherche a déterminer qualitativement la forme du domaine élastique macroscopique ob-

tenu lorsque le critére de limite d’élasticité propre aux cristaux est défini par (5.1). Le domaine
élastique macroscopique peut étre écrit sous la forme :

X tel que sup Bon + oyt < Boer (5.2)
(N,T) tq N-T=0,|N|=|T|=1

avec N colinéaire & I'axe de révolution du cristal, oy = N - oY . Netoyyr =N-oX.-T. En
considérant tous les IV possibles, on balaye toutes les orientations de cristaux possibles.

93



CHAPITRE 5. LIMITE ELASTIQUE DU PLATRE PRIS

5.2.1 Localisation des contraintes en moyenne dans les cristaux

Pour obtenir une inégalité portant explicitement sur le tenseur des contraintes macroscopiques
3, il est nécessaire de relier la contrainte o dans les cristaux a ce dernier (localisation). Pour
cela, on propose de réutiliser la démarche détaillée dans la section 2.2.1, et notamment (2.12)
qui fournit une estimation de la déformation moyenne dans une famille de cristaux d’orientation
donnée. Du point de vue formel, ceci méne au tenseur de localisation des contraintes B tel que :

o =B(N, Vg,Tg: fp) + 2 (5.3)

avec oY Iestimation de la moyenne du tenseur des contraintes dans le cristal d’axe N. Le tenseur
de localisation B dépend de 'orientation du cristal et, conformément a ’analyse dimensionnelle,
du coefficient de Poisson des cristaux de gypse v,, du rapport d’aspect des cristaux r, et de la
porosité f,. Dans la suite, nous ommettons la dépendance en vy, 1y, f,, en notant simplement
B(N). En écrivant N = e, (orientation caractérisée par (6, ¢)), I'expression de B(IN) peut étre
déduite de (2.12) et (2.13) :
1

B(N) = 1_7,](.[) [H + PP (0,¢) : (Cy — Cpp)]
~1

0
[/q5 /90 I+PP(0,¢) : (Cg— Cpp)] ™ —18in d¢9d¢ ., (5.4)

-1

Rappelons que le tenseur de rigidité du gypse C; est maintenant considéré comme isotrope
section 4.4). Dans l'expression (5.4), tous les tenseurs sont isotropes, a I'exception de PP (6,
ell
qui est symétrique isotrope transverse d’axe e,. Ainsi, B(/V) est isotrope transverse d’axe e,.
T
Dans la base (eg, €4, €,), les composantes de Pell(ﬁ ¢) sont indépendantes de (6, ¢). Il en est donc
de méme pour B(N).

5.2.2 Cas d’une contrainte macroscopique isotrope

On commence par considérer un tenseur de contraintes macroscopique isotrope de la forme
3 = hl. B(NV) étant un tenseur isotrope transverse d’axe e, = IV, on peut écrire! :

B(N):1=byNQN +bpr(T, T, +T5®T,) (5.5)

avec Ty - N =0,T,-N =0 et T, -T5 = 0. On note que by et by sont indépendants de
orientation N du cristal. De o = AB(N) : 1, il vient o = hby et oyt = 0. De ce fait,
I'inégalité caractérisant dans (5.2) les états de contrainte du domaine d’élasticité macroscopique
devient, lorsque X est isotrope :

sup Bon + onT = Bhby < Boe, (5.6)
(N,T) tq N-T=0,|N|=|T|=1

Autrement dit, la valeur du critére local est la méme dans tous les cristaux, quelle que soit
I'orientation. Ce résultat est lié au caractére isotrope a la fois du chargement et de la distribution
d’orientation des cristaux. L’inégalité (5.6) signifie que 3 = hA™%*1, avec h™** = o, /by, est,
parmi tous les états de contrainte sphériques de la forme X = hl, celui qui se trouve dans le
domaine élastique macroscopique et présente la valeur de h la plus élevée. Dans le cas limite
de cristaux en forme d’aiguille (rapport d’aspect 7, tendant vers I'infini), 'expression de h™*
devient trés simple :

pmaz _ (1 — fp)kg(3kpp + 3ppp + 11g)

Ocr (57)
3kg(kpp + Mpp) + Mg(?’kg - Qkpp)

! Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire le produit doublement contracté B(N) : 1 dans la base (T;,T,, N) : le
tenseur d’ordre 2 obtenu est diagonal dans cette base.
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5.2. FORME DU CRITERE MACROSCOPIQUE DE LIMITE ELASTIQUE

avec h'% < o, puisque ky, < ky. Les modules ky, et p,, peuvent étre numériquement calculés
a partir de kg, f1g et f, en résolvant le systéme d’équations constitué de (2.17) et (2.18).

En particulier, remarquons que h™* /o, ne dépend que de f, et de v,. Ce rapport est
représenté en fonction de la porosité intercristalline sur la figure 5.3.
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F1G. 5.3 — Pointe du cone formant le critére macroscopique en fonction de la porosité (v, = 0.34),
dans le cas limite de cristaux en aiguilles (r, — 00)

5.2.3 Cas d’une contrainte macroscopique quelconque

Revenant au cas général du rapport d’aspect ry quelconque, on montre a présent que dans
I’espace des contraintes macroscopiques, le domaine élastique est un cone de sommet > = hl.
Pour cela, supposons que ¥ = h™*1+ S appartienne au domaine élastique du platre pris (S étant
un tenseur symétrique du deuxiéme ordre quelconque). Il nous faut montrer que ¥ = h™%*14\S
(avec A > 0) appartient lui aussi au domaine élastique macroscopique. Par hypotheése, I'inégalité

caractérisant dans (5.2) les états de contrainte du domaine d’élasticité macroscopique est vérifiée
pour X = A1 + S :

Y(N,T) tq N-T=0et|N|=T|=1, (5.8)
BN - [B(N) : (R™**1+ S)]- N+ N - [B(N) : (A™*1+S)]-T < fBoe

Or h™e® g été défini de telle sorte que N - [B(N) : h™**1] - N = 0. De plus, N - [B(N) :
rmer1] - T = 0 d’apres (5.5), ce qui fait que (5.8) devient :

VIN,T) tqN-T'=0et [N|=|T|=1, N-[B(N):S]-N+N-[B{N):S5]-T<0 (59

En multipliant (5.9) par A > 0 et en y ajoutant SN - [B(N) : A™**1] - N = Boe et N - [B(N) :
h™er1] - T = 0, on obtient finalement :

Y(N,T) tq N-T=0et|N|=|T|=1, (5.10)
BN - [B(N) : (™1 +AS)]- N+ N - [B(N) : (™1 +\S)]- T < foer

Cette inégalité signifie que ’état de contraintes macroscopique 3 = A"%*1+\S se trouve lui aussi
dans le domaine élastique. On a ainsi montré que le domaine élastique du platre pris (ensemble
des tenseurs X tel que le comportement macroscopique reste élastique) est un cone de sommet
h™*1. On cherche maintenant a déterminer la forme de ce cone dans l'espace des contraintes
principales.
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5.3 Cas d’un critére local portant seulement sur la traction

On se place d’abord, d’'une part pour simplifier 'exposé et d’autre part parce que cela a été
notre premiére idée, dans le cas d’'un domaine élastique propre aux cristaux limité uniquement
en traction (3 — o0) :

oN < Ocr (5.11)

On cherche & déterminer le domaine d’élasticité du platre pris, toujours sans bulles. Le maté-
riau étant isotrope, on peut se contenter de rechercher le domaine élastique dans l'espace des
contraintes principales (X1, X2, ¥3). On se donne donc un tenseur de contraintes macroscopique
de la forme :

=316 Qe+ Yoeg @ eg + X3e3 X e (5.12)

Pour alléger le calcul, on considére dans toute la suite le cas d’aiguilles (ry — 00).

5.3.1 Localisation : détermination de oy

La premiére étape est d’estimer la contrainte oy = N - 0¥ - N dans I'axe de chaque cristal,
en fonction notamment de l'orientation /N = e,. Cette contrainte s’écrit, en faisant intervenir le
tenseur de localisation des contraintes B (voir équation (5.3)) :

on=N-[B(N):X]-N (5.13)

En exploitant (5.4), on montre aprés quelques calculs que la contrainte de traction oy peut se
mettre sous la forme :

on = ap(X1 + Xo + 33) + a1[(X4 cos? ¢ + X sin® ®) sin? 6 4+ X3 cos? 0] (5.14)

olt ap et a1 ne dépendent que de v, et f,, et avec a; > 0. Les expressions de ap et a; sont
malheureusement trop lourdes pour étre explicitées ici. Rappelons que dans (5.14), les angles 6
et ¢ décrivent 'orientation de I'axe N = e, du cristal.

5.3.2 Recherche de 'orientation critique

On recherche, pour un état de contrainte macroscopique (X1, 39, ¥3) donné, l'orientation
critique. Il s’agit de l'orientation (0, ¢) de la famille de cristaux dans lesquels oy est maximisé.
Pour cela, comme a; > 0, il suffit de maximiser sur [0, 7| x [0, 27[ la fonction f définie par :

f:(0,0)— (X1 cos? ¢ + Bgsin® ¢) sin® § + X3 cos? 0 (5.15)

Le maximum de f dépend de la fagon dont s’ordonnent les contraintes principales (résultat en
table 5.1). Les cristaux critiques sont ceux qui se trouvent dans ’axe de la contrainte principale
la plus élevée (figure 5.4), et la valeur maximale de f est justement égale & cette contrainte
principale.

maximum de f

cas 0 ¢  valeur de f
Y1 > Yo et X >33 7T/2 0 X1
Yo > X1 et Yo > g 7T/2 71'/2 Yo
Y3 > X1 et X3 > o 0 >3

TaAB. 5.1 — Maximisation de la fonction f définie par (5.15)
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€3

Y3 > X1 et Mg > Yo

b)) Y1 et X X
Y1 > Yo et X >33 2§2> 16t 2 > 23

€1

F1G. 5.4 — Axe de la famille des cristaux critiques (représenté par une fléche en trait gras) selon
la facon dont s’ordonnent les contraintes principales

5.3.3 Détermination du critére macroscopique de limite élastique

Ordonnons sous la forme X; > ¥;; > Y77 les contraintes principales. Dans ce cas, le maxi-
mum, sur toutes les orientations possibles, de ox (5.14) s’écrit :

max on =ao(Xr+ X+ 250r) +ar Xy (5.16)
0<6<m, 0<op<27

Ainsi, le critére de limite d’élasticité du platre pris est obtenu, a partir de (5.11), sous la forme :
ao(Xr + X171+ Zr01) + a1 X = 0 (5.17)

ou encore .
131+ b2(Xrr + Xr11) = 0 (5.18)

oll by = ag + a1 et by = ap ne dépendent que de v, et f, (voir figure 5.5). On note que lorsque
fp — 0,b1 — 1 et bp — 0 ce qui fait que le critére macroscopique devient a porosité nulle
le critére de Rankine ¥; = o, (X7 étant la plus élevée des contraintes principales). Ceci est
cohérent avec le critére microscopique oy = o, en considérant ’ensemble des orientations des
cristaux. Revenons au cas général f, # 0. Dans I'espace des contraintes principales, le critére est
un cone dont la base est un triangle équilatéral (figure 5.6). Remarquons qu’a partir d’un critére
local unidirectionnel on < o (selon I'axe du cristal), on obtient un critére macroscopique en
forme de cone, donc frottant : le critére dépend de la contrainte moyenne ¥, = tr X/3.

10 T T T T O
8 | - 2 b -
6 | - 4 -
< <

4 | 1 6 | -
2t - 8t -
0 1 1 1 1 _10 1 1 1 1

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

I o

FiG. 5.5 — Evolution des paramétres by et by définissant le critére macroscopique (5.18), en
fonction de la porosité intercristalline (v, = 0.34)
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CHAPITRE 5. LIMITE ELASTIQUE DU PLATRE PRIS

21 E2

Fi1G. 5.6 — Critére macroscopique obtenu dans ’espace des contraintes principales, et coupe par
un plan a ¥, = tr ¥/3 constant

Pour appréhender la variation de 'ouverture du cone avec la porosité, on peut déterminer les
deux critéres de Drucker-Prager (définis par ¥4 = a(h™** — %,,,) et matérialisés par des cones a
base circulaire dans I’espace des contraintes principales) respectivement inscrit et circonscrit au
critére (5.18) obtenu. En écrivant X5 = X7 = X777 = ™%, on retrouve l'expression (5.7) de la
pointe du cone sous la forme ™% = o, /(b; + 2b3). Les cones inscrit et circonscrit coincident
avec le critére sur des demi-droites pour lesquelles deux contraintes principales sont égales. Le
cone inscrit est obtenu lorsque X7 > ;5 = X7, alors que le céne circonscrit est obtenu lorsque
Y1 =Xy > 3. 1 suffit d’écrire le fait que le critére macroscopique (5.18) et celui de Drucker-
Prager coincident sur ces demi-droites pour établir les paramétres v des cones inscrit (ay;) et
circonscrit (o) :

\/g b1 + 2by b1 + 2by
=2 et a.= V33— 5.19
! 2 by — by ¢ b1 — by ( )
On remarque que a,. = 2qa;. Ces deux paramétres sont représentés sur la figure 5.7 en fonction de
la porosité. Le cone du critére macroscopique est d’autant plus fermé que la porosité est grande.

0 1 1 1 1

0 02 04 06 08 1

F1G. 5.7 — Paramétres « des critéres de Drucker-Prager inscrit et circonscrit (v, = 0.34)
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5.3.4 Cas de la traction / compression simple

Les essais triaxiaux sur platre pris semblant délicats & réaliser, on cherche & valider le critére
obtenu dans le cas d’un chargement de traction ou compression simple.

Limite élastique uniaxiale

Lors d’un essai de traction simple, I’état de contraintes macroscopique est défini par X = Xy,
Y = X7 = 0, avec ¥y > 0. Lors d’un essai de compression simple, ’état de contraintes
macroscopique est défini par X; = X7 =0, X177 = — X%, avec X, > 0. Par conséquent, le critére
(5.18) donne les contraintes limites suivantes :

ylim — %CT et XM — _
1

Ocr

- (5.20)

Il ne reste qu’un seul paramétre a déterminer : la résistance o, en traction des cristaux. Comme il
semble quasi impossible de le mesurer directement, d’autant plus que ’on a contourné la physique
de la ruine a I’échelle des cristaux, on propose d’exploiter I’'un des points expérimentaux dont on
dispose (et représentés sur la figure 3.9 gauche). A porosité quasi-nulle, la résistance en traction
mesurée est d’environ 15 MPa. Or, comme b; — 1 lorsque f, — 0, Xl (f, — 0) = 0, On retient
donc o, = 15 MPa. Les estimations sont comparées & des données expérimentales provenant
de plusieurs sources bibliographiques (voir section 3.3) sur la figure 5.8 gauche. En partie droite
de la figure 5.8, on représente la déformation d’extension macroscopique dans la direction 3
atteinte a la limite élastique, simplement calculée a partir du module de Young effectif (estimé
en section 4.2) : Eégm = ylim/ E,,. En effet, tant que la limite élastique n’est pas atteinte, le

comportement macroscopique reste élastique linéaire.

[ iy T T T 7] 4000 T X T T T
125 % \ compression -
o exp. x
= 100 VO traction — o 3000 r g
ol o exp. + \
% 75 + xxis%éxg\ P 1 \% 9000 L compression 1
£50F T 1 is
2 23N = 1000 | :
25 - X%XX\X\\%\X\X - W
O i T X 3% el S 0 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 038 1
o o

F1G. 5.8 — Résistances en traction et compression simple estimées (v4 = 0.34, 0, = 15 MPa) et
mesurées expérimentalement (données expérimentales issues de |2, 3, 66, 105] pour la traction et
de [2, 3, 66, 105, 50, 120, 21, 112, 38] pour la compression), et déformation a la limite élastique

Autant le modeéle reproduit correctement les résistances en traction simple, autant I’accord en
compression simple n’est pas bon aux faibles porosités. En effet, ce modéle prévoit & porosité nulle
une résistance macroscopique en compression simple infinie, ce qui est hautement rédhibitoire.
Ceci est clairement imputable & 'hypothése d’un critére local ne portant que sur la contrainte
on dans 'axe des cristaux, qui ne semble donc pas satisfaisante.

Dans ce chapitre, nous nous limitons a déterminer la limite élastique macroscopique, atteinte
lorsque le premier cristal atteint son critére de rupture. On peut se demander ce qui se passe
ensuite (comportement « post-pic »), lorsque la déformation macroscopique augmente au dela
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du seuil de limite élastique. Pour cela, on cherchera au chapitre 6 & déterminer la suite, aprés
la limite élastique, de la courbe représentant la contrainte macroscopique X33 en fonction de la
déformation macroscopique Fss.

Etude des cristaux critiques

On a déja vu en section 5.3.2 que l'orientation de la famille des cristaux critiques (c’est-a-dire
les premiers cristaux a atteindre le critére local) dépend de ’état de contrainte macroscopique.
En traction simple, les cristaux critiques se trouvent étre paralléles a ’axe de traction. En com-
pression simple, les cristaux critiques sont perpendiculaires & 1’axe de compression (il s’agit donc
en fait d’une infinité d’orientations critiques, caractérisées par § = 7/2, 0 < ¢ < 27). Notons
que ce constat peut apporter une piste pour interpréter la fissuration en colonnettes observée
sur des éprouvettes de roches en compression simple. Ces orientations sont schématisées sur la
figure 5.9.

traction simple compression simple
T cristaux
critiques

< =

F1G. 5.9 — Orientation des cristaux critiques dans le cas d’essais de traction et de compression
simple

5.4 Cas du critére local complet

A présent, on reprend le critére local (5.1) complet :

1
ON + =07 = 0 (5.21)
g
avec ( fini. Comme en section 5.3, on considére le cas d’aiguilles (rs — 00). On recherche le
domaine d’élasticité macroscopique dans ’espace des contraintes principales. Le chargement en
contraintes est donc toujours donné par (5.12). L’expression (5.14) de o reste valable.

5.4.1 Localisation : détermination de o

On a maintenant besoin de la composante de cisaillement, op = |- N — oy N|, du vecteur
contrainte o - N. On montre aprés quelques calculs que cette derniére peut se mettre sous la
forme :

o7 = a9a1 Sin 0\/[23 — Y9 + (B2 — X1) cos? ¢]2 cos? 0 + (B9 — X1)2 cos? ¢sin? ¢ (5.22)
avec le paramétre a; > 0 intervenant déja dans oy (5.14), et :

gy = Apgpp 3ky + g + Sitpp
g + tpp Bpghipp + Vkghig — 3kgpipp

>0 (5.23)
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5.4.2 Recherche de l'orientation critique

La recherche du cristal critique revient & maximiser oy + op/f, le triplet (X1, X2, ¥3) étant
donné. En faisant appel a (5.14) et (5.22), on écrit :

oN + 5 = ao(S1 + B + ) + g (0, 9) (5.24)
avec :
g(0,6) = (Z1cos®p+ Losin? ¢)sin? § + X3 cos® f (5.25)

+ Asin 0\/[23 — ¥y + (B9 — X1 cos? @] cos? 0 + (Ly — B1)2 cos? ¢sin? ¢

ot A = ay/fB > 0. Comme a; > 0, il suffit de maximiser la fonction g pour identifier 1'orien-
tation de la famille des cristaux critiques. Par symétrie, il suffit de restreindre la recherche sur
[0,7/2] x [0,7/2] c’est-a-dire sur 1/8 de la sphére unité. On montre que la fonction g n’admet
pas de maximum sur ]0,7/2[x]0,7/2[. On cherche donc d’abord le maximum local sur chacun
des « cotés » du 1/8 de sphére, § = 7/2, ¢ = 0 ou ¢ = 7/2. Les résultats sont synthétisés dans
la table 5.2. On détermine ensuite le maximum global de g. Finalement, ['orientation du cristal
critique dépend & la fois de . = (arctan A)/2 et de la fagon dont les contraintes principales sont
ordonnées, ce qui donne six cas de figure a distinguer (voir figure 5.10).

0=m/2 maximum local de g

cas ¢ valeur de g
Y>3 (arctan A)/2 (21 4+ 2 + (1 — T2)V1 + A2]/2
Yo > ¥ | (7 —arctan A)/2 | [E1 + X + (32 — T1)V1 + A2]/2

o=0 maximum local de ¢
cas 0 valeur de g
Y3 >3 (arctan A)/2 (21 + 23+ (3 — 1)V + A2])/2
Y1 > Y3 | (r—arctan A)/2 | [21 + X3+ (1 — B3)V1 + A2]/2

p=m/2 maximum local de g

cas 0 valeur de g
Y3 > 39 (arctan A)/2 (o + 33 + (3 — T2)V1 + A2]/2
Yo > N3 | (m —arctan A)/2 | [Z2 + B3 + (X2 — T3)V1 + A2]/2

TAB. 5.2 — Maximisation locale de la fonction g définie par (5.25)

5.4.3 Deétermination du critére macroscopique de limite élastique

On ordonne sous la forme X7 > ¥;; > Y777 les contraintes principales. On montre & partir
du tableau 5.2 que le maximum global de g s’écrit dans tous les cas :

YXr+Xr . Xr— 251
0 = 1+ A2 5.26
0§9§7Irr,l%)§¢<27rg( 9) 2 + 2 + ( )

Le domaine d’élasticité macroscopique s’écrit alors, en rappelant (5.24) et la définition de A :

YSr+2ar n Xr— X1
2 2

ao (Br + X+ 2rr) +ax < 1+ (a2/ﬁ)2> < Ocr (5.27)
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23>21>22

23>22>21

22>21>23

21 > 22 > 23
€9

b b b
€1 Y>3 > s 2> &3> &1

F1G. 5.10 — Axe du cristal critique (représenté par une fleche en trait gras) selon la fagon dont
s’ordonnent les contraintes principales
Cette inégalité peut se réécrire sous la forme :

Xyt X+ esXgr < oo (5.28)

avec

1— /14 (az/B)?

co=ag et c3=ag+aq 5 (5.29)

14+ +/1+ (a2/B)?

c1 =ag+a 5

ol ap, a1, ag restent définis par (5.14) et (5.23). Notons que ¢y, ¢2, c3 ne dépendent que de vy, f,
et § (voir figure 5.11). Dans 'espace des contraintes principales, le critére est un cone a base
hexagonale non réguliére (figure 5.12). Le cone est d’autant plus ouvert que le paramétre local
0 est élevé.

10 0
s b & 5 I :
indépendant
0 o L4eF
0 0.5 1 1
fp

Fic. 5.11 — Evolution des parameétres c¢q, co et c3 intervenant dans le domaine d’élasticité ma-
croscopique (5.28) en fonction de la porosité et pour deux valeurs de 3 (v, = 0.34)

On détermine les critéres de Drucker-Prager (X5 = a(h™** — %,,,)) inscrit et circonscrit au
critére défini par (5.28). En écrivant X7 = ¥ = X7 = ™ on retrouve 'expression (5.7) de
la pointe du cone sous la forme A% = o, /(3ag + a1). Le cone inscrit est tangent aux six plans
formant le critére. Le cone circonscrit est celui contenant la demi-droite X; = ;7 > Y77 du
critére. On obtient ainsi :

V3 c1+co+cs Spataeta

o = — et a.=V3——— 5.30
’ 2 \/c%—l-cg—l-cg—czc;;—clcg—clcg ‘ c1 + c2 — 2c3 ( )
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23

B/

Fi1G. 5.12 — Critére de limite élastique macroscopique dans I'espace des contraintes principales,
et coupe par un plan a ¥, constant (visualisation de 'influence du paramétre [3 : trois critéres
sont représentés, correspondant a trois valeurs différentes du parameétre 3)

Ces deux parameétres sont représentés en fonction de la porosité intercristalline f,, sur la figure 5.13
pour trois valeurs de (3 : 1.1, 10 et 'infini (ce qui permet de retrouver le critére local ne portant
que sur la traction, étudié en section 5.3). On note que S = 10 permet déja de quasiment
retrouver les résultats établis & partir du critére local ne portant que sur la traction (§ — o).
Aux porosités élevées (f, > 0.6), les paramétres «; et . ne dépendent que trés peu de 3.

2 T T T T
,,,,,, B — 00
— =10
1.5 ~~ B =1.17
3 1F

> circonscrit A

inscrit
O 1 1 1 1

0 02 04 06 08 1
Fo

F1G. 5.13 — Paramétres « des critéres de Drucker-Prager inscrit et circonscrit (v, = 0.34)

5.4.4 Cas de la traction / compression simple
Limite élastique uniaxiale

Le critére (5.28) donne les contraintes de limite élastique macroscopiques suivantes, respec-
tivement en traction et compression simple :

slim _ Ter ot slim — _er (5.31)
Cc1 C3
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avec les mémes notations qu’au début de la section 5.3.4. Les paramétres o, et 0 sont déterminés
& partir des résistances extrapolées & porosité nulle. Le modéle donne :

2 ; 2
e Sy )= e (532)

S irype e VIt R 1

A porosité quasi-nulle, les résistances en traction et compression simple sont respectivement
mesurées & 15 MPa et 125 MPa (voir données expérimentales représentées sur la figure 3.9). Ceci
donne o, = 17 MPa et § = 1.3. Les estimations sont alors comparées aux mesures expérimentales
en partie gauche de la figure 5.14. A présent, le modéle reproduit assez correctement les résistances
en traction et compression simple, compte tenu de la dispersion déja relativement importante
des données expérimentales.

La partie droite de la figure 5.14 représente la déformation macroscopique obtenue lorsque la
limite élastique est tout juste atteinte (Eé’gm = Eéim /Epp par exemple en traction simple). II est
intéressant de constater que cette déformation de sortie du domaine élastique dépend relativement
peu de la porosité (on reste dans 'intervalle 6.2 % 10~% £ 39% en traction et 3.0 % 1073 £ 12% en
compression), comparativement a la dépendance observée sur la contrainte de limite élastique.
Cette relative indépendance est confirmée par les résultats expérimentaux issus de [27, 98] sur
la déformation de rupture du platre pris en traction simple. Ces résultats sont représentés par
des points sur la figure 5.14 droite. Compte tenu du caractére délicat de ce genre de mesure, il
est intéressant de constater que les prévisions du modéle et les résultats expérimentaux sont du
méme ordre de grandeur.

=" (fp — 0)

125 5 I IcomprlessionI ———————————— I I I I
100 _\fx exp. x 3000 r i
= 2, traction — & compression
N + \
SHE G SN P o 2000 | .
~— ><>§S<§>\<\ ~—
£os0p E 1 £
A & 1000 | P !
i Tt
e 0 . traction .
0.8 1 0 02 04 06 0.8 1
fo

F1G. 5.14 — Résistances en traction et compression simple estimées (v4 = 0.34, 0., = 17 MPa,
B = 1.3) et mesurées expérimentalement (données expérimentales issues de |2, 3, 66, 105] pour
la traction et de |2, 3, 66, 105, 50, 120, 21, 112, 38| pour la compression), et déformation a la
limite élastique (données expérimentales issues de [27, 98])

Etude de Vorientation critique

Lorsque ’état de contrainte macroscopique est uniaxial (de type ¥; = ¥ = 0, 33), micro-
structure et chargement sont invariants par rotation autour de e;. Ainsi l'orientation critique,
qui, rappelons-le, est l'orientation du cristal dans lequel le critére local est maximisé, est indé-
pendante de ¢ : elle n’est définie que par I'angle 6. En traction (0§") et compression (65") simple,
I’orientation critique s’écrit, en faisant référence aux résultats du tableau 5.2 :

arctan A 7 — arctan A

GCT = — £ 067‘ = :
B 5 e < 5 (5.33)
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Ces deux angles dépendent de [ par le biais de A = as /3. Aux porosités les plus élevées, le cristal
critique se trouve dans l’axe de traction ou perpendiculaire a 'axe de compression (figure 5.15).

On cherche & déterminer les contraintes oy et op dans le cristal critique juste au moment de
la sortie du domaine élastique macroscopique, toujours en compression et traction simple (donc
lorsque 1’état de contraintes macroscopique atteint 3 = E?m en traction ou X3 = —Zlcim en
compression). Lorsque ’état de contraintes macroscopique est uniaxial de la forme ¥ = 39 = 0,
Y3, (5.14) et (5.22) deviennent :

on = B3(ag +aycos’0) et o = |83|aas| cos )| sinb (5.34)

En injectant 0 = 07" ou 05" dans ces deux expressions, on obtient les courbes représentées sur
la figure 5.16. A porosité élevée (f, > 0.6), le cristal critique n’est quasiment soumis qu’a de
la traction pure : o &~ 0. Ainsi, on se retrouve quasiment dans le premier cas (section 5.3), a

savoir celui du critére oy < gr.

90 . -
- ’//éampression
67.5 | |
= a5t |
>
22.5 | |
W
0 . . !

0 02 04 06 08 1
Jv

F1G. 5.15 — Orientation du cristal critique en traction et compression simple (4 = 0.34, oo =

17 MPa, 3 = 1.3)

20 T T T T 40 T T T . T
e compression -
traction —
—~ 10 ¢ - 30 F -
< ; <
A A
= = 20} ]
= ! S \
° ) , S 10| 1
10 L7 traction — |
compression —— 0 \
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
fo Jp

Fi1G. 5.16 — Contraintes oy et op dans le cristal critique a la limite élastique en traction et
compression simple (v, = 0.34, o, = 17 MPa, 5 = 1.3)

Remarquons qu’en traction simple, lorsque f, — 0 (donc dans le cas d’'un matériau « plein »
pour lequel on ne distingue pas les cristaux), on pourrait croire que le critére devrait s’écrire

65



CHAPITRE 5. LIMITE ELASTIQUE DU PLATRE PRIS

on < 04 car la composante de cisaillement du vecteur contrainte o tend vers 0 sur une facette
perpendiculaire & I’axe de traction N = e5. En fait, il n’en est rien, puisque la facette horizontale
n’est pas la plus défavorable : sur la figure 5.15, on note que 'angle 8" de la facette critique vaut
environ 20°.

5.5 Conclusion

On a construit un critére de limite élastique du platre pris (sans bulles), dans I'espace des
contraintes principales, a partir d’un critére de rupture local donné sur les contraintes moyennes
dans les cristaux. Il faut rester conscient du fait que ce choix de critére local ne décrit pas
précisément le micromécanisme de rupture réel du platre pris. Il s’agit d’'un compromis assurant
la faisabilité dans I'immédiat, du point de vue technique, du développement du modéle. La
mise en place d’'un critére d’interface entre les cristaux nous semble en effet hors de portée
sans calculs numériques relativement lourds, du moins dans le cadre de ce travail. Cependant, il
parait évident qu’une meilleure description du mécanisme local ne peut qu’améliorer le critére
de rupture macroscopique.

Par ailleurs, nous nous sommes limités au cas d’aiguilles (r, — 00), ce qui a grandement sim-
plifié le développement du modéle. Les calculs sont techniquement réalisables pour des cristaux
d’¢lancement fini (r, fini), mais au prix d'une plus grande lourdeur. Il s’agit d’une autre voie
d’amélioration du modéle, cette fois en mettant 'accent sur la description de la morphologie.
Cette voie semble & premiére vue tout a fait accessible du point de vue technique.
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Chapitre 6

Comportement post-limite élastique du
platre pris

Dans ce chapitre, on cherche a déterminer le comportement d’'un matériau de type « platre
pris » au dela de sa limite élastique. On met en ceuvre un raisonnement micro-macro pour
suivre I'état d’endommagement de la microstructure au fur et & mesure de I'augmentation du
chargement macroscopique en déformation. La microstructure est constituée d’un enchevétrement
d’aiguilles. Le critére de rupture fragile de chaque aiguille porte sur la contrainte dans I'axe de
Paiguille. Dés ce critére atteint, 'aiguille est « désactivée » : elle ne reprend plus les efforts dans le
VER. L’état d’endommagement est caractérisé par ’ensemble des aiguilles subsistantes. Pour des
raisons techniques, on ne considére que des chargements correspondant & des essais de traction ou
compression simples. On commence par déterminer la rigidité effective d’un polycristal poreux
constitué d’aiguilles dont la distribution d’orientation présente la symétrie de révolution. Ceci
permet d’obtenir le comportement du matériau pour un état d’endommagement donné. Ensuite,
on détermine pour chaque valeur de la déformation macroscopique 1'état d’endommagement.
Enfin, on en déduit la contrainte macroscopique résultante. En traction simple, le modéle donne
une rupture fragile stable : il est possible de controler par la déformation macroscopique la chute
de la contrainte une fois la limite élastique dépassée. En compression simple, la rupture est fragile
et instable : dés la limite élastique atteinte, la contrainte macroscopique chute jusqu’a une valeur
extrémement faible.
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Apreés avoir traité I'élasticité (chapitre 4) et le critére de limite d’élasticité (chapitre 5), on
examine dans ce chapitre ce qui se produit lorsqu’on continue & charger le matériau au dela de
sa limite élastique, toujours dans le cadre d’un modéle micro-macro. Le chargement est controlé
en déformation. On suppose toujours valable le critére local propre & chaque cristal. Une fois
qu’un cristal donné a atteint son critére, on le considére comme rompu ou désolidarisé de ses
voisins. Peu importe la dénomination, toujours est-il que le cristal en question ne participe plus a
la reprise des efforts dans le VER. De ce fait, les contraintes vont se redistribuer dans les cristaux
subsistants, et de nouveaux cristaux vont atteindre leur critére :

— Soit immédiatement, sans augmentation du chargement : on parlera de « progression in-

stable » de '’endommagement.

— Soit aprés une certaine augmentation du chargement : on parlera de « progression stable ».
On construit ainsi un modéle d’endommagement, les micro-défauts n’étant pas des micro-fissures
mais étant caractérisés par la décohésion ou la rupture des cristaux.

Au fur et a mesure de la désactivation des cristaux, la distribution des orientations des
cristaux subsistants varie. En particulier, cette distribution n’est plus isotrope dés la limite
élastique dépassée. Par conséquent, le comportement macroscopique n’est plus isotrope. Ceci
signifie que la mise en ceuvre du schéma auto-cohérent pour estimer la rigidité effective (voir
figure 2.6) requiert la résolution du probléme auxiliaire présentant un prolate isotrope dans un
milieu d’anisotropie a priori quelconque. Il est donc nécessaire de déterminer le tenseur de Hill
d’un prolate dans un milieu anisotrope quelconque. Plutét que de se lancer dans cette voie,
qui pose des difficultés d’ordre principalement technique, on propose de se restreindre & un cas
particulier défini par :

— des particules de forme « aiguille » plutot que « prolate » (rapport d’aspect r4 — 00);

— un mode de chargement en traction ou compression simple, en particulier respectant la
symétrie de révolution, ce qui conduit a une distribution de cristaux respectant elle méme
la symétrie de révolution et par conséquent & un milieu effectif isotrope transverse.

Ce cas, bien que particulier, offre des perspectives intéressantes dans la mesure ou les essais les
plus courants sont uniaxiaux. Ainsi on commence par mettre en place un schéma auto-cohérent
avec des particules solides en forme d’aiguilles et dont les axes présentent une distribution symé-
trique de révolution (section 6.1).

Dans ce chapitre, on ne considére que le cas du critére local limité en traction oy < .
Lors d’un essai de traction simple, on a vu qu’initialement, alors que la microstructure est encore
saine, les cristaux critiques sont dans I’axe de traction. Dés que la limite élastique macroscopique
est atteinte, ces cristaux critiques sont désactivés, c’est-a-dire soit rompus, soit désolidarisés de
leurs voisins. Ces cristaux sont considérés ne plus reprendre aucun effort interne. Pour modéliser
cela, la premiére idée est évidemment de réduire en conséquence le domaine des orientations des
cristaux sains. On verra en section 6.1 que cela ne suffit pas, et qu’il faudra en outre transférer la
fraction volumique des cristaux désactivés a la porosité. On détermine en section 6.2 la succession
des cristaux désactivés, en traction simple. Puis on suit en fonction de la déformation macro-
scopique I’ensemble des cristaux subsistants, ce qui revient & déterminer la loi d’évolution de
I’état d’endommagement. Cela permet de représenter 1’évolution de la contrainte macroscopique
en fonction de la déformation appliquée. Enfin, on conduit le méme travail de modélisation sur
un essai de compression simple en section 6.3.

Comme dans le chapitre précédent, nous nous permettons d’appeler « échelle macroscopique »
I’échelle du platre pris sans bulles.

6.1 Distribution isotrope transverse de cristaux : rigidité estimée

Dans les chapitres 4 et 5, on a considéré une distribution isotrope d’orientation des cristaux.
Ceci a conduit a une rigidité effective isotrope. Ici, on envisage une distribution d’orientation
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des cristaux symétrique de révolution (autour de e3), qui conduit & une rigidité effective isotrope
transverse. L’orientation des cristaux n’est donc caractérisée que par 'angle 6 des coordonnées
sphériques (voir figure 2.8). On considére ici une distribution uniforme dans le cone 6 € [0y, 0]
avec 0° < 0y < 61 < 90°. Les axes des cristaux présents sont représentés en grisé sur la figure 6.1.
Cette distribution particuliére sera réutilisée plus tard pour suivre ’état d’endommagement de
la microstructure en traction ou compression simple. Précisons d’emblée que nous allons dési-
gner, par abus de langage, une famille de cristaux d’orientation donnée, par « orientation » ou
simplement « cristal ».

Tes, axe de révolution

axes des cristaux

- plan de symétrie

F1G. 6.1 — Distribution isotrope transverse de cristaux envisagée : les cristaux sont représentés
en grisé

On sait déja qu’en traction simple, les premiers cristaux a atteindre leur critére sont ceux qui
se trouvent dans l’axe de traction : § = 0 (voir section 5.3.2). Si la déformation macroscopique
continue & augmenter au dela de la limite élastique, ces cristaux # = 0 ne participent plus
a la reprise des efforts. On pressent intuitivement que les prochains cristaux critiques seront
ceux situés « juste aprés 6 = 0 ». On montrera en section 6.2.2 que les cristaux subsistants
sont caractérisés par 0y < 6 < 90° et que le cristal critique se trouve en § = 6. Ainsi, en
traction simple, la variable d’endommagement identifiée est 6. Elle caractérise complétement
I’état d’endommagement du matériau, dans le cas précis de la traction simple.

En compression simple, les premiers cristaux a atteindre leur critére sont perpendiculaires a
I’axe de compression : § = 90° (voir section 5.3.2). Si la déformation de compression macrosco-
pique poursuit son augmentation (en valeur absolue) au dela de la limite élastique, les cristaux
6 = 90° se rompent. On montrera en section 6.3.2 que les cristaux subsistants sont caractérisés
par 0 < 0 < #; et que le cristal critique se trouve en # = 6;. En compression simple, la variable
d’endommagement identifiée est 0.

Ainsi, le choix d’une distribution uniforme de cristaux dans un coéne 6 € [0y, 0] permet de
traiter indifféremment les deux types de chargement. On considére ici le cas limite d’aiguilles :
le rapport d’aspect ry — 0.

6.1.1 Schéma auto-cohérent utilisé

On considére un polycristal poreux dont la phase solide est constituée d’un enchevétrement
d’aiguilles. Contrairement au schéma auto-cohérent décrit en section 2.2.1, 'orientation des cris-
taux n’est plus uniformément répartie de facon isotrope mais suit une distribution invariante
par rotation autour de 'axe e;. Ceci conduit a une rigidité effective isotrope transverse d’axe
e3. Ce schéma auto-cohérent numeérique et itératif a été présenté dans Fritsch et al. [41]. On se
place dans le cas particulier d’une distribution d’orientations uniforme dans le cone 6 € [6y, 01],
¢ € [0,2n].
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6.1.2 Reésultats

Revenons quelques instants au cas d’une distribution isotrope (ici définie par 6y = 0° et
61 = 90°). Pour une porosité f, = 0.7, on obtient un module de Young effectif E,, = 1.9 GPa
et un coefficient de Poisson effectif v,, = 0.23. La rigidité effective est évidemment isotrope,
mais elle peut étre interprétée comme un tenseur isotrope transverse : voir les cinq composantes
données dans le tableau 6.1. Cette référence pourra étre comparée aux limites obtenues dans
le cas d’une distribution conique de cristaux, lorsque cette derniére tend vers une distribution
isotrope.

ijkl 1111 1122 1133 3333 2323
CPh, (GPa) | 22 067 067 22 0.76

TAB. 6.1 — Composantes du tenseur de rigidité effectif pour une distribution isotrope d’orienta-
tions (Ey = 40 GPa, vy = 0.34, f, = 0.7)

Distribution de cristaux selon 6y < 0 < 90°

On considére d’abord le cas 81 = 90°, ce qui correspond & une distribution uniforme dans
le cone 6 € [0, 90°]. La distribution est donc caractérisée par le seul paramétre morphologique
0. Ces résultats seront réutilisés dans le cas de la traction simple (section 6.2), ou 6y sera vu
comme une variable d’endommagement. On recherche le tenseur de rigidité effectif C,, pour un
état d’endommagement donné. On détermine également le module de Young apparent Epp” dans
la direction eg, c’est-a-dire le rapport X33/ E33 lorsque X = Y3363 ® e :

pp 2
2C1133

s (6.1)
CT + Cllay

Eﬁé’p = 05533 -
Dans un premier temps, supposons la porosité fixe, en particulier indépendante de 6y. On la
note fg = fz(?) = 0.7. On représente alors sur le graphe de gauche de la figure 6.2 les cinq
composantes définissant le tenseur isotrope transverse de rigidité effective et le module de Young
apparent dans la direction e; (donné par (6.1)). La légende, située en bas de la figure, est commune
aux deux graphes. Comme attendu, on démarre & 8y = 0° avec la rigidité isotrope déja calculée par
le modeéle du chapitre 4 (valeurs numériques données dans la table 6.1). Lorsque 0y = 90°, seules
les composantes C1T,; et C1%,, prennent une valeur numérique non négligeable. Dans ce cas, tous
les cristaux ont leur axe dans le plan (e, e5). Cette orientation préférentielle et la fraction solide
fs = 0.3, suffisamment élevée, conduisent & une rigidité auto-cohérente dont les composantes
1111 et 1122 sont non nulles. En outre, on remarque que certaines composantes n’apparaissent
pas comme des fonctions monotones décroissantes de 6y : c’est le cas, a nouveau, de C¥|; et
C?,,. 11 faut dire que la fraction volumique de cristaux dont 'orientation est 6 € [¢',6" + d6'],
avec 0/ > 6y, dépend de 0y. En particulier, plus 6y est grand, plus la fraction volumique de
cristaux d’orientation proche de 90° est importante. Dans ces conditions, il n’est guére étonnant
d’obtenir des composantes non monotones décroissantes de #y. En particulier, on remarque que
C™ | est plus élevée en 6y = 90° qu'en y = 0° : du point de vue de l'optimisation de C¥,,, les
cristaux sont mieux orientés dans le premier cas (axes perpendiculaires a e3) que dans le second
(isotropie).
La situation qui vient d’étre présentée n’est pas représentative d’'un VER qui s’endommage
par ruptures successives des cristaux. En effet, il faudrait pour cela que la fraction volumique
de cristaux d’orientation 6 € [¢/,6 + d€'] avec 6 > 6y soit indépendante de 6y. Un moyen

.....

cristaux « absents » (on dira bientot, en section 6.2, « qui ont été désactivés » et donc qui ne
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reprennent plus les efforts), c’est-a-dire caractérisés par 6 € [0, 6p]. Ainsi, on écrit la porosité
o= f}? +(1— f]?)(l — cosfp). On obtient alors le graphe de droite de la figure 6.2. A présent,
toutes les composantes sont des fonctions décroissantes de 6y, et elles tendent vers 0 lorsque
6o — 90° (dans ce cas, la porosité f, — 1). Dans toute la suite, on ne fait référence qu’a ce
second modele (porosité augmentée de la fraction volumique de cristaux absents). Ces résultats
seront réutilisés en section 6.2.

fo=1) fo=f) + 1~ f))(1 — cosbp)
3 T T T T T T
B F o2f ]
2 - \\\\‘\_ i Q/ \\‘\‘
\\\\ 2 1 AN
1 L \_\\ i % B \\» T
_____ \\" RRREE o B \\
< f\,\r\: ) E = \\ =
0 1 1 \\I Semiio 0 L L S —
0 22.5 45 67.5 90 0 22.5 45 67.5 90
O (o) to (o)
fffff Clhy O Ol Ol Oy B

F1G. 6.2 — Composantes du tenseur de rigidité homogénéisé et module de Young apparent selon
e3 en fonction de 6y (Ey = 40 GPa, v, = 0.34, f) = 0.7)

Distribution de cristaux selon 0 < 0 < 6,

On considére maintenant le cas #y = 0°, ce qui correspond & une distribution uniforme d’orien-
tation dans le cone 6 € [0, 01]. Ces résultats seront réutilisés dans le cas de la compression simple
(section 6.3), ou 6 sera vue comme une variable d’endommagement. On envisage & nouveau
deux situations :

— la porosité est indépendante de 01 : f, = fg (graphe de gauche de la figure 6.3) ;

— la porosité est augmentée de la fraction volumique de cristaux absents, c’est-a-dire dont
Paxe est dans le cone 6 € [01,90°] : f, = fo + (1 — fg) cosf; (graphe de droite de la
figure 6.3).

Toutes les composantes de la rigidité auto-cohérente sont monotones croissantes de 6 dans le
second cas, alors qu’elles ne le sont pas dans le premier cas. Dans toute la suite, on ne fait
référence qu’a la seconde situation. Ces résultats seront réutilisés en section 6.3.

Comparaison des modules de Young apparents dans les deux situations

Il est difficile de confronter les « performances mécaniques » des deux morphologies étudiées
en observant les seuls graphes de droite des figures 6.2 et 6.3. On se propose de comparer le
module de Young apparent dans la direction e;. Afin de réaliser une comparaison objective, il
faut se placer a fraction solide identique (plus précisément, a fraction volumique de cristaux
subsistants identique). Dans le premier cas, cristaux orientés entre 6y et 90°, la fraction solide
s’écrit :

fs=(1- fg) cos gy (6.2)
Dans le second cas, cristaux entre 0 et 61, la fraction solide s’écrit :
fo= (1= f))(1 = cosby) (6.3)
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fp:fg fp=f19+(1—f,9)cosel
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F1G. 6.3 — Composantes du tenseur de rigidité homogénéisé et module de Young apparent selon
e3 en fonction de 6 (Eq = 40 GPa, v, = 0.34, f) = 0.7)

A partir des résultats tracés en partie droite des figures 6.2 et 6.3, on représente en figure 6.4
I’évolution du module de Young apparent en fonction de la fraction solide. Pour une fraction solide
nulle, le module de Young est évidemment nul. Lorsque fs = 0.3, on retrouve dans les deux cas
une distribution isotrope de cristaux et le module de Young vaut 1.9 GPa. Conformément a
I'intuition, c’est lorsque les cristaux sont placés autour de 'axe de sollicitation (c’est-a-dire es)
que le module de Young est le plus élevé (courbe tracée en trait plein sur la figure 6.4).
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F1G. 6.4 — Module de Young apparent en fonction de la fraction solide pour les deux morphologies
envisagées (E, = 40 GPa, vy, = 0.34, fg =0.7)

6.2 Modélisation d’un essai de traction simple

6.2.1 Définition du chargement imposé

On cherche & modéliser un essai de traction simple controlé en déformation. On impose donc
une déformation homogéne au contour du VER, de la forme :

E = Es3les@e3—ple; ®e; + e @ ey)] (6.4)
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ol p est un paramétre qu’il faut ajuster de sorte que le tenseur de contraintes macroscopique
¥ = Cpp : E soit effectivement uniaxial :

PP
Cl 133

_ s (6.5)
Citi + Ol

p =
On modélise ainsi un essai de traction simple controlé en déformation par la variable E33, a
laquelle on impose une évolution croissante & partir de 0. Il faut néanmoins prendre garde au
fait que le paramétre p défini par (6.5) n’est pas constant au cours de l'essai, puisqu’il dépend
de I'état d’endommagement de la microstructure. Ainsi, p s’apparente davantage a un paramétre
subi, si bien que 'on ne peut en fait parler d’« essai piloté en déformation par E33 » que par
abus de langage.

6.2.2 Repérage du cristal critique

On rappelle que l'on considére le cas du critére local en traction : oy < 0. Initialement,
lorsque la distribution de cristaux est isotrope, l'orientation qui maximise oy est 8y = 0, ce qui
correspond a I'axe de traction simple (section 5.3.2). La premiére orientation critique est donc
0o = 0. Les cristaux présentant cette orientation vont ainsi étre « désactivés » deés lors que la
limite élastique macroscopique va étre atteinte. Puis une autre orientation va devenir critique
et les cristaux correspondants vont étre désactivés, et ainsi de suite... La question est ici de
déterminer la succession d’orientations critiques, c’est-a-dire de cristaux désactivés.

L’intuition conduit & supposer que les orientations critiques successives sont caractérisées par
un angle 6y croissant a partir de 0. Les cristaux subsistants (non désactivés) occupent alors le
cone Oy < 6 < 90° (figure 6.5). La variable 6y est donc identifiée comme une variable d’endom-
magement.

axe de réVOlutionTe3 cristaux désactivés
et de traction / fraction volumique (1 — f;,))(l — cos b))

prochain cristal désactivé (cristal critique)

cristaux subsistants
fraction volumique (1 — fJ) cos 6o

Fi1G. 6.5 — Cristaux désactivés et subsistants, et prochain cristal désactivé, dans le cas de la
traction simple

On vérifie maintenant cette hypotheése. 1l s’agit de déterminer la contrainte on dans tous les
cristaux subsistants. Cette derniére dépend a la fois de I’état de la microstructure (caractérisé par
la variable d’endommagement 6p), et de l'orientation considérée (définie par le paramétre 6). On
la note o (6o, 0) avec 8 € [0y; 90°]. Le comportement des cristaux avant rupture étant élastique
linéaire, oy est proportionnel a la déformation macroscopique F33. On normalise oy /Ess par le
module de Young F; des cristaux, pour former :

UN(907 0)

(6.6)
En d’autres termes, Eso (0o, 6) représente la contrainte mobilisée dans le cristal d’orientation 6
lorsque la variable d’endommagement prend la valeur 6y, et pour une déformation macroscopique
axiale unité. La grandeur o} est sans dimension et indépendante de la valeur du chargement
Es33. Néanmoins, oy dépend de 0, qui est tributaire du niveau de chargement. Les calculs sont
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réalisés de fagon similaire & la section 5.3, en considérant cette fois un milieu effectif isotrope
transverse et non isotrope. Sur la figure 6.6, on représente en trait plein I’évolution de o (6o, 0)
en fonction de 0 pour quelques valeurs de 6. Pour chaque 6y, 'angle 6 qui maximise o3, (6o, 8) est
0 = 0y. L’orientation critique est bien # = 3. On représente aussi sur la figure 6.6 en pointillés
le lieu des maxima, c’est-a-dire la fonction 6y — o (6o, 00), qui est décroissante.

On remarque que sur les quatre courbes tracées en trait plein, la fonction § — o} (6o,0)
passe par 0 puis atteint son minimum en # = 90°, minimum qui est négatif. Les cristaux per-
pendiculaires a ’axe de traction subissent donc une contrainte de compression le long de leur
axe. Ceci peut s’interpréter en invoquant l’effet Poisson & I’échelle de I’éprouvette, qui conduit &
une réduction (puisque vp, > 0) de la section de I’éprouvette & mesure que E33 augmente. Cette
réduction de section tend a mettre en compression les cristaux perpendiculaires a es.

0 225 45 675 90
0 ()

Fi1G. 6.6 — Contrainte o dans ’axe du cristal d’orientation 8 pour quelques valeurs de 6, et en
pointillés la contrainte o dans le cristal d’orientation 6y pour tout 6y (v, = 0.34, fg =0.7), en
traction simple

6.2.3 Deétermination du comportement au dela de la limite élastique

Jusqu’a maintenant, on ne s’est pas préoccupé de la valeur prise par E33. On a déterminé
'orientation critique en maximisant la fonction 8 — o3, (6p,6). On a établi I’évolution de cette
orientation critique 8y en considérant le fait qu’un cristal devenu critique est rompu. Il reste a
déterminer la loi d’évolution de la variable d’endommagement, c’est-a-dire relier 8y & la défor-
mation macroscopique. Fs33 subit une évolution monotone croissante dans le temps, supposée
donnée. Supposons que la microstructure ait atteint un état d’endommagement caractérisé par
fo. Le cristal critique, qui maximise oy, est 8 = 6y. Ce cristal est désactivé lorsque sa contrainte
on atteint o, c’est-a-dire on (g, 00) = 0. Ceci assure le lien entre 'orientation courante 6y
du cristal désactivé et la déformation macroscopique courante Fsg :

E3E330'7V(90,90) = O¢r (67)

La nature de ’essai que nous sommes en train de modéliser impose F33 croissant au cours du
temps. Ainsi, d’aprés (6.7), ox (0o, 6p) est assujettie a décroitre dans le temps. Or nous avons
montré dans la section précédente que, par le mécanisme de désactivation successive des cristaux,
la fonction 6y — o3 (0o, 6p) est nécessairement décroissante, ce qui signifie que 6y croit dans le
temps. Ainsi, & mesure que F33 croit, 6y croit lui aussi, de fagon stable. On représente I'orientation
Ay des cristaux désactivés en fonction de Es33 sur la figure 6.7 pour quelques valeurs de la porosité
intercristalline fg , en reprenant le paramétre o, = 15 MPa identifié en section 5.3.4. Tant que
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FE33 n’a pas dépassé le seuil de limite élastique macroscopique, tous les cristaux subsistent et
0o = 0. Dés ce seuil dépassé, 6y augmente avec F33 de facon stable : 6§y n’augmente que si Fs3
augmente lui méme.

90 . . .

67.5 |

225 |

0 1000 2000 3000 4000
FEs3 (10_6)

F1G. 6.7 — Loi d’évolution de la variable d’endommagement 6y en fonction de la déformation
macroscopique (E, =40 GPa, v, = 0.34, 0., = 15 MPa)

La loi d’évolution de la variable d’endommagement 6y étant connue, on peut déterminer la
rigidité effective Cp, puis le module de Young apparent Epp” (voir (6.1)) correspondants. On
en déduit la contrainte de traction macroscopique Y33 = Eggp F33. Le sens de variation de cette
derniére est a priori indéterminé, puisque Es3 augmente alors que E,b? diminue (dans la mesure
ou fp augmente, voir figure 6.2). Par ailleurs, la déformation macroscopique E1; = —pFEs3 peut
étre déterminée a ’aide de I'expression (6.5) de p. La figure 6.8 représente ’évolution de Esg,
Y33 et Eq1 au cours d’une expérience de traction simple modélisée pour quelques valeurs de
la porosité fg. On observe d’abord une phase élastique. Dés la limite élastique atteinte et le
premier cristal désactivé, la contrainte Y33 décroit. A 1’échelle macroscopique, on obtient donc
une rupture fragile stable. En particulier, la résistance (valeur maximale atteinte par Ys33) est
égale a la limite élastique. Ceci autorise la comparaison, effectuée en section 5.3.4, de la limite
élastique modélisée avec la résistance expérimentale.

2 T T T T 2 . , b
— [, =06  —y:
0= 0 _
15t =0T : sl -0
g | p =03 G A =08
& &
S A ]
0 « : . RSN 0 A e
-250 -200 -150 -100 -50 0 0 1000 2000 3000 4000
Fn (1076) o (1076)

F1G. 6.8 — Comportement obtenu en traction simple pour quelques valeurs de la porosité (F, =
40 GPa, vy = 0.34, 0., = 15 MPa)

Les essais en traction simple avec controle en déformation sont trés délicats a réaliser sur le
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platre pris. Ainsi, nous n’avons trouvé dans la littérature que des essais (avec parfois la propo-
sition d’un modéle purement macroscopique de comportement) sur platre pris fibré, en traction
simple [99, 2, 79] ou en flexion [16, 37]. Il faudrait donc, pour valider ’approche développée ici,
envisager soit la modélisation d’un essai de flexion, soit I'incorporation de fibres par une étape
d’homogénéisation supplémentaire.

6.3 Modélisation d’un essai de compression simple

6.3.1 Définition du chargement imposé

On se place a présent dans le cas d’un essai de compression simple, contrélé en déformation.
On impose donc une déformation homogéne au contour du VER, de la forme :

E = -E33les ®@e3 —pleg ®eq + e @ey)] (6.8)

ol on a noté E33 = —FE%; avec E§3 > 0. Le parameétre p est identique a celui introduit en
section 6.2.1, son expression reste donnée par (6.5). On modélise ainsi un essai de compression
simple « piloté » en déformation par la variable E¥;, a laquelle on impose une évolution croissante
a partir de 0. Il faut ici prendre les mémes précautions qu’en section 6.2.1 concernant le « pilotage
en déformation ».

6.3.2 Repérage du cristal critique

On a vu qu’en compression simple, le premier cristal critique est orienté selon 8 = 90°. On
fait donc a présent ’hypothése que les cristaux subsistants se trouvent dans un cone 6 € [0; 6],
01 caractérisant le prochain cristal critique (figure 6.9). La variable 6, est identifiée comme une
variable d’endommagement.

axe de révolutionfe; ,Cristaux subsistants
et de compression | fraction volumique (1 — (1 —cosby)

prochain cristal désactivé (cristal critique)

cristaux désactivés
v -fraction volumique (1 — fJ) cos 6

Fi1G. 6.9 — Cristaux désactivés et subsistants, et prochain cristal désactivé, dans le cas de la
compression simple

On note on (01, 6) la contrainte de traction dans ’axe du cristal d’orientation 6 lorsque les
cristaux subsistants se trouvent dans le cone 6 € [0;6;]. On normalise par Es et on divise par
E$s pour obtenir :
on(01,0)

E ES,
soit une fonction sans dimension et indépendante de Ef; (tant que, pour le moment, 6; est
indépendant du niveau de chargement). On représente en trait plein sur la figure 6.10 la fonction
6 — ox(01,0), pour quelques valeurs de 6. Conformément & I'intuition, cette contrainte est une
contrainte de compression (ox < 0) pour les cristaux dans I’axe du chargement macroscopique
(# = 0). La contrainte o augmente avec # pour devenir positive (traction) et atteindre son
maximum en 6 = #;. Contrairement au cas de la traction simple, ici la contrainte maximale
61 — ox(01,01) représentée en pointillés ne présente pas une évolution monotone.

on(01,0) = (6.9)
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F1G. 6.10 — Contrainte de traction dans ’axe du cristal d’orientation 6 pour quelques valeurs de
01, et en pointillés la contrainte de traction dans ’axe du cristal d’orientation #; pour tout 6
(vg =0.34, fz? = 0.7), en compression simple

6.3.3 Détermination du comportement au dela de la limite élastique

On impose une évolution croissante de E$s. Initialement, F$; = 0 et tous les cristaux sont
présents (1 = 90°). Durant une premiére phase d’évolution, élastique, la distribution de cristaux
reste isotrope. Cette phase prend fin lorsque la déformation macroscopique E3; atteint la limite
. . clim .0 . .
élastique F33 " définie par :

E B ™ 0%:(90°,90%) = 0y (6.10)

A ce moment 13, les cristaux ; = 90° sont désactivés. Supposons donc que les cristaux cri-
tiques suivants soient ceux dont 'orientation est juste en dessous de 90°. Comme 6, — o'x (01, 61)
commence par croitre lorsque 0; decroit, la contrainte oy (01,61) = EsEggfima}‘V (01,07) croit éga-
lement. En particulier, elle dépasse o, (qui a déja été atteinte pour 67 = 90°). Ce scénario n’est
pas possible. Ceci signifie qu'avant méme que FE$; n’ait eu le temps d’augmenter, tout un en-
semble de cristaux sont désactivés, de fagon instantanée. Cette rupture « en chaine » des cristaux

s’arréte lorsque 6; atteint un angle critique 6 défini par :
on (07, 67) = o (90°,90°) (6.11)

Cet angle critique est représenté graphiquement sur la figure 6.10, par un tracé en pointillés
fins. Durant cette deuxiéme phase, de rupture instable des cristaux successifs, la déformation
macroscopique reste F§; = E§3hm et le parameétre d’endommagement 6; passe de 90° & 6.

Ensuite, on « reprend le contrdle » des cristaux désactivés. Pendant cette troisiéme et derniére
phase, l'orientation des cristaux désactivés 01 décroit & mesure que Ef; augmente, les deux
grandeurs étant reliées par :

ByByoy(61,01) = 00 lorsque 6y < 65 (6.12)

Ces trois phases sont représentées sur la figure 6.11, qui schématise I’évolution de I’orientation
des cristaux désactivés 6, en fonction de la déformation de compression macroscopique ES;. On
représente la méme évolution, mais cette fois calculée, sur la figure 6.12 pour différentes porosités
°.

Revenons un instant sur la stabilité de ’évolution de 6;. Le chargement étant « piloté »
en déformation Ef; par la condition E§3 > 0, la stabilité passe nécessairement par le caractére
croissant de la fonction 6; — oy (61,61). En effet, ES; et o3 (61,601) étant reliés par (6.12),
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' phase 1, élastique

phase 2, évolution instable

phase 3, évolution stable

LI c
0 Egél’m L33

F1G. 6.11 — Schématisation de la loi d’évolution de la variable d’endommagement 61, en fonction
de la déformation de compression macroscopique

90 I : B I 0 I_ —
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D : 0 _
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= 1
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\i\
0 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000
E3; (1079)

F1G. 6.12 — Loi d’évolution de la variable d’endommagement 61, en fonction de la déformation
de compression ES; (E, = 40 GPa, vy = 0.34, 0., = 15 MPa)
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oxn(01,601) est assujettie & diminuer. Comme on part de #; = 90°, ceci ne peut se produire que si
la fonction 61 — o3 (61,01) est croissante. La stabilité n’est donc effective que lorsque 6; < 65,
comme nous venons de le voir.

La variable d’endommagement ¢, étant connue pour chaque valeur de E¥;, on peut déterminer
la rigidité effective Cp, puis la contrainte macroscopique ¥ = C,,, : E. On représente alors sur la

figure 6.13 la déformation E$4 et la contrainte ¥§; = —X33, tout au long de ’essai de compression
simple modélisé. La phase d’évolution instable (phase 2 de la figure 6.11) se traduit ici par une
c,lim

chute brutale de la contrainte de compression macroscopique §; de X357 a une valeur tres
faible. La phase stable (61 < 6f) qui suit, semble négligeable en pratique tant la contrainte
macroscopique mobilisée est faible, du moins pour une porosité située entre 0.6 et 0.8 (voir
figure 6.13). La limite élastique Zgélm coincide avec la contrainte maximale atteinte au cours de
I’expérience de compression simple ainsi modélisée. Ceci autorise la comparaison, effectuée en
section 5.3.4, de la limite élastique modélisée avec la résistance expérimentale.

10 T T T T 0-1 ;‘ T T H T T
00

st 4 £ =071 0.08 ¢ I
N A - 0_-08 = 3 :
& 6} P 1 & 006} 1 ]
o8 4t ] . o3 0.04 }

0 <<’~/’/‘”<’<’| 1 L I I 0 1 1 |\\::jf:f:i*f-’—’-‘

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
B85 (1079 ES5 (1079

Fi1G. 6.13 — Comportement obtenu en compression simple pour quelques valeurs de la porosité
(Ey =40 GPa, vy = 0.34, 0., = 15 MPa), avec un grossissement en partie droite sur une partie
du graphe de gauche

6.4 Remarques de conclusion

On peut s’interroger sur le caractére réaliste des courbes obtenues au dela de la limite élastique
sur les figures 6.8 en traction simple et 6.13 en compression simple. En effet, on s’attendrait
intuitivement & observer :

— en traction, une rupture instable,

— en compression, une rupture stable avec une contrainte de compression qui peut éventuel-

lement croitre juste aprés la limite élastique.
Il faut garder a ’esprit le fait que le modéle développé ici suppose un endommagement diffus dans
tout le VER, alors qu’en pratique, a I’échelle de I’éprouvette, la déformation peut étre localisée.

De plus, le critére propre aux cristaux considéré ici n’est peut-étre pas le plus adapté. Nous
avons déja souligné les limites d’un critére ne portant que sur la traction. Enrichir ce critére a
permis d’obtenir de meilleurs résultats du point de vue de la limite élastique en compression
(voir la section 5.4, et en particulier comparer les figures 5.8 et 5.14). Pour aller plus loin, on
peut envisager d’imposer une limite basse a la contrainte dans 'axe du cristal, afin de rendre
compte d’une éventuelle ruine par flambement des cristaux.

Par ailleurs, rappelons que 'on s’est orienté vers un critére local portant sur la contrainte
moyenne dans les cristaux pour des raisons purement techniques. Pour rendre compte correcte-
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ment du micromécanisme de rupture (déchaussement des cristaux), il faudrait étre capable de
gérer un critére d’interface entre les cristaux. Ce dernier sera traité dans le cadre de particules
sphériques au chapitre 12.

Le comportement au dela de la limite élastique n’a été abordé que dans le cas d’aiguilles
rq — 0o. En effet, la procédure de calcul du tenseur de Hill d'un cylindre incliné dans un milieu
isotrope transverse [41] n’est disponible que dans ce cas limite. Pour rendre compte de fagon
plus réaliste de la morphologie du platre pris, il serait nécessaire de considérer des cristaux
d’élancement fini (ry fini), et donc de calculer le tenseur de Hill d’un prolate incliné dans un
milieu isotrope transverse

80



Troisiéme partie

Silicates de calcium hydratés
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Chapitre 7

Introduction sur les C-S-H et pates de
ciment
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Cette partie de notre travail est consacrée aux matériaux constitués de plaquettes. Les C-s-H,
principaux hydrates du ciment Portland, semblent rentrer dans cette catégorie, du moins a petite
échelle [83, 48, 87]. On aborde, par une approche micromécanique, 1'élasticité, la résistance et
le fluage (effets différés) de matériaux constitués de plaquettes. Pour valider ces modéles, il
conviendrait de disposer de données expérimentales sur des C-S-H. Or les données sur les C-S-H
purs sont extrémement rares dans la littérature. Celles sur les pates de ciment sont en revanche
beaucoup plus abondantes. Ainsi, les modéles proposés dans cette partie de notre travail ne
s’arréteront souvent pas a ’échelle des C-S-H, mais tendront vers la pate de ciment en incorporant
les grains anhydres résiduels et les pores capillaires.

Comme nous venons de 1’évoquer, de nombreuses études expérimentales sont consacrées aux
propriétés mécaniques des pates de ciment au jeune age (dont [122, 52]). Celles-ci fournissent
des mesures de I’élasticité et de la résistance mécanique de pates de ciment. Par ailleurs, la prise
et le développement de la rigidité d’une pate ont été simulées avec succés par éléments finis. Le
modele d’hydratation CEMHYD3D [9] a ainsi été utilisé pour construire des images numériques
3D approchant la microstructure réelle d’'une pate. Les caractéristiques élastiques effectives de
ces images numériques ont ensuite été déterminées par éléments finis, en considérant ces images
comme des structures [114]. Cependant, ces approches numériques tridimensionnelles requiérent
des moyens de calcul assez lourds, et il semble difficile pour le moment de descendre en dessous
d’une résolution de 'ordre du micrométre (cela signifie qu’a cette échelle, la phase C-s-H est
traitée comme un milieu homogeéne), si bien que les techniques classiques d’homogénéisation des
milieux aléatoires représentent une alternative intéressante. Cette partie de notre travail a pour
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but d’évaluer si une approche micromécanique basée sur ces théories est capable de produire des
prévisions réalistes des caractéristiques mécaniques d’une pate de ciment en cours d’hydratation.

La premiére étape du processus de modélisation micromécanique est la conception d’un mo-
déle morphologique. Ce dernier peut étre validé par confrontation des estimations de caractéris-
tiques mécaniques qui en sont issues avec des résultats expérimentaux. Il est courant de réaliser
cette comparaison dans le cadre de 1’élasticité, puisqu’il s’agit d’'un des comportements les plus
simples & modéliser par changement d’échelle. Nous nous proposons de réaliser un tel travail
au chapitre 8. Les résultats obtenus vis-a-vis de 1’élasticité d’une pate de ciment en cours d’hy-
dratation sont assez satisfaisants, ce qui nous pousse ensuite a envisager des phénoménes plus
complexes comme la rupture (chapitre 9) ou les déformations différées (chapitre 10).

Dans ce chapitre, on propose d’abord quelques éléments d’information sur la réaction d’hy-
dratation du ciment (section 7.1). Ensuite, on évoque le fait que malgré le caractére courant et
I’apparente simplicité de mise en ceuvre des matériaux cimentaires, la morphologie des pates de
ciment est loin d’étre clairement connue (section 7.2). Ceci constitue un obstacle a 'utilisation
des méthodes de changement d’échelle. Nous verrons au chapitre 8 comment le contourner par
une approche de type « essai - erreur ». Enfin, on réalise en section 7.3 une synthése des résultats
expérimentaux utilisés dans cette partie III du texte, c’est-a-dire les chapitres 7 a 10.

7.1 Reéaction d’hydratation du ciment : quelques éléments

7.1.1 Description de la réaction

Le ciment Portland est principalement constitué de silicate tricalcique (c38)!, silicate dical-
cique (C28), aluminate tricalcique (C3A), aluminoferrite tetracalcique (C4AF), et de gypse. Au
contact de ’eau, ces composés, dits anhydres, se dissolvent. Les ions précipitent sous forme d’hy-
drates : silicates de calcium hydratés (C-s-H), et portlandite (CH) pour les silicates, et CoAHg,
C3AHg et C4AH 3 pour les aluminates. Les C-S-H sont les principaux (en volume) hydrates formés,
dans le cas des ciments Portland. La réaction d’hydratation peut s’écrire, de fagon schématique :

anhydre + eau —— hydrates (7.1)

Dans ce travail (qui constitue une premiére approche évidemment perfectible), nous ne détaillons
pas toutes les phases anhydres, nous évoquons simplement '« anhydre ». De méme, nous ne
différentions pas toutes les phases hydratées, nous parlerons d’« hydrates », en prenant comme
référence les C-s-H, prépondérants dans les pates de ciment Portland. L’espace complémentaire
au domaine occupé par I'anhydre et les hydrates est formé des pores capillaires, initialement
remplis d’eau.

Les proportions du mélange initial sont caractérisées par le rapport e/c, entre la masse d’eau
et la masse de ciment (anhydre). Contrairement au cas du platre pris traité dans la partie II,
pour lequel nous ne nous intéressions qu’a 1’état complétement hydraté, nous allons ici suivre
le matériau tout au long de son hydratation. En effet, I'hydratation du ciment se déroule sur
une échelle de temps bien plus étendue que celle du gypse : elle ne se stabilise qu’au bout de
plusieurs mois. On caractérise 'avancement de la réaction (7.1) par le degré d’hydratation, noté
«, égal au rapport entre le volume d’anhydre déja hydraté et le volume d’anhydre initial. Ainsi,
le rapport e/c caractérise le mélange initial de ciment et d’eau, alors que le degré d’hydratation
« caractérise I'état du matériau. Il est possible de relier le volume des différentes phases au degré
d’hydratation : c’est 'objet de la section suivante.

! On emploie ici la notation cimentiére : c=CaO, s=SiO2, H=H,0, A=Al,03 , F=Fe;O3.
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7.1.2 Evolution des fractions volumiques
Modéle d’hydratation de Powers

Bien que proposé dans les années 1940, le modéle d’hydratation de Powers [97]| est encore
d’actualité et reste utilisé aujourd’hui, du fait de sa simplicité de mise en ceuvre. Il fournit les
fractions volumiques dans la pate d’anhydre (a), d’hydrates (h), de pores capillaires (pc) et d’eau
(e) sous la forme de fonctions trés simples du rapport massique eau sur ciment e/c et du degré
d’hydratation «. Les données requises sont le volume d’hydrates xj formés et le volume d’eau
consommeé K lorsqu’un volume unité de ciment anhydre est consommé par la réaction (7.1). Ce
sont des caractéristiques stoechiométriques dépendant de la réaction d’hydratation du ciment.
On note p, la densité de 'anhydre. On se propose de réétablir rapidement le modéle de Powers.

Tout d’abord, considérons le mélange eau + anhydre dans son état initial, occupant un volume
total noté V0. Initialement, les volumes d’anhydre et d’eau s’écrivent respectivement :

1 pat/c
V)i=———FV" et V)=V 7.2
14 pee/c ¢ ¢ 14 pae/c (7.2)

A présent, placons nous a I'instant caractérisé par le degré d’hydratation «. Les volumes d’an-
hydre, d’eau et d’hydrates sont :

Va=1-a)V0, Vo=VY—kaV? et V,=rpal? (7.3)

Le modéle de Powers fait I’hypothése que le volume total d’anhydre, d’hydrates et de pores
capillaires (complémentaire de anhydre et des hydrates) reste constant tout au long de I'hydra-
tation. Nous reviendrons sur cette hypothése dans le paragraphe « commentaires » ci-dessous.
Initialement, alors que le mélange anhydre et eau se présente comme un fluide, les pores ca-
pillaires n’existent évidemment pas encore. Néanmoins, nous désignons par abus de langage
« pores capillaires » le domaine alors occupé par l’eau. Ces derniers occupent donc le volume
Vpe = VO — V, — Vj,. Ils sont a priori partiellement saturés d’eau. Les fractions volumiques
d’anhydre, hydrates, pores capillaires et d’eau s’écrivent alors, selon le modéle de Powers :

(1—a) Kho

_ U-a) _ __hkna _ pae/c+ (1 —kn)a
1+ paefc’ "7 14 peefc’

f _ pat/c — Ketx
pe 1+ pae/c

et fe= 1+ pee/c

(7.4)
La mise en ceuvre numérique de ces relations, avec p, = 3.13, Kk, = 2.13 et k. = 1.31, donne les
formules usuelles :

fa

~0.32(1 - «) 0.68« e/c— 0.36c

e/c—0.4175a
=% = Jee= ——an
e/c+0.32 e/c+0.32 e/c+0.32

Ja e/c+0.32

et fe= (7.5)
Remarquons que f. < fpe : les pores capillaires sont partiellement saturés. Par ailleurs, la fraction
volumique de pores f, dans la pate de ciment est plus élevée que f,. puisque les hydrates
incorporent un espace poreux de dimension caractéristique plus petite que les pores capillaires,
et souvent appelé porosité de gel. Le modéle de Powers estime cette porosité de gel dans les

hydrates & 0.28, si bien que la porosité totale prend la forme :

e/c—0.17x

Jo= e/c+0.32

(7.6)

Les évolutions en fonction du degré d’hydratation « des fractions volumiques d’anhydre,
hydrates et pores capillaires sont représentées sur la figure 7.1 pour des rapports e/c = 0.3 et 0.5.
Sur les graphiques de cette figure, la distance verticale entre deux courbes successives représente
la fraction volumique de la phase indiquée entre ces deux courbes. La réaction d’hydratation est
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supposée se terminer a o = o’ lorsqu'un des réactifs est épuisé. Selon la valeur du e/c, ceci
correspond & f, =0ou fo=0:

1 si e/c> Ke/pa
auh — 6/C

Ke/pa

(7.7)

si e/c < Ke/pa

Le e/c séparant les deux cas de figure se trouve a k./p, ~ 0.42 : dans ce cas, eau et ciment sont
présents en quantités stecechiométriques. En dessous (par exemple a e/c = 0.3), 'hydratation
s’arréte pour o < 1 par épuisement de I’eau : il subsiste de 'anhydre. Au dessus (e/c = 0.5 par
exemple), 'hydratation s’arréte pour a = 1 par épuisement de I’anhydre. Dans ce cas, la phase
solide n’est constituée que d’hydrates & la fin. Evidemment, ces degrés d’hydratation ultimes
ne sont pas nécessairement atteignables dans la pratique, méme au bout d’'un temps trés long.
En particulier, des questions de cinétique seraient & prendre en compte, afin de relier le degré
d’hydratation au temps.

e/c=0.3 e/c=0.5
1 T T T T 1 T T T T
pores capillaires pores capillaires
0.8 - 0.8 .
0.6 - 0.6 -
— hydrates =~
0.4 . 0.4 hydrates .
0.2 | anhydre it . 0.2 anhydre .
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 0.8 1
Q@ Q@

Fi1c. 7.1 — Répartition volumique de ’anhydre, des hydrates et des pores capillaires estimée par
le modéle de Powers, comme fonctions du degré d’hydratation

Commentaires

Revenons sur I’hypothése de volume constant occupé par ’ensemble anhydre + hydrates +
pores capillaires. Cette hypothése est recevable aprés la prise, c’est-a-dire une fois que la pate de
ciment présente un comportement de solide. En effet, le volume apparent du milieu poreux ainsi
obtenu, dont le squelette constitué d’anhydre et d’hydrates est solide, reste constant, du moment
que les déformations de retrait liées aux effets capillaires restent négligeables. Par contre, avant
prise, la pate est fluide. Or il est bien connu que le volume total d’anhydre, d’hydrates et d’eau
diminue au cours du temps. Il s’agit du retrait Le Chatelier |71] : le volume d’hydrates formé est
inférieur & la somme des volumes d’anhydre et d’eau consommeés. Aprés la prise, ce phénoméne
a évidemment toujours lieu : il se traduit par 'apparition d’air dans le réseau poreux, puisque
le volume apparent est figé. On schématise sur la figure 7.2 les volumes d’anhydre, eau, hydrates
et air obtenus & plusieurs étapes de I’hydratation, dans deux cas selon la position du rapport
e/c vis-a-vis de la valeur stoechiométrique 0.42. Sur cette figure, la prise est symbolisée par le
fait que le rectangle représentant les hydrates occupe toute la hauteur du rectangle global. Le
domaine occupé par 'eau et l'air est appelé « pores capillaires », méme avant prise. L’hypothése
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.......... e/c < 0.42
c | 1
€ air
e
h h| e hof 4"
a
h a a
a
a
état initial avant prise prise (volume aprés prise état final
a=0 apparent figé) a=a" <1
.......... e/c > 0.42
e . R
air 0
€ air
e
— e
h h h .
a h a
a
a
état initial avant prise prise (volume aprés prise état final
a=0 apparent figé) a=ao" =1

F1G. 7.2 — Représentation schématique (les ratios entre volumes ne sont pas respectés) de 1’évolu-
tion des volumes d’anhydre a, hydrates h, eau e et air air tout au long de la réaction d’hydratation
du ciment (Dair, en grisé, ne fait pas partie du systéme fermé anhydre+eau-+hydrates)
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de volume constant consiste & ne pas tenir compte de la réduction de volume du systéme entre
I’état initial et la prise.

On tente maintenant de pressentir I'influence des variations de volume relatif des différentes
phases au cours de I'hydratation sur les caractéristiques mécaniques de la pate de ciment. A
mesure que 'hydratation progresse, les fractions d’anhydre et de pores capillaires diminuent, et
la fraction d’hydrates augmente. La fraction solide (anhydre + hydrates) augmente, ce qui fait
qu’intuitivement, on s’attend & ce que les caractéristiques mécaniques de la pate augmentent
au cours du temps. Néanmoins, 'anhydre est remplacé par de I'hydrate, moins dense (car le
volume anhydre + hydrates augmente), donc présentant a premiére vue des caractéristiques mé-
caniques moins bonnes. Deux effets opposés se manifestent donc : augmentation de la fraction
solide (conduit & augmenter les caractéristiques mécaniques effectives) et dégradation des ca-
ractéristiques d’une partie de ce solide (conduit & faire diminuer les caractéristiques mécaniques
effectives). Il est par conséquent indispensable de clarifier cela a ’aide d’un modéle qui, & partir
des fractions volumiques déterminées ici, évalue les caractéristiques mécaniques effectives de la
pate. De plus, il existe un troisiéme effet qui est le role fondamental de « colle » (ou, oserait-on
dire, de « ciment ») que jouent les hydrates, sans lesquels la pate de ciment ne serait qu'un milieu
granulaire sans cohésion.

7.2 Morphologie des pates de ciment

Les caractéristiques mécaniques d’un matériau composite dépendent grandement de la mor-
phologie de ce dernier. Il convient donc, avant d’entamer tout travail de modélisation micromé-
canique, de rassembler des informations sur la microstructure. Or la morphologie des pates de
ciment est extrémement complexe, si bien que la communauté scientifique ne semble pas avoir
atteint un consensus clair sur cette derniére. Pour bien s’en rendre compte, on fait ici référence
a quelques modéles issus de la littérature et se proposant de décrire la microstructure d’une pate
de ciment. Le niveau de description de ces modéles se situe soit a 1’échelle de la péte, soit a
I’échelle des C-S-H.

-~

7.2.1 A D’échelle de la pate

A Téchelle de la pate, les phases anhydres comme les phases hydratées apparaissent comme
continues. On rencontre principalement deux modéles de microstructure de pate en cours d’hy-
dratation : HYMOSTRUC3D et CEMHYD3D.

Le modéle HYMOSTRUC3D [126, 127] représente la microstructure d’une pate de ciment comme
un ensemble de sphéres concentriques. La figure 7.3 gauche présente un exemple d’image issue de
ce modéle. Les sphéres concentriques présentent en leur coeur de 'anhydre, entouré de couches
d’hydrates.

Le modeéle CEMHYD3D [9, 10| représente la microstructure d’une pate de ciment comme un
ensemble de voxels élémentaires, chaque voxel pouvant étre constitué d’une phase bien précise I1
s’agit d’'un modéle tridimensionnel dont la figure 7.3 droite représente une coupe. On ne retrouve
clairement pas I'organisation en couches concentriques supposée par le modéle HYMOSTRUC3D.

Ainsi, deux modéles différents de microstructure de pates de ciment donnent des morphologies
ayant trés peu de points communs. Cela montre le manque de clarté vis-a-vis de la morphologie
a l'échelle de la pate. Plutét que de choisir un modéle existant, nous chercherons par la suite
(chapitre 8) a construire notre propre modéle morphologique et & en évaluer la pertinence en
comparant les estimations de caractéristiques élastiques & des mesures expérimentales.
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Fic. 7.3 — Modéles de microstructure de pate de ciment : & gauche le modéle HYMOSTRUC3D
[126, 127], et & droite le modéle CEMHYD3D [9, 10]

7.2.2 A l’échelle des c-s-H

On peut rencontrer dans la littérature principalement deux visions de la microstructure des
silicates de calcium hydratés, selon la forme élémentaire constituant a la plus fine échelle cette
microstructure : feuillet ou sphére.

Minet propose dans [83] la vision multiéchelle reprise sur la figure 7.4 et établie a partir
de [82]. A I’échelle micrométrique, les C-S-H apparaissent comme un assemblage de particules de
dimension submicronique. Ces particules sont elles-mémes, a I’échelle de la dizaine de nanométres,
constituées d’un empilement de feuillets.

minéral: assemblage agglomeérat: assemblage particules: empilement feuillet: empilement de

agglomérats de particules de feuillets couches atomiques

10" m 105m 10 %m 10°°m

F1G. 7.4 — Un premier modéle de microstructure de C-s-H, multiéchelle partant de feuillets [83]

Jennings propose dans [61], & partir de 'analyse de résultats de différentes techniques d’ob-
servation indirecte, un modéle décrivant les C-S-H comme un ensemble de globules sphériques
(figure 7.5). Les globules sont constitués de plusieurs particules, de forme sphérique également,
et dont le diamétre est d’environ 2 nm.

Comme a l’échelle de la pate, la microstructure n’est pas trés claire a 1’échelle des C-s-H.
Remarquons que dans le diamétre de 2 nm des particules élémentaires du modéle de Jennings,
on ne peut caser que 2 & 3 feuillets dans le sens de ’épaisseur. Nous nous permettons de prendre
quelque distance avec le modéle de Jennings, qui ne semble pas reposer sur des observations
directes de la microstructure. Nous privilégions ici le modéle proposé par Minet. En effet, des
feuillets ont été observés, de méme que les particules de dimension submicronique [46].
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N: accessible
pore
Full at 90% rh

Empty at 40% rh

20 nm

F1G. 7.5 — Un second modéle de microstructure de C-s-H, globules sphériques [61]

7.3 Synthése des données expérimentales utilisées

On dispose de données expérimentales, issues de la littérature, sur le comportement mécanique
d’une pate de ciment a différents rapports e/c et degrés d’hydratation. Remarquons qu’il est
courant de trouver des mesures de grandeurs mécaniques (élasticité, résistance) de pates de
ciment en fonction du temps. Le degré d’hydratation est plus rarement présenté, car il s’agit
d’une mesure délicate a réaliser. Or le degré d’hydratation est le paramétre d’entrée de nos
modéles, qui décrit ’évolution de la pate de ciment. Il serait possible de passer a la variable
« temps » en mettant en place un modéle de cinétique d’hydratation; ce que nous n’avons pas
souhaité faire, préférant rester concentrés sur I’aspect « mécanique ». Ainsi, nous devons nous
cantonner aux données mécaniques reliées au degré d’hydratation. Ces données, synthétisées
dans cette section, seront exploitées pour valider les modéles développés dans cette partie III,
consacrée aux C-S-H et pates de ciment.

7.3.1 Elasticité

On dispose de données sur ’élasticité d’une pate de ciment au trés jeune age, & un age plus
avancé et a terme (pates matures).

Boumiz [15] a réalisé des mesures par ultrasons de 1’élasticité de pates de C3S conservées a
20°C, pour des e/c compris entre 0.3 et 0.6. Le principal intérét de la technique ultrasons est
que 'on peut démarrer la mesure & un degré d’hydratation quasi nul. Le module de Young est
représenté en fonction du degré d’hydratation sur la figure 7.6.

Les travaux de Haecker et al. [52] fournissent des données a des ages plus avancés. Le degré
d’hydratation et le module de Young de pates ont été mesurés a 14, 28 et 56 jours sur deux ciments
différents et pour des rapports e/c allant de 0.25 & 0.6. Le module de Young est représenté en
fonction du degré d’hydratation sur la figure 7.7.

On dispose également de données expérimentales sur des pates matures, c’est-a-dire pour
une hydratation quasiment stabilisée. Helmuth et Turk [58] ont exploité trois matériaux : deux
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Epate (GPa)
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e/c=10.3
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e/c=0.5
e/c=0.6

F1G. 7.6 — Module de Young de pates de C3S mesuré par ultrasons [15]
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F1G. 7.7 — Module de Young de pates de ciment en cours d’hydratation [52]
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ciments Portland et du ¢3S quasi pur. Ils ont réalisé des éprouvettes a e/c¢ compris entre 0.3 et
0.6, et ont mesuré le module de Young a 6, 7, 8, 14 et 24 mois pour les ciments et 8 et 14 mois
pour le C3S. Les mesures sont représentées en fonction du rapport e/c sur la figure 7.8.

40 T T T
=3

—~ 30 B +++ T
< +
[l
S T
g +#3F++
N oot i

0 1 1 1

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
e/c

F1G. 7.8 — Module de Young de pates de ciment matures [58|

7.3.2 Reésistance

Byfors [18] a réalisé une synthése des résistances en compression de pates de ciment mesurées
par Taplin. A partir de cette synthése, Torrenti et Benboudjema [122] ont tracé le graphe repris
sur la figure 7.9. Les données expérimentales sont représentées par des symboles ponctuels. Les
segments de droite sont des régressions linéaires proposées par Torrenti et Benboudjema.

40

(o8]
o
1

Strentgh [MPa]
s 8

o
1

0 0.25 0.5 0.75 1
Hydration degree a

F1G. 7.9 — Résistance a la compression d’une pate de ciment en fonction du degré d’hydratation,
graphe extrait de [122]

7.3.3 Prise

En exploitant les résistances expérimentales en compression de pates de ciment réalisées par
Taplin, citées par Byfors [18] et reprises ci-dessus, Torrenti et Benboudjema [122] ont défini un
seuil o™ sur le degré d’hydratation, en dessous duquel la résistance de la pate peut étre négligée.
En faisant 'hypothése d’une relation affine entre la résistance a la compression o, et le degré
d’hydratation «, sous la forme o, = 00(a — ag™), ils ont estimé of"” par régression affine sur les
données expérimentales (o, o.) disponibles pour quelques valeurs de e/c (table 7.1).
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efc ag”?
0.16 0.07
0.25 0.16
0.35 0.24
0.5 0.25
0.65 0.37

TAB. 7.1 — Degré d’hydratation de prise d’'une pate de ciment estimé a partir de mesures de
résistance a la compression [122]

Il convient de garder & l'esprit le fait que, compte tenu de la méthode de détermination
utilisée, ag”’ n'est quune approzimation du degré d’hydratation de prise (défini comme le degré
d’hydratation & partir duquel la résistance d’une pate n’est plus nulle). En particulier, & cause
de la régression linéaire, il existe sur la figure 7.9 des points expérimentaux attestant d’une
résistance a la compression non nulle alors méme que le degré d’hydratation de prise approché
n’est pas encore atteint (o, > 0 pour a < ag'?).

Par ailleurs, on remarque qu’il existe un écart significatif entre le seuil de prise ici défini a
partir de données sur la résistance & la compression, et le seuil qui peut étre défini sur la raideur
élastique a partir des essais de Boumiz [15] reportés sur la figure 7.6. Par exemple, & e/c = 0.5,
le tableau 7.1 indique ay™ = 0.25, alors que sur la figure 7.6, la courbe dessinée par les symboles

circulaires indique qu’a a = 0.25 la rigidité mesurée n’est plus du tout négligeable (2 4 3 GPa).

7.3.4 Fluage

Le Roy [72] a réalisé des essais de fluage en compression simple sur pates de ciment a e/c =
0.28, 0.38 et 0.5. Le chargement est appliqué a tg = 28 jours, et son intensité vaut oy = 15.6 MPa
pour les e/c = 0.28 et 0.38, et 09 = 9.4 MPa pour le e/c = 0.5. Les éprouvettes de pate
ont été maintenues autant que possible isolées de ’extérieur, du point de vue hydrique. Les
résultats obtenus sont repris sur la figure 7.10, sur laquelle la déformation élastique (déformation
instantanée £y observée au moment du chargement) a été retranchée de la déformation mesurée.

150 . .
s o ©
ol o ©
=100 | 0° I
~ OO " % X o
Q‘j o ><><>< Lot
=) o x L+t
Z Lo et T i
gl 50 O><><+++Jr o 6/020.5
i€ oy x efc=0.38

0 3 e/c=0.28
0 50 100 150

t — to (jours)

F1c. 7.10 — Déformation de fluage mesurée au cours du temps (d’aprés [72]), rapportée a 1 MPa
de chargement
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Chapitre 8

Elasticité des C-S-H et des pates de
ciment

Ce chapitre est consacré & la mise au point d’'un modéle morphologique de pate de ciment en
cours d’hydratation, afin de prédire 1’élasticité de cette derniére. La premiére tentative suppose
une précipitation des hydrates au voisinage immédiat des grains anhydres. La confrontation
expérimentale montre que ce modéle morphologique n’est pas satisfaisant. On envisage alors un
modéle faisant référence aux deux types de C-S-H fréquemment évoqués dans la littérature : les
C-s-H haute densité (ou inner products) forment une couche entourant les particules anhydres,
alors que les C-s-H basse densité (ou outer products) jouent le role d’une matrice poreuse. Les
simulations du module de Young effectif au cours de ’hydratation sont en bon accord avec les
données expérimentales disponibles, a ’exception du trés jeune age, sur lequel le modéle est
perfectible. Une description plus fine de I'espace poreux des hydrates basse densité permet déja
d’aller dans ce sens.
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CHAPITRE 8. ELASTICITE DES C-S-H ET DES PATES DE CIMENT

Le principal objectif de ce chapitre est la mise au point d’'un modéle morphologique de pate
de ciment. Il ne s’agit pas de décrire précisément la position géométrique de chaque constituant,
mais plutdt de rassembler suffisamment d’information sur la morphologie pour obtenir des esti-
mations raisonnables de ’élasticité d’une pate en cours d’hydratation. Or nous avons souligné la
complexité de la microstructure des pates et I'absence de consensus de la communauté scienti-
fique sur le sujet (voir chapitre précédent). Ainsi, on s’est proposé d’utiliser la micromécanique
pour mettre & ’épreuve différents modéles morphologiques, face & des résultats expérimentaux.
Plusieurs modéles de morphologie ont été considérés, correspondant a plusieurs scénarios sur le
développement de la microstructure. La démarche a donc été de type « essai-erreur », le « juge
de paix » étant la confrontation aux données expérimentales.

Dans ce chapitre, on relate d’abord la premiére tentative de modéle de pate de ciment, par-
tant d’une microstructure fréquemment évoquée dans la communauté (section 8.1). Ce modéle
suppose que les hydrates s’organisent en couches autour des particules de ciment anhydre. La
confrontation aux résultats expérimentaux montre que cette approche n’est pas pleinement satis-
faisante. Un certain nombre de difficultés a reproduire correctement les résultats expérimentaux
nous ont conduit & mettre au point une alternative plus élaborée (sections 8.2 a 8.4).

En fait, 'homogénéisation des milieux aléatoires a déja été exploitée pour modéliser les ca-
ractéristiques poro-élastiques au jeune age de pates de ciment, mortiers et bétons [11, 23, 123].
A la plus fine échelle considérée par ces études, les ¢-s-H haute densité forment des inclusions
dans une matrice de C-s-H basse densité, plus souple. Ce matériau composite, homogénéisé, est
ensuite vu comme une matrice dans laquelle sont plongées diverses inclusions représentant la
portlandite ou les grains de clinker (anhydre) restants. L’approche proposée ici conserve un mo-
deéle morphologique distinguant les C-S-H basse et haute densité, mais tente de tirer meilleur
parti des informations disponibles sur la distribution spatiale des phases C-S-H haute densité,
C-S-H basse densité et anhydre.

Au dela de la prise en compte des différences de propriétés mécaniques de ces constituants,
I’originalité du modéle proposé a partir de la section 8.2 réside dans une représentation géomé-
trique plus sophistiquée de la microstructure ou 'on s’efforce d’exprimer le fait que les C-s-H
haute densité (inner products) forment un domaine intermédiaire entourant les grains anhydres
et les séparant des C-S-H basse densité (outer products). De plus, on cherche a profiter des avan-
cées récentes en matiére d’observation nanoscopique de grains d’anhydre en cours d’hydratation
[65, 46]. On se place donc a une échelle qui révele I'hétérogénéité des deux types de C-S-H, a
laquelle on distingue les briques élémentaires constituées de feuillets de C-S-H et les pores de gel.
On analysera 'influence de la forme de celles-ci sur les propriétés effectives du composite, en ap-
portant ainsi des éléments de réponse a la question ouverte dans [24]. Notons que cette question
continue de susciter d’'intéressants échanges au sein de la communauté scientifique [125, 110].

La section 8.2 présente le modéle développé & partir d’observations de péates a différentes
échelles et par divers moyens technologiques. Le modéle morphologique est ensuite traduit en
schéma d’homogénéisation. Enfin, on rassemble les données d’entrée nécessaires a la mise en
ceuvre de ce dernier. La section 8.3 confronte avec un certain succés les estimations issues du
modéle & des données expérimentales sur 'élasticité de pates tirées de différentes sources biblio-
graphiques. La section 8.4 formule enfin quelques remarques, notamment sur I'influence de choix
faits lors du développement du modéle (type de schéma d’homogénéisation, forme des particules)
et sur les prédictions au trés jeune ége.

Il est important de mentionner que ce travail n’est qu’une premiére approche de modélisation
micromécanique de ’élasticité d une pate de ciment en cours d’hydratation. Cette vision simplifiée
ne considére comme produits d’hydratation que les seuls C-s-H. Elle peut étre créditée par le fait
que les C-s-H représentent les produits d’hydratation les plus importants (en volume) d’une
pate de ciment Portland. Une étude plus sophistiquée devrait néanmoins tenir compte des autres
hydrates formés (portlandite et phases aluminates), sans que cela ne pose d’ailleurs de problémes
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théoriques. Cependant, les résultats établis ici rendent déja compte de facon assez satisfaisante
des mesures expérimentales sur pates de ciment.

8.1 Premiére tentative de modéle de pate de ciment

La réaction d’hydratation se caractérise par un mécanisme de dissolution - précipitation, les
deux processus ayant lieu simultanément (sauf aux tous premiers instants). La microstructure
obtenue dépend de I'endroit dans la pate ol se produisent ces phénoménes. La dissolution de
I’anhydre a évidemment lieu & la surface des grains de ciment. La premiére idée a été de considérer
que les hydrates ne précipitent que dans un voisinage trés proche des grains anhydres. Plus
précisément, on considére deux lieux de précipitation :

— a la surface des grains anhydres en remplacement du volume de ciment qui vient de se

dissoudre,

— a la périphérie de la couche d’hydrates déja formée.

Ainsi, les particules solides en cours d’hydratation sont modélisées & tout instant comme des
particules composites, formées d’un cceur anhydre entouré de couches successives d’hydrates.
Pour simplifier les calculs qui vont suivre, on considére des particules présentant la symétrie
sphérique, et on suppose que toutes les couches d’hydrates sont douées du méme comportement
(il n’y aura pas d’hydrates haute et basse densité dans cette section 8.1). Assimiler les grains
de ciment initiaux & des sphéres semble légitime dans la mesure ol ceux-ci ont été produits par
broyage. Supposer que la symétrie sphérique caractérise aussi les particules composites anhydre
+ hydrates revient a faire 'hypothése d’une progression isotrope de I'hydratation, c’est-a-dire
indépendante de la direction dans l’espace autour du grain. On n’est donc, en particulier, pas
en mesure de décrire le tout début de I'hydratation, pendant lequel des particules d’hydrates
viennent se déposer sur les grains anhydres de maniére & recouvrir progressivement leur sur-
face [45|. En effet, le présent modeéle suppose que dés qu'un volume infinitésimal d’hydrates
s’est formé, celui-ci est réparti uniformément & la surface des particules de ciment. Néanmoins, le
concept de sphére composite est fréquemment rencontré dans les modéles d’hydratation et de mi-
crostructure : on peut citer le tout premier modéle de ce genre, celui de Johnson et Jennings [62],
le célebre Hymostruc [126, 127], ou encore le récent pic [13].

Selon ce scénario de croissance des hydrates, la prise survient dés lors que les particules
arrivent au contact les unes avec les autres, par 'intermédiaire de leur couche d’hydrates. La
rigidité de la pate augmente ensuite, comme conséquence a la fois du développement des surfaces
de contact entre particules adjacentes et de la réduction de 1’espace poreux.

8.1.1 Modélisation

Avant de décrire le modéle morphologique puis micromécanique rendant compte du scénario
de précipitation des hydrates évoqué ci-dessus, on commence par s’intéresser a ce qui se passe
juste avant le début de I’hydratation.

Modéle avant hydratation

On commence par étudier ce qui se passe entre le moment ou le ciment a été mélangé avec
I’eau et le moment ot une couche infinitésimale d’hydrates recouvre les particules d’anhydre
(a — 07). On est donc dans le cas @ — 0. Comme ce sont les hydrates qui sont supposés jouer le
role de « colle » entre les particules anhydres, on va faire I’hypothése que ces derniéres glissent
librement les unes sur les autres tant qu’elles ne sont pas recouvertes d’'une couche infinitésimale
d’hydrates. Pour appréhender cette période a ’aide du modéle qui va étre développé plus loin
(voir paragraphes suivants et figures 8.3 et 8.4), on propose de recouvrir les particules d’anhydre

97



CHAPITRE 8. ELASTICITE DES C-S-H ET DES PATES DE CIMENT

non pas d’une couche d’hydrates (comme c’est le cas sur la figure 8.4) mais d’une interface lisse.
Ce type d’interface est caractérisé par la nullité de la partie tangentielle du vecteur contrainte et
la continuité de la composante normale du vecteur déplacement. On considére donc un schéma
auto-cohérent mettant en jeu dans les problémes auxiliaires (figure 8.1) :
— une sphére pour représenter ’espace poreux,
— une sphére homogeéne (car I'hydratation n’a pas commencé) entourée d’une interface lisse
pour représenter les grains anhydres.

| | I
1 1 L tdy (L 1 1
| I | |
| @ Iré’/ \: @4—:— interface lisse
| | | |
| |

Fic. 8.1 — Problémes auxiliaires d’élasticité & résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-
cohérent proposé pour modéliser le mélange anhydre+eau avant hydratation

La construction de ’estimation des modules élastiques effectifs se fait de fagon trés similaire &
ce qui a été exposé en section 2.1.1. La seule différence réside dans le probléme auxiliaire visant a
estimer la déformation moyenne du solide entouré de son interface : il ne s’agit plus d’un probléme
d’inhomogénéité d’Eshelby car & présent une interface lisse sépare la sphére solide du milieu de
référence. La résolution de ce probléme auxiliaire conduit & une déformation non uniforme dans
la sphére solide lorsque la déformation auxiliaire Ey est déviatorique. La résolution du probléme
plus général, avec une interface dont le comportement est isotrope transverse et défini par une
relation linéaire entre le vecteur contrainte et la discontinuité de déplacement dont elle est le
siége, est exposée de deux maniéres différentes dans [54, 135|. On propose en annexe C.2 une
méthode de résolution de ce probléme. Aprés calculs, on obtient les deux équations non linéaires
]{jAC

suivantes, dont les modules auto-cohérents et ¢ sont solutions :

]CAC — 4(1 — fpc)ka/‘LAC

8.1
3 focka + 4pAC &)
64(15k, + 1) ¢ +
[360(3 — fpe)k2 + 24(14 + 65 foe ) kapta + 32(4fpe — V2] p¢ + (8.2)

9(3fpe — 1)(5Tkq + 4pta)kapta = 0

avec kg, ftq les modules élastiques de 'anhydre et fp,. la porosité. Notons que I’équation (8.1)
est identique a son homologue (2.8) établie avec une interface parfaite autour de 'inhomogé-
néité solide, puisque dans le cas d’une déformation auxiliaire Eqy sphérique, le caractére lisse de
I'interface n’a aucune influence : celle-ci n’est pas sollicitée en cisaillement.

Le module de Young auto-cohérent ainsi obtenu est représenté en fonction de la porosité sur
la figure 8.2. On constate une porosité critique ¢° = 1/3. Considérer le fait que les particules
sphériques sont entourées d'une interface lisse a fait baisser la porosité critique de 1/2 a 1/3. Cette
transition a également été observée dans le contexte de la résistance mécanique [107]. Autrement
dit, dans le cadre du présent modéle morphologique, tant que la fraction solide initiale (ciment
anhydre) est inférieure a 2/3, le milieu homogénéisé anhydre + eau n’a aucune rigidité : il n’exhibe
pas un comportement de solide.

La porosité capillaire initiale (fraction volumique d’eau initiale) est reliée au rapport e/c par :

0 e/c e/c

= = 8.3
e ele+1/ps  e/c+0.32 (8:3)

98



8.1. PREMIERE TENTATIVE DE MODELE DE PATE DE CIMENT

04 T T T
0.3 | .
S
o> 02 Ff .
<
K
0.1 i
0 1 1 1

0 01 02 03 04
pr

FiG. 8.2 — Module de Young estimé par schéma auto-cohérent lorsque les particules d’anhydre
sont entourées d’une interface lisse (v, = 0.3)

Ainsi, la porosité critique ¢ = 1/3 correspond a un rapport e/c critique de 0.16. Le modéle
actuel est donc incapable de traiter correctement les pates préparées a un e/c < 0.16, puisque
dans ce cas le mélange anhydre + eau serait doué d’une rigidité non nulle avant méme que
I'hydratation ne démarre. Néanmoins, dans les bétons courants, on n’atteint jamais des e/c aussi
bas.

Modéle morphologique de la pate en cours d’hydratation

Comme annoncé ci-dessus, les particules en cours d’hydratation sont considérées comme des
sphéres composites (coeur anhydre entouré d’une couche d’hydrates). L’espace laissé libre entre
ces particules est occupé par les pores capillaires. La figure 8.3 représente de fagcon schématique
et en 2D le modéle morphologique proposé. Elle n’est qu'une « vue de 'esprit » : le modéle réel
est tridimensionnel.

L’espace poreux considéré dans le présent modéle n’est constitué que des pores capillaires.
Ceci signifie que les pores de gel des hydrates ne sont pas comptés dans la porosité. Le matériau
« hydrates » que l'on considére ici comme continu renferme ces pores de gel sans que ’on soit
capable de les distinguer a notre échelle d’étude.

anhydre

} particule composite
hydrates

pore capillaire

FiG. 8.3 — Représentation schématique du modéle morphologique de pate de ciment proposé

Modéle micromécanique de la pate en cours d’hydratation

Le milieu composite considéré est constitué de trois phases : anhydre, hydrates et espace
poreux (pores capillaires), respectivement représentées par les indices a, h et pe. Les fractions
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volumiques de ces trois phases dans le VER de pate sont respectivement notées fq, f3 et fpe. La
pate de ciment, correspondant au milieu homogénéisé, est représentée par 'indice « pate ».

Il convient de construire un schéma d’homogénéisation rendant compte de la morphologie
envisagée (schématisée sur la figure 8.3). Si les sphéres n’étaient pas composites mais homogénes,
on serait en présence d’un ensemble de sphéres solides homogénes pénétrables. Or le schéma auto-
cohérent avec formes sphériques fournit une estimation relativement satisfaisante de 1’élasticité
effective d’un assemblage monodisperse de sphéres pénétrables (du moins en termes de module
de compression : voir section 2.1). Il reste a rendre compte du caractére composite des sphéres
solides. On propose a cet effet de recourir & un motif morphologique représentatif (MMR), selon
une démarche inspirée de [14, 116, 132|. Le MMR envisagé est formé d’un coeur anhydre entouré
d’une couche d’hydrates, le tout présentant la symétrie sphérique. On fait donc appel a un
schéma auto-cohérent généralisé, le caractére généralisé renvoyant & l'utilisation d’'un MMR. Ce
type de schéma supposant une répartition parfaitement désordonnée des pores et des MMR, le
comportement effectif est isotrope.

Dans le cadre du schéma d’homogénéisation qui vient d’étre évoqué, I'estimation de la rigi-
dité effective passe classiquement par celle des déformations moyennes des trois phases anhydre,
hydrates et espace poreux lorsque le VER est soumis & des conditions aux limites de type « dé-
formation homogéne au contour » (déformation E). La résolution de deux problémes auxiliaires
d’élasticité, représentés sur la figure 8.4, fournit des estimations de ces déformations moyennes
comme des expressions linéaires de la déformation auxiliaire Eq. Contrairement au probléme
classique d’Eshelby [36], l'originalité de notre situation réside dans le fait que I'inhomogénéité
représentant le solide est une sphére composite et non pas homogéne. Ce schéma d’homogénéi-
sation a été présenté dans [107], dans le cas limite ot le coeur anhydre (a) est rigide et la couche
d’hydrates (h) incompressible. On résume dans les quelques lignes qui suivent la démarche de
résolution du cas général.

F1G. 8.4 — Problémes auxiliaires d’élasticité a résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-
cohérent généralisé, & base de motif morphologique représentatif, proposé pour modéliser une
pate de ciment en cours d’hydratation

La déformation moyenne de ’espace poreux capillaire est estimée par la déformation qui
s’établit dans une cavité sphérique plongée dans le milieu effectif (de rigidité Cpqee recherchée)
soumis a U'infini & des conditions aux limites de déformation homogéne (Ej) au contour. Il s’agit
d’un cas particulier du probléme de 'inhomogénéité d’Eshelby, déja rencontré a plusieurs reprises
(par exemple en section 2.1.1 : voir équations (2.1) et (2.2)). La déformation dans la cavité est
homogéne :

3k 4
<€>pc = Apc : EO avec Apc — pate + ,upate

I+ 53kpate + 4,Upate

K 8.4
4Mpate gkpate + 8Upate ( )

oll kpate €t [ipate sONt respectivement le module de compression et de cisaillement de la pate.
La partie droite de la figure 8.4 représente le probléme auxiliaire d’élasticité a résoudre en
vue d’estimer la déformation moyenne des phases anhydre et hydrate. Il s’agit d’un probléme
d’Eshelby généralisé mettant en jeu une sphére composite incluse dans le milieu infini de rigidité
Cpate. On propose en annexe C.1 une méthode de résolution inspirée de [59]. Le champ de
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déformation obtenu dans les phases a et h n’est pas homogéne. Les déformations moyennes
prennent la forme :
(€ =As:Ey et (e),=A,:E (8.5)

ou les tenseurs A, et A} sont isotropes. Ils s’écrivent donc :
Ay = AR 4+ AR et Aj = APM] + AJUK (8.6)

Les quatre scalaires A", Adev AP " et Adev peuvent étre déterminés grace a 'annexe C.1, en
remplagant 2 par a, 1 par h et 0 par pate.

Pour relier la déformation de référence E a la déformation E appliquée au contour du VER,
qui est aussi la déformation moyenne du VER, on écrit cette derniére comme la moyenne des
déformations des phases :

E = (&) = [falo + fobn + (1 — fo — fr)Ap] : Eg (8.7)
La contrainte moyenne dans le VER s’écrit de facon similaire :
= <U> = [fa(ca tAg + Gy Ah] o (88)

Ainsi la rigidité effective estimée par le schéma auto-cohérent généralisé peut finalement s’écrire :

(Cpate = (fa(ca : Aa + fh(ch : Ah) : [faAa + thh + (1 - fa - fh)Apc]_l (8'9)

Cette équation ne fait intervenir que des tenseurs isotropes. Rappelons que A,, Ay et A, dé-
pendent implicitement des modules effectifs Kpute €t fipate de la pate. L’équation (8.9) peut étre
scindée en deux équations scalaires non linéaires portant sur kpgte €t fipate. Ces deux équations
ont des expressions trop lourdes pour étre reproduites ici. Néanmoins, on peut citer pour mé-
moire les équations obtenues dans le cas limite ou ’anhydre est rigide (E, — o0) et les hydrates
incompressibles (k, — 00). Ces expressions ont été établies dans [107] :

4(1 = fpe)
k ate — — 57 HMpate 8.10
pat 37 Hpat ( )
Hh — 2 3f Hh kpate + 2/1’10@755 Py (X)Nh + 4P, (X)Npate (8 11)
Hpate 1- fpc be Hpate 9kpate + 8ﬂpate PS(X)/Lh + 8Py (X)Hpate
ou les P;(x) sont des polynoémes de x = ¥/ fo/(fa + fr) :
Pi(x) = (19+16x7)(1—x%) +84 (1 - x2)"?
Py(x) = [0+ 31+ 9x%+xh) + 16x(1 +x*) +55x3] (1 — x)* (5.12)
P3(x) = 38+225x —336x° + 200x7 + 48y !° '
Pi(x) = 22+3x)(1—x*) + B1x* = 11)(1 — x*)x*

Revenons au cas général exprimé par (8.9), qui permet d’obtenir numériquement les esti-
mations auto-cohérentes des modules effectifs de la pate de ciment (dans le cadre du modéle
morphologique envisagé). Ces estimations dépendent a la fois des caractéristiques élastiques des
phases anhydre et hydrates, et des fractions volumiques des trois phases en présence. Alors que
les caractéristiques élastiques élémentaires sont supposées constantes tout au long de I'hydrata-
tion, les fractions volumiques évoluent au cours du temps : les fractions d’anhydre et de pores
diminuent au profit des hydrates. Ces fractions volumiques peuvent étre reliées au degré d’hy-
dratation « a l'aide d'un modéle d’hydratation. Par simplicité, nous avons choisi le modéle de
Powers, déja présenté en section 7.1.2.
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Caractéristiques élastiques élémentaires

Le schéma d’homogénéisation a été concu a partir des hypothéses sur la morphologie. Les
fractions volumiques des différentes phases sont évaluées en fonction du degré d’hydratation par
le modéle de Powers. Il ne manque plus que les caractéristiques élastiques élémentaires des phases
anhydre et hydrates pour étre en mesure d’estimer la rigidité d’une pate de ciment tout au long
de son hydratation (dans le cadre du modéle de microstructure envisagé ici).

On exploite des caractéristiques élastiques mesurées par nano-indentation : cette technique
consiste & indenter, & une échelle microscopique, la surface polie d'un matériau composite [124].
La courbe représentant la force en fonction de ’enfoncement de 'indenteur est enregistrée. Les
caractéristiques élastiques élémentaires des différentes phases constituant le matériau composite
sont ensuite évaluées par analyse statistique d’un grand nombre d’indentations (déconvolution
de distributions statistiques). Notons que les hétérogénéités doivent présenter des dimensions
caractéristiques bien supérieures a celles de 'empreinte de I'indenteur. Il convient également de
prendre garde aux situations pathologiques, comme des inclusions rigides dans une matrice trés
souple, conduisant & une sous-estimation de la rigidité de I'inclusion. De plus, I’analyse statistique
peut étre délicate & mener. Mais elle semble nécessaire, compte tenu du fait qu’il est trés difficile
d’identifier visuellement les phases indentées. Par ailleurs, la nano-indentation ne donne accés
qu’a une seule caractéristique élastique, si bien que dans I’hypothése d’un matériau isotrope,
il faut se donner le coefficient de Poisson pour déterminer le module de Young & partir de la
mesure. Néanmoins, nous exploiterons ici des résultats de nano-indentation, dans la mesure ou
cette technique, méme si elle n’est pas parfaite, est I'une des rares & permettre d’appréhender
in-situ le comportement mécanique élémentaire des phases d’un composite.

Les données sont consignées dans la table 8.1. Soulignons a nouveau que le présent modéle
considére les hydrates comme homogénes : il ne distingue pas d’hydrates haute ou basse densité.

E (GPa) v
anhydre (a) [128] 135 0.3
hydrates (h) [129] 31 0.24

TAB. 8.1 — Caractéristiques élastiques des phases élémentaires issues de mesures par nano-
indentation (pour le module de Young)

8.1.2 Reésultats
Confrontation expérimentale du module de Young au cours de I’hydratation

La figure 8.5 représente 1’évolution du module de Young d’une pate de ciment en fonction
du degré d’hydratation, pour différents rapports e/c. Les courbes représentent les évolutions
estimées, alors que les points correspondent aux données expérimentales issues de [52] (voir sec-
tion 7.3.1). Le modéle est capable de prédire correctement les modules de Young expérimentaux
des pates dont le e/c est compris entre 0.35 et 0.50. Lorsque e/c < 0.30, on surestime les va-
leurs expérimentales alors que pour e/c > 0.55 les modules expérimentaux sont sous-estimés.
Meéme si des écarts sont observés aux e/c « extrémes », 'accord du modéle avec les données
expérimentales de [52] reste relativement satisfaisant. Ces données concernent des ages avanceés.
Le comportement du modéle au jeune age souléve des doutes bien plus importants. En effet,
aux e/c = 0.25 et 0.3, on reléve un démarrage de I'hydratation (pour o — 07) avec une valeur
non nulle du module de Young effectif. Evidemment, dans la réalité, méme pour des e/c faibles
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comme ceux-ci, il faut attendre un certain degré d’hydratation pour voir apparaitre une rigidité
non nulle, c¢’est-a-dire un comportement de solide.

40 T T T T 40 T T T T
= 30 o _ = i
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g e S
I L 1 R 1
O 1 I I I
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« e
— e/c=10.25 mod. - exp. — e/c=10.30 mod. + exp.
fffff e/c=0.35 mod. x exp. — e/c=0.40 mod. x exp.
rrrrrr e/c=0.45 mod. o exp. -~ ¢e/c=0.50 mod. o exp.
- e/c=0.55 mod. - exp. ~ efc=0.60 mod. o exp.

F1a. 8.5 — Module de Young de pates de ciment en cours d’hydratation, estimé (lignes), et mesuré
expérimentalement (points) [52]

Cette limite du modéle peut s’interpréter en termes de degré d’hydratation de prise. Ce dernier
est défini comme le degré d’hydratation pour lequel la rigidité effective n’est plus nulle. Remar-
quons que le schéma auto-cohérent généralisé développé ici (en section 8.1.1) présente exactement
la méme porosité critique que le schéma auto-cohérent usuel (rappelé en section 2.1.1). En effet,
la rigidité effective s’annule pour une fraction volumique de pores capillaires f,. = 1/2. Le mo-
deéle de Powers (7.4), reliant porosité capillaire et degré d’hydratation, permet d’évaluer le degré
d’hydratation de prise comme celui qui est nécessaire pour atteindre cette porosité capillaire
fpe=1/2":

ac _ Pae/c—1

ag 20an —1) (8.13)

Ainsi les rapports e/c inférieurs a 1/p, &~ 0.32 sont problématiques puisqu’une rigidité non nulle
est prévue dés que hydratation démarre (o — 01). En effet, la porosité initiale (pour o — 07),
lorsque e/c < 1/p,, est inférieure a la porosité capillaire de prise 1/2 prévue par le modéle.

Notons qu’ici le e/c critique est 0.32, alors qu’il était de 0.16 dans le modéle présenté ci-
dessus avant toute hydratation. I1 convient de préciser que le modéle avant toute hydratation
considérait des particules anhydres entourées d’une interface lisse, donc non recouvertes d’une
couche d’hydrates (« colle »), ce qui correspondait & o = 0. Le présent modéle considére des
particules anhydres toujours entourées d’une couche d’hydrates, ce qui correspond & o > 0. Ainsi,
méme lorsque o« — 07, le présent modéle ne tend pas vers celui décrit avant hydratation. Ceci
explique les différences de porosités critiques : 1/2 ici et 1/3 auparavant.

Lorsque e/c < 1/p,, la fraction solide initiale est supérieure a 1/2. Pourtant, dans la réalité,
la pate de ciment correspondante n’a pas encore fait prise. Ceci signifie que la fraction solide
critique de prise est sous-estimée. Cette difficulté peut étre en partie surmontée en envisageant
une distribution de tailles étalée des particules anhydres, comme nous allons I’entrevoir dans la
section suivante. On peut déja pressentir que si les petites particules se logent dans les espaces
laissés libres entre les grosses, on pourra atteindre des fractions solides bien supérieures a 0.5
sans pour autant exhiber un comportement de solide.
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8.1.3 Introduction de deux familles de particules de taille initiale contrastée

D’aprés les travaux de la section 2.1, le schéma auto-cohérent (& formes sphériques) semble
se préter relativement bien & la modélisation d’un assemblage de sphéres tronquées toutes de
dimensions semblables. En particulier, dés que la fraction solide passe au dessus de 1/2, le schéma
semble considérer des sphéres qui se sont interpénétrées, puisqu’une rigidité effective non nulle
apparait. Or on a vu que pour des e/c < 0.32, la fraction solide (anhydre+hydrates naissants) en
début d’hydratation (o — 07) est supérieure a 0.5, sans pour autant que la prise ne soit survenue
dans la pratique. Le modéle développé jusqu’ici n’est donc pas en mesure de rendre compte de
la véritable distribution de taille des grains de ciment (pouvant s’étaler de quelques microns a
150 pm pour un ciment Portland ordinaire [44]). La prise en compte d’une distribution continue
de tailles de grains semble, & notre connaissance, pour le moment inaccessible aux outils que nous
utilisons. Néanmoins, on peut aller dans cette direction en considérant deux familles de particules
dont les tailles sont trés différentes, afin de pouvoir introduire une séparation d’échelles.

Modélisation

On caractérise la distribution de taille initiale des particules par la fraction volumique initiale
dépend du rapport e/c.

L’hypothése de séparation d’échelles conduit & supposer que les grosses particules voient
I'espace poreux et les petites particules comme un milieu continu homogénéisé (figure 8.6). On
distingue donc deux échelles :

— L’échelle macroscopique est celle de la pate de ciment. Un VER de ce matériau révéle

le premier niveau d’hétérogénéité, en faisant apparaitre les grosses particules anhydre +
hydrates et un milieu continu dont la microstructure n’est détaillée qu’a I’échelle inférieure,
I’échelle mésoscopique.

— L’échelle mésoscopique est celle du milieu continu évoqué ci-dessus. Un VER de ce matériau
révéle un second niveau d’hétérogénéité, en distinguant les petites particules anhydre +
hydrates des pores capillaires.

Ainsi, par exemple, lorsque nous parlerons de comportement homogénéisé a ’échelle mésosco-
pique (rigidité notée C,es0), il s’agira du comportement effectif d’'un VER pris a 1’échelle méso-
scopique (schéma de droite de la figure 8.6).

petite particule

grosse particule
pores capillaires

échelle macroscopique échelle mésoscopique
pate de ciment (pate) (meso)

Fi1G. 8.6 — Modéle de microstructure multiéchelle proposé pour une pate de ciment : un VER est
schématisé & chacune des deux échelles introduites

L’¢élasticité du milieu homogénéisé issu de I’échelle mésoscopique (rigidité effective Cpeso)
est déterminée par un premier schéma auto-cohérent généralisé, identique & celui développé ci-
dessus (figure 8.4). Ensuite, dans un second temps, un nouveau schéma auto-cohérent généralisé
est mis en ceuvre, pour homogénéiser & ’échelle macroscopique les grosses particules avec le

104



8.1. PREMIERE TENTATIVE DE MODELE DE PATE DE CIMENT

matériau issu de I’échelle mésoscopique, ce qui conduit au tenseur de rigidité Cpue. La figure 8.7
représente ces deux étapes d’homogénéisation. Dans un VER & I’échelle macroscopique, la fraction
volumique de grosses particules est initialement (1 — f9)(1 — 190)’ puisqu’on rappelle que f?
représente la fraction volumique initiale de petites particules dans I’ensemble des particules. Dans
un VER & I’échelle mésoscopique, la fraction volumique de pores capillaires s’écrit initialement

(Pgneso = f;gc/[l - (1 - f£)<1 - gc)]

<
pore
capillaire /@ 1 1°" schéma AC

-

a généralisé B
h @ J 214 schéma AC
généralisé
(D

4

» pate de ciment

Fi1G. 8.7 — Principe du schéma d’homogénéisation en deux étapes

La condition de « non prise instantanée », Cpqte = 0 initialement, se traduit par deux condi-
tions devant étre simultanément remplies :
— il faut s’assurer d’obtenir a I’échelle mésoscopique un matériau sans rigidité (Ceso = 0),
ce qui se traduit par ¢ . > 1/2, soit :

0
0 < 7P 14
) (8.14)

— il faut s’assurer qu’a I’échelle macroscopique les grosses particules ne soient pas en volume
trop important pour dépasser la fraction solide critique 1/2, soit (1 — f9)(1 — 196) <1/2,
ou encore :

1—2f0
) (8.15)

(1 - ]9(:)

Ainsi, tant que f0 et 190 respectent les deux inégalités suivantes, la prise instantanée est évitée :

L= 2y < f0< b (8.16)
2(1_ gc)_s_l_gc .

On représente finalement en grisé sur la figure 8.8 les valeurs & donner a la porosité initiale gc
et a la fraction volumique initiale de petites particules fO pour s’affranchir des pathologies du
modéle précédent, & savoir une prise prévue alors méme que 'hydratation démarre & peine.

Pour des porosités initiales supérieures & 1/2, la prise instantanée est évitée quelle que soit
la valeur de fU. C’¢tait déja le cas dans le modéle précédent. A présent, la prise instantanée peut
étre évitée pour des porosités allant jusqu’a 1/4, pourvu que la fraction de petites particules
respecte (8.16). Cette condition se raméne a f0 = 1/3 lorsque f;?c = 1/4. En rappelant (8.3),
la condition fJ. > 1/4 sur la porosité capillaire initiale se traduit en e/c > 1/3/p, ~ 0.11.
Par rapport a la situation précédente, 'introduction de deux tailles de particules bien séparées
permet de diviser par au maximum 3 le rapport e/c critique. Ce résultat est intéressant du point
de vue qualitatif. Cependant, on va s’apercevoir par confrontation expérimentale que le nouveau
modéle n’est pas encore pleinement satisfaisant.
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F1a. 8.8 — Porosité initiale ( £c> et fraction volumique de petites particules (fY) évitant la prise

instantanée (zone grisée)

Confrontation expérimentale

La figure 8.9 présente ’évolution du module de Young en fonction du degré d’hydratation,
obtenue par le modéle & deux échelles pour une fraction volumique initiale de petites particules
f9 = 0.6. Le probléme de prise instantanée a bien disparu. En revanche, I'accord avec les données
expérimentales de [52] n’est vraiment correct que dans U'intervalle restreint 0.3 < e/c < 0.4.

40 T T T T 40 T T T T
+
= 30 " . < 30 .
: :
Sl R |
K 10 | 1 K 10 | b
0 . // ) ) I O S B
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 0.8 1
« «
— e/c=10.25 mod. - exp. — e/c=10.30 mod. - exp.
fffff e/c=0.35 mod. x exp. — e/c=0.40 mod. = exp.
rrrrrr e/c=0.45 mod. o exp. ~ e/c=0.50 mod. o exp.
- e/c=0.55 mod. o exp. ~ efc=0.60 mod. o exp.

F1G. 8.9 — Module de Young de pates de ciment en cours d’hydratation, estimé (lignes), et mesuré
expérimentalement (points) [52]

On observe sur la figure 8.9 des courbes dont la concavité est tournée vers le bas. D’aprés les
mesures expérimentales reportées sur la figure 7.6 (page 91), on s’attend plutot & une concavité
tournée vers le haut. Par ailleurs, les degrés d’hydratation de prise obtenus par le présent modéle
ne sont en accord ni avec les résultats expérimentaux synthétisés dans la table 7.1 (page 93), ni
avec les degrés d’hydratation de prise apparaissant sur les courbes de la figure 7.6. Ces difficultés
éprouvées a reproduire correctement les résultats expérimentaux révélent le fait que le modéle
morphologique de sphéres composites développé pour la pate dans cette section ne refléte pro-
bablement pas suffisamment bien la réalité. Il est donc nécessaire de retravailler le modéle de
microstructure, en profitant notamment de différentes techniques d’observation. Nous présentons
dans les sections suivantes un modéle morphologique alternatif de pate de ciment, qu’on espére

106



8.2. MODELISATION

plus satisfaisant car basé sur des observations de la microstructure.

8.2 Modélisation [108, 109]

8.2.1 Observations morphologiques

On cherche & construire un nouveau modéle micromécanique de pate de ciment faisant appel
a 'homogénéisation des milieux aléatoires pour estimer les caractéristiques élastiques effectives
d’un tel matériau. Pour cela, on rappelle qu’il est nécessaire de se prononcer sur la morphologie
de la pate de ciment, au moins de maniére schématique et simplifiée. Les difficultés rencontrées
dans la section précédente révélent qu’il est indispensable de se baser sur différentes techniques
d’observation, et ce a plusieurs échelles. On distingue ici trois échelles :
— L’échelle macroscopique est celle de la pate. Un VER de ce matériau révéle les grains
anhydres et les hydrates.
— L’échelle mésoscopique est celle des hydrates. Un VER de ce matériau distingue une phase
solide et un espace poreux.
— L’échelle microscopique est celle de la phase solide des hydrates, considérée ici comme
homogéne.
On précise a partir d’observations la microstructure a ’échelle de la pate et a 1’échelle des
hydrates.

A D’échelle de la pate

L’observation d’une section polie de pate de ciment hydratée (voir figure 8.10 gauche, sur
laquelle le niveau de gris est d’autant plus clair que la phase correspondante est dense) laisse
apparaitre plusieurs zones :

— en blanc, des grains anhydres subsistant ;

— en gris et autour des zones blanches, des hydrates appelés « haute densité » ;

— en gris et noir plus ou moins intimement mélés, des hydrates appelés « basse densité »
(présentant une porosité plus élevée que les hydrates haute densité, les pores apparaissant
en noir) ;

— en gris clair, la portlandite (dont on ne tient pas compte dans cette approche simplifiée).

La distinction entre « hydrates haute densité » et « hydrates basse densité » a été proposée par
de nombreux auteurs en ce qui concerne les C-s-H [121, 100, 29]. Cette séparation semble de plus
confirmée par les observations au microscope a transmission a rayons X mous [65].

Les grilles obtenues par nano-indentation en balayant la surface d’'une section polie de ma-
tériau (voir figure 8.10 droite, sur laquelle le niveau de gris est d’autant plus clair que la phase
correspondante est rigide), confirment ces constats morphologiques, et apportent une information
supplémentaire sur la rigidité des phases. Il semble ainsi 1égitime de séparer, du point de vue
mécanique, les hydrates sous deux formes :

— les hydrates haute densité (ou inner products), précipitant autour des grains anhydres;

— les hydrates basse densité (ou outer products), précipitant dans l’espace initialement rempli

d’eau.
Du point de vue morphologique, il est raisonnable d’admettre que les hydrates basse densité
forment une matrice poreuse dans laquelle sont plongées des inclusions composites formées d’un
coeur anhydre entouré d’hydrates haute densité. En effet, méme si les coupes 2D d’un matériau
3D peuvent étre trompeuses, on n’a pas 'impression sur la figure 8.10 que les couches d’hydrates
haute densité sont en contact direct les unes avec les autres. Du point de vue mécanique, les
hydrates basse densité jouent le role de colle vis-a-~vis des inclusions composites. On pressent donc
que la prise de la pate de ciment, c’est-a-dire 'apparition de propriétés mécaniques (élasticité,
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résistance) non nulles, va étre conditionnée par le fait que cette matrice poreuse acquiert un
comportement de solide. Ce dernier fait son apparition lorsque la porosité de la matrice passe
en dessous d’un seuil critique. En revanche, tant que cette porosité est au dessus du seuil, le
constituant « matrice » du composite fait défaut et la pate reste un fluide.

hydrates
basse densité

M|GPa]

1
‘ WO-13  mM13-26 |
!

hydrates
haute densité

| |
C126-39  [38- J

anhydre

F1G. 8.10 — Section polie et grille de nano-indentation [22], pour une pate a e/c = 0.5

A Yéchelle des hydrates

La technique AFM (microscopie & force atomique) permet d’observer la croissance de C-s-H
sur la surface d’un cristal de C3s recouvert d’une solution saturée en chaux (figure 8.11). D’apreés
[46], la croissance des C-s-H sur cette surface semble se faire par agrégation de petites particules
aplaties de C-s-H, dont la plus grande face est initialement paralléle & la surface du cristal.
Les dimensions de ces particules ont été mesurées a 60 * 30 nm pour 5 nm d’épaisseur. On
appellera dans toute la suite « briquettes élémentaires » ces petites particules (en faisant surtout
référence a leurs dimensions). On suppose que l'ensemble des C-S-H (et par extension ’ensemble
des hydrates, puisqu’on ne considére dans cette approche simplifiée qu'un seul type d’hydrates,
les C-s-H) d’une pate est formé de ces mémes briquettes, agencées d’'une maniére qu’il reste a
préciser. La porosité de 'arrangement des briquettes est susceptible de varier.

0.2 0.4 0.6 0.8 pm

Fia. 8.11 — Observation par AFM de la croissance des C-S-H sur la surface d’un cristal de C3S
recouvert d’une goutte de solution saturée en chaux [46]
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8.2.2 Modéle morphologique

Il s’agit maintenant de construire un modéle de microstructure rendant compte des observa-
tions morphologiques de la section 8.2.1. La figure 8.12 représente de maniére trés schématique
le modéle proposé dans cette section. Il s’agit en particulier d’une représentation 2D d’un modéle
qui est tridimensionnel. Les cercles représentent des sphéres et les ellipses figurent en fait des
particules aplaties.

Au sein d'un VER pris a I’échelle macroscopique (ou les hydrates apparaissent comme une
phase continue), des inclusions composites sphériques (un coeur anhydre entouré d’une couche
d’hydrates haute densité) sont plongées dans une matrice d’hydrates basse densité. On suppose
que ces sphéres composites sont toutes homothétiques les unes par rapport aux autres. A 1’échelle
mésoscopique, on distingue la phase solide de I’espace poreux des hydrates haute et basse densité.
La phase solide des deux types d’hydrates est formée des briquettes élémentaires de C-S-H mises
en évidence dans [46] (section 8.2.1). Les deux matériaux se distinguent par leur porosité et leur
morphologie.

Les hydrates haute densité sont supposés étre formés d’un amas de briquettes élémentaires.
Si les premiéres couches de briquettes sont bien paralléles & la surface du grain anhydre, on
peut raisonnablement supposer que les briquettes suivantes se déposent de maniére beaucoup
moins ordonnée [46]. Pour simplifier, on considére une répartition isotrope de l'orientation de
ces briquettes élémentaires. On suppose de plus que la porosité des hydrates haute densité est
uniforme et invariable au cours de I’hydratation. Seule la fraction volumique de ces hydrates
dans la pate de ciment augmente au cours du temps. Les dimensions des briquettes étant de
5% 30 * 60 nm, la taille des pores des hydrates haute densité (espaces situés entre les briquettes)
est de l'ordre de 5 & 60 nm, ce qui correspond grossiérement aux pores de gel (dont I'intervalle
de tailles varie selon les auteurs, par exemple [89] indique 1 & 50 nm).

La phase « hydrates basse densité » renferme & la fois des pores de gel et des pores capillaires,
dont les dimensions s’étaleraient de 50 nm a 20 pm, toujours selon [89]. On sent bien que pour
atteindre de telles tailles, il est nécessaire de disposer de particules solides dont au moins 1'une
des dimensions est bien supérieure a celles des briquettes. Une premiére fagon d’y parvenir (on
en proposera une autre en fin de chapitre) est de considérer 1’assemblage de plusieurs briquettes
élémentaires, pour former des plaquettes (de forme aplatie). Par exemple, la mise bout a bout
de 4 a 8 briquettes suffit a atteindre une taille de 'ordre de 250 nm. Au fur et & mesure de
I’hydratation, de plus en plus de plaquettes précipitent dans ’espace initialement occupé par
I’eau. Ainsi, la porosité des hydrates basse densité évolue au cours du temps. Par contre, on
suppose que les plaquettes ont toujours la méme forme. Ces derniéres étant modélisées par des
ellipsoides de révolution, la forme est caractérisée par un rapport d’aspect. Insistons sur le fait que
nous appelons plaquettes les particules solides formant les hydrates basse densité et briquettes les
particules solides formant les hydrates haute densité. Du point de vue mécanique, les plaquettes
ont les mémes caractéristiques que les briquettes.

En raison de l'existence de plusieurs échelles d’espace et de plusieurs constituants dans la
pate de ciment (anhydre, C-s-H haute et basse densité), il est utile de faire le point sur la no-
tion de porosité. Il convient d’abord de signaler que les briquettes élémentaires, certes poreuses
par nature en tant qu’assemblages de feuillets paralléles, sont néanmoins appréhendées de fagon
homogénéisée car leur porosité n’est pas accessible & I’échelle mésoscopique de la présente modéli-
sation. Notons ensuite que la microstructure des hydrates haute densité leur confére une porosité
interparticulaire dont la taille caractéristique est celle des particules elles-mémes, typiquement
50 nm. On est donc dans l'ordre de grandeur couramment admis pour les pores de gel. Comme
cela a été dit, les hydrates basse densité renferment ’espace poreux complémentaire, dans lequel
la gamme de taille des pores est plus étendue, les plus grands objets correspondant & ce qu’il est
convenu d’appeler pores capillaires.

109



CHAPITRE 8. ELASTICITE DES C-S-H ET DES PATES DE CIMENT

anhydre

plaquette solide

pore de gel (forme aplatie)
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hydrates basse densité
haute densité pate

échelle mésoscopique échelle macroscopique échelle mésoscopique

Fi1G. 8.12 — Représentation schématique du modéle morphologique & deux échelles de pate de
ciment proposé

Il est également utile de se pencher sur un scénario de précipitation des hydrates qui puisse
donner naissance & une morphologie du type de celle que nous venons d’imaginer. Il s’agit de
considérer séparément deux périodes : avant et aprés la prise, cette derniére correspondant au
moment ol les hydrates basse densité acquiérent un comportement de solide. Commencgons par
considérer la période avant prise. A Iinstar du premier modéle (section 8.1), on retrouve une
couche d’hydrates autour des grains anhydres, ce qui signifie qu’une partie des hydrates précipite
au voisinage immédiat des particules de clinker. Cette couche est au départ trés fine et localisée
a la surface des particules anhydres. Ensuite, ce type d’hydrates se forme & la fois en place,
en remplacement de l'anhydre qui vient de se dissoudre, et (éventuellement) & la périphérie
de la couche d’hydrates haute densité déja formée. Ainsi, dans chaque sphére composite, le
rayon de l'interface anhydre - hydrates haute densité diminue, alors que le rayon externe de la
calotte d’hydrates haute densité est appelé a augmenter (ou rester constant). Simultanément, les
hydrates basse densité se densifient par précipitation de nouvelles plaquettes. La prise passée,
les hydrates basse densité présentent un comportement de solide. Durant cette seconde période,
le rayon externe de la calotte d’hydrates haute densité ne peut a priori plus varier, puisque les
sphéres composites sont & présent enchassées dans un matériau solide, les hydrates basse densité.
La fraction volumique d’hydrates haute densité dans la pate croit cependant par remplacement
de l'anhydre. Remarquons que l'anhydre dissout peut, dans certains cas, ne pas étre remplacé
par des hydrates haute densité formés en place. Ceci conduit & la formation de « grains de
Hadley » [|51], c’est-a-dire des coques d’hydrates haute densité présentant un vide en leur centre.
Les particules présentant cette spécificité étant minoritaires, on n’en tient pas compte dans le
présent modéle. Quant aux hydrates basse densité, ils voient leur fraction volumique dans la
pate stagner, mais ceux-ci se densifient par précipitation de nouvelles plaquettes. La figure 8.13
schématise les évolutions qualitatives des fractions volumiques dans la pate d’anhydre, d’hydrates
haute densité et d’hydrates basse densité ainsi déduites du scénario de précipitation des hydrates
considéré. Sur un tel graphe, la distance verticale séparant deux courbes consécutives correspond
a la fraction volumique dans la pate du constituant indiqué.

On précise maintenant les schémas d’homogénéisation proposés pour modéliser successive-
ment ’élasticité effective des hydrates haute et basse densité (comportement effectif d’'un VER &
I’échelle mésoscopique), puis celle de la pate (comportement effectif d'un VER a 1’échelle macro-
scopique). Les schémas sont congus afin de rendre compte du modéle morphologique développé
dans cette section.

8.2.3 Modéle micromécanique

Les phases anhydre, hydrates haute et basse densité rencontrées dans un VER & 1’échelle
macroscopique sont respectivement notées par les indices a, hd et bd. Les deux types d’hydrates
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F1G. 8.13 — Evolution schématique des fractions volumiques d’anhydre et hydrates haute et
basse densité dans la pate, compatible avec le scénario de précipitation considéré dans le modéle
développé ici

sont des matériaux poreux dont on distingue, dans un VER a l’échelle mésoscopique, la phase
solide (représentée par un exposant s) et I’espace poreux (exposant p).

Hydrates haute densité

Le matériau « hydrates haute densité » est considéré comme un polycristal poreux dont
les particules solides sont les briquettes élémentaires observées par Garrault-Gauffinet [46], de
dimensions 5 * 30 x 60 nm. Afin de simplifier le calcul, ces briquettes sont modélisées par des
ellipsoides de révolution aplatis (oblates), dont le rapport d’aspect (défini comme le rapport
entre le diamétre le long de ’axe de révolution et le diamétre dans le plan perpendiculaire a I'axe
de révolution) serait 73, = 5/v/30 % 60 ~ 0.12.

La morphologie étant aléatoire et de nature polycristalline, le schéma auto-cohérent est le
mieux placé parmi les schémas d’homogénéisation classiques pour estimer la rigidité effective
d’un tel milieu poreux. Notons que ce type de schéma prend en compte 'interaction entre les
briquettes élémentaires dans 'esprit du désordre parfait [69]. Le schéma proposé ici se distingue
cependant du schéma auto-cohérent usuel dans le sens ol la sphére utilisée pour représenter la
phase solide est remplacée par un ensemble d’ellipsoides de révolution d’orientation aléatoire.
Le schéma est identique & celui employé pour le platre pris (section 4.2), détaillé et validé en
section 2.2, & ceci prés que les ellipsoides allongés (prolates) doivent étre remplacés par des
ellipsoides aplatis (oblates). On note ppq la porosité des hydrates haute densité.

Hydrates basse densité

Les hydrates basse densité présentant également une morphologie de type polycristal poreux
avec particules solides aplaties (plaquettes), le schéma proposé est exactement le méme que celui
décrit ci-dessus pour les hydrates haute densité. Seuls les paramétres morphologiques rapport
d’aspect (r},) et porosité (¢pq) sont différents.

Pate

La rigidité des deux types d’hydrates étant & présent calculée selon les schémas ci-dessus, et
celle de 'anhydre étant supposée connue, on peut maintenant batir un schéma d’homogénéisation
pour estimer I’élasticité de la pate. Du point de vue morphologique, on rappelle que les hydrates
basse densité sont considérés comme une matrice dans laquelle sont plongées des inclusions. Ces
inclusions sont assimilées & des sphéres composites formées d’un cceur anhydre entouré d’une
calotte d’hydrates haute densité. On a déja souligné le fait que cette idée de sphére composite
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est communément rencontrée dans certains modéles d’hydratation et de microstructure de pates,
tels que le modeéle de Johnson et Jennings [62], Hymostruc [126, 127], ou pic [13].

Pour rendre compte d’une morphologie de type « matrice - inclusions » avec inclusions en
sphéres concentriques, il est courant de faire appel au schéma auto-cohérent généralisé en sphére
a n couches, proposé dans [59] par Hervé et Zaoui. Ce type de modéle généralise le schéma a trois
phases de Christensen et Lo [20]. Dans notre cas, il faut prendre n = 4, puisque les inclusions
sont constituées de deux phases concentriques (voir figure 8.14). Remarquons qu’un tel schéma
peut étre associé a une distribution infiniment étalée de la taille des inclusions®. On s’affranchit
ainsi du probléme de prise instantanée qui affectait le modéle présenté en section 8.1 : seule
la transition fluide - solide des hydrates basse densité commande la prise. En effet, les couches
d’hydrates haute densité de deux inclusions distinctes n’entrent jamais en contact direct.

i ' {(z) = Eo -z, |z| — o0
(@) —

F1G. 8.14 — Schéma auto-cohérent généralisé & 4 couches proposé pour la pate

8.2.4 Données d’entrée

Il est temps de faire un point sur l'avancement de notre démarche de modélisation. On a
commencé par imaginer un modéle morphologique simplifié de pate de ciment en cours d’hy-
dratation (section 8.2.2) & partir d’informations recueillies par différents moyens d’observation
(section 8.2.1). Ce modeéle morphologique a été traduit en schéma d’homogénéisation, de ma-
niére aussi fidéle que possible, mais en introduisant quelques compromis de nature technique
(section 8.2.3). Il en résulte une procédure numérique permettant d’estimer 1’élasticité d’'une
pate vue comme un matériau composite multiéchelle, & partir d’un certain nombre de données
d’entrée. Ces derniéres concernent les phases élémentaires et sont de deux natures : fractions
volumiques et caractéristiques élastiques.

Fractions volumiques des différents constituants

Souhaitant suivre 1’élasticité effective d’une pate de ciment au cours de son hydratation, on a
besoin des fractions volumiques des différents constituants en fonction du degré d’avancement «
de la réaction d’hydratation, pour chaque valeur du rapport massique initial eau sur ciment e/c.
Plus précisément, il est nécessaire de disposer des fractions volumiques dans la pate d’anhydre
(fa), de solide (f£,) et de pores (f;,) d’hydrates haute densité, de solide (f£;) et de pores (f7,)
d’hydrates basse densité.

Le point de départ est le modéle de Powers, déja décrit en section 7.1.2. On exploite ici les
expressions de f, et f; extraites de (7.5), et la porosité totale f, (7.6).

! Le module de compression effectif de Christensen et Lo peut étre interprété comme celui du « composite de
Hashin » [53], microstructure obtenue par remplissage de ’espace par des sphéres composites homothétiques de
dimensions de plus en plus petites, jusqu’a un diamétre nul. Cette interprétation est évidemment aussi valable
pour le schéma de Hervé et Zaoui.
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Répartition des hydrates en haute et basse densité Tennis et Jennings [121] ont proposé
un modéle quantitatif de répartition des C-S-H en haute densité (inner products) et basse den-
sité (outer products). En conditions séches, leur estimation de la masse de C-s-H basse densité
rapportée a la masse totale de C-S-H s’écrit :

mpq = 3.017ce/c — 1.347a + 0.538 (8.17)

Cette relation a été obtenue par ajustement sur des données expérimentales disponibles pour
des rapports eau sur ciment compris entre 0.25 et 0.50. Il convient donc d’éviter d’exploiter ce
modeéle trop en dehors de cet intervalle. Pour e/c = 0.6 et a > 0.997, (8.17) n’est plus valide
(Pexpression donne mpg > 1). Ainsi le rapport e/c maximum que 'on s’autorise a explorer dans
le cadre de ce modéle est 0.6. Cela suppose déja que la tendance exprimée par (8.17) reste valable
pour 0.5 < e/c < 0.6. Il n’y a pas de limite basse en termes de e/c qui rende (8.17) invalide
(c’est-a-dire sortant de l'intervalle [0, 1]), au moins tant que le degré d’hydratation reste inférieur
au degré d’hydratation ultime (o < o™ tel que défini par (7.7)), ce qui est toujours le cas. Dans
le contexte de notre modéle, la phase solide des deux types d’hydrates est supposée avoir la méme
densité. La fraction massique myg se traduit donc directement en fraction volumique :

Modéle donnant les fractions volumiques de tous les constituants Rappelons que 'on
cherche, dans la pate, les fractions volumiques d’anhydre (f,), de solide dans les hydrates basse
(fg,) et haute (ff,;) densité, et de pores dans les hydrates basse (f7,) et haute (f},) densité.
L’équation (8.18) est la premiére dont on dispose. On forme deux autres équations en écrivant
la porosité totale et la quantité totale d’hydrate solide :

foat Tha=1tv (8.19)

foat fra=1—fa—fp (8.20)

ou fp et f, sont respectivement donnés par (7.6) et (7.5). L'expression de f,, extraite de (7.5),
forme une quatrieme équation. Pour pouvoir déterminer completement fo, fi, f 4, fg’ g et f,’: 4> une
cinquiéme relation est nécessaire. On suppose connue et indépendante de e/c et o (conformément
a I'hypothése de porosité constante des hydrates haute densité, voir section 8.2.2) la porosité ¢pg
des hydrates haute densité :
Fha
fra + fia

Les cing fractions volumiques fo, f5;, [, 14 €t fi; peuvent alors étre déterminées en fonction de
©nd, e/c et a. La figure 8.15 représente I’évolution de celles-ci en fonction du degré d’avancement,
pour e/c = 0.3 et 0.5, et pour ppg = 0.3 (ce choix sera justifié en section 8.3.1). Sur ce type de
graphique, la distance verticale entre deux courbes consécutives représente la fraction volumique
dans la pate du constituant indiqué. Comme attendu, la fraction d’anhydre diminue au profit de
celles d’hydrate solide et de pores.

On détermine enfin trés simplement les quantités nécessaires au schéma d’homogénéisation
développé en section 8.2.3 :

= ¥hd (8.21)

foa
fra = fra+ fry et opa= (8.22)
i T Thd foa + fia
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Fic. 8.15 — Répartition volumique des cing phases constituant la pate de ciment vue comme un
milieu a deux échelles (¢pqg = 0.3)

Remarques sur ce modéle Le modéle qui vient d’étre développé s’appuie sur les modéles
de Powers [97] et de Jennings et Tennis [121]|. Il présente le grand avantage de la simplicité
d’implémentation. Cependant, nous allons voir qu’il ne semble pas pleinement compatible avec
les évolutions des fractions volumiques attendues compte tenu du scénario de précipitation des
hydrates (évolutions attendues schématisées sur la figure 8.13).

On représente sur la figure 8.16 les fractions volumiques dans la pate de 'anhydre et des
hydrates haute et basse densité en fonction du degré d’hydratation, pour les rapports eau sur
ciment 0.3, 0.45 et 0.5. Pour e/c = 0.45, le volume cumulé d’anhydre et d’hydrates haute densité
est quasiment constant tout au long de I'hydratation, ce qui est bien conforme a I’évolution
attendue. Par contre, & e/c = 0.3, le modéle indique une évolution croissante du volume combiné
d’anhydre et d’hydrates haute densité. Cela semble a priori difficilement compatible avec le
scénario de précipitation des hydrates envisagé ici (voir en particulier la figure 8.13). En effet,
une fois que la matrice d’hydrates basse densité a fait prise, cette derniére enchasse les sphéres
composites anhydre + hydrates haute densité, si bien que le rayon externe de ces sphéres ne peut a
priori plus augmenter. On peut néanmoins imaginer que les hydrates basse densité situés autour
des sphéres composites se densifient par précipitation privilégiée d’hydrates, pour former un
matériau s’approchant des hydrates haute densité. Pour e/c = 0.5, on observe une diminution du
volume cumulé d’anhydre et d’hydrates haute densité. Cela n’est pas compatible avec I’évolution
attendue.

Ces remarques nous aménent a formuler quelques critiques sur le modéle qui vient d’étre
développé :

— Les hydrates ont été séparés en deux phases homogénes a 1’échelle de la pate (macrosco-
pique) : basse et haute densité. Or dans la réalité, il est probable que la densité des hydrates
varie de maniére continue dans la pate de ciment. Ne tenir compte que de deux familles
représente peut-étre une simplification un peu abrupte.

— La répartition volumique des phases obtenue par les modéles de Powers, Jennings et Ten-
nis semble difficilement compatible avec le modéle morphologique présentant des sphéres
composites (cceur anhydre entouré d’une calotte d’hydrates haute densité) plongées dans
une matrice d’hydrates basse densité.

Ainsi, le modéle micromécanique de pate de ciment développé ici ne fournit qu’une vision ap-
prochée et schématique d’une réalité trés complexe. Nous en sommes conscients. Néanmoins, ce
modéle représente une premiére approche dont nous pourrons évaluer la pertinence par confron-
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Fi1G. 8.16 — Répartition volumique dans la pate de I'anhydre et des hydrates haute et basse
densité, prévue par le modéle en fonction du degré d’hydratation

tation & des résultats expérimentaux.

Caractéristiques élastiques élémentaires

Les caractéristiques élastiques de la phase anhydre et des hydrates haute densité sont issues de
mesures de nano-indentation : F, = 135 GPa, v, = 0.3 [128| et Exqy = 31 GPa, vpg = 0.24 [129].

A Déchelle de la pate, les hydrates basse densité se distinguent des hydrates haute densité et
de 'anhydre dans le sens ol leurs caractéristiques évoluent au cours du temps, c’est-a-dire sont
fonctions du degré d’hydratation « par le biais de la porosité ¢pq, et sont de surcroit conditionnées
par la valeur de e/c. Dans ces conditions, les techniques de nano-indentation ne peuvent fournir
qu'un instantané de la rigidité de ces derniers. C’est pourquoi il a fallu développer un schéma
d’homogénéisation propre & ceux-ci en section 8.2.3. L’estimation des caractéristiques élastiques
de ces hydrates dépend en outre de la rigidité (notée Cg) du solide constituant les briquettes
élémentaires. Cette rigidité n’est malheureusement pas accessible par nano-indentation classique
du fait de la taille trop petite des briquettes.

La rigidité des briquettes élémentaires peut cependant étre évaluée par analyse inverse des
caractéristiques des hydrates haute densité, puisque celles-ci sont fixes dans le temps et ont par
ailleurs été mesurées (on rappelle Fpg = 31 GPa et vpg = 0.24 [129]). Les modules kpg, g issus
de I’équation analogue a (2.16) dépendent des modules ks, 115 des briquettes, du rapport d’aspect
14 des briquettes et de la porosité ¢pq des hydrates haute densité. On a determiné rj , ~ 0.12
en section 8.2.3 & partir des dimensions des briquettes. Quant a la porosité, Tennis et Jennings
[121] ont proposé 0.35 et 0.30 par des considérations de densité. La valeur 0.28 (porosité de gel)
a été proposée auparavant par Powers. On utilisera dans toute la suite la valeur intermédiaire
wra = 0.3. L’analyse inverse de I'élasticité des hydrates haute densité peut a présent étre réalisée
en exploitant le modéle de la section 8.2.3 : elle méne & Es = 72 GPa et vy = 0.27.

8.3 Mise en ceuvre et confrontation expérimentale

Pour mettre en ceuvre le schéma d’homogénéisation congu en section 8.2.3, il est nécessaire
de disposer de données de nature géométrique (fractions volumiques) et de données de nature
mécanique (caractéristiques élastiques), comme détaillé ci-dessus. Pour étre complet, il manque
en fait un dernier paramétre : le rapport d’aspect des plaquettes solides constituant les hydrates
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basse densité. Les simulations issues du schéma auto-cohérent utilisé pour modéliser les hydrates
basse densité, et reportées sur les figures 2.9 et 2.13 ont montré que le rapport d’aspect affecte
la porosité critique caractérisant I’annulation de la rigidité effective. Il semble donc raisonnable
de penser que le rapport d’aspect optimal peut étre calibré sur des données expérimentales
concernant le degré d’hydratation de prise, dans la mesure ou la prise se définit comme une
transition de I’état liquide a celui de solide doué de rigidité (et de résistance).

8.3.1 Calibration de la forme des ellipsoides des hydrates basse densité

On exploite ici les estimations expérimentales du degré d’hydratation de prise, disponibles
pour quelques e/c, issues de [122], et reprises dans la table 7.1 (page 93). Comme les valeurs
e/c > 0.6 nous sont interdites (rappelons que la partition (8.17) entre hydrates haute et basse
densité n’est dans ce cas plus valide), nous n’exploiterons pas la derniére ligne de la table,
correspondant a e/c = 0.65.

Dans le présent modéle, nous avons vu que les hydrates basse densité jouent le réle de matrice,
c’est-a-dire de « colle » entre les objets composites formés d’anhydre entouré d’hydrates haute
densité. C’est pourquoi la rigidité de la pate commence a augmenter & partir de 0 dés que les
hydrates basse densité acquiérent un comportement de solide, ce qui se produit quand la porosité
de ces derniers atteint un seuil critique, autrement dit, lorsque suffisamment de plaquettes se sont
formées. Cette porosité peut s’exprimer en fonction du rapport e/c et du degré d’hydratation
a a laide de (8.22), ce qui donne de fagon formelle g = P(e/c, ). Par ailleurs, la porosité
critique des hydrates basse densité est une fonction du seul rapport d’aspect des plaquettes :
©°(r5,) (voir figure 2.13). L’estimation auto-cohérente o (e/c) du degré d’hydratation de prise
est alors la solution de ¢°(r,;) = ®(e/c, a4 (e/c)). Le rapport d’aspect 3, doit étre optimisé
afin de minimiser la distance entre les résultats expérimentaux o™ (e/c) et 'estimation auto-
cohérente o' (e/c).

La valeur optimale du rapport d’aspect des plaquettes est rj; = 0.033 (voir la partie gauche
de la figure 8.17). A e/c donné, le degré d’hydratation de prise ne dépend que trés peu du choix
de la porosité @pg des hydrates haute densité (partie droite de la figure 8.17). Le choix plus ou
moins arbitraire ¢pq = 0.3 n’a ici pas grande influence.

¢nd = 0.30 ri, = 0.033
0-3 T T T T
+ "j;'
& 0.2 F . &
L O L O
@n & @n
=0 |y
s 0lp -~ 7 2, = 0.033 ] S
S — rs, = 0.02
+  exp.
O 1 1 1 1
01 02 03 04 05 06

e/c

Fi1G. 8.17 — Estimation auto-cohérente du degré d’hydratation de prise (courbes) et valeurs
expérimentales issues de [122] (points)

Le rapport d’aspect optimal r;; = 0.033 déterminé pour les plaquettes des hydrates basse
densité ne correspond pas a celui des briquettes des hydrates haute densité (7, = 0.12). A pos-
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teriori, la détermination d’un rapport d’aspect de l'ordre de 1/30 crédite la notion de plaquette
introduite pour la phase basse densité, et définie comme une juxtaposition de briquettes élémen-
taires. Notons cependant que la morphologie précise des hydrates basse densité reste, a ce jour,
trés mal définie dans la littérature. Le concept d’amas de plaquettes ne représente probablement
qu’une vision assez simpliste de la microstructure de ces derniers. La question est de savoir si
cette modélisation est suffisante pour rendre raisonnablement compte de 1’élasticité d’une pate
de ciment.

8.3.2 Evolution du module de Young de la pate en cours d’hydratation

Toutes les données nécessaires pour implémenter le modéle sont & présent rassemblées (voir
table 8.2). On compare ici les prédictions du modeéle avec les résultats expérimentaux de [52],
décrits en section 7.3.1.

E (GPa) v 5
anhydre (a) 135 0.3 :Zd 0061323
hydrates haute densité (hd) 31 0.24 bd 0 3
phase solide des hydrates (s) 72 0.27 Phd :

TAB. 8.2 — Données d’entrée des simulations

Ces données expérimentales et les prédictions du modéle sont superposées sur la figure 8.18.
L’accord est trés bon sur toute la gamme de rapports e/c. On insiste sur le fait que les simulations
sont basées sur des paramétres tirés de la littérature (et en particulier issus de sources autres
que le papier [52| de Haecker et al.) sans qu’aucun ajustement avec les données de Haecker n’ait
été nécessaire. Il est intéressant de noter que les degrés d’hydratation couverts par les données
expérimentales de la figure 8.18 correspondent & un état avancé de la réaction d’hydratation,
« loin » de la prise; alors que le seul paramétre du modéle qui a été ajusté a précisément été
optimisé pour rendre compte de la prise.

40 T T T T 40 T T T T
= 30| 1 = st ]
3 =8
= 20t o™ 4 T 20t :
K 10 | 1 K 10 | 1
0 | /,’,";,/;7 ,ul I , 0 L
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 0.8 1
« «
— e/c=10.25 mod. - exp. — e/c=10.30 mod. + exp.
fffff e/c=0.35 mod. x exp. — e/c=0.40 mod. = exp.
rrrrrr e/c=0.45 mod. o exp. -~ e/c=10.50 mod. o exp.
- e/c=0.55 mod. o exp. -~ efc=0.60 mod. o exp.

F1G. 8.18 — Module de Young de pates de ciment en cours d’hydratation, estimé par homogénéi-
sation des milieux aléatoires (lignes), et mesuré expérimentalement (points) [52]

La figure 8.19 représente le module de Young estimé de la péate non plus en fonction du
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degré d’hydratation, mais en fonction de la porosité capillaire (graphique de gauche) ou totale
(graphique de droite) de la pate, toujours pour différentes valeurs du rapport e/c. Comme attendu
de fagon intuitive, a e/c donné, la rigidité de la pate augmente & mesure que la porosité diminue.
Il est délicat de comparer entre elles les différentes courbes, car un niveau de porosité donné peut
correspondre a différents degrés d’avancement, selon le e/c. Toujours est-il que la seule variable
porosité ne permet pas de décrire les caractéristiques mécaniques d’une pate de ciment. En effet,
les courbes sont loin d’étre confondues. C’est une conséquence de la grande complexité de la
morphologie des pates. En particulier, la phase solide (complémentaire de ’espace poreux) de la
pate n’est pas homogéne dans le cas général.

40 T T T T T 40 T T T T T T
—~ 30 r T —~ 30 B N
< <
S S
— 20 r - — 20 r e/c -
=10t {1 = 10t -
e/c=0.25
0 0 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 0.6 0 01 02 03 04 05 06
pr fp

Fi1G. 8.19 — Module de Young estimé de pates de ciment en cours d’hydratation, représenté en
fonction de la porosité capillaire (& gauche) ou totale (& droite), pour différents e/c compris entre
0.25 et 0.6

8.3.3 Module de Young de la pate en fin d’hydratation

On s’intéresse maintenant aux pates de ciment suffisamment agées pour que le processus
d’hydratation puisse étre considéré comme arrivé & terme. Le degré d’hydratation o des péates
considérées ici est donc estimé par le degré d’hydratation ultime o™ (7.7) tel que prévu par
le modéle de Powers. Les simulations sont toujours basées sur les données d’entrée rassemblées
dans la table 8.2. Les données expérimentales sont issues des travaux de Helmuth et Turk [58],
et présentées en section 7.3.1.

La figure 8.20 compare ces données expérimentales avec les prédictions du modéle. La courbe
présente un point anguleux pour e/c = k¢/p, (= 0.42), qui correspond & la transition entre un
matériau contenant a la fois de ’anhydre, des hydrates et des pores et un matériau ne contenant
que des hydrates et des pores. En fait, dans ’état d’hydratation ultime, toute la phase anhydre
a réagi pour e/c > K./pq, alors que des cceurs anhydres subsistent pour e/c < K¢/ pq.

Le modéle surestime légérement les modules expérimentaux pour e/c > 0.4 et les sous-estime
pour e/c =~ 0.3. Pour tenter d’éclairer cette surestimation des données expérimentales, on peut
avancer le fait que ’état d’hydratation ultime tel que prévu par le modéle de Powers et exploité
dans les simulations n’est en fait jamais atteint expérimentalement. Une autre raison de 1’écart
observé entre mesures et simulation peut étre le fait que ’on ne tient compte dans cette premiére
approche que des C-S-H comme hydrates. Un modéle plus élaboré devrait évidemment intégrer
les autres hydrates (portlandite, aluminates, ... ).
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F1G. 8.20 — Module de Young de pates complétement hydratées, estimé par le modéle et mesuré
expérimentalement [58|

8.4 Quelques remarques sur le modéle

Le modéle qui vient d’étre développé, et confronté & deux jeux de données expérimentales,
appelle un certain nombre de remarques.

8.4.1 Module de Young des hydrates basse densité

On représente sur la figure 8.21 I’'évolution du module de Young effectif des hydrates basse
densité, formant la matrice de la pate, en fonction du degré d’hydratation pour quelques valeurs
du rapport e/c. Comme attendu, cette évolution est strictement croissante. Il est intéressant de
noter que le module de Young & hydratation compléte (o = o défini par (7.7)) n’apparait pas
comme une fonction monotone du rapport e/c. Par ailleurs, ce dernier se trouve étre du méme
ordre de grandeur que les valeurs mesurées par nano-indentation sur pates matures : 20+ 2 GPa
ae/c=0.18 dans [129], et 21.7 +2.2 GPa a e¢/c = 0.5 dans [23].

25 T T T T o e/c — 0.2
N e/c=0.3
20 ¢ F R e/c=0.4
® S e efe=0.5
j(._-;, 15 r i e/c=0.6
= 10+ g
)
5 L _
0
0 1

F1G. 8.21 — Module de Young estimé des hydrates basse densité, pour différentes valeurs de e/c
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8.4.2 Schéma d’homogénéisation alternatif a I’échelle de la pate

Le schéma proposé a 1’échelle macroscopique, c¢’est-a-dire pour homogénéiser un VER de pate
(voir la section 8.2.3 et en particulier la figure 8.14), est un schéma de Hervé et Zaoui [59] & 4
couches concentriques.

Une approche alternative, et relativement courante pour rendre compte de morphologies
de type « matrice-inclusions », consiste a exploiter un schéma de Mori Tanaka généralisé (fi-
gure 8.22). Le caractére généralisé renvoie a la notion de motif morphologique représentatif [14,
116, 132|, que l'on a déja eu l'occasion de manier en section 8.1.1.

i i £(z) — Eo -z, |z| — 00
| Ié/’/

F1G. 8.22 — Probléme auxiliaire d’élasticité a résoudre pour mettre en ceuvre le schéma de Mori
Tanaka généralisé proposé comme modéle alternatif de la pate

La figure 8.22 représente un probléme d’Eshelby généralisé mettant en jeu une sphére compo-
site incluse dans un milieu infini de rigidité Cpy. L’annexe C.1 propose une méthode de résolution
inspirée de [59]. Les déformations moyennes (), et (€),, peuvent s’écrire sous la forme :

<5>a =A,: Ey et <5>hd =Apq: Eg (8.23)

avec les tenseurs isotropes A, et Apg4. Le schéma de Mori Tanaka tient compte des interactions
entre les inclusions en prenant comme déformation de référence E la déformation moyenne dans
la matrice :

(€)pa = Eo (8.24)

L’estimation de Mori Tanaka de la rigidité effective de la pate (notée par 'indice pate) s’écrit
alors :

Cpate = [faCa:Au~+ fraCha : Apa + (1 — fo — fra)Caa) : (8.25)
[faba + fraBna + (1 — fo — fra)l ™!

ou f; désigne la fraction volumique de la phase ¢ dans la péte.

A la différence du schéma de Mori Tanaka classique pour lequel les inclusions sont homogénes,
le schéma généralisé mis en ceuvre dans ’équation ci-dessus ne se traduit pas par des expressions
analytiques simples du module de Young et du coefficient de Poisson effectifs.

L’écart sur le module de Young effectif de la péate, entre le schéma auto-cohérent généralisé
a 4 couches et le schéma de Mori Tanaka généralisé, s’avére étre parfaitement négligeable (fi-
gure 8.23). Ainsi, I'un ou l'autre des schémas peut étre mis a profit pour homogénéiser un VER
a I’échelle macroscopique, selon la simplicité d’implémentation ou tout autre critére pratique.

8.4.3 Influence de la forme des particules d’hydrates basse densité

On a considéré les hydrates basse densité comme une mousse poreuse formée d’un amas de
plaquettes de dimension supérieure aux briquettes élémentaires de C-s-H. Or la morphologie pré-
cise des hydrates basse densité reste a ce jour trés mal définie dans la littérature. Les observations
au MEB, si tant est que I'on puisse supposer que le fait méme d’observer ne dégrade pas ce que
I'on observe, ne permettent pas a priori de trancher (voir par exemple la figure 8.24). Si sur cette
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F1G. 8.23 — Module de Young de la pate, pour des e/c entre 0.25 et 0.6, estimé par un schéma
auto-cohérent généralisé a 4 couches (HZ) ou par un schéma de Mori Tanaka généralisé (MT)

figure on repére clairement la forme des cristaux d’ettringite (aiguilles) et de portlandite (pla-
quettes) ; en revanche, en ce qui concerne les C-s-H, la forme est nettement moins bien définie.
En effet, on observe une mousse poreuse ressemblant plus ou moins & une « éponge ».

On peut alors se demander quelle est I'influence de la forme des particules solides constituant
les hydrates basse densité sur le module de Young de la pate. Pour des raisons techniques de
faisabilité des calculs dans un temps raisonnable, on n’explore ici que les formes ellipsoidales de
révolution. Méme si cela peut sembler assez restrictif, cela permet tout de méme de considérer
des formes allant de la plaquette & D'aiguille en passant par la sphére. On propose alors de
remplacer les oblates utilisés jusqu’a présent par des prolates, ellipsoides de révolution allongés.
Comme précédemment (section 8.3.1), le rapport d’aspect de ces particules est ajusté de fagon
a reproduire au mieux les données sur la prise (table 7.1).

Pour cela, on exploite le graphe de la figure 2.13, pour déterminer le rapport d’aspect rlf;ip de
prolates assurant la méme porosité critique que le rapport d’aspect 7’2;[0 = 0.033 des oblates mis en
ceuvre jusqu’ici. On obtient ri&p = 19. Sans modifier aucun autre parameétre que cette forme des
particules solides des hydrates basse densité (en particulier on conserve les autres données d’entrée
de la table 8.2), on obtient les modules de Young de pate représentés sur la figure 8.25. L’accord
vis-a-vis des données expérimentales est clairement moins bon que précédemment (comparer les
figures 8.25 et 8.18). Le modeéle sous-estime systématiquement les données expérimentales. En
fait, on a déja noté en section 2.2.1 que le module de Young effectif d’'un polycristal poreux
constitué d’aiguilles (r® — 00) est plus faible que celui d’un polycristal constitué de plaquettes
(rs — 0), a porosité identique : voir figure 2.9.

Ainsi, du point de vue de la prédiction du module de Young effectif de la pate, la description
des hydrates basse densité & 1’aide de plaquettes donne de bien meilleurs résultats qu’avec des
particules allongées. Cela ne signifie pas pour autant que les hydrates basse densité soient ef-
fectivement constitués d’'un amas de plaquettes : la réalité est certainement bien plus complexe.
Néanmoins, on va conserver ici le modéle a plaquettes, qui assure une estimation raisonnable de
I’élasticité d’une pate en cours d’hydratation.

8.4.4 Retour sur la rigidité des briquettes élémentaires

L’analyse inverse de ’élasticité des hydrates haute densité nous a permis d’évaluer les ca-
ractéristiques élastiques de la phase solide constituant les briquettes élémentaires de C-S-H :
E, =72 GPa et v = 0.27. Notons qu’il existe d’autres moyens de quantifier ces caractéristiques
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F1G. 8.24 — Observation au MEB des hydrates d'un béton standard (B25) ; on distingue en haut a
gauche des aiguilles d’ettringite, vers le centre une plaquette de portlandite en partie recouverte,
et des C-S-H, présentant une microstructure de type « mousse » ou « éponge », notamment sur
la droite de I'image

40 T T T T 40 T T T T
= 30r 1 = 30t ]
S S
= 20t 1 = ¢ ]
K 10 F - K 10 | -
0 0
0 1 0 1
a a
— ¢/c=0.25 mod. + exp. — ¢/c=0.30 mod. + exp.
————— e/c=0.35 mod. x exp. — e/c=0.40 mod. = exp.
—————— e/c=0.45 mod. o exp. -~ e/c=0.50 mod. o exp.
- e/c=0.55 mod. o exp. v ef/e=0.60 mod. o exp.

Fi1G. 8.25 — Module de Young de pates de ciment en cours d’hydratation, estimé par homogé-
néisation des milieux aléatoires en représentant par des particules allongées la phase solide des
hydrates basse densité (lignes), et mesuré expérimentalement (points) [52]
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élastiques.

Pellenq et al. [91] ont déterminé par modélisation a I’échelle atomique les modules élastiques
de la tobermorite, un matériau souvent décrit comme analogue au solide constituant les briquettes
élémentaires de C-s-H. Sur la tobermorite de rapport C'/S = 0.832, avec 14 molécules d’eau par
maille et pour une distance interlamellaire de 1.4 nm, soit au maximum de stabilité, les modules
de Young calculés valent 54 GPa dans la direction perpendiculaire aux feuillets, 68 et 72 GPa
dans les directions paralléles aux feuillets [90].

Plassard [94] a mesuré par nano-indentation a ’aide d’une pointe AFM (procédé permettant
d’accéder a des échelles inférieures a celles atteintes par la nano-indentation classique de [124])
le module de Young dans la direction perpendiculaire aux feuillets d’une briquette élémentaire
de C-s-H. Il a obtenu un module de Young de 'ordre de 300 GPa pour les C-S-H placés dans des
conditions similaires & celles régnant dans un béton courant.

Non seulement la microstructure des C-S-H n’est pas trés clairement définie, mais de plus le
consensus semble loin d’étre atteint sur les caractéristiques élastiques de la briquette élémentaire.
En effet, on peut observer un rapport de 6 entre les résultats d’un calcul & ’échelle atomique
et des mesures par AFM. C’est pourquoi nous avons préféré procéder par analyse inverse. Nous
avons d’ailleurs obtenu un module de Young du méme ordre de grandeur que ceux calculés
par Pellenq et al. (72 GPa contre 54, 68 et 72 GPa). Par ailleurs, du fait de la microstructure
feuilletée des briquettes élémentaires, prendre une rigidité isotrope reste une simplification. Pour
aller plus loin, il serait judicieux de donner une rigidité isotrope transverse aux briquettes. Une
piste pour estimer cette rigidité isotrope transverse par démarche de changement d’échelle serait,
outre le calcul & I’échelle atomique [91], d’introduire une troisiéme échelle dans notre modéle,
I’échelle microscopique. Cette échelle est celle de la briquette élémentaire de C-s-H. Un VER &
cette échelle révele les feuillets et le milieu interstitiel. L’homogénéisation du comportement d’un
tel VER pourrait étre conduite en s’inspirant de [31], qui concernait plutot les argiles.

8.4.5 Module de Young de la pate au trés jeune age

Les données expérimentales sur ’élasticité exploitées jusqu’ici concernaient des pates plutdt
agées (plus de 14 jours). Les essais mécaniques classiques (compression simple par exemple) sont
délicats a réaliser sur des pates de trés jeune age, ce qui explique leur plus grande rareté.

Les seules données propres au trés jeune age de la pate exploitées jusqu’a maintenant sont
les degrés d’hydratation de prise de [122]|. Ces degrés d’hydratation de prise ont été obtenus par
régression linéaire sur des points expérimentaux présentant la résistance & la compression en
fonction du degré d’hydratation. Comme on I’a noté en section 7.3.3, le degré d’hydratation de
prise réel peut trés bien étre inférieur a celui évalué par [122]. Ainsi, I’évolution du module de
Young en fonction du degré d’hydratation peut démarrer de fagon plus précoce que ce que le
modeéle donne (comme schématisé sur la figure 8.26). Cette hypothése va étre confirmée par les
essais au trés jeune age de Boumiz.

Boumiz [15] a mesuré l'élasticité de pates de C3S au trés jeune age par ultrasons (voir sec-
tion 7.3.1). Ces pates étant saturées d’eau, les modules élastiques obtenus sont les modules non
drainés. En effet, la théorie poromécanique [26] définit deux cas extrémes pour le tenseur de
rigidité d’un milieu poroélastique saturé :

— raideur drainée, en I’absence de pression dans les pores;

— raideur non drainée, en ’absence d’échange de fluide avec 'extérieur.

Jusqu’a présent, les modéles mis en place se sont concentrés sur la raideur drainée. Il s’agit
donc a présent de déterminer la raideur non drainée, nécessaire pour comparer les estimations
micromécaniques aux mesures par ultrasons.

2 Rapport C/S : rapport entre le nombre d’atomes de calcium et le nombre d’atomes de silicium dans la maille
cristalline.
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Fi1c. 8.26 — Représentation schématique de la probable évolution réelle du module de Young
(trait plein), confrontée a I’évolution modélisée (trait interrompu)

Modules effectifs non drainés

Il existe un lien entre la raideur effective drainée (Cpom) et non drainée (C34 ) d'un milieu
poreux saturé [30] :
c¥  =Chom+MB® B (8.26)

om

avec B le tenseur de Biot et M le module de Biot du milieu poreux. Lorsque le matériau est
macroscopiquement isotrope, cette relation se traduit en termes de modules de compression et
de cisaillement :

kP = Kpom + M et B = fhom (8.27)

avec b le coefficient de Biot (tel que B = b1). Lorsque, de plus, la phase solide est homogeéne et
isotrope (les modules de compression et de cisaillement étant respectivement notés ks et psg), le
coefficient de Biot et le module de Biot du matériau poreux s’écrivent [30] :
_ khom M ks

et

b=1 =
ks b—

(8.28)

Comme les hydrates haute et basse densité sont des milieux poreux dont la phase solide est
considérée homogéne et isotrope, leurs modules non drainés se calculent & partir des modules
drainés (voir section 8.2.3), en exploitant (8.27) et (8.28).

Les modules élastiques non drainés de la pate sont estimés de la méme fagon que décrit
en section 8.2.3, les modules drainés des hydrates basse et haute densité devant étre remplacés
par leurs équivalents non drainés. Cette démarche suppose ’absence d’échange d’eau entre les
hydrates basse et haute densité, et avec 'extérieur.

Confrontation expérimentale

En partie gauche de la figure 8.27, on superpose les données expérimentales et les prédictions
issues du modéle, obtenues a partir des données d’entrée rassemblées dans la table 8.2. L’accord
n’est pas trés bon, surtout au trés jeune age (a < 0.3). L’écart entre modéle et expérience peut
étre quantifié par la racine de ’écart quadratique moyen :

n Ec'z:cp _ Emod 2
erreur = \/lel( ! ) (8.29)

n

n étant le nombre de points expérimentaux, et avec Ef P et E{”Od les modules de Young expéri-
mental et modélisé correspondants au point ¢ = 1...n. Cette erreur vaut ici 2.36 GPa. Le modéle
requiert clairement des améliorations au jeune age. De plus, le degré d’hydratation de prise me-
suré par ultrasons est trés différent® de celui exploité en section 8.3.1 et issu de [122]. Ainsi,

3 Les travaux de Boumiz et al. [15] indiquent des degrés d’hydratation de prise bien plus faibles que ceux
estimés par Torrenti et Benboudjema [122]. L’existence de divergences aussi significatives sur la valeur du degré
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on peut tenter de recalculer le rapport d’aspect optimal r;; des plaquettes des hydrates basse
densité, en minimisant ’erreur entre les données expérimentales et les prédictions du modéle. En
réalisant une telle optimisation indépendamment pour chaque rapport e/c, on obtient les résul-
tats donnés dans la table 8.3. Cela améliore un peu ’accord entre les données expérimentales et
les prédictions, comme le montre la partie droite de la figure 8.27.

ry; = 0.033 ry; optimisé pour chaque e/c (table 8.3)
25
&) <
T 515 ]
2 s 10 i
KN 2
SN SN 5 1
0
0.5
« «
— e/c=10.30 mod. - exp. — e/c=10.30 mod. + exp.
fffff e/c=0.40 mod. » exp. — e/c=0.40 mod. = exp.
rrrrr e/c=0.50 mod. o exp. - e/c=0.50 mod. o exp.
- e/c=0.60 mod. o exp. -~ efc=0.60 mod. o exp.

F1c. 8.27 — Module de Young non drainé d’une pate, estimé et mesuré par ultrasons [15]

e/c | rp; opt. erreur (GPa)
0.3 | 0.015 1.56
0.4 | 0.028 1.31
0.5 | 0.033 1.28
0.6 | 0.035 0.96

TAB. 8.3 — Optimisation du rapport d’aspect des plaquettes des hydrates basse densité, de
maniére indépendante pour chaque e/c

Validité du modéle d’hydrates basse densité

La modification du seul rapport d’aspect des plaquettes solides des hydrates basse densité ne
fournit pas une prédiction correcte des mesures ultrasons du degré d’hydratation de prise, & moins
de recourir a des plaquettes extrémement aplaties. On considére maintenant en plus I'influence
du paramétre myg caractérisant la distribution de C-S-H entre basse et haute densité et jusqu’a
maintenant évalué par le modeéle (8.17) de Tennis et Jennings [121]. L’estimation auto-cohérente
aéc du degré d’hydratation de prise déterminée en section 8.3.1 peut étre calculée en fonction du

d’hydratation de prise mesuré expérimentalement, selon les auteurs et les techniques, mériterait certainement des
investigations complémentaires. La méthode de détermination du degré d’hydratation de prise utilisée par [122]
(pied de la droite ajustée sur les données expérimentales, voir figure 7.9) conduit & une surestimation pour plusieurs
e/c (il existe des points a < o*? , 0. > 0). Mais ceci n’apporte qu’un éclaircissement partiel sur les divergences
observées.
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parameétre mpg sans recourir a (8.17) de fagon a prendre du recul vis-a-vis du modéle de Jennings
et Tennis [121]. En effet, nous avons déja mis en évidence les difficultés liées a 1'utilisation de cette
répartition en deux familles d’hydrates dans le cadre du modéle morphologique développé (voir
les commentaires faits autour de la figure 8.16). Comme la prise est controlée par les hydrates
basse densité, a priori plus on en forme (mpq élevé), plus la prise va étre précoce.

La figure 8.28 représente aglC en fonction de mpg pour quelques valeurs du rapport e/c
et du rapport d’aspect 7y, des particules solides des hydrates basse densité. Faire passer le
rapport d’aspect sous 0.02 ne semble pas trés réaliste, puisque la fabrication d’une telle plaquette
nécessiterait la juxtaposition d’au moins 0.12/0.02 = 6 briquettes élémentaires (0.12 étant le
rapport d’aspect de la briquette élémentaire).

Le rapport mpg est évidemment limité a l'intervalle [0, 1]. Le degré d’hydratation de prise
évalué sur la figure 7.6 est < 0.03 pour e/c = 0.3 et < 0.1 pour e/c = 0.5. Aucune valeur de
mypq ne permet d’atteindre des seuils de prise aussi faibles (voir figure 8.28). Ceci signifie que le
modéle morphologique d’hydrates basse densité vus comme une mousse poreuse doit étre remis
en question, particuliérement au jeune age.

0.2 T T T e
015 | R
%o 01 B i ]
3 6/020-5, rgd:().OS
| 6/020,57 T’gd2002 .
005 - e/c=0.3, 15, = 0.03
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Mpd

Fia. 8.28 — Estimation du degré d’hydratation de prise en fonction de la part d’hydrates appa-
raissant sous la forme basse densité (e/c = 0.3 ou 0.5; rj; = 0.02 ou 0.03)

Modification du modéle d’hydrates basse densité

La confrontation des résultats du modeéle avec les mesures ultrasons de [15] dans la section
précédente a révélé que le modéle d’hydrates basse densité requiert un certain nombre d’améliora-
tions, au moins au jeune age. Pour retrouver le degré d’hydratation de prise observé sur les essais
aux ultrasons, il serait nécessaire d’imposer aux plaquettes un rapport d’aspect si faible qu’il
en deviendrait irréaliste. On peut néanmoins envisager des particules initialement trés aplaties,
comme des « feuilles », et qui s’épaissiraient a mesure que ’hydratation avance. Cela reviendrait
& considérer pour les plaquettes un rapport d’aspect dépendant du degré d’hydratation. Nous ne
creuserons pas ici cette voie, qui peut étre vue comme une extension de ce travail.

Une autre voie d’amélioration réside dans le fait que, pour le moment, la phase solide des
hydrates basse densité se trouve étre uniformément distribuée dans I’espace laissé libre entre les
particules composites anhydre + hydrates haute densité. Les hydrates basse densité se présentent
donc sous la forme d’une mousse trés poreuse. De plus, les plus gros pores capillaires présentent a
priori des dimensions difficilement comparables a celles des plaquettes. Par conséquent, il devient
nécessaire de se repencher sur la description géométrique des hydrates basse densité.

L’idée proposée est de conserver le concept de matrice entourant les sphéres composites
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anhydre + hydrates haute densité, mais & présent, cette matrice est vue comme un matériau
a double porosité. Ce dernier est formé des hydrates basse densité eux-mémes, toujours décrits
comme une mousse poreuse, et des plus gros pores capillaires. La taille caractéristique de ces
derniers est de l'ordre de la dizaine de microns, alors que les plaquettes (assemblage de quelques
briquettes élémentaires de 60 x 30 * 5 nm) formant la mousse sont plutdt de l'ordre de quelques
centaines de nanométres. Cette séparation d’échelles autorise la représentation de la matrice
comme un matériau poreux dont la « phase solide » est la mousse poreuse pré-homogénéisée,
c’est-a-dire les hydrates basse densité (voir figure 8.29). Comme les plus gros pores ont été isolés
de la mousse poreuse, cette derniére va étre plus dense que précédemment.

anhydre gros pore

pore de gel plaquette
solide
briquette petit pore
élémentaire

hydrates
basse densité

matrice

hydrates
haute densité

pate
Fi1G. 8.29 — Représentation schématique du modéle morphologique de pate de ciment, avec une
description améliorée de la matrice

Du point de vue technique, les caractéristiques mécaniques de cette matrice peuvent étre
estimées en faisant appel & deux schémas auto-cohérents successifs :

— les plaquettes et les petits pores sont homogénéisés pour former les hydrates basse densité
(mousse poreuse), en réutilisant le schéma auto-cohérent déja implémenté pour modéliser
les hydrates haute et basse densité dans le modeéle précédent (section 8.2.3);

— les hydrates basse densité et les pores les plus gros sont homogénéisés pour former la
matrice, en exploitant un schéma auto-cohérent classique avec des formes sphériques (rap-
pelé en section 2.1.1), afin de rendre compte d’une précipitation désordonnée des hydrates
basse densité dans ’espace situé entre les particules composites anhydre + hydrates haute
densité.

Il est commode d’introduire la fraction volumique f,, de matrice dans la pate, qui est la
somme des contributions du solide (f3,) et de I'espace poreux (f5,). Par rapport aux notations
utilisées en section 8.2.4, on insiste sur le fait que f,,, f5, et fh remplacent respectivement les
quantités précédentes fyq, fp; et ff ;- La porosité totale (gros et petits pores) de la matrice s’écrit
Pm = f 71771/ f m:

La description de la matrice fait référence a deux tailles a priori bien séparées de pores. D’une
part, nous avons les plus gros pores capillaires (jusqu’a 20 pm). Ils forment I'espace poreux pris
en compte dans la seconde étape d’homogénéisation (mousse + espace poreux). D’autre part, la
mousse poreuse (hydrates basse densité) renferme les plus petits pores capillaires (jusqu’a environ
200 nm) et les pores de gel. Le nouveau modéle introduit donc un paramétre morphologique
supplémentaire x séparant la porosité de la matrice ¢, en gros pores capillaires ((1 — x)¢m) et
pores de la mousse (x¢n,). Notons que le nouveau modéle est en fait une extension du précédent.
On retrouve ce dernier dans le cas particulier x = 1 : en 'absence de gros pores capillaires, la
matrice devient identique aux hydrates basse densité.

Evidemment, la condition pour que les hydrates basse densité soient. .. moins denses que les
hydrates haute densité restreint les valeurs de y envisageables. Autrement dit, la porosité de la
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mousse doit étre plus élevée que celle des hydrates haute densité :

Xfm
— > ; 8.30
Xt i Y (8:30)
ce qui donne :
Pi fm
in = — -1 8.31
o= 20 (1) .

ol Xmin dépend de e/c et a. Cette derniére quantité est représentée par une courbe en trait
interrompu fin sur les graphes de la figure 8.30. La partie du plan (x, «) située a gauche de cette
courbe (zone grisée) doit étre évitée pour assurer l'inégalité (8.31).

La prise de la pate est conditionnée par celle de la matrice. Ceci nécessite que (i) suffisamment
de plaquettes aient précipité dans la mousse d’hydrates basse densité et que (ii) la porosité de la
matrice (dans la seconde étape d’homogénéisation) soit inférieure a 1/2 : (1 — x) fh/fm < 1/2.
La condition (i) (respectivement (ii)) correspond a la partie droite (respectivement gauche) de la
courbe présentée sur chaque graphe de la figure 8.30. Le degré d’hydratation de prise de la pate
de ciment dépend ainsi non seulement du rapport e/c et du rapport d’aspect rj; des plaquettes,
mais aussi de y. A titre d’illustration, considérons des valeurs de e/c allant de 0.3 & 0.5, et
le rapport d’aspect rj; = 0.033. Par rapport au modéle précédent (correspondant a x = 1), il
apparait que toutes les valeurs de x dans l'intervalle [0.45, 1] prédisent des degrés d’hydratation
de prise inférieurs, c’est-a-dire plus proches de ce que les mesures ultrasonores suggérent [15].

e/c=0.5

F1G. 8.30 — Degré d’hydratation de prise en fonction de x, pour quelques valeurs de e/c et rj;;
seule la partie des graphes située a droite de la courbe en pointillés fins est admissible (zone non
grisée, correspondant a x > Xmin)

Le paramétre morphologique x est a priori une fonction x(e/c, ). Il serait intéressant de
clarifier la fagon précise dont y dépend de ces deux paramétres. Cela nécessite des moyens
d’investigation qui semblent hors de notre portée. Cependant, afin de commencer & appréhender
le nouveau modéle, on peut d’ores et déja proposer des simulations s’appuyant sur un x constant,
choisi comme le minimum satisfaisant x > Xm:n dans U'intervalle 0.2 < e/c < 0.6 : x = 0.72. La
figure 8.31 représente 1’évolution du module de Young (drainé) de la pate, en utilisant x = 0.72
et x = 1 qui permet de retrouver le modéle précédent. Avec x = 0.72, le degré d’hydratation de
prise est réduit, comme attendu d’apres la figure 8.30, et 'augmentation du module de Young est
plus lente au début. Cependant, plus tard (« > 0.4), le nouveau modeéle donne des prédictions
quasi similaires a ’ancien. C’est une bonne nouvelle dans la mesure ot le modéle précédent était
déja satisfaisant sur les pates relativement agées (a > 0.5).
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Fig. 8.31 — Module de Young d’une péate en cours d’hydratation, estimé pour deux valeurs
différentes du parameétre morphologique x : 0.72 et 1

8.5 Conclusion

On a développé un modéle micromécanique de pate de ciment permettant d’estimer le module
de Young effectif. Ce modéle, qui recourt & I’homogénéisation des milieux aléatoires, est basé
sur un schéma d’homogénéisation intégrant des informations sur la morphologie de la péte.
Ces informations sont essentiellement issues d’observations de péates & plusieurs échelles et par
divers moyens technologiques. Les données nécessaires pour alimenter ce type de modéle ont une
double nature : géométrique et mécanique. Les grandeurs géométriques sont principalement les
fractions volumiques des différentes phases. Ces derniéres sont estimées au cours de la réaction
grace a un modele d’hydratation issu de la littérature. Les données mécaniques (caractéristiques
¢élastiques) sont issues d’expériences de nano-indentation, et d’une analyse inverse lorsque ces
caractéristiques élastiques ne sont pas facilement accessibles. Le seul paramétre géométrique qui
a été calibré est le rapport d’aspect des plaquettes formant les hydrates basse densité. Celui-ci a
été déterminé de maniére a rendre compte correctement de la prise (degré d’hydratation auquel
apparait une rigidité macroscopique). Le modéle est alors capable de prédire le module de Young
effectif de pates en cours d’hydratation (pour « > 0.5), en reproduisant de fagon trés satisfaisante
des données disponibles de maniére indépendante dans la littérature. La comparaison entre les
simulations et I'expérimental est un peu moins bonne en ce qui concerne les pates « matures »
(6 & 24 mois), mais reste raisonnable.

Le bon accord entre les simulations et les données expérimentales crédite le modéle morpho-
logique développé. Cependant, il s’agit de rester conscient que des améliorations sont nécessaires.
En effet, la distinction entre C-s-H haute et basse densité ne suffit pas a décrire toute la com-
plexité des pates de ciment. D’une part, les C-S-H présentent probablement une gamme continue
de densités. D’autre part, les pates se composent de nombreux autres produits d’hydratation qui
difféerent & la fois en termes de densité, de nature chimique et de caractéristiques mécaniques.
Intégrer de nouveaux hydrates comme la portlandite ou les phases aluminates ne semble poser
aucune difficulté théorique, pourvu que les informations sur la morphologie & adopter, un modéle

Cet enrichissement de la morphologie devrait permettre d’améliorer les prédictions au trés
jeune age, qui restent pour le moment trés délicates. La représentation plus soigneuse de I'espace
poreux des hydrates basse densité a déja eu pour conséquence des progrés notables. Par ailleurs, la
prise en compte de différents types d’hydrates devrait permettre de quantifier les conséquences
sur I’élasticité effective de la dégradation ou de la transformation de certains de ceux-ci. Par
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exemple, la lixiviation se traduit au début par une dissolution de la portlandite.

Au terme d’un processus itératif « essai - erreur », dont nous n’avons présenté dans ce chapitre
que la premicére (section 8.1) et derniére (sections 8.2 a 8.4) étape, nous disposons d’un modéle
micromécanique de pate de ciment qui estime de fagon raisonnable ’élasticité effective tout au
long de I'hydratation (trés jeune age exclu), méme s’il ne représente que de fagon simplifiée la
réalité. Construire un modeéle morphologique qui « passe le test de I’élasticité » est une étape
primordiale du travail d’analyse micromécanique du comportement d’un matériau. En effet,
il devient & présent envisageable de s’attaquer a des phénoménes plus complexes, comme la
résistance et le fluage (effets différés).
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Chapitre 9

Résistance des C-S-H et pates de ciment

Ce chapitre est consacré a la résistance des matériaux cimentaires. On propose une estima-
tion du critére de rupture d’'une pate de ciment, par homogénéisation des milieux aléatoires.
La morphologie est de type polycristalline avec des particules solides composites formées d’un
coeur anhydre entouré d’une couche d’hydrates. L’anhydre est supposé présenter une résistance
bien plus élevée que les hydrates. Les hydrates sont successivement supposés de von Mises et
de Drucker-Prager. On retrouve le méme type de désagrément qu’en élasticité avec ce modéle
morphologique. On propose ensuite d’établir le critére de limite d’élasticité des hydrates basse
(ou haute) densité a partir de leur microstructure, supposée formée d’'un assemblage de particules
aplaties. On suppose ces particules élastiques fragiles.
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Aprés avoir mis au point un modéle morphologique de péate de ciment au chapitre précédent,
il est tentant d’aller au dela de I’élasticité. Ce chapitre est consacré a la résistance.

On propose d’abord (section 9.1) un modéle de critére de rupture de pate de ciment estimé par
homogénéisation non linéaire. La morphologie reprend la premiére tentative réalisée en élasticité
(décrite en section 8.1) : un assemblage poreux de sphéres composites a coeur anhydre entouré
d’une couche d’hydrates. Les hydrates sont successivement supposés de von Mises et de Druger-
Prager. L’anhydre est supposé présenter une résistance bien supérieure a celle des hydrates, si
bien qu’on la considére comme infinie.

Ensuite, on cherche & profiter a la fois du modéle alternatif de pate de ciment mis au point en
sections 8.2 & 8.4, et de 'approche développée pour estimer la limite élastique du platre pris au
chapitre 5. En effet, le nouveau modéle de pate de ciment voit les hydrates comme un assemblage
de plaquettes. On adapte alors la méthode développée sur un assemblage d’aiguilles pour le platre
pris au cas de plaquettes. Les plaquettes sont supposées élastiques fragiles.

9.1 Premier modéle de résistance de pate [107]

En quasi-simultané avec le développement du premier modéle de pate de ciment en élasticité
(section 8.1), nous avons tenté de construire un modéle visant & estimer la résistance mécanique.
Plus précisément, nous avons mis & profit le schéma d’homogénéisation, construit pour traiter
I’élasticité, dans une démarche d’homogénéisation non linéaire afin d’aborder la résistance. L’ori-
ginalité de ce travail (présenté dans [107] lorsque les hydrates sont de von Mises) réside dans le
caractére hétérogéne de la phase solide.

9.1.1 Introduction

On s’intéresse a la rupture d’un milieu poreux dont le solide est hétérogéne. Plus précisément,
la microstructure correspond & celle initialement envisagée pour les pates de ciment (figure 8.3),
c’est-a-dire un assemblage désordonné et isotrope de pores capillaires et d’un motif morphologique
composite sphérique constitué d’un coeur anhydre entouré d’une calotte d’hydrates. Comme en
section 8.1, 'espace poreux, I’anhydre et les hydrates sont respectivement notés par les indices
pe, a et h. Le domaine occupé par le VER est noté 2. Au sein du VER, le domaine occupé par la
phase ¢ est noté €); et la fraction volumique correspondante est notée f;. On introduit le rapport
X = 3/ fa/(fa + fr). La porosité capillaire est notée f,c = .

On envisage successivement deux critéres de rupture pour les hydrates :

— le critére de von Mises f(o) =04 — k;

— le critére de Drucker-Prager f(o) = 04— 3(h — 04,) : on remplace « par (3 pour éviter une

collision de notation avec le degré d’hydratation a.
La résistance de ’anhydre est supposée bien supérieure a celle des hydrates, si bien qu’en pratique
on la considérera infinie.

Afin d’obtenir une expression approchée du critére de rupture macroscopique, on met en
ceuvre une démarche d’homogénéisation non linéaire de type sécante modifiée [95, 117, 118, 6].
Cette technique nécessite au préalable de résoudre un probléme d’homogénéisation linéaire et,
en particulier, de produire des estimations de la moyenne quadratique des déformations déviato-
riques et de la moyenne des contraintes sphériques dans les hydrates.

9.1.2 Homogénéisation linéaire et niveau de déformation moyen des hydrates

Dans toute cette sous-section, le comportement des deux phases solides est supposé élastique
linéaire isotrope. Le comportement effectif de la péate est alors élastique linéaire isotrope. Les
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tenseurs de contrainte et de déformation macroscopiques, respectivement notés 3 et E sont
reliés par I’équation d’état :

Y= (Cpate : E  avec (Cpate = 3kpateo]] + 2HpateK (91)

Afin de mettre en ceuvre la technique d’homogénéisation non linéaire, il est nécessaire d’estimer la
moyenne quadratique de la déformation déviatorique et la moyenne de la déformation sphérique
des hydrates.

Moyenne quadratique de la déformation déviatorique

Le raisonnement présenté ici est inspiré de [68]. On part de l'expression de I’énergie élastique
volumique ¥ du domaine solide :

\I/:1</ s:(Ca:edQ—i—/ s:(Ch:sdQ) (9.2)
210 \Ja, 2,

Celle-ci dépend des modules élastiques des phases anhydre et hydrates, d’une part de fagon
explicite & travers les tenseurs de rigidité C;, et d’autre part de fagon implicite par I'intermédiaire
du champ de déformation e(z). On dérive formellement cette énergie par rapport a uy, :

v
67: ﬁ:(Ca:sdﬂ—l— 88:(Ch:.»sdQ+/ e:K:ed (9.3)
Oun  Jo, Oun Q, Opn Q,

|Q

En exploitant le comportement élastique local, cette expression devient :

87\11: 86:ng+/ e:K:ed (9.4)
8uh Qaﬂh Qp

|

On applique ensuite le lemme de Hill [133] au champ de contrainte o et au champ de « défor-
mation » de/0uy, satisfaisant la « déformation » au contour 0E/dup, =0 :

ov
‘Q:/ e:K:ed) (9.5)
opn o
On obtient enfin une relation entre la dérivée de 1’énergie élastique et la moyenne quadratique
de la déformation déviatorique dans les hydrates :

ov

87/,1,;1 = 2fh <53>h (96)

Il reste & substituer I'expression macroscopique ¥ = E : Cpre : E/2 de I'énergie élastique, pour

obtenir : o1k o1/
4 82 _ pate Ezn o Mpate
fu e Opp, Otin

Pour exploiter cette égalité, il convient a présent de proposer des estimations des modules élas-
tiques effectifs kpqre €t pipate de la pate. C’est maintenant que l'on fait référence au schéma
d’homogénéisation développé en section 8.1.

Dans le cas limite de I'anhydre rigide et des hydrates incompressibles, les modules effectifs
de la pate sont donnés par les équations (8.10) et (8.11) avec les polynomes P;(x) définis par
(8.12). En notant A = kpgte/pin €t B = pipate/ pin, on obtient :

B —b+Vb%2 —4dac .
A:Mlg ot B— 50 siop<1/2 (9.8)
3¢ 0 siop>1/2

2 (9.7)
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a = 8(3—¢)P(x) (9.9)
b = 23 —¢)Pi(x) +24(2¢ — 1) Py(x) (9.10)
¢ = 3(2¢—-1)P(x) (9.11)

Ainsi, la moyenne quadratique de la déformation déviatorique dans les hydrates (9.7) prend

la forme : ) )
by b))
2 2 m d
Afnpy (€d), = =& + = (9.12)

Moyenne de la contrainte sphérique

La démarche d’homogénéisation non linéaire conduite avec des hydrates de Drucker-Prager
va de surcroit nécessiter une estimation de la contrainte sphérique moyenne dans les hydrates,
{om)y,-

On utilise pour cela les résultats établis dans I’annexe C.1.3, en remplacant 2 par a, 1 par h et
0 par pate. La porosité reste notée ¢. L’équation (C.22) relie la contrainte moyenne (o,,), dans
les hydrates a Ey,, = tr Ey/3. En tenant compte des caractéres rigide de 'anhydre (k, — o) et
incompressible des hydrates (kj, — 00), cette relation devient :

<Um>h = (Skpate + 4Mpate)E0m (913)

Par ailleurs, la contrainte moyenne X, = (0y,,) sur I'ensemble du VER est reliée & Ey,, par :
S = (3faka AN + 3 fukn A" Eoy, (9.14)

ot A" et AP sont respectivement donnés par (C.5) et (C.11). Dans le cas limite qui nous
intéresse ici (k, — 0o et kp, — 00), cette relation devient :

Em = (1 - @)(3kpate + 4,upate)E0m (9.15)

On a ainsi établi : )
<O'm>h - sz avec C = E (916)

9.1.3 Estimation du critére de rupture de la pate

On cherche a construire le critére de rupture de la pate connaissant celui des hydrates, donné
sous la forme f(o) = 0. On envisage successivement le critére de von Mises et celui de Drucker-
Prager.

Cas des hydrates de von Mises

Détermination du critére macroscopique Dans un premier temps, on suppose que les
hydrates obéissent au critére de von Mises. L’idée consiste a se ramener & un probléme d’homo-
généisation non linéaire en donnant aux hydrates un comportement élastique non linéaire fictif,
défini par un tenseur de rigidité sécant Cp(g4) tel que :

f( lim Ch(é‘d) : E?) =0 (917)

E4—00

En d’autres termes, le comportement fictif est choisi de fagon & saturer asymptotiquement le
critére de résistance lorsque la déformation locale est suffissamment grande (on note symboli-
quement ;4 — o0). Dans la pratique, on choisit un tenseur Cy(e4) isotrope, avec un module de
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compression kj, constant et un module de cisaillement pp(24). Pour le cas particulier du matériau
de von Mises (04 — k =0), (9.17) prend la forme :

lim Q[Lh(Ed)Ed =k (918)
£q4—00
11 suffit donc que pp(eq) soit équivalent & k/(2e4) lorsque e4 — oo. On note en particulier que
pn(eq)/kn — 0. Ceci autorise a considérer les hydrates comme un matériau incompressible et
donc a exploiter les résultats de la section 9.1.2.

On fait alors appel a la méthode sécante modifiée [95, 117, 118] avec la déformation effective

z-:;f = <53> et pour les hydrates le comportement fictif non linéaire :

pn(eq) = k/(2eq) lorsque g4 — 00 (9.19)

Ceci permet de déterminer la réponse du VER & des trajets de déformations macroscopiques
radiaux E = Ae. Sur chacun de ceux-ci, on évalue la contrainte macroscopique mobilisée asymp-
totiquement (quand A — oo). Cette derniére appartient & la frontiére G"*™ du domaine de
résistance macroscopique G"™ que 'on construit ainsi point par point. La relation (9.12) prend
la forme :

> Za 2
a + B frl2pn(ea)d] (9:20)
Le comportement fictif choisi (9.19) conduit alors & I'expression de dG"™ :
$2, X3
7 gd = fuk? (9.21)
ou encore, en exploitant (9.8) :
3

avec fr, = (1 — ¢)(1 — x?) et B donné par (9.8). Dans le plan (3,,,%q), ce critére est une
ellipse dont le rapport d’aspect est fonction de la seule porosité, tandis que la taille dépend de la
porosité, de la fraction de noyaux anhydres dans le solide, et est proportionnelle & la résistance
des hydrates.

Etude de quelques cas particuliers Lorsque y — 0 (fraction volumique d’anhydre nulle),
B — (1-2¢)/(1—¢/3) et on retrouve le critére obtenu [95] par le schéma auto-cohérent classique
(pores et solide homogéne) :

_A-9)(1—-2¢) 5
1—¢/3

pour ¢ < 1/2. Le domaine de résistance est réduit & ¥ = 0 lorsque ¢ > 1/2.

Soulignons le fait qu’il n’est pas possible de définir pour le solide composite « anhydre -
hydrates » (y > 0) une résistance k' = k’(k, x) équivalente a placer dans le schéma auto-cohérent
classique (9.23).

Lorsque xy — 1 (couche d’hydrates d’épaisseur infinitésimale), on s’approche du cas li-
mite d’un polycristal poreux dont les grains solides sont infiniment résistants et entourés d’une
interface dont la résistance au cisaillement est limitée!. Il s’agit en fait d’étudier le produit

(9.23)

! Le cas des grains infiniment résistants entourés d’une interface de Tresca sera traité directement en termes
d’interface en section 12.3.2. On portera a cette occasion un regard critique sur les résultats obtenus ici par passage
a la limite.
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(1 —¢)(1 — x*)B. Un développement limité lorsque x — 1~ donne :

I =3p)1-¢p) 1 +0<

1 .
> sip<1/3
- X

4B3—¢) (1—-x)? 1
(1-¢)(1-x*)B= (1/2—<p)1(/13— ‘p)+0(1—><) §1/3<p<1/2 (929
.
0 sip>1/2

Ainsi, comme la figure 9.1 le suggére, quand xy — 1, (1 — ¢)(1 — x®)B — oo lorsque ¢ < 1/3.
La porosité critique ¢ = 1/3 apparait : la résistance devient infinie. En fait, on pressent que
la résistance devient alors limitée par celle du solide, qui a été ici supposée infinie. Lorsque
1/3 < p < 1/2, le critére s’écrit :

41— ) p—1/3
Lorsque ¢ > 1/2, la résistance est nulle. Ce seuil passe & 1/3 lorsque k£ = 0 (interfaces sans

résistance). Ce seuil est a rapprocher de celui obtenu en élasticité pour des grains entourés d’une
interface lisse (début de la section 8.1.1).

100 :
o gyl 0950 0.990 ]
[ap)
“ 60l 0.995 ]
=
5 40 0900 T
L5l (0.999 |

0 1

0 1/6 1/3 1/2
©

F1G. 9.1 — Taille du critére en fonction de la porosité pour des valeurs de y proches de 1

Cas général A présent, y est a priori quelconque. La figure 9.2 représente le critére macrosco-
pique obtenu pour ¢ = 0.4 et quelques valeurs de la fraction de grains anhydres dans le solide : on
percoit clairement un effet de renforcement 4 mesure que x augmente. Autrement dit, a porosité
fixée, le domaine de résistance correspondant & i est inclus dans celui correspondant & o, si

X1 < X2-

Cas des hydrates de Drucker-Prager

On envisage a présent un critére de Drucker-Prager (f(o) = 04— 8(h—0,,)) pour les hydrates.
La construction du critére macroscopique est similaire & celle décrite ci-dessus dans le cas du
critére von Mises.

Détermination du critére macroscopique On donne aux hydrates un comportement fictif
non linéaire sous la forme :

ﬂ(h — 3kh5m)

1 9.26
5, orsque g4 — 00 (9.26)

pn(Em, €d) =

136



9.1. PREMIER MODELE DE RESISTANCE DE PATE

Sa/k
(@)
ot

-15 -1 -05 0 05 1 1.5
S /K

F1a. 9.2 — Critére macroscopique obtenu pour ¢ = 0.4 et les fractions de cceurs anhydres dans
le solide x* = 0,0.25,0.5,0.75, 1

et kj, constant. La contrainte sphérique o, = 3kpe,, étant en moyenne égale a 3, /(1 —¢) (9.16),
elle reste, en moyenne, finie. Ainsi, up, < kp lorsque €4 — o0 : le matériau devient incompressible.
Toujours dans le but d’utiliser une approche d’homogénéisation non linéaire basée sur la méthode
sécante modifiée 6], on introduit les déformations effectives :

52{ = (em), et sflf = \/<€3l>h (9.27)

De fagon similaire au cas von Mises, on obtient le critére macroscopique sous la forme :

»2 %2 ) S\
=4 2= h— —— 9.28
4 T =M < T <p) (9.28)
soit, en substituant 'expression de A (9.8) :
3 2 2 3\RA32 Zn )
P 2 21— o) (1B (h— 9.29

Le critére macroscopique ainsi obtenu est une conique dans le plan (%,,, 3,).

Etude de quelques cas particuliers Lorsque x — 0, B — (1 —2¢)/(1 — ¢/3) et on obtient

le critére : )
3¢ 2 2 (1=20)(1—¢) ( Xm >
— ¥+ ¥ = 65l h— —— 9.30

A1) a 1-¢/3 1—¢ (6-30)

obtenu pour des grains homogénes de Drucker-Prager.

Remarquons qu’il n’est pas possible de définir pour caractériser le solide hétérogéne des
paramétres h'(h, 3, x) et 5'(h, 3, x) « effectifs » a placer dans (9.30).

Lorsque xy — 1, on se trouve dans le cas limite d’un polycristal poreux dont les grains solides
sont infiniment résistants et entourés d’une interface dont la résistance est caractérisée par un
critére de Drucker-Prager. On réutilise le résultat (9.24) sur la limite du produit (1—)(1—x3)B.
Pour ¢ < 1/3, (1 — )(1 — x*)B — o et le domaine devient ¥, < h(1 — ¢). Pour ¢ > 1/2,
(1—¢)(1—x®)B — 0 et le critére devient %, = ¥y = 0.

Cas général A présent, y est a priori quelconque. La figure 9.3 représente le critére macrosco-
pique obtenu pour 8 = 0.2, ¢ = 0.4 et quelques valeurs de la fraction d’anhydre dans le solide :
on percoit un effet de renforcement & mesure que x augmente. Autrement dit, & porosité fixée,
le domaine de résistance correspondant a 1 est inclus dans celui correspondant a 2 si x1 < xa2.
Cela peut se montrer en remarquant le fait que pour toute porosité, (1 — ¢)(1 — x>)B est une
fonction croissante de .
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0.25 .
=1
=
kS 0.125 .
A
-0.5 -0.25 0 0.25

S /h

F1G. 9.3 — Critére macroscopique obtenu pour 3 = 0.2, ¢ = 0.4 et les fractions de grains anhydres
dans le solide x? = 0,0.25,0.5,0.75, 1

9.1.4 Application : résistance a la compression simple

On applique & présent les critéres de rupture de péte au trajet de chargement particulier
de la compression simple. La résistance & la compression simple est notée .. On représente
sur la figure 9.4 les résultats obtenus lorsque les hydrates sont supposés de von Mises ou de
Drucker-Prager. On retrouve les mémes pathologies qu’en élasticité : le modeéle prévoit une prise
instantanée aux e/c = 0.2 et 0.3. C’était attendu dans la mesure ou le modéle morphologique est
resté le méme.

Il est ainsi temps de passer au second modéle morphologique présenté au chapitre 8 (sec-
tions 8.2 & 8.4). De plus, nous allons pouvoir profiter des travaux de modélisation de la limite
élastique du platre pris (chapitre 5).

hydrates de von Mises hydrates de Drucker-Prager (5 = 0.3)

1.5 b 0.2 .
—~ «
™ ol | 0.3
é © 1 0.4-
~ SU 0.5
A N0s &

O 1 1 1
0 02 04 06 08 1
a a

F1G. 9.4 — Résistance en compression simple en fonction du degré d’hydratation, pour des rap-
ports e/c entre 0.2 et 0.6

9.2 Limite élastique d’un amas de plaquettes

On cherche a profiter a la fois :

— du second modéle morphologique de pate de ciment présenté au chapitre 8, donnant de
bons résultats en élasticité ;

— des développements accomplis sur la limite élastique du platre pris (chapitre 5).
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Dans le modéle morphologique de pate de ciment décrit en section 8.2 (voir figure 8.12), les
hydrates sont vus comme un amas de particules aplaties (briquettes pour les hydrates haute
densité, plaquettes pour les hydrates basse densité). Cette section est consacrée a la construction
d’un modéle de limite d’élasticité d’un tel amas de plaquettes, selon une démarche similaire
a celle conduite pour le platre pris (chapitre 5). On obtient ainsi une estimation de la limite
élastique a 1’échelle mésoscopique, valable aussi bien pour les hydrates basse densité que pour
les hydrates haute densité (puisque ceux-ci sont décrits par le méme modeéle morphologique). 11
restera, en extension de ce travail, a passer a I’échelle macroscopique pour obtenir une estimation
de la limite élastique d’une pate de ciment.

Comme nous n’irons pas au dessus de 1’échelle des hydrates, nous qualifierons cette derniére
d’« échelle macroscopique » dans toute la suite.

9.2.1 Critére a I’échelle de la plaquette

Comme au chapitre 5, il faut commencer par se donner un critére de rupture a ’échelle mi-
croscopique, c’est-a-dire a ’échelle de la plaquette. On se donne donc un critére portant sur la
contrainte moyenne (notée oY N étant 'axe de révolution de la plaquette) dans la plaquette
et tenant compte du caractére anisotrope de la forme de cette derniére. Plus précisément, on
considére le vecteur contrainte sur une facette contenant IN. La normale a la facette est notée n'.

Le vecteur contrainte oY - n/ présente une partie normale, o/, = n’- o™ - n/, et une partie tangen-

tielle, o} = o™ - n’ — o/ n’ (figure 9.5). On envisage un critére de rupture portant exclusivement

sur la partie normale :

!
max o, =0 9.31
s e (9.31)

La détermination du maximum de o], revient a chercher la facette la plus défavorable au sein de
la plaquette.

N

F1G. 9.5 — Plaquette d’axe N, vecteur contrainte sur une facette de normale n’ et ses composantes
normale et tangentielle

Pour simplifier les calculs, on considére des plaquettes infiniment aplaties, c’est-a-dire des
disques. On se place donc dans le cas limite du rapport d’aspect 7 — 0. Le comportement des
plaquettes est supposé élastique fragile. L’élasticité des plaquettes est caractérisée par le module
de Young F et le coefficient de Poisson v,. La porosité de I’amas de plaquettes est notée @y,. Les
modules élastiques effectifs, solutions de (2.16), sont notés ky, et up,. L'indice h fait référence aux
hydrates vus comme un milieu homogénéisé, sans spécifier s’il s’agit d’hydrates haute ou basse
densité.

La contrainte moyenne dans une plaquette d’orientation N donnée est estimée par le biais
de la solution du probléme de I'inhomogénéité d’Eshelby, comme effectué en section 5.2.1 sur le
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platre pris. Ceci conduit au tenseur de localisation des contraintes B, tel que :
oY =B(N,vs, 1) : 2 (9.32)

On recherche le domaine d’élasticité macroscopique dans ’espace des contraintes principales.
Le tenseur des contraintes macroscopiques est donc pris sous la forme :

Y= E1§1 ®Xe + E222 X eq + E323 ® eg (9-33)

9.2.2 Localisation : détermination de o/,

Dans la base sphérique (e,, ey, §¢), les composantes du tenseur de contraintes moyen dans la
plaquette d’axe [N = e, sont notées :

Orr Orf Org
o =1 0,9 o T4 (9.34)

Ire. 906 966 / (e, e.e4)
Ces composantes dépendent de (6, ¢) décrivant l'orientation de la plaquette.

On se donne un vecteur n’ situé dans le plan de la plaquette. Son orientation est caractérisée
par l'angle 1 qu’il fait avec e, (figure 9.6).

N

Il
g

F1G. 9.6 — Plaquette d’axe N = e,., vecteur n’ dans le plan de la plaquette, caractérisé par I'angle

(G
La partie normale du vecteur contrainte sur la facette d’axe n/ s’écrit :
opy + O Opy — O X
o =n'-oN.n = 99 5 0o | 260 5 ¢ cos(2)) + op4 sin(2¢)) (9.35)

On peut interpréter cette contrainte comme la contrainte de traction dans la direction n’. Il s’agit
d’une fonction de v qui est w-périodique, puisque selon deux directions n’ opposées, la contrainte
o;, est évidemment la méme. On rappelle que dans (9.35), 0gg, 0gg €t 0gg dépendent a la fois de
I'orientation de la plaquette par le biais de 6, ¢, et du tenseur de contraintes macroscopique par
le biais des contraintes principales X1, 39, 3.

9.2.3 Recherche de la famille de plaquettes critiques

On recherche, pour un état de contraintes macroscopique (X1, 32,¥3) donné, l'orientation
critique. Il s’agit de 'orientation (6, ¢) de la famille de plaquettes dans laquelle

! 9.36
n’ tcrlnﬂe}-}(ﬂ=0 In ( )
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9.2. LIMITE ELASTIQUE D’UN AMAS DE PLAQUETTES

est maximum. Il faut donc commencer par rechercher, dans une plaquette d’orientation 6, ¢
donnée, la direction n’ qui maximise la contrainte de traction o/,. Ensuite, il s’agira de rechercher
I’orientation qui maximise cette contrainte de traction maximale dans la plaquette.

Recherche de la direction critique dans une plaquette d’orientation donnée

Il s’agit de rechercher le maximum de o}, (9.35), lorsque n’ décrit le plan de la plaquette,
c’est-a-dire lorsque ¢ € [0, 7[. Les paramétres 31, X9, 33, 6, ¢ sont fixés. 1l est facile de montrer
que le maximum est atteint en ¢ = ¢/2 ou t est caractérisé par :

(009 — Tpp)/2 00

cost = et sint = (9.37)
\/(0'99 — 049)? /4 + 05, \/(099 — 049)? /4 + 0j,
On note n la direction permettant d’atteindre le maximum. La valeur de ce maximum est :
09 + O, 099 — O, 2
On = ——o—— 4 <2 ¢¢> + Ugd) (9.38)

Recherche de l'orientation critique

La contrainte de traction maximale est connue dans chaque plaquette. Il s’agit maintenant
de déterminer la plaquette critique, c’est-a-dire de maximiser, pour un état de contrainte macro-
scopique donné, o, par rapport a 'orientation (6, ¢) de la plaquette.

Aprés quelques calculs, on montre que (9.38) peut se mettre sous la forme :

op = ag(X1 + X2 + X3) + a1 f(0, ) (9.39)
avec :
160.9) [[(21 —Y5)cos? ¢+ Xg — ¥3]cos? O + (X1 — X2) cos? ¢ + L3 — 21]2
’ +[2(21 — ) cos  cos ¢sin ]
+ ag [(32 - 1) sin® f cos® ¢ 4 (B9 — X3) cos® § — o) (9.40)
et :
S kS 4 S k;s K] 2 2 s ks

2(1 - @h)[&uh(kjs + 2;“/5) + Ns(gks + 8#5)] Ns(3k‘5 + 4,[1,5)
On a a; > 0 et as > 1 lorsque v; > 0, ce qui est toujours notre cas. L’expression de ag est trop
lourde pour étre explicitée dans ce texte.

Il s’agit & présent de maximiser la fonction f. Par symétrie, il suffit de rechercher le maximum
sur [0,7/2] x [0,7/2]. On montre qu’en fait il ne peut y avoir d’extremum sur |0, 7/2[x]0, 7/2][.
On recherche donc le maximum sur 'un des cotés du huitiéme de sphére unité : 6 = 7/2, ¢ =0
ou ¢ = 7/2. Les résultats sont synthétisés dans la table 9.1.

Il reste & déterminer le maximum global de f. Il faut pour cela distinguer plusieurs cas selon
la fagcon dont s’ordonnent les contraintes principales. On montre qu’en fait ’axe de révolution de
la plaquette critique coincide avec 'axe de la plus petite contrainte principale (voir figure 9.7).

Revenons un instant sur la direction maximisant la contrainte de traction dans une plaquette
critique. Considérons par exemple le cas Y3 < X1 et X3 < X9 : la plaquette critique est de
normale e; (f = 0). On montre & partir de (9.37) que si ;1 > 39, la direction critique dans la
plaquette est e;. De fagon similaire, si 3o > 3;, la direction critique dans la plaquette est e,
(voir figure 9.8). Ainsi, la direction la plus défavorable dans la plaquette critique coincide avec
la direction principale correspondant a la contrainte principale la plus élevée. Et la normale & la
plaquette critique coincide avec la direction principale associée & la contrainte principale la plus
faible. Ces résultats sont conformes a I'intuition.
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0 =7/2 | maximum local de f
cas 1) valeur de f
Yo > 0 ]22—23|—a221
Y > o 7T/2 ]21—23|—a222
p=0 maximum local de f ¢ =m/2 | maximum local de f
cas 0 valeur de f cas 0 valeur de f

Y1 > 23 0 |21 — 22| — a9i3 Yo > 23 0 |22 — 21| — a9i3
Y3 >3 7T/2 ]23—22|—a221 X3 > Yo 7T/2 ]23—21|—a222

TAB. 9.1 — Maximisation locale de la fonction f définie par (9.40)

21<det21<23

€1

€3

Y3 < Xq et Mg < o

Yo < X et Mg < g

€2

F1G. 9.7 — Normale a la famille des plaquettes critiques (représentée par une fleche en trait gras)
selon la fagon dont s’ordonnent les contraintes principales macroscopiques

>

— .

21>22>23

=

€1

— .

22>21>23

F1G. 9.8 — Plaquette critique et direction critique n au sein de cette plaquette, selon 'ordre des

contraintes principales
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9.2.4 Détermination du critére macroscopique de limite élastique

On ordonne sous la forme 7 > ;5 > Y77 les contraintes principales. Le maximum global
de f est dans tous les cas :

0.0) = X1 =X —azx 9.42
osesgao}éwzﬂf("b) I 11— 22011 (9.42)

Le domaine d’élasticité macroscopique s’écrit alors, en rappelant (9.39) :
ao(Xr + X1+ Xrr) + a1 (X1 — X1 — a2Xygr) < oer (9.43)
Cette inégalité peut se réécrire sous la forme :
biXy + baXyr + bsXprr < ocr (9.44)

avec .
bi=ag+a1, by=ayg—a1 et b3=ag—aias (9.45)

Notons que by, by et b3 ne dépendent que de vy et @y (figure 9.9). Lorsque ¢ — 0, by — 1,
by — 0 et b3 — 0, si bien que le critére macroscopique devient ¥; < o... On retrouve dans ce
cas le critére de Rankine, analogue direct du critére local (lorsque ¢y — 0, on ne distingue plus
les différentes plaquettes).

10 1 0
8 2t -
N 6 ?5' '4 B 1
> ' e
— ! N
o 4 ’_ -6 i
2 - 8t -
O L [ +———f—»~'i“/ _10 1 1 I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ph Ph

Fic. 9.9 — Paramétres by, by, bg intervenant dans le critére macroscopique de limite élastique
(vs = 0.27)

Dans 'espace des contraintes principales, le critére macroscopique est un coéne & base hexa-
gonale (figure 9.10). La pointe du cone est obtenue sur la trissectrice ¥; = 39 = X3 = h. Elle
est caractérisée par h = h™%* avec :

hmax 1 (1 — @p)ks(3kp, + 4ps)

= = 9.46
Ocr b1 + bs + b3 6ksps + kh<3k‘5 —2us) ( )

On représente, sur la figure 9.11, A% en fonction de la porosité.

Pour appréhender 'influence de la porosité sur 'ouverture du céone, on peut déterminer les
paramétres [ contrdlant I'ouverture des cones de Drucker-Prager (X4 = (h — X)) inscrit et
circonscrit. La méthode a déja été exposée en section 5.4.3, voir équation (5.30) en remplacant
les ¢; par les b; donnés par (9.45). Les résultats sont tracés sur la figure 9.12 : plus la porosité
est élevée, plus le cone est fermé.
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Y3

21 E2

F1G. 9.10 — Critére de limite élastique macroscopique dans 1’espace des contraintes principales,
et coupe par un plan a 3, constant

0.8 i
0.6 i
0.4 i

hm(ll‘ / UCT

O 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1

Ph

F1G. 9.11 — Pointe du critére macroscopique de limite élastique (v5 = 0.27)

0 02 04 06 08 1

F1c. 9.12 — Parameétres [ des cones de Drucker-Prager inscrit et circonscrit (v, = 0.27)
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9.2.5 Cas de la traction / compression simple
Limite élastique uniaxiale

On considére un état de contrainte macroscopique uniaxial (traction ou compression simple).
Les limites élastiques macroscopiques sont :

Ocr

b1

Ger

b3

yhim — ot xhm— _ (9.47)
avec les mémes notations qu’au début de la section 5.3.4. La figure 9.13 gauche représente ces
limites élastiques en fonction de la porosité. Notons qu’a porosité nulle, la limite élastique en
compression tend vers I'infini. C’est 1ié au choix du critére local, limité uniquement en traction.
Pour remédier & cela, il conviendrait d’enrichir le critére local, par exemple en y faisant intervenir
la partie tangentielle |o}| du vecteur contrainte (voir figure 9.5), comme on l'a fait sur le platre
pris en section 5.4.

On représente en partie droite de la figure 9.13 la déformation macroscopique E33 atteinte
juste a la limite élastique.

10 i T T T . T 10 T T T . T
compression - compression -
8L traction — | 8t traction — |
S 6 T l
= s
3 4+ . §\m 4+ .
—~M
2 | {1 = 2 S
0 1 1 Sy S 0 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Ph Ph

Fi1G. 9.13 — Limites élastiques en traction et compression simple, et déformation & la limite
élastique

Comparaison avec les résultats obtenus sur un amas d’aiguilles

Il peut étre intéressant de comparer les limites élastiques uniaxiales obtenues pour un amas
d’aiguilles (pour le platre pris, voir section 5.3 et plus précisément la figure 5.8) avec celles que
nous venons de déterminer pour un amas de plaquettes. La difficulté pour établir une comparai-
son objective réside dans le choix du paramétre o, dans les deux cas. En effet, ces paramétres
peuvent difficilement étre comparés, surtout s’ils sont censés rendre compte de facon approxi-
mative du mécanisme de rupture par déchaussement des particules (c’est le cas pour le gypse).
Néanmoins, considérons que ces paramétres prennent la méme valeur dans les deux cas (aiguilles
et plaquettes). Cela permet d’obtenir la méme limite élastique en traction simple lorsque la po-
rosité tend vers 0. On obtient alors les courbes de la figure 9.14, tracées avec le méme coefficient
de Poisson du solide, v; = 0.3. En traction simple, & porosité donnée, les plaquettes permettent
d’obtenir une limite élastique plus grande. En compression simple, ce n’est vrai qu’aux porosités
les plus élevées (¢ > 0.45). Rappelons que ce genre de comparaison ne vaut qu’a titre indicatif,
puisqu’il est difficile de mettre sur le méme plan les paramétres ., des deux cas.
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1 T T T T 10 T T T T
plaquettes — | plaquettes —
0.8 F \ aiguilles - - 8 | aiguilles - i
S 06| & 6l
= =
;“Ej“ 04 | \\\\ R ;EJO 4 +
0.2 + i 2 L
0 1 1 1 1 0
0 02 04 06 0.8 1 0
¥ ¢

F1G. 9.14 — Limites élastiques en traction et compression simple, pour des polycristaux poreux
a base de disques ou d’aiguilles (v5 = 0.3)
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Chapitre 10

Effets différés (fluage) des C-S-H et
pates de ciment

L’¢élasticité de la pate de ciment a déja fait 'objet d’un modéle micromécanique, dont la vali-
dation a permis de dégager un modéle morphologique offrant une description de la microstructure
certes simplifiée mais permettant des estimations réalistes du module de Young en cours d’hy-
dratation. On cherche ici & réutiliser ce modéle morphologique dans le contexte du fluage, en
s’'intéressant d’abord aux hydrates. On suppose que le mécanisme microscopique responsable du
fluage est le glissement des feuillets les uns sur les autres, au sein des particules solides de C-s-H.
Trois modéles de complexité croissante sont proposés. Le premier considére que le seul mécanisme
de déformation possible dans les particules est le glissement, visqueux, feuillet sur feuillet. Le
second ajoute un mécanisme de déformation élastique en extension simple, selon la normale aux
feuillets. Le troisiéme part de particules élastiques isotropes et en modifie le comportement de
glissement feuillet sur feuillet pour le rendre viscoélastique. On montre que les résultats issus de
ce troisiéme modeéle sont les plus pertinents vis-a-vis du fluage des hydrates. Enfin, on réalise le
changement d’échelle supplémentaire nécessaire pour estimer le fluage de la pate de ciment.
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Un modéle d’élasticité d’une pate de ciment en cours d’hydratation a été proposé dans le
chapitre 8. Ses prédictions sont en assez bon accord avec des données expérimentales sur le degré
d’hydratation de prise, le module de Young en cours d’hydratation et celui de pates complétement
hydratées. Ce modéle micromécanique faisant appel a I’homogénéisation des milieux aléatoires, il
a été nécessaire de construire une description simplifiée de la morphologie d’une pate de ciment en
cours d’hydratation. Ce modéle morphologique donnant des estimations réalistes de ’élasticité de
la pate, il est trés tentant de chercher a le réutiliser pour évaluer d’autres phénomeénes mécaniques
tels que le fluage.

On considére le fluage propre, viscoélastique, a hydratation stabilisée, en conditions drainées.
On s’attend a ce que les hydrates soient la seule phase qui manifeste des effets différés, c’est
pourquoi on commence par étudier ceux-ci. Ce chapitre propose une synthése des différentes
approches envisagées pour modéliser le fluage des hydrates. Il se base sur les méthodes d’homo-
généisation mises en place dans [31], et sur les techniques couramment employées pour traiter
les comportements viscoélastiques en mécanique.

On aborde le fluage des hydrates avec I’hypothése que le mécanisme activé & ’échelle mi-
croscopique est un glissement relatif des feuillets & l'intérieur des particules solides de C-s-H
(particules schématiquement représentées sur la figure 10.1). Cette hypothése, bien qu’encore
débattue, a été avancée par de nombreux auteurs, pour lesquels ’eau jouerait le role de lubrifiant
entre les feuillets [73, 101, 130, 8, 48, 87, 63, 119].

tétraédres de silicate
;‘ QI Q; QI Q\ plan de CaO
5 \Q Qs ‘,‘ plan de CaO
= |

tétraedres de silicate

plans de CaO

F1G. 10.1 — Représentation schématique d’une particule de c-s-H (|5], d’aprés le modéle de
Courault et Nonat [25, 88])

Ce chapitre présente d’abord trois sections, chacune étant dédiée au traitement d’une hy-
pothése sur le comportement de la particule solide de C-S-H, menant & des modéles de plus en
plus élaborés. Dans un premier temps, on suppose que les particules ne présentent qu'un seul
mécanisme de déformation : le glissement visqueux feuillet sur feuillet (section 10.1). Ce modéle
est cependant insuffisant car un blocage se manifeste aux faibles porosités. Un second modéle
consideére alors, en plus du glissement visqueux, un mécanisme de déformation élastique dans la
direction normale aux feuillets (section 10.2). On met en évidence des résultats encourageants,
compte tenu de la simplicité des « ingrédients de base » : plusieurs formes de réponses macrosco-
piques en fluage apparaissent, selon la densité de I'assemblage de particules. Cependant, I’absence
de déformation élastique instantanée aux faibles porosités constitue la principale faiblesse de ce
modéle. Un troisiéme modéle considére enfin des particules élastiques isotropes du point de vue
de la déformation élastique, et isotropes transverses du point de vue de la déformation visqueuse,
selon un mode de combinaison « en série » (section 10.3). Cette troisiéme approche se réveéle étre
la plus satisfaisante pour modéliser le fluage des hydrates. Les différents modéles développés ici
se nourrissent abondamment des résultats établis en annexe B dans un cadre élastique.

Chaque modéle est d’abord présenté en considérant des formes sphériques pour les particules
de C-s-H, pour éviter d’alourdir inutilement I’exposé. Le cas de particules en forme d’oblate
(ellipsoide de révolution aplati), dont I’axe de révolution coincide & la normale aux feuillets, est
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considéré a la fin de chaque section, de maniére & déterminer, au moins de fagon qualitative,
I’allure de la déformation de fluage des hydrates.

Pour terminer, la section 10.4 est consacrée au fluage de la pate de ciment, obtenu & la
fois en mettant en ceuvre un changement d’échelle supplémentaire, et en exploitant des valeurs
« réalistes » (au sens : celles du modéle élastique présenté au chapitre 8) du rapport d’aspect
caractérisant la forme des particules d’hydrates. La comparaison du modéle proposé avec les
données expérimentales est pour le moment essentiellement qualitative.

10.1 Glissement visqueux feuillet sur feuillet

Cette premiére approche considére que les particules solides de C-S-H présentent un unique
mode de déformation : le glissement visqueux feuillet sur feuillet. Comme rappelé au début de
I’annexe B, le comportement de chaque particule feuilletée est modélisé par un tenseur visqueux
isotrope transverse [31]. Ainsi, le comportement homogénéisé¢ d’une particule feuilletée, dont la
normale aux feuillets est es, peut s’écrire :

€11 =€ =€33 =12 =0, 023 = 2da323623 et 013 = 2d2323c13 (10.1)

avec € le tenseur taux de déformation et o le tenseur des contraintes. Le comportement macro-
scopique est alors purement visqueux. La morphologie étant de nature polycristalline, on propose
de mettre en ceuvre un schéma auto-cohérent pour estimer le tenseur de viscosité effectif. L’esti-
mation auto-cohérente de ce dernier est notée DAC. Dans hypothése d’une distribution uniforme
des orientations des particules, le milieu effectif est isotrope, et on introduit les coefficients de vis-
cosité en compression isotrope kA€ et en cisaillement pA¢, de sorte que DAY = 3k4¢] 4+ 2p4CK.
La porosité est notée .

Le comportement local, décrit par (10.1), a formellement la structure d’un comportement élas-
tique, pourvu que le tenseur de déformation & soit remplacé par le tenseur taux de déformation €.
Il est ainsi possible d’utiliser directement les résultats de I'homogénéisation des milieux aléatoires
en élasticité. En particulier, on exploite ici les résultats établis en annexe B.2, en remarquant
que la situation présente correspond a ca323 = dages et 3333 — 00, S0it p = c2323/C3333 — 0. On
se tourne donc vers les développements limités de la section B.2.2, et en particulier vers (B.13),
(B.14), (B.17) et (B.18). Ainsi, les deux premiers développements limités nous indiquent que
EAC = c3333fr(p, p) — o0 et pA¢ = 3333 fu(p, p) — o0 lorsque 0 < ¢ < 1/4. Les deux autres
développements limités donnent :

RO e+ 2)(1-20)(1-9) - p19 _3(p+2)(1-29p) (10.2)
da323 (3 —p)(dp—1) dasas  (3—¢)(dp—1) '
pour 1/4 < ¢ < 1/2.

La figure 10.2 représente 1’évolution des coefficients de viscosité macroscopique en fonction de
la porosité. La porosité critique ¢ = 1/4 s’interpréte comme un seuil de blocage : lorsque ’amas
de particules feuilletées devient trop dense, une particule donnée ne peut plus se déformer par
glissement feuillet sur feuillet car elle se trouve génée par les particules avoisinantes, d’orientation
différente.

Il est & présent nécessaire de déterminer 1’évolution de la valeur numérique de ce seuil en
fonction du rapport d’aspect des particules solides. En effet, le modéle morphologique de péate
de ciment validé sur I'élasticité utilise des particules en forme d’oblate (ellipsoide de révolution
aplati), et non de sphére, pour représenter la phase solide des hydrates. Ce travail sera réalisé
(avec 'étude de deux autres seuils) en section 10.2.4. Pour le moment, il suffit d’observer la
courbe « o'~ » de la figure 10.11. Les points représentant le rapport d’aspect 7 = 0.033 et
la porosité des hydrates (& hydratation compléte, située entre 0.35 et 0.5; pour des rapports
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F1a. 10.2 — Coefficients de viscosité effectifs en fonction de la porosité

e/c compris entre 0.2 et 0.6), se trouvent bien en dessous du seuil. Ceci signifie que ce modéle
prévoit un blocage a hydratation compléte, quel que soit le rapport e/c. Ce n’est évidemment
pas acceptable, et 'interdiction de la déformation d’extension normale aux feuillets semble étre
rédhibitoire de ce point de vue, comme nous allons le voir dans la section suivante.

10.2 Glissement visqueux feuillet sur feuillet et raideur élastique
normale aux feuillets

Cette seconde approche considére que les particules feuilletées sont susceptibles de se déformer
selon deux modes (figure 10.3) :

— un glissement simple, visqueux, feuillet sur feuillet,

— une extension simple, élastique, dans la direction normale aux feuillets.
Ainsi, le comportement d’une particule feuilletée, dont la normale aux feuillets est e3, peut
s’écrire :

11 =¢cxn=ci2=0, 033 =c3333633, 023 = 2d2323623 et 013 = 2d2323613 (10.3)

3333 et dogog désignant respectivement la raideur élastique d’extension normale aux feuillets et
la viscosité de glissement feuillet sur feuillet.

feuillets pot visqueux

F1G. 10.3 — Représentation schématique du comportement viscoélastique des particules feuille-
tées, a ’aide de modéles rhéologiques placés entre deux feuillets

L’orientation variable des particules feuilletées va coupler ces modes de déformation pour
donner naissance & un comportement effectif viscoélastique. Le ressort et le pot visqueux de
la figure 10.3 ne sont assemblés ni en série, ni en paralléle, car ils concernent des mécanismes
de déformation intéressant des directions distinctes. Au contraire, ils interagissent d’une fagon
beaucoup plus complexe et subtile, interaction dictée par 'arrangement des particules solides

et leur orientation relative. La micromécanique, et plus précisément le schéma auto-cohérent,
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couplée & la transformation de Laplace-Carson, permettent d’estimer cette interaction dans le
cadre d’une distribution aléatoire des particules solides et de leur orientation.

La transformation de Laplace-Carson est en effet classiquement utilisée [102]| pour transformer
formellement un probléme de viscoélasticité linéaire non vieillissante en un probléme d’élasticité
linéaire. L’homogénéisation dans le cadre de I'élasticité linéaire peut alors étre mise a profit
pour déterminer le comportement effectif dans 1’espace de Carson. La derniére étape consiste
& inverser la transformation de Laplace-Carson pour obtenir un comportement viscoélastique
dans le domaine temporel. Il s’agit bien souvent de I’étape la plus délicate du point de vue
mathématique car seules les inverses de fonctions simples sont connues de fagon analytique; a
défaut, il faut recourir & une inversion numérique de la transformée de Laplace.

Les transformations de Laplace et de Laplace-Carson sont respectivement définies par :

i(p) = / T He P dt et f(p) = pLy(p) = / " f(pe (10.4)

Ainsi (10.3) devient, dans le domaine de Carson :

€117 (p) = e22”(p) = e12*(p) = 0, (10.5)

033" (p) = c3333633"(p) » 013" (p) = 2dazespers™(p) et 023 (p) = 2daga3peas™(p)

Le comportement des particules solides dans ’espace de Carson a ainsi exactement la structure de
celui traité en annexe B.2 (voir (B.9)) pourvu que csss3 et cogos soient respectivement remplacés
par c3as5(p) = 3333 €t C5393(p) = dozasp. Les résultats établis en annexe B.2 peuvent donc
directement étre réutilisés ici dans l’espace de Carson pour obtenir les modules effectifs k‘AC*(p)
et u € (p) (voir structure donnée par (B.10)).

Une expérience de fluage a contrainte macroscopique purement sphérique impose X(t) =
YoH(t)1 (en notant H la fonction de Heaviside), qui devient dans I'espace de Carson ¥*(p) = ¥o1.
L’évolution de la déformation macroscopique s’écrit alors E(t) = E*P"(t)1, avec la transformée
de Carson de ESPh(t) :

3¢3333 f1 (0, Pa)

avec la variable de Carson adimensionnée p, = da3a3p/c3333. On définit alors la déformation
sphérique adimensionnée et le temps adimensionné :

ESPh (10.6)

¢
Bk — E38 peph o4 3333 (10.7)
Yo da323

La déformation adimensionnée ESP" apparait comme une fonction des seuls ¢ et t,. Elle est
obtenue en remarquant que t, — E5° h((p,ta) est la transformée de Carson inverse de p, —
1/3/ i, pa).

De fagon similaire, une expérience de fluage a contrainte macroscopique purement déviato-
rique impose X(t) = ZOH(t)TdeV, ot T9V est un tenseur déviatorique quelconque. L’évolution
de la déformation macroscopique s'écrit alors E(t) = E%V(t)T9", avec :

2o
Bl (py=— 9 10.8
23333 f1u (5 Pa) (108)
On définit alors la déformation déviatorique adimensionnée :
Bev — S35 pdeo (10.9)

20
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La déformation adimensionnée ng@” apparait comme une fonction des seuls ¢ et t,, t, —
Edev(p,t,) étant la transformée de Carson inverse de p, — 1/2/f,(¢, pa)-

Les expressions des fonctions fj et f, sont malheureusement beaucoup trop compliquées
pour permettre une inversion analytique de la transformation de Laplace-Carson. Cependant, les
évolutions asymptotiques de la déformation de fluage (lorsque t, — 0 ou t, — 00) peuvent étre
appréhendées en exploitant les développements limités établis en section B.2.2.

10.2.1 Fluage a court terme

On s’intéresse d’abord au cas t, — 0, qui peut s’obtenir en examinant la limite de la trans-
formée de Carson en p, — oc.
Lorsque 0 < ¢ < 2/5, on reprend les expressions (B.21) et (B.22) :

Te(®,pa) = Ki%(@)pa + O (1) et fu(w,pa) = M (p)pa + O (1) (10.10)

ainsi la déformation sphérique de fluage s’écrit asymptotiquement :

ta
ESPh(p,t,) ~ K1) quand  t, — 0 (10.11)
1

et de fagon similaire la déformation déviatorique de fluage s’écrit :

Ed(p,t,) ~ quand t, — 0 (10.12)

la
2MP°()
avec les fonctions de la porosité K° et M$° explicitées en (B.23) et (B.24).

Ceci signifie que 1’on n’observe pas de déformation élastique instantanée, et que la déforma-
tion augmente linéairement avec le temps : le comportement effectif s’identifie ici & celui d’un
pot visqueux. La pente initiale de I’évolution de la déformation de fluage macroscopique est re-
présentée sur la figure 10.4. Cette pente est une fonction croissante de la porosité, et elle tend
vers U'infini quand ¢ — 2/57, que ce soit en fluage sphérique ou en fluage déviatorique.

10
> 8
%” 3
<
COO 4 L
ET
—s 9L
0
0

F1G. 10.4 — Pente initiale de I’évolution de la déformation de fluage

Lorsque 2/5 < ¢ < 1/2, on reprend les expressions (B.25) et (B.26) :

fe(0.pa) = K5°(0) + K25 (0)pa ' + O (027) et fule,pa) = MG () + M (0)py " + (9( (paQ))
10.13
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ainsi la déformation sphérique de fluage s’écrit asymptotiquement :

ESPM (o, t,) ~ ! — L5() to quand t, — 0 (10.14)
TR () 3K ()2 ‘ '
et de fagon similaire la déformation déviatorique de fluage s’écrit :

L1 M),
2MF(p)  2ME(9)* "
avec K5°, K, MY et M donnés par les équations (B.27) a (B.30). La déformation de fluage

présente maintenant une déformation élastique instantanée non nulle. La figure 10.5 représente
celle-ci ainsi que la pente initiale des déformations de fluage sphérique et déviatorique.

E¢ (¢, ta)

quand t, — 0 (10.15)

10
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FiG. 10.5 — Partie élastique et pente initiales de la déformation de fluage

Ces résultats sur le fluage de court terme, schématisés sur la figure 10.6, appellent quelques

commentaires :

— A court terme (¢, — 0), le pot visqueux peut étre considéré comme bloqué.

— Les polycristaux dont la porosité est supérieure a 2/5 sont suffisamment peu denses pour
que la déformation élastique d’extension simple normale aux feuillets puisse s’exprimer
sans étre génée par les particules avoisinantes, d’orientation différente : on observe une
déformation élastique instantanée. On remarque que sur U'intervalle de porosités 2/5 < ¢ <
1/2, la pente initiale de la déformation de fluage n’est pas monotone. Plus précisément,
cette derniére part de I'infini lorsque ¢ — 2/5%, décroit jusqu’a un minimum puis augmente
pour tendre vers 'infini en ¢ — 1/27. Ceci est valable sous sollicitation aussi bien sphérique
que déviatorique (voir partie droite de la figure 10.5).

— Les polycristaux dont la porosité est inférieure a 2/5 sont au contraire trop denses : les par-
ticules avoisinantes empéchent la déformation d’extension dans le sens normal aux feuillets
d’une particule donnée, et il n’y a pas de déformation élastique instantanée.

— On passe de maniére continue d’une situation a l'autre, en ¢ = 2/5, puisque la courbe de
fluage présente alors une déformation initiale nulle avec une tangente verticale.

10.2.2 Fluage a long terme

On s’intéresse a présent au cas t, — 00, qui peut s’obtenir en examinant la limite de la
transformée de Carson lorsque p, — O.
Lorsque 0 < ¢ < 1/4, on reprend les expressions (B.13) et (B.14) :

fr(.pa) = KY(9) + O (pa) et fulp,pa) = Mi() + O (pa) (10.16)
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Esph,de'u(t)/ Yo

3333 /2/5<<P<1/2

e=2/5\ 7 0<p<2/5

/ . -
-

dos
== {2

Fic. 10.6 — Allure de la déformation de fluage & court terme

ainsi la déformation sphérique de fluage s’écrit asymptotiquement :

3K53(¢)

et de facon similaire la déformation déviatorique de fluage s’écrit :

ESPM (o, ty) & quand t, — 00 (10.17)

dev ~
E, (QD, ta) ~ 2/\/{8(90)

quand t, — 00 (10.18)

avec KJ et MY donnés en (B.15) et (B.16). Dans ce cas, la déformation de fluage finit par se
stabiliser, & un niveau qui dépend de la porosité (figure 10.7).
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F1a. 10.7 — Déformation de fluage asymptotique a long terme

Lorsque 1/4 < ¢ < 1/2, on reprend les expressions (B.17) et (B.18) :
fr(@,pa) = K?(@)pa +0 (pg) et f,u(%oapa) = M?(SO)pa +0 (pg) (10.19)

ainsi la déformation sphérique de fluage s’écrit asymptotiquement :

tq
Egph(%ta) ~ W quand  t, — o0 (10.20)
1

et de fagon similaire la déformation déviatorique de fluage s’écrit :

t
B (p,t,) ~ Wg(go) quand  t, — 00 (10.21)
1
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F1G. 10.8 — Pente de la branche asymptotique linéaire a long terme

avec K9 et MY explicités en (B.19) et (B.20). Dans ce cas, il existe une branche asymptotique
linéaire dont la pente est représentée sur la figure 10.8.

Ces résultats sur le fluage de long terme, schématisés sur la figure 10.9, appellent quelques

commentaires :

— Les polycristaux dont la porosité est supérieure a 1/4 sont suffisamment peu denses pour
que le glissement feuillet sur feuillet puisse s’exprimer, sans étre géné par les particules
avoisinantes, d’orientation différente : on observe un comportement macroscopique de pot
visqueux.

— Les polycristaux dont la porosité est inférieure a 1/4 sont au contraire trop denses : les par-
ticules avoisinantes empéchent la déformation de glissement feuillet sur feuillet en sollicitant
leur mode de déformation élastique en extension normale aux feuillets ; le comportement
effectif asymptotique est de nature élastique.

Esph,dev(t)/cig3 / 1/4<p<1/2

s
s
s

’79}0<90<1/4

== d

FiG. 10.9 — Allure de la déformation de fluage a long terme

10.2.3 Simulation numérique de la déformation de fluage

L’évolution compléte de la déformation de fluage ne peut étre déterminée que par le biais
d’une procédure numérique d’inversion de la transformée de Laplace [1, 47, 115]. On représente
sur la figure 10.10 I’évolution ainsi obtenue de la déformation de fluage sphérique et déviatorique,
pour toute une gamme de porosités.

On retrouve les tendances mises en évidence en section 10.2.1 pour t, — 0, et en section 10.2.2
pour t, — oco. De plus, on note que la déformation de fluage déviatorique est toujours quantita-
tivement plus importante que la déformation de fluage sphérique.
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F1G. 10.10 — Déformations de fluage sphérique et déviatorique au cours du temps
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10.2.4 Effet du rapport d’aspect des particules solides

Avec des particules sphériques, trois seuils en terme de porosité sont apparus au fil des sections
précédentes :

— ¢ =1/2 : porosité critique (¢ > ¢° = déformation infinie) ;

— 70 =2/5:seuil 4t — 0 (¢ > ¢!~% = déformation élastique instantanée) ;

— @7 = 1/4 : seuil &t — o0 (p < 7™ = il existe une déformation asymptotique;

© > ! = comportement asymptotique visqueux).
L’observation et la démarche micromécanique menées en élasticité (chapitre 8) ont montré que
les particules solides des hydrates ne peuvent pas étre assimilées a des sphéres mais plutét a
des oblates (ellipsoides de révolution aplatis). Il est donc intéressant (et nécessaire) de rechercher
I'influence du rapport d’aspect des particules solides sur les trois seuils précédents, afin de statuer
sur le type d’évolution en fluage attendu.

Il s’agit de reprendre le travail réalisé en annexe B en remplacant les particules sphériques
de solide (sur la figure B.1 notamment) par des oblates, 'axe de révolution coincidant avec la
normale aux feuillets. La forme utilisée pour représenter ’espace poreux reste une sphére. Les
expressions sont plus lourdes & manipuler du fait du remplacement dans I’expression (B.4) du
tenseur de Hill Pg% d’une sphére dans le milieu homogénéisé de rigidité CAC par le tenseur de
Hill be? d’un oblate dans ce méme milieu homogénéisé. Cependant, la méthode reste la méme
qu'en annexe B. Une fois les deux équations non linéaires en k4 et u4¢ (homologues de (B.8))
obtenues, les trois porosités critiques peuvent étre déterminées en fonction du rapport d’aspect
r® des particules solides de la maniére suivante :
©°(r®) étant la porosité pour laquelle le module de Young homogénéisé s’annule, on fait E4¢ — 0
dans les deux équations, ce qui permet de déterminer ¢(r®) = ¢°(r*) (et le coefficient de
Poisson v4¢ (*) correspondant) ;
cpt_’o étant la porosité pour laquelle, lorsque ca323/c3333 — 00, le module de Young homogénéisé

devient infini, on fait ca393/c3333 — 00 puis FEAC _ 0 dans les deux équations, ce qui per-

met de déterminer ¢(r®) = ©*~0(r*) (et le coefficient de Poisson v4C (r®) correspondant);

'™ étant la porosité pour laquelle, lorsque ca323/c3333 — 0, le module de Young homogénéisé

s’annule, on fait co323/c3333 — 0 puis EAC (0 dans les deux équations, ce qui permet de
déterminer (%) = @"~®(r*) (et le coefficient de Poisson v4¢ (r®) correspondant);

Au passage, du point de vue technique, il est bien plus facile de déterminer ces seuils que de
déterminer les modules homogénéisés de fagon compléte. La figure 10.11 représente les évolutions
de ces trois seuils (en termes de porosité) en fonction du rapport d’aspect des particules solides
(pour des oblates, donc des rapports d’aspect r® < 1). On note que tous les seuils tendent vers
1 lorsque le rapport d’aspect des particules tend vers 0 : avec des particules infiniment aplaties,
il suffit d’une infime fraction volumique de solide pour que le seuil soit atteint. En d’autres
termes, pour rs — 0 et < 1, il n’y a pas de déformation instantanée et il y a une déformation
asymptotique.

Le modéle morphologique de pate de ciment décrit en section 8.2 nous a conduit & donner
un rapport d’aspect r® = 0.033 aux particules solides constituant les C-S-H basse densité. Il
s’agit maintenant, pour déterminer qualitativement ’allure de la réponse en fluage de ces C-s-H,
de comparer la porosité de ce matériau aux trois seuils lus sur la figure 10.11 pour le rapport
d’aspect r® = 0.033.

L’intervalle de porosités typique des C-S-H basse densité se trouve bien en dessous des trois
seuils représentés sur la figure 10.11. Ceci signifie que ce modéle donne :

— a court terme, une déformation de fluage sans déformation élastique instantanée ;

— & long terme, une déformation de fluage se stabilisant asymptotiquement.
Le méme raisonnement peut étre reconduit sur les hydrates haute densité : les mémes conclusions
sont valables.
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F1G. 10.11 — Influence du rapport d’aspect des particules solides sur les trois seuils en terme de
porosité, et points représentant les hydrates basse (BD) et haute densité (HD) dans le plan (%, )

Ce modeéle est déja intéressant en lui-méme, car il fait apparaitre plusieurs types d’évolutions
de la déformation de fluage, selon la porosité, avec pour seuls « ingrédients de base » une raideur
et un pot visqueux entre les feuillets. Cependant, il ne prévoit pas de déformation élastique
instantanée pour les hydrates, alors qu’il en existe une. De plus, le modéle de pate de ciment
développé et validé en élasticité (chapitre 8) est capable de la quantifier. La cohérence de la
démarche impose que le modéle viscoélastique intégre en termes d’élasticité instantanée ce que
donne le modéle élastique.

Physiquement, le modéle de fluage des hydrates qui vient d’étre développé ne présente pas
de déformation élastique instantanée car le pot visqueux inhibe initialement tout glissement
feuillet sur feuillet. Pour remédier a cela et permettre une déformation de glissement & 1’échelle
particulaire, il faudrait placer en série du pot visqueux un ressort. Ainsi les particules feuilletées
présenteraient deux composantes de raideur instantanées non infinies : c3333 et ca323. Cette rigidité
resterait cependant isotrope transverse, alors que celle employée par le modéle élastique est
isotrope. Plus simplement, on propose de mettre en jeu des particules isotropes du point de vue
de la déformation élastique, et isotropes transverses du point de vue de la déformation visqueuse,
selon un mode d’assemblage « en série ».

10.3 Glissement visqueux feuillet sur feuillet et raideur élastique
isotrope

Le troisitme modéle proposé part d’une particule élastique isotrope, identique & celle du
modele élastique (chapitre 8), et en modifie le comportement en introduisant une composante
visqueuse. Plus précisément, on modifie le comportement en glissement simple feuillet sur feuillet,
en remplacant la raideur élastique par un modéle de Maxwell (raideur en série avec un pot
visqueux) : voir figure 10.12. De cette fagon, I’élasticité instantanée de la particule correspond
exactement & une élasticité isotrope, comme dans le modéle élastique. Ainsi, la cohérence interne
de la modélisation est assurée. Les modules élastiques sont notés ks, us. La viscosité mise en
série de la raideur ps dans le cas du glissement feuillet sur feuillet est notée ;.

Dans l’espace de Carson, la souplesse de la particule dont la normale aux feuillets est e,,
orientée par les deux angles 6 et ¢, s’écrit alors :

Ss*(0, ¢, p) = S5+ 5¢7(0, 6, p) (10.22)
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FiG. 10.12 — Remplacement de la raideur par un modéle de Maxwell

avec la partie élastique isotrope :
1 1
S¢=—
° 3ksJ * 2ps

et la partie visqueuse (qui, elle, dépend de 'orientation de la particule), écrite en notation de
Voigt :

(10.23)

[0 0 0 0 0 0]
00 0 0 0 0
- oo o 0 0 0
S570.00) =1 4 o o 1/ 2nsp) 0 0 (10.24)
0 00 0 1/(2nsp) O
00 0 0 0 0

- 4 (epep:€r)

Les trois paramétres caractérisant le comportement viscoélastique de la particule sont donc :
— les modules élastiques de compression ks et cisaillement pg, pris égaux aux modules élas-
tiques de la particule solide de ¢-s-H du modéle élastique (chapitre 8);

— la viscosité ns intervenant dans le modéle de Maxwell régissant le glissement feuillet sur

feuillet.

Dans I'espace de Carson, la souplesse de la particule prend exactement la forme de la souplesse
introduite en annexe B.3, pourvu que k, it et ¢4 soient respectivement remplacés par k*(p) = ks,
1 (p) = ps et cg*(p) = nsp. Les résultats établis en annexe B.3 peuvent donc ici étre réutilisés
pour obtenir les modules homogénéisés k€™ (p) et ,uAC*(p) dans l'espace de Carson (structure
décrite par (B.35)).

Comme déja vu précédemment, une expérience de fluage & contrainte macroscopique pure-
ment sphérique impose X(t) = XoH(¢)1, soit X*(p) = Xy1. La déformation macroscopique s’écrit
alors E(t) = E*P(t)1 avec la transformée de Carson de E*P(t) :

) ¥
B (p) = — = -
() 3kAC (p)  3ksgr(p, Vs, Da)

(10.25)

avec p, = Nsp/us la variable de Carson adimensionnée. On peut alors définir la déformation
sphérique adimensionnée et le temps adimensionné :
ks

EsPh — E—Esph et t,= (10.26)
0 Ns

. . - . S h . :
La déformation sphérique adimensionnée E;’' apparait alors comme une fonction des seuls
¥, Vs, tq, €t sa transformée de Carson s’écrit :

1

EP" (0, V5,p0) = 7
“ (SO ° a) 3gk(%Vs,Pa)

(10.27)

De fagon similaire, une expérience de fluage a contrainte macroscopique purement déviato-
rique impose X(t) = ZoH(t)T9, soit $*(p) = LT, La déformation macroscopique s’écrit
alors E(t) = E%V(t)T% avec la transformée de Carson de E%(t)

o 2o

Edev* p) = —
(p) 204 (p) — 2ksg,u (@, Vs, Pa)

(10.28)
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On peut alors définir la déformation déviatorique adimensionnée :

k
Edev — E—SEd“’ (10.29)
0

Sa transformée de Carson s’écrit :

1

Bl (0,05, pa) = 5
“ (SO ° a) 29#(%1/5,]9(1)

(10.30)

Les expressions des fonctions g et g, n’é¢tant pas analytiques, une inversion directe de la
transformation de Laplace-Carson est exclue. Cependant, les développements limités établis en
section B.3.2 vont permettre d’évaluer I’évolution de la déformation de fluage & court (¢, — 0)
et long (t, — 00) terme.

10.3.1 Fluage a court terme

On s’intéresse d’abord au cas t, — 0, obtenu en faisant p, — o0o0. On reprend alors les
expressions (B.46) et (B.47), valables pour 0 < ¢ < 1/2:

91 (0. Vs, pa) = K3 (0, vs) + K2 (0, vs)pa 't + O (pg %) (10.31)

9u(0, Vs, Pa) = MG (¢, vs) + M (0, v5)p,t + O (p7?) (10.32)

ainsi la déformation sphérique de fluage s’écrit asymptotiquement :

1 o K:iol(go,ljs)
3P (g, vs) 3K (0, vs)?

B (g, vs,ta) ~ ta quand t, — 0 (10.33)

et de facon similaire la déformation déviatorique de fluage s’écrit :

~ 1 _ Mciol(soa 1/8)
M (p,vs)  2M (i, vs)?

B3 (¢, vs, ta) to quand t, — 0 (10.34)

avec K§°, K29, MG° et M= donnés par les équations (B.48) a (B.51). Ceci signifie que 'on

observe une déformation élastique initiale pour toute valeur de la porosité entre 0 et 1/2. La
raideur instantanée correspond exactement a la raideur définie par le schéma auto-cohérent avec
une phase solide élastique de modules kg, ps. Ce modéle inclut donc (par construction) le modéle
élastique du chapitre 8. La figure 10.13 représente la déformation élastique instantanée et la pente
initiale des déformations de fluage sphérique et déviatorique. Notons que la déformation élastique
et la pente initiales sont toutes deux supérieures dans le cas d’une sollicitation déviatorique a
celles obtenues pour une sollicitation sphérique.

10.3.2 Fluage a long terme

On s’intéresse a présent au cas t, — oo obtenu en faisant p, — 0. Lorsque 0 < ¢ < 1/4, on
reprend les expressions (B.38) et (B.39) :

gk(‘Pa Vs;])a) = /Cg(% Vs) +0 (pa) et gu(‘pa VSapa) = Mg(% Vs) +0 (pa) (10-35)

ainsi la déformation sphérique de fluage s’écrit asymptotiquement :

Egph(% Vs, ta) quand t, — 00 (10.36)

~ 3K (. vs)
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lim ESPhdev(t,)

tea—0

FiG. 10.13 — Déformation élastique et pente initiales de 1’évolution de la déformation de fluage
(vs = 0.27)

sph,dev (t )
a

a

lim FE
tqa—00

F1G. 10.14 — Déformation de fluage asymptotique a long terme (vs = 0.27)
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et de fagon similaire la déformation déviatorique de fluage s’écrit :

Egev(% Vs, ta) quand ¢4, — 00 (10.37)

T 2MB(p, vs)

avec K et M explicités par (B.40) et (B.41). La déformation de fluage finit par se stabiliser, &
un niveau asymptotique qui dépend de la porosité (figure 10.14).
Lorsque 1/4 < ¢ < 1/2, on reprend les expressions (B.42) et (B.43) :

9k (0, Vs, 0a) = KV (@, vs)pa + O (p2) et gu(, Vs, pa) = MY (o, vs)pa + O (p2)  (10.38)

ainsi la déformation sphérique de fluage s’écrit asymptotiquement :

t
EPh (g vgty) ~ ——2—— quand  tg — oo 10.39
a ( Sy ta 3](:?(90, Vs) a ( )

et de fagon similaire la déformation déviatorique de fluage s’écrit :

t
E%*(p, v, tq) ¥ ———— quand  t, — 00 (10.40)
a S a 2/\/{?(@, l/s) a

avec KY et MY donnés par (B.44) et (B.45). Dans ce cas, la déformation de fluage ne cesse de
croitre a un taux constant. On observe donc une branche asymptotique linéaire, dont la pente
est représentée sur la figure 10.15.

)
3 o4t -
=
< |83t 4
=
2
K 2+ 1
8
EL 1L i
025 03 035 04 045 0.5

2

F1G. 10.15 — Pente de la déformation asymptotique de fluage a long terme (v5 = 0.27)

Ces résultats sur le fluage de long terme, schématisés sur la figure 10.16, appellent les mémes
commentaires qu’en fin de section 10.2.2. Ils sont qualitativement identiques & ceux obtenus avec
le modeéle de la figure 10.3.

10.3.3 Simulation numeérique de la déformation de fluage

On représente sur la figure 10.17 I'évolution de la déformation de fluage sphérique et dé-
viatorique, pour toute une gamme de porosités, en faisant appel & une procédure numérique
d’inversion de la transformée de Laplace [1, 47, 115].

On retrouve les tendances mises en évidence en section 10.3.1 pour t, — 0, et en section 10.3.2
pour t, — oo. De plus, on note que la déformation de fluage déviatorique est toujours quantita-
tivement plus importante que la déformation de fluage sphérique.
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o
k

B (t)/

£l

P

Edev (t)/

Esph,dev(t)/% / 1/4 <p< 1/2
== 0<p<1/4
s
0 t/ﬂs

F1c. 10.16 — Allure de la déformation de fluage a long terme

sphérique, court terme sphérique, long terme

10 T T T T T T T T
©=0.45 -
8 L =040 — |
PIiE ] -
0 =0.25 - A
61 =020 1 =
' s
83 i
29 ] ]
0 777777777777 ||| 777777777777 L S 1 1 1
0 02 04 06 08 1 0 200 400 600 800 1000
t/% t/%
déviatorique, court terme déviatorique, long terme
10 ‘| e B T T T T T T ,"" T T
8 B T -
6;’///////,,////H ?f
,,,,,,,,,,,,, I L _
9 b ‘
O 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 02 04 06 0.8 1 0 200 400 600 800 1000
t/% t/%

FiG. 10.17 — Déformations de fluage macroscopique sphérique et déviatorique au cours du temps
(vs = 0.27)
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10.3.4 Effet du rapport d’aspect des particules solides

Avec des particules sphériques, deux seuils en porosité sont apparus :

— ¢ =1/2 : porosité critique (¢ > ¢° = déformation infinie),

— o7 =1/4 : seuil A t — 0o (¢ > ¢! = comportement asymptotique visqueux).
Remarquons qu’a présent, il n’y a plus de porosité critique séparant deux modes de fonction-
nement distincts & ¢ — 0. On montre que les deux seuils évoluent avec le rapport d’aspect des
particules solides exactement de la méme fagon qu’établi en section 10.2.4. On renvoie donc aux
courbes « ¢¢ » et « !> » de la figure 10.11.

Pour le rapport d’aspect des particules solides des hydrates basse densité, la porosité de ceux-
ci & hydratation compléte se trouve toujours inférieure aux deux seuils. Ceci signifie que le fluage
des hydrates basse densité a hydratation compléte, telle que prévue par ce modéle, présente :

— a court terme, une déformation élastique initiale;

— a long terme, une déformation qui se stabilise.

Ce raisonnement et ses conclusions sont aussi valables pour les hydrates haute densité.

10.4 Estimation du fluage de la pate

10.4.1 Modéle

Les sections précédentes ont été dédiées au fluage des hydrates. Elles fournissent donc le
comportement différé a 1'échelle mésoscopique!. Pour passer a I'échelle macroscopique (c’est-a-
dire celle de la pate), il faut mener une étape d’homogénéisation supplémentaire, comme cela a
été fait en élasticité (section 8.2 et figure 8.12). L’idée est de réexploiter dans 'espace de Carson le
schéma d’homogénéisation utilisé en élasticité (schéma de Hervé Zaoui, voir figure 8.14), puis de
réaliser une inversion numérique de la transformée de Laplace-Carson. Les grains anhydres sont
supposés purement élastiques. On réemploie les paramétres listés dans la table 8.2. Comme la
transformée de Laplace-Carson nous limite & des comportements viscoélastiques non vieillissants,
on se place a hydratation stabilisée. Plus précisément, on se place a I’état d’hydratation ultime
a = o™ tel que défini par (7.7).

Le seul paramétre restant & déterminer est le temps caractéristique de fluage a 1’échelle
microscopique, défini par 7 = 7,/ pus. Les simulations reportées sur la figure 10.18 permettent de
quantifier I'influence de ce temps caractéristique sur la réponse en fluage de la pate.

10.4.2 Confrontation expérimentale

On compare la déformation de fluage estimée par le modéle micromécanique aux mesures
issues de [72] (voir section 7.3.4). Le temps caractéristique 7 est calibré de fagon a reproduire
correctement les derniers points expérimentaux a e/c = 0.5. L’ajustement donne 7 = 0.56 j. Ces
courbes modeéles sont superposées aux points expérimentaux sur la figure 10.19. On a soustrait
la déformation élastique instantanée €y de la déformation de fluage e(t). L’accord n’est que
qualitatif. Notamment, on surestime les déformations mesurées a e/c = 0.38 et 0.28.

Enfin, on considére le modéle morphologique de pate qui sépare les pores des hydrates basse
densité en gros et petits pores (figure 8.29). On rappelle que le paramétre morphologique x
représente la fraction de petits pores dans I'espace poreux de la matrice entourant les particules
composites anhydre + hydrates basse densité. On constate que cette description plus raffinée de
I’espace poreux des hydrates basse densité offre des simulations de déformation de fluage un peu
plus proches de 'expérimental que le modéle qui ne présentait pas cette séparation (figure 10.20).

! Les échelles macroscopique, mésoscopique et microscopique envisagées pour la pate de ciment ont été définies
au début de la section 8.2.1, page 107.
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F1G. 10.18 — Influence du temps caractéristique 7 & 1’échelle microscopique sur le fluage de la

pate en compression simple (e¢/c = 0.5, « = «
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Fic. 10.19 — Fluage en compression simple de la pate estimée par modéle (sans séparation
petits/gros pores capillaires : voir figure 8.12) pour différents e/c et mesurée (d’apres [72])
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On met ici en évidence un second argument en faveur de cette description améliorée, le premier
ayant été soulevé en élasticité (section 8.4.5).

a=ao" +=082j x=0.72

' ' — e/c=10.5 mod

=150 F { o e/e=0.5exp.
% e e/c = 0.38 mod.
= o > T < e/c=0.38 exp.
T 100 | o2 k] e/c = 0.28 mod.
g 00k X XX+ + e/c=0.28 exp.
S 50 —O/ji'”++*++ .

P

0 1 1
0 50 100 150

F1G. 10.20 — Fluage en compression simple de la pate estimée par modéle (avec séparation
petits/gros pores capillaires : voir figure 8.29) pour différents e/c et mesurée (d’aprés [72])

10.4.3 Questions et perspectives d’amélioration

On vient de développer un modéle de fluage de pate de ciment en considérant que les effets
différés observés a 1’échelle macroscopique prennent naissance au niveau des interactions entre
feuillets au sein des particules de C-s-H. La confrontation expérimentale est qualitativement
satisfaisante. Pour aller plus loin, il convient de répondre & un certain nombre de questions :

Le modéle de Maxwell est probablement trop simpliste pour décrire le comportement en
glissement relatif feuillet sur feuillet. Il est évidemment possible de traiter n’importe quel
modéle rhéologique plus élaboré. Mais comment orienter le choix d’un modéle morpholo-
gique pertinent pour représenter les interactions se jouant entre les feuillets 7 Les calculs a
I’échelle atomique comme ceux de [49, 91| pourraient probablement apporter des pistes de
réponse a cette question.

On a considéré un mécanisme de glissement feuillet sur feuillet au sein des particules
de C-s-H. Il semble judicieux d’envisager aussi le glissement particule sur particule. Cela
nous renvoie au probléme de la gestion d’interfaces autour de particules non sphériques,
déja soulevé en section 5.1 & propos de la rupture du gypse, mais avec ici une difficulté
supplémentaire provenant du comportement anisotrope qui s’ajoute a la forme anisotrope
des particules.

On peut également se poser la question de l'influence du caractére évolutif de la micro-
structure de la pate sur le fluage. Cette question est particuliérement critique au jeune
age. Les quelques éléments apportés par [106] laissent penser qu’il s’agit d’un probléme
délicat. Il faudra certainement abandonner le formalisme confortable de la transformée de
Laplace-Carson, nous limitant aux comportements non vieillissants.

Enfin, on peut se demander comment inclure dans le modéle I'impact de ’humidité relative
sur le fluage de la pate. Il est probable qu'une meilleure connaissance des mécanismes
microscopiques (& 1’échelle des particules de C-S-H) responsables du fluage apportera des
éléments de réponse a cette question.
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Quatriéme partie

Effets d’interface
(cas des particules sphériques)
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Chapitre 11

Introduction

A plusieurs reprises au cours de ce travail, nous avons rencontré la nécessité de tenir compte
de mécanismes d’interface & 1’échelle microscopique :

— au chapitre 5, nous avons vu que le mécanisme de rupture du platre pris semble étre un

déchaussement des cristaux ;

— au chapitre 9, nous avons émis ’hypothése d’'un mécanisme de rupture des C-S-H d’une

pate de ciment par décohésion des particules;

— au chapitre 10, nous avons mentionné 'un des mécanismes cités comme a l’origine du fluage

des C-S-H : le glissement visqueux des particules feuilletées les unes sur les autres.
Nous pouvons ajouter la question du fluage du platre pris, le mécanisme local a ’origine de ce
phénoméne étant probablement un glissement des cristaux de gypse les uns sur les autres.

Ces quatre situations se caractérisent par la nécessité de tenir compte d’une interface im-
parfaite entre les particules solides. Si on recourt & un schéma auto-cohérent pour estimer le
comportement homogénéisé, il est alors nécessaire d’entourer I'inhomogénéité solide d’une inter-
face non parfaite, séparant cette derniére du milieu effectif infini. Le probléme auxiliaire ainsi
défini n’est plus un probléme d’inhomogénéité d’Eshelby. Dans le cadre de ce travail, nous ne
nous sommes pas engagés dans sa résolution. Ainsi, dans presque toutes les situations exposées
au paragraphe précédent, nous avons été amenés & mettre en place un contournement se tradui-
sant par une modification de la physique locale prise en compte (par exemple le mécanisme de
déchaussement des cristaux remplacé par une rupture des cristaux eux-mémes).

Dans cette partie IV, nous nous proposons d’étudier 'influence de mécanismes impliquant les
interfaces entre particules sur les caractéristiques mécaniques effectives dans un cas qui est ac-
cessible dans 'immeédiat sans développements spécifiques : les particules de forme sphérique. Les
résultats ne seront applicables que de fagon qualitative au platre pris et aux C-S-H. Néanmoins,
nous pensons qu’il est intéressant de chercher a appréhender 'effet des mécanismes interfaciaux
sur les caractéristiques effectives. Cette partie IV revét ainsi un caractére plus académique que
les deux précédentes. On envisage d’abord la résistance (chapitre 12) puis le fluage (chapitre 13).
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Chapitre 12

Résistance impliquant des mécanismes
d’interface

Ce chapitre est consacré a ’estimation de la résistance de polycristaux poreux présentant des
interfaces non parfaites aux joints de grains. Le critére de rupture macroscopique est déterminé
par homogénéisation non linéaire en exploitant la méthode sécante modifiée. Aprés avoir établi
quelques résultats sans préciser la morphologie du milieu poreux avec interfaces considéré, on
envisage plusieurs mécanismes de rupture du polycristal poreux. On envisage successivement une
rupture des grains, puis des joints et enfin I’éventualité d’une rupture combinée des grains et des
joints.
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CHAPITRE 12. RESISTANCE IMPLIQUANT DES MECANISMES D’INTERFACE

On s’intéresse ici aux caractéristiques de résistance de matériaux constitués de particules
en contact selon des interfaces. On se place dans le cadre du calcul a la rupture [103], et on
exploite une technique d’homogénéisation non linéaire basée sur la méthode sécante modifiée
[95, 117, 118, 6, 30], afin d’estimer le critére de rupture du composite a partir de celui ou ceux
de ses constituants. La particularité de ce travail réside dans la prise en compte de critéres de
rupture d’interface au niveau des joints entre particules solides.

Dans un premier temps, on établit quelques résultats sans préciser la morphologie du VER
(section 12.1). On considére une phase solide homogéne, un espace poreux et des interfaces. Il
s’agit d’abord d’établir les expressions en fonction de la contrainte macroscopique d’estimateurs
du niveau moyen de déformation déviatorique dans le solide et du saut tangentiel de déplacement
a linterface. Ensuite, on détermine formellement le critére de rupture du composite dans deux
cas :

— la résistance est conditionnée par celle du solide : on envisage un critére de von Mises puis
de Drucker-Prager ;

— la résistance est conditionnée par celle des interfaces : on envisage un critére de Tresca puis
de Mohr-Coulomb.

Ces critéres macroscopiques tiennent compte de la morphologie du composite par le biais de la
dépendance des modules élastiques effectifs en fonction des modules élastiques du solide et de
I'interface. On propose donc dans un second temps (section 12.2) un moyen d’estimer cette dépen-
dance, a I’aide de schémas d’homogénéisations. On envisage une morphologie de type polycristal
poreux, avec des grains solides séparés par des interfaces intergranulaires. Le comportement des
grains solides est soit isotrope, soit isotrope transverse. Le comportement isotrope transverse est
choisi de fagon & modéliser une microstructure feuilletée avec des feuillets rigides qui peuvent
librement glisser les uns sur les autres. Enfin, dans un troisiéme temps (section 12.3), on déter-
mine le critére de rupture macroscopique du polycristal poreux. On suppose successivement que
la résistance macroscopique est conditionnée par celle des grains (rupture intragranulaire), par
celle des joints (rupture intergranulaire), et simultanément par les grains et les joints (rupture
intra et intergranulaire). Ces deux derniers cas constituent la principale originalité de ce chapitre.

Le tableau 12.1 propose une synthése des différents cas de figure explorés dans ce chapitre,
selon le critére de rupture envisagé pour les grains et pour les joints. Dans chaque cas, on fait
référence a I’équation définissant le critére macroscopique obtenu et éventuellement & une figure
illustrant le critére.

. Joints résistance oo lisses Tresca Mohr-Coulomb
grains
résistance co | éq. (12.101) | éq. (12.104) éq. (12.114) éq. (12.127)
fig. 12.14 fig. 12.16
feuilletés éq. (12.119) | résistance éq. (12.117) éq. (12.131)
nulle fig. 12.14 fig. 12.18
von Mises éq. (12.99) | éq. (12.102) | présenté dans [33] | éq. (12.141), (12.144)
fig. 12.10 | fig. 12.10 éq. (12.147), fig. 12.19
Drucker-Prager | éq. (12.109) | éq. (12.110)
fig. 12.13 | fig. 12.13

TAB. 12.1 — Types de solide et de joints intergranulaires abordés en section 12.3 de ce chapitre :
renvois vers ’équation donnant le critére de rupture macroscopique et vers une figure illustrant
ce dernier
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12.1. PRELIMINAIRES INDEPENDANTS DE LA MORPHOLOGIE

12.1 Préliminaires indépendants de la morphologie

On considére un milieu poreux (figure 12.1) dont le solide est homogéne et traversé par des
interfaces, qui sont des surfaces de discontinuité du champ de déplacement. Les domaines occupés
par le VER, la phase solide hors interfaces et I’espace poreux sont respectivement notés €2, 25 et
,. La surface occupée par ’ensemble des interfaces est notée I'. Pour le moment, on ne précise
pas la morphologie.

Fi1G. 12.1 — Allure schématique d’un VER de milieu poreux considéré

Avant d’aborder le critére de rupture macroscopique d’un tel milieu poreux, il est nécessaire
de relier & la contrainte macroscopique certains estimateurs des niveaux de déformation dans le
solide et de saut de déplacement & 'interface.

12.1.1 Déformations moyennes en élasticité linéaire

L’espace poreux est & la pression nulle. Dans toute cette sous-section, le solide est supposé
présenter un comportement élastique linéaire isotrope caractérisé par le tenseur de rigidité Cg; =
3ksJ + 2usK ou ks et ug sont les modules de compression et de cisaillement. L’interface a un
comportement élastique linéaire isotrope transverse :

= K-[¢] (12.1)

avec .
K=Kn®n+K((1-n®n) (12.2)

n désignant la normale a I'interface et [a] la discontinuité de la quantité a au travers de I'interface
orientée par n. Ainsi, le comportement local s’écrit :

o(x)=0 siz €},
o(z) =Cs:e(z) siz € Q (12.3)
[o(z) n(z)]=0 et o) n(z)=K- [{x) sizel

On impose une condition de déformation homogéne au contour du VER :
§(z) = E-z,]z| — o0 (12.4)

La contrainte moyenne dans tout le VER est notée ¥ = (o). Comme le comportement local est
élastique linéaire, le comportement effectif, reliant déformation au contour et contrainte moyenne,

est également élastique linéaire :
x=C"":. E (12.5)

avec CM™ le tenseur de rigidité effectif. On suppose que la morphologie est telle que ce dernier
soit isotrope. Les modules de compression et de cisaillement sont alors notés k™™ et p/om.
On cherche a relier a la contrainte macroscopique X la moyenne quadratique de la déformation
déviatorique du solide et la moyenne quadratique du saut tangentiel de déplacement & 'interface.
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Moyenne quadratique de la déformation déviatorique du solide

On cherche & déterminer la moyenne quadratique de la déformation déviatorique équivalente
sur la phase solide, notée (e3) , avec €5 = gdev . gdev /2 La démarche est inspirée de [68].
On commence par écrire la densité d’énergie élastique ¥ stockée dans le VER. Celle-ci se

compose de deux termes : I'énergie stockée dans le solide 25 et celle stockée dans l'interface I :

1 1
|Q]\ll:2/ E:Cszst+2/[[ﬂ]-K-[[§]]dS (12.6)
s r -
L’énergie élastique dépend des modules élastiques du solide de fagon explicite et de fagon implicite
par le biais des champs de déformation et de saut de déplacement. On dérive formellement
I’énergie élastique par rapport au module de cisaillement du solide :

ov Oe 1 o€l
Q = :(Cszst+/s:2K:st+ — - K - [£]dS 12.7
o0 = Jo, o 2 Jo, r o, KL 127
ce qui devient, en exploitant le comportement local (12.3) :
v 0
\Q]a :/ 0¢ :UdV+2/ e2dv + L] co-ndS (12.8)
Ops QsUQ, Ops Qs r Ous

On montre que la somme des premier et dernier termes du membre de droite est nulle, en
appliquant le lemme de Hill (généralisé & des champs de déplacement présentant des disconti-
nuités [30, 78]) au champ de contrainte o et au champ de « déformation » de/dus dérivant de
0€/0us cinématiquement admissible avec la « déformation au contour » 0E/Ous = 0. Ainsi, il
vient :

ov
|an75 = 2|0 (e3), (12.9)
La densité d’énergie élastique a pour expression macroscopique :
1 1
\I/:§E:E:§E:(Ch0m:E (12.10)
Ainsi, la dérivée par rapport a us de cette densité d’énergie prend également la forme :

ov 1 Hlhom 8Mhom
=-1(9 EZ +4 E2> 12.11
8Ms 2 ( a/J/s " 8M3 d ( )

puisqu’on rappelle que la déformation E étant une donnée du probléme, elle est indépendante
de ps. En exploitant le comportement macroscopique (12.5), il vient :

hom hom
ov _ 1 <61/lC s 4 oL 23) (12.12)

Opts ) Opis " Ous

En identifiant (12.9) et (12.12), on établit finalement une expression de la moyenne recherchée
en fonction notamment de la contrainte macroscopique X :

_81/khom 22 B 81/'uhom

2 12.13
a,us m 8,“3 d ( )

41— ) (ed), =
Notons que I'on retrouve un résultat de [30]. La présence de 'interface I" est donc prise en compte
implicitement dans les expressions de k™ et p/om.

En pratique, pour exploiter 'expression (12.13), il reste a quantifier la variation des modules
élastiques effectifs en fonction du module de cisaillement du solide. Ces variations peuvent par
exemple étre approchées a ’aide d’un schéma d’homogénéisation, dépendant de la morphologie.
L’égalité (12.13) deviendra alors une estimation de (£2)

s
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Moyenne quadratique du saut tangentiel de déplacement a I’interface

On décompose le saut de déplacement a I'interface (normale n) en une partie normale et une
partie tangentielle (figure 12.2) : [£] = [§n]n + [€,] avec [§n] = [€] - n. On cherche a déterminer
la moyenne quadratique de la partie tangentielle sur I'interface I', soit ([ t]]2>1".

[€]

F1G. 12.2 — Décomposition du saut de déplacement a l'interface

En s’inspirant a nouveau de [68|, on dérive 'expression microscopique (12.6) de la densité
d’énergie élastique par rapport au module d’interface K; :

Oe I[¢]
IQlaKt /QUQ oK odV + ok, ndS + = /[[5]] (1-n®n)- [dS (12.14)

ot on a utilisé le comportement local (12.3). En appliquant le lemme de Hill au champ de
contrainte o et au champ de « déformation » de/IJK;, on montre que la somme des deux premiers
termes est nulle. En remarquant que (1 — n ® n) - [{] n’est autre que la partie tangentielle du
saut de déplacement & l'interface, il vient : -

Ing;i = %IFI <[[§t]]2>F (12.15)

Comme précédemment, on dérive I'expression macroscopique (12.10) de la densité d’énergie élas-
tique puis on exploite le comportement macroscopique (12.5) pour finalement établir la moyenne
recherchée :

T} <[[£]]> B 81/1{’“”"22 81/,u,h°m23 (12.16)

|Q‘ 8Kt mo 8Kt

En pratique, pour mettre & profit cette expression, il est nécessaire de quantifier la dépendance des
modules effectifs en K;. Remarquons qu’il faut également évaluer la surface spécifique d’interface
dans le VER (c’est-a-dire le rapport |T'|/|Q2]).

12.1.2 Critére de rupture macroscopique

On envisage deux mécanismes locaux de rupture, affectant soit le solide {24, soit I'interface I.
Dans les deux cas, il s’agit de rupture ductile. On applique alors une démarche d’homogénéisation
non linéaire [134] basée sur la méthode sécante modifiée |95, 117, 118, 6, 30| pour estimer le critére
de rupture macroscopique.

Rupture du solide

On suppose que la résistance du composite est conditionnée par celle du solide. On envisage
successivement pour le solide un critére de von Mises et un critére de Drucker-Prager.
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Solide de von Mises On suppose que la résistance du solide est caractérisée par un critére
de von Mises : 04 < k. On recherche la forme du critére de rupture macroscopique. L’idée est
de conférer au solide un comportement élastique non linéaire fictif, saturant asymptotiquement
(aux « grandes » déformations) le critére : o4 = 2us(e4)eq — k. On peut par exemple utiliser :

ws(eq) = lorsque g4 — o© (12.17)

2eq

et ks constant. On note que pgs < ks lorsque ¢4 — o0 : le solide peut étre considéré comme
incompressible. Aux grandes déformations E, le comportement macroscopique est alors élas-
tique non linéaire, caractérisé par un tenseur de rigidité sécant C"*™(E). Ce dernier peut étre
estimé par une approche d’homogénéisation non linéaire. Conformément & ’esprit des méthodes
sécantes, on approche le champ de modules de cisaillement ps(e4(2)) par un champ uniforme
us(eflf ), pour un choix approprié de la déformation effective 6§f , estimateur du niveau moyen
de déformation dans le solide. On choisit d’utiliser comme estimateur le second moment de la

déformation déviatorique dans le solide :
e = /(e2), (12.18)

Cette déformation effective 52f peut étre reliée au niveau de contrainte macroscopique par
(12.13) :
2 1 01/ khom o1/ phom
esf” = — ( 2 + 2 12.19
! 41—\ s " Ops (1219)

On envisage des trajets de chargement macroscopiques radiaux E = A\e (e définit la direction
du trajet, A désigne la position sur le trajet), et on détermine la contrainte macroscopique
> = Ch™(E) : E atteinte lorsque A — oo. Cette contrainte macroscopique asymptotique se
trouve sur le critére de rupture macroscopique. La déformation déviatorique locale devenant
asymptotiquement grande, (12.17) et le choix (12.18) de la déformation déviatorique effective
donnent :

25NN =k (12.20)
Il reste a exploiter (12.19) pour établir le critére de rupture macroscopique :
al/khom al/ﬂhom
2 2 2 2 2
—pi———% —pt———¥4=(1- )k 12.21
I T L (1-¢) (12.21)
Ce dernier peut également étre mis sous la forme :
2 hom 2 hom
Hs ok 2 Fs o 2 _ 2
<khom> alis Zm + (Mhom> 8M5 Zd - (1 - QD)]{ (1222)

hom on fonction

En pratique, il reste a fournir la variation des modules élastiques effectifs k"™ et p
du module de cisaillement g lorsque la phase solide du VER présente un comportement élastique
linéaire isotrope incompressible (ks — 00). C’est par ce biais que le critére (12.22) dépend de
la morphologie du VER. Notons que la dépendance des modules effectifs en s est & construire
sur un VER fictif présentant la méme morphologique que le VER réel, mais dont le solide a un
comportement élastique linéaire incompressible. En supposant que les modules élastiques effectifs

ainsi obtenus peuvent s’écrire sous la forme :

khom

= Aups et pm =B (12.23)

avec A, et B, indépendants de p, le critére macroscopique prend ’expression :

Zh

2
—d — (1 - p)k? (12.24)
e Bu
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Solide de Drucker-Prager On suppose a présent que la résistance du solide est caractérisée
par un critére de Drucker-Prager : 04 < a(h — 0y,). L'idée est, comme précédemment, de confé-
rer au solide un comportement non linéaire fictif saturant asymptotiquement (aux « grandes »
déformations) le critére de Drucker-Prager : 04 = 2us(em,e4)eq — a(h — 3ksen,). Dans cette
expression, on reconnait la contrainte sphérique 3ksey, = op,. On peut par exemple prendre :

a(h — 3ksem)

lorsque €4 — o0 (12.25)
2e4

fis(Em, €d) =
et ks constant. La contrainte sphérique o, = 3kse,,, a un niveau moyen qui reste fini, puisqu’on
verra (en section 12.2.3) que la moyenne présente I'expression (o), = 3, /(1 — ¢). Ainsi, on
note que pugs < kg lorsque €4 — 0o : le matériau solide peut étre considéré comme incompressible.
Dans Desprit des méthodes sécantes, le champ de modules de cisaillement ps(em(z),eq4(x)) est

approché par le champ uniforme ,us(ef,{ , sflf ), pour un choix approprié¢ des déformations effectives
el et sflf . On fait ici un choix mixte, comme dans [32] :
S =\ (2, et e = 12.26
€4 <€d>s € E€m <€m>s ( : )
ef

La déformation effective déviatorique €' est encore reliée au niveau de contrainte macroscopique

par (12.19). Quant a la déformation effective sphérique 52{ , elle est reliée a la contrainte sphérique
: Leef
moyenne dans le solide par : g7 = (o), /(3ks).
La suite de la démarche est trés similaire a celle du paragraphe précédent (solide de von

Mises). On aboutit au critére macroscopique sous la forme :

2 hom 2 hom 2
ps \ Ok 2 ps \ " Op 2 2 Yim
b)) Yei=(1- h— —— 12.27
(kh0m> 8#3 m + <Mh0m> aﬂs d ( @)a 1 — © ( )

Dans cette expression, k"™ et 1™ sont les modules effectifs obtenus sur un VER fictif présentant
la méme morphologie que le VER réel, mais avec un solide de comportement élastique linéaire
incompressible. En supposant que les modules élastiques effectifs ainsi obtenus peuvent s’écrire

sous la forme :
Eom = Aps et ptom™ = By (12.28)

avec A, et B, indépendants de i, le critére macroscopique prend I'expression :

2

S e (n )’ 1220

L=y
Rupture de l'interface

On suppose a présent que la résistance du composite est conditionnée par celle de I'interface
I'. On envisage successivement pour cette interface un critére de Tresca et un critére de Mohr-
Coulomb. On fait appel & une extension de la méthode sécante modifiée au cas des interfaces
[78, 33, 76].

On décompose le vecteur contrainte o - n & I'interface en une partie normale o, =n-o-n et
une partie tangentielle o, = o - n — o, - n (figure 12.3).

Interface de Tresca On suppose que la résistance de l'interface I' est caractérisée par un
critére de type Tresca : |o,| < k.

L’idée est de conférer a I'interface un comportement élastique non linéaire fictif, tel que, pour
des sauts de déplacement tangentiels grands le critére soit saturé : [Ky([€])[€,]| = k. On peut

par exemple prendre : By
K([E,]D) = &l lorsque  [[€ ]| — o0 (12.30)
t
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Fi1G. 12.3 — Décomposition du vecteur contrainte a l'interface

et K, constant. On note que K; < K, lorsque |[{ t]]| — 00. Dans le but d’utiliser une approche
d’homogénéisation non linéaire généralisant la méthode sécante modifiée au cas des interfaces,
on introduit le saut de déplacement tangentiel effectif :

[ = <[[§t(£)ﬂ2> (12.31)

r

Dans 'esprit de la méthode sécante, on approche le champ de raideurs tangentielles d’interface
Ky (|[€,(2)]]) par le champ uniforme K([&]°7). Le saut de déplacement tangentiel effectif [¢,]¢
peut étre relié au niveau de contrainte macroscopique par (12.16) :

[&:] iy 5K, 22 4 K. »2 (12.32)

Comme précédemment, on envisage des trajets de chargement macroscopiques radiaux FE =
Ae et on détermine la contrainte macroscopique ¥ = C"™(E) : E atteinte lorsque A — o0o. Le
saut de déplacement tangentiel effectif étant asymptotiquement grand, (12.30) et le choix (12.31)
de la déformation déviatorique effective donnent :

Ko([&] D& =k (12.33)
Il reste & exploiter (12.32) pour établir le critére de rupture macroscopique :
81/khom al/uhom |F|
—KP 22 - KLY = ok 12.34
t 8Kt m t 8Kt d |Q| ( )
Ce dernier peut également étre mis sous la forme :
K; \? Okhom 2 K\’ utm 5 T,
— by Yo =-—k 12.35
<khom) aKt m + Mhom aKt d |Q| ( )

Pour obtenir un critére utilisable en pratique, il reste a relier les modules élastiques effectifs k"™
et 1™ au module d’interface K, lorsque l'interface a un comportement élastique linéaire tel
que K,, — oo. Insistons sur le fait que cette relation doit étre établie pour un VER fictif de méme
morphologie que le VER réel, mais dont les interfaces sont élastiques linéaires telles que K,, — oo.
Il est également nécessaire d’évaluer la surface spécifique d’interface |I'|/|€2|. Celle-ci dépend de
la morphologie du VER. En supposant que les modules élastiques effectifs peuvent s’écrire sous
la forme :

Q Q
khom — AK uKt et Mhom — BKt | |

— K (12.36)
;s Tl
avec A, et Bg, indépendants de K3, le critére macroscopique prend l’expression :
R
+ =k 12.37
I B (12.37)
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Interface de Mohr-Coulomb On suppose & présent que la résistance de U'interface I' est
caractérisée par un critére de type Mohr-Coulomb : |o,| < a(h — 0,). On confére a l'interface
un comportement élastique non linéaire fictif, tel que, pour des sauts de déplacement tangentiel
grands le critére de Mohr-Coulomb soit saturé : [Ky([€])[€,]] = a(h — Kn[€n]). Dans cette
expression on reconnait la composante normale du vecteur contrainte a l'interface o,, = K,[&,].
Ceci peut par exemple étre réalisé en prenant :

a(h — Kn[&n])
1€, 11

et K, constant. Comme on le verra en section 12.2.3, la moyenne de la composante normale du
vecteur contrainte sur U'interface s’écrit (o) = DX, : elle est finie. Ainsi, en moyenne K,[&,]
est fini, si bien que K; < Ky, lorsque [[€,]| — co. On introduit les sauts de déplacement normal
et tangentiel effectifs suivants :

Ki([&a] 1TE,01) = lorsque  [[€,]] — o0 (12.38)

6 = (e, @1) et [l = (I, @]) (12.39)
On approche alors le champ de raideurs tangentielles d’interface Ki([£n(2)],[[€,(2)]]) par le
champ uniforme K;([¢,]¢7, [€:]°). Le saut de déplacement tangentiel effectif [£;]°/ peut étre
relié au niveau de contrainte macroscopique par (12.16). Le saut de déplacement normal effectif
peut quant & lui s’exprimer en fonction de la contrainte normale moyenne sur 'interface sous la
forme [¢,] = (on)p /Kn = DY/ Kp.
La suite de la démarche est trés similaire aux paragraphes précédents. On aboutit au critére
macroscopique sous la forme :

K; \? gkhom 9 K, \* oplom o T o 2
—_ by i =-—a“(h—DX% 12.40
(kh0m> oKy ™ + phom oK, @ ]Q\a ( m) ( )
Dans cette expression, les modules effectifs k"™ et p*™ sont ceux du milieu poreux lorsque

I'interface présente un comportement élastique linéaire tel que K,, — oco. En supposant que ces
modules élastiques effectifs peuvent s’écrire sous la forme :
€

khom _ AKtht et luhom _ BKt

]

K, (12.41)
Tl

avec A, et Bk, indépendants de Ky, le critére macroscopique adopte I’expression :

X + X = o*(h — D%,,)? (12.42)
Ak, B, " ‘

ou D, tel que (o) = DXy, sera explicité en section 12.2.3.

12.2 Morphologies envisagées

Les critéres macroscopiques (12.22), (12.27), (12.35) et (12.40) ont été établis sous une forme
indépendante de la morphologie. En fait, pour les exploiter en pratique, il est nécessaire de fournir
la dépendance des modules effectifs vis-a-vis des modules locaux, lorsque le comportement local
est élastique linéaire. C’est par ce biais que 1'on introduit des informations sur la morphologie.

Les schémas d’homogénéisation représentent un moyen de produire une estimation de 'in-
fluence de la morphologie sur les modules élastiques effectifs. Pour des détails sur le lien entre
morphologie et choix du schéma d’homogénéisation, on se reportera a [132]. On envisage ici une
morphologie de nature polycristalline. La phase solide ), se présente donc sous forme de grains,
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et l'interface I' est formée de la réunion des surfaces de contact entre les grains. Plutét que de
tenir directement compte de cette interface I, il est plus commode d’entourer chacun des grains
d’une interface fictive Z dont la raideur sera choisie de facon & satisfaire un critére d’équivalence
avec la situation réelle.

Nous décrivons dans les deux sous-sections (12.2.4 et 12.2.5) les schémas d’homogénéisation
proposés pour approcher une telle morphologie, dans le cas de grains solides de comportement
isotrope ou isotrope transverse. Les perspectives d’application du premier type de morphologie,
avec les grains isotropes, concernent le grés ou les milieux granulaires tels que le sable. Pour ce
qui est du second type de morphologie, on peut le rapprocher des argiles ou des C-sS-H, en raison
de la structure en feuillets des particules.

Mais avant de développer les deux schémas, il est nécessaire de relier la raideur de 'interface
fictive Z entourant chacun des grains a celle de 'interface réelle I' séparant les grains, et de
produire une approximation du rapport |I'|/|€2| exprimant la surface de contacts intergranulaires
par unité de volume du VER.

12.2.1 Lien entre les raideurs d’interface |77, 33|

Avant toutes choses, il convient de bien préciser les relations qu’entretiennent la raideur
K caractérisant le comportement de 'interface intergranulaire I' dans le VER et la raideur K’
caractérisant l'interface fictive Z placée autour de chacun des grains. La mise en place de cette
interface fictive simplifiera le développement du schéma auto-cohérent visant a estimer 1’élasticité
effective de l’assemblage de grains. La relation suivante peut étre établie de fagon directe (en
remarquant que 'interface fictive Z autour de chaque grain ne prend en compte que la moitié de
la discontinuité de déplacement entre deux grains) ou par un raisonnement énergétique :

K' =2K (12.43)

Le raisonnement énergétique conduisant a cette relation est le suivant. On représente sur la
figure 12.4 'interface réelle, séparant les grains, et I'interface fictive, entourant chacun des grains.
L’interface entre deux grains G; et G; est notée Z; ;. Le vecteur contrainte et la discontinuité de
déplacement sur cette interface sont respectivement notés 7" et [{]. La raideur d’interface est K.
L’interface fictive Z; entourant le grain G; présente quant & elle la raideur K’. La discontinuité
de déplacement sur cette interface est notée [¢]. Par simplicité, le raisonnement qui suit suppose

les grains rigides (on pourrait s’affranchir de cette hypothése).

morphologie « réelle » morphologie idéalisée

\ interface fictive Z; :
— surface I T=K. [

F1G. 12.4 — Représentation schématique de la morphologie « réelle », avec une interface séparant
les grains, et de la morphologie idéalisée, avec une interface entourant chacun des grains
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D’une part, en adoptant le point de vue de l'interface réelle (partie gauche de la figure 12.4),
la densité d’énergie élastique s’écrit comme la somme des contributions de chaque interface entre

grains :
1 1 1
U=_—— / T. dsS = — / T. ds 12.44
SIpOY IR STEEE 5wy IE S IR

Or seule une fraction de la périphérie de chaque grain est en contact avec d’autres grains. On
note 0G; la portion de la périphérie 9G; du grain G; en contact avec les grains voisins. Le vecteur
contrainte est évidemment nul sur le complémentaire de 9G;. Ainsi, on obtient :

1
U = 1] ;/@ng- [£]ds (12.45)

On fait alors apparaitre la raideur d’interface K :

1
U= / T -K'-TdS (12.46)
49| ZZ: og;

D’autre part, en adoptant le point de vue de l'interface fictive supposée élastique linéaire
(partie droite de la figure 12.4),

p_ 1 .
v = m;/ggf:r BES (12.47)

En introduisant 1’équation d’état de I'interface fictive T = K' - [£], il vient :

1
U= / T -K' -TdS 12.48
310] 2 Jo, LKL (12:45)

L’équivalence, au sens de I'énergie élastique, entre les deux modéles se traduit par ¥ = ¥/, ce
qui est assuré lorsque K’ = 2K, soit (12.43).

12.2.2 Estimation de la surface spécifique de contacts

On se penche a présent sur la surface spécifique de contacts intergranulaires |I'|/|Q2], qu’il est
nécessaire d’estimer lorsque la rupture du VER est conditionnée par celle des interfaces entre les
grains (voir (12.35) et (12.40)). Ce rapport est un paramétre morphologique : il ne dépend que
de 'arrangement géométrique des grains. On propose ici de relier, de fagon approchée, la surface
spécifique de contacts a la porosité (ou, de fagon équivalente, a la fraction solide).

Dans un premier temps, on va relier [I'|/|Q] & la fraction moyenne de surface d’un grain en
contact avec d’autres grains. On note A le nombre de grains présents dans le VER. La frontiére
0G; du grain G; est toujours décomposée en deux surfaces disjointes : la surface 9G; en contact
avec les grains voisins, et la surface complémentaire, en contact avec I’espace poreux. On a :

N
> 10G;| = 2|T| (12.49)
=1

le coefficient 2 provenant du fait que dans Zﬁl |0G?|, on compte deux fois chaque interface grain
/ grain : une fois sur chacun des deux grains séparés par 'interface. De plus, on a :

N
D o1Gil=(1-9)Q] (12.50)
=1
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(1 — ) étant la fraction solide. Par ailleurs, en assimilant, certes grossiérement, I’ensemble des
grains & des sphéres de méme rayon rg, on obtient :

0 3
ZN 1109, _ 3 (12.51)
>z Gl 7o
Ainsi, en combinant ces trois derniéres équations, il vient :
Tl _ 31 —¢)
@ = TOQ (12.52)
en notant :
8 S
Z 2119971 (12.53)
>N, 10Gi]

Autrement dit, o mesure la fraction surfacique moyenne de la périphérie des grains en contact
avec d’autres grains. On cherche maintenant & estimer cette grandeur.
Une premiére approche, mise en ceuvre par |76, 78|, consiste a faire appel :
— a des travaux sur la compaction de poudres [40, 56|, proposant une estimation de I’aire de
contact entre deux grains voisins,
— a|4] pour évaluer le nombre moyen de contacts par grain au sein de I’assemblage granulaire.
Dans le cadre d’un assemblage cubique, 'approximation suivante de ¢ est établie |76, 78] :

=1 —9)(1—-2¢) (12.54)

Une seconde approche consiste & réaliser de simples calculs de géométrie et d’aires sur la
maille élémentaire décrite en section 2.1.3 (figure 2.3), qui représente un assemblage cubique
de sphéres tronquées. En fait, il suffit de travailler sur un huitiéme de maille élémentaire, voir
figure 2.4 gauche : p est égal au rapport de l'aire des zones grisées par ’aire des zones grisées
et de la portion de sphére blanche. Les expressions obtenues sont malheureusement trop lourdes
pour étre reprises dans ce texte. Les résultats du calcul sont représentés sur la figure 12.5, avec
aussi l’expression obtenue ci-dessus (12.54).

. ~— Maalej et al. [76, 78]
0.8 F maille élémentaire |

06 F ]

0.2 Nl

0 1 1 1 1 D
0 01 02 03 04 05

¥
Fi1Gg. 12.5 — Portion de la périphérie d’un grain en contact avec d’autres grains, estimée en

fonction de la porosité selon [76, 78| (expression (12.54)) ou de fagon géométrique sur une maille
élémentaire

Les deux approches donnent des résultats remarquablement comparables. Nous privilégions
le résultat de |76, 78|, qui a 'avantage de fournir une expression compacte (12.54). Ainsi, en com-
binant (12.52) et (12.54), nous obtenons une approximation de la surface spécifique de contacts
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intergranulaires :
IT1_ 3(1—9)?(1 — 2¢)
|Q| 27“0

(12.55)

avec @ la porosité et ¢ le rayon caractéristique des grains. Notons que pour établir (12.51), nous
avons supposé que l'assemblage de grains est monodisperse et que chaque grain a une forme
« proche de la sphére » (c’est-a-dire ni trop élancée, ni trop aplatie).

12.2.3 Estimation de moyennes

On a identifié en section 12.1.2 qu’il est nécessaire de déterminer la moyenne de la contrainte
sphérique sur la phase solide, (o,,),. La pression étant nulle dans les pores :

2= (1-¢) (o), (12.56)
d’oul 5
(om), = ﬁ (12.57)

Notons que ceci est valable pour tout milieu poreux, du moment que ’espace poreux est a pression
nulle.

On va également avoir besoin de la moyenne sur I'interface intergranulaire I' de la composante
normale o, du vecteur contrainte. Cette derniére peut étre évaluée par la méthode exposée
dans [78]|. On part de la relation suivante, issue du théoréme de Green et découlant du fait que

div(o)=0:
/adV:/ z®o-ndS (12.58)
Gi G

Assimilant le grain G; a une sphére de rayon ro, ce qui donne n = e, et x = roe,, et en prenant
la trace de I’équation précédente, on obtient :

/ 30, dV :/ 700 dS (12.59)
G; 9G;

En sommant sur ’ensemble des grains, il vient :

N
3/ om dV = 1g / o dS (12.60)

Constatant que o, = o, sur la périphérie des grains sphériques, et 1’espace poreux étant a la
pression nulle, on a :

N
Z/ 0, dS = Mzm (12.61)

i=1 705 o

Or dans 'assemblage de grains constituant le VER, seule la portion 0G; de la périphérie 0G;
du grain 7 est en contact avec les grains voisins. Sur la surface complémentaire, en contact avec
I’espace poreux, on a évidemment o, =0 :

N N
opdS = / ondS (12.62)
Z»Z; /891‘ ; 5}

g;

La derniére somme vaut exactement le double de I'intégrale de o, sur I'interface intergranulaire

I:
N
Z/ andS:2/andS (12.63)
i=1 7097 r
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Ainsi on obtient finalement la moyenne recherchée :

392
= — 12.64
<‘7N>F 27"0|F| m ( )
Il reste a rappeler (12.55) pour obtenir (oy,)p = DX, avec :
1
D= (12.65)

(1—¢)*(1-2¢)

Conformément a U'intuition, plus la porosité est proche de la porosité critique ¢¢ = 1/2, plus les
contraintes transmises par les grains sur leurs surfaces de contact (de plus en plus réduites) sont
importantes. On note que le résultat (12.65) a été établi de maniére indépendante du comporte-
ment des grains.

12.2.4 Grains isotropes et interface non parfaite

Description du schéma

On envisage un schéma auto-cohérent du méme type que celui présenté en section 2.1, donc
avec des inhomogénéités sphériques pour représenter le solide et l’espace poreux (figure 2.1). La
différence réside dans le fait que I'inhomogénéité représentant le solide est maintenant entourée
d’une interface Z non parfaite (figure 12.6).

LA | AC |

ro® ( : ) | | @ |
interface 7 —" | | :
(raideur K') “---------- . il :

Fi1c. 12.6 — Problémes auxiliaires d’élasticité a résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-
cohérent envisagé (forme sphérique entourée d’une interface Z pour représenter le solide s et
forme sphérique pour représenter I’espace poreux p)

Le solide est élastique isotrope (modules de compression et de cisaillement kg, us). L'espace
poreux (porosité ¢) est a la pression nulle. L’inhomogénéité solide est entourée d’une interface
élastique non parfaite, isotrope transverse, notée Z et dont le comportement est décrit par (12.1)
et (12.2) avec une raideur d’interface K’. On annule le saut de déplacement normal en imposant
K] — oo : décollement et pénétration des solides séparés par 'interface sont interdits. Le rayon
moyen des grains solides est noté rq.

Estimation des modules homogénéisés

La déformation moyenne de I’espace poreux est classiquement estimée par la déformation
d’une cavité sphérique plongée dans le milieu effectif soumis & I’infini & des conditions aux limites
en déformation homogéne au contour (Ey) : voir figure 12.6 droite. Il s’agit d’un cas particulier
de 'inhomogénéité d’Eshelby [36] déja rencontré plusieurs fois, par exemple en (2.1) :

-1

(€), =Ap: By avec A,=(I1-S555) (12.66)

ol SSAP% est le tenseur d’Eshelby d’une sphére dans le milieu de rigiditée CAC, explicité en (2.2).
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La déformation moyenne de ’ensemble des grains sans et avec leurs interfaces 7 est estimée
en résolvant le probléme auxiliaire représenté sur la partie gauche de la figure 12.6. Ce probléme
auxiliaire est traité en annexe C.2. Il convient d’adapter les notations employées dans cette
annexe comme suit : 2 devient s, 0 devient AC, K devient K’. Il faut également réaliser le
passage a la limite K|, — oo. La moyenne de la déformation sur 'ensemble des grains peut étre

mise sous la forme :
(€)s=As:Eq et ()7 =Asur: Eo (12.67)

selon que I'on exclut ou inclut la discontinuité de déplacement sur U'interface 7.
Ainsi la déformation moyenne sur ’ensemble du VER s’écrit :

E = [pAp + (1 — ¢)Aquz] : Eo (12.68)
Et le tenseur des contraintes moyen sur le VER a pour expression :
Y=(1-¢)Cs:A;: Ey (12.69)
Le tenseur de rigidité auto-cohérent est donc solution de :
CA% = (1 - 9)Cs : A : [pAp + (1 — ) Agz] ™ (12.70)

En projetant cette équation tensorielle sur J et K, et en notant k4¢ et p4¢ les modules auto-
cohérents, on établit les deux équations suivantes :

401 - So)kSNAC
RAC = o RSP 12.71
3k + 4pAC (12.71)

AC AC / 177t

(1— o) ;jls ~ 1460 ps KOV +2p 3 [5Kt7°0 ( Hs 6ks+17us> ] (12.72)
puAC puAC 9EAC 4 8 AC 2L 8uAC " B5Tks + 4pug

Notons que ces équations auraient pu étre obtenues comme les limites de celles établies par

le schéma auto-cohérent mettant en jeu un motif morphologique représentatif avec une calotte

d’épaisseur finie (figure 8.4), lorsque 'épaisseur e de cette calotte tend vers 0 (puis K/, — 00),

pourvu que les modules élastiques de cette calotte respectent 'expression (C.35) :

4K]
k:<K,’1— 3t>e et p=Kje (12.73)

On montre en annexe C que ces relations assurent ’équivalence, du point du vue du comporte-
ment élastique, entre une couche d’épaisseur e infinitésimale de matériau isotrope (k, u) et une
interface (K, Kj).

Le découplage de (12.71) et (12.72) fait alors apparaitre = u4¢ /p, comme racine positive
du polynéme :

azz® + agz® + a1z +ag =0 (12.74)
avec :
az = 2[2(17m + 8)k + 22m + 40]m (12.75)
az = 2[(1Tm+8)(5m —1)p —3(11lm +4)(m — 2)]x (12.76)
4+ 2[(4¢ — 1)m? + (14 + 659)m + 20(3 — )]
ar = [(5p —2)m?* 4 (298¢ — 137)m + 9 + 77|k + 3(3p — 1)(m + 19) (12.77)
ap = 3k(m+19)(2¢p —1) (12.78)
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en notant kK = Kyro/ps et m = 4p,/(3ks). On rappelle que K| = 2K, d’aprés (12.43). Le module
de compression homogénéisé est ensuite donné par (12.71).

Il est intéressant de rechercher la porosité critique d’un tel modéle, c’est-a-dire la porosité
au dela de laquelle les modules élastiques homogénéisés sont nuls. Il s’agit donc de rechercher la
porosité ¢° pour laquelle la racine positive de (12.74) s’annule. Lorsque = = 0, il ne reste plus
que ag = 0 a condition que k # 0, et dans ce cas la porosité critique est ¢° = 1/2. Lorsque k = 0,
ap = 0 et le polynome (12.74) devient agz? + asw + a1 = 0, avec a; = 6(3p — 1)(m + 19). La
porosité critique tombe a ¢¢ = 1/3. Autrement dit, la porosité critique dépend du comportement
de l'interface : pour ps # 0, si K¢ > 0, ¢ = 1/2 et si K; = 0 (interface lisse), ¢¢ = 1/3.

Cas particulier du solide incompressible Le polynéme (12.74) devient dans le cas du solide
incompressible (m — 0) :

8(5+2k)(3 — )B4+ [(9+ TTp)k + 57(3p — 1)]B, + 57k(2p — 1) = 0 (12.79)

ou By, est tel que pAC = B, tts. Notons que B, = 0 pour ¢ > 1/2 lorsque K; > 0 et pour ¢ > 1/3
lorsque Ky = 0. A son tour, (12.71) donne :

4(1 =)

B, (12.80)
ot A, est tel que k4¢ = A, pus.
Dans le cas particulier de 'interface parfaitement adhérente (K; — oo soit kK — 00), (12.79)

donne :
1—-2¢p

1—¢/3
et B, = 0 pour ¢ > 1/2. On se retrouve dans le cas du schéma auto-cohérent classique avec une

phase solide incompressible (section 2.1).
Dans le cas particulier de l'interface parfaitement lisse (K; — 0 soit x — 0), (12.79) donne :

B, = (12.81)

19 1-3¢

=" 12.82
401 — /3 ( )

et B, = 0 pour ¢ > 1/3. Sur la figure 12.7, on représente le module de cisaillement auto-
cohérent en fonction de la porosité, dans le cas d’une interface adhérente (12.81) et dans le cas
d’une interface lisse (12.82). La raideur effective est toujours supérieure dans le cas des joints
adhérents.

Cas particulier du solide rigide Revenons au cas de l'interface quelconque (K; fini). Le
polynome (12.74) donne, dans le cas du solide rigide (Es — o0) :
ILLAC _ 1— 290
Kirg 3¢ —1

(12.83)

On constate une porosité critique, ¢ = 1/2, et une porosité de « blocage », ¢ = 1/3, en dessous
de laquelle le module de cisaillement auto-cohérent, rapporté au module tangentiel d’interface
K, est infini. Notons qu’ici nous nous sommes placés dans le cas du module d’interface K,, — oo.
Pour une discussion plus compléte de la raideur effective en fonction de K, K¢, se reporter a
[78].

On cherche a écrire les modules homogénéisés sous la forme (12.36), ce qui donne :

_ PR
Q| K

|| e

AKt Ky — @ Kt

et (12.84)
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1 ; .
—— adhérente
08 F >~ lisse
<
~
Q 0.6 g
<
< -
I 0.4 F .
3 N
2 2t .
0 I N}
0 1/6 1/3 1/2

12

Fi1a. 12.7 — Module de cisaillement effectif, rapporté au module de cisaillement du solide, en
fonction de la porosité, pour une interface soit adhérente, soit lisse

ou encore, compte tenu de (12.55) :

Ak, = 73(1 — @)2(1 —2¢p) ¢ t By, = 73(1 — @)2(1 —2¢p) ¢ (12.85)
K 2 KtTO ¢ K 2 Kﬂ“o '
En rappelant (12.83), on obtient :
2(1 — )%(1/2 — ¢)?
Br, = ( )"/ ) (12.86)

¢—1/3

en notant de plus que By, = 0 pour ¢ > 1/2 et Bg, — oo pour ¢ < 1/3. On représente en trait
continu sur la figure 12.9 ci-apreés, ’évolution du module de cisaillement homogénéisé en fonction
de la porosité. Le solide étant rigide, (12.71) donne la relation suivante entre Ag, et By, :

A1 - ¢)

12.2.5 Grains isotropes transverses et interface non parfaite
Description du schéma

On suppose & présent que les grains sont constitués d’un empilement de feuillets rigides
paralléles pouvant librement glisser les uns par rapport aux autres, sans autre mode de défor-
mation possible. Une premiére étape d’homogénéisation représente 'empilement de feuillets par
un matériau homogéne isotrope transverse. Le schéma auto-cohérent envisagé en seconde étape
d’homogénéisation est illustré sur la figure 12.8. Comme précédemment (section 12.2.4), une
interface Z (raideur K’ avec K| — 00) entoure 'inhomogénéité solide. On considére une distri-
bution isotrope de 'orientation des particules solides. Deux différences sont & noter par rapport
au cas présenté en annexe B.1 (figure B.1) :

— une interface non parfaite entoure 'inhomogénéité sphérique solide ;

— le comportement isotrope transverse du solide est particulier.

En effet, le vecteur e; étant normal aux feuillets, le comportement du matériau constituant les
grains se traduit par :

0 0 £13 011 012 0
g = 0 0 £93 et g = 012 0922 0 (12.88)
€13 €23 0 (Ql €9 &3) 0 O 733 (21 €9 7§3)
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e
interface 7 ﬂ_fl/ |

répartition uniforme de l'orientation e; des grains

ac es/\w *********** :
g, O

Fi1c. 12.8 — Problémes auxiliaires d’élasticité a résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-
cohérent envisagé (forme sphérique entourée d’une interface Z pour représenter le solide s et
forme sphérique pour représenter 1’espace poreux p), I'inhomogénéité solide présentant un com-
portement isotrope transverse

les composantes non nulles des tenseurs de déformation et de contrainte pouvant étre quelconques.

Ce schéma d’homogénéisation représente une piste vers une modélisation alternative des C-s-H
d’une pate de ciment, vus comme un assemblage de particules feuilletées dont la résistance est
conditionnée par celle des contacts entre particules. Evidemment, la forme sphérique utilisée ne
convient qu’en premiére approche aux hydrates, dont les particules solides ont été représentées
en section 8.2 par des ellipsoides de révolution aplatis.

Estimation des modules homogénéisés

La moyenne de la déformation sur ’espace poreux est, comme d’habitude, donnée par la
solution d’Eshelby [36] pour une cavité sphérique :

-1

(e), =Ap:Eq avec A,=(I- sATH

a0 (12.89)

La moyenne de la déformation de I’ensemble des particules solides avec leurs interfaces 7 est
déterminée en annexe C.3. Il convient de remplacer les notations de cette annexe comme suit : 2
devient s, 0 devient AC, K devient K'. L’équation (C.64), dont il convient de prendre la limite
lorsque K,, — oo, permet d’écrire :

(€)suz = Asuz * Eo (12.90)

La moyenne du tenseur des contraintes dans ’ensemble des particules solides est explicitée par
I'équation (C.65) dans laquelle on fait K, — oo :

(o), =A% : Ey (12.91)
Ainsi la déformation et la contrainte moyenne dans ’ensemble du VER s’écrivent :
E=lphy+(1-¢)Aut]: Eo et % =(1—)A: B (12.92)
On établit alors 'expression de la rigidité effective :
CA% = (1= p)AS : [pAy + (1 - p)Agug] ™ (12.93)
En projetant cette équation tensorielle sur J et K, on obtient finalement :

e _ 100 -49)(1—¢)

5(1 —4¢

T 2(1+29p) 10

rg et
On constate que la raideur auto-cohérente est nulle pour ¢ > 1/4.
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Comme précédemment, on cherche a écrire les modules homogénéisés sous la forme (12.36), ce
qui conduit & Ak, et Bk, exprimés par (12.85). Compte tenu de I'expression particuliére (12.94),
nous obtenons ici (on rappelle que K] = 2K, (12.43)) :

10(1 — 4p)(1 — ¢)3(1 — 2 15(1 — 4p)(1 — )*(1 — 2
A, = 1-4p)A—9)" A -2¢) B, — (1 —4p)(1 =) (1 = 2¢) (12.95)
o(1+29¢) 2(1 4 29¢)
soit, comme dans le cas du solide rigide (12.87) :
4(1 —
A, = M =0) (12.96)

3¢

On représente sur la figure 12.9 le module de cisaillement obtenu pour des grains feuilletés (12.95)
ou rigides (12.86).

8 T T
s — rigide
IS 6l feuilleté
S '
o
=  4r 1
SR
Il
< 2 i
Q
0 B T
0 1/6 1/4 1/3 1/2

¥

F1G. 12.9 — Module de cisaillement effectif, rapporté au module d’interface multiplié par le rayon
caractéristique des grains, en fonction de la porosité, pour des grains soit rigides, soit feuilletés

12.3 Estimation de critéres de rupture d’assemblages de grains

Il s’agit maintenant d’exploiter les résultats des sections 12.1 et 12.2 pour estimer le critére
de rupture d’un assemblage poreux de grains.

12.3.1 Rupture intragranulaire

On envisage un premier mécanisme de rupture : la rupture intragranulaire. Le solide consti-
tuant les grains présente un critére de rupture soit de von Mises, soit de Drucker-Prager. On
examine successivement deux cas extrémes pour les joints de grains : soit infiniment résistants,
soit lisses (aucune résistance). On utilise les résultats des sections 12.1.2 et 12.2.4.

Solide de von Mises

Le critére macroscopique est donné par (12.24) avec la relation (12.80) entre A, et B,,. Ainsi
le critére macroscopique ne s’exprime plus qu’en fonction de B, :

3 2 2 2
Y 52 v (1 o)Buk 12.97
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Dans le plan (X,,,34), ce critére est une ellipse centrée dont le rapport d’aspect ne dépend que
de la porosité et dont la taille dépend de la porosité, de la nature des joints de grains (par le biais
de B,,) et est proportionnelle & la résistance & du solide. En particulier, la contrainte déviatorique
équivalente maximale admissible s’écrit :

e — k(1 — 9)B,, (12.98)

Joints infiniment résistants Dans le cas de joints de grains infiniment résistants (ce qui
est obtenu par K; — 00), 'expression de B, est donnée par (12.81). Le critére macroscopique
s’explicite alors sous la forme :

3¢ _ (=) —2¢)
mz?n +32 = o3 k2 (12.99)

On ne fait que retrouver un résultat de [95]. La résistance est nulle pour ¢ > 1/2. Sur la
figure 12.10, on représente en trait plein et en fonction de la porosité I’évolution de la contrainte
déviatorique équivalente maximale admissible :

symar _ k\/(l — )1 —2¢) (12.100)

1—¢/3

On note que lorsque le solide présente une résistance infinie, la résistance macroscopique
devient également infinie pour ¢ < 1/2. Dans ce cas, la résistance macroscopique est :

cosip<1/2 et O0sip>1/2 (12.101)

Joints lisses Dans le cas de joints de grains parfaitement lisses (obtenus pour K; — 0),
I'expression de B, est donnée par (12.82). Le critére macroscopique s’explicite alors sous la

forme : 5 191 L3
P E%Q‘Fzng( — o)1 - So)k2
4(1 — o) 40 1—¢/3

Cette fois, la résistance est nulle pour ¢ > 1/3. La contrainte déviatorique équivalente maximale

s’écrit :
19 (1 —)(1 - 3¢p)
ymar _ g |22 12.103
d \/40 1—¢/3 ( )

(12.102)

Cette derniére est représentée en trait interrompu sur la figure 12.10. A porosité égale, le domaine
de résistance du polycristal a grains lisses est systématiquement inclus dans celui du polycristal
& joints infiniment résistants.

On note que lorsque le solide est infiniment résistant (k — o0), la résistance macroscopique du
polycristal & grains lisses est également infinie pour ¢ < 1/3. Ainsi, la résistance macroscopique
ne prend que deux valeurs :

cosip<1/3 et 0sip>1/3 (12.104)

Solide de Drucker-Prager

Le critére macroscopique est donné par (12.29) avec la relation (12.80) entre A, et B,. Ainsi
le critére macroscopique ne s’exprime plus qu’en fonction de B, :

30 o ) 2( Yo )2
— 2 42 =B,(1-¢)a®(h—- " 12.105
4(1—Q0) M( 90) 1—¢ ( )
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1 . :
— joints rés. oo
08 F >~ joints lisses |
* 06} ]
Nﬁ 04 ‘\\\ i
0.2 i
0 -
0 1/6 1/3 1/2

12

F1a. 12.10 — Contrainte déviatorique maximale macroscopique obtenue pour des grains de von
Mises et des joints soit infiniment résistants, soit lisses

ou encore :
(S +0)*+3% =c (12.106)
avec
3¢ — 4a’B 4(1 —p)a’B 3p(1 — ¢)a’B
e et o b:wh o C:w}ﬂ (12.107)
4(1 — o) 3 — 4028, 3¢ — 4028,

Remarquons que lorsque @ — 0 en maintenant ah = k, on retrouve bien le critére (12.97) obtenu
pour un solide de von Mises.

Lorsque le solide ne présente aucune cohésion (h = 0), le critére macroscopique devient
a¥?, + 23 = 0. Le milieu effectif est également non cohérent, son critére est du type Drucker-

Prager avec :
2B, — 4
ahom — [P 3o/ (12.108)
-

si a? > 3p/(4B,); et il est réduit & £, = ¥g = 0 si o® < 3¢/(4B8,). On note que la porosité
critique, au dela de laquelle la résistance devient nulle, ainsi obtenue dépend de «.

Lorsque h > 0, le critére macroscopique (12.106) est une conique dont le type dépend du
signe de 3¢ — 4a22’>’u (figure 12.11). Remarquons que les résultats pour un matériau non cohérent
peuvent s’obtenir par simple passage a la limite h — 0, ce qui revient & transformer les coniques
de la figure 12.11 par une homothétie de centre (0,0) et de rapport h — 0 :

— Dellipse devient le point (0,0);

— I’hyperbole devient un cone de sommet (0, 0).

Comme mentionné en conclusion (section 12.4), il convient de rester critique vis-a-vis de la
forme des critéres obtenus. En effet, I’utilisation des mémes approches dans le cadre d’un matériau
poreux & matrice, les pores se présentant donc comme des cavités, montre qu’aux faibles porosités,
I’homogénéisation non linéaire (basée sur une unique déformation effective pour toute la phase
solide) prédit un critére ouvert en compression isotrope, alors qu’un calcul sur une sphére creuse
montre que la limite en compression isotrope est finie (pour a < M), voir [30]. Il convient
donc de rester prudent ici sur la forme des critéres macroscopiques obtenus.

Joints infiniment résistants Dans le cas de joints de grains infiniment résistants (ce qui
est obtenu par K; — 00), 'expression de B, est donnée par (12.81). Le critére macroscopique
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1 /3 _1 /3 1 /3
o < 5 ?f o = 5 ?f Oél> 5 8716
by by < by
ellipse ve/a d parabole d hyperbole™ v —a d 7
D Y \\\ cla
TN “
—b S 1%«; h S i

Fi1G. 12.11 — Forme du critére macroscopique en fonction de la porosité et du paramétre o du
critére du solide, pour des grains de Drucker-Prager

(12.105) s’explicite alors sous la forme :

3
LAy

Mi—g VS

(1 —=2¢)(1—¢) o? <h Xim )2 (12.109)

1—¢/3 B

l—¢
Dans le plan (3,,/h,¥4/h), ce critére ne dépend que du paramétre « du critére du solide et
de la porosité . La figure 12.12 gauche donne la forme du critére en fonction de (a, ). La
résistance est nulle pour ¢ > 1/2. On représente le critére obtenu pour quelques couples («, ¢)
sur la figure 12.13 en trait continu.

Joints lisses Dans le cas de joints de grains parfaitement lisses (K; — 0), 'expression de By,
est donnée par (12.82). Le critére macroscopique (12.105) devient alors :

2

4(1— o) 740 1-¢/3 11—y
La figure 12.12 droite indique la forme du critére selon les valeurs du couple (a, ). Cette fois,
la résistance est nulle pour ¢ > 1/3. On trace le critére obtenu pour quelques couples (a, ) sur
la figure 12.13 en trait interrompu.

joints infiniment résistants joints lisses
1 T T 1 T T
. hyperbol,
0.8 | hyperbolique = 0.8 | = .
I |
0.6 | < A 0.6 | = -
3 2 3 2
0.4 r elliptique ”E i 0.4 r elliptique HS i
0.2 + WA 0.2 + N 1
0 1 1 0 1 1
0 1/6 1/3 1/2 0 1/6 1/3 1/2
¥ ¥

F1G. 12.12 — Forme du critére macroscopique selon les valeurs de la porosité ¢ et du paramétre
a du critére du solide, pour des grains de Drucker-Prager et des joints soit infiniment résistants,
soit lisses
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a=0.1 — p= 8-:1))5
0.1 - =
= =
=~ 005 1=
W W
0 H
03 -02 -01 0 01 02
S /b S /b

F1G. 12.13 — Critéres macroscopiques obtenus avec des grains de Drucker-Prager pour des joints
infiniment résistants (trait continu) ou lisses (trait interrompu)

On peut montrer simplement que les domaines de résistance estimés par homogénéisation
non linéaire sont ordonnés de facon conforme & I'intuition : le domaine pour les joints lisses est
inclus dans celui pour les joints infiniment résistants, toutes choses étant égales par ailleurs.
D’aprés (12.105), le domaine de résistance, paramétré par h, o, ¢ et B, (¢) est dans tous les cas
caractérisé par :

3 S\
ou encore par f(h, o, p,3) < B,(p) avec :
4(1390 )ZE,L +37
— ¥
f(hyo,p,3) = S 5 (12.112)
1—¢p)a? <h — m)
(1= o (n-

Notons respectivement Bffs et Bfff les fonctions B, caractérisant respectivement ’assemblage de
grains 4 joints lisses et celui & joints infiniment résistants. Comme Bffs(cp) < B;Tf (p), pour h, a, ¢

fixés et X donné, f(h,a,p,X) < Bffs(go) = f(hya,p,X) < Bfff(cp). Autrement dit, le domaine
de résistance macroscopique de I'assemblage & joints lisses est inclus dans celui de I'assemblage
a joints infiniment résistants.

12.3.2 Rupture intergranulaire

On envisage un second mécanisme de rupture : la rupture des joints de grains. On examine
successivement un solide infiniment résistant et un solide feuilleté (feuillets glissant librement les
uns sur les autres). On utilise les résultats des sections 12.1.2, 12.2.4 et 12.2.5. Il convient de
noter que méme si les résultats présentés en section 12.1 ont été établis en supposant le solide
isotrope, ceux-ci restent valables pour un solide anisotrope tant que le comportement effectif est
lui-méme isotrope et que ’on ne s’intéresse qu’a la rupture des joints de grains.

Le cas des grains feuilletés semble prometteur comme premiére approche de la modélisation
des C-s-H d’une péate de ciment, vus comme un assemblage de particules feuilletées et dont
la résistance serait conditionnée par celle des contacts interparticulaires, le glissement feuillet
sur feuillet se faisant librement. Il s’agit d’'un modéle différent de celui proposé au chapitre 9,
qui supposait une rupture (fragile) des particules solides elles-mémes : la différence se situe
au niveau du mécanisme local de rupture supposé. Il ne s’agit néanmoins que d’une premiére
approche car pour aller plus loin il conviendrait de considérer des particules feuilletées de forme
oblate, conformément au modéle morphologique de pate de ciment proposé dans le chapitre 8.
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Joints de Tresca

Le critére macroscopique est donné par (12.37). On constate que la méme relation prévaut
entre Ag, et Bg,, que le solide soit rigide (voir (12.87)) ou feuilleté (voir (12.96)). Ainsi le critére
macroscopique ne s’exprime plus qu’en fonction de By, :

3p 2 2 2
——3 + X5 =Bg,k 12.113

Dans le plan (%,,,X4), ce critére est une ellipse centrée dont le rapport d’aspect ne dépend que
de la porosité et dont la taille dépend de la porosité et de la nature du solide (par le biais de
Bg,), et est proportionnelle a la résistance k des joints.

Solide infiniment résistant Dans le cas du solide rigide, I’expression de By, est donnée par
(12.86). Le critére macroscopique s’explicite alors sous la forme :

PRY: PAY
3p 231+E2 _ 2(1 ‘P) (1/2 90) 12
4(1 - ¢) ©—1/3

(12.114)

La contrainte déviatorique équivalente maximale est :

Tmes = /(p_21/3(1 —)(1/2 = )k (12.115)

Cette contrainte maximale est représentée en fonction de la porosité sur la figure 12.14 en trait
continu. On observe une porosité critique, ¢ = 1/3, en deca de laquelle la résistance macro-
scopique est infinie. Cette derniére devient en réalité limitée par la résistance des grains, mais
ceux-ci ont, dans le cadre du présent modeéle, été pris de résistance infinie. Au dela de ce seuil,
la taille du domaine de résistance décroit avec la porosité, jusqu’a s’annuler pour ¢ = 1/2.

Lorsque la résistance des joints devient nulle (k — 0), la résistance macroscopique devient
aussi nulle pour ¢ > 1/3. On retrouve bien le résultat établi précédemment pour des joints lisses
et un solide dont on fait tendre la résistance vers l'infini (équation (12.104)).

On peut comparer le critére établi ici pour des grains infiniment résistants séparés par des
interfaces de Tresca & celui obtenu en section 9.1.3 pour un assemblage de pores et de particules
composites & coeur infiniment résistant et calotte de von Mises, dans la limite d’une épaisseur de
calotte tendant vers 0. Rappelons le critére (9.25) que nous avons obtenu par un tel passage a la
limite :

3¢ _(12-9)(1-yp)
mzfn +32 = 13 k2 (12.116)

On trouve un facteur (1 — 2p)(1 — ¢) = ¢ entre le membres de droite des critéres (12.114) et
(12.116). Ceci provient du fait qu’en considérant la limite d’une couche d’épaisseur tendant vers
0, nous n’avions pas pris garde au fait que seule une portion de la périphérie de chaque grain est
en contact avec d’autres grains, le complémentaire subissant un vecteur contrainte nul. Le critére
établi ici par un raisonnement mettant en jeu directement une interface nous semble donc plus
approprié que celui obtenu en faisant tendre ’épaisseur de la calotte vers O.

Solide feuilleté Dans le cas du solide feuilleté (feuillets rigides glissant librement les uns sur
les autres), 'expression de By, est donnée par (12.95). Le critére macroscopique s’explicite alors
sous la forme : )
15(1 — 4p)(1 — 1-2
B0 yo ya 50— dp)(1-0P1-20)
4(1 — ) 2(1+29¢)

(12.117)
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La contrainte déviatorique équivalente maximale est alors :

. \/15(12?1410)2(;0—) 20) (1 _ o)k (12.118)

On observe (en trait interrompu sur la figure 12.14) une résistance finie a porosité nulle, puis
celle-ci décroit avec la porosité, jusqu’a ¢ = 1/4; au dela, la résistance est nulle.
Lorsque la résistance des joints devient infinie (k — 00), la résistance macroscopique devient :

cosip<l/4 et 0sip>1/4 (12.119)

Lorsque la résistance des joints est nulle (k — 0), la résistance macroscopique devient nulle quelle
que soit la porosité.

3 ' ' — grains infiniment résistants
A grains « feuilletés »
< 2 T
~ |
. \
£
AN ]
0 1 \\1
0 1/6 1/4 1/3 1/2

¥

Fi1G. 12.14 — Contrainte déviatorique maximale macroscopique obtenue pour des joints de Tresca
et des grains soit infiniment résistants, soit feuilletés

Joints de Mohr-Coulomb

Le critére macroscopique est donné par (12.42). Comme précédemment, la méme relation
prévaut entre Ag, et Bg,, que le solide soit rigide ou feuilleté. De plus, D présente la méme
expression (12.65) indépendamment du comportement des grains. Ainsi le critére macroscopique
ne s’exprime plus qu’en fonction de B, :

3¢ 2 2 2 Xm ?

— ¥4=DB h— 12.120

- T B\ oy (12:120)

Lorsque o — 0 en maintenant ah = k, on retrouve bien le critére (12.113) obtenu pour une
interface de Tresca.

Lorsque les joints de grain ne présentent aucune cohésion (h — 0), le critére macroscopique

devient : )
3 a* By,
a¥? +32=0 avec a= — : (12.121)
mo 41-p) (T—p)*(1—-2p)?
Lorsque a < 0, il s’agit d’un critére de Drucker-Prager sans cohésion, avec o™ = \/—a. Le
domaine de résistance est limité a >, = 35 = 0 lorsque a > 0.

Dans le cas général h # 0, le critére (12.120) peut étre mis sous la forme :

(S +0)*+32 =c (12.122)
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avec :

3p By, o
T o2y (12.123)

(- pP(1 - 29)Br0?
v —48Kt042h (12.124)

(1
3p(1 = ¢)°(1 = 20)"B,a® 1,
3o(1 — p)3(1 —2¢p)2 — 4Bk, a?

(12.125)

La forme du critére macroscopique dépend du signe de a, et donc des valeurs prises par la porosité
¢ et angle de frottement microscopique « (on rappelle que By, est une fonction de la porosité
qui dépend du type de solide). Le critére macroscopique est elliptique si a > 0, soit :

3p(1 - ¢)°(1 - 2¢)?

2
12.12
ot < 1Bx. ( 6)

et hyperbolique si a < 0.

Solide infiniment résistant Dans le cas du solide rigide, ’expression de By, est donnée par
(12.86). Le critére macroscopique s’explicite alors sous la forme :

3% o ye 20-9)(1/2-9) o, S0 2
o o—1/3  ° O‘ (1 wﬁu—2w>

Dans le cas particulier ot les joints ne présentent aucune cohésion, le critére macroscopique
devient (12.121) avec :

(12.127)

3¢ o?

TAl—9) 21— 9)2(p - 1/3)

Lorsque a < 0, on obtient macroscopiquement un critére de Drucker-Prager sans cohésion, dont
I’angle de frottement s’écrit :

2 3
ahom — \/ - _ L (12129)

(12.128)

2(1=9)2(p—1/3) 4(1—-y)

Notons que ce modéle a été appliqué avec succés aux sables laches (porosité ¢ > 0.4) par [76, 78].
Lorsque a > 0, le domaine de résistance est limité a X, = ¥4 = 0.

Revenons au cas général h # 0. Lorsque ¢ > 1/2, Bg, = 0 et le domaine de résistance se
limite au point ¥, = X4 = 0. Lorsque ¢ < 1/3, Bg, — oo et le domaine de résistance est le
demi plan ¥,,, < (1 — ¢)2(1 — 2¢)h. Lorsque 1/3 < ¢ < 1/2, le critére (12.127) peut étre mis
sous la forme (12.122). Le type de conique obtenu dépend alors des valeurs prises par ¢ et .
Par exemple, le critére est elliptique si :

2 _ (1 -9)Bp—1)

a? < 5 (12.130)

On résume ces résultats sur la figure 12.15 et on représente le critére obtenu pour quelques
couples (a, ) sur la figure 12.16.

Solide feuilleté Dans le cas du solide feuilleté, 'expression de By, est donnée par (12.95). Le
critére macroscopique s’explicite alors sous la forme :

3p _15(1 —4p) (1 — )3 (1 — 2¢) Ym
Mg~ 2(1 1 209) ‘f<h‘u—¢va—2w
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F1G. 12.15 — Forme du domaine macroscopique de résistance en fonction de la porosité ¢ et du
paramétre « du critére de joint, pour un solide infiniment résistant

a=0.05 — p= 8i8 a=0.3 Y= 828
0.1 — =0 05— 2=040

< < h
= 0.05 _ =~ 025} _
A A

0 [ 3 0 I I N

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 03 -02 -01 0 0.1

Ym/h Yo/

F1G. 12.16 — Critéres macroscopiques pour des joints de Mohr-Coulomb et des grains infiniment
résistants
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Dans le cas particulier ou les joints ne présentent aucune cohésion, le critére macroscopique
devient (12.121) avec :

_3p 15(1 — 4¢p)a?
“TIl-¢) 29 -20)(1+299) (12.132)

Lorsque a < 0, on obtient macroscopiquement un critére de Drucker-Prager sans cohésion, dont
I'angle de frottement s’écrit a"*™ = y/—a. Lorsque a > 0, le domaine de résistance est limité a
Yim =2g=0.

Revenons au cas général h # 0. Lorsque ¢ > 1/4, Bg, = 0 et le domaine de résistance se
limite au point %, = ¥4 = 0. Lorsque 0 < ¢ < 1/4, le critére (12.131) peut étre mis sous la

forme (12.122). Sa forme dépend alors des valeurs prises par ¢ et «. Par exemple, il est elliptique

si: e ©(1 —@)(1 = 2p)(1 + 29¢)
10(1 — 4¢)

(12.133)

On résume ces résultats sur la figure 12.17 et on représente le critére obtenu pour quelques couples
(a, @) sur la figure 12.18. La possibilité de glissement entre feuillets affaiblit considérablement le
matériau, du point de vue de sa résistance, par rapport au matériau a grains infiniment résistants
du paragraphe précédent.

2

o

hyperbolique I

=

s 1t DIT .
g
A
elliptique
0
0 1/4
®

F1G. 12.17 — Forme du domaine de résistance macroscopique en fonction de la porosité ¢ et du
paramétre o du critére de joint, pour des grains feuilletés

a=0.3 —fwzgé
0.5 T — v = |.
= =
S . kS 0.25 | .
W \ W
0 1 ’/ ‘\ 1 0 [ 1 - 1
-0.2 -0.1 0 0.1 -0.5 -0.25 0 0.25
S /h S /h

Fia. 12.18 — Critéres macroscopiques pour des joints de Mohr-Coulomb et des grains feuilletés
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12.3.3 Rupture intra et intergranulaire

Pour terminer, on considére que la rupture locale peut se faire simultanément dans les grains
et dans les joints. Le cas de grains de von Mises et de joints de Tresca a été proposé dans [33], pour
une porosité nulle. Ici, on s’intéresse au cas de grains de von Mises et de joints de Mohr-Coulomb
sans cohésion, en s’autorisant une valeur quelconque de la porosité.

On procéde, comme dans les sections précédentes qui ne supposaient qu'un seul des deux
mécanismes de rupture, par homogénéisation non linéaire en mettant en ceuvre la méthode
sécante modifiée. La différence provient du fait qu’a présent, on donne un comportement élastique
non linéaire fictif a la fois au solide s et a 'interface I'. Ce comportement sature asymptotiquement
(aux « grandes » déformations) le critére de rupture du solide et des joints. On se donne donc :

k

— 12.134
52 ( )

ps(ed) =

lorsque €4 — 00 et :
[,

lorsque |[€ t]]| — 00. Aux « grandes » déformations, us — 0 et K; — 0 ce qui signifie qu’asymp-
totiquement, solide et joints peuvent étre considérés incompressibles (ks — oo et K, — 00).

On commence par rappeler briévement les résultats tirés du schéma d’homogénéisation li-
néaire utilisé pour rendre compte de la morphologie. Ensuite, on écrit les conditions vérifiées
par la contrainte macroscopique lorsque le mécanisme intragranulaire est activé, puis lorsque le
mécanisme intergranulaire est activé. Enfin, on construit le critére de rupture macroscopique en
envisageant successivement trois cas de figure :

Ki([&a] 1TE]]) = —a (12.135)

— le mécanisme intragranulaire est activé seul,
— le mécanisme intergranulaire est activé seul,
— les deux mécanismes sont activés simultanément.

Schéma linéaire

Il s’agit de considérer un polycristal poreux avec interfaces autour des grains solides. Le so-
lide est incompressible (ks — 00). L’interface intergranulaire est telle que K, — oco. La porosité
est notée . En fait, ce schéma linéaire a déja été traité, en section 12.2.4 : voir figure 12.6.
Les modules auto-cohérents sont notés kA€ et p4¢. On rappelle ici les résultats obtenus (équa-
tions (12.80) et (12.79)) :

pac ~ A= 9) ac (12.136)
3
8(5 4 2k)(3 — ©)B. + [(9+ TTp)k + 57(3¢p — 1) B, + 57k(2p — 1) = 0 (12.137)
avec . AC
K
k=t ot B, =" (12.138)
Us Us

La résolution de (12.137) conduit & By, (k, ¢).

Saturation du critére du solide

Lorsque le mécanisme intragranulaire est activé, 2useq — k. Dans ce cas, en mettant en
ceuvre une démarche d’homogénéisation non linéaire basée sur la méthode sécante modifiée avec
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la déformation effective (12.18), on établit la relation (12.22) entre X, et ¥4. Cette relation se
traduit, en introduisant les grandeurs adimensionnées B, et x, par :

B, — k0B,,/0 3 S\, (Zd)
p— 10B,/0r | _ 3¢ m) 4 (24) | =1 (12.139)
(1-— @)Bﬁ 41—-p) \ k k
Saturation du critére de joint
Lorsque le mécanisme intergranulaire est activé, Ki|[€ ]| = —aK,[€,]. Dans ce cas, en met-

tant en ceuvre une démarche d’homogénéisation non linéaire basée sur la méthode sécante mo-
difiée avec les sauts de déplacement effectifs (12.39), on établit la relation (12.40) avec h = 0.
Cette relation se traduit, en introduisant les grandeurs adimensionnées B, et , par :

K208,/ 0k 3¢ 2
B [40-¢) "

3 2
a 52 (12.140)

+33| = "
U 21— 9)2(1-29)

Mécanisme intragranulaire activé seul

Dans le cas ot le mécanisme intragranulaire est activé seul, ¢4 — 00, soit us — 0, alors que
K; reste fini. Par conséquent on a Kk — oo. La relation (12.139) entre ¥,, et X, est vérifiée.
Comme k — o0, elle se simplifie sensiblement :

W O ()R

On retrouve bien (12.99). On décrit ainsi une premiére partie du critére de rupture macroscopique.

Le mécanisme intragranulaire n’est plus le seul activé lorsque la contrainte macroscopique est
telle que la relation (12.140) émanant de la saturation du critére de joint vient également & étre
vérifice. Comme ici kK — 0o, cette derniére relation s’écrit :

3p(l—¢)(3—p) —10a?
3p(1-9)(3—v) C2 L x2_g (12.142)

4 (1-9)2B-9)

Ainsi le point (%intre Efi”tm) a partir duquel le mécanisme intragranulaire n’est plus le seul a
étre activé est solution de (12.141) et (12.142). Il est caractérisé par :

sintra _ g \/3(1 —20)(1 - )[1002 — p(1 — )3 — ¢)] (12.143)

10(3 — ¢)

Mécanisme intergranulaire activé seul

Dans le cas oi le mécanisme intergranulaire est activé seul, [[¢]| — oo, soit Ky — 0, alors
que s reste fini. Par conséquent, on a £ — 0. La relation (12.140) est alors vérifiee. Comme
k — 0, elle se simplifie sensiblement :

3p 3a? 9 9
_ 52 4 %2 =0 12.144
A1-¢) 2(1-¢)2@Bp-1) d ( )

lorsque 1/3 < ¢ < 1/2. Pour 0 < ¢ < 1/3, 'expression précédente est & remplacer par ¥, = 0.
On retrouve bien (12.128). On décrit ainsi une seconde partie du critére de rupture macrosco-

pique.
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12.3. ESTIMATION DE CRITERES DE RUPTURE D’ASSEMBLAGES DE GRAINS

Le mécanisme intergranulaire n’est plus le seul activé lorsque la contrainte macroscopique est
telle que la relation (12.139) émanant de la saturation du critére du solide vient également a étre
vérifiée, ce qui, compte tenu de k — 0, s’écrit :

57(1 — ¢)(1 — 3¢) . 1
4 O _
3¢ (Em>2 4 <Ed>2 _ 403 = ) R (12.145)
-\ ) T S0 - B -D1-29) 1 __ 1
31192 — 3300 + 111 35753

Ainsi le point (Xinter Efj”t”) a partir duquel le mécanisme intergranulaire n’est plus le seul &
étre activé est solution de (12.144) et (12.145). Il est caractérisé par :

E [57(1—¢)(1—3¢p) _ 1

— 0 —

, 2\/ 1003 — ) nlsv=<3

Ezinter — (12146)

k[T —9) (A = 20)Bp ~ D)[2a? — (1 = ¢)Bp —1)] .1 _ ook
3112 — 330¢ + 111 3 2

«

Mécanismes intra et intergranulaires activés simultanément

En dehors des domaines de validité des deux portions de courbes établies ci-dessus, les deux
mécanismes, intra et intergranulaire, sont activés en simultané. Cela se traduit par ¢4 — oo et
€] — oo, soit pus — 0 et Ky — 0. Ainsi le rapport £ = Kyro/ps est a priori indéterminé. Les
relations (12.139) et (12.140) entre %, et ¥4 sont simultanément vérifiées. La résolution de ce
systéme de deux équations meéne a %,,(k) et X4(k) sous la forme :

Sm(k) = _(1_@&’“\/2(1—2@)(1—@)\/ 0B,,/9k

a 3 B, — k0B, /0
(12.147)
syn) = F e [200Bi = el = 20)(1 — 9)x*0B, Or
2 B, — k0B, /0K

On décrit ainsi de fagon paramétrique la troisiéme partie du critére macroscopique, en faisant

varier k de 0, ce qui revient a partir du point (Z27€" ¥1€T) 3 0o, ce qui permet de rejoindre le
: intra intra

point (X0re, e,

Résultats

Dans le plan (%,,, 34), le critére de rupture macroscopique est donc constitué de trois portions
de courbes (figure 12.19) :
— un segment de droite partant de l'origine ¥,, = X4 = 0, sur lequel seul le mécanisme
intergranulaire est activé, et s’arrétant au point (Xiter Efi”te’") ;
— un arc d’ellipse, sur lequel seul le mécanisme intragranulaire est activé, s’arrétant au point
(ZImtra’ Efintra) :
— une courbe, sur laquelle les deux mécanismes sont simultanément activés, reliant les points
(Emt6r7 Efinter) et (zyigtrta Eflntra).
Le critére de rupture est donc fermé, contrairement a celui obtenu dans le cas des grains infiniment
résistants, pour lesquels « I’arc d’ellipse est rejeté a I'infini », ce qui donne un critére de Drucker-
Prager.
Sur la figure 12.20, on représente les critéres macroscopiques obtenus pour quelques valeurs
de la porosité ¢ et de l'angle de frottement a entre grains. Conformément & l'intuition, & «
constant, les domaines de résistance macroscopique sont croissants (au sens de I'inclusion) lorsque
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CHAPITRE 12. RESISTANCE IMPLIQUANT DES MECANISMES D’INTERFACE

0.3 : : . . .
~3 0.2 1 2 mécanismes T
Al simultanés
0L "\ mécanisme = mécanisme
intragranulaire intergranulaire
0 L 1 1 L
0.6 05 -04 -0.3 0.2 -0.1 0
Y/ k

Fi1G. 12.19 — Critére de rupture macroscopique obtenu pour des grains de von Mises et des
joints de Mohr-Coulomb sans cohésion : les croix représentent les deux points (Z75¢", S1er) et
(xintra yintra) (calcul réalisé pour ¢ = 0.4, o = 0.3)

la porosité décroit. A porosité fixée, 'arc d’ellipse atteint lorsque le seul mécanisme de rupture
intragranulaire est activé appartient & la méme ellipse quel que soit «, puisqu’évidemment le
mécanisme de rupture intergranulaire n’est alors pas activé.

a=0.3 p =04
1 T T T T T 0.4 T T T T T
1.5
03 I T 1
e e 0.7 B
3 0.5 F kS 0.2 + .
A A a=0.3
0.1+ i
0 0 1 1 1 1 1
-3 -25 -2 -15 -1 -05 O -0.5 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0
S /k S /k

F1G. 12.20 — Influence des parameétres ¢ et « sur le critére macroscopique obtenu pour des grains
de von Mises et des joints de Mohr-Coulomb sans cohésion

Comme perspective d’application de ce modéle, on peut citer les grés. En effet, la morpho-
logie de ces matériaux se présente comme un assemblage de grains et de pores, les grains étant
collés les uns aux autres par un « ciment ». On dispose [131] de données expérimentales sur trois
grés, en termes de porosité (voir table 12.2) et de points appartenant au critére de rupture dans
le plan (%,,,%,;) (points sur la figure 12.21). Le modéle de critére de rupture développé ici ne
présente que trois paramétres : la porosité ¢, la résistance k des grains (critére de von Mises)
et Pangle de frottement « des joints (critére de Mohr-Coulomb sans cohésion). La porosité est
déja connue. Les paramétres k et « sont ajustés de fagon & prédire correctement les contraintes
déviatoriques équivalentes maximales (le critére établi par homogénéisation non linéaire donnant
des approximations satisfaisantes des charges limites déviatoriques, du moins dans le cas d’une
morphologie de type cavités dans une matrice [12]). Les résultats de cet ajustement sont pré-
sentés dans le tableau 12.2, et les critéres modéles correspondants sont superposés aux données
expérimentales sur la figure 12.21. On note deux limites au modéle actuel :

— La résistance a la compression isotrope est largement surestimée en valeur absolue. On peut

invoquer le fait (comme discuté en conclusion ci-aprés) que les critéres de rupture obtenus
par homogénéisation non linéaire, certes pour une morphologie de type cavités dans une
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12.4. CONCLUSION

matrice, peinent a décrire correctement les résistances isotropes.

— Les porosités des trois grés étant inférieures a 1/3, la partie du critére correspondant
a une rupture uniquement intergranulaire est un segment de droite & >, = 0. Or les
résultats expérimentaux suggérent plutoét un segment de droite de pente finie, cette pente
étant d’ailleurs quasiment la méme sur les trois grés. Aux faibles confinements, le mode de
rupture observé sur les grés est fragile. En considérant un mode de rupture exclusivement
intergranulaire et fragile, on obtient bien un critére macroscopique de pente finie |78, 76] aux
porosités faibles (¢ < 1/3). En établissant un critére mixte ductile-fragile, [70] parvient a
reproduire correctement tous les points expérimentaux (sauf les résistances a la compression

isotrope).
type de grés | porosité mesurée | k ajusté (MPa) « ajusté
Adamsviller 0.22 190 0.4
Berea 0.21 335 0.4
Rothbach 0.19 205 0.4
TAB. 12.2 — Grés étudiés dans [131] et porosités mesurées
' ' ' ' ' + Berea (exp.)
I mod.
200 ¢ T . o Rothbach (exp.)
= g — mod.
% x Adamsviller (exp.)
< ol S ] mod.
. 00
W
0 1' 1 1

-500 -400 -300 -200 -100 O
Ym (MPa)

F1G. 12.21 — Comparaison, sur trois grés, du critére de rupture modélisé avec des points expéri-
mentaux issus de [131]

12.4 Conclusion

Pour terminer, il est important de rappeler que les critéres de rupture macroscopique qui
viennent d’étre obtenus par homogénéisation non linéaire ne sont que des estimations. Hormis le
fait que les modules élastiques effectifs ont été estimés par schémas d’homogénéisation, I'utilisa-
tion de déformations effectives uniformes dans tout le solide et de sauts de déplacement effectifs
uniformes sur toutes les interfaces méne a des critéres macroscopiques approchés. En effet, on ne
capture pas les hétérogénéités du champ de déformation et du champ de saut de déplacement.

Dans le cas d'une morphologie de type milieu poreux avec matrice solide et cavités sphériques,
il est possible de quantifier les écarts réalisés par un modéle d’homogénéisation non linéaire &
déformation effective uniforme sur les contraintes limites sphériques. En effet, il est possible de
réaliser, en calcul a la rupture, le calcul exact des charges limites sur une sphére creuse. Le
modéle par homogénéisation non linéaire donne d’excellentes approximations des charges limites
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isotropes pour des porosités ¢ > 0.4 [12]. Par contre, aux porosités faibles, on observe un écart
assez significatif entre les estimations et les charges limites sur sphére creuse, pour un solide de
von Mises. Pour un solide de Drucker-Prager et en compression isotrope, c’est pire : la résistance
estimée devient infinie en dessous d’une certaine porosité critique non nulle, alors que la résolu-
tion en calcul & la rupture sur une sphére creuse donne une résistance en compression isotrope
finie quelle que soit la porosité, sous réserve que a < m [7]. Ces mésaventures proviennent
évidemment du fait qu’aux faibles porosités, de fortes concentrations de déformation apparaissent
autour des pores, ce qui méne & des hétérogénéités qu’une déformation effective uniforme n’arrive
plus & capturer (voir [30]). Heureusement, il est possible d’améliorer le modéle en partitionnant
le solide en domaines concentriques autour des pores, chaque domaine recevant une déformation
effective [35]. Asymptotiquement, pour un nombre infini de couches concentriques, les charges
limites calculées sur la sphére creuse sont retrouvées.

Ce chapitre est consacré & une morphologie non pas de type matrice-cavités, mais de type
polycristalline avec des joints imparfaits entre les grains. Pour quantifier la pertinence des critéres
macroscopiques obtenus, il n’est plus possible, & notre connaissance, de recourir a une géométrie
de référence permettant de déterminer les charges limites sur I’axe des contraintes sphériques de
fagon exacte (comme c’est possible avec la sphére creuse pour les morphologies de type matrice-
cavités). Ainsi, le probléme nous semble rester ouvert.

Enfin, notons qu'il est possible d’étendre les estimations développées sur poreux sec (pression
nulle dans les pores) au cas de poreux partiellement saturés (voir [34], consacré a une morphologie
de type cavités dans une matrice, qui serait a adapter a la situation d’un polycristal).
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Chapitre 13

Effets différés (fluage) par mécanisme
d’interface

Ce chapitre est consacré au fluage de polycristaux poreux comportant des joints de grains
non parfaits. On envisage d’abord le cas de grains élastiques pouvant glisser de fagcon visqueuse
les uns sur les autres. Ensuite, on s’intéresse & des grains visqueux et des joints élastiques. Les
perspectives d’application concernent le platre pris, dont on reproduirait alors le mécanisme de
fluage couramment admis : le glissement relatif visqueux des cristaux de gypse les uns sur les
autres. Il s’agit d’une application qualitative, puisque seul le cas de particules de forme sphérique
est traité ici.

Sommaire
13.1 Préliminaire en élasticité . . . . . . . .. Lo 206
13.2 Grains élastiques et joints visqueux . . . . . . . ... L. 206
13.3 Grains visqueux et joints élastiques . . . . . .. ... oL oL 208
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CHAPITRE 13. EFFETS DIFFERES (FLUAGE) PAR MECANISME D’INTERFACE

On s’intéresse au fluage de polycristaux poreux. La morphologie est identique & celle adoptée
au chapitre précédent : des grains en contact selon des joints. On rappelle d’abord briévement
le schéma d’homogénéisation utilisé ici (section 13.1), qui est identique & I'un de ceux introduits
au chapitre précédent. On considére ensuite le cas de grains élastiques et de joints visqueux
(section 13.2). Il s’agit d’un premiére étape vers un modéle de fluage de platre pris, puisque le
mécanisme local responsable du fluage de ce matériau est un glissement visqueux des cristaux les
uns sur les autres [80]. Il ne s’agit que d’une premiére étape, puisqu’ici on considére des particules
de forme sphérique, alors que les cristaux de gypse sont allongés. On peut également citer une
seconde perspective d’application : le fluage des C-S-H d’une péate de ciment, si on considére que
le mécanisme local de fluage est un glissement des particules solides les unes sur les autres. A
nouveau, il ne s’agirait que d’une premiére approche, puisque les particules introduites dans le
modéle de péte de ciment sont aplaties et non sphériques. On considére enfin le cas de grains
visqueux en contact selon des joints élastiques (section 13.3).

13.1 Préliminaire en élasticité

Comme au chapitre 10, on a recours a la transformation de Laplace-Carson pour réutiliser
dans un cadre viscoélastique tous les développements de I’homogénéisation des milieux aléatoires
en élasticité. La premiére étape est donc d’établir le comportement homogénéisé d’un assemblage
de grains élastiques en contact selon des interfaces élastiques également. Les grains, de rayon
caractéristique rg, ont un comportement isotrope incompressible caractérisé par le module de
cisaillement ps. Les joints ont un comportement isotrope transverse caractérisé par les modules
d’interface normal K,, — oo et tangentiel K;. La porosité est notée ¢. Comme au chapitre 12,
on a recours & un schéma auto-cohérent pour estimer les modules élastiques effectifs (voir plus
particuliérement la section 12.6 et la figure 12.2.4). Les modules auto-cohérents sont notés k4¢
et A, On rappelle les résultats (12.79) et (12.80) obtenus précédemment :

41—p) 4,
—3, M (13.1)

K AC 2 K AC K.
8(3 — ) <5+2 tro) <Mu ) +[(9+77(p) ;T0+57(3¢—1) K 51020 - 1) /jm:o

Ces résultats sont réutilisés dans les deux sections suivantes.

13.2 Grains élastiques et joints visqueux

On considére des particules élastiques (module de cisaillement 1) et des interfaces purement
visqueuses (viscosité K}'). Ainsi, dans I'espace de Carson, on écrit : us*(p) = ps et K*(p) = K¢'p.
On réutilise alors les équations (13.1) et (13.2) dans 'espace de Carson, afin de déterminer les
modules effectifs kA€ (p) et pAC"(p).

On envisage une expérience de fluage macroscopique en cisaillement. On impose donc la
contrainte macroscopique sous la forme 2(t) = SdVH(#)TI, ot T est un tenseur dévia-
torique. Dans l’espace de Carson, la contrainte macroscopique s’écrit ¥*(p) = Ege”TdeV. La
déformation macroscopique s’écrit alors dans l’espace de Carson :

E*(p) = ME*@) (13.3)
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13.2. GRAINS ELASTIQUES ET JOINTS VISQUEUX

Dans le domaine temporel, la déformation macroscopique s’écrit donc E(t) = E%V($)T avec
la transformée de Carson de E9°Y(t) :

dev
EO

dev* _
P e

(13.4)

On peut introduire le temps caractéristique 7 = K{ro/ps et normaliser la déformation macro-
scopique par Ege” /s Il reste & inverser numériquement la transformée de Laplace-Carson, pour
tracer les fonctions de fluage macroscopique en cisaillement sur la figure 13.1, pour différentes
porosités. Notons qu’une fois la déformation macroscopique et le temps normalisés, la forme de
la courbe de fluage ne dépend plus que de la porosité.

10 T ¥ T
S e 0 =04
A p =03
) 77777 ¥ = 0'2
AR — p=0.1
~ 4
= 5F ]
&3] ///// I [ -
0 ' ' '
0 5 10 15 20
KPrg
t/ e

Fi1G. 13.1 — Fonction de fluage en cisaillement, pour différentes porosités

En faisant appel au méme type de raisonnement que celui exposé en sections 10.2.1, 10.2.2,
10.3.1 et 10.3.2, on peut déterminer 'allure de la déformation de fluage déviatorique a court et
a long terme selon la valeur de la porosité (figure 13.2) :

— & court terme, on observe une déformation élastique initiale non nulle quelle que soit la

porosité;

— & long terme, l'allure de la déformation de fluage asymptotique dépend de la porosité :

— stabilisation asymptotique de la déformation pour un assemblage dense (¢ < 1/3);
— stabilisation asymptotique du taux de déformation pour un assemblage lache (¢ > 1/3).
Ces résultats qualitatifs sont bien confirmés par les simulations numériques reportées sur la

figure 13.1.
d Zdev
Be (1) /20 /1/3<¢<1/2

~
-
-

e

F1G. 13.2 — Allure de la déformation de fluage déviatorique a court et long terme
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13.3 Grains visqueux et joints élastiques

On considére a présent des particules visqueuses (viscosité de cisaillement ;17) et des interfaces
élastiques (module tangentiel Ky). On fait, ici aussi, appel a la transformée de Laplace-Carson,
pour écrire : ps*(p) = ulp et K*(p) = K.

Comme dans le cas précédent, on s’intéresse & une expérience de fluage macroscopique en
cisaillement. La contrainte macroscopique est a nouveau de la forme 3(t) = S¢UH(t)T9. La
déformation macroscopique s’écrit alors E(t) = E%V(t)T9 avec la transformée de Carson de
Edev (t) .

Egev
2147 (p)

Par rapport au cas précédent, ’expression de MAC*(p) est différente dans la mesure oul le com-
portement local caractérisé par ps*(p) et K;*(p) n’est plus le méme. On peut introduire le temps
caractéristique 7o = p¥/(Kyrg) et normaliser la déformation macroscopique par X3¢ /(K;rg). La
figure 13.3 représente les fonctions de fluage en cisaillement obtenues pour différentes valeurs de
la porosité. Une fois le temps et la déformation macroscopique normalisés, la courbe de fluage
ne dépend plus que de la porosité.

B (p) = (13.5)

5 T T T T
4 b i
3dE
w§ 3k E
327 =04 ]
R S =03
1f ————— =202 7
y =0.1
0” 1 1 1 (pl
0 1 2 3 4 5

MU
t s

F1G. 13.3 — Fonction de fluage en cisaillement, pour différentes porosités

En faisant & nouveau appel au méme type de raisonnement que celui exposé en sections 10.2.1,
10.2.2, 10.3.1 et 10.3.2, on peut déterminer 'allure de la déformation de fluage déviatorique selon
la valeur de la porosité (figure 13.4) :

— a court terme, la valeur de la déformation élastique initiale dépend de la porosité :

— pas de déformation élastique initiale pour un assemblage dense (¢ < 1/3);
— déformation élastique initiale non nulle pour un assemblage lache (¢ > 1/3);

— & long terme, on observe un taux de déformation asymptotique.

On met ainsi en évidence un seuil sur la porosité affectant ’allure de la courbe de fluage macro-
scopique, comme déja constaté au chapitre 10 pour un assemblage de particules feuilletées.
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13.3. GRAINS VISQUEUX ET JOINTS ELASTIQUES

Edev
BY() [ 2ok 1/3 < o < 1/2 /O<<p<1/2

-
/ -
-
/

0<ep<1/3

s
0 t/ Kt’f‘(]

F1G. 13.4 — Allure de la déformation de fluage déviatorique a court et long terme
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Annexe A

Notation de Voigt pour les tenseurs
symeétriques

On rappelle la notation de Voigt, pratique pour représenter les tenseurs d’ordre 2 symétriques
et d’ordre 4 présentant les symétries mineures.

On considére un tenseur T symétrique d’ordre 2, de composantes Tj; dans la base (ey, eq, €3).
La symétrie se traduit par Tj; = T;;. En notation de Voigt, un tel tenseur est représenté dans
cette méme base (e, €9, €3) par le vecteur a 6 composantes suivant :

- Ty T

133
T = Al
V2 T3 (A1)
V2Ty3
| V2Tho

= (e1,e9:€3)

On considere un tenseur T d’ordre 4 présentant les symétries mineures, de composantes ;i
dans la base (e;,eq,€3). Les symétries mineures se traduisent par Ty, = Tijm = Tijie. En
notation de Voigt, un tel tenseur est représenté dans cette méme base (e, €9, €3) par la matrice
6*6 suivante :

Ti111 Ti1920 Tiiss V2T V2Tis V2T
Tro11 Tr992 Tooss V2Thoos V2To21z V2 Tho1o
T3311 T3322 Tszs3 V2Ts303 V2Ts313 V213310
V2Tos11 V2Ths0 V2Thsss  2Toses 2Tz 2Thsio
V2Tis11 V2Tise2 V2Tisss  2Tizes 2Tims 2Tis12

| V2T V2Ti22e V2Tiass  2Tizes 2Thais 2Thono

(A.2)

1 (eq,e9.€3)
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Annexe B

Schéma auto-cohérent avec des
particules élastiques i1sotropes
transverses

Ce chapitre est consacré au développement d’un schéma auto-cohérent faisant appel & un
probléme auxiliaire d’élasticité mettant en jeu des inhomogénéités solides isotropes transverses.
Ces inhomogénéités sont de forme sphérique, comme celle représentant I’espace poreux. On consi-
dére une répartition isotrope de I’axe d’isotropie transverse des particules solides. Ce travail est
utile pour estimer le comportement en fluage d’un assemblage de particules feuilletées lorsque le

mécanisme microscopique de fluage est un glissement feuillet sur feuillet.

Sommaire

B.1 Cas général : comportement isotrope transverse quelconque . . . . . . . . ..

B.2 Cas particulier : feuillets rigides . . . . . . . . ... ... ... ... ... .

B.2.1 Principe de détermination des modules effectifs . . . . . ... ... ..
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B.3 Cas particulier : souplesse isotrope et souplesse de glissement . . . . . . . ..

B.3.1 Principe de détermination des modules effectifs . . . . . ... ... ..

B.3.2 Développements limités . . . . . .. ... ... ... ... ... ... .
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ANNEXE B. SCHEMA AC AVEC PARTICULES ISOTROPES TRANSVERSES

On considére un polycristal poreux (de porosité ¢) dont les grains solides sont feuilletés,
c’est-a-dire constitués de feuillets plans paralléles, empilés les uns sur les autres. On s’intéresse
au comportement élastique effectif d’'un tel milieu poreux. La modélisation micromécanique du
comportement des polycristaux & grains feuilletés, dans le contexte de I’homogénéisation des
milieux aléatoires, a été initiée dans [31]. A I’échelle du polycristal, le comportement induit par
les feuillets empilés est modélisé en affectant a chaque grain solide un comportement élastique
isotrope transverse. On suppose que le comportement des grains solides ne différe que par leur
orientation.

Dans un premier temps, on considére que les grains ont un comportement isotrope transverse
quelconque (section B.1). On établit alors I’équation tensorielle dont les estimations des modules
élastiques effectifs sont solution. Ensuite, on envisage deux cas particuliers :

— le cas de feuillets rigides, si bien que les particules ne peuvent se déformer que selon deux
mécanismes : le glissement simple feuillet sur feuillet et I’extension simple dans la direction
normale aux feuillets (section B.2);

— le cas ou la souplesse des particules peut étre décomposée en la somme d’une souplesse
isotrope et d’une souplesse n’autorisant que le glissement feuillet sur feuillet (section B.3).

Ces travaux sont présentés en annexe afin d’éviter d’alourdir le texte principal.

B.1 Cas général : comportement isotrope transverse quelconque

Dans cette premiére section, les grains ont un comportement élastique isotrope transverse
absolument quelconque. Le comportement des grains ne différe que par leur orientation. Ainsi,
dans une base orthonormée dont le troisiéme vecteur est normal au plan des feuillets, le tenseur
de rigidité de chaque grain présente toujours les mémes composantes. En notation de Voigt (voir
annexe A), ce tenseur, isotrope transverse, s’écrit, le vecteur normal au plan des feuillets étant
e

r o

C1111  C1122 C1133 0 0 0
C1122 C1111  C€1133 0 0 0
€1133 C1133 €3333 0 0 0
p— B.l
CS(Q’ (b) 0 0 0 202323 0 0 ( )
0 0 0 0 262323 0
0 0 0 0 0 ci111 —c122

L 4 (epes-er)

ot (e,, €y, e4) forme la base sphérique (figure 2.8). La rigidité d'un grain ne dépend que de son
orientation, décrite par les deux angles d’Euler (6, ¢), et des cinq composantes ¢1111, €1122, €1133,
3333 et ca323.

La morphologie étant aléatoire et de nature polycristalline, on propose de mettre en ceuvre un
schéma auto-cohérent en vue d’estimer la rigidité effective du milieu poreux. Pour des raisons de
simplicité de 'exposé, on représente les différents grains par des formes sphériques (figure B.1),
sachant que le calcul est possible (mais beaucoup plus lourd) avec des formes ellipsoidales de
révolution dont l'axe de révolution coincide avec la normale aux feuillets. La distribution de
I’orientation du vecteur normal aux feuillets est supposée uniforme, ce qui conduit a4 un com-
portement effectif isotrope. L’estimation auto-cohérente du tenseur de rigidité effectif est ainsi
notée CAY = 3k4C] + 244K, en faisant apparaitre le module de compression isotrope kA€ et
le module de cisaillement pA4¢.

La méthode d’homogénéisation requiert, pour des conditions aux limites en déformation ho-
mogéne E au contour du VER, des estimations de la déformation moyenne dans ’espace poreux
et dans le domaine solide, et de la contrainte moyenne dans le domaine solide. On désigne res-
pectivement ’espace poreux et le domaine solide par les indices p et s. La porosité est notée

®.
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B.1. CAS GENERAL : COMPORTEMENT ISOTROPE TRANSVERSE QUELCONQUE

e, décrit la sphere unité

Fic. B.1 — Problémes auxiliaires & résoudre pour mettre en ceuvre le schéma auto-cohérent
envisagé

La déformation moyenne dans l’espace poreux est estimée par la déformation uniforme qui
s’établit dans une cavité sphérique plongée dans un milieu de référence, infini, dont la rigidité
est la rigidité homogénéisée recherchée, et soumis a une déformation homogéne E( a U'infini (qui
sera reliée a la déformation E au contour du VER par la régle de moyenne (B.7)) :

-1
(€),=1-84%)  : Eg (B.2)
avec SA¢ Sph le tenseur d’Eshelby [36] d’une sphére dans un milieu dont la rigidité est CA¢. Le milieu

de référence étant isotrope, ce tenseur d’Eshelby prend une expression trés simple :

3]{2‘40 o IBAC B 6 kAC 4 QMAC

AC AC AC __
St = @I+ PR avee 0% = g e = 53KAC 1 45AC

(B.3)

La déformation moyenne dans la famille des grains dont la normale aux feuillets est e, (donc
paramétrée par 0, ¢) est estimée par la déformation uniforme qui s’établit dans une sphére consti-
tuée du méme matériau que ces grains, plongée dans le milieu effectif infini et soumis & la défor-
mation homogeéne E( a l'infini [36] :

(€)er (0,0) = [I+PAT - (Cs(60,9) — CO)] " : By (B.4)

(CAC'

avec P4C 1e tenseur de Hill d’une sphére dans un milieu dont la rigidité est il est relié au

sph
tenseur d’Eshelby correspondant par Ss n = IP’AC CAC,

La déformation moyenne dans la totahte du domaine solide est alors obtenue par moyenne
angulaire de la déformation estimée pour la famille de grains dont la normale aux feuillets est e,.

Pour déterminer cette moyenne angulaire, e, décrit toute la sphére unité, avec une distribution

uniforme :
9
(€), = /¢> /00 ) (6, )Sin o dg
1s1n9

/ /9 14+ PAS: (C(0,6) — 1)) 20 0o - By (B.5)
$=0J6=0

La contrainte moyenne dans la totalité du domaine solide est estimée de la méme maniére &
partir de (B.4) :

27
- [ [ o0 i+pi €00 -0 Wi By (B
]

La déformation homogéne au contour du VER peut alors étre reliée a la déformation auxiliaire
E en exploitant (B.2), (B.5) et la régle de moyenne :

E=pe),+(1-9)(e), (B.7)
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ANNEXE B. SCHEMA AC AVEC PARTICULES ISOTROPES TRANSVERSES

La contrainte macroscopique est X = (1 — ¢) (o),. Le tenseur de rigidité effectif est alors défini
comme le tenseur reliant déformation et contrainte macroscopiques : ¥ = CA¢ : E. Compte tenu
de (B.2), (B.5) et (B.6), ce dernier s’écrit :

2 T .
AC  _ _ . AC Ay -1sind ‘
¢ = (1-y) [/M " co.0 rrs s 0.0 - wag] B

_ 2 ™ _1sin@ -1
o5+ —p) [ [ R €00 -] apag)

Cette équation tensorielle, projetée sur J et K, se raméne & deux équations scalaires non linéaires
dont k4 et pA¢ sont solutions.

B.2 Cas particulier : feuillets rigides

A présent, on considére des feuillets rigides, si bien que seuls deux mécanismes de déformation
sont possibles pour les particules solides (e; étant la normale aux feuillets) :

— le glissement simple feuillet sur feuillet : £13 = 013/2/ca323 et 93 = 023/2/ 2323 ;

— l'extension simple normale aux feuillets : €33 = 033/¢3333.

B.2.1 Principe de détermination des modules effectifs

Ce comportement particulier peut étre obtenu & partir du comportement général traité en
section B.1 en prenant la limite c1117 — oo. En effet, sur la souplesse Sy = Cs~ ! des particules,
cette limite donne :

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

. o 0 0 1/03333 0 0 0
cullllrgoo SS(Q’ (b) o 0 0 0 1/2/62323 0 0 (B.g)

0 0 0 0 1/2/ca323 0

0 0 0 0 0 0

- - (eg.€4:€r)

ce qui correspond exactement au comportement & traiter ici. Ainsi, on détermine la limite des
modules effectifs £4€ et ,uAC établis en section B.1 lorsque c¢i111 — oo. Ces derniers, normalisés
par c3333, apparaissent comme des fonctions de ¢ et p = co323/c3333 (conformément & l’analyse
dimensionnelle) :

kS = cssafule,p) et Y = casssfule, p) (B.10)

On montre que f(p,p) = fulp,p) = 0 pour ¢ > 1/2. On ne peut expliciter une expression
analytique simple des modules effectifs pour ¢ < 1/2. En effet, le module de Young adimensionné
effectif Efc = pAC /3333 s’exprime en fonction du coefficient de Poisson effectif vAC

(VA€ 4+ 1)(504C — 4)[(3p — 4)vAC 4+ 2 — 3¢

FAC _
a (1 — vAC)[5(p — 2)vAC — T + 2]

(B.11)

et le coefficient de Poisson effectif est lui-méme solution de ’équation du troisiéme degré suivante :

25[4(9p — 2)( — 2)p — (50 + 2)(3p — ) A"
4 5[4(—1410% + 212 — 52)p + 3(7T0% — 60 — 28)]p A"
+ [4(T119? — 724 + 188)p + 3(—379¢? + 238¢p + 72) |4
+ 42-Tp)(33¢ —14)p+ 7179 +2)(3p —2) =0 (B.12)
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B.2. CAS PARTICULIER : FEUILLETS RIGIDES

On peut néanmoins déterminer des développements limités lorsque p — 0 ou p — 0. Ceux-ci
sont mis & profit en sections 10.2.1 et 10.2.2 pour appréhender la déformation de fluage des
hydrates d’une pate de ciment & court terme et & long terme.

B.2.2 Développements limités

Lorsque p — 0 et pour 0 < ¢ < 1/4, on a :

fr(e.p) = K3(e) + O (p) (B.13)
Fule,p) = Mi() + O (p) (B.14)
K0(p) = (1 —40)(Tp + 2)(p + 2) (B.15)

12¢(p +1)(2 = 3p)

(1—4p)(p+2)

M(p) = B.16
On remarque que les modules homogénéisés s’annulent en ¢ — 1/47.
Lorsque p — 0 et pour 1/4 < ¢ < 1/2,0n a:
fi(w, p) = K1(@)p + O (p°) (B.17)
Fulg,p) = Mi(@)p + O (p?) (B.18)
Al +2)(1 —20)(1 — ¢)
K (p) = B.19
1) P(3—p)(dp—1) (B.19)
3(p+2)(1 - 2¢p)
M) = B.20
0= e (:20)

Les modules homogénéisés sont, au premier ordre, proportionnels & p, ce qui est conforme avec
le fait qu’ils s’annulent en ¢ — 1/47.
Lorsque p — oo et pour 0 < ¢ < 2/5, on a :

Ti(pp) = K (0)p + O (1) (B.21)
fule,p) = M*(p)p+ O (1) (B.22)
Kir(p) = e IE =50 (B.23)
M) = 2F w)ﬁi %) (B.24)

On note que les modules homogénéisés tendent vers l'infini, puisqu’ils apparaissent au premier
ordre comme proportionnels a p.
Lorsque p — oo et pour 2/5 < ¢ < 1/2, 0n a :

file.p) = KP(@) + KX (0)p™  + O (p7?) (B.25)
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ANNEXE B. SCHEMA AC AVEC PARTICULES ISOTROPES TRANSVERSES

fulp,p) = MF(p) + M= ()p " + 0 (p77) (B.26)

K3 () = 3(1 —2¢)(p +2)(13p — 4) (B.27)

T 239+ 1)(6 — 7)) (5 — 2)

® (0) = _45p(1 = ) (1 = 2) (¢ + 2)(41769p" — 534T° 4 3404¢* — 1288¢p + 216) (B.28)
-1 16(1 4 3¢)3(5p — 2)3(6 — 7y)? '

sor v e +2)(1—2p)
Mg (p) = G+ 1)(50 - 2) (B.29)

1350(1 — @) (1 — 2¢0) (¢ + 2)(—36¢? + 31p — 4)
00 _ L B.30
MZ1(p) 64(1 + 30)3(5p — 2)3 (B.30)
On remarque que K§°(¢) et M&°(p) — oo lorsque ¢ — 2/57, ce qui est conforme avec le fait
que les modules sont infinis pour 0 < ¢ < 2/5.

B.3 Cas particulier : souplesse isotrope augmentée d’une sou-
plesse de glissement feuillet sur feuillet

A présent, on confére aux particules solides une souplesse élastique qui est la somme :
— d’une souplesse isotrope (modules de compression k et de cisaillement p) ;
— d’une souplesse n’autorisant que le glissement simple feuillet sur feuillet, caractérisée par
le module ¢4 : €13 = 013/2/cy et €23 = 023/2/c4 (e3 étant la normale aux feuillets).
Ainsi, on écrit :

Ss(ev ¢) = S7Zso + 89(97 ¢) (BSl)
avec .
S; —i.,]IJriK (B.32)
iso — 3k 2/,L .

et, en notation de Voigt dans la base (e, e,,¢,) :

000 0 0 0
0 0 O 0 0 0
000 0 0 0

Se0.9)=10 0 0 1/2¢,) 0 0 (B.33)
000 0 1/(2¢) 0
0 0 O 0 0 0

- - (egsepoer)

B.3.1 Principe de détermination des modules effectifs

La rigidité de la particule étant isotrope transverse, on reprend a nouveau les résultats établis
en section B.1, avec :

4p 2p 2p Ap g
C1111 + 3 C1122 3 C1133 3 C3333 + 3 e C2323 P
(B.34)

Les modules effectifs, normalisés par k, apparaissent comme des fonctions de la porosité ¢, du
coefficient de Poisson v = (3k — 2u)/(6k + 21) et du rapport x = ¢q/p

Y = kagr(p v, x) et pY =kgu(p, v, x) (B.35)
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B.3. CAS PARTICULIER : SOUPLESSE ISOTROPE ET SOUPLESSE DE GLISSEMENT

On note que gx(p, v, x) = gu(p, v, x) = 0 pour ¢ > 1/2. Pour ¢ < 1/2, on ne peut fournir une
expression analytique des modules homogénéisés. L’équation tensorielle (B.8) méne, d’une part,
a I’expression de g en fonction de g, :

4(1 —
o = i ©)9u (B.36)
gu + 3¢

en omettant la dépendance en (¢, v, x) de gi et g, ; et d’autre part & une équation polynomiale
du quatrieme degré en g, :

256(1 +v)*(x + 1)gj,
+ 192(1 4 )[(1 = 11p)v + 4(1+ ¢))x + (3 = To)v + 3 + 2¢]g),
+ 36[((2190% + 1220 — 91)v? + 4(3¢p? — TTp + 28)v — 99 + 110 — 13)x
+(1 4 v)((13¢* — Tdp + 17)v — 5¢° + 28p + 5)]g>.
+ 54(1 — 20)[((—27¢* — 82¢ + 49)v + 3¢” + Tdp — 29)x + (49 — 1)(3 — ©) (v + 1)]g,
+ 243x(p +2) (20 — 1)1 —2v)? =0 (B.37)
Méme si la résolution analytique est hors de portée, on peut établir des développements limités

de gr(@,v,x) et gu(p,v, x) lorsque x — 0 ou oco. Ceux-ci sont mis & profit en sections 10.3.1
et 10.3.2 pour évaluer l'allure de la déformation de fluage des hydrates d’une pate de ciment.

B.3.2 Développements limités

Lorsque x - 0et 0 < ¢ < 1/4,0n a:

gu(p,v.x) = Mo, v) + O (x) (B.39)
3 (13¢p —3)v —bp —3
0 - =
Molev) = 16 1 (B.40)
3 /(16992 + 509 — 23)02 — 2(13p + 1)(5p — L)v + 2592 — 34 + 25
16 1+v
41— p)Mg(p,v)
K3(p,v) = 0 B.41
o) = S T MG (o) B4y
On note que les modules effectifs tendent vers 0 lorsque ¢ — 1/47.
Lorsque x = 0et 1/4 <9 <1/2,ona:
ge(e,v,x) = KL (e, v)x + O (x?) (B.42)
9ule, v, x) = Mi(p,v)x + O (x%) (B.43)
e +2)(1—2p)(1—2v)
MY(p,v) = B.44
1) = S B +0) (B44)
4(1 - ?
’C?((P,V) — ( QD)Ml(SOﬂ/) (B45)

3¢
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ANNEXE B. SCHEMA AC AVEC PARTICULES ISOTROPES TRANSVERSES

Les modules homogénéisés sont, au premier ordre, proportionnels & x, ce qui est compatible avec
le fait qu’ils tendent vers 0 quand ¢ — 1/47.
Lorsque y — oo et 0 < ¢ < 1/2,0n a :

gk(@, v, x) = K5 (0, v) + KX (0, v)x ™ + 0 (x7?) (B.46)
gulp, v, x) = M§(p,v) + M (o, v)x ™+ 0 (x77) (B.47)
3 (2l —11)r—9¢p+1
50 _ 9 B.4
3 /(44192 — 270p + 25)12 — 14(3p — 1)(9p — 5)v + 81p? — 114p + 49
16 14+v
91 —2v
% _J B.49

) 2[(—35p2 + 25¢p — 4)v + 15¢% — 150 + 4 MP (0, v) + 3(1 — 2¢)[(10¢ — 3)v — 5p + 3]
4[7(1 = 3p)v + 99 — 5| MG (¢, v) + 3[(13 — 27¢p)v + 15¢ — 11]

4(1 — ) M5 (o, v)
AMGP (p,v) + 3¢

N  12p(1 = )M (p,v)
K> (p,v) = [AME (¢, v) +1390]2

Notons que lim, . puAC Jk = M (p,v) n'est autre que I'expression du module de cisaillement
homogénéisé rapporté au module de compression du solide dans le cadre d’un schéma auto-
cohérent classique avec solide isotrope (comme celui évoqué en section 2.1). En effet, lorsque
X — 00, la souplesse S4(0, ¢), ajoutée a la souplesse isotrope S;s,, devient nulle. Cette remarque
vaut également pour le module de compression.

Ko (p,v) = (B.50)

(B.51)
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Annexe C

Résolution de quelques problémes
auxiliaires d’élasticité

Cette annexe est consacrée a quelques problémes d’élasticité, dont la solution est mise a pro-
fit dans le texte principal pour construire des schémas d’homogénéisation. Il s’agit de quelques
situations généralisant le probléme classique de 'inhomogénéité d’Eshelby, pour une forme sphé-
rique.
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ANNEXE C. RESOLUTION DE PROBLEMES AUXILIAIRES D’ELASTICITE

On s’intéresse a des problémes d’élasticité dans lesquels un objet solide particulier est plongé
dans un milieu d’extension infinie et de comportement isotrope. Les conditions aux limites, a
I'infini, sont de type déformation homogéne au contour. Dans le cas ou 'objet en question est
un ellipsoide homogéne entouré d’une interface parfaite, on se retrouve dans le cadre classique
de 'inhomogénéité d’Eshelby [36]. La déformation est alors uniforme dans I'inhomogénéité. On
s'intéresse ici a4 des situations sortant de ce cadre, pour lesquelles la déformation n’est plus
uniforme. Plus précisément, on envisage successivement trois types d’inhomogénéités :

— une sphére composite constituée d’'un coeur entouré d’une calotte sphérique, les deux mi-

lieux étant de comportement isotrope,

— une sphére homogéne de comportement isotrope entourée d’une interface non parfaite,

— une sphére homogéne de comportement isotrope transverse (particulier) entourée d’une

interface non parfaite.

Pour calculer les moyennes des champs de déformation et de contrainte sur un domaine fermé
), on va utiliser les relations suivantes, exprimant les intégrales de volume des champs de tenseurs
de déformation et de contrainte sous forme d’intégrales de surface [133] :

/edV: ¢ @ndS (C.1)
Q o0

/a'dV:/ Qo -ndS (C.2)
Q Q

n étant la normale sortante du domaine §2.

C.1 Sphére composite & deux phases isotropes concentriques

On considére le probléme auxiliaire d’élasticité représenté sur la figure C.1. Les sphéres de
rayon 71 et ro > 71 partitionnent ’espace en trois domaines notés (2o, 1 et g de l'intérieur
vers lextérieur. Pour 7 € {0, 1,2}, le domaine €; est occupé par un matériau élastique linéaire
isotrope de tenseur de rigidité C; = 3k;J + 2u;K avec k; et p; les modules de compression et
de cisaillement. Les conditions aux limites, & I'infini, sont de type déformation homogéne au
contour : §(z) = Eq - z, [z| — o0, le tenseur E( étant appelé « déformation auxiliaire ».

Fia. C.1 — Probléme auxiliaire mettant en jeu une sphére composite & deux phases concentriques

L’objectif est de déterminer la moyenne du champ de déformation dans les domaines Q9 et
Q4. Pour cela, on résout d’abord complétement le probléme d’élasticité. Ensuite, on détermine a
partir de (C.1) et de expression du champ de déplacement solution les déformations moyennes
dans les domaines {29 et €21. On envisage successivement une déformation auxiliaire Eg sphérique
puis déviatorique. On travaille dans la base sphérique (figure 2.8). La démarche est inspirée de
[59].

C.1.1 Déformation auxiliaire sphérique

Dans un premier temps, on considére une déformation auxiliaire sphérique, soit Eg = Eyl.
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C.1. SPHERE COMPOSITE A DEUX PHASES ISOTROPES CONCENTRIQUES

Reésolution du probléme

Le champ de déplacement § est recherché dans chacun des trois domaines (2o, {2 et €}y sous
la forme radiale particuliére :

§(z) = <ai'r + f;) e (C.3)

avec i € {1,2,3}. Dans chaque domaine, le champ de contraintes associé par le comportement
élastique linéaire isotrope au champ de déformation dérivant de (C.3) est a divergence nulle, donc
statiquement admissible. Les 6 constantes ao, bs, a1, b1, ag et by sont exprimées en fonction des
modules élastiques k;, p;, des rayons ri, rg et de la déformation auxiliaire Ejy en exploitant :

— la nullité du déplacement au centre, en 7 = 0, soit by =0;

— le respect de la condition & la limite en r — oo, soit ag = Ey;

— la continuité du déplacement et du vecteur contrainte au travers des surfaces sphériques

r =11 et r =rp, ce qui fournit 4 équations indépendantes.

On dispose ainsi de 6 équations indépendantes pour déterminer as, bo, a1, b1, ag et bg.

Déformations moyennes

Le champ de déplacement dans le domaine 2o présente la forme & (z) = agre,., ce qui signifie
que la déformation est uniforme dans €s. L’expression de cette dermere est e9(x) = azl, soit :

(), = A" Eq (C.4)

avec le scalaire :

(3k1 + 4p1)(3ko + 4p10)
(3k1 + 4po) (3ka + 4p1) + 12(ka — k1) (1 — p1o)(r1/70)3

dans le cas ou, rappelons-le, E est sphérique.
On recherche maintenant la déformation moyenne dans la sphére de rayon rg, c’est-a-dire
dans le domaine Q; U2;. On note cette derniére (g),, . Pour cela, on applique I'égalité (C.1) au

domaine 2 = Qo Uy :
/ cdV = / ®nds (C.6)
QU

Dans l'intégrale de surface apparaissant au second membre, I'expression r = rq signifie que le
domaine d’intégration est la sphére de rayon rg. Il vient :

AP — (C.5)

b1
©han = (1 + )1 .1
o
En exploitant les expressions de a; et by, on établit :

< >2u1 = A2u1E0 (C~8)
avec le scalaire :

Bk + 41 + 3(k1 — k) (r1/70)*] (3ko + 4p0)
(3k1 + 4p0) (3ka + 4pu1) 4+ 12(ka — k1) (p1 — po)(r1/70)3

AP = (C.9)

dans le cas ou FE( est sphérique.
La déformation moyenne sur le domaine 1 se déduit alors des deux résultats (C.4) et (C.8)
précédents, en partant simplement de I'identité :

(192] +[21]) (€)ou1 = Q2] (€)g + [ {e)y (C.10)
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ANNEXE C. RESOLUTION DE PROBLEMES AUXILIAIRES D’ELASTICITE

ce qui donne (g); = AfphEo, avec :
h h
A3l — (r /o) AY
1= (r1/ro)?

Il reste a réaliser le méme travail pour une déformation auxiliaire Ey déviatorique.

AP — (C.11)

C.1.2 Déformation auxiliaire déviatorique

Dans un second temps, on considére une déformation auxiliaire déviatorique, par exemple
sous la forme Eg = Ey(e; ® ] — €9 ® €3), ol (€1, €9, €3) est la base cartésienne.

Résolution du probléme
Le champ de déplacement est recherché dans les trois domaines 2; sous la forme [75] :

& (x) =& (r) sin 0 cos 2¢ e, + £2(r) sin 6 cos § cos 2¢ e, + 5?(1") sin 0sin 2¢ e, (C.12)
Pour assurer ’équilibre du champ de contraintes (c’est-a-dire div (o7;) = 0) associé par le compor-
tement élastique linéaire isotrope, les fonction &, ff et ff de r doivent présenter les expressions
suivantes :

6v; c 5 —4y; d
r — o ? 3 v (il
&(r) = air —2V¢bzr +3 4+1—21/Z-7“2
7T —4y; ; d;
gr) = ar— _2361’7"3—2%4-27; (C.13)
T

&) = €

avec v; le coefficient de Poisson du matériau occupant le domaine €2; et a;, b;, ¢;, d; des constantes
(au sens indépendantes des variables d’espace r, 6, ¢) pour le moment indéterminées. On écrit les
conditions suivantes :
— nullité du déplacement au centre, en r = 0, soit co =0 et do =0;
— condition & la limite portant sur le déplacement & linfini, en r — oo, soit ag = FEy et
bo = 0;
— continuité du déplacement et du vecteur contrainte au travers des surfaces sphériques r = rq
et r = rg, ce qui fournit 8 équations indépendantes.
Ces 12 relations permettent de déterminer les 12 inconnues a;, b;, ¢; et d; (i € {1,2,3}) en
fonction des modules élastiques k;, p;, des rayons rq, r1 et du niveau de déformation Ejy. Il s’agit
maintenant d’établir les déformations moyennes dans 29 et 2.

Déformations moyennes

Le mode de calcul est identique & ce qui a été présenté précédemment en section C.1.1 : la
relation (C.1) est exploitée pour se ramener & une intégrale de surface sur le champ de déplace-
ment.

Remarquons que contrairement au cas de la déformation auxiliaire sphérique, la déformation
n’est ici pas uniforme dans 29 : by # 0. La déformation moyenne dans €2 s’obtient par :

1 1
)y = — st:/ £, ®ndS C.14
< >2 ’QQ‘ Qo |Q2‘ r=ry =2 ( )

I'intégrale de surface étant a réaliser sur la sphére de rayon r1. Compte tenu de la forme parti-
culiére (définie par (C.12) et (C.13)) du champ de déplacement ,, ceci devient :
21 4(4 — 51/2) d2
= — byt 2 — C.15
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On aboutit ainsi & :
(€)y = A3 Eq (C.16)

le scalaire Age“ présentant une expression malheureusement trop lourde pour étre reprise dans
ce texte. Cette expression dépend des modules élastiques k;, p; et du rapport des rayons r1 /7.
De la méme fagon, on calcule la déformation moyenne dans Qo U Q) :

21 A4 — Buy) dy

2
= (a1 - @ . 1
(€)aun <a1 51— 2V1)bl7"0 + 5(1— 201) 7’8) (61 ®e; — ey ®ey) (C.17)

Ceci permet d’écrire :
(€)aun = A5 Eo (C.18)

L’expression du scalaire Agf}’l est également trop lourde pour étre explicitée ici.

La déformation moyenne dans le domaine € se calcule enfin simplement par (e); = A'ileon
ol Aile” est exprimé par une relation analogue a (C.11) : il suffit de remplacer les exposants sph
par dev.

C.1.3 Moyenne sur la calotte de la contrainte moyenne

En section 9.1.2, on exploite la moyenne (o,,); de la contrainte moyenne sur le domaine €2
(avec oy, = tror/3). On détermine ici cette moyenne.

Quelle que soit la déformation auxiliaire Eq, on vient de montrer que la moyenne du champ
de déformation sur le domaine € s’écrit :

(€)y = (AFP"] + A{"K) : Eq (C.19)

Le domaine 2; étant constitué d’un matériau homogéne de rigidité C;, la moyenne du champ de
contraintes sur ce domaine est :

(o), =Cy: (), = Cy : (AP"] + AVK) : B (C.20)

Il ne reste plus qu’a prendre le tiers de la trace de cette expression, pour obtenir :

1
St (o), = 3k AP By, (C.21)

le tenseur de rigidité C; étant isotrope (k; désigne le module de compression). Dans cette ex-
pression, on a Ey,, = tr E/3. La trace étant un opérateur linéaire, la moyenne désirée (o,,); est
égale a la quantité calculée dans (C.21). 1l vient ainsi, compte tenu de (C.5), (C.9) et (C.11) :

3k1(3k2 + 4p1) (3ko + 4pt0)
(Bkl + 4,[1,0)(31432 + 4/11) + 12(k2 — k‘l)(,ul — /Lo)(Tl/TO

Remarquons que la partie déviatorique de la déformation auxiliaire Eg n’intervient pas.

(Om) = )3E0m (C.22)

C.2 Sphére isotrope entourée d’une interface

On consideére & présent le probléme d’élasticité représenté sur la figure C.2. La sphére de rayon

r = 1o sépare l'espace en deux domaines, {2 et 5. Chacun de ces deux domaines est constitué

d’un matériau élastique linéaire isotrope, de tenseur de rigidité C; = 3k;J+ 21, K, avec i € {0, 2}.

Les deux domaines sont séparés en 7 = rg par une interface Z de comportement élastique linéaire

isotrope transverse. Il existe ainsi une relation linéaire entre le vecteur contrainte et le saut de
déplacement & l'interface :

o-n=K-[{] en r=rmrg (C.23)
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avec n la normale a I'interface (orientée de €2 vers ), [{] = §(rar, 0,0) —&(rg ,0,¢) le saut de
déplacement, et K le tenseur de rigidité d’interface. Ce dernier prend la forme :

K=Kn®n+Ki{(1l-n®n) (C.24)

Dans cette expression, K, et K; sont respectivement appelés raideur normale et tangentielle
d’interface. Les conditions aux limites & 'infini portent sur le déplacement et sont de type défor-
mation homogéne au contour, avec la déformation auxiliaire Fq.

Fic. C.2 — Probléme auxiliaire d’élasticité mettant en jeu une sphére isotrope entourée d’une
interface

On peut voir ce cas comme une dégénérescence de celui traité dans la section précédente
(section C.1), avec r1 — r¢. De ce fait, la démarche va étre trés similaire : pour deux déformations
auxiliaires successives, 'une sphérique et 'autre déviatorique, on résout le probléme d’élasticité
puis on calcule les déformations moyennes. Par ailleurs, nous montrerons qu’il est possible de
retrouver les résultats établis ici, & partir de ceux obtenus précédemment sur I'inhomogénéité
composite, en évaluant la limite r; — rg, pourvu que les modules élastiques du milieu 1 prennent
une expression adéquate dépendant de I’épaisseur rg — ry.

C.2.1 Déformation auxiliaire sphérique

Le principe de résolution est similaire a celui appliqué a l'inhomogénéité composite. On
envisage en premier lieu la déformation auxiliaire sphérique Ey = Eyl.

Résolution du probléme

On reprend un champ de déplacement sous la forme (C.3) avec i € {0,2}. Il n’y a donc que 4
inconnues : ag, by, as et by. Ces derniéres sont déterminées en exploitant les 4 équations scalaires
issues de :
la nullité du déplacement au centre, en r = 0, soit by = 0;

— le respect de la condition & la limite en r — oo, soit ag = Ey;

— la continuité du vecteur contrainte au travers de la surface sphérique r = r¢;

— la loi d’interface en r = ro décrite par (C.23) et (C.24).

Les inconnues ag, by, a2 et by sont ainsi exprimées en fonction des modules élastiques ko, uo, k2,
w2, du module d’interface K,,, du rayon rg et de Ey. Le module d’interface K; n’intervient pas
car, le champ de déplacement étant radial, I'interface n’est pas sollicitée en cisaillement.

Déformations moyennes

On cherche a déterminer la déformation moyenne du domaine €25. Il convient de prendre garde
au fait que le résultat va a priori étre différent selon que I'on compte ou non la discontinuité de
déplacement dont 'interface Z est le siége.

Si cette discontinuité de déplacement est exclue, on obtient :

_ 1 _ b2
<€>2 = m /TTO_ §2 ®ndS = <a2 + ?”8) 1 (C.25)
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I'intégrale de surface étant prise sur la sphére de rayon r = ry . Il vient :

3]€0 + 4MO)KnTO
), = A"Ey avec A" = ( C.26
(€)y 2 20 2 (3ka + 4p0) Knro + 12kapu ( )

Si, au contraire, la discontinuité de déplacement a l'interface Z (r = r¢) est inclue, on obtient :

1 / bo
€ = — ®ndS—<a0—|—>1 C.27
< >2UI ’92’ T:TJ §0 7"8 ( )
I'intégrale de surface étant prise sur la sphére de rayon r = 7’3 . La notation « 2UZ » sert

justement & indiquer que l'on tient compte de la discontinuité de déplacement dans le calcul de
la déformation moyenne. L’expression précédente devient :

Asph _ (3k‘0 + 4#0)(Kn7"0 -+ 3/€2)
U1 (3]{32 + 4MO>KnTO + 12ko g

h
(€)our = AY 7By avec (C.28)
pour Eq sphérique. La déformation moyenne est effectivement différente selon que la discontinuité
de déplacement est exclue ou inclue.

Obtention comme cas limite du probléme a inhomogénéité composite

En fait, il est possible d’établir les déformations moyennes recherchées dans le présent pro-
bléme (figure C.2) comme limites de celles obtenues sur le probléme a inhomogénéité composite
(figure C.1), en considérant une calotte 1 dont I’épaisseur tend vers 0. Il s’agit d’abord d’établir
une équivalence, en termes de comportement élastique, entre (voir figure C.3) :

— une couche d’épaisseur infinitésimale constituée d’un matériau élastique linéaire isotrope,

caractérisée par son épaisseur e et les modules élastiques k et u;
— une interface élastique isotrope transverse, caractérisée par les modules d’interface K, et

K;.
b5
solide k, r=c — interface K, K;

QgL © B quand e — 0 ?5

&)

Fia. C.3 — Equivalence entre une couche de matériau élastique linéaire isotrope d’épaisseur
infinitésimale et une interface élastique

Equivalence couche infinitésimale - interface L’équivalence est établie en identifiant les
relations entre le vecteur contrainte et la discontinuité de déplacement, successivement pour une
discontinuité de déplacement normale et pour une discontinuité de déplacement tangentielle.
On commence par imposer un déplacement normal au plan supérieur de la couche de solide :
& = deg en x3 = e. Le plan inférieur est soumis a un déplacement nul. Dans ce cas, on montre que
les champs de déplacement et de contrainte solutions du probléme d’élasticité s’écrivent dans la
couche :
E=0—e3 et o= ( - 2:) g(gl Re;+ey®ey) + <k+ 4:) gQ3 ® e3 (C.29)
Ainsi, le « saut de déplacement » au travers de la couche, dont I’épaisseur est vouée & tendre
vers 0, s’écrit [§]° = £(x3 = e) — {(x3 = 0) = de3. L'exposant ¢ indique qu'’il s’agit d’un résultat
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établi sur la couche solide, et non sur linterface. Le vecteur contrainte s’écrit quant a lui :
T°=o0-e3 = (k+4p/3)d/ees. Par conséquent, la relation entre vecteur contrainte et saut de
déplacement prend la forme :

e — <I<: + 43”) e (C.30)

On reconnait, de fagon attendue, le module cedométrique k + 41/3. Par identification avec la
loi d’interface T' = K,[¢] (rappelons que la discontinuité de déplacement est ici normale a
'interface), on obtient :

4
Kpe =k + ?’“‘ (C.31)

lorsque e — 0. Cette égalité assure que les relations entre le vecteur contrainte et la discontinuité
de déplacement sont identiques dans le cas d’une couche d’épaisseur infinitésimale et dans le cas
d’une interface, pour une sollicitation normale.

On impose ensuite un déplacement tangentiel au plan supérieur : £ = de; en 3 = e. Dans ce
cas, on montre que les champs de déplacement et contrainte solutions du probléme d’élasticité
s’écrivent :

5
§= 5%@1 ot o=p-(e®e3tes®e) (C.32)

Ainsi, le « saut de déplacement » au travers de la couche est [{]® = de;. Le vecteur contrainte
s’exprime par T° = o - e53 = pud/ee;. Par conséquent, la relation entre vecteur contrainte et saut
de déplacement prend la forme :

C 1 C
T = - [¢] (C.33)
En identifiant avec la loi d’interface T’ = K;[£], on obtient 1'égalité suivante :
Kie =p (C.34)

Ainsi, il est possible de modéliser une interface comme une couche de matériau élastique
isotrope dont I’épaisseur e tend vers 0, du moment que les modules élastiques de cette couche
respectent (C.31) et (C.34). En particulier, ces modules élastiques dépendent de I’épaisseur e.

Application Dans le probléme décrit sur la figure C.1, on fait tendre 1’épaisseur, notée e, de
la calotte sphérique €21 vers 0. Avant de prendre la limite lorsque e — 0, il faut exprimer en
fonction de ’épaisseur les modules élastiques k; et pq de fagon a satisfaire (C.31) et (C.34) :

4K
ki = (Kn - 3t> e et = Ke (C.35)

Le rayon 7 s’écrit r; = rog — e. Il reste a prendre la limite de (C.5) et (C.9) pour e — 0. On
retrouve alors exactement (C.26) et (C.28).
C.2.2 Déformation auxiliaire déviatorique

On considére & présent une déformation auxiliaire déviatorique, par exemple Eg = Ey(e; ®
e — ey R ey).
Résolution du probléme

On reprend un champ de déplacement sous la forme (C.12), (C.13) avec i € {0,2}. Il y aici 8
inconnues : a;, b;, ¢; et d; pour ¢ € {0,2}. Pour les déterminer, on dispose, comme précédemment,
des relations suivantes :

— déplacement nul au centre, en r = 0, soit co = 0 et dy = 0;
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— condition & la limite en déplacement en r — oo, soit ag = Ey et bg = 0;
— continuité du vecteur contrainte au travers de la surface sphérique r = rg, ce qui donne
deux équations indépendantes ;
— comportement d’interface en r = ¢ exprimé par (C.23) et (C.24), qui fournit également
deux équations indépendantes.
Les inconnues a;, b;, ¢; et d; sont ainsi exprimées en fonction des modules élastiques kg, o, k2,
po, des modules d’interface K, Ky, du rayon rg et de Ej.

Déformations moyennes

On procéde comme précédemment (section C.2.1), en excluant, ou en incluant, la discontinuité
de déplacement a l'interface. On aboutit & des expressions similaires a (C.15) :

21 4(4—51/2) d2> 1

1
(€)y Q2] /r=7»0 §, ®@ndS <a2 5(1 — 203) 279 + 5(1—202) 13 ) Fo 0 (C.36)

1

1 21 4(4 — 5V0) do
_ S — B b2 20
(€)aut ] /r:rg §, ®ndS <ao 5(1— 200) 07y + 5(1 —2w9) rd

Ces expressions ménent & :
(€)s = A3"Eo et (e)y,r = A5 Eo (C.38)

Nous n’explicitons pas plus en détail les expressions de Age” et Agf}’z : ce serait inutilement lourd.

Pour terminer, mentionnons le fait qu’on peut retrouver les déformations moyennes obtenues
ici commes limites de celles établies sur le modéle a sphére composite (section C.1.2), lorsque
I’épaisseur de la calotte €21 tend vers 0. La méme remarque a été faite dans le cas de la déformation
auxiliaire sphérique.

C.3 Sphére feuilletée entourée d’une interface

On considére a présent une sphére de comportement non plus isotrope mais isotrope transverse
(figure C.4). La sphére est toujours entourée d’une interface dont le comportement est décrit par
(C.23) et (C.24). Le comportement isotrope transverse de I'inhomogénéité est choisi de fagon
trés particuliére : e5 étant I’axe d’isotropie transverse, seules les déformations de glissement €13
et €93 sont autorisées, en ne mobilisant aucune contrainte. Tous les autres modes de déformation
sont interdits. Par le biais de ce comportement avec liaisons internes, on cherche & modéliser
le comportement homogénéisé d’un empilement de feuillets rigides pouvant librement glisser les
uns sur les autres. Le comportement de I'inhomogénéité €2 s’écrit ainsi sous la forme :

0 0 £13 011 012 0
€ = 0 0 £923 et g = 012 0922 0 (C.39)
€13 €23 0 (21 €9 723) 0 O 733 (Ql €0 7§3)

Les conditions aux limites portent toujours sur le déplacement & l'infini : elles sont de type
déformation homogeéne au contour (Ey).

On envisage d’abord de déterminer la déformation moyenne de 'inhomogénéité 2o avec et
sans l'interface, et la contrainte moyenne dans 2o, pour autant de déformations auxiliaires par-
ticuliéres que nécessaire pour construire les tenseurs de localisation Ay, Ao,z et AS tels que :

<E>2 = Ag : EQ s <€>2UI = Aguj : EO et <0’>2 = A; : EQ (C40)
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&(z) = Eo - z,]z| — o0

=4
@
=
2
o
@
N
tm
—
[
[\

Fi1c. C.4 — Probléme auxiliaire mettant en jeu une sphére isotrope transverse entourée d’une
interface

La géométrie du probléme et le comportement des deux phases étant invariants par rotation
autour de eg, il suffit de considérer quatre déformations auxiliaires :

Eo=Eol, Eo= Eyp(e;®e;—e3®@e3) , Eo= Ep(e;@ey+e,®e;) et Eg = Ey(e;®ez+es®ey)
(C.41)
En effet, les résultats respectivement attendus pour Eg = Ey(e; ®e;—e,®e5) et By = Ey(eo®es+
e3®ey) se déduisent de ceux obtenus avec Eg = Ep(e; ®eqy+e,®¢;) et Eg = Ep(e; ®es+e3®¢€;),
puisque la « structure » étudiée présente ’axe e; comme axe de révolution. Afin de résoudre le
probléme d’élasticité, on recherche dans le milieu infini €y le champ de déplacement sous la
forme (C.3) ou (C.12) déja exploitée a maintes reprises dans cette annexe. Dans le milieu Qo,
on s’inspire des champs de déplacement et de contraintes solutions du probléme mettant en jeu
une inhomogénéité isotrope (section C.2) dont on fait tendre la raideur vers une valeur limite
particuliére dépendant de la nature de Ej.
Ensuite, on envisage un ensemble (infini) d’inhomogénéités isotropes transverses telles que
celle représentée sur la figure C.4, avec une distribution isotrope de ’axe d’isotropie transverse.
On évalue alors les déformations et contraintes moyennes sur ’ensemble des inhomogénéités.

C.3.1 Déformation auxiliaire sphérique

On envisage d’abord le cas d'une déformation auxiliaire sphérique, soit Ey = Egl. On pressent
que I'inhomogénéité ne va subir aucune déformation.

Résolution du probléme

Dans le domaine €, le champ de déplacement est recherché sous la forme (C.3). Dans le
domaine €29, on s’inspire des champs de déplacement et de contrainte obtenus pour une inhomo-
généité isotrope rigide (donc caractérisée par un module de Young Fy — 00), soit :

§,=0 et or=asl (C.42)

Les champs de déformation et de contrainte dans {2 satisfont alors bien le comportement (C.39).
Pour déterminer les inconnues ag, by et ao, on procéde comme en section C.2.1, en écrivant
les conditions aux limites en r — o0, la continuité du vecteur contrainte et le comportement
d’interface sur la surface 7 = rg. On a ainsi résolu le probléme d’élasticité.

Déformations et contraintes moyennes

La déformation moyenne de 'inhomogénéité €y est calculée comme précédemment, en sec-
tion C.2.1. On obtient deux expressions différentes selon que la discontinuité de déplacement &
I'interface Z est exclue ou inclue :

(€)y = agpnBy avec gy =0 (C.43)
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3ko + 4po
Kpro + 4uo
L’indice « sph » fait référence au caractére sphérique de la déformation auxiliaire Ey. Afin de
manipuler des expressions moins lourdes, on emploie les notations g, et Bgpp au lieu de A3 h

(€)aur = BspnEo  avec  Bypn = (C.44)

et A;ﬂ}%. On retrouve les expressions (C.26) et (C.28) dans la limite d’une inhomogénéité rigide
(k‘g — OO)
Le champ de contraintes est uniforme dans 'inhomogénéité €2 :

(3k0 + 4/1,0)Kn7“0
Knro + 4M0

<0>2 = PYSPhEO avec  Ysph = (C.45)

On retrouve la limite de ’équation (C.26) multipliée par 3ky (pour obtenir les contraintes dans
Qy a partir de la déformation), lorsque k2 — oc.

C.3.2 Déformations auxiliaires déviatoriques

On considére successivement les déformations auxiliaires Eg = Fy(e; ® €] — e3 @ e3), Eg =
Eo(ey ® ey + ey @e) et Bg = Ey(e; ®ez +e3®e).

Déformation auxiliaire en e¢; ® e; — e3 ® €3

On envisage la déformation auxiliaire déviatorique particuliere Ey = Ey(e; ® e; — 3 ® e3).
On pressent que I'inhomogénéité ne va subir aucune déformation.

Résolution du probléme Dans le domaine €0y, le champ de déplacement est recherché sous
la forme donnée par (C.12) et (C.13). Dans I'inhomogénéité s, on suppose un champ de dépla-
cement nul :

£,=0 (C.46)

De plus, on y recherche le champ de contraintes sous une forme similaire & celui qui s’établit dans
une inhomogénéité isotrope (section C.2) dont on fait tendre le module de Young vers 'infini.
Plus précisément, on reprend la méme forme de dépendance vis-a-vis des variables d’espace (z1,
x9 et x3 dans la base cartésienne (e, s, €3)), en faisant intervenir des constantes (as a ja et la :
on exclut kg afin d’éviter la confusion avec un éventuel module de compression) a déterminer :

as + ng% + CQ.’L’% + dgl‘% €919 0
g9 = €219 f2 (w% - x%) lgxzxg (047)
0 lozoxs go + hgx% + ’izaj‘% + jng

(eq,€9,€3)

Le comportement (C.39) impose d’emblée l; = 0. De plus, pour que ce champ de contraintes
soit statiquement admissible (div (62) = 0), il faut prendre by = e3 = jo = 0. La suite de la
résolution est désormais classique : on écrit la condition & la limite en r — oo, la continuité du
vecteur contrainte sur 'interface en r = rg et le comportement de l'interface. On parvient ainsi
a déterminer les inconnues ay, by, cg, dg, a2, c2, do, fo, g2, ha,io, ce qui signifie que le probléme
d’élasticité est résolu et qu’en particulier nos intuitions sur les champs de déplacement et de
contrainte dans I'inhomogénéité étaient bonnes.

Déformations et contraintes moyennes La déformation moyenne de la sphére {25 prend la
forme, selon que la discontinuité de déplacement a l'interface est exclue ou inclue :

(€)y = ai—s3Ey avec ai1-33=0 (C.48)
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(€)aur = Pu-s3BEo avec (C.49)
,U,()(3]€0 + 4/10)[(2Kt + 3Kn)?”0 + 40#0]
3(ko + 2u0) Kn K13 + 110[2(9k0 + 1640) Ky + 3(5ko + 8p10) Knlro + 81 (9ko + 81o)

B11-33

L’indice « 11 — 33 » fait référence a ’expression de la déformation auxiliaire imposée ici : Ey =
Ep(e; ® e; — e3 ® e3). La contrainte moyenne dans I'inhomogénéité est :

(o)y = mi-33E9 avec (C.50)

Mo(gko + 4#0)[5KnKt7‘0 + 8#0(3Kt + 2Kn)]7"0
3(ko + 2#0)KnKt7‘g + wo[2(9ko + 1600) K¢ + 3(5ko + 8po) Kplro + 8,[1(2)(9]{30 + 810)

Y11-33

Ces résultats auraient pu étre obtenus directement en prenant la limite des moyennes déterminées
sur une inhomogénéité sphérique isotrope (section C.2.2), lorsque la rigidité de cette sphére
devient infinie (Ey — 00).

Déformation auxiliaire en e; ® e; + €5, @ €,

On envisage a présent la déformation auxiliaire déviatorique Eg = Ep(e; ® €5 + €5 ® 7). On
pressent & nouveau que l'inhomogénéité ne va subir aucune déformation.

La méthode de résolution est identique & celle menée ci-dessus pour la déformation auxiliaire
Ey = Ey(e; ®e; —e3®eg). On signale juste les formes sous lesquelles les champs de déplacement
et de contraintes sont recherchés dans I'inhomogénéité :

¢, =0 (C.51)
a2T1T2 by + cox? + doxd + €273 fowaxs
o9 = by + ng% + dg&?% + 621‘% 92122 hox123 (C.52)
fowaws hox1x3 1Ty | o
=11=22:=3

Le comportement (C.39) impose d’emblée fo = ho = 0.

Une fois le probléme d’élasticité résolu, on calcule les déformations et contraintes moyennes
dans 'inhomogénéité. On retrouve exactement les expressions (C.48), (C.49) et (C.50) obtenues
avec Eg = Ep(e; ® e; — e3 ® e3). Ainsi, en conservant le méme principe de notation, on peut
écrire :

Q12401 = @11-33 ,  Pr2421 = F11-33 et Y2421 = Y11-33 (C.53)

Déformation auxiliaire en e; ® e5 + e3 ® ¢;

La derniére déformation auxiliaire a traiter est Eg = Ep(e; ® e5 + e3 ® ;). Contrairement
aux cas précédents, on pressent ici que I'inhomogénéité va se déformer comme un pore, avec un
champ de contraintes nul en son sein. En effet, le glissement 1,3 est précisément 1'un des seuls
modes de déformation autorisés par le comportement de 'inhomogénéité. De plus, ce glissement
se fait sous contrainte nulle.

L’esprit de la méthode de résolution est le méme que précédemment. Seule change la forme
sous laquelle sont recherchés dans I'inhomogénéité les champs de déplacement et de contraintes.
Compte tenu de 'hypothése de comportement analogue a celui d’un pore, on prend :

& = az(zse) +x1e3) et o2=0 (C.54)

Une fois le probléme d’élasticité résolu, les déformations et contraintes moyennes sur I'inho-
mogénéité sont calculées comme précédemment :

(€)g = 13131 B0,  (€)guz = P13131E0 et (o), = 113431 E0 (C.55)
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avec

3ko + 4p0
= =Hh—— et =0 C.56
13431 = P13+31 9% T+ 8410 et 713431 ( )

On retrouve la limite des expressions obtenues sur une inhomogénéité de comportement isotrope
dont on aurait fait tendre le module de Young vers 0, ¢’est-a-dire pour un pore (voir section C.2.2
dans le cas limite Ey — 0).

C.3.3 Tenseurs de localisation

On synthétise a présent les résultats établis dans les deux sections précédentes (C.3.1 et
C.3.2) en formant les expressions des tenseurs de localisation définis en (C.40). La procédure est
identique pour les trois tenseurs Ay, Ay 7 et AS. Détaillons le cas de As.

Il s’agit donc de déterminer toutes les composantes du tenseur de localisation As, tel que
(€)y = Ag : Ey, en exploitant les résultats établis en (C.43), (C.48), (C.53) et (C.55). Ces
résultats peuvent étre résumés de la facon suivante :

aspnEo si Eg= Epl

a11-33E0 si Eg= Ep(e; ® e; — €3 ® e3)
aipro1Eg si Eg = Ey(e; ® ey + ey ®e)
ai3131Eg si Eg= Ep(e; ® ez +e3@¢)

(€)y = (C.57)

A ces quatre relations, nous pouvons en ajouter deux, compte tenu du fait que la structure étudiée
ici (figure C.4) présente la symétrie de révolution d’axe e;, du point de vue de la géométrie et
du comportement des matériaux :

(&), = 12421 Eq S% Eo = FEy(e; ®e) — ey @ ey) (C.58)
ai3431F0 si Eg = Ey(ey ® e3 +e3® ey)

Les équations (C.57) et (C.58) rassemblent alors suffisamment d’information pour construire le
tenseur Ag, c’est-a-dire déterminer ’ensemble de ses composantes. En notation de Voigt (voir
annexe A) dans la base (e, €9, €3), nous obtenons :

A O

Agz[ o (C.59)

:| (€1,€25€3)

avec les trois sous-matrices 0 (désignant la matrice 3 * 3 remplie de zéros) et A;, Ay définies de
la maniére suivante :

1| @sph +a11-33 + Q12421 Qepp + Q11-33 — 2012421 Qspp — 2011133 + Q12421

Ay = 3 Qsph — 12+21 Qsph + 20012421 Qsph — (12+21
Qsph — (X11-33 Osph — X11-33 Osph + 20111—33
(C.60)
13431 0 0
AQ = 0 13431 0 (C.Gl)
0 0 12421

Les tenseurs Aguz et A§ sont respectivement construits de la méme fagon en remplagant o
par G et 7.
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C.3.4 Ensemble d’inhomogénéités d’orientation répartie de fagon isotrope

Pour terminer, on considére un ensemble (infini) de problémes auxiliaires semblables & celui
représenté sur la figure C.4, se distinguant uniquement par I’orientation de la normale aux feuillets
(ou encore par 'orientation de I’axe d’isotropie transverse de I'inhomogénéité). On considére une
distribution isotrope de cette orientation. Il s’agit de déterminer les déformations (en incluant et
en excluant la discontinuité de déplacement a l'interface) et contraintes moyennes sur 1’ensemble
des inhomogénéités.

On commence par écrire les tenseurs de localisation Ag’¢, Ag’j’z et AJ 9:¢ concernant une inho-
mogénéité dont I’axe d’isotropie transverse est ’axe e, de la base sphérique. Ainsi, I'orientation
de I'inhomogénéité est paramétrée par les angles 6 et ¢. On dispose déja des expressions de ces
tenseurs lorsque I'axe est e5 (voir (C.59), (C.60) et (C.61)). Il suffit alors de construire un tenseur

présentant dans la base (eg, €4, €,) les mémes composantes que celles du tenseur (C.59) dans la

base (ej, €9, €3). On obtient ainsi Ag’d’. Il en est de méme pour établir Agﬁ} et Ag 69,

Il reste & déterminer la moyenne de la déformation sur toutes les inhomogénéités, en tenant
compte du caractére isotrope de la distribution d’orientation :

sin 6

. . ) 27 ™
(€)5° =AY’ Ey avec Ay’ = /¢0 /60 Ag’d) i déde (C.62)

L’exposant iso rappelle justement le fait que I’on considére un ensemble d’inhomogénéités d’orien-
tation répartie de fagon isotrope. Le calcul méne a un tenseur isotrope, dont la partie sphérique
(sur J) est nulle (ce qui était prévisible puisque I'inhomogénéité ne se déforme pas sous l'effet
d’une déformation auxiliaire sphérique) :

3ko + 4po

Aiso —9
2 9ko + 8o

(C.63)
Selon le méme principe, on obtient respectivement les tenseurs A%9- et Ag’iso par moyenne
angulaire de Ag’j’z et Aj 0.0

iso 3ko + 4po 3ko + 4pg
207 — 17 . a4 ol 1 o N F
Kyro + 4po 5(9ko + 8po)
30(%0 + 2#0)KnKtT‘g + M0[3(77k0 + 104#0)1{” + 2(117]430 + 184/10)Kt]’l“0 + 200,&%(9]{30 + 8#0)
3(]€0 + 2#0)KnKt7‘g + u0[3(5k0 + 8/10)Kn + 2(9k0 + 16/10)Kt]7“0 + 8#3(9]{30 + 8#0)

(C.64)

3ko + 4p0

Ac,iso
2 K,ro+4pg

3
Kyrol + gﬂo(?’ko + 4po) * (C.65)

5K, Kirg + 8uo (2K, + 3K;)ro K
3(]450 + 2MO)KnKtTg + #0{3(5]@‘0 + 8,[1,0)Kn + 2(9k0 + 16,[1,0)Kt]7"0 + 8#%(9]{30 + 8#0)
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L’objectif premier de ce travail était d’évaluer si les techniques d’homogénéisation des milieux
aléatoires basées sur les schémas inspirés de la solution d’Eshelby étaient susceptibles de contri-
buer & optimiser la formulation des matériaux de construction que sont le platre pris et la pate de
ciment. Certes, ces derniers ont un caractére trés familier et traditionnel, lié & leur usage au quo-
tidien depuis prés de 200 ans, sans aller jusqu’a remonter a ’'Empire Romain'. Ceci ne contribue
pas a leur conférer une image high-tech. Et pourtant, de nombreuses questions restent ouvertes,
tout particuliérement en ce qui concerne la microstructure du ciment. Les développements que
nous avons pu mener se sont donc heurtés au relatif manque de connaissances sur ces matériaux.
Malgré cela, nous espérons avoir contribué & apporter une réponse positive quant & la pertinence
de l'application des techniques d’homogénéisation des milieux aléatoires aux matériaux platre et
ciment.

Dans la partie I, nous avons cherché a identifier des familles de microstructures pour les-
quelles le schéma auto-cohérent fournit une approximation intéressante de 1’élasticité effective.
En particulier, nous avons analysé en détail le cas d’une forme ellipsoidale de révolution allongée
(prolate) dans le probléme auxiliaire visant & estimer la déformation moyenne dans le solide. En
considérant une distribution isotrope de ces formes, le schéma auto-cohérent produit des estima-
tions de caractéristiques élastiques effectives trés voisines de celles obtenues par des calculs en
éléments finis sur des microstructures constituées d’un enchevétrement de particules allongées.

Une extension qui nous semble intéressante et accessible serait de reprendre cette confronta-
tion entre le schéma auto-cohérent et le numérique dans le cas de particules aplaties.

Dans la partie II, nous nous sommes consacrés au matériau platre pris, modélisé comme un
enchevétrement d’aiguilles. Nous avons proposé un schéma d’homogénéisation rendant compte
de I'élasticité, et celui-ci a été confronté & des mesures expérimentales. Une fois le comportement
élastique correctement capturé par le modéle, il devient possible d’envisager des phénoménes plus
complexes. Nous avons mis ’accent sur la limite élastique, en proposant un modéle s’appuyant
sur la rupture fragile des cristaux. Les limites élastiques en traction et compression simple ont
été comparées a des données expérimentales. Nous nous sommes ensuite tournés vers la modé-
lisation du comportement post-limite élastique (post-pic), c’est-a-dire ce qu'’il advient lorsque
la déformation macroscopique imposée a une éprouvette de platre pris continue d’augmenter au
dela de la limite élastique.

Dans les applications pratiques, le platre pris présente trés fréquemment des bulles en fraction
volumique importante. Le modéle d’élasticité a été adapté pour en tenir compte. Il conviendrait
d’en faire de méme pour les modéles de limite élastique et de comportement post-pic, afin d’en
accroitre le champ d’application industriel.

Dans la partie III, nous nous sommes consacrés aux silicates de calcium hydratés (C-s-H),
principaux hydrates des pates de ciment Portland. Ces derniers semblent présenter une morpho-
logie de type assemblage de particules aplaties, les particules étant elles-mémes constituées d’un
empilement de feuillets. Comme il est trés délicat de fabriquer une éprouvette de C-S-H pur, nous
avons eu recours & des données expérimentales sur pates de ciment pour valider nos approches.
Il a donc fallu mettre en ceuvre une étape supplémentaire d’homogénéisation afin d’estimer le
comportement de la pate. Nous avons commencé par proposer un modéle micromécanique mul-
tiéchelle de pate de ciment, descendant jusqu’a I’échelle de la particule solide de ¢-s-H (quelques
dizaines de nanométres). Cette étape de notre travail a été rendue délicate par le manque de
consensus de la communauté scientifique sur la morphologie des pates et des C-S-H. Nous avons
donc di recourir & une approche de type essai - erreur, dans laquelle les méthodes de changement

! Le déme du Panthéon, & Rome, est constitué de béton.
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d’échelle nous ont servi & tester les modéles morphologiques envisagés vis-a-vis de mesures ex-
périmentales de I’élasticité. Finalement, nous avons abouti & un modéle morphologique donnant
des prédictions satisfaisantes de 1’élasticité. Il est & noter que la forme des particules élémentaires
de solide a joué, dans cette discussion, un role décisif. Des améliorations sont néanmoins néces-
saires au trés jeune age. Nous avons ensuite profité de ce modéle morphologique pour explorer
les déformations différées de la péate, en attribuant ’origine physique du fluage macroscopique a
un mécanisme de glissement feuillet sur feuillet au sein des particules de C-S-H. Les développe-
ments ont conduit & une discussion encourageante sur les différents comportements susceptibles
d’étre observés a court et long terme. L’impact considérable de la porosité et du rapport d’as-
pect particulaire mérite d’étre souligné. Cependant, la confrontation expérimentale montre que
des ajustements sont nécessaires. Nous avons également mis au point un modéle de limite élas-
tique d’un amas de plaquettes, morphologie semblable & celle envisagée pour le gel de C-s-H. Le
changement d’échelle supplémentaire, permettant d’atteindre la pate, reste & accomplir.

Comme perspectives de cette partie consacrée aux pates de ciment, nous nous devons de citer
le passage aux mortiers et bétons, qui est indispensable pour envisager une application industrielle
des modéles développés. Il convient aussi de rappeler que le modéle de pate de ciment que nous
avons développé est relativement simple du point de vue des phases prises en compte : nous
n’avons envisagé que les C-S-H (certes séparés en deux types distincts) comme hydrates et les
phases anhydres sont restées homogénes. Une extension de ce travail serait de considérer les
autres hydrates, portlandites et aluminates, et de voir les grains de clinker comme composites
constitués de plusieurs phases anhydres.

Dans la partie IV, plus académique que les deux parties précédentes car non directement
consacrée & un matériau particulier, nous avons exploré l'effet de mécanismes ayant lieu dans
les joints séparant les particules solides. Pour des raisons de difficulté technique, cette étude a
été restreinte aux particules sphériques, ce qui limite I'application au platre et aux péates de
ciment au plan qualitatif. Nous avons d’abord envisagé la modélisation du critére de rupture
d’un assemblage de grains, en considérant plusieurs mécanismes de rupture, soit intragranulaire,
soit intergranulaire soit simultanément intra et intergranulaire. Cette derniére situation permet
d’entrevoir des perspectives d’application prometteuses aux grés. Nous avons ensuite considéré
le fluage d’un assemblage de particules, selon que les grains sont élastiques et les joints visqueux,
ou l'inverse. Le premier cas représente le mécanisme de fluage couramment admis pour le platre
pris.

Bien évidemment, une extension qui nous semble riche d’applications potentielles serait de
considérer des particules non plus sphériques, mais de forme ellipsoidales de révolution.

Terminons par une remarque importante sur notre utilisation abondante du schéma auto-
cohérent. Ce schéma est le mieux placé, parmi les schémas d’homogénéisation basés sur le ré-
sultat de I'inhomogénéité d’Eshelby, pour rendre compte de morphologies de type granulaire
ou polycristalline [132]. Son utilisation semble donc naturelle pour les matériaux auxquels nous
nous sommes intéressés, puisque, a une certaine échelle, la morphologie de ceux-ci est de nature
granulaire et désordonnée. Nous reconnaissons cependant avoir accordé une confiance a priori
(excessive ?7) & ce schéma, en 'emmenant sur des terrains pour lesquels il n’a pas été initialement
congu et pour lesquels il n’est pas habituellement utilisé. Ainsi, on peut se demander quel est
théoriquement le lien entre la forme des inhomogénéités employées dans des problémes d’Eshelby
pour estimer des déformations moyennes et la forme réelle des particules dont les matériaux sont
constitués. On sait en effet que le choix du rapport d’aspect de I'inhomogénéité dans le probléme
d’Eshelby concerne non seulement la forme des particules mais aussi leur distribution spatiale
[96]. Cependant, force est de constater que la forme sphérique n’est pas en accord avec l'expé-
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rience?, puisqu’on a pu mettre en évidence des compacts de C-s-H [39] de porosité de 1'ordre de
0.6 doués d’une élasticité isotrope correspondant & un module de Young de 3 GPa. .. Par ailleurs,
dés lors que 1'on exploite dans un schéma auto-cohérent des inhomogénéités de plusieurs formes
différentes, on sait bien que la symétrie majeure du tenseur de rigidité auto-cohérent obtenu n’est
plus nécessairement assurée. Nous nous sommes limités & vérifier numériquement la symétrie des
tenseurs de rigidité auto-cohérents obtenus dans les différentes applications envisagées ici. Malgré
les doutes légitimes que notre démarche peut soulever, la confiance accordée au schéma auto-
cohérent ne semble pas avoir été dégue par la confrontation tant avec I’expérimental qu’avec le
numérique. Pourtant, les raisons de ces quelques succeés, si le lecteur veut bien nous autoriser ce
terme, restent & clarifier.

2 Pour plus de détails & ce sujet, voir [110].
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Principales notations

|D|  volume ou aire du domaine D (volume ou surface)

A tenseur d’ordre 1
A tenseur d’ordre 2
A tenseur d’ordre 4

AN B produit vectoriel

Ty - 7o produit simplement contracté de deux tenseurs
T, : 75 produit doublement contracté de deux tenseurs
71 ® 7o produit tensoriel de deux tenseurs

1 tenseur identité d’ordre 2

tr A trace de A
A% déviateur de A, A% = A —1/3(tr A)1
Ay, « intensité » de la partie sphérique de A, A, = (tr A)/3

Ay «intensité » de la partie déviatorique de A, Ay = /A% : AdeY /2

I tenseur identité d’ordre 4, pour les tenseurs symétriques
I[:8 =5 ouS est un tenseur symétrique

J tenseur extrayant la partie sphérique d’un tenseur symétrique d’ordre 2
J=1/31®1
J:8=1/3(tr S)1 ou S est un tenseur symétrique

K tenseur extrayant la partie déviatorique d’un tenseur symétrique d’ordre 2
K=I-1J]

K : S8 = S ou S est un tenseur symétrique

A transposé d’'un tenseur d’ordre 2
71 inverse d’un tenseur d’ordre 2 ou 4

grad (A) gradient d'un tenseur d’ordre 1
div(A) divergence d'un tenseur d’ordre 2

2 domaine occupé par le VER (volume élémentaire représentatif)
J étant une phase particuliére du VER :

2; domaine occupé par la phase j au sein du VER
fj fraction volumique de la phase j dans le VER
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PRINCIPALES NOTATIONS

(a) ; moyenne spatiale de la grandeur a sur le domaine occupé par la phase j
C; tenseur de rigidité de la phase j
S; tenseur de souplesse de la phase j, S; = (ijl
si la phase j est isotrope, C; = 3k;J + 2u,;K :
k; module de compression de la phase j
p; module de cisaillement de la phase j
E; module de Young de la phase j
vj coefficient de Poisson de la phase j
avec les relations classiques :
b= g g = s By = gy = S
3(1 —2v5) 2(1+v;) 3k + p; 6k; + 2u;

§ vecteur déplacement

e tenseur de déformation linéarisé

o tenseur de contraintes
H(z) fonction d’Heaviside, H(z) =1si x > 0 et H( )=0siz<0
f*(p) transformée de Carson de la fonction f, f*(p) = f e PLf(t)

e/p rapport massique initial eau sur platre

notations habituelles de chimie du ciment :

¢ CaO
S Si02
H HQO
A  AlOg
F FGQO3

e/c rapport massique initial eau sur ciment
« degré d’hydratation :
quantité d’anhydre ayant réagi rapportée a la quantité initiale
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