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Introduction

Les transducteurs | automates avec sortie | et les relations ration-
nelles sont des concepts fondamentaux de la theorie des amates; on en
trouve les traces ces les premeres ¢k nitions du domaie (les machines de
Mealy et les machines de Moore). Un rble particulier est jole par la
famille des fonctions rationnelles, en raison de ses proggtremarquables.
Pour en citer trois, ambigue, £quentialie et cecidabilie sont des aspects
classiques de cette famille, exposes dans les ouvrages aaitdu sujet [4, 38].

En 1976, dans le contexte d'uneetude de la croissance de ladiaglie
des images, en fonction de la longueur des mots du domaine, eznberger
consicere la famille plus gererale des relations rationalles qui pour chaque
mot du domaine emettent au plusk mots, ai k est un entier >e; on les
appelle relationsk-valiees [44]. Autrement dit, le supremum des cardinalies
des images, ce que l'on appelle lzorme de la relation, est borre par une
constante. Depuis lors, les relations rationnelles de normerpee ont recu une
attention particulere en de di erents travaux, dont le but aet de gereraliser
certaines proprees des fonctions rationnelles. Pourtat, les dierences entre
les techniques mises en uvre et la di cule de quelques prewes conduisent
a la recessit d'une compehension plus approfondie de caa&mes proprees,
des liens existants entre elles et leurs algorithmes assoces.

Cette these est consaceea une pesentation uniforme, ceme sur I'objet
automate, d'un ensemble de proprees des relations de nore borree. Dans
ce sens, la repesentation des relations par des transductewgsles manipu-
lations de la structure de ces automates sont primordiaux damss preuves
par rapport aux raisonnements combinatoires portant sur lesrgphes des
relations ou a I'emploi de esultats issus d'un autre domaine Ainsi, nous
evitons de esoudre un probeme de cecisionvia une eductiona une autre
question, expedient duquel une proedure concete et la @amplexie sous-
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jacente peuvent s'awerer diciles de trouver, pour pegkrer la construction
d'une expasion d'automates (ou revétement, dans notre ternologie) met-
tant en lumere les rapports entre les calculs et lesetigettes des automates
enetude ; un algorithme et le calcul de sa complexie en damulent aiment.
De méme, la construction d'un automate ealisant une ogeraon entre une
rie rationnelle et un entier est cerivee de la mise en rekon des calculs
eussis d'un automate ealisant cette srie au lieu de I'apfication ieee d'un
esultat gereral, ce qui permet deviter l'introductio n d'une tour d'exponen-
tielles dans la taille du esultat. Il esta remarquer que l'nerét de cette
approche structurelle se ewle non seulementa travers deauveaux esul-
tats rendus possibles, mais aussi, et de faconegalement authigiue, dans de
nouvelleseclairages apporees sur des treoemes daetablis. Cet aspect est
eminemment illuste, par exemple, dans les preuves pesdres en [29].

Autre objectif que nous nous e orcons de poursuivre dans ce amoire
est la gereralisation de techniques connues et utilissesnedes probemes sur
les fonctions rationnelles, ce qui rajoutea la clare etaletablissement d'une
phylogenie entre les esultats. C'est le cas de la constructiopesente en [3]
pour cecider la fonctionnalie d'un transducteur, qui seraici gereralie pour
I'approche du probeme correspondant pour les relationk-valiees.

Deux aspects distincts (mais les) des relations de norme bemsont abor-
es dans ce nemoire. D'abord, on s'ineresseraa la structue de ces relations,
etude qui culminera avec une nethode pour cecomposer unelation k-vallee
dans une somme dk fonctions rationnelles. D'autre part, on cecrira,a l'aide
des mémes outis, des algorithmes pour cecider de lI'appan&nce d'une rela-
tion rationnellea la classe des relations de norme borree @our en cecider
lequivalence.

Le premier chapitre xe un minimum de concepts et notationsdans la
plupart classiques) sur les relations rationnelles, qui sont ressaires pour la
compehension des ceveloppements ulerieurs. Nous y pesgerons les struc-
tures algebriques utilisees dans ce nemoire, les autont@s sur un alphabet,a
multiplicie etetiquees sur un mono «de | parmi lesquels on trouve les trans-
ducteurs | et leurs repesentations matricielles. On y ce n iraegalement les
sous-classes des relations de norme borreekevaliees, qui font I'objet de
ce nemoire, et on en pesentera quelques exemples qui seroapris dans les
chapitresa venir. Ce premier chapitre, ainsi que I'orientaon gererale de ce
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nmemoire, prend part dans la ligree des ouvrages d'Eileniog [13], Berstel [4]
et Sakarovitch [38].

Le second chapitre se consacre aux revétements d'automatesj spnt
des morphismes permettant detablir une bijection entre Is calculs eussis de
deux automates. Typiquement, un revétement met en relatioon automate
et une expansion de celui sur laquelle une propret des cails eussis est
rendue explicite. Ceci permet d'isoler, avec I'extraction'dn sous-automate,
des sous-ensembles de calculs posedant certaines propeet La e nition
de reveétement d'automates est inspiee d'un concept analag de la treorie
de graphes doa Stallings [46]. Elle aet partiellementintroduite dans [18],
et uneetude plus compekte des proprees de ces morphises est faite en [37].
On ¢k nira dans ce chapitre un revétement d'automates cappek revétement
lexicographiqueconstruction qui seraa la base de la plupart des preuves fage
dans ce memoire. L'icee derrere ce revétement est la mis#'un ordre entre les
transitions de I'automate et puis d'un ordre lexicographige entre les calculs,
qui sont vus comme de mots sur les transitions.

Nous cecrirons des revétement lexicographiques pour legtamates boo-
kens, lesN-automates et les transducteurs temps eel. Pour les autortes
bookens, le revétement permettra de construire un automatnon ambigu,
equivalenta l'automate de cepart, et qui en est une immerson. Ce esultat a
etetablia l'aide d'un autre revetement dans [37]. Avec le reveétement lexi-
cographique d'unN-automate, ourevétement du paludier gloutor] terme
emprunte de [38], ai le paludier qui ecolte son sel dans lemarais salants
est une image pour l'operation de dierence entre une fm et un entier |
on obtiendra le esultat principal de ce chapitre. Ce revégment compte |,
pour chaque calcul eussi de l'automate, le nombre de calcuisii y sont plus
petits, information qui permet, moyennant un changement danles poids -
naux du reveétement, d'en tirer un sous-automate ealisant laierence entre
son comportement et un entiekk donre. Le premier travail etablissant que
la dierence entre une srie N-rationnelle et un entier est elle aussi une %rie
rationnelle remontea 1970 et est d0la Schtzenberger [42]; une autre preuve
aee pesenee en [39]. Dans les deux cas, une constructiode taille expo-
nentielle | par exemple, le treoeme de la transversale d'Eilenberg, ou le
revétement utiliee en [38] f. aussi [39]) | est appliqiee k fois, ce qui e-
sulte dans un automate dont le nombre detats est une tour d'gponentielles.
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Notre nmethode permet la construction d'un automate n'ayant @'un nombre
exponentiel detats sur le nombre detats de I'automate deckpart.

Le revétement lexicographique d'un transducteur est une modation
d'un autre revétement, lerevétement Avance ou RetardLe principe du der-
nier est d'attachera chaque calcul eussi du transducteur I'esemble dedglif-
Erences entre sa sortie et celles des calculs ayant la méme enteecieel'aide
de l'action Avance ou Retard introduite en [3] pour comparer les sorties le
long de paires de calculs d'un transducteur. Ce rev&temenept &tre in ni,
mais avec une troncature de ces dierences, on e nira aussi une famille
de revétements nis, indies par un entierN, qui repesentent seulement les
dierences dont la longueur est au plusN. Le reveétement Avance ou Re-
tard lexicographique sera appligte notamment dans la ceeoposition d'une
relation rationnelle k-vallee dans une somme dk fonctions rationnelles, ob-
jet du chapitre suivant, mais sera aussi utile pour les probensede decision
etudes dans le dernier chapitre. On estimeraa la n du chapitre le nombre
detats accessibles du reveétement tronqe lorsque appligwaux transducteurs
k-vales, premier pas dans I'estimation de la taille de la dsmmposition.

Le troiseme chapitre contient I'un des esultats principaux de ce nemoire,
la decomposition d'une relation rationnellek-vallee dans une somme dé&
fonctions rationnelles. Il est le point de cepart des liens dan veutetablir
entre ces deux classes de relations. L'existence d'une telleamposition a
et avanee par Schetzenberger en 1976 [44], dont la preuve n'est pas com-
pete. Vingt ans plus tard, A. Weber a epondu positivement la question,
dans ce qui est I'aboutissement de ses travaux sur les relationsreme bor-
ree [50]. La construction pesenee par Weber se base sur des mpulations
structurelles au moyen desquelles plusieurs informations avant les che-
mins eussis du transducteurk-valle de dcepart sont stoclkees dans lesetats
des transducteurs faisant partie de la cecomposition. La desption de ces
transducteurs est consicerablement longue, une partie de laglle s'appuie sur
une cecomposition peliminaire du transducteur dans un norbre exponentiel
de transducteurs non ambigus, esultat plus ancien aussia luiqur I'estima-
tion de bornes superieures pour la norme d'un transducteur efonction de
son nombre detats [49] (question qui n'est pas traiee dansenemoire). Le
calcul du nombre detats de la decomposition fait dans [50gst de I'ordre 2,
al P est un polyndme dans la taille du transducteur de cepart. La gestion
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de I'existence d'une cecomposition plus concise est alors pespar Weber.

Nous pesentons dans ce chapitre une decomposition qui s'apieularge-
ment sur les revétements pesenes dans le chapitre pecent. On commen-
cera par montrer qua partir d'un transducteur k-vale il est possible d'en
construire un nouveau qui lui estequivalent ekk-ambigu en entee (c'est-
a-dire, tout mot du domaine peut etre lu par au plusk calculs eussis du
transducteur). Ce dernier sera obtenu avec le revétement Avas ou Retard
lexicographique : on montreraa l'aide d'un lemme d'ierdion, gereralisation
d'une propree de l'action Avance ou Retardenonee dars [3], que pour un
certain N, le reveétement tronqe d'indice N contient un sous-transducteur
posedant les proprees cesiees. Ce lemme d'ieration apparat aussi dans
les travaux de Weber, mais sa place dans cette preuve semble&lierente,
puisque legalie entre les classes des relations rationresk-valies et celle des
relations qui peuvent étre ealies par un transducteuk-ambigu en entee
n'‘estetablie dans [50] qu'apes le treoeme de cecompaition.

Ensuite, on appliquera le revétement du paludier glouton sutautomate
d'entee sous-jacent de ce transducteuk-ambigu en entee. Cet automate
etant k-ambigu, le revétement contienkk automates non ambigus, et le mor-
phisme de ces automates sur permet de remonter des sorties vers leurs
transitions. Il en esulte k transducteurs non ambigus qui cecomposeri .

En ce qui concerne la complexie, la premere impression estuggn raison
de l'application de deux revétements, la taille du esultatnal ne saurait &tre
d'un ordre inkrieura une double exponentielle. Une analge ne des infor-
mations contenues dans les etats accessibles de ces revéias permettra
pourtant de montrer qu'une seule exponentielle est su sante.

Aussi dans [50], une variante de cette cecomposition est conjaete, |'ob-
jet en question etant la famille des relations rationnellesu le nombre de
longueurs distinctes dans les images est borre. Nous donnesame eponse
positivea cette question. On montrera en fait un esultat plus gereral :etant
donres un transducteur et un morphisme de monrdes libres dont la com-
pose est une relatiork-valie, il existe k relations rationnelles dont I'union
est equivalente au transducteur de cepart et qui composesvec le méme
morphisme esultent en des fonctions rationnelles. Notre pree commence
avec la cecomposition d'un transducteur ealisant la compe®. Ensuite, nous
montrons que les calculs eussis du transducteur de depart ngeuvent pas
eétre loins des transducteurs faisant partie de la dcecomposition constrg,
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ce qui permettra de I'enrichir avec ces calculs. Il en esultk transduc-
teurs dont la projection des calculs eussis sur le transductede cepart est
surjective, et un changement des sorties de leurs transition®rthe la de-
composition cesiee. On montrera que la taille de cette deomposition est
comparablea celle que nous avons obtenue pour un transductek-valle.

Ces constructions ontee pesentes en [41].

Ala nde ce chapitre, onetudiera, avec les mémes techni@s, I'ambigue
des relations de norme borree. Contrairement aux foncti@rationnelles, il
existent des relations de norme borree qui ne peuvent pagé@tealiees par un
transducteur non ambigu. On montrera que ce fait est lea I'mpossibilie de
cecomposer une relatiork-valte dans une somme dé& fonctions rationnelles
disjointes, et on verra que I'ambigee d'une relation rationnelle n'est pas une
propree decidable.

Le quatreme et dernier chapitre est cedea la cecidabilie de I'apparte-
nance d'un transducteur donrea la classe des transducteurs awrme borre,
eta la decidabilie de lequivalence pour les transducteurs k-valles.

En ce qui concerne l'appartenance, deux probemes en e et pesent, qui
en cepit de toute ressemblance, ne sont pasequivalents. Le pnér consiste
a cecider si un transducteur estk-vallte pour un entier k donre. Le cask =1,
c'esta-dire, cecider si un transducteur ealise une fonctbn, aee esolu par
Schutzenberger en 1975 [43], l'algorithme etant la \eri caton des images
d'un nombre ni (et exponentiel) de mots. Des algorithmes enamplexie
polynomiale ontee proposes par A. Weber et R. Klemm [51] & ensuite par
Beal et al. [3]. Que des algorithmes en complexie polynorale sont possibles
il est connu depuis 1983 méme pour le cas gereral (pour unquelconque),
esultat doa E. Gurari et O. Ibarra [23], dont la preuve suit pourtant une
approche enterement dierente. Alors que les preuves msenees dans [51]
et [3] se basent sur des constructions avec le transducteur, calke Gurari
et Ibarra est une eduction au probeme du vide pour une cedine classe
d'automatesa compteurs. Il en esulte que I'on peut calculeles complexi-
s exactes pour les deux premeres (ce qui est fait de fanoplus explicite
dans [3]), alors que dans la seconde le fait qu'on se ranmenea u autre uni-
vers ne laisse pas de pistes sur le dege du polyndbme sous-jacent. Lesdc
probeme est l'appartenance a la classe des relations de noenborree, ce
qui senonce de faconequivalente comme la cecidabilié de I'existence d'un



Introduction 17

entier k tel que le transducteur soitk-valte. Une eponse aet donree par

A. Weber en 1989 [47]. L'algorithme est la \eri cation d'une aracerisation

des transducteurs de norme borree en terme de certains metifle calculs,
similaire a celle donree pour lesN-automates borres par A. Mandel et |I.
Simon [31], et H. Seidl et A. Weber [52].

Lequivalence des relations rationnelles est incecidalel [16]. Lequivalence
pour les fonctions rationnelles est une consequence imnmetk de la cecida-
bilie de la fonctionnalie, mais le méme n'est pas vrai par k > 1. Deux
eponses sont connues pour le cas greral. La premere, @éa K. Culik et
J. Karkumeki [10], apparat dans le contexte d'une etude de la conjture
d'Ehrenfeucht et la complexie de la proedure sous-jacemt n'est pas ex-
plicite. Weber a monte en 1993, a l'aide d'une certaine dcomposition de
transducteurs, qu'une complexie de l'ordre d'une double gonentielle est
possible [49]. La question de I'existence d'une proedure dengplexie expo-
nentielle est resee ouverte.

Dans ce chapitre, on epondra aux trois probemes avec ddaschniques
foncees sur les deux chapitres peedents.

Notre algorithme pour dcecider si un transducteur esk-valie, pour un k
donre, gereralise celui de Beal et al. pour cecider la faactionnalie [3]. Ce
dernier consistea voir la propret dans le produit du care du transduc-
teur par l'action Avance ou Retard. Dans la méme veine, noudlens dans
un premier temps ereraliser cette action et faire apparéfe le fait que le
transducteur soitk valte ou pas dansT&*!| le produit du transducteur par
lui mémek + 1 fois. Contrairement au cas fonctionnel, ce produit peuttée
in ni, et le c ur de notre preuve est la description d'une valuation desetats
de Tk*! par des ensembles repesentant l'information contenue dares pro-
duit in ni. On montrera que ces ensembles peuvent &tre conslits de facon
e cace avec un parcours des composantes fortement connexesTd*?, et on
en donnera une expression exacte pour la complexie.

Notre preuve pour la cecidabilie de la nitude de la norme dun trans-
ducteur est similairea celle de Weber en ce que d'abord on dhit une carac-
erisation des transducteurs de norme borree et ensuite on nire comment
la tester. Notre caracerisation est en e etequivalentea cdle de Weber, mais
la facon dont elle seraenonee permet une preuve imnedta de la direction
la plus ctlicate avec le revétement Avance ou Retard et la cacerisation des
N-automates borres de Mandel et Simon. Ensuite, on montreramment de-
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tecter les motifs pesents dans la caracerisation avec lerpduit du cube du
transducteur par l'action Avance ou Retard. La complexie dela proedure
esultante semble etre similairea celle de Weber.

Les deux constructions peedentes ontee peseneesen [40].

Dans la dernere section de ce chapitre on alliera deux consttions pe-
senees dans ce nemoire pour montrer que lequivalence degeux transduc-
teurs k-valltes est cecidable en complexie exponentielle. Toutcomme on a
pu cecider si un transducteur T est k-vallte avec un parcours du produit
Tk on montrera comment cecider si le comportement d'un transdtteur
T est inclus dans celui d'un autre transducteui ° en appliquant le méme
algorithme sur un produit de transducteurs ties des cecompsitions deT et
TO Ce esultat a fait I'objet d'une communication pesente en [11].

En parlant d'ouvertures, un premier prolongement de ce traviaporterait
sur l'investigation des transducteurs sur les mots in nis. Le seelesultat
connu dans ce sens est la decidabilie de la fonctionnalipetablie par F.
Gire [20]. Il s'agit alors de savoir si les proprees des trasducteursk-valies
consiceees dans ce nemoire se conservent pour les transdeats sur les mots
in nis; la possibilie d'appliquer dans ce cas les techniquestructurelles que
nous avons pesenees fait aussi objet de question. Une seconagevconcerne
letude des extensions correspondantes pour les transductsw'arbre. Pour
les transducteurs d'arbrebottom-up le volet cdecidabilie  aet consice
par H. Seidl [45], mais la possibilie de cecomposer un transdteur d'arbre
k-valle reste ouverte; pour les transducteurg¢op-down seulement la fonc-
tionnalie a et etablie [15]. En revenant aux mots nis, ['application des
techniques pesentes dans ce nemoire pour letude desdnsducteurs ai le
nombre de longueurs distinctes dans les images est borre esvisageable.
Nous avons dit, une cecomposition de ces transducteurs est penee dans
le chapitre 3. Les esultats de cecidabilie connus sont dg a Weber [48],
mais des possibilies d'anelioration restent ouvertes; mdionnons que la
complexie de la proedure pesenke pour lequivalence sekve a une tour
d'exponentielles de hauteur exponentielle. Une autre questi concerne I'op-
timalie de nos complexies. Dans certains cas, le parange k, norme de la
relation (consickee comme une constante), appara’t dang dege d'un poly-
ndme faisant partie de I'expression de la complexie. Il restesavoir si cette

tependance de la dimension est intringeque. Finalement, mentionnons
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gue nous ne montrons pas si un transductel-valle peut étre cecompose
dans une somme dd transducteurs fonctionnels avec un nombr@olyno-
mial detats. ﬁ Notre cecomposition est optimale en ce que les transducteurs
construits sont non ambigus en supprimant cette restriction, il n'est pas
clair si une explosion exponentielle peut étreeviee.

1Question posee par D. Perrin lors d'un expose de l'auteur.
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Chapitre 1

Peliminaires

1.1 Ensembles, relations et matrices

On note Z et N, respectivement, les ensembles des entiers et celui des
entiers positifs.

L'ensemble videsera not ? . La cardinalie d'un ensembleX sera note
card (X). L'ensemble des sous-ensembles ¥esera noe P (X).

Le produit caresien de deux ensembles et B est I'ensembleA B des
paires @; b telles quea2 A etb2 B.

Une fonction partielle, ou simplementfonction, de A sur B est un sous-
ensemble

f A B
tel que, pour touta 2 A, si
(@b; (a2 f;
alors
b=t
Onecrit
f :Al B

pour dire quef est une fonction deA dansB.

L'imaged'uneement adeA parf estleement bdeB tel que (a;b 2 f,
si un telebment existe, ou est I'ensemble vide sinon. On note

af
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l'image dea par f .

Definition 1.1.1 (Relation) Unerelation deAa B estun sous-ensemble
deA B. On peut aussi voir une relation de facon plus dynamique comme
une fonction

Al P(B);

gui envoie chaqueekmenta de Aa lI'ensemble desekmentsb de B tels que
(a; b est une paire contenue dans la relation. 4

Comme pour les fonctions, onecrit
A! B

pour dire que est une relation deAa B.

En adoptant ce point de vu dynamique , on dira que I'ensemble des
paires qui ce nissent est songraphe

Toute relation setend additivementa une fonction

P(A)! P(B)
e nie par [
8X A X = a:
a2Xx

Le domainede estl'ensemble

dom =fa2A ja 6 ?qg:

Etant donrees deux relations
Al B; B! C;
leur compose ou la compositionde et , est la relation
Al C

e nie par
8a2 A a( )=(a):

Definition 1.1.2 (Norme) La norme d'une relaton : X ! Y estle
supremum des cardinalies des ensemblgs sur tous leseementsx de X .4
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La norme d'une relation peut etre nie ou in nie On dit dans le premier
cas que est unerelation de norme borree ou méme unerelation borree.

Definition 1.1.3 (Relation k-valu ee) Sik estune borne sugerieure pour
la norme d'une relation , c'esta-dire, I'image par de touteEment de X
contient au pluskekments, on dit que est unerelation k-valiee. 4

Remarquons que les fonctions sont les relations dont la norrast 1.

L'ensemble des fonctions d'un ensemb}e dans un ensemble&y est not
YX:

Une matrice m sur un ensembleK , indieee par des ensembleB et Q, est,
formellement, une fonction

m:P Q7!K:

On dit que P et I'ensemble dedignes Q celui descolonnes et P Q la
dimensiondem. SiP = Q, m est unematrice care de dimensionP.

Les paires p; 0 2 P Q sont appeks lescoordonreesde m. L'image d'une
paire (p;g 2 P Q par m est appeke lecoe cient de m dans la coordonree
(p; 9), ou encore dans la ligng et la colonneq, et est note

Mp:q-

Si Q = fqg est un singleton, nous dirons quen est un vecteur lignede
dimensionP et siP = fpg est un ensemble unitairem est unvecteur colonne
de dimensionQ. Nous dirons dans le premier cas que est I'ensemble des
coordonrees dem (au lieu deP f qg) et dans le second qu€ et I'ensemble
des coordonrees den.

Le coe cient dans la coordonreep d'un vecteur ligne ou colonnev est
noe
Vp:

L'ensemble des matrices de dimensidh Q sur K est noe

KP Q
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et ceux des vecteurs lignes et colonnes de dimensin dans les deux cas
(celui duguel on parleetant claire dans le contexte), comm

KX:

Pour tout p 2 P, la ligne p de m est le vecteur ligne donree par la res-
triction de ma fpg Q; la & nition correspondante s'applique aux colonnes
dem.

I I

1.2 Structures algbriques

Mono «des et morphismes

Un semigroupeest un ensembléM muni d'une operation associative y; ,
ou simplement (qui peut eétre omis dans lecriture d'un produit de deux
ebments, c'esta-dire, mn et m n sont synonymes). On peut aussi noter ce
semigroupe commeN]; ).

Si y a une identie 1y (ou méme 1, si le contexte le permet), alorsl
est un monode.

On peutetendre l'operation de M aux sous-ensembles dd ,
8X;¥Y M X Y=fx yjx2X;y2Yg

ce qui fait deP (M) un semigroupe, et un monale siM I'est (I'identieetant
le singletonf 1y g).

SoientM et N deux semigroupes. Umorphisme (de semigroupes) dé/
dansN est une fonction' : M ! N compatible avec la structure :

8m;n 2 M (myn) =m yn-:

SiM et N sont deux monedes, on dit que' est unmorphisme de monales
si de plus
Iv' =1y:
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Le semigroupe libreengende par un ensemblé\, ou alphabet est I'en-
semble noe A* des suites deements deA avec l'operation de concatnation
de suites. En y rajoutant la suite vide on obtient lenonede libre engende
par A, noe A . Lesekments de A sont appekslettres, les suites de lettres
sont aussi appekanots, et la suite vide, noee 1, , le mot vide.

La longueur d'un mot u 2 A est noee juj. Dans toute factorisation
u= Xy, on dit que x est unpe xe ety un suxe deu.

Soit  un ordre sur l'alphabetA. L'ordre lexicographiqueesngende par
aussi noe , est l'ordre total sur A de ni comme suit : pour tout u;v2 A ,
on pose quas V sSi, et seulement si, soitl est un pe xe de v, soit un peut
factoriser

u=wau”® v=wb/® ab2A

avec

Semi-anneaux

Un semi-anneauest un ensembl& muni de deux opgerations, + et (que
I'on peut appeler sa somme et sa multiplication) qui satisfont :

a) l'operation + est associative, commutative et a une identé Ox (ou sim-
plement 0) ;

b) l'operation est associative et a une identie } ;
c) la multiplication distribue sur I'additiona gauche eta d roite,

8a;b;c2 K a(b+ ¢) = ab+ ac; (b+ c)a= ba+ ca
d) Ok est un zro pour l'ogeration , c'esta-dire,
8a?2 K Ok a=a 0Ok =0«:

La dernéere condition ne cecoule pas des autres.

Par exemple, lesemi-anneau booken B, est I'ensemblef0;1g dont la
somme et la multiplication peuvent étre vues comme les loisou et et ,
respectivement ; autrement dit, la somme satisfait 1+1 = 1. Un aue exemple
de semi-anneau est I'ensemble des entiers positif6; 1; : : :g, muni de I'addi-
tion et de la multiplication, et que I'on note N.
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SoientK et L des semi-anneaux. Umorphisme (de semi-anneaux) d&
a L est une fonction' : K ! L qui est un morphisme de mondesa la fois
pour les deux operations deK et L.

K-sous-ensembles et sries formelles

Soient X un ensemble etk un semi-anneau. UrK -sous-ensemblale X
est une fonction
X1 K:

On peut voir un K-sous-ensemble comme une somme formelle in nie de
mondmes dont les variables sont lesekments d€ . De telles sommes sont
ce que I'on appelle uneerie (formelle) sur X a coe cients, ou multiplicies,
dansK. On note

KhiXii

I'ensemble des sries suX a coe cients dans K.

Si X est un monede, KhiXii est un semi-anneau muni de la somme
classique de series et du produit de Cauchy.

On utilise la notation fonctionnelle xs pour retrouver la multiplicie
d'unekment x 2 X danss.

Le supportd'une sries2 KhiXii estl'ensemble, noesupp sdeseements
de X dont les multiplicies sont distinctes de (.

Un polyndbme est une srie formelle dont le support est ni, ou, de facon
equivalente, est une somme nie de monémes. L'ensemble desydimes sur
X est noe

KhXi:

I T

1.3 Relations rationnelles

A la base de la theorie des automates on rencontre le treame de Kleene,
quietablit legalie entre deux familles de sous-ensemble d'un monaede libre
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A (pour A ni) : les rationnels, que I'on note RatA , et les reconnaissables,
que I'on note Re® . Les reconnaissables sont les langages reconnus par un
automate ceterministe ni (ou une action de A sur un ensemble ni, ou

un morphisme deA dans un ensemble ni). Les rationnels sont ceux qui
peuvent étre e nisa partir des ensembles nis de mots ave les operation
dite rationnelles :

Th eor eme 1.3.1 (Kleene) Pour tout alphabet ni A, RatA = RecA .

Une cereralisation abstraite de ces familles pour un morde quelconque
aee envisagee par S. Eilenberg [12]. On va ici s'ineresseseulementa celle
des rationnels, qui est recessaire pour la ¢ nition de relatn rationnelle.
Mentionnons que legalie entre les rationnels et les reannaissables n'est pas
vrai pour n'importe quel monede.

Definition 1.3.1 (Ensembles rationnels) Les operations rationnels sur
les sous-ensembles d'un mowe M sont l'union, le produit d'ensembles, et
letoile, [
X" = X", X =X"[f Iyg:

n>0
La famille dessous-ensembles rationnelde M , noee Rat M, est la fermeture
des ensembles nis par ces operations. 4

Etant donres deux monadesM et N, le produit caresien M N est un
monode avec l'operation

g8(m;n); (m%n%2M N (m;n) v n (M%) =(m y m%n y n9:

Definition 1.3.2 (Relation rationnelle) On dit qu'une relation d'un
monaede M a un monoede N est unerelation rationnelle si son graphe est un
sous-ensemble rationnel du mosae produit M N. 4

La premereetude sysematique des relations rationnells est duea Elgot
et Mezei [14], quietablissent, entre autres, leur fermeturegy composition :

Th eor eme 1.3.2 (Elgot et Mezei 1965) SoientA un alphabetM etN
des monedes, et :M! A et :A ! N deux relations rationnelles. La
compoee M ! N estaussi une relation rationnelle.
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Plusieurs classes de relations rationnelles ontet depuisrigement etu-
dees; parmi les ouvrages consaces (inegralement ou grartie) au sujet, on
peut citer [13, 4, 38]. On rencontrera en passant une de ces classes, celle
des relations ceterministes, dans le chapitre suivant.

On note Rat, (A B ) la famille des relations rationnelles de norme
borree sur des monales libresA et B . Pour chaque entier positifk, on note
Raty (A B ) celle des relationk-valiees. En particulier, Rat,y (A B )
pour k = 1 est la famille desfonctions rationnelles Ces deux familles font
'objet detude de ce nemoire.

I I

1.4 Graphes

Un graphe (oriene) est une couple Q;E) ar Q est un ensemble ( ni ou
in ni) dont chaque eement est appek un sommetde G et E est un sous-
ensemble d&) Q ai chaqueekment est appek un arc de G.

Un arc e dans G d'un sommetpa un sommet q est noee
e:g qQ:
Si on veut de plus souligner que appartienta G, on peut aussiecrire
e:pd o q:
Un chemin dans G est une suite d'arcs consecutifs,
Cipd  Priiipn 2! Pn:
Comme pour les transitions, onecrit
cipd _ o (1.1)

pour dire quec est un chemin deppa ¢ dansG. Cette notation esta la fois
unenonc : (1.1) est synonyme de il existe un cheminc dansGdeppa @
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On dit qu'un sommet q est accessiblea partir d'un sommep s'il existe
un chemin depa g. Dans ce cas on dit aussi qup est co-accessible a.

La longueur de c est l'entier
idg=n:

Sonorigine et sonextemie sont, respectivement, les sommets, et p,.

On trouvera des explications cetailees sur ces conceptdassiques (et
d'autres comme celui de composantes fortement connexes, quiasetilise
au chapitre/4) dans de nombreuses ouvrages d'algorithmiquetkeorie des
graphes €f. [9] pour une source moderne).

I T

1.5 Automates

Plusieurs types d'automates serontetudes dans ce nmemoire : les au-
tomates sur un alphabet, les automates sur un moste, lesK -automates et
les transducteurs (qui sont des automates sur un mowe). Dans tous les
cas, l'objet automate est ungrapheetiquet.

Commercons avec les ¢ nitions les plus simples.

Definition 1.5.1 (Automate sur un alphabet) Un automate sur un
alphabet A est un quintuplet hQ; A;E;I; T i an Q est un ensemble dont les
ebments sont appeksetats, E est un ensemble d'arcsetiquees paA, appeks
transitions, | et T sont des sous-ensembles @edesetats initiaux et naux,
respectivement. 4

On voita la gure 1.1 lune repesentation habituelle d'un automate. Les
etats initiaux et naux sont cesigres respectivement par des eches en-
trantes et sortantes sur lesetats.

Les chemin dans un automate sont ¢ nis de la m&éme facon quaour les
graphes. De plus, ils ont unetiquette : le mot donre par la concatnation
desetiquettes des transitions qui forment le chemin.
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Fig. 1.1 { Un automate, not B, sur l'alphabetf a; kg.

On dit qu'unetat q est accessibles'il existe un chemin dans l'automate
d'unetat initiala @, et co-accessibles'il existe un chemin dega unetat nal.
Letat est utile s'il esta la fois accessible et co-accessible.

Un automate A estaccessiblesi tous sesetats sont accessiblesp-accessible
Si sesetats sont co-accessibles,ashonce s'il est accessible et co-accessible.

On dit qu'un chemin dansA est eussi ou est uncalcul s'il commence
dans unetat initial et termine dans unetat nal. Le comportementde A,
nok jAjj, est le sous-ensemble d& desetiquettes des chemins eussis :

n o]

jAi= u2A H:tHZHtZT

Par exemple, le comportement de l'automat8&, ( gure 1.1) est I'ensemble
jBij= A bA:

La notion de grapheetiquet permet de consicerer des gamalisations de
ces automates classiques, dans lesquelles les transitions sontetiquees par
desekments d'un monede quelconqu

Definition 1.5.2 (Automate sur un mono *de) SoitM un monade. Un
automate sur M est un quintuplet hQ; M;E;I; T i @ Q est un ensemble
detats, E est un ensemble de transitionsetiquees paM, | et T sont des
sous-ensembles d@ desetats initiaux et naux, respectivement. 4

Toutes les e nitions faites pour les automates sur un alphaet s'ap-
pliquent aux automates sur un monale. En particulier, letiquette d'un che-
min dans un automate suM est unekment de M (ce ni comme le produit

1Ce sont lesautomates gereraliss en [13].
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desetiquettes des transitions qui constituent le chemin) ete comportement
d'un tel automate est donc un sous-ensemble d¢. Une des raisons pour
lesquelles ces automates sont ineressants est le fait bien carsuivante :

Proposition 1.5.1  Un sous-ensemble d® est rationnel si, et seulement
si, il est le comportement d'un automate ni surM.

On dit que deux automates (sur un alphabet ou un momde) sontequi-
valents si leurs comportements eacident.

On dit qu'un rationnel est non ambigu s'il peut &tre construit aec I'ap-
plication d'un nombre ni d'ogerations rationnelles non ambigues. Une autre
manere de ¢ nir ce concept esta travers des automates no ambigus :

Definition 1.5.3 (Automate non ambigu) On dit qu'un automate A
sur un monede M estnon ambigusi pour chaqueekement deM , il existe au
plus un chemin eussi deA etiquee par ceteement. 4

Definition 1.5.4 (Rationnel non ambigu) On dit qu'un sous-ensemble
rationnel d'un monode M estnon ambigus'il est le comportement d'un au-
tomate non ambigu. Sinon (si aucun automate non ambigu ne pee@liser
cet ensemble) ont dit qu'il estintrineequement ambigu 4

I T

1.6 K-automates

Si au lieu de reconnatre des mots on veut y associer une inf@aton sur
les calculs | le nombre de calculs lisant chaque mot, par exen@ | on se
raneneraa letude des automatesa multiplicie.

On peut voir ces automates comme des graphesetiquees pdes ries
sur un monede. On veut par contreeviter les di cules poses par cette ce-
nition tes gererale (par exemple, le cas d'automates cont le comportement
n'‘est pas c ni). On s'ineressera alors seulement aux automas dont les
transitions sontetiquees par des monémes dont le supportst une lettre.
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Definition 1.6.1  Soit A un alphabet. Un automatea multiplicie dans un
semi-annealk, ou K-automate (sur A), est un quadrupletA = hQ;E;I;T i
al : Q est un ensemble detats, aussi appek la@imension de A ; E est une
matrice de dimensionQ Q sur K”, la matrice de transitionsde A ;| et T
sont des vecteurs de dimensio® sur K, le premieretant un vecteur ligne
appek vecteur initial et le second un vecteur colonne appetecteur nal.4

La multiplicie initiale d'unetat g est le coe cient dans la coordonreeq
de |, sa multiplicie nale est le coe cient dans la coordonree qdeT.

Dans cette e nition, E n'est pas un ensemble de transitions; mais on
peut quand-méme voir les automatesa multiplicie commedes grapheseti-
quees : pour chaque paire detatsp et g, le coe cient E,q, fonction de
l'alphabet A dans le semi-anneal, repesente I'ensemble des transitions de
letat pa letat g. Nous dirons ainsi queA contient une transition

e:p!™ g (12K;a2A)
si, et seulement si,

On dit que | est la multiplicie de e, que la lettre a est sonsupport, et
le monbmela est soretiquette. Remarquons que, selon cette ¢ nition, pour
chaquep et g et chaque lettrea il existe un plus une transition depa q dont
le support esta.

Exemple 1.6.1 Le quadruplet suivant repesente unN-automate sur l'al-
phabetA = fa; g :

p-a athb b (1 OV
fp;g;A; 0  2a+2b ;(10);(10)
Cet automate est illuste sur la gure 1.2. 4
Comme avant, onecrit
e: p!'/il q

pour dire quee est une transition deA, ou, de faconequivalente, queE = |
etl 6 Ok.
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(P)
9
b

Fig. 1.2 { Un N-automate, not cesormaisG,.

Un chemin dansA est une suite de transitions

Priiipe o "

A A

l1a1

C:po!

On ce nitla multiplicie , le support et letiquette dec, respectivement, comme
suit :

hah = 11000, aL:llan. [(©=(ly::: 1) (a1 ay):

On dit qu'unetat g de A est initial si sa multiplicie initiale n'est pas
nulle, de méme on dit queg est nal si sa multiplicie nale n'est pas nulle.
Ceci permet de e nir lesetats accessibles, co-accessibleswgiles de A.

Un calcul dans unK-automate A est un chemin dans lequel la multiplicie
initiale de son origine et la multiplicie nale de son extemit sont consice-
ees. Ainsi, la multiplicie d'un calcul est le produit de ces nultiplicies par
la multiplicie de letiquette.

Le comportementde A est une rigjAjj 2 KhA i ai la multiplicie d'un
mot u 2 A est la somme des multiplicies des calculs dont le support est
Les K-automates ealisent exactement les sries rationnellgsou celles qui
peuvent &tre construites avec des expressions rationnelesnultiplicie. La
passage d'un objeta l'autre, automate et expression, est un pasnidamental
pouretablir le treoeme de Kleene-Schutzenberger ¢f. treoeme 1.8.1).

On dit qu'un N-automate est borre si les multiplicies de son comporte-
ment sont plus petites qu'une constante »e.

On peut aussi ¢k nir le comportement deA a l'aide le letoile de la matrice
de transitions E,a cause du rapport entre les puissances de cette matrice et
les chemins deA :
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Proposition 1.6.1  SoientA un K-automate etE sa matrice de transitions.
Pour tout n > 0O, pour tout p;q2 Q, EJ, est la somme des etiquettes des
chemins depa g de longueurn dansA.

La famille
E%ELE?:
est localement nie, et on peut & nir
X
E = E'

La proposition/1.6.1 permet ainsi detablir que le comporterant de A est la
Lrie
IE T:

Exemple 1.6.2 L'automate G repesenta la gure 1.2 calcule la valeur
binaire de tout mot dansA en consiceranta comme 0 etb comme 1.

L'automate B; illuste sur la gure 1.1 peut &tre aussi vu comme unN-
automate, al les multiplicies des transitions, etats initiaux etetats naux
sontegalesa 1. La multiplicie d'un mot dans la srie e alise par cet auto-
mate est le nombre d'occurrences de la lettt@dans ce mot. 4

Le support d'un K-automate A est l'automate sur l'alphabet A ai on
oublie les multiplicies. Ses etats initiaux et naux sont ceux dont les
multiplicies initiales et nales, respectivement, ne sont f@as nulles.

I I

1.7 Transducteurs

Les transducteurs sont des automates avec sortie .

En toute gereralie, un transducteur est un automate sur un monoede
produit. Un transducteur sur un produit de monedes libres est donc un
grapheetiquet par des couples de mots, qui peut étre aussuxcomme une
machine de Turinga deux bandes ai la lecture dans chaque bde se fait
avec un ceplacement obligatoire de la téte vers la droite.



1.7 Transducteurs 35

Definition 1.7.1 (Transducteur) Soient M et N deux monedes. Un
transducteur surM et N et un automate sur le monale produit M N :
hQ;M N;E;I; T i. On petrera la notation hQ; M;N;E;I;T i. 4

Toute transition (et tout chemin) d'un transducteur estetiquete par un
couple (m;n) dansM N. On note une telle transition

e:p™ g
™"

On dit que m est I'entee de e et n sasortie. Si T est un transducteur sur
un produit de monades libres, on peut dire qu'un cheminetiquet parujv
lit le mot u.

Le comportement deT est une relation
jTj:M ! N:

Il vient de la proposition/1.5.1 qu'une relation deM sur N est rationnelle si,
et seulement, elle est le comportement d'un transducteur sit N .

L'automate d'entee sous-jacentde T est l'automate surM obtenu en
e acant les sorties des transitions.

L'image d'unekment du domaine par T peut étre un ensemble ni ou
in ni. On ne va consicerer que des sorties nies; on dit dans ceas que le
transducteur estd'image nie. Et comme pour les relations, on peut ¢ nir
la norme d'un transducteur :

D efinition 1.7.2 (Norme) La norme d'un transducteur est ce nie comme
la norme de son comportement. 4

D efinition 1.7.3 (Transducteur k-valu e) On dit qu'un transducteur
est k-valle, pour un entier positif k, si son comportement est une relation
k-valiee. 4

En particulier, on dit qu'un transducteur est fonctionnel si son compor-
tement est une fonction rationnelle.

On dit qu'un transducteur estborre s'il ealise une relation dont la norme
est borree, c'esta-dire, si son comportement appartienta Rt, (A B ).
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On va s'ineresser seulement aux transducteurs (d'image nie) suun
produit A B de monedes libres. De plus, on ne va consicerer que des
transducteurs dont les entees des transitions sont des leds. En raison du
treoeme de Kleene-Schitzenberger €f. theoeme 1.8.1), ceci ne pose aucun
probeme de gereralie, sauf en ce que l'image du mot videpar la relation
ealiee est forcement soit 'ensemble vide, soit le singletohls g. En e et,
ces transducteurs sont un cas particulier des transducteurstemps eel
K-automates al K est le semi-anneau des rationnels d& (et dont toutes
les multiplicies sont des singletonsﬁ Onnote T = hQ;A;B ;E;I;T i un
tel transducteur.

On dit qu'un transducteur est k-ambigu en enteesi la rie ealise par
son automate d'entee sous-jacent est borree pak; de facon equivalente,
pour chaque mot du domaine, il existe au pluk chemins eussis lisant ce
mot dans le transducteur.

On voita la gure 1.3 quatre exemples de transducteurs.

I T

2lls sont aussi les automates appeksiondeterministic generalised sequential machine
dans quelques etrences.
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bj 15 ajc ajlg bjc

ijlB () ajc bajts () bic Q_»
A\ A\ A\

(& Un transducteur 2-valle dont l'automate d'en-
tee est 2-ambigu. Son comportement est la relation

8i:j> 0 ab7 d;d

ajc ajc bjc
aj aj
Zﬁ:@ bj 1o
bjc
(b) Un transducteur 2-valle dont (c) Autre transducteur 2-valie dont
lautomate d'entee n'est pas d'am- 'automate d'entee n'est pas d'am-
biguie borree. Il ealise la relation biguie borree. Il ealise la relation
( 8
f1 n=0 jul 2b
gn 0 a7 89 g%
;" n>0 8u2A u?!gfd“l;d”“lg u2 A aA
- ? sinon
ajc
aj

5 7

(d) Un transducteur qui n'est pas
borre. Son comportement est la relation

8n 0 a"7! ajn i 2n

Fig. 1.3 { Quatre transducteurs surA B a1 A=fa;lg,B =1fcg .
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1.8 Repesentations lireaires

Une repesentation lireaire de dimensionQ est un triplet (; ; ) a
et sont, respectivement, un vecteur ligne et un vecteur coloarde dimension
Q surK, et est un morphisme

Al KRS
La wrie eali®e par (; ; ), s2 KhiA ii, est c& nie par

8u?2 A us= u

On dit qu'une srie est reconnaissablesi elle est peut étre ealisee par
une repesentation lireaire. Le threoeme de Kleene se geralise de fecon
remarquable pour les ries :

Th eor eme 1.8.1 (Kleene-Sch wtzenberger)  Un srie est rationnelle si,
et seulement si, elle est reconnaissable.

Les K-automates et les repesentations lireaires sont essentiethent les
mémes objets. En e et, etant donre un K-automate A = hQ;E;I;T i, le
morphisme :A ! K@ ¢ nipar

8p;q2Q 8az2A a pgq = aEpgq

est tel que
8u2A yAj=1 u T:
Donc, A estequivalenta la ®rie ealiee par la repesentation lireaire (1; ;T );
on dit que est lemorphisme assocea A. Remarquons que
8p;q2Q 8u2A U pgq = UEg:
C'esta-dire, u ,4 est la somme des multiplicies des chemins dea geti-
quees par u.

La méme discussion peut &tre faite pour les automates sur un agbet,
si on les voit comme des automates sur le semi-anneau bootn

I T



Chapitre 2

Le revétement lexicographique

En 1998, Sakarovitch a monte comment une construction dug Schutzen-
berger permet detablir deux esultats fondamentaux de latreorie des rela-
tions rationnelles : le treoeme d'uniformisation rationnelle et le theoeme de
decomposition des fonctions rationnelles en des fonctiossquentielles [37].

Le cadre dans lequel cette construction est pesente est celile revéte-
ment d'automates, morphisme qui induit une bijection entre lg calculs eussis
d'un automate et de son image morphique. Un aspect de cette pesation
est de mettre en relief la technique en soi et son potentiel faaedierents
probemes. L'utilisation de morphismes d'automates est, en &t, implicite
en plusieurs preuves de la treorie des automates. Mentionreiiuniformi-
sation des relations rationnelles deterministes etablie @ar H. Johnson [26],
dont la preuve cache la construction d'un revétement pour $etransducteurs
ceterministes (comme on aura I'occasion de voir dans ce chap).

Le e nition de reveétement d'automates, inspie d'un concept similaire
pour les graphes doa Stallings [46], aet partiellemenintroduite par Frougny
et Sakarovitch pour letude des relations rationnelles sychronises [17, 18].
Une cereralisation a multiplicies a et introduite dans [39] pour la
construction d'un automate ealisant la dierence entre une rie rationnelle
et un entier. La construction de Schitzenberger cecrite dans [37] sous le
nom de revétement de Schtzenberger aet employe dans [34] pour la
construction d'une uniformisation pour les relations deteministes, et aussi
dans les probemesetudes dans [39].
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Ce chapitre pesente une technique pour construire des rde@nents que
nous appelons, de facon gereralerevétement lexicographiquel'ordre lexi-
cographique en guestion est mis sur les calculs de l'automatel gont vus
comme des mots sur I'ensemble de transitions. On illustre ci-dessaun ordre

entre quatre calculs de l'automateB; (cf. gure 1.1), engende par l'ordre
partiel sur les transitions sortantes dep etiqueees par b ai la transition
pointilee est la plus grande.

b ® b ® b @...P....,@
®—L @2 b
aCEDD o000
T @®-2--(@ @ @

Le principe du revétement lexicographique est d'attacheax chaque calcul
de l'automate une information sur les calculs plus petits. Ctg information
permettra d'extraire du revétement un sous-automate dont fecalculs eussis
possdent une certaine propree leea l'ordre lexicographique ; par exemple,
la propree d'&tre un calcul minimal. Ci-dessous, on voita droite un revéte-
ment deB; ai la suppression de letat nala droite fournit un sous-automate
dont les calculs eussis se projettent sur les calculs eussis mmaux de B;.

céob a— d&b_@

bi

a(:(?:)b ao?i)b

De tels sous-automates sont les objets principaux permettane@blir
les esultats de ce chapitre. En un sens, les reveétements leagraphiques
cereralisent la construction de Johnson en [26], ai I'ordreentre les transitions
est induit par un ordre lexicographique mis dans l'alphabetealsortie.

Les deux premeres sections sont un rappel des & nitions devétements,
K-revétements et de produit d'un automate par une action, qu l'on peut
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consulter aussi dans [37, 3, 38]. On y ¢k nira le revétement dechutzenberger
et on cecrira une application de ce revétement faite dan87], la construction
d'une immersion non ambige etequivalente pour un automate booken. On
etudiera aussi un reveétement pour lesN-automates qui permettra une ope-
ration de restriction pour les riesN-rationnelles. Les ¢ nitions contenues
dans ces sections seront largement utiliees dans les suiant

La section 2.3 introduit une modi cation dans le concept de mduit d'un
automate par une action, que nous appelons gauchissement d'produit
d'un automate par une action. L'icee est de rajouter dans chgue transition
du produit une information qui cepend, en plus de l'action,de la transition
projekee sur I'automate de cepart. Cette notion est la base por la ¢ nition
de reveétement lexicographique. On verra aussi que la consttion de Johnson
est un produit d'un transducteur ceterministe par une action guchie.

Les deux derneres sections sont cedees a la ce nition de reveétements
lexicographiques pour trois types d'automates, les autoned bookens, les
N-automates et les transducteurs temps eel. Avec celui poue$ automates
bookens, on obtiendra une construction d'une immersion nonmaigue sur
un automate booken. Le reve&tement lexicographique d'ui-automate per-
mettra de montrer le esultat principal de ce chapitre : la derence entre le
comportement d'unN-automate A et un entier positif k peut étre ealiee par
un N-automate dont le nombre détats est borre par une exponeimtlle dans
le nombre detats de A. Que cette operation peut étre ealiee par un auto-
mate il est connu ces 1970 [42]; une autre cemonstration, aede revétement
de Schutzenberger, est pesente dans [39]. Pourtant, ces preuwsont bases
sur lieration, k fois, d'une construction de taille exponentielle, et I'exis-
tence d'un automate plus concis est conjectue dans [39]. Gnontrera aussi,
avec le méme revétement, une operation de division d'unere N-rationnelle
par un entier, etablie, avec une autre construction, par Egnberg dans son
traie [13]. Finalement, la ce nition du reveétement lex icographique pour les
transducteurs temps eel se base sur une action introduit dan8][qui me-
sure la dierence entre des paires de mots, Action Avance ou Retard Ce
revétement, que nous appelons le revétement Avance ou Retapermettra
d'attachera chaque calcul du transducteur les dierencesentre sa sortie et
celles des calculs plus petits. Il sera utilie dans le chapat suivant pour la
construction d'une cecomposition d'une relation rationnde k-valiee, et I'ac-
tion Avance ou Retard sera encore une fois utile dans le chagitd, ou elle
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sera cereraliee et appliquee en des probemes de desion pour les transduc-
teurs. On feraa la n de cette section un calcul du nombre déats accessibles
du revétement Avance ou Retard qui sera utile dans les calcule complexie
pour le treoeme de cecomposition.

I T

2.1 Revétements et K-revétements

Cette section est cedeea ck nir le concept de revétemen d'automates,
introduit par Jacques Sakarovitch en 1998 [37], et son analog pour les
automates a multiplicie, les K-revétements, cevelope dans [39, 38]. Nous
suivons de pes ces trois ekrences.

2.1.1 Morphismes

Fixons deux automates sur un morde M, A = hQ;M;E;I;T i et
B = hR;M;F;J;U i.

Definition 2.1.1 (Morphisme d'automates) Un morphisme d'automates
de B dansA est une application

':R! Q

qui induit une application, aussi noee' , de F dansE qui respecte leseti-
quettes,

et qui satisfait

Un exemple est illuste sur la gure(2.1.

La fonction' sktend naturellement aux chemins deB : tout chemin

| miq Mi+1

. ma
C: Po:

Priiipn 1! Pn (oi!

5 5 pis1 2 F; pour O i<n)
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Fig. 2.1 { Un morphisme d'un automateB, a droite, sur un automate A,
ck ni par la projection horizontale.

se projette sur un chemin dé\, noe c'
¢ (P )T (P )P T (')

De la mise en relation entre les calculs eussis deet A induite par' on
a une propree globale entre les comportements de ces ahates :

Proposition 2.1.1 Si' : B! A , alors tout calcul eussi deB se projette
sur un calcul eussi deA, et on ajBj | jAjj.

2.1.2 Revétements

Un reveétement est un morphisme particulier ai certaines resittions lo-
cales sont respecees.

Definition 2.1.2  On dit que le morphisme' estglobalement surjectifsi "
est une fonction surjective deRa Q.

Il est localement surjectif si la restriction de' a chaque bouquet de tran-
sitions sortante@ de B est une fonction surjective, si toutetat initial de A est
I'image d'au moins unetat initial de B, et si toutetat de B qui se projette
sur unetat nal de A est aussi nal.

IPour chaqueetat p d'un automate, son bouquet de transitions sortantes est I'ensemble
des transitions dont l'origine est p.
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Il est localement injectif si la restriction de' a chaque bouquet de tran-
sitions sortantes deB est une fonction injective, et si toutetat initial de A
est I'image d'au plus unetat initial de B.

Pareillement, on peut ce nir les proprees duales localement co-surjectif
et localement co-injectifa partir des transposes de ces automates. 4

On dit que l'automate B est un quotient de A si' est globalement et
localement surjectif.

Definition 2.1.3 (Rev  etement) Un morphisme' :B! A est unreve-
tement s'il est esta la fois localement bijectif et globalement surjei. On
peut aussi dire queB est un revétement deA. 4

Autrement dit, ' est un reveétement si, et seulement si,

a) pour chaqueetat initial i de A, il existe un uniqueetat initial de B qui se
projette suri;

b) toutetat de B qui se projette sur unetat nal de A est nal;

c) ' induit une bijection entre les bouquets sortants desetats@B et ceux
de leurs projections.

Le morphisme illuste sur la gure 2.1 n'est pas un revétement aucun
etat de B ne respecte la bijectivie entre les bouquets sortants. Un ret@ment
est illuste sur la gure 2.2.

Fig. 2.2 { A droite, un reveétement (ck ni par la projection hori zontale) de
'automate dessirea gauche.

Une des raisons pour lesquelles les reveétements sont ineressagst la
suivante :
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Proposition 2.1.2  Un revétementB ! A induit une bijection entre les
calculs eussis deA et B, et alors A et B sontequivalents.

2.1.3 K-revétements

Lorsqu'on passe aux automatesa multiplicie, I'existence dine bijection
entre les calculs eussis de deux automates n'implique plusgalie de leurs
comportements. Il est quand méme possible d'adapter la notiore devéte-
ment de facon colerente pour ces automates. Intuitivementla propret a
respecter est legalie entre la somme des multiplicies de calculs qui se pro-
jettent sur un méme calculc, et la multiplicie de c.

On pose queA = hQ;E;I; T i et B = hR;F;J;U i sont deux automates
a multiplicie dans un semi-anneau K.

Definition 2.1.4 (  K-rev étement) SoitA = hQ;E;I;T i unK-automate.
Un K-revetementde A est unK-automateB = hR; F; J; U i pour lequel existe
une fonction surjective

":R! Q
qui satisfait
X
8p2Q lp = Jq et 892 R Ug= Ty :

Q@p 1

X
8p;q2Q 8r2p '  Epg= Frs

s2q' 1 4

Autrement dit, la fonction ' fait de B un K-reveétement deA si

a) pour chaqueetatp de A, la somme des multiplicies initiales desetats de
B qui se projettent surp estegalea la multiplicie initiale de p;

b) pour toutetat p de B, la multiplicie nale de p estegalea la multiplicie
nale de letat p' deA;

C) pour toute transition e: p! 2 g de A et toutetat r de B qui se projette
sur p, la somme des multiplicies des transitions sortantes de qui se
projettent sur e estegalea la multiplicie de e.

Un exemple est illuste sur la gure(2.3.
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Fig. 2.3 { A droite, un N-revétement de l'automate dessirea gauche.

Un K-revétement' : B! A n'induit pas forement un revétement entre
les supports deA et B, mais fait du support deA un quotient du support de
B. Pour cette raison, on dit queA est un K-quotient de B. Et méme lorsque
les calculs eussis de ces supports ne sont pas en bijection, pe@squence
de la & nition de K-revétement, que les sries ealizes paB et A sont
egales :

Proposition 2.1.3  Tout K-revetement d'unK-automate A estequivalent
a A.

I I

2.2 Produit d'un automate par une action

Le cadre abstrait sur lequel s'inscrivent les revétements quer va com-
mencera construirea partir de la section prochaine est celude produit d'un
automate par une action desetiquettes des transitions sur uensemble. Cette
nmethode apparat de facon implicite en quelques construmns de la treorie
des automates. On trouve sa ck nition explicite dans [3] dan$e contexte
d'un probeme de cecidabilie (qui sera repris dans un cade plus gereral
dans le chapitre 4) et aussi dans [38] au d'autres applicatiersontetudees.

On va par la suite decrire ces produits et introduire ce que nes appelle-
rons un gauchissement d'un produit d'un automate par une actm nouvelle
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construction al, en plus de l'action, une information qui @&pend des transi-
tions, et non seulement desetiquettes, peut etre rajouteahs les transitions
du revétement.

2.2.1 Actions

Rappelons qu'uneaction d'un monede M sur un ensemble est une
application
M !

compatible avec le produit deM :
8 2 8mn2M  (;1u)=; (;mn) =(C;m);n):
On peut utiliser la notation plus kgere
m=(;m):
Au besoin, d'autres symboles pourront étre utiliesa la plae de pour desi-

gner des actions particuleres oueviter des ambiguies.

On va souvent voir une action comme un automate siM, dont lesetats
sont I'ensemble et les transitions sortantes d'unetat repesentent I'action
desebments deM sur . Aussi, on va distinguer uneement 2 , letat
initial de cet automate (mais en gereral desetats naux ne sont pas cesigres).

Toute action est enterement cecrite par un ensemble de gamateurs de
M . Donc, la connaissance des transitionsetiquetes par cesrgrateurs per-
met de retrouver l'action de n'importe queleeEment deM .

Un exemple est illuste sur la gure 2.4.

Automates ctterministes

Les actions d'un monede libre sur un ensemble ni sont ce que I'on ap-
pelle unautomate ceterministe. Un tel automate, sur un alphabetA, est un
quadruplet

hQ;A;i; T i
al Q est I'ensemble detats,i est letat initial et T est I'ensemble desetats
naux. Les transitions sont & nies par une fonction

Q A! Q;
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a a
0, O
I A |

O
b

(a) Une action de A sur I'ensemble ni f ¢; 10, aveceement
distingte .

a b a

—~@doLanda @3 ‘@sa @s @e (7

(b) Une action de A sur I'ensemble in ni de vecteursN?, c -

nie par les produits matriciels suivants (et repesente avec
le symbole , pour eviter confusion avec le produit matri-
ciel) : pour tout (xy) 2 N2, (xy) a=(xy) 9 et
(xy) b=(xy) §3.

Fig. 2.4 { Deux actions du monede libre engende par l'alphabetA = fa; kg,
repesenees par un automate dont les transitions sont la resttion de l'ac-
tion aux lettres.

qui setend de facon uniquea une action deA sur Q, et pour laquellei est
leement distingLe.

La bien connue nethode des sous-ensembles permet de constaipar-
tir d'un automate booken A = hQ;AE;I; T i un automate ceterministe
equivalent
BR:A;i;U
dont lesetats sont des vecteurs bookens, caraceristiquedes sous-ensembles
de Q. Sa fonction de transition cepend du morphisme : A ! B° Q assoce
a A. Il s'agit de l'action

gt :BY A1 B°
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(relativea ) desigree par le symbole et & nie par

8v2B? 8a2A v a=v a: (2.1)
Letat initial i est le vecteur caraceristique de I'ensemblé,
C
: 1 sip2l
8p2Q Ip = .
0 sinon

et lesetats naux sont ce nis par
U= v2BRj9t2Ttelquev, =1

On note A 4 la partie accessible de cet automate, que I'on appelledater-
minie de A. Un exemple est illuste sur la gure[2.5.

a

. U

a
—- Q10— @01y —

¥

Fig. 2.5 { Le ceterminie de l'automate B;(gure 1.1). Les vecteurs sont
indiees par lesetats p et g dans cet ordre. Ainsi, et puisquep est l'unique
etat initial de A, letat initial i de Age est le vecteur (1 0).

2.2.2 Produit d'un automate par une action

Le produit d'automates etiquees par des lettres est une tehnique cou-
rante pour la ealisation d'operations entre les langagesationnels. Le méme
n'est pourtant pas toujours possible pour les automates sur un moede M
quelconque, vu que l'on peut trouver des automates equivats qui n‘ont
aucune transition avec la mémeetiquette.

En revanche,etant donres un automate sutM et une action deM sur un
ensemble , on peut e nir un produit de ces objets, base sur lapplication
desetiquettes des transitions. Cette construction s'aweregs utile.
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Definition 2.2.1 (Produit d'un automate par une action) Soient
A = hQ;M;E;I; T i un automate sur un monede M et une action deM
sur un ensemble , noee par et avecekment distingle . Consicerons
'automate sur M

B =hQ JAFL T 00T i (2.2)

al les transitions sortantes de chaqueetatf; ) de B sont en bijection avec
les transitions sortantes de dansA :

m

8(p; )2Q  8p!T a ()T (4 m): (2.3)

A

On e nit le produit de A par l'action ,noe A , comme la partieaccessible
de cet automate. 4

La projection deA  dans la premere composante, noee 5 et ce nie
par
8(p;m2Q M (pim) A =p;

fait de A un revétement sur la partie accessible d&.

Exemple 2.2.1 Le produit d'un automate bookenA = hQ;A;E;I; T i par
son ceterminise Age est la partie accessible de I'automate booken

Q BRAF;I f ig;T B°

dont les transitions sont & nies comme dans (2.3). On not& ce produit et
on l'appelle lerevétement de Sahitizenbergerde A (nom propose dans [37] au
une application remarquable deS, inspie d'un travail de Schetzenberger et
que l'on va pesentera la section 2.2.4, estetudee). 4

Autre exemple, le produit d'un transducteur par une action qumesure les
dierences entre les sorties, sera exploea la n de ce chapie (section 2.5.1).

Produit d'un  K-automate par une action

Si A est un K-automate, on ce nit le produit de A par une action
comme le produit du support deA (ce qui est un automate booken) par .
De plus, les multiplicies sont consenees dans lesetats des transitions du
revétement.



2.2 Produit d'un automate par une action 51

Fig. 2.6 { Le revetement de Schtzenberger (dessirea droite) de lI'automate
B, @ gauche). Le ceterminie de B,, dessire en haut, est celui repesenea la
gure 2.5 Lesetats du produit sont des couples formes par mietat de B; et
un vecteur booken indie par lesetats de cet automate. b revétement sur
B, est c& ni par la projection horizontalea gauche, et la projgection verticale
est un morphisme SUIA get.

D efinition 2.2.2 (Produit d'un K-automate par une action)

SoientA = hQ; E; I; T i un K-automate sur un alphabetA et une action de
A sur un ensemble , avec uneement distinglte o, et noee . Consicerons
le K-automate

B=hQ ;F;JUi

dont les multiplicies initiales et nales sont ¢k nies par

(

I si = 0
8(p; )2Q Jpi ) = P et Up, )= Tp

0 sinon

et les transitions sont ce niesa partir des transitions de A :

8 )2(Q ) 8p!'" g ()T (@ Ay

A

On ke nitle produitde A par l'action ,noe A , comme la partieaccessible
de cet automate. 4
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La projection de ce produit sur la premere composante est uQ-revétement
sur la partie accessible dé.

Exemple 2.2.2 Etant donre un N-automateA = hQ;E;I; T i, dont le mor-
phisme assoce est : A | N° @, on ¢ nit I'action

'N? A1 N@
(relativea et tesigree par le symbole ) comme suit :
8v2N° 8a2A v a=v a: (2.4)

Le vecteurl est leement distingle de cette action. Onillustre sur la gure 2.7
deux produits deN-automates par cette action, et on en verra une application
a la section 2.2.4. 4
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a a a a a

—~ @0 LadnLayasayl

@b b L b L b
A b b Y b
b b b

(a) Le produit de B;, vu comme N-automate, par
I'action (relative au morphisme assocea Bj).

a b a

— (10) — (1 1) 12 13) 14 (15) (16) a7

(b) Le produit de G par l'action (relativea son morphisme assoce).

Fig. 2.7 { Deux produits (innis) de N-automates par l'action c nie
dans/2.4. lls se projettent dans la premere composante sur lisomate de
tepart, et dans la seconde sur I'ensemble des vecteurs duiindies par l'en-
semble déetats de l'automate Q = fp; g dans le deux cas et indies dans cet

ordre).
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2.2.3 Morphismes d'actions et quotients

La notion de morphisme entre deux automates sur un mowe M s'ap-
plique naturellement aux actions dév sur un ensemble puisque, comme nous
I'avons remarque, toute action peut &tre vue comme un autoate.

Definition 2.2.3  Soient
M I : M |

deux actions deM sur des ensembles et , respectivement, desigrees par
les symboles et , et dont lesekments distingles sont et o, respec-
tivement. Un morphisme d'actionsest une fonction

%: |

qui satisfait
0%= o

et
8 2 8m2 M ( m)%-= % m: 4

Exemple 2.2.3 On montrea la gure 2.8 un quotient de I'action illustee

sur la gure 2.4(b).

a b a

—@a9-2an2az @3k @y @5 @e @7

/R\a
_>8 b |\ a OC
a0
b

Fig. 2.8 { Un quotient de I'action illustee sur la gure 2.4(b)
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Ce quotient est un exemple d'une construction gererale. Sbi

le semi-anneau quotient déN par la relation
k=k+1
(aw ! joue un réle deement in ni). Notons
kNN
ce quotient, qui est un morphisme de semi-anneaux. Ce morphismeupétre
naturellementetendu aux matrices et vecteurs suNN.

Etant donre un N-automate A = hQ;E;I; T i, avec morphisme assoce
:A 1| N@Q consicrons l'action

« SN2 A TN
noee , dont lebment distingle est le vecteur | et qui est ce nie comme
suit :
8V2N? 8a2A v (a=v (a) (2.5)

Ici, les operations du produit matriciel v (a ) x sont faites dansN.

On \eri e que la fonction ¢ induit un morphisme de l'action & nie
dans (2.4) sur l'action  :

8v2N? 8u2A (V U) =V u

On illustre sur la gure 2.9 le morphisme  pour deux N-automates et
deux valeurs distincts dek. 4

Nous nous servirons des morphismes d'actions pour construires dgio-
tients d'un produit d'un automate par une action. La propriee suivante est
une conequence directe de la e nition de morphisme d'a@ins :

Propri ete 2.2.1 Etant donre un morphisme %d'une action sur une
action ,lafonction(Q ) ! (Q ), aussi noee %et ¢t nie par

% (p; )! (p; %);
est un revétement ded sur A

Si A est unK-automate, alors%fait de A un K-quotient deA

On illustre sur la gure 2.10 un N-quotient d'automates induit par un
morphisme d'actions.
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a a a a a a
— (1 0) — (1 1) — (1 2) — (l 3) — (1 1) = (1 5) —

a4 a
@b gy ah L b(gg

¥

(&) Le quotient de l'action assoce a l'automate B; (vu comme
N-automate) sur l'action | aveck = 4.

a b a
—@a02a)-2&a a3 @4 @5 @ae a7

a

b
—*(10) (1 1) -8 (1 2) . - 1

UCV

(b) Le quotient de l'action assoce auN-automate G sur l'action
x aveck =3.

Fig. 2.9 { Deux morphismes d'actions induits par le morphisme de semi
anneaux i : N! Ng.
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a b

— (10) b, 11) RN 12 13) 14 15) (16) a7

2b

~
~
S
~
~
N

a

pa 1o e L I

AoLandda-an /)

7z
: / /
: , .
~— M / / ’ ,
a i o\ s / , L, L
: o N ’ / /
ro : ) r ’ s 7
’ . : 4 4 ’ ’ Vi . e
. : 7 ’ /) , il -
T ’ / . - -
- - -7
’

/ 5 N
2 o
: M . . .
x Yoo S Pt _-
B 7 T " - -7 -7

(N-revetement in ni de G illuste aussi

Fig. 2.10 { Un N-quotient de G
sur la gure 2.7) induit par le morphisme d'actions . Ce N-quotient ( ni)
est le produitG  « , pour k =3 (cf. gure 2.9).
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2.2.4 Deux applications

On clot cette section avec deux applications de produits d'uautomate
par une action. Elles sont une motivation pour les nmethodesuwg I'on va
mettre en uvrea la section suivante.

La premere est une application du revétement de Setizenberger pre-
senee dans [37]. Il s'agit de montrer, a l'aide de ce revéteent, que tout
automate booken admet une immersionequivalente et non abpigue, ce que
I'on vaenoncer ici, pour cokerence avec d'autresenoresa venir, de la ma-
nere suivante :

Th eor eme 2.2.1 (Sakarovitch 1998) Soit A un automate booken avec
netats. Il existe un revétement deA avec au plusn2" etats qui contient un
sous-automate non ambigu etequivalent@.

Rappelons que la projection du revétement de Satzenberger d'un auto-
mate A sur le cetermini® A get,

Adet:S!A det

est un morphisme sur ce dernier. Le c ur de la preuve du theoene[2.2.1 est
la propree suivante de A, tiee ipsis litteris de [37] :

Propri et e 2.2.2 La projection deS sur A g est un morphisme localement
co-surjectif.

Preuve On doit montrer que le transpoge deS est un morphisme localement

surjectif sur le transpose deA ;. C'esta-dire :

a) toutetat de S de la forme ;i) (a i est letat initial de Age) est initial ;

b) pour toutetat nal v de A, il existe au moins unetat (t; v) dans S tel
quet2 T,

c) sivi * w est une transition deA g4 et (q;w) est unetat dans S, ce dernier
a aussi une transition de la formevt p)! * (w; q).

Pour montrer ces conditions, on utilisera la propree suivaite des chemins
de A, qui setablit par induction :

si vi' w alors
Adet
u

892 Q Wg=1 (09 p2Qtelquev,=1et p!A g: (2.6)



2.2 Produit d'un automate par une action 59

Soit (p;i) unetat de S. Comme S est accessible, il existe un chemin
(i;i)! " (p;i) dans cet automate ai (; i) est un etat initial, ou, de facon
equivalente, i = 1. Ce chemin se projette dans un chemin! " p dansA.
De (2.6), on a quei, = 1, donc p est unetat initial de A, et (p;i) est unetat
initial de S.

Soit v unetat nal de Age. Soitu le mot tel quei! Y v. De la c nition

det

desetats naux de Age, il existet 2 T tel quev; = 1. De (2.6), il existe un
etat i de A tel quei; = 1 et un calcul i!: t. Ce calcul est eussi dansA.

Donc, (i;i)! * (t;v) est un calcul eussi deS, et (t; v) est unetat nal de S
qui se projette dansv.

Soientvl ® w une transition de Age et (q;w) unetat dans S. De (2.6)
on a qu'il existe p dansQ tel que v, = 1 et une transition p! ? gdansA.
CommeA 4 est accessible, il existe un chemih" v dans cet automate, et
il vient de (2.6) qu'il existe un chemini! " pdansA ai i est unetat initial.
Alors, (i;i)! ' (p;v) est un chemin dansA A 4, donc (p;Vv) est accessible,
et appartienta S. Alors, (v;p)! * (w;q) est une transition deS.

La preuve du treoeme[2.2.1 consistea extraire ['automate souhait
de S.

Preuve du th eor eme 2.2.1 En e acant quelques transitions et la qualie
d'étre nal de quelquesetats de S, on peut en obtenir un sous-automate
qui est un co-revétement deA 4¢r, donc un automate equivalenta A et non
ambigu (puisque ses calculs eussis sont en bijection avec ceexAlet).

Un exemple est illuste sur la gure(2.11.

Le second exemple est une operation derestriction sur les wriesN-
rationnelles.Etant donres une ®ries: A ! N et un entier positif k, on note
S k) la rie & nie par

(
us si us Kk

suzA = 0 sinon

Pareillement, on notes- ) la srie

(

_us sius=k
suzA el = 0 sinon
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A

a
—~ (10 —2-.@a1)—

¥

Fig. 2.11 { Le revétement de Soltzenberger de l'automateB;. Deux im-
mersions de Sahtzenberger, sous-automates non ambigus et equivalents a
B1, sont obtenues en e acant une des transitions pointilees.

Th eor eme 2.2.2 Soit A un N-automate avecn etats qui ealise une rie
s. Il existe un N-revétement in ni B de A jouissant de la propree suivante :
pour tout k > 0, il existe un N-quotient By de B de dimensionn(k +1)" tel
que

1. By contient un sous-automateB i) qui ealise la ®rie 5 yy;

2. pour 0<i<k , Bg contient un sous-automateB- ;) qui ealise la rie
S=i)-

On montre ce theoeme avec le produit deA par l'action ke niea
I'exemple 2.2.2. Ce produit jouera le role dil-automate B, et sonN-quotient
par le morphisme , sera leN-automateBy. L'icee de la preuve est la suivante.
Dans le reveétementB, tout calcul eussi

C:(p)!_ (@v)

se projette dans la premere composante sur un calcul eussi de et dans la
second sur une suite de vecteurs. Le vecteu(dans I'extemie de C) permet
de calculer la multiplicie du mot quietiquette ce calcul :

v=1| u
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et donc
us=v T:

Cette infomation permet,via un certain changement de la multiplicie nale
de (;v), de garder ou rejeter le calculC, de facon que lI'ensemble
des calculs garces ealise la ries ) (ou s=i)). Le N-quotient ni By suit le
meéme principe, sauf en ce que les vecteurs dans sesetats pattent de comp-
ter jusqua k 1. Cette information est reanmoins su sante pour extraire
de By des sous-automates qui ealisent les sries souhaites.

Preuve du th eor eme 2.2.2 On obtient le sous-automateB, ) qui ealise
la ®rie 5 ) en annulant la multiplicie nale de toutetat nal ( p;v) de By
tel que

v (T )<k

Le fait que cet automate ealise la sries i) cecoule de deux remarques.
La premere estevidente : pour tout motu2 A on a

us k 0 (ug) x =15 (2.7)

La seconde se montre par induction dans la longueur des calaldsBy : pour
tout calcul

C:(pil !, (V)
on a que
v=(l u)
et donc
V(T)=(l u T)g=(us g: (2.8)
On tire de (2.7) et (2.8) qu'un calcul
C: (p; I)!B(“k) CRY)

est eussi dansB ) si, et seulement sius k. Alors, les calculs eussis
de B¢ ) se projettent exactement sur I'ensemble des calculs eussis de
etiquees par un mot dont la multiplicie est plus grande ouegalea k.

Les automatesB- i), pour 0<i <k , sont c& nis de facon similaire : on
annule la multiplicie nale d'unetat ( p;v) de By si, et seulement si,

v (T x)6i:
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Deux exemples de restrictions, un pour la srie ealiee paB,; et autre
pour celle deG, sont illustes sur la gure 2.12.

I T
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a a a (@)
1o2dnLdzylaylar)

O
b
OO SN SH )
b
b b

b
a( (PY )b a
TR TS

Beny By Bey By

(a) Les restrictions de la rie eali®e par B; avec
k=4.

a b a

By B=2) B( 3

(b) Les restrictions de la srie ealiee par G aveck = 3.

Fig. 2.12 { Deux produits d'un N-automate par l'action . , et leurs sous-
automates qui ealisent des restrictions (sur le comportemenle I'automate
de cepart). Chaque restriction est obtenue en annulant tousek etats -
naux du revétement sauf celui dans le rectangle gris corresigant au sous-
automate souhaie.
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2.3 Produit d'un automate par une action
gauchie

On va maintenant introduire une sorte degauchissementd'un produit
d'un automate par une action (sur un ensemble ). L'intuition, c'est que dans
chaque transition du revétement uneement de qui cepend de la transition
projeee, et non seulement de letiquette, peut &tre rajoute a l'application
de l'action. Cette construction sera utile pour la ce nition des revétement
lexicographiquesa la section suivante.

On ¢ nira ce produit gauchi pour deux types d'automates : &€s automates
sur un monede et lesK -automates.

2.3.1 Cas d'un automate sur un mono ede

Definition 2.3.1 (Gauchissement) Etant donres un automate A =
hQ;M; E;I; T i, un monede ( ; ), une action : M ! notee et
des fonctions (ditesde gauchissement

1! =

le produit de A par gauchipar et estlapartie accessible, noeéd (. ) ,
de l'automate

hQ M;F;J;T i
al I'ensemble desetats initiaux estegala
J=1f(@;1 )ji2lg

et, pour toutetat ( p; ), les transitions sortantes de§; ) sont en bijection
avec celles de et sont ce nies comme suit :

. Im = . Im . .
e:p!” g =) ()T (@( m) e 4
Il vient directement de cette ce nition que la projection deA (. , sur

la premere coordonree est un revétement sur la partie acssible deA. Un
exemple est illuste sur la gure/2.13.
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a a a

(a>
boar)

¥

@oLanbazybasl

1t @11y @12 @3 @)

Fig. 2.13 { Au-dessus, le produit de I'automate bookeB,; par une action. En
dessous, un gauchissement de ce produit, esultat de la fonctiomui attribue

alatransition p * ple vecteur (0 2),alatransitiond ® qle vecteur (0 1), et
aux autres transitions le vecteur (0 0). Dans ce gauchissemelas transitions
de l'action ne sont pas illustees, choix qui sera doenavantd@dope.

On a vu que,etant donre un morphisme%: ! d'une action sur
une action , on obtient des reve&tements
A LA LA

Si, de plus, est un monede, d'ogeration ~, et %est un morphisme de
monedesde a , le produit de A gauchi par les compositions

% : 1! %: E!
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est un quotient deA (.

Propri ete 2.3.1 Si%: ! esta la fois un morphisme d'actions et un
morphisme de monales, alors la fonction%: (Q ) ! (Q ) d nie par

% (p; )! (p; %)

est un revetement dé\ (. )  SUrA (o %)

Preuve Il sut de remarquer que pour tout 2 ,tout m 2 M et toute
transition e2 E,

( m e)¥%= % m-~ e %:

2.3.2 Cas d'un K-automate

SiA = hQ;E;I;T i est unK-automate, la ¢k nition de gauchissement
doit changer pour &tre coterent avec la c nition de K-revétement, et va
devenir ce que I'on appellera ufK-gauchissemente l'action

Un K-gauchissement est e nia partir de deux fonctions dont lesmages
sont desK -polynébmes sur

Q! Kh i; cE! Khi:

An gque le produit de A par gauchi par ces fonctions soit urk-
revétement deA, on suppose que ces fonctions satisfont

X I X
8p2Q (P)=1p geip! q (e)=1 (29
2 2

(des sommes nies, puisque et e sont des polyndbmes).

Definition 2.3.2 ( K-gauchissement) Soient A = hQ;E;I;T i un K-

automate, ( ; ) un monode, Al une action, noee , et
Q! Khi, :E! Kh i des fonctions qui satisfont/(2.9). Le pro-

duit de A par gauchi par et estla partie accessible dK-automate

B=hQ ;F;JUi
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al les multiplicies initiales et nales sont e nies par

8(p; )2Q Jpy= (p) Up, )= Tp

et, pour chaqueetat (p; ) et chaque transition

I'ensemble des transitions sortantes dg( ) qui se projettent sure est ce ni
par

g8 2 si (e)60x alors (p: )!“EB’]a (@( a )

Exemple 2.3.1 On illustre sur la gure 2.14 un N-gauchissement pour un
produit du N-automate G, par une action. Il se projette dans la premere
composante sulC, et dans la seconde sur I'ensemble des vecteurs Nundies
par Q = fp; qg, dans cet ordre.

La fonction attribue le vecteur (1 0) au seuletat initial de A, p. Pour
les autres etats, est le polyndbme nul. Donc, letat initial du revétement
est le couple p;(1 0)), avec multiplicie initiale 1 (le coe cient du mon6 me
correspondant au vecteur (0 0) danp ).

La fonction de gauchissement des transitions attribue a la transition
g 1% g le polyndbme dont le support est forne par les vecteurs (0 0) €0 1),
et a le coe cient pour les deux mondmes estegala 1. Pourés autres transi-
tions, estle monbme dont le support est le vecteur (0 0) et le coe ciergst
egala la multiplicie de la transition. Ainsi, chaqueetat de la forme @;(x y))
du revetement a trois transitions sortantes, deuxetiquets para avec multi-
plicie 1 et une par bavec multiplicie 1. Par exemple, les extemies des deu
transitions sortantes de ¢;(1 1)) qui se projettent surq 1% g sont e nies
par “

10

@) a 0O0O=11 5, 00=01Q2);
11 a ((01)=(@23);
et celle qui se projette suq! Zcb g est ¢k nie par
11
11 b (©O0=(112) 0 2 (00)=(123):
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Un deuxeme N-gauchissement est illuste sur cette gure. La fonction
attribue le vecteur (0 0) au seuletat initial de A, p. Pour les autresetats,
est le polyndbme nul. Donc, letat initial du reveétement estle couple ;(0 0)),
avec multiplicie initiale 1 (le coe cient du monéme corr espondant au vec-
teur (0 0) dansp ). La fonction de gauchissement attribuea la transition
sortante depetiqueke par a, et pour la transition g b p le polynébme forme
par le vecteur (0O 0) avec coe cient 1. Pour la transitionp! b g, donne
le polyndbme fornme par le vecteur (1 0) avec coe cient 1. Pouchacune des
deux transitions sortantes deg, la fonction attribue le polyndbme dont le
support contient deux vecteurs, (0 0) et (0 1). Ainsi, chaqueetade la forme
(g;(x y)) du reveétement a quatre transitions sortantes, deuxetiquees par
a et deux par b, toutes avec multiplicie 1. 4

Le support du produit d'un K-automate A par un K-gauchissement n'est
pas forement un revétement du support deA : il se peut que plusieurs
transitions de ce produit se projettent sur une méme transitionle A. Mais
la somme des multiplicies de ces transitions se conserve, cei @st une
conequence de la condition faite sur la fonction en (2.9). Les multiplicies
sont aussi conserees dans lesetats initiaux, et on a alors

Propri et e 2.3.2 Le produit de A par une action avec urK-gauchissement
est unK-revétement deA.

Comme pour le cas booken, un morphismes: ! d'une action
A ! surune action : A ! induit un gauchissement de
l'action , et un K-quotient du produit gauchi de A par

Ce nouveauK -gauchissement est le esultat des fonctions

w. 1! Khi w.E! Khi
e nies par
X
8p2Q 8 2 (P o= (P)
ZX;%:
8e2E 8 2 (p o= (e ):

2 ;%=
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L'image dep oestun quotient du polyndbmep , aile coe cient d'un
eement 2 dans p ¢estla somme des coe cients danp desekments
dont l'image par %est . On a alors

X X
8p2Q (P o) = (p):

2 2

De facon similaire, on a que, pour toute transitione de A,
X X

(o= (e):
2 2
Ces remarques permettent de montrer
Propri et e 2.3.3 SoientB le produit de A par un K-gauchissement d'une
action , et Cle produit de A par un K-gauchissement de l'action in-

duit par une fonction %: ! ,a la fois un morphisme d'actions et un
morphisme de monales. La fonction%: (Q ) ! (Q ) c nie par

% (p; )! (p; %)

fait de B un K-revétement deC.

Un exemple est illuste sur la gure(2.15.
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a b a

— (10) b 11)-2 @12 (13) a4 15) (16) a7

2a 2b

é%%

10) 11 12 (13) a4 15) (16) a7

2D
b
a b

T

(00 (10 11) 12 13) (1 4) 15) (1 6)

Fig. 2.14 { Produit de G, par l'action et deux N-gauchissements df.
exemple 2.3.1).
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(00) (1 0) 11 12 (13) (1 4) 15) (1 6)

(00) (10) 11) 12 @an)

Fig. 2.15 { Un N-gauchissements du produit deC, par l'action et un
N-quotient de ce gauchissement par le morphisme aveck = 3.
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2.3.3 Uniformisation des relations egterministes

Uniformiser une relation issue d'une famille de relations consickcee
consistea trouver dans la méme famille une fonction dont leasnaine cencide
avec celui de et qui envoie chaqueekmentx de son domainea unekment
de x . Une telle fonction est ce que I'on appelle uneniformisation de

Dans son traie, Eilenbergetablit (avec sontleoeme de transversale ra-
tionnelle) que toute relation rationnelle peut etre uniformise paune fonc-
tion rationnelle :

Th eor eme de IUniformisation Rationnelle (Eilenberg 1974)
Toute relation rationnelle admet une uniformisation ratiomelle.

La preuve la plus moderne pour ce esultat est celle de J. Sakartch [37],
qui le tire du revétement de Schtzenberger (travail auguel nous renvoyons le
lecteur pour un historique du sujet, en e et anerieur au trawail d'Eilenberg).

Plus tard, H. Johnsonetablit le méme pour la sous-famille desetations
qui peuvent étre ealiees par un transducteur dont la letre est ceterministe
dans les deux bandes | les relations rationnelle determinstes [26, 27] :

Th eor eme 2.3.1 (Johnson 1985) Toute relation rationnelle ceterministe
peut étre uniformisee par une fonction rationnelle ceteministe.

Le esultat de Johnson est en e et plus n. Soit< un ordre lexicogra-
phique surB . La lection lexicographiqued'une relation :A ! B est
la fonction partielle e« qui envoie chaque mox 2 A au mot le plus petit
dansx , si un tel mot existe (rappelons que l'ordre lexicographiquéest pas
un bon ordre). Il n'est pas vrai en gereral que la slectionlexicographique
d'une relation rationnelle est une fonctiorrationnelle, mais pour les relations
ceterministes Johnson a monte le suivant :

Proposition 2.3.1 (Johnson 1985) La slection lexicographique d'une re-
lation rationnelle ceterministe est une fonction rationrelle deterministe.

Moyennant une construction qui permet d'approcher toute raktion determi-
niste par une autre d'image ni, on a que le theoeme 2.3.1 estine cone-
guence de cette proposition.
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Notre but dans cette section est de montrer que la preuve de Johnso
pour la proposition 2.3.1 consistea construire un produit d'urtransducteur
par une action gauchie.

Commercons avec la ¢ nition de transducteur deterministe.

D efinition 2.3.3 (Transducteur d eterministe)  Soient Ag et Bg les
alphabetsA et B avec un nouveau symbol& rajoue. Un transducteur ce-
terministe est un transducteur

T= QAy BgE;fig:T
avec un seuletat initial i et qui possde une partition desetats

Q=0Qal Qs

tel que, pour chaqueq 2 Qa (g 2 Qg), les transitions sortantes deg sont
etigueees par desekments deAg f 1z g (fla g Bsg), et des transitions
distinctes n'ont pas la mémeetiquette. 4

Le comportement deT est un sous-ensemble d&, B, ; mais on voudra
que le symbole$ ait seulement un réle de n de bande. On ¢ nit alors le
$-comportementde T comme la relation

iTis=f(uv)2A B j(u$v$) 2)Tjg

et nous dirons qu'une relation rationnelle esteterministe si elle est le$-
comportement d'un transducteur ceterministe.

Il est connu que l'absence du symbole de n de bande diminue le pair
de ces machines [34], mais on peut supposer que

jTi A$ B$ et T Qa:

Un exemple est illuste sur la gure(2.16.

La preuve de Johnson est la construction d'un revétement dé€ qui
contient un sous-transducteurVV | une immersion sur T, donc | dont les
calculs eussis sont en bijection avec ceux de quiecrivent les mots les plus
petits des images par la relation ealisee paiT . Le fait que V soit une im-
mersion surT est fondamental puisque toute immersion sur un transducteur
ceterministe estegalement un transducteur deterministe.
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1jy bj 1 1jy bj1

> g} (a) g%

- C Pa - - I'a - Oa
a1 $j1 1j$ kf $j1

1j$

Fig. 2.16 { Un transducteur ceterministe (tie de [34]) sur les alphabets
A = fa;lg et B = fx;yg. Les couleurs des etats indiquent la partition
de Q en Qa et Qg. Le $-comportement de ce transducteur est la relation
cteterministe : A ! B & nie comme suit : pourtout u2 A ,v2u si
et seulement sijuja | Vjx | Uja+ 1.

A n de & nir ce revétement, consicerons le morphisme
Ag! BOA O

ce nit comme suit :

8u2 Ay 8p;q2Q  (u)pg=1 si, et seulement si, pl! UTjX q:
Avec ce morphisme on ck nit une action

B (Ag Bg)! B
noee par
8v2B»* 8(uV)2Ag By v (uv)=vou

(donc, la restriction de cette actionaf1s g Bg est l'identie).

Le revetement de Johnson est un produit d& par un gauchissement de
cette action.

La fonction de gauchissement : | ! B®» attribue le vecteur zro, vo,a
'uniqueetat initial de T.
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La fonction de gauchissement de transitions : E ! B® donne pour
toute transition sortante d'unetat de Qa le vecteur zro. Pour la d nir
dans les transitions sortantes desetats d®g, consicerons l'ordre< etendu
a Bg en mettant $< b pour tout b2 B. Pour toute transition

q (P2 Qg)

[ 1a i
T

e:p
e est le vecteur danB®* & ni par

8r2Q (e) =1 si, etseulementsi, p!™ ijou r avec B’2 Bget P<b.

Ainsi, le revétement de JohnsonlJ, est la partie accessible d'un trans-
ducteur ceterministe de la forme
Q B%;As BsFi(i;w); T B

Dans toutetat ( p;Vv) de U, les transitions sortantes sont en bijection avec les
transitions sortantes dep dansT : sip2 Qa, alors, pour toute transition

|ale
p: . q
U a une transition
L pdil ) )
(V) 170 (aiv a);
sip 2 Qg, pour toute transition
e: p!l“T"IO q
U a une transition ]
1n ]
(V) 177 (av+e):

Un exemple est illuste sur la gure[2.17.

La propree suivante, qui se cemontre par induction sur la longueur des
chemins deT, est I'argument principal de la preuve du treoeme :

Propri et e 2.3.4 Pour tout chemin
(i vo)! " (prw)
le vecteurw satisfait : pour tout g2 Qa, Wg =1 si, et seulement, si,
.. ujw®

il . d avec wl< w:
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(000) (010) (110) (001)

Fig. 2.17 { A gauche, le transducteur ceterministe ce nia la gure 2.16. A
droite, le revétement de Johnson avec l'ordr® < x <y . Les vecteurs sont
indies par Qa = fpa;0a;rag, dans cet ordre.

On obtient le sous-transducteurV ene acant la propree d'etre nal de
guelquesetats deU : on ne consicere nal que lesetats

(p;v)2 T B

tels que
8r2T v, =0:

Il cecoule de la propree 2.3.4 qu'un calcul deV est eussi si, et seulement
si, sa projection surT est un calcul eussi quiecrit le mot le plus petit dans
I'image de son entee par la relation ealise parT .

I T
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2.4 Le gauchissement lexicographique

Comme discue dans l'introduction de ce chapitre, les retéments lexico-
graphiques sont des revétements d'automates construitsagir d'un ordre
sur les calculs de I'automate induit par un ordre » sur les tansitions. Nous
allons dans cette section en pesenter des instances pour gdypes d'auto-
mates : automates bookensN-automates et transducteurs temps eel.

Intuitivement, un revétement lexicographique est un prodi de l'auto-
mate par une action gauchie, ai la projection dans la second@®mposante
cecrit, pour chaque calcul de I'automate de depart, une iformation sur les ex-
temies de ceux qui sont plus petits. Dans chaque transitiordu revétement,
la fonction de gauchissement actualise cette information avées extemies
des transitions qui sont plus petites que cellelue dans la premere compo-
sante.A l'aide de l'information contenue dans lesetats naux du evétement,
il sera possible, en e acant la qualie d'&tre naux ou en changeant la mul-
tiplicie de quelques-uns de cesetats, d'obtenir un sous-aotmate qui choisit
certains chemins selon un criere base sur l'ordre lexicogphique.

On pourrait vouloir imaginer une ¢k nition gererale de r evétement lexi-
cographique pour un automate sur un monade quelconque. Une telle gere-
ralisation ne saurait pourtant apporter les proprees dort on aura besoin.
On voudra, par exemple, construire un revétement qui contie pour chaque
ebment dans le comportement de I'automate de cepart le alcul eussi le plus
petitetiquet par ceteement. Ce revétement repesente donc une transver-
sale pour le morphisme detiquetage. En se traitant d'automats sur un mo-
node quelconque, on peut trouver des exemples de morphismeardesquels
aucune transversale rationnelle n'est possible.

2.4.1 Construction d'un automate non ambigu

Le premier exemple de revétement lexicographique que l'oa pesenter
est une construction pour les automates bookens sur un alphetb Avec ce
reveétement, on obtiendra une autre preuve pour le treome[2.2.1 | pour
tout automate booken avecnetats, il existe un automateequivalent avec au
plus n2" etats qui est non ambigu et qui est une immersion dans le premier
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Ordre lexicographique des chemins

Soit A = hQ;AE;I; T | un automate booken. Si on xe un ordre . sur
E, l'ordre lexicographique engende dans le mosrde libre E est un ordre
total . En particulier les chemins deA, qui sont des mots suiE, deviennent
totalement ordonres.

Pour la construction du revétement lexicographique dé, la totalie de
I'ordre dansE n'est pas recessaire. D'une part, les mots d& qui ne forment
pas de chemins n'ont aucun réle dans cette construction, doi est inutile, et
méme génant, de les comparer avec les cheminsAdeDe plus, on ne voudra
comparer que des chemins qui ont la mémeetiquette.

On va alors consicerer que  est un ordre partiel surE ai deux transi-
tions sont comparables si, et seulement si, elles ont la mémeagptette et la
méme origine. On ¢ nit I'ordre partiel engende par . sur les chemins de
A, aussi noe ,, comme suit :etant donres deux chemins

c=e:.:6e; d=fi:::f, (e;fi2Epourl i n)

on pose que
cC d

si, et seulement sic et d ont la mémeetiquette et

91 telque gg=f; pour 1 i | 1 et g (f;:

Dans l'automate illuste dans l'introduction de ce chapitre et reproduit ci-
dessous, seulement deux transitions sont comparables,a savois, iansitions
etiqueks par b et qui commencent dans letatp.
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Si deux chemins sont comparables pare, alors ils commencent dans un
méme etat. On voudra aussi pouvoir comparer des chemins corargant en
desetats initiaux dierents. Pour ce faire, on va xer un ordre | entre les
etats initiaux et ce nir un nouvel ordre, , quietend  comme suit :etant
donres deux cheming et d de A avec la mémeetiquette et qui commencent
en desetats initiaux, on pose

si, et seulement si,

c ;d ou c=d e c .d:

On dira que est l'ordre lexicographique des chemimde A.

Le revétement lexicographique d'un automate booken

Le reveétement lexicographique dé& bas sur lI'ordre , que I'on cecrira
ci-dessous, permettra detablir la proposition suivante :

Proposition 2.4.1  Soit A un automate booken avenetats et un ordre
lexicographique entre ses chemins. Il existe un revéternee A avec ou plus
n2" etats qui contient un sous-automateC tel que un calculC dans B est
eussi si, et seulement si, la projection deC dans A est un calcul minimal
(selon ).

Le theoeme 2.2.1 est un corollaire de cette proposition. Er et, pour
chague motu dans le comportement déA\, B contient exactement un calcul
eussietiquek par u : celui qui se projette dans le calcul eussi d& le plus
petit selon etiquek par u.

Le revétement lexicographique dé& est un produit de cet automate par
l'action g4e : B® A ! B qui ck nit les transitions du ceterminiee de A,

8v2B? 8a2A v a=v a
(w  estle morphisme assoceaA) gauchie par deux fonctions

11 BQ "E! B
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La fonction , qui ¢k nit lesetats initiaux de B, associe chaqueetat initial
de A au vecteur booken caraceristique desetats initiaux qu sont plus petits
selon l'ordre | :

8p21 8r20Q (p)=1 ssi r21 e r ,|p:

La fonction associe chaque transitioe de A au vecteur caraceristique
des extemits des transitions plus petites quee avec la mémeetiquette :

8p!Zq2E 8r2Q (e) =1 ssi f:p!Zr et f .e:

Alors, ce revétement est la partie accessible de I'automate hewoi
B= Q B9 AFJT B
al I'ensemble desetats initiaux estegala
J=f1f(@;i )ji2lg

et les transitions sont ¢ nies de la manere suivante, a1 est l'operation
dansBR de somme de vecteurs : pour toutetatf; V), les transitions sortantes
de (p;v) sont en bijection avec celles dp,

exp g =) (V. (qva e)

Exemple 2.4.1 On illustre surla gure 2.18 un revétement lexicographique

pour l'automate booken B;. La premere composante de ce revétement est
l'automate B, dessirea gauche, la deuxeme est I'ensemble de vecteurs boo
kens indexes parQ = fp; g, dans cet ordre.

Dans By, il y a trois transitions sortantes de letat p,

e:p® p; ez:ldel p; el:ldel q:

B1

Comme e, est la seule transition sortante depetiqueee par a, on a, pour
n'importe quel ordre entre les transitions,

e =(00):

Posons l'ordre
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(00) 01 (10) 11

c@ob e ékb_é@

bi

a( 1 b aC wab

Fig. 2.18 { Un revétement lexicographique de l'automat®,;. La transition
pointilee est la plus grande selon l'ordre .

Alors on a que
& =(00); e =(10):

La fonction attribuea l'uniqueetat initial de B, le vecteur (0 0). Donc
letat initial de B est le couple

(p;(0 0)):

Il y a trois transitions sortantes de cetetat, qui se projetten sur e;, & et es,
respectivement :

a

(POO) 2 (P00 (ROO) (M(O0)  (MOO) 2 (il 0):
L'extemite de la troiseme, par exemple, est le esultat de I'operation

10

00 a & =00 5,

(10)=(10):

La propree suivante cecrit, pour chaque calcul eussi du revétement
lexicographique deA, l'information fournie par le vecteur dans I'extemie
du calcul. C'esta partir de cette information que I'on pourma extraire du
revétement lexicographique un sous-automate qui contiergpur chaque mot
dans le comportement déA, exactement un calcul eussi. La preuve est par
induction dans la longueur des chemins.
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Propri ete 2.4.1 Soit

u

C:(pp)t, (aw)
un calcul deB qui commence dans unetat initial ; soit

c:p' q

A

sa projection surA. Pour tout r 2 Q,

w, =1 ssi d:pq.:retd c:

Preuve de la proposition 2.4.1 | Le sous-automateC est obtenu en e a-
cant la qualie d'étre nal de quelquesetats naux de B :

(p;v) est naldansC ssi pest nal et 8t2T v =0:

Puisque les calculs eussis dB sont en bijection avec ceux dé\, I'ordre
lexicographique des calculs dé& induit un ordre sur les calculs deB. lI
vient de la propree 2.4.1/qu'un calcul eussi C dans B est eussi dansC
si, et seulement si, il n'y a pas d'autre calcul eussi plus petit\@ec la méme
etiquette, c'esta-dire, si C est minimal.

On illustre sur la gure 2.19 le sous-automate non ambigu pour dgu
revétements lexicographiques dB;. Le premier revétement est celui decrit
a l'exemple 2.4.1, le second est obtenu en changeant l'ordre, dans les
transitions.

2.4.2 Le tleoeme du paludier glouton

SiA = hQ;E;I; T i est un N-automate sur un alphabetA, la ¢ nition
de revétement lexicographique pouA suit le m&me principe de la construc-
tion pour un automate booken, mais elle sera base sur la rioh de N-
gauchissement. Intuitivement, le gauchissement ealise ureclatement des
transitions de A, permettant de voir un chemin avec multiplicie | commel
chemins distincts (avec multiplicie 1) et les comparer.

A l'aide de ce reveétement, on construira un automate qui dee la dif-
Erence entre une wrieN-rationnelle et un entier, operation ce nie comme
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(00) 01) 10 (11)

(a) Avec un ordre...

(00) 01

(b) ... et avec un autre.

Fig. 2.19 { Extraction d'un sous-automate non ambigu et equivalendes
reveétements lexicographiques d8; (cf. gure 1.1) correspondants a deux
ordres distincts sur les transitions commercant dans letatp. Dans chaque
gure, la transition pointilee est la plus grande.
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suit :etant donres une N-erie s: A ! N et un entier k > 0, la dierence
entre set k, noee s— k, est laN-srie

(

. us k sius k
8u2A; u(s—k) = _ (2.10)
0 sinon

Il est bien connu que sk est une srie rationnelle, alors - k I'est aussi.
Ce esultat, dda Schetzenberger, peut etre ceduit d'une application ieee
du treoeme de la transversale d'Eilengerg [13], ou du re¥ment de Schut-
zenberger [39]. L'inconwenient de cette approche est la te de l'automate
obtenu : comme de tels nmethodes peuvent conduire a la consiction d'un
nombre exponentiel detats (dans le nombre detats de l'atomate de cepart),
il n'est pasevident si on peut esperer mieux qu'une tour de&k exponentielles
pour la taille de l'automate ealisant s— k.

Avec le revétement lexicographique, on obtiendra un autortea concis
qui ealise cette dierence, et en e et plus que cela :

Th eor eme du Paludier Glouton

Soit A un N-automate avecn etats, qui ealise une srie s. Il existe un N-
revétementin ni L deA tel que pour tout entierk > 0, il existe unN-quotient
ni L% deL ayant les proprees suivantes :

1. L® est un N-revetement deA avec au plusn(k + 1) "etats ;

2. pourtouti, 0 i<k, il existe un sous-automate non ambig&") de
L&) qui reconnat la srie caraceristique du support des— i ;

3. il existe un sous-automatd®®) de L) dont comportement ests - k.

Rappelons que Isupportd'une frie sest le langage contenant exactement
les mots dont la multiplicie est distincte de 0; on le notesupps La srie
caraceristique desupp snote supp sest la rie non ambige @ multiplicies
dansN) qui attribue 1 exactement aux mots dansupp s

L'icee derrere le revétement L est de compter, pour chaque calcul eussi
de A, les multiplicies des calculs eussis plus petits avec la fmeetiquette,
selon un ordre lexicographique dans les chemins (et non la soendes mul-
tiplicies de tous les calculs, comme fait dans la construain peseneea la
section 2.2.4 pour les restrictions d'une ribl-rationnelle.). Le quotient L
suit le méme principe, sauf en ce que sa capacie de calcul estriee et il ne
peut compter que jusquak 1.
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PosonsA = (Q;E;I;T), etsoit :A ! N® le morphisme assocea
cet automate. Soit |, un ordre sur lesetats deA et . un ordre surE tel
gue deux transitions sont comparables si, et seulement si, ellet @ méme
origine et le m&éme support.

Le revétement lexicographique dé\ (bas sur les ordres »es | et )
est un produit deA par l'action  :N° A ! N ck niea I'exemple

8v2N° 8a2A v a=v a;
gauchi par par deux fonctions

Q! NHMNQ; "E!1 NHMNQ:

La fonction , qui e nit lesetats initiaux du revetement L, attribuea
chaque etat p de A un polyndbme dont tous les coe cients sontegauxa 1
et le support contient I, vecteurs :v 2 N? appartienta ce support si, et
seulement si,

0 sip g

Vp<lIlp et 8 g6 p v= . siq 1 p
q |

La fonction est ce nie comme suit. Pour toute transition

e:p! q;

A

e est un polyndbme dont tous les coe cients sontegauxa 1 et le spport

contient | vecteurs :w 2 N appartienta ce support si, et seulement si,
8
< iy @
ap, sSif:p  retf e
Wy < | et 8 r6q w=_ A ©
-0 sinon

Exemple 2.4.2 Onillustre sur la gure 2.20 un reve&tement lexicographique
pour l'automate G. Il se projette dans la premere composante sut; et dans
la seconde sur I'ensemble des vecteurs dliindexes par Q = f p; gy, dans cet
ordre.

L'ordre lexicographigue n'a e et que dans les transitionsequetes par b
sortantes de letat p. Posons

b

A p e A_ q

C G
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Le reveétement lexicographique avec cet ordre est le deuxie N-gauchissement
illuste sur la gure La fonction attribue le vecteur (0 0) au seuletat
initial de A, p. Pour les autres etats, est le polyndbme nul. Donc, letat
initial du revétement est le couple §;(0 0)), avec multiplicie initiale 1 (le
coe cient du mondme correspondant au vecteur (0 0) danp ). La fonction
de gauchissement attribuea la transition sortante de petiquete par a, et
pour la transition pleine etiquete par b, le polynbme fornme par le vecteur
(0 0) avec coe cient 1. Pour la transition pointilee, qui est la plus petite,
donne le polyndme forme par le vecteur (1 0) avec coe cient. Pour chacune
des deux transitions sortantes de, la fonction attribue le polyndbme dont
le support contient deux vecteurs, (0 0) et (0 1). 4

(00) (10 11) 12 13) 14 (1 5) (16)

Fig. 2.20 { Un revétement lexicographique pour l'automat€;. La transition
pointilee est la plus grande dans I'ordre lexicographique

Le reveétement lexicographique in niL est une sorte d'eclatement de
A : sesetats initiaux et ses transitions ont multiplicie 1, et chaque chemin de
A avec multiplicie | est la projection del chemins deL. De plus, il permet
de comparer ce$ chemins, avec un ordre induit par . et . Etant donres
deux chemins dd. qui commencent dans unetat initial,

C:(mv)! ' (aiw) et C¥(pSVY " (dfiw);

on pose
c c°
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si, et seulement si, ces calculs satisfont une des conditions sotes :
{p p°
{p= p°etvp< vg;
{ p=p%v=V° C=fei;let CO= fe,da

e (T (sy)i el (s5Y)
sont deux transitions deL telles que

soit s6 sfetrl® s rl? % soit s=sletys <yl

Avec cet ordre, on peut montrer, par induction sur la longueurek calculs,
que le revétement. compte le nombre de cheminseclaes deA plus petits
gue chaque chemin commercant dans unetat initial :

Propri ete 2.4.2 Soit
C:(mv! | (a:w)
un chemin deL qui commence dans unetat initial. Pour toutr 2 Q, w; est le

nombre de chemins dé etiquees par u, plus petits queC et dont I'extemie

se projette dans la preméere composante sur :
n 0
8r2Q w =card D:(pa,v(blt (nrx)jb C

Pour trouver les automates nisenones dans le treoene du paludier
glouton, on va d'abord cecrire leurs correspondants eclaes , des sous-
automates del. que l'on ce nit dans le lemme suivant. Ce lemme se cemontre
(on le feraa la n de cette section)a l'aide de la proprete(2.4.2.

Lemme 2.4.1 Soit

L°= Q N F;JU°
le sous-automate dé. obtenu en changeant son vecteur de multiplicies -
nales, U, comme suit :

8
Su(p;v) siv T k

8(p;v) 2 Q N°© U(‘Jp;v):gv T+T, k siv T<ketv T+T,>k
0] sinon

Pour chaque entieri 0, soit

L= Q NYFJLUO



88 Le revétement lexicographique

le sous-automate dé. obtenu en changeant son vecteur de multiplicies -
nales comme suit :

- 1 sivT ietv T+T,>i
8(p;v)2Q N Ul = P
(PV) (Piv) 0 sinon
On a

jiL§=s=k et jLj= supgs=i):

L'automate L est le quotient deL par le morphisme  : N! N, etant
donc un automate ni de dimensionQ Ng.

Le sous-automateP ), qui ealise la srie s = k, est le quotient deL'
par ce morphisme. On l'obtient en remplacant le vecteur de nitiplicies
nales, soit V, de L& par le vecteurV° ce ni comme suit : pour toutetat
(Pv)2Q N2 deL®,

8
3 Viow) siv (T ) ="

Vow =5V T+ Ty k siv (T )<ketv (T g+ T=1 (211)
-0 sinon

Chaque automateS®) (pour 0 i< k), dont le comportement est la
rie caraceristique du support des — i, est le quotient du sous-automate
L deL. On l'obtientegalement en remplacant le vecteurV de L® par le
vecteur V(M suivant : pour toutetat ( p;v) 2 Q N2 deL®,

1 sivT ietv T+T,>i
. (2.12)
0 sinon

Un exemple est illuste sur la gure(2.21.
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0o (@10 (@1 @2 @)

S(k;0) Sk Ski2) pP®

(a) Un revetement au la transition pointilee est la plus grande.

0o (1 (02 (©)

S(ki0) Ski1) Ski2) p®

(b) Autre revetement, ai la transition poin-
tilke est la plus petite.

Fig. 2.21 { Deux reveétements lexicographiques dg et les sous-automates
paludeurs pourk = 3. Chacun est obtenu en e acant les transitions nales
sauf celle dans la colonne indigtee.
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Preuve du th eor eme du paludier glouton Il su t detablir le lemme 2.4.1.
A partir d'un N-automate qui ealise la sries,
A =hQ;E;I;T i;
on obtient avec le reveétement lexicographique uN-automate in ni
L= Q N9F;JU

et le morphisme  : N! Ng induit un N-quotient ni de L,
D E

LW = Q NI GK;V
Ces automates sontequivalents et ealisent la ries.

A n de construire le sous-automate de_ () qui ealise la srie s - k, on
va d'abord ¢k nir un sous-automate du N-revétement inni L,

L°= Q N9;F;J;U° ;

qui ealise cette dierence. Le sous-automate del ¥ souhaie sera un N-
quotient de L°.

On ¢k nit le sous-automate L°en changeant les multiplicies nales des
etats de L de la manere suivante :

8
Eu(p;v) siv T k

8(p;v)2Q N° U(Op;v):gv T+T, k siv T<ketv T+T,>k
0 sinon

Le fait que L° ealise la srie s— k cecoule de deux proprees del.

La premere, c'est le fait que les multiplicies initiales et les multiplicies
des transitions deL sontegalesa 1. Cela permet de calculer la multiplicie
d'un mot u2 A de la manere suivante. Soient

Cy: pl;v“)!:’ q;w® i Ch pn;v(”)!t O ; W

les chemins eussis dd. etiquees par u. La multiplicie nale de chaque
g; W est par ck nition T,, donc

us= ujBj = To, +  + Tg,: (2.13)
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La seconde propree est I'information contenue dans les wteurs des ex-
temies de ces chemins, ce qui aee decrit dans la propiee En consi-

comme congquence de cette propree, que tous les coeients du vecteur
wd sontegalesa zro, donc

wd T =0;
et que pour touti, 1 <i n,etr 2 Q, le coecient de r dans le vecteur
wl) est le nombre de calculs parmCy;:::;C; 1 dont I'extemie est unetat

de la forme §; w). Ainsi,

8i; 1<i n  w) T=T,+ +T4 (2.14)

L
Avec ces deux proprees, on montre quel° ealise s— k comme suit.
Supposons d'abord queis  k, ce qui, en vu del(2.13), estequivalenta

Ty + + T ke

De (2.14) on tire que, pour touti, 1 i n,

w T+T, ki

De la ¢k nition des multiplicies nales de L il vient alors que les multi-

Donc,
ujBg = 0:
Supposons maintenant quels > k. Les mémes proprees permettent de

montrer que ujL § = s k. Soiti I'indice tel que

Tg + + Ty k et Tg + + Ty ,+ Ty >k

1

On a que les les multiplicies nales desetats q; W ;:::; ¢ ;wi D
dansL?sontegalesa 0, la multiplicie nale de g;wW" estegale aTy, +
+ T, ket les multiplicies nales desetats g.q ;W™D ;:ior gy w™

sont consenees. Alors,

UjL(]:(qu"' + T K+ Ty, + + Tg,

i +1

ce qui estegala ujLjj k.
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On vient de montrer que l'automate in ni L ealise la srie s- k. L'au-
tomate ni P® qui ealise cette dierence est obtenu en projetant surL
les changements e ecties dans lesetats naux dé& pour la construction de
L Cet automate est de la forme

PX=hQ NG KV

a les multiplicies nales sont e nies dans (2.11). On a que P& est un
N-quotient L®, doncjDj = s k.
La construction de l'automateS®") qui ealise la srie caraceristique du

supportdes—i, pour 0 i<k, estsimilaire. On ce nit d'abord un nouveau
vecteur de multiplicies nales pour L, UM :

- 1 sivT ietv T+ T,>i
8(pv)2Q N Ul = _ P
' 0 sinon

On a que l'automate
Q NOF U

ealise la frie caraceristique du support des- i, et on obtient un quotient
ni de cet automate en faisant les changements correspondarttes multipli-
cies nales dans L®,

2.4.3 Division d'une ®rie  N-rationnelle par un entier

Le revétement lexicographique., avec lequel on aetabli le threoeme du
paludier glouton, permet aussi de trouver urN-automate ni qui ealise le
quotient de la division d'une rie rationnelles: A ! N par un entierd. Ce
quotient, noe s Kk, est la srie @ multiplicies dans N) & nie par

8u2A; us dy=(us d (2.15)
(w n d, pour n entier, est le quotient de la division entere den par d).

Division (Eilenberg 1974)
Le quotient de la division d'une srie rationnelle par un ener positif est une
<rie rationnele.
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La fermeture de la classe des sries rationnelles @ multigies dans N)
par I'ogeration de division aee cemonte par Eilenber g dans son traie [13].
Sa construction est dierente, mais permet de trouver un autmate dont le
nombre detats est comparablea celui de la nétre.

A n detablir le theoeme de la division, on proedra comm e dans la
preuve du treoeme du paludier glouton : d'abord, on & nit un sous-automate
de L qui ealise l'oeration; l'automate ni souhaie en est un N-quotient.
La pemere etape (et sa preuve) evoque le lemme 2.4.1 etesonce de la
manere suivante :

Lemme 2.4.2 Soit
CP= Q NQF;J;U°

le sous-automate dé. obtenu en changeant son vecteur de multiplicies -
nales, U, comme suit :

8(p;v)2 Q N° Ul = (((v T)ymodd)+ T,) d (2.16)
(w mod cesigne le reste de la division entere). On a

iC@j=s d:

L'icee du fonctionnement de l'automate C9 est plus clairement com-
prise en consicerant la situation ai les multiplicies nal es deB sont toutes
egalesa 1. Dans ce cas, pour chaque motdansA , C9 choisit exactement
un chemin eussi deA pour chaque tranche del calculs eussis deA avec
entee u, consicees dans l'ordre lexicographique. Ainsi, le nombrde calculs
projees par C9 dansA avec enteeu est le quotient deus par d.

L'automate ni demance est un sous automate duN-quotient de L induit
par la surjection canonique
Z Z=dz;

qui est un morphisme d'anneaux. Ce morphisme est aussi un morphisne d
I'action , utilisee pour la ¢k nition de L, sur l'action

1 Z=dZ? A ' Z=dz®
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e nie par
8v2 z=dzZ? 8u2A v u=v (u modd):

En reck nissant les multiplicies nales de ce quotient comme dans [(2.16),
on obtient un N-quotient ni de C'9 qui ealise la ®ries d.

I T

2.5 Le revetement Avance ou Retard d'un
transducteur

Le revetement Avance ou Retardd'un transducteur temps eel est un
produit de ce transducteur par une action qui permet de compar la sortie
de chaque calcul avec celles des calculs avec la m&éme entee concept
principal dans cette construction est I'actionAvance ou Retard introduite
dans [3] pour la description d'un algorithme pour cecider l&onctionnalie
d'un transducteur (lesultat que nous rappelleronsegalemat). On introduira
aussi une sorte de troncature de cette action, ai les rapports (entre les
sorties) plus grands qu'un entier » sont rejees.

Avec un gauchissement de ce revétement, on cecrira ensuite uevete-
ment lexicographique | le revétement Avance ou Retard lexicographigye
duquel on tirera un transducteur ne possdant pas des calculsproches
selon une certaine distance. Cette propree sera utile danke chapitre 3 pour
la construction d'une cecomposition des transducteur&-valies.

Nous supposerons e un transducteur temps eel = hQ;A;B ;E;I;T i.

2.5.1 L'action Avance ou Retard et ses troncatures
Dierence et acalage

L'icee derrere I'action Avance ou Retard est celle de dierence entre deux
mots, que I'on va formalisera l'aide des groupes libres.
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Definition 2.5.1 (Groupe libre) Soit B un alphabet. Le groupe libre
engende parB est le quotient de 8 [ B) par les relations

aa= aa=1g (a2 B);
a B est une copie disjointe d&8. On note F(B) ce quotient. 4

Les classes d& (B) sont des langages suB [ B, et contiennent exacte-
ment un mot n'ayant aucun facteur de la formeuu ou uu, pouru 2 B*. On
peut donc les identi er avec ces repesentants canoniques. i, on peut dire
que l'inverse deu 2 F(B) est I'image miroir deu avec des lettres barees, ce
que l'on noteu, que l'inverse d'une lettre baree,a, est la lettre a, etc. Ces
faits sur le groupe libre peuvent &tre retrouves dans [30].

La proposition suivante, conequence directe de la ¢ nitbn du groupe
libre, montre comment le rapport entre deux motx ety dansB peut &tre
repesent par le mot xy :

Proposition 2.5.1  Soientx ety deux mots dan$3 .
i) x estun pe xe dey si, et seulement sixy 2 B ;
i) y estun pexe de x si, et seulement sixy 2 B ;
i) x ety ne sont pas comparables si, et seulementsy,2 F(B) (B [ B ).

Remarquons aussi que dans le premier cay, est le su xe de y obtenu
en supprimant le pe xe x, et dans le deuxeme,xy est l'inverse du su xe
de x obtenu en supprimant le pe xey.

Avec cette notation, on comparera les sorties de paires de cdécde T
dont les entees sontegales. Appelons respectivement les rsatansB et B
positifs et regatifs, et notons

= B [ B [f Og

al 0 est un nouveleement utilise pour repesenter les pairesde mots qui ne
sont pas comparables. Unekment dans est appek unedierence . Soit

:F(B)!
la fonction & nie par

w siw2B [ B

8w 2 F(B) w = _
0 sinon
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Definition 2.5.2 (Diff erence et d ecalage) Soient
. lqu . -9 ujy
cipl = q; d:p? o

deux chemins dansl' avec la m&me entee (et qui ont, donc, avec la méme
longueur). Ladierence entre c et d est leement de ¢k ni par

AR(c;d) = (xy) :

Si AR(c;d) 8 0, on e nit le decalageentre c et d comme I'entier suivant,
al estla relation de pe xe de chemins :
he; d = maxff AR(c>ddj j @ ¢ d;jf = jdYg: 4

Exemple 2.5.1 Consicerons le transducteurT suivant :

aj cc%oajb

Pour tout n> 0, posons

a=p" p* g d=p™” pte

La dierence entre ces calculs estegalea

AR(cy;dn) =18
et leur cecalage estegala

hc,; dyi = n: 4
Ce nition et produit de T2 par l'action Avance ou Retard
Proposition 2.5.2 (B eal et al. 2003) La fonction
(B B)!
e nie par
( 0 siw=0

8w2  8(xy)2B B w(xy) = _ .
(xwy)  sinon

est une action du monale produitB B sur I'ensemble .
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Cette action, deB B sur , est ce que I'on appelle l'action Avance ou
Retard ; sonekment distingle est le mot vide deB . Dans [3], elle est ¢ nie
sans l'usage du groupe libre, mais les deux descriptions sontéglentes.

Avec l'action Avance ou Retard, on peut repesenter la dierence entre
les sorties de paires de calculs d'un transducteur : soienet d deux calculs,
et x ety leurs sorties, respectivement; on a

AR(c;d)=1g (XY);

donc, Iz (X;y) est un mot positif six est un pe xe de y (I'avancede y
par rapporta x), un mot regatif si y est un pe xe de x (le retard dey par
rapporta x), et estegala 0 si x ety ne sont pas comparables.

Cette proprete est tes utile lorsqu'utiliee avec des pr oduits de transduc-
teurs. Etant donres deux transducteurs

T =hQ;A;B ;E;I;Ti; T%°= hQ%A;B ;E%I%TO
leur produit est le transducteur
TT % hQ Q%A;B B ;Fl 15T TO

al les transitions sont e nies par
Lo : i1,0
F= @™ @d o™ q2Ep?" P2E°

En particulier, le care deT est le transducteurT?2= T T . Sion e ace les
entees deT T © l'objet esultant est un automateetiquee par des couples
de mots deB , et on peut en faire le produit avec I'action Avance ou Retard.
On obtient ainsi un transducteur ai chaque calcul se projette ‘'dne part sur
un calcul deT et d'autre part sur un calcul deT? les deux avec la méme
entee, et dans lequel on peutire la dierence entre les sorties des calculs
projees. Formellement, on ¢ nit

TT°G =hQ Q° ;AB B;FIl 1°f 13 g;T T° i
a
aju®

F= @)™ (@d¢) p™ q2Ep™ f2EC = (uuw

Un exemple est illuste sur la gure[2.22.
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ajc bjc
\aj(:z/g-
bj1
bjc

aj(c%c)

bi e (XD Daic (<9 bj (c: 9

bj1 bj (c; 1) bj(ci1)

bj (1;1)

(@ Dbic bj(ciq

bj (1; c)

@)

(b)

Fig. 2.22 { Le care du transducteur repesene a la gure 1.3(c) et son
produit par I'action Avance ou Retard.
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Propri ete 2.5.1 Soient

c=(p;1s ) !:’iu;uo) P )

G

un chemin deT T °G etc; etc, les projection dec sur T et T respecti-

vement. On a que
= AR( cy;Cy):

En particulier, le produit du care de T par l'action Avance ou Retard
fournit une caracerisation des transducteurs qui ealisehune fonction. En
e et, T ealise une fonction si, et seulement si, pour chaque paire del@as
eussis avec la méme entee, leurs sorties sontegales; ceda traduit dans
T2 G comme suit,enone qui sera le point de cepart pour une des puves
que nous pesenterons au chapitre 4 :

Theor eme 2.5.1 (Beal et al. 2003)  Un transducteurT kealise une fonc-
tion si, et seulement si : pour toutetat(p; ) de la partieemoncee deT?,
il existe au plus une dierence telle que(p;p” ) est unetat accessible de
T2 G ; lesetats naux accessibles dd2 G appartiennenta Q Qf 1z g.

Troncature de l'action Avance ou Retard

Pour tout entier positif N, soit B N I'ensemble des mots suB avec
longueur au plusN. Posons

n=BN[B"[fOlg
al ! est un nouveau symbole. Soit
N F(B)! N
la fonction ¢k nie par

I siu2B [ B etjuj>N
8u2 F(B) un = .
u sinon

La troncature de l'action Avance ou Retard est la fonction

N - n (B B)! N
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e nie par
P 8
3! siu=!
8u2  8(xy)2B B (u; (x;y)) N:Bo siu=0

* (xuy) n sinon

Cette fonction n'est pas une action de8 B sur . Par exemple,
pourB = fagetN =1ona

(1 ;(a;aad) n =!
donc

(1 ;(a;aad) n;(aa;@)=! 61 =(1p ;(aaa;aad) n:

On peut quand m&me & nir un produit entre T T %et . Il s'agit du
transducteur
TT? y=hQ Q° NiAB O B GFL 19f 15 ;T TO N

dont les transitions sont ¢k nies par
F= o)™ @d ) p™ a2Ep™ P2ES =(;uuI) «

Comme dans le produit déT T °par 'action Avance ou Retard, le trans-
ducteur T T ©  permet de retrouver les dierences entre les calculs dg
et T% mais seulement entre ceux dont le cecalage est borre par. On pose
(w estlarelation de pe xe de chemins)

(ARN(c;d) =
! sioc® c;d da jdj=jdy; AR(c2d) 6 0; jAR(c® d9)j > N
AR(c;d) sinon

eton a
Propri et e 2.5.2 Soient
j(
c=(pmL )T ()

un chemin deT T © | etc; etc, les projection dec sur T et T°, respec-
tivement. On a que

u;u9

° N

= ARy (C1;C):
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2.5.2 Le revétement Avance ou Retard

On a vu que chaque calcul du produiT 2G repesente la dierence entre
deux calculs deT . Dans lerevétement Avance ou Retardque I'on va ce nir
dans cette section, les calculs repesentent les dierenseentre un calcul de
T et tous les calculs avec la méme entee.

On va aussi e nir une troncature pour ce revétement, ai seldment des
dierences dont la longueur est borree par un entier donresont repeees. A
la section suivante, onetudiera les proprees d'un gauckssement lexicogra-
phique pour ce revétement.

Ce nition

Alors que dansT 2G chaque transition est ce nie par l'action des sorties
d'une paire de transitions deT sur uneement de , les transitions du
revétement Avance ou Retard sont le esultat d'une action desorties d'un
ensemble de transitions avec la m&me entee sur un vecteur.

A n de & nir cette action (ci-dessous dans la proposition 2.53), il sera
recessaire de multiplier des vecteurs et matrices dont lesecoients sont des
sous-ensembles de . Pour cela, onetend le produit du groupelre F(B)
pour transformer0 en un 2ro :

8x 2 F(B) x0=0x=0:

Avec cette ogeration,S = F(B) [f 0g est un semigroupe et I'ensemble (S)
des parties deS (qui contient les sous-ensembles de ) est un semi-anneau.

On vaetendre aussi la fonction en mettant
0 =0
et noter par le méme symbole son extensiona des ensembles,
8X 2 P(S) X =fx jx2Xg
eta des vecteurs,
8V2P(S)? 8r2Q (V) =V:

Avec ces ek nitions, on a :
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Proposition 2.5.3  Soit
P() 2 (B P(B)*)! P()°
la fonction ce nie par
8v2P() °© 8(xm2B P((B)? (v;(xxm) =( xv m)

al xv est le vecteur obtenu en multipliant paka gauche chaque coe cient
dev, et xv m est le produit de ce vecteur par la matricen. Cette fonction
est une action du monale produitB P (B )? @ sur I'ensembleP () ©.

Leement distingle de cette action est le vecteur v, e ni par

1z sir 21

8r20Q Vor = _
? sinon

On ¢k nit le revétement Avance ou Retard deT comme un produit de
T par l'action , noe T , a les entees des transitions ne sont pas
consiceees. Il s'agit de la partie accessible du transducteunini de la forme

U= Q P() FAB FILT P() Q:

La ¢k nition des transitions de U cepend du morphisme assocea T. Pour
chaque p;v) 2 Q P() 9, les transitions sortantes de cet etat sont en
bijection avec les transitions del' sortantes dep :

P a5 e Y (v (ca)):
Un exemple est illuste sur la gure[2.23.

Propri et e 2.5.3 Soient
C : (i; vo) !Tujx (p;w)

un calcul deT et

..lujx
c:it = p

sa projection surT . Le vecteurw contient 'ensemble des dierences entrec
et tous les calculs d& avec la méme entee et qui commencent dans unetat
initial :
n . 0
8r2Q w = AR(cd ol:j!“;y rnj 2l
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flg f1; by fb;lg f1;b;¥g fb;1; by fBZ;B;lgfl;b;t?;bgfB;l;b;t?ngZ;B;l;bg

aj 1

ajb

@)

©1)@ac)@1n@Ec) €l (1o (11 (1o (c) @A (@1 (AS) (1

(b)

Fig. 2.23 { Deux reveétements Avance ou Retard.

Troncature d'un revétement Avance ou Retard

On peut appliquer le concept de troncature de I'action Avanceu Retard
aux revétements Avance ou Retard, en utilisant dans la e rtion des tran-
sitions la eduction § au lieu de . Le esultat est un revétement nide T
qui permet de comparer seulement des chemins dont le cecatagst borre
par I'entier 2 N. On appelle ce revetement leevétement Avance ou Retard
tronqe deT.

Pour le e nir, transformons I'ensembleF (B)[f 0;! g dans un semigroupe
enetendant I'ogeration de F(B) [f Oga ! de facona faire de ce symbole un
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210 :
8x2 F(B)[f Og Xl =1Ix =10

Les parties deF (B) [f O;! g forment un semi-anneau, et alors le produit de
vecteurs et matrices sur ces parties est ce ni. On pose aussi

ON:O; I v= 1

La troncature d'indice N du reveétement Avance ou Retard del est le

revétement ni de T de la forme
D E
W= Q (P( W)UABFELT (P( w)°

a lesetats initiaux sont & nis comme dans le revétemen Avance ou Retard
deT, et pour chaque p;v) 2 Q (P( N))Q, les transitions sortantes de cet
etat sont en bijection avec les transitions sortantes de :

8e:p! aix q (p;V)! ij (p;(xv a ) n):
N

Un exemple est illuste sur la gure(2.24.

fig f1;bg fb;1g f1;b;'g fb;1;bg fb;1!g fb;1;b;!g

Fig. 2.24 { La troncature de niveauN = 1 du revétement Avance ou Retard

illuste sur la gure 2.23(a).

Contrairementa la ce nition du revétement Avance ou Retard, la fonction
NP N (B OPB)I)YY! P W)°
e nie par

8v2P( N 8(xm2B P(B)??  (xv) =(xv m)
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©1)@acH)(E@1@ac) el 19 11 1o (c1) 1A (L) (S

ajc
() |
<_ N N O N N
bj 1g . bj1a \ \ \ /
ajls

(a) Le revetement Avance ou Retard inni pour le transducteur illuste sur la -

gure|2.23(b).
(1) A!) (c1) 1o (11) (¢ (c1) (11) (1)
ajc
() |
@ Q O
bj 15 bi1a E@ \\O
‘_ O |9
f
aj 1

(b) Le reveétement Avance ou Retard tronqee en N = 1.

Fig. 2.25 { Un reveétement Avance ou Retard qui n'est pas un revéteme
sur ses troncatures.

n'est pasune action du monede produitB P (B ) Q surl'ensembleP ().
De plus, il n'est pas vrai que tout revetement Avance ou Retardsé un re-
vétement sur ses troncatures. Ceci est illuste sur la gure 2.25u aucun
revétement n'est possible entre le revétement Avance ou Redlasur la tron-
cature.

Comme on I'a dit, les troncatures permettent de comparer lerties entre
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des calculs dont le cecalage est borre paX . Cela vient par induction sur la
longueur des chemins :

Propri ete 2.5.4 Soient
C: (vt (piw)
Un

un calcul deUy et
cit
AL p

sa projection surT . Le vecteurw contient I'ensemble des dierences entrec
et tous les calculs d§ avec la méme entee, qui commencent dans un etat
initial et dont le decalage est borre parN

n . 0
8r2Q w = ARy(cd ol:j!uT‘y rnj 2l

2.5.3 Le revétement Avance ou Retard lexicographique

Le but de cette section est de cecrire un gauchissement lexicaghique
pour le revétement Avance ou Retard et I'appliquer pouretalir le suivant :

Th eor eme 2.5.2 Pour tout transducteur T, pour tout entier N > O, il
existe un revetement niUy deT et un sous-transducteuVy de Uy tels que :
Vy estequivalenta T ; pour toute paire de calculs eussic et d de Vy avec
la méme entee et la méme sortie, leur cecalagdy; d (cf. e nition
est plus grand queN .

On dira d'un transducteur tel que, pour toute pairec et d de calculs
eussis avec mémeetiquettehc; d > N, qu'il est un transducteur N -epae .

Ce nition du revétement Avance ou Retard lexicographiqu e

Etant donres un ordre |, sur les etats initiaux de T et un ordre .
sur I'ensemble de transitions, ai deux transitions sont compardés si, et
seulement si, elles ont la m&éme entee, on pose que l'ordre itmgraphique
des calculs d&, |, estl'ordre engende par | et . surl'automate d'entee
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sous-jacent deT (cf. section[2.4.1). Cet ordre est partiel et si deux calculs
sont comparables, alors ils ont la méme entee.

Le revetement Avance ou Retard lexicographique dE est le produit de
T par l'action decrite dans la proposition 2.5.3 gauchie parles fonctions

E1 P() @ Q! P() °©
e nies par

flgs g siq ,petq2]l
84209 (P )a= ’?B s.inon|

ge:pl ™ gq2E 8r2Q (e)= (y) f:p” r2Ef .e

Plus explicitement, pour chaque g;v) 2 Q (P()) @, les transitions
sortantes de cetetat sont en bijection avec les transitions s@antes dep :

ge:p ™ q (WY (v a) e
N

Un exemple est illuste sur la gure(2.26.

2 fbg  fhilg BBy fhiLby fB;b;lg BB bg ;L b; B fB’BiLi by
. 1g
ajls 1g 1g
1g
H& bk b &
a]b 1s b ............... i b' '''''''''

Fig. 2.26 { Un revetement Avance ou Retard lexicographique (in ni La
transition pointilee est la plus grande dans l'ordre lexicgraphique.

Par induction dans la longueur des calculs, on a:
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Propri ete 2.5.5 Soient
C : (i; vo)! uLij (p;w)

un calcul deU et

crit p
T
sa projection surT . Le vecteurw contient 'ensemble des dierences entrec
et tous les calculs dd avec la méme entee, plus petits et qui commencent
dans unetat initial :

n . o
8r2Q w = AR(cd olzji“T’y nj2Ld oc

Troncature d'un revétement Avance ou Retard lexicographi que

Soit
N CED P( N)R

la fonction ¢k nie par

n 0]

g2E 8r2Q (en) = (X) n f:p!"’iyrzE;f e

ajx

8e:pl

On ¢k nit le reveétement Avance ou Retard lexicographique tongle d'in-
dice N comme le revétement ni deT de la forme

D E
W= Q (P( )SAB FEIT (P( n)°

a lesetats initiaux sont e nis comme dans le revétemen Avance ou Retard
lexicographique deT , et pour chaque p;v) 2 Q (P ( N))Q, les transitions
sortantes de cetetat sont en bijection avec les transitions siantes dep :

ge:p™ g (W' (v a)n en):
T Un

Un exemple est illuste sur la gure(2.27.
Par induction dans la longueur des calculs on a (comme on peugira la

gure 2.27) :
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? fbg fb;1g fb;!g fb;L;bg fb;1;!g fb;1;b;!g
ale
G he
ajb 1s

Fig. 2.27 { La troncature de niveauN = 1 du reveétement Avance ou Rstard
ajlg aj

lexicographique illuste sur la gure2.26, avec l'ordrep ! p epP p.

Propri ete 2.5.6 Soient
C: (vt (piw)
un calcul deU et _
c it ™ p
i
sa projection surT. Le vecteurw contient I'ensemble des dierences entre

c et tous les calculs d& avec la méme entee, plus petits, qui commencent

dans unetat initial et dont le cecalage avea est borre par N :
n _ 0
8r2Q w, = ARy(c;d) d:j!uTJy rnj2l;,d .c

Construction d'un transducteur N -&pae (preuve du tleoeme 2.5.2) |

En analysant I'information contenue dans lesetats naux durevétement
Avance ou Retard lexicographique d& , on trouve un sous-transducteur de
ce reveétement quietablit le theoeme [2.5.2.

Ce sous-transducteur est obtenu avec la suppression de la quali®tde
nal de certainsetats naux de Uy : unetat nal de Uy,

Pv)2T P( )%
est aussi nal dansVy si, et seulement si,

9t2 T telque 1 2 v:
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On appelle ce sous-transducteurithmersion Avance ou Retard lexicogra-
phiquede T, et on le noteVy . Un exemple est illuste sur la gure(2.28.

? fbg fb;1g fb;!'g fb;L;bg fb;1;!g fb;1;b;!g

Fig. 2.28 { L'immersion Avance ou Retard Iexicographique de niveaN_ =1
du transducteur illuste sur la gure 2.26, avec l'ordrep 2te P ep b p.

Les proprees principales de cette immersion, qui perméent en particu-
lier detablir le theoeme 2.5.2, sont les suivantes :

Propri ete 2.5.7 Un calcul C deVy est eussi si, et seulement si,
1. la projection C' sur T est un calcul eussi dans ce transducteur;

2. pour tout calcul eussid de T plus petit queC' avec la méme entee
et la méme sortie,,)C"; di >N .

Preuve Consquence de la propree 2.5.6.

Propri et e 2.5.8 L'immersion Avance ou Retard lexicographiqué/y est
equivalenta T.

Preuve Pour chaque paire (; x) dans la relation ealise parT, le calcul le
plus petit de T etiquet par ( u;x) est projee par un calcul dansVy.

Preuve du th eor eme(2.5.2| SiC et D sont deux calculs eussis d& avec
la méme entee et la méme sortie, et en supposant qu& D' (w ' est
le morphisme deVy sur T), on a que le decalage entreC' et D' est plus
grande queN, sinon D ne pourrait pas &etre eussi. Et clairement le cecalage
entre C et D estegal au cecalage entre leurs projections.
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2.5.4 Nombre détats des revétements trongles

On a vu que le revétement Avance ou Retard et le revetement Avee
ou Retard lexicographique sont des objets in nis : I'ensembldetats de ces
transducteurs estQ P (). Et les revétements tronques sont nis, leursetats
appartenanta Q P( n).

On exprime le nombre détats de ces troncatures en fonctiodu nombre
n detats de T, et de la cardinalie h de l'alphabet de sortieB.

Pour le calculer, notons d'abord que le nombre deementsle  \ est
X _ hN +1 h
card( n)=2 h+3=2——+3= hN
. h 1
1 i N
Donc,
cadP( )= 2"
Ainsi,
Propri et e 2.5.9 Pour tout entier positif N, le nombre détats accessibles
et co-accessibles d'une troncature de nivedl est

o) 2nhN

Ensuite, on \eri era que pour les reveétements appligues suun transduc-
teur k-valte on peut faire tomber I'exposantN. Ce fait sera crucial pour
le calcul de la taille de la decomposition d'une relation rabnnelle k-valie,
objet du chapitre suivant. Pour un ensemblé& et un entier positif I, on note

Pn(X)=fY X jcard(Y) Ig:
Propri ete 2.5.10 Soit T un transducteurk-valle emonce.

Tout etat accessible et co-accessible du revétement Aeanou Retard de
T appartienta

Q Pw()

Pour tout entier positif N, tout etat accessible et co-accessible de son
reveétement Avance ou Retard tronqe de nivea appartienta

Q Puw( n) °

Le méme est vrai pour le revetement Avance ou Retard lexgcaphique,
et le revetement Avance ou Retard lexicographique trorgjuespectivement.
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Preuve On va d'abord montrer que, pour toutetat (p;v) accessible dans
le revetement Avance ou Retard, chaque coe cient d& est un ensemble de
cardinalie au plus k.

Soit C un chemin du revétement d'unetat initiala ( p;v). Ce chemin se
projette sur un cheminc de T, d'unetat initiala p. Rappelons la description
des coe cients du vecteurvenone a la propree 2.5.3./Pour tout r 2 Q,
chaque mot dansyv; est la dierence entre la sortie dec et la sortie d'un
calcul deT allant d'unetat initiala p avec la méme entee Des dierences
distinctes impliquent des chemins ayant des sorties distincte Donc, lesl
ebments de v, impliquent | chemins deT avec la méme entee allant d'un
etat initiala p, et dont les sorties sont deuxa deux distinctes. Commp est
co-accessible dang (puisque (p;V) est co-accessible), €l estk-valwe, il doit
exister au pluskeements dans v;.

L'argument est le méme pour les autres revétements. Dans leenca-
tures, on compte au pluk + 1ebments dans les coe cients pour consicerer
lebment ! .

La chute de I'exposantN cdecoule de cette proprete et de la remarque
suivante. SoientX un ensemblea sa cardinalie, et | un entier positif. Pour
I = a, P)(X) est I'ensemble des sous-ensembles e et sa cardinalie est
2. En eereral, card P (;(X) estune somme partielle d'une ligne du triangle

de Pascal,
X a
card P(|)(X) = .

0 il
D'apes Knuth et al. [21], there is no closed form for the partial sum of a
row of Pascal's triangle . Mais il est imnediat queE

12

card P y(X) a (2.17)

donc la cardinalie deQ  Puy( n) ? est au plus

k2 "
n card( n)

On vient de montrer le suivant :

2Je remerciea Gerard Cohen pour avoir remarqle que cette estimation gressere peut
étre largement anelioee.
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Propri ete 2.5.11 Soit T un transducteuremoncke et k-valle avecnetats.
Soit h la cardinalie de son alphabet de sortie. Pour tout entier tif N, le
nombre détats accessibles et co-accessibles du revégaimAvance ou Retard
tronqe de T est

o) hNkzn

Le mé&me est vrai pour le revétement Avance ou Retard lexgecaphique tron-
ge d'indice N.

I T
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Chapitre 3

Becomposition

3.1 Introduction

Les fonctions rationnelles occupent une position centraleapni les re-
lations rationnelles entre des mondes libres en raison de leurs proprees
remarquables. Toute fonction rationnelle peut etre eatee par un transduc-
teur non ambigu, propree qui cecoule, de facon explidte ou pas, des travaux
fondateurs d'Elgot et Mezei [14], Kobayashi [28], Eilenberfd3], et reprise
avec d'autres techniques par Setizenberger [44], Arnold et Latteux [1] et
Sakarovitch [37]. On aura l'occasion de voir dans ce chapitcpie le méme
n'est pas vrai pour une relation rationnelle quelconque. llsé cecidable si
une relation rationnelle est une fonction, et lequivalene des fonctions ra-
tionnelles est cecidable (ce que I'on verra dans le chapitsiivant), alors que
lequivalence entre deux transducteurs quelconques est auidable. De plus,
on trouve parmi les fonctions rationnelles celles qui sontéguentielles. Les ca-
racerisations de ces fonctions par Ginsburg et Rose [19] et Glnut [6, 7, 8]
sont la base de l'algorithme pour decider si un transducteur mlise une fonc-
tion :quentielle [3] et pour le :quentialiser [33, 35, 2fjui ontee ecemment
utiliees en traitement de langues naturelles [35]. Dans ahapitre, onetudiera
les liens entre les relations rationnellek-valles et les fonctions rationnelles
permettant la gereralisation de certaines proprees des derneres.

En 1976, Schitzenberger a consicee la possibilie de repesenter unee-
lation rationnelle k-valle comme une union dek fonctions rationnelles. Son
approchea ce probeme, combinatoire et centee dans legraphes des rela-
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tions, n'a pas aboutia terme en raison d'une faille dans un leme ck [44].

Une eponse, duea Weber, a vu le jour en 1996.

Th eor eme 3.1.1 (D ecomposition [50])  Tout transducteurk-valie T peut
etre e ectivement cecompog en une somme dk transducteurs fonctionnels
non ambigus.

La construction propose dans [50] est assez technique. Ellepgaie sur
une cecomposition peliminaire de T dans un ensemble de cardinalie ex-
ponentielle de transducteurs non ambigus, esultat plus anen dda Weber
egalement et utili pouretablir une borne sugerieure pour la norme d'un
transducteur en fonction de son nombre detats [49]. La ceaaposition enk
transducteurs est ensuite extraite des composantes fortemeiinniexes d'un
graphe e ni sur cette cecomposition peliminaire. Le calcul fait dans [50]
pour le nombre detats de cette cecomposition fournit une duble exponen-
tielle, et I'existence d'une cecomposition de taille plus pée est lanee.

Une question lee, portant sur une classe de transducteurs ai la@pree
en question n'est plus le nombre de mots en sortie maislembre de longueurs
distincts de ces mots, aet pose aussi dans [50]. Il s'agit de savoir,att
donre un transducteur ais ce nombre est borre par un entielk, si on peut
trouver k transducteurs dont I'union y estequivalent et quiecrivent des mots
de méme longueur pour tout mot d'entee.

Dans ce chapitre nous pesenterons la construction d'une cemposition
d'un transducteur k-vallte qui s'appuie largement sur les techniques develop-
pees dans le chapitre peedent. D'une part, notre preue semble &tre, d'un
bouta l'autre, plus accessible que celle de Weber. D'autre pale nombre
detats des transducteurs obtenus ne recessite qu'une expentielle.

Le point de dcepart est la construction, pesente a la sectio (3.2, d'un
transducteur k-ambigu en entee etequivalenta un transducteur k-vale T.
L'existence d'un tel transducteur, fait ineressant en soi, sergrouwee avec la
construction d'un revétement Avance ou Retard lexicograpfue surT : on
montrera que, pour un certain entieN, le reveétement d'indiceN, noe tou-
jours Uy, contient un sous-transducteuVy equivalent et k-ambigu en entee.

Il esta remarquer que l'existence d'un transducteuk-ambigu en enteeequi-
valenta T est vue en [50] comme une congquence de la cccomposition : ce
transducteur est I'union desk transducteurs non ambigus qui en font partie.
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A la section[3.3, on cecomposerd/y a l'aide du revétement du palu-
dier glouton appliqte dans l'automate d'entee sous-jacety A, de Vy. Cet
automate etant k-ambigu, le reveétement fournitk automates non ambigus

mates conser\es le long des constructions, on pourra ensuiteemonter les
sorties deVy vers les transitions deA, et ainsi obtenir k transducteurs non

est monte, puisqueT et Vy sontequivalents.

Cesetapes sont illustees ci-dessous. Les eches doubles satés revéte-
ments ; celles pointilees des sous-automates; la eche sirgest une immer-
sion, et indique la projection dans l'automate d'entee sous-jacent

T UN‘ ......... VN iZ(')
¥ S v,
A B «eeeeeeeees i|3(l)

En cepit de l'utilisation de deux revétements dans cette castruction,
on montrera que les etats accessibles et co-accessibles dessmacteurs

le nombre de cesetats par une exponentielle,a savoir®8"™* ") ai n est
le nombre detats de T, h est la cardinalie de son alphabet de sortie et est
la longueur maximale des sorties des transitions.

On va ensuite, avec les mémes techniques, cecomposer un trangdur
al le nombre de longueurs distinctes en sortie est borre, e#iat qui epond
a la question de Weber. On va en e et montrer plus :

Th eor eme 3.1.2 (D ecomposition avec morphisme) Soient : A !

B une relation rationnelle d'image nieet :B ! C un morphisme tels
que la composition  soit une relation rationnelle k-valiee. Tout transduc-
teur S ealisant  peut &tre e ectivement cecompos erk transducteurs dont
les compositions avec sont des fonctions.

La question de Weber estetablie en prenant comme le morphisme quia
chague mot associe sa longueur.
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Ce theoeme fait I'objet de la section|3.4, et sera tie d'ure cecomposition
des calculs eussis du transducteur obtenu en remplacant ls®rties deS par
les images donrees par le morphisme Ce transducteur,T , ealise la relation

et est donck-valle. Cette decomposition de calculs consistea construe

T et sont tels que l'union des images (par ces immersions) de legedculs
eussis estegale a I'ensemble des calculs eussis de. La construction de
cette cecomposition de calculs se base sur le fait qug, est un noyau
dur deT, dans le sens au, pour tout calcul eussi dd , il en existe un dans
Vy avec la méme entee, méme sortie et dont le cecalage est plpetit qu'un
certain entier qui cepend du nombre detats deT . Il en esulte que I'on peut

en remplacant leurs sorties par celles des transitions prdages dansT (qui
en sont des images inverses par le morphisme

Le scltema de cette construction est repesene ci-dessous, alindique
une ketiguetage des sorties par ce morphisme, et les autreshes indiquent
des immersions.

S .
S T AL

S . 1 S .
0 i<k x(l) 0 i<k W(l)

On montrera que la taille de cette cecomposition et celle daldecompo-
sition d'un transducteur k-valte sont dans le méme ordre. Ces construction
onee pesenees en [41].

Alors que toute fonction rationnelle peut étre ealise @r un transduc-
teur non ambigu, le méme n'est pas vrai en gereral pour lesetations de
norme borree. Il existe en e et des relations rationnellesiwq sont intrinse-
guement ambigas On vaa la n de ce chapitre exprimer ce fait au moyen des
constructions y pesenees. Aussi, on va mette en lumere le faique la non
ambiguie estequivalentea I'existence d'une cecompositon en des fonctions
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deuxa deux disjointes, et montrer qu'on ne peut pas cecider gine relation
rationnelle est intrineequement ambige.

I T

3.2 Destransducteurs k-vales aux k-ambigus
en entee

Le long de cette sectionT designera un transducteurk-valle etemonce.
On notera aussi™ la longueur maximale des sorties des transitions dE,
paramnetre presque omnipesent dans nos cteveloppements.

On montrera dans cette section que, pour un certain indidg, le revéte-
ment Avance ou Retard lexicographique tronque dd , Vy, est un transduc-
teur k-ambigu en entee. Ce esultat est la premere etape de note preuve
pour le treoeme de decomposition :

Proposition 3.2.1  Soit T un transducteur avemetats dont les sorties ont
longueur au plus. Si T estk-valwe, alors, pour N “nk*1 Vg estk-ambigu
en entee.

Par conequent,

Th eor eme 3.2.1 Pour tout transducteurk-valie, on peut construire (e ec-
tivement) un transducteurequivalent etk-ambigu en entee.

Le cur de la preuve de la proposition/3.2.1 est un argument déra-
tion consigre sur ce que nous appellerons lemme des chemins prochd&f.
lemme 3.2.1). Nous en donnerons une preuve base sur une pegpde |'ac-
tion Avance ou Retardetablie en [3]. Remarquons qu'un arguent similaire
est ceveloppe dans les travaux de Weber ; I'utilisation de Action Avance ou
Retard en permet pourtant une preuve plus courte.
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3.2.1 Produits de plusieurs transducteurs

Rappelons la c nition de produit caresien de deux ou plustransduc-
teurs, notation qui sera utile pour exprimer le lemme des chens proches
(section[3.2.2) et d'autres ceveloppementsa venir.

Cette ¢k nition aek dep introduitea la section 2.5. 1 :etant donres deux
transducteurs

T=hQ;A;B ;E;I;Ti; T%°=hQ%A;B ;EC%ICTO
le produit de T par T %est le transducteur
TT%hQ Q%AB B ;Fl I5T TOi

a F, 'ensemble de transitions, est c& ni par

F= @™ @d p™ q2E pt?" ¢2EO

T = hQ;i;A;B ;Ei;li;Tii 1 i I

Le produit T, ::: T, est un transducteur surA B ' dont les transitions
sont ¢ nies par
n . o]
pP® g p;g2Q :Qp!™ @2E;1 i |

En particulier, le produit de T par lui méme | fois, transducteur de la
formeT ::: T ,estnoe T'. On a appek T? le care de T, on appellera
soncubele transducteur T 3.

Un cheminc dansT; ::: T, (donc, un vecteur de chemins) se projette
sur | cheminsavec la méme enteeFormellement, la projection deT; :::T |
sur la coordonreei est la fonction 1, : Q; ::: Q! Q; e nie par

89 =(p;::5;P)2 Q1 i Q an=p

(ce qui & nit un revétement de T; ::: T | surT;). Le chemin deT,; projee
par c est la coordonreei dec :

Ci=¢C -
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3.2.2 Le lemme des chemins proches

Dans un transducteur fonctionnel, le decalage entre deux lcals eussis
avec la méme entee ne peut pas etre arbitrairement grand

Proposition 3.2.2  Si T est fonctionnel, alors pour toute pairec et d de
calculs eussis deT avec la méme enteec; d < 'n2 (a1 n est le nombre
detats de T et * la sortie maximale de ses transitions).

La preuve peut etre lue dans le produit du care deT par l'action
Avance ou Retard :

Propri ete 3.2.1 Si T est un transducteur fonctionnel, alors pour toutetat
accessible et co-accessiblgp; g);w) de T2 G , jwj <'n 2,

Preuve Soit _
c: (i )it )™ ((prasw)
T2G
un chemin qui commence dans unetat initial. En vertu du treoeme [2.5.1,
toute factorisation dec de la forme

(05030 )10 (rsyiz)t Y (ms)iz)t T (piaiw)

doit satisfaire
Z21=2,6 0:

Donc, la suppression de la boucle
uz2j(x2:y2)
((rs);z)! 70 ((rs);z)

donne un chemin plus court de {(j ); 1z )a (( p;0;w). La suppression de
toutes ces boucles conduita un chemin dei(f ); 1z )a (( p; 9;w) dont I'en-
tee est un mot de longueur plus petit quen?, ce quietablit jwj < 'n 2.

Le lemme des chemins proches, argument principal de notre staction
(avec le revetement Avance ou Retard lexicographique) d'umansducteur
k-ambigu en entee, est une gereralisation aux transductels k-valies de la
proposition[3.2.2. lletablit que dans tout ensemble dé& + 1 calculs eussis
avec la méme entee, on peut en trouver deux avec la méme seret dont le
cecalage est borre par un certain entier :
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Lemme 3.2.1 (lemme des chemins proches) SoitT un transducteur avec
netats, soit ~ la longueur maximale des sorties de ses transitions. Biest
k-valle, alors pour tout calcul eussic de Tk* il existe deux coordonrees
etj (1 i<j k +1) telles que les projectionsg; et c; satisfont

AR(ci;c)) =18
(c'esta-dire, c; etc; ont la méme sortie) et

h:i; Cji <'n k+1:

La preuve consistea trouver deux chemins n‘ayant aucune bdec in-
compatible avec la dierence des sorties des pe xes peecdents. Pouce
faire, on utilisera la propreeevoqiee de I'action Avan ce ou Retard :

Lemme 3.2.2 (Beal et al. 2003) Soientw2 B [ B et(x;y)2B B .
Siw (x;y) = w, alors, pour toutr 2 N, w (X;y)" = w. Sinon, pour tout
z2 B [ B, il existe au plus un entierr tel quew (x;y)" = z.

C'esta-dire, siw (Xx;y) 6 w, alors le couple de motsx;y) casse le mot
w, et la suite de valeursw (x;y)" doit étre in nie ou tomber dans O.

Unenone similaire au lemme des chemins proches apparads [50],
dont la preuve est plus longue que celle que nous allons petn

Preuve du lemme des chemins proches Consicerons les ensembles deux
a deux distincts suivants :

lo="f@j) i1 i<j k+1;AR(ci;c)61s g;
lo=f(@;j)j1 i<j k+1;AR(c;¢)=1g;ho;gi nkig;
ls=f(;j)j1 i<j k+1;AR(ci;c)=1p ;hci;ci<'nkig

On doit montrer que | 3 6 ? . Pour cela, on montrera, par induction sur
card(l,), que I 3 = ? implique I'existence d'un calcul eussi deTk* |
donc, k + 1 calculs eussis deT avec la méme entee | dont les sorties des
projections sont deux a deux distinctes. Un tel calcul est en coradiction
avec I'hypothese queT estk-valie.

Le cas card(;) =0 estimnediat : si 1,=? etlz;= ?, alors toutes les
paires d'indices appartiennental ;, et c ak+1 sorties deuxa deux distinctes.
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Consicerons card ( ) > 0. On va d'abord montrer I'a rmation suivante :
sii et] sont deux indices tels que

h:i; Ci i n k+l
alors il existe une factorisation
c= RO
ar c®est un cycle tel que

AR(c?: cf) 6 AR(( c%;; (c%C%)): (3.1)

C'esta-dire, ce cycle casse la dierence entre les sorties dec et cf.

Cette a rmation vient par induction sur la longueur de ¢ comme suit.
Soit d un pe xe de c tel que

AR(di;dj) “n**t:

CommeTk*1 ank* etats, d doit avoir au moins un cycle ; soif un tel cycle,
et posonsd = d%d® Si

hd®: dfi & HdF);; (d%);i

alors on peut prendrec®= f, et I'a rmation est montee. Sinon, le chemin
strictement plus court dd“satisfait

hd%%;; (dW%;i = hd;; dji

et par induction, d4da un cycleg qui casse les dierences entre les sorties
suri etj d'un de ses pe xes. On a deux casa consicerer. D'abord, gj est
un facteur ded® ou de d® alors il est aussi un facteur du chemiml, et on
peut pendrec®= g. Sinon, on peutecrired®= hg® d%= g°h%et g = g9®
Dans ce casg¥g®est un cycle dansd comme cesie, et on peut prendre
c%= g%g®°

Pour nir, on vaetablira l'aide du lemme 3.2.2 que l'existence d'une
factorisation qui satisfait (3.1) implique I'existence d'un etier r tel que I'en-
semble correspondanta , pour le calcul eussictc*?soit | 9, ne contient
pas (;j ) et est donc strictement contenu dang ,. Ceci permet d'appliquer
I'hypothese d'induction sur le calcul c% ¢
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Le lemme 3.2.2 assure qu'il existe un entiertel que : les projections de
COCOOCOOO

suri etj ont des sorties distinctes; scio et cjo sont deux projections avec
des sorties distinctes, alors les projections a&c°c®sur i% et j© ont aussi
des sorties distinctes ; pour toute autre paire d'indice$et j %9 soit les sorties
des projections dec%c®c®%sur i%et j ©sont distinctes, soit le cecalage entre
eux estegal au cecalage entre les projections desur i%et j % Ainsi, (i;j )
n'appartient pasa | 9, et toute paire dansl 9 appartienta | ,.

3.2.3 Construction du transducteur k-ambigu en en-
tee

Preuve de la proposition 3.2.1 | SoitN un entier quelconque plus grand
ouegala ‘nk*l,

D'apes la propree 2.5.7 ( cf. section 2.5.3)Vy estN-epae, c'esta-dire,
si C; et C, sont deux calculs eussis distincts d&/y avec une méme entee,
alors soitC, et C, ont des sorties distinctes, soitiC;; C,i  "n**1.

Tout calcul eussi de Vy se projette sur un calcul eussi deT Alors, il
vient du lemme 3.2.1 que/y ne peut pas avoirk + 1 calculs eussis distincts
avec une meéme entee.

Exemple 3.2.1 La gure 3.1/repesente deux reveétements Avance ou Retard
d'un transducteur 2-vale surfag f bg , T; (aussiilluste surla gure ﬁ.3(b)).
Ce transducteur ealise la relation

(
15 n=0

fo; B""tg n>0

n

L'ambiguee de l'automate d'entee sous-jacent deT; n'est pas borree.
On voit dans chacun des deux revétements le sous-transductafy, qui est
equivalenta T, et 2-ambigu en entee. 4

I T
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(??) (2 fbg)  (fbg ?) (f1s gfby) (fbgfls g)

(a) Avec un ordre sur les transitions sortantes dep...

(??) (2 fbg)  (fbg ?) (f1ls gfby) (fbgfls g)

ajR e i,

(b) ... et avec un autre ordre.

Fig. 3.1 { Deux revetements Avance ou Retard d&;, U® et U Dans cha-
cun des revétements, la transition pointilee est la plus gnades dans l'ordre
lexicographique. Les® ()) Qvecteurs (projection verticale) sont indies par
fp; g, dans cet ordre. Ces revétements sontegauxa tous leursancatures,
puisque le decalage entre toute paire de calculs eussis de ne tepasse ja-
mais 1. En e acant lesetats gris (et leurs transitions entiantes), on obtient
deux sous-transducteursequivalentsarl; et 2-ambigus en entlee,\/ﬁ,a) et V,i,b).
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3.3 [Ecomposition d'un transducteur k-ambigu
en entee

Le transducteurk-ambigu en ente Vy etant construit, on va le cecompo-
sera l'aide du revétement du paludier glouton. Ceci conctua construction
d'une cecomposition deT, puisque, comme on a vu dans le chapitre pec-
dent, T et Vy sontequivalents (pour tout N).

Ensuite, on va montrer que le nombre détats de cette decompsition
est borree par une exponentielle (dans le nombre detats d&). Le calcul
fait dans le chapitre peedent (cf. section 2.5.4) pour le nombre detats
d'un revétement Avance ou Retard lexicographique tronqueaura un role
important dans ce esultat.

3.3.1 La acomposition lexicographique

Preuve du th eor eme de decomposition Prenons

et soit A le N-automate d'entee sous-jacent deVy . Dans cet automate, la
multiplicie d'une transition est la somme des transitions deVy avec méme
origine, extemit et entee.

Il vient de la proposition[3.2.1 queVy estk-ambigu en entee, ce qui est
equivalenta dire que A estk-ambigu. Alors, le treoeme du paludier glouton
appligwee sur A fournit k automates

qui sont non ambigus| en particulier, les multiplicies des transitions, des
etats initiaux et desetats naux des parties utiles de cesautomates sont
egalesa 1 |, immersions dans A et tels que

X s (i)s e pee

1B ') = JAN:

0 i<k
De plus, commeA est k-ambigu, I'ensemble des calculs eussis dans ces im-
mersions est en bijection avec I'ensemble des calculs eussisAde
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buant des sorties comme suit : une transitioa dans ces automates se projette
sur une transitionf de A avec la mémeetiquette, soita; la transition f cor-
responda une transition deV)y ; soit u la sortie de cette transition ; on rece ni
letiguette de e commeetant le coupleaju.

Avec cette eetiquetage, on obtient k transducteurs non ambigus

7O ... yAGE)

dont l'union estequivalentea Vy et, donc,a T.

graphiquede T .

Insistons sur le fait (implicite dans la preuve) que les calculsussis des
transducteurs dans cette decomposition sont en bijection ageceux deVy .
Ceci sera utile plus tard.

une bijection entre les calculs eussis d&/\ et l'union des calculs eussis
dans cette cecomposition.

Exemple 3.3.1 (Continuation de l'exemple 3.1) | | Onrepesente aux -
gures 3.2 et 3.3 quatre cecompositions distinctes pour le tnaducteurT,, ob-
tenues avec le revétement du paludier glouton appligle sules transducteurs
V@ et v illustes sur la gure 4
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(0000) (1000) (0100) (0010) (0001)

Zo Z1 Zl

(a) Une cecomposition de V,E,a) dans les fonctions

8

ElB n=0 (
jZoj:a" 7! 5 B+l npair >0  jZ4:a" 7!

ook n impair

n pair >0
B'*1 n impair

(0000) (1000) (0100) (0010) (0001)

ajb’

Zy Zy Zy

(b) Autre ordre et autre cecomposition :

(

(
jZoj:a" 7! o npair 0 b'*1  n pair >0

jZ41j:a" 7!
B+ n impair e b n impair

Fig. 3.2 { Le revetement du paludier glouton sur I'automate d'ente de V,E,a)
avec deux ordres distincts. Les transitions pointilees sonek plus grandes.
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(00) 10) 01)

aj b

(a) Une cecomposition de Vﬁ,a) dans les fonctions

(
.o .. _n 15 = .
jZoj:a" 7! et jZij:a" 7P n>0
(00) (20 01
@ O
ajt} &
ajb ) ajb
OO~ G0
Zo Z,

(b) Autre ordre et autre decomposition :

jZoj:a" 7' n 0 jZg:a" 7Bt n>0

Fig. 3.3 { Le revétement du paludier glouton sur l'automate d'ente de vﬁ))
avec deux ordres distincts. Les transitions pointilees sonek plus grandes.
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3.3.2 Taille de la &ecomposition lexicographique

On va mesurer le nombre detats d'une cecomposition lexicagphique de
T en fonction des paranetres suivantes dé& : n (le nombre detats), h (la
cardinalie de l'alphabet de sortie), ~ (la longueur maximales des sorties des
transitions) et k (la norme).

On supposera que le revétement du paludier glouton, secondaje de la
construction de la cecomposition lexicographique, est appjiee sur la partie
utile de A. Sous cette hypottese, on va montrer le suivant :

Propri ete 3.3.2 Si T estk-vale, chaque transducteurZ () (construit a
partir de Vy avecN = “nk*1) a au plus 20tk n*™*) etats utiles.

La preuve de cette propree cepend du calcul du nombre @tats de Vy
fait dans le chapitre peedent (cf. section[2.5.4) et du fait, cemonte ci-
dessous, que sous I'hypothese que estemonck et k-valle, les vecteurs conte-
nus dans lesetats utiles dez () n'ont qu'un nombre lireaire de coordonrees
dont les coe cients sont distincts de 0.

Pour eviter toute confusion avec lecriture des etats Vy, on notera les
etats de Z () avec des lettres majuscules.

Lemme 3.3.1 Sous l'hypotlese quel estemonce et k-vale, et queVy est
construit avecN = “n**1 on a : pour toutetat utile (P;V) dez®, V a au
plus kn coordonrees dont les coe cients sont distincts ded.

Preuve Fixons unetat gdeT . On va montrer qu'il existe au plusk vecteurs
w tels queV(q.w) > 0 (rappelons queV est indie par lesetats deVy).

Pour ce faire, on va associera chaque vectew tel que V(g.wy > 0 un
certain cheminD,, de Vy de facon que : pour des vecteurss et wP distincts,
D, et Dyo ont la méme entee, et de plus soit leurs sorties sont distincse
soit D, Dy 'n¥*1. Ensuite, on montreraa l'aide du lemme des chemins
proches qu'il existe au pluk chemins de cette forme.

Fixons d'abord I'entee de ces chemins. CommeP(V) est unetat utile
de Z M, ce transducteur a (au moins) un chemirC allant d'unetat initiala
(P;V). Soit u l'entee de C.

Si w est un vecteur tel queV(q.w) > 0, il cecoule de la construction du
revétement du paludier glouton ¢f. section| 2.4.2) qu'il existe dansvy au
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moins un chemin allant d'unetat initiala ( g;w) et qui lit u (plus peciement,
un chemin plus petit que la projection deC sur Vy). On ¢ nit D,, comme
I'un de ces chemins.

Montrons que pourD,, 6 D0 soit les sorties de ces chemins sont dis-
tinctes, soit D,; Dwi  “nk*l. Supposons, sans perte de gereralie, que

Do D,

al ' estle morphisme dé&/y surT et estl'ordre lexicographique » sur les
calculs deT . Si les sorties dd,, et Dyoetaientegales et hD,,; Dyoi < 'n **1,
on aurait par la propree 2.5.6 que 1 2 wq. Or, ceci implique que §;w) n'est
pas co-accessible dang, (contradiction avec I'hypothese que le revétement
du paludier glouton est appligte sur la partie utile deVy ), puisque, dans ce
cas, toutetat (t; z) accessiblea partir de €;w) devrait satisfaire Iz 2 z, et
donc (t; z) ne saurait pas etre nal dansVy.

A n de conclure la preuve, remarquons que chague,, se projette sur un
chemin deT de la forme

S
.

Cw q

al i est unetat initial. Comme T estemondk, il existe un chemin

al t est unetat nal. Posons
dy = cuf:

Donc, d,, est chemin eussi deT ; de plus, pourw 6 w°, d,, et dyo ont la
méme entee, et soit leurs sorties sont distinctes, sofd,; dwi  n*1. Du
lemme! 3.2.1 il vient queT contient au plusk chemins de cette forme.

Preuve de la propri et e[3.3.2 Soit X I'ensemble desetats utiles dé/y .
Comme on aenone dans la propree/2.5.10,

X Q Py ( n) Q:

Pourtouti,0 i<k, lesetats dutransducteurZ () (donre par le revetement
du paludier glouton de l'automate d'entee deVy) appartiennenta

X NZ:
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Du lemme3.3.1 il vient que pour toutetat utile (P;V) de Z(®, I'ensemble
des coordonrees d& dont le coe cient n'est pas nul est contenu dans

P (kn)(X):

Il'y a k possible valeurs dierentes de Zzro pour chacune de ces cdonrees,
a savoir,

fl,::.;k 1;1g;
alors le nombre detats utiles deZ (V) est au plus

card(X) card Pyn(X) k<

Pour conclure, nous ecurons au calcul du nombre detats tiles de Vy
faita la section 2.5.4 : de la propree 2.5.11 il vient quecard (X ) est

20(hNk2n)
et de (2.17) il cecoule
card Pn(X)  card o) km* .

Avec N = “nk*1 on obtient queZ ) a 2Mk*n“™*) etats utiles.

I T

3.4 [ecomposition avec morphisme

Consicerons maintenant la cccomposition de la composee dhe relation
rationnelle avec un morphisme :

D ecomposition avec morphisme

Soient : A ! B une relation rationnelle dimage nieet :B ! C
un morphisme tels que la composition soit une relation rationnelle k-
valltee. Tout transducteur S ealisant peut étre e ectivement cecompos
en k transducteurs dont les compositions avec sont des fonctions.

On tirera ce threoeme d'une cecomposition totale des calals reussis d'un
transducteur k-valie, que I'on va tout d'abord construire.
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3.4.1 Decomposition des calculs eussis

Th eor eme 3.4.1 Pour tout transducteur k-valte T, on peut construire ef-

suivantes :
1. pour touti, 0 i<k, il existe une immersion' O :wW® 1T
2. l'union des images (par ces immersions) des ensembles deua eus-

T.

Une bonne partie de la preuve de ce theoeme est faite en congisant
une decomposition lexicographique de .

On la conclut avec une propree de cette cecomposition ge I'on montrera
ci-dessous. Cette propree dit que tout calcul eussi deT doit étre proche

Propri ete 3.4.1 Soit T un transducteur k-valle avec n etats et sorties
des transitions borrees par’. Soit Z@ [ [z & 1 une decomposition
lexicographique de ce transducteur, avét = “n**1. Pour tout calcul eussi
c de T il existe un calcul eussiD dansz© [ [z & D avec la meme
entee, méme sortie et tel qudre; D' i < 2(k+1)N (aw ' est le morphisme
de la cecomposition surT).

Preuve PosonskK =2(k+1)N.

avec les calculs eussis d¥y (propree 3.3.1). Donc il sut de montrer que
pour tout calcul eussi c de T, il existe un calcul eussiD dansVy avec la
méme entee, méme sortie et tel quéc; D' i <K .

Soit Cl'ensemble des calculs eussis de. On va ce nir une suite emboee
de sous-ensembles de deuxa deux distincts. L'ensemble le plus petit,G,
est la projection surT des calculs eussis d&/y, et, pour tout i > 0,

)
[
G= c2C Gj9d2G ;telquehc; d <N
0 j<i

On va montrer que [
C= G: (3.2)
0 i< 2(k+1)
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Cecietablit la preuve en raison du fait suivant, immediat par induction sur
i : pourtout c 2 G, il existe d 2 Cy (I'image d'un calcul dansVy) avec la
méme entee, méme sortie et tel quéc; d <IN .

Pour montrer (3.2), on va d'abordetablir que

Gy = ?:

dansT tels que
hci; i N pouri 6 |
de la manere suivante. Premerement, on choisitc; comme n'importe quel

calcul dansG+1) . De la ce nition de ces ensembles il vient qu'il existe des
calculs

d°2 Cysn) 1 et d 2 Cy
avec la méme entee, méme sortie et tels que

he: i <N et hd® di < N:

On a que
hc;d N;
puisque au contrairec appartiendraita G+1y 1. On choisit c, commed,

et il sut d'ierer ces choix. Or, comme T est k-vale, cesk + 1 calculs
contredisent le lemme des chemins proches (lemme 3.2.1).

On montre (3.2) comme suit.

Supposons le contraire, et soit un calcul eussi minimal par l'ordre lexi-
cographique des chemins d& qui n'est pas dans I'ensemble ; _ 5.y G-
Il n'existe pas de calcul dand/y qui se projette surc (parce quec n'est pas
dans G), donc il vient de la propree 2.5.7 qu'il existe dans T un calcul
eussi plus petit d avec la méme entee, la méme sortie, et tel que

he; d N:

En raison de la minimalie de ¢, on a qued appartienta un ensemble G
pouri< 2(k+1), etcommehc;d N on a quec doit appartenira Cj.;.
Contradiction : commeGy+1y = ?, G4 est un des ensembles

: : S
Alors, tout calcul eussi de T appartienta  ; . 5441y G-
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Cette propree permet de tirer la decomposition des calawls de T avec
un collage des calculs eussis de ce transducteur dais®;:::;zk Da
I'aide de I'action Avance ou Retard trongee.

Preuve du th eor eme 3.4.1 SoientT un transducteur k-valwe, et

2@z D)
une cecomposition lexicographique d& . On tirera W® pour0 i<k, du
produitde T Z @ par l'action Avance ou Retard trongiee d'indice 2k+1) N,
pour N = “n**1 (cf. section 2.5.1),

TZO  Luen:

Il cecoule de la propree 2.5.2 que les calculs dans ce pduit dont I'ex-
temie contient (dans la troiseme coordonree) le mot vide se projettent sur
les calculs eussis d& et Z() avec la méme entee, m&éme sortie, et dont le
cecalage est borre parN.

On e nit W@ en e acant la propree d'étre nal desetats naux de

TZ O ,441yn Qui ne contiennent pas le mot vide, et en e acant le deuxere
mot des sorties des transitions d& Z ) .1y . La propree 3.4.1 assure

gue ces transducteurs ont les proprees demancees.

Les operation que I'on a mis en uvre pour construire les trarsducteurs
WO niintroduisent pas de nouvelles exponentielles. Ainsi, la téél d'une ce-
composition de calculs est dans le m&me ordre que celle d'ueeodnposition
lexicographique :

Propri ete 3.4.2 Soit T un transducteur k-valle avec n etats et sorties
des transitions borrees par ; soit h la cardinalie de son alphabet de sortie.
Chaque transducteu @) a au plus2Pk*n“*) etats utiles.

Preuve Pour chaquei, 0 i<k, soit M; le nombre detats utiles deZ (.
Le nombre detats utiles deW () est borre par

n M; card( ) nM;2"*

(w K =2(k+1)N). Comme on a monte dans la propree 3.3.2,M; est de
lordre 200k ™) | 'expressionnM; 2K *1 clairement en est de méme.
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3.4.2 Construction de la decomposition

La cecomposition avec morphisme dcecoule de la cecompositiades calculs
avec un simple aller-retour de eetiquetage de transitions.

Preuve de la d ecomposition avec morphisme  Soit S un transducteur
ealisant . On peut construirea partir de S un transducteurk-valte T ea-
lisant la composition  avec une eetiquetage des transitions déS : chaque
transition
p g
S
est remplace par
p™ g
T

Soit

une dcecomposition des calculs d& . On va remplacer les sorties des transi-
tions de chaque transducteutV () de facona obtenir une immersion sursS :
chaque transition

| Ay
w ()
se projette sur une transitionf deT ; letiquette de f est, par construction,
de la forme

e.p q

ajx
@ X est la sortie originale dansS ; la sortiey de e est remplace parx.
On obtient alors k transducteurs ceccomposant enterement les calculs de
S. Ces transducteurs ne sont pas recessairement fonctionnels. iMdeurs

composes avec (qui sont les transducteurs de la cecomposition de calculs
deT) le sont.

Il vient de la propree 3.4.2 que les transducteurs dans d&e decompo-
sition ont 20(Wk*n“"*) etats, as * dans ce cas est la longueur maximale des
images des sorties des transitions @&par le morphisme et n est le nombre
detats de S.

I T
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3.5 Ambigu «&

On peut & nir le concept d'ambiguse de facon tes gererale pour les
sous-ensembles rationnels d'un moste quelconque. Une facon de lenoncer
est en recourant aux expressions rationnelles : on dit qu'un rahnel est non
ambigu s'il peut étre construit avec une expression rationnelldans laquelle
toutes les operations sont non ambiges. Une autre esta travers des auto-
mates sur le monale, en raison des passages possibles d'un objeta l'autre.
On trouvera les e nitions et ceveloppements concernarg en [38].

Dans cette section, on s'ineresseraa quelques aspects du ceptd'am-
biguie pour la famille des relations de norme borree.

D& nition et exemples

Definition 3.5.1 (Relation intrins equement ambigu e) Onditqu'un
transducteur surA B estnon ambigusi pour chaque paire de mots dans
A B il existe au plus un calcul eussi dans ce transducteur etiquetpar
cette paire; sinon on dit qu'il est ambigu. On dit qu'une relatn rationnelle
est intrineequement ambigwe s'il n'existe aucun transducteur non ambigu
pouvant la ealiser; sinon, on dit qu'elle estnon ambigte. 4

On sait que tout sous-ensemble rationnel d'umonede libre est non am-
bigu, et que toute fonction rationnelle est non ambigue. Le eme n'est pour-
tant pas vrai pour n'importe quelle relation rationnelle, € en particulier pour
celles de norme borree. La proposition suivante donne un er¢ recessaire
simple pour la non ambiguie d'une relation rationnelle.

Proposition 3.5.1  Si est une relation rationnelle dimage ni non am-
bigue, alors pour tout entierk > 0 I'ensemble

fu2 dom jcard(u )= kg (3.3)

est rationnel.

Preuve Soit T un transducteur non ambigu qui ealise . Pour chaque
u 2 dom , le nombre de chemins distincts d& lisant u estegala card (u ).
Le revétement decrit dans le theoeme[2.2.2 (pour la costruction de la -
re s=k), appligee sur l'automate d'entee sous-jacent deT, permet donc
d'obtenir une immersion sur ce dernier qui ealise I'ensemble3).
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Exemple 3.5.1 La proposition3.5.1 implique que toute relation rationneé#
incluse dans §; © (b;1) +(a; 1) (b; 9 etayantun nombre in ni de paires
de la forme @'b; ) est intrinequement ambigue. En e et, card (u ) =1 si
et seulement su est un mot du domaine de de la formea'ld, et un ensemble
in ni de tels mots n'est pas rationnel. 4

Exemple 3.5.2 D'apes la proposition/3.5.1, la relation rationnelle de nome
borree suivante,

[(a; @) (b;1)" (c; B+ (a; 1)" (b; " (c; B]”
est intrinsequement ambigwe. En e et,
card(u )=1ssiu2 abji>0 c’
etfu2 dom jcard(u )=1gn'estpas rationnel. 4
Exemple 3.5.3 Soient ;; , les morphismes engendes par
a;=ab;=1l;a,=1;bs,=a
et larelation rationnelle ;[ . Alors,
u = ajUja; aluib
Cette relation rationnelle est intrineequement ambige. En fait,
card(u ) =1 ssijuja = jujp;

etfu2 dom :card(u )=1gn'est pas rationnel. 4

Becomposition d'une relation rationnelle non ambigu e

On a monte comment cecomposer une relatiork-valtee, mais on n'a rien
dit sur la possibilie d'obtenir des fonctions deuxa deux dispintes. Cette
possibilie est en e et leea I'ambigu <& de la relation :

Proposition 3.5.2  Une relation rationnelle k-valte est non ambige si, et
seulement si, elle est une somme defonctions rationnelles deux a deux
disjointes.
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Preuve L'union de k fonctions rationnelles disjointes est une relation non
ambigue puisque toute fonction rationnelle est non ambigu La eciproque
setablit avec I'application du revétement du paludier gbuton sur 'automate
d'entee sous-jacent deT : cette construction fournit directement une ce-
composition deT (puisque son automate d'entee esk-ambigu), au de plus
les calculs eussis des transducteurs en faisant partie sont eijelstion avec
les calculs eussis d€l ; donc, deux transducteurs distincts dans la cecom-
position n'ont aucun calcul eussi avac la mémeetiquette.

Une caracerisation

On \eri e que le decalage entre les calculs eussis d'un trasducteur de
norme borre a aussi un certain rapport avec I'ambiguit de laelation ealiee.

Pour tout transducteur T, notons
. o
hTi= max hc;d  c:i! uix t. d: iO!UJTX t® c et d eussis

De faconequivalente, hT i est le supremum des longueurs des mots dans les
etats accessibles et co-accessibles @& G . Remarquons qu'on peut avec
cette notationenoncer la proposition 3.2.2 de la manere suante :

AN

Proposition 3.5.3  Pour tout transducteur fonctionnelT, hTi< 'n 2 (a
est la longueur maximale des sortes des transitionsrete nombre détats).

En gereral, il se peut que hT i soit ni ou in ni, m&éme si le comporte-
ment de T est une relation non ambige. Par exemplehT i est in ni pour le
transducteur suivant, qui ealise une relation non ambige :

aite (OOt
r

Pour les relations de norme borree, on a pourtant quia nitude de hT i
caracerise la non ambiguie du comportement deT .
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Theor eme 3.5.1 Soit : A ! B une relation rationnelle k-valee. Les
conditions suivantes sontequivalentes :

a) est intrinequement ambige ;
b) il existe un transducteurT ealisant tel quehTi= 1 ;
c) pour tout transducteurT ealisant , hTi=1 .

Il est clair quec) =) a)etc) =) D). L'implication a) =) c) est une
conequence directe du revétement Avance ou Retard : en ¢ &i hT iest un
transducteur ealisant  pour lequel il existe un entierN tel quehTi N,
alors le transducteurVy , sous-transducteur du revétement Avance ou Retard
de T (cf. theoeme 2.5.2), est non ambigu. La substance du treoeme s
l'implication b) =) ¢), qui decoule du lemme suivant (remarquons que
dans cetenone tc; d indique le decalage entre deux calculs appartenanta
des transducteurs distincts) :

Lemme 3.5.1 Si T et T%sont deux transducteurk-valles, et si le compor-
tement deT est inclus dans celui d&r % alors il existe un entierL tel que
pour tout calcul eussic de T, il existe un calcul eussid dansT °avec méme
entee, méme sortie et tel qudaxc; d <L .

Preuve SoientVy le transducteur k-ambigu en entee etequivalenta T©°
tie d'un revétement Avance ou Retard lexicographique deedernier, etB le
produit de l'automate d'entee sous-jacent deVy par l'action . .; & nie
dans (2.5) (exemple 2.2/3). Soi¥ le transducteur obtenua partir de B en
rajoutant dans chaque transition la sortie de la transition caespondante
dans Vy. Donc, Y est un revétement deVy, et doa la propree 3.4.1, il
sut de montrer, an detablir de lemme, qu'il existe un entie r L tel que,
pour tout calcul eussi cde T, il existe un calcul eussid dansY avec méme
entee, méme sortie et tel quexc; d <L .

Pour chaquei, 1 i K, soit Y |le sous-transducteur deY obtenu
en e aant la qualie d'¢tre nal desetats qui contienn ent, dans la seconde
composante, un vecteur al la somme des coordonrees corresgamnesa un
etat nal (de Vy) est distincte dei. Cette construction est similairea celle de
la cecomposition lexicographique ; c'est le revétement daltomate d'entee
sous-jacent deVy qui change (pour la decomposition lexicographique, il est
celui du paludier glouton). Pour chaque, il vient directement de la de nition
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de YO que le domaine de ce transducteur est I'ensemble des mots qui sont
I'entee d'exactementi calculs eussis deVy ; en particulier, pouri 6 j, les
domaines deY () et Y() sont disjoints.

Un argument similaire au lemme des chemins proches (lemme B)2cheve
la preuve. Soientn la somme des cardinalies des ensembles detats d¥s")
et de celui deT, et * la longueur maximale des sorties des transitions de ces

avec la méme etiquette que celle de et qui satisfait hc; d < L. En e et,
le contraire impliquerait I'existence d'un calcul eussic®de T et det calculs

sorties en sont distinctes. Or, les domaines d¥$" pouri 6 t ne contiennent
pas I'entee de c® : contraction avec I'hypotrese que le comportement d&
est inclus dans celui dd °.

Indecidabilie

Pour conclure, on va montrer que la non ambiguie n'est pas wnpropree
cecidable pour les relations rationnelles de norme boree:

Th eor eme 3.5.2 Il n'est pas cecidable si l'union de deux fonctions ration-
nelles est une relation intringequement ambig

On commence avec le lemme suivant :

Lemme 3.5.2 (Exercice IV.4.1 de [38]) Il nN'est pas cecidable si l'inter-
section de deux fonctions rationnelles est une relation ranhnelle.

Preuve La preuve est une eduction au probeme de correspondance de
Post, dont l'incecidabilie, esultat classique, peut &tr e consule dans de nom-
breux ouvrages sur le sujetdf. par exemple [24]).

Soient les morphismesy; , : A" ! B* une instance du probeme de
correspondance de Post et b de nouvelles lettres qui n‘appartiennent pas
a A, et c une lettre qui n'appartient pas aB. Consicerons les morphismes
; (Al a[ b ! (B[ ¢ cknispar

a =c¢ b =1;f
a =1;b =c;f

f 1; 8f2A;
f ., 8f2B:
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SoientC I'ensemble des mots dans)([ a[ b) avec au moins une lettre dans
A, 1larestricionde a C, et ,larestrictionde a C. Lelemme est une
conequence des proprees suivantes :

0 1\ 2=7? (3.4a)
0 1\ 22Rat(A [a[b (B[ 9 (3.4b)

Montrons (3.4a). Supposons que;\ , 6 ? etsoitf 2 dom( 1\ »).
Alors,f ;=f ,,donc ;\ ,6 ?.Supposons maintenant que;\ ,6 ?,
et soitf 2 dom( 1\ ;). Soit g le mot obtenu en e acant les lettresa et b
def.Dela cenitionde ;et ,ilsuitqueg =g, etalors ;\ ,6 ?.

Pour etablir (3.4b) il restea montrer que si ;\ , 6 ? alors ;\ >
n'est pas rationnel. En e et, il suit de la c& nition de ces fonctions que si
1\ . 6 ? alors Iimage de dom(;,\ ;) par le morphisme qui e ace les
lettres dansA estff 2 fa; by :jfja = jf jog, ensemble qui n'est pas rationnel.
Alors, 1\ ; n'est pas une relation rationnelle.

Preuve du th eor eme[3.5.2| Soient et deux fonctions rationnelles. On
va montrer que leur union est une relation non ambigusi, et seulement si,
leur intersection est rationnelle (rappelons que les relatis rationnelles ne
sont pas fermees par intersection). Le treoeme decoule d ce fait et du
lemme/ 3.5.2.

Supposons que [  est une relation non ambige. SoitK ['intersection
de leurs domaines. Alors, \ est larestriction de (ou ) au sous-ensemble
des mots dankK dont les images par et concident. Il sut d'appliquer
la proposition'3.5.1 pouretablir que ce sous-ensemble est ratiwel.

Supposons que\ estrationnel. Alors, le domaine de\ est rationnel,
et son complement, soitK , I'est aussi. La relation [ est une union de
trois fonctions rationnelles disjointes,etant donc non-arigue : la restriction
de a K, larestricionde a K, et \

I T



Chapitre 4

Cecidabilie

4.1 Introduction

Alors que lequivalence entre deux transducteurs est sue étredecidable
depuis quarante ans, ce probeme devient decidable si on sesteeinta la
classe des relations rationnelles de norme borree. La positipriviegee de
ces relations visa-vis des probkemes de cecidabiliedit I'objet de ce chapitre.

L'incecidabilie de lequivalence est en e et une congquence de l'inceci-
dabilie de l'universalie, esultat dda Fischer et Rosen berg :

Th eor eme 4.1.1 (Universalit e [16]) Il n'est pas decidable si le compor-
tement d'un transducteur surA B est la relationA B .

D'autres mauvaises nouvelles, fortement leesa ce tleoeme, onet
montees par Fischer et Rosenberg; on peut les voiregalemedans [4, 38].

Toute autre est I'histoire pour les fonctions rationnelles, enaison d'un
esultat classique duquel lequivalence est une consequeadormelle :

Th eor eme 4.1.2 (Fonctionnalit e [43]) Il est cecidable si un transduc-
teur ealise une fonction.

La proedure qui se cerive de la preuve de Selizenberger consistea \eri er la
cardinalie de la sortie d'un nombre ni, et exponentiel, demots d'entee ; une
preuve similaire aet publee par Blattner et Head [5]. Plus tard, ce probeme
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aee repris d'un point de vu plus structurel permettant des complexies
polynomiales, d'abord par Weber et Klemm [51] et ensuite pardal et. al [3].

Une cereralisation du threoeme de Schetzenberger pour les relations de
norme borree est connue. Elle est duea Gurari et Ibarra :

Theor eme 4.1.3 (Appartenance  a Raty (A B ) [23]) Soientk un en-
tier positif et T un transducteur. Il est decidable en complexie polynomia
si T estk-valie.

La preuve de Gurari et Ibarra se place en grande partie dans umivers
bien eloigre de l'objet transducteur. Elle consiste a eduire la question au
probeme de tester le vide pour un automate ave&(k + 1) compteurs. In-
tuitivement, un calcul dans cet automate correspond& + 1 calculs de T
avec la méme entee, et chaque compteur est assoceea uneingade projec-
tions. Durant la lecture d'un mot d'entee, l'automate devine de facon
non ceterministe les positions ai les sorties des projectiencessent de en-
cider (methode qui suppose l'existence d'un symbole de n de bde); les
compteurs sont incemenes jusqua ces positions. Il est al@ possible de ce-
nir dans cet automate desetats naux de facon qu'un calcu soit eussi si,
et seulement si, les sorties de sks 1 projections soient distinctes, et cecider
si T estk-valle estequivalenta tester si cet automate n'accepte augn mot.

Si la cecidabilie estetablie, la complexie de ce sclema theorique n'est
pas facilement calculable, ce qui est particulerement da la proedure em-
ployee pour cecider le vide d'un automate avec compteurs. €te proedure,
cecrite par les mémes auteurs dans [22], cecoule du faiug pour tout auto-
mate avecr compteurs etm transitions il existe une constantec telle que,
si 'automate accepte au moins un mot, alors il en accepte un dengueur
borree par (rm)¢. Comme monte dans [22], ce nombre ni d'entees peut
@tre teskt avec une machine de Turing non ceterministe trazillant en espace
cr log(rm). On obtient alors une proedure en complexie polynomike en ap-
pliquant un esultat de base en theorie de la complexie,a savoir, pour toute
machine de Turing qui travaille en espacgé(n) il en existe uneequivalente et
ceterministe qui travaille en tempsd (™, ai d est une constante ¢f. [24]).

Savoir cecider si un transducteur estk-valtle pour un entier k donre
n'implique pas la dcecidabilie de l'existence d'un tel enter, probeme qui
est en e et d'une autre nature. La eponsea ce probeme est gand méme
connue, et est aussi positive :
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Th eor eme 4.1.4 (Appartenance a Rat, (A B ) [47]) SoitT un trans-
ducteur. Il est cecidable en complexie polynomiale s'ibaste un entier positif
k tel queT soit k-valte.

La preuve de Weber s'aligne avec la caracerisation dé¢-automates qui
ealisent une srie borree pesente par Mandel et Simor{31] et recemontee
par Weber et Seidl [52]. D'abord, les transducteurs dont la nme n'est pas
borree sont caraceriges par un certain motif interdit de chemins. L'algo-
rithme consistea cetecter ces motifs, avec une construction sle graphe du
transducteur, en complexie polynomiale.

Si la dcecidabilie de lequivalence pour les fonctions ationnelles decoule
aiement de la cecidabilie de la fonctionnalie, il N en est pas de méme pour
les relations rationnelles de norme borree. Deux eponsasce probeme,
bases sur des nmethodes distinctes, sont connues :

Th eor eme 4.1.5 (Equivalence [10, 49]) |l est cecidable si deux trans-
ducteursk-valies sontequivalents.

Le esultat de Karhumaeki et Culik est,a vrai dire, plus gereral : lequiva-
lence de deux transducteurk-valles sur un langage HDTOL (un des plusieurs
types de langages engendes par les sysemes de Lyndenmewér [36]) est
cecidable. Leur preuve, congequence d'une gereralisain de la conjecture
d'Ehrenfeuchtetablie dans le m&éme article, rend pourtaindi cile d'estimer
la complexie de la proedure sous-jacente, et en e et aucimanalyse n'est
pesenke. La preuve de Weber, plus constructive, se base sur dacompo-
sition d'un transducteur dans un nombre exponentiel de transdteurs non
ambigus pesentee dans [49], et sa complexie est de l'ordrd'une double
exponentielle. La question de l'existence d'une proedurecessitant une ex-
ponentielle de moins est lanee par Weber (qui suggere dand9] qu'une
cecomposition de taille borree par une exponentielle imjuerait une pro-
@edure en complexie exponentielle pour la cecidabilg de lequivalence, la
raison netant pas toutefois imnediate).

Nous pesentonsa la section 4.2 une autre preuve pour la databilie de
l'appartenancea Raty, (A B ) (threoeme 4.1.3). Notre preuve peut étre vue
comme une cereralisation de l'algorithme cecrit par Beal et al. [3] pour la
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cecidabilie de la fonctionnalie, qui se base sur le produi du care de T par
l'action Avance ou Retard. Cette gereralisation dans un prenier temps est
naturelle, et consistea faire apparatre la propree dans le produit deTk*!
par une action qui applique I'action Avance ou Retard pour clgue paire de
projections des calculs dg **!, I'action avance ou retard ¢ereralise note
G+1 - Elle n'est pourtant pas e ective, puisque contrairement auask =1 il
se peut que la partie accessible de ce produit soit in nie. Le c ude notre
preuve est la description de ce que I'on appellera tensversale deT k*!
Ga1, Une sorte de valuation nie deT ! qui contient toute l'information
de T**1 G 41 permettant de conclure siT est k-valte. Nous cecrirons un
algorithme e cace pour construite cette structure et nous donerons une
expression exacte pour sa complexie,a savoilQ(25+D “*nktimk+1) q; n
et m sont le nombre détats et de transitions, respectivement, d& et = est
la longueur maximale des sorties des transitions de ce transtlur.

La section[ 4.3 est cedee a la decidabilie de I'appartenance d'une rela-
tiona Rat , (A B ), teoeme On en fera une preuve en deux pas
comme celle Weber, comprenant une caracerisation des tregucteurs de
norme borre et un algorithme pour la tester. Nous nous en dieencions
pourtant en ce qui notre preuve s'encadre dans I'ensemble dechiaiques
mises en uvre dans ce nemoire. D'abord, on donnera une preewvrapide de
la caracerisation, qui est base sur des proprees du re@tement Avance ou
Retard et la caracerisation de Mandel et Simon dedN-automates borres.
Ensuite, on montrera comment tester la caracerisation dansmproduit de
T 3 par I'action Avance ou Retard en complexieO('n3(n®+ m?3)). Il advient
gue les technicies de l'algorithme de Weber sont captueepar ce produit,
avec une complexie qui parat étre de méme ordre.

Ensuite, on decrira, toujours avec nos nmethodes, un algofritme pour tester
lequivalence entre deux transducteursk-valies, dont la complexie est celle
conjectuee par Weber :

Th eor eme 4.1.6 (Equivalence) Il est cecidable en complexie exponen-
tielle si deux transducteurk-valles sontequivalents.

Les socles de notre preuve sont la decomposition lexicograghe et notre
construction pour cecider si un transducteur esk-valie. Avec le premier, on
cecomposera les transducteursetant compaes ; on pourransuite voir  s'ils
sontequivalents dans une valuation donree par l'action Avace ou Retard
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d'un certain produit des transducteurs faisant partie de cett cecomposition.

I T

4.2 Appartenancea Raty(A B)

Notre preuve pour l'appartenancea Rajfy (A B ) (theoeme 4.1.3) est
une gereralisation de la caracerisation de la fonctionndéie pesenee par
Beal et. al [3].

On aenone cette caracerisation dans le treoeme|2.51 (chapitre 2).
Elle traduit le fait que tout calcul du care T? = T T se projette sur
deux calculs deT avec la méme entee¢ et que T ealise une fonction si,
et seulement si, dans tout calcul eussi déf 2, les sorties des projections
sontegales. Le rapport entre ces sorties est captue par le piait entre T2
et I'action Avance ou Retard. On a alors quel ealise une fonction si, et
seulement si, la partie accessible @&’ G attribue exactement une dierence
a chaque etat accessible deT ?, et les dierences dans lesetats naux sont
toutes egales au mot vide. Il en decoule directement quedh peut decider
une complexie polynomiale siT ealise une fonction, puisqueT 2 G peut
etre construit avec un parcours dd 2.

Il n'est pas dicile de gereraliser cette carackrisation. Le transducteur
T estk-vale si, et seulement si, tout calcul eussi du produit k + 1) fois
de T | T** | a au moins deux projections dont les sorties sontegales.
Les rapports entre ces sorties sont captues par une gereligation de I'action
Avance ou Retard, que I'on va noterG.;, qui applique Ga chaque paire
de projections des calculs d& k*. Il est alors possible de lire dans les
etats naux du produit T**! G ,; siT estk-valle (treoeme 4.2.1). Cette
cereralisation sera pecisea la section/4.2.1.

La gereralisation de I'algorithme pour tester la caracerisation, pourtant,
n'‘est pas si immediate. Contrairement au cak = 1, il se peut que la partie
accessible dg **' G 4, soit in nie, méme si T estk-valie (cf. gure 4.3).

Le c ur de notre preuve est une approchea cette di cule qui consistea
ck nir, pour chaqueetat accessibleq de T«*1, un ensemble ni de dierences
cecrivant I'ensemble (potentiellement in ni) des diere nces dans lesetats de
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Tk G 41 qui se projettent surq. La famille de ces ensembles nis est ce
que l'on appellera latransversale deT ¥*' G ,,,, structure nie sur laquelle
on peut encore Vvoir siT estk-valle (treoeme 4.2.2).

On cecrira cette structure a la section 4.2.3, et on montrera la sec-
tion 4.2.4 comment la construire avec un parcours des compotzfortement
connexes deT k*1 . La complexie de notre algorithme pour cecider siT est
k-valle (treoeme 4.2.3) est O(25k*D) “*nk*1 mk+1) q) n est le nombre detats
de T, m le nombre de transitions et la longueur maximales des sorties des
transitions.

4.2.1 L'action avance ou retard grerali®e

Fixons un entier positif k.

Dire que T estk-valle se traduita une a rmation sur le produit T+ :

Proposition 4.2.1  Un transducteurT estk-valle si, et seulement si, pour
tout calcul eussi c de T*1 | il existe au moins deux indices distincts et j
tels que les projections de sur i et surj ont la méme sortie.

A n de gereraliser pour k > 0 la carackrisation de Beal et al., on va
d'abord gereraliser I'action avance ou retardG | action de couples de mots
sur I'ensemble |a une action qui appliqgue G en méme temps entre toutes
les paires de projections des calculs de*!. On ¢k nira en e et une famille
d'actions, paramnetriees par un entier positif I, qui appliquent I-uplets de
mots sur un ensemble de vecteurs indies par des paireg §, 1 i <]j [

On pose
Di=f@j)j1 i<j g
et
D|:

| =
C'esta-dire, D| est un ensemble de paires d'indices, et, est 'ensemble des
vecteurs de dimensioD, sur .

Un vecteur dans | sera appek unedierence multiple , ou simplement
DM. Le coe cient dans la coordonree (;j) d'une DM est noe ;. On
notera la DM ai toutes les coordonrees sontegales au mot vide :

8(i;j) 2 Dy; ij =1p : (4.1)
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On repesentera les DM par des matrice triangulaires supegures, comme
illustea I'exemple suivant.

Exemple 4.2.1 On repesente les DM dans 3, I'ensemble des vecteurs sur

indies par D3 = f(1;2);(1;3);(2;3)g, par des matrices triangulaires su-
perieures indiees parfl;2g f 2;3g. La (i;j )eme coordonree d'une DM est
ecrite dans la lignei et la colonnej de cette matrice.

Ainsi, la DM ¢k nie en (4.1) est repesente comme

_ 1 1
1g
etlaDM 2 3k nie par
12 = C; a3 =1 ; @3 =C
est repesentee comme
. Cc 1
C 4

Definition 4.2.1  Pour tout entier positif | > 0, I'action Avance ou Retard
CGereraliee du monoede produit B 'sur |, noee G, est ck nie par

8 2 , 8u2B' 8(ij)2D ( Wiy = i (u;u): 4

Il est imnmediat que G est en e et une action, puisque l'action Avance ou
Retard est appligiee incependamment dans chaque coorda®

Exemple 4.2.2 L'action G; applique des triplets de mots sur I'ensemble des
vecteurs sur indies par Dj:

G: 3 B3l g
Le vecteur (cc;1s ;c) appligwe sur donne

15 15 CC C
cclg ;0=
L (el 9 .
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Le vecteur (I ;c; 0 appligee sur ce esultat donne

cc 1
(1g ;c;0 = ®

c

Puisque G; est une action, on obtient la m&me DM en appliquant sur le
vecteur (cc;1g ;c)(1g ;c;9=(cc;c;ce:
1z 1g c 1
cc;c;cq = ;
15 ( ¢ Cc 4

Remarquons que la & nition est une cereralisation okerente de
I'action Avance ou Retard, puisque

G=G:

4.2.2 L'expansion avance ou retard de T

Avec la ¢ nition de G, on peut gereraliser le produit du care de T par
G comme suit :

Definition 4.2.2  L'expansion avance ou retard dd ' est le produit deT'
par l'action G :

T'G,=(Q ;ABLGI'f gT )

et les transitions deT' G | sont ¢ nies par

G= ()" (@9 °= w p'loq:
T 4

Exemple 4.2.3 On illustre sur la gure I'expansion avance ou retard
d'une partie du cube d'un transducteur. On y voit que toute DM aau moins
une coordonree dont le coe cient est le mot vide. Les synetes dansT 3
permettent de conclure qu'il en est de méme dans tous les ¢éta naux de
T3G 3, et il suit du treoeme 4.2.1enone ci-dessous que le trangatteur est
2-valie.

Une partie deT 3G 2 pour un autre transducteur, aussi 2-valle, est illuste
sur la gure 4.2. Contrairement au produit peedent, cette expansion est
in nie. 4
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ajc bjc
ajc ' ajc® '
O bj1
bjc
aj(c; &0

. . i(c:c: b, — ! .
bjc(_XP Dajc %}éggg Cl i -— ¢ in}(c;c;o

bj (c; c;1) bj(c;c;1)

bj(c;1;1)

L )bic bj(c;c;oclli T °¢inj(c;c;©

Fig. 4.1 { L'expansion avance ou retard d'une partie du cube d'un &ns-
ducteur (le mot vide est noe 1). Il s'agit du produit de la partie accessible

a partir de ( p; p; p et co-accessibleaf; q; 9 (as la premere coordonree est
xeea letat p) par Gs. Tous lesetats sont naux.

La cereralisation du treoeme 2.5.1/senonce comme suit :

Th eor eme 4.2.1 Un transducteur T est k-valle si, et seulement si, pour
toutetat nal accessible (q; ) de T¥*! G 41, le vecteur a au moins une
coordonree dont le coe cient estegala 1z .

Preuve Pour tout entier | > 1, il vient de la ck nition des transitions de
T' G, que

pour tout chemin ¢ (p; )! flju @ ), = u (4.2)
T'G,
Si ce calcul est eussi, et donc = , on a que pour toute coordonree
(i;J) 2 Dy, i; estla dierence entre les sorties des projections desuri et

i
5 =1s  (uiup) = u;tug:

Ces sorties sontegales si, et seulement si; = 1g . Il ne reste quevoquer
la remarque faite au cebut de la section peedente (propsition (4.2.1) : T
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ajl
b1 | bj1 ajl bja
w1 o La partie accessible a partir de
. aj (L1 o .
iy R sy S (p; p; P et co-accessiblea p;q;r)
(11
®— A du cube d'un transducteur T.
v Tous lesetats sont naux.
bj1 bj(L;a;1)
©
ajl
ajl
@)
bja
Le produit (in ni) bj1
de cette partie par -~

G;. Les egions
en gris couvrent
les ensembles de bj1
DM dans lesetats
de T2 G 3 qui se
projettent sur un
méme etat de T3.
Les sorties des
transitions  poin-
tilkes sont egales
a(ls ;1s ;18 ).

bj(1; 1; @)

L T L
- ~ g

Fig. 4.2 { Une partie de I'expansionT ® G 3 d'un transducteur.
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est k-vallte si, et seulement si, pour tout calcul eussi deT **! il existe au
moins une paire de projections qui ont la méme sortie.

Pour toutetat g de T***, on note X (q) I'ensemble des dierences mul-
tiples assoceesaq dans la partie accessible d&*** G 41 :

X(@)= 2 1 (q;)accessible inT ! G, (4.3)

Exemple 4.2.4 (Continuation de l'exemple 4.2.3) On voit dans l'ex-
pansion avance ou retard illustee sur la gure 4.2 que les derences multiples
attacteesa letat ( p; q;r) forment un ensemble in ni,

1 al . al 1 i
X ((p;q;n) = ® o 120 [ aBt jt>0

Comme le montre cet exemple, les ensembl¥gq) peuvent étre in nis
pour k > 1 (méme siT estk-valie). Donc, le treoeme 4.2.1 ne pesente pas
une caracerisation e ective. On va montrer par la suite comrent esumer
chacun de ces ensembles dans un objet ni, et comment consteiges objets
de fecon e cace. Ceci permettra de tester siT estk-valle avec une analyse
de ces ensembles dans lesetats naux de<*!.

4.2.3 Caracerisation nie des transducteurs k-valies

On cecrira dans cette section ce que nous appellerons la tarersale de
Tk G 41, structure nie qui capture une certaine information conteme
dans ce produit permettant une caracerisation e ective de transducteurs
k-valtes. On montreraa la section[4.2.4 comment cette structte peut étre
construite avec un parcours deT **1, et on calculera la complexie de ce
parcours.

L'icke sous-jacentea la transversale dg “** G ,; est d'associera chaque
etat g de T**! un nombre ni de vecteurs. Intuitivement, ces vecteursnter-
sectent dans au moins une coordonree, chaque dierence multipleontenue
dans I'ensemblex (q).

Commercons avec une motivation pour la ce nition de ces weteurs :
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Exemple 4.2.5 (Continuation de lexemple 4.2.4) On dit qu'une DM
2 | traverse un ensemblex | S

8 2X; 9(i;j) 2D, tel que i 60 et o= i
PosonsZ = X ((p;q;r)), ensemble cecrit explicitementa I'exemple 4.2.4 :

t t
7 = 15 a Jt>0 [ a :l.aBt

at

jt> 0

Toute DM ayant une des formes suivantes traverse :

I 18 1l 18
at

Pour chacune de ces deux DM, il existe exactement une DM dadsdont

l'intersection se \eri e dans une coordonree contenan@' ou a ; pour les
autres DM dansZ, l'intersection se \eri e dans une coordonree contenant le
mot vide.

Il n'existe pas de DM traversant I'ensemble suivante :

a a _ a a

Z X
[ 1 ’ a 4

Autrement dit, une DM  traverse un ensembl& s'il existe une intersec-
tion entre et chaqueekment de X . Mais rien n'empéche I'existence d'une
coordonree (;j ) a1 aucune de ces intersections a lieu.

On dira que est une transversale poukX si de telles coordonrees in-
utiles n'existent pas. Et pour se cebarrasser de ces coordonrees, on \er{
mettre |'existence de trous dans une dierence multiple. Formellement,
on plonge dans I'ensemble

H=[ [f2g"

al ? designe une coordonree non ce nie. Chague eement dandH,, vecteur
sur [f ?gindie par D, est appek unedierence multiple partiellement
e nie .
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Definition 4.2.3  On dit qu'une dierence multiple partiellement ce nie
est unetransversalepour un ensembleX  H, si, et seulement si,

8 2X; 9(;j)2D, telque ;60; ;67?2 et = i
et
8(1;5))2Dy; si 672, alors9 2X telque j; 6 0 et ; = 4
On cenote par

tv(X)

I'ensemble des transversales d¢. 4

Remarquons que toute transversale a au moins une coordonreence,
et aucune coordonree n'estegale .

On voita I'exemple suivant que tv (X ) peut &tre un ensemble in ni :

Exemple 4.2.6 (Continuation de l'exemple 4.2.5) Soient

— 1B 1B f . _ 1|3 1B .
Xy = al jt>0 ; Xy = A jt>0

L'ensemble des transversales pour les dierences multiplessocees a
letat ( p; qg;r) de T2 est I'ensemble in ni suivant :

1 1
tv(Z)= X[ Xo[ T .

La transversale deT *1 G ., est |'attributiona chaqueetat co-accessible
q de T**! du sous-ensemble de transversale minimales de ¥/(q)) selon un
ordre d' inclusion sur H, :

vV  Si, et seulement si,
concide avec dans toutes les coordonrees ck nies de.

Par exemple,
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Pour tout X [, 0N note
m(X) = min(tv ( X))

I'ensemble des transversales minimales de ¥ § selon l'ordrev (sitv(X) =
?, on posem(X) = ?).

Il n‘est pas vrai que I'ensemble desekments minimaux d'un resemble
guelconqueX est ni. Par exemple, avec la notation de I'exemple 4.2.6 on a

min(X¢ [ X2) = X¢[ Xz

On constante pourtant qu'il existe toujours un nombre ni de dierences
minimales danstv (X)) :

Proposition 4.2.2  Pour tout X 1, 'ensemblem(X) est toujours ni,
et de pluscard (m(X)) 2°.

Exemple 4.2.7 (Continuation de l'exemple 4.2.6) L'ensemble tv Z)
cecrit dans lI'exemple 4.2.6 contient une seule transversaleimmale :

m(Z) = L 1,? . A

Lenone suivant, consequence imnediate du treoeme4.2.1 et de la -
nition de transversale, est la caracerisation nie annoneeales transducteurs
qui ealisent une relation k-valtee. Dans cetenone on note pour chaqueetat
accessiblay de T k1

m(q) = m(X(a)) :

Th eor eme 4.2.2 Un transducteur T est k-valle si, et seulement si, pour
toutetat nal et accessible g de Tk*! il existe au moins une dierence par-
tielle dansm(qg) dont les coe cients e nis sontegauxa 1g .

Remarquons que la caracerisation de la fonctionnalie deBeal et. al est
colerente avec cetenone €f. treoeme :

On appellera I'ensemblem(q) la valeur de q. De facon coterente, on
appelleravaluation deTk*! la famille des ces ensembles, ce qui est un autre
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nom pour la transversale deT *** G ,;. Notre algorithme pour cecider si
T estk-valie, qui sera cecrita la section suivant, consistea constuire cette
valuation puis \eri er, dans chaqueetat nal de T**!, la conditionenone
dans le treoeme(4.2.2.

La preuve de la proposition 4.2.2 clét cette section. On auraeboin d'une
caracerisation des transversales minimales :

Lemme 4.2.1 Soit X  H,. Une transversale 2 tv(X) appartienta m(X)
si, et seulement si, pour touf(i;j ) 2 D, tel que ;; 6 ? il existe 2 X tel
que(i;j ) est la seule coordonree e nie de as et concident.

Preuve Supposons que appartienta m(X). Si (i;] )etait une coordonree
qui contredit lenonee, alors la DM obtenuea partir de  en remplacant la
valeur dans (;j ) par ? serait une transversale pouiX plus petite que .

Reciproquement, si 2 tv(X) est tel que pour toute coordonree e nie
(i;7 ) il existe une DM 2 X qui ne cencide avec que dans (;j ), alors
toute DM dont la coordonree (;j ) n'est pas ¢k nie ne peut pas avoir une
coordonree dont le coe cient est commun avec . Par consequent, aucune
DM plus petite que ne peut &tre une transversale pouX .

Preuve de la proposition 4.2.2 Le domaine d'une dierence partielle
2 H, est I'ensemble de coordonrees

dom =f(i;j)2Dyj i 6 ?9:
On va prouver
8P Dy card(f 2 m(X)jdom = Pg) card(P)!?: (4.4)
Cecietabli la proposition avec une borne superieure plus gcise :
card(m(X)) card(P(D)) card(D)2 2 D+l 1) (4.5)

(ks que card O)) I(I 1) etn! 2", pour tout entier positif n). La
preuve de [(4.4) est par induction sud = card (P).

Pour d = 1, il vient de la & nition de tv( X) qu'il existe au plus une
dierence partielle dans tv (X ) dont le domaine est un singleton.

Soitd > 1. Pour une coordonreei(j) 2 P etun motx 2 nf0g, soit

Y=f 2m(X)jdom = Pg; Yijyx =F 2Y]| ij = Xg:
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On va montrer
8(i;j)2P;8x2 nf0g;, card Yi, (d 1% (4.6)

Avant de prouver (4.6), montrons la n du pas d'induction. Soi S un
sous-ensemble maximal d¥ qui satisfait la propree suivante : pour tout
(k;1) 2 P, les coe cients dans cette coordonree des dierences péelles
dans S sont deuxa deux distincts. De la maximalie de S, on a que, pour
tout 2 Y,ilexiste 2 Set(k;l)2 P telsque g = k. On a alors que

card(Y) card(S) d card Yy x

ce qui, par (4.6), est borre par

2

card(S) d (d 1!~
On a aussi
card(S) d:

En eet, soit 2 X. Du fait que toute dierence partielle dans Y est une
transversale pourX , et de la & nition de S, on a que des dierences patrtielles
distinctes dansS intersectent en des coordonrees distinctes. Il existe
au plusd = card (P) coordonrees a cela peut se produire, donc au plus
dierences partielles dansS. On vient de conclure le pas d'induction.

Pour montrer (4.6), soit
Z=1f 2X]j ij 6X0; W=f 2m(Z)jdom =P f (i;j)gg:

Par I'hypothese d'induction on a

2

card (W) (d 1!~
On va montrer que
card Y(j)x  card(W):

Pour cela, on va montrer que pour tout 2 Yj)x, la dierence partielle °
obtenue de en remplacant la valeur dans ;] ) par ? appartienta W. Donc,
7! %est une bijection entreY;j )« et W, ce qui conclut la preuve.

D'abord, remarquons que

dom °=P f (i;j)g:
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Ensuite, comme est une transversale pouk , pour toute dierence partielle
dans Z il existe une coordonree au et coencident. Comme j; = X,
cette coordonree est dierente de (;j ). Ainsi, °est une transversale pour
Z. Finalement, comme est minimal dans tv (X), il vient du lemme [4.2.1
que pour toute coordonree i%j9 6 (i;j ) telle que o0 6 2, il existe 2 X
tel que la seule coordonree au et concident est (%j9. De la & nition
deZ,onaque 2 Z, et encore par le lemme 4.2.1, on obtient®2 m(2).

4.2.4 Test e ectif de la caracerisation

On supposera » dans cette section un ordre topologique dans graphe
quotient de T**! sur ses composantes fortement connexes (CFC, pour faire
court).

Notre construction de la valuation deT k*! est une consquence de deux
proprees des ensembles de transversales minimales(q). On les appelle
stabilie et cependance On va lesenoncer ci-dessous, et ensuite cecrire l'al-
gorithme. On donnera les preuves de chacune de ces propseapes la des-
cription de l'algorithme.

Stabilie

La premere propree etablit que, pour toutetat acce ssibleq de T**,
I'ensemblem(q) est stable dans la composante fortement connexe de*!
qui contient q.

Definition 4.2.4  On dit qu'une dierence multiple partiellement ce nie
est stabledans unetat q de T**? si pour tout cycle

I fju
.Tk+1

on a

Proposition 4.2.3  Soit q unetat accessible dér *** . Toute dierence dans
m(q) est stable dang.
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Le corollaire suivante cecoule directement de cette propg. Dans son
enona, on aetendu l'action avance ou retard gereraliee aux ensembles de
dierences partielles, as leement ? est consicee comme un point xe :

8X H 8u2B' X u=f uj 2Xg:

Corollaire 4.2.1 Si p et g sont deuxetats deT “** dans une méme com-
posante fortement connexe, pour tout chemin

I fju
.Tk+1

on a que
m(q) = m(p) u:

Bependance

La seconde propree assure que la valeur d'unetaty ne cepend que des
valeurs desetats qui peedent et sont adjacentsa la CFCde q.

Pour [enoncer, on aura besoin d'une operation entre des eembles de
dierences patrtielles :

Definition 4.2.5  Etant donres deux dierences partielles et dans I'en-
semble partiellement ordonre K, on note _ leur majorant le plus petit,
qui existe si, et seulement si, et sont compatibles dans leurs coordonrees
e nies. On ¢k nit aussi

8X:Y H, X_Y=minf _ j 2X; 2Yg 4
Il est une conequence formelle de cette ¢t nition que I'gpation _ est

commutative et associative, et que s et Y sont nis, alors X _ Y est ni,
sa cardinalieetant borree par le produit des cardinalies de X etY

Pour tout X  Hy+; et toutetat de T**1 on note

sty (X)=f 2 X j stable dansqg:
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Proposition 4.2.4  Soit q unetat de T«*! et C sa CFC. Soitl (C) I'en-
semble des transitions qui arrivent dan€a partir d'autres CFC, c'esta-dire,

[(C)= e:p! i ryp62x;r2cC

Tk+1

r 2 1(C), xons un chemin quelconque : r! Tfjv q

k+1

aju
Pour chaquee: p! ~"
T +

et posons
Xe=stqg(m(p) (uv)): 4.7
On a
m(q) = 21 (C) Xe:
Algorithme

En se basant sur les propositions 4.2.3 et 4.2.4, on peut consteuia
valuation de T*** comme suit.

L'algorithme commence avec la ce nition d'unetat initia |  subliminal
I ayant des transitions sortantesetiquetes par 3 qui se terminent dans les
etats initiaux de T**1. La valeur initiale m(i) est I'ensemble des dierences
partielles ayant exactement un coe cient cé ni, qui estegala 1 .

L'algorithme construit la valuation avec un parcours des coposantes
fortement connexes dd ¥*! dans un ordre topologique >e.

Pour chaque composant€, unetat g est choisi. La construction de l'en-

sembleX, pour chaquee: p! a:ul r 2 1(C), est faite comme suit : d'abord,
T +

le sous-ensemble dm(p) u des dierences stables dan<C, soit X, est cal-
cuk; pour cecider si une dierence dansm(p) u est stable, un parcours de
C, avec l'application des sorties des transitions, est ealisd.a facon dont ce
parcours est fait (en largeur ou en profondeur) n'est pas impante : l'algo-
rithme simplement visite une seule fois chaque transition dg, et \eri e si
la valeur construite dans l'extremite (avec l'application de la sortie de cette
transitiona la valeur de letat d'ai elle sort) n'est pas dist incte de la valeur
ep attriblee a cetetat (s'il aee cep visie). O n a alors queXe = X v
(aw v est la sortie du chemin » dans (4.7)). Ensuite, la valeur deq est
construitea partir des ensembles . avec l'ogeration _.
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D'apes le corollaire(4.2.1, il est possible de calculera par de m(q) (la
valeur de letat choisi q) la valeur des autres etats dansC : on vient de
construire la valuation de cette composante.

Exemple 4.2.8 (Continuation de l'exemple 4.2.7).  Une execution de
l'algorithme est illustee sur la gure 4.3. On y voit que la valeur de letat
(p; g; 1) est un singleton obtenu avec l'application de_ aux dierences par-
tielles suivantes :

g 2 ot ? 1
?
Le esultat estegala
1, 1
m(pa;n = T .

Preuve de la proposition 4.2.3 (stabilie)

Supposons que 2 m(q) n'est pas stable dangy, c'esta-dire :
9(i;j)2 Dy; 9c: ¢! iy g telque H 6 7 et H 6 iij (Ui;Uj):
Tk+1

Comme est minimal, il existe, par le lemme 4.2.1, 2 X (q) tel que
(i;] ) est la seule coordonree e nie de a et concident. Soit P I'en-
semble des coordonrees ¢k nies de avec coe cient dierentde 0etP® P
celles qui sont stables par rapport au cycle, c'esta-dire (i%j9 2 PPsi, et
seulement si, jojo = jojo (Ujo; Ujo). On vaetablir qu'il existe un entier r
tel que les dierences partielles u' et n'admettent pas de coordonree
dont les coe cients sont ¢k nis etegaux. Ceci contredit le fait que est une
transversale pourX (q), ces que u’ 2 X (q).

Comme les coe cients de dans les coordonrees danB nP°ne sont pas
stables dans, il vient du lemme[3.2.2 gu'il existe un entierr tel que

= u" satisfait 8(i%j]92PnP% 006 o0

On a aussi
8(|0;J() 2 PO; io;joﬁ io;joi
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