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Introduction

Les transducteurs | automates � avec sortie� | et les relations ration-
nelles sont des concepts fondamentaux de la th�eorie des automates ; on en
trouve les traces d�es les premi�eres d�e�nitions du domaine (les � machines de
Mealy � et les � machines de Moore� ). Un rôle particulier est jou�e par la
famille des fonctions rationnelles, en raison de ses propri�et�es remarquables.
Pour en citer trois, ambigu•�t�e, s�equentialit�e et d�ecidabilit�e sont des aspects
classiques de cette famille, expos�es dans les ouvrages traitant du sujet [4, 38].

En 1976, dans le contexte d'une �etude de la croissance de la cardinalit�e
des images, en fonction de la longueur des mots du domaine, Sch•utzenberger
consid�ere la famille plus g�en�erale des relations rationnelles qui pour chaque
mot du domaine � �emettent � au plus k mots, o�u k est un entier �x�e ; on les
appelle relationsk-valu�ees [44]. Autrement dit, le supremum des cardinalit�es
des images, ce que l'on appelle lanorme de la relation, est born�e par une
constante. Depuis lors, les relations rationnelles de norme born�ee ont re�cu une
attention particuli�ere en de di�erents travaux, dont le but a �et�e de g�en�eraliser
certaines propri�et�es des fonctions rationnelles. Pourtant, les di��erences entre
les techniques mises en �uvre et la di�cult�e de quelques preuves conduisent
�a la n�ecessit�e d'une compr�ehension plus approfondie de cesmêmes propri�et�es,
des liens existants entre elles et leurs algorithmes associ�es.

Cette th�ese est consacr�ee �a une pr�esentation uniforme, centr�ee sur l'objet
automate, d'un ensemble de propri�et�es des relations de norme born�ee. Dans
ce sens, la repr�esentation des relations par des transducteurset les manipu-
lations de la structure de ces automates sont primordiaux dansnos preuves
par rapport aux raisonnements combinatoires portant sur les graphes des
relations ou �a l'emploi de r�esultats issus d'un autre domaine. Ainsi, nous
�evitons de r�esoudre un probl�eme de d�ecisionvia une r�eduction �a une autre
question, exp�edient duquel une proc�edure concr�ete et la complexit�e sous-
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jacente peuvent s'av�erer di�ciles de trouver, pour pr�ef�e rer la construction
d'une expasion d'automates (ou revêtement, dans notre terminologie) met-
tant en lumi�ere les rapports entre les calculs et les �etiquettes des automates
en �etude ; un algorithme et le calcul de sa complexit�e en d�ecoulent ais�ement.
De même, la construction d'un automate r�ealisant une op�eration entre une
s�erie rationnelle et un entier est d�eriv�ee de la mise en relation des calculs
r�eussis d'un automate r�ealisant cette s�erie au lieu de l'application it�er�ee d'un
r�esultat g�en�eral, ce qui permet d'�eviter l'introductio n d'une tour d'exponen-
tielles dans la taille du r�esultat. Il est �a remarquer que l'int�erêt de cette
approche structurelle se r�ev�ele non seulement �a travers de nouveaux r�esul-
tats rendus possibles, mais aussi, et de fa�con �egalement authentique, dans de
nouvelles �eclairages apport�ees sur des th�eor�emes d�ej�a �etablis. Cet aspect est
�eminemment illustr�e, par exemple, dans les preuves pr�esent�ees en [29].

Autre objectif que nous nous e�or�cons de poursuivre dans ce m�emoire
est la g�en�eralisation de techniques connues et utilis�ees en des probl�emes sur
les fonctions rationnelles, ce qui rajoute �a la clart�e et �al'�etablissement d'une
phylog�enie entre les r�esultats. C'est le cas de la construction pr�esent�ee en [3]
pour d�ecider la fonctionnalit�e d'un transducteur, qui seraici g�en�eralis�ee pour
l'approche du probl�eme correspondant pour les relationsk-valu�ees.

Deux aspects distincts (mais li�es) des relations de norme born�ee sont abor-
d�es dans ce m�emoire. D'abord, on s'int�eressera �a la structure de ces relations,
�etude qui culminera avec une m�ethode pour d�ecomposer une relation k-valu�ee
dans une somme dek fonctions rationnelles. D'autre part, on d�ecrira, �a l'aide
des mêmes outis, des algorithmes pour d�ecider de l'appartenance d'une rela-
tion rationnelle �a la classe des relations de norme born�ee etpour en d�ecider
l'�equivalence.

Le premier chapitre �xe un minimum de concepts et notations (dans la
plupart classiques) sur les relations rationnelles, qui sont n�ecessaires pour la
compr�ehension des d�eveloppements ult�erieurs. Nous y pr�esenterons les struc-
tures alg�ebriques utilis�ees dans ce m�emoire, les automates sur un alphabet, �a
multiplicit�e et �etiquet�es sur un mono •�de | parmi lesquels on trouve les trans-
ducteurs | et leurs repr�esentations matricielles. On y d�e�n ira �egalement les
sous-classes des relations de norme born�ee etk-valu�ees, qui font l'objet de
ce m�emoire, et on en pr�esentera quelques exemples qui serontrepris dans les
chapitres �a venir. Ce premier chapitre, ainsi que l'orientation g�en�erale de ce
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m�emoire, prend part dans la lign�ee des ouvrages d'Eilenberg [13], Berstel [4]
et Sakarovitch [38].

Le second chapitre se consacre aux revêtements d'automates, qui sont
des morphismes permettant d'�etablir une bijection entre les calculs r�eussis de
deux automates. Typiquement, un revêtement met en relationun automate
et une expansion de celui sur laquelle une propri�et�e des calculs r�eussis est
rendue explicite. Ceci permet d'isoler, avec l'extraction d'un sous-automate,
des sous-ensembles de calculs poss�edant certaines propri�et�es . La d�e�nition
de revêtement d'automates est inspir�ee d'un concept analogue de la th�eorie
de graphes dû �a Stallings [46]. Elle a �et�e partiellementintroduite dans [18],
et une �etude plus compl�ete des propri�et�es de ces morphismes est faite en [37].
On d�e�nira dans ce chapitre un revêtement d'automates ci-appel�e revêtement
lexicographique, construction qui sera �a la base de la plupart des preuves faites
dans ce m�emoire. L'id�ee derri�ere ce revêtement est la mised'un ordre entre les
transitions de l'automate et puis d'un ordre lexicographique entre les calculs,
qui sont vus comme de mots sur les transitions.

Nous d�ecrirons des revêtement lexicographiques pour les automates boo-
l�eens, lesN-automates et les transducteurs temps r�eel. Pour les automates
bool�eens, le revêtement permettra de construire un automate non ambigu,
�equivalent �a l'automate de d�epart, et qui en est une immersion. Ce r�esultat a
�et�e �etabli �a l'aide d'un autre revêtement dans [37]. Avec le revêtement lexi-
cographique d'unN-automate, ou revêtement du paludier glouton| terme
emprunt�e de [38], o�u le paludier qui r�ecolte son sel dans lesmarais salants
est une image pour l'op�eration de di��erence entre une s�erie et un entier |
on obtiendra le r�esultat principal de ce chapitre. Ce revêtement � compte � ,
pour chaque calcul r�eussi de l'automate, le nombre de calculsqui y sont plus
petits, information qui permet, moyennant un changement dans les poids �-
naux du revêtement, d'en tirer un sous-automate r�ealisant ladi��erence entre
son comportement et un entierk donn�e. Le premier travail �etablissant que
la di��erence entre une s�erie N-rationnelle et un entier est elle aussi une s�erie
rationnelle remonte �a 1970 et est dû �a Sch•utzenberger [42] ; une autre preuve
a �et�e pr�esent�ee en [39]. Dans les deux cas, une constructionde taille expo-
nentielle | par exemple, le th�eor�eme de la transversale d'Eilenberg, ou le
revêtement utilis�e en [38] (cf. aussi [39]) | est appliqu�ee k fois, ce qui r�e-
sulte dans un automate dont le nombre d'�etats est une tour d'exponentielles.
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Notre m�ethode permet la construction d'un automate n'ayant qu'un nombre
exponentiel d'�etats sur le nombre d'�etats de l'automate ded�epart.

Le revêtement lexicographique d'un transducteur est une modi�cation
d'un autre revêtement, lerevêtement Avance ou Retard. Le principe du der-
nier est d'attacher �a chaque calcul r�eussi du transducteur l'ensemble desdif-
f�erences entre sa sortie et celles des calculs ayant la même entr�ee, ceci �a l'aide
de l'action Avance ou Retard, introduite en [3] pour comparer les sorties le
long de paires de calculs d'un transducteur. Ce revêtement peut être in�ni,
mais avec une� troncature � de ces di��erences, on d�e�nira aussi une famille
de revêtements �nis, indic�es par un entierN , qui repr�esentent seulement les
di��erences dont la longueur est au plusN . Le revêtement Avance ou Re-
tard lexicographique sera appliqu�e notamment dans la d�ecomposition d'une
relation rationnelle k-valu�ee dans une somme dek fonctions rationnelles, ob-
jet du chapitre suivant, mais sera aussi utile pour les probl�emes de d�ecision
�etudi�es dans le dernier chapitre. On estimera �a la �n du chapitre le nombre
d'�etats accessibles du revêtement tronqu�e lorsque appliqu�e aux transducteurs
k-valu�es, premier pas dans l'estimation de la taille de la d�ecomposition.

Le troisi�eme chapitre contient l'un des r�esultats principaux de ce m�emoire,
la d�ecomposition d'une relation rationnellek-valu�ee dans une somme dek
fonctions rationnelles. Il est le point de d�epart des liens qu'on veut �etablir
entre ces deux classes de relations. L'existence d'une telle d�ecomposition a
�et�e avanc�ee par Sch•utzenberger en 1976 [44], dont la preuve n'est pas com-
pl�ete. Vingt ans plus tard, A. Weber a r�epondu positivement la question,
dans ce qui est l'aboutissement de ses travaux sur les relations denorme bor-
n�ee [50]. La construction pr�esent�ee par Weber se base sur des manipulations
structurelles au moyen desquelles plusieurs informations d�ecrivant les che-
mins r�eussis du transducteurk-valu�e de d�epart sont stock�ees dans les �etats
des transducteurs faisant partie de la d�ecomposition. La description de ces
transducteurs est consid�erablement longue, une partie de laquelle s'appuie sur
une d�ecomposition pr�eliminaire du transducteur dans un nombre exponentiel
de transducteurs non ambigus, r�esultat plus ancien aussi �a lui pour l'estima-
tion de bornes sup�erieures pour la norme d'un transducteur enfonction de
son nombre d'�etats [49] (question qui n'est pas trait�ee dans ce m�emoire). Le
calcul du nombre d'�etats de la d�ecomposition fait dans [50]est de l'ordre 22

P
,

o�u P est un polynôme dans la taille du transducteur de d�epart. La question
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de l'existence d'une d�ecomposition plus concise est alors pos�ee par Weber.

Nous pr�esentons dans ce chapitre une d�ecomposition qui s'appuie large-
ment sur les revêtements pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent. On commen-
cera par montrer qu'�a partir d'un transducteur k-valu�e il est possible d'en
construire un nouveau qui lui est �equivalent etk-ambigu � en entr�ee � (c'est-
�a-dire, tout mot du domaine peut être lu par au plus k calculs r�eussis du
transducteur). Ce dernier sera obtenu avec le revêtement Avance ou Retard
lexicographique : on montrera �a l'aide d'un lemme d'it�eration, g�en�eralisation
d'une propri�et�e de l'action Avance ou Retard �enonc�ee dans [3], que pour un
certain N , le revêtement tronqu�e d'indice N contient un sous-transducteur
poss�edant les propri�et�es d�esir�ees. Ce lemme d'it�eration apparâ�t aussi dans
les travaux de Weber, mais sa place dans cette preuve semble être di��erente,
puisque l'�egalit�e entre les classes des relations rationnellesk-valu�es et celle des
relations qui peuvent être r�ealis�ees par un transducteurk-ambigu en entr�ee
n'est �etablie dans [50] qu'apr�es le th�eor�eme de d�ecomposition.

Ensuite, on appliquera le revêtement du paludier glouton surl'automate
d'entr�ee sous-jacent de ce transducteurk-ambigu en entr�ee. Cet automate
�etant k-ambigu, le revêtement contientk automates non ambigus, et le mor-
phisme de ces automates surT permet de � remonter � des sorties vers leurs
transitions. Il en r�esulte k transducteurs non ambigus qui d�ecomposentT .

En ce qui concerne la complexit�e, la premi�ere impression est qu'en raison
de l'application de deux revêtements, la taille du r�esultat�nal ne saurait être
d'un ordre inf�erieur �a une double exponentielle. Une analyse �ne des infor-
mations contenues dans les �etats accessibles de ces revêtements permettra
pourtant de montrer qu'une seule exponentielle est su�sante.

Aussi dans [50], une variante de cette d�ecomposition est conjectur�ee, l'ob-
jet en question �etant la famille des relations rationnelleso�u le nombre de
longueurs distinctes dans les images est born�e. Nous donnerons une r�eponse
positive �a cette question. On montrera en fait un r�esultat plus g�en�eral : �etant
donn�es un transducteur et un morphisme de mono•�des libres dont la com-
pos�ee est une relationk-valu�e, il existe k relations rationnelles dont l'union
est �equivalente au transducteur de d�epart et qui compos�eesavec le même
morphisme r�esultent en des fonctions rationnelles. Notre preuve commence
avec la d�ecomposition d'un transducteur r�ealisant la compos�ee. Ensuite, nous
montrons que les calculs r�eussis du transducteur de d�epart nepeuvent pas
être � loins � des transducteurs faisant partie de la d�ecomposition construite,
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ce qui permettra de � l'enrichir � avec ces calculs. Il en r�esultek transduc-
teurs dont la projection des calculs r�eussis sur le transducteur de d�epart est
surjective, et un changement des sorties de leurs transitions donne la d�e-
composition d�esir�ee. On montrera que la taille de cette d�ecomposition est
comparable �a celle que nous avons obtenue pour un transducteur k-valu�e.

Ces constructions ont �et�e pr�esent�ees en [41].
�A la �n de ce chapitre, on �etudiera, avec les mêmes techniques, l'ambigu•�t�e

des relations de norme born�ee. Contrairement aux fonctions rationnelles, il
existent des relations de norme born�ee qui ne peuvent pas être r�ealis�ees par un
transducteur non ambigu. On montrera que ce fait est li�e �a l'impossibilit�e de
d�ecomposer une relationk-valu�e dans une somme dek fonctions rationnelles
disjointes, et on verra que l'ambigu•�t�e d'une relation rationnelle n'est pas une
propri�et�e d�ecidable.

Le quatri�eme et dernier chapitre est d�edi�e �a la d�ecidabi lit�e de l'apparte-
nance d'un transducteur donn�e �a la classe des transducteurs denorme born�e,
et �a la d�ecidabilit�e de l'�equivalence pour les transducteursk-valu�es.

En ce qui concerne l'appartenance, deux probl�emes en e�et seposent, qui
en d�epit de toute ressemblance, ne sont pas �equivalents. Le premier consiste
�a d�ecider si un transducteur estk-valu�e pour un entier k donn�e. Le cask = 1,
c'est-�a-dire, d�ecider si un transducteur r�ealise une fonction, a �et�e r�esolu par
Sch•utzenberger en 1975 [43], l'algorithme �etant la v�eri�cation des images
d'un nombre �ni (et exponentiel) de mots. Des algorithmes en complexit�e
polynomiale ont �et�e propos�es par A. Weber et R. Klemm [51] et ensuite par
B�eal et al. [3]. Que des algorithmes en complexit�e polynomiale sont possibles
il est connu depuis 1983 même pour le cas g�en�eral (pour unk quelconque),
r�esultat dû �a E. Gurari et O. Ibarra [23], dont la preuve suit pourtant une
approche enti�erement di��erente. Alors que les preuves pr�esent�ees dans [51]
et [3] se basent sur des constructions avec le transducteur, cellede Gurari
et Ibarra est une r�eduction au probl�eme du vide pour une certaine classe
d'automates �a compteurs. Il en r�esulte que l'on peut calculer les complexi-
t�es exactes pour les deux premi�eres (ce qui est fait de fa�con plus explicite
dans [3]), alors que dans la seconde le fait qu'on se ram�ene �a un � autre uni-
vers � ne laisse pas de pistes sur le degr�e du polynôme sous-jacent. Le second
probl�eme est l'appartenance �a la classe des relations de norme born�ee, ce
qui s'�enonce de fa�con �equivalente comme la d�ecidabilit�e de l'existence d'un
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entier k tel que le transducteur soitk-valu�e. Une r�eponse a �et�e donn�ee par
A. Weber en 1989 [47]. L'algorithme est la v�eri�cation d'une caract�erisation
des transducteurs de norme born�ee en terme de certains motifs de calculs,
similaire �a celle donn�ee pour lesN-automates born�es par A. Mandel et I.
Simon [31], et H. Seidl et A. Weber [52].

L'�equivalence des relations rationnelles est ind�ecidable [16]. L'�equivalence
pour les fonctions rationnelles est une cons�equence imm�ediate de la d�ecida-
bilit�e de la fonctionnalit�e, mais le même n'est pas vrai pour k > 1. Deux
r�eponses sont connues pour le cas g�en�eral. La premi�ere, due �a K. Culik et
J. Karkum•aki [10], apparâ�t dans le contexte d'une �etude de la conjecture
d'Ehrenfeucht et la complexit�e de la proc�edure sous-jacente n'est pas ex-
plicite. Weber a montr�e en 1993, �a l'aide d'une certaine d�ecomposition de
transducteurs, qu'une complexit�e de l'ordre d'une double exponentielle est
possible [49]. La question de l'existence d'une proc�edure de complexit�e expo-
nentielle est rest�ee ouverte.

Dans ce chapitre, on r�epondra aux trois probl�emes avec destechniques
fond�ees sur les deux chapitres pr�ec�edents.

Notre algorithme pour d�ecider si un transducteur estk-valu�e, pour un k
donn�e, g�en�eralise celui de B�eal et al. pour d�ecider la fonctionnalit�e [3]. Ce
dernier consiste �a � voir � la propri�et�e dans le produit du carr�e du transduc-
teur par l'action Avance ou Retard. Dans la même veine, nous allons dans
un premier temps g�en�eraliser cette action et faire apparâ�tre le fait que le
transducteur soit k valu�e ou pas dansT k+1 , le produit du transducteur par
lui même k + 1 fois. Contrairement au cas fonctionnel, ce produit peut être
in�ni, et le c�ur de notre preuve est la description d'une valuation des �etats
de T k+1 par des ensembles repr�esentant l'information contenue dansle pro-
duit in�ni. On montrera que ces ensembles peuvent être construits de fa�con
e�cace avec un parcours des composantes fortement connexes de T k+1 , et on
en donnera une expression exacte pour la complexit�e.

Notre preuve pour la d�ecidabilit�e de la �nitude de la norme d'un trans-
ducteur est similaire �a celle de Weber en ce que d'abord on d�e�nit une carac-
t�erisation des transducteurs de norme born�ee et ensuite on montre comment
la tester. Notre caract�erisation est en e�et �equivalente �a celle de Weber, mais
la fa�con dont elle sera �enonc�ee permet une preuve imm�ediate de la direction
la plus d�elicate avec le revêtement Avance ou Retard et la caract�erisation des
N-automates born�es de Mandel et Simon. Ensuite, on montrera comment d�e-



18 Introduction

tecter les motifs pr�esents dans la caract�erisation avec le produit du cube du
transducteur par l'action Avance ou Retard. La complexit�e dela proc�edure
r�esultante semble être similaire �a celle de Weber.

Les deux constructions pr�ec�edentes ont �et�e pr�esent�eesen [40].

Dans la derni�ere section de ce chapitre on alliera deux constructions pr�e-
sent�ees dans ce m�emoire pour montrer que l'�equivalence dedeux transduc-
teurs k-valu�es est d�ecidable en complexit�e exponentielle. Toutcomme on a
pu d�ecider si un transducteur T est k-valu�e avec un parcours du produit
T k+1 , on montrera comment d�ecider si le comportement d'un transducteur
T est inclus dans celui d'un autre transducteurT 0 en appliquant le même
algorithme sur un produit de transducteurs tir�es des d�ecompositions deT et
T 0. Ce r�esultat a fait l'objet d'une communication pr�esent�ee en [11].

En parlant d'ouvertures, un premier prolongement de ce travail porterait
sur l'investigation des transducteurs sur les mots in�nis. Le seule r�esultat
connu dans ce sens est la d�ecidabilit�e de la fonctionnalit�e, �etablie par F.
Gire [20]. Il s'agit alors de savoir si les propri�et�es des transducteursk-valu�es
consid�er�ees dans ce m�emoire se conservent pour les transducteurs sur les mots
in�nis ; la possibilit�e d'appliquer dans ce cas les techniques structurelles que
nous avons pr�esent�ees fait aussi objet de question. Une seconde voie concerne
l'�etude des extensions correspondantes pour les transducteurs d'arbre. Pour
les transducteurs d'arbrebottom-up, le volet � d�ecidabilit�e � a �et�e consid�er�e
par H. Seidl [45], mais la possibilit�e de d�ecomposer un transducteur d'arbre
k-valu�e reste ouverte ; pour les transducteurstop-down, seulement la fonc-
tionnalit�e a �et�e �etablie [15]. En revenant aux mots �nis, l'application des
techniques pr�esent�ees dans ce m�emoire pour l'�etude des transducteurs o�u le
nombre de longueurs distinctes dans les images est born�e est envisageable.
Nous avons dit, une d�ecomposition de ces transducteurs est pr�esent�ee dans
le chapitre 3. Les r�esultats de d�ecidabilit�e connus sont dus �a Weber [48],
mais des possibilit�es d'am�elioration restent ouvertes ; mentionnons que la
complexit�e de la proc�edure pr�esent�ee pour l'�equivalence s'�el�eve �a une tour
d'exponentielles de hauteur exponentielle. Une autre question concerne l'op-
timalit�e de nos complexit�es. Dans certains cas, le param�etre k, norme de la
relation (consid�er�ee comme une constante), apparâ�t dansle degr�e d'un poly-
nôme faisant partie de l'expression de la complexit�e. Il reste�a savoir si cette
� d�ependance de la dimension� est intrins�eque. Finalement, mentionnons
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que nous ne montrons pas si un transducteurk-valu�e peut être d�ecompos�e
dans une somme dek transducteurs fonctionnels avec un nombrepolyno-
mial d'�etats. 1 Notre d�ecomposition est optimale en ce que les transducteurs
construits sont non ambigus; en supprimant cette restriction, il n'est pas
clair si une explosion exponentielle peut être �evit�ee.

1Question pos�ee par D. Perrin lors d'un expos�e de l'auteur.
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Chapitre 1

Pr�eliminaires

1.1 Ensembles, relations et matrices

On note Z et N, respectivement, les ensembles des entiers et celui des
entiers positifs.

L' ensemble videsera not�e ? . La cardinalit�e d'un ensembleX sera not�ee
card (X ). L'ensemble des sous-ensembles deX sera not�e P (X ).

Le produit cart�esien de deux ensemblesA et B est l'ensembleA � B des
paires (a; b) telles quea 2 A et b2 B.

Une fonction partielle, ou simplementfonction, de A sur B est un sous-
ensemble

f � A � B

tel que, pour tout a 2 A, si

(a; b); (a; b0) 2 f;

alors
b= b0:

On �ecrit
f : A ! B

pour dire quef est une fonction deA dansB.

L' imaged'un �el�ement a de A par f est l'�el�ement bde B tel que (a; b) 2 f ,
si un tel �el�ement existe, ou est l'ensemble vide sinon. On note

af
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l'image dea par f .

D�efinition 1.1.1 (Relation) Unerelation � deA �a B est un sous-ensemble
deA� B . On peut aussi voir une relation de fa�con plus� dynamique� comme
une fonction

� : A ! P (B);

qui envoie chaque �el�ementa de A �a l'ensemble des �el�ementsb de B tels que
(a; b) est une paire contenue dans la relation. 4

Comme pour les fonctions, on �ecrit

� : A ! B

pour dire que� est une relation deA �a B.

En adoptant ce point de vu � dynamique � , on dira que l'ensemble des
paires qui d�e�nissent � est songraphe.

Toute relation s'�etend additivement �a une fonction

� : P (A) ! P (B)

d�e�nie par
8 X � A X� =

[

a2 X

a�:

Le domaine de � est l'ensemble

dom� = f a 2 A j a� 6= ? g:

�Etant donn�ees deux relations

� : A ! B; � : B ! C;

leur compos�ee, ou la composition de � et � , est la relation

� � : A ! C

d�e�nie par
8 a 2 A a(� � ) = ( a� )�:

D�efinition 1.1.2 (Norme) La norme d'une relation � : X ! Y est le
supremum des cardinalit�es des ensemblesx� sur tous les �el�ementsx de X .4
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La norme d'une relation peut être �nie ou in�nie On dit dans le premier
cas que� est unerelation de norme born�ee, ou même unerelation born�ee.

D�efinition 1.1.3 (Relation k-valu �ee) Si k est une borne sup�erieure pour
la norme d'une relation� , c'est-�a-dire, l'image par � de tout �el�ement de X
contient au plus k �el�ements, on dit que � est unerelation k-valu�ee. 4

Remarquons que les fonctions sont les relations dont la normeest 1.

L'ensemble des fonctions d'un ensembleX dans un ensembleY est not�e

Y X :

Une matrice m sur un ensembleK , indic�ee par des ensemblesP et Q, est,
formellement, une fonction

m : P � Q 7! K:

On dit que P et l'ensemble deslignes, Q celui descolonnes, et P � Q la
dimension de m. Si P = Q, m est unematrice carr�e de dimensionP.

Les paires (p; q) 2 P� Q sont appel�es lescoordonn�eesdem. L'image d'une
paire (p; q) 2 P � Q par m est appel�ee lecoe�cient de m dans la coordonn�ee
(p; q), ou encore dans la lignep et la colonneq, et est not�ee

mp;q:

Si Q = f qg est un singleton, nous dirons quem est un vecteur lignede
dimensionP et si P = f pg est un ensemble unitaire,m est unvecteur colonne
de dimensionQ. Nous dirons dans le premier cas queP est l'ensemble des
coordonn�ees dem (au lieu deP �f qg) et dans le second queQ et l'ensemble
des coordonn�ees dem.

Le coe�cient dans la coordonn�eep d'un vecteur ligne ou colonnev est
not�e

vp:

L'ensemble des matrices de dimensionP � Q sur K est not�e

K P � Q
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et ceux des vecteurs lignes et colonnes de dimensionX , dans les deux cas
(celui duquel on parle �etant claire dans le contexte), comme

K X :

Pour tout p 2 P, la ligne p de m est le vecteur ligne donn�ee par la res-
triction de m �a f pg� Q ; la d�e�nition correspondante s'applique aux colonnes
de m.

H H
1.2 Structures alg�ebriques

Mono •�des et morphismes

Un semigroupeest un ensembleM muni d'une op�eration associative�M ,
ou simplement � (qui peut être omis dans l'�ecriture d'un produit de deux
�el�ements, c'est-�a-dire, mn et m � n sont synonymes). On peut aussi noter ce
semigroupe comme (M; �M ).

Si �M a une identit�e 1M (ou même 1, si le contexte le permet), alorsM
est un mono•�de.

On peut �etendre l'op�eration de M aux sous-ensembles deM ,

8 X; Y � M X � Y = f x � y j x 2 X; y 2 Y g

ce qui fait deP (M ) un semigroupe, et un mono•�de siM l'est (l'identit�e �etant
le singletonf 1M g).

SoientM et N deux semigroupes. Unmorphisme(de semigroupes) deM
dansN est une fonction' : M ! N compatible avec la structure :

8 m; n 2 M (m �M n)' = m' �N n':

Si M et N sont deux mono•�des, on dit que' est unmorphisme de mono•�des
si de plus

1M ' = 1N :
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Le semigroupe libreengendr�e par un ensembleA, ou alphabet, est l'en-
semble not�eA+ des suites d'�el�ements deA avec l'op�eration de concat�enation
de suites. En y rajoutant la suite vide on obtient lemono•�de libre engendr�e
par A, not�e A � . Les �el�ements de A sont appel�es lettres, les suites de lettres
sont aussi appel�esmots, et la suite vide, not�ee 1A � , le mot vide.

La longueur d'un mot u 2 A � est not�ee juj. Dans toute factorisation
u = xy, on dit que x est un pr�e�xe et y un su�xe de u.

Soit � un ordre sur l'alphabetA. L'ordre lexicographiqueengendr�e par� ,
aussi not�e � , est l'ordre total sur A � d�e�ni comme suit : pour tout u; v 2 A � ,
on pose queu � v si, et seulement si, soitu est un pr�e�xe de v, soit un peut
factoriser

u = wau00 v = wbv00; a; b2 A

avec
a � b:

Semi-anneaux

Un semi-anneauest un ensembleK muni de deux op�erations, + et � (que
l'on peut appeler sa somme et sa multiplication) qui satisfont :

a) l'op�eration + est associative, commutative et a une identit�e 0K (ou sim-
plement 0) ;

b) l'op�eration � est associative et a une identit�e 1K ;

c) la multiplication distribue sur l'addition �a gauche et �a d roite,

8 a; b; c2 K a(b+ c) = ab+ ac; (b+ c)a = ba+ ca;

d) 0K est un z�ero pour l'op�eration �, c'est-�a-dire,

8 a 2 K 0K � a = a � 0K = 0K :

La derni�ere condition ne d�ecoule pas des autres.

Par exemple, lesemi-anneau bool�een, B, est l'ensemblef 0; 1g dont la
somme et la multiplication peuvent être vues comme les lois� ou � et � et � ,
respectivement ; autrement dit, la somme satisfait 1+1 = 1. Un autre exemple
de semi-anneau est l'ensemble des entiers positifs,f 0; 1; : : :g, muni de l'addi-
tion et de la multiplication, et que l'on note N.
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Soient K et L des semi-anneaux. Unmorphisme(de semi-anneaux) deK
�a L est une fonction' : K ! L qui est un morphisme de mono•�des �a la fois
pour les deux op�erations deK et L.

K-sous-ensembles et s�eries formelles

Soient X un ensemble etK un semi-anneau. UnK-sous-ensemblede X
est une fonction

X ! K:

On peut voir un K-sous-ensemble comme une somme formelle in�nie de
monômes dont les variables sont les �el�ements deX . De telles sommes sont
ce que l'on appelle unes�erie (formelle) sur X �a coe�cients, ou multiplicit�es,
dansK. On note

KhhX ii

l'ensemble des s�eries surX �a coe�cients dans K.

Si X est un mono•�de, KhhX ii est un semi-anneau muni de la somme
classique de s�eries et du produit de Cauchy.

On utilise la notation � fonctionnelle � xs pour retrouver la multiplicit�e
d'un �el�ement x 2 X danss.

Le support d'une s�eries 2 KhhX ii est l'ensemble, not�esupp s, des �el�ements
de X dont les multiplicit�es sont distinctes de 0K .

Un polynômeest une s�erie formelle dont le support est �ni, ou, de fa�con
�equivalente, est une somme �nie de monômes. L'ensemble des polynômes sur
X est not�e

KhX i :

H H

1.3 Relations rationnelles

�A la base de la th�eorie des automates on rencontre le th�eor�eme de Kleene,
qui �etablit l'�egalit�e entre deux familles de sous-ensembles d'un mono•�de libre
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A � (pour A �ni) : les rationnels, que l'on note RatA � , et les reconnaissables,
que l'on note RecA � . Les reconnaissables sont les langages reconnus par un
automate d�eterministe �ni (ou une action de A � sur un ensemble �ni, ou
un morphisme deA � dans un ensemble �ni). Les rationnels sont ceux qui
peuvent être d�e�nis �a partir des ensembles �nis de mots avec les op�eration
dite rationnelles :

Th �eor �eme 1.3.1 (Kleene) Pour tout alphabet �ni A, Rat A � = Rec A � .

Une g�en�eralisation abstraite de ces familles pour un mono•�de quelconque
a �et�e envisag�ee par S. Eilenberg [12]. On va ici s'int�eresserseulement �a celle
des rationnels, qui est n�ecessaire pour la d�e�nition de relation rationnelle.
Mentionnons que l'�egalit�e entre les rationnels et les reconnaissables n'est pas
vrai pour n'importe quel mono•�de.

D�efinition 1.3.1 (Ensembles rationnels) Les op�erations rationnels sur
les sous-ensembles d'un mono•�de M sont l'union, le produit d'ensembles, et
l'�etoile,

X + =
[

n> 0

X n ; X � = X + [ f 1M g:

La famille dessous-ensembles rationnelsdeM , not�ee Rat M , est la fermeture
des ensembles �nis par ces op�erations. 4

�Etant donn�es deux mono•�desM et N , le produit cart�esien M � N est un
mono•�de avec l'op�eration

8 (m; n); (m0; n0) 2 M � N (m; n) �M� N (m0; n0) = ( m �M m0; n �N n0):

D�efinition 1.3.2 (Relation rationnelle) On dit qu'une relation d'un
mono•�de M �a un mono•�de N est unerelation rationnelle si son graphe est un
sous-ensemble rationnel du mono•�de produit M � N . 4

La premi�ere �etude syst�ematique des relations rationnelles est due �a Elgot
et Mezei [14], qui �etablissent, entre autres, leur fermeture par composition :

Th �eor �eme 1.3.2 (Elgot et Mezei 1965) SoientA un alphabet,M et N
des mono•�des, et � : M ! A � et � : A � ! N deux relations rationnelles. La
compos�ee� � : M ! N est aussi une relation rationnelle.
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Plusieurs classes de relations rationnelles ont �et�e depuis largement �etu-
di�ees ; parmi les ouvrages consacr�es (int�egralement ou enpartie) au sujet, on
peut citer [13, 4, 38]. On rencontrera� en passant� une de ces classes, celle
des relations d�eterministes, dans le chapitre suivant.

On note Rat�n (A � � B � ) la famille des relations rationnelles de norme
born�ee sur des mono•�des libresA � et B � . Pour chaque entier positifk, on note
Rat(k) (A � � B � ) celle des relationsk-valu�ees. En particulier, Rat(k) (A � � B � )
pour k = 1 est la famille desfonctions rationnelles. Ces deux familles font
l'objet d'�etude de ce m�emoire.

H H

1.4 Graphes

Un graphe(orient�e) est une couple (Q; E) o�u Q est un ensemble (�ni ou
in�ni) dont chaque �el�ement est appel�e un sommet de G et E est un sous-
ensemble deQ� Q o�u chaque �el�ement est appel�e un arc de G.

Un arc e dansG d'un sommetp �a un sommet q est not�ee

e : p �! q:

Si on veut de plus souligner quee appartient �a G, on peut aussi �ecrire

e : p �!
G

q:

Un chemin dansG est une suite d'arcs cons�ecutifs,

c : p0 �! p1 : : : pn� 1 �! pn :

Comme pour les transitions, on �ecrit

c : p0 �!
G

q0 (1.1)

pour dire quec est un chemin dep0 �a q0 dansG. Cette notation est �a la fois
un �enonc�e : (1.1) est synonyme de� il existe un cheminc dansG de p0 �a q0 � .
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On dit qu'un sommet q est accessible �a partir d'un sommetp s'il existe
un chemin dep �a q. Dans ce cas on dit aussi quep est co-accessible �aq.

La longueur de c est l'entier

jcj = n:

Sonorigine et sonextr�emit�e sont, respectivement, les sommetsp0 et pn .

On trouvera des explications d�etaill�ees sur ces concepts classiques (et
d'autres comme celui de composantes fortement connexes, qui sera utilis�e
au chapitre 4) dans de nombreuses ouvrages d'algorithmique et th�eorie des
graphes (cf. [9] pour une source moderne).

H H

1.5 Automates

Plusieurs � types � d'automates seront �etudi�es dans ce m�emoire : les au-
tomates sur un alphabet, les automates sur un mono•�de, lesK-automates et
les transducteurs (qui sont des automates sur un mono•�de). Dans tous les
cas, l'objet automate est ungraphe �etiquet�e.

Commen�cons avec les d�e�nitions les plus simples.

D�efinition 1.5.1 (Automate sur un alphabet) Un automate sur un
alphabet A est un quintuplet hQ; A; E; I; T i o�u Q est un ensemble dont les
�el�ements sont appel�es�etats , E est un ensemble d'arcs �etiquet�es parA, appel�es
transitions, I et T sont des sous-ensembles deQ des�etats initiaux et �naux ,
respectivement. 4

On voit �a la �gure 1.1 une repr�esentation habituelle d'un automate. Les
�etats initiaux et �naux sont d�esign�es respectivement par des �eches � en-
trantes � et � sortantes � sur les �etats.

Les chemin dans un automate sont d�e�nis de la même fa�con quepour les
graphes. De plus, ils ont une�etiquette : le mot donn�e par la concat�enation
des �etiquettes des transitions qui forment le chemin.
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p qb

a

b

a

b

Fig. 1.1 { Un automate, not�e B1, sur l'alphabet f a; bg.

On dit qu'un �etat q est accessibles'il existe un chemin dans l'automate
d'un �etat initial �a q, et co-accessibles'il existe un chemin deq �a un �etat �nal.
L'�etat est utile s'il est �a la fois accessible et co-accessible.

Un automateA estaccessiblesi tous ses �etats sont accessibles,co-accessible
si ses �etats sont co-accessibles, et�emond�e s'il est accessible et co-accessible.

On dit qu'un chemin dansA est r�eussi ou est un calcul s'il commence
dans un �etat initial et termine dans un �etat �nal. Le comportement de A ,
not�e jjjAjjj, est le sous-ensemble deA � des �etiquettes des chemins r�eussis :

jjjAjjj =
n

u 2 A �
�
�
� i u�!

A
t; i 2 I; t 2 T

o
:

Par exemple, le comportement de l'automateB1 (�gure 1.1) est l'ensemble

jjjB1jjj = A � bA� :

La notion de graphe �etiquet�e permet de consid�erer des g�en�eralisations de
ces automates� classiques� , dans lesquelles les transitions sont �etiquet�es par
des �el�ements d'un mono•�de quelconque :1

D�efinition 1.5.2 (Automate sur un mono •�de) Soit M un mono•�de. Un
automate sur M est un quintuplet hQ; M; E; I; T i o�u Q est un ensemble
d'�etats, E est un ensemble de transitions �etiquet�es parM , I et T sont des
sous-ensembles deQ des �etats initiaux et �naux, respectivement. 4

Toutes les d�e�nitions faites pour les automates sur un alphabet s'ap-
pliquent aux automates sur un mono•�de. En particulier, l'�etiquette d'un che-
min dans un automate surM est un �el�ement de M (d�e�ni comme le produit

1Ce sont lesautomates g�en�eralis�es en [13].



1.6 K-automates 31

des �etiquettes des transitions qui constituent le chemin) etle comportement
d'un tel automate est donc un sous-ensemble deM . Une des raisons pour
lesquelles ces automates sont int�eressants est le fait bien connu suivante :

Proposition 1.5.1 Un sous-ensemble deM est rationnel si, et seulement
si, il est le comportement d'un automate �ni surM . �

On dit que deux automates (sur un alphabet ou un mono•�de) sont �equi-
valents si leurs comportements co•�ncident.

On dit qu'un rationnel est non ambigu s'il peut être construit avec l'ap-
plication d'un nombre �ni d'op�erations rationnelles non ambigu•es. Une autre
mani�ere de d�e�nir ce concept est �a travers des automates non ambigus :

D�efinition 1.5.3 (Automate non ambigu) On dit qu'un automate A
sur un mono•�de M est non ambigusi pour chaque �el�ement deM , il existe au
plus un chemin r�eussi deA �etiquet�e par cet �el�ement. 4

D�efinition 1.5.4 (Rationnel non ambigu) On dit qu'un sous-ensemble
rationnel d'un mono•�de M est non ambigus'il est le comportement d'un au-
tomate non ambigu. Sinon (si aucun automate non ambigu ne peutr�ealiser
cet ensemble) ont dit qu'il estintrins�equement ambigu. 4

H H

1.6 K-automates

Si au lieu de reconnâ�tre des mots on veut y associer une information sur
les calculs | le nombre de calculs lisant chaque mot, par exemple | on se
ram�enera �a l'�etude des automates �a multiplicit�e.

On peut voir ces automates comme des graphes �etiquet�es pardes s�eries
sur un mono•�de. On veut par contre �eviter les di�cult�es pos�ees par cette d�e-
�nition tr�es g�en�erale (par exemple, le cas d'automates dont le comportement
n'est pas d�e�ni). On s'int�eressera alors seulement aux automates dont les
transitions sont �etiquet�es par des monômes dont le support est une lettre.
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D�efinition 1.6.1 Soit A un alphabet. Un automate �a multiplicit�e dans un
semi-anneauK, ou K-automate(sur A), est un quadrupletA = hQ; E; I; T i
o�u : Q est un ensemble d'�etats, aussi appel�e ladimension de A ; E est une
matrice de dimensionQ� Q sur KA , la matrice de transitions de A ; I et T
sont des vecteurs de dimensionQ sur K, le premier �etant un vecteur ligne
appel�e vecteur initial et le second un vecteur colonne appel�evecteur �nal .4

La multiplicit�e initiale d'un �etat q est le coe�cient dans la coordonn�eeq
de I , sa multiplicit�e �nale est le coe�cient dans la coordonn�ee q de T.

Dans cette d�e�nition, E n'est pas un ensemble de transitions ; mais on
peut quand-même voir les automates �a multiplicit�e commedes graphes �eti-
quet�es : pour chaque paire d'�etats p et q, le coe�cient Ep;q, fonction de
l'alphabet A dans le semi-anneauK, repr�esente l'ensemble des transitions de
l'�etat p �a l'�etat q. Nous dirons ainsi queA contient une transition

e : p la�! q (l 2 K; a 2 A)

si, et seulement si,
aEp;q = l et l 6= 0K :

On dit que l est la multiplicit�e de e, que la lettre a est sonsupport, et
le monômela est son�etiquette. Remarquons que, selon cette d�e�nition, pour
chaquep et q et chaque lettrea il existe un plus une transition dep �a q dont
le support esta.

Exemple 1.6.1 Le quadruplet suivant repr�esente unN-automate sur l'al-
phabet A = f a; bg :

�
f p; qg; A;

�
a + b b

0 2a + 2b

�
; (1 0); (1 0)

�

Cet automate est illustr�e sur la �gure 1.2. 4

Comme avant, on �ecrit
e : p la�!

A
q

pour dire quee est une transition deA, ou, de fa�con �equivalente, queEp;q = l
et l 6= 0K .
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p qb

a

b

2a

2b

Fig. 1.2 { Un N-automate, not�e d�esormaisC1.

Un chemin dansA est une suite de transitions

c : p0
l1a1��!

A
p1 : : : pn� 1

ln an���!
A

pn

On d�e�nit la multiplicit�e , le support et l' �etiquette dec, respectivement, comme
suit :

hci = l1 : : : ln ; a1 : : : an ; l(c) = ( l1 : : : ln )(a1 : : : an ):

On dit qu'un �etat q de A est initial si sa multiplicit�e initiale n'est pas
nulle, de même on dit queq est �nal si sa multiplicit�e �nale n'est pas nulle.
Ceci permet de d�e�nir les �etats accessibles, co-accessibles etutiles de A .

Un calcul dans unK-automateA est un chemin dans lequel la multiplicit�e
initiale de son origine et la multiplicit�e �nale de son extr�emit�e sont consid�e-
r�ees. Ainsi, la multiplicit�e d'un calcul est le produit de ces multiplicit�es par
la multiplicit�e de l'�etiquette.

Le comportementdeA est une s�eriejjjAjjj 2 KhhA � ii o�u la multiplicit�e d'un
mot u 2 A � est la somme des multiplicit�es des calculs dont le support estu.
Les K-automates r�ealisent exactement les s�eries rationnelles| ou celles qui
peuvent être construites avec des expressions rationnelles �a multiplicit�e. La
passage d'un objet �a l'autre, automate et expression, est un pas fondamental
pour �etablir le th�eor�eme de Kleene-Sch•utzenberger (cf. th�eor�eme 1.8.1).

On dit qu'un N-automate est born�e si les multiplicit�es de son comporte-
ment sont plus petites qu'une constante �x�e.

On peut aussi d�e�nir le comportement deA �a l'aide le l'�etoile de la matrice
de transitions E, �a cause du rapport entre les puissances de cette matrice et
les chemins deA :
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Proposition 1.6.1 SoientA un K-automate etE sa matrice de transitions.
Pour tout n > 0, pour tout p; q 2 Q, E n

p;q est la somme des �etiquettes des
chemins dep �a q de longueurn dansA . �

La famille
E 0; E1; E2; : : :

est localement �nie, et on peut d�e�nir

E � =
X

i � 0

E i :

La proposition 1.6.1 permet ainsi d'�etablir que le comportement de A est la
s�erie

IE � T:

Exemple 1.6.2 L'automate C1 repr�esent�e �a la �gure 1.2 calcule la � valeur
binaire � de tout mot dansA � en consid�erant a comme 0 etb comme 1.

L'automate B1 illustr�e sur la �gure 1.1 peut être aussi vu comme unN-
automate, o�u les multiplicit�es des transitions, �etats ini tiaux et �etats �naux
sont �egales �a 1. La multiplicit�e d'un mot dans la s�erie r�e alis�ee par cet auto-
mate est le nombre d'occurrences de la lettreb dans ce mot. 4

Le support d'un K-automate A est l'automate sur l'alphabet A o�u on
� oublie � les multiplicit�es. Ses �etats initiaux et �naux sont ceux dont les
multiplicit�es initiales et �nales, respectivement, ne sont pas nulles.

H H

1.7 Transducteurs

Les transducteurs sont des automates� avec sortie� .

En toute g�en�eralit�e, un transducteur est un automate sur un mono•�de
produit. Un transducteur sur un produit de mono•�des libres est donc un
graphe �etiquet�e par des couples de mots, qui peut être aussi vu comme une
machine de Turing �a deux bandes o�u la lecture dans chaque bande se fait
avec un d�eplacement obligatoire de la tête vers la droite.
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D�efinition 1.7.1 (Transducteur) Soient M et N deux mono•�des. Un
transducteur sur M et N et un automate sur le mono•�de produit M � N :
hQ; M � N; E; I; T i . On pr�ef�erera la notation hQ; M; N; E; I; T i . 4

Toute transition (et tout chemin) d'un transducteur est �etiquet�ee par un
couple (m; n) dans M � N . On note une telle transition

e : p
mjn

��!
T

q:

On dit que m est l'entr�ee de e et n sa sortie. Si T est un transducteur sur
un produit de mono•�des libres, on peut dire qu'un chemin �etiquet�e paru j v
� lit � le mot u.

Le comportement deT est une relation

jjjT jjj : M ! N:

Il vient de la proposition 1.5.1 qu'une relation deM sur N est rationnelle si,
et seulement, elle est le comportement d'un transducteur surM � N .

L' automate d'entr�ee sous-jacentde T est l'automate sur M obtenu en
e�a�cant les sorties des transitions.

L'image d'un �el�ement du domaine par T peut être un ensemble �ni ou
in�ni. On ne va consid�erer que des sorties �nies ; on dit dans cecas que le
transducteur estd'image �nie . Et comme pour les relations, on peut d�e�nir
la norme d'un transducteur :

D�efinition 1.7.2 (Norme) La norme d'un transducteur est d�e�nie comme
la norme de son comportement. 4

D�efinition 1.7.3 (Transducteur k-valu �e) On dit qu'un transducteur
est k-valu�e , pour un entier positif k, si son comportement est une relation
k-valu�ee. 4

En particulier, on dit qu'un transducteur est fonctionnel si son compor-
tement est une fonction rationnelle.

On dit qu'un transducteur estborn�e s'il r�ealise une relation dont la norme
est born�ee, c'est-�a-dire, si son comportement appartient �a Rat�n (A � � B � ).
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On va s'int�eresser seulement aux transducteurs (d'image �nie) sur un
produit A � � B � de mono•�des libres. De plus, on ne va consid�erer que des
transducteurs dont les entr�ees des transitions sont des lettres. En raison du
th�eor�eme de Kleene-Sch•utzenberger (cf. th�eor�eme 1.8.1), ceci ne pose aucun
probl�eme de g�en�eralit�e, sauf en ce que l'image du mot videpar la relation
r�ealis�ee est forcement soit l'ensemble vide, soit le singletonf 1B � g. En e�et,
ces transducteurs sont un cas particulier des transducteurs� temps r�eel � ,
K-automates o�u K est le semi-anneau des rationnels deB � (et dont toutes
les multiplicit�es sont des singletons).2 On note T = hQ; A; B � ; E; I; T i un
tel transducteur.

On dit qu'un transducteur est k-ambigu en entr�eesi la s�erie r�ealis�ee par
son automate d'entr�ee sous-jacent est born�ee park ; de fa�con �equivalente,
pour chaque mot du domaine, il existe au plusk chemins r�eussis lisant ce
mot dans le transducteur.

On voit �a la �gure 1.3 quatre exemples de transducteurs.

H H

2Ils sont aussi les automates appel�esnondeterministic generalised sequential machine
dans quelques r�ef�erences.
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aj 1B �

aj 1B �

bj c

bj c

aj c

aj c

bj 1B �

bj 1B �

(a) Un transducteur 2-valu�e dont l'automate d'en-
tr�ee est 2-ambigu. Son comportement est la relation

8 i; j > 0 ai bj 7!
�

ci ; cj 	

p q
aj c2

aj 1B �

aj c

(b) Un transducteur 2-valu�e dont
l'automate d'entr�ee n'est pas d'am-
biguit�e born�ee. Il r�ealise la relation

8 n � 0 an 7!

(
f 1B � g n = 0
�

cn ; cn +1
	

n > 0

p q

aj c

bj c

bj c

aj c2

bj 1B �

(c) Autre transducteur 2-valu�e dont
l'automate d'entr�ee n'est pas d'am-
biguit�e born�ee. Il r�ealise la relation

8 u 2 A � u 7!

8
>><

>>:

�
cj u j

	
u 2 b�

f cj u j ; cj u j+1 g u 2 A � aA �

? sinon

p q
aj c2

aj c2

aj c

(d) Un transducteur qui n'est pas
born�e. Son comportement est la relation

8 n � 0 an 7!
�

ai j n � i � 2n
	

Fig. 1.3 { Quatre transducteurs surA � � B � o�u A = f a; bg� , B = f cg� .
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1.8 Repr�esentations lin�eaires

Une repr�esentation lin�eaire de dimensionQ est un triplet ( �; �; � ) o�u �
et sont, respectivement, un vecteur ligne et un vecteur colonne de dimension
Q sur K, et � est un morphisme

A � ! KQ� Q:

La s�erie r�ealis�ee par (�; �; � ), s 2 KhhA � ii , est d�e�nie par

8 u 2 A � us = � � u� � �:

On dit qu'une s�erie est reconnaissablesi elle est peut être r�ealis�ee par
une repr�esentation lin�eaire. Le th�eor�eme de Kleene se g�en�eralise de fa�con
remarquable pour les s�eries :

Th �eor �eme 1.8.1 (Kleene-Sch •utzenberger) Un s�erie est rationnelle si,
et seulement si, elle est reconnaissable.

Les K-automates et les repr�esentations lin�eaires sont essentiellement les
mêmes objets. En e�et, �etant donn�e un K-automate A = hQ; E; I; T i , le
morphisme� : A � ! KQ� Q d�e�ni par

8 p; q2 Q 8 a 2 A a� p;q = aEp;q

est tel que
8 u 2 A � ujjjAjjj = I � u� � T:

Donc,A est �equivalent �a la s�erie r�ealis�ee par la repr�esentation lin�eaire ( I; �; T ) ;
on dit que � est lemorphisme associ�e�a A . Remarquons que

8 p; q2 Q 8 u 2 A � u� p;q = uE n
p;q:

C'est-�a-dire, u� p;q est la somme des multiplicit�es des chemins dep �a q �eti-
quet�es par u.

La même discussion peut être faite pour les automates sur un alphabet,
si on les voit comme des automates sur le semi-anneau bool�eenB.

H H



Chapitre 2

Le revêtement lexicographique

En 1998, Sakarovitch a montr�e comment une construction due �a Sch•utzen-
berger permet d'�etablir deux r�esultats fondamentaux de lath�eorie des rela-
tions rationnelles : le th�eor�eme d'uniformisation rationnelle et le th�eor�eme de
d�ecomposition des fonctions rationnelles en des fonctionss�equentielles [37].

Le cadre dans lequel cette construction est pr�esent�ee est celui de revête-
ment d'automates, morphisme qui induit une bijection entre les calculs r�eussis
d'un automate et de son image morphique. Un aspect de cette pr�esentation
est de mettre en relief la technique en soi et son potentiel face �a di��erents
probl�emes. L'utilisation de morphismes d'automates est, en e�et, implicite
en plusieurs preuves de la th�eorie des automates. Mentionnons l'uniformi-
sation des relations rationnelles d�eterministes �etablie par H. Johnson [26],
dont la preuve cache la construction d'un revêtement pour les transducteurs
d�eterministes (comme on aura l'occasion de voir dans ce chapitre).

Le d�e�nition de revêtement d'automates, inspir�e d'un concept similaire
pour les graphes dû �a Stallings [46], a �et�e partiellement introduite par Frougny
et Sakarovitch pour l'�etude des relations rationnelles synchronis�ees [17, 18].
Une g�en�eralisation � �a multiplicit�es � a �et�e introduite dans [39] pour la
construction d'un automate r�ealisant la di��erence entre une s�erie rationnelle
et un entier. La construction de Sch•utzenberger d�ecrite dans [37] sous le
nom de � revêtement de Sch•utzenberger� a �et�e employ�ee dans [34] pour la
construction d'une uniformisation pour les relations d�eterministes, et aussi
dans les probl�emes �etudi�es dans [39].
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Ce chapitre pr�esente une technique pour construire des revêtements que
nous appelons, de fa�con g�en�erale,revêtement lexicographique. L'ordre lexi-
cographique en question est mis sur les calculs de l'automate, qui sont vus
comme des mots sur l'ensemble de transitions. On illustre ci-dessous un ordre
� entre quatre calculs de l'automateB1 (cf. �gure 1.1), engendr�e par l'ordre
partiel sur les transitions sortantes dep �etiquet�ees par b o�u la transition
pointill�ee est la plus grande.

p

q

b

a b

a b
p p p p

p p p q

p p q q

p q q q

�

�

�

b b b

b b b

b b b

b b b

Le principe du revêtement lexicographique est d'attacher �a chaque calcul
de l'automate une information sur les calculs plus petits. Cette information
permettra d'extraire du revêtement un sous-automate dont les calculs r�eussis
poss�edent une certaine propri�et�e li�ee �a l'ordre lexicographique ; par exemple,
la propri�et�e d'être un calcul minimal. Ci-dessous, on voit �a droite un revête-
ment deB1 o�u la suppression de l'�etat �nal �a droite fournit un sous-automate
dont les calculs r�eussis se projettent sur les calculs r�eussis minimaux de B1.

p

q

b

a b

a b

a b

ab

b
a

b

De tels sous-automates sont les objets principaux permettant d'�etablir
les r�esultats de ce chapitre. En un sens, les revêtements lexicographiques
g�en�eralisent la construction de Johnson en [26], o�u l'ordreentre les transitions
est induit par un ordre lexicographique mis dans l'alphabet de sortie.

Les deux premi�eres sections sont un rappel des d�e�nitions derevêtements,
K-revêtements et de produit d'un automate par une action, que l'on peut
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consulter aussi dans [37, 3, 38]. On y d�e�nira le revêtement deSch•utzenberger
et on d�ecrira une application de ce revêtement faite dans [37], la construction
d'une immersion non ambigu•e et �equivalente pour un automate bool�een. On
�etudiera aussi un revêtement pour lesN-automates qui permettra une op�e-
ration de restriction pour les s�eriesN-rationnelles. Les d�e�nitions contenues
dans ces sections seront largement utilis�ees dans les suivants.

La section 2.3 introduit une modi�cation dans le concept de produit d'un
automate par une action, que nous appelons gauchissement d'unproduit
d'un automate par une action. L'id�ee est de rajouter dans chaque transition
du produit une information qui d�epend, en plus de l'action,de la transition
projet�ee sur l'automate de d�epart. Cette notion est la base pour la d�e�nition
de revêtement lexicographique. On verra aussi que la construction de Johnson
est un produit d'un transducteur d�eterministe par une action gauchie.

Les deux derni�eres sections sont d�edi�ees �a la d�e�nition de revêtements
lexicographiques pour trois types d'automates, les automates bool�eens, les
N-automates et les transducteurs temps r�eel. Avec celui pour les automates
bool�eens, on obtiendra une construction d'une immersion non ambigu•e sur
un automate bool�een. Le revêtement lexicographique d'unN-automate per-
mettra de montrer le r�esultat principal de ce chapitre : la di��erence entre le
comportement d'unN-automateA et un entier positif k peut être r�ealis�ee par
un N-automate dont le nombre d'�etats est born�e par une exponentielle dans
le nombre d'�etats de A . Que cette op�eration peut être r�ealis�ee par un auto-
mate il est connu d�es 1970 [42] ; une autre d�emonstration, avec le revêtement
de Sch•utzenberger, est pr�esent�ee dans [39]. Pourtant, ces preuves sont bas�ees
sur l'it�eration, k fois, d'une construction de taille exponentielle, et l'exis-
tence d'un automate plus concis est conjectur�e dans [39]. Onmontrera aussi,
avec le même revêtement, une op�eration de division d'une s�erie N-rationnelle
par un entier, �etablie, avec une autre construction, par Eilenberg dans son
trait�e [13]. Finalement, la d�e�nition du revêtement lex icographique pour les
transducteurs temps r�eel se base sur une action introduit dans [3] qui � me-
sure � la di��erence entre des paires de mots, l'Action Avance ou Retard. Ce
revêtement, que nous appelons le revêtement Avance ou Retard, permettra
d'attacher �a chaque calcul du transducteur les di��erencesentre sa sortie et
celles des calculs plus petits. Il sera utilis�e dans le chapitre suivant pour la
construction d'une d�ecomposition d'une relation rationnelle k-valu�ee, et l'ac-
tion Avance ou Retard sera encore une fois utile dans le chapitre 4, ou elle
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sera g�en�eralis�ee et appliqu�ee en des probl�emes de d�ecision pour les transduc-
teurs. On fera �a la �n de cette section un calcul du nombre d'�etats accessibles
du revêtement Avance ou Retard qui sera utile dans les calculsde complexit�e
pour le th�eor�eme de d�ecomposition.

H H

2.1 Revêtements et K-revêtements

Cette section est d�edi�ee �a d�e�nir le concept de revêtement d'automates,
introduit par Jacques Sakarovitch en 1998 [37], et son analogue pour les
automates �a multiplicit�e, les K-revêtements, d�evelopp�e dans [39, 38]. Nous
suivons de pr�es ces trois r�ef�erences.

2.1.1 Morphismes

Fixons deux automates sur un mono•�de M , A = hQ; M; E; I; T i et
B = hR; M; F; J; U i .

D�efinition 2.1.1 (Morphisme d'automates) Un morphisme d'automates
de B dansA est une application

' : R ! Q

qui induit une application, aussi not�ee' , de F dans E qui respecte les �eti-
quettes,

e : p m�!
B

q =) e' : p' m�!
A

q'

et qui satisfait
J ' � I et U' � T: 4

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.1.

La fonction ' s'�etend naturellement aux chemins deB : tout chemin

c : p0
m1��!
B

p1 : : : pn� 1
m1��!
B

pn (pi
m i +1���!

B
pi +1 2 F; pour 0 � i < n )
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p

q

b

a b

a b

b

b

b

b b

a

b

Fig. 2.1 { Un morphisme d'un automateB, �a droite, sur un automate A ,
d�e�ni par la projection horizontale.

se projette sur un chemin deA, not�e c' :

c' : (p0' ) m1��!
A

(p1' ) : : : (pn� 1' ) m1��!
B

(pn ' )

De la mise en relation entre les calculs r�eussis deB et A induite par ' on
a une propri�et�e globale entre les comportements de ces automates :

Proposition 2.1.1 Si ' : B ! A , alors tout calcul r�eussi deB se projette
sur un calcul r�eussi deA , et on a jjjBjjj � j jjAjjj. �

2.1.2 Revêtements

Un revêtement est un morphisme particulier o�u certaines restrictions lo-
cales sont respect�ees.

D�efinition 2.1.2 On dit que le morphisme' est globalement surjectifsi '
est une fonction surjective deR �a Q.

Il est localement surjectif si la restriction de' �a chaque bouquet de tran-
sitions sortantes1 deB est une fonction surjective, si tout �etat initial de A est
l'image d'au moins un �etat initial de B, et si tout �etat de B qui se projette
sur un �etat �nal de A est aussi �nal.

1Pour chaque �etat p d'un automate, son bouquet de transitions sortantes est l'ensemble
des transitions dont l'origine est p.
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Il est localement injectif si la restriction de ' �a chaque bouquet de tran-
sitions sortantes deB est une fonction injective, et si tout �etat initial de A
est l'image d'au plus un �etat initial de B.

Pareillement, on peut d�e�nir les propri�et�es duales localement co-surjectif
et localement co-injectif �a partir des transpos�es de ces automates. 4

On dit que l'automate B est un quotient de A si ' est globalement et
localement surjectif.

D�efinition 2.1.3 (Rev êtement) Un morphisme' : B ! A est un revê-
tement s'il est est �a la fois localement bijectif et globalement surjectif. On
peut aussi dire queB est un revêtement deA . 4

Autrement dit, ' est un revêtement si, et seulement si,

a) pour chaque �etat initial i de A , il existe un unique �etat initial de B qui se
projette sur i ;

b) tout �etat de B qui se projette sur un �etat �nal de A est �nal ;

c) ' induit une bijection entre les bouquets sortants des �etats de B et ceux
de leurs projections.

Le morphisme illustr�e sur la �gure 2.1 n'est pas un revêtement :aucun
�etat de B ne respecte la bijectivit�e entre les bouquets sortants. Un rev^etement
est illustr�e sur la �gure 2.2.

p

q

b

a b

a b

a a

b

b

b b

a b

Fig. 2.2 { A droite, un revêtement (d�e�ni par la projection hori zontale) de
l'automate dessin�e �a gauche.

Une des raisons pour lesquelles les revêtements sont int�eressants est la
suivante :
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Proposition 2.1.2 Un revêtementB ! A induit une bijection entre les
calculs r�eussis deA et B, et alors A et B sont �equivalents. �

2.1.3 K-revêtements

Lorsqu'on passe aux automates �a multiplicit�e, l'existence d'une bijection
entre les calculs r�eussis de deux automates n'implique plus l'�egalit�e de leurs
comportements. Il est quand même possible d'adapter la notion de revête-
ment de fa�con coh�erente pour ces automates. Intuitivement, la propri�et�e �a
respecter est l'�egalit�e entre la somme des multiplicit�es des calculs qui se pro-
jettent sur un même calculc, et la multiplicit�e de c.

On pose queA = hQ; E; I; T i et B = hR; F; J; U i sont deux automates
�a multiplicit�e dans un semi-anneau K.

D�efinition 2.1.4 ( K-rev êtement) Soit A = hQ; E; I; T i un K-automate.
Un K-revêtementdeA est unK-automateB = hR; F; J; U i pour lequel existe
une fonction surjective

' : R ! Q

qui satisfait

8 p 2 Q I p =
X

q2 p' � 1

Jq et 8 q 2 R Uq = Tq' :

8 p; q2 Q 8 r 2 p' � 1 Ep;q =
X

s2 q' � 1

Fr;s

4

Autrement dit, la fonction ' fait de B un K-revêtement deA si

a) pour chaque �etat p de A , la somme des multiplicit�es initiales des �etats de
B qui se projettent surp est �egale �a la multiplicit�e initiale de p;

b) pour tout �etat p de B, la multiplicit�e �nale de p est �egale �a la multiplicit�e
�nale de l'�etat p' de A ;

c) pour toute transition e : p la�! q de A et tout �etat r de B qui se projette
sur p, la somme des multiplicit�es des transitions sortantes der qui se
projettent sur e est �egale �a la multiplicit�e de e.

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.3.
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p

q

3

2

2b

a b

2a 2b

1 2

2 2 2

a

b

b
b 2b

a 2a
2a

bb
2b

2b

a

Fig. 2.3 { A droite, un N-revêtement de l'automate dessin�e �a gauche.

Un K-revêtement' : B ! A n'induit pas forc�ement un revêtement entre
les supports deA et B, mais fait du support deA un quotient du support de
B. Pour cette raison, on dit queA est un K-quotient de B. Et même lorsque
les calculs r�eussis de ces supports ne sont pas en bijection, on a, cons�equence
de la d�e�nition de K-revêtement, que les s�eries r�ealis�ees parB et A sont
�egales :

Proposition 2.1.3 Tout K-revêtement d'unK-automate A est �equivalent
�a A . �

H H

2.2 Produit d'un automate par une action

Le cadre abstrait sur lequel s'inscrivent les revêtements que l'on va com-
mencer �a construire �a partir de la section prochaine est celuide produit d'un
automate par une action des �etiquettes des transitions sur unensemble. Cette
m�ethode apparâ�t de fa�con implicite en quelques constructions de la th�eorie
des automates. On trouve sa d�e�nition explicite dans [3] dansle contexte
d'un probl�eme de d�ecidabilit�e (qui sera repris dans un cadre plus g�en�eral
dans le chapitre 4) et aussi dans [38] o�u d'autres applications sont �etudi�ees.

On va par la suite d�ecrire ces produits et introduire ce que nous appelle-
rons un gauchissement d'un produit d'un automate par une action, nouvelle
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construction o�u, en plus de l'action, une information qui d�epend des transi-
tions, et non seulement des �etiquettes, peut être rajout�ee dans les transitions
du revêtement.

2.2.1 Actions

Rappelons qu'uneaction d'un mono•�de M sur un ensemble 	 est une
application

� : 	 � M ! 	

compatible avec le produit deM :

8  2 	 8 m; n 2 M ( ; 1M ) =  ; ( ; mn )� = ((  ; m )�; n )�:

On peut utiliser la notation plus l�eg�ere

 � m = (  ; m )�:

Au besoin, d'autres symboles pourront être utilis�es �a la place de� pour d�esi-
gner des actions particuli�eres ou �eviter des ambiguit�es.

On va souvent voir une action comme un automate surM , dont les �etats
sont l'ensemble 	 et les transitions sortantes d'un �etat  repr�esentent l'action
des �el�ements deM sur  . Aussi, on va distinguer un �el�ement  0 2 	, l'�etat
initial de cet automate (mais en g�en�eral des �etats �naux ne sont pas d�esign�es).

Toute action est enti�erement d�ecrite par un ensemble de g�en�erateurs de
M . Donc, la connaissance des transitions �etiquet�ees par ces g�en�erateurs per-
met de retrouver l'action de n'importe quel �el�ement deM .

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.4.

Automates d�eterministes

Les actions d'un mono•�de libre sur un ensemble �ni sont ce que l'on ap-
pelle un automate d�eterministe. Un tel automate, sur un alphabetA, est un
quadruplet

hQ; A; i; T i

o�u Q est l'ensemble d'�etats, i est l'�etat initial et T est l'ensemble des �etats
�naux. Les transitions sont d�e�nies par une fonction

Q� A ! Q;
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 0  1

a

b

a

b

(a) Une action deA � sur l'ensemble �ni f  0;  1g, avec �el�ement
distingu�e  0.

(1 0) (1 1) (1 2) (1 3) (1 4) (1 5) (1 6) (1 7) : : :

a

a

a
a

b

b
b

b

(b) Une action de A � sur l'ensemble in�ni de vecteursN2, d�e�-
nie par les produits matriciels suivants (et repr�esent�ee avec
le symbole � , pour �eviter confusion avec le produit matri-
ciel) : pour tout ( x y) 2 N2, (x y) � a = ( x y) �

�
1 0
0 2

�
et

(x y) � b = ( x y) �
�

1 1
0 2

�
.

Fig. 2.4 { Deux actions du mono•�de libre engendr�e par l'alphabetA = f a; bg,
repr�esent�ees par un automate dont les transitions sont la restriction de l'ac-
tion aux lettres.

qui s'�etend de fa�con unique �a une action deA � sur Q, et pour laquellei est
l'�el�ement distingu�e.

La bien connue m�ethode des sous-ensembles permet de construire�a par-
tir d'un automate bool�een A = hQ; A; E; I; T i un automate d�eterministe
�equivalent 


BQ; A; i; U
�

dont les �etats sont des vecteurs bool�eens, caract�eristiques des sous-ensembles
de Q. Sa fonction de transition d�epend du morphisme� : A � ! BQ� Q associ�e
�a A . Il s'agit de l'action

� det : BQ � A � ! BQ
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(relative �a � ) d�esign�ee par le symbole� et d�e�nie par

8 v 2 BQ 8 a 2 A v � a = v � a�: (2.1)

L'�etat initial i est le vecteur caract�eristique de l'ensembleI ,

8 p 2 Q ip =

(
1 si p 2 I

0 sinon

et les �etats �naux sont d�e�nis par

U =
�

v 2 BQ j 9 t 2 T tel que vt = 1
	

:

On note A det la partie accessible de cet automate, que l'on appelle led�eter-
minis�e de A . Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.5.

(1 0) (1 1)

a

b

a

b

Fig. 2.5 { Le d�eterminis�e de l'automate B1(�gure 1.1). Les vecteurs sont
indic�es par les �etats p et q dans cet ordre. Ainsi, et puisquep est l'unique
�etat initial de A , l'�etat initial i de A det est le vecteur (1 0).

2.2.2 Produit d'un automate par une action

Le produit d'automates �etiquet�es par des lettres est une technique cou-
rante pour la r�ealisation d'op�erations entre les langagesrationnels. Le même
n'est pourtant pas toujours possible pour les automates sur un mono•�de M
quelconque, vu que l'on peut trouver des automates �equivalents qui n'ont
aucune transition avec la même �etiquette.

En revanche, �etant donn�es un automate surM et une action deM sur un
ensemble 	, on peut d�e�nir un produit de ces objets, bas�e sur l'application
des �etiquettes des transitions. Cette construction s'av�ere tr�es utile.
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D�efinition 2.2.1 (Produit d'un automate par une action) Soient
A = hQ; M; E; I; T i un automate sur un mono•�de M et � une action deM
sur un ensemble 	, not�ee par � et avec �el�ement distingu�e  0. Consid�erons
l'automate sur M

B = hQ� 	 ; A; F; I �f  0g; T � 	 i (2.2)

o�u les transitions sortantes de chaque �etat (p;  ) de B sont en bijection avec
les transitions sortantes dep dansA :

8 (p;  ) 2 Q� 	 8 p m�!
A

q (p;  ) m�!
B

(q;  � m): (2.3)

On d�e�nit le produit de A par l'action � , not�e A� � , comme la partieaccessible
de cet automate. 4

La projection deA� � dans la premi�ere composante, not�ee� A et d�e�nie
par

8 (p; m) 2 Q� M (p; m)� A = p;

fait de A� � un revêtement sur la partie accessible deA .

Exemple 2.2.1 Le produit d'un automate bool�eenA = hQ; A; E; I; T i par
son d�eterminis�e A det est la partie accessible de l'automate bool�een



Q� BQ; A; F; I �f ig ; T � BQ

�

dont les transitions sont d�e�nies comme dans (2.3). On noteS ce produit et
on l'appelle lerevêtement de Sch•utzenbergerde A (nom propos�e dans [37] o�u
une application remarquable deS, inspir�e d'un travail de Sch•utzenberger et
que l'on va pr�esenter �a la section 2.2.4, est �etudi�ee). 4

Autre exemple, le produit d'un transducteur par une action quimesure les
di��erences entre les sorties, sera explor�e �a la �n de ce chapitre (section 2.5.1).

Produit d'un K-automate par une action

Si A est un K-automate, on d�e�nit le produit de A par une action �
comme le produit du support deA (ce qui est un automate bool�een) par� .
De plus, les multiplicit�es sont conserv�ees dans les �etats etles transitions du
revêtement.
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p

q

b

a b

a b

(1 0) (1 1)

a

b

a

b

a b

b b

b

a

ba

Fig. 2.6 { Le revêtement de Sch•utzenberger (dessin�e �a droite) de l'automate
B1 (�a gauche). Le d�eterminis�e de B1, dessin�e en haut, est celui repr�esent�e �a la
�gure 2.5. Les �etats du produit sont des couples form�es par un �etat de B1 et
un vecteur bool�een indic�e par les �etats de cet automate. Le revêtement sur
B1 est d�e�ni par la projection horizontale �a gauche, et la projection verticale
est un morphisme surA det.

D�efinition 2.2.2 (Produit d'un K-automate par une action)

SoientA = hQ; E; I; T i un K-automate sur un alphabetA et � une action de
A � sur un ensemble 	, avec un �el�ement distingu�e  0, et not�ee � . Consid�erons
le K-automate

B = hQ� 	 ; F; J; U i

dont les multiplicit�es initiales et �nales sont d�e�nies pa r

8 (p;  ) 2 Q� 	 J(p; ) =

(
I p si  =  0

0 sinon
et U(p; ) = Tp

et les transitions sont d�e�nies �a partir des transitions deA :

8 (p;  ) 2 (Q� 	) 8 p la�!
A

q (p;  ) la�!
B

(q;  � a):

On d�e�nit le produit de A par l'action � , not�e A� � , comme la partieaccessible
de cet automate. 4
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La projection de ce produit sur la premi�ere composante est unK-revêtement
sur la partie accessible deA .

Exemple 2.2.2 �Etant donn�e un N-automateA = hQ; E; I; T i , dont le mor-
phisme associ�e est� : A � ! NQ� Q, on d�e�nit l'action

 � : NQ � A � ! NQ

(relative �a � et d�esign�ee par le symbole� ) comme suit :

8 v 2 NQ 8 a 2 A v � a = v � a�: (2.4)

Le vecteurI est l'�el�ement distingu�e de cette action. On illustre sur la �g ure 2.7
deux produits deN-automates par cette action, et on en verra une application
�a la section 2.2.4. 4
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p

q

b

a b

a b

(1 0) (1 1) (1 2) (1 3) (1 4) : : :

: : :

: : :

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a b

b

a

b

ba

b

a

b

ba

b

a

b

ba

b

a

b

ba

b

(a) Le produit de B1, vu comme N-automate, par
l'action  � (relative au morphisme � associ�e �a B1).

p

q

b

a b

2a 2b

(1 0) (1 1) (1 2) (1 3) (1 4) (1 5) (1 6) (1 7) : : :

: : :

: : :

a

a

a
a

b

b
b

b

a b

b

a

b

2a

a

b

2a

a

b

2a

b

2b
2b

b
b

2b

(b) Le produit de C1 par l'action  � (relative �a son morphisme associ�e).

Fig. 2.7 { Deux produits (in�nis) de N-automates par l'action d�e�nie
dans 2.4. Ils se projettent dans la premi�ere composante sur l'automate de
d�epart, et dans la seconde sur l'ensemble des vecteurs surN indic�es par l'en-
semble d'�etats de l'automate (Q = f p; qg dans le deux cas et indic�es dans cet
ordre).
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2.2.3 Morphismes d'actions et quotients

La notion de morphisme entre deux automates sur un mono•�de M s'ap-
plique naturellement aux actions deM sur un ensemble puisque, comme nous
l'avons remarqu�e, toute action peut être vue comme un automate.

D�efinition 2.2.3 Soient

� 	 : 	 � M ! 	 � � : � � M ! �

deux actions deM sur des ensembles 	 et �, respectivement, d�esign�ees par
les symboles� 	 et � � , et dont les �el�ements distingu�es sont  0 et  0, respec-
tivement. Un morphisme d'actionsest une fonction

%: 	 ! �

qui satisfait
 0%=  0

et
8  2 	 8 m 2 M ( � 	 m)%=  % � � m: 4

Exemple 2.2.3 On montre �a la �gure 2.8 un quotient de l'action illustr�ee
sur la �gure 2.4(b).

(1 0) (1 1) (1 2) (1 3) (1 4) (1 5) (1 6) (1 7) : : :

a

a

a
a

b

b
b

b

a

a
a

a
bb

b

b

Fig. 2.8 { Un quotient de l'action illustr�ee sur la �gure 2.4(b).
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Ce quotient est un exemple d'une construction g�en�erale. Soit

Nk = f 0; : : : ; k � 1; ! g

le semi-anneau quotient deN par la relation

k = k + 1

(o�u ! joue un rôle d'�el�ement in�ni). Notons

� k : N ! Nk

ce quotient, qui est un morphisme de semi-anneaux. Ce morphisme peut être
naturellement �etendu aux matrices et vecteurs surN.

�Etant donn�e un N-automate A = hQ; E; I; T i , avec morphisme associ�e
� : A � ! NQ� Q, consid�erons l'action

 �;k : NQ
k � A � ! NQ

k

not�ee � k , dont l'�el�ement distingu�e est le vecteur I� k et qui est d�e�nie comme
suit :

8 v 2 NQ
k 8 a 2 A v � k a = v � (a� )� k : (2.5)

Ici, les op�erations du produit matriciel v � (a� )� k sont faites dansNk .

On v�eri�e que la fonction � k induit un morphisme de l'action  � d�e�nie
dans (2.4) sur l'action �;k :

8 v 2 NQ 8 u 2 A � (v � u)� k = v� k � k u:

On illustre sur la �gure 2.9 le morphisme� k pour deux N-automates et
deux valeurs distincts dek. 4

Nous nous servirons des morphismes d'actions pour construire des quo-
tients d'un produit d'un automate par une action. La propri�et�e suivante est
une cons�equence directe de la d�e�nition de morphisme d'actions :

Propri �et �e 2.2.1 �Etant donn�e un morphisme %d'une action � 	 sur une
action � � , la fonction (Q� 	) ! (Q� �) , aussi not�ee %et d�e�nie par

%: (p;  ) ! (p;  %);

est un revêtement deA� � 	 sur A� � � .

Si A est unK-automate, alors%fait de A� � � un K-quotient deA� � 	 .�

On illustre sur la �gure 2.10 un N-quotient d'automates induit par un
morphisme d'actions.
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(1 0) (1 1) (1 2) (1 3) (1 4) (1 5) : : :

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

(1 0) (1 1) (1 2) (1 3) (1 ! )

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

(a) Le quotient de l'action  � associ�e �a l'automate B1 (vu comme
N-automate) sur l'action  �;k aveck = 4.
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(b) Le quotient de l'action  � associ�e auN-automate C1 sur l'action
 �;k aveck = 3.

Fig. 2.9 { Deux morphismes d'actions induits par le morphisme de semi-
anneaux� k : N ! Nk .
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Fig. 2.10 { Un N-quotient de C1�  � (N-revêtement in�ni de C1 illustr�e aussi
sur la �gure 2.7) induit par le morphisme d'actions� k . Ce N-quotient (�ni)
est le produit C1 �  �;k , pour k = 3 ( cf. �gure 2.9).
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2.2.4 Deux applications

On clot cette section avec deux applications de produits d'unautomate
par une action. Elles sont une motivation pour les m�ethodes que l'on va
mettre en �uvre �a la section suivante.

La premi�ere est une application du revêtement de Sch•utzenberger pre-
sent�ee dans [37]. Il s'agit de montrer, �a l'aide de ce revêtement, que tout
automate bool�een admet une immersion �equivalente et non ambigu•e, ce que
l'on va �enoncer ici, pour coh�erence avec d'autres �enonc�es �a venir, de la ma-
ni�ere suivante :

Th �eor �eme 2.2.1 (Sakarovitch 1998) Soit A un automate bool�een avec
n �etats. Il existe un revêtement deA avec au plusn2n �etats qui contient un
sous-automate non ambigu et �equivalent �aA .

Rappelons que la projection du revêtement de Sch•utzenberger d'un auto-
mate A sur le d�eterminis�e A det,

� A det : S ! A det

est un morphisme sur ce dernier. Le c�ur de la preuve du th�eor�eme 2.2.1 est
la propri�et�e suivante de � A det , tir�ee ipsis litteris de [37] :

Propri �et �e 2.2.2 La projection deS sur A det est un morphisme localement
co-surjectif.

Preuve On doit montrer que le transpos�e deS est un morphisme localement
surjectif sur le transpos�e deA det. C'est-�a-dire :

a) tout �etat de S de la forme (p; i) (o�u i est l'�etat initial de A det) est initial ;

b) pour tout �etat �nal v de A det, il existe au moins un �etat (t; v) dans S tel
que t 2 T ;

c) si v a�! w est une transition deA det et (q;w) est un �etat dans S, ce dernier
a aussi une transition de la forme (v; p) a�! (w; q).

Pour montrer ces conditions, on utilisera la propri�et�e suivante des chemins
de A, qui s'�etablit par induction :

si v u��!
A det

w alors

8 q 2 Q wq = 1 () 9 p 2 Q tel que vp = 1 et p u�!
A

q: (2.6)
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Soit (p; i) un �etat de S. Comme S est accessible, il existe un chemin
(i; i) u�! (p; i) dans cet automate o�u (i; i) est un �etat initial, ou, de fa�con
�equivalente, ii = 1. Ce chemin se projette dans un chemini u�! p dans A .
De (2.6), on a queip = 1, donc p est un �etat initial de A , et (p; i) est un �etat
initial de S.

Soit v un �etat �nal de A det. Soit u le mot tel quei u��!
A det

v. De la d�e�nition

des �etats �naux de A det, il existe t 2 T tel que vt = 1. De (2.6), il existe un
�etat i de A tel que ii = 1 et un calcul i u�!

A
t. Ce calcul est r�eussi dansA .

Donc, (i; i) u�! (t; v) est un calcul r�eussi deS, et (t; v) est un �etat �nal de S
qui se projette dansv.

Soient v a�! w une transition de A det et (q;w) un �etat dans S. De (2.6)
on a qu'il existe p dans Q tel que vp = 1 et une transition p a�! q dans A .
CommeA det est accessible, il existe un chemini u�! v dans cet automate, et
il vient de (2.6) qu'il existe un chemini u�! p dansA o�u i est un �etat initial.
Alors, (i; i) u�! (p;v) est un chemin dansA�A det, donc (p;v) est accessible,
et appartient �a S. Alors, (v; p) a�! (w; q) est une transition deS. �

La preuve du th�eor�eme 2.2.1 consiste �a� extraire � l'automate souhait�e
de S.

Preuve du th �eor �eme 2.2.1 En e�a�cant quelques transitions et la qualit�e
d'être �nal de quelques �etats de S, on peut en obtenir un sous-automate
qui est un co-revêtement deA det, donc un automate �equivalent �a A et non
ambigu (puisque ses calculs r�eussis sont en bijection avec ceux de A det). �

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.11.

Le second exemple est une op�eration de� restriction � sur les s�eriesN-
rationnelles. �Etant donn�es une s�eries : A � ! N et un entier positif k, on note
s(� k) la s�erie d�e�nie par

8 u 2 A � us(� k) =

(
us si us � k

0 sinon

Pareillement, on notes(= k) la s�erie

8 u 2 A � us(= k) =

(
us si us = k

0 sinon
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p
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(1 0) (1 1)
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Fig. 2.11 { Le revêtement de Sch•utzenberger de l'automateB1. Deux im-
mersions de Sch•utzenberger, sous-automates non ambigus et �equivalents �a
B1, sont obtenues en e�a�cant une des transitions pointill�ees.

Th �eor �eme 2.2.2 Soit A un N-automate avecn �etats qui r�ealise une s�erie
s. Il existe un N-revêtement in�ni B de A jouissant de la propri�et�e suivante :
pour tout k > 0, il existe un N-quotient Bk de B de dimensionn(k + 1) n tel
que

1. Bk contient un sous-automateB(� k) qui r�ealise la s�erie s(� k) ;

2. pour 0 < i < k , Bk contient un sous-automateB(= i ) qui r�ealise la s�erie
s(= i ) .

On montre ce th�eor�eme avec le produit deA par l'action  � d�e�nie �a
l'exemple 2.2.2. Ce produit jouera le rôle duN-automateB, et sonN-quotient
par le morphisme� k sera leN-automateBk . L'id�ee de la preuve est la suivante.
Dans le revêtementB, tout calcul r�eussi

C : (p; I ) u�!
B

(q;v)

se projette dans la premi�ere composante sur un calcul r�eussi deA et dans la
second sur une suite de vecteurs. Le vecteurv (dans l'extr�emit�e de C) permet
de calculer la multiplicit�e du mot qui �etiquette ce calcul :

v = I � u�
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et donc
us = v � T:

Cette infomation permet,via un certain changement de la multiplicit�e �nale
de (q;v), de � garder � ou � rejeter � le calcul C, de fa�con que l'ensemble
des calculs gard�es r�ealise la s�eries(� k) (ou s(= i )). Le N-quotient �ni Bk suit le
même principe, sauf en ce que les vecteurs dans ses �etats permettent de comp-
ter jusqu'�a k � 1. Cette information est n�eanmoins su�sante pour extraire
de Bk des sous-automates qui r�ealisent les s�eries souhait�ees.

Preuve du th �eor �eme 2.2.2 On obtient le sous-automateB(� k) qui r�ealise
la s�erie s(� k) en annulant la multiplicit�e �nale de tout �etat �nal ( p;v) de Bk

tel que
v � (T � k) < !:

Le fait que cet automate r�ealise la s�eries(� k) d�ecoule de deux remarques.
La premi�ere est �evidente : pour tout mot u 2 A � on a

us � k () (us)� k = !: (2.7)

La seconde se montre par induction dans la longueur des calculsde Bk : pour
tout calcul

C : (p; I� k) u�!
Bk

(q;v)

on a que
v = ( I � u� )� k

et donc
v � (T � k) = ( I � u� � T)� k = ( us)� k : (2.8)

On tire de (2.7) et (2.8) qu'un calcul

C : (p; I ) u���!
B( � k )

(q;v)

est r�eussi dansB(� k) si, et seulement si,us � k. Alors, les calculs r�eussis
de B(� k) se projettent exactement sur l'ensemble des calculs r�eussis deA
�etiquet�es par un mot dont la multiplicit�e est plus grande ou �egale �a k.

Les automatesB(= i ) , pour 0 < i < k , sont d�e�nis de fa�con similaire : on
annule la multiplicit�e �nale d'un �etat ( p;v) de Bk si, et seulement si,

v � (T � k) 6= i: �
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Deux exemples de restrictions, un pour la s�erie r�ealis�ee par B1 et autre
pour celle deC1, sont illustr�es sur la �gure 2.12.

H H
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(a) Les restrictions de la s�erie r�ealis�ee par B1 avec
k = 4.
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(b) Les restrictions de la s�erie r�ealis�ee par C1 aveck = 3.

Fig. 2.12 { Deux produits d'un N-automate par l'action  �;k , et leurs sous-
automates qui r�ealisent des restrictions (sur le comportement de l'automate
de d�epart). Chaque restriction est obtenue en annulant tous les �etats �-
naux du revêtement sauf celui dans le rectangle gris correspondant au sous-
automate souhait�e.
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2.3 Produit d'un automate par une action
gauchie

On va maintenant introduire une sorte degauchissementd'un produit
d'un automate par une action (sur un ensemble 	). L'intuition, c'est que dans
chaque transition du revêtement un �el�ement de 	 qui d�epend de la transition
projet�ee, et non seulement de l'�etiquette, peut être rajout�ee �a l'application
de l'action. Cette construction sera utile pour la d�e�nition des revêtement
lexicographiques �a la section suivante.

On d�e�nira ce produit gauchi pour deux types d'automates : les automates
sur un mono•�de et lesK-automates.

2.3.1 Cas d'un automate sur un mono •�de

D�efinition 2.3.1 (Gauchissement) �Etant donn�es un automate A =
hQ; M; E; I; T i , un mono•�de (	 ; � ), une action � : 	 � M ! 	 not�ee � et
des fonctions (ditesde gauchissement)

� : I ! 	 � : E ! 	

le produit deA par � gauchi par� et � est la partie accessible, not�eeA� (�;� ) � ,
de l'automate

hQ� 	 ; M; F; J; T � 	 i

o�u l'ensemble des �etats initiaux est �egal �a

J = f (i; i� ) j i 2 I g

et, pour tout �etat ( p;  ), les transitions sortantes de (p;  ) sont en bijection
avec celles dep et sont d�e�nies comme suit :

e : p m�!
A

q =) (p;  ) m�!
B

(q;( � m) � e� ): 4

Il vient directement de cette d�e�nition que la projection de A � (�;� ) � sur
la premi�ere coordonn�ee est un revêtement sur la partie accessible deA . Un
exemple est illustr�e sur la �gure 2.13.
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Fig. 2.13 { Au-dessus, le produit de l'automate bool�eenB1 par une action. En
dessous, un gauchissement de ce produit, r�esultat de la fonction� qui attribue
�a la transition p a�! p le vecteur (0 2), �a la transition q a�! q le vecteur (0 1), et
aux autres transitions le vecteur (0 0). Dans ce gauchissement,les transitions
de l'action ne sont pas illustr�ees, choix qui sera dor�enavant adopt�e.

On a vu que, �etant donn�e un morphisme%: 	 ! � d'une action � 	 sur
une action � � , on obtient des revêtements

A� � 	 ! A� � � ! A :

Si, de plus, � est un mono•�de, d'op�eration ~ , et %est un morphisme de
mono•�des de 	 �a �, le produit de A gauchi par les compositions

�% : I ! � �%: E ! �
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est un quotient deA � (�;� ) � 	 :

Propri �et �e 2.3.1 Si %: 	 ! � est �a la fois un morphisme d'actions et un
morphisme de mono•�des, alors la fonction%: (Q� 	) ! (Q� �) d�e�nie par

%: (p;  ) ! (p;  %)

est un revêtement deA � (�;� ) � 	 sur A � (�%;�%) � � .

Preuve Il su�t de remarquer que pour tout  2 	, tout m 2 M et toute
transition e 2 E,

( � 	 m � e� )%=  % � � m ~ e�%: �

2.3.2 Cas d'un K-automate

Si A = hQ; E; I; T i est un K-automate, la d�e�nition de gauchissement
doit changer pour être coh�erent avec la d�e�nition de K-revêtement, et va
devenir ce que l'on appellera unK-gauchissementde l'action � .

Un K-gauchissement est d�e�ni �a partir de deux fonctions dont les images
sont desK-polynômes sur 	,

� : Q ! Kh	 i ; � : E ! Kh	 i :

A�n que le produit de A par � gauchi par ces fonctions soit unK-
revêtement deA , on suppose que ces fonctions satisfont

8 p 2 Q
X

 2 	

 (p� ) = I p 8 e : p la�!
A

q
X

 2 	

 (e� ) = l (2.9)

(des sommes �nies, puisquep� et e� sont des polynômes).

D�efinition 2.3.2 ( K-gauchissement) Soient A = hQ; E; I; T i un K-
automate, (	 ; � ) un mono•�de, � : 	 � A � ! 	 une action, not�ee � , et
� : Q ! Kh	 i , � : E ! Kh	 i des fonctions qui satisfont (2.9). Le pro-
duit de A par � gauchi par � et � est la partie accessible duK-automate

B = hQ� 	 ; F; J; U i
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o�u les multiplicit�es initiales et �nales sont d�e�nies par

8 (p;  ) 2 Q� 	 J(p; ) =  (p� ) U(p; ) = Tp

et, pour chaque �etat (p;  ) et chaque transition

e : p la�!
A

q

l'ensemble des transitions sortantes de (p;  ) qui se projettent sure est d�e�ni
par

8  2 	 si  (e� ) 6= 0K alors (p;  )
[ (e� )]a

����!
B

(q;( � a) �  ): 4

Exemple 2.3.1 On illustre sur la �gure 2.14 un N-gauchissement pour un
produit du N-automate C1 par une action. Il se projette dans la premi�ere
composante surC1 et dans la seconde sur l'ensemble des vecteurs surN indic�es
par Q = f p; qg, dans cet ordre.

La fonction � attribue le vecteur (1 0) au seul �etat initial de A , p. Pour
les autres �etats, � est le polynôme nul. Donc, l'�etat initial du revêtement
est le couple (p;(1 0)), avec multiplicit�e initiale 1 (le coe�cient du monô me
correspondant au vecteur (0 0) dansp� ).

La fonction de gauchissement des transitions� attribue �a la transition
q 2a�! q le polynôme dont le support est form�e par les vecteurs (0 0) et(0 1),
et o�u le coe�cient pour les deux monômes est �egal �a 1. Pour les autres transi-
tions, � est le monôme dont le support est le vecteur (0 0) et le coe�cientest
�egal �a la multiplicit�e de la transition. Ainsi, chaque �etat de la forme (q;(x y))
du revêtement a trois transitions sortantes, deux �etiquet�ees para avec multi-
plicit�e 1 et une par bavec multiplicit�e 1. Par exemple, les extr�emit�es des deux
transitions sortantes de (q;(1 1)) qui se projettent sur q 2a�!

C1
q sont d�e�nies

par

(1 1) � a� � (0 0) = (1 1) �
�

1 0
0 2

�
� (0 0) = (1 2);

(1 1) � a� � (0 1) = (1 3);

et celle qui se projette surq 2b�!
C1

q est d�e�nie par

(1 1) � b� � (0 0) = (1 1) �
�

1 1
0 2

�
� (0 0) = (1 3):
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Un deuxi�eme N-gauchissement est illustr�e sur cette �gure. La fonction�
attribue le vecteur (0 0) au seul �etat initial de A , p. Pour les autres �etats,�
est le polynôme nul. Donc, l'�etat initial du revêtement estle couple (p;(0 0)),
avec multiplicit�e initiale 1 (le coe�cient du monôme corr espondant au vec-
teur (0 0) dansp� ). La fonction de gauchissement� attribue �a la transition

sortante dep �etiquet�ee par a, et pour la transition p b�! p le polynôme form�e
par le vecteur (0 0) avec coe�cient 1. Pour la transitionp b�! q, � donne
le polynôme form�e par le vecteur (1 0) avec coe�cient 1. Pour chacune des
deux transitions sortantes deq, la fonction � attribue le polynôme dont le
support contient deux vecteurs, (0 0) et (0 1). Ainsi, chaque �etat de la forme
(q;(x y)) du revêtement a quatre transitions sortantes, deux �etiquet�ees par
a et deux par b, toutes avec multiplicit�e 1. 4

Le support du produit d'un K-automateA par un K-gauchissement n'est
pas forc�ement un revêtement du support deA : il se peut que plusieurs
transitions de ce produit se projettent sur une même transitionde A. Mais
la somme des multiplicit�es de ces transitions se conserve, ce qui est une
cons�equence de la condition faite sur la fonction� en (2.9). Les multiplicit�es
sont aussi conserv�ees dans les �etats initiaux, et on a alors

Propri �et �e 2.3.2 Le produit deA par une action avec unK-gauchissement
est un K-revêtement deA . �

Comme pour le cas bool�een, un morphisme% : 	 ! � d'une action
� 	 : 	 � A � ! 	 sur une action � � : � � A � ! � induit un gauchissement de
l'action � � , et un K-quotient du produit gauchi deA par � 	 .

Ce nouveauK-gauchissement est le r�esultat des fonctions

� % : I ! Kh� i � % : E ! Kh� i

d�e�nies par

8 p 2 Q 8  2 �  (p� %) =
X

 2 	 ;  %= 

 (p� )

8 e 2 E 8  2 �  (p�%) =
X

 2 	 ;  %= 

 (e� ):
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L'image dep� %est un � quotient � du polynômep� , o�u le coe�cient d'un
�el�ement  2 � dans p� % est la somme des coe�cients dansp� des �el�ements
dont l'image par %est  . On a alors

8 p 2 Q
X

 2 �

 (p� %) =
X

 2 	

 (p� ):

De fa�con similaire, on a que, pour toute transitione de A,
X

 2 �

 (e�%) =
X

 2 	

 (e� ):

Ces remarques permettent de montrer

Propri �et �e 2.3.3 Soient B le produit de A par un K-gauchissement d'une
action � 	 , et C le produit de A par un K-gauchissement de l'action� � in-
duit par une fonction %: 	 ! � , �a la fois un morphisme d'actions et un
morphisme de mono•�des. La fonction%: (Q� 	) ! (Q� �) d�e�nie par

%: (p;  ) ! (p;  %)

fait de B un K-revêtement deC. �

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.15.
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Fig. 2.14 { Produit de C1 par l'action  � et deux N-gauchissements (cf.
exemple 2.3.1).
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b
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Fig. 2.15 { Un N-gauchissements du produit deC1 par l'action  � et un
N-quotient de ce gauchissement par le morphisme� k aveck = 3.
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2.3.3 Uniformisation des relations d�eterministes

Uniformiser une relation � issue d'une famille de relations consid�er�ee
consiste �a trouver dans la même famille une fonction dont le domaine co•�ncide
avec celui de� et qui envoie chaque �el�ementx de son domaine �a un �el�ement
de x� . Une telle fonction est ce que l'on appelle uneuniformisation de � .

Dans son trait�e, Eilenberg �etablit (avec sonth�eor�eme de transversale ra-
tionnelle) que toute relation rationnelle peut être uniformis�ee par une fonc-
tion rationnelle :

Th �eor �eme de l'Uniformisation Rationnelle (Eilenberg 1974)
Toute relation rationnelle admet une uniformisation rationnelle.

La preuve la plus moderne pour ce r�esultat est celle de J. Sakarovitch [37],
qui le tire du revêtement de Sch•utzenberger (travail auquel nous renvoyons le
lecteur pour un historique du sujet, en e�et ant�erieur au travail d'Eilenberg).

Plus tard, H. Johnson �etablit le même pour la sous-famille des relations
qui peuvent être r�ealis�ees par un transducteur dont la lecture est d�eterministe
dans les deux bandes | les relations rationnelle d�eterministes [26, 27] :

Th �eor �eme 2.3.1 (Johnson 1985) Toute relation rationnelle d�eterministe
peut être uniformis�ee par une fonction rationnelle d�eterministe.

Le r�esultat de Johnson est en e�et plus �n. Soit < un ordre lexicogra-
phique sur B � . La s�election lexicographiqued'une relation � : A � ! B � est
la fonction partielle � lex qui envoie chaque motx 2 A � au mot le plus petit
dansx� , si un tel mot existe (rappelons que l'ordre lexicographique n'est pas
un bon ordre). Il n'est pas vrai en g�en�eral que la s�electionlexicographique
d'une relation rationnelle est une fonctionrationnelle, mais pour les relations
d�eterministes Johnson a montr�e le suivant :

Proposition 2.3.1 (Johnson 1985) La s�election lexicographique d'une re-
lation rationnelle d�eterministe est une fonction rationnelle d�eterministe.

Moyennant une construction qui permet d'approcher toute relation d�etermi-
niste par une autre d'image �ni, on a que le th�eor�eme 2.3.1 estune cons�e-
quence de cette proposition.
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Notre but dans cette section est de montrer que la preuve de Johnson
pour la proposition 2.3.1 consiste �a construire un produit d'untransducteur
par une action gauchie.

Commen�cons avec la d�e�nition de transducteur d�eterministe.

D�efinition 2.3.3 (Transducteur d �eterministe) Soient A$ et B$ les
alphabetsA et B avec un nouveau symbole$ rajout�e. Un transducteur d�e-
terministe est un transducteur

T =



Q; A �
$ � B �

$; E; f ig ; T
�

avec un seul �etat initial i et qui poss�ede une partition des �etats

Q = QA [ QB

tel que, pour chaqueq 2 QA (q 2 QB ), les transitions sortantes deq sont
�etiquet�ees par des �el�ements de A$ � f 1B � g (f 1A � g � B$), et des transitions
distinctes n'ont pas la même �etiquette. 4

Le comportement deT est un sous-ensemble deA �
$� B �

$ ; mais on voudra
que le symbole$ ait seulement un rôle de �n de bande. On d�e�nit alors le
$-comportementde T comme la relation

jjjT jjj$ = f (u; v) 2 A � � B � j (u$; v$) 2 jjjT jjjg

et nous dirons qu'une relation rationnelle estd�eterministe si elle est le$-
comportement d'un transducteur d�eterministe.

Il est connu que l'absence du symbole de �n de bande diminue le pouvoir
de ces machines [34], mais on peut supposer que

jjjT jjj � A � $� B � $ et T � QA :

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.16.

La preuve de Johnson est la construction d'un revêtement deT qui
contient un sous-transducteurV | une immersion sur T , donc | dont les
calculs r�eussis sont en bijection avec ceux deT qui �ecrivent les mots les plus
petits des images par la relation r�ealis�ee parT . Le fait que V soit une im-
mersion surT est fondamental puisque toute immersion sur un transducteur
d�eterministe est �egalement un transducteur d�eterministe.
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pB qBpA qArA

1j y

1j x

1j $

1j y

1j $

bj 1

$j 1
aj 1

bj 1

$j 1

Fig. 2.16 { Un transducteur d�eterministe (tir�e de [34]) sur les alphabets
A = f a; bg et B = f x; yg. Les couleurs des �etats indiquent la partition
de Q en QA et QB . Le $-comportement de ce transducteur est la relation
d�eterministe � : A � ! B � d�e�nie comme suit : pour tout u 2 A � , v 2 u� si,
et seulement si,juja � j vjx � j uja + 1.

A�n de d�e�nir ce revêtement, consid�erons le morphisme

� : A �
$ ! BQA � QA

d�e�nit comme suit :

8 u 2 A �
$ 8 p; q2 Q (u� )pq = 1 si, et seulement si, p

ujx
��!

T
q:

Avec ce morphisme on d�e�nit une action

BQA � (A �
$ � B �

$) ! BQA

not�ee � par

8 v 2 BQA 8 (u; v) 2 A �
$ � B �

$ v � (u; v) = v � u�

(donc, la restriction de cette action �af 1A � g� B �
$ est l'identit�e).

Le revêtement de Johnson est un produit deT par un gauchissement de
cette action.

La fonction de gauchissement� : I ! BQA attribue le vecteur z�ero, v0, �a
l'unique �etat initial de T .
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La fonction de gauchissement de transitions� : E ! BQA donne pour
toute transition sortante d'un �etat de QA le vecteur z�ero. Pour la d�e�nir
dans les transitions sortantes des �etats deQB , consid�erons l'ordre< �etendu
�a B$ en mettant $ < b pour tout b2 B. Pour toute transition

e : p
1A � jb

���!
T

q (p 2 QB )

e� est le vecteur dansBQA d�e�ni par

8 r 2 Q (e� )r = 1 si, et seulement si, p
1A � jb0u

����!
T

r avec b0 2 B$ et b0 < b.

Ainsi, le revêtement de Johnson,U, est la partie accessible d'un trans-
ducteur d�eterministe de la forme



Q� BQA ; A$

� � B$
� ; F; (i; v0); T � BQA

�
:

Dans tout �etat ( p;v) de U, les transitions sortantes sont en bijection avec les
transitions sortantes dep dansT : si p 2 QA , alors, pour toute transition

p
aj1B �

���!
T

q

U a une transition
(p;v)

aj1B �
���!

U
(q;v � a� );

si p 2 QB , pour toute transition

e : p
1A � jb

���!
T

q

U a une transition
(p;v)

1A � jb
���!

U
(q;v + e� ):

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.17.

La propri�et�e suivante, qui se d�emontre par induction sur la longueur des
chemins deT , est l'argument principal de la preuve du th�eor�eme :

Propri �et �e 2.3.4 Pour tout chemin

(i; v0)
ujw

��!
U

(p;w)

le vecteurw satisfait : pour tout q 2 QA , wq = 1 si, et seulement, si,

i
ujw0

���!
T

q avec w0 < w: �
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pB

qB

pA

qA

rA

(0 0 0) (0 1 0) (1 1 0) (0 0 1)

1j y

1j x

1j $

1j y

1j $

bj 1

$j 1

aj 1

bj 1

$j 1

1j $

1j y

1j x

bj 1

$j 1

bj 1
aj 1

$j 1

1j y

1j x

1j $

bj 1

aj 1

$j 1

bj 1

$j 1

1j y

1j $

Fig. 2.17 { �A gauche, le transducteur d�eterministe d�e�ni �a la �gure 2.1 6. �A
droite, le revêtement de Johnson avec l'ordre$ < x < y . Les vecteurs sont
indic�es par QA = f pA ; qA ; rA g, dans cet ordre.

On obtient le sous-transducteurV en e�a�cant la propri�et�e d'être �nal de
quelques �etats deU : on ne consid�ere �nal que les �etats

(p;v) 2 T � BQA

tels que

8 r 2 T vr = 0:

Il d�ecoule de la propri�et�e 2.3.4 qu'un calcul de V est r�eussi si, et seulement
si, sa projection surT est un calcul r�eussi qui �ecrit le mot le plus petit dans
l'image de son entr�ee par la relation r�ealis�ee parT .

H H
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2.4 Le gauchissement lexicographique

Comme discut�e dans l'introduction de ce chapitre, les revêtements lexico-
graphiques sont des revêtements d'automates construits �a partir d'un ordre
sur les calculs de l'automate induit par un ordre �x�e sur les transitions. Nous
allons dans cette section en pr�esenter des instances pour trois types d'auto-
mates : automates bool�eens,N-automates et transducteurs temps r�eel.

Intuitivement, un revêtement lexicographique est un produit de l'auto-
mate par une action gauchie, o�u la projection dans la secondecomposante
d�ecrit, pour chaque calcul de l'automate de d�epart, une information sur les ex-
tr�emit�es de ceux qui sont plus petits. Dans chaque transitiondu revêtement,
la fonction de gauchissement actualise cette information avecles extr�emit�es
des transitions qui sont plus petites que celle� lue � dans la premi�ere compo-
sante. �A l'aide de l'information contenue dans les �etats �naux du revêtement,
il sera possible, en e�a�cant la qualit�e d'être �naux ou en changeant la mul-
tiplicit�e de quelques-uns de ces �etats, d'obtenir un sous-automate qui choisit
certains chemins selon un crit�ere bas�e sur l'ordre lexicographique.

On pourrait vouloir imaginer une d�e�nition g�en�erale de r evêtement lexi-
cographique pour un automate sur un mono•�de quelconque. Une telle g�en�e-
ralisation ne saurait pourtant apporter les propri�et�es dont on aura besoin.
On voudra, par exemple, construire un revêtement qui contient pour chaque
�el�ement dans le comportement de l'automate de d�epart le calcul r�eussi le plus
petit �etiquet�e par cet �el�ement. Ce revêtement repr�esente donc une transver-
sale pour le morphisme d'�etiquetage. En se traitant d'automates sur un mo-
no•�de quelconque, on peut trouver des exemples de morphismes pour lesquels
aucune transversale rationnelle n'est possible.

2.4.1 Construction d'un automate non ambigu

Le premier exemple de revêtement lexicographique que l'onva pr�esenter
est une construction pour les automates bool�eens sur un alphabet. Avec ce
revêtement, on obtiendra une autre preuve pour le th�eor�eme 2.2.1 | pour
tout automate bool�een avecn �etats, il existe un automate �equivalent avec au
plus n2n �etats qui est non ambigu et qui est une immersion dans le premier.
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Ordre lexicographique des chemins

Soit A = hQ; A; E; I; T i un automate bool�een. Si on �xe un ordre� e sur
E, l'ordre lexicographique engendr�e dans le mono•�de libre E � est un ordre
total . En particulier les chemins deA, qui sont des mots surE, deviennent
totalement ordonn�es.

Pour la construction du revêtement lexicographique deA, la totalit�e de
l'ordre dansE � n'est pas n�ecessaire. D'une part, les mots deE � qui ne forment
pas de chemins n'ont aucun rôle dans cette construction, donc il est inutile, et
même gênant, de les comparer avec les chemins deA. De plus, on ne voudra
comparer que des chemins qui ont la même �etiquette.

On va alors consid�erer que� e est un ordre partiel surE o�u deux transi-
tions sont comparables si, et seulement si, elles ont la même �etiquette et la
même origine. On d�e�nit l'ordre partiel engendr�e par � e sur les chemins de
A, aussi not�e � e, comme suit : �etant donn�es deux chemins

c = e1 : : : en ; d = f 1 : : : f n (ei ; f i 2 E pour 1 � i � n)

on pose que
c � e d

si, et seulement si,c et d ont la même �etiquette et

9 l tel que ei = f i pour 1 � i � l � 1 et el � e f l :

Dans l'automate illustr�e dans l'introduction de ce chapitre et reproduit ci-
dessous, seulement deux transitions sont comparables, �a savoir, les transitions
�etiquet�es par b et qui commencent dans l'�etatp.

p

q

b

a b

a b
p p p p

p p p q

p p q q

p q q q

� e

� e

� e

b b b

b b b

b b b

b b b
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Si deux chemins sont comparables par� e, alors ils commencent dans un
même �etat. On voudra aussi pouvoir comparer des chemins commen�cant en
des �etats initiaux di��erents. Pour ce faire, on va �xer un ordre � I entre les
�etats initiaux et d�e�nir un nouvel ordre, � , qui �etend � e comme suit : �etant
donn�es deux cheminsc et d de A avec la même �etiquette et qui commencent
en des �etats initiaux, on pose

c � d

si, et seulement si,

c� � I d� ou c� = d� et c � e d:

On dira que � est l'ordre lexicographique des cheminsde A.

Le revêtement lexicographique d'un automate bool�een

Le revêtement lexicographique deA bas�e sur l'ordre � , que l'on d�ecrira
ci-dessous, permettra d'�etablir la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 Soit A un automate bool�een avecn �etats et � un ordre
lexicographique entre ses chemins. Il existe un revêtement de A avec ou plus
n2n �etats qui contient un sous-automateC tel que un calculC dans B est
r�eussi si, et seulement si, la projection deC dans A est un calcul minimal
(selon � ).

Le th�eor�eme 2.2.1 est un corollaire de cette proposition. Ene�et, pour
chaque motu dans le comportement deA , B contient exactement un calcul
r�eussi �etiquet�e par u : celui qui se projette dans le calcul r�eussi deA le plus
petit selon � �etiquet�e par u.

Le revêtement lexicographique deA est un produit de cet automate par
l'action � det : BQ � A � ! BQ qui d�e�nit les transitions du d�eterminis�e de A ,

8 v 2 BQ 8 a 2 A v � a = v � a�

(o�u � est le morphisme associ�e �aA) gauchie par deux fonctions

� : I ! BQ � : E ! BQ:
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La fonction � , qui d�e�nit les �etats initiaux de B, associe chaque �etat initial
deA au vecteur bool�een caract�eristique des �etats initiaux qui sont plus petits
selon l'ordre� I :

8 p 2 I 8 r 2 Q (p� )r = 1 ssi r 2 I et r � I p:

La fonction � associe chaque transitione de A au vecteur caract�eristique
des extr�emit�es des transitions plus petites quee avec la même �etiquette :

8 p a�!
A

q 2 E 8 r 2 Q (e� )r = 1 ssi f : p a�!
A

r et f � e e:

Alors, ce revêtement est la partie accessible de l'automate bool�een

B =



Q� BQ; A; F; J; T � BQ
�

o�u l'ensemble des �etats initiaux est �egal �a

J = f (i; i� ) j i 2 I g

et les transitions sont d�e�nies de la mani�ere suivante, o�u � est l'op�eration
dansBQ de somme de vecteurs : pour tout �etat (p;v), les transitions sortantes
de (p;v) sont en bijection avec celles dep,

e : p a�!
A

q =) (p;v) a�!
B

(q;v � a� � e� ):

Exemple 2.4.1 On illustre sur la �gure 2.18 un revêtement lexicographique
pour l'automate bool�een B1. La premi�ere composante de ce revêtement est
l'automate B1, dessin�e �a gauche, la deuxi�eme est l'ensemble de vecteurs boo-
l�eens index�es par Q = f p; qg, dans cet ordre.

Dans B1, il y a trois transitions sortantes de l'�etat p,

e1 : p a�!
B1

p; e2 : p b�!
B1

p; e1 : p b�!
B1

q:

Comme e1 est la seule transition sortante dep �etiquet�ee par a, on a, pour
n'importe quel ordre entre les transitions,

e1� = (0 0) :

Posons l'ordre
e2 � e e3:
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p

q

b

a b

a b

(0 0) (0 1) (1 0) (1 1)

a b

ab

b
a

b

Fig. 2.18 { Un revêtement lexicographique de l'automateB1. La transition
pointill�ee est la plus grande selon l'ordre� e.

Alors on a que
e2� = (0 0) ; e3� = (1 0) :

La fonction � attribue �a l'unique �etat initial de B1 le vecteur (0 0). Donc
l'�etat initial de B est le couple

(p;(0 0)):

Il y a trois transitions sortantes de cet �etat, qui se projettent sur e1, e2 et e3,
respectivement :

(p;(0 0)) a�!
B

(p;(0 0)); (p;(0 0)) b�!
B

(p;(0 0)); (p;(0 0)) a�!
B

(q;(1 0)):

L'extr�emit�e de la troisi�eme, par exemple, est le r�esultat de l'op�eration

(0 0) � a� � e3� = (0 0) �
�

1 0
0 1

�
� (1 0) = (1 0):

4

La propri�et�e suivante d�ecrit, pour chaque calcul r�eussi du revêtement
lexicographique deA, l'information fournie par le vecteur dans l'extr�emit�e
du calcul. C'est �a partir de cette information que l'on pourra extraire du
revêtement lexicographique un sous-automate qui contient,pour chaque mot
dans le comportement deA , exactement un calcul r�eussi. La preuve est par
induction dans la longueur des chemins.
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Propri �et �e 2.4.1 Soit
C : (p; p� ) u�!

B
(q;w)

un calcul deB qui commence dans un �etat initial ; soit

c : p u�!
A

q

sa projection surA . Pour tout r 2 Q,

wr = 1 ssi d : p0 u�!
A

r et d � c: �

Preuve de la proposition 2.4.1 Le sous-automateC est obtenu en e�a-
�cant la qualit�e d'être �nal de quelques �etats �naux de B :

(p;v) est �nal dans C ssi p est �nal et 8 t 2 T vt = 0:

Puisque les calculs r�eussis deB sont en bijection avec ceux deA, l'ordre
lexicographique des calculs deA induit un ordre sur les calculs deB. Il
vient de la propri�et�e 2.4.1 qu'un calcul r�eussi C dans B est r�eussi dansC
si, et seulement si, il n'y a pas d'autre calcul r�eussi plus petit avec la même
�etiquette, c'est-�a-dire, si C est minimal. �

On illustre sur la �gure 2.19 le sous-automate non ambigu pour deux
revêtements lexicographiques deB1. Le premier revêtement est celui d�ecrit
�a l'exemple 2.4.1, le second est obtenu en changeant l'ordre� e dans les
transitions.

2.4.2 Le th�eor�eme du paludier glouton

Si A = hQ; E; I; T i est un N-automate sur un alphabetA, la d�e�nition
de revêtement lexicographique pourA suit le même principe de la construc-
tion pour un automate bool�een, mais elle sera bas�ee sur la notion de N-
gauchissement. Intuitivement, le gauchissement r�ealise un� �eclatement � des
transitions de A, permettant de voir un chemin avec multiplicit�e l commel
chemins distincts (avec multiplicit�e 1) et les comparer.

A l'aide de ce revêtement, on construira un automate qui r�ealise la dif-
f�erence entre une s�erieN-rationnelle et un entier, op�eration d�e�nie comme
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C

p

q

b

a b

a b

(0 0) (0 1) (1 0) (1 1)

a b

ab

b
a

b

(a) Avec un ordre...

C

p

q

b

a b

a b

(0 0) (0 1)

a

b

ba

b

a

b

b

ba

(b) ... et avec un autre.

Fig. 2.19 { Extraction d'un sous-automate non ambigu et �equivalent des
revêtements lexicographiques deB1 (cf. �gure 1.1) correspondants �a deux
ordres distincts sur les transitions commen�cant dans l'�etatp. Dans chaque
�gure, la transition pointill�ee est la plus grande.
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suit : �etant donn�es une N-s�erie s : A � ! N et un entier k > 0, la di��erence
entre s et k, not�ee s : k, est la N-s�erie

8 u 2 A � ; u(s : k) =

(
us� k si us � k

0 sinon
(2.10)

Il est bien connu que sis est une s�erie rationnelle, alorss : k l'est aussi.
Ce r�esultat, dû �a Sch•utzenberger, peut être d�eduit d'une application it�er�ee
du th�eor�eme de la transversale d'Eilengerg [13], ou du revêtement de Sch•ut-
zenberger [39]. L'inconv�enient de cette approche est la taille de l'automate
obtenu : comme de tels m�ethodes peuvent conduire �a la construction d'un
nombre exponentiel d'�etats (dans le nombre d'�etats de l'automate de d�epart),
il n'est pas �evident si on peut esp�erer mieux qu'une tour dek exponentielles
pour la taille de l'automate r�ealisant s : k.

Avec le revêtement lexicographique, on obtiendra un automate � concis�

qui r�ealise cette di��erence, et en e�et plus que cela :

Th �eor �eme du Paludier Glouton
Soit A un N-automate avecn �etats, qui r�ealise une s�erie s. Il existe un N-
revêtement in�ni L deA tel que pour tout entierk > 0, il existe unN-quotient
�ni L (k) de L ayant les propri�et�es suivantes :

1. L (k) est un N-revêtement deA avec au plusn(k + 1) n �etats ;

2. pour tout i , 0 � i < k , il existe un sous-automate non ambiguS(k;i ) de
L (k) qui reconnâ�t la s�erie caract�eristique du support des : i ;

3. il existe un sous-automateP (k) de L (k) dont comportement ests : k.

Rappelons que lesupport d'une s�eriesest le langage contenant exactement
les mots dont la multiplicit�e est distincte de 0 ; on le notesupp s. La s�erie
caract�eristique desupp s, not�ee supp s, est la s�erie non ambigu•e (�a multiplicit�es
dansN) qui attribue 1 exactement aux mots danssupp s.

L'id�ee derri�ere le revêtement L est de compter, pour chaque calcul r�eussi
de A , les multiplicit�es des calculs r�eussis plus petits avec la m̂eme �etiquette,
selon un ordre lexicographique dans les chemins (et non la somme des mul-
tiplicit�es de tous les calculs, comme fait dans la construction pr�esent�ee �a la
section 2.2.4 pour les restrictions d'une s�erieN-rationnelle.). Le quotient L (k)

suit le même principe, sauf en ce que sa capacit�e de calcul est born�ee et il ne
peut compter que jusqu'�ak � 1.
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PosonsA = ( Q; E; I; T ), et soit � : A � ! NQ� Q le morphisme associ�e �a
cet automate. Soit � I un ordre sur les �etats deA et � e un ordre sur E tel
que deux transitions sont comparables si, et seulement si, elles ont la même
origine et le même support.

Le revêtement lexicographique deA (bas�e sur les ordres �x�es � I et � e)
est un produit deA par l'action  � : NQ � A � ! NQ d�e�nie �a l'exemple 2.2.2,

8 v 2 NQ 8 a 2 A v � a = v � a�;

gauchi par par deux fonctions

� : Q ! NhNQ i ; � : E ! NhNQ i :

La fonction � , qui d�e�nit les �etats initiaux du revêtement L , attribue �a
chaque �etat p de A un polynôme dont tous les coe�cients sont �egaux �a 1
et le support contient I p vecteurs : v 2 NQ appartient �a ce support si, et
seulement si,

vp < I p et 8 q 6= p vq =

(
0 si p � I q

I q si q � I p

La fonction � est d�e�nie comme suit. Pour toute transition

e : p la�!
A

q;

e� est un polynôme dont tous les coe�cients sont �egaux �a 1 et le support
contient l vecteurs :w 2 NQ appartient �a ce support si, et seulement si,

wq < l et 8 r 6= q wr =

8
<

:

a� p;r si f : p a�!
A

r et f � e e

0 sinon

Exemple 2.4.2 On illustre sur la �gure 2.20 un revêtement lexicographique
pour l'automate C1. Il se projette dans la premi�ere composante surC1 et dans
la seconde sur l'ensemble des vecteurs surN index�es par Q = f p; qg, dans cet
ordre.

L'ordre lexicographique n'a e�et que dans les transitions �etiquet�ees par b
sortantes de l'�etat p. Posons

p b�!
C1

p � e p b�!
C1

q:
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Le revêtement lexicographique avec cet ordre est le deuxi�emeN-gauchissement
illustr�e sur la �gure 2.14. La fonction � attribue le vecteur (0 0) au seul �etat
initial de A , p. Pour les autres �etats, � est le polynôme nul. Donc, l'�etat
initial du revêtement est le couple (p;(0 0)), avec multiplicit�e initiale 1 (le
coe�cient du monôme correspondant au vecteur (0 0) dansp� ). La fonction
de gauchissement� attribue �a la transition sortante de p �etiquet�ee par a, et
pour la transition pleine �etiquet�ee par b, le polynôme form�e par le vecteur
(0 0) avec coe�cient 1. Pour la transition pointill�ee, qui est la plus petite, �
donne le polynôme form�e par le vecteur (1 0) avec coe�cient1. Pour chacune
des deux transitions sortantes deq, la fonction � attribue le polynôme dont
le support contient deux vecteurs, (0 0) et (0 1). 4

p

q

b

a b

2a 2b

(0 0) (1 0) (1 1) (1 2) (1 3) (1 4) (1 5) (1 6) : : :

: : :

a b

b

a
b

b
a a

a

b

b

a

b

a

b

Fig. 2.20 { Un revêtement lexicographique pour l'automateC1. La transition
pointill�ee est la plus grande dans l'ordre lexicographique.

Le revêtement lexicographique in�niL est une sorte d'� �eclatement � de
A : ses �etats initiaux et ses transitions ont multiplicit�e 1, et chaque chemin de
A avec multiplicit�e l est la projection del chemins deL . De plus, il permet
de comparer cesl chemins, avec un ordre induit par� e et � I . �Etant donn�es
deux chemins deL qui commencent dans un �etat initial,

C : (p;v) u�!
L

(q;w) et C0 : (p0; v0) u�!
L

(q0; w0);

on pose
C � C0
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si, et seulement si, ces calculs satisfont une des conditions suivantes :
{ p � I p0

{ p = p0 et vp < v0
p ;

{ p = p0, v = v0, C = fe1c0 et C0 = fe2d0 o�u

e1 : (r; x) a�!
L

(s;y); e2 : (r; x) a�!
L

(s0; y0)

sont deux transitions deL telles que

soit s 6= s0 et r a�! s � e r a�! s0, soit s = s0 et ys < y0
s.

Avec cet ordre, on peut montrer, par induction sur la longueur des calculs,
que le revêtementL compte le nombre de chemins� �eclat�es � deA plus petits
que chaque chemin commen�cant dans un �etat initial :

Propri �et �e 2.4.2 Soit
C : (p;v) u�!

L
(q;w)

un chemin deL qui commence dans un �etat initial. Pour toutr 2 Q, wr est le
nombre de chemins deL �etiquet�es par u, plus petits queC et dont l'extr�emit�e
se projette dans la premi�ere composante surr :

8 r 2 Q wr = card
�n

D : (p0; v0) u�!
L

(r; x) j D � C
o�

: �

Pour trouver les automates �nis �enonc�es dans le th�eor�eme du paludier
glouton, on va d'abord d�ecrire leurs � correspondants �eclat�es� , des sous-
automates deL que l'on d�e�nit dans le lemme suivant. Ce lemme se d�emontre
(on le fera �a la �n de cette section) �a l'aide de la propri�et�e 2.4.2.

Lemme 2.4.1 Soit
L 0 =



Q� NQ; F; J; U0

�

le sous-automate deL obtenu en changeant son vecteur de multiplicit�es �-
nales,U, comme suit :

8 (p;v) 2 Q� NQ U0
(p;v) =

8
>><

>>:

U(p;v) si v � T � k

v � T + Tp � k si v � T < k et v � T + Tp > k

0 sinon

Pour chaque entieri � 0, soit

L (i ) =



Q� NQ; F; J; U (i )
�
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le sous-automate deL obtenu en changeant son vecteur de multiplicit�es �-
nales comme suit :

8 (p;v) 2 Q� NQ U(i )
(p;v) =

(
1 si v � T � i et v � T + Tp > i

0 sinon

On a
jjjL 0jjj = s : k et jjjL (i )jjj = supp(s : i ):

L'automate L (k) est le quotient deL par le morphisme� k : N ! Nk , �etant
donc un automate �ni de dimensionQ� Nk .

Le sous-automateP (k) , qui r�ealise la s�erie s : k, est le quotient deL '
par ce morphisme. On l'obtient en rempla�cant le vecteur de multiplicit�es
�nales, soit V , de L (k) par le vecteurV 0 d�e�ni comme suit : pour tout �etat
(p;v) 2 Q� NQ

k de L (k) ,

V 0
(p;v) =

8
>><

>>:

V(p;v) si v � (T � k) = !

v � (T � k) + Tp � k si v � (T � k) < k et v � (T � k) + Tp = !

0 sinon

(2.11)

Chaque automateS(k;i ) (pour 0 � i < k ), dont le comportement est la
s�erie caract�eristique du support des : i , est le quotient du sous-automate
L (i ) de L . On l'obtient �egalement en rempla�cant le vecteurV de L (k) par le
vecteur V (i ) suivant : pour tout �etat ( p;v) 2 Q� NQ

k de L (k) ,

V (i )
(p;v) =

(
1 si v � T � i et v � T + Tp > i

0 sinon
(2.12)

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.21.
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S(k;0) S(k;1) S(k;2) P (3)

p

q

b

a b

2a 2b

(0 0) (1 0) (1 1) (1 2) (1 ! )

b

a
b

b
a

b
a

b

b

a
ba

a

a b

2a

2b

(a) Un revêtement o�u la transition pointill�ee est la plus grande.

S(k;0) S(k;1) S(k;2) P (3)

p

q

b

a b

2a 2b

(0 0) (0 1) (0 2) (0 ! )

a

b

a

b

a
b

a
b

bb aa

a

b

b

a a
b b

a
b

b
b

b

2a

2b

(b) Autre revêtement, o�u la transition poin-
till�ee est la plus petite.

Fig. 2.21 { Deux revêtements lexicographiques deC1 et les sous-automates
� paludeurs� pour k = 3. Chacun est obtenu en e�a�cant les transitions �nales
sauf celle dans la colonne indiqu�ee.
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Preuve du th �eor �eme du paludier glouton Il su�t d'�etablir le lemme 2.4.1.
�A partir d'un N-automate qui r�ealise la s�eries,

A = hQ; E; I; T i ;

on obtient avec le revêtement lexicographique unN-automate in�ni

L =



Q� NQ; F; J; U
�

et le morphisme� k : N ! Nk induit un N-quotient �ni de L ,

L (k) =
D

Q� NQ
k ; G; K; V

E
:

Ces automates sont �equivalents et r�ealisent la s�eries.

A�n de construire le sous-automate deL (k) qui r�ealise la s�erie s : k, on
va d'abord d�e�nir un sous-automate du N-revêtement in�ni L ,

L 0 =



Q� NQ; F; J; U0
�
;

qui r�ealise cette di��erence. Le sous-automate deL (k) souhait�e sera un N-
quotient de L 0.

On d�e�nit le sous-automate L 0 en changeant les multiplicit�es �nales des
�etats de L de la mani�ere suivante :

8 (p;v) 2 Q� NQ U0
(p;v) =

8
>><

>>:

U(p;v) si v � T � k

v � T + Tp � k si v � T < k et v � T + Tp > k

0 sinon

Le fait que L 0 r�ealise la s�erie s : k d�ecoule de deux propri�et�es deL .

La premi�ere, c'est le fait que les multiplicit�es initiales et les multiplicit�es
des transitions deL sont �egales �a 1. Cela permet de calculer la multiplicit�e
d'un mot u 2 A � de la mani�ere suivante. Soient

C1 :
�
p1; v(1)

� u�!
L

�
q1; w(1)

�
: : : Cn :

�
pn ; v(n)

� u�!
L

�
qn ; w(n)

�

les chemins r�eussis deL �etiquet�es par u. La multiplicit�e �nale de chaque�
qi ; w(i )

�
est par d�e�nition Tqi , donc

us = ujjjBjjj = Tq1 + � � � + Tqn : (2.13)
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La seconde propri�et�e est l'information contenue dans les vecteurs des ex-
tr�emit�es de ces chemins, ce qui a �et�e d�ecrit dans la propri�et�e 2.4.2. En consi-
d�erant les cheminsC1; : : : ; Cn �ecrits selon l'ordre lexicographique� , on a,
comme cons�equence de cette propri�et�e, que tous les coe�cients du vecteur
w(1) sont �egales �a z�ero, donc

w(1) � T = 0;

et que pour tout i , 1 < i � n, et r 2 Q, le coe�cient de r dans le vecteur
w(i ) est le nombre de calculs parmiC1; : : : ; Ci � 1 dont l'extr�emit�e est un �etat
de la forme (r; w). Ainsi,

8 i; 1 < i � n w(i ) � T = Tq1 + � � � + Tqi � 1 : (2.14)

Avec ces deux propri�et�es, on montre queL 0 r�ealise s : k comme suit.

Supposons d'abord queus � k, ce qui, en vu de (2.13), est �equivalent �a

Tq1 + � � � + Tqn � k:

De (2.14) on tire que, pour touti , 1 � i � n,

w(i ) � T + Tpi � k:

De la d�e�nition des multiplicit�es �nales de L 0, il vient alors que les multi-
plicit�es �nales des extr�emit�es des cheminsC1; : : : ; Cn sont toutes �egales �a 0.
Donc,

ujjjB0jjj = 0:

Supposons maintenant queus > k . Les mêmes propri�et�es permettent de
montrer queujjjL 0jjj = s : k. Soit i l'indice tel que

Tq1 + � � � + Tqi � 1 � k et Tq1 + � � � + Tqi � 1 + Tqi > k:

On a que les les multiplicit�es �nales des �etats
�
q1; w(1)

�
; : : : ;

�
qi � 1; w(i � 1)

�

dans L 0 sont �egales �a 0, la multiplicit�e �nale de
�
qi ; w(i )

�
est �egale aTq1 +

� � � + Tqi � k et les multiplicit�es �nales des �etats
�
qi +1 ; w(i +1)

�
; : : : ;

�
qn ; w(n)

�

sont conserv�ees. Alors,

ujjjL 0jjj = ( Tq1 + � � � + Tqi � k) +
�
Tqi +1 + � � � + Tqn

�

ce qui est �egal �a ujjjLjjj � k.
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On vient de montrer que l'automate in�ni L 0 r�ealise la s�erie s : k. L'au-
tomate �ni P (k) qui r�ealise cette di��erence est obtenu en projetant surL (k)

les changements e�ectu�es dans les �etats �naux deL pour la construction de
L 0. Cet automate est de la forme

P (k) = hQ� Nk ; G; K; V 0i

o�u les multiplicit�es �nales sont d�e�nies dans (2.11). On a que P (k) est un
N-quotient L 0, donc jjjDjjj = s� k.

La construction de l'automateS(k;i ) qui r�ealise la s�erie caract�eristique du
support des : i , pour 0 � i < k , est similaire. On d�e�nit d'abord un nouveau
vecteur de multiplicit�es �nales pour L , U(i ) :

8 (p;v) 2 Q� NQ U(i )
(p;v) =

(
1 si v � T � i et v � T + Tp > i

0 sinon

On a que l'automate



Q� NQ; F; J; U (i )

�

r�ealise la s�erie caract�eristique du support des : i , et on obtient un quotient
�ni de cet automate en faisant les changements correspondantsdes multipli-
cit�es �nales dans L (k) . �

2.4.3 Division d'une s�erie N-rationnelle par un entier

Le revêtement lexicographiqueL , avec lequel on a �etabli le th�eor�eme du
paludier glouton, permet aussi de trouver unN-automate �ni qui r�ealise le
quotient de la division d'une s�erie rationnelles : A � ! N par un entier d. Ce
quotient, not�e s� k, est la s�erie (�a multiplicit�es dans N) d�e�nie par

8 u 2 A � ; u(s� d) = ( us) � d (2.15)

(o�u n � d, pour n entier, est le quotient de la division enti�ere den par d).

Division (Eilenberg 1974)
Le quotient de la division d'une s�erie rationnelle par un entier positif est une
s�erie rationnele.
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La fermeture de la classe des s�eries rationnelles (�a multiplicit�es dans N)
par l'op�eration de division a �et�e d�emontr�e par Eilenber g dans son trait�e [13].
Sa construction est di��erente, mais permet de trouver un automate dont le
nombre d'�etats est comparable �a celui de la nôtre.

A�n d'�etablir le th�eor�eme de la division, on proc�edra comm e dans la
preuve du th�eor�eme du paludier glouton : d'abord, on d�e�nit un sous-automate
de L qui r�ealise l'op�eration ; l'automate �ni souhait�e en est un N-quotient.
La pr�emi�ere �etape (et sa preuve) �evoque le lemme 2.4.1 et s'�enonce de la
mani�ere suivante :

Lemme 2.4.2 Soit

C(d) =



Q� NQ; F; J; U0
�

le sous-automate deL obtenu en changeant son vecteur de multiplicit�es �-
nales,U, comme suit :

8 (p;v) 2 Q� NQ U0
(p;v) = ((( v � T) mod d) + Tp) � d (2.16)

(o�u mod d�esigne le reste de la division enti�ere). On a

jjjC(d)jjj = s� d:

L'id�ee du � fonctionnement � de l'automate C(d) est plus clairement com-
prise en consid�erant la situation o�u les multiplicit�es �nal es deB sont toutes
�egales �a 1. Dans ce cas, pour chaque motu dansA � , C(d) choisit exactement
un chemin r�eussi deA pour chaque tranche ded calculs r�eussis deA avec
entr�ee u, consid�er�es dans l'ordre lexicographique. Ainsi, le nombrede calculs
projet�es par C(d) dansA avec entr�eeu est le quotient deus par d.

L'automate �ni demand�e est un sous automate duN-quotient deL induit
par la surjection canonique

Z � Z=dZ;

qui est un morphisme d'anneaux. Ce morphisme est aussi un morphisme de
l'action  � , utilis�ee pour la d�e�nition de L , sur l'action

� : Z=dZQ � A � ! Z=dZQ
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d�e�nie par

8 v 2 Z=dZQ 8 u 2 A � v � u = v � (u� mod d):

En red�e�nissant les multiplicit�es �nales de ce quotient comme dans (2.16),
on obtient un N-quotient �ni de C(d) qui r�ealise la s�erie s� d.

H H
2.5 Le revêtement Avance ou Retard d'un

transducteur

Le revêtement Avance ou Retardd'un transducteur temps r�eel est un
produit de ce transducteur par une action qui permet de comparer la sortie
de chaque calcul avec celles des calculs avec la même entr�ee. Le concept
principal dans cette construction est l'actionAvance ou Retard, introduite
dans [3] pour la description d'un algorithme pour d�ecider lafonctionnalit�e
d'un transducteur (r�esultat que nous rappellerons �egalement). On introduira
aussi une sorte de� troncature � de cette action, o�u les rapports (entre les
sorties) plus grands qu'un entier �x�e sont rejet�es.

Avec un gauchissement de ce revêtement, on d�ecrira ensuite un revête-
ment lexicographique | le revêtement Avance ou Retard lexicographique|
duquel on tirera un transducteur ne poss�edant pas des calculs� proches�

selon une certaine distance. Cette propri�et�e sera utile dansle chapitre 3 pour
la construction d'une d�ecomposition des transducteursk-valu�es.

Nous supposerons �x�e un transducteur temps r�eelT = hQ; A; B � ; E; I; T i .

2.5.1 L'action Avance ou Retard et ses troncatures

Di��erence et d�ecalage

L'id�ee derri�ere l'action Avance ou Retard est celle de di��erence entre deux
mots, que l'on va formaliser �a l'aide des groupes libres.
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D�efinition 2.5.1 (Groupe libre) Soit B un alphabet. Le groupe libre
engendr�e parB est le quotient de (B [ B)� par les relations

aa = aa = 1B � (a 2 B);

o�u B est une copie disjointe deB. On note F (B) ce quotient. 4

Les classes deF (B) sont des langages surB [ B , et contiennent exacte-
ment un mot n'ayant aucun facteur de la formeuu ou uu, pour u 2 B + . On
peut donc les identi�er avec ces repr�esentants canoniques. Ainsi, on peut dire
que l'inverse deu 2 F (B) est l'image miroir deu avec des lettres barr�ees, ce
que l'on note u, que l'inverse d'une lettre barr�ee,a, est la lettre a, etc. Ces
faits sur le groupe libre peuvent être retrouv�es dans [30].

La proposition suivante, cons�equence directe de la d�e�nition du groupe
libre, montre comment le rapport entre deux motsx et y dansB � peut être
repr�esent�e par le mot xy :

Proposition 2.5.1 Soient x et y deux mots dansB � .

i) x est un pr�e�xe de y si, et seulement si,xy 2 B � ;

ii) y est un pr�e�xe de x si, et seulement si,xy 2 B
�

;

iii) x et y ne sont pas comparables si, et seulement si,xy 2 F (B)� (B � [ B
�
).

Remarquons aussi que dans le premier cas,xy est le su�xe de y obtenu
en supprimant le pr�e�xe x, et dans le deuxi�eme,xy est l'inverse du su�xe
de x obtenu en supprimant le pr�e�xe y.

Avec cette notation, on comparera les sorties de paires de calculs de T
dont les entr�ees sont �egales. Appelons respectivement les mots dansB � et B

�

positifs et n�egatifs, et notons

� = B � [ B
�

[ f 0g

o�u 0 est un nouvel �el�ement utilis�e pour repr�esenter les pairesde mots qui ne
sont pas comparables. Un �el�ement dans � est appel�e unedi��erence . Soit

� : F (B) ! �

la fonction d�e�nie par

8 w 2 F (B) w� =

(
w si w 2 B � [ B

�

0 sinon
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D�efinition 2.5.2 (Diff �erence et d �ecalage) Soient

c : p
ujx

��!
T

q; d: p0 ujy
��!

T
q0

deux chemins dansT avec la même entr�ee (et qui ont, donc, avec la même
longueur). La di��erence entre c et d est l'�el�ement de � d�e�ni par

AR(c; d) = ( xy)�:

Si AR(c; d) 6= 0, on d�e�nit le d�ecalageentre c et d comme l'entier suivant,
o�u � est la relation de pr�e�xe de chemins :

hc; di = maxfj AR(c0; d0)j j c0 � c; d0 � d; jc0j = jd0jg : 4

Exemple 2.5.1 Consid�erons le transducteurT suivant :

paj 1B � aj b

Pour tout n > 0, posons

cn = p
an j1B �

����!
T

p
an jbn

���!
T

p; dn = p
an jbn

���!
T

p
an j1B �

����!
T

p:

La di��erence entre ces calculs est �egale �a

AR(cn ; dn ) = 1 B �

et leur d�ecalage est �egal �a
hcn ; dn i = n: 4

D�e�nition et produit de T 2 par l'action Avance ou Retard

Proposition 2.5.2 (B �eal et al. 2003) La fonction

� : � � (B � � B � ) ! �

d�e�nie par

8 w 2 � 8 (x; y) 2 B � � B � (w; (x; y)) � =

(
0 si w = 0

(xwy)� sinon

est une action du mono•�de produit B � � B � sur l'ensemble� . �
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Cette action, deB � � B � sur �, est ce que l'on appelle l'action Avance ou
Retard ; son �el�ement distingu�e est le mot vide deB � . Dans [3], elle est d�e�nie
sans l'usage du groupe libre, mais les deux descriptions sont �equivalentes.

Avec l'action Avance ou Retard, on peut repr�esenter la di��erence entre
les sorties de paires de calculs d'un transducteur : soientc et d deux calculs,
et x et y leurs sorties, respectivement ; on a

AR(c; d) = 1 B � � (x; y);

donc, 1B � � (x; y) est un mot positif si x est un pr�e�xe de y (l' avancede y
par rapport �a x), un mot n�egatif si y est un pr�e�xe de x (le retard de y par
rapport �a x), et est �egal �a 0 si x et y ne sont pas comparables.

Cette propri�et�e est tr�es utile lorsqu'utilis�e avec des pr oduits de transduc-
teurs. �Etant donn�es deux transducteurs

T = hQ; A; B � ; E; I; T i ; T 0 = hQ0; A; B � ; E0; I 0; T0i

leur produit est le transducteur

T �T 0 = hQ� Q0; A; B � � B � ; F; I � I 0; T � T0i

o�u les transitions sont d�e�nies par

F =
�

(p; p0)
aj(u;u 0)

����! (q; q0)

�
�
�
� p

aju
��! q 2 E; p0 aju0

��! q0 2 E 0

�
:

En particulier, le carr�e de T est le transducteurT 2 = T �T . Si on e�ace les
entr�ees deT �T 0, l'objet r�esultant est un automate �etiquet�e par des couples
de mots deB � , et on peut en faire le produit avec l'action Avance ou Retard.
On obtient ainsi un transducteur o�u chaque calcul se projette d'une part sur
un calcul deT et d'autre part sur un calcul deT 0, les deux avec la même
entr�ee, et dans lequel on peutlire la di��erence entre les sorties des calculs
projet�es. Formellement, on d�e�nit

T �T 0�G = hQ� Q0� � ; A; B � � B � ; F; I � I 0�f 1B � g; T � T0� � i

o�u

F =
�

(p; p0; � )
aj(u;u 0)

����! (q; q0;  )

�
�
�
� p

aju
��! q 2 E; p0 aju0

��! q0 2 E 0;  = � � (u; u0)
�

:

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.22.
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p q

aj c

bj c

bj c
aj c2

bj 1

p

q

aj cbj c

bj c

aj c2

bj 1

pp qp

pq qq

aj (c2; c)

bj (1; c)

aj (c2; c2)

bj (1; 1)

aj (c; c2)
bj (c;1)

bj (c; c)

bj (c;1)

bj (1; c)

aj (c; c)
bj (c; c)

bj (c; c)bj (c; c)

(a)

p q

aj c

bj c

bj c
aj c2

bj 1

p

q

aj cbj c

bj c

aj c2

bj 1

1 �c

c 1

aj (c2; c)

bj (1; c)

aj (c2; c2)

bj (1; 1)

aj (c; c2)
bj (c;1)

bj (c; c)

bj (c;1)

bj (1; c)

aj (c; c)
bj (c; c)

bj (c; c)bj (c; c)

(b)

Fig. 2.22 { Le carr�e du transducteur repr�esent�e �a la �gure 1.3(c) et son
produit par l'action Avance ou Retard.
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Propri �et �e 2.5.1 Soient

c = ( p; p0; 1B � )
aj(u;u 0)

����!
T�T 0�G

(p; p0; � )

un chemin deT �T 0�G et c1 et c2 les projection dec sur T et T 0, respecti-
vement. On a que

� = AR( c1; c2): �

En particulier, le produit du carr�e de T par l'action Avance ou Retard
fournit une caract�erisation des transducteurs qui r�ealisent une fonction. En
e�et, T r�ealise une fonction si, et seulement si, pour chaque paire de calculs
r�eussis avec la même entr�ee, leurs sorties sont �egales ; celase traduit dans
T 2 �G comme suit, �enonc�e qui sera le point de d�epart pour une des preuves
que nous pr�esenterons au chapitre 4 :

Th �eor �eme 2.5.1 (B �eal et al. 2003) Un transducteurT r�ealise une fonc-
tion si, et seulement si : pour tout �etat (p; p0) de la partie �emond�ee deT 2,
il existe au plus une di��erence � telle que(p; p0; � ) est un �etat accessible de
T 2�G ; les �etats �naux accessibles deT 2�G appartiennent �a Q� Q�f 1B � g.

Troncature de l'action Avance ou Retard

Pour tout entier positif N , soit B � N l'ensemble des mots surB avec
longueur au plusN . Posons

� � N = B � N [ B
� N

[ f 0; ! g

o�u ! est un nouveau symbole. Soit

� N : F (B) ! � � N

la fonction d�e�nie par

8 u 2 F (B) u� N =

(
! si u 2 B � [ B

�
et juj > N

u� sinon

La troncature de l'action Avance ou Retard est la fonction

� N : � � N � (B � � B � ) ! � � N
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d�e�nie par

8 u 2 � � N 8 (x; y) 2 B � � B � (u; (x; y)) � N =

8
>><

>>:

! si u = !

0 si u = 0

(xuy)� N sinon

Cette fonction n'est pas une action deB � � B � sur � � N . Par exemple,
pour B = f ag et N = 1 on a

(1B � ; (a; aaa)) � N = !

donc

((1B � ; (a; aaa)) � N ; (aa; a)) = ! 6= 1B � = (1 B � ; (aaa; aaa)) � N :

On peut quand même d�e�nir un produit entre T �T 0 et � N . Il s'agit du
transducteur

T �T 0� � N = hQ� Q0� � � N ; A; B � � B � ; F; I � I 0�f 1B � g; T � T0� � � N i

dont les transitions sont d�e�nies par

F =
�

(p; p0; � )
aj(u;u 0)

����! (q; q0;  )

�
�
�
� p

aju
��! q 2 E; p0 aju0

��! q0 2 E 0;  = ( �; (u; u0)) � N

�
:

Comme dans le produit deT �T 0 par l'action Avance ou Retard, le trans-
ducteur T �T 0� � N permet de retrouver les di��erences entre les calculs deT
et T 0, mais seulement entre ceux dont le d�ecalage est born�e parN . On pose
(o�u � est la relation de pr�e�xe de chemins)

ARN (c; d) =
(

! si 9 c0 � c; d0 � d o�u jc0j = jd0j; AR(c0; d0) 6= 0; jAR(c0; d0)j > N

AR(c; d) sinon

et on a

Propri �et �e 2.5.2 Soient

c = ( p; p0; 1B � )
aj(u;u 0)

�����!
T�T 0� � N

(p; p0; � )

un chemin deT �T 0� � N et c1 et c2 les projection dec sur T et T 0, respec-
tivement. On a que

� = AR N (c1; c2): �
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2.5.2 Le revêtement Avance ou Retard

On a vu que chaque calcul du produitT 2�G repr�esente la di��erence entre
deux calculs deT . Dans lerevêtement Avance ou Retard, que l'on va d�e�nir
dans cette section, les calculs repr�esentent les di��erences entre un calcul de
T et tous les calculs avec la même entr�ee.

On va aussi d�e�nir une troncature pour ce revêtement, o�u seulement des
di��erences dont la longueur est born�ee par un entier donn�esont rep�er�ees. �A
la section suivante, on �etudiera les propri�et�es d'un gauchissement lexicogra-
phique pour ce revêtement.

D�e�nition

Alors que dansT 2�G chaque transition est d�e�nie par l'action des sorties
d'une paire de transitions deT sur un �el�ement de �, les transitions du
revêtement Avance ou Retard sont le r�esultat d'une action dessorties d'un
ensemble de transitions avec la même entr�ee sur un vecteur.

A�n de d�e�nir cette action (ci-dessous dans la proposition 2.5.3), il sera
n�ecessaire de multiplier des vecteurs et matrices dont les coe�cients sont des
sous-ensembles de �. Pour cela, on �etend le produit du groupe libre F (B)
pour transformer 0 en un z�ero :

8 x 2 F (B) x0 = 0x = 0:

Avec cette op�eration, S = F (B) [ f 0g est un semigroupe et l'ensembleP (S)
des parties deS (qui contient les sous-ensembles de �) est un semi-anneau.

On va �etendre aussi la fonction� en mettant

0� = 0

et noter par le même symbole son extension �a des ensembles,

8 X 2 P (S) X� = f x� j x 2 X g

et �a des vecteurs,

8 v 2 P (S)Q 8 r 2 Q (v� )r = vr �:

Avec ces d�e�nitions, on a :



102 Le revêtement lexicographique

Proposition 2.5.3 Soit

� : P (�) Q � (B � � P (B � )Q� Q) ! P (�) Q

la fonction d�e�nie par

8 v 2 P (�) Q 8 (x; m) 2 B � � P (B � )Q� Q (v; (x; m))� = ( xv � m)�

o�u xv est le vecteur obtenu en multipliant parx �a gauche chaque coe�cient
de v, et xv � m est le produit de ce vecteur par la matricem. Cette fonction
est une action du mono•�de produit B � � P (B � )Q� Q sur l'ensembleP (�) Q. �

L'�el�ement distingu�e de cette action est le vecteur v0 d�e�ni par

8 r 2 Q v0r =

(
1B � si r 2 I

? sinon

On d�e�nit le revêtement Avance ou Retard de T comme un produit de
T par l'action �, not�e T � �, o�u les entr�ees des transitions ne sont pas
consid�er�ees. Il s'agit de la partie accessible du transducteur in�ni de la forme

U =



Q� P (�) Q; A; B � ; F; J; T � P (�) Q
�
:

La d�e�nition des transitions de U d�epend du morphisme� associ�e �a T . Pour
chaque (p;v) 2 Q � P (�) Q, les transitions sortantes de cet �etat sont en
bijection avec les transitions deT sortantes dep :

p
ajx

��!
T

q =) (p;v)
ajx

��!
T

(p;v � (x; a� )) :

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.23.

Propri �et �e 2.5.3 Soient

C : (i; v0)
ujx

��!
T� �

(p;w)

un calcul deT � � et
c : i

ujx
��!

T
p

sa projection surT . Le vecteurw contient l'ensemble des di��erences entrec
et tous les calculs deT avec la même entr�ee et qui commencent dans un �etat
initial :

8 r 2 Q wr =
n

AR(c; d)
�
�
� d : j

ujy
��!

T
r; j 2 I

o
: �
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p

aj 1B �

aj b

f 1g f 1; bg f b;1g f 1; b; b2g f b;1; bg f b2; b;1g f 1; b; b2; b3gf b;1; b; b2gf b2; b;1; bg : : :

1

b

1

b

1

b

1

b

1

b

(a)

p

q

aj 1B �

aj c

bj 1B �
bj 1B �

(1 1) (1 c) (c 1) (1 c2) (c2 1) (1 c3) (c3 1)(1 c)(c 1)(1 c
2
)(c

2
1)(1 c

3
)(c

3
1)

: : :: : :

(b)

Fig. 2.23 { Deux revêtements Avance ou Retard.

Troncature d'un revêtement Avance ou Retard

On peut appliquer le concept de troncature de l'action Avanceou Retard
aux revêtements Avance ou Retard, en utilisant dans la d�e�nition des tran-
sitions la r�eduction � N au lieu de� . Le r�esultat est un revêtement �ni de T
qui permet de comparer seulement des chemins dont le d�ecalage est born�e
par l'entier �x�e N . On appelle ce revêtement lerevêtement Avance ou Retard
tronqu�e de T .

Pour le d�e�nir, transformons l'ensembleF (B)[f 0; ! g dans un semigroupe
en �etendant l'op�eration de F (B) [ f 0g �a ! de fa�con �a faire de ce symbole un
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z�ero :
8 x 2 F (B) [ f 0g x! = !x = !:

Les parties deF (B) [ f 0; ! g forment un semi-anneau, et alors le produit de
vecteurs et matrices sur ces parties est d�e�ni. On pose aussi

0� N = 0; !� N = !:

La troncature d'indice N du revêtement Avance ou Retard deT est le
revêtement �ni de T de la forme

UN =
D

Q� (P (� � N ))Q ; A; B � ; F; J; T � (P (� � N ))Q
E

o�u les �etats initiaux sont d�e�nis comme dans le revêtement Avance ou Retard
de T , et pour chaque (p;v) 2 Q� (P (� � N ))Q, les transitions sortantes de cet
�etat sont en bijection avec les transitions sortantes dep :

8 e : p
ajx

��!
T

q (p;v)
ajx

��!
UN

(p;(xv � a� )� N ):

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.24.

p

aj 1B �

aj b

f 1g f 1; bg f b;1g f 1; b; ! g f b;1; bg f b;1; ! g f b;1; b; ! g

1

b

1

b

1

b

1

b

1

b

1

b

1

b

Fig. 2.24 { La troncature de niveauN = 1 du revêtement Avance ou Retard
illustr�e sur la �gure 2.23(a).

Contrairement �a la d�e�nition du revêtement Avance ou Retard, la fonction

� N : P (� � N )Q � (B � � P (B � )Q� Q) ! P (� � N )Q

d�e�nie par

8 v 2 P (� � N )Q 8 (x; m) 2 B � � P (B � )Q� Q (x; v)� = ( xv � m)� N
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p

q

aj 1B �

aj c

bj 1B �
bj 1B �

(1 1) (1 c) (c 1) (1 c2) (c2 1) (1 c3) (c3 1)(1 c)(c 1)(1 c
2
)(c

2
1)(1 c

3
)(c

3
1)

: : :: : :

(a) Le revêtement Avance ou Retard in�ni pour le transducteur illustr�e sur la �-
gure 2.23(b).

p

q

aj 1B �

aj c

bj 1B �
bj 1B �

(1 1) (1 c) (c 1) (1 ! ) (! 1)(1 c)(c 1)(1 ! )(! 1)

(b) Le revêtement Avance ou Retard tronqu�e en N = 1.

Fig. 2.25 { Un revêtement Avance ou Retard qui n'est pas un revêtement
sur ses troncatures.

n'est pasune action du mono•�de produit B �� P (B � )Q� Q sur l'ensembleP (� � N )Q.
De plus, il n'est pas vrai que tout revêtement Avance ou Retard est un re-
vêtement sur ses troncatures. Ceci est illustr�e sur la �gure 2.25, o�u aucun
revêtement n'est possible entre le revêtement Avance ou Retard sur la tron-
cature.

Comme on l'a dit, les troncatures permettent de comparer lessorties entre
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des calculs dont le d�ecalage est born�e parN . Cela vient par induction sur la
longueur des chemins :

Propri �et �e 2.5.4 Soient

C : (i; v0)
ujx

��!
UN

(p;w)

un calcul deUN et

c : i
ujx

��!
T

p

sa projection surT . Le vecteurw contient l'ensemble des di��erences entrec
et tous les calculs deT avec la même entr�ee, qui commencent dans un �etat
initial et dont le d�ecalage est born�e parN :

8 r 2 Q wr =
n

ARN (c; d)
�
�
� d : j

ujy
��!

T
r; j 2 I

o
: �

2.5.3 Le revêtement Avance ou Retard lexicographique

Le but de cette section est de d�ecrire un gauchissement lexicographique
pour le revêtement Avance ou Retard et l'appliquer pour �etablir le suivant :

Th �eor �eme 2.5.2 Pour tout transducteur T , pour tout entier N > 0, il
existe un revêtement �niUN deT et un sous-transducteurVN deUN tels que :
VN est �equivalent �a T ; pour toute paire de calculs r�eussisc et d de VN avec
la même entr�ee et la même sortie, leur d�ecalage,hc; di (cf. d�e�nition 2.5.2),
est plus grand queN .

On dira d'un transducteur tel que, pour toute pairec et d de calculs
r�eussis avec même �etiquette,hc; di > N , qu'il est un transducteur N -s�epar�e .

D�e�nition du revêtement Avance ou Retard lexicographiqu e

�Etant donn�es un ordre � I sur les �etats initiaux de T et un ordre � e

sur l'ensemble de transitions, o�u deux transitions sont comparables si, et
seulement si, elles ont la même entr�ee, on pose que l'ordre lexicographique
des calculs deT , � , est l'ordre engendr�e par� I et � e sur l'automate d'entr�ee
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sous-jacent deT (cf. section 2.4.1). Cet ordre est partiel et si deux calculs
sont comparables, alors ils ont la même entr�ee.

Le revêtement Avance ou Retard lexicographique deT est le produit de
T par l'action � d�ecrite dans la proposition 2.5.3 gauchie parles fonctions

� : E ! P (�) Q � : Q ! P (�) Q

d�e�nies par

8 q 2 Q (p� )q =

(
f 1B � g si q � I p et q 2 I

? sinon

8 e : p
ajx

��! q 2 E 8 r 2 Q (e� )r =
n

(xy)�
�
�
� f : p

ajy
��!

T
r 2 E; f � e e

o

Plus explicitement, pour chaque (p;v) 2 Q � (P (�)) Q, les transitions
sortantes de cet �etat sont en bijection avec les transitions sortantes dep :

8 e : p
ajx

��!
T

q (p;v)
ajx

��!
UN

(p;(xv � a� )� � e� ):

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.26.

p

aj 1B �

aj b

? f bg f b;1g f b2; bg f b;1; bg f b2; b;1g f b3; b2; bg f b;1; b; b2gf b2; b;1; bg

1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

Fig. 2.26 { Un revêtement Avance ou Retard lexicographique (in�ni). La
transition pointill�ee est la plus grande dans l'ordre lexicographique.

Par induction dans la longueur des calculs, on a :
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Propri �et �e 2.5.5 Soient

C : (i; v0)
ujx

��!
U

(p;w)

un calcul deU et

c : i
ujx

��!
T

p

sa projection surT . Le vecteurw contient l'ensemble des di��erences entrec
et tous les calculs deT avec la même entr�ee, plus petits et qui commencent
dans un �etat initial :

8 r 2 Q wr =
n

AR(c; d)
�
�
� d : j

ujy
��!

T
r; j 2 I; d � e c

o
: �

Troncature d'un revêtement Avance ou Retard lexicographi que

Soit

� N : E ! P (� � N )Q

la fonction d�e�nie par

8 e : p
ajx

��! q 2 E 8 r 2 Q (e�N )r =
n

(xy)� N

�
�
� f : p

ajy
��!

T
r 2 E; f � e e

o
:

On d�e�nit le revêtement Avance ou Retard lexicographique tronqu�e d'in-
dice N comme le revêtement �ni deT de la forme

UN =
D

Q� (P (� � N ))Q ; A; B � ; F; J; T � (P (� � N ))Q
E

o�u les �etats initiaux sont d�e�nis comme dans le revêtement Avance ou Retard
lexicographique deT , et pour chaque (p;v) 2 Q� (P (� � N ))Q, les transitions
sortantes de cet �etat sont en bijection avec les transitions sortantes dep :

8 e : p
ajx

��!
T

q (p;v)
ajx

��!
UN

(p;(xv � a� )� N � e�N ):

Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.27.

Par induction dans la longueur des calculs on a (comme on peutvoir �a la
�gure 2.27) :



2.5 Le revêtement Avance ou Retard d'un transducteur 109

p

aj 1B �

aj b

? f bg f b;1g f b; ! g f b;1; bg f b;1; ! g f b;1; b; ! g

1B �

b 1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

Fig. 2.27 { La troncature de niveauN = 1 du revêtement Avance ou Retard
lexicographique illustr�e sur la �gure 2.26, avec l'ordrep

aj1B �
���! p � e p

ajb
��! p.

Propri �et �e 2.5.6 Soient

C : (i; v0)
ujx

��!
U

(p;w)

un calcul deU et
c : i

ujx
��!

T
p

sa projection sur T . Le vecteur w contient l'ensemble des di��erences entre
c et tous les calculs deT avec la même entr�ee, plus petits, qui commencent
dans un �etat initial et dont le d�ecalage avecc est born�e par N :

8 r 2 Q wr =
n

ARN (c; d)
�
�
� d : j

ujy
��!

T
r; j 2 I; d � e c

o
: �

Construction d'un transducteur N -s�epar�e (preuve du th�eor�eme 2.5.2)

En analysant l'information contenue dans les �etats �naux durevêtement
Avance ou Retard lexicographique deT , on trouve un sous-transducteur de
ce revêtement qui �etablit le th�eor�eme 2.5.2.

Ce sous-transducteur est obtenu avec la suppression de la qualit�e d'être
�nal de certains �etats �naux de UN : un �etat �nal de UN ,

(p;v) 2 T � P (� � N )Q;

est aussi �nal dansVN si, et seulement si,

9 t 2 T tel que 1B � 2 vt :
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On appelle ce sous-transducteur l'immersion Avance ou Retard lexicogra-
phiquede T , et on le noteVN . Un exemple est illustr�e sur la �gure 2.28.

p

aj 1B �

aj b

? f bg f b;1g f b; ! g f b;1; bg f b;1; ! g f b;1; b; ! g

1B �

b 1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

1B �

b

Fig. 2.28 { L'immersion Avance ou Retard lexicographique de niveauN = 1

du transducteur illustr�e sur la �gure 2.26, avec l'ordrep
aj1B �

���! p � e p
ajb

��! p.

Les propri�et�es principales de cette immersion, qui permettent en particu-
lier d'�etablir le th�eor�eme 2.5.2, sont les suivantes :

Propri �et �e 2.5.7 Un calcul C de VN est r�eussi si, et seulement si,

1. la projection C' sur T est un calcul r�eussi dans ce transducteur ;

2. pour tout calcul r�eussi d de T plus petit queC' avec la même entr�ee
et la même sortie,hC'; d i > N .

Preuve Cons�equence de la propri�et�e 2.5.6. �

Propri �et �e 2.5.8 L'immersion Avance ou Retard lexicographiqueVN est
�equivalent �a T .

Preuve Pour chaque paire (u; x) dans la relation r�ealis�ee par T , le calcul le
plus petit de T �etiquet�e par ( u; x) est projet�e par un calcul dansVN . �

Preuve du th �eor �eme 2.5.2 Si C et D sont deux calculs r�eussis deV avec
la même entr�ee et la même sortie, et en supposant queC' � D' (o�u ' est
le morphisme deVN sur T ), on a que le d�ecalage entreC' et D' est plus
grande queN , sinon D ne pourrait pas être r�eussi. Et clairement le d�ecalage
entre C et D est �egal au d�ecalage entre leurs projections. �
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2.5.4 Nombre d'�etats des revêtements tronqu�es

On a vu que le revêtement Avance ou Retard et le revêtement Avance
ou Retard lexicographique sont des objets in�nis : l'ensembled'�etats de ces
transducteurs estQ� P (�). Et les revêtements tronqu�es sont �nis, leurs �etats
appartenant �a Q� P (� � N ).

On exprime le nombre d'�etats de ces troncatures en fonctiondu nombre
n d'�etats de T , et de la cardinalit�e h de l'alphabet de sortieB .

Pour le calculer, notons d'abord que le nombre d'�el�ementsde � � N est

card (� � N ) = 2
X

1� i � N

hi + 3 = 2
hN +1 � h

h � 1
+ 3 = �

�
hN

�
:

Donc,
card (P (� � N )) = �

�
2hN

�
:

Ainsi,

Propri �et �e 2.5.9 Pour tout entier positif N , le nombre d'�etats accessibles
et co-accessibles d'une troncature de niveauN est

O
�

2nh N
�

: �

Ensuite, on v�eri�era que pour les revêtements appliqu�es sur un transduc-
teur k-valu�e on peut faire � tomber � l'exposant N . Ce fait sera crucial pour
le calcul de la taille de la d�ecomposition d'une relation rationnelle k-valu�e,
objet du chapitre suivant. Pour un ensembleX et un entier positif l , on note

P (l )(X ) = f Y � X j card (Y) � l g :

Propri �et �e 2.5.10 Soit T un transducteurk-valu�e �emond�e.

Tout �etat accessible et co-accessible du revêtement Avance ou Retard de
T appartient �a

Q �
�
P (k)(�)

� Q
:

Pour tout entier positif N , tout �etat accessible et co-accessible de son
revêtement Avance ou Retard tronqu�e de niveauN appartient �a

Q �
�
P (k+1) (� � N )

� Q
:

Le même est vrai pour le revêtement Avance ou Retard lexicographique,
et le revêtement Avance ou Retard lexicographique tronqu�e, respectivement.
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Preuve On va d'abord montrer que, pour tout �etat (p;v) accessible dans
le revêtement Avance ou Retard, chaque coe�cient dev est un ensemble de
cardinalit�e au plus k.

Soit C un chemin du revêtement d'un �etat initial �a ( p;v). Ce chemin se
projette sur un cheminc de T , d'un �etat initial �a p. Rappelons la description
des coe�cients du vecteurv �enonc�e �a la propri�et�e 2.5.3. Pour tout r 2 Q,
chaque mot dansvr est la di��erence entre la sortie de c et la sortie d'un
calcul deT allant d'un �etat initial �a p avec la même entr�ee. Des di��erences
distinctes impliquent des chemins ayant des sorties distinctes. Donc, lesl
�el�ements de vr impliquent l chemins deT avec la même entr�ee allant d'un
�etat initial �a p, et dont les sorties sont deux �a deux distinctes. Commep est
co-accessible dansT (puisque (p;v) est co-accessible), etT estk-valu�e, il doit
exister au plusk �el�ements dans vr .

L'argument est le même pour les autres revêtements. Dans lestronca-
tures, on compte au plusk + 1 �el�ements dans les coe�cients pour consid�erer
l'�el�ement ! . �

La chute de l'exposantN d�ecoule de cette propri�et�e et de la remarque
suivante. SoientX un ensemble,a sa cardinalit�e, et l un entier positif. Pour
l = a, P (l )(X ) est l'ensemble des sous-ensembles deX , et sa cardinalit�e est
2a. En g�en�eral, card

�
P (l )(X )

�
est une somme partielle d'une ligne du triangle

de Pascal,

card
�
P (l )(X )

�
=

X

0� i � l

�
a
i

�
:

D'apr�es Knuth et al. [21], � there is no closed form for the partial sum of a
row of Pascal's triangle� . Mais il est imm�ediat que2

card
�
P (l )(X )

�
� al2 (2.17)

donc la cardinalit�e de Q �
�
P (k)(� � N )

� Q
est au plus

n �
�

card (� � N )k2
� n

:

On vient de montrer le suivant :
2Je remercie �a G�erard Cohen pour avoir remarqu�e que cette estimation grossi�ere peut

être largement am�elior�ee.
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Propri �et �e 2.5.11 Soit T un transducteur �emond�e et k-valu�e avecn �etats.
Soit h la cardinalit�e de son alphabet de sortie. Pour tout entier positif N , le
nombre d'�etats accessibles et co-accessibles du revêtement Avance ou Retard
tronqu�e de T est

O
�

hNk 2n
�

:

Le même est vrai pour le revêtement Avance ou Retard lexicographique tron-
qu�e d'indice N . �

H H
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Chapitre 3

D�ecomposition

3.1 Introduction

Les fonctions rationnelles occupent une position centrale parmi les re-
lations rationnelles entre des mono•�des libres en raison de leurs propri�et�es
remarquables. Toute fonction rationnelle peut être r�ealis�ee par un transduc-
teur non ambigu, propri�et�e qui d�ecoule, de fa�con explicite ou pas, des travaux
fondateurs d'Elgot et Mezei [14], Kobayashi [28], Eilenberg[13], et reprise
avec d'autres techniques par Sch•utzenberger [44], Arnold et Latteux [1] et
Sakarovitch [37]. On aura l'occasion de voir dans ce chapitreque le même
n'est pas vrai pour une relation rationnelle quelconque. Il est d�ecidable si
une relation rationnelle est une fonction, et l'�equivalence des fonctions ra-
tionnelles est d�ecidable (ce que l'on verra dans le chapitresuivant), alors que
l'�equivalence entre deux transducteurs quelconques est ind�ecidable. De plus,
on trouve parmi les fonctions rationnelles celles qui sont s�equentielles. Les ca-
ract�erisations de ces fonctions par Ginsburg et Rose [19] et Cho�rut [6, 7, 8]
sont la base de l'algorithme pour d�ecider si un transducteur r�ealise une fonc-
tion s�equentielle [3] et pour le s�equentialiser [33, 35, 2], qui ont �et�e r�ecemment
utilis�es en traitement de langues naturelles [35]. Dans cechapitre, on �etudiera
les liens entre les relations rationnellesk-valu�es et les fonctions rationnelles
permettant la g�en�eralisation de certaines propri�et�es des derni�eres.

En 1976, Sch•utzenberger a consid�er�e la possibilit�e de repr�esenter une re-
lation rationnelle k-valu�e comme une union dek fonctions rationnelles. Son
approche �a ce probl�eme, combinatoire et centr�ee dans lesgraphes des rela-
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tions, n'a pas abouti �a terme en raison d'une faille dans un lemme cl�e [44].

Une r�eponse, due �a Weber, a vu le jour en 1996.

Th �eor �eme 3.1.1 (D �ecomposition [50]) Tout transducteurk-valu�e T peut
être e�ectivement d�ecompos�e en une somme dek transducteurs fonctionnels
non ambigus.

La construction propos�ee dans [50] est assez technique. Elle s'appuie sur
une d�ecomposition pr�eliminaire de T dans un ensemble de cardinalit�e ex-
ponentielle de transducteurs non ambigus, r�esultat plus ancien dû �a Weber
�egalement et utilis�e pour �etablir une borne sup�erieure pour la norme d'un
transducteur en fonction de son nombre d'�etats [49]. La d�ecomposition enk
transducteurs est ensuite extraite des composantes fortement connexes d'un
graphe d�e�ni sur cette d�ecomposition pr�eliminaire. Le calcul fait dans [50]
pour le nombre d'�etats de cette d�ecomposition fournit une double exponen-
tielle, et l'existence d'une d�ecomposition de taille plus petite est lanc�ee.

Une question li�ee, portant sur une classe de transducteurs o�u la propri�et�e
en question n'est plus le nombre de mots en sortie mais lenombre de longueurs
distincts de ces mots, a �et�e pos�ee aussi dans [50]. Il s'agit de savoir, �etant
donn�e un transducteur o�u ce nombre est born�e par un entierk, si on peut
trouver k transducteurs dont l'union y est �equivalent et qui �ecrivent des mots
de même longueur pour tout mot d'entr�ee.

Dans ce chapitre nous pr�esenterons la construction d'une d�ecomposition
d'un transducteur k-valu�e qui s'appuie largement sur les techniques d�evelop-
p�ees dans le chapitre pr�ec�edent. D'une part, notre preuve semble être, d'un
bout �a l'autre, plus accessible que celle de Weber. D'autre part, le nombre
d'�etats des transducteurs obtenus ne n�ecessite qu'une exponentielle.

Le point de d�epart est la construction, pr�esent�ee �a la section 3.2, d'un
transducteur k-ambigu en entr�ee et �equivalent �a un transducteur k-valu�e T .
L'existence d'un tel transducteur, fait int�eressant en soi, seraprouv�ee avec la
construction d'un revêtement Avance ou Retard lexicographique surT : on
montrera que, pour un certain entierN , le revêtement d'indiceN , not�e tou-
jours UN , contient un sous-transducteurVN �equivalent et k-ambigu en entr�ee.
Il est �a remarquer que l'existence d'un transducteurk-ambigu en entr�ee �equi-
valent �a T est vue en [50] comme une cons�equence de la d�ecomposition : ce
transducteur est l'union desk transducteurs non ambigus qui en font partie.
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�A la section 3.3, on d�ecomposeraVN �a l'aide du revêtement du palu-
dier glouton appliqu�e dans l'automate d'entr�ee sous-jacent, A , de VN . Cet
automate �etant k-ambigu, le revêtement fournitk automates non ambigus
B(0)

k ; : : : ;B(k� 1)
k qui en sont des immersions.�A l'aide des morphismes d'auto-

mates conserv�es le long des constructions, on pourra ensuite� remonter � les
sorties deVN vers les transitions deA, et ainsi obtenir k transducteurs non
ambigusZ (0) ; : : : ; Z (k� 1) qui d�ecomposentVN . Le th�eor�eme de d�ecomposition
est montr�e, puisqueT et VN sont �equivalents.

Ces �etapes sont illustr�ees ci-dessous. Les �eches doubles sontdes revête-
ments ; celles pointill�ees des sous-automates ; la �eche simple est une immer-
sion, et � indique la projection dans l'automate d'entr�ee sous-jacent.

T UN VN

A B
S

i B(i )

S
i Z (i )

� �

En d�epit de l'utilisation de deux revêtements dans cette construction,
on montrera que les �etats accessibles et co-accessibles des transducteurs
Z (0) ; : : : ; Z (k� 1) ont une forme tr�es particuli�ere. Ceci permettra de borner
le nombre de ces �etats par une exponentielle, �a savoir, 2O(h`k 4nk +4 ) , o�u n est
le nombre d'�etats deT , h est la cardinalit�e de son alphabet de sortie et̀ est
la longueur maximale des sorties des transitions.

On va ensuite, avec les mêmes techniques, d�ecomposer un transducteur
o�u le nombre de longueurs distinctes en sortie est born�e, r�esultat qui r�epond
�a la question de Weber. On va en e�et montrer plus :

Th �eor �eme 3.1.2 (D �ecomposition avec morphisme) Soient � : A � !
B � une relation rationnelle d'image �nie et � : B � ! C � un morphisme tels
que la composition� � soit une relation rationnellek-valu�ee. Tout transduc-
teur S r�ealisant � peut être e�ectivement d�ecompos�e enk transducteurs dont
les compositions avec� sont des fonctions.

La question de Weber est �etablie en prenant� comme le morphisme qui �a
chaque mot associe sa longueur.
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Ce th�eor�eme fait l'objet de la section 3.4, et sera tir�e d'une d�ecomposition
des calculs r�eussis du transducteur obtenu en rempla�cant lessorties deS par
les images donn�ees par le morphisme� . Ce transducteur,T , r�ealise la relation
� � et est donck-valu�e. Cette d�ecomposition de calculs consiste �a construire
k transducteurs fonctionnelsW (0) ; : : : ;W (k� 1) qui sont des immersions sur
T et sont tels que l'union des images (par ces immersions) de leurscalculs
r�eussis est �egale �a l'ensemble des calculs r�eussis deT . La construction de
cette d�ecomposition de calculs se base sur le fait queVN est un � noyau
dur � de T , dans le sens o�u, pour tout calcul r�eussi deT , il en existe un dans
VN avec la même entr�ee, même sortie et dont le d�ecalage est plus petit qu'un
certain entier qui d�epend du nombre d'�etats deT . Il en r�esulte que l'on peut
obtenir W (0) ; : : : ;W (k� 1) moyennant une op�eration de� collage� des calculs
r�eussis deT sur Z (0) ; : : : ; Z (k� 1), faite �a l'aide de l'action Avance ou Retard.
La d�ecomposition d�esir�ee de S est tir�ee des transducteursW (0) ; : : : ;W (k� 1)

en rempla�cant leurs sorties par celles des transitions projet�ees dans T (qui
en sont des images inverses par le morphisme� ).

Le sch�ema de cette construction est repr�esent�e ci-dessous, o�u� indique
une r�e�etiquetage des sorties par ce morphisme, et les autres�eches indiquent
des immersions.

S T
S

0� i<k Z (i )

S
0� i<k W (i )

S
0� i<k X (i )

�

� � 1

On montrera que la taille de cette d�ecomposition et celle de la d�ecompo-
sition d'un transducteur k-valu�e sont dans le même ordre. Ces construction
on �et�e pr�esent�ees en [41].

Alors que toute fonction rationnelle peut être r�ealis�ee par un transduc-
teur non ambigu, le même n'est pas vrai en g�en�eral pour les relations de
norme born�ee. Il existe en e�et des relations rationnelles qui sont intrins�e-
quement ambigu•es. On va �a la �n de ce chapitre exprimer ce fait au moyen des
constructions y pr�esent�ees. Aussi, on va mette en lumi�ere le fait que la non
ambiguit�e est �equivalente �a l'existence d'une d�ecomposition en des fonctions
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deux �a deux disjointes, et montrer qu'on ne peut pas d�ecider siune relation
rationnelle est intrins�equement ambigu•e.

H H
3.2 Des transducteurs k-valu�es aux k-ambigus

en entr�ee

Le long de cette section,T d�esignera un transducteurk-valu�e et �emond�e.
On notera aussi` la longueur maximale des sorties des transitions deT ,
param�etre presque omnipr�esent dans nos d�eveloppements.

On montrera dans cette section que, pour un certain indiceN , le revête-
ment Avance ou Retard lexicographique tronqu�e deT , VN , est un transduc-
teur k-ambigu en entr�ee. Ce r�esultat est la premi�ere �etape de notre preuve
pour le th�eor�eme de d�ecomposition :

Proposition 3.2.1 Soit T un transducteur avecn �etats dont les sorties ont
longueur au plus̀ . Si T estk-valu�e, alors, pour N � `n k+1 , VN estk-ambigu
en entr�ee.

Par cons�equent,

Th �eor �eme 3.2.1 Pour tout transducteurk-valu�e, on peut construire (e�ec-
tivement) un transducteur �equivalent etk-ambigu en entr�ee. �

Le c�ur de la preuve de la proposition 3.2.1 est un argument d'it�era-
tion consign�e sur ce que nous appellerons lelemme des chemins proches(cf.
lemme 3.2.1). Nous en donnerons une preuve bas�ee sur une propri�et�e de l'ac-
tion Avance ou Retard �etablie en [3]. Remarquons qu'un argument similaire
est d�evelopp�e dans les travaux de Weber ; l'utilisation de l'action Avance ou
Retard en permet pourtant une preuve plus courte.
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3.2.1 Produits de plusieurs transducteurs

Rappelons la d�e�nition de produit cart�esien de deux ou plustransduc-
teurs, notation qui sera utile pour exprimer le lemme des chemins proches
(section 3.2.2) et d'autres d�eveloppements �a venir.

Cette d�e�nition a �et�e d�ej�a introduite �a la section 2.5. 1 : �etant donn�es deux
transducteurs

T = hQ; A; B � ; E; I; T i ; T 0 = hQ0; A; B � ; E0; I 0; T0i

le produit de T par T 0 est le transducteur

T �T 0 = hQ� Q0; A; B � � B � ; F; I � I 0; T � T0i

o�u F , l'ensemble de transitions, est d�e�ni par

F =
�

(p; p0)
aj(u;u 0)

����! (q; q0)

�
�
�
� p

aju
��! q 2 E; p0 aju0

��! q0 2 E 0

�
:

Ce produit s'�etend naturellement �a l transducteursT1; : : : ; Tl . Posons

Ti = hQi ; A; B � ; E i ; I i ; Ti i 1 � i � l:

Le produit T1 � : : :�T l est un transducteur surA � � B � l dont les transitions
sont d�e�nies par

n
p

aju
��! q

�
�
� p; q 2 Q1 � : : : Ql ; p i

ajui��! qi 2 E i ; 1 � i � l
o

:

En particulier, le produit de T par lui même l fois, transducteur de la
forme T � : : :�T , est not�e T l . On a appel�e T 2 le carr�e de T , on appellera
soncubele transducteurT 3.

Un chemin c dansT1 � : : :�T l (donc, un vecteur de chemins) se projette
sur l cheminsavec la même entr�ee. Formellement, la projection deT1� : : :�T l

sur la coordonn�eei est la fonction � Ti : Q1 � : : :� Ql ! Qi d�e�nie par

8 q = ( p1; : : : ; pl ) 2 Q1 � : : :� Ql q� Ti = pi

(ce qui d�e�nit un revêtement de T1� : : :�T l sur Ti ). Le chemin deTi projet�e
par c est la coordonn�eei de c :

ci = c� Ti :
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3.2.2 Le lemme des chemins proches

Dans un transducteur fonctionnel, le d�ecalage entre deux calculs r�eussis
avec la même entr�ee ne peut pas être arbitrairement grand:

Proposition 3.2.2 Si T est fonctionnel, alors pour toute pairec et d de
calculs r�eussis deT avec la même entr�ee,hc; di < `n 2 (o�u n est le nombre
d'�etats de T et ` la sortie maximale de ses transitions).

La preuve peut être � lue � dans le produit du carr�e de T par l'action
Avance ou Retard :

Propri �et �e 3.2.1 Si T est un transducteur fonctionnel, alors pour tout �etat
accessible et co-accessible((p; q); w) de T 2 �G , jwj < `n 2.

Preuve Soit
c : (( i; j ); 1B � )

uj(x;y )
����!

T 2�G
((p; q); w)

un chemin qui commence dans un �etat initial. En vertu du th�eor�eme 2.5.1,
toute factorisation dec de la forme

(( i; j ); 1B � )
u1 j(x1 ;y2 )

������!
T 2�G

((r; s); z1)
u2 j(x2 ;y2 )

������!
T 2�G

((r; s); z2)
u3 j(x3 ;y3 )

������!
T 2�G

((p; q); w)

doit satisfaire
z1 = z2 6= 0:

Donc, la suppression de la boucle

((r; s); z1)
u2 j(x2 ;y2 )

������!
T 2�G

((r; s); z1)

donne un chemin plus court de ((i; j ); 1B � ) �a (( p; q); w). La suppression de
toutes ces boucles conduit �a un chemin de ((i; j ); 1B � ) �a (( p; q); w) dont l'en-
tr�ee est un mot de longueur plus petit quen2, ce qui �etablit jwj < `n 2. �

Le lemme des chemins proches, argument principal de notre construction
(avec le revêtement Avance ou Retard lexicographique) d'untransducteur
k-ambigu en entr�ee, est une g�en�eralisation aux transducteurs k-valu�es de la
proposition 3.2.2. Il �etablit que dans tout ensemble dek + 1 calculs r�eussis
avec la même entr�ee, on peut en trouver deux avec la même sortie et dont le
d�ecalage est born�e par un certain entier :
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Lemme 3.2.1 (lemme des chemins proches) Soit T un transducteur avec
n �etats, soit ` la longueur maximale des sorties de ses transitions. SiT est
k-valu�e, alors pour tout calcul r�eussi c de T k+1 il existe deux coordonn�eesi
et j (1 � i < j � k + 1) telles que les projectionsci et cj satisfont

AR(ci ; cj ) = 1 B �

(c'est-�a-dire, ci et cj ont la même sortie) et

hci ; cj i < `n k+1 :

La preuve consiste �a trouver deux chemins n'ayant aucune boucle � in-
compatible � avec la di��erence des sorties des pr�e�xes pr�ec�edents. Pour ce
faire, on utilisera la propri�et�e �evoqu�ee de l'action Avan ce ou Retard :

Lemme 3.2.2 (B �eal et al. 2003) Soientw 2 B � [ B
�

et (x; y) 2 B � � B � .
Si w � (x; y) = w, alors, pour tout r 2 N, w � (x; y)r = w. Sinon, pour tout
z 2 B � [ B

�
, il existe au plus un entierr tel quew � (x; y)r = z. �

C'est-�a-dire, si w � (x; y) 6= w, alors le couple de mots (x; y) � casse� le mot
w, et la suite de valeursw � (x; y)r doit être in�nie ou tomber dans 0.

Un �enonc�e similaire au lemme des chemins proches apparâ�t dans [50],
dont la preuve est plus longue que celle que nous allons pr�esenter.

Preuve du lemme des chemins proches Consid�erons les ensembles deux
�a deux distincts suivants :

I 1 = f (i; j ) j 1 � i < j � k + 1; AR(ci ; cj ) 6= 1B � g;
I 2 = f (i; j ) j 1 � i < j � k + 1; AR(ci ; cj ) = 1 B � ; hci ; cj i � `n k+1 g;
I 3 = f (i; j ) j 1 � i < j � k + 1; AR(ci ; cj ) = 1 B � ; hci ; cj i < `n k+1 g:

On doit montrer que I 3 6= ? . Pour cela, on montrera, par induction sur
card (I 2), que I 3 = ? implique l'existence d'un calcul r�eussi deT k+1 |
donc, k + 1 calculs r�eussis deT avec la même entr�ee | dont les sorties des
projections sont deux �a deux distinctes. Un tel calcul est en contradiction
avec l'hypoth�ese queT est k-valu�e.

Le cas card (I 2) = 0 est imm�ediat : si I 2 = ? et I 3 = ? , alors toutes les
paires d'indices appartiennent �aI 1, et c a k+1 sorties deux �a deux distinctes.
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Consid�erons card (I 2) > 0. On va d'abord montrer l'a�rmation suivante :
si i et j sont deux indices tels que

hci ; cj i � `n k+1

alors il existe une factorisation

c = c0c00c000

o�u c00est un cycle tel que

AR(c0
i ; c0

j ) 6= AR(( c0c00) i ; (c0c00) j ): (3.1)

C'est-�a-dire, ce cycle � casse� la di��erence entre les sorties dec0
i et c0

j .

Cette a�rmation vient par induction sur la longueur de c comme suit.
Soit d un pr�e�xe de c tel que

AR(d i ; d j ) � `n k+1 :

CommeT k+1 a nk+1 �etats, d doit avoir au moins un cycle ; soitf un tel cycle,
et posonsd = d0fd 00. Si

hd0
i ; d0

j i 6= h(d0f ) i ; (d0f ) j i

alors on peut prendrec00= f , et l'a�rmation est montr�ee. Sinon, le chemin
strictement plus court d0d00satisfait

h(d0d00) i ; (d0d00) j i = hd i ; d j i

et par induction, d0d00a un cycleg qui casse les di��erences entre les sorties
sur i et j d'un de ses pr�e�xes. On a deux cas �a consid�erer. D'abord, sig est
un facteur ded0 ou de d00, alors il est aussi un facteur du chemind, et on
peut pendrec00= g. Sinon, on peut �ecrired0 = hg0, d00= g00h0 et g = g0g00.
Dans ce cas,g0fg00est un cycle dansd comme d�esir�e, et on peut prendre
c00= g0fg00.

Pour �nir, on va �etablir �a l'aide du lemme 3.2.2 que l'existence d'une
factorisation qui satisfait (3.1) implique l'existence d'un entier r tel que l'en-
semble correspondant �aI 2 pour le calcul r�eussic0c00r c000, soit I 0

2, ne contient
pas (i; j ) et est donc strictement contenu dansI 2. Ceci permet d'appliquer
l'hypoth�ese d'induction sur le calcul c0c00r c000.
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Le lemme 3.2.2 assure qu'il existe un entierr tel que : les projections de

c0c00r c000

sur i et j ont des sorties distinctes ; sici 0 et cj 0 sont deux projections avec
des sorties distinctes, alors les projections dec0c00r c000sur i 0 et j 0 ont aussi
des sorties distinctes ; pour toute autre paire d'indicesi 00et j 00, soit les sorties
des projections dec0c00r c000sur i 00et j 00sont distinctes, soit le d�ecalage entre
eux est �egal au d�ecalage entre les projections dec sur i 00et j 00. Ainsi, (i; j )
n'appartient pas �a I 0

2, et toute paire dansI 0
2 appartient �a I 2. �

3.2.3 Construction du transducteur k-ambigu en en-
tr�ee

Preuve de la proposition 3.2.1 Soit N un entier quelconque plus grand
ou �egal �a `n k+1 .

D'apr�es la propri�et�e 2.5.7 ( cf. section 2.5.3),VN estN -s�epar�e, c'est-�a-dire,
si C1 et C2 sont deux calculs r�eussis distincts deVN avec une même entr�ee,
alors soit C1 et C2 ont des sorties distinctes, soithC1; C2i � `n k+1 .

Tout calcul r�eussi de VN se projette sur un calcul r�eussi deT Alors, il
vient du lemme 3.2.1 queVN ne peut pas avoirk + 1 calculs r�eussis distincts
avec une même entr�ee. �

Exemple 3.2.1 La �gure 3.1 repr�esente deux revêtements Avance ou Retard
d'un transducteur 2-valu�e sur f ag��f bg� , T1 (aussi illustr�e sur la �gure 1.3(b)).
Ce transducteur r�ealise la relation

an !

(
1B � n = 0

f bn ; bn+1 g n > 0

L'ambigu•�t�e de l'automate d'entr�ee sous-jacent deT1 n'est pas born�ee.
On voit dans chacun des deux revêtements le sous-transducteurVN , qui est
�equivalent �a T1 et 2-ambigu en entr�ee. 4

H H
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p

q

aj b2 aj 1B �

aj b

(? ? ) (? f bg) (f �bg ? ) (f 1B � g f bg) (f �bg f 1B � g)

p2

p1

p3

p4

aj b2 aj 1B �
aj b2

aj b

aj 1B �

aj b2

aj 1B �

aj b
aj b

(a) Avec un ordre sur les transitions sortantes dep...

p

q

aj b2 aj 1B �

aj b

(? ? ) (? f bg) (f �bg ? ) (f 1B � g f bg) (f �bg f 1B � g)

p1

p2
aj b2

aj baj b

aj 1B �

aj 1B �

aj b2

(b) ... et avec un autre ordre.

Fig. 3.1 { Deux revêtements Avance ou Retard deT1, U(a) et U(b) . Dans cha-
cun des revêtements, la transition pointill�ee est la plus grandes dans l'ordre
lexicographique. Les (P (�)) Q-vecteurs (projection verticale) sont indic�es par
f p; qg, dans cet ordre. Ces revêtements sont �egaux �a tous leurs troncatures,
puisque le d�ecalage entre toute paire de calculs r�eussis deT1 ne d�epasse ja-
mais 1. En e�a�cant les �etats gris (et leurs transitions entrantes), on obtient
deux sous-transducteurs �equivalents �aT1 et 2-ambigus en entr�ee,V(a)

N et V(b)
N .
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3.3 D�ecomposition d'un transducteur k-ambigu
en entr�ee

Le transducteurk-ambigu en entr�e VN �etant construit, on va le d�ecompo-
ser �a l'aide du revêtement du paludier glouton. Ceci conclut la construction
d'une d�ecomposition deT , puisque, comme on a vu dans le chapitre pr�ec�e-
dent, T et VN sont �equivalents (pour tout N ).

Ensuite, on va montrer que le nombre d'�etats de cette d�ecomposition
est born�ee par une exponentielle (dans le nombre d'�etats deT ). Le calcul
fait dans le chapitre pr�ec�edent (cf. section 2.5.4) pour le nombre d'�etats
d'un revêtement Avance ou Retard lexicographique tronqu�eaura un rôle
important dans ce r�esultat.

3.3.1 La d�ecomposition lexicographique

Preuve du th �eor �eme de d�ecomposition Prenons

N = `n k+1

et soit A le N-automate d'entr�ee sous-jacent deVN . Dans cet automate, la
multiplicit�e d'une transition est la somme des transitions deVN avec même
origine, extr�emit�e et entr�ee.

Il vient de la proposition 3.2.1 queVN est k-ambigu en entr�ee, ce qui est
�equivalent �a dire que A est k-ambigu. Alors, le th�eor�eme du paludier glouton
appliqu�ee sur A fournit k automates

B(0)
k ; : : : ;B(k� 1)

k

qui sont non ambigus| en particulier, les multiplicit�es des transitions, des
�etats initiaux et des �etats �naux des parties utiles de cesautomates sont
�egales �a 1 |, immersions dans A et tels que

X

0� i<k

jjjB (i )
k jjj = jjjAjjj:

De plus, commeA est k-ambigu, l'ensemble des calculs r�eussis dans ces im-
mersions est en bijection avec l'ensemble des calculs r�eussis deA .



3.3 D�ecomposition d'un transducteur k-ambigu en entr�ee 127

Ensuite, on transformeB(0)
k ; : : : ;B(k� 1)

k en k transducteurs en leur attri-
buant des sorties comme suit : une transitione dans ces automates se projette
sur une transition f de A avec la même �etiquette, soita ; la transition f cor-
respond �a une transition deVN ; soit u la sortie de cette transition ; on red�e�ni
l'�etiquette de e comme �etant le coupleaju.

Avec cette r�e�etiquetage, on obtient k transducteurs non ambigus

Z (0) ; : : : ; Z (k� 1)

dont l'union est �equivalente �a VN et, donc, �a T . �

On appellera les transducteursZ (0) ; : : : ; Z (k� 1) une d�ecomposition lexico-
graphiquede T .

Insistons sur le fait (implicite dans la preuve) que les calculsr�eussis des
transducteurs dans cette d�ecomposition sont en bijection avec ceux deVN .
Ceci sera utile plus tard.

Propri �et �e 3.3.1 Soit Z (0) ; : : : ; Z (k� 1) une d�ecomposition lexicographique
d'un transducteur k-valu�e T . L'immersion de Z (0) ; : : : ; Z (k� 1) sur VN d�e�nit
une bijection entre les calculs r�eussis deVN et l'union des calculs r�eussis
dans cette d�ecomposition. �

Exemple 3.3.1 (Continuation de l'exemple 3.1) On repr�esente aux �-
gures 3.2 et 3.3 quatre d�ecompositions distinctes pour le transducteurT1, ob-
tenues avec le revêtement du paludier glouton appliqu�e surles transducteurs
V(a)

N et V(b)
N illustr�es sur la �gure 3.1. 4
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Z 0 Z 1 Z 1

p1

p2

p3

p4

a j 1B �

a j b2

a j b

a j b2

(0 0 0 0) (1 0 0 0) (0 1 0 0) (0 0 1 0) (0 0 0 1)

a j 1B �

a j b2

a j b
a j b

a j b2

a j b2

(a) Une d�ecomposition de V(a)
N dans les fonctions

jjjZ 0jjj : an 7!

8
>><

>>:

1B � n = 0

bn +1 n pair > 0

bn n impair

jjjZ 1jjj : an 7!

(
bn n pair > 0

bn +1 n impair

Z 0 Z 1 Z 1

p1

p2

p3

p4

a j b2 a j 1B �

a j b2

a j b

(0 0 0 0) (1 0 0 0) (0 1 0 0) (0 0 1 0) (0 0 0 1)

a j b2
a j 1B �

a j b2

a j b

(b) Autre ordre et autre d�ecomposition :

jjjZ 0jjj : an 7!

(
bn n pair � 0

bn +1 n impair
jjjZ 1jjj : an 7!

(
bn +1 n pair > 0

bn n impair

Fig. 3.2 { Le revêtement du paludier glouton sur l'automate d'entr�ee de V(a)
N

avec deux ordres distincts. Les transitions pointill�ees sont les plus grandes.
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Z 0 Z 1

p1

p2

a j b2

a j b

(0 0) (1 0) (0 1)

a j b2
a j b2

a j b
a j b

(a) Une d�ecomposition de V(a)
N dans les fonctions

jjjZ 0jjj : an 7!

(
1B � n = 0

bn +1 n > 0
jjjZ 1jjj : an 7! bn n > 0

Z 0 Z 1

p1

p2

a j b

a j b2

(0 0) (1 0) (0 1)

a j b

a j b2

(b) Autre ordre et autre d�ecomposition :

jjjZ 0jjj : an 7! bn n � 0 jjjZ 1jjj : an 7! bn +1 n > 0

Fig. 3.3 { Le revêtement du paludier glouton sur l'automate d'entr�ee de V(b)
N

avec deux ordres distincts. Les transitions pointill�ees sont les plus grandes.
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3.3.2 Taille de la d�ecomposition lexicographique

On va mesurer le nombre d'�etats d'une d�ecomposition lexicographique de
T en fonction des param�etres suivantes deT : n (le nombre d'�etats), h (la
cardinalit�e de l'alphabet de sortie), ` (la longueur maximales des sorties des
transitions) et k (la norme).

On supposera que le revêtement du paludier glouton, seconde �etape de la
construction de la d�ecomposition lexicographique, est appliqu�ee sur la partie
utile de A . Sous cette hypoth�ese, on va montrer le suivant :

Propri �et �e 3.3.2 Si T est k-valu�e, chaque transducteurZ (i ) (construit �a
partir de VN avecN = `n k+1 ) a au plus2O(h`k 4nk +4 ) �etats utiles.

La preuve de cette propri�et�e d�epend du calcul du nombre d'�etats de VN

fait dans le chapitre pr�ec�edent (cf. section 2.5.4) et du fait, d�emontr�e ci-
dessous, que sous l'hypoth�ese queT est �emond�e et k-valu�e, les vecteurs conte-
nus dans les �etats utiles deZ (i ) n'ont qu'un nombre lin�eaire de coordonn�ees
dont les coe�cients sont distincts de 0.

Pour �eviter toute confusion avec l'�ecriture des �etats VN , on notera les
�etats de Z (i ) avec des lettres majuscules.

Lemme 3.3.1 Sous l'hypoth�ese queT est �emond�e et k-valu�e, et queVN est
construit avecN = `n k+1 , on a : pour tout �etat utile (P;V) de Z (i ) , V a au
plus kn coordonn�ees dont les coe�cients sont distincts de0.

Preuve Fixons un �etat q deT . On va montrer qu'il existe au plusk vecteurs
w tels queV(q;w) > 0 (rappelons queV est indic�e par les �etats deVN ).

Pour ce faire, on va associer �a chaque vecteurw tel que V(q;w) > 0 un
certain cheminDw de VN de fa�con que : pour des vecteursw et w0 distincts,
Dw et Dw0 ont la même entr�ee, et de plus soit leurs sorties sont distinctes,
soit hDw; Dw0i � `n k+1 . Ensuite, on montrera �a l'aide du lemme des chemins
proches qu'il existe au plusk chemins de cette forme.

Fixons d'abord l'entr�ee de ces chemins. Comme (P;V) est un �etat utile
de Z (i ) , ce transducteur a (au moins) un cheminC allant d'un �etat initial �a
(P;V). Soit u l'entr�ee de C.

Si w est un vecteur tel queV(q;w) > 0, il d�ecoule de la construction du
revêtement du paludier glouton (cf. section 2.4.2) qu'il existe dansVN au



3.3 D�ecomposition d'un transducteur k-ambigu en entr�ee 131

moins un chemin allant d'un �etat initial �a ( q;w) et qui lit u (plus pr�ecis�ement,
un chemin plus petit que la projection deC sur VN ). On d�e�nit Dw comme
l'un de ces chemins.

Montrons que pour Dw 6= Dw0 soit les sorties de ces chemins sont dis-
tinctes, soit hDw; Dw0i � `n k+1 . Supposons, sans perte de g�en�eralit�e, que

Dw0' � Dw'

o�u ' est le morphisme deVN sur T et � est l'ordre lexicographique �x�e sur les
calculs deT . Si les sorties deDw et Dw0 �etaient �egales et hDw; Dw0i < `n k+1 ,
on aurait par la propri�et�e 2.5.6 que 1B � 2 wq. Or, ceci implique que (q;w) n'est
pas co-accessible dansVN (contradiction avec l'hypoth�ese que le revêtement
du paludier glouton est appliqu�e sur la partie utile deVN ), puisque, dans ce
cas, tout �etat ( t; z) accessible �a partir de (q;w) devrait satisfaire 1B � 2 zt , et
donc (t; z) ne saurait pas être �nal dansVN .

A�n de conclure la preuve, remarquons que chaqueDw se projette sur un
chemin deT de la forme

cw : i
ujx

��!
T

q

o�u i est un �etat initial. Comme T est �emond�e, il existe un chemin

f : q
vjz

��!
T

t

o�u t est un �etat �nal. Posons

dw = cwf:

Donc, dw est chemin r�eussi deT ; de plus, pour w 6= w0, dw et dw0 ont la
même entr�ee, et soit leurs sorties sont distinctes, soithdw; dw0i � `n k+1 . Du
lemme 3.2.1 il vient queT contient au plus k chemins de cette forme. �

Preuve de la propri �et �e 3.3.2 Soit X l'ensemble des �etats utiles deVN .
Comme on a �enonc�e dans la propri�et�e 2.5.10,

X � Q �
�
P (k+1) (� N )

� Q
:

Pour tout i , 0 � i < k , les �etats du transducteurZ (i ) (donn�e par le revêtement
du paludier glouton de l'automate d'entr�ee deVN ) appartiennent �a

X � NX
k :
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Du lemme 3.3.1 il vient que pour tout �etat utile (P;V) de Z (i ) , l'ensemble
des coordonn�ees deV dont le coe�cient n'est pas nul est contenu dans

P (kn )(X ):

Il y a k possible valeurs di��erentes de z�ero pour chacune de ces coordonn�ees,
�a savoir,

f 1; : : : ; k � 1; ! g ;

alors le nombre d'�etats utiles deZ (i ) est au plus

card (X ) � card
�
P (kn )(X )

�
� kkn :

Pour conclure, nous r�ecurons au calcul du nombre d'�etats utiles de VN

fait �a la section 2.5.4 : de la propri�et�e 2.5.11 il vient quecard (X ) est

2O(hNk 2n)

et de (2.17) il d�ecoule

card
�
P (kn )(X )

�
� card (X )(kn )2

:

Avec N = `n k+1 , on obtient queZ (i ) a 2O(h`k 4nk +4 ) �etats utiles. �

H H

3.4 D�ecomposition avec morphisme

Consid�erons maintenant la d�ecomposition de la compos�ee d'une relation
rationnelle avec un morphisme :

D�ecomposition avec morphisme
Soient � : A � ! B � une relation rationnelle d'image �nie et � : B � ! C �

un morphisme tels que la composition� � soit une relation rationnelle k-
valu�ee. Tout transducteur S r�ealisant � peut être e�ectivement d�ecompos�e
en k transducteurs dont les compositions avec� sont des fonctions.

On tirera ce th�eor�eme d'une d�ecomposition totale des calculs r�eussis d'un
transducteur k-valu�e, que l'on va tout d'abord construire.



3.4 D�ecomposition avec morphisme 133

3.4.1 D�ecomposition des calculs r�eussis

Th �eor �eme 3.4.1 Pour tout transducteur k-valu�e T , on peut construire ef-
fectivementk transducteurs fonctionnelsW (0) ; : : : ;W (k� 1) avec les propri�et�es
suivantes :

1. pour tout i , 0 � i < k , il existe une immersion' (i ) : W (i ) ! T ;

2. l'union des images (par ces immersions) des ensembles de calculs r�eus-
sis de W (0) ; : : : ;W (k� 1) est �egale �a l'ensemble des calculs r�eussis de
T .

Une bonne partie de la preuve de ce th�eor�eme est faite en construisant
une d�ecomposition lexicographique deT .

On la conclut avec une propri�et�e de cette d�ecomposition que l'on montrera
ci-dessous. Cette propri�et�e dit que tout calcul r�eussi deT doit être � proche�

d'au moins un calcul r�eussi dans la d�ecompositionZ (0) ; : : : ; Z (k� 1) :

Propri �et �e 3.4.1 Soit T un transducteur k-valu�e avec n �etats et sorties
des transitions born�ees par`. Soit Z (0) [ � � � [ Z (k� 1) une d�ecomposition
lexicographique de ce transducteur, avecN = `n k+1 . Pour tout calcul r�eussi
c de T il existe un calcul r�eussi D dans Z (0) [ � � � [ Z (k� 1) avec la même
entr�ee, même sortie et tel quehc; D' i < 2(k + 1) N (o�u ' est le morphisme
de la d�ecomposition surT ).

Preuve PosonsK = 2( k + 1) N .

Rappelons que l'union des calculs r�eussis deZ 0; : : : ; Z k� 1 est en bijection
avec les calculs r�eussis deVN (propri�et�e 3.3.1). Donc il su�t de montrer que
pour tout calcul r�eussi c de T , il existe un calcul r�eussiD dans VN avec la
même entr�ee, même sortie et tel quehc; D' i < K .

Soit Cl'ensemble des calculs r�eussis deT . On va d�e�nir une suite embô�t�ee
de sous-ensembles deC deux �a deux distincts. L'ensemble le plus petit,C0,
est la projection surT des calculs r�eussis deVN , et, pour tout i > 0,

Ci =

(

c 2 C �
[

0� j<i

Cj j 9 d 2 Ci � 1 tel que hc; di < N

)

:

On va montrer que
C =

[

0� i< 2(k+1)

Ci : (3.2)
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Ceci �etablit la preuve en raison du fait suivant, imm�ediat par induction sur
i : pour tout c 2 Ci , il existe d 2 C0 (l'image d'un calcul dansVN ) avec la
même entr�ee, même sortie et tel quehc; di < iN .

Pour montrer (3.2), on va d'abord �etablir que

C2(k+1) = ? :

En e�et, si C2(k+1) 6= ? , alors on peut construirek+1 calculs r�eussisc1; : : : ; ck+1

dansT tels que
hci ; cj i � N pour i 6= j

de la mani�ere suivante. Premi�erement, on choisitc1 comme n'importe quel
calcul dansC2(k+1) . De la d�e�nition de ces ensembles il vient qu'il existe des
calculs

d0 2 C2(k+1) � 1 et d 2 C2k

avec la même entr�ee, même sortie et tels que

hc; d0i < N et hd0; di < N:

On a que
hc; di � N;

puisque au contrairec appartiendrait �a C2(k+1) � 1. On choisit c2 comme d,
et il su�t d'it�erer ces choix. Or, comme T est k-valu�e, ces k + 1 calculs
contredisent le lemme des chemins proches (lemme 3.2.1).

On montre (3.2) comme suit.

Supposons le contraire, et soitc un calcul r�eussi minimal par l'ordre lexi-
cographique des chemins deT qui n'est pas dans l'ensemble

S
0� i< 2(k+1) Ci .

Il n'existe pas de calcul dansVN qui se projette surc (parce quec n'est pas
dans C0), donc il vient de la propri�et�e 2.5.7 qu'il existe dans T un calcul
r�eussi plus petit d avec la même entr�ee, la même sortie, et tel que

hc; di � N:

En raison de la minimalit�e de c, on a qued appartient �a un ensembleCi

pour i < 2(k + 1), et comme hc; di � N on a quec doit appartenir �a Ci +1 .
Contradiction : commeC2(k+1) = ? , Ci +1 est un des ensembles

C1; : : : ;C2(k+1) � 1:

Alors, tout calcul r�eussi de T appartient �a
S

0� i< 2(k+1) Ci . �
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Cette propri�et�e permet de tirer la d�ecomposition des calculs de T avec
un � collage� des calculs r�eussis de ce transducteur dansZ (0) ; : : : ; Z (k� 1) �a
l'aide de l'action Avance ou Retard tronqu�ee.

Preuve du th �eor �eme 3.4.1 Soient T un transducteur k-valu�e, et

Z (0) ; : : : ; Z (k� 1)

une d�ecomposition lexicographique deT . On tirera W (i ) , pour 0 � i < k , du
produit de T �Z (i ) par l'action Avance ou Retard tronqu�ee d'indice 2(k+1) N ,
pour N = `n k+1 (cf. section 2.5.1),

T �Z (i ) � � 2(k+1) N :

Il d�ecoule de la propri�et�e 2.5.2 que les calculs dans ce produit dont l'ex-
tr�emit�e contient (dans la troisi�eme coordonn�ee) le mot v ide se projettent sur
les calculs r�eussis deT et Z (i ) avec la même entr�ee, même sortie, et dont le
d�ecalage est born�e parN .

On d�e�nit W (i ) en e�a�cant la propri�et�e d'être �nal des �etats �naux de
T�Z (i )� � 2(k+1) N qui ne contiennent pas le mot vide, et en e�a�cant le deuxi�eme
mot des sorties des transitions deT �Z (i )� � 2(k+1) N . La propri�et�e 3.4.1 assure
que ces transducteurs ont les propri�et�es demand�ees. �

Les op�eration que l'on a mis en �uvre pour construire les transducteurs
W (i ) n'introduisent pas de nouvelles exponentielles. Ainsi, la taille d'une d�e-
composition de calculs est dans le même ordre que celle d'une d�ecomposition
lexicographique :

Propri �et �e 3.4.2 Soit T un transducteur k-valu�e avec n �etats et sorties
des transitions born�ees par̀ ; soit h la cardinalit�e de son alphabet de sortie.
Chaque transducteurW (i ) a au plus2O(h`k 4nk +4 ) �etats utiles.

Preuve Pour chaquei , 0 � i < k , soit M i le nombre d'�etats utiles deZ (i ) .
Le nombre d'�etats utiles deW (i ) est born�e par

n� M i � card (� K ) � nM i 2hK +1

(o�u K = 2( k + 1) N ). Comme on a montr�e dans la propri�et�e 3.3.2,M i est de
l'ordre 2O(h`k 4nk +4 ) . L'expressionnM i 2hK +1 clairement en est de même. �



136 D�ecomposition

3.4.2 Construction de la d�ecomposition

La d�ecomposition avec morphisme d�ecoule de la d�ecomposition des calculs
avec un simple aller-retour de r�e�etiquetage de transitions.

Preuve de la d �ecomposition avec morphisme Soit S un transducteur
r�ealisant � . On peut construire �a partir de S un transducteur k-valu�e T r�ea-
lisant la composition� � avec une r�e�etiquetage des transitions deS : chaque
transition

p
ajx

��!
S

q

est remplac�ee par

p
ajx�

��!
T

q:

Soit
W (0) ; : : : ;W (k� 1)

une d�ecomposition des calculs deT . On va remplacer les sorties des transi-
tions de chaque transducteurW (i ) de fa�con �a obtenir une immersion surS :
chaque transition

e : p
ajy

��!
W ( i )

q

se projette sur une transitionf de T ; l'�etiquette de f est, par construction,
de la forme

ajx�

o�u x est la sortie originale dansS ; la sortie y de e est remplac�ee parx.

On obtient alors k transducteurs d�ecomposant enti�erement les calculs de
S. Ces transducteurs ne sont pas n�ecessairement fonctionnels. Mais leurs
compos�ees avec� (qui sont les transducteurs de la d�ecomposition de calculs
de T ) le sont. �

Il vient de la propri�et�e 3.4.2 que les transducteurs dans cette d�ecompo-
sition ont 2O(h`k 4nk +4 ) �etats, o�u ` dans ce cas est la longueur maximale des
images des sorties des transitions deS par le morphisme� et n est le nombre
d'�etats de S.

H H
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3.5 Ambigu •�t�e

On peut d�e�nir le concept d'ambigu•�t�e de fa�con tr�es g�en�erale pour les
sous-ensembles rationnels d'un mono•�de quelconque. Une fa�con de l'�enoncer
est en recourant aux expressions rationnelles : on dit qu'un rationnel est non
ambigu s'il peut être construit avec une expression rationnelle dans laquelle
toutes les op�erations sont non ambigu•es. Une autre est �a travers des auto-
mates sur le mono•�de, en raison des passages possibles d'un objet �a l'autre.
On trouvera les d�e�nitions et d�eveloppements concernants en [38].

Dans cette section, on s'int�eressera �a quelques aspects du concept d'am-
biguit�e pour la famille des relations de norme born�ee.

D�e�nition et exemples

D�efinition 3.5.1 (Relation intrins �equement ambigu •e) On dit qu'un
transducteur surA � � B � est non ambigusi pour chaque paire de mots dans
A � � B � il existe au plus un calcul r�eussi dans ce transducteur �etiquet�e par
cette paire ; sinon on dit qu'il est ambigu. On dit qu'une relation rationnelle
est intrins�equement ambigu•e s'il n'existe aucun transducteur non ambigu
pouvant la r�ealiser ; sinon, on dit qu'elle estnon ambigu•e. 4

On sait que tout sous-ensemble rationnel d'unmono•�de libre est non am-
bigu, et que toute fonction rationnelle est non ambigue. Le m^eme n'est pour-
tant pas vrai pour n'importe quelle relation rationnelle, et en particulier pour
celles de norme born�ee. La proposition suivante donne un crit�ere n�ecessaire
simple pour la non ambiguit�e d'une relation rationnelle.

Proposition 3.5.1 Si � est une relation rationnelle d'image �ni non am-
bigu•e, alors pour tout entierk > 0 l'ensemble

f u 2 dom� j card (u� ) = k g (3.3)

est rationnel.

Preuve Soit T un transducteur non ambigu qui r�ealise� . Pour chaque
u 2 dom� , le nombre de chemins distincts deT lisant u est �egal �a card (u� ).
Le revêtement d�ecrit dans le th�eor�eme 2.2.2 (pour la construction de la s�e-
rie s(= k)), appliqu�e sur l'automate d'entr�ee sous-jacent deT , permet donc
d'obtenir une immersion sur ce dernier qui r�ealise l'ensemble (3.3). �
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Exemple 3.5.1 La proposition 3.5.1 implique que toute relation rationnelle
� incluse dans (a; c)� (b; 1)� +( a; 1)� (b; c)� et ayant un nombre in�ni de paires
de la forme (ai bi ; ci ) est intrins�equement ambigu•e. En e�et, card (u� ) = 1 si
et seulement siu est un mot du domaine de� de la formeai bi , et un ensemble
in�ni de tels mots n'est pas rationnel. 4

Exemple 3.5.2 D'apr�es la proposition 3.5.1, la relation rationnelle de norme
born�ee suivante,

[(a; a)+ (b; 1)+ (c; b) + ( a; 1)+ (b; a)+ (c; b)]+

est intrins�equement ambigu•e. En e�et,

card (u� ) = 1 ssi u 2
��

ai bi j i > 0
	

c
� +

et f u 2 dom� j card (u� ) = 1 g n'est pas rationnel. 4

Exemple 3.5.3 Soient � 1; � 2 les morphismes engendr�es par

a� 1 = a; b� 1 = 1; a� 2 = 1; b� 2 = a

et � la relation rationnelle � 1 [ � 2. Alors,

u� =
�

ajuja ; ajujb
	

Cette relation rationnelle est intrins�equement ambigu•e. En fait,

card (u� ) = 1 ssi juja = jujb;

et f u 2 dom� : card (u� ) = 1 g n'est pas rationnel. 4

D�ecomposition d'une relation rationnelle non ambigu •e

On a montr�e comment d�ecomposer une relationk-valu�ee, mais on n'a rien
dit sur la possibilit�e d'obtenir des fonctions deux �a deux disjointes. Cette
possibilit�e est en e�et li�ee �a l'ambigu •�t�e de la relation :

Proposition 3.5.2 Une relation rationnelle k-valu�e est non ambigu•e si, et
seulement si, elle est une somme dek fonctions rationnelles deux �a deux
disjointes.
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Preuve L'union de k fonctions rationnelles disjointes est une relation non
ambigu•e puisque toute fonction rationnelle est non ambigu•e. La r�eciproque
s'�etablit avec l'application du revêtement du paludier glouton sur l'automate
d'entr�ee sous-jacent deT : cette construction fournit directement une d�e-
composition deT (puisque son automate d'entr�ee estk-ambigu), o�u de plus
les calculs r�eussis des transducteurs en faisant partie sont en bijection avec
les calculs r�eussis deT ; donc, deux transducteurs distincts dans la d�ecom-
position n'ont aucun calcul r�eussi avac la même �etiquette. �

Une caract�erisation

On v�eri�e que le d�ecalage entre les calculs r�eussis d'un transducteur de
norme born�e a aussi un certain rapport avec l'ambiguit�e de larelation r�ealis�ee.

Pour tout transducteur T , notons

hT i = max
�

hc; di

�
�
�
� c : i

ujx
��!

T
t; d : i 0 ujx0

��!
T

t0; c et d r�eussis
�

De fa�con �equivalente, hT i est le supremum des longueurs des mots dans les
�etats accessibles et co-accessibles deT 2 �G . Remarquons qu'on peut avec
cette notation �enoncer la proposition 3.2.2 de la mani�ere suivante :

Proposition 3.5.3 Pour tout transducteur fonctionnelT , hT i < `n 2 (o�u `
est la longueur maximale des sortes des transitions etn le nombre d'�etats).�

En g�en�eral, il se peut que hT i soit �ni ou in�ni, même si le comporte-
ment deT est une relation non ambigu•e. Par exemple,hT i est in�ni pour le
transducteur suivant, qui r�ealise une relation non ambigu•e :

paj 1B � aj b

Pour les relations de norme born�ee, on a pourtant quela �nitude de hT i
caract�erise la non ambiguit�e du comportement deT .
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Th �eor �eme 3.5.1 Soit � : A � ! B � une relation rationnelle k-valu�ee. Les
conditions suivantes sont �equivalentes :

a) � est intrins�equement ambigu•e ;

b) il existe un transducteurT r�ealisant � tel quehT i = 1 ;

c) pour tout transducteurT r�ealisant � , hT i = 1 .

Il est clair que c) =) a) et c) =) b). L'implication a) =) c) est une
cons�equence directe du revêtement Avance ou Retard : en e�et, si hT i est un
transducteur r�ealisant � pour lequel il existe un entierN tel que hT i � N ,
alors le transducteurVN , sous-transducteur du revêtement Avance ou Retard
de T (cf. th�eor�eme 2.5.2), est non ambigu. La substance du th�eor�eme est
l'implication b) =) c), qui d�ecoule du lemme suivant (remarquons que
dans cet �enonc�e hc; di indique le d�ecalage entre deux calculs appartenant �a
des transducteurs distincts) :

Lemme 3.5.1 Si T et T 0 sont deux transducteursk-valu�es, et si le compor-
tement deT est inclus dans celui deT 0, alors il existe un entierL tel que
pour tout calcul r�eussi c de T , il existe un calcul r�eussid dansT 0 avec même
entr�ee, même sortie et tel quehc; di < L .

Preuve Soient VN le transducteur k-ambigu en entr�ee et �equivalent �a T 0

tir�e d'un revêtement Avance ou Retard lexicographique de ce dernier, etB le
produit de l'automate d'entr�ee sous-jacent deVN par l'action  �;k +1 d�e�nie
dans (2.5) (exemple 2.2.3). SoitY le transducteur obtenu �a partir de B en
rajoutant dans chaque transition la sortie de la transition correspondante
dans VN . Donc, Y est un revêtement deVN , et dû �a la propri�et�e 3.4.1, il
su�t de montrer, a�n d'�etablir de lemme, qu'il existe un entie r L tel que,
pour tout calcul r�eussi c de T , il existe un calcul r�eussid dansY avec même
entr�ee, même sortie et tel quehc; di < L .

Pour chaquei , 1 � i � k, soit Y (i ) le sous-transducteur deY obtenu
en e�a�cant la qualit�e d'être �nal des �etats qui contienn ent, dans la seconde
composante, un vecteur o�u la somme des coordonn�ees correspondantes �a un
�etat �nal (de VN ) est distincte dei . Cette construction est similaire �a celle de
la d�ecomposition lexicographique ; c'est le revêtement de l'automate d'entr�ee
sous-jacent deVN qui change (pour la d�ecomposition lexicographique, il est
celui du paludier glouton). Pour chaquei , il vient directement de la d�e�nition
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de Y (i ) que le domaine de ce transducteur est l'ensemble des mots qui sont
l'entr�ee d'exactement i calculs r�eussis deVN ; en particulier, pour i 6= j , les
domaines deY (i ) et Y (j ) sont disjoints.

Un argument similaire au lemme des chemins proches (lemme 3.2.1) ach�eve
la preuve. Soientn la somme des cardinalit�es des ensembles d'�etats desY (i )

et de celui deT , et ` la longueur maximale des sorties des transitions de ces
transducteurs ; on poseL = `n k+1 . Soit c un calcul r�eussi deT , et c1; : : : ; ct

les calculs r�eussis dansY avec la même entr�ee. Alors,c1; : : : ; ct sont projet-
t�es par t calculs r�eussis, soitd1; : : : ; dt , de Y (t ) . On a�rme qu'il existe un di

avec la même �etiquette que celle dec et qui satisfait hc; di < L . En e�et,
le contraire impliquerait l'existence d'un calcul r�eussic0 de T et de t calculs
r�eussis d0

1; : : : ; d0
t dansY (t ) dont les entr�ees sont �egales �a celle dec0, mais les

sorties en sont distinctes. Or, les domaines desY (i ) pour i 6= t ne contiennent
pas l'entr�ee de c0 : contraction avec l'hypoth�ese que le comportement deT
est inclus dans celui deT 0. �

Indecidabilit�e

Pour conclure, on va montrer que la non ambiguit�e n'est pas une propri�et�e
d�ecidable pour les relations rationnelles de norme born�ee :

Th �eor �eme 3.5.2 Il n'est pas d�ecidable si l'union de deux fonctions ration-
nelles est une relation intrins�equement ambigu•e.

On commence avec le lemme suivant :

Lemme 3.5.2 (Exercice IV.4.1 de [38]) Il n'est pas d�ecidable si l'inter-
section de deux fonctions rationnelles est une relation rationnelle.

Preuve La preuve est une r�eduction au probl�eme de correspondance de
Post, dont l'ind�ecidabilit�e, r�esultat classique, peut êtr e consult�e dans de nom-
breux ouvrages sur le sujet (cf. par exemple [24]).

Soient les morphismes� 1; � 2 : A+ ! B + une instance du probl�eme de
correspondance de Post,a et b de nouvelles lettres qui n'appartiennent pas
�a A, et c une lettre qui n'appartient pas aB. Consid�erons les morphismes
�; � : (A [ a [ b)� ! (B [ c)� d�e�nis par

a� = c; b� = 1; f � = f � 1; 8 f 2 A � ;

a� = 1; b� = c; f � = f � 2; 8 f 2 B � :
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SoientC l'ensemble des mots dans (A [ a[ b)� avec au moins une lettre dans
A, � 1 la restriction de � �a C, et � 2 la restriction de � �a C. Le lemme est une
cons�equence des propri�et�es suivantes :

� 1 \ � 2 = ? () � 1 \ � 2 = ? (3.4a)

� 1 \ � 2 = ? () � 1 \ � 2 2 Rat (A � [ a [ b) � (B � [ c) (3.4b)

Montrons (3.4a). Supposons que� 1 \ � 2 6= ? et soit f 2 dom (� 1 \ � 2).
Alors, f � 1 = f � 2, donc � 1 \ � 2 6= ? . Supposons maintenant que� 1 \ � 2 6= ? ,
et soit f 2 dom (� 1 \ � 2). Soit g le mot obtenu en e�a�cant les lettresa et b
de f . De la d�e�nition de � 1 et � 2 il suit que g� 1 = g� 2, et alors � 1 \ � 2 6= ? .

Pour �etablir (3.4b) il reste �a montrer que si � 1 \ � 2 6= ? alors � 1 \ � 2

n'est pas rationnel. En e�et, il suit de la d�e�nition de ces fonctions que si
� 1 \ � 2 6= ? alors l'image de dom (� 1 \ � 2) par le morphisme qui e�ace les
lettres dansA estf f 2 f a; bg� : jf ja = jf jbg, ensemble qui n'est pas rationnel.
Alors, � 1 \ � 2 n'est pas une relation rationnelle. �

Preuve du th �eor �eme 3.5.2 Soient � et � deux fonctions rationnelles. On
va montrer que leur union est une relation non ambigu•e si, et seulement si,
leur intersection est rationnelle (rappelons que les relations rationnelles ne
sont pas ferm�ees par intersection). Le th�eor�eme d�ecoule de ce fait et du
lemme 3.5.2.

Supposons que� [ � est une relation non ambigu•e. Soit K l'intersection
de leurs domaines. Alors,� \ � est la restriction de� (ou � ) au sous-ensemble
des mots dansK dont les images par� et � co•�ncident. Il su�t d'appliquer
la proposition 3.5.1 pour �etablir que ce sous-ensemble est rationnel.

Supposons que� \ � est rationnel. Alors, le domaine de� \ � est rationnel,
et son complement, soitK , l'est aussi. La relation� [ � est une union de
trois fonctions rationnelles disjointes, �etant donc non-ambigu•e : la restriction
de � �a K , la restriction de � �a K , et � \ � . �

H H



Chapitre 4

D�ecidabilit�e

4.1 Introduction

Alors que l'�equivalence entre deux transducteurs est sue êtreind�ecidable
depuis quarante ans, ce probl�eme devient d�ecidable si on se restreint �a la
classe des relations rationnelles de norme born�ee. La position privil�egi�ee de
ces relations vis-�a-vis des probl�emes de d�ecidabilit�e fait l'objet de ce chapitre.

L'ind�ecidabilit�e de l'�equivalence est en e�et une cons�equence de l'ind�eci-
dabilit�e de l'universalit�e, r�esultat dû �a Fischer et Rosen berg :

Th �eor �eme 4.1.1 (Universalit �e [16]) Il n'est pas d�ecidable si le compor-
tement d'un transducteur surA � � B � est la relation A � � B � .

D'autres � mauvaises nouvelles� , fortement li�ees �a ce th�eor�eme, on �et�e
montr�ees par Fischer et Rosenberg ; on peut les voir �egalement dans [4, 38].

Toute autre est l'histoire pour les fonctions rationnelles, enraison d'un
r�esultat classique duquel l'�equivalence est une cons�equence formelle :

Th �eor �eme 4.1.2 (Fonctionnalit �e [43]) Il est d�ecidable si un transduc-
teur r�ealise une fonction.

La proc�edure qui se d�erive de la preuve de Sch•utzenberger consiste �a v�eri�er la
cardinalit�e de la sortie d'un nombre �ni, et exponentiel, demots d'entr�ee ; une
preuve similaire a �et�e publi�ee par Blattner et Head [5]. Plus tard, ce probl�eme
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a �et�e repris d'un point de vu plus structurel permettant des complexit�es
polynomiales, d'abord par Weber et Klemm [51] et ensuite par B�eal et. al [3].

Une g�en�eralisation du th�eor�eme de Sch•utzenberger pour les relations de
norme born�ee est connue. Elle est due �a Gurari et Ibarra :

Th �eor �eme 4.1.3 (Appartenance �a Rat(k) (A � � B � ) [23]) Soientk un en-
tier positif et T un transducteur. Il est d�ecidable en complexit�e polynomiale
si T est k-valu�e.

La preuve de Gurari et Ibarra se place en grande partie dans un univers
bien �eloign�e de l'objet transducteur. Elle consiste �a r�eduire la question au
probl�eme de tester le vide pour un automate aveck(k + 1) compteurs. In-
tuitivement, un calcul dans cet automate correspond �ak + 1 calculs de T
avec la même entr�ee, et chaque compteur est associ�ee �a une paire de projec-
tions. Durant la lecture d'un mot d'entr�ee, l'automate � devine � de fa�con
non d�eterministe les positions o�u les sorties des projections cessent de co•�n-
cider (m�ethode qui suppose l'existence d'un symbole de �n de bande) ; les
compteurs sont incr�ement�es jusqu'�a ces positions. Il est alors possible de d�e-
�nir dans cet automate des �etats �naux de fa�con qu'un calcul soit r�eussi si,
et seulement si, les sorties de sesk +1 projections soient distinctes, et d�ecider
si T est k-valu�e est �equivalent �a tester si cet automate n'accepte aucun mot.

Si la d�ecidabilit�e est �etablie, la complexit�e de ce sch�ema th�eorique n'est
pas facilement calculable, ce qui est particuli�erement dû�a la proc�edure em-
ploy�ee pour d�ecider le vide d'un automate avec compteurs. Cette proc�edure,
d�ecrite par les mêmes auteurs dans [22], d�ecoule du fait que pour tout auto-
mate avecr compteurs etm transitions il existe une constantec telle que,
si l'automate accepte au moins un mot, alors il en accepte un delongueur
born�ee par (rm)cr . Comme montr�e dans [22], ce nombre �ni d'entr�ees peut
être test�e avec une machine de Turing non d�eterministe travaillant en espace
cr log(rm). On obtient alors une proc�edure en complexit�e polynomiale en ap-
pliquant un r�esultat de base en th�eorie de la complexit�e, �a savoir, pour toute
machine de Turing qui travaille en espacef (n) il en existe une �equivalente et
d�eterministe qui travaille en temps df (n) , o�u d est une constante (cf. [24]).

Savoir d�ecider si un transducteur estk-valu�e pour un entier k donn�e
n'implique pas la d�ecidabilit�e de l'existence d'un tel entier, probl�eme qui
est en e�et d'une autre nature. La r�eponse �a ce probl�eme est quand même
connue, et est aussi positive :
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Th �eor �eme 4.1.4 (Appartenance �a Rat�n (A � � B � ) [47]) Soit T un trans-
ducteur. Il est d�ecidable en complexit�e polynomiale s'il existe un entier positif
k tel queT soit k-valu�e.

La preuve de Weber s'aligne avec la caract�erisation desN-automates qui
r�ealisent une s�erie born�ee pr�esent�ee par Mandel et Simon[31] et red�emontr�ee
par Weber et Seidl [52]. D'abord, les transducteurs dont la norme n'est pas
born�ee sont caract�eris�es par un certain motif � interdit � de chemins. L'algo-
rithme consiste �a d�etecter ces motifs, avec une construction sur le graphe du
transducteur, en complexit�e polynomiale.

Si la d�ecidabilit�e de l'�equivalence pour les fonctions rationnelles d�ecoule
ais�ement de la d�ecidabilit�e de la fonctionnalit�e, il n' en est pas de même pour
les relations rationnelles de norme born�ee. Deux r�eponses�a ce probl�eme,
bas�ees sur des m�ethodes distinctes, sont connues :

Th �eor �eme 4.1.5 ( �Equivalence [10, 49]) Il est d�ecidable si deux trans-
ducteursk-valu�es sont �equivalents.

Le r�esultat de Karhum•aki et Culik est, �a vrai dire, plus g�en�eral : l'�equiva-
lence de deux transducteursk-valu�es sur un langage HDT0L (un des plusieurs
types de langages engendr�es par les syst�emes de Lyndenmeyer, cf. [36]) est
d�ecidable. Leur preuve, cons�equence d'une g�en�eralisation de la conjecture
d'Ehrenfeucht �etablie dans le même article, rend pourtant di�cile d'estimer
la complexit�e de la proc�edure sous-jacente, et en e�et aucune analyse n'est
pr�esent�ee. La preuve de Weber, plus constructive, se base sur lad�ecompo-
sition d'un transducteur dans un nombre exponentiel de transducteurs non
ambigus pr�esent�ee dans [49], et sa complexit�e est de l'ordred'une double
exponentielle. La question de l'existence d'une proc�edure n�ecessitant une ex-
ponentielle de moins est lanc�ee par Weber (qui sugg�ere dans [49] qu'une
d�ecomposition de taille born�ee par une exponentielle impliquerait une pro-
c�edure en complexit�e exponentielle pour la d�ecidabilit�e de l'�equivalence, la
raison n'�etant pas toutefois imm�ediate).

Nous pr�esentons �a la section 4.2 une autre preuve pour la d�ecidabilit�e de
l'appartenance �a Rat(k) (A � � B � ) (th�eor�eme 4.1.3). Notre preuve peut être vue
comme une g�en�eralisation de l'algorithme d�ecrit par B�eal et al. [3] pour la
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d�ecidabilit�e de la fonctionnalit�e, qui se base sur le produit du carr�e de T par
l'action Avance ou Retard. Cette g�en�eralisation dans un premier temps est
naturelle, et consiste �a faire apparâ�tre la propri�et�e dans le produit deT k+1

par une action qui applique l'action Avance ou Retard pour chaque paire de
projections des calculs deT k+1 , l' action avance ou retard g�en�eralis�ee not�ee
Gk+1 . Elle n'est pourtant pas e�ective, puisque contrairement au cask = 1 il
se peut que la partie accessible de ce produit soit in�nie. Le c�urde notre
preuve est la description de ce que l'on appellera latransversale deT k+1 �
Gk+1 , une sorte de valuation �nie deT k+1 qui contient toute l'information
de T k+1 �G k+1 permettant de conclure siT est k-valu�e. Nous d�ecrirons un
algorithme e�cace pour construite cette structure et nous donnerons une
expression exacte pour sa complexit�e, �a savoir,O(25(k+1) 4

`n k+1 mk+1 ), o�u n
et m sont le nombre d'�etats et de transitions, respectivement, deT et ` est
la longueur maximale des sorties des transitions de ce transducteur.

La section 4.3 est d�edi�ee �a la d�ecidabilit�e de l'appartenance d'une rela-
tion �a Rat �n (A � � B � ), th�eor�eme 4.1.4. On en fera une preuve en deux pas
comme celle Weber, comprenant une caract�erisation des transducteurs de
norme born�e et un algorithme pour la tester. Nous nous en di��erencions
pourtant en ce qui notre preuve s'encadre dans l'ensemble de techniques
mises en �uvre dans ce m�emoire. D'abord, on donnera une preuve rapide de
la caract�erisation, qui est bas�ee sur des propri�et�es du rev̂etement Avance ou
Retard et la caract�erisation de Mandel et Simon desN-automates born�es.
Ensuite, on montrera comment tester la caract�erisation dans un produit de
T 3 par l'action Avance ou Retard en complexit�eO(`n3(n3 + m3)). Il advient
que les technicit�es de l'algorithme de Weber sont captur�ees par ce produit,
avec une complexit�e qui parâ�t être de même ordre.

Ensuite, on d�ecrira, toujours avec nos m�ethodes, un algorithme pour tester
l'�equivalence entre deux transducteursk-valu�es, dont la complexit�e est celle
conjectur�ee par Weber :

Th �eor �eme 4.1.6 ( �Equivalence) Il est d�ecidable en complexit�e exponen-
tielle si deux transducteursk-valu�es sont �equivalents.

Les socles de notre preuve sont la d�ecomposition lexicographique et notre
construction pour d�ecider si un transducteur estk-valu�e. Avec le premier, on
d�ecomposera les transducteurs �etant compar�es ; on pourra ensuite � voir � s'ils
sont �equivalents dans une valuation donn�ee par l'action Avance ou Retard
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d'un certain produit des transducteurs faisant partie de cette d�ecomposition.

H H

4.2 Appartenance �a Rat(k) (A � � B � )

Notre preuve pour l'appartenance �a Rat(k) (A � � B � ) (th�eor�eme 4.1.3) est
une g�en�eralisation de la caract�erisation de la fonctionnalit�e pr�esent�ee par
B�eal et. al [3].

On a �enonc�e cette caract�erisation dans le th�eor�eme 2.5.1 (chapitre 2).
Elle traduit le fait que tout calcul du carr�e T 2 = T � T se projette sur
deux calculs deT avec la même entr�ee, et que T r�ealise une fonction si,
et seulement si, dans tout calcul r�eussi deT 2, les sorties des projections
sont �egales. Le rapport entre ces sorties est captur�e par le produit entre T 2

et l'action Avance ou Retard. On a alors queT r�ealise une fonction si, et
seulement si, la partie accessible deT 2�G attribue exactement une di��erence
�a chaque �etat accessible deT 2, et les di��erences dans les �etats �naux sont
toutes �egales au mot vide. Il en d�ecoule directement que l'on peut d�ecider
une complexit�e polynomiale siT r�ealise une fonction, puisqueT 2 �G peut
être construit avec un parcours deT 2.

Il n'est pas di�cile de g�en�eraliser cette caract�erisation. Le transducteur
T est k-valu�e si, et seulement si, tout calcul r�eussi du produit (k + 1) fois
de T | T k+1 | a au moins deux projections dont les sorties sont �egales.
Les rapports entre ces sorties sont captur�es par une g�en�eralisation de l'action
Avance ou Retard, que l'on va noterGk+1 , qui applique G �a chaque paire
de projections des calculs deT k+1 . Il est alors possible de� lire � dans les
�etats �naux du produit T k+1 �G k+1 si T est k-valu�e (th�eor�eme 4.2.1). Cette
g�en�eralisation sera pr�ecis�ee �a la section 4.2.1.

La g�en�eralisation de l'algorithme pour tester la caract�erisation, pourtant,
n'est pas si imm�ediate. Contrairement au cask = 1, il se peut que la partie
accessible deT k+1 �G k+1 soit in�nie, même si T est k-valu�e ( cf. �gure 4.3).

Le c�ur de notre preuve est une approche �a cette di�cult�e qui consiste �a
d�e�nir, pour chaque �etat accessibleq deT k+1 , un ensemble �ni de di��erences
d�ecrivant l'ensemble (potentiellement in�ni) des di��ere nces dans les �etats de
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T k+1 �G k+1 qui se projettent sur q. La famille de ces ensembles �nis est ce
que l'on appellera latransversale deT k+1 �G k+1 , structure �nie sur laquelle
on peut encore voir siT est k-valu�e (th�eor�eme 4.2.2).

On d�ecrira cette structure �a la section 4.2.3, et on montrera�a la sec-
tion 4.2.4 comment la construire avec un parcours des composantes fortement
connexes deT k+1 . La complexit�e de notre algorithme pour d�ecider siT est
k-valu�e (th�eor�eme 4.2.3) est O(25(k+1) 4

`n k+1 mk+1 ), o�u n est le nombre d'�etats
de T , m le nombre de transitions et̀ la longueur maximales des sorties des
transitions.

4.2.1 L'action avance ou retard g�en�eralis�ee

Fixons un entier positif k.

Dire queT est k-valu�e se traduit �a une a�rmation sur le produit T k+1 :

Proposition 4.2.1 Un transducteurT est k-valu�e si, et seulement si, pour
tout calcul r�eussi c de T k+1 , il existe au moins deux indices distinctsi et j
tels que les projections dec sur i et sur j ont la même sortie. �

A�n de g�en�eraliser pour k > 0 la caract�erisation de B�eal et al., on va
d'abord g�en�eraliser l'action avance ou retardG | action de couples de mots
sur l'ensemble � | �a une action qui applique G en même temps entre toutes
les paires de projections des calculs deT k+1 . On d�e�nira en e�et une famille
d'actions, param�etris�ees par un entier positif l , qui appliquent l-uplets de
mots sur un ensemble de vecteurs indic�es par des paires (i; j ), 1 � i < j � l .

On pose
D l = f (i; j ) j 1 � i < j � l g

et
� l = � D l :

C'est-�a-dire, D l est un ensemble de paires d'indices, et �l est l'ensemble des
vecteurs de dimensionD l sur �.

Un vecteur dans � l sera appel�e unedi��erence multiple , ou simplement
DM. Le coe�cient dans la coordonn�ee (i; j ) d'une DM � est not�e � i;j . On
notera � la DM o�u toutes les coordonn�ees sont �egales au mot vide :

8 (i; j ) 2 D l ; � i;j = 1B � : (4.1)
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On repr�esentera les DM par des matrice triangulaires sup�erieures, comme
illustr�e �a l'exemple suivant.

Exemple 4.2.1 On repr�esente les DM dans �3, l'ensemble des vecteurs sur
� indic�es par D3 = f (1; 2); (1; 3); (2; 3)g, par des matrices triangulaires su-
p�erieures indic�ees parf 1; 2g�f 2; 3g. La (i; j )-�eme coordonn�ee d'une DM est
�ecrite dans la ligne i et la colonnej de cette matrice.

Ainsi, la DM d�e�nie en (4.1) est repr�esent�ee comme

� =
�

1B � 1B �

1B �

�

et la DM � 2 � 3 d�e�nie par

� (1;2) = c; � (1;3) = 1B � ; � (2;3) = c

est repr�esent�ee comme

� =
�

c 1B �

c

�
:

4

D�efinition 4.2.1 Pour tout entier positif l > 0, l'action Avance ou Retard
G�en�eralis�ee du mono•�de produit B � l sur � l , not�ee Gl , est d�e�nie par

8 � 2 � l 8 u 2 B � l 8 (i; j ) 2 D l (� � u) i;j = � i;j � (u i ; u j ): 4

Il est imm�ediat que Gl est en e�et une action, puisque l'action Avance ou
Retard est appliqu�ee ind�ependamment dans chaque coordonn�ee.

Exemple 4.2.2 L'action G3 applique des triplets de mots sur l'ensemble des
vecteurs sur � indic�es par D3 :

G3 : � 3 � B � 3 ! � 3:

Le vecteur (cc;1B � ; c) appliqu�e sur � donne

�
1B � 1B �

1B �

�
� (cc;1B � ; c) =

�
cc c

c

�
:
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Le vecteur (1B � ; c; c) appliqu�e sur ce r�esultat donne
�

cc c
c

�
� (1B � ; c; c) =

�
c 1B �

c

�
:

Puisque G3 est une action, on obtient la même DM en appliquant sur� le
vecteur (cc;1B � ; c)(1B � ; c; c) = ( cc; c; cc) :

�
1B � 1B �

1B �

�
� (cc; c; cc) =

�
c 1B �

c

�
:

4

Remarquons que la d�e�nition 4.2.1 est une g�en�eralisation coh�erente de
l'action Avance ou Retard, puisque

G = G2:

4.2.2 L'expansion avance ou retard de T l

Avec la d�e�nition de Gl , on peut g�en�eraliser le produit du carr�e de T par
G comme suit :

D�efinition 4.2.2 L'expansion avance ou retard deT l est le produit deT l

par l'action Gl :

T l �G l = ( Ql � � l ; A; B � l ; G; I l �f � g; T l � � l )

et les transitions deT l �G l sont d�e�nies par

G =
�

(p; � )
aju

��! (q; � 0)

�
�
�
� � 0 = � � u; p

aju
��!

T l
q

�
:

4

Exemple 4.2.3 On illustre sur la �gure 4.1 l'expansion avance ou retard
d'une partie du cube d'un transducteur. On y voit que toute DM aau moins
une coordonn�ee dont le coe�cient est le mot vide. Les sym�etries dansT 3

permettent de conclure qu'il en est de même dans tous les �etats �naux de
T 3�G 3, et il suit du th�eor�eme 4.2.1 �enonc�e ci-dessous que le transducteur est
2-valu�e.

Une partie deT 3�G 3 pour un autre transducteur, aussi 2-valu�e, est illustr�e
sur la �gure 4.2. Contrairement au produit pr�ec�edent, cette expansion est
in�nie. 4
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p p q

aj c

bj c

bj c

bj c

aj c2aj c

bj 1

p

q

aj cbj c

bj c

aj c2

bj 1

�
1 1

1

� �
c 1

�c

�

�
1 c

c

� �
c c

1

�

aj (c; c2; c)

bj (c;1; c)
aj (c; c2; c2)

bj (c;1; 1)

aj (c; c; c2)
bj (c; c;1)

bj (c; c; c)

bj (c; c;1)

bj (c;1; c)

aj (c; c; c)
bj (c; c; c)

bj (c; c; c)bj (c; c; c)

Fig. 4.1 { L'expansion avance ou retard d'une partie du cube d'un trans-
ducteur (le mot vide est not�e 1). Il s'agit du produit de la partie accessible
�a partir de ( p; p; p) et co-accessible �a (p; q; q) (o�u la premi�ere coordonn�ee est
�x�ee �a l'�etat p) par G3. Tous les �etats sont �naux.

La g�en�eralisation du th�eor�eme 2.5.1 s'�enonce comme suit :

Th �eor �eme 4.2.1 Un transducteur T est k-valu�e si, et seulement si, pour
tout �etat �nal accessible (q; � ) de T k+1 �G k+1 , le vecteur � a au moins une
coordonn�ee dont le coe�cient est �egal �a 1B � .

Preuve Pour tout entier l > 1, il vient de la d�e�nition des transitions de
T l �G l que

pour tout chemin c : (p; � )
f ju

���!
T l�G l

(q;  );  = � � u: (4.2)

Si ce calcul est r�eussi, et donc� = � , on a que pour toute coordonn�ee
(i; j ) 2 D l , � i;j est la di��erence entre les sorties des projections dec sur i et
j :

 i;j = 1B � � (u i ; u j ) = u � 1
i u j :

Ces sorties sont �egales si, et seulement si, i;j = 1B � . Il ne reste qu'�evoquer
la remarque faite au d�ebut de la section pr�ec�edente (proposition 4.2.1) : T
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p

q

r

aj 1
bj 1

bj 1

aj 1
aj 1

bj a

p q r

aj 1
bj 1

bj 1
aj 1

aj 1

bj a

ppp pqp prp

ppq prq

ppr pqr

aj (1; 1; 1)
bj (1; 1; 1)

bj (1; 1; 1)

bj (1; 1; 1)

aj (1; 1; 1)

aj (1; 1; 1)

bj (1; 1; a)

aj (1; 1; 1)

aj (1; 1; 1)

bj (1; a;1)

bj (1; 1; a)

bj (1; a;1)

aj (1; 1; 1) aj (1; 1; 1)

La partie accessible �a partir de
(p; p; p) et co-accessible �a (p; q; r)
du cube d'un transducteur T .
Tous les �etats sont �naux.

Le produit (in�ni)
de cette partie par
G3. Les r�egions
en gris couvrent
les ensembles de
DM dans les �etats
de T 3 � G 3 qui se
projettent sur un
même �etat de T 3.
Les sorties des
transitions poin-
till�ees sont �egales
�a (1 B � ; 1B � ; 1B � ).
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r
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bj 1

bj 1

aj 1
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aj 1
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�
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�
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�

: : :
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�

�
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a

�

�
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�

: : :

�
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a

�

�
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�

�
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�

: : :

�
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�

�
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�

�
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�

: : :

�
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1

�
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�

�
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�

: : :

�
1 1

1

�

�
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�
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�
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�

�
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�

�
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�
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�
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a

�

�
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�
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�

: : :

Fig. 4.2 { Une partie de l'expansionT 3 �G 3 d'un transducteur.
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est k-valu�e si, et seulement si, pour tout calcul r�eussi deT k+1 il existe au
moins une paire de projections qui ont la même sortie. �

Pour tout �etat q de T k+1 , on note X (q) l'ensemble des di��erences mul-
tiples associ�ees �aq dans la partie accessible deT k+1 �G k+1 :

X (q) =
�

� 2 � k+1

�
� (q; � ) accessible inT k+1 �G k+1

	
: (4.3)

Exemple 4.2.4 (Continuation de l'exemple 4.2.3) On voit dans l'ex-
pansion avance ou retard illustr�ee sur la �gure 4.2 que les di��erences multiples
attach�ees �a l'�etat ( p; q; r) forment un ensemble in�ni,

X ((p; q; r)) =
��

1B � at

at

�
j t > 0

�
[

��
at 1B �

at

�
j t > 0

�
:

4

Comme le montre cet exemple, les ensemblesX (q) peuvent être in�nis
pour k > 1 (même siT est k-valu�e). Donc, le th�eor�eme 4.2.1 ne pr�esente pas
une caract�erisation e�ective. On va montrer par la suite comment � r�esumer �

chacun de ces ensembles dans un objet �ni, et comment construire ces objets
de fa�con e�cace. Ceci permettra de tester siT est k-valu�e avec une analyse
de ces ensembles dans les �etats �naux deT k+1 .

4.2.3 Caract�erisation �nie des transducteurs k-valu�es

On d�ecrira dans cette section ce que nous appellerons la transversale de
T k+1 �G k+1 , structure �nie qui capture une certaine information contenue
dans ce produit permettant une caract�erisation e�ective des transducteurs
k-valu�es. On montrera �a la section 4.2.4 comment cette structure peut être
construite avec un parcours deT k+1 , et on calculera la complexit�e de ce
parcours.

L'id�ee sous-jacente �a la transversale deT k+1 �G k+1 est d'associer �a chaque
�etat q de T k+1 un nombre �ni de vecteurs. Intuitivement, ces vecteursinter-
sectent, dans au moins une coordonn�ee, chaque di��erence multiplecontenue
dans l'ensembleX (q).

Commen�cons avec une motivation pour la d�e�nition de ces vecteurs :
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Exemple 4.2.5 (Continuation de l'exemple 4.2.4) On dit qu'une DM
 2 � l traverse un ensembleX � � l si

8 � 2 X; 9 (i; j ) 2 D l tel que � i;j 6= 0 et  i;j = � i;j :

PosonsZ = X ((p; q; r)), ensemble d�ecrit explicitement �a l'exemple 4.2.4 :

Z =
��

1B � at

at

�
j t > 0

�
[

��
at 1B �

at

�
j t > 0

�
:

Toute DM ayant une des formes suivantes traverseZ :

�
1B � 1B �

at

�
;

�
1B � 1B �

at

�

Pour chacune de ces deux DM, il existe exactement une DM dansZ dont
l'intersection se v�eri�e dans une coordonn�ee contenantat ou a

t
; pour les

autres DM dansZ , l'intersection se v�eri�e dans une coordonn�ee contenant le
mot vide.

Il n'existe pas de DM traversant l'ensemble suivante :

Z [
��

a a
1B �

�
;
�

a a
a

��
:

4

Autrement dit, une DM  traverse un ensembleX s'il existe une intersec-
tion entre  et chaque �el�ement deX . Mais rien n'empêche l'existence d'une
coordonn�ee (i; j ) o�u aucune de ces intersections a lieu.

On dira que  est une transversale pourX si de telles coordonn�ees� in-
utiles � n'existent pas. Et pour se d�ebarrasser de ces coordonn�ees, on va per-
mettre l'existence de� trous � dans une di��erence multiple. Formellement,
on plonge � dans l'ensemble

Hl = [� [ f ? g]D l

o�u ? d�esigne une coordonn�ee non d�e�nie. Chaque �el�ement dansHl , vecteur
sur � [ f ? g indic�e par D l , est appel�e unedi��erence multiple partiellement
d�e�nie .
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D�efinition 4.2.3 On dit qu'une di��erence multiple partiellement d�e�nie 
est unetransversalepour un ensembleX � Hl si, et seulement si,

8 � 2 X; 9 (i; j ) 2 D l tel que � i;j 6= 0; � i;j 6= ? et  i;j = � i;j

et

8 (i; j ) 2 D l ; si  i;j 6= ? ; alors 9 � 2 X tel que � i;j 6= 0 et  i;j = � i;j :

On d�enote par
tv ( X )

l'ensemble des transversales deX . 4

Remarquons que toute transversale a au moins une coordonn�ee d�e�nie,
et aucune coordonn�ee n'est �egale �a0.

On voit �a l'exemple suivant que tv (X ) peut être un ensemble in�ni :

Exemple 4.2.6 (Continuation de l'exemple 4.2.5) Soient

X 1 =
��

1B � 1B �

at

�
j t > 0

�
; X 2 =

��
1B � 1B �

at

�
j t > 0

�
:

L'ensemble des transversales pour les di��erences multiples associ�ees �a
l'�etat ( p; q; r) de T 3

1 est l'ensemble in�ni suivant :

tv ( Z ) = X 1 [ X 2 [
��

1B � 1B �

?

��
:

4

La transversale deT k+1 �G k+1 est l'attribution �a chaque �etat co-accessible
q de T k+1 du sous-ensemble de transversale minimales de tv (X (q)) selon un
ordre d'� inclusion � sur Hl :

� v  si, et seulement si,

 co•�ncide avec� dans toutes les coordonn�ees d�e�nies de� .

Par exemple, �
1B � 1B �

?

�
v

�
1B � 1B �

a

�
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Pour tout X � � l , on note

m(X ) = min(tv ( X ))

l'ensemble des transversales minimales de tv (X ) selon l'ordrev (si tv ( X ) =
? , on posem(X ) = ? ).

Il n'est pas vrai que l'ensemble des �el�ements minimaux d'un ensemble
quelconqueX est �ni. Par exemple, avec la notation de l'exemple 4.2.6 on a

min(X 1 [ X 2) = X 1 [ X 2:

On constante pourtant qu'il existe toujours un nombre �ni de di��erences
minimales danstv ( X ) :

Proposition 4.2.2 Pour tout X � � l , l'ensemblem(X ) est toujours �ni,
et de pluscard (m(X )) � 2l4 .

Exemple 4.2.7 (Continuation de l'exemple 4.2.6) L'ensemble tv (Z )
d�ecrit dans l'exemple 4.2.6 contient une seule transversale minimale :

m(Z) =
��

1B � 1B �

?

��
:

4

L'�enonc�e suivant, cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 4.2.1 et de la d�e�-
nition de transversale, est la caract�erisation �nie annonc�eedes transducteurs
qui r�ealisent une relation k-valu�ee. Dans cet �enonc�e on note pour chaque �etat
accessibleq de T k+1

m(q) = m(X (q)) :

Th �eor �eme 4.2.2 Un transducteur T est k-valu�e si, et seulement si, pour
tout �etat �nal et accessible q de T k+1 il existe au moins une di��erence par-
tielle  dansm(q) dont les coe�cients d�e�nis sont �egaux �a 1B � . �

Remarquons que la caract�erisation de la fonctionnalit�e deB�eal et. al est
coh�erente avec cet �enonc�e (cf. th�eor�eme 2.5.1).

On appellera l'ensemblem(q) la valeur de q. De fa�con coh�erente, on
appelleravaluation deT k+1 la famille des ces ensembles, ce qui est un autre



4.2 Appartenance �a Rat(k) (A � � B � ) 157

nom pour la transversale deT k+1 �G k+1 . Notre algorithme pour d�ecider si
T est k-valu�e, qui sera d�ecrit �a la section suivant, consiste �a construire cette
valuation puis v�eri�er, dans chaque �etat �nal de T k+1 , la condition �enonc�e
dans le th�eor�eme 4.2.2.

La preuve de la proposition 4.2.2 clôt cette section. On aura besoin d'une
caract�erisation des transversales minimales :

Lemme 4.2.1 Soit X � Hl . Une transversale 2 tv ( X ) appartient �a m(X )
si, et seulement si, pour tout(i; j ) 2 D l tel que i;j 6= ? il existe � 2 X tel
que(i; j ) est la seule coordonn�ee d�e�nie de� o�u � et  co•�ncident.

Preuve Supposons que appartient �a m(X ). Si (i; j ) �etait une coordonn�ee
qui contredit l'�enonc�e, alors la DM obtenue �a partir de  en rempla�cant la
valeur dans (i; j ) par ? serait une transversale pourX plus petite que .

R�eciproquement, si  2 tv ( X ) est tel que pour toute coordonn�ee d�e�nie
(i; j ) il existe une DM � 2 X qui ne co•�ncide avec que dans (i; j ), alors
toute DM dont la coordonn�ee (i; j ) n'est pas d�e�nie ne peut pas avoir une
coordonn�ee dont le coe�cient est commun avec� . Par cons�equent, aucune
DM plus petite que  ne peut être une transversale pourX . �

Preuve de la proposition 4.2.2 Le domaine d'une di��erence partielle
� 2 Hl est l'ensemble de coordonn�ees

dom� = f (i; j ) 2 D l j � i;j 6= ?g :

On va prouver

8 P � D l ; card (f � 2 m(X ) j dom� = Pg) � card (P)!2: (4.4)

Ceci �etabli la proposition avec une borne sup�erieure plus pr�ecise :

card (m(X )) � card (P (D l )) � card (D l )!2 � 2l ( l � 1)+2( l (l � 1)) 2
(4.5)

(d�es que card (D l ) � l (l � 1) et n! � 2n2
, pour tout entier positif n). La

preuve de (4.4) est par induction surd = card (P).

Pour d = 1, il vient de la d�e�nition de tv ( X ) qu'il existe au plus une
di��erence partielle dans tv ( X ) dont le domaine est un singleton.

Soit d > 1. Pour une coordonn�ee (i; j ) 2 P et un mot x 2 � n f 0g, soit

Y = f � 2 m(X ) j dom� = Pg; Y(i;j );x = f � 2 Y j � i;j = xg:
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On va montrer

8 (i; j ) 2 P; 8 x 2 � n f 0g; card
�
Y(i;j );x

�
�

�
(d � 1)!

� 2
: (4.6)

Avant de prouver (4.6), montrons la �n du pas d'induction. Soit S un
sous-ensemble maximal deY qui satisfait la propri�et�e suivante : pour tout
(k; l ) 2 P, les coe�cients dans cette coordonn�ee des di��erences partielles
dans S sont deux �a deux distincts. De la maximalit�e de S, on a que, pour
tout � 2 Y, il existe  2 S et (k; l ) 2 P tels que� k;l =  k;l . On a alors que

card (Y) � card (S) � d� card
�
Y(k;l );x

�

ce qui, par (4.6), est born�e par

card (S) � d�
�
(d � 1)!

� 2
:

On a aussi
card (S) � d:

En e�et, soit  2 X . Du fait que toute di��erence partielle dans Y est une
transversale pourX , et de la d�e�nition de S, on a que des di��erences partielles
distinctes dansS � intersectent �  en des coordonn�ees distinctes. Il existe
au plus d = card (P) coordonn�ees o�u cela peut se produire, donc au plusd
di��erences partielles dansS. On vient de conclure le pas d'induction.

Pour montrer (4.6), soit

Z = f � 2 X j � i;j 6= xg; W = f � 2 m(Z) j dom� = P � f (i; j )gg:

Par l'hypoth�ese d'induction on a

card (W) �
�
(d � 1)!

� 2
:

On va montrer que
card

�
Y(i;j );x

�
� card (W) :

Pour cela, on va montrer que pour tout 2 Y(i;j );x , la di��erence partielle  0

obtenue de en rempla�cant la valeur dans (i; j ) par ? appartient �a W. Donc,
 7!  0 est une bijection entreY(i;j );x et W, ce qui conclut la preuve.

D'abord, remarquons que

dom 0 = P � f (i; j )g :
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Ensuite, comme est une transversale pourX , pour toute di��erence partielle
� dans Z il existe une coordonn�ee o�u� et  co•�ncident. Comme i;j = x,
cette coordonn�ee est di��erente de (i; j ). Ainsi,  0 est une transversale pour
Z . Finalement, comme est minimal dans tv (X ), il vient du lemme 4.2.1
que pour toute coordonn�ee (i 0; j 0) 6= ( i; j ) telle que  i 0;j 0 6= ? , il existe � 2 X
tel que la seule coordonn�ee o�u et � co•�ncident est (i 0; j 0). De la d�e�nition
de Z , on a que� 2 Z , et encore par le lemme 4.2.1, on obtient 0 2 m(Z). �

4.2.4 Test e�ectif de la caract�erisation

On supposera �x�e dans cette section un ordre topologique dans le graphe
quotient de T k+1 sur ses composantes fortement connexes (CFC, pour faire
court).

Notre construction de la valuation deT k+1 est une cons�equence de deux
propri�et�es des ensembles de transversales minimalesm(q). On les appelle
stabilit�e et d�ependance. On va les �enoncer ci-dessous, et ensuite d�ecrire l'al-
gorithme. On donnera les preuves de chacune de ces propri�et�es apr�es la des-
cription de l'algorithme.

Stabilit�e

La premi�ere propri�et�e �etablit que, pour tout �etat acce ssibleq de T k+1 ,
l'ensemblem(q) est � stable � dans la composante fortement connexe deT k+1

qui contient q.

D�efinition 4.2.4 On dit qu'une di��erence multiple partiellement d�e�nie 
est stabledans un �etat q de T k+1 si pour tout cycle

q
f ju

���!
T k +1

q

on a
 � u = : 4

Proposition 4.2.3 Soit q un �etat accessible deT k+1 . Toute di��erence dans
m(q) est stable dansq.
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Le corollaire suivante d�ecoule directement de cette propri�et�e. Dans son
�enonc�e, on a �etendu l'action avance ou retard g�en�eralis�ee aux ensembles de
di��erences partielles, o�u l'�el�ement ? est consid�er�e comme un point �xe :

8 X � Hl 8 u 2 B � l X � u = f � � u j � 2 X g:

Corollaire 4.2.1 Si p et q sont deux �etats deT k+1 dans une même com-
posante fortement connexe, pour tout chemin

p
f ju

���!
T k +1

q

on a que
m(q) = m(p) � u: �

D�ependance

La seconde propri�et�e assure que la valeur d'un �etatq ne d�epend que des
valeurs des �etats qui pr�ec�edent et sont adjacents �a la CFCde q.

Pour l'�enoncer, on aura besoin d'une op�eration entre des ensembles de
di��erences partielles :

D�efinition 4.2.5 �Etant donn�es deux di��erences partielles � et  dans l'en-
semble partiellement ordonn�e Hl , on note � ___  leur majorant le plus petit,
qui existe si, et seulement si,� et  sont compatibles dans leurs coordonn�ees
d�e�nies. On d�e�nit aussi

8 X; Y � Hl X ___ Y = minf � ___  j � 2 X;  2 Y g: 4

Il est une cons�equence formelle de cette d�e�nition que l'op�eration ___ est
commutative et associative, et que siX et Y sont �nis, alors X ___ Y est �ni,
sa cardinalit�e �etant born�ee par le produit des cardinalit�es de X et Y

Pour tout X � Hk+1 et tout �etat q de T k+1 , on note

stq (X ) = f  2 X j  stable dansqg:
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Proposition 4.2.4 Soit q un �etat de T k+1 et C sa CFC. Soit I (C) l'en-
semble des transitions qui arrivent dansC �a partir d'autres CFC, c'est-�a-dire,

I (C) =
�

e : p
aju

���!
T k +1

r j p 62C; r 2 C
�

:

Pour chaquee : p
aju

���!
T k +1

r 2 I (C), �xons un chemin quelconquec : r
f jv

���!
T k +1

q

et posons
X e = st q (m(p) � (uv )) : (4.7)

On a
m(q) =

_

e2 I (C)
X e:

Algorithme

En se basant sur les propositions 4.2.3 et 4.2.4, on peut construire la
valuation de T k+1 comme suit.

L'algorithme commence avec la d�e�nition d'un �etat initia l � subliminal �

i ayant des transitions sortantes �etiquet�ees par 1B � qui se terminent dans les
�etats initiaux de T k+1 . La valeur initiale m(i) est l'ensemble des di��erences
partielles ayant exactement un coe�cient d�e�ni, qui est �egal �a 1B � .

L'algorithme construit la valuation avec un parcours des composantes
fortement connexes deT k+1 dans un ordre topologique �x�e.

Pour chaque composanteC, un �etat q est choisi. La construction de l'en-

sembleX e, pour chaquee : p
aju

���!
T k +1

r 2 I (C), est faite comme suit : d'abord,

le sous-ensemble dem(p) � u des di��erences stables dansC, soit X , est cal-
cul�e ; pour d�ecider si une di��erence dans m(p) � u est stable, un parcours de
C, avec l'application des sorties des transitions, est r�ealis�e. La fa�con dont ce
parcours est fait (en largeur ou en profondeur) n'est pas importante : l'algo-
rithme simplement visite une seule fois chaque transition deC, et v�eri�e si
la valeur construite dans l'extremit�e (avec l'application de la sortie de cette
transition �a la valeur de l'�etat d'o�u elle sort) n'est pas dist incte de la valeur
d�ej�a attribu�ee �a cet �etat (s'il a �et�e d�ej�a visit�e). O n a alors queX e = X � v
(o�u v est la sortie du chemin �x�e dans (4.7)). Ensuite, la valeur deq est
construite �a partir des ensemblesX e avec l'op�eration ___.
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D'apr�es le corollaire 4.2.1, il est possible de calculer �a partir de m(q) (la
valeur de l'�etat choisi q) la valeur des autres �etats dansC : on vient de
construire la valuation de cette composante.

Exemple 4.2.8 (Continuation de l'exemple 4.2.7) Une ex�ecution de
l'algorithme est illustr�ee sur la �gure 4.3. On y voit que la valeur de l'�etat
(p; q; r) est un singleton obtenu avec l'application de___ aux di��erences par-
tielles suivantes : �

1B � ?

?

�
et

�
? 1B �

?

�

Le r�esultat est �egal �a

m
�
(p; q; r)

�
=

��
1B � 1B �

?

��
:

4

Preuve de la proposition 4.2.3 (stabilit�e)

Supposons que 2 m(q) n'est pas stable dansq, c'est-�a-dire :

9 (i; j ) 2 D l ; 9 c : q
f ju

���!
T k +1

q tel que  i;j 6= ? et  i;j 6=  i;j � (u i ; u j ):

Comme  est minimal, il existe, par le lemme 4.2.1,� 2 X (q) tel que
(i; j ) est la seule coordonn�ee d�e�nie de� o�u  et � co•�ncident. Soit P l'en-
semble des coordonn�ees d�e�nies de� avec coe�cient di��erent de 0 et P0 � P
celles qui sont stables par rapport au cyclec, c'est-�a-dire (i 0; j 0) 2 P0 si, et
seulement si,� i 0;j 0 = � i 0;j 0 � (u i 0; u j 0). On va �etablir qu'il existe un entier r
tel que les di��erences partielles� � u r et  n'admettent pas de coordonn�ee
dont les coe�cients sont d�e�nis et �egaux. Ceci contredit le fait que  est une
transversale pourX (q), d�es que � � u r 2 X (q).

Comme les coe�cients de� dans les coordonn�ees dansP nP0 ne sont pas
stables dansc, il vient du lemme 3.2.2 qu'il existe un entierr tel que

� = � � u r satisfait 8 (i 0; j 0) 2 P n P0;  i 0;j 0 6= � i 0;j 0:

On a aussi
8 (i 0; j 0) 2 P0;  i 0;j 0 6= � i 0;j 0:
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