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Introduction

L'aéroacoustique étudie le bruit d'origine aérodynamiquet a connu un fort développement depuis la
deuxiéme moitié du XX™® siécle. Dans le cadre de la réduction des nuisances sonotesabords des
aéroports, les avionneurs s'e orcent de diminuer le bruitek avions. Les deux composantes principales
de ce bruit sont le bruit aérodynamique di au bruit de celluléairframe noise en anglais) et le bruit des
moteurs. En phase de décollage, le bruit des réacteurs domie bruit de cellule, tandis qu'en phase
d'atterrissage les deux composantes sont quasiment égal@s nombreux auteurs se sont intéressés au
bruit de cellule et plus particulierement au bruit de pro |. Quand on parle de pro |, on pense aussi bien
aux pro Is simples qu'aux pro Is complets avec volets hypeaustentateurs. Mais il faut bien admettre
que l'analyse du bruit généré par un pro | complet est d'uneien plus grande complexité que I'analyse
d'un prol dit académique seul. En e et, l'analyse d'un pr ol complet nécessite de prendre en
compte la présence de multiples pro Is et des nombreusesardctions uide/structure. Ainsi, I'étude
des mécanismes de génération sonore a surtout été e ectuéen@riquement et expérimentalement
sur des pro Is simples.

Le bruit de pro | d'origine aérodynamique se divise en deuxrgndes composantes : le bruit de bord
d'attaque et le bruit de bord de fuite. Le bruit de bord de fuie peut étre di a plusieurs mécanismes :
la diraction des structures turbulentes contenues dans gcouches limites par le bord de fuite, la
présence d'une allée tourbillonnaire dans le sillage, listence d'un décollement de la couche limite qui
s'accompagne d'un lacher de structures tourbillonnaireg & génération d'une allée tourbillonnaire
pour un bord de fuite tronqué. Chacun de ses mécanismes va denau spectre de pression acoustique
des caractéristiques propres. Par exemple, la diractionas$ structures turbulentes par un bord de
fuite produit une composante large bande. Une allée tourlmhnaire force I'apparition d'un mode
discret dans le spectre de pression. Un pro | placé dans unoétement amont uniforme engendre
uniquement du bruit de bord de fuite. Par contre, lorsqu'il st placé dans un écoulement turbulent,
du bruit de bord d'attaque est généré. Ce bruit est di a l'inteaction des structures turbulentes avec
le prol. Les bruits de bord d'attaque et de fuite peuvent se pduire en méme temps, dans ce cas
l'intensité du bruit de bord d'attaque est supérieure.

L'étude du bruit de pro | a été menée a I'aide de campagnes egpmentales de mesures ou par simula-
tions numériques. Les campagnes expérimentales aéroatiquss di érent des campagnes purement
aérodynamiques par le fait que la grandeur a mesurer, en koerence les uctuations de pression,
est de faible amplitude. Ainsi, les moyens expérimentaux aattre en oeuvre sont lourds pour que le
champ acoustique rayonné par le pro | ne soit pas masqué par bruit de fond ou de fonctionnement
de la sou erie. On comprend mieux pourquoi les bases de doregexpérimentales aéroacoustiques
sont si rares. On peut tout de méme citer les travaux de Brooks Hodgson [24] en 1981 qui ont réalisé
des mesures au sein de la sou erie anéchoique du NASA LangRgsearch Center. Plus récemment,
Lee et Kang [111] et Sagradet al. [147] ont caractérisé les champs aérodynamique et acouséq
autour d'un pro | académique.

En ce qui concerne les simulations numériques du bruit de praleux stratégies de calculs sont cou-
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ramment utilisées en CAA Computational AeroAcousticy. La premiere stratégie consiste a réaliser
un calcul direct ou DNC (Direct Noise Computation en anglais) et ainsi a obtenir lors d'un méme
calcul les champs aérodynamique et acoustique. La deuxiestiatégie consiste a utiliser une méthode
hybride, c'est-a-dire a réaliser un calcul aérodynamiqueuis a obtenir le champ acoustique par une
méthode analogique par exemple. Les méthodes hybrides ste$ méthodes largement utilisées par la
communauté CAA. Le principal intérét est qu'elles ne nécatant pas le développement de nouvelles
méthodes numériques et permettent la réutilisation des ced CFD (Computational Fluid Dynamic9
déja existants. Les analogies acoustiques sont basées sarttavaux de Lighthill [116, 117]. Une ré-
écriture astucieuse des équations de Navier-Stokes perrdetfaire apparaitre dans I'un des membres
une équation de propagation, tandis que l'autre membre corage ce que I'on appelle les termes
sources. Les termes sources sont évalués par le code CFDagtalogie fournit le champ acoustique
rayonné. Toute la di culté d'une analogie réside dans I'évluation des termes sources, la délimitation
spatiale des sources au sein de I'écoulement et les e ets dentature numérique aux frontieres de ces
zones. Les travaux de Curle [37] sont une extension de la thiéagénérale de Lighthill et ont permis
de prendre en compte I'in uence de parois solides. L'e et dmouvement des surfaces a été étudié
par Ffowcs Williams et Hawkings [55].

Intéressons nous plus particulierement au calcul directl présente I'avantage de pouvoir étudier les
mécanismes de génération sonore puisque nous disposonsedsdmble des données aérodynamique
et acoustique. L'une des principales limitations de la DNCrpvient de la grande disparité d'échelles
entre les nes échelles de la turbulence et la longueur d'omdiu champ acoustique. Cette grande
disparité d'échelles impose de nombreuses contraintes $imaillage de calcul, celui-ci devant étre
capable de capter a la fois les structures turbulentes et laamp acoustique. Le maillage doit aussi
s'étendre sur plusieurs cordes a n d'inclure plus d'une lgueur d'onde du champ acoustique. Ainsi
les maillages nécessaires pour réaliser des DNC comportgéhéralement un trés grand nombre de
points. Les DNC actuelles comportent entrd0 10° et 200 1C° points. De plus, la DNC d'un écou-
lement autour d'un pro | 3D requiert des ressources de caltsiqui s'approchent des limites actuelles
des supercalculateurs. Le développement des plateformesadlcul massivement multi paralléles est
aujourd'hui I'une des alternatives explorées pour la réalation de tres gros calculs. A n de répondre
a un besoin croissant en moyen de calcul de la part des utilisars, I'lDRIS (Institut du Développe-
ment et des Ressources en Informatique Scienti que) vientatquérir en 2008 une machine 40 960
c+urs. La DNC nécessite aussi le développement de méthodesn@riques d'ordre élevé. En e et,
le niveau du champ acoustique est de plusieurs ordres inén aux uctuations aérodynamiques.
Les méthodes numériques doivent étre propres, c'est-abk minimiser les erreurs de dispersion
et de dissipation. Tam et Webb [180] ont été les premiers a miduire la notion de schéma DRP
(Dispersion Relation Preserving. Cette méthode consiste a calculer les coe cients des schas aux

di érences nies non pas en utilisant des développements esgrie de Taylor, mais en minimisant
une erreur dans l'espace des nombres d'onde. L'utilisatiate tels schémas présente de nombreux
avantages. Tout d'abord, ils sont adaptés a la propagationed ondes acoustiques. Ensuite un schéma
DRP sur 2N +1 points a le méme codt de calcul qu'un schéma standard d'ord2®&l . En n, du fait

du caractere élevé du schéma, on peut déra ner légerementieaillage de calcul tout en conservant
une bonne résolution spatiale. Au lieu d'avoir recours auxlsémas DRP, on peut aussi utiliser des
schémas compacts [112] qui vont permettre de réduire le stérdu schéma. L'utilisation de schémas
d'ordre élevé n'est pas l'unique solution permettant de ppmger une onde. Une méthode numérique
d'ordre 2 couplée a une intégration temporelle du premier de peut étre utilisée pour propager une
onde acoustique a condition de discrétiser cette onde par grand nombre de points. Cette méthode
sera moins cher par itération, mais étant donné que le maija de calcul comptera beaucoup plus
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de points, elle coltera plus chére au nal que l'utilisatiord'un schéma DRP. Le développement de
schémas numeériques de discrétisation spatiale doit aussiccompagner d'un avancement temporel
qui présente des propriétés de faibles dissipation et dispien.

En dépit de toutes les limitations inhérentes a la DNC, elle &té appliquée avec succes dans de nom-
breux champs d'applications. Gloerfelt et Lafon ont calcél le bruit généré par un diaphragme [70].
Bogey et Bailly [15] et Freund [57] se sont intéressés au ldrde jet. Le bruit rayonné par des cavités
ouvertes a été étudié par Gloerfelt [68] et Larchevéqe¢al. [108]. Colonius et Lele [35] ont e ectué en
2004 une revue de lI'ensemble de la CAA qui présente un largeipbde méthodes numériques couram-
ment usitées ainsi que leurs domaines d'application. Un néme croissant d'auteurs se sont intéressés
au bruit de pro I, que ce soit en 2-D [176, 80, 45, 109, 150] on 8-D [124, 189, 53, 181, 128, 149, 110].
L'ensemble de ces auteurs ont mis en oeuvre des méthodes idds ou ont e ectué des calculs directs.

Objectif de la these

L'objectif de cette thése est de développer un outil 3D d'ahgse des mécanismes de génération de
bruit pour des troncons d'aile placés dans des écoulementgrand nombre de Reynolds. Cette thése
s'inscrit dans le prolongement des travaux de Xavier Gloeitt [67, 68], qui a appliqué la DNC dans de
nombreuses con gurations cartésiennes. La réalisation @NC autour de géométries plus complexes,
telles que des pro Is d'ailes, nécessite le passage du codeésien en curviligne. Des véri cations
sont a e ectuer a n d'assurer que ce passage en curviligne dégrade pas la qualité de l'algorithme
numeérique. L'utilisation d'un tel code de calcul ne se limé& pas au seul traitement d'écoulements
autour de pro Is, mais permet aussi de traiter tout type de gémétrie arrondie. Nous avons décidé
d'utiliser des méthodes numeériques similaires a celles egsen oeuvre par Xavier Gloerfelt. De plus,
la réalisation de simulations numériques aéroacoustiquagtour de pro Is d'aile a haut nombre de
Reynolds nécessite le développement d'une stratégie de ahfwermettant de diminuer le nombre de
points et donc le codt CPU. Ce travail fait aussi lI'objet d'ure collaboration avec TONERA dans le
cadre d'un projet SESAME nancé par la région lle-de-FranceCette collaboration nous permet de
disposer d'une base de données expérimentale indispensablla validation des simulations numé-
riques. A travers ce programme expérimental, 'ONERA avait pur but de constituer une base de
données aéroacoustique complete pour permettre la validat de ses stratégies de calcul.

Organisation du mémoire

Le mémoire comporte deux grandes parties : d'une part, le ddgppement de méthodes numériques
pour l'aéroacoustique ; d'autre part, des simulations du it généré par I'écoulement autour d'un
pro I. 1l suit le plan suivant.

Dans un premier chapitre, nous détaillons le passage du camgtésien en curviligne ainsi que les mé-
thodes numériques mises en oeuvre pour résoudre les équestide Navier-Stokes. Le développement
de ces méthodes numeériques s'accompagne de cas tests aicuest et visqueux a n de les valider.
Ces cas tests mettent aussi en évidence la précision des tsmhg numeériques obtenues par rapport
aux solutions analytiques ou de référence.

Le bruit de bord d'attaque généré par une interaction gust/afoil est détaillé dans le deuxieme cha-
pitre. L'existence de nombreuses références bibliograghes sur ce probleme nous permet d'e ectuer
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des comparaisons nes. Ce chapitre constitue le premier dgaatre chapitres dévolu a I'étude du
bruit de pro I.

La mise en place d'une stratégie multi échelles multi pas derhps permettant de réduire le colt des
simulations numériques est ensuite expliquée dans un tri@isie chapitre. Cette stratégie est inspirée
des travaux de Tam et Kurbatskii [177] et est ici étendue en niige curviligne. Nous nous attardons
plus spéciquement sur le traitement des interfaces entree$ di érents blocs an de conserver la
notion d'ordre élevé de l'algorithme de calcul. La faisalié de la méthode multi échelles multi pas
de temps est véri ée au travers de plusieurs cas tests.

Le calcul du bruit de bord de fuite généré par un prol NACAOO2 a faible nombre de Reynolds
(5 000 est traité dans le chapitre quatre a l'aide de la méthode miuiléchelles multi pas de temps
décrite dans le chapitre trois. Cette simulation permet a léois de montrer l'intérét de cette méthode
numeérique et de réaliser notre premier cas de bruit de bord daite. Une analyse détaillée de l'e et
de lI'angle d'attaque du pro | sur les champs aérodynamiquet @coustique est réalisée.

Parmi les mécanismes de génération de bruit, le mécanismelutait tonal peut se rencontrer dans
des con gurations avec des nombres de Reynolds modérés. Laégation de bruit tonal par un pro |
NACA0012 a Reynolds2 10 est étudiée dans le chapitre cing. Une discussion sur les ditions
nécessaires a la présence du bruit tonal est réalisée. Cepifna contient aussi une étude numérique
3D de l'in uence du con nement expérimental, créé par les pais d'une sou erie, sur les champs
aérodynamique et acoustique autour d'un pro | NACA0018 a Reylds 1.6 1C.

Le sixieme et dernier chapitre du mémoire est consacré au e bord de fuite d'un pro | NACA0012
tronqué a grand nombre de Reynold2(32 1(P). A n de mener cette simulation, la méthode multi
échelles multi pas de temps est utilisée. Une comparaisorsdésultats des simulations des grandes
échelles est e ectuée avec la base de données expérimerEXdAVAC.



Chapitre 1

Methodes numeériques d'ordre élevé pour la
simulation en aéroacoustique

Dans cette thése, nous avons décidé de réaliser des calcubsctk c'est a dire d'obtenir lors d'un méme

calcul les champs aérodynamique et acoustique. L'obtentia'un champ acoustique propre impose
l'utilisation de méthodes numériques spéci ques. En e etdans la plupart des con gurations que

nous allons étudier, les uctuations du champ acoustique sbde un a plusieurs ordres inférieures aux
uctuations de pression aérodynamique. A n de ne pas dissgp ces faibles uctuations de pression,
la méthode numérique employée doit étre faiblement dissipse. Elle doit aussi étre capable de

propager le champ acoustique en champ lointain sans distians. Les simulations aéroacoustiques
directes nécessitent donc des schémas spatiaux et temp®falblement dissipatifs et dispersifs. Nous
présenterons dans ce chapitre I'ensemble des méthodes niigués que nous utiliserons par la suite
pour étudier le bruit de pro |. Ce chapitre contient aussi uncertain nombre de cas tests qui permettent
de valider les di érents choix numériques e ectués.

1.1 Equations résolues

Les équations de Navier-Stokes en formulation conservaipour un maillage cartésien(x;y;z)
s'écrivent? :

@+@+@+@—0

@t @x @y @z (1.1)

avec :
U=(;uv,w E )T
F=F. F +g
G=G, G +g

H=He H +gq

ou l'indice e correspond a la partie Euler et l'indice a la partie visqueuse des ux.g, ¢, et ¢,
correspondent aux trois composantes du ux de chaleur dées parqg = (c,= )(@T=@ ou
est la viscosite dynamique moléculaire, est le nombre de Prandtl etc, le coe cient de chaleur

YTout au long du manuscrit, le repére cartésien sera noté indéremment (x;y;z) ou (X1; X2; X3), par souci de clarté
ou de commodité. De méme, le vecteur vitesse pourra étre not@; v; w) ou (ug; Uz; uz)

13
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spéci que a pression constante. Les ux convectif6e; Ge et He et les ux visqueux F ;G etH
sont donnés par les expressions suivantes :

0 1 0 1
u 0
u?+p o
Fo = uv F = Xy
uw 2
(E + pu Uxx TVt Wy
0 1 0 1
\Y; 0
uv Xy
Ge = VZ+p G = oy (1.2)
VW yz
(E +pyv Ux ¥ Vy+t Wy,
0 1 0 1
w 0
uw 2
He = VW H = yz
w2+ p 22
(E +pw Uxz+Vyz+ W

, p, U;v et w étant respectivement la masse volumique, la pression et lsmmposantes horizontale,
verticale et transversale de la vitessd représente I'énergie interne totale dé nie par :

E=pa( 1) ]+(u+ v+ w)=2;
le systeme étant fermé par I'équation des gaz parfaits :
p=rT;

ou T représente la température et la constante des gaz parfaits. Les composantes du tenseus de
déformations sont celles d'un uide newtonien :

. @Qu _@p 2 @
! @;( @x 3" @x

La viscosité dynamique est déterminée a partir de la loi de Berland.

1.2 Schémas de discrétisation spatiale

Pour I'évaluation des dérivées spatiales qui interviennedans les équations, on a besoin de schémas
trés précis qui minimisent la dispersion (erreur de phase) ka dissipation (erreur d'amplitude) des
ondes acoustiques a n de préserver leur nature durant la gragation. On utilise généralement des
di érences nies centrées d'ordre élevé qui sont par consiction non dissipatives. L'utilisation de
telles dérivées permet d'obtenir une erreur de discrétisah tres faible. Ces schémas sont optimisés
dans l'espace de Fourier : on minimise l'erreur sur une lar@pande de nombres d'onde a n d'utiliser
au mieux la discrétisation (c'est-a-dire le maillage) chsi.

L'objectif est de maitriser la limite de résolvabilité du médlage a n de connaitre la coupure entre les
nombres d'onde résolus et non résolus.
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1.2.1 Diérences nies standards sur 2N +1 points d'ordre 2N

Une dérivée spatiale@ f=@#rst approximée par :

@f 1 X . 1 X . . .

@>g><o)= — aff (xot] x)NI= —  alf(xotj x) f(xo j Xx)] ou &= a; (1.3)
X2 X

j=1

On annule les termes du développement de Taylor dejusqu'a l'ordre  x?N ! inclus :

for i 0= 100+ ] 0 G+ %00y + LV poge 4 €004

4!
. ) . 3 :
f(xo J X)="f(xo) J xfYxo)+ { 27() f %xo) { 37() f%%o) + { 4X) f @ (xo) + 12
d'ou
X i j 5 (77
Ofiy= 2" a4 2 xt %o+ 3 10%g)+ 3= X hor(xg) s A X0y
@ X o 7!
8
X
Za; = 1
j=1
X -,
17 =0 _
j=1 N relations ! ordre 2N
j2N laj =0

j=1
Analyse dans l'espace de Fourier

En e ectuant la transformée de Fourier de (1.3), on dé nit unnombre d'onde e ectif du schéma aux

di érences nies k” :
. X
ki x=2 g sin(jk  x)
j=1

L'erreur de dispersion est donnée pgk® x k Xj= . Le nombre d'onde e ectif des schémas stan-
dards est tracé sur la gure 1.1 ainsi que l'erreur de dispeos.

1.2.2 Schémas optimisés

La résolution est soignée pour minimiser une erreur de digsp®n plutdt que maximiser un ordre au
sens des séries de Taylor. Ce type d'optimisation est app&&P (Dispersion Relation Preserving
et a été introduit par Tam & Webb (1993) [180]. Ainsi, on cheflte & minimiser l'erreur :

Z In(k x)n
- . @E
E = jk* x  k xjd(In(k x)) ! — =0
In(k ) @n
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0

p , , : v 10
I” 1
s VL
3p/al /, 910
x ”’ S 10_2 3
g 2 L
> L
A 10
X
p/af —104
0 10°
0 p/4 p/2 3p/4 p p/16 p/8 p/4 p/2 p
kD x kDx

Fig. 1.1 Caractéristiques des schémas dans I'espace des nombres d'ondegaAiche, on trace le nombre
d'onde e ectif des schémas standards d'ordre 2+—), 4 ( ), 6 ( ), 8 ( ), 10 ( ) en fonction de
k x. La relation exacte est fournie par la droite en pointillés. A droite, I'erreur de discrétisation du schéma
aux di érences nies est représentée avec une échelle logarithmique

ou il faut choisir les 2 limites(k x), et (k Xx),. Pour créer un schéma optimisé su2N + 1 points
d'ordre 2M (M < N ), on vérie les M relations annulant les termes du développement de Taylor
jusqu'a x®M 1 puis on ajouteM N relations @E=@& 0 pourj =1 aM N an d'obtenir un
systeme deN équations aN inconnuess .

X X
Schéma optimisé sur 11 points a l'ordre 4 On résout le systeme 2ja; = 1 ; % =
j=1 j=1
@E @E @E . .
;— =0;—=—=0; —=—=0avec(k x);= =16et (k X), = =2. Les coe cients sont donnés
@2 @a a (k x) (k' X)n

dans Bogey et Bailly [18].

L'optimisation du schéma est clairement visible sur la gue 1.2, ou l'erreur de dispersion du schéma
optimisé sur 11 points est nettement inférieure a celle sunggna standard d'ordre 10 pour des valeurs
dek x comprises entre=4et =2

1.3 Filtrage sélectif

Les oscillations maille a maille (1 point sur 2 soik x = ) ne sont pas résolues par les di érences
nies centrées. Ces oscillations "parasites" peuvent apgtre au niveau des conditions aux limites,
lorsqu'il existe des forts gradients ou des discontinuitést risquent de contaminer la solution. On
introduit un Itrage sélectif centré (non dispersif) pour dssiper ces hautes fréquences sans a ecter
la solution physique :

’ X
f " (xo) = f (xo) oDi(Xo) avec 0 4 1 et Dj(xg)= dif (Xo+j Xx)
i= N
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p Rz 10
I’ 1
s VL
3p/a} /, E_10
x = S 10_2 1
g pl2f ¥ 4
'Y L
A 10
[4f 1 =
p 10 L
0 10'5 /\
0 p/4 p/2 3p/4 p p/16 p/8 p/4 p/2 p
kD x kDx

Fig. 1.2 Caractéristiques des schémas dans I'espace des nombres d'ondegaAiche, on trace le nombre
d'onde e ectif des schémas standard d'ordre 10— et optimisé d'ordre 4 sur 11 points (——) en fonction
dek x. Larelation exacte est fournie par la droite en pointillés. A droite, I'erreur de discrétisation du schéma

aux di érences nies est représentée avec une échelle logarithmique

La fonction d'amortissement du ltre centré est :
X
Di(k X)=do+ 2d; cos (k  x)

j=1

1.3.1 Filtres standards sur 2N +1 points d'ordre 2N

On annule les termes du développement de Taylor jusqu'ax®N * inclus

Xy
Dt (Xo) = dof (x0) + di[f(xo+] X))+ f(Xo | X)]
i=1

P4 x4 (6 (6
= dof (xo)+  d 2f (xo)+ | x*F %xo) + 2 4|X f @ (xo) + < 6Ix f©(xo) + i

j=1

8 X
do +2 dg=0 Dans l'espace de Fourier,
j=1
W X
. i’2d = 0 Dk(0) =0 ) dot2 d =0
soit 176, ; i
j=1 N relations + =1
; Di()=1 ) do+2 ( 1Yg =1
X =1
. J 2N ZdJ = 0
j=1

Les fonctions d'amortissements des ltres standards sontacées sur la gure 1.3.
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: : 10
0 p/4 p/2 3p/4 p p/16 p/8 p/4 p/2 p
kDx kDx

Fig. 1.3 Caractéristiques des ltres sélectifs dans I'espace des nombres dim A gauche, on trace la
fonction de transfert des lItres standards d'ordre 2 (—), 4 (——), 6 (——), 8 ( ), 10 (——) en
fonction de k x. A droite, I'erreur de dissipation du ltre est représentée avec une éhelle logarithmique.

1.3.2 Filtres optimisés

On choisit de minimiser l'erreur de dissipation :

Z In( = 2)
E = Dy (k x) d(n(k x))

In( = 16)

Les coe cients du lItre optimisé sur 11 points sont donnés das Bogey et Bailly [18]. Le présent lItre
est comparé avec le Itre standard d'ordre 10 sur la gure 1.40n remarque que pour des valeurs de
k x proche de =2, I'erreur de dissipation du lItre est bien moindre pour le ltre optimisé. Cependant
l'optimisation du Itre augmente Iégérement le niveau de disipation pour les faibles nombres d'onde.

1 \ \ \ 10°
,/
4 . ’
/ 100t ’
’ ’
0.75¢ / 1 ,’
{ 2 /
/ 10
' ,I/
= ! = ’
£ os} ' \é, 16°F K
o 'I o’ //
/ .
[ 104
’
0.251 ,'
! 10°
// /
7z ’
-’ . 6 !
0 = . 10 . Vi . .
0 pl4 p/2 3p/4 p p/16 p/8 pl4 p/2 p
kD x kDx

Fig. 1.4 Caractéristiques des ltres sélectifs dans I'espace des nombres dim A gauche, on trace la
fonction de transfert du ltre optimisé sur 11 points Bogey et Bailly [18] (—) et du ltre standard d'ordre
10 (- — —). A droite, l'erreur de dissipation du Itre est représentée avec uneéchelle logarithmique.
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1.4 Schémas d'avancement temporel

Il faut disposer d'un algorithme d'intégration temporelleminimisant les erreurs de dispersion et de
dissipation et qui posséde une plage de résolution fréquietie compatible avec celle des schémas
spatiaux. Dans cette these, nous n‘avons mis en oeuvre ques dehémas d'avancement temporel
explicites.

1.4.1 Ciriteres de stabilité

Comme pour toute méthode explicite, I'étude de stabilité dd'algorithme impose que le pas de
temps t verie trois types de critéres : le premier lié aux termes caectifs est le critere de

Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), le deuxieme et le troisiéra liés au termes visqueux et aux termes
de conduction-di usion correspondent au critére de Fourre

1.41.1 Critéere CFL

Cette condition de stabilité impose que la distance parcoue pendant le temps t par une pertur-
bation se propageant a la vitessg; ¢ soit en principe inférieure a la distance entre deux pointsud
maillage [82]. En coordonnées cartésiennes, le criterecgtédonc :

CFL= t max juj+ ¢

i Xi

1.4.1.2 Critére visqueux

De la méme facon, il faut respecter un critere de discrétisan spatio-temporelle pour les ux visqueux
pour assurer la convergence de l'algorithme. Il s'écrit :

Cii = t max ——— 2
visqueux . X X;

On peut faire deux remarques. D'abord, en pratique, c'est leritere CFL qui sera toujours le plus
restrictif. Par exemple, pour un( X;)min de 10 ® m et un nombre de Mach de 0.5, et un nombre de
CFL de 1, le critere CFL impose t 1:93 10 ° s alors que la condition de stabilité visqueuse
nécessite t 1:33 10 ’ s. Ensuite, on constate que le pas de temps, imposé par la phetite
maille, sera toujours treés faible, ce qui est un des principa inconvénients des méthodes explicites
que l'on utilise.

1.4.2 Schémas de Runge-Kutta

Souvent, on utilise une méthode de Runge-Kutta a sous-étapes d'ordre élevé et/ou optimisée. Sa
forme générale, pour intégrer I'équatiof@ =@t F(U;t), s'écrit :
!
XP _ _ X1 .
umt=uU"+ t DbK' avec K'=F U"+ gKit"+¢g t
i=1 i=1
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P, . . . . .
oucg = 1':11 a;j pouri =1;::p. L'analyse permettant de déterminer les coe cients pour geindre
un ordre donné repose de nouveau sur le développement de dayle U :

X g
UMt =u@"+ t)=U"+ tFU"Nt")+ —tlF(” DUt
n=2 n:
avec @ @ @
FOWUMN) = = — —
Wi e, @, e,

1.4.2.1 Schémas de Runge-Kutta standards
Le plus célébre est celui d'ordre 4 proposé par Runge (1895)Kettta (1901) :

0] o0
12 | 1/2
G | 8 12 0 12
b 110 o0 1
176 1/3 13 1/6

La détermination de I'ordre conditionne en partie sa staklite. On montre en e et a partir de I'analyse
de Fourier du probléme®. + c& ou U = O &k, que le facteur d'ampli cation g s'écrit :

@t @&
() n+1 xXP '
g= =1+ iz avec z= kc t
On
Pourp 6:
X X X
1= b 3= ha; g 5= baj ajk ax G
X X X
2= bc 4= hay ay o 6= b a; &y ax am Cm

Le facteur d'ampli cation exact est :

O = iz — 1+ iz+ %(iZ)Z‘l' :_GL(iZ)3+ 2—14(iZ)4+ e

1.4.2.2 Schémas de Runge-Kutta linéaires a stockage réduit

Pour obtenir des schémas nécessitant peu de stockage, onasgi, =1 eth =0 pouri =1;:;p 1
[88]. Les seuls; non nuls sont lesa;; ;. Le schéma s'écrit :

U™ =U"+RhKP avec K'= tF U"+ ; K' Lt"+ ¢ t

en posant | = a; 1 et o=0.Pourun opérateur linéaire,
n
Kl= t@J
ot
n n Un
K2= tF U"+ , t@J t@J + t2@
ot @t @1
. o1 !
. X Y S @Ln
@it

j=1  I=i j+1
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Le schéma se développe en :

n+l _ n X ¥ j @Un p ; — (i i ;
U =U"+ | t 0 +0o( th) soit 4 =(1 =N T12f1:0pg
j=1  1=p j+1 @

A l'ordre 4, on obtient le tableau de coe cients suivant :

oo
L 1/4 | 1/4
G | 8 13| 0 13
b 172 0 0 12
0 0 o0 1

Ce schéma est d'ordre 4 en linéaire et 2 en non linéaire.

1.4.2.3 Schémas de Runge-Kutta optimisés

Le facteur d'ampli cation e ectif du schéma s'écrit :
| |
() n+1 xP Y ' _ _ P '
g(' t) = L/)n =1+ I ( i! t)J et i = I

j=1 I=p j+1 I=p j+1

En choisissant I'optimisation de Hu, Hussaini & Manthey [88 on minimise

Z Z XP 2

jg gj?d(! t)= 1+ i t) e Uod(l t) et =(! t)max
0 0 j=1

Avec l'optimisation de Bogey & Bailly [18], on minimise

Z in(=2) Z in(=2)
(L J o vHdinCt 1)+ grt tog=)dinCt 1)

In( = 16) In( = 16)

avec les contraintes :
1jg>0 et @n(l jg)=@a@n( 1) 5

On s'intéresse au rapporg=g = re " et I'on trace le taux d'ampli cation r et I'erreur de phase .
On dé nit 2 critéres pour les erreurs d'amplitude et de phasele premier criterel j gj<5 104
nous donneT,= t et le deuxiéme critérg! t ! tj= < 5 10 * nous donneT,= t. Le tableau 1.1
nous fournit les valeurs de ces deux criteres pour le schéneRiunge Kutta d'ordre 4 et les schémas
de Bogey et Bailly [18]. Ces derniers sont plus précis et meilispersifs que le schéma de Runge
Kutta d'ordre 4. On remarque aussi sur la gure 1.5 que le sché de Huet al. [88] & 6 sous-étapes
est instable trés rapidement lorsqué t augmente. Les schémas de Bogey et Bailly [18] o rent le
meilleur compromis précision / stabilité. Nous utiliseron par la suite le schéma de Bogey et Bailly
[18] avecp =6.
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schéma pTa= t pT,=t

RK ordre 4 (p=4) 38.6 33.6
Bogey & Bailly p=5 21.4 22.2
Bogey & Bailly p=6 19.8 24.6

Tab. 1.1 Comparaison des critéres de précision et de stabilité.

1.25 10
1 10}
[a .
_0.75 $10°}
o) % .
0.5 010"}
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0.25 10 ¢
0 10°
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= 8107 ¢
=
0 510°]
] ]
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0 p/2 2p/3 p 4p/3 p/16 p/8 p/4 p/2 p
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Fig. 1.5 Caractéristiques des schémas de Runge-Kutta. En haut, taux drapli cation r et en bas erreur de
phase' . A gauche, échelle linéaire et a droite échelle logarithmigue. Runge-Hta standard d'ordre 4 (—),
Runge-Kutta de Hu et al. [88] pourp =5 ( etp=6 ( ), Runge-Kutta de Bogey et Bailly [18]

pourp=5(—)etp=6 (- - -).

1.4.3 Méthodes linéaires multi niveaux

Dans le cas des schémas de Runge Kutta, I'ordre élevé est ohten augmentant le nombre de sous
étapes de l'algorithme. Mais l'ordre élevé peut aussi étrdt@nu en utilisant les données des pas de
temps antérieurs an. Ces méethodes s'appelles les méthodes linéaires multi @ivg ou schémas LMM
en anglais (Linear Multistep Method). La formule générale'dne méthode LMM a(p+ 1) niveaux

est:
G e |
aU"i+h pf U"l =0; (1.4)

i= 1 =1
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ou g et b sont des coe cients eth est le pas d'avancement. Généralement, on choisit, = 1.
Les méthodes explicites sont obtenues en choisissant = 0. Pour toutes les autres valeurs dé 1,
l'algorithme est implicite. 1l existe deux grandes famille de schémas LMM : les schémas BDF (Ba-
ckward Di erentiation Formula) et les schémas d'Adams-Molion ou Adams-Bashforth. La version
implicite des schémas BDF est souvent appelée schémas derGeas schémas d'Adams-Moulton
constituent la version implicite de la deuxiéme classe dehg&mnas. Nous allons maintenant détailler
les schémas BDF et d'Adams-Bashforth explicites. Nous noastarderons plus longuement sur les
schémas d'Adams-Bashforth car ces schémas sont utilisésislda méthode multi échelles multi pas
de temps qui sera présentée dans le chapitre 3.

1.4.3.1 Schémas BDF explicites

Les schémas BDF explicites sont peu usités. lls ont été inttoits par Karniadakis et al. [99] en
1991 a n d'obtenir un avancement semi implicite pour la rédation des équations de Navier-Stokes
incompressibles. Les coe cients des versions semi imples sont donnés dans les références [105] et
[90]. Les schémas BDF explicites peuvent s'écrire de la fa¢guivante :

xXp xXp nj

unt = aU" !l + t b %t ; (1.5)

j=0 j=0
Les coe cients des schémas de Gear et des schémas BDF sontrdendans [90]. Ce papier comprend
aussi une analyse de stabilité de ces di érents schémas es demparaisons avec un schéma de Runge
Kutta d'ordre 4. On peut aussi citer les travaux de Britz [23]qui a étudié la stabilité des schémas BDF
en fonction du nombre de niveaux pour I'équation d'advectiolinéaire scalaire. Nous ne détaillerons
pas plus les schémas BDF, étant donné que nous ne les utiliser que pour un cas test d'advection
d'un paquet d'onde (cf. Y1.4.4.2), an des les comparer aughg@mas d'Adams-Bashforth.

1.4.3.2 Schémas d'Adams-Bashforth standards

Les schémas d'Adams-Bashforth font partie des schémas LMMs®nt obtenus en imposanig; = 0
et b ; = 0 dans I'équation (1.4). L'intégration de I'équation@ =@t F(U) peut s'écrire de facon
générale :

xP nj

umt=u"+ t p @ (1.6)

- @t

j=0
ou (p+1) correspond au nombre de niveaux. A n d'assurer la consistae du schéma numérique, les
coe cients sont choisis de maniére a ce que I'équation (1.8pit satisfaite jusqu'a un certain ordre
guand les deux membres de I'équation sont développés enesde Taylor :

. @ X (pau
n+l _ n

U et ket
nj — n . @Jn X (J t)k@un
uhl=uU"+( j t)@+k:2 " ot

n j n X i kK A&+l |n
ot @@ 7 (] yr@ru

@t @t k! @ittt

k=2
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Aprés développement en séries de Taylor, on obtient le systé d'équations suivant :

X 1
Jm%:( )" — 0O m p

o (m+1)!

1.4.3.3 Schémas d'Adams-Bashforth optimisés

En appliquant une transformée de Laplace a I'équation (1.6omme proposé par Tam et Webb [180],
il est facile d'obtenir :

| t= !:L,(e;xp( i! t') 1)
i=o b exp(i! 1)
ou! estlafréquence angulaire e ective du schéma de discrétisa temporelle (1.6). La procédure

DRP a pour but de minimiser les erreurs de dissipation et de ghsrsion dans I'espace des nombres
d'onde. L'erreur intégraleE est :

(1.7)

Zn! t)n
E= Y (Re(! t ! t)H2+@ H(Im( t ! t)? din(! t)
In(! t)

ou les bornes de l'intégral€! t), et (! t), doivent étre choisies. Le poids permet quant a lui de
régler I'importance de la partie dispersive ou dissipativdans le processus d'optimisation. On peut
choisir de favoriser le caractere propagatif du schéma (piar réelle de! ) ou le caractére dissipatif
(partie imaginaire de! ). Pour créer un schéma optimisé @ + 1 niveaux d'ordreq (q <p +1), les
g premieres relations issues des développements en sérieSaydor sont satisfaites, puis on impose
p+1 qrelations @E=@b 0 (j = g 1lap)andobtenir p+1 équations aveq + 1 inconnues
. De nombreux coe cients pour des schémas a di érents nombsede niveaux, di érents ordres et
di érents degrés d'optimisation ont été calculés. A n de réliser un compromis entre I'ordre formel
du schéma, le nombre de relations d'optimisation et le colhestockage mémoire induit par le nombre
de niveaux, un schéma d'ordre 3 a quatre niveaux optimisé peapport a b; a été choisi.

Le systéme d'équations résolues est le suivant :

x x 1 X 1 @E
=1 jb= jz%=§;%:0;
j=0 j=0 Cg=0 T T
ou(! t)y=0,( t)y= =3etO0 1. Les coe cients calculés sont donnés dans le tableau

1.2. Ces coe cients sont tres proches de ceux obtenus par Tash Webb [180], qui ont optimisé par
rapport au coe cient ky avec une dé nition Iégérement di érente de l'erreutk.

La partie réelle des fréquences angulaires e ectives t pour les schémas d'ordre 4, 5 et 6 est tracée
sur la gure 1.6 et comparée avec celle du schéma d'ordre 3 iopisé par rapport au coe cient b;.
L'augmentation de I'ordre du schéma conduit a I'apparitiorde fortes erreurs quand t> = 4. En

e et, les schémas d'Adams-Bashforth peuvent étre vus comndes schémas totalement décentrés. En
conséquence, quand la taille du support augmente, les coéeats du schéma prennent de grandes
valeurs qui vont induire de grands dépassements comme on p&uvoir sur la gure 1.6 pour les
schémas d'ordre 5 et 6. Cependant, on va voir que ces schénrésentent de faibles limites de stabilité,
donc nous les utiliserons en pratique pour des valeurs 'de t inférieures a = 16. Pour de telles valeurs
de! t, l'augmentation de l'ordre formel du schéma permet de dimirer nettement I'erreur, comme
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Coe cients Présent Tam et Webb [180]
o} 2.24778466342984  2.30255809000000
by -2.32668732362284 -2.49100760333333
b, 1.41002065695617 1.57434093666667
bs -0.33111799676317 -0.38589142333333

Tab. 1.2 Coe cients du schéma d'Adams-Bashforth d'ordre 3 a quatre niveaix optimisé par rapport a bs
et coe cients de Tam et Webb [180] .

on peut le voir sur la gure 1.6 en échelle logarithmique. Delgs, on verra au paragraphe 1.4.4.1 que
I'existence de racines au dénominateur de I'équation (1.if)duit une réduction supplémentaire de la
limite de stabilité dés que le schéma est d'ordre supérieurda Etant donné que les schémas de type
Adams-Bashforth ne sont utilisés que pour de faibles valeude! t, on comprend mieux pourquoi
la procédure d'optimisation DRP a peu d'impact sur l'erreur @ discrétisation.

0

P 7 10 : , , s
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1 10 L
-1 : e o
" 10> éﬁA
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_ i 8 10 25 h -
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= p/2— i 1 5 ,@ “cl
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08 - je ot X7 Rg | 10° b2 w ‘ ‘ ‘
0 pl/4 p/2 3p/4 p p/64 p/32 p/16 p/8 pl4 p/2 p
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Fig. 1.6 Partie réelle de la fréquence angulaire e ectivé  t des schémas d'Adams-Bashforth en fonction
de la fréquence angulaire réelle t : ordre 4 standard (— — — — — —), ordre 5 standard ( 4 ),
ordre 6 standard (—-—- —-—- ) et schéma d'ordre 3 optimisé a 4 niveaux-——). A droite : erreur de

discrétisation en échelle logarithmique.

La partie imaginaire de la fréquence angulaire e ective estacée sur la gure 1.7 pour les schémas
d'Adams-Bashforth d'ordre 4, 5 et 6 ainsi que pour le schémdoddre 3 optimisé par rapport au
coe cient b;. Comme nous l'avons déja observé lors de l'analyse de la pantelle de!  t, de fortes
erreurs sont présentes pour t > = 4. Cependant, pour des valeurs dé t < = 16, la partie
imaginaire reste faible. L'e et de I'optimisation par rapport a b; augmente légerement I'erreur sur la
partie imaginaire en basses fréquences.

1.4.4 Comparaison des schémas explicites d'intégration te  mporelle
1.4.4.1 Stabilité des schémas

Une étude de stabilité des schémas d'avancement temporel €zlisee en étudiant leurs coe cients
d'ampli cation, que I'on dé nit par g=g = re " . Pour les schémas d'Adams-Bashforth nous avons :

xXP

g . :
==1 i t exp(j! t)
Qe jzoh














































































































































































































































































































































































































































































































































































