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Introduction

Contexte

L’industrie automobile attache de plus en plus d’importance à la sécurité (tests Euro NCAP), mais
aussi à la réduction de la consommation et des émissions de polluants (normes euro IV et V). Ces
contraintes conduisent respectivement à des augmentations de la masse des véhicules, des augmenta-
tions de la puissance spécifique des moteurs et des ajouts de systèmes de dépollution. Cela conduit
à des élévations de température à proximité des pièces en élastomère comme les supports du moteur
et les articulations de reprise de couple. Ces conditions thermiques sévères rendent insuffisantes les
méthodes expérimentales actuellement utilisées pour dimensionner ces pièces. Ainsi, il est essentiel
de mettre au point une nouvelle approche, tant expérimentale que numérique, permettant d’estimer la
durée de vie d’une structure en élastomère soumise à la fois à une histoire de chargement thermique
et de chargement mécanique.

Le matériau d’étude est un caoutchouc naturel chargé au noir de carbone, représentatif de ceux
utilisés pour les pièces réelles. Ce matériau présente deux caractéristiques importantes à prendre en
compte dans le cadre de cette étude. D’une part, sa tenue en endurance se dégrade notablement lorsque
la température augmente. D’autre part, en raison de son comportement hystérétique et d’une faible
conductivité thermique, il a la propriété de s’échauffer sous l’effet d’une sollicitation mécanique :
c’est le phénomène d’autoéchauffement. Ainsi la température du matériau ne dépend pas uniquement
des conditions aux limites thermiques mais également mécaniques. Nous pouvons constater cet au-
toéchauffement sur la figure 1. Nous avons représenté une mesure sur véhicule de la température à
cœur d’une pièce de liaison au sol, ainsi que le débattement de la roue associée. Nous constatons, pour
chaque passage sollicitant, un autoéchauffement de l’ordre de la dizaine de degrés. Par contre, dès que
la sollicitation mécanique est faible, la température diminue car la chaleur est évacuée à l’extérieur.

Garantir la tenue en service d’une structure nécessite, entre autres, de dimensionner cette structure
à la fatigue. Les modèles de fatigue thermomécanique permettent d’une part d’estimer la durée de vie
d’une structure, et d’autre part de construire des signaux équivalents en endommagement par fatigue
au chargement initial. En effet, lors de la conception et validation d’une structure, des essais de fatigue
sont souvent menés et durent environ un mois. Cette durée est trop longue dans la phase de conception
d’un véhicule : afin d’accélérer ces essais tout en garantissant la même sévérité, des méthodes de
réduction de signal sont nécessaires.

Nous présentons sur la figure 2 une analyse de la problématique de détermination de la durée de
vie d’une structure. À partir des sollicitations extérieures thermiques et mécaniques, il faut déterminer
l’état local de la structure. Dans le cas où les couplages thermomécaniques sont faibles, cette étape
peut se résoudre à l’aide d’analyses mécanique et thermique indépendantes. Pour les élastomères, la
sollicitation mécanique induit un fort autoéchauffement et la température change les propriétés du
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FIGURE 1 – Mesures de température d’une cale de liaison au sol et du débattement roue sur des pistes
d’essais.

matériau. Ce couplage thermomécanique rend difficile la détermination du trajet de chargement local
en déformations, contraintes et température. Voici donc notre première problématique : étudier les
couplages thermomécaniques et construire une méthode de détermination de l’histoire du chargement
local mécanique et thermique.

À partir de cette histoire de chargements locaux, un modèle d’endommagement permet d’esti-
mer l’endommagement généré par le chargement et de prédire la durée de vie de la structure. Notre
deuxième problématique est donc de construire un modèle de fatigue thermomécanique prenant en
compte l’histoire de chargement mécanique et thermique. Notons que pour l’analyse en fatigue, nous
nous restreignons dans cette étude à des chargements unidimensionnels.

Ces méthodes de réduction de signal intéressent tout autant les fournisseurs des structures anti-
vibratoires que les constructeurs automobiles. C’est pourquoi une collaboration a été engagée entre
les sociétés PSA Peugeot Citroën, RSA et Trelleborg-Modyn afin de financer une campagne d’essais
d’endurance réalisée par Trelleborg-Modyn. Notre analyse en fatigue se fondera sur ces essais.

Objectifs

L’objectif de la thèse est de proposer des méthodes d’estimation de la durée de vie et de déter-
mination d’équivalents pour la fatigue thermomécanique des élastomères. Ces équivalents sont des
sollicitations équivalentes à la sollicitation initiale pour la fatigue. Afin de répondre à cet objectif,
nous devons tout d’abord caractériser les histoires locales de chargements mécanique et thermique en
tenant compte des couplages thermomécaniques. Notamment, nous devons étudier le comportement
thermomécanique cyclique de l’élastomère, être capables d’estimer la température d’autoéchauffe-
ment et analyser tous les couplages thermomécaniques afin de construire un modèle prédictif et simple
de mise en œuvre.

Afin de bâtir un modèle de fatigue thermomécanique, nous devons tout d’abord décrire les méca-
nismes d’endommagement par fatigue des élastomères afin de comprendre l’influence de la tempéra-
ture. Puis, nous analyserons la base expérimentale disponible sur l’endurance thermomécanique des
élastomères pour construire un modèle d’endommagement.

2 DÉCEMBRE 2014
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FIGURE 2 – Analyse schématique de notre problématique.

Démarche

Les élastomères sont des matériaux dont le comportement dépend de l’histoire de chargement.
Sous des sollicitations cycliques ou cycliques par morceaux, la description du comportement stabi-
lisé, quand il existe, suffit néanmoins à caractériser les grandeurs représentatives du phénomène de
fatigue. En effet, la majeure partie de l’endommagement a lieu après stabilisation. L’influence de la
température sur le comportement des élastomères est multiple. L’hypothèse de l’origine entropique
des efforts implique que les contraintes soient linéaires de la température. Toutefois, il faut prendre en
compte la dilatation thermique afin de rendre compte du comportement réel, avec des phénomènes tels
que l’inversion thermoélastique. De plus, les effets visqueux participent aux efforts et sont aussi très
dépendants de la température. Dans un premier temps, nous étudions donc le comportement thermo-
mécanique cyclique. Notamment, nous nous intéressons à l’influence de la température sur le com-
portement stabilisé. Pour ce faire, nous exploitons une base expérimentale d’essais cycliques entre
5˚C et 100˚C. Nous montrons qu’en première approximation, il est possible dans cette gamme de
température de négliger l’effet de la température sur le comportement.

Dans un deuxième temps, nous développons des lois d’autoéchauffement. Ces lois permettent
d’estimer la température d’une structure soumise à un chargement mécanique, qu’il soit répété ou va-
riable. Elles sont définies par une stratégie de résolution du problème thermomécanique couplé et une
estimation locale de l’énergie dissipée. En effet, le problème thermomécanique pour les élastomères
est un problème fortement couplé. D’une part, les effets thermoélastiques sont très importants : la tem-
pérature peut varier de plusieurs degrés lors d’un cycle mécanique. De plus, dans le cadre des grandes
déformations, la géométrie d’une structure est largement modifiée au cours d’un cycle. D’autre part,
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4 INTRODUCTION

l’élévation de température due à l’autoéchauffement modifie les propriétés mécaniques.
Notre analyse est fondée sur le constat suivant : pour une structure représentative de celles utilisées

dans l’industrie automobile, les temps caractéristiques mécanique et thermique sont très différents. La
résolution du problème thermomécanique à l’aide d’un couplage faible permet justement l’exploi-
tation de cette différence afin d’obtenir des temps de calculs compatibles avec un bureau d’études.
Toutefois, ce couplage faible n’est pas proprement défini dans le cas des grandes déformations. En
effet, le découplage entre la variation de géométrie de la structure au cours d’un cycle et la résolution
du problème thermique sur une géométrie fixe ne permet pas de résoudre exactement le problème
thermomécanique. C’est pourquoi nous étudions une homogénéisation temporelle de l’équation de
la chaleur exprimée dans la configuration de référence. Grâce à une approximation justifiée, ce pro-
blème thermique homogénéisé permet une résolution exacte et rapide du problème thermomécanique
en tenant compte des variations de géométrie au cours d’un cycle mécanique.

Nous modélisons le comportement mécanique avec une loi hyperélastique : nous ne représen-
tons pas l’énergie mécanique dissipée lors d’un cycle. Une estimation de l’énergie dissipée lors d’un
cycle mécanique à partir de grandeurs mécaniques se fait en trois points : définition et détermina-
tion de cycles, construction d’une grandeur représentative de l’énergie dissipée et détermination de la
fonction reliant cette grandeur à l’énergie dissipée. Par exemple, pour certaines sollicitations simples,
l’énergie élastique de déformation est un bon prédicteur de l’énergie dissipée. Toutefois, ce n’est pas
une grandeur multiaxiale car il est possible de créer des trajets de chargement gardant l’énergie de
déformation constante mais dissipant de l’énergie.

Nous proposons donc plusieurs grandeurs énergétiques représentatives de l’énergie dissipée et
étudions leur capacité à être multiaxiales, objectives ou à prendre en compte les effets de moyenne.
Notamment, nous montrons que dans le cadre des grandes transformations, l’utilisation de grandeurs
lagrangiennes permet de garantir l’objectivité de telles grandeurs. L’identification des fonctions re-
liant ces grandeurs à l’énergie dissipée sur un cycle se fonde sur une base expérimentale uniaxiale
et biaxiale à plusieurs températures. Nous avons pour cela proposé, réalisé et utilisé une machine
d’essais de traction biaxiale permettant de soumettre une éprouvette à des chargements biaxiaux tota-
lement arbitraires. L’extension des lois d’autoéchauffement dans le cas de signaux variables est fondée
sur l’identification des cycles avec une méthode Rainflow.

Afin de valider nos lois d’autoéchauffement, nous avons proposé des essais d’autoéchauffement
avec des mesures d’énergie dissipée et de température. Nous avons ainsi validé nos lois cycliques et
variables sur des éprouvettes, puis sur des structures automobiles. Dans ce dernier cas notamment,
nous avons proposé des lois simplifiées permettant des calculs d’autoéchauffement pour des sollicita-
tions multi-entrée, c’est-à-dire avec plusieurs axes de sollicitations, représentatives des chargements
supportés en service. Ces lois sont compatibles avec les exigences d’un bureau d’étude.

Dans un troisième temps, nous dressons un état de l’art de l’étude en fatigue pour les élastomères.
Nous constatons que la majeure partie de la durée de vie d’une structure est consacrée à la propagation
d’une micro-fissure amorcée dès les premiers cycles vers une macro-fissure menant à la ruine. Dans
ce mémoire, nous choisissons de construire un modèle de fatigue permettant d’estimer le nombre de
cycles nécessaires à l’amorçage d’une macro-fissure détectable.

Notre matériau d’étude est un caoutchouc cristallisable et de ce fait, de nombreuses propriétés
bénéfiques en fatigue peuvent être expliquées par ce phénomène. Par exemple, les caoutchoucs natu-
rels résistent très bien à la propagation de fissures et présentent un phénomène de renforcement très
marqué pour des rapports de charge positifs. Or, la température agit directement sur la capacité à cris-
talliser et donc sur la tenue en endurance. À partir de ces considérations et de données expérimentales
composées de courbes de Wöhler et de renforcement à plusieurs températures, nous proposons un mo-
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dèle de fatigue thermomécanique physiquement motivé. Nous montrons l’existence d’une température
seuil, environ 70˚C, à partir de laquelle la tenue en endurance se dégrade avec la température.

Afin d’estimer la tenue en service de structures, un cumul d’endommagement est nécessaire pour
traiter des signaux variables. Nous discuterons à partir d’observations expérimentales de l’hypothèse
de cumul linéaire dans un cadre anisotherme.

Les trois axes d’étude présentés ci-dessus forment les parties II à IV de ce mémoire. Le premier
chapitre de la partie I est consacré à la description des matériaux élastomères et de leurs propriétés.
Nous présentons aussi dans un deuxième chapitre le formalisme des transformations finies nécessaire
à l’étude des élastomères subissant de grandes déformations. Dans la partie II dédiée au comportement
thermomécanique cyclique, nous établissons au premier chapitre un état de l’art sur la modélisation
thermomécanique des élastomères. Le deuxième chapitre est consacré à l’étude, en grande partie ex-
périmentale, du comportement cyclique et de l’influence de la température sur celui-ci. La partie III
se divise en trois chapitres permettant une étude complète de l’autoéchauffement. Le premier chapitre
pose le problème thermomécanique couplé et définit notre stratégie de résolution de ce problème.
Dans le deuxième chapitre, nous étudions l’estimation de l’énergie dissipée à partir d’un calcul mé-
canique hyperélastique, qui par définition ne dissipe pas d’énergie. Le dernier chapitre valide par des
expériences les lois d’autoéchauffement proposées et illustre l’intérêt des méthodes simplifiées. Quant
à la partie IV, centrée sur la fatigue, elle est composée de deux chapitres. Le premier dresse un état
de l’art sur la fatigue et notamment sur l’effet de la température sur l’endurance. C’est au cours du
deuxième chapitre que nous proposons un modèle de fatigue thermomécanique, fondé sur un grand
nombre d’essais.
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Chapitre 1

Généralités sur les élastomères

Ce chapitre offre une description succincte des élastomères, nécessaire
pour comprendre et analyser les phénomènes mis en jeu. Notamment,
nous mettons l’accent sur la description du comportement cyclique et
sur le phénomène de cristallisation induite par déformation.

Le caoutchouc n’est pas un matériau récent : les Indiens d’Amérique l’employaient pour la réa-
lisation de balle de sport, de toiles enduites ou de gourde. Ils nommaient ce matériau cao-o-tchu,
traduit par “bois qui pleure”. En effet, le caoutchouc provient du latex, produit par différents arbres
dont l’hévéa. Les premières études scientifiques sur le caoutchouc sont menées vers 1735 par Charles
de la Condamine, membre de l’Académie des Sciences envoyé en mission en Amérique du Sud, et
Fresnau, ingénieur de la Marine Royale en Guyane. Les premières gommes en caoutchouc suivront
en 1770. Une avancée importante pour le caoutchouc est la mise au point de la vulcanisation par
Charles Goodyear en 1839, qui va permettre la multiplication des applications du caoutchouc. Les
caoutchoucs synthétiques voient le jour au début du vingtième siècle, et le noir de carbone est utilisé
comme charge renforçante. Depuis, l’utilisation des caoutchoucs n’a fait que progresser, notamment
dans l’industrie des transports : pneumatiques, pièces anti-vibratoire, joints d’étanchéité.

Ce chapitre commence par la présentation de généralités sur les élastomères, qui font partie des
matériaux polymères. Les premières propriétés mécaniques sont ensuite exposées et nous mettrons
l’accent sur la description du comportement cyclique et la cristallisation.

1.1 Polymères et élastomères

1.1.1 Les matériaux polymères

Un matériau polymère 1 est constitué de longues chaînes. La cohésion des atomes sur une même
chaîne est assurée par des liaisons chimiques fortes, tandis que les liaisons inter chaînes sont plus
faibles. Les chaînes macromoléculaires résultent de l’assemblage de monomères lors de l’opération
de polymérisation. Certaines températures conditionnent l’état physique du polymère et donc son
comportement (FIG. 1.1) :

– la température de transition vitreuse Tg qui sépare le comportement vitreux à T < Tg (solide)
de l’état caoutchouteux ou élastomère à T > Tg (liquide) ;

1. Notre analyse dans cette première section se fonde sur les ouvrages suivants : (Carrega, 2000; Rault, 2002; Etienne
et David, 2002).
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FIGURE 1.1 – Comportement idéalisé d’un polymère en fonction de la température.

– la température de cristallisation Tc et la température de fusion Tf qui définissent le domaine
d’apparition de structures cristallines (pour un matériau cristallisable) ;

– la température de dégradation thermique où le matériau se dégrade et perd ses propriétés méca-
niques : il est dans un état d’écoulement moléculaire et peut se comporter pratiquement comme
un fluide.
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FIGURE 1.2 – Formule de l’élément de répétition pour le caoutchouc naturel provenant des arbres
hévéa et gutta.

Il existe trois catégories parmi les matériaux polymères :
– les thermoplastiques (amorphes ou semi-cristallins) ont tendance à avoir un comportement li-

quide par élévation de température et à redevenir rigide au refroidissement, propriété très utile
pour des mises en forme répétées ;

– les thermodurcissables subissent une transformation chimique lorsqu’ils sont chauffés : leurs
molécules forment un réseau tridimensionnel réticulé ; ces matériaux ne peuvent subir qu’une
seule mise en forme ;

– les élastomères sont utilisés pour leur comportement caoutchouteux existant sur un domaine de
température important : ils peuvent être de nature thermodurcissable (réticulation chimique) ou
de nature thermoplastique (réticulation physique par cristallites ou domaines à haute tempéra-
ture de transition vitreuse).

La présence d’une double liaison carbone dans certaines macromolécules constitue le principal
avantage mais aussi désavantage de celles-ci. Par son ouverture, la double liaison permet la vulcanisa-
tion pour créer des ponts entre les chaînes. Toutefois, cette double liaison est aussi sujette à l’oxydation
qui induit une détérioration des propriétés mécaniques.

1.1.2 Les élastomères

a Les différents types d’élastomères

Le caoutchouc naturel (ou NR pour Natural Rubber)
Le caoutchouc naturel existe dans le latex sous forme de globules de diamètre moyen 0.5 µm, en

suspension dans un milieu aqueux. Ce latex provenant de la “saignée” de l’hévéa est recueilli dans
une coupe en aluminium puis est filtré, coagulé avec de l’acide et enfin lavé et séché. Il est composé
chimiquement de polyisoprène de conformation 1,4 cis (FIG. 1.2). Par exemple, l’hévéa brasiliensis
fournit un latex ayant plus de 98% de poly cis-isoprène. Une autre variété d’arbres, les gutta, donne
un autre latex composé de polyisoprène de conformation 1,4 trans qui est le Gutta-percha (FIG. 1.2).

Les caoutchoucs synthétiques
Voici une liste non-exhaustive des principaux élastomères synthétiques avec quelques unes de

leurs propriétés :
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FIGURE 1.3 – Chaînes élastomériques réticulées (ronds noirs).

– BR (Butadiene Rubber) : utilisé dans la fabrication des pneumatiques ;
– CR (Chloroprene Rubber) : il présente une bonne résistance à la chaleur (150˚C) et aux produits

chimiques, comme les huiles et le pétrole et s’utilise dans la fabrication d’élastomères destinés
à l’automobile, aux adhésifs ;

– EPDM (Ethylene-Propylene Diene Rubber) : très bonne résistance à la température (150˚C) et
à l’ozone ;

– IIR (Isobutene-Isoprene Rubber ou butyl rubber) : il est très peu perméable aux gaz et à l’humi-
dité et présente d’excellentes propriétés isolantes, une bonne résistance à l’ozone ainsi qu’aux
intempéries : c’est l’élastomère le plus employé dans la fabrication des chambres à air de pneu-
matiques ;

– NBR (Nitrile Butadiene Rubber) : il présente une bonne résistance aux hydrocarbures, huiles,
graisses imperméables et est souvent utilisé comme joint en contact avec des hydrocarbures ;

– SBR (Styrene Butadiene Rubber) : ce copolymère de butadiène et de styrène est très utilisé dans
la fabrication des pneumatiques et possède une grande résistance à l’abrasion, au vieillissement
et à l’ozone.

b Formulation

La formulation est l’art de choisir et d’associer les constituants d’un mélange pour lui conférer des
propriétés spécifiques. Cette formulation a pour but de vulcaniser, renforcer et protéger le caoutchouc.
Elle est souvent tenue secrète par les industriels.

Réticulation - vulcanisation
Au-delà de la température de transition vitreuse, l’élastomère est dans l’état caoutchouteux : les

chaînes sont capables de s’écouler les unes par rapport aux autres. C’est le phénomène de cold flow.
Pour supprimer cet écoulement et obtenir les propriétés élastiques du caoutchouc, il est nécessaire de
le réticuler, c’est-à-dire de créer des ponts chimiques permanents entre les chaînes (FIG. 1.3). L’ordre
de grandeur de ces ponts est d’un pour cent monomères. Notons que des enchevêtrements entre les
chaînes peuvent jouer le rôle de réticulation physique.

La vulcanisation est une réticulation qui consiste à relier à chaud (170-200˚C) les chaînes par des
ponts au soufre entre les doubles liaisons carbone-carbone. Le degré de vulcanisation d’un caoutchouc
détermine les caractéristiques du matériau : peu vulcanisé, il ne sera pas résistant, et trop vulcanisé, il
deviendra rigide et perdra son élasticité. Des activateurs et des accélérateurs permettent d’accroître la
vitesse de vulcanisation et de modifier la nature du réseau.

Il est aussi possible de réticuler l’élastomère avec des peroxydes organiques en créant des liaisons
directes entre les atomes de carbone de deux chaînes.
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Renforcement par des charges
Dans la plupart des formulations, des charges sont ajoutées à l’élastomère. L’objectif de ces

charges est de renforcer les propriétés mécaniques de l’élastomère : résistance à la rupture et à l’abra-
sion, augmentation de la rigidité et des propriétés amortissantes. Les charges les plus courantes sont
les noirs de carbone (qui confèrent au caoutchouc sa couleur noire), la silice et le kaolin. Leurs pro-
portions peuvent aller de quelques pourcents à plus de 50% pour un élastomère fortement chargé. La
taille des particules, leur géométrie, leur surface spécifique et leur chimie de surface permettent de
modifier les propriétés des élastomères chargés.

La dénomination des noirs de carbone est normalisée par l’ASTM (1993) 2. Elle se compose de
quatre caractères. Le premier est une lettre, N ou S. Le préfixe N (pour "Normal cure rate") désigne
l’effet du noir de carbone sur la vitesse de vulcanisation de l’élastomère. Ces noirs sont typiquement
des noirs de four. Le préfixe S (pour "Slow cure rate") désigne les noirs de carbone obtenus de fa-
çon différente (par exemple les noirs de contact) permettant une vulcanisation lente. Le deuxième
caractère est un chiffre désignant la taille moyenne des noirs de carbone. Le tableau 1.1 détaille les
dix groupes ainsi obtenus. Les deux derniers chiffres sont assignés arbitrairement selon d’autres pro-
priétés. De plus amples informations sont disponibles par exemple dans SFMM (1977); Townson et
Hallett (2005).

Dénomination Diamètre moyen Ancienne
ASTM des particules (nm) dénomination

900-999 201-500 MT
800-899 101-200 FT
700-799 61-100 SRF
600-699 49-60 GPF, HMF
500-599 40-48 FEF
400-499 31-39 FF
300-399 26-30 HAF, EPC
200-299 20-25 ISAF
100-199 11-19 SAF
000-099 1-10 -

TABLE 1.1 – Taille moyenne des noirs de carbone pour les dix classes selon la dénomination ASTM.

Autres ingrédients
Des plastifiants (pour faciliter l’addition et la dispersion des ingrédients dans le mélange), des anti-

oxydants (dont la fonction est de protéger le caoutchouc de la dégradation par oxydation), des charges
non-renforçantes qui modifient très peu les propriétés du caoutchouc mais permettent de réduire le
coût de fabrication sont aussi employées pour la fabrication des caoutchoucs.

c Mise en œuvre

Le procédé de mise en œuvre se scinde en trois étapes successives. Tout d’abord, le mélangeage,
qui consiste à disperser dans le caoutchouc les différents ingrédients de la formulation. Cette étape
est importante car elle décide des propriétés futures du matériau, notamment en terme de fatigue.

2. American Society of Testing Materials.
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En effet, si les charges sont mal dispersées, des agglomérats de taille importante joueront le rôle de
défauts. Vient ensuite l’étape de mise en forme qui est effectuée quand le mélange est dans un état
liquide visqueux. L’extrusion, le calandrage ou le moulage sont les principaux moyens de mise en
forme. Finalement, la cuisson fait passer le caoutchouc de l’état cru à l’état cuit. C’est au cours de
cette cuisson qu’a lieu la vulcanisation.

1.1.3 Matériau de l’étude

Nous allons nous intéresser dans cette étude à un caoutchouc naturel réticulé chargé au noir de
carbone typique des applications visées dans le domaine automobile. Sa composition 3 est donnée
dans le tableau 1.2. Il sera par la suite dénommé NR045. Sa température de transition vitreuse est
inférieure à la température ambiante : il est donc utilisé dans son état caoutchouteux.

Ingrédient Quantité (pce) Pourcentage en masse (%)
Caoutchouc naturel 100 64.1

Oxyde de zinc 9.95 6.4
Plastifiant 3 1.9

Noir de carbone 34 21.8
Acide stéarique 3 1.9

Antioxydant 2 1.3
Accélérateurs 4 2.6

TABLE 1.2 – Formulation du caoutchouc étudié (NR045).

1.2 Premières caractéristiques mécaniques

1.2.1 Incompressibilité

Une des principales caractéristiques des élastomères est de se déformer à volume presque constant.
Il est ainsi très difficile de mesurer une variation de volume lors d’un essai sur une pièce massive.
C’est pourquoi les élastomères sont généralement considérés comme incompressibles. Dans le cas
du caoutchouc de notre étude, Chagnon (2003) mesure un module de compressibilité de 231 MPa,
alors que le module de cisaillement est de l’ordre de 0.77 MPa. Nous pouvons donc conclure que
l’hypothèse d’incompressibilité est réaliste pour notre matériau.

Cependant, une variation de volume peut apparaître suite à des phénomènes de cavitation. Farris
(1968) mesure justement ces variations dans un caoutchouc très chargé. Ce phénomène se produit
aussi lors d’essais à très grandes déformations ou lors d’essais cycliques. Pour caractériser plus préci-
sément cette variation de volume, il faudrait analyser les phénomènes d’amorçage et de propagation de
fissures internes. L’endommagement du matériau pourrait alors être lié à une perte d’incompressibilité
(Andrieux et al., 1997; Layouni et al., 2003).

Dès lors, la modélisation de la compressibilité ou de l’incompressibilité requiert une grande at-
tention et doit être justifiée afin de choisir le modèle le plus réaliste. De plus, les contraintes sont
fortement liées à l’incompressibilité via le terme de pression. Ainsi, toute étude en contraintes doit se
fonder sur une modélisation fine de la pseudo-incompressibilité.

3. La composition d’un caoutchouc est souvent donnée en fonction du pourcentage de la gomme pce ou phr pour per
hundred parts of rubber.
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1.2.2 Hyperélasticité

Les élastomères sont remarquables par leur capacité à subir de très grandes déformations. Les
déformations à rupture peuvent varier de 300% à 1000% selon le type de caoutchouc étudié. Cette
élasticité est aussi fortement non-linéaire. Une loi linéaire approchée est incapable de rendre compte
de la variation de la raideur de l’élastomère au cours d’un chargement. Enfin, malgré les grandes défor-
mations subies, les élastomères sont capables de retrouver leur géométrie d’avant chargement presque
intégralement. Les déformations résiduelles restent faibles par rapport aux déformations maximales.

Un matériau est dit hyperélastique (Ciarlet, 1986) lorsque les contraintes dérivent d’un potentiel,
c’est-à-dire lorsqu’il existe une fonction W, densité d’énergie, telle que Π = ∂W/∂E (voir le chapitre
suivant pour le détail des notations).

Nous présentons au chapitre 4 les lois de comportement hyperélastiques classiquement utilisées.
Deux points sont à retenir : les lois de comportement statistiques se basent sur des modèles physiques
pour bâtir leur loi de comportement, les modèles phénoménologiques postulent une loi mathématique
dont les paramètres sont identifiés expérimentalement.

1.2.3 Matériaux dissipatifs

Les élastomères sont des matériaux dissipatifs : une partie de l’énergie mécanique est dissipée sous
forme de chaleur. Lors d’un cycle de sollicitation, une boucle d’hystérèse apparaît par exemple dans
un diagramme force-déplacement et l’aire de cette boucle représente l’énergie mécanique dissipée sur
ce cycle. Ces propriétés dissipatives sont notamment utilisées dans les structures anti-vibratoires.

La dépendance à la vitesse de sollicitation de la réponse d’un élastomère traduit les phénomènes
visqueux. Cette viscosité va affecter les contraintes, et les déphaser vis-à-vis de la déformation : il y
aura donc dissipation d’énergie mécanique. Les phénomènes visqueux s’observent aussi lors d’essais
avec relaxation ; l’éprouvette est maintenue dans un état de déformation fixé et l’état de contrainte
varie avec le temps. Cette viscosité intervient sur plusieurs échelles de temps et nécessite une modé-
lisation fine pour rendre compte précisément de tous les phénomènes rencontrés.

1.3 Comportement cyclique

Lors de son utilisation, une structure élastomère est la plupart du temps soumise à une histoire de
chargement. Ces chargements peuvent être cycliques, mais sont souvent variables. Or, l’élastomère est
un matériau dont les propriétés mécaniques dépendent fortement de l’histoire. Il est donc nécessaire
d’étudier le comportement cyclique à travers l’effet Mullins aux premiers cycles, mais aussi à plus
grand nombre de cycles pour analyser l’autoéchauffement et l’évolution des effets visqueux.

1.3.1 Effet Mullins

a Description

L’adoucissement 4 du caoutchouc est connu depuis la fin du 19ème siècle. Mullins est le premier
à décrire précisément ce phénomène (Mullins et Tobin, 1957) ; quatre observations définissent ainsi
l’effet Mullins (FIG. 1.4) :

– le matériau s’adoucit après plusieurs extensions à déformation constante ;

4. L’adoucissement se constate par une diminution des contraintes pour une même élongation.
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FIGURE 1.4 – L’effet Mullins est souvent représenté de manière idéalisée : lors de la première charge
jusqu’à un chargement donné λi, la réponse suit la courbe en gras (M) ; les décharges et recharges
suivantes s’effectuent selon la courbe (i) de façon réversible tant que le chargement maximal précé-
demment atteint n’est pas dépassé ; lorsque le chargement devient supérieur à celui-ci, la réponse du
matériau revient sur la courbe de première charge.

– le comportement à grandes déformations ne dépend pas de l’histoire du matériau à petites dé-
formations ;

– le comportement se raidit rapidement à l’approche de l’extension maximale atteinte précédem-
ment au cours du chargement ;

– après plusieurs cycles, le comportement s’est adoucit et se stabilise : on parlera aussi d’accom-
modation 5.

b Premières interprétations

De multiples interprétations ont été données pour l’effet Mullins et nous nous sommes bornés à ne
retenir que les grandes lignes parmi la riche littérature existant sur le sujet. Les différents phénomènes
envisagés sont généralement les suivants :

– réarrangement du réseau caoutchouteux ;
– cristallisation-décristallisation sous contrainte (Toki et al., 2000) ;
– glissement de chaînes à la surface des charges ;
– rupture des liaisons matrice-charge.

Selon que le caoutchouc est chargé ou non, ces interprétations peuvent expliquer tout ou une partie
de l’effet Mullins. Le terme d’endommagement est souvent utilisé pour qualifier ces phénomènes. Il
faut néanmoins faire attention à l’interprétation donnée dans ce cas. L’effet Mullins est en fait partiel-
lement recouvrable. Bueche (1961) constate sur des essais de recouvrement à chaud qu’en quelques
jours le matériau peut retrouver en grande partie le comportement à première charge. Chagnon (2003)

5. La stabilisation a lieu lorsque la réponse présente un même cycle qui se répète. On parle d’accommodation en réfé-
rence à la plus grande élongation vue dans l’histoire du matériau. Ce terme a la même signification que pour les métaux :
stabilisation avec une boucle d’hystérèse, à différencier de l’adaptation (stabilisation avec un comportement élastique) et du
rochet (pas de stabilisation).
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FIGURE 1.5 – Cisaillement pur cyclique
contrôlé en déplacement (Raoult, 2005).

FIGURE 1.6 – Cisaillement pur cyclique
contrôlé en effort (Raoult, 2005).

étudie le recouvrement à long terme (100 jours) sur un élastomère chargé et montre en tenant compte
du vieillissement que l’effet Mullins ne se recouvre pas totalement. Il est donc possible de parler
d’endommagement partiel car seule une partie de l’effet Mullins semble recouvrable.

c Anisotropie

De nombreux auteurs (Martin Borret, 1998; Chagnon, 2003; Raoult, 2005) ont montré expéri-
mentalement que l’effet Mullins introduisait de l’anisotropie dans le matériau. L’accommodation est
présente dans la direction de chargement et ne l’est pas ou peu dans les directions transverses.

d Discussion

L’effet Mullins n’est présent que pendant les premiers cycles d’un chargement, voire seulement
le premier selon le point de vue adopté. Raoult (2005) a montré que l’exploitation du comportement
cyclique était nécessaire pour une analyse en fatigue. En effet, pour des essais de fatigue pilotés en
effort ou en déplacement, ce sont les grandeurs en régime stabilisé et non les grandeurs au premier
cycle qui permettent de prédire la durée de vie. Nous pouvons voir par exemple sur les figures 1.5 et
1.6 que si les grandeurs au premier cycle sont identiques pour deux essais contrôlés en déplacement
et en effort, ces grandeurs sont différentes après accommodation. La description du comportement
cyclique sera donc nécessaire dans la suite de nos travaux.

Les figures 1.7 et 1.8 résument les différents aspects de l’effet Mullins sur un matériau dissipatif.
La première courbe illustre l’accommodation et les phénomènes dissipatifs. L’aire assimilée à l’éner-
gie dissipée est très importante à la première charge puis tend à se stabiliser à une valeur plus faible.
L’énergie alors dissipée est en partie due aux effets visqueux. La deuxième figure est une illustration
expérimentale des constatations de Mullins sur l’influence du maximum de l’histoire de chargement.

2 DÉCEMBRE 2014



18 GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉLASTOMÈRES

FIGURE 1.7 – Courbe de traction cyclique.
Cinq cycles de chargements sont imposés entre
effort nul et une déformation maximale de
300% (Raoult, 2005).

FIGURE 1.8 – Courbe de tractions croissantes.
Chaque cycle de chargement est effectué à un
niveau de déformation supérieur à celui du
cycle précédent (Raoult, 2005).
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maximum) , de la température et de l’énergie dissipée lors d’un essai cyclique piloté en déplacement.
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1.3.2 Interprétation d’un essai cyclique

a Autoéchauffement

Nous avons tracé sur la figure 1.9 les grandeurs classiquement mesurées lors d’un essai cyclique.
Nous observons tout d’abord que la température augmente significativement au début de l’essai puis
se stabilise : c’est le phénomène d’autoéchauffement. Cet autoéchauffement est très prononcé pour
les élastomères car ces matériaux dissipent beaucoup d’énergie et sont très peu conducteurs. La tem-
pérature se stabilise lorsque l’équilibre thermique est atteint : toute l’énergie dissipée par le matériau
est évacuée à l’extérieur.

b Comportement stabilisé

Après l’adoucissement aux premiers cycles consécutif à l’effet Mullins (non représenté sur la fi-
gure 1.9), nous observons une diminution continue de la raideur : l’effort maximal décroît de façon
logarithmique. C’est la manifestation des phénomènes visqueux à long terme. Notons que cette dimi-
nution est légèrement plus importante au cours du régime transitoire avec la montée en température.

La variation de l’énergie dissipée est différente. Après une forte baisse lors du régime transitoire
due à l’augmentation de la température, nous observons une décroissance logarithmique proche de
celle de la raideur (FIG. 1.9) au cours du régime établi, conséquence des effets visqueux.

La rupture de l’éprouvette par fatigue intervient ici vers 2 104 cycles.

c Discussion

Lors d’un essai de fatigue, la majorité de la sollicitation se déroule en régime établi. Ainsi est-il
nécessaire de connaître les grandeurs stabilisées. C’est pourquoi nous étudierons en détail le compor-
tement cyclique dans la partie II et l’autoéchauffement dans la partie III de ce mémoire.

1.3.3 Endommagement

a Vieillissement

Le comportement d’un élastomère peut être largement conditionné par son environnement. L’oxy-
dation par l’ozone, le rayonnement ultraviolet, la chaleur sont autant de facteurs qui viennent dégrader
le comportement mécanique. Le matériau se rigidifie, se fragilise et perd ainsi ses propriétés hyper-
élastiques.

b Phénomène de fatigue

Des sollicitations cycliques ou variables d’une structure élastomère peuvent entraîner sa rupture,
sans que les déformations ou contraintes aient dépassées la limite à rupture : c’est le phénomène de
fatigue. La quatrième partie de ce mémoire est consacrée à l’étude de ce phénomène.

1.4 Cristallisation

La cristallisation est souvent mise en avant pour expliquer les qualités supérieures des caoutchoucs
naturels par rapport aux synthétiques. En effet, ces matériaux peuvent cristalliser dans l’état déformé
ce qui influence les caractéristiques mécaniques, telles que le comportement ou l’endurance. Nous
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présentons dans cette partie le phénomène de cristallisation au repos et induite par la déformation.
Notamment, nous détaillons l’influence de la température sur ce phénomène.

1.4.1 Cristallisation au repos

L’aptitude de certains matériaux élastomères à cristalliser tient à la stéréorégularité des chaînes
macromoléculaires : si les chaînes sont régulières de conformation cis, elles vont pouvoir s’assembler
et former des cristaux de polymères. Ainsi, le caoutchouc naturel est-il composé généralement de plus
de 99% de poly cis-isoprène (voir paragraphe a) et a une très bonne aptitude à cristalliser. Certains
élastomères synthétiques peuvent aussi cristalliser mais cette propriété est moindre car la régularité
de leurs chaînes est plus faible.

Le degré de cristallisation maximal est de l’ordre de 25-30%, le reste étant dans la phase amorphe,
ou alignée : les chaînes sont alignées mais ne forment pas de cristaux. Pour les matériaux élastomères,
cette cristallisation au repos a lieu à des températures basses, typiquement de l’ordre de -25˚C (Gent
et al., 1998), et ne nous intéresse donc pas.

1.4.2 Cristallisation induite par déformation

Sous l’effet d’une déformation, les chaînes s’alignent et peuvent cristalliser : c’est la cristallisation
induite par déformation. Cet effet peut être expliqué simplement d’un point de vue thermodynamique.
En effet, au point de fusion, la température de fusion est liée à l’enthalpie H f et l’entropie S f de
fusion 6 par :

Tf =
∆H f

∆S f
. (1.1)

Lorsque l’élastomère est étiré, les chaînes s’alignent et l’entropie diminue, faisant ainsi augmenter la
température de fusion. Ainsi, même si à température ambiante le matériau ne cristallise pas au repos,
il peut cristalliser dans un état déformé. Contrairement à la cristallisation au repos qui est très lente
(temps caractéristique de l’ordre de l’heure), la cristallisation induite pas déformation est très rapide :
Mitchell et Meier (1968) montrent que le temps de création des cristallites est de l’ordre de 60 ms.
Toki et al. (2002) montrent qu’aux très grandes élongations, le taux de phase cristalline est d’environ
20%, celui de la phase amorphe 75% et les 5% restants sont constitués de chaînes alignées.

Cette cristallisation induite par déformation est primordiale car l’augmentation des propriétés mé-
caniques de certains matériaux est souvent expliquée par ce phénomène. Par exemple, lors de la pro-
pagation d’une fissure, une zone cristallisée peut apparaître en fond de fissure car la déformation y est
très grande. Cette zone cristallisée fortement anisotrope peut freiner ou bloquer la propagation d’une
fissure (voir le chapitre 8 pour une étude détaillée de ces phénomènes).

a Modélisation

L’article de Magill (1995) propose une revue assez complète de la cristallisation. Trois approches
coexistent pour décrire la cristallisation :

– l’approche thermodynamique (Flory, 1947) ;
– l’approche cinétique fondée sur le modèle d’Avrami ;
– l’approche par modèle de chaîne repliée.

6. L’enthalpie de fusion correspond à la quantité de chaleur nécessaire à un corps pour qu’il change d’état, cette trans-
formation ayant lieu à température et pression constantes.
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Dans le modèle proposé par Flory, toutes les chaînes sont supposées gaussiennes et passant par
une cristallite. Ce modèle permet par exemple de relier la température de fusion Tm avec l’élongation
λ :

1
T0

m
− 1

Tm
=

R
∆H f

[(
6

πNc

) 1
2

λ− λ2

2Nc
− 1

λNc

]
. (1.2)

où T0
m est la température d’apparition de la cristallisation, R la constante des gaz parfaits, ∆H f l’en-

thalpie de fusion et nc le nombre moyen de monomères compris entre deux points de réticulation.
Toutefois, ce modèle reste qualitatif et ne permet pas de déterminer exactement la cristallinité ou la
température de fusion (Trabelsi et al., 2003). L’objet de notre travail n’est pas de modéliser le phéno-
mène de cristallisation, et nous allons dans la suite nous intéresser plus particulièrement aux résultats
expérimentaux afin de dégager les principales idées.

b Évolution de la cristallinité au cours d’un cycle mécanique

De nouvelles méthodes expérimentales telles que la diffraction X permettent de suivre presque en
temps réel l’évolution de la cristallinité au cours d’un cycle mécanique. Les expérimentations menées
par Toki et al. (2000) utilisent la diffraction des rayons X (30 minutes de temps d’acquisition) sur une
éprouvette de caoutchouc placée dans une machine de traction in situ. L’utilisation de synchrotrons
par plusieurs équipes (Toki et al., 2002; Murakami et al., 2002; Trabelsi et al., 2003) permet d’avoir
une mesure instantanée des propriétés cristallines. Ainsi, ces équipes peuvent étudier l’évolution des
contraintes et de la cristallinité en fonction de la déformation comme représentée sur la figure 1.10.
Un mécanisme de cristallisation associé est proposé par Toki et al. (2000) et est représenté sur la figure
1.11.

Le phénomène de surfusion est ici bien observé : à une température donnée, l’élongation d’appari-
tion des cristallites λa lors de la charge est plus grande que l’élongation à la disparition des cristallites
λe lors de la décharge. Dit autrement, à une élongation donnée, la température de cristallisation est
inférieure à la température de fusion. Ce phénomène de surfusion est dissipatif et serait à l’origine
de presque toute l’énergie dissipée dans un NR lors d’un cycle mécanique (Toki et al., 2000; Trabelsi
et al., 2003).

Nous avons vu que le raidissement observé aux très grandes déformations est caractéristique des
matériaux élastomères. Trabelsi et al. (2003) expliquent ce raidissement par une augmentation du
taux de réticulation due à la cristallisation : les cristallites joueraient le rôle de points de réticulation et
augmenteraient ainsi le taux de réticulation. Appliqué à la théorie de Flory, ce changement dans le taux
de réticulation suffirait à expliquer le raidissement, sans introduire la notion de la limite d’extensibilité
des chaînes.

c Influence des charges

L’influence de la présence de charges de noir de carbone a été étudiée par la même équipe (Trabelsi
et al., 2003; Marchal, 2006; Rault et al., 2006). Sur les cycles de traction présentés sur la figure 1.12,
nous pouvons constater que la cristallisation apparaît beaucoup plus tôt dans un caoutchouc chargé.
En effet, les charges amplifient localement les déformations et favorisent la cristallisation.

d Influence de la température

Trabelsi et al. (2003) effectuent des mesures de cristallinité en fonction de la température à élonga-
tions imposées (FIG. 1.13). Ils en déduisent la relation liant la température de fusion Tm à l’élongation
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FIGURE 1.10 – Courbes cristallinité-
déformation et contrainte-déformation (Toki
et al., 2000).

FIGURE 1.11 – Modèle décrivant l’évolution
de la cristallisation induite par déformation au
cours d’un cycle. Les cercles représentent des
points de réticulations et les lignes les chaînes
élastomériques (Toki et al., 2000).

FIGURE 1.12 – a) Cycles de traction sur du NR et du NR chargé à différents taux de noir de carbone.
b) Évolution de la cristallinité pour ces même cycles (Marchal, 2006).
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FIGURE 1.13 – Mesure de cristallinité en fonc-
tion de la température à diverses élongations
(Trabelsi et al., 2003).

FIGURE 1.14 – Évolution de la température de
fusion en fonction de l’élongation pour trois
matériaux dont le nombre de monomères Nc
entre deux ponts de réticulation vaut 335, 238
et 145 (Trabelsi et al., 2003).

FIGURE 1.15 – Cycles de traction et mesures de cristallinité associées pour un NR à 11, 33, 52 et 72˚C
(Marchal, 2006).
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FIGURE 1.16 – Élongations de cristallisation λa et de fusion λe fonctions de la température pour un
NR et un NR chargé (Rault et al., 2006).

λe (FIG. 1.14) et proposent une modélisation linéaire

Tm = T0
m(Nc) + BT(λe − 1); BT = 32˚C, pour λe > 3 . (1.3)

Les auteurs constatent que la corrélation entre le modèle de Flory (EQ. 1.2) et leurs mesures est
très satisfaisante, mais que les paramètres utilisés pour cette corrélation ne correspondent pas aux
paramètres mesurés. Ceci confirme le fait que le modèle de Flory n’est pas prédictif.

Marchal (2006) réalise des essais de traction à plusieurs températures (figure 1.15 pour un NR).
Un effondrement de la cristallinité avec la température est constaté, ainsi que l’augmentation des
élongations seuils de cristallisation λa et de fusion λe. Ces élongations ont été déterminées pour un
NR non-chargé et un NR chargé au noir de carbone (FIG. 1.16). La relation liant ces élongations et la
température est représentée en première approximation par une droite.

Au point de vue du comportement, le matériau se raidit beaucoup moins avec la température,
ce qui conforte l’hypothèse selon laquelle les cristallites formées joueraient le rôle de liaisons de
réticulation.

e Discussion

Le principal fait à noter est que la présence de cristallisation induite par déformation est fonc-
tion de la température et de l’élongation (FIG. 1.16). Par exemple, si à température ambiante le NR
chargé ne cristallise que pour des élongations supérieures à 2, à 80˚C, il ne cristallise que pour des
élongations supérieures à 3. Nous verrons dans le chapitre 8 que le phénomène de cristallisation à une
influence importante sur le phénomène de fatigue d’un matériau cristallisable. Ainsi, l’influence de la
température devrait-elle se traduire par un changement notable des propriétés en fatigue.

1.5 Conclusions

Nous avons, dans ce chapitre, décrit les caractéristiques générales des élastomères. Les propriétés
mécaniques telles que l’incompressibilité, l’hyperélasticité ou les phénomènes dissipatifs font l’ori-
ginalité de ces matériaux et sont souvent utilisées pour la conception de pièces industrielles. Nous
détaillerons dans le prochain chapitre les outils mécaniques nécessaires à l’étude des élastomères.
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Ces composants sont soumis en service à une histoire de chargement et nous devons donc ca-
ractériser le comportement cyclique. Non seulement ces matériaux présentent un fort adoucissement
aux premiers cycles (effet Mullins), mais l’autoéchauffement et les phénomènes visqueux modifient
le comportement. La deuxième partie de ce mémoire est consacrée à l’étude et à la modélisation du
comportement thermomécanique cyclique des élastomères. La troisième partie présentera une modé-
lisation de l’autoéchauffement.

Enfin, nous avons décrit le phénomène de cristallisation induite par déformation. Cet alignement
de chaînes sous contrainte dépend de la déformation imposée mais aussi fortement de la température.
Nous nous appuierons sur cette description dans la suite de ce mémoire pour l’étude du comportement
dans la deuxième partie, mais aussi pour l’analyse en fatigue dans la quatrième partie.
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Chapitre 2

Rappels de mécanique

Les élastomères ont un comportement original en grandes transforma-
tions. Nous allons donc écrire les équations de la mécanique afin d’ana-
lyser de façon pertinente la thermodynamique des élastomères et les
couplages entre la mécanique et la thermique. Ce chapitre propose une
approche lagrangienne des équations de la mécanique en grandes défor-
mations et analyse les résultats donnés par les deux premiers principes
de la thermodynamique.
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2.1 Le milieu continu

Nous reprenons ici la description formulée par Salençon (2002).
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2.1.1 Modélisation - Volume Élementaire Représentatif

La notion d’échelle est fondamentale dans l’étude des systèmes physiques. Le plus souvent, à une
échelle macroscopique reflétant notre propre expérience, nous considérons qu’un matériau est continu
alors qu’il a une structure (atomes, cristaux, chaînes, phases différentes). C’est la notion de Volume
Élementaire Représentatif (V.E.R.).

Le concept de continuité est lié à l’observation de l’évolution du système et requiert pour des
particules voisines :

1. qu’elles restent proches géométriquement ;

2. que leurs propriétés physiques évoluent de façon comparable.

Nous verrons plus loin la traduction mathématique de cette continuité.
Notons les tailles des différents constituants d’un élastomère : distance entre les points de réticu-

lation (10−10 m), particules de noir de carbone (10−9 à 5.10−7 m), agglomérats de noir de carbone
(10−5 m), défauts (10−5 m à 10−4 m). Cela nous indique que la taille d’un V.E.R. se situe entre 10−4

et 10−3 m.

2.1.2 Descriptions eulériennes et lagrangiennes

Selon le point de vue de l’observateur, le mouvement d’un milieu continu peut se décrire de deux
manières :

– chaque particule est indexée par sa position initiale X : c’est la description lagrangienne, c’est-
à-dire matérielle ;

– par la donnée, à chaque instant, du champ de vitesses des particules : c’est la description eulé-
rienne, ou géométrique. x(t) est la position de la particule à l’instant t.

Ces deux points de vue sont bien évidemment équivalents mais selon le problème donné, il peut être
plus ou moins aisé d’utiliser une description ou une autre. Dans la suite de ce mémoire, les lettres
minuscules renvoient au formalisme eulérien, les majuscules au lagrangien.

2.1.3 Référentiel, repère, objectivité

La modélisation du milieu continu nécessite une formulation mathématique qui s’appuie sur la
description et le repérage du système étudié au cours du temps. La notion de référentiel est ainsi liée
à celle d’observateur : une fois fixée l’échelle du temps, un référentielR est l’ensemble des points de
l’espace euclidien animés d’un mouvement de corps rigide de l’observateur.

Dans un référentiel R, les positions spatiales des particules d’un système sont données dans le
repère R d’origine O. Ce repère matérialise le référentiel.

L’objectivité (Truesdell et Noll, 1992, Sect. 17) est le caractère intrinsèque vis-à-vis d’un change-
ment de référentiel, c’est-à-dire d’un changement d’observateur (frame-indifference). Prenons deux
observateurs, c’est-à-dire deux référentielsR et R̃. La grandeur scalaire "masse volumique" au point
P sera décrite par le premier observateur par ρ(P, t) et le deuxième par ρ̃(P, t). Or, tous les observa-
teurs attribuent la même masse volumique à une particule, soit ρ(P, t) = ρ̃(P, t). A l’inverse, prenons
le module du vecteur vitesse. Les deux descriptions donneront ||v(x, t)|| et ||ṽ(x, t)||, ils sont en
général différents.

Définition Une grandeur scalaire s est objective si et seulement si elle est identique pour tous les
observateurs à l’instant t, soit s(P, t) = s̃(P, t).
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Définition Une grandeur vectorielle u est objective si et seulement si les expressions de cette
grandeur pour chaque observateur dans son référentiel sont liées par les formules de changement de
repère 1, c’est-à-dire ũ(x, t) = Q.u(x, t).

Définition Une grandeur tensorielle T est objective si et seulement si les expressions obtenues par
deux observateurs sont liées par les formules de changement de repères correspondantes.

De plus, une grandeur tensorielle peut être rattachée à des observations effectuées à divers instants,
par exemple à l’instant initial de référence t0 et à l’instant actuel t. Les formules de changement de
repère sont donc liées aux repèresRt0 etRt pour le premier observateur et R̃t0 et R̃t pour le second.
Ainsi, nous pouvons écrire :

en description eulérienne, T̃ = Q
t
.T.QT

t
, (2.1a)

en description lagrangienne, T̃ = Q
0
.T.QT

0
, (2.1b)

en description mixte, T̃ = Q
t
.T.QT

0
. (2.1c)

Selon les auteurs, la définition de l’objectivité ne se traduit pas de la même façon. Certains
considèrent que l’objectivité n’est définie que par la formule donnée pour la description eulérienne.
D’autres, à l’inverse, considèrent bien des changements de repères à des instants différents et les ten-
seurs lagrangiens et mixtes peuvent être objectifs. Ainsi, selon le point de vue adopté, certains tenseurs
sont ou ne sont pas objectifs (comme par exemple le gradient de la transformation). Dans ce mémoire,
nous considérons les changements de repères (EQ. 2.1) pour traduire l’objectivité.

Le principe d’objectivité ou d’indifférence matérielle (Truesdell et Noll, 1992, Sect. 19) postule
que les lois de comportement qui caractérisent un matériau doivent être indépendantes de l’observa-
teur, donc du référentiel.

2.2 Formalisme des transformations finies

2.2.1 Cinématique

Soit un système matériel Ω dont on étudie la transformation au cours du temps. Soit X la position
(lagrangienne) d’un point matériel à l’instant t = t0. La position (eulérienne) à l’instant t de la
particule située à t0 en X est

x = Φ(X, t) (2.2)

où l’application Φ est la transformation subie par le système Ω. L’hypothèse du milieu continu indique
que Φ est une fonction continue et dérivable en temps et en espace 2.

L’application linéaire tangente associée à cette transformation est définie par F = ∇Φ. Ce gra-
dient lagrangien permet d’écrire la formule de transport d’une configuration à une autre. Pour un
vecteur matériel,

dx = F. dX . (2.3)

1. L’invariance de la distance entre deux points x et x′ pour deux observateurs implique l’égalité ||x̃x′|| = ||xx′||, et
donc l’existence d’un tenseur du second ordre orthogonal Q tel que x̃x′ = Q

t
.xx′.

2. Pour certains problèmes traitant de discontinuité, les hypothèses de continuité sont affaiblies pour devenir par mor-
ceaux.
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F se décompose de manière unique en un produit d’un tenseur orthogonal et d’un tenseur symétrique
défini positif

F = R.U = V.R (2.4)

où R est orthogonal, et où U et V sont des tenseurs symétriques définis positifs différents, respective-
ment appelés distorsion à droite et distorsion à gauche de F.

Les tenseurs des dilatations de Cauchy-Green droit et gauche s’expriment respectivement par
C = FT.F et G = F.FT . Le produit simplement contracté est lui transporté comme suit : dx. dy =

dX.C. dY . Notons que les valeurs principales λi de U (ou λ2
i de C) sont nommées les dilatations

principales.
Le tenseur des déformations de Green-Lagrange

E =
1
2
(C− I) (2.5)

est une mesure des déformations lagrangiennes où I est le tenseur identité d’ordre 2. Sa dérivée Ė =

(ḞT.F + FT.Ḟ)/2 exprime le taux de déformation lagrangien.
En utilisant le déterminant de la transformation J = det F, le transport de l’élément de volume

matériel dV est donné par
dv = J dV (2.6)

et en utilisant la conservation de la masse, les masses volumiques sont reliées entre elles par

J =
ρ0

ρ
. (2.7)

Une surface matérielle est définie par un vecteur normal N et une surface dS. La surface se
transporte en ( ds, n) selon la relation suivante :

ds n = J dS F−T.N . (2.8)

Il est à noter que la normale à une surface matérielle ne se transporte pas comme un vecteur matériel.

2.2.2 Vitesse de déformation

La vitesse d’une particule initialement en X est donnée par

v =
∂x
∂t

(2.9)

et le gradient eulérien de vitesse peut s’écrire sur la configuration actuelle par

grad v =
∂v
∂X

.
∂X
∂x

= Ḟ.F−1 . (2.10)

Sur la configuration de référence, le gradient lagrangien s’écrit

∇v =
∂v
∂X

= Ḟ . (2.11)

Le gradient est un tenseur du second ordre qui peut se décomposer en une partie symétrique et une
anti-symétrique, grad v = d + w dans le cas eulérien. Les tenseurs d et w sont appelés respectivement
tenseur des vitesses de déformation (ou tenseur des taux de déformation) et tenseur des vitesses de
rotation (ou tenseur des taux de rotation). Ils s’expriment en fonction de la transformation par

d =
1
2
(Ḟ.F−1 + F−T.ḞT

), et w =
1
2
(Ḟ.F−1 − F−T.ḞT

) . (2.12)

Les taux de déformation eulérien et lagrangien sont reliés par d = F−T.Ė.F−1 .
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2.2.3 Gradients eulériens et lagrangiens

Nous rappelons ici les formules de passage entre les gradients eulériens et lagrangiens. Pour une
grandeur scalaire T :

∇T(X, t) = grad T(x, t).F(X, t) . (2.13)

Pour une grandeur vectorielle u :

∇u(X, t) = grad u(x, t).F(X, t) . (2.14)

2.2.4 Modélisation des efforts intérieurs

Les efforts intérieurs sont modélisés par un tenseur des contraintes défini comme le tenseur qui
donne la distribution de la densité des efforts surfaciques s’exerçant sur une facette de normale uni-
taire. Par exemple, avec les notations pour le tenseur de Cauchy :

d f = σ.n ds . (2.15)

Nous pouvons exprimer en description lagrangienne (resp, eulérienne) à la fois la densité d’effort
dF (resp, d f ) et les éléments de surface ( dS, N) (resp, ( ds, n)) . En combinant ces représentations
eulériennes et lagrangiennes, quatre formes de tenseur des contraintes peuvent être écrites. Dans la
pratique, seules trois sont utilisées :

– le tenseur de Cauchy σ en description eulérienne : d f = σ.n ds est symétrique. Il permet
d’exprimer l’équilibre en configuration actuelle ;

– le tenseur de Boussinesq B (ou tenseur de Piola-Lagrange) en description mixte : d f = B.N dS
où B est défini par B = J σ.F−T. Il apparaît naturellement lorsqu’on rapporte le principe des
puissances virtuelles ou les équations d’équilibre sur la configuration de référence. Il n’est pas
symétrique ;

– le tenseur de Piola-Kirchhoff Π en description lagrangienne : dF = Π.N dS où Π est défini
par Π = J F−1.σ.F−T. Il s’utilise naturellement dans l’inégalité de Clausius-Duhem et dans
l’obtention des lois de comportement. Il est symétrique.

Les tenseurs de Piola-Kirchhoff et Boussinesq sont reliés par Π = F−1.B . Le tenseur de Cauchy
est celui qui est classiquement utilisé avec l’hypothèse HPP 3. Les deux tenseurs de Cauchy et de
Piola-Kirchhoff sont les seuls à être symétriques 4, ce qui explique leur intérêt pour l’écriture des lois
de comportement.

2.2.5 Ecriture lagrangienne du principe des puissances virtuelles

La puissance virtuelle des quantités d’accélération pour un mouvement virtuel Û est définie par

A(Û) =
∫

Ω0

ρ0(X, t) a(X, t).Û(X, t) dΩ0 (2.16)

avec a(X, t) la densité de la quantité d’accélération au point X. La puissance virtuelle des efforts
extérieurs est, elle, donnée par

Pe(Û) =
∫

Ω0

ρ0(X) F(X, t).Û(X, t) dΩ0 +
∫

∂Ω0

TΩ(X, t).Û(X, t) da (2.17)

3. Hypothèses des Petites Perturbations : les déformations et les déplacements sont supposés petits.
4. La symétrie de B n’a pas de signification car c’est un tenseur mixte.
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où la densité surfacique des forces de surface est notée TΩ et la densité volumique des forces de
volume est F(X, t). En notantPi la puissance virtuelle des efforts intérieurs, le principe des puissances
virtuelles s’écrit :

dans un référentiel galiléen,
{ ∀ Û mouvement virtuel rigidifiant, Pi(Û) = 0
∀ Û mouvement virtuel, A(Û) = Pe(Û) + Pi(Û) .

La puissance des efforts intérieurs s’exprime en configuration lagrangienne par

Pi(Û) = −
∫

Ω0

Π(X, t) : ˆ̇E(X, t) dΩ0 , (2.18)

en configuration mixte par

Pi(Û) = −
∫

Ω0

BT(X, t) : ˆ̇F(X, t) dΩ0 (2.19)

et en configuration actuelle par

Pi(Û) = −
∫

Ωt

σ(x, t) : d̂(x, t) dΩt . (2.20)

2.2.6 Tenseurs conjugués

Hill (1968) introduit la notion de tenseurs conjugués. Un tenseur des contraintes T est dit conjugué
à un tenseur des déformations E si et seulement si la puissance des efforts intérieurs est donnée par

ẇ = Jσ : d = T : Ė . (2.21)

Une classe de tenseurs lagrangiens de la déformation peut être définie par

E(m) =

{
1
m

(
Um − I

)
m 6= 0

ln U m = 0
. (2.22)

Nous donnons ici les expressions connues des tenseurs conjugués :
– le tenseur des déformations de Green-Lagrange (droit) et le second tenseur des contraintes de

Piola-Kirchhoff

E(2) = E =
1
2

(
U2 − I

)
, T(2) = Π = JF−1.σ.F−T ; (2.23)

– le premier tenseur des déformations de Biot et le tenseur des contraintes de Biot

E(1) = U − I , T(1) =
1
2

(
T(2).U + U.T(2)

)
; (2.24)

– le tenseur de Hill droit (ou déformation logarithmique) et le tenseur conjugué des contraintes
(dans le cas où les tenseurs sont coaxiaux 5)

E(0) = ln U , T(0) = JRT.σ.R ; (2.25)

– les tenseurs conjugués

E(−1) = I −U−1 , T(−1) =
1
2

(
T(−2).U−1 + U−1.T(−2)

)
; (2.26)

– les tenseurs d’Almansi

E(−2) =
1
2

(
I −U−2

)
, T(−2) = JFT.σ.F . (2.27)

5. Si les tenseurs ne sont pas coaxiaux, il est aussi possible d’exprimer le tenseur des contraintes conjugué (Hoger, 1987)
mais l’expression est plus compliquée.
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2.2.7 Équations d’équilibre

Les équations d’équilibre sont obtenues dans l’annexe B.1 en utilisant le tenseur de Boussinesq
non-symétrique :

dans Ω0, Div B + ρ0 (F(X, t)− a(X, t)) = 0 (2.28a)

sur ∂Ω0, B.N = TΩ(X, t) . (2.28b)

2.3 Lois de comportement

2.3.1 Thermodynamique des milieux continus

a Premier principe

Le premier principe de la thermodynamique postule l’existence d’une fonction d’état e appelée
énergie interne massique. En exprimant la conservation de l’énergie, nous arrivons classiquement à
l’équation locale de l’énergie en description eulérienne

ρ ė = σ : d + ρr− div q , (2.29)

en description lagrangienne
ρ0 ė = Π : Ė + ρ0r−Div Q (2.30)

et en description mixte
ρ0 ė = BT : Ḟ + ρ0r−Div Q . (2.31)

Le vecteur lagrangien flux de chaleur Q est défini par Q(X, t) = J F−1.q(x = Φ(X, t), t) . Le
terme r représente les sources volumiques de chaleur fournies par l’extérieur ou par des phénomènes
physico-chimiques internes.

b Second principe - Inégalité de Clausius-Duhem

Le second principe est présenté en détail dans l’annexe B.2. Nous retiendrons juste l’expression de
la dissipation avec l’inégalité de Clausius-Duhem. La fonction d’état ψ = e− Ts est appelée énergie
libre de Helmholtz ou énergie libre massique. En utilisant cette fonction, la dissipation peut s’écrire

φ = −ρ0(ψ̇ + Ṫs) + Π : Ė
︸ ︷︷ ︸

φint

−Q.∇T
T︸ ︷︷ ︸

φth

≥ 0 . (2.32)

Le terme φint représente la dissipation intrinsèque, tandis que φth est la dissipation thermique, c’est-
à-dire la dissipation engendrée par les échanges thermiques.

2.3.2 Méthode de l’état local

Afin d’obtenir les lois de comportement, il est important de clarifier la notion de variables ther-
modynamiques. La définition d’un potentiel thermodynamique requiert un choix dans les variables
d’état, et c’est de ce choix que va dépendre la modélisation des phénomènes.

La méthode de l’état local (Germain, 1973) suppose que l’état thermodynamique d’un milieu
matériel en un point et à un instant donné est complètement défini par la connaissance des valeurs,
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à cet instant, d’un certain nombre de variables ne dépendant que du point considéré. L’énergie libre
est alors donnée par ψ = ψ(χ1(x), χ2(x), ...) avec χi les variables d’état. Les dérivées temporelles
de ces variables n’intervenant pas pour définir l’état thermodynamique, toute évolution peut donc être
considérée comme une succession d’états d’équilibre.

Ces variables se classent en deux catégories : les variables observables et les variables internes. Les
variables observables proviennent de la mécanique et de la thermodynamique des milieux continus. La
température T et la déformation E sont les deux variables indépendantes les plus souvent utilisées. Les
variables internes représentent souvent des phénomènes dissipatifs. On peut penser à la déformation
plastique, visqueuse ou à l’endommagement, l’écrouissage ou la rupture.

Dorénavant, l’énergie libre est supposée fonction de la déformation E, de la température T et de
n variables internes indépendantes Xi. La signification de ces variables internes n’est pas explicitée
pour l’instant.

2.3.3 Forces thermodynamiques

En développant la dérivée particulaire de l’énergie libre, l’inégalité de Clausius-Duhem (2.32)
peut se réécrire en configuration lagrangienne

φ = (Π− ρ0
∂ψ

∂E
) : Ė− ρ0(s +

∂ψ

∂T
)Ṫ − ρ0

∂ψ

∂Xi
Ẋi

︸ ︷︷ ︸
φint

−Q.∇T
T︸ ︷︷ ︸

φth

≥ 0 (2.33)

où la convention de sommation sur les indices répétés est utilisée pour les variables internes. Re-
marquons les termes de dissipation intrinsèque φint et de dissipation thermique φth. Nous supposons
que la dissipation résulte uniquement de la déformation, des variables internes et de la conduction
thermique. Nous retrouvons alors la loi entropique

s = −∂ψ

∂T
. (2.34)

Le deuxième principe s’écrit alors

φ =

(
Π− ρ0

∂ψ

∂E

)
: Ė − ρ0

∂ψ

∂Xi
Ẋi

︸ ︷︷ ︸
φint

−Q.∇T
T︸ ︷︷ ︸

φth

≥ 0 . (2.35)

La dissipation peut s’écrire sous la forme d’une somme de produits entre les flux et les forces
thermodynamiques associées (voir tableau 2.1). Pour une transformation réversible, la dissipation est
nulle.

Flux Ė Ẋi Q
Force associée Π− ρ0

∂ψ
∂E Ai = −ρ0

∂ψ
∂Xi

−∇T
T

TABLE 2.1 – Variables thermodynamiques et forces associées.
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2.3.4 Matériaux standards généralisés

Une loi de comportement est dite thermodynamiquement admissible si elle respecte le second
principe, c’est-à-dire si la dissipation est positive ou nulle dans toutes évolutions réelles du système
autour d’un état d’équilibre. Cette dissipation peut se mettre sous la forme d’une somme de produits
entre les variables thermodynamiques et les forces associées. Afin de construire de façon systématique
des lois de comportement thermodynamiquement admissibles, il est possible d’appliquer l’hypothèse
de dissipativité normale à toutes les variables dissipatives : un potentiel de dissipation ϕ(Ė, Ẋi, Q)
convexe de ses variables, non négatif et nul à l’origine est donné et détermine les forces thermodyna-
miques :

Π− ρ0
∂ψ

∂E
=

∂ϕ

∂Ė
, Ai = −ρ0

∂ψ

∂Xi
=

∂ϕ

∂Ẋi
, −∇T

T
=

∂ϕ

∂Q
. (2.36)

2.3.5 Thermoélasticité

a Définition

Un milieu thermoélastique est un milieu qui vérifie un certain nombre d’hypothèses :
– il existe un état naturel isotherme et isobare : toutes les déformations sont mesurées à partir de

cet état ;
– la température T et la déformation sont les deux seules variables d’état indépendantes (les di-

rections d’anisotropie sont rajoutées dans le cas d’un matériau anisotrope). Les quatre variables
d’état scalaires indépendantes sont la température et trois invariants d’un tenseur des défor-
mations Y (T, YI , YI I , YI I I), éventuellement complétées par les invariants d’anisotropie. Les
variables d’état scalaires indépendantes sont désignées par (χ0 = T, χ1, · · · , χn). La dérivée
par rapport à χi s’exprime par ∂i.

– la dissipation intrinsèque est nulle :

φint = ρ0(Tṡ− ė) +
1
2

Π : Ċ = 0 (2.37a)

= ρ0(T∂0s− ∂0e)Ṫ + ρ0

n

∑
i=1

(T∂is− ∂ie)χ̇i +
1
2

Π : Ċ = 0 . (2.37b)

b Réversibilité intrinsèque

Dans le cadre d’un matériau thermoélastique, les dérivées particulaires des variables d’état (χ̇1, · · · , χ̇n)
sont indépendantes de χ̇0 = Ṫ. Il est donc possible de définir une évolution infinitésimale arbitraire
autour d’un état en faisant varier Ṫ arbitrairement des autres dérivées particulaires des variables d’état.
Nous obtenons alors la loi entropique et l’équation menant à la loi de comportement :

0 = −∂0ψ− s (2.38a)

0 = −ρ0

n

∑
i=1

∂iψ χ̇i +
1
2

Π : Ċ . (2.38b)

Nous avons utilisé dans ces expressions la définition de l’énergie libre ψ = e− Ts. Nous attirons l’at-
tention du lecteur sur le fait que ce résultat est dû à l’indépendance de Ṫ par rapport aux autres dérivées
particulaires des variables d’état. Il n’est pas par exemple applicable dans le cas de la thermoélasticité
« incompressible » étudiée plus bas.
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En utilisant le tenseur des dilatations comme mesure des déformations, l’expression (2.38) devient

1
2

Π : Ċ = ρ0
∂ψ

∂C
: Ċ (2.39)

pour toute variation infinitésimale thermoélastique, ce qui permet d’en déduire la loi de comportement
thermoélastique isotrope

Π = 2ρ0
∂ψ

∂C
= ρ0

∂ψ

∂E
ou BT = ρ0

∂ψ

∂F
en description mixte. (2.40)

Nous allons maintenant développer l’expression de cette loi de comportement. Pour un tenseur
des déformations Y, nous pouvons utiliser les invariants suivants :

YI = trY (2.41a)

YI I =
1
2

[(
trY
)2 − trY2

]
(2.41b)

YI I I = det Y . (2.41c)

qui vérifient l’identité de Cayley-Hamilton

0 = −Y3 + YIY2 −YI IY + YI I I I (2.42a)

⇔ −Y2 + YIY = YI I I −YI I IY−1 . (2.42b)

Les dérivées particulaires de ces invariants sont (pour des tenseurs symétriques)

ẎI = I : Ẏ = trẎ (2.43a)

ẎI I =
(
YI I −Y

)
: Ẏ (2.43b)

ẎI I I =
(

YI I I −YIY + Y2
)

: Ẏ =
(

YI I IY−1
)

: Ẏ . (2.43c)

L’équation (2.38) se réécrit avec ces expressions

− ρ0

[
(∂1ψ + YI∂2ψ) I − ∂2ψ Y + YI I I∂3ψ Y−1

]
: Ẏ +

1
2

Π : Ċ = 0 . (2.44)

Utilisons par exemple le tenseur des dilatations C comme mesure de la déformation. L’expression
(2.44) s’annule pour toute transformation thermoélastique infinitésimale, ce qui donne la loi de com-
portement thermoélastique isotrope

Π = 2ρ0

[
(∂1ψ + CI∂2ψ) I − ∂2ψ C + CI I I∂3ψ C−1

]
. (2.45)

Le comportement thermoélastique isotrope compressible est donc entièrement défini par la donnée de
l’énergie libre ψ.

c Thermoélasticité avec liaisons internes

Définition On dit que le comportement du matériau est assujetti est à des liaisons internes si
ses évolutions thermomécaniques sont, du point de vue géométrique, astreintes à respecter certaines
conditions restrictives (Salençon, 2002).

2 DÉCEMBRE 2014



LOIS DE COMPORTEMENT 37

Ces liaisons internes portent sur un tenseur des déformations, et le nombre de relation indépen-
dantes ne peut dépasser six (si n = 6, le matériau est indéformable). Par exemple, ces liaisons internes
peuvent se traduire par n relations indépendantes sur E :

ϕp(E) = 0 p = 1, · · · , n . (2.46)

Le premier exemple de liaison est la liaison interne d’isochorie ou d’incompressibilité stricte
det F = 1 se traduisant par ϕ1(E) = det

(
2E + I

)
− 1 = 0. Un deuxième exemple est la liaison

interne d’inextensibilité dans une direction matérielle D qui se traduit par ϕ2(E) = E : (D⊗ D) = 0.
Ces liaisons internes réduisent les évolutions thermomécaniques de Ė dans l’inégalité de Clausius-

Duhem car Ė doit vérifier

ϕ̇p(E) =
∂ϕp(E)

∂E
: Ė = 0 p = 1, · · · , n . (2.47)

Ces liaisons internes ne changent en rien l’obtention de la loi de conduction et de la loi entropique
car Ṫ est totalement indépendant des autres variables d’état et de leurs dérivées. Par contre, l’équation
(2.47) implique que l’espace des variations admissibles Ė est l’orthogonal de ∂ϕp(E)/∂E. La nullité
de la dissipation intrinsèque (

Π− ρ0
∂ψ

∂E

)
: Ė = 0 (2.48)

montre que le terme entre parenthèses appartient à l’espace engendré par les ∂ϕp(E)/∂E, c’est-à-dire
qu’il existe n scalaires arbitraires ηp, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

Π− ρ0
∂ψ

∂E
=

n

∑
p=1

ηp
∂ϕp(E)

∂E
. (2.49)

Cette dernière équation définit les lois de comportement thermoélastiques avec liaisons internes. Nous
attirons l’attention du lecteur sur le fait que ce raisonnement et ces lois de comportement ne sont pas
valides pour un matériau thermoélastique « incompressible » respectant det F = f J(T). En effet, la
variation de température Ṫ n’est plus indépendante des autres variables d’état et il est donc abusif
d’utiliser des liaisons internes de ce type. Nous développons ce point de vue dans le prochain para-
graphe.

d Capacités calorifiques

Lors d’une transformation, la puissance calorifique volumique totale est égale à la somme des
puissances calorifiques apportées par l’extérieur et apportées par les phénomènes irréversibles in-
ternes :

Pcal vol = Pcal vol ext + Pcal vol int
= ρ0r−Div Q + φint
= ρ0Tṡ

(2.50)

avec la définition (EQ. B.10) de la dissipation intrinsèque. En exprimant la dérivée particulaire de s,
la capacité calorifique c est définie par

c =
Pcal vol

ρ0Ṫ
= T

∂s
∂T

+
T
Ṫ

∂s
∂E

: Ė . (2.51)
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Cette capacité calorifique est définie pour une transformation infinitésimale non-isotherme. En se
plaçant dans une transformation infinitésimale à déformation constante, la capacité calorifique à dé-
formation constante s’écrit

cd = T
∂s
∂T

. (2.52)

Cette relation sera exploitée dans les équations B.23a à B.23c. Il est aussi possible de définir la chaleur
spécifique à contrainte nulle (Garrigues, 2002).

2.3.6 Thermoélasticité « incompressible »

a Définition de « l’incompressibilité »

Définition Un milieu thermoélastique est dit « incompressible » si et seulement si la dilatation
volumique est uniquement une fonction de la température :

J =
ρ0

ρ
= f J(T − T0) avec f J(0) = 1 . (2.53)

Avec l’abus de notation f J(T − T0) = f J(T), la vitesse de dilatation volumique est donnée par

J̇
J
=

f ′J(T)
f J(T)

Ṫ = trd = tr
(

F−T.Ė.F−1
)
=

1
2

tr
(

C−1.Ċ
)

. (2.54)

Cette relation implique que l’espace des variables d’état indépendantes à une dimension réduite de
un. Par exemple, dans le cas isotrope sans liaisons internes, il existe quatre variables d’état scalaires
indépendantes : la température et trois invariants de la déformation (T, CI , CI I , CI I I). Pour un ma-
tériau thermoélastique « incompressible », l’équation (2.53) implique une relation entre le troisième
invariant (ici de C) et la température : CI I I = J2 = f 2

J (T). L’espace des variables d’état scalaires
indépendantes est alors réduit à (T, CI , CI I).

Nous ne pouvons donc pas déduire les lois de comportement thermoélastiques comme nous l’avons
fait précédemment en exploitant la nullité de la dissipation intrinsèque. Nous présentons 6 maintenant
un exemple d’obtention des lois de comportement thermoélastique « incompressible ».

b Réversibilité intrinsèque

Nous réécrivons ici l’expression de la dissipation intrinsèque :

φint = ρ0(T∂0s− ∂0e)Ṫ + ρ0

n

∑
i=1

(T∂is− ∂ie)χ̇i +
1
2

Π : Ċ = 0 (2.55a)

= ρ0(T∂0s− ∂0e)Ṫ + ρ0(T∂1s− ∂1e)ĊI + ρ0(T∂2s− ∂2e)ĊI I +
1
2

Π : Ċ .(2.55b)

En introduisant l’énergie libre puis en exprimant les dérivées particulaires des invariants, la dissipation
intrinsèque devient

φint = −ρ0 (∂0ψ + s) Ṫ +

[
−ρ0 (∂1ψ + CI∂2ψ) I + ρ0∂2ψ C +

1
2

Π
]

: Ċ = 0 . (2.56)

6. Notre analyse se fonde sur le document de Garrigues (2002).
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L’hypothèse d’incompressibilité implique une relation entre la trace de C−1.Ċ et Ṫ, qui n’était pas
présente dans le cas compressible (EQ. 2.37). Nous transformons alors l’expression précédente :

φint = −ρ0 (∂0ψ + s) Ṫ +

[
−ρ0 (∂1ψ + CI∂2ψ)C + ρ0∂2ψ C2 +

1
2

Π.C
]

:
(

C−1.Ċ
)
= 0 (2.57)

puis nous décomposons le tenseur C−1.Ċ en parties sphérique et déviatorique :

C−1.Ċ =
1
3

tr
(

C−1.Ċ
)

I + dev
(

C−1.Ċ
)
=

2 f ′J(T)
3 f J(T)

Ṫ I + dev
(

C−1.Ċ
)

. (2.58)

En utilisant l’expression suivante pour tout tenseur Y :

Y :
(

C−1.Ċ
)
=

2 f ′J(T)
3 f J(T)

trY Ṫ + dev Y : dev
(

C−1.Ċ
)

, (2.59)

la dissipation intrinsèque devient

φint =

[
−ρ0 (∂0ψ + s) +

2 f ′J(T)
3 f J(T)

(
−ρ0 (∂1ψ + CI∂2ψ) trC + ρ0∂2ψ tr(C2) + tr

(
1
2

Π.C
))]

Ṫ

+

[
−ρ0 (∂1ψ + CI∂2ψ) dev C + ρ0∂2ψ dev (C2) + dev

(
1
2

Π.C
)]

: dev
(

C−1.Ċ
)

. (2.60)

En exprimant les traces, l’expression se simplifie en

φint =

[
−ρ0 (∂0ψ + s) +

2 f ′J(T)
3 f J(T)

(
−ρ0CI∂1ψ− 2ρ0CI I∂2ψ + tr

(
1
2

Π.C
))]

Ṫ

+

[
−ρ0 (∂1ψ + CI∂2ψ) dev C + ρ0∂2ψ dev (C2) + dev

(
1
2

Π.C
)]

: dev
(

C−1.Ċ
)

. (2.61)

À partir de cette expression, il est possible de tirer les conclusions de la nullité de la dissipation in-
trinsèque car Ṫ et dev

(
C−1.Ċ

)
sont indépendants. Le comportement thermoélastique isotrope « in-

compressible » s’écrit donc

1
2

tr
(

Π.C
)

= 3ρ0
f J(T)

2 f ′J(T)
(∂0ψ + s) + ρ0 (CI∂1ψ + 2CI I∂2ψ) (2.62a)

1
2

dev
(

Π.C
)

= ρ0

[
(∂1ψ + CI∂2ψ) dev C− ∂2ψ dev (C2)

]
. (2.62b)

Le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff est donné par

Π = ρ0
f J(T)
f ′J(T)

(∂0ψ + s)C−1

+ 2ρ0

[
1
3
(CI∂1ψ + 2CI I∂2ψ)C−1 + (∂1ψ + CI∂2ψ)

(
dev C

)
.C−1 − ∂2ψ

(
dev C2

)
.C−1

]
.

(2.63)
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G

G

η

η

a) Modèle de Maxwell b) Modèle de Kelvin

ε̇ = 1
G
σ̇ + 1

η
σ σ = Gε+ ηε̇

FIGURE 2.1 – Modèles rhéologiques de Maxwell et de Kelvin.

En développant l’invariant CI I puis en regroupant les parties sphériques et déviatoriques, nous obte-
nons finalement

Π = ρ0
f J(T)
f ′J(T)

(∂0ψ + s)C−1 + 2ρ0

[
∂1ψI + ∂2ψ

(
CI I − C

)]
. (2.64)

Contrairement au comportement thermoélastique compressible, le comportement thermoélastique « in-
compressible » nécessite de définir deux fonctions d’état : (ψ, s) ou (e, s). En effet, la loi entropique
s = −∂0ψ n’est pas une conséquence de la réversibilité intrinsèque. Insistons sur le fait que la loi de
comportement « incompressible » n’est pas un cas particulier de la loi de comportement ther-
moélastique compressible (2.45). En particulier, il ne suffit pas de poser J = f J(T) dans cette loi
de comportement pour tenir compte de l’incompressibilité 7 car les variables d’état sont diffé-
rentes.

c Capacités calorifiques

Dans le cadre de la thermoélasticité « incompressible», il n’est pas possible de définir de capacité
calorifique à déformation constante car det F constant implique T constant, c’est-à-dire une transfor-
mation isotherme. Ainsi, il n’est pas possible de chauffer un milieu thermoélastique « incompres-
sible » tout en bloquant les déformations. Ceci constitue une absurdité physique (Garrigues,
2002) de la modélisation thermoélastique « incompressible ».

Par contre, il est possible de définir une capacité thermique à contrainte nulle.

2.3.7 Modélisation des phénomènes dissipatifs ou irréversibles

L’inégalité de Clausius-Duhem (EQ. 2.35) peut s’interpréter de différentes façons suivant la mo-
délisation adoptée. En notant par les indices R et IR les phénomènes réversibles et irréversibles et en
adoptant la modélisation HPP, nous pouvons décomposer les contraintes selon σ = σR + σIR, avec
σR = ρ∂ψ(ε, T, Xi)/∂ε. Comparons par exemple les modèles rhéologiques (FIG. 2.1) de Kelvin (en
parallèle) et Maxwell (en série).

Pour le modèle de Kelvin, il n’y a pas de variable interne et σIR = σ− σR. La dissipation s’écrit
alors φ = σIR : ε̇.

Dans le modèle de Maxwell, la variable interne εIR représente la déformation dans la partie
dissipative. Alors ε = εR + εIR. Ici, σ = σR = ρ∂ψ(ε, T, εIR)/∂ε et la dissipation s’écrit φ =
−ρ0(∂ψ/∂εIR) : ε̇IR. Nous voyons que selon la modélisation adoptée, nous ne retrouverons pas la

7. Le cas J = 1 fait, lui, intervenir des multiplicateurs de Lagrange.
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dissipation sous la même forme : elle peut provenir du premier ou du deuxième terme de la dissipation
intrinsèque φint (EQ. 2.35).

2.3.8 Équation de la chaleur

Après quelques manipulations (voir annexe B.3), il est possible d’écrire le premier principe (2.30)
de la façon suivante :

ρ0cṪ︸︷︷︸
1

+Div Q
︸ ︷︷ ︸

2

= ρ0R︸︷︷︸
3

+
∂ϕ

∂Ė
: Ė +

∂ϕ

∂Ẋi
: Ẋi

︸ ︷︷ ︸
4

+ T
∂Π
∂T

: Ė− T

(
∂2ϕ

∂T ∂Ė
: Ė +

∂2ϕ

∂T ∂Ẋi
: Ẋi

)

︸ ︷︷ ︸
5

.

(2.65)
Analysons les termes de cette équation :
– les termes 1 et 2 représentent les termes d’absorption et de fuite de chaleur ;
– le terme 3 est une source de chaleur ;
– la dissipation intrinsèque est ici présente par le terme 4 : ce terme exprime la perte inélastique

(plasticité, viscosité...) ;
– le terme 5 provient des couplages entre les problèmes thermiques et mécaniques, notamment la

dépendance des contraintes à la température.
Dans le cadre de la thermoélasticité où la dissipation intrinsèque est nulle, l’expression (2.65) se réduit
à

ρ0cṪ︸︷︷︸
1

+Div Q
︸ ︷︷ ︸

2

= ρ0R︸︷︷︸
3

+ T
∂Π
∂T

: Ė
︸ ︷︷ ︸

5

, (2.66)

ou en configuration mixte

ρ0cṪ︸︷︷︸
1

+Div Q
︸ ︷︷ ︸

2

= ρ0R︸︷︷︸
3

+ T
∂BT

∂T
: Ḟ

︸ ︷︷ ︸
5

. (2.67)

Les termes dissipatifs ont disparu, et le terme 5 représente le couplage thermoélastique.

2.4 Modélisation de l’incompressibilité

Il y a deux grandes manières d’aborder l’incompressibilité. La première est de ne considérer que
des transformations strictement isochores. L’incompressibilité amène alors une contrainte : le gradient
de la transformation a un déterminant J = det F égal à 1. Cette condition géométrique s’impose via
une liaison interne ϕ1(E) = 0 dans le comportement du matériau. La loi de comportement ainsi ob-
tenue est fonction d’un multiplicateur de Lagrange η1 associé à la liaison interne d’incompressibilité

Π = ρ0
∂ψ

∂E
+ η1

∂ϕ1(E)
∂E

(2.68a)

= ρ0
∂ψ

∂E
+ 2J η1 C−1 . (2.68b)

Or nous avons vu que la modélisation thermoélastique « incompressible» n’était pas satisfaisante.
En effet, cette modélisation mène à une absurdité physique : l’impossibilité de chauffer un milieu tout

2 DÉCEMBRE 2014



42 RAPPELS DE MÉCANIQUE

en maintenant constant son volume. Il est donc nécessaire qu’un matériau thermiquement dilatable
soit compressible.

La deuxième manière d’aborder l’incompressibilité est donc de considérer le matériau comme
faiblement compressible et d’introduire une fonction de pénalisation dans l’écriture de l’énergie libre.
Celle-ci s’écrit par exemple comme la somme d’un potentiel de distorsion et d’un potentiel de dilata-
tion :

ψ = ψ(F̃) + U(J) (2.69)

où F̃ est défini par

F = (J
1
3 I) F̃ . (2.70)

Doll et Schweizerhof (2000) donnent une revue des fonctions U(J) classiquement utilisées dans la
littérature. Leur forme est toujours la même

U(J) = κ0G(J) . (2.71)

Le module de compressibilité κ0 est très grand et impose donc de minimiser la fonction G(J) qui
s’annule pour J = 1. Cette fonction doit être convexe afin d’assurer la polyconvexité 8 de l’énergie
potentielle. Nous détaillerons cette modélisation dans le prochain chapitre.

2.5 Conclusions

Nous avons décrit le formalisme des transformations finies, nécessaire à l’étude des élastomères.
Notamment, nous avons rappelé la notion d’objectivité nécessaire dans le cadre des transformations
finies à cause des grandes rotations rigidifiantes. L’écriture du second principe de la thermodynamique
permet l’obtention des lois de comportement, tandis que le premier principe mène à l’équation de
la chaleur. Cette équation fait apparaître de nombreux termes qui devront être analysés lors de la
résolution du problème d’autoéchauffement.

Nous avons attiré l’attention du lecteur sur la modélisation de l’incompressibilité. Dans le cas d’un
matériau strictement incompressible impliquant la liaison interne det F = 1, l’utilisation d’un mul-
tiplicateur de Lagrange permet d’obtenir la loi de comportement thermoélastique à partir du second
principe. Dans le cas d’un matériau thermoélastique « incompressible » vérifiant det F = f J(T), il
n’est plus possible d’exploiter de la même façon le second principe car une variation infinitésimale de
la déformation n’est plus indépendante de la variation de température : l’espace des variables d’état
scalaires indépendantes est réduit d’une dimension. À partir de ce constat, il est possible d’exploiter le
second principe avec les nouvelles variables d’état et d’obtenir une loi de comportement thermoélas-
tique « incompressible ». Insistons sur le fait que cette loi de comportement n’est pas obtenue à partir
d’une loi strictement incompressible en posant simplement det F = f J(T). Toutefois, l’hypothèse de
comportement thermoélastique « incompressible » mène à une absurdité physique : l’impossibilité
de chauffer un milieu tout en maintenant constant son volume. Il est donc nécessaire qu’un matériau
thermiquement dilatable soit compressible ! L’étude de ce type de comportement est présentée dans le
prochain chapitre.

8. Définie au paragraphe 3.1.2.
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Chapitre 3

Modélisation thermomécanique des
élastomères

Ce chapitre propose une analyse de la littérature sur la modélisation
thermomécanique des élastomères. Nous présenterons différents as-
pects spécifiques aux élastomères : élasticité entropique, phénomène
d’inversion thermoélastique, écriture de l’énergie libre.

Sommaire
2.1 Le milieu continu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.1 Modélisation - Volume Élementaire Représentatif . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.2 Descriptions eulériennes et lagrangiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.3 Référentiel, repère, objectivité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.2 Formalisme des transformations finies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.1 Cinématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.2 Vitesse de déformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.3 Gradients eulériens et lagrangiens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.4 Modélisation des efforts intérieurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.5 Ecriture lagrangienne du principe des puissances virtuelles . . . . . . . . . 31
2.2.6 Tenseurs conjugués . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.7 Équations d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.3 Lois de comportement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3.1 Thermodynamique des milieux continus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3.2 Méthode de l’état local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3.3 Forces thermodynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.3.4 Matériaux standards généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.5 Thermoélasticité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.6 Thermoélasticité « incompressible » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3.7 Modélisation des phénomènes dissipatifs ou irréversibles . . . . . . . . . . 40
2.3.8 Équation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4 Modélisation de l’incompressibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

45



46 MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE DES ÉLASTOMÈRES

Nous étudions dans ce chapitre la modélisation thermomécanique des élastomères. Le comporte-
ment des élastomères est tout d’abord marqué par de très fortes non-linéarités. Ainsi, il est nécessaire
d’étudier la thermoélasticité non-linéaire. Dans un deuxième temps, nous détaillons une approche
thermodynamique de l’élasticité dans un cas particulier : la traction simple. Les notions importantes
telles que l’élastomère idéal, l’inversion thermoélastique ou encore la contribution énergétique des ef-
forts sont introduites et expliquées grâce à cet exemple. La suite du chapitre se placera dans un cadre
plus général et détaillera quelques modélisations thermomécaniques des élastomères. Ces modélisa-
tions sont fortement liées d’une part aux grandeurs mesurées lors des expériences, et d’autre part aux
hypothèses effectuées sur la formulation de l’énergie libre.

3.1 Thermoélasticité non-linéaire

3.1.1 Thermoélasticité linéaire

Dans le cadre de la thermoélasticité linéaire, les déformations et la variation de température sont
supposées petites : ||E|| � 1 et (T − T0)/T0 � 1. L’énergie libre est supposée être quadratique
des déformations et de la variation de température. Pour un matériau isotrope, l’énergie libre est
nécessairement fonction des seuls invariants I1 = trε, I2 = 1

2 trε2 et I3 = 1
3 trε3. Elle s’écrit dans la

configuration naturelle (sans contraintes initiales)

ρ0ψ = 2µ0 I2 +
λ0

2
I2
1 −

α0

3
I1(T − T0)−

c0

2T0
(T − T0)

2 (3.1)

où µ0 et λ0 sont les coefficients élastiques de Lamé, α0 est le coefficient de dilatation thermique et c0
la chaleur spécifique à déformation constante.

La modélisation thermoélastique linéaire n’est bien évidemment pas applicable aux élastomères
dans le cadre des grandes déformations.

3.1.2 Thermoélasticité non-linéaire

L’énergie libre est une fonction du gradient de la transformation et de la température : ψ(F, T).
Sous l’hypothèse d’un matériau isotrope, l’énergie libre ψ(λ1, λ2, λ3, T) est fonction seulement des
dilatations principales λi.

La solution du problème d’équilibre thermoélastique en grandes transformations doit vérifier trois
conditions :

– le champ de contraintes doit être statiquement admissible (respect de l’équilibre et des condi-
tions aux limites) ;

– le champ de déplacement doit être cinématiquement admissible (respect des conditions aux
limites) ;

– ces deux champs doivent être reliés par la loi de comportement.
Dans le cas d’un problème H.P.P., les théorèmes généraux montrent l’existence et l’unicité de la so-
lution à ce problème d’équilibre thermoélastique. Dans le cadre des grandes transformations, il est
difficile de trouver une solution directe et il existe peu de résultats d’existence d’une solution au
problème d’équilibre. L’existence ainsi que l’unicité de la solution au problème n’est pas garantie
(voir par exemple la traction biaxiale en annexe B.6). Toutefois, sous la propriété de polyconvexité
de l’énergie, l’existence d’un minimum de l’énergie potentielle totale du système sur les champs de
déplacement cinématiquement admissibles garantit l’existence d’une solution au problème élastique
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non-linéaire (Ball, 1977). Une énergie ψ est dite polyconvexe si elle peut s’exprimer comme une
fonction ψ∗

ψ(F) = ψ∗(F, Adj F, J) où Adj F = JF−1 (3.2)

convexe de ces arguments.

3.2 Analyse thermodynamique pour la traction uniaxiale

Nous présentons dans cette section l’étude thermodynamique de l’extension uniaxiale d’un cy-
lindre de caoutchouc. Ce cas d’école est une très bonne introduction à la thermoélasticité des élasto-
mères.

3.2.1 Premier et second principe de la thermodynamique

Le premier principe permet d’écrire la variation de l’énergie interne dU

dU = dQ + dW (3.3)

en fonction de la chaleur absorbée par le système dQ et du travail fourni par les efforts extérieurs
dW. Dans le cas d’un processus réversible, le second principe définit la variation d’entropie dS par

T dS = dQ . (3.4)

La variation d’énergie interne peut alors s’écrire

dU = T dS + dW . (3.5)

Nous considérons deux variables décrivant les forces extérieures : la force uniaxiale f et la pres-
sion uniforme p. Ainsi la variation de travail est donnée par

dW = f dL− p dV . (3.6)

3.2.2 Élasticité d’un élastomère

L’énergie libre A du matériau est définie par

A = U − TS . (3.7)

La différenciation de cette équation mène successivement à

dA = dU − T dS− S dT (3.8a)

= f dL− p dV − S dT . (3.8b)

Cette dernière équation permet d’écrire les relations suivantes

f =

(
∂A
∂L

)

T,V
=

(
∂U
∂L

)

T,V
− T

(
∂S
∂L

)

T,V
(3.9a)

p = −
(

∂A
∂V

)

T,L
(3.9b)

S = −
(

∂A
∂T

)

L,V
. (3.9c)
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FIGURE 3.1 – Relation linéaire entre la force à déformation imposée (350%) et la température (Meyer
(1935)).

Les relations de Maxwell
En utilisant la relation suivante entre les dérivées partielles

∂

∂L

(
∂A
∂T

)

L,V
=

∂

∂T

(
∂A
∂L

)

T,V
, (3.10)

nous pouvons démontrer les relations de Maxwell suivantes :

(
∂S
∂L

)

T,V
= −

(
∂ f
∂T

)

L,V
(3.11a)

(
∂S
∂V

)

T,L
=

(
∂p
∂T

)

L,V
(3.11b)

(
∂ f
∂V

)

T,L
= −

(
∂p
∂L

)

T,V
. (3.11c)

3.2.3 Origine entropique des efforts - Élastomère idéal

Pour un élastomère idéal, l’énergie interne ne dépend que de la température. La totalité des efforts
provient de la variation d’entropie lors de la déformation : les chaînes de polymères peuvent tourner
librement et l’énergie interne U ne change pas avec la déformation. Cela se traduit par l’annulation du
terme (∂U/∂L)T,V dans l’équation (3.9). Ainsi les contraintes sont-elles linéaires de la température.
Les premières expériences de Meyer et Ferri (1935) ont montré que cette propriété était vérifiée au
moins pour des déformations suffisamment grandes (FIG. 3.1). Par contre, aux faibles déformations,
les expériences d’Anthony et al. (1942) infirment cette propriété (FIG. 3.2 et 3.3). De plus, un chan-
gement de signe dans la pente des droites est observé aux alentours de 10% de déformation : c’est un
aspect de l’inversion thermoélastique qui sera détaillé dans la suite. L’explication de ce phénomène
réside dans la dilatation thermique du caoutchouc. En effet, dans l’état non-déformé, une augmenta-
tion de la température conduit à une augmentation du volume et donc de la longueur (si la dilatation
est libre) du caoutchouc. Aux faibles déformations, la diminution de l’effort avec la température est
ainsi expliquée par ce phénomène. Donc l’élastomère ne peut pas être considéré comme idéal et la
variation d’énergie interne contribue aussi aux efforts.
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FIGURE 3.2 – Force à déplacement constant
en fonction de la température (Anthony et al.,
1942).

FIGURE 3.3 – Courbes de traction à 20˚C et
70˚C (Anthony et al., 1942).

3.2.4 Origine énergétique des efforts - Élastomère réel

a Les premières analyses

Les premières analyses (Anthony et al., 1942) négligent la variation de volume dans le travail
des forces extérieures par rapport au travail de la force de traction. Les efforts d’origine énergétique
dénommés fe sont donc donnés par

fe =

(
∂U
∂L

)

T
= f − T

(
∂ f
∂T

)

L
. (3.12)

Les résultats expérimentaux d’Anthony et al. (1942) (FIG. 3.4) indiquent que l’énergie interne contri-
bue de façon significative à la force. Aux faibles déformations, la contribution énergétique est plus
grande que la contribution entropique. C’est la manifestation de l’importance de la dilatation ther-
mique, déjà observée dans les relations force-température à déplacement imposé. Cet effet peut être
corrigé en travaillant à élongation λ fixée.

b Essais à volume constant

Des variations de volume accompagnent généralement la déformation d’un caoutchouc. Ces va-
riations sont petites mais réaliser un essai à volume constant implique d’ajuster la pression au cours
de l’essai pour compenser les effets de dilatation. Allen et al. (1963) ont réalisé ce type d’essai, qui a
l’avantage de donner une expression exacte 1 des efforts d’origine énergétique

fe =

(
∂U
∂L

)

T,V
= f − T

(
∂ f
∂T

)

L,V
. (3.13)

1. Nous verrons dans le paragraphe suivant qu’analyser un essai à pression constante suppose de connaître la relation
force-déplacement.
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FIGURE 3.4 – Composantes énergétique et entropique de la force de traction en fonction de la défor-
mation (Anthony et al., 1942).
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Le ratio entre ces efforts d’origine énergétique par rapport à la force élastique est donné par

fe

f
= −T

(
∂ ln( f /T)

∂T

)

L,V
. (3.14)

Les résultats indiquent que le rapport fe/ f est proche de 0.2 mais la dispersion causée par la difficulté
d’une telle expérience ne permet pas une étude quantitative précise.

c Essais à pression constante

Réaliser un essai à pression constante est beaucoup plus facile qu’un essai à volume constant.
Toutefois, exprimer la relation entre les grandeurs à volume constant et à pression constante nécessite
la connaissance de la relation force-élongation et ne permettra pas une détermination exacte de fe/ f .
Nous reprenons ici la relation force-élongation fondée sur la théorie de Flory (Flory et al., 1960) :

f =
νkT
Li

(
V
V0

) 2
3 (

λ∗ − λ∗−2
)

(3.15)

où ν est le nombre de chaînes dans le réseau, k la constante de Boltzmann, λ∗ = L/Li l’élongation
avec Li la longueur de l’éprouvette au repos dont le volume serait égal au volume V de l’éprouvette
déformée (donc Li n’est pas la longueur de l’éprouvette au repos). L est la longueur de l’éprouvette
déformée. L’utilisation de cette relation permet d’obtenir la relation entre les grandeurs à volume
constant et à pression constante (Flory et al., 1960) :

(
∂ f
∂T

)

L,V
=

(
∂ f
∂T

)

L,p
+

α f
λ∗3 − 1

(3.16)

où α est le coefficient de dilatation volumique à pression constante

α =
1
V

(
∂V
∂T

)

L,p
. (3.17)

La contribution énergétique des efforts (EQ. 3.14) se réécrit alors

fe

f
= −T

(
∂ ln( f /T)

∂T

)

L,p
− αT

λ∗3 − 1
(3.18)

et permet une détermination expérimentale du rapport fe/ f . Toutefois, aux petites déformations, le
dernier terme diverge et cette équation peut difficilement être appliquée à cause de l’erreur sur la
mesure de λ∗ (Shen, 1969). Une autre formulation est aussi possible où cette fois-ci c’est l’élongation
λ∗ qui reste constante :

fe

f
= −T

(
∂ ln( f /T)

∂T

)

λ,p
+

αT
3

. (3.19)

3.2.5 Phénomène d’inversion thermoélastique

Dans cette sous-section, nous allons analyser en détail l’inversion thermoélastique. Ce phénomène
fait l’objet dans la littérature d’une attention particulière (Chadwick, 1974; Ogden, 1987; Pellicer
et al., 2001). Si pour l’instant nous nous étions dispensé d’exprimer les équations d’état, l’analyse de
l’inversion thermoélastique suppose de connaître leurs expressions.
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Nous supposons ici que la contrainte axiale est donnée par un modèle statistique

σ = kT

(
L
L0
−
(

L0

L

)2
)

. (3.20)

a Coefficient de dilatation linéique à force constante

Une première manifestation de l’inversion thermoélastique est le phénomène suivant : lorsqu’une
bande de caoutchouc étirée par un poids est chauffée, sa longueur peut augmenter ou diminuer selon la
charge appliquée (Anthony et al., 1942). Le coefficient de dilatation linéique à effort constant s’obtient
par dérivation de l’équation (3.20) :

λσ,V =
1
L

(
∂L
∂T

)

σ,V
= λ0 −

1
T
(L/L0(T))3 − 1
(L/L0(T))3 + 2

(3.21)

où λ0 est le coefficient de dilatation linéique à force nulle, qui est constant. La variation de L0 (lon-
gueur au repos) avec la température est donnée par intégration de λ0 :

λ0 =
1
L0

dL0

dT
, d’où L0(T) = L0(T0) exp [λ0(T − T0)] . (3.22)

Le premier terme de (3.21) est la dilatation thermique, et le second décrit le comportement thermoé-
lastique des forces entropiques. Comme nous pouvons le constater sur la figure 3.5, ce coefficient varie
en fonction de l’élongation : d’abord positif et prenant la valeur de λ0, il s’annule puis devient néga-
tif. Ce changement de signe de λσ,V est connu comme l’inversion thermoélastique. A une température
donnée Ti, l’élongation d’inversion est donnée par

α3
i =

1 + 2λ0Ti

1− λ0Ti
exp [3λ0(Ti − T0)] . (3.23)

Des élongations d’inversion de 1.05 à 1.1 sont des valeurs typiques. Notons que pour un élastomère
idéal où λ0 est nul, il n’y a pas de phénomène d’inversion car λσ,V est toujours négatif.

b Variation de la contrainte avec la température à déplacement imposé

Un autre aspect bien connu de l’inversion thermoélastique est le changement de comportement en
température selon le déplacement imposé. En supposant la contrainte de la forme (3.20), en la déri-
vant et en utilisant les relations (3.21) et (3.22), nous obtenons l’expression suivante pour la dérivée
des contraintes par rapport à la température à déplacement constant (ou élongation α0 = L/L0(T0)
constante) :

(
∂σ

∂T

)

L,V
= −kTλσ,V

(
α0 exp [−λ0(T − T0)] +

2
α2

0
exp [2λ0(T − T0)]

)
. (3.24)

Les données expérimentales d’Anthony et al. (1942) représentées sur la figure 3.2, indiquent que la
pente des courbes décroît avec l’élongation, jusqu’à devenir négative aux faibles élongations. L’inver-
sion se retrouve sur les courbes de traction à 20˚C et 70˚C (FIG. 3.3) où aux faibles déformations, la
courbe de traction à 20˚C est au-dessus de celle à 70˚C, l’inversion se situant vers 10%.

Ce phénomène d’inversion est aussi lié à celui du coefficient de dilatation linéique car (∂σ/∂T)L,V
est du signe opposé à λσ,V .
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FIGURE 3.5 – Coefficient de dilatation volumique fonction de l’élongation.

c Effet thermique de l’extension ou effet Gough-Joule

Une des manifestations les plus marquantes de l’élasticité des élastomères est la variation de tem-
pérature obtenue par l’élongation du caoutchouc. Gough (1805) est le premier à décrire ce phénomène.
Lorsqu’il étire rapidement une bande de caoutchouc et la pose sur ses lèvres, il note une sensation de
chaleur. Cette augmentation de température à l’élongation est réversible puisqu’elle disparaît avec la
rétractation. Cet effet thermique est étudié en détail par Joule (1859) avec une mesure de l’échauf-
fement causé par l’élongation (FIG. 3.6). L’auteur constate d’abord un très faible refroidissement de
l’échantillon, puis une augmentation de la température. Ces données sont confirmées par les expé-
riences de Dart et Guth (1945).

L’allure de la courbe d’échauffement souligne la compétition entre les phénomènes énergétiques
et entropiques. Le refroidissement initial est à rapprocher du refroidissement d’un gaz se dilatant,
alors que l’augmentation de température est liée à la diminution de l’entropie (si l’énergie interne ne
varie pas avec la déformation, alors le travail des forces extérieures − dW = dQ se transforme en
chaleur).

Calcul de l’élévation de température
Considérons une transformation adiabatique, donc réversible, allant d’un état initial (T0, L0) à

un état final (T, L). Notre objectif ici est de calculer la variation de température lors de l’élongation
d’un caoutchouc. Pour cela, nous allons introduire un état fictif (T0, L), et considérer la succession de
transformations suivante :

S(T0, L0)
∆S1−→ S(T0, L) ∆S2−→ S(T, L) . (3.25)

La première transformation est isotherme alors qu’il n’y a pas de variation de longueur dans la
deuxième.

Comme la transformation totale est réversible, la variation d’entropie totale est nulle ce qui im-
plique que ∆S1 = −∆S2. La variation d’entropie ∆S1 est donnée par

∆S1 = S(T0, L)− S(T0, L0) =
∫ L

L0

(
∂S
∂L

)

T,V
dL = −

∫ L

L0

(
∂σ

∂T

)

L,V
dL (3.26)
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FIGURE 3.6 – Augmentation de température dans l’extension adiabatique (Treloar, 1975).

où la relation de Maxwell (3.11) a été utilisée pour l’obtention de la dernière expression. La variation
d’entropie ∆S2 est donnée par

∆S2 = S(T, L)− S(T0, L) =
∫ T

T0

(
∂S
∂T

)

L,V
dT =

∫ T

T0

CL,V

T
dT (3.27)

où CL,V est la chaleur spécifique à déformation constante

CL,V = T
(

∂S
∂T

)

L,V
. (3.28)

En supposant que la chaleur spécifique ne dépend pas de la température et en intégrant (3.26) en
utilisant (3.24), nous obtenons la variation de température pour l’élongation d’un caoutchouc

ln
T
T0

=
kL0

CL,V

[
α2

0
2

+
1
α0
− 3

2
− λ0T0

(
α2

0
2
− 2

α0
+

3
2

)]
. (3.29)

Une autre façon d’analyser l’effet thermique est d’écrire la dérivée de la température par rapport
au déplacement, soit

(
∂T
∂L

)

S,V

maxwell
=

(
∂σ

∂S

)

L,V
=

T
CL,V

(
∂σ

∂T

)

L,V
. (3.30)

Le signe de (∂T/∂L)S,V est donc égal au signe de (∂σ/∂T)L,V donné par l’équation (3.24) : la
température diminue jusqu’à atteindre son minimum au point d’inversion puis augmente.
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FIGURE 3.7 – Mesure de l’effet thermique lors de la charge (+) et de la décharge (•) d’un caoutchouc
cristallisable (Dart et al., 1942).

Dégagement de chaleur par la cristallisation
Nous avons vu dans les paragraphes précédents que l’augmentation de température était due au

travail d’extension transformé en chaleur. Pour les matériaux cristallisables, la cristallisation sous
contraintes aux grandes élongations s’accompagne d’un dégagement de chaleur, et la disparition de la
phase cristalline provoque l’absorption de chaleur. Ce phénomène se traduit par une non réversibilité
de la température en fonction de l’élongation au cours d’un cycle charge-décharge, comme présenté
sur la figure 3.7.

3.3 Écriture générale de l’énergie libre

Dans un modèle hyperélastique, les contraintes dérivent directement de l’énergie libre. Nous avons
vu dans la section précédente l’importance de l’expression des contraintes et donc de l’énergie libre.
Notamment, les choix de modélisation de l’énergie interne permettent ou non de représenter certains
phénomènes. Dans la suite du chapitre, nous allons discuter des modélisations thermomécaniques,
c’est-à-dire de l’expression de l’énergie libre et des conséquences associées.

Un modèle thermomécanique anisotherme peut se construire en reliant l’énergie libre à une tem-
pérature quelconque en fonction de celle donnée à une température de référence. L’énergie libre à
une température de référence T0 s’exprime par ψ0 = ψ(E, T0). Dans l’annexe B.4, nous intégrons
cette équation afin d’obtenir l’expression générale de l’énergie libre ψ = ψ(E, T) à une température
quelconque (Chadwick, 1974) :

ψ =
T
T0

ψ0 −
(

T
T0
− 1
)

e0(E, T0)−
∫ T

T0

c(E, T̂)
(

T − T̂
T̂

)
dT̂ . (3.31)

Cette formulation exacte répond à une double exigence : s’appuyer sur ψ0, caractérisée classiquement
lors d’analyses isothermes, et proposer une dépendance à la température la plus générale possible.
Pourtant, elle est inapplicable en pratique à cause des difficultés d’identification des variations de
l’énergie interne et de la chaleur spécifique avec la déformation. Plusieurs démarches simplificatrices
visant à expliciter l’équation (3.31) vont donc être discutées dans la suite du chapitre.
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FIGURE 3.8 – Décomposition multiplicative d’une transformation.

3.4 Décomposition de la transformation

La décomposition de la transformation est liée aux grandeurs mesurées lors des essais thermo-
mécaniques. Par exemple, si l’essai consiste à chauffer puis solliciter mécaniquement l’éprouvette, il
est naturel d’introduire une décomposition multiplicative de la transformation. Mais si la variation de
volume est mesurée, une décomposition en termes de dilatation et de distorsion peut être utilisée.

Les lois identifiées et l’expression de l’énergie libre dépendent ainsi de la décomposition de la
transformation, et donc de la manière d’analyser des essais thermomécaniques. Nous proposons dans
la suite d’étudier les décompositions multiplicatives et la décomposition en terme de dilatation et de
distorsion.

3.4.1 Décompositions multiplicatives

Pour modéliser le comportement thermoélastique, une configuration intermédiaire Bi peut-être
introduite entre la configuration initiale B0 et la configuration finale B.

a Dilatation thermique puis déformation mécanique isotherme

Une majorité d’auteurs (Lu et Pister, 1975; Humphrey et Rajagopal, 1997) considère que l’échan-
tillon est d’abord soumis à une dilatation thermique puis à une déformation mécanique isotherme. La
configuration intermédiaire Bθ est alors obtenue à partir de la configuration actuelle par le décharge-
ment total des efforts effectué de manière isotherme (FIG. 3.8). Ainsi le gradient de la transformation
élastique isotherme de Bθ à B est Fe et le gradient de la transformation thermique de B0 à Bθ est F

θ
.

Le gradient total se décompose donc selon

F = Fe.Fθ
. (3.32)

Pour un matériau isotrope, la partie thermique de la transformation est souvent donnée par

F
θ
= k(T)I (3.33)
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où k(T) est l’élongation thermique dans n’importe quelle direction matérielle. Ce coefficient est relié
à la dilatation linéique thermique α(T) par

α(T) =
1
T

dk
dT

, soit k(T) = exp
(∫ T

T0

α(s) ds
)

. (3.34)

Cependant, certains auteurs considèrent en plus de la dilatation thermique une transformation méca-
nique isochore : l’incompressibilité du matériau est introduite par des multiplicateurs de Lagrange.
Cette modélisation n’est pas rigoureuse 2 car ces auteurs supposent que F et T sont les variables d’état
indépendantes alors qu’ils imposent det F = f J(T). Dans le cas faiblement compressible, Imam et
Johnson (1998); Lubarda (2004) ont proposé des modélisations appropriées fondées sur la décompo-
sition (3.32).

b Décomposition en dilatation et distorsion

Il est possible de décomposer (Ogden, 1984) le gradient de la transformation F en deux parties.

La première J
1
3 I représente la dilatation, la deuxième F̃ est purement isochore et est définie par F =

J
1
3 F̃ . Le gradient de transformation F̃ est bien défini comme ayant un déterminant unitaire. Afin de

distinguer les parties volumique et isochore, Ogden (1987) introduit les “dilatations modifiées” par

λ∗i = J−
1
3 λi (3.35)

où les λi sont les dilatations principales. Ainsi, l’énergie libre peut-elle s’écrire (matériau isotrope)

ψ̂(λ∗1 , λ∗2 , J, T) = ψ(λ1, λ2, λ3, T) . (3.36)

Par exemple, dans le cas des contraintes planes (σ3 = 0), l’auteur obtient les relations suivantes pour
les contraintes principales de Cauchy σ1 et σ2

σ1 =
λ∗1
J

∂ψ̂

∂λ∗1
, σ2 =

λ∗2
J

∂ψ̂

∂λ∗2
,

1
3
(σ1 + σ2) =

∂ψ̂

∂J
. (3.37)

Ces expressions suffisent pour déterminer ψ̂. L’avantage est qu’elles sont plus précises aux faibles
déformations qu’une formulation en invariant car elles ne font pas intervenir de différence de carrés
au dénominateur.

Avec ces notations, nous pouvons faire l’hypothèse que l’énergie libre se décompose en deux
parties, volumique et isochore :

ψ(F, T) = ψvol(J, T) + ψiso(F̃, T) . (3.38)

Par exemple, en anticipant les futures descriptions, l’écriture (3.44) de l’énergie libre peut devenir

ψ = f (T)ψ0 vol −
(

T
T0
− 1
)

e0(J) + c t(T)
︸ ︷︷ ︸

ψvol(J,T)

+ f (T)ψ0 iso︸ ︷︷ ︸
ψiso(F̃,T)

. (3.39)

Voici quelques expressions proposées dans la littérature pour les potentiels volumique et isochore.
Ogden (1972a) écrit ψ0 vol = κ0 G(J) avec G(J) une fonction définie par G(J) = β−2(β ln J +

2. Nous avons abordé ce sujet dans le paragraphe 2.3.6.
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J−β − 1) où β est un coefficient strictement positif. Chadwick (1974) préfère utiliser la forme donnée

par Murnaghan (1951) G(J) = 1
β

(
J + 1

β−1 J−β+1 − β
β−1

)
avec β > 1. Miehe (1995) et Reese et

Govindjee (1998) utilisent la forme donnée par Ogden pour leur implémentation numérique. Notons
que ces fonctions n’assurent pas la polyconvexité, sauf dans un domaine autour de l’état J = 1.

Ogden propose un potentiel isochore ψ0 iso identique à la loi d’Ogden (EQ. 4.20) en calculant les
élongations principales à partir de la partie isochore de la transformation. Ce potentiel a, par la suite,
été largement utilisé dans la littérature.

3.5 Modélisation thermomécanique des élastomères : rôle de l’énergie
interne

3.5.1 Élasticité purement entropique

Expérimentalement, il est constaté que l’énergie interne varie très peu avec la déformation. L’hy-
pothèse de l’élasticité entropique revient à considérer cette variation comme nulle. En se fondant sur
l’équation (B.23a), la chaleur spécifique devient fonction de la seule température. De plus, l’énergie
interne à la température de référence s’annule. L’expression de l’énergie libre massique devient alors

ψ =
T
T0

ψ0 −
∫ T

T0

c(T̂)
(

T − T̂
T̂

)
dT̂ . (3.40)

Une deuxième hypothèse plus forte est souvent formulée : la chaleur spécifique est considérée
comme constante, c(T) = c0. Le terme intégral de (3.40) devient alors c0((T − T0)− T ln T/T0).

Chadwick et Creasy (1984) montrent l’équivalence entre différentes descriptions de l’élasticité
entropique. Ainsi est-il équivalent de considérer

i) des contraintes provenant exclusivement de la variation d’entropie ;

ii) des contraintes linéaires de la température ;

iii) une énergie interne ne dépendant que de la température.

Plusieurs courbes dans le diagramme contraintes déformations ont été tracées pour différentes
températures sur la figure 3.9. L’évolution linéaire des contraintes avec la température y est représen-
tée.

Cette forme d’énergie libre est relativement simple mais ne représente pas les dilatations ther-
miques. Ainsi, elle ne prédit pas le phénomène d’inversion thermodynamique. Il faut alors faire l’hy-
pothèse que l’énergie interne dépend de la déformation. Les paragraphes suivants vont donc étudier
de quelle manière il est possible d’incorporer à l’énergie interne une dépendance à la déformation.

3.5.2 Dépendance de l’énergie interne à la variation de volume

Supposons que l’énergie interne dépende de la déformation seulement à travers la dilatation volu-
mique J, soit e0(E, T0) = e0(J).

Une modélisation possible est d’écrire l’énergie interne (Chadwick, 1974; Ogden, 1992) comme

e0(E, T0) = α0κ0T0(J − 1) (3.41)

où α0 et κ0 sont respectivement le coefficient de dilatation thermique et le coefficient de compressibi-
lité dans l’état naturel. Cette expression modélise naturellement les dilatations thermiques et retrouve
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FIGURE 3.9 – Courbes contrainte-élongation à quatre températures données (élasticité entropique).

le point d’inversion thermoélastique pour

λ = 1 +
1
3

α0T0 . (3.42)

3.5.3 Entropie modifiée

Chadwick et Creasy (1984) définissent qu’un matériau a une entropie modifiée si et seulement
si son énergie interne est la somme d’une fonction de la déformation et d’une autre fonction de la
température, soit

e(E, T) = e1(E) + e2(T) . (3.43)

Cette définition inclut la modélisation précédente proposée par Chadwick (1974) où l’énergie in-
terne est seulement fonction de la variation de volume. Cette modélisation (Chadwick, 1974, Sect.
3(c)) est une première approximation et ne permet pas de reproduire la contribution énergétique aux
contraintes : l’énergie interne dépend aussi de l’état de distorsion (Allen et al., 1963). Cette décompo-
sition permet de modéliser la partie énergétique des efforts 3.

3.5.4 Chaleur spécifique dépendant de la déformation

Nous avons vu que l’hypothèse d’élasticité entropique impliquait une relation linéaire entre les
contraintes et la température mais qu’elle n’était pas vérifiée pour certaines expériences. Reese et
Govindjee (1998) supposent la dépendance de la chaleur spécifique à la déformation en rajoutant un
terme supplémentaire dans son expression, dans le but d’obtenir une dépendance à la température plus
générale. Pour ce faire, les auteurs proposent (voir annexe B.5) la forme suivante pour l’énergie libre
(EQ. 3.31)

ψ = f (T)ψ0 −
(

T
T0
− 1
)

e0(E, T0) + c t(T) . (3.44)

Cette formulation est intéressante car les contraintes ne sont plus fonctions linéaires de la température.

3. Ceci est très bien expliqué par Ogden (1992, Exemple 2).
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3.6 Conclusions

Les élastomères ont essentiellement un comportement entropique : la force résultante d’une défor-
mation provient de la diminution de l’entropie. Toutefois, une partie des efforts est d’origine énergé-
tique. Ainsi, la dilatation volumique et le phénomène d’inversion thermoélastique sont-ils liés. L’étude
de la thermoélasticité non-linéaire pour les élastomères nécessite la définition d’une énergie libre et
d’une énergie interne. De la définition de ce potentiel dépendront les caractéristiques mécaniques de
l’élastomère étudié.
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Chapitre 4

Comportement cyclique

Dans ce chapitre, nous décrivons le comportement cyclique de l’élasto-
mère de l’étude à différentes températures.
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Nous avons mis en évidence au début de ce mémoire la nécessité d’étudier le comportement
cyclique thermomécanique des élastomères. À cette fin, une campagne d’essais a été lancée par PSA
en partenariat avec la société TRELLEBORG. Une deuxième campagne a aussi été réalisée à Bristol en
partenariat avec l’University of the West of England (UWE) pour étudier les effets multiaxiaux. Dans
ce cadre, j’ai défini, construit et utilisé un banc d’essai biaxial lors d’un séjour de trois mois sur place.

Ce chapitre débute par une présentation des modélisations hyperélastiques. En effet, nous mo-
tivons le choix de la modélisation hyperélastique dans la suite de ce mémoire. Puis, nous étudions
l’influence de la température sur le comportement stabilisé pour les deux campagnes d’essais. Notons
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que l’objet de ce chapitre est bien la modélisation hyperélastique du comportement cyclique, mais que
l’étude de la dissipation hystérétique effectuée sur les mêmes essais imposent quelques restrictions.

Nous rappelons aussi dans cette introduction que le comportement des élastomères est dispersé.
Cette dispersion s’observe entre les pièces d’un même lot matière, mais aussi entre plusieurs lots
matières. Nous pouvons considérer une dispersion de l’ordre de 15%.

4.1 Modélisation hyperélastique

L’hyperélasticité ayant été définie au paragraphe 1.2.2, nous étudions dans cette section les lois
de comportement, qui se classent en deux grandes familles. La première étudie de façon statistique
la disposition des chaînes à l’intérieur du réseau macromoléculaire. Elle permet de remonter par in-
tégration à l’énergie libre du matériau. Ce sont les modèles statistiques. Les modèles phénoménolo-
giques s’appuient eux sur une modélisation du comportement à partir de l’expérience. Des modèles
mathématiques plus ou moins complexes sont donc déduits de considérations expérimentales. Nous
terminerons par la présentation d’un modèle de comportement cyclique.

4.1.1 Modèles statistiques

a Fondements - Élasticité entropique

Ces modèles s’appuient sur les techniques de calcul d’entropie et de distribution d’équilibre de
chaînes macromoléculaires. Le comportement de l’élastomère est ainsi relié aux changements de
conformation macromoléculaire.

La principale hypothèse porte sur le caractère entropique de l’élasticité. Dans le cas des caou-
tchoucs, la force de rappel est due à la diminution d’entropie causée par la baisse du nombre de
conformations possibles pour les chaînes. En effet, en considérant une transformation isotherme et
réversible, le travail associé et la variation d’énergie libre sont liés par

dW = f dl = dE− T dS (4.1)

avec f la force exercée pour allonger l’élément étudié de la longueur dl. La force f s’exprime alors
par

f =

(
∂E
∂l

)

T
− T

(
∂S
∂l

)

T
. (4.2)

Ces deux termes sont respectivement un terme d’énergie interne et un terme entropique. Dans le cas
des élastomères (cf chapitre précédent), des essais de traction à différentes températures montrent
que la courbe f (T) est une droite passant généralement par l’origine. On peut alors faire l’hypothèse
que le terme d’énergie interne est négligeable devant le terme entropique. Les statisticiens se sont
appuyés sur ce résultat pour bâtir leurs modèles. L’entropie S est ainsi fonction de la probabilité de la
configuration P du système par la loi de Boltzmann

S = k ln P (4.3)

où k est la constante de Boltzmann.
L’hypothèse de déplacement affine du réseau est aussi formulée. Les chaînes sont supposées être

entre deux liens physiques, formés soit par les ponts de réticulation, soit par les ramifications du
réseau. Chaque nœud physique suit linéairement la déformation globale. L’élongation d’une chaîne
peut donc être confondue avec la dilatation macroscopique du matériau dans la direction définie à
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partir de la chaîne. Si la structure d’un élastomère est représentée par un ensemble de chaînes à n
maillons élémentaires de même longueur a sans interaction entre eux, l’énergie de l’ensemble des
chaînes contenues dans l’angle solide Ω est donnée par la somme

W =
∫

Ω

∫

n
p (n, dΩ)w(n, λ) dn dΩ (4.4)

où p (n, dΩ) est la probabilité de trouver une chaîne de n monomères dans l’angle solide dΩ et
w (n, λ) est l’énergie libre conformationnelle d’une chaîne de n monomères et d’élongation λ.

b Statistique gaussienne

En supposant que les probabilités suivent une répartition gaussienne, l’énergie libre se calcule
(Treloar, 1943a,b) en fonction du premier invariant II de la transformation

W =
1
2

NkT(II − 3) (4.5)

où N est le nombre de chaînes par unité de volume et T la température. C’est le modèle néo-hookéen.
Ce modèle est relativement fidèle pour les déformations ne dépassant pas 50%. Il n’est en revanche
pas en mesure de rendre compte du raidissement aux grandes déformations. En effet, les chaînes ont
une extension limite avant rupture qui n’est pas prise en compte dans la distribution gaussienne. C’est
pourquoi d’autres modèles statistiques ont été proposés en considérant l’extension limite des chaînes.

c Statistique non gaussienne

Kuhn et Grün (1942) introduisent la fonction de Langevin pour calculer la densité d’énergie libre
conformationnelle d’une chaîne

w = nkT
(

λ√
n

β + ln
β

sinh β

)
− w0 (4.6)

avec n le nombre d’éléments de la chaîne, w0 une constante arbitraire, β = L−1(λ/
√

n) et L la
fonction de Langevin définie par L(x) = coth x− 1/x. Il faut noter qu’il n’existe pas d’expression
analytique de l’inverse de la fonction de Langevin.

Pour calculer l’énergie libre du modèle, plusieurs auteurs ont eu recours à des simplifications du
modèle en introduisant des modèles à chaînes. Nous ne citerons ici qu’une liste non exhaustive.

Modèle à trois chaînes
Les chaînes se situent le long des directions principales eulériennes. Wang et Guth (1952) trouvent

une énergie libre sous la forme

W3ch =
NkT

3
√

n
3

∑
i=1

(
λiβi +

√
n ln

βi

sinh βi

)
(4.7)

avec N la densité de chaînes.

Modèle à quatre chaînes
Flory et Rehner (1943) puis Treloar se basent sur une géométrie tétraédrique où les quatre chaînes

naissent à un sommet et se rejoignent au centre.
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Modèle à huit chaînes
Dans ce modèle, les huit chaînes sont sur les diagonales d’un cube défini par les directions princi-

pales : elles relient le centre du cube à un sommet. L’élongation d’une chaîne s’écrit en fonction des
élongations principales

λ2
ch =

1
3

3

∑
i=1

λ2
i =

II

3
. (4.8)

Arruda et Boyce (1993) proposent de mettre la fonction d’énergie sous la forme

W8ch = NkT
√

n
(

λchβch +
√

n ln
βch

sinh βch

)
(4.9)

avec

βch = L−1
(

λch√
n

)
. (4.10)

En utilisant le développement en série de l’inverse de la fonction de Langevin donné par Treloar,
Arruda et Boyce écrivent la densité d’énergie sous la forme

W8ch = NkT
(

1
2
(II − 3) +

1
20n

(I2
I − 9) +

11
1050n2 (I3

I − 27) +
19

7000n3 (I4
I − 81)

)
+ ... (4.11)

Perrin (2000) utilise l’approximation de Padé au premier ordre pour l’inverse de la fonction de Lan-
gevin et fournit un modèle de comportement isotrope intégrable.

Discussion
Treloar (1975) observe que la réponse avec un modèle tétraédrique peut dépendre de l’orientation

de l’élément de volume par rapport aux directions principales. Les modèles à trois chaînes introdui-
sant aussi de l’anisotropie, Treloar propose donc de considérer un système avec un grand nombre de
directions pour éliminer l’anisotropie introduite par des directions privilégiées.

4.1.2 Modèles phénoménologiques

A la différence des modèles statistiques où la structure microscopique de la matière est étudiée,
les modèles phénoménologiques s’appuient sur des identifications mathématiques à partir d’essais
expérimentaux. Les potentiels hyperélastiques sont développés soit à partir des invariants, soit à partir
des élongations principales. Les lois peuvent faire intervenir ces coefficients de manière linéaire ou
sous forme de loi puissance ; il y a donc un grand nombre de compositions possibles.

a En fonction des invariants

En considérant un milieu isotrope, l’énergie de déformation élastique W peut s’écrire en fonction
des invariants II , II I et II I I du tenseur de Cauchy-Green droit C. La forme polynomiale la plus générale
(Treloar, 1975) peut se mettre sous la forme

W(II , II I , II I I) = ∑
ijk

Cijk(II − 3)i(II I − 3)j(II I I − 1)k . (4.12)

Ce modèle ne prend pas en compte l’incompressibilité du matériau. Pour un matériau incompressible,
le troisième invariant II I I est fixé à 1 et la loi s’écrit sous une forme plus simple

W(II , II I) = ∑
ij

Cij(II − 3)i(II I − 3)j (4.13)
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généralement appelée loi de Rivlin. Des lois plus simples sont souvent préférées et nous pouvons citer
par exemple le modèle néo-hookéen 1

W(II) = C10(II − 3) , (4.14)

et le modèle de Mooney-Rivlin qui est en accord avec un certain nombre de résultats expérimentaux

W(II , II I) = C10(II − 3) + C01(II I − 3) . (4.15)

L’identification des deux paramètres est aisée sur un essai de traction uniaxiale puisque la force f est
donnée par

f = 2S
(

C10 +
C01

λ

)(
λ− 1

λ2

)
. (4.16)

Les deux constantes sont facilement identifiables en traçant les points expérimentaux dans un dia-
gramme 1/λ − f /(λ− 1/λ2).

Le modèle de Hart-Smith (1966) fait intervenir les coefficients élastiques sous une forme non
linéaire. Cette loi présente l’avantage de n’avoir que trois coefficients à identifier et rend bien compte
du raidissement aux grandes déformations des élastomères tout en modélisant la courbure à l’origine

W(II , II I) = C1

∫
exp(C3(II − 3)2) dII + C2 ln

(
II I

3

)
. (4.17)

Plus récemment Gent (1996) a développé un modèle où Jm représente la valeur de II − 3 pour
laquelle le matériau atteint un état limite

W(II) = −
G
2

Jm ln
(

1− II − 3
Jm

)
. (4.18)

L’énergie tend vers l’infini ainsi que les contraintes : ce modèle prend donc bien en compte le raidis-
sement observé aux très grandes déformations. Aux petites déformations, ce modèle est équivalent au
modèle néo-hookéen.

b En fonction des élongations principales

Le modèle de Valanis et Landel (1967) suppose et vérifie de manière empirique la séparabilité des
élongations principales

W(λ1, λ2, λ3) =
3

∑
i=0

w(λi) . (4.19)

De meilleurs résultats pour les grandes déformations ont été obtenus à partir des lois d’Ogden. Elles
sont formulées à partir des élongations principales λ2

1, λ2
2, λ2

3 et peuvent être développées à différents
ordres (Ogden, 1972b)

W(λ1, λ2, λ3) = ∑
n

µn

αn
(λαn

1 + λαn
2 + λαn

3 − 3) . (4.20)

2 DÉCEMBRE 2014



66 COMPORTEMENT CYCLIQUE

FIGURE 4.1 – La courbe en pointillés corres-
pond à l’enveloppe du comportement stabilisé.
La courbe en gras est la courbe de première
charge et est bien différente de l’enveloppe
(Raoult, 2005).

FIGURE 4.2 – Comparaison entre le comporte-
ment cyclique expérimental et simulé en trac-
tion uniaxiale (Raoult, 2005).

4.1.3 Un modèle de comportement cyclique

Raoult (2005) s’inspire des modèles de Martin Borret (1998), d’Arruda et Boyce (1993) et de
Gent (1996) pour proposer un modèle statistique fondé sur l’extension limite des chaînes. L’auteur
suppose que dans une direction donnée, toutes les chaînes ont la même extension limite, ce qui donne
l’expression suivante pour la densité d’énergie :

W =
∫

Ω
w(λl( dΩ), λ( dΩ)) dΩ . (4.21)

Les contraintes s’obtiennent par dérivation

BT =
∂W
∂F

=
∫

Ω

∂λ

∂F
∂w
∂λ

(λ, λl) dΩ . (4.22)

L’extension limite des chaînes λl dans une direction est choisie comme une fonction de l’élonga-
tion maximale λm vue auparavant dans cette direction λl =

√
λ2

m + a . La densité d’énergie w(λ, λl)
est alors choisie grâce à des arguments phénoménologiques. Le terme ∂w

∂λ s’écrit alors

∂w
∂λ

(λ, λm) =
G

1− λ2−1
λ2

m+a−1

(4.23)

où G (MPa) et a (sans dimension) sont les deux seuls paramètres de la loi. Sur la figure 4.1 est
représenté le comportement accommodé jusqu’à une certaine élongation dans une direction. Le com-
portement dépendra donc de la déformation maximale.

1. Il y a deux interprétations possibles pour ce modèle : cette interprétation phénoménologique et l’interprétation statis-
tique (EQ. 4.5).
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Cette loi nécessite une implantation spécifique dans un code de calcul, mais a l’avantage de cor-
respondre particulièrement bien au comportement cyclique du caoutchouc de l’étude (FIG. 4.2). De
plus, elle n’a que deux paramètres dont l’identification est simple de mise en œuvre.

4.1.4 Discussion

Les modèles phénoménologiques ont l’avantage d’être souvent disponibles dans les codes de cal-
cul. Si les modèles néo-hookéens ou Mooney-Rivlin représentent une première approximation, les
modèles plus complets sont plus représentatifs lorsque les déformations deviennent importantes. Il
y a souvent un compromis simplicité/corrélation à trouver. En effet, une des principales difficultés
est l’identification des coefficients de ces lois. Plus la loi est complexe, plus les essais doivent être
nombreux pour valider ces valeurs caractéristiques. L’unicité de la famille de ces coefficients n’est
d’ailleurs pas garantie.

Les modèles à chaînes permettent de relier physiquement le comportement microscopique au com-
portement macroscopique. Ils conviennent particulièrement pour modéliser l’effet Mullins et l’aniso-
tropie.

Lors de ses travaux de thèse, Raoult (2005) a développé une loi originale permettant de modéliser
le comportement stabilisé et a montré les avantages de cette modélisation pour l’analyse en fatigue
(voir explication au paragraphe 1.3.1 d). Nous choisissons donc d’utiliser cette loi de comportement.

4.2 Comportement en température (cisaillement pur)

Nous avons défini tous les essais de cette campagne. Ils ont été réalisés par Elisabeth Ostoja-
Kuczynski et Pierre Charrier 2 dans leurs locaux à Carquefou-Nantes (Loire-Atlantique).

4.2.1 Protocole expérimental

a Éprouvette et pilotage

Nous avons choisi de réaliser des essais de cisaillement pur pour plusieurs raisons :
– obtention d’une température uniforme avec une éprouvette fine ;
– état de déformation homogène ;
– matériel disponible pour le banc d’essai.

La première raison nous donne le choix entre l’éprouvette haltère (a) et celle de cisaillement pur (c)
(FIG. 4.3) car elles sont toutes deux très fines (épaisseur de 2 mm). L’état de déformation est dans
chaque cas homogène. L’inconvénient de ces éprouvettes est de ne pas pouvoir faire des essais avec
une déformation nulle à l’origine. En effet, l’existence de déformations rémanentes impose une mise
en compression de l’éprouvette, qui flamberait alors. Nous avons finalement choisi l’éprouvette de
cisaillement pour des raisons de facilité de traitement des mesures.

Le pilotage en déplacement est préféré à celui en effort car la stabilisation de la réponse se fait
beaucoup plus rapidement (FIG. 1.5 et 1.6). Pour la gestion des déformations rémanentes lorsqu’on
impose une déformation nulle, nous avons choisi de piloter le minimum en effort ou en déformation
selon la machine d’essai utilisée. Nous ne pourrons donc jamais obtenir un essai avec une déformation
minimale strictement nulle. Quelques essais ont néanmoins été pilotés en effort afin de revenir à effort
nul.

2. Société MODYN, groupe TRELLEBORG AUTOMOTIVE
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FIGURE 4.3 – Quatre éprouvettes classiquement utilisées pour des essais d’identification (dimensions
en millimètres). La première (a) est une éprouvette lanière, la deuxième (b) un plot de compression,
la troisième (c) une éprouvette de cisaillement pur et la dernière (d) une éprouvette double de cisaille-
ment simple.

FIGURE 4.4 – Représentation des cycles pour un niveau de déformation minimale λmin donné. Le λm

représente l’élongation maximale sur le cycle, le λM l’élongation maximale vue sur tous les cycles
auparavant. Trois cycles sont ici représentés pour chaque sollicitation (nombre variable dans les véri-
tables essais).
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FIGURE 4.5 – Traction paramétrée par le
couple (λmin, λm) pour différents λM. Cinq
cycles sont effectués pour chaque λM.
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FIGURE 4.6 – Premières tractions à un niveau
de déformation jamais atteint (λM=λm). Cinq
cycles sont effectués pour chaque λm.

Les essais se déroulent dans une enceinte à température régulée. Ainsi est-il possible de contrôler
précisément la température extérieure pendant l’essai. Deux capteurs nous donnent la température en
peau de l’éprouvette et la température de l’enceinte. Nous avons choisi une gamme de températures
représentative des conditions d’utilisation des élastomères et adaptée aux moyens d’essais, soit 5, 23,
40, 60, 80 et 100˚C. Nous avons fait une caractérisation complète pour la température de référence
23˚C, et nous avons regardé l’évolution du comportement à travers un nombre d’essais plus faible à
chaque température.

Raoult (2005) a montré que la vitesse de sollicitation influençait peu le comportement dans le
domaine étudié. Nous avons choisi une vitesse moyenne (2500 mm/min) qui permet un compromis
entre la durée de l’essai et l’élévation de température. Les quelques degrés de cet autoéchauffement
ont toujours été maîtrisés grâce à une mesure de la température en peau de l’éprouvette.

b Comportement cyclique

Nous considérons que l’effet Mullins n’apparaît plus après le premier cycle. Cependant, le com-
portement continue à s’adoucir même après quelques cycles. Raoult (2005) choisit d’étudier le com-
portement stabilisé après 5 cycles. Toutefois, nous avons choisi de ne pas faire cette hypothèse. Nous
allons donc étudier l’énergie dissipée en fonction du nombre de cycles afin de définir un critère de
stabilisation de la réponse cyclique moins arbitraire. Nous avons défini une série d’essais pour carac-
tériser l’influence du nombre de cycles sur le comportement.

Nous avons choisi d’étudier le comportement du matériau pour différents niveaux d’accommo-
dation. Nous définissons λm comme l’élongation maximale sur un cycle, λM l’élongation maximale
sur l’histoire précédant le cycle. Il faut, pour un même chargement λmin (élongation minimale) et λm

fixés, avoir des élongations maximales λM différentes pour analyser l’effet de l’accommodation sur
le comportement. La figure 4.4 représente la suite de cycles choisie pour les identifications. Pour un
même essai, le niveau de déformation minimale est fixé. Ensuite, des cycles à λm fixé sont réalisés
pour λM ≥ λm : c’est la suraccommodation. Ces cycles sont représentés sur la figure 4.5. Ainsi un
cycle à un certain λm est-il suivi de cycles à plus petits λm.

La suite de cette section rassemble l’ensemble des analyses expérimentales pour le comporte-
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ment en cisaillement pur. Nous travaillerons donc sur le comportement, l’évolution de la dissipation,
l’influence de la température, le raidissement en traction-traction.

Notre démarche est la suivante : tout d’abord, nous étudions l’influence du nombre de cycles sur le
comportement afin de définir le cadre de l’étude. Nous testons ensuite une hypothèse de l’effet Mullins
pour le comportement cyclique. Cette hypothèse affirme que le comportement du matériau ne dépend
que du maximum atteint, et permet d’étudier plusieurs accommodations sur la même éprouvette. Nous
étudions ensuite le comportement en traction relaxante et non relaxante.

4.2.2 Existe-t-il un comportement stabilisé ?

a Présentation de la base d’essais à 10 000 cycles

Nous avons choisi d’étudier tout d’abord l’influence du nombre de cycles sur le comportement. En
effet, le comportement ne se stabilise jamais complètement : le matériau est fortement viscoélastique
et nous ne pouvons pas définir de stabilisation au sens strict du terme. Toutefois, nous pouvons cher-
cher un comportement représentatif de la vie du matériau, par exemple de la mi-vie ou d’un nombre
de cycles arbitraire.

Nous avons donc choisi dans un premier temps d’étudier le comportement à 10 000 cycles. Nous
avons trois types d’essais : en accommodation, en suraccommodation et en température, respective-
ment nommés THERM_Y_01, THERM_Y_02 et THERM_Y_03 (voir le tableau E.2 en annexe).

b Résultats

Décroissance de la raideur

Définition Nous étudions ici la raideur apparente notée K, c’est-à-dire la force maximale au cours
du cycle divisée par le déplacement maximal.

Pour le comportement accommodé (série THERM_Y_01), nous retrouvons classiquement une
décroissance de la raideur en fonction du nombre de cycles N (FIG. 4.7). Cette décroissance vis-
coélastique (nous faisons l’hypothèse que l’effet Mullins n’intervient qu’au premier cycle) est loga-
rithmique, du type K = −a log N + c. Nous retrouvons bien des droites dans le diagramme semi
logarithmique (FIG. 4.8). Dorénavant, nous utiliserons toujours cette représentation pour présenter les
résultats en fonction du nombre de cycles.

Toutefois, nous observons une variation dans la vitesse de décroissance en fonction de la sollici-
tation. En normalisant par rapport au cinquième et au centième cycle (FIG. 4.9 et 4.10), nous pouvons
étudier cette variation. Nous pouvons noter que l’essai relaxant 3 dont la déformation maximale atteint
250% est incomplet car l’éprouvette a cassé par fatigue.

Voici les premiers constats :
– la décroissance par rapport au cinquième cycle peut atteindre 30% ;
– la décroissance augmente avec la déformation ;
– la décroissance n’est vraiment logarithmique qu’à partir du centième cycle.

Décroissance de l’énergie dissipée
Nous pouvons étudier de même l’énergie dissipée par cycle (FIG. 4.11 et 4.12). Voici les premiers

constats :
– la décroissance par rapport au cinquième cycle peut atteindre 50% ;

3. Un essai relaxant est un essai dont le rapport de charge est nul.
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FIGURE 4.7 – Raideur en fonction du nombre
de cycles pour le comportement accommodé à
23˚C.
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FIGURE 4.9 – Variation de raideur par rapport
au 5ème cycle.
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FIGURE 4.10 – Variation de raideur par rapport
au 100ème cycle.

– la décroissance augmente avec la déformation ;
– la décroissance n’est vraiment logarithmique qu’à partir du centième cycle ;
– la décroissance semble être plus importante pour un essai non relaxant que pour un essai re-

laxant.

Effet d’une suraccommodation
Nous traitons ici la série THERM_Y_02 qui propose des essais suraccommodés. Après une ac-

commodation de vingt cycles à 250% (et au même minimum que la suite de l’essai), 10 000 cycles
sont joués. Nous observons le phénomène de relaxation cyclique inverse pour la raideur (FIG. 4.13) :
la raideur ne diminue plus comme pour un essai en accommodation, mais remonte pour se stabiliser à
un niveau supérieur. Cet effet est connu et était attendu.

L’énergie dissipée par cycle (FIG. 4.14) varie de façon différente. En effet, après généralement
une forte baisse (sauf pour l’essai 21%-50%), l’énergie dissipée diminue de façon logarithmique et
cette diminution est du même ordre de grandeur que pour les essais en accommodation.
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FIGURE 4.11 – Variation de l’énergie dissipée
par rapport au 5ème cycle.
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FIGURE 4.12 – Variation de l’énergie dissipée
par rapport au 100ème cycle.
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FIGURE 4.13 – Variation de raideur pour le
comportement suraccommodé à 23˚C.
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FIGURE 4.14 – Variation de l’énergie dissipée
pour le comportement suraccommodé à 23˚C.
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FIGURE 4.15 – Raideurs moyennes par rapport
au 5ème cycle.
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FIGURE 4.17 – Energies dissipées moyennes
par rapport au 5ème cycle.
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5, 50, 500 et 5000 cycles.

Influence de la température
Pour déterminer le comportement anisotherme, il est essentiel d’étudier l’influence du nombre de

cycles en fonction de la température. Nous avons ainsi choisi un essai de référence 25%-100% qui
a été réalisé à différentes températures. La série THERM_Y_03 contient cet essai à 6 températures.
Chaque essai a ici été réalisé trois fois, ce qui nous permet de considérer les valeurs moyennes.

Raideur. La figure 4.16 montre que la raideur décroît avec la température, si on exclue l’essai
à 100˚C que nous traiterons à part. Nous pouvons déduire de la figure 4.15 que la relaxation est plus
importante à faible température qu’à haute température.

Toutefois, il faut noter que les variations de raideur ne sont pas très importantes par rapport à la
dispersion expérimentale. La question de sa prise en compte peut donc être soulevée.

Énergie dissipée. Nous constatons finalement sur la figure 4.18 que l’énergie dissipée par cycle
décroît avec la température, et ceci pour tous les nombres de cycles. Nous pouvons aussi noter une
décroissance moyenne de l’ordre de 15 à 20% entre le cinquième cycle et le cinq millième cycle. Entre
cinq et cent cycles, cette décroissance est très différente selon les températures (FIG. 4.17) : elle est
plus prononcée pour les températures froides. À partir d’une centaine de cycles, cette décroissance
semble plus homogène entre les températures (courbe non tracée).

Interprétation de l’essai à 100˚C. Nous avons constaté sur les essais de cisaillement pur 4 des
changements importants à 100˚C. En effet, les raideurs et l’énergie dissipée ne suivent pas les ten-
dances des autres températures. Nous expliquons ces différences par le vieillissement du matériau.
En effet, la température joue le rôle d’accélérateur dans le vieillissement, qui a comme conséquences
le durcissement et le raidissement de l’élastomère. Nous atteignons ici la "limite" en température du
matériau de l’étude, et nous ne prendrons pas en compte les essais réalisés à la température de 100˚C.
En effet, le mélange étudié n’est pas censé être utilisé à ces températures. De plus, nous mettons en
évidence la nécessité d’étudier le vieillissement pour ces températures.

4. Durée de l’essai : environ cinq heures.
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c Discussion

Nous constatons que le comportement ne se stabilise jamais dans l’intervalle étudié en accommo-
dation, que ce soit pour la raideur ou pour l’énergie dissipée. Le comportement à 5 cycles, même s’il
reproduit les tendances générales, surestime toujours, de façon imprécise, les valeurs à un plus grand
nombre de cycles.

Cette étude préliminaire met en évidence la nécessité d’étudier le comportement au-delà de la
centaine de cycles. Nous avons choisi pour la suite de l’étude d’aller jusqu’à 1000 cycles. En effet,
même si le comportement n’est pas stabilisé à 1000 cycles, il reproduit fidèlement les tendances à un
plus grand nombre de cycles. Nous pouvons faire comme reproche à ce choix de ne pas tenir compte
de la différence entre les niveaux de sollicitation. Ainsi 1000 cycles ne représentent pas la même
sollicitation en fatigue pour une déformation maximale de 50% que pour une déformation maximale
de 250%. Toutefois, nous évitons d’étudier le comportement à faible nombre de cycles, là où les
différences sont les plus marquées.

Nous avons montré que la température ne joue pas un rôle prépondérant dans la cinétique de
relaxation cyclique. Nous pouvons étendre ces premières conclusions à l’ensemble des températures
étudiées.

Contrairement au comportement accommodé, le comportement suraccommodé se stabilise assez
rapidement. Nous pouvons donc l’étudier sur un petit nombre de cycles.

Dorénavant, nous choisissons d’étudier le comportement accommodé à 1000 cycles (200 cycles
pour une déformation de 250% à cause du phénomène de fatigue). Le comportement suraccommodé
sera étudié à 100 cycles. Ce choix représente pour nous un bon compromis entre le temps de l’essai,
la représentativité du comportement et la précision souhaitée.

4.2.3 Influence des cycles précédant l’accommodation

a Essais de type a, a1 et a2

Dans l’optique d’étudier différentes accommodations, nous proposons une histoire avec des maxima
successifs suivis d’une plage descendante comme présenté sur la figure 4.4. Nous constatons que sur
une même éprouvette plusieurs accommodations ont lieu. Ainsi, lorsque nous accommodons à un ni-
veau élevé, l’éprouvette a-t-elle déjà vu un grand nombre de cycles à un niveau inférieur. La théorie de
l’effet Mullins prédit que le comportement ne dépend que du dernier maximum atteint. Nous voulons
vérifier cette hypothèse sur un grand nombre de cycles, car la viscoélasticité joue ici un rôle important.
Nous proposons donc deux essais supplémentaires pour confirmer ou infirmer cette hypothèse.

Nous avons ici choisi d’étudier l’accommodation et suraccommodation à 250%. Le premier essai,
de type a1 propose de ne pas jouer l’accommodation à 200% (FIG. 4.19). Le deuxième essai, dit
de type a2, commence directement par l’accommodation à 250%. Nous avons donc trois séquences
identiques d’accommodation à 250% qui différent seulement par l’histoire du matériau : deux essais
avec un nombre de cycles différent, et un essai sans cycle précédant l’accommodation.

Nous constatons sur les figures 4.21 et 4.22 que l’influence est très faible (c’est de plus une
moyenne sur trois essais). Si pour la raideur une légère différence existe, elle est de l’ordre de gran-
deur de la dispersion expérimentale. Du point de vue de l’énergie dissipée, la différence est quasi-
inexistante.
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FIGURE 4.19 – Description des essais de type
a, a1 et a2.

0 2000 4000 6000 8000
0

50

100

150

200

250

300

Nnombre de cycles

D
éf

or
m

at
io

n 
im

po
sé

e

 

 

type a min
type a max
type b min
type b max
type c min
type c max

FIGURE 4.20 – Description des essais de type
a, b et c.
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FIGURE 4.21 – Raideur moyenne pour les es-
sais de type a, a1 et a2.
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FIGURE 4.22 – Energie dissipée moyenne pour
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FIGURE 4.23 – Raideurs moyennes stabilisées pour les essais de type a en fonction de la température.

b Base d’essai adoptée

Nous pouvons conclure que les cycles précédant une accommodation ne modifient en rien celle-ci.
Ce résultat est de première importance car il autorise à jouer plusieurs accommodations sur une même
éprouvette, et valide ainsi le protocole expérimental envisagé. Nous proposons les essais de type a, b
et c présentés sur la figure 4.20 pour étudier différentes accommodations en faisant varier le rapport de
charge. La répartition des essais effectués en fonction de la température est présentée dans le tableau
E.3 en annexe.

4.2.4 Comportement en traction répétée

Nous allons étudier ici les résultats des séries THERM_Y_04 à THERM_Y_11 afin d’analyser,
caractériser et quantifier l’influence de la température sur le comportement en traction répétée.

a Raideur

Description
L’évolution de la raideur en fonction de la température est très marquée. Nous constatons sur la

figure 4.23 que le phénomène est complexe. L’évolution la plus marquée se manifeste aux petites
déformations, soit 25 et 50%. Le comportement est ainsi plus raide à froid qu’à chaud. Nous pouvons,
par contre, noter une légère croissance de la raideur à partir de 60˚C pour les sollicitations les plus
fortes.

Discussion
Plusieurs hypothèses peuvent expliquer ce comportement :

1. viscoélasticité dépendante de la température et de la déformation ;

2. changement des propriétés du matériau (vieillissement à haute température).

Notamment, la diminution de la raideur apparente lors d’un cycle est en contradiction avec les mo-
dèles hyperélastiques statistiques où la raideur est linéaire de la température. Ce fait confirme notre
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FIGURE 4.24 – Comportement en TT pour un
minimum de déformation de 150% à 5˚C.
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FIGURE 4.25 – Comportement en TT pour un
minimum de déformation de 150% à 23˚C.

hypothèse selon laquelle les effets visqueux sont très importants et rendent difficile la modélisation de
l’influence de la température sur le comportement.

En observant que la variation du comportement reste faible (surtout aux grandes élongations), nous
choisissons de ne pas représenter l’influence de la température dans le comportement. Les premières
conséquences sont les suivantes :

– pas de variation de comportement pour une structure avec une température homogène ;
– pas de redistribution de contraintes pour une structure avec une température inhomogène.

4.2.5 Comportement en traction-traction (TT)

a Raidissement

Nous avons observé en traction-traction un raidissement assez important du matériau par rapport
au comportement en traction répétée. Il existe une valeur à partir de laquelle le raidissement devient
important. Nous ne pouvons chiffrer précisément cette valeur, mais elle se situe entre 100 et 150%.
Les figures 4.24 à 4.28 montrent ce phénomène pour un minimum en déformation de 150% où les
cycles en traction-traction sont comparés avec des cycles en traction relaxante. Le raidissement est très
important à 5˚C, et diminue avec la température pour disparaître à partir de 60˚C. Avec un minimum
de 100%, le raidissement est beaucoup moins marqué à 23˚C (FIG. 4.29) et n’apparaît pas à 60˚C
(FIG. 4.30).

b Influence d’un passage relaxant

Nous venons de constater dans le paragraphe précédent un raidissement en traction-traction. Lors
de ces essais, l’éprouvette est en traction-traction depuis le premier cycle : il n’y a eu aucun passage
relaxant à rapport de charge nul.

Nous voulons donc connaître l’influence de cycles relaxants pour un essai de traction-traction. Les
essais proposés sont de type b et c. Après un grand nombre de cycles en traction-traction, cinquante
cycles relaxants sont joués au même niveau de déformation maximale puis à nouveau cinquante cycles
en traction-traction. L’allure des courbes en déplacement-effort est montrée sur les figures 4.31 à 4.35.
L’ordre de réalisation des cycles est celui de la légende.
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FIGURE 4.26 – Comportement en TT pour un
minimum de déformation de 150% à 40˚C.
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FIGURE 4.27 – Comportement en TT pour un
minimum de déformation de 150% à 60˚C.
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FIGURE 4.28 – Comportement en TT pour un
minimum de déformation de 150% à 80˚C.
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FIGURE 4.29 – Comportement en TT pour un
minimum de déformation de 100% à 23˚C.
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FIGURE 4.30 – Comportement en TT pour un
minimum de déformation de 100% à 60˚C.
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FIGURE 4.31 – Variation du comportement en
TT après un passage relaxant à 5˚C.
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FIGURE 4.32 – Variation du comportement en
TT après un passage relaxant à 23˚C.
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FIGURE 4.33 – Variation du comportement en
TT après un passage relaxant à 40˚C.
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FIGURE 4.34 – Variation du comportement en
TT après un passage relaxant à 60˚C.
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FIGURE 4.35 – Variation du comportement en
TT après un passage relaxant à 80˚C.
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Nous constatons que le raidissement disparaît totalement après un passage relaxant. L’influence
de la température est ici la même que pour l’étude précédente : le raidissement est maximum à 5˚C,
puis diminue avec la température pour ne plus apparaître à 60˚C.

c Discussion sur le raidissement observé en TT

Nous proposons une hypothèse pour analyser ce phénomène : le raidissement observé serait dû à
un retard de l’effet Mullins causé par la cristallisation sous contrainte.

En supposant que les mécanismes sous-jacents à l’effet Mullins interviennent dans les tout pre-
miers cycles (et non uniquement dans le premier), l’essai non relaxant ne permettrait pas à l’effet
Mullins de s’accomplir totalement. Il faut attendre un passage relaxant afin de perdre cette raideur
en traction-traction. Le fait de solliciter en non relaxant après le passage relaxant ne modifie pas en
première approximation le comportement. Nous sommes donc confrontés à un mécanisme dépendant
des tous premiers cycles de chargement.

Une explication de ce phénomène peut être avancée grâce à la cristallisation sous contrainte. Nous
observons en effet une dépendance du phénomène à la température. Notamment à 60˚C et à 80˚C où
la cristallisation est faible, l’influence des cycles relaxants est presque nul : l’effet Mullins est total.
Par contre à température plus basse, où la cristallisation est plus importante, l’effet Mullins a besoin
de cycles relaxants pour être total.

Des mesures de cristallinité pour un cycle de chargement (Toki et al., 2000; Saintier, 2001; Tra-
belsi et al., 2003) ont montré que les cristallites apparaissent au-delà d’une certaine déformation (dé-
pendante de la formulation du matériau). Pour les chargements non relaxants, Saintier (2001) propose
de cumuler la cristallisation : si au minimum de déformation en décharge la décristallisation n’est
pas complète, la cristallinité pourrait être plus importante lors de la charge suivante par rapport à une
première charge depuis une déformation nulle. Nous reprenons cette hypothèse impliquant une cris-
tallisation plus importante et toujours présente dans le cas d’un chargement fortement non relaxant
par rapport à un chargement relaxant.

S’il est admis que la cristallisation raidit le matériau, l’effet observé dans notre étude dépend aussi
de l’histoire de chargement par les minima des cycles. Nous formulons l’hypothèse que la cristallisa-
tion sous contrainte a empêché les mécanismes de l’effet Mullins.

Nous pouvons donc supposer que la cristallisation sous contrainte a protégé le matériau et n’a pas
permis à l’effet Mullins d’être total lors des premiers cycles non relaxants. Le passage relaxant a lui
endommagé le matériau classiquement, et le raidissement n’apparaît plus après.

4.3 Comportement en traction biaxiale

La réalisation d’essais de comportement biaxial a fait l’objet d’une collaboration entre PSA et
l’University of the West of England (UWE Bristol). Lors d’un séjour de trois mois sur place, j’ai
défini, construit le banc d’essais et réalisé la campagne d’essais avec Vince Coveney. L’objet de cette
campagne était l’étude de la dissipation sous une sollicitation biaxiale présentée dans le chapitre 6.
Nous présentons dans cette section le moyen d’essais, et n’étudions que brièvement le comportement
biaxial.
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FIGURE 4.36 – Vue de côté et de dessus d’un axe du montage biaxial.

4.3.1 Description du moyen d’essais

a Banc d’essais

Nous avons obtenu un état de déformation biaxial en utilisant deux axes de sollicitation pilotés
indépendamment. Un axe est constitué (FIG. 4.36) d’un vérin hydraulique (course 100 mm) et d’un
capteur d’effort (± 2.5 kN) relié à un bloc en aluminium. Ce bloc constitue l’attache de 12 câbles (6 de
chaque côté, en acier tressé de 2 mm de diamètre) qui sont reliés à l’éprouvette. La poulie permet ainsi
de multiplier par deux le déplacement du vérin et de garder l’éprouvette centrée. En position initiale,
les câbles ne sont pas parallèles. En effet, en sollicitant l’éprouvette sur un seul axe, les extrémités des
câbles non sollicités décriront un arc de cercle. La position initiale des câbles est alors choisie pour
minimiser la flèche induite (de l’ordre du millimètre).

Le deuxième axe est installé perpendiculairement au premier (FIG. 4.37). Le tout est fixé sur une
structure en acier supposée indéformable.

La chaîne d’acquisition est constituée des capteurs d’effort, des amplificateurs associés, et des
capteurs de déplacement du vérin amplifiés (LVDT : Linear Variable Displacement Transducer) re-
liés à une centrale d’acquisition en temps réel. Le contrôle est effectué par comparaison PID 5 de la
mesure du déplacement avec le signal imposé. Les photos 4.39 et 4.40 montrent le banc d’essai en
fonctionnement.

Une enceinte thermique permet de contrôler la température à ± 2˚C. Toutefois, cette enceinte est
rudimentaire et nous avons constaté une différence de température allant de 5 à 10˚C entre celle de
l’éprouvette et celle imposée. Cette différence est principalement due à la façon de chauffer l’enceinte :
un pistolet thermique est mis en marche dès que la température mesurée par quatre capteurs répartis
dans l’enceinte passe en dessous d’un seuil, et est coupé au dessus d’un autre seuil. Le temps de
réponse de la commande, et la chaleur intense dégagée par le pistolet explique le manque de précision
du contrôle en température.

5. Proportionnel, Intégral et Différentiel
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FIGURE 4.37 – Vue de dessus des deux axes du montage biaxial.
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FIGURE 4.38 – Schéma de l’éprouvette biaxiale.

FIGURE 4.39 – Photo générale du banc d’essais biaxial.
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FIGURE 4.40 – Eprouvette biaxiale déformée avec les 16 cercles blancs.

La déformation réelle de l’éprouvette est mesurée grâce à un suivi optique : une caméra enre-
gistre l’éprouvette sur laquelle ont été peints 16 cercles blancs (FIG. 4.40). Un post-traitement de la
vidéo réalisé avec le logiciel Matlab permet de connaître la déformation en fonction du temps. Cette
étape utilise le fort contraste entre l’éprouvette noire et les cercles blancs pour faire une recherche
automatique du centre des cercles et calculer l’état de déformation de l’éprouvette.

b Éprouvette

Nous reprenons le shéma de principe proposé par Treloar (1975), en l’adaptant aux capacités du
banc (FIG. 4.38). Le système d’attache est composé d’un clip collé puis pressé sur la partie non-utile
de l’éprouvette. Des crochets permettent de relier l’éprouvette aux câbles.

Il faut noter l’importance des fentes introduites dans la partie non utile. En effet, ces fentes fa-
cilitent la déformation de l’éprouvette près des bords et améliorent grandement l’homogénéité de la
déformation. Toutefois, elles introduisent des concentrations de contraintes qui font casser l’éprou-
vette par fatigue : des départs de fissure sont toujours visibles et la fissuration brutale de l’éprouvette
a toujours comme point de départ les cercles de diamètre 1.5 mm. Un compromis a été trouvé pour
le rayon de courbure entre la tenue à la fatigue (un rayon plus grand diminue les contraintes) et la
déformation utile (diminuer la section augmente la déformation dans la partie non utile).

Nous pouvons considérer qu’il existe une zone de l’éprouvette dans laquelle l’état de déformation
est quasiment homogène. Cette hypothèse s’appuie sur les photos 4.41 et 4.42 qui montrent l’éprou-
vette non déformée puis dans un état déformé. Nous avons ainsi choisi un carré de 55 mm de côté,
dont les quatre coins coïncident avec quatre cercles blancs, pour mesurer la déformation homogène
dans la partie utile de l’éprouvette.
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FIGURE 4.41 – Photo de l’éprouvette biaxiale
dans l’état non déformé.

FIGURE 4.42 – Photo de l’éprouvette biaxiale
dans un état déformé.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

Deplacement (mm)

La
m

bd
a

λ
y

FIGURE 4.43 – Elongation (λ) en fonction de la position du vérin.

c Sollicitation

Nous reprenons les mêmes principes que pour les essais de cisaillement pur :
– pilotage en déplacement ;
– nombre de cycles : dix en accommodation puis trois cycles par niveau ;
– accommodation à un niveau puis étude en surraccommodation ;
– température variable de 23˚C à 70˚C ;
– vitesse de sollicitation : 60% par seconde.
Nous pouvons noter par exemple pour que un essai biaxial piloté en effort, il n’y a pas unicité de

la déformation (annexe B.6).

d Calcul de la déformation

Nous pouvons faire des hypothèses a posteriori pour le post-traitement des essais. La première
consiste à calculer de manière simple la déformation dans la partie homogène de l’éprouvette connais-
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FIGURE 4.44 – Identification de la loi de com-
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FIGURE 4.45 – Identification de la loi de com-
portement de Raoult (2005) avec les essais
équibiaxiaux, de traction uniaxiale et de glis-
sement simple.

sant le déplacement du vérin. Une relation affine suffit très largement à corréler les deux mesures
(FIG. 4.43) pour tous les essais. Nous utiliserons donc pour le traitement la relation λ = 0, 77 +
0, 195 déplacement. Notons que l’état initial (λ = 1) est atteint pour le vérin sorti à 12 mm, permet-
tant ainsi en revenant à zéro de détendre complètement le montage afin de permettre la mise en place
de l’éprouvette.

4.3.2 Identification de la loi de comportement à cinq cycles

Un logiciel interne, SICLOP, permet l’identification par une méthode de minimisation des moindres
carrés d’une loi de comportement à partir de données expérimentales. La figure 4.44 présente les pa-
ramètres optimaux (G = 2.30 MPa et a = 1.53) de la loi de Raoult (2005) pour les seuls essais
équibiaxiaux à 23˚C. Nous constatons sur cette figure que la loi identifiée ne correspond pas pour des
essais en compression uniaxiale, bien que l’état de déformation entre un essai équibiaxial et de com-
pression soit le même. La seule différence est l’état de pression, qui pourrait donc avoir une influence
sur le comportement.

Nous avons aussi travaillé avec des essais de traction uniaxiale et de glissement simple (FIG. 4.45)
réalisés lors des travaux de thèse de Raoult (2005). Nous avons identifié le jeu de paramètres suivant
G = 2.44 MPa et a = 2.11 et ces paramètres seront utilisés pour les travaux numériques sur le
comportement.

Nous pouvons noter que le comportement décrit par la loi de comportement est moins raide que les
essais en traction équibiaxiale, et légèrement plus raide en traction uniaxiale. Toutefois, ces différences
sont tout à fait acceptables compte tenu de la simplicité de la loi qui ne nécessite que deux paramètres.

4.4 Conclusions

Le comportement de l’élastomère étudié est viscoélastique : nous ne pouvons pas définir à pro-
prement parlé de stabilisation car les efforts et l’énergie dissipée diminuent continûment de façon
logarithmique. Nous mettons en évidence la nécessité d’étudier l’énergie dissipée non pas à cinq
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cycles, mais à un plus grand nombre pour être représentatif de la température au cours d’un essai de
fatigue.

Concernant le comportement accommodé et suraccommodé, le comportement et l’énergie dissipée
ne varient pas dans le même sens : après le phénomène de relaxation cyclique inverse, les efforts
semblent constants alors que l’énergie dissipée continue de diminuer. L’influence de la température
sur le comportement est mesurable, surtout aux petites déformations. Toutefois, la diminution des
efforts constatée avec la température va à l’encontre de la théorie statistique de l’élasticité. Ainsi les
effets viscoélastiques sont-ils très importants et nécessitent une modélisation fine du comportement.

Un phénomène de raidissement en traction-traction a été observé et une explication physique
proposée en prenant en compte l’effet Mullins. Grâce à la cristallisation sous contrainte en traction-
traction, le matériau est protégé en partie de l’effet Mullins lors des premiers cycles de chargement.
Un passage relaxant annule cet effet. Ce phénomène n’a, à notre connaissance, jamais été rapporté.

Le comportement biaxial a été étudié et inclus dans la base d’identification de la loi de comporte-
ment cyclique proposé par Raoult (2005).

Finalement, nous faisons ici le choix de ne pas représenter l’influence de la température sur le
comportement. En effet, l’erreur commise par cette approximation (15%) est de l’ordre de grandeur
de la dispersion entre différents lots matière du même mélange.

En revanche, nous avons montré que l’énergie dissipée était très affectée par la température (va-
riations de 50%). Cette influence sera donc prise en compte dans l’estimation de la dissipation dans la
méthode de calcul de l’autoéchauffement.
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Chapitre 5

Découplage du problème
thermomécanique

Nous analysons ici le problème thermomécanique couplé afin de dé-
finir une stratégie de résolution pour estimer l’autoéchauffement. Afin
de garantir la validité du couplage faible en grande déformation, nous
résolvons un problème thermique homogénéisé en temps sur la confi-
guration de référence.
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Le chargement d’une structure est à la fois mécanique à travers des déplacements, angles, efforts
ou couples imposés, mais aussi thermique par les conditions aux limites. L’autoéchauffement induit un
couplage entre la sollicitation mécanique et la température. Une des caractéristiques essentielles de ce
problème d’autoéchauffement dans les élastomères est la différence entre les temps caractéristiques
mécanique et thermique. En effet, pour une sollicitation mécanique typique des applications visées
(1 à 20 Hz), le temps de montée en température d’une structure est de l’ordre de quelques minutes.
De nombreuses méthodes de la littérature exploitent cette propriété : il est judicieux de séparer la
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FIGURE 5.1 – Représentation d’un modèle itératif de calcul thermomécanique pour un pneumatique
(Whicker et al., 1981).

résolution des problèmes mécaniques et thermiques car ils n’ont pas les mêmes temps caractéristiques.
Par exemple, un cycle de chargement mécanique pourra être considéré en première approximation
comme isotherme.

Les méthodes de découplage proposées se fondent sur des hypothèses simplificatrices. Nous allons
dans ce chapitre discuter de ces hypothèses et adopter une stratégie de résolution du problème ther-
momécanique couplé. Notamment, nous présenterons une méthode permettant de prendre en compte
la variation de la géométrie d’une structure au cours d’un cycle de chargement mécanique dans la ré-
solution du problème thermique. Cette méthode se fonde sur l’écriture puis l’approximation cyclique
justifiée de l’équation de la chaleur dans la configuration de référence.

5.1 L’autoéchauffement dans la littérature

5.1.1 Couplage faible

Les premiers algorithmes numériques d’autoéchauffement ont été présenté par Segalman (1981);
Browne et Arambages (1981); Whicker et al. (1981) et appliqués sur des pneumatiques. Dans le cas
stationnaire, ces auteurs proposent un couplage faible pour la résolution du problème thermoméca-
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nique couplé fondée sur trois modules (FIG. 5.1) :

1. le module mécanique détermine le cycle de déformation mécanique ;

2. le module de dissipation estime les sources de chaleur sur un cycle à partir de la déformation
calculée ;

3. le module thermique donne le champ de température.

L’algorithme propose de réaliser séquentiellement en boucle ces trois modules de façon itérative jus-
qu’à obtenir l’équilibre thermique. Cette méthode s’appuie sur l’hypothèse d’un chargement cyclique
et a été largement reprise dans la littérature (Sarkar et al., 1987).

Nous détaillons dans les paragraphes suivants les trois étapes du couplage faible dans le cas cy-
clique. Notamment, nous insistons sur les hypothèses de calcul et de couplage entre ces modules.

a Résolution du problème mécanique

Deux démarches existent pour résoudre le problème mécanique : une modélisation hyperélastique
ou une modélisation hystérétique. La première modélise le comportement du matériau par une loi
hyperélastique afin d’obtenir des grandeurs mécaniques caractéristiques de la dissipation au sein du
matériau (Sarkar et al., 1987; Mac Allen et al., 1996a; Ebbott et al., 1999). L’avantage de cette mé-
thode est que le calcul mécanique est facilement mis en œuvre. Toutefois, elle nécessite un modèle
d’estimation des sources de chaleur.

La deuxième démarche modélise le comportement dissipatif du matériau par des lois de type
visco-hyperélastique (Lion, 1997; Boukamel et al., 2001). La dissipation est alors directement connue
pour un cycle de sollicitation mécanique. Toutefois, cette démarche nécessite une modélisation fine
du comportement mécanique, et plus particulièrement de la boucle d’hystérèse.

Selon la modélisation adoptée, les sources de chaleur s’obtiendront à partir de contributions de
natures différentes dans l’équation de la chaleur : dissipation intrinsèque (EQ. 2.65, terme 4) pour la
modélisation hystérétique, ou sources externes (EQ. 2.65, terme 3) pour la modélisation hyperélas-
tique.

La dépendance des lois de comportement à la température peut être prise en compte (Ebbott et al.,
1999; Méo, 2000) ou au contraire être négligée (Sarkar et al., 1987). Dans le premier cas, un bouclage
du problème thermique vers le problème mécanique peut s’avérer nécessaire afin de mettre à jour la
température dans le modèle et effectuer à nouveau un calcul mécanique. Toutefois, Ebbott et al. (1999)
montrent que ce couplage n’apporte pas, dans leur cas, de véritables modifications à la solution du
problème thermomécanique. Dans la pratique, la majorité des auteurs considèrent un comportement
mécanique indépendant de la température.

b Estimation des sources de chaleur

Ce point est crucial lorsque la dissipation n’est pas représentée dans la représentation mécanique.
C’est pourquoi nous consacrerons le prochain chapitre à son étude. Néanmoins, la littérature est una-
nime sur deux points : il faut que l’estimation de la dissipation soit cohérente avec le type de char-
gement mécanique (linéaire, non-linéaire, uniaxial, multiaxial, rotation des directions principales), et
que l’influence de la température sur l’énergie dissipée soit prise en compte.

2 DÉCEMBRE 2014



94 DÉCOUPLAGE DU PROBLÈME THERMOMÉCANIQUE

c Calcul thermique

Pour le couplage faible, le calcul thermique - à notre connaissance - est toujours réalisé sur une
géométrie fixe. Le plus souvent, le calcul est effectué sur la géométrie non déformée 1. Kerchman et
Shaw (2003), quant à eux, effectuent ce calcul sur la géométrie du chargement moyen. Lion (1997)
calcule le champ thermique sur la géométrie initiale mais suppose que la loi de conduction de Fourier
est constante dans la configuration de référence.

Ceci constitue une approximation par rapport à un calcul couplé, cette approximation n’étant pas
souvent soulignée par les auteurs. En effet, la géométrie et les conditions aux limites du problème
thermomécanique évoluent au cours d’un cycle mécanique dans le cadre des grandes déformations.
Cet aspect n’est jamais pris en compte. Nous proposerons dans la suite de ce chapitre une formula-
tion rigoureuse du calcul thermique en grandes déformations, fondée sur une approximation cyclique
(homogénéisation en temps) de l’équation de la chaleur.

5.1.2 Approche couplée

L’approche couplée se propose de résoudre à chaque incrément de temps le problème mécanique
et le problème thermique. Cette approche a été appliquée avec succès (Bérardi et al., 1996; Meo
et al., 2002) avec des algorithmes semi-couplés. Toutefois, elle ne s’appuie plus sur la différence des
temps caractéristiques mécanique et thermique et impose des temps de calcul importants. En effet,
ce type d’approche nécessite de décrire toute la déformation mécanique pour obtenir la température.
Par ailleurs, nous verrons dans la section suivante que ce type d’algorithme est stable sous certaines
conditions.

5.1.3 Méthode de validation de la modélisation de l’autoéchauffement

Cette dernière étape dans la modélisation de l’autoéchauffement est très importante. En effet, il
faut s’assurer que la modélisation adoptée est fidèle à l’expérience, c’est-à-dire que la température
estimée et la température mesurée sont corrélées. Par exemple, Berardi et al. (1997) constatent que
leur première modélisation surestime largement la température. Les auteurs décident d’inclure l’in-
fluence de la température sur les sources de chaleur en utilisant une méthode inverse. Une discussion
intéressante est aussi proposée par Sae-Oui et al. (1999a) sur les conditions aux limites à adopter. Ces
auteurs identifient le coefficient de convection avec l’air par un essai de refroidissement. Leur discus-
sion montre l’importance de la connaissance des conditions aux limites. Ebbott et al. (1999) vérifient
que la température estimée est correcte mais aussi que la prédiction de l’énergie dissipée concorde
avec l’expérience. De plus, un essai de refroidissement permet aussi aux auteurs de vérifier la validité
des conditions aux limites dans ces conditions.

5.1.4 Discussion

Pour des estimations de l’autoéchauffement sur des structures complexes, nous avons mis en évi-
dence deux principales approches. La première, le couplage faible, s’appuie sur l’hypothèse d’un char-
gement cyclique pour effectuer les calculs mécaniques et thermiques de façon séquentielle. D’abord,
un calcul mécanique est effectué sur un cycle afin d’estimer les sources de chaleur. Ces sources de
chaleur sont ensuite utilisées dans un calcul thermique. La différence entre les temps caractéristiques

1. Pour les pneumatiques, le calcul thermique peut être effectué sur la géométrie résultante de la mise en pression du
pneumatique.
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mécanique et thermique est ici exploitée car le calcul thermique est généralement effectué avec un
pas de temps supérieur au temps caractéristique mécanique. Nous pouvons noter que bien que cette
démarche donne des résultats très satisfaisants, il n’est pas démontré à notre connaissance qu’elle
permette de résoudre exactement le problème thermomécanique.

Les approches couplée ou semi-couplée, quant à elles, résolvent les problèmes mécaniques et
thermiques sur le même pas de temps et sont donc beaucoup plus coûteuses en temps de calcul.
Leur avantage est de prendre en compte la déformation de la géométrie dans le calcul thermique.
Ces approches permettent de résoudre exactement le problème thermomécanique avec des schémas
inconditionnellement stables ou stables sous certaines conditions.

Enfin, pour valider une modélisation de l’autoéchauffement, s’il est bien sûr nécessaire de vérifier
que les températures estimées sont conformes à l’expérience, il est tout aussi important de s’assurer
de la bonne prédiction de l’énergie dissipée que de la cohérence des conditions aux limites (avec un
essai de refroidissement par exemple). La vérification sur l’énergie dissipée est rarement proposée et
est, nous semble-t-il, indispensable pour construire une modélisation représentative des phénomènes
étudiés.

5.2 Analyse du problème thermomécanique

Dans les problèmes d’autoéchauffement, le problème thermomécanique est rarement bien posé
et les hypothèses de découplage tant du point de vue du calcul que du comportement sont souvent
omises, voire injustifiées. C’est pourquoi nous analysons dans cette section le problème thermoméca-
nique couplé, avec les stratégies de résolution possibles et les hypothèses de découplage.

5.2.1 Présentation du problème

Un problème thermomécanique est dit couplé lorsque la mécanique et la thermique dépendent
l’une de l’autre à tout instant. Nous avons vu dans les chapitres précédents que dans le cadre des
élastomères, le problème thermomécanique est nécessairement couplé : effet Gough-Joule, autoé-
chauffement. Un problème thermomécanique couplé est donc défini dans le cadre général par :
• la donnée d’une énergie libre

ψ = ψ(F, T, Xi) (5.1)

• d’un pseudo-potentiel de dissipation

ϕ = ϕ(Ḟ, F, Ẋi, Q) ∗ (5.2)

• les équations constitutives
– loi de comportement

BT = ρ0
∂ψ(F, T, Xi)

∂F
+

∂ϕ(Ḟ, F, Ẋi, Q)

∂Ḟ
(5.3)

– loi entropique

s = −∂ψ(F, T, Xi)

∂T
(5.4)

∗. Car le tenseur taux de déformation Ė s’exprime en fonction de Ḟ et de F.
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– lois d’évolution

ρ0
∂ψ(F, T, Xi)

∂Xi
= −∂ϕ(Ḟ, F, Ẋi, Q)

∂Ẋi
(5.5)

– flux de chaleur
∇T
T

= −∂ϕ(Ḟ, F, Ẋi, Q)

∂Q
(5.6)

• les équations d’équilibre et leurs conditions aux limites
– mécanique

Div B + ρ0F = ρ0a (5.7)

– thermique
ρ0Tṡ = −Div Q + φint + ρ0r (5.8)

où le terme de couplage φint est défini par l’équation (2.35).

Trois formes de couplages
Les équations (5.7) et (5.8) définissent un couplage dans les deux sens. En effet, les contraintes en

fonction de la température sont explicitement données par l’équation (5.3). En développant l’équation
de l’énergie sous la forme (2.65), nous obtenons deux termes de dissipation. Le premier est la dissi-
pation anélastique qui provient des phénomènes irréversibles. Cette dissipation représente les effets
inélastiques comme la viscosité ou la plasticité par exemple. Le deuxième terme exprime le couplage
classique dans les processus non-isothermes entre le problème mécanique et le problème thermique.
Il est à l’origine de la variation de la température en fonction de la déformation en thermoélasticité
par exemple. Pour résumer clairement ces idées, nous pouvons rassembler les couplages existant en
trois points :

– contraintes fonction de la température (Type I) ;
– dissipation anélastique (Type II) ;
– dissipation d’un processus non-isotherme ou dissipation thermoélastique (Type III).
Selon les auteurs et les théories, les termes couplage et découplage peuvent revêtir une ou plusieurs

des significations énoncées ci-dessus, en plus du type de résolution adoptée. Nous utiliserons donc les
termes couplage I (resp II ou III) et découplage I (resp II ou III) pour caractériser le maintien ou
non du couplage de type I (resp II ou III). Cette notation est personnelle et a pour but d’aider à la
compréhension du document.

5.2.2 Résolution du problème thermomécanique

Il existe deux approches pour résoudre un problème thermomécanique couplé (Armero et Simo,
1992) :

– la résolution couplée : les inconnues mécaniques et thermiques sont calculées en même temps,
souvent par des schémas implicites d’intégration inconditionnellement stables ;

– la résolution semi-couplée : le problème couplé est scindé en deux sous-problèmes (typique-
ment température et déplacement) et chaque sous problème est résolu par un algorithme diffé-
rent.

Bien que la résolution couplée soit inconditionnellement stable, elle ne s’appuie pas sur la différence
entre les temps caractéristiques du problème et peut mener à des systèmes difficilement résolvables
(formulations non-symétriques par exemple). Les résolutions semi-couplées n’ont pas ces inconvé-
nients mais mènent parfois à des algorithmes stables sous conditions.
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Deux algorithmes semi-couplés sont ainsi proposés par Armero et Simo (1992). Le premier est
classiquement utilisé dans la littérature et décompose le problème en une première phase mécanique
isotherme, suivie par une seconde phase thermique de résolution de l’équation de la chaleur. Les
auteurs montrent que cet algorithme est stable sous certaines conditions. Le deuxième algorithme dé-
compose le problème en une première phase mécanique adiabatique, suivie par une phase de conduc-
tion. La conséquence est que l’effet thermoélastique est modélisé dans la première phase, et que toute
la dissipation anélastique est reportée dans la phase thermique. Cette décomposition a l’avantage
d’être inconditionnellement stable. Ces algorithmes présentés dans le cas élastique ont été étendus à
des cas dissipatifs, notamment à de la thermo-plasticité non-linéaire (Armero et Simo, 1993).

5.3 Stratégie de résolution adoptée - Loi d’autoéchauffement cyclique

Compte tenu de la différence entre les temps caractéristiques mécaniques et thermiques,
nous choisissons le couplage faible (FIG. 5.2) pour résoudre le problème thermomécanique d’au-
toéchauffement. Cette méthode repose sur le fait que le chargement mécanique de la structure étudiée
est cyclique. Dans un premier temps, nous allons définir la température d’autoéchauffement. Puis,
nous détaillerons chacune des trois étapes du couplage faible. Notamment, nous présenterons une
nouvelle façon d’aborder le problème thermique afin de prendre en compte la variation importante de
géométrie d’une structure au cours d’un cycle de chargement mécanique.

5.3.1 Définition de la température d’autoéchauffement

Nous présentons sur la figure 5.3 l’évolution de la température d’une structure soumise à un char-
gement mécanique répété. Après la période transitoire où la température augmente, l’équilibre ther-
mique est atteint 2 : toute l’énergie dissipée par le matériau est évacuée à l’extérieur. C’est cette évolu-
tion globale de la température qui nous intéresse dans le problème d’autoéchauffement. Un agrandis-
sement de la partie encadrée de la figure 5.3 est représentée sur la figure 5.4 : nous avons représenté la
température en peau d’une éprouvette AE42 enregistrée par thermographie infrarouge. Nous consta-
tons ici que l’effet Gough-Joule est très prononcé : l’élévation de la température lors de l’élongation
de l’élastomère atteint plus d’un degré. Toutefois, seule la variation de température à l’échelle du
temps caractéristique thermique nous intéresse. C’est pourquoi nous définissons la température d’au-
toéchauffement comme suit :

Définition La température d’autoéchauffement est la température actuelle diminuée de la variation
de température au cours de l’extension (effet Gough-Joule). Pour un chargement mécanique relaxant
(R=0), c’est donc l’enveloppe inférieure de la température, en négligeant le léger refroidissement lié
à l’inversion thermoélastique au début de l’extension.

Nous remarquons que les termes de couplage III thermoélastique (terme 5 dans l’équation 2.66
de la thermoélasticité) ne sont pas négligeables (Reese, 2003; Honorat, 2006). En effet, ce sont eux
qui participent à l’effet thermique de l’extension et permettent une variation de température de plu-
sieurs degrés en un cycle mécanique, alors que les termes dissipatifs n’entraînent qu’une élévation de
quelques dixièmes de degrés en un cycle (FIG. 5.4, voir aussi notre analyse expérimentale au para-
graphe 6.4.4). De plus, l’intégrale de ces termes sur une période n’est pas nulle. En effet, Reese (2003)

2. Dans le cas de composants automobiles limités en déplacement, l’équilibre thermique est toujours atteint car l’énergie
dissipée diminue avec la température. Le problème serait autre pour des pièces non limitées soumises à des efforts, où
l’équilibre thermique existe sous certaines conditions (Molinari et Germain, 1996). En effet, si le matériau s’assouplit avec
la température, les sources de chaleur peuvent augmenter avec la température en tenant compte du couplage I.
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FIGURE 5.2 – Résolution du problème thermomécanique d’autoéchauffement par un couplage faible.
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montre par exemple qu’une élévation de température sur plusieurs cycles est possible sans introduire
aucune dissipation, si ce n’est ces termes de couplage III. Nous pouvons aussi critiquer notre définition
de la température d’autoéchauffement car elle ne représente pas la température moyenne : à l’équi-
libre thermique, la température d’autoéchauffement sera donc légèrement inférieure (de la moitié de
l’effet thermique dans un cas relaxant, plus pour de la traction-traction) à la température moyenne.
Toutefois, cette définition de température est cohérente avec l’ensemble du modèle dans l’hypothèse
où les termes de couplage III ne sont pas représentés. En effet, nous constaterons au chapitre suivant
que l’élévation de température d’autoéchauffement est imputable entièrement (à l’erreur expérimen-
tale près) à l’énergie dissipée mécaniquement par la boucle d’hystérèse. Nous choisissons donc de ne
pas représenter ces termes (hypothèse de découplage III).

5.3.2 Module mécanique - Estimation des sources de chaleur

Le calcul mécanique doit fournir les grandeurs mécaniques nécessaires à l’estimation des sources
de chaleur. Nous avons vu que deux options étaient possibles : une modélisation hyperélastique ou
une modélisation hystérétique. L’argument déterminant pour choisir entre ces deux modélisations est
le suivant : considérons que la structure n’est plus soumise à un chargement mécanique périodique
mais variable stationnaire 3. Calculer l’énergie dissipée par tout le signal avec un modèle hystérétique
nécessite de calculer tout le signal, ce qui n’est pas compatible avec les temps de calcul d’un bureau
d’étude. Par contre, si la modélisation du comportement stabilisé est hyperélastique, un seul calcul
suffit pour décrire l’état stabilisé de la structure. Un traitement du signal variable est nécessaire afin
d’estimer les sources de chaleur. Nous présenterons un tel traitement dans le chapitre suivant.

Nous choisissons donc d’adopter une modélisation hyperélastique du comportement de notre
matériau. La conséquence la plus importante est que nous ne modéliserons pas les pertes hys-
térétiques au cours d’un cycle de chargement mécanique. Afin de pouvoir effectuer un calcul
thermique, nous devons définir une estimation de la puissance dissipée. Nous présentons dans le
prochain chapitre une telle estimation.

3. Ce type de chargement est typique des sollicitations mécaniques imposées aux structures anti-vibratoires automobiles.
Ces structures atteindront leur état stabilisé au cours du rodage du véhicule.
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FIGURE 5.5 – Exemple de géométries initiale et déformée avec les conditions aux limites.

Nous devons, de plus, lever d’autres inconnues : quelle est l’influence de la température sur le
comportement (couplage I) ? Faut-il représenter l’effet Mullins ? Nous répondrons à ces questions
dans les chapitres suivants en nous fondant sur des constatations expérimentales.

5.3.3 Discussion sur le calcul thermique lors d’un couplage faible

Dans l’approche semi-couplée, la résolution du problème thermique s’effectue sur une géométrie
fixe. Or, dans le cadre des grandes déformations, cette géométrie évolue au cours d’un cycle de char-
gement mécanique (FIG. 5.5) et effectuer le calcul sur la géométrie initiale n’est pas plus pertinent que
pour toute autre géométrie. Notre problématique est donc la suivante : résoudre le problème thermique
en tenant compte de la variation de géométrie au cours d’un cycle mécanique.

Le plan de notre analyse pour l’approximation cyclique de l’équation de la chaleur est le suivant :

1. écrire le problème thermique sur la configuration de référence ;

2. définir des variables moyennes telles que la température d’autoéchauffement ;

3. moyenner l’équation de la chaleur et les conditions aux limites sur une période ;

4. approximer les équations obtenues afin d’obtenir un problème thermique ne dépendant plus du
temps mécanique.

Notre objectif est ici d’extraire des termes moyens de l’équation de la chaleur.

5.3.4 Approximation cyclique de l’équation de la chaleur

a Problème thermique sur la configuration de référence

L’équation de la chaleur et les conditions aux limites dans la configuration actuelle sont données
par

ρc
dT
dt

= ρr− div q (5.9)

q. da = h da (T − T∞) (5.10)

où c est la chaleur spécifique, r(x, t) les sources de chaleur, div l’opérateur divergence dans la confi-
guration actuelle et q(x, t) le vecteur flux de chaleur. Ce dernier est relié à la température par la loi de
Fourier selon

q(x, t) = −k(G, T).grad T (5.11)
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où k(G = F.FT, T) est le tenseur de conductivité thermique et grad l’opérateur gradient en configu-
ration actuelle. Notons que les conditions aux limites représentent soit la convection naturelle avec le
coefficient de convection h et la température externe T∞, soit une température imposée si h→ ∞. Ces
équations s’écrivent dans la configuration de référence :

ρ0c
∂T
∂t

= ρ0R−Div Q (5.12)

Q. dA =
da
dA

h
︸ ︷︷ ︸
H(X,t)

dA (T − T∞) (5.13)

où Div est l’opérateur divergence dans la configuration de référence, R(X, t) = r(x, t) les sources de
chaleur externes et Q le transporté du vecteur flux de chaleur donné par

Q(X, t) = J(X, t)F−1(X, t).q(x, t) . (5.14)

La loi de Fourier et la relation grad T = F−T.∇T entre les gradients eulérien et lagrangien mènent à
l’expression lagrangienne du flux de chaleur

Q(X, t) = −J(X, t)
(

F−1.k(G, T).F−T
)
(X, t).∇T(X, t) . (5.15)

La conductivité thermique lagrangienne est donnée par

K(F, T) = J(X, t)
(

F−1.k(G, T).F−T
)
(X, t) . (5.16)

Le coefficient de convection H dans la configuration de référence dépend du temps et décrit la
variation de surface d’échange au cours de la déformation. Son expression est donnée par

H(X, t) = h
da
dA

= hJ
√

NT.C−1.N (5.17)

avec N la normale à la surface dans la configuration de référence.

b Définition des termes moyens

Supposons que la déformation soit périodique de période P. La température moyenne glissante
Tm fonction du temps t (thermique) est définie par

Tm(X, t) =
1
P

∫ P/2

−P/2
T(X, t + τ) dτ (5.18)

et l’oscillation de la température autour de cette température glissante est donnée par

Ta(X, t, τ) = T(X, t + τ)− Tm(X, t) . (5.19)

Par extension, les variables moyennes et oscillantes sont décrites par les indices m et a. Pour une
question de lisibilité, la variable d’espace X ne sera dorénavant plus écrite. Le tenseur moyen de
conductivité à une température fixée Tm(t) est donné par

Km(t) = Km(Tm(t)) =
1
P

∫ P/2

−P/2
K
(

F(t + τ), Tm(t)
)

dτ . (5.20)
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Nous définissons l’écart de la conductivité à la moyenne glissante par

Ka(t, τ) = K(F, T)(t + τ)− Km(t) . (5.21)

Au temps t donné, l’équation de la chaleur devient

ρ0c
∂T
∂τ

(t + τ) = ρ0 R(t + τ) + Div
[(

Km(t) + Ka(t, τ)
)

. (∇Tm(t) +∇Ta(t, τ))
]

. (5.22)

c Homogénéisation en temps de l’équation de la chaleur

L’équation de la chaleur pour Tm est obtenue par intégration de (5.22) sur une période P :

ρ0c
∂Tm

∂t
= ρ0Rm + Div

(
Km(t).∇Tm(t)

)
+ Div

(
1
P

∫ P/2

−P/2
Km(t).∇Ta(t, τ) dτ

)

︸ ︷︷ ︸
=0

+ Div
(

1
P

∫ P/2

−P/2
Ka(t, τ).∇T(t + τ) dτ

)

︸ ︷︷ ︸
A(t)

.
(5.23)

Le terme de gauche se développe en

∂Tm

∂t
=

∂
(

1
P

∫ P/2
−P/2 T(t + τ) dτ

)

∂t
=

T(t + P/2)− T(t− P/2)
P

=
1
P

∫ P/2

−P/2

∂T(t + τ)

∂τ
dτ .

(5.24)
Concernant les conditions aux limites, le même raisonnement mène à

−Km(t).∇Tm(t) dA = Hm(t) dA (Tm(t)− T∞) +
1
P

∫ P/2

−P/2
Km(t).∇Ta(t, τ) dA dτ

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1
P

∫ P/2

−P/2

(
Ha(t, τ) Ta(t, τ) dA + Ka(t, τ).∇T(t + τ). dA

)
dτ

︸ ︷︷ ︸
B(t)

.
(5.25)

d Approximation

Dans le problème d’autoéchauffement d’une structure élastomère, les termes A(t) et B(t) sont
négligeables. Cette approximation est justifiée par l’hypothèse sur les temps caractéristiques : le temps
caractéristique mécanique tmeca est faible devant le temps caractéristique thermique ttherm = ρ c L2/k
où L est la dimension caractéristique de la structure, centimétrique.

En effet, la diffusivité thermique est de l’ordre de k/ρc ' 1.10−7. Les temps typiques méca-
niques sont de l’ordre de 0.1 s et 1 s, soit des fréquences entre 1 et 10 Hz. La longueur caractéristique
thermique correspondante à ce temps mécanique est alors

√
(kTmeca)/(ρc) ' 0.3 mm � L. Cela

signifie que la variation de température due à la déformation au cours du cycle mécanique est limitée
à cette échelle. Nous pouvons conclure qu’à l’échelle macroscopique (de l’ordre du millimètre), l’os-
cillation de température due au changement cyclique des conditions aux limites et de la conductivité
thermique est faible par rapport à la température moyenne : Ta � Tm. La régularité de l’équation de
la chaleur donne ∇Ta � ∇Tm. Ces deux expressions impliquent qu’à l’échelle macroscopique, les
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q.da = 0

λ(t) = 1.5 + 0.5 sin2πt

5 mm

q.da = 0

q.da = 0

q.da = 0

q.da = hda(T − T∞)

q.da = hda(T − T∞)

FIGURE 5.6 – Représentation de la géométrie et des conditions aux limites du problème illustrant
l’approximation de l’équation de la chaleur.

termes A(t) et B(t) sont négligeables. Le problème thermique sur les termes moyens est alors défini
exactement sur la configuration de référence.

Cette approximation mène finalement à une équation de la chaleur homogénéisée en temps

ρ0c
∂Tm

∂t
= ρ0Rm + Div Km(Tm).∇Tm (5.26)

avec les conditions aux limites suivantes

−Km(Tm).∇Tm. dA = Hm dA (Tm − T∞) (5.27)

où le vecteur flux de chaleur est défini par Qm = −Km(Tm).∇Tm.
Ce problème est défini sur la configuration de référence avec des paramètres thermiques constants :

il ne dépend plus du temps mécanique. Le tenseur de conductivité thermique est anisotrope et traduit la
moyenne du trajet thermique à effectuer lors d’un cycle. Le coefficient de convection moyen représente
la moyenne des échanges avec l’extérieur.

e Illustration numérique

L’homogénéisation temporelle de l’équation de la chaleur a été testée par une modélisation élé-
ments finis. La géométrie test est un cylindre à base circulaire de 5 mm de rayon (FIG. 5.6). Un
déplacement sinusoïdal sur la surface supérieure est imposé entre les élongations λ = 1 et λ = 2. Les
sources de chaleur sont supposées homogènes et indépendantes de la température. La conductivité
thermique et le coefficient de convection sur la surface latérale sont supposés constants sur la confi-
guration déformée. Une condition de flux nul est imposée sur les deux surfaces horizontales. Quatre
calculs ont été effectués jusqu’à l’équilibre thermique (1000 s) :

– résolution couplée (50 pas de calcul par cycle mécanique de fréquence 1 Hz) ;
– résolution semi-couplée sur la géométrie initiale ;
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FIGURE 5.8 – Évolution de la température sta-
bilisée sur un rayon pour les quatres résolu-
tions.

– résolution semi-couplée sur la géométrie déformée ;
– résolution semi-couplée avec l’équation de la chaleur homogénéisée.

Le pas de temps du calcul thermique était libre pour les trois résolutions semi-couplées. Le premier
constat est la différence entre les temps de calcul : le calcul couplé dure environ une journée alors que
la résolution semi-couplée prend environ une minute 4.

Les résultats des calculs sont présentés sur les figures 5.7 et 5.8. La première figure représente
l’évolution de la température à cœur en fonction du temps. Le calcul avec l’équation homogénéisée
donne le même résultat que le calcul couplé, alors que les calculs semi-couplés sur les deux géomé-
tries extrêmes impliquent une erreur de l’ordre de 25% comparée à la résolution couplée qui sert de
référence. Le gradient radial de température à l’équilibre thermique est représenté sur la deuxième
figure. Les résultats rejoignent les conclusions précédentes.

Cette simulation numérique illustre l’approximation cyclique de l’équation de la chaleur : elle
donne le même résultat que pour un calcul couplé mais avec des temps de calcul environ 1000 fois
plus petits.

5.3.5 Paramètres du calcul thermique

a Conductivité thermique

Si la conductivité thermique est généralement isotrope dans l’état naturel, elle peut devenir aniso-
trope avec la déformation. Plusieurs modèles (van den Brule, 1989; van den Brule et O’Brien, 1990)
fondés sur la théorie du réseau (description des chaînes macromoléculaires) expriment la relation
entre la conductivité thermique et la déformation. Des mesures (Tautz, 1959; Broerman et al., 1999)
ont montré que la conductivité thermique des élastomères est modifiée par l’état de déformation : la
conductivité est plus grande dans une direction étirée, et plus petite dans une direction compressée.
L’amplitude de ce phénomène dépend du matériau mais peut varier de 10 à 100% pour une élonga-
tion λ = 2. C’est pourquoi nous avons supposé dans les paragraphes précédents que le tenseur de
conductivité thermique k(G, T) dépendait de la déformation.

4. Avec un ordinateur de bureau.
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Toutefois, nous n’avons pas pu mettre en place de mesure de la conductivité thermique en fonction
de la déformation, et nous supposerons qu’elle est constante dans l’état déformé et vaut pour notre
matériau d’étude k = 0.22 W.˚C−1.m−1.

b Chaleur spécifique

La littérature considère généralement que la chaleur spécifique est affine de la température. Wun-
derlich et Baur (1970) font, par exemple, un travail expérimental assez détaillé sur les polymères. Une
caractérisation expérimentale du matériau de l’étude confirme cette hypothèse et donne la variation
de la chaleur spécifique c en fonction de la température (unité : J.kg−1.˚C−1) : c(T) = 4.9 T + 1350 .

c Coefficients de convection et de rayonnement

Ces deux coefficients constituent les inconnues du problème pour les conditions aux limites du
modèle. Le coefficient de convection porte sur les échanges thermiques entre le matériau et l’environ-
nement extérieur. Le rayonnement d’un corps chaud peut aussi être pris en compte. L’émissivité de
l’élastomère est proche de 0.95. Par contre, le coefficient de convection nécessite une étude détaillée
qui sera présentée dans les chapitres suivants. En effet, soit il est connu par un essai de refroidis-
sement, soit il faut l’identifier sur un essai d’autoéchauffement. D’ailleurs, pour une structure qui
présente une surface importante de convection, le résultat du calcul thermique est très sensible à la
valeur du coefficient de convection.

5.4 Conclusions

Nous avons dans ce chapitre défini une loi d’autoéchauffement cyclique. Calculer l’autoéchauffe-
ment d’une structure nécessite de résoudre un problème thermomécanique couplé. Pour simplifier ce
problème et obtenir une stratégie de résolution utilisable en bureaux d’étude, il est nécessaire d’adop-
ter un couplage faible pour résoudre le problème thermomécanique. Cette résolution se fonde sur
l’hypothèse d’un chargement cyclique et distingue trois étapes successives.

D’abord un calcul mécanique permet d’obtenir la réponse mécanique stabilisée de la structure au
chargement. Nous choisissons ici une modélisation hyperélastique de cette réponse stabilisée afin de
prendre en compte des chargements variables et non plus cycliques. Nous ne modélisons pas dans
ce cas la dissipation dans le calcul mécanique. Cependant, nous devons estimer la puissance dissipée
et les sources de chaleur afin d’estimer l’autoéchauffement. Cette estimation repose sur les valeurs
des quantités mécaniques déterminées précédemment. Le lien entre ces quantités et la dissipation est
présenté dans le chapitre suivant. Cette estimation fournit les sources de chaleur du calcul thermique.

La résolution de l’équation de la chaleur a fait l’objet d’une étude détaillée. En effet, l’approche
semi-couplée du problème thermomécanique résout le problème thermique sur une géométrie fixe :
l’effet de la variation des conditions aux limites et de la géométrie de la structure au cours d’un cycle
de chargement mécanique n’est pas pris en compte. En écrivant le problème thermique sur la confi-
guration de référence, puis en intégrant sur une période du chargement mécanique, nous obtenons,
moyennant quelques approximations justifiées à l’échelle macroscopique, un problème thermique
homogénéisé en temps défini sur la configuration de référence et prenant en compte les variations
cycliques de la conductivité ou des conditions aux limites. Une simulation illustre l’intérêt de cette
méthode qui permet d’obtenir la même solution qu’avec un calcul couplé.
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Chapitre 6

Estimation de l’énergie dissipée

Nous présentons dans ce chapitre une estimation de l’énergie dissipée
au cours d’un cycle mécanique hyperélastique stabilisé.
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Le chapitre précédent concluait sur la loi d’autoéchauffement cyclique adoptée. À partir d’une
modélisation hyperélastique de la réponse mécanique qui ne dissipe pas d’énergie par essence, nous
devons trouver une méthode d’estimation de l’énergie dissipée au cours d’un trajet de chargement
mécanique. Cette estimation nécessite de définir trois points :

1. la définition de cycles mécaniques ;
2. la détermination d’une grandeur représentative de l’énergie dissipée sur un cycle ;
3. la proposition d’une fonction de dissipation reliant cette grandeur à l’énergie dissipée.

Ceci repose bien entendu sur une conception de l’état stabilisé où la définition de grandeurs caracté-
ristiques est suffisante pour décrire notre problème.

Nous commençons ce chapitre par un rappel des origines microscopiques de l’énergie dissipée.
Un état de l’art sur l’estimation de l’énergie dissipée est aussi proposé. Notamment, nous détaillons
l’hypothèse de viscoélasticité linéaire.
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Nous présentons ensuite notre estimation de l’énergie dissipée. Afin de prendre en compte les non-
linéarités et les grandes transformations, nous proposons des mesures énergétiques représentatives de
l’énergie dissipée, dénommées énergies cycliques. Notamment, nous discutons de la multiaxialité et
de l’objectivité de ces prédicteurs de l’énergie dissipée. Ce travail est d’abord effectué pour des cas de
chargements cycliques puis étendu aux chargements variables. Dans une dernière partie, nous identi-
fions à partir d’une base expérimentale originale la fonction de dissipation sur des cas de chargement
uniaxiaux et biaxiaux.

6.1 Interprétations microscopiques de l’énergie dissipée

L’énergie dissipée au cours d’un cycle se remarque classiquement par une hystérèse dans le plan
force-déplacement. L’aire de cette hystérèse nous donne une mesure expérimentale de la perte d’éner-
gie. L’origine de cette perte est multiple et complexe à qualifier. Plusieurs descriptions peuvent être
introduites pour classer ces différentes origines :

1. l’effet Mullins et toutes ses interprétations possibles ;

2. un endommagement quelconque ;

3. le caractère visqueux de l’élastomère ;

4. des frictions internes ;

5. des phénomènes d’interaction microscopique comme la cristallisation sous contraintes (Toki
et al., 2000).

Les deux premiers points sont représentatifs d’une énergie dissipée par des changements de propriétés
mécaniques et des variations d’énergie bloquée. La dissipation des trois derniers phénomènes se fait
plutôt sous forme de chaleur.

Medalia (1991) reprend et analyse toutes les méthodes classiquement utilisées pour mesurer les
propriétés dynamiques des élastomères. Du point de vue macroscopique, le glissement des chaînes,
et donc la perte d’énergie, peut être atténué avec un réseau plus dense. Medalia ainsi que Meinecke
(Meinecke, 1991) étudient aussi l’effet du noir de carbone sur la dissipation.

Park et al. (2000) vérifient expérimentalement que l’élévation de température est d’autant plus
importante que l’élastomère est chargé en noir de carbone. Ce noir de carbone crée un réseau qui
se déforme sous de petites sollicitations. A plus grande amplitude, ce réseau se rompt et se reforme
pour s’adapter. On observe donc un comportement cyclique hystérétique. Park et al corrèlent bien
l’augmentation du module de perte avec la hausse de température pour différents matériaux.

Modélisation
Les sources possibles de dissipation sont nombreuses et il est impossible actuellement de quan-

tifier une répartition entre ces différents mécanismes. Il est toutefois admis dans la littérature que la
majeure partie de l’énergie dissipée en un cycle stabilisé l’est sous forme de chaleur. Cette hypothèse
peut être vérifiée expérimentalement. En effet, si nous maîtrisons les conditions du calcul thermique
(conditions aux limites, coefficients matériau), il est possible d’estimer l’élévation de température
pour deux conditions :

1. pour un cycle mécanique stabilisé en faisant l’hypothèse d’adiabaticité : lors des tous premiers
cycles de chargement, l’élévation de température reste faible et les pertes par conduction et
convection peuvent être négligées ;
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2. pour un cycle mécanique stabilisé en régime thermique stabilisé : toute l’énergie dissipée est
évacuée à l’extérieur.

Une comparaison calcul-essai permet d’estimer dans les deux cas la part d’énergie dissipée qui sert
réellement à autoéchauffer la structure. Dans un premier temps, nous faisons l’hypothèse que toute
l’énergie dissipée l’est sous forme de chaleur.

6.2 État de l’art

6.2.1 Viscoélasticité linéaire

L’hypothèse de linéarité implique que si la déformation ε est sinusoïdale, alors la contrainte σ le
sera aussi. Du fait de la non-linéarité du matériau, les contraintes sont seulement périodiques et se
décomposent selon une série de Fourier

σ(t) =
∞

∑
n=0

An cos
(

2nπ

T
t
)
+ Bn sin

(
2nπ

T
t
)

. (6.1)

Une hypothèse souvent formulée pour les élastomères est la quasi-linéarité : les coefficients d’ordre
supérieur ou égal à 2 sont petits devant ceux de l’ordre 1. Ainsi, la viscoélasticité linéaire est très
utilisée même dans le cas des faibles non-linéarités.

a Modèles viscoélastiques

Dans le cas d’un comportement purement visqueux, il y a proportionnalité entre les contraintes
et le gradient de vitesse (ou vitesse de déformation). L’exemple du cisaillement simple donnerait
σ = Gε dans le cas élastique et σ = ηε̇ dans le cas purement visqueux. D’une manière générale, le
comportement visqueux est décrit par une équation de la forme

∑
i=1,n

ai
∂iε

∂ti = ∑
i=1,m

bi
∂iσ

∂ti . (6.2)

Des modèles rhéologiques simples sont souvent utilisés pour décrire le comportement viscoélastique
(FIG. 6.1). Les modèles simples de Maxwell et de Kelvin-Voigt ne décrivent pas de manière satisfai-
sante le comportement de matériaux réels : le modèle de Maxwell ne présente pas de phénomène de
recouvrement à contraintes nulles tandis que le modèle de Kelvin-Voigt ne présente aucunes déforma-
tions élastiques instantanées. Le modèle de Zener permet de pallier l’insuffisance des deux premiers
modèles, et le modèle de Burgers ajoute au précédent modèle des déformations rémanentes.

Les élastomères ont un comportement complexe en fonction du temps et de la température qui
ne peut être correctement représenté par un modèle de Burgers à quatre paramètres (FIG. 6.1). Des
modèles à distribution continue de temps caractéristiques sont alors utilisés (Grandcoin et Boukamel,
2007). Par exemple, le modèle de Maxwell généralisé est un groupe d’élément de Maxwell en parallèle
dont les contraintes subies sont la somme des contraintes élémentaires

σ(t) = ε0 ∑
i

Gi exp
(
− t

τi

)
(6.3)

ou la somme d’une distribution continue

σ(t) = ε0Gr + ε0

∫ ∞

0
h(τ) exp

(
− t

τ

)
dτ (6.4)
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FIGURE 6.1 – Modèles rhéologiques couramment utilisés.

avec h(τ) une fonction de distribution homogène à un module et Gr le module relaxé. Afin de repré-
senter les différences d’ordre de grandeur dans les temps caractéristiques, une échelle logarithmique
peut être utilisée

σ(t) = ε0Gr + ε0

∫ +∞

−∞
H(ln τ) exp

(
− t

τ

)
d ln τ . (6.5)

Le modèle de Kelvin-voigt généralisé est une association en série d’éléments de Kelvin-Voigt. Les
déformations de l’élément soumis à une contrainte σ0 sont

ε(t) = ∑
i

1
Gi

[
1− exp

(
− t

τi

)]
. (6.6)

L’hypothèse de linéarité permet d’appliquer le principe de superposition de Boltzmann : la ré-
ponse à une excitation ε(t) = ∑i ε i(t) ou σ(t) = ∑i σi(t) sera donnée par la somme des solutions
élémentaires des ε i(t) ou σi(t).

b Domaine fréquentiel

Nous avons présenté ces modèles dans le domaine temporel. Dans le domaine fréquentiel, contraintes
et déformations sont des fonctions sinusoïdales

σ(t) = σ0 cos(ωt), ε(t) = ε0 cos(ωt− φ) (6.7)

avec φ le retard de phase des déformations par rapport aux contraintes et ω la pulsation. Les notations
complexes sont utilisées pour l’étude du régime permanent

σ∗(jω) = σ0 exp(jωt), ε∗(jω) = ε0 exp[j(ωt− φ)] . (6.8)

Le module dynamique est définit par

E∗(jω) =
σ∗(jω)

ε∗(jω)
=

1
J∗(jω)

(6.9)

et s’écrit sous la forme

E∗(jω) = E′(ω) + jE′′(ω) = E′(ω)[1 + j tan φ(ω)], avec tan φ(ω) =
E′′(ω)

E′(ω)
. (6.10)

Le module élastique E′ et le module de perte E′′ définissent ainsi l’angle de perte φ.
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ε0 ε0
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Ediss = πσ0ε0 sinφ = πε20E
′′

FIGURE 6.2 – Boucle d’hystérèse dans le cas linéaire.

c Energie dissipée

L’énergie dissipée sur un cycle est

Ediss =
∫

Cycle
σ dε = πσ0ε0 sin φ = πε2

0E′′ . (6.11)

Dans le cas linéaire, la boucle d’hystérèse est une ellipse (FIG. 6.2) et l’énergie dissipée est direc-
tement proportionnelle au produit de l’amplitude des déformations et des contraintes. Sous certaines
hypothèses, l’énergie dissipée est donc directement proportionnelle à l’énergie élastique de déforma-
tion.

d Discussion

Dans le cadre linéaire et dans le cadre H.P.P., l’estimation de l’énergie dissipée à partir d’un
modèle élastique est directe. A partir de la connaissance de la sollicitation en termes d’amplitude et
de fréquence, l’énergie dissipée est directement donnée par le module de perte E′′(ω). L’application
du principe de superposition de Boltzmann permet de traiter les sollicitations complexes.

Notons aussi que pour une sollicitation relaxante, l’énergie dissipée est proportionnelle à l’énergie
élastique de déformation. Cette énergie vaut ε2

0E′. Par contre, dans le cas général où une précontrainte
est appliquée, l’énergie dissipée n’est pas proportionnelle à la variation d’énergie de déformation
au cours d’un cycle. Par exemple, Clark et Dodge (1985) appellent de façon abusive la grandeur
U = ε2

0E′ variation d’énergie de déformation. Nous discuterons aussi dans la suite de l’énergie de
déformation pour des sollicitations multiaxiales.

Toutefois, les modèles viscoélastiques linéaires se heurtent à deux obstacles qui les confinent au
cadre linéaire :

– les grands déplacements et les grandes rotations ;
– les non-linéarités de comportement en grande déformation.

Le premier obstacle est lié à la perte d’objectivité. En effet, il ne faut pas qu’un mouvement rigidifiant
implique une dissipation d’énergie. Or, de nombreux auteurs utilisent les contraintes de Cauchy et
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FIGURE 6.3 – Courbe contrainte-déformation
et l’approximation linéaire pour de la traction
uniaxiale avec une loi néo-hookéenne.
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FIGURE 6.4 – Courbe contrainte-déformation
et l’approximation linéaire pour du cisaille-
ment pur avec une loi néo-hookéenne.

n’explicitent pas formellement le calcul de l’amplitude des contraintes ou des déformations. Suppo-
sons que cette amplitude s’écrive

σa = σ(t2)− σ(t1) (6.12)

où t1 et t2 sont des temps différents. Cette écriture n’a pas de sens physique car les deux tenseurs de
Cauchy ne sont pas définis sur la même configuration. C’est pourquoi, dès lors que l’amplitude d’une
variable doit être calculée, des grandeurs lagrangiennes doivent être utilisées, comme par exemple les
tenseurs conjugués de Hill (1968) (paragraphe 2.2.6).

Le deuxième obstacle est l’hypothèse de linéarité du comportement. Cette hypothèse n’est valable
que pour des déformations suffisamment faibles. Par exemple, le comportement en traction simple
s’écrit pour la loi néo-hookéenne

σ = µ

(
λ2 − 1

λ

)
(6.13a)

= µ
(
3ε + ε3 + o(ε3)

)
(6.13b)

et en cisaillement pur

σ = µ

(
λ2 − 1

λ2

)
(6.14a)

= µ
(
4ε− 3ε2 + o(ε2)

)
(6.14b)

où λ = 1 + ε. Sur une certaine plage de déformation, l’approximation de la relation σ − ε par une
loi linéaire est justifiée (FIG. 6.3 et 6.4). En dehors de cette plage, l’approche linéaire n’est plus
valide. Comme les structures automobiles travaillent en partie dans la plage non-linéaire dans les
zones critiques, l’hypothèse de linéarité n’est pas valide.

Notons de plus que la notion de linéarité est liée à la représentation utilisée pour la contrainte et la
déformation. En effet, dans le cas de la traction simple, les contraintes et les déformations associées
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FIGURE 6.5 – Courbes contrainte-déformation
en traction simple pour différentes mesures des
contraintes avec une loi néo-hookéenne.

FIGURE 6.6 – Présentation du montage de ci-
saillement rotatif (Gent, 1961).

de Cauchy, de Boussinesq et de Piola-Kirchhoff s’écrivent :

σ = µ

(
λ2 − 1

λ

)
, εσ = ln λ (6.15a)

B = µ

(
λ− 1

λ2

)
, εB = λ (6.15b)

Π = µ

(
1− 1

λ3

)
, εΠ =

1
2
(
λ2 − 1

)
. (6.15c)

Nous avons représenté sur la figure 6.5 les trois relations contrainte-déformation et nous pouvons
noter que bien qu’elles soient équivalentes d’un point vue énergétique, leurs représentations diffèrent.

6.2.2 Mesure énergétique d’un cycle mécanique

Dans cette sous-section, nous étudions les propositions de la littérature pour quantifier l’énergie
dissipée lors d’un cycle de déformation. Elles s’appuient sur la définition d’une grandeur représenta-
tive de l’énergie dissipée.

a Energie élastique de déformation

L’énergie élastique de déformation semble être une grandeur naturelle pour quantifier l’énergie
dissipée. L’analyse de la viscoélasticité a en effet montré que pour certaines sollicitations, l’énergie
dissipée est proportionnelle à l’énergie élastique. Néanmoins, cette idée a été mise en défaut par
(Greenwood et al., 1961) : l’énergie dissipée prédite à partir de l’énergie de déformation engendrée
par un cylindre ou une sphère métallique roulant sur du caoutchouc est deux à trois fois inférieure à
celle mesurée avec la résistance au roulement. Les auteurs suggèrent que l’énergie élastique n’est pas
un bon prédicteur pour l’énergie dissipée pour les cas de chargement étudiés.
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Greenwood et Tabor (1958) émettent l’hypothèse que sous un chargement maintenant constante
l’énergie élastique, il y a dissipation d’énergie. Cette hypothèse est vérifiée par Gent (1961) sur une ex-
périence de cisaillement simple sur un cylindre, la direction de cisaillement tournant continuellement.
Le montage expérimental est présenté sur la figure 6.6. L’éprouvette est constituée de deux cylindres
de caoutchouc. Les axes droit et gauche sont colinéaires et transmettent le mouvement de rotation.
L’élévation de l’axe du milieu permet de mettre en cisaillement le caoutchouc. La force F1 dans la di-
rection de cisaillement et la force F2 dans la direction transverse sont mesurées, ainsi que l’entre-axe ε.
A vitesse de rotation ω constante, la force F2 est une mesure directe de l’énergie dissipée en un cycle
puisqu’elle est donnée par le produit ε F2 pour une rotation complète, soit Ediss = 2π ε F2. L’angle de
perte se calcule selon tan δ = F2/F1 et cet essai permet d’identifier simplement les caractéristiques
viscoélastiques du matériau. Il permet surtout de démontrer que l’énergie élastique n’est pas une gran-
deur représentative de la dissipation car le matériau dissipe de l’énergie même quand cette énergie est
constante. De plus, un modèle viscoélastique linéaire permet d’estimer avec une bonne approximation
l’énergie dissipée lors d’un cycle de cisaillement rotatif ; par application du principe de superposition,
l’énergie dissipée est le double de l’énergie dissipée par un cycle de cisaillement de même amplitude
dans une direction seulement.

b Mesures énergétiques fondées sur des équivalents

Luchini et al. (1994) utilisent la déformation équivalente de Von Mises dans le cas uniaxial. Les
auteurs constatent que pour des trajets de chargement multiaxiaux, l’utilisation d’un équivalent sca-
laire ne permet pas de déduire l’énergie dissipée pour tous les types de chargement. Ils concluent que
la déformation équivalente de Von Mises n’est pas adéquate. Ces auteurs montrent aussi que selon le
mode de représentation des tenseurs, des mouvements de corps rigide engendreraient de la dissipation.
En se plaçant dans le repère RCT (Radial - Circumferential - Thickness) pour un pneumatique, les
auteurs définissent un vecteur : le cisaillement octahédrique directionnel DOSS, de norme le cisaille-
ment octahédrique et de direction celle de la déformation principale maximale dans le repère RCT.
La dissipation est alors calculée à partir de l’analyse sur un cycle des trois coordonnées du vecteur
DOSS. Toutefois, ce critère n’est pas capable de prédire une dissipation pour une sollicitation qui
garde constante le cisaillement octahédrique et la direction de la déformation principale maximale
(par exemple avec un essai de traction biaxial).

Mac Allen et al. (1996b) calculent l’énergie élastique avec
∫

σe dεe avec σe et εe la contrainte et la
déformation de Von Mises. Ce critère est fondé sur l’hypothèse que seule la partie distortionnelle de
la déformation dissipe de l’énergie.

Sae-Oui et al. (1999b) expriment l’énergie dissipée d’un cycle uniaxial de déformation à partir des
valeurs de l’énergie élastique en différents points d’un cycle. Bien que cette expression ne soit valide
que pour des chargements uniaxiaux sous certaines conditions, les auteurs l’utilisent dans le cas plus
général d’un résultat de calcul par éléments finis.

c Mesures énergétiques fondées sur des trajets multiaxiaux

Greenwood et al. (1961) proposent trois méthodes originales pour calculer l’énergie dissipée.
À partir d’essais bi-dimensionnels de traction et de torsion sur un tube à paroi mince, les auteurs
procèdent à une analyse en fonction de la contrainte de cisaillement τ et de traction σ. L’énergie
élastique s’écrit

1
2G

[
τ2 +

(
σ√
3

)2
]

(6.16)
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FIGURE 6.7 – Représentation de trois trajets de chargements étudiés par Greenwood et al. (1961).

avec G le module de cisaillement. L’étude des trajets de chargement se fait alors dans un diagramme
(σ/
√

3 , τ). Après avoir constaté que la part d’énergie dissipée dans l’énergie élastique était identique
pour un essai de traction et un essai de torsion, les auteurs proposent trois grandeurs pour estimer
l’énergie dissipée :
Grandeur 1 : la somme des carrés des amplitudes des contraintes de cisaillement et de traction, soit

G1 = (τmax − τmin)
2 + (σmax/

√
3− σmin/

√
3)2. Notons que cette grandeur est équi-

valente à une analyse en viscoélasticité linéaire pour des chargements sinusoïdaux ;
Grandeur 2 : le carré de la longueur du trajet de chargement dans le diagramme (σ/

√
3 , τ), soit

G2 = (
∫ max

min dl)2 avec dl =
√
( dτ)2 + ( dσ/

√
3)2 ;

Grandeur 3 : l’intégrale suivante : G3 =
∫

O′X dl, O′X étant la distance entre un point d’origine O′

et le point courant X.
Comparons tout d’abord les deux premières méthodes. Pour prendre en compte les allers et retours

et être cohérent avec G2, la grandeur G1 doit être multipliée par un facteur 4. Dans ce cas, ces deux
grandeurs sont équivalentes dans le cas d’un chargement représenté par une droite (FIG. 6.7 (a)) dans
le diagramme (σ/

√
3 , τ). Toutefois, elles donnent des résultats différents pour des chargements plus

complexes, comme par exemple à énergie élastique constante, représenté par un arc de cercle (FIG.
6.7 (b)). Dans ce cas, G1 = 2τ2

0 et G2 = π2/4d2 ≈ 1.25G1. Les essais menés par les auteurs
confirmeraient la deuxième méthode. Cette conclusion va à l’encontre de celle donnée par Gent quant
à l’application de la viscoélasticité linéaire dans ce type de chargement. Toutefois, nous pouvons
noter que la précision des mesures est proche de l’écart existant entre les deux modélisations. Une
autre différence entre ces deux méthodes est mise en évidence sur des trajets de chargement en V où
plusieurs cycles sont effectués dans une direction lors d’un cycle de l’autre direction (FIG. 6.7 (c)).
Dans ce cas, la grandeur G1 est cohérente avec l’analyse des boucles d’hystérèse réelles alors que G2
ne l’est pas.

Un dernier exemple est donné par les auteurs : celui d’un trajet de chargement de forme carré avec
une rotation des axes de 45˚. G2 resterait constant alors que G1 serait deux fois plus grand pour le
carré tourné. Les auteurs concluent que G1 n’est pas recevable. Cependant, nous ne partageons pas
l’interprétation des auteurs : ce qu’ils appellent une rotation des axes n’est pas un simple changement
de repère matériel. Toutefois, l’exemple d’un trajet de chargement de forme carré tournant d’un angle
de 45˚ dans le même repère montre bien une différence entre les deux grandeurs.
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Un défaut partagé par G1 et G2 est qu’elles nécessitent l’identification d’un cycle. Ainsi, pour
n cycles répétés, il faut calculer n fois les grandeurs et non pas calculer les grandeurs sur le chemin
parcouru par les n cycles. Ce défaut est gommé par la grandeur G3, puisqu’elle donnera n fois la
grandeur d’un cycle en parcourant le chemin parcouru par n cycles. Cette grandeur a comme principal
désavantage l’identification de l’origine O′. En effet, cette grandeur y est très dépendante.

6.3 Proposition de mesures énergétiques d’une sollicitation mécanique

Nous avons fait le choix de ne pas représenter l’énergie dissipée directement dans le calcul méca-
nique. Nous devons alors trouver une méthode pour l’estimer à partir des grandeurs hyperélastiques.
L’idée maîtresse est de relier l’énergie dissipée à une mesure énergétique d’un cycle de chargement.
Nous proposons donc des approches énergétiques, estimant la dissipation à partir d’une identification
expérimentale. Nous commençons par étudier les chargements cycliques, puis nous étendons notre
démarche aux chargements variables.

6.3.1 Premières expériences - Influence de la moyenne

Pour un essai de traction uniaxiale avec f l’effort et l le déplacement, l’énergie élastique globale
de charge se définit comme

Eel =
∫ lmax

lmin

f dl (6.17)

et l’énergie dissipée sur un cycle

Ediss =
∫

Cycle
f dl . (6.18)

Graphiquement, l’énergie dissipée est l’aire comprise entre la courbe de charge et de décharge
(aire grisée sur la figure 6.8), et l’énergie élastique de charge l’aire comprise entre la courbe de charge
et l’axe des abscisses (aire hachurée verticalement sur la figure 6.8). De façon à étudier la taille de
l’hystérèse, un taux de dissipation est classiquement défini par le rapport entre l’énergie dissipée et
l’énergie élastique de charge (ou de décharge).

Nous définissons une nouvelle mesure de l’énergie (aire hachurée horizontalement sur la figure
6.8), qui est indépendante des valeurs moyennes et qui ne prend en compte que la forme de la courbe de
charge (ou de décharge). Cette énergie peut s’interpréter comme l’énergie nécessaire au système pour
se déformer au delà de la déformation minimale imposée au cours du cycle, c’est-à-dire la différence
entre l’énergie totale de déformation et l’énergie nécessaire pour imposer lmin au cours du cycle. Cette
énergie cyclique est ainsi donnée par

Ecyc =
∫ lmax

lmin

( f − fmin) dl . (6.19)

Un essai simple suffit à justifier le choix de l’énergie cyclique comme grandeur pour évaluer
l’énergie dissipée. Pour une même amplitude de déformation, l’énergie élastique est beaucoup plus
grande que pour un essai de traction simple. Qu’en est-il de l’énergie dissipée ? Anticipons la pré-
sentation des résultats expérimentaux : nous représentons l’énergie dissipée en fonction de l’énergie
élastique sur la figure 6.9. Nous constatons une grande dispersion pour les faibles valeurs d’énergie.
Nous pouvons donc conclure que l’énergie élastique n’est pas une bonne mesure de l’énergie dissipée
dans les cas de chargement étudiés.
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FIGURE 6.8 – Représentation des différentes énergies.

Au contraire, l’énergie cyclique définie par l’équation (6.19) est beaucoup plus pertinente pour
ces essais (FIG. 6.10). En effet, cette énergie a un caractère d’indépendance vis-à-vis de la traction-
traction par rapport à la traction simple. Pour deux transformations ayant la même amplitude de dépla-
cement et d’effort et se différenciant seulement par leur rapport de charge, l’énergie cyclique calculée
pour ces deux transformations serait du même ordre de grandeur alors que l’énergie élastique de
charge serait beaucoup plus grande pour la transformation ayant le plus grand rapport de charge. De
plus, l’énergie cyclique est égale à l’énergie élastique dans le cas de la traction simple.

Nous pouvons noter que l’énergie cyclique n’est pas l’amplitude de l’énergie élastique, car cette
dernière est tout simplement l’énergie élastique du trajet de chargement considéré (

∫ t2
t1

=
∫ t2

0 −
∫ t1

0 ).
L’énergie cyclique est donc beaucoup mieux adaptée pour prendre en compte l’influence de la

moyenne. Dans une démarche de simplification, nous pouvons retenir la loi qui consiste à ne considé-
rer que les extrema du cycle. L’énergie cyclique simplifiée s’écrit ainsi

Esimpl =
1
2
( fmax − fmin) (lmax − lmin) . (6.20)

Nous pouvons faire ici le parallèle entre l’énergie cyclique simplifiée et l’écriture des lois viscoélas-
tiques qui donnent l’énergie dissipée en fonction du produit de l’amplitude des contraintes et des
déformations ∆σ0 ∆ε0.

Dans un cadre multidimensionnel en présence d’un couple C et d’une rotation θ, nous pouvons
écrire l’énergie cyclique et l’énergie cyclique simplifiée avec des grandeurs vectorielles :

Ecyc =
∫ lmax

lmin

( f − f
min

). dl +
∫ θmax

θmin

(C− Cmin). dθ (6.21a)

Esimpl =
1
2
( f

max
− f

min
).(lmax − lmin) +

1
2
(Cmax − Cmin).(θmax − θmin) . (6.21b)
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FIGURE 6.9 – Énergie dissipée fonction de
l’énergie élastique pour plusieurs minima.
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l’énergie cyclique pour plusieurs minima.

6.3.2 Définition des énergies cycliques

Les grandeurs présentées s’appuient sur des paramètres globaux. Nous devons maintenant trans-
former cette grandeur en une grandeur locale afin de l’exploiter en calcul des structures.

a Hypothèse cyclique

Nous supposons que nous travaillons sur une configuration telle que nous pouvons définir deux
instants tmin et tmax vérifiant ces conditions :

– pour chaque composante des tenseurs étudiés, les extrema correspondent à tmin et tmax ;
– pour chaque composante des tenseurs étudiés, il n’y a qu’une seule charge ou décharge entre

tmin et tmax (⇔ les composantes sont monotones).
En particulier, la loi s’applique dans le cas d’un chargement global unidimensionnel cyclique 1 sur une
structure simple. Nous pouvons noter que nous ne faisons pas d’autres hypothèses sur la dépendance
temporelle des composantes (par exemple celle qui consisterait à prendre la même fonction du temps
pour toutes les composantes).

b Passage global-local - Objectivité

Un passage global-local permet de calculer au niveau local les densités d’énergies cycliques (EQ.
6.21) :

dEcyc

dΩ0
=

∫ Fmax

Fmin

(B− Bmin)
T : dF (6.22a)

dEsimpl

dΩ0
=

1
2
(Bmax − Bmin)

T : (Fmax − Fmin) . (6.22b)

Mais cette écriture n’a pas de sens mécanique car les grandeurs sont mixtes et ne sont donc pas
définies sur la même configuration. Afin de garantir l’objectivité de nos grandeurs énergétiques, il
est nécessaire de se fonder sur des grandeurs lagrangiennes afin de pouvoir soustraire des quantités

1. Nous faisons bien la différence ici entre une chargement global unidimensionnel, et le chargement local éventuelle-
ment multiaxial qui s’en déduit.
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définies à des temps différents. Nous utilisons donc naturellement les tenseurs lagrangiens de Hill
(paragraphe 2.2.6). Cette famille de tenseurs définit une famille de densités d’énergies cycliques

dEcyc
(m)

dΩ0
=
∫ E(m)

max

E(m)
min

(
T(m) − T(m)

min

)
: dE(m) . (6.23)

Nous rappelons que ces grandeurs conjuguées définissent les mêmes énergies élastiques, mais que les
énergies cycliques (FIG. 6.8) seront différentes à cause de l’introduction de T(m)

min et des différences
entre les relations contrainte-déformation (FIG. 6.5). Le choix de l’énergie cyclique la plus représen-
tative de l’énergie dissipée se fondera sur l’expérience et sera présenté dans la prochaine section.

c Positivité et multiaxialité

Nous pouvons critiquer l’écriture (6.23) des énergies cycliques. En effet, quelque soit le charge-
ment - charge ou décharge - nous devons trouver une valeur positive pour pouvoir interpréter cette
énergie en terme de dissipation (voir les essais biaxiaux hors phase présentés dans la prochaine sec-
tion). Nous proposons d’ajouter la contribution positive de chaque composante ij des tenseurs pour
assurer la positivité tout en maintenant la multiaxialité des énergies cycliques :

dEcyc
(m)+

dΩ0
= ∑

ij

∣∣∣∣∣
∫ ijE(m)

max

ijE(m)
min

(
ijT(m) −ij T(m)

min

)
dijE(m)

∣∣∣∣∣ . (6.24)

Cependant, ces expressions positives ne sont plus objectives. En effet, selon l’observateur, les contri-
butions négatives diffèrent et la somme des valeurs absolues sera alors différente (les composantes
d’un tenseur objectif ne sont pas des scalaires objectifs). Ces quantités vont donc être différentes d’un
observateur à un autre.

d Ecriture avec les valeurs principales

Afin de concilier la multiaxialité et l’objectivité, nous proposons d’écrire les grandeurs énergé-
tiques à l’aide des valeurs principales des tenseurs. Nous faisons dans la suite l’hypothèse d’un maté-
riau isotrope, ce qui a pour conséquence que les tenseurs des déformations et des contraintes possèdent
les mêmes directions principales.

Directions principales fixes
Nous notons iE(m) et iT(m) les valeurs propres des tenseurs des déformations et des contraintes

associés. La décomposition du tenseur des déformations donne par exemple

E(m) = RT.iE(m).R (6.25)

avec R le tenseur de passage de base initiale à la base des vecteurs propres et iE(m) = ∑3
i=1

iE(m)ei ⊗ ei
le tenseur diagonal écrit dans la base principale. Si les directions principales restent fixes au cours du
chargement, l’énergie cyclique peut s’écrire

dEcyc
(m)

dΩ0
=
∫ iE(m)

max

iE(m)
min

(
iT(m) −i T(m)

min

)
: diE(m) . (6.26)
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L’écriture multiaxiale de l’énergie cyclique

dEcyc
(m)+

dΩ0
=

3

∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ iE(m)

max

iE(m)
min

(
iT

(m) − iT
(m)
min

)
diE

(m)

∣∣∣∣∣ (6.27)

reste objective car elle est fondée sur les valeurs principales qui sont des scalaires objectifs. En parti-
culier, quelque soit l’observateur, ces quantités resteront fixes.

Rotation du repère principal
En tenant compte de la rotation du repère principal exprimée par l’équation 6.25, les énergies

cycliques s’écrivent

dEcyc
(m)

dΩ0
=
∫ iE(m)

max

iE(m)
min

(
iT(m) − R.RT

min.
iT(m)

min.Rmin.RT
)

: diE(m) . (6.28)

L’écriture multiaxiale des énergies cycliques donne

dEcyc
(m)+

dΩ0
=

3

∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ iE(m)

max

iE(m)
min

[
iT(m) −

(
R.RT

min.
iT(m)

min.Rmin.RT
)

: ei ⊗ ei

]
diE(m)

∣∣∣∣∣ . (6.29)

Le tenseur Rmin.RT représente la rotation du repère principal entre le moment min et le moment
actuel et est donc indépendant d’un changement d’observateur. Cette dernière écriture est donc aussi
objective. Toutefois, cette grandeur est nulle lorsque les valeurs principales restent fixes alors que les
directions principales tournent. Ainsi, elle n’est pas en mesure de représenter une énergie dissipée
lors d’un essai de cisaillement rotatif (Gent, 1961) car elle est nulle (pas de variation dans les valeurs
principales).

e Discrétisation sur les directions matérielles

Nous avons montré qu’avec les écritures précédentes, il n’était pas possible d’avoir une grandeur
qui soit à la fois objective et représentative des cas de chargements multiaxiaux . Nous proposons ici
une solution à cette problématique. Nous nous fondons sur l’écriture des lois de comportement avec
les directions matérielles. En effet, pour la construction des potentiels hyperélastiques statistiques,
l’énergie d’un ensemble de chaînes est parfois donnée par une intégrale sur l’espace (EQ. 4.4). En
supposant que toutes les chaînes ont la même longueur et sont soumises dans une direction DΩ à la
même élongation λ2 = C : (DΩ ⊗ DΩ), cette intégrale se simplifie en

W =
∫

Ω
p( dΩ)w(λ) dΩ . (6.30)

La principale difficulté est alors le calcul de cette intégrale sur la sphère unité. Elle peut s’approximer
par une somme sur m directions privilégiées (Dα) avec (λα) les élongations et (pα) les poids associés

W =
m

∑
α=1

pαw(λα) . (6.31)

Ces directions ont comme propriété

m

∑
α=1

pαDα = 0 et
m

∑
α=1

pαDα ⊗ Dα =
1
3

I . (6.32)
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Par exemple, des directions régulièrement réparties dans l’espace sont les normales des faces de po-
lyèdres réguliers. Il n’existe que cinq polyèdres réguliers convexes : le tétraèdre, le cube, l’octaèdre,
le dodécaèdre et l’icosaèdre définissant avec leurs sommets respectivement 4, 4, 3, 10 et 6 directions.
Il est néanmoins possible d’intégrer avec un plus grand nombre de directions (Baz̆ant et Oh, 1986).
Pour un matériau élastique isotrope, Elata et Rubin (1994) montrent que six directions sont suffisantes
pour caractériser le comportement.

Écriture avec la loi de Raoult (2005)
En utilisant la loi de Raoult (2005), les tenseurs des contraintes usuels sont donnés par

σ = ∑
α

pα w′(λα)

λα
(F.Dα)⊗ (F.Dα)− η I (6.33a)

B = ∑
α

pα w′(λα)

λα
(F.Dα)⊗ Dα − ηF−T (6.33b)

Π = ∑
α

pα w′(λα)

λα
Dα ⊗ Dα − ηC−1 (6.33c)

où η est le multiplicateur de Lagrange associé à la condition d’incompressibilité. Les tenseurs des
contraintes de Hill sont donnés par (approximation pour T(0) car la loi de comportement n’est pas
isotrope) :

T(0) = ∑
α

pα w′(λα)

λα
(U.Dα)⊗ (U.Dα)− η I (6.34a)

T(1) = ∑
α

pα w′(λα)

λα

1
2

(
(U.Dα)⊗ Dα + Dα ⊗ (U.Dα)

)
− ηU−1 (6.34b)

T(2) = Π . (6.34c)

En exprimant le tenseur identité comme une somme sur les directions matérielles, l’énergie élas-
tique de déformation peut s’écrire sous trois formes différentes :

∑
α

pα

[ ∫ E(0)
max

E(0)
min

(
w′(λα)

λα
(U.Dα)⊗ (U.Dα)− η

3
Dα ⊗ Dα

)

︸ ︷︷ ︸
αT(0)

: dE(0)

]
(6.35a)

∑
α

pα

[ ∫ E(1)
max

E(1)
min

(
w′(λα)

2λα

(
(U.Dα)⊗ Dα + Dα ⊗ (U.Dα)

)
− η

3
Dα ⊗ (U−1.Dα)

)

︸ ︷︷ ︸
αT(1)

: dE(1)

]

∑
α

pα

[ ∫ E(2)
max

E(2)
min

(
w′(λα)

λα
Dα ⊗ Dα − η

3
(U−1.Dα)⊗ (U−1.Dα)

)

︸ ︷︷ ︸
αT(2)

: dE(2)

]
(6.35b)

et les énergies cycliques deviennent alors

dEcyc
(m)

dΩ0
= ∑

α

pα

[∫ E(m)
max

E(m)
min

(
αT(m) −α T(m)

min

)
: dE(m)

]
. (6.36)
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Afin d’assurer la multiaxialité de ce critère, nous prenons la contribution positive sur chaque
direction matérielle :

dEcyc
(m)+

dΩ0
= ∑

α

pα

∣∣∣∣∣
∫ E(m)

max

E(m)
min

(
αT(m) −α T(m)

min

)
: dE(m)

∣∣∣∣∣ . (6.37)

Pour chaque direction, l’instant minimal du cycle est déterminé par le minimum sur λα.

Extension pour d’autres lois de comportement
Afin d’étendre les définitions des énergies cycliques à d’autres lois de comportement qui ne sont

pas fondées sur une discrétisation spatiale, nous pouvons discrétiser l’écriture des contraintes sur les
directions matérielles par multiplication avec le tenseur identité

T(m) = ∑
α

pα 3T(m).(Dα ⊗ Dα)
︸ ︷︷ ︸

αT(m)

. (6.38)

Finalement, quelque soit la loi de comportement, l’énergie cyclique peut s’écrire

dEcyc
(m)

dΩ0
= ∑

α

pα

∣∣∣∣∣
∫ E(m)

max

E(m)
min

(
αT(m) −α T(m)

min

)
: dE(m)

∣∣∣∣∣ . (6.39)

f Discussion

Pour les cas de chargements étudiés en cisaillement pur ou en traction biaxiale, les énergies cy-
cliques discrétisées sont équivalentes aux énergies cycliques non-discrétisées. Pour des chargements
multiaxiaux, les énergies discrétisées permettent de concilier multiaxialité et objectivité, ce qui ap-
porte une contribution intéressante par rapport aux énergies non-discrétisées. Nous présentons dans le
tableau 6.1 une synthèse des énergies cycliques proposées.

D’un point de vue pratique, c’est l’énergie cyclique (6.24) qui sera utilisé dans la suite pour les
calculs éléments finis (les lois en valeurs principales et discrétisées ont été proposées tardivement).

Énergie cyclique multiaxialité objectivité commentaires
6.23 non oui
6.24 oui non
6.27 oui oui directions principales fixes
6.29 oui oui nulle pour le cisaillement rotatif
6.39 oui oui discrétisation sur des directions matérielles

TABLE 6.1 – Synthèse des énergies cycliques proposées.

g Ces lois dans la littérature

Énergie cyclique
Kerchman et Shaw (2003) proposent de décomposer la transformation de façon multiplicative en

F = Fa.Fm, avec Fm la transformation moyenne statique et Fa la transformation dite cyclique. Ils
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associent l’énergie dissipée à l’énergie élastique fondée sur la partie cyclique Fa du chargement. Leur
application dans un cas de glissement simple s’avère pertinente.

Toutefois, il n’est pas possible d’étendre cette modélisation. En effet, le premier problème consiste
en la définition de la transformation moyenne Fm ; il n’est pas possible d’effectuer de manière quel-
conque une moyenne. Il faut alors définir Fm comme la transformation à un instant représentatif de la
sollicitation. Mais alors la grandeur calculée dépendra de l’instant choisi et de la moyenne.

Energie cyclique simplifiée
Gurvich et al. (2002) proposent et étudient une mesure énergétique définie par

Ua = εaxxσaxx + εayyσayy + εazzσazz + γaxyτaxy + γaxzτaxz + γayzτayz (6.40)

où l’indice a fait référence à l’amplitude. Nous retrouvons ici la définition de l’énergie cyclique sim-
plifiée (bien que les grandeurs tensorielles ne soient pas clairement définies par les auteurs).

L’originalité de leur travail est de ne plus considérer une relation linéaire entre l’énergie dissipée
et l’énergie cyclique du type ∆W = VUa, mais une relation non-linéaire ∆W = V1Ua + V2U2

a + ....
L’ordre deux suffit amplement pour corréler les expériences uniaxiales et biaxiales relaxantes menées
par les auteurs sur un SBR. Notons que les données sont étudiées au vingtième cycle de sollicitation.

6.3.3 Cas d’une sollicitation variable

Dans le cas d’une sollicitation variable, Luchini et al. (1994) cherchent les points d’inversion de la
contrainte et définissent des cycles entre ces points d’inversion. Cette méthode n’est pas équivalente à
l’extraction de cycles par un algorithme Rainflow (Endo et Matsuishi en 1968) qui permet de retrouver
les boucles d’hystérèse (annexe C).

Nous proposons d’appliquer l’algorithme de comptage Rainflow aux énergies cycliques. Dans le
cas uni-dimensionnel, sous l’hypothèse de monotonie des variables locales par rapport à la variable
globale, il suffit d’appliquer le comptage Rainflow sur la variable globale pour identifier tous les cycles(

E(m)
min, E(m)

max

)
. La densité d’énergie dissipée sera alors donnée par la somme des densités de chaque

cycle extrait : (
dEcyc

(m)

dΩ0

)

R f lw

= ∑
Cycles R f lw(
E(m)

min ,E(m)
max

)

dEcyc
(m)

dΩ0

(
E(m)

min, E(m)
max

)
. (6.41)

Dans les autres cas - multi-dimensionnel ou uni-dimensionnel non monotone - le comptage Rain-
flow doit s’effectuer sur les variables locales utilisées par les mesures énergétiques. Par exemple, en
reprenant l’expression des énergies cycliques avec les valeurs principales (cas où le repère principal
ne tourne pas), nous obtenons

(
dEcyc

(m)

dΩ0

)

R f lw

=
3

∑
i=1

∑
Cycles R f lw(

i E(m)
min ,i E(m)

max

)

∣∣∣∣∣
∫ iE(m)

max

iE(m)
min

(
iT

(m) − iT
(m)
min

)
diE

(m)

∣∣∣∣∣ . (6.42)

Nous montrerons dans la section suivante les validations expérimentales de ces méthodes.
En ce qui concerne l’écriture de l’énergie cyclique avec une discrétisation sur des directions ma-

térielles, la définition des cycles se fait pour chaque élongation dans une direction matérielle :
(

dEcyc
(m)

dΩ0

)

R f lw

= ∑
α

pα ∑
Cycles R f lw

(λα
min ,λαmax)

∣∣∣∣∣
∫ E(m)

max

E(m)
min

(
αT(m) −α T(m)

min

)
: dE(m)

∣∣∣∣∣ . (6.43)
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FIGURE 6.11 – Représentation du char-
gement des séries THERM_06.
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FIGURE 6.13 – Relation entre l’énergie
dissipée et l’énergie cyclique E(1)
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FIGURE 6.14 – Relation entre l’énergie
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gie dissipée et l’énergie cyclique E(0)

cyc
(échelle logarithmique).
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6.4 Identification des fonctions de dissipation

6.4.1 Choix de l’énergie cyclique

Pour une sollicitation relaxante
(

T(m)
min = 0

)
, les énergies cycliques donnent la même valeur. Par

contre, pour un cycle dont le minimum en contrainte n’est pas nul, ces énergies vont donner des
résultats très différents. En effet, si nous observons les relations contrainte-déformation (FIG. 6.5),
nous constatons que notamment pour une contrainte minimale négative, les énergies cycliques ne
donneront pas les mêmes résultats. Ainsi, il est nécessaire d’avoir des essais avec de la compression
pour balayer tous les rapports de charge. C’est pourquoi nous allons identifier l’énergie cyclique la
plus représentative de l’énergie dissipée avec des essais sur éprouvette AE42.

Nous avons proposé une série d’essais (dénommée THERM_06) pour identifier l’énergie dissi-
pée sur des cycles pour l’AE42. Cette série est constituée de cycles (FIG. 6.11) en compression-
compression (CC), traction relaxante (TR), traction-compression (TC) et traction-traction (TT). L’éprou-
vette est aussi soumise à plusieurs accommodations. Nous étudions la relation entre l’énergie dissipée
totale (aire de l’hystérèse) et la somme des densités d’énergies cycliques sur tout le volume, exprimant
l’énergie cyclique de toute la structure. Nous cherchons une loi puissance entre ces deux grandeurs.

Nous représentons sur les figures 6.12 à 6.15 les relations pour trois énergies cycliques, et la
loi puissance à ±15% identifiée sur ces courbes. Nous constatons que le coefficient de régression 2

calculé sur les logarithmes est maximal pour E(0)
cyc. En effet, les résultats tracés sur une échelle loga-

rithmique indiquent une très bonne corrélation (FIG. 6.15). De plus, nous observons que les énergies
cycliques E(2)

cyc et E(1)
cyc ne permettent pas d’estimer l’énergie dissipée (FIG. 6.12 et 6.13) car les ré-

sultats dépendent fortement du type de sollicitation appliquée. Notons que les résultats pour E(−1)
cyc et

E(−2)
cyc ne sont pas meilleurs.

De même, c’est l’énergie simplifiée E(0)
simpl qui donne la meilleure estimation pour les énergies

simplifiées (FIG. 6.16).

Nous concluons que E(0)
cyc et E(0)

simpl sont les grandeurs les mieux corrélées avec l’énergie dissi-
pée. Dorénavant, nous utiliserons exclusivement ces grandeurs.

6.4.2 Cisaillement pur

Nous traitons ici les séries d’essais en cisaillement pur THERM_Y_04 à THERM_Y_08 (voir
détails en annexe E) qui ont été réalisés de 5˚C à 80˚C.

a Infuence de l’accommodation

Nous montrons sur la figure 6.17 la relation entre l’énergie dissipée et l’énergie cyclique E(0)
cyc pour

différentes accommodations : quatre cycles ont donc été étudiés à plusieurs niveaux d’accommoda-
tion. Nous constatons que l’énergie cyclique est bien une grandeur représentative de l’énergie dissipée
quelque soit l’accommodation du matériau. Si la loi de comportement représente l’effet Mullins, alors
une seule fonction de dissipation suffira à décrire tous les états d’accommodation. Dans la suite, nous
travaillerons donc avec tous les cycles : accommodés et suraccommodés.

2. Le coefficient de régression linéaire R = cov(x, y)/(σ(x)σ(y)) est donné par le rapport entre la covariance des
deux ensembles de points x et y et leurs écart-type σ(x) et σ(y).
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b Influence de la moyenne

Nous avons tracé sur la figure 6.18 l’énergie dissipée en fonction de l’énergie cyclique E(0)
cyc pour

différentes élongations minimales afin d’étudier l’effet de la moyenne du chargement. Nous pouvons
conclure que la moyenne n’influence pas la relation entre ces deux grandeurs.

c Influence de la température

Nous avons représenté sur la figure 6.19 l’énergie dissipée en fonction de l’énergie cyclique ex-
périmentale E(0)

cyc pour les cinq températures d’essais. Nous constatons que l’énergie dissipée diminue
fortement avec la température. Nous avons identifié la loi puissance

dEdiss

dΩ0
= k(T)

(
dEcyc

dΩ0

)α

(6.44)

à chaque température. Il apparaît que le coefficient α peut être considéré comme indépendant de
la température (FIG. 6.20) et que la décroissance de k avec la température se modélise avec une
fonction logarithme (FIG. 6.21). Le même travail a été fait à partir de l’énergie cyclique numérique
calculée avec la loi de comportement de Raoult (2005), afin d’estimer les paramètres de la fonction
de dissipation à utiliser lors d’un calcul EF. Les résultats sont présentés sur les figures 6.22 et 6.23.

6.4.3 Traction biaxiale

a Sollicitations en phase

Nous avons repris le même principe d’essai que précédemment : étude des chargements relaxant
et non relaxant à plusieurs niveaux d’accommodation.

Influence de la biaxialité
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FIGURE 6.19 – Energie dissipée en fonction de l’énergie cyclique E(0)
cyc pour différentes températures.

Nous avons tout d’abord étudié l’influence du taux de biaxialité 3 sur l’énergie dissipée. Nous
montrons sur la figure 6.24 l’identification des fonctions de dissipation pour quatre taux de biaxialité
(0.2, 0.5, 0.8 et 1). Ces fonctions sont très proches et nous pouvons conclure que le taux de biaxialité
n’a pas d’influence sur la fonction de dissipation.

Fonction de dissipation
Les paramètres de la fonction de dissipation ont été identifiés sur la base expérimentale à chaque

température et comparés à la fonction de dissipation obtenue sur les essais de cisaillement pur. Tou-
tefois, ces deux types d’essais ne sont pas directement comparables car les essais biaxiaux se font à
petit nombre de cycles (10 en accommodation et 3 sinon), tandis que les essais de cisaillement pur se
font à grand nombre de cycles (1000). En accord avec les résultats expérimentaux du chapitre 4, nous
avons supposé que le coefficient k diminuait de 20% entre les premiers cycles et un millier de cycles.
Les résultats sont tracés sur les figures 6.25 et 6.26. Nous constatons que les résultats des deux séries
d’essais concordent. La même fonction de dissipation peut donc être utilisée pour des sollicitations
uniaxiales ou multiaxiales en phase.

b Sollicitations hors phase

Précharge sur un axe
Nous étudions tout d’abord l’influence d’une précharge sur un axe. Nous travaillons sur cinq

essais biaxiaux : équibiaxial, cisaillement pur, précharge 1, précharge 2 et précharge 3 représentés sur
la figure 6.27. Les trajets de chargement dans le diagramme I1-I2 (FIG. 6.28) indiquent que l’état de
déformation passe par le cisaillement pur et l’équibiaxial. L’énergie dissipée estimée par la fonction
de dissipation est comparée à celle mesurée : l’écart ne dépasse pas 10%.

Cycles déphasés
Nous avons étudié quatre chargements distincts sur l’éprouvette biaxiale ayant les même minima

et maxima sur les deux axes :

3. Le taux de biaxialité est défini comme le rapport entre les élongations dans les deux directions perpendiculaires.
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FIGURE 6.20 – Évolution du paramètre α en
fonction de la température (identification avec
l’énergie cyclique expérimentale).
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FIGURE 6.21 – Évolution du paramètre k en
fonction de la température (identification avec
l’énergie cyclique expérimentale).
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FIGURE 6.22 – Évolution du paramètre α en
fonction de la température (identification avec
l’énergie cyclique numérique).
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FIGURE 6.23 – Évolution du paramètre k en
fonction de la température (identification avec
l’énergie cyclique numérique).
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FIGURE 6.24 – Évolution de l’énergie dissipée en fonction de l’énergie cyclique E(0)
cyc pour les quatre

taux de biaxialité (régression sur les données expérimentales, deux essais par taux de biaxialité).
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FIGURE 6.25 – Évolution du paramètre k iden-
tifié sur les essais biaxiaux en fonction de la
température.
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FIGURE 6.26 – Évolution du paramètre α iden-
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FIGURE 6.28 – Représentation des trajets de
chargement dans le diagramme I1-I2.

– équibiaxial ;
– cisaillement pur ;
– biaxial déphasé à 180˚
– I1 constant.
Nous avons représenté la consigne en élongation de ces quatre chargements sur la figure 6.29. Une

autre description du chargement est donnée dans un diagramme I1-I2 sur la figure 6.30. Si les axes
sont sollicités de la même façon en terme d’élongation pour tous les essais excepté un axe pour l’essai
CP, le déphasage introduit modifie complètement le trajet énergétique.

Si nous modélisons l’énergie de déformation à partir des invariants, cet essai permet d’étudier
des trajets de chargement à énergie constante (à l’erreur expérimentale près). Ainsi, si un critère de
dissipation se fondait sur l’énergie élastique, nous devrions trouver des énergies dissipées fondamen-
talement différentes entre nos deux types d’essais (équibiaxial et CP d’une part, biaxial déphasé et
I1 constant d’autre part). L’analyse de l’énergie dissipée dans les boucles d’hystérèse ne révèle pas
de différences d’ordre de grandeur entre les essais. De plus, nous avons utilisé la fonction de dissipa-
tion identifiée dans les paragraphes précédents pour estimer l’énergie dissipée. Les erreurs commises
pour les quatre essais sont (dans l’ordre des essais) +3%, +8%, -3% et -5% ce qui rend valide notre
loi même pour les chargements déphasés. De plus, nous pouvons affirmer qu’une loi de dissipation
fondée sur l’énergie de déformation n’est pas capable de représenter l’énergie dissipée, par exemple
lorsque l’énergie de déformation reste constante au cours d’un chargement.

c Sollicitations variables en phase et hors phase

Le montage biaxial permet de solliciter l’éprouvette biaxiale indépendamment sur les deux axes.
Nous avons donc appliqué des signaux variables sur chacun des axes (FIG. 6.31 et 6.32). Nous ap-
pliquons la loi d’autoéchauffement multiaxiale variable directement sur les mesures expérimentales.
Un comptage Rainflow est effectué sur chaque axe, puis l’énergie dissipée totale du signal est esti-
mée (EQ. 6.42) et comparée avec celle mesurée. La différence de l’énergie dissipée estimée et celle
mesurée n’excède pas 15%.

D’un point de vue expérimental, nous pouvons donc valider l’utilisation d’un comptage Rainflow
sur chaque composante pour estimer la dissipation pour une sollicitation multiaxiale variable. Notons
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FIGURE 6.30 – Représentation des trajets de
chargement dans le diagramme I1-I2.
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FIGURE 6.31 – Exemple de signal aléatoire
unidimensionnel.
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FIGURE 6.32 – Exemple de signal aléatoire
multidimensionnel appliqué sur le montage
biaxial.

2 DÉCEMBRE 2014



132 ESTIMATION DE L’ÉNERGIE DISSIPÉE

0 5 10 15
26.5

27

27.5

28

28.5

29

29.5

30

Temps [s]

T
em

pé
ra

tu
re

 [°
C

]

 

 

Température
Cycle mécanique

FIGURE 6.33 – Évolution temporelle de la tem-
pérature en un point au cours de cycles méca-
nique (traction 0-40 mm sur AE42).
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FIGURE 6.34 – Évolution de la température en
un point au cours de deux cycles.

que cette validation est restreinte au cas de chargements où les directions principales restent fixes.

d Discussion

Nous pouvons affirmer que la loi de dissipation proposée donne une bonne estimation dans les cas
multiaxiaux étudiés. Elle est indépendante du taux de biaxialité, du déphasage entre les composantes et
des précharges. De plus, nous avons montré qu’une loi de dissipation fondée uniquement sur l’énergie
de déformation ne peut estimer l’énergie dissipée.

6.4.4 Estimation des sources de chaleur par thermographie infrarouge

Des mesures de température d’autoéchauffement par thermographie infrarouge ont été réalisées
par PSA sur AE42. Ce type de mesure permet d’avoir accès à plusieurs informations : le suivi de
température au cours d’un cycle mécanique, le profil de température à un instant donné ou encore
l’écart de température entre deux cycles mécaniques. Nous allons exploiter ces résultats afin d’étudier
les sources de chaleur.

En effet, en se plaçant dans des conditions adiabatiques réalistes d’un début d’essai, l’équation
de la chaleur 2.65 relie directement la dérivée temporelle de la température à la puissance dissipée
instantanée :

ρ0cṪ = Pdiss . (6.45)

En connaissant l’élévation de température ∆T sur un cycle, il est possible d’estimer la quantité d’éner-
gie dissipée sous forme de sources de chaleur sur un cycle par

ρ0c∆T = Ediss . (6.46)

a Suivi de la température sur un cycle mécanique

Nous avons représenté sur la figure 6.33 l’évolution temporelle de la température en un point en
peau d’une AE42 soumise à des cycles de traction (0-40 mm). L’effet Gough-Joule est bien visible,
et la lente élévation de température sur plusieurs cycles traduit l’autoéchauffement. Le traitement des
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FIGURE 6.35 – Évolution des puissances des sources de chaleur, de la puissance dissipée moyenne et
de la puissance mécanique (ici estimée avec un calcul hyperélastique) en un point au cours de cycles
mécaniques.

données expérimentales ne permet pas de retrouver le phénomène d’inversion, et nous ne pouvons pas
conclure sur sa manifestation.

À partir de ces données, nous avons tracé l’évolution de la température au cours d’un cycle
(FIG. 6.34) en fonction du déplacement imposé à l’éprouvette. Pour les deux cycles représentés, nous
constatons un autoéchauffement d’environ 0.15˚C entre le début et la fin des cycles. Toutefois, cette
élévation de température n’est pas du tout répartie uniformément dans le cycle, puisque des diffé-
rences de plus de 0.3˚C sont observées entre la décharge et la charge à un déplacement donné. Ce fait
est à rapprocher des constatations expérimentales de Dart et al. (1942) (FIG. 3.7) et traduit le phé-
nomène de cristallisation sous contrainte. Un dégagement de chaleur accompagne la cristallisation et
une absorption la décristallisation. Nous avons aussi rappelé au chapitre 1 que la cristallisation est
hystérétique : le taux de cristallisation est plus élevé à la décharge qu’à la charge. La température sera
donc plus élevée à la décharge.

b Détermination des puissances

À partir de ce suivi de température et de l’équation (6.45), nous avons déterminé la puissance ins-
tantanée des sources de chaleur au cours des cycles mécaniques (FIG. 6.35). Sur la même figure, nous
avons tracé la puissance mécanique fournie estimée à l’aide d’un calcul EF hyperélastique. De même,
nous avons estimé la puissance moyenne dissipée au cours d’un cycle (EQ. 6.46). Nous constatons
que la puissance instantanée des sources de chaleur suit la puissance mécanique fournie, et est beau-
coup plus importante que la puissance moyenne dissipée. Cela montre bien que les termes de couplage
thermoélastique ne sont pas du tout négligeables sur un cycle mécanique.

c Estimation des sources de chaleur moyennes sur un cycle

À partir des profils de température de l’AE42 enregistrés au même instant de cycles successifs
(FIG. 6.36), il est possible d’obtenir l’écart de température entre deux cycles. Cet écart de température
permet d’estimer la source de chaleur moyenne sur un cycle mécanique. Nous avons représenté sur la
figure 6.37 ces sources de chaleur en fonction de l’énergie cyclique calculée en peau de l’éprouvette.
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FIGURE 6.36 – Profils de température enregis-
trés au minimum de cycles successifs sur AE42
sur la partie utile.
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FIGURE 6.37 – Comparaison entre les sources
de chaleur moyennes sur un cycle et notre esti-
mation de l’énergie dissipée.

Nous constatons que ces sources de chaleur concordent avec l’énergie dissipée estimée par notre
fonction de dissipation. Nous pouvons ici conclure qu’à l’ordre un, l’énergie dissipée mesurée avec la
boucle d’hystérèse mécanique est dissipée en chaleur.

6.5 Conclusions

À cause des grandes déformations, les méthodes classiques de type visco-linéaire d’estimation de
l’énergie dissipée à partir des déformations et des contraintes ne sont plus applicables. En effet, les
mouvements de corps rigide ne sont pas forcément pris en compte et les non-linéarités de comporte-
ment aux grandes déformations sont importantes.

L’objectif de ce chapitre est d’estimer l’énergie dissipée lors d’un cycle mécanique en ne se fon-
dant que sur des grandeurs hyperélastiques qui ne modélisent pas la dissipation. Une telle méthode
d’estimation nécessite la description de trois points : une méthode d’identification de cycles, un gran-
deur prédictive de l’énergie dissipée sur un cycle et enfin une loi ou fonction de dissipation reliant
cette grandeur à l’énergie dissipée. Nous avons dans un premier temps développé cette méthode pour
des chargements mécaniques cycliques, puis nous l’avons étendue aux chargements variables.

Nous avons proposé des grandeurs énergétiques appelées énergies cycliques vérifiant : positi-
vité, objectivité et multiaxialité. Ces grandeurs ont comme première originalité d’être prédictives de
l’énergie dissipée quelque soit la moyenne du chargement. Elles sont écrites avec des grandeurs la-
grangiennes telles que les tenseurs conjugués de Hill (1968) afin de garantir dans un premier temps
l’objectivité. En effet, nous travaillons avec des tenseurs définis à des instants différents et il est né-
cessaire qu’ils soient définis sur la même configuration. Nous avons montré sur des essais biaxiaux
que pour les cas de chargements multiaxiaux déphasés, il fallait prendre la contribution positive de
chaque axe, ce qui revient à écrire les énergies cycliques comme des sommes de valeurs positives. Ce
faisant, l’objectivité n’est plus garantie. Afin de pallier ce problème, nous pouvons, dans l’hypothèse
où le repère principal ne tourne pas, écrire les énergies cycliques avec les valeurs principales. Dans un
cadre plus général, afin de concilier multiaxialité et objectivité, nous proposons d’écrire les énergies
cycliques à l’aide d’une discrétisation dans n directions de l’espace.

Nous avons montré expérimentalement que l’énergie cyclique fondée sur le tenseur des défor-
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mations logarithmique lagrangien est la grandeur qui prédit le mieux l’énergie dissipée. La fonction
de dissipation reliant ces deux grandeurs a été identifiée de 5˚C à 80˚C et se présente sous la forme
d’une fonction puissance avec deux paramètres : une puissance α indépendante de la température
et un coefficient k fonction seulement de la température. Cette estimation de l’énergie dissipée pré-
sente l’avantage de ne pas dépendre de l’état d’accommodation du matériau et de la multiaxialité des
déformations.

Pour un chargement variable, nous identifions les cycles sur chaque composante avec une mé-
thode Rainflow. Les résultats expérimentaux dans le cas biaxial (chargements variables décorrélés
sur chaque axe) valident cette hypothèse. Dans un dernier temps, nous avons montré (à la précision
expérimentale près) à l’aide d’identification de sources de chaleur par thermographie infrarouge que
l’énergie dissipée lors des boucles d’hystérèse mécaniques était bien dissipée sous forme de chaleur.

Finalement, nous avons dans ce chapitre proposé des lois d’autoéchauffement cyclique et variable
en construisant la méthode d’estimation de l’énergie dissipée mécaniquement.
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Chapitre 7

Validation des lois d’autoéchauffement

Dans ce chapitre, nous validons expérimentalement les lois d’autoé-
chauffement, cycliques et variables. Pour des signaux variables, nous
proposons une approximation globale de ces lois.
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Les lois d’autoéchauffement présentées dans le chapitre précédent nécessitent d’utiliser des cal-
culs EF. Notamment, pour des signaux variables, il est nécessaire de calculer tous les trajets de char-
gement. Cette méthode n’est pas applicable en l’état en bureau d’étude pour deux raisons : coûts de
calcul et problèmes de convergence des calculs. Nous présentons au début de ce chapitre des méthodes
simplifiées pour calculer l’autoéchauffement pour des signaux variables.

Nous avons proposé de nombreux essais afin de tester les lois d’autoéchauffement cycliques et
variables proposées dans le chapitre précédent et au début de ce chapitre. L’information la plus riche
est un profil de température mesuré avec une caméra thermique. Notons que lorsque cela était pos-
sible, nous avons validé nos lois à la fois en termes de température et d’énergie dissipée, et que les
coefficients de convection ont été déterminés expérimentalement.
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7.1 Loi d’autoéchauffement simplifiée dans le cas variable

Les méthodes présentées dans le chapitre précédent pour calculer l’autoéchauffement pour des
chargements variables nécessitent de faire toute l’analyse (comptage Rainflow, estimation de la puis-
sance dissipée) au niveau local. S’il est envisageable de tester cette méthode pour une sollicitation
1-D, elle reste néanmoins très gourmande en calcul sur une structure automobile (nombre de DDL
de l’ordre de 104). Pour une sollicitation multi-D, le nombre de calculs et la quantité d’information à
stocker pour connaître les trajets de chargement locaux sont très importants, et nous n’avons pas testé
cette méthode sur une structure automobile.

Le deuxième argument pour simplifier notre démarche pour les sollicitations variables est la diffi-
culté à faire converger les calculs EF (contact et incompressibilité). En effet, dans l’état actuel de nos
connaissances, nous ne savons calculer que peu de pièces jusqu’aux maxima des signaux effective-
ment appliqués aux pièces et les méthodes précédentes sont donc inapplicables.

Notre problématique est la suivante : déterminer une méthode simplifiée pour estimer l’autoé-
chauffement pour des signaux variables. Cette méthode est fondée sur la puissance dissipée totale
par toute la structure. Nous faisons donc ici une approximation sur la répartition de cette puissance
dissipée (à cause des non-linéarités).

7.1.1 Loi d’autoéchauffement simplifiée pour une sollicitation 1-D

a Démarche

Nous présentons la loi d’autoéchauffement simplifiée pour une sollicitation uni-dimensionnelle :

1. hypothèse 1 : l’énergie dissipée totale d’un signal est la somme des énergies dissipées
par chaque cycle extrait par la méthode Rainflow Etotal

diss = ∑Cycles Ediss ;

2. hypothèse 2 : l’énergie dissipée lors d’un cycle est une fonction des paramètres glo-
baux (déplacement, force) Ediss = F (L, F) ;

3. calcul des chargements simplifiés (fréquence, déplacement et force) dissipant la

même énergie : fsF (Ls, Fs) =
Etotal

diss
temps ;

4. utilisation de la loi d’autoéchauffement cyclique avec les chargements simplifiés.

Un chargement simplifié est donc défini par la sollicitation mécanique (sinus, sinus par bloc de
force ou de déplacement donné, autres). Toutefois, ce chargement ne garantit pas que l’autoéchauffe-
ment soit le même entre le signal variable et le signal simplifié à cause des non-linéarités. Ce char-
gement est alors une approximation pour l’autoéchauffement et nous devrons vérifier qu’elle reste
acceptable.

L’hypothèse la plus importante, et finalement l’étape de la méthode qui requiert le plus d’attention,
est l’estimation de l’énergie dissipée sur un cycle à l’aide des paramètres globaux. Nous pouvons nous
inspirer du chapitre précédent pour proposer quelques lois :

– en fonction des amplitudes des paramètres

Ediss = k (∆L ∆F)α voire Ediss = k∆Lα ; (7.1)

– en fonction de l’énergie cyclique globale

Ediss = k
(∫ Lmax

Lmin

(F− Fmin) dL
)α

. (7.2)
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FIGURE 7.1 – Autoéchauffement de l’AE42
pour le signal S1 répété deux heures.
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FIGURE 7.2 – Déplacement et cumul de l’éner-
gie dissipée pour une répétition d’un S1.
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FIGURE 7.3 – Autoéchauffement de l’AE42
pour le signal S2 (12 répétitions).
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FIGURE 7.4 – Déplacement et cumul de l’éner-
gie dissipée pour une répétition d’un S2.

b Hypothèse de stationnarité

Pour un chargement variable, la construction d’un chargement simplifié s’effectue sous l’hypo-
thèse de stationnarité de la puissance dissipée au sens probabiliste. Pour des signaux réels, cette
hypothèse n’est pas valide sur tout le signal car le véhicule peut parcourir plusieurs types de route
induisant des sollicitations différentes. Il suffira alors de pouvoir tronçonner ce signal en parties sta-
tionnaires. L’intérêt de cette méthode sera effectif dès lors que ces tronçons dureront plus que le temps
caractéristique thermique de la structure, c’est-à-dire lorsque l’équilibre thermique pourra être atteint.

Nous analysons ici trois types de signaux mesurés avec des véhicules roulant sur des pistes d’es-
sais. Ces signaux sont dilatés pour être appliqués sur l’éprouvette :

– S1 : démarrage fort d’une durée d’environ 25 s ;
– S2 : circuit de type route avec un passage sur des mauvais pavés d’une durée d’environ 600 s ;
– S3 : circuit essentiellement sur mauvais pavés d’une durée d’environ 600 s.

Des essais d’autoéchauffement sur éprouvette AE42 ont été réalisés avec ces trois signaux répétés
pendant deux heures. La durée du signal S1est plus petite que le temps thermique de la structure et
nous ne distinguons pas les répétitions sur la mesure de l’autoéchauffement (FIG. 7.1). Notons tout de
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FIGURE 7.5 – Autoéchauffement de l’AE42
pour le signal S3(13 répétitions).
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FIGURE 7.6 – Déplacement et cumul de l’éner-
gie dissipée pour une répétition d’un S3.

même que la majeure partie de l’énergie dissipée l’est sur les 15 premières secondes du signal (FIG.
7.2). L’hypothèse de stationnarité est ici valide.

Sur les S2 et S3 qui sont plus longs (10 minutes), les répétitions s’observent sur la mesure de
l’autoéchauffement (FIG. 7.3 et 7.5). Si l’autoéchauffement du S3 reste constant à une bonne ap-
proximation près, celui du S2 est très variable au cours d’une répétition. Ce fait est la conséquence
de la non-stationnarité du signal : presque toute l’énergie est dissipée dans la deuxième partie du si-
gnal (FIG. 7.4). L’hypothèse de stationnarité pour ce signal n’est pas valide et il est nécessaire de le
décomposer en deux parties stationnaires.

7.1.2 Loi d’autoéchauffement simplifiée pour une sollicitation multi-D

a Démarche

Pour une sollicitation multi-dimensionnelle, la méthode précédente n’est plus applicable car nous
ne pouvons pas définir simplement la notion de cycle. Nous nous appuyons sur le fait que la puissance
dissipée totale est la somme des puissances dissipées par chaque axe de sollicitation. Voici la démarche
adoptée avec les hypothèses formulées :

1. hypothèse forte : la puissance dissipée par chaque axe peut-être estimée indépendam-
ment des autres axes à l’aide d’une estimation uni-dimensionnelle ;

2. un signal simplifié est calculé pour chaque axe suivant la méthode uni-
dimensionnelle ;

3. l’autoéchauffement est calculé en sommant les puissances dissipées de chaque signal
1-D simplifié.

L’hypothèse formulée sur l’estimation uni-dimensionnelle est très forte et suppose que les axes
de sollicitations soient décorrélés. Le signal simplifié proposé devra aussi être relativement décorrélé
(par exemple en choisissant judicieusement les fréquences afin d’éviter les répétitions de motifs trop
petits). Nous testerons dans la partie expérimentale la validité de cette hypothèse pour une application
réelle et montrerons l’influence des fréquences choisies pour construire le signal simplifié.
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FIGURE 7.7 – Évolution de l’énergie dissipée
expérimentale et estimée pour les huit blocs de
sinus (la température estimée se fait deux fois
pour chaque bloc de sinus : une fois au début
et une fois à la fin, la différence entre les deux
étant la température).
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FIGURE 7.8 – Évolution de la température ex-
périmentale et estimée pour les huit blocs de
sinus.

7.2 Validation de la loi d’autoéchauffement cyclique dans le cas 1-D

7.2.1 Essais d’autoéchauffement sur AE42

Des essais d’autoéchauffement ont été réalisés sur AE42. Ils sont constitués de sept blocs de 2000
sinus, les blocs étant d’amplitude croissante. Un suivi de la température maximale en peau et de
l’énergie dissipée par cycle est réalisé. Nous comparons tout d’abord l’énergie dissipée expérimentale
à celle estimée avec un calcul EF par la loi d’autoéchauffement (FIG. 7.7). La température estimée se
fait deux fois pour chaque bloc de sinus : une fois au début et une fois à la fin car il existe une différence
de température entre ces deux instants. Nous constatons que l’estimation de l’énergie dissipée est
très bonne. La comparaison effectuée entre les températures mesurée et calculée (FIG. 7.8) est tout
aussi satisfaisante. Nous pouvons donc conclure que notre loi d’autoéchauffement permet d’estimer
la température maximale pour plusieurs sollicitations mécaniques.

Nous avons représenté sur la figure 7.9 une mesure par thermographie infrarouge réalisée par PSA
sur AE42 et le même profil estimé numériquement avec la loi d’autoéchauffement. Nous constatons
une bonne estimation de l’autoéchauffement sur toute la structure.

7.2.2 Essais d’autoéchauffement sur une suspente d’échappement

Lors de mon séjour à Bristol, j’ai réalisé des essais d’autoéchauffement sur une suspente d’échap-
pement de Peugeot 407. Une machine servo-hydraulique a été utilisée afin de soumettre la pièce
étudiée à diverses sollicitations :

– sinusoïdales (traction simple, traction-traction, accommodation et sur-accommodation) ;
– sinusoïdales par blocs ;
– variables ;
– refroidissement.
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FIGURE 7.9 – Comparaison entre un profil de température d’autoéchauffement mesuré par thermo-
graphie IR sur AE42 et une estimation par calcul EF.

a Protocole expérimental

Nous apercevons le dispositif expérimental sur la photo 7.10. Une caméra thermique reliée à un
écran permet de visualiser et d’enregistrer (photos ou film sur VHS) l’image thermique de la suspente.
Cette suspente est accrochée à deux mors dans une enceinte thermique. La machine servo-hydraulique
est reliée à un ensemble pilotage-acquisition (non représenté).

Les résultats se présentent sous trois formes : des photos thermiques prises enceinte ouverte à
intervalles réguliers, des séquences vidéos enregistrées par un magnétoscope (qualité moyenne) et
l’enregistrement de l’effort et du déplacement au cours de l’essai. Ces deux derniers enregistrements
n’étant pas exploitables, nous ne pourrons pas mesurer l’énergie dissipée par cycle pour ces essais.

Nous retirons principalement deux informations des photos numériques : la température maxi-
male, et le profil de température sur la peau du bras central, pris comme l’intersection entre le plan de
symétrie et la surface extérieure (FIG. 7.11 et 7.12).

Mesure du coefficient de convection
Afin de mesurer le coefficient de convection, nous avons procédé à des essais de refroidissement

qui consistent à laisser refroidir dans les conditions expérimentales la suspente. Pour des raisons
pratiques, nous avons pris un état initial non homogène (mise en température par autoéchauffement
dans une enceinte thermique régulée). Nous pouvons ainsi mesurer la baisse de la température due
au phénomène de convection. Un calcul numérique reprenant les mêmes conditions permet d’estimer
le coefficient de convection. Une valeur de 8 W.m−2.K−1 permet d’être fidèle à l’essai (FIG. 7.13 et
7.14).

b Sollicitation sinusoïdale

Les figures 7.15 à 7.18 montrent les résultats pour deux essais de traction simple à 0-5 mm et
0-20 mm. Nous constatons une bonne estimation de la température maximale, ainsi qu’une bonne
répartition spatiale. Les légers écarts existant pour la répartition peuvent s’expliquer d’une part par
la prise de vue de la caméra thermique forcément différente du traitement des résultats numériques,
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FIGURE 7.10 – Photo du banc d’essais d’autoéchauffement sur la suspente.

FIGURE 7.11 – Photo caméra thermique. Re-
présentation du profil étudié.

FIGURE 7.12 – Photo caméra thermique. Re-
présentation du profil étudié.
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FIGURE 7.13 – Répartition de température à 0
s, 124 s et 574 s. Refroidissement avec h = 8
W.m−2.˚C−1 (essai H05).
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FIGURE 7.14 – Évolution temporelle de la tem-
pérature maximale en peau. Refroidissement
avec h = 8 W.m−2.˚C−1.

et d’autre part par la déformée du calcul numérique. En effet, nous avons constaté que la déformée
mécanique ne correspondait pas précisément à celle observée : le déplacement de la partie élastomère
située près des inserts métalliques est surestimé.

Nous montrons sur la figure 7.19 la distribution de la température. Nous remarquons qu’elle est
différente de la répartition des sources de chaleur présentée sur la figure 7.20 qui suit l’état de dé-
formation de la structure. Ainsi, le point où l’énergie de déformation est la plus grande n’est pas
forcément le point le plus chaud. Il existe un très fort effet de structure sur le problème thermique.

c Sollicitation sinusoïdale par bloc

La loi d’autoéchauffement n’a pour l’instant été développée que pour une sollicitation sinusoï-
dale. Nous proposons de l’étendre à un sinus par bloc. Si ce signal est périodique avec une période
relativement courte (ne dépassant pas la minute), nous pouvons sommer l’énergie dissipée par tous les
cycles de la période et diviser par le temps afin d’obtenir la puissance dissipée.

Nous avons appliqué cette méthode sur la suspente d’échappement avec un sinus par blocs. Pen-
dant trois secondes, cinq cycles de traction répétée 0-5 mm, cinq cycles de 0-10 mm et cinq cycles
de 0-15 mm sont effectués. Les résultats thermiques sont présentés sur les figure 7.21 et 7.22. Nous
constatons une bonne prédiction de la température.
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FIGURE 7.15 – Répartition de température à 0
s, 266 s et 1056 s en TS 0-5 mm, f = 5 hz, h =
8 W.m−2.˚C−1 (essai H02).
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FIGURE 7.16 – Évolution temporelle de la tem-
pérature maximale en peau en TS 0-5 mm, f =
5 hz, h = 8 W.m−2.˚C−1.
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FIGURE 7.17 – Répartition de température à 0
s, 184 s et 1360 s en TS 0-20 mm, f = 5 hz, h =
8 W.m−2.˚C−1 (essai H05).

0 500 1000 1500
20

30

40

50

60

Temps [s]

T
em

pé
ra

tu
re

 m
ax

im
al

e 
en

 p
ea

u 
[°

C
]

 

 

Mesure thermique
Estimation EF

FIGURE 7.18 – Évolution temporelle de la tem-
pérature maximale en peau en TS 0-20 mm, f
= 5 hz, h = 8 W.m−2.˚C−1.
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FIGURE 7.19 – Distribution de température en
peau et dans le plan symétrique (température
interne).

FIGURE 7.20 – Distribution des sources de
chaleur.
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FIGURE 7.21 – Gradient de température à 0 s,
266 s et 1056 s sous la sollicitation sinus par
bloc, f = 5 hz, h = 8 W.m−2.˚C−1 (essai H06).
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FIGURE 7.22 – Evolution temporelle de la tem-
pérature maximale en peau sous la sollicitation
sinus par bloc, f = 5 hz, h = 8 W.m−2.˚C−1.
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FIGURE 7.23 – Représentation des minima et
maxima pour les 11 sinus.
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FIGURE 7.24 – Autoéchauffement et puissance
dissipée obtenu pour les 11 signaux simplifiés.
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FIGURE 7.25 – Autoéchauffement et puissance
dissipée obtenu pour les 11 signaux simplifiés.
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FIGURE 7.26 – Autoéchauffement et puissance
dissipée obtenu pour les 11 signaux simplifiés.

7.3 Validation de la loi d’autoéchauffement variable dans le cas 1-D

7.3.1 Essais d’autoéchauffement sur AE42

a Validation expérimentale de la loi d’autoéchauffement simplifiée

Nous proposons dans un premier temps des essais sur AE42 pour valider l’approximation de
la loi d’autoéchauffement simplifiée. Nous avons choisi trois signaux pistes stationnaires et extrait
deux informations expérimentales : la puissance dissipée moyenne et l’autoéchauffement moyen. Ces
deux grandeurs expérimentales constituent les valeurs cibles. Nous allons donc construire des signaux
simplifiés en termes de puissance dissipée globale, et vérifier par un essai si ces signaux donnent le
même autoéchauffement.

Nous avons choisi 11 sinus différents qui vont servir à construire les signaux simplifiés (FIG.
7.23). Les énergies dissipées pour ces 11 cycles ont été estimées à partir de la base expérimentale sur
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FIGURE 7.27 – Fonction de dissipation pour
des cycles répétés.

0 5 10 15 20
0

0.5

1

1.5

2

Energie cyclique simplifiée 1 (J)

E
ne

rg
ie

 d
is

si
pé

e 
(J

)

 

 

Cycles Rainflow
Fonction de dissipation
Sinus approché

FIGURE 7.28 – Fonction de dissipation pour
les cycles extraits par la méthode Rainflow.

AE42 et ont donc permis d’estimer les fréquences de ces sinus. Du fait des conditions expérimentales
différentes entre la base expérimentale existante et ces nouveaux essais (en température, nombre de
cycles), ces signaux ne donneront pas exactement la même puissance dissipée.

Nous constatons sur les figures 7.24 à 7.26 la bonne corrélation (± 15%) entre la puissance dis-
sipée pour les 11 signaux simplifiés et la valeur cible. Toutefois, les signaux 4 et 8 ne donnent pas
satisfaction car la puissance dissipée est sous-estimée. Ce fait montre que l’estimation de l’énergie
dissipée des cycles de faible amplitude (5 mm) via la base expérimentale existante n’est pas robuste.
De même, les cycles 10 et 11 sous-estiment la puissance dissipée.

Les autoéchauffements sont quant à eux proches (± 15%) de l’autoéchauffement cible (sauf pour
les signaux 4 et 8) ce qui valide notre approximation pour l’autoéchauffement. Toutefois, nous consta-
tons pour ces trois essais que l’autoéchauffement obtenu n’est pas monotone de la puissance dissipée
globale. Nous montrons bien que notre méthode ne propose qu’une approximation de l’autoéchauffe-
ment.

b Discussion autour du comptage Rainflow et des fonctions de dissipation globales

Nous avons deux informations au point de vue global : le déplacement et la force. Nous proposons
donc naturellement l’énergie cyclique (EQ. 6.19) et l’énergie cyclique simplifiée (EQ. 6.20) comme
grandeurs énergétiques pour identifier les fonctions de dissipation. Nous présentons dans la suite de
ce paragraphe les résultats obtenus avec l’énergie cyclique simplifiée.

Nous avons identifié sur des essais isothermes à 40˚C (THERM_Y_06_3 accommodé de -10 à
30 mm) la fonction de dissipation : k = 0.183 et α = 0.74 (FIG. 7.27) qui relie l’énergie cyclique
simplifiée à l’énergie dissipée. Notons que cette fonction permet d’estimer l’énergie dissipée pour des
cycles répétés. Nous avons utilisé cette fonction avec le comptage Rainflow pour estimer l’énergie
dissipée sur des signaux variables. Nous avons constaté en moyenne une sous-estimation de 30%.

Afin de comprendre cette différence, nous avons dans un premier temps extrait les boucles d’hys-
térèse avec la méthode Rainflow d’un signal variable. Nous avons calculé l’énergie dissipée au cours
de ces boucles et identifié la fonction de dissipation : k = 0.3 et α = 0.65 (FIG. 7.28). Nous consta-
tons alors que l’énergie dissipée lors d’un cycle répété est environ 30% inférieure à celle dissipée lors
d’un cycle extrait d’un signal variable. Nous n’avons pas pour l’instant d’explications.

En conclusion, il semblerait que l’énergie dissipée lors d’un cycle répété soit inférieure à l’énergie
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FIGURE 7.29 – Répartition de température
sous la sollicitation aléatoire h=8 W.m−2.˚C−1

(essai F01).
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FIGURE 7.30 – Évolution temporelle de la tem-
pérature maximale en peau (essai F01).

dissipée lors d’un cycle extrait d’un signal variable. Lors de la construction de signaux simplifiés
constitués de cycles répétés, il est nécessaire de prendre en compte cette différence et donc d’identifier
deux fonctions de dissipation : une cyclique et une variable.

7.3.2 Essais d’autoéchauffement sur une suspente d’échappement

Nous avons soumis la suspente d’échappement à un essai d’autoéchauffement à partir d’un signal
variable. Nous avons appliqué la méthode proposée et calculé la température de la structure avec la loi
de dissipation se fondant sur l’énergie cyclique simplifiée. Les résultats sont présentés sur les figures
7.29 et 7.30. Nous constatons une légère sous-estimation de la température. Toutefois, cette méthode
est applicable et donne une bonne approximation de la température.

7.4 Validation des loi d’autoéchauffement dans le cas multi-D

7.4.1 Présentation des essais sur une articulation de train arrière

Des essais d’autoéchauffement ont été réalisés sur une cale de liaison au sol par le Cetim, afin de
valider la méthode d’estimation de l’autoéchauffement dans le cas d’une sollicitation variable multi-
dimensionnelle. En effet, cette cale est soumise à deux sollicitations : une traction pilotée en effort et
une torsion pilotée en angle sur les axes véhicules (FIG. 7.31). Plusieurs sollicitations ont été appli-
quées :

– blocs de sinus en traction ;
– blocs de sinus en torsion ;
– blocs de sinus en traction-torsion en phase et hors phase ;
– un signal piste normal et un signal piste sévérisé.
Des mesures de température par thermocouples ont été effectuées à cœur (FIG. 7.32) et au contact

entre la cale et le montage. Ainsi, la différence de ces températures donne l’autoéchauffement 1. No-

1. Bien que le montage ait une grande inertie thermique, sa température s’élève de quelques degrés. Dans un souci de
simplicité, nous retranchons cette élévation de température afin de déterminer l’autoéchauffement avec des conditions aux
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FIGURE 7.31 – Visualisation des deux axes de
sollicitations de la cale de liaison au sol.

FIGURE 7.32 – Positionnement du thermo-
couple (•) dans la cale de liaison au sol (coupe
à mi-hauteur).

tons que la position exacte du thermocouple à cœur n’est pas connue et nous étudions donc le gradient
de température (représenté par les cercles rouges sur la figure 7.32) dans l’épaisseur de la structure
afin d’estimer la marge d’erreur.

Les mesures mécaniques concernent en traction l’effort et le déplacement, permettant ainsi de
tracer les boucles d’hystérèse et de calculer l’énergie dissipée. Pour la torsion, l’angle et le couple
ont aussi été mesurés mais une importante erreur de mesure sur le couple ne permet pas d’obtenir
l’énergie dissipée.

7.4.2 Estimation des paramètres de la loi d’autoéchauffement

Nous avons opté pour une modélisation hyperélastique de Mooney-Rivlin car cette loi permet
d’obtenir les plus grands déplacements et rotations avant que le calcul ne puisse plus converger (pro-
blèmes de contact et d’incompressibilité). La grandeur énergétique utilisée pour estimer l’énergie
dissipée est l’énergie cyclique E(0)

cyc. La densité d’énergie dissipée est donnée par

dEdiss

dΩ
= k

(
dE(0)

cyc

dΩ

)α

. (7.3)

L’identification des paramètres k et α a été effectuée par une minimisation par les moindres carrés de
l’écart entre les prédictions numériques et les valeurs expérimentales de quatre cycles différents en
traction

min
(k,α)

∑
4 essais




∑
éléments

k

(
dE(0)

cyc

dΩ

)α

dΩ

Ediss exp
− 1




2

. (7.4)

L’identification donne k = 0.19 et α = 0.93 et une très bonne estimation de l’énergie dissipée globale
(l’erreur ne dépasse pas 5%).

limites fixes dans le temps.
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FIGURE 7.33 – Comparaison calcul essai et es-
timation de la température maximale pour les
4 sinus par blocs successifs en traction.

FIGURE 7.34 – Gradient de température dans
l’épaisseur de la pièce pour les 4 états stabilisés
en traction.

Les conditions aux limites sont les suivantes : température ambiante imposée sur toutes les sur-
faces en contact (bague intérieure et extérieure) et convection naturelle sur les surfaces libres (h =
20 10−3 W.m−1.K−1). Notons que la géométrie de la pièce implique que presque toute l’énergie
transmise à l’extérieur l’est par conduction au niveau des bagues de fixation (la convection intervient
peu).

7.4.3 Loi d’autoéchauffement cyclique en traction

La structure est sollicitée en traction par quatre sinus (fréquence 5 Hz, durée 20 minutes) d’ampli-
tude croissante : -0.65 à 0.55 mm, -1.45 à 1.35 mm, -2.2 à 2.15 mm et -2.85 à 2.85 mm. La puissance
dissipée est donc croissante. Une comparaison entre la température mesurée à cœur et celle estimée
par la loi d’autoéchauffement cyclique est donnée sur la figure 7.33. Une très bonne corrélation est
obtenue. Notons qu’il existe une erreur due à l’implantation du thermocouple. En effet, celui-ci est
positionné à 7 ±1 mm à l’intérieur de la matière et une erreur de ± 2˚C est commise (FIG. 7.34).

Notons enfin que la température maximale obtenue par le calcul, proche de 80˚C, est située près
des congés à mi-hauteur de la pièce (FIG. 7.35).

Nous pouvons conclure grâce à cet essai (mesure de l’énergie et de la température à cœur en un
point) que la loi d’autoéchauffement cyclique permet d’estimer la température pour cette structure
soumise à des cycles de traction.

7.4.4 Loi d’autoéchauffement cyclique en torsion

La structure est sollicitée en torsion par cinq sinus (fréquence 5 Hz, durée 20 minutes) : 0.85 à
2.9˚, 1.65 à 3.3˚, -0.1 à 3.5˚, -2 à 2˚ et -3.95 à 3.65˚. Une comparaison entre la température mesurée
à cœur et celle estimée par un calcul EF est donnée sur la figure 7.36. Une très bonne corrélation
est obtenue. L’erreur liée à l’implantation du thermocouple est montrée sur la figure 7.37. Bien que
nous n’ayons pas d’informations sur l’énergie dissipée, la loi d’autoéchauffement permet d’estimer la
température pour des cycles de torsion.

Notons aussi que la température maximale obtenue par le calcul, proche de 32˚C, est située à cœur
à l’extrémité de la pièce (FIG. 7.38 et 7.39). La distribution de température obtenue est très différente
de la traction et montre que l’autoéchauffement dépend du type de sollicitation dans le cas multi-D.
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FIGURE 7.35 – Coupe à mi-hauteur de la cale de liaison au sol. La température maximale lors d’une
sollicitation en traction se situe près des congés à gauche.

FIGURE 7.36 – Comparaison calcul essai et es-
timation de la température maximale pour les
5 sinus par blocs successifs en torsion.

FIGURE 7.37 – Gradient de température dans
l’épaisseur de la pièce pour les 5 états stabilisés
en torsion.
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FIGURE 7.38 – Hauteur de la coupe pour la
température maximale en torsion.

FIGURE 7.39 – Coupe de la cale de liaison au
sol. La température maximale lors d’une solli-
citation en torsion se situe à cœur.

7.4.5 Validation de la loi d’autoéchauffement en traction-torsion

a En phase

La structure est sollicitée en traction-torsion en phase, c’est donc une sollicitation uni-dimensionnelle.
Trois sinus (fréquence 5 Hz, durée 20 minutes) ont été appliqués : traction -0.6 à 0.55 mm et torsion
0.8 à 2.95˚, traction -1.8 à 1.8 mm et torsion -0,1 à 3.5˚, traction -2.85 à 2.85 mm et torsion -2 à 2˚.
Les résultats, toujours calculés avec la loi d’autoéchauffement cyclique, sont présentés sur les figures
7.40 et 7.41. Nous pouvons conclure à la bonne prédiction de la température au point de mesure. La
température maximale proche de 85˚C est située près d’un congé à mi-hauteur de la pièce.

b Hors phase

La structure est sollicitée en traction-torsion hors phase pour cinq chargements. La traction est
toujours un sinus de -1.6 à 1.4 mm à 5 Hz, tandis que la torsion va de -2 à 2˚ avec cinq paliers de
fréquences de 1 à 5 Hz (FIG. 7.42). Le dernier palier se compose donc d’une sollicitation en phase.

La méthode de calcul de la puissance dissipée est celle proposée au début de ce chapitre (pa-
ragraphe 7.1.2) : la puissance dissipée par chaque axe est calculée indépendamment de l’autre axe,
puis les deux répartitions sont sommées pour former le champ de puissance dissipée final. Pour le
dernier palier, deux calculs ont été effectués. Le premier par cette méthode, le deuxième avec la loi
d’autoéchauffement cyclique uni-dimensionnelle. Les résultats sont présentés sur la figure 7.43.

Nous constatons que la méthode proposée dans le cas multi-dimensionnel permet d’estimer la tem-
pérature pour les cycles de traction-torsion hors phase, mais pas pour les cycles en phase. Pour ce type
de cycle, il est nécessaire d’utiliser la méthode de calcul uni-dimensionnelle afin de prendre en compte
le couplage entre les axes. Nous montrons ainsi les limites de la méthode multi-dimensionnelle.
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FIGURE 7.40 – Comparaison calcul essai et es-
timation de la température maximale pour les
3 sinus par blocs successifs en traction-torsion.

FIGURE 7.41 – Gradient de température dans
l’épaisseur de la pièce pour les 3 états stabilisés
en traction-torsion.
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FIGURE 7.42 – Représentation des quatre sinus
par blocs successifs en traction-torsion hors
phase et du dernier bloc en traction-torsion en
phase.

FIGURE 7.43 – Comparaison calcul essai et es-
timation de la température maximale pour les
quatre sinus par blocs successifs en traction-
torsion hors phase et le dernier bloc en
traction-torsion en phase. La température es-
timée sans prendre en compte le couplage du
dernier bloc est en magenta.
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FIGURE 7.44 – Comparaison calcul essai pour
le signal piste sévérisé.

FIGURE 7.45 – Température maximale de la
structure lors du signal piste S3 (coupe à un
tiers de la hauteur).

7.4.6 Validation de la loi d’autoéchauffement pour un signal variable multi-D

Nous présentons ici l’application la plus intéressante sur la cale de liaison au sol : le calcul de
l’autoéchauffement pour un signal piste. Nous appliquons ici la loi d’autoéchauffement simplifiée
dans le cas multi-dimensionnel (paragraphe 7.1.2). Nous présentons les résultats pour le signal piste
sévérisé. Ce signal provient directement de mesures sur circuit mais l’angle a été multiplié par 2.75.
En effet, cette multiplication permet d’obtenir une bonne répartition entre l’énergie dissipée par la
traction (environ 55%) et la torsion (environ 45%). Ainsi travaillons-nous sur un essai "vraiment"
bi-dimensionnel.

La sollicitation est la suivante : 8 S2 + 4 S3. Des signaux simplifiés ont été calculés séparément
pour les deux signaux S2et S3car le S3est beaucoup plus énergétique. Nous constatons sur la figure
7.44 que la méthode proposée permet l’estimation de l’autoéchauffement pour les deux signaux. La
température maximale est atteinte pour le S3 et vaut 85˚C (FIG. 7.45). Plusieurs signaux simplifiés
ont été testés (amplitudes des essais de traction et torsion seule) et l’autoéchauffement est toujours
estimé avec une erreur ne dépassant pas 15%.

7.5 Conclusions

Nous avons proposé des lois d’autoéchauffement simplifiées pour des signaux variables 1-D et
multi-D. Ces lois sont fondées sur la puissance dissipée globale et sont donc une approximation pour
l’autoéchauffement. Un comptage Rainflow global des cycles et une estimation globale de l’énergie
dissipée par cycle permet d’obtenir un signal simplifié, défini par une sollicitation mécanique et une
fréquence. Pour les signaux multi-D, un signal est calculé pour chaque axe indépendamment des autres
axes.

Afin de valider les lois d’autoéchauffement, de nombreux essais ont été réalisés pour cette thèse.
Les essais sur AE42 et sur la suspente d’échappement ont permis de valider le calcul d’autoéchauf-
fement sous les hypothèses cycliques et variables. La loi d’autoéchauffement simplifiée 1-D a aussi
été validée sur des signaux réels appliqués à l’AE42. Nous avons conclu que nous pouvions estimer
l’autoéchauffement dans le cas 1-D avec une erreur de ±15% .

La dernière application présentée dans ce chapitre concerne une cale de liaison au sol, sollicitée
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sur deux axes. Dans un premier temps, nous avons identifié la loi de dissipation en estimant très pré-
cisément l’énergie dissipée pour des cycles de traction. Puis, de nombreux essais en traction, torsion
et traction-torsion ont permis de valider la loi d’autoéchauffement dans le cas cyclique. Dans le cas
d’un chargement bi-dimensionnel, nous avons validé l’hypothèse de calcul de l’énergie dissipée axe
par axe indépendamment des autres axes. Nous avons aussi mis en évidence l’importance de la prise
en compte du couplage entre les axes. Finalement, la loi d’autoéchauffement simplifiée pour un signal
variable multi-D a été appliquée et validée pour le calcul d’autoéchauffement d’un signal piste. Cette
méthode permet de calculer l’élévation de température avec une erreur de 15% .

Ce chapitre valide les méthodes proposées pour calculer l’autoéchauffement et met en évidence
l’intérêt de ce type de calcul. En effet, nous avons montré que l’autoéchauffement mesuré à cœur des
bras d’une articulation de train arrière n’est pas du tout représentatif de l’autoéchauffement maximal.
La température maximale se situe dans des zones très sollicitées mécaniquement pour cette structure.
Cet exemple sera d’ailleurs repris dans la partie fatigue de ce mémoire.
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Chapitre 8

Introduction au phénomène de fatigue
des élastomères

Ce chapitre propose un état de l’art de la fatigue des élastomères. Nous
décrivons les mécanismes de fatigue afin de motiver physiquement les
modèles présentés au prochain chapitre.
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Une structure mécanique soumise à des sollicitations cycliques ou variables peut rompre au bout
d’un certain temps. Ce phénomène de fatigue apparaît même lorsque la structure ne montre pas de
signes de dégradations macroscopiques (phénomènes plastiques ou autres). La première étude en fa-
tigue a été effectuée dans le domaine ferroviaire par Wöhler en 1860 avec des essais de flexion alternée
sur des essieux. Les courbes donnant le nombre de cycles N à la rupture en fonction de la contrainte
maximale S portent ainsi le nom du premier à les avoir tracées.
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Le phénomène de fatigue peut se scinder en deux domaines : la fatigue à faible nombre de cycles
(LCF pour Low Cycle Fatigue) ou la fatigue à grand nombre de cycles (HCF pour High Cycle Fa-
tigue). La séparation entre ces deux domaines dépend essentiellement des applications visées et des
matériaux utilisés mais se situe autour de 104 cycles. Ainsi, la fatigue à faible nombre de cycles sera
caractérisée pour les métaux par l’apparition de phénomènes irréversibles tels que la plasticité ou la
viscosité (fatigue oligocyclique). La fatigue à grand nombre de cycles se scinde aussi en deux par-
ties : le domaine de l’endurance limitée où le chargement conduira à la ruine de la structure, et le
domaine de l’endurance illimitée où le chargement mécanique ne conduira jamais à la ruine. Notons
que l’existence de ce dernier domaine n’est pas toujours prouvée.

Comme pour les métaux, le processus de rupture par fatigue des élastomères est généralement
décrit par deux phases : une phase d’amorçage d’une fissure suivie par une phase de propagation de
la fissure. Deux approches coexistent donc : l’approche par amorçage de fissure et l’approche par
propagation. L’approche par propagation se fonde sur la mécanique de la rupture afin de déterminer
la vitesse de propagation d’une fissure. Cette approche se heurte à plusieurs obstacles. D’abord elle
suppose l’existence d’une fissure qui doit être donnée par l’approche en amorçage. Ensuite, le lieu, la
géométrie, l’orientation de cette fissure doivent être connus. La principale difficulté lors d’un calcul
de structure consiste en la représentation de cette fissure. Si les méthode de remaillage s’adaptant à la
géométrie de la fissure ne sont pas applicables d’un point de vue industriel, l’approche par la méthode
des éléments finis étendus (Legrain, 2006) permet de s’affranchir du remaillage en enrichissant les
éléments avec des fonctions de forme permettant de représenter une fissure. Cette méthode s’avère
prometteuse mais n’est pas encore industrialisée.

L’approche par amorçage de fissure se fonde sur la mécanique des milieux continus pour déter-
miner les conditions d’amorçage d’une fissure. Cette approche nécessite une définition de l’amorçage
d’une fissure. L’approche par propagation enrichit cette approche en reliant par exemple le nombre de
cycles nécessaire à l’apparition d’une fissure de taille déterminée à la taille des défauts existant dans
le matériau.

C’est pourquoi dans une première partie nous rappelons les lignes directrices de l’approche par
propagation, puis dans une deuxième partie nous développons l’approche par amorçage. La troisième
partie présente le renforcement en traction-traction, et la dernière partie est consacrée à l’étude de
l’influence de la température pour le phénomène de fatigue des élastomères.

8.1 Approche par propagation de fissure

L’approche par propagation suppose l’existence d’une fissure dans la structure et a pour but de
déterminer la vitesse de propagation de cette fissure. Griffith (1920) propose un critère de propagation
de fissure en effectuant un bilan d’énergie associant l’énergie potentielle de la structure fissurée et
l’énergie de surface créée par l’avancée de la fissure.

8.1.1 Taux de restitution d’énergie

Dans le cas d’un matériau élastique, la fissure qui se propage est la seule source de dissipation 1.
Un bilan d’énergie donne :

∂Uext = ∂Uelas + ∂Ud + ∂UK (8.1)

où ∂Uext, ∂Uelas, ∂Ud et ∂UK sont les quantités d’énergie apportée, stockée, dissipée et variation
d’énergie cinétique. La variation d’énergie potentielle du système en présence d’une fissure de surface

1. Ce sujet est exposé clairement dans la thèse de Martin Borret (1998). Nous reprenons en partie son analyse.
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FIGURE 8.1 – Éprouvettes plates classiquement utilisées pour les études de propagation de fissure :
(a) éprouvette lanière ; (b) éprouvette de cisaillement pur ; (c) éprouvette pantalon. Il existe pour ces
éprouvettes une expression analytique de l’énergie de déchirement.

A définit le taux de restitution d’énergie G (Griffith, 1920) :

G =
∂Ud

∂A
+

∂UK

∂A
. (8.2)

Le critère de propagation de fissure est G > ∂UK
∂A .

Dans le cas d’un matériau dissipatif (plasticité et/ou viscosité par exemple), d’autres phénomènes
dissipatifs se rajoutent à l’avancée de la fissure. L’approche précédente n’est plus valide mais peut être
étendue sous l’hypothèse que les autres phénomènes dissipatifs restent localisés autour de la fissure.
Le bilan d’énergie donne :

∂Uext = ∂Uelas + ∂Ud + ∂U f + ∂UK (8.3)

où ∂U f est le terme de dissipation locale. Le taux de restitution modifié se définit comme :

J =
∂Ud

∂A
+

∂U f

∂A
+

∂UK

∂A
. (8.4)

L’extension aux élastomères de la théorie de Griffith (1920) est l’œuvre de Rivlin et Thomas
(1953) qui développèrent des solutions permettant de quantifier l’énergie de déchirement

T = −dU
dA

(8.5)

qui n’est autre que le taux de restitution de l’énergie. Les géométries des éprouvettes couramment
utilisées sont représentées sur la figure 8.1. Dans le cas d’un chargement statique, les mêmes auteurs
ont montré qu’une fissure ne se propageait pas en dessous d’une valeur critique de l’énergie de déchi-
rement Tc. Cette approche a été étendue au cas des chargements dynamiques par Thomas (1958) : la
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FIGURE 8.2 – Vitesse de propagation d’une fis-
sure en fonction de l’énergie de déchirement T
pour différentes éprouvettes de caoutchouc na-
turel. Essais publiés par Gent et al. (1964).

FIGURE 8.3 – Les quatre régimes de propa-
gation d’une fissure en fonction de l’énergie
de déchirement T dans une éprouvette lanière
en caoutchouc naturel (NR) ou synthétique
(SBR). Essais publiés par Lake (1995).

vitesse de propagation des fissures est régie par le maximum d’énergie de déchirement atteint au cours
d’un cycle de fatigue (Gent et al., 1964) indépendamment de la géométrie de l’éprouvette utilisée et
donc du type de sollicitation (FIG. 8.2).

Lake et Lindley (1965) identifient quatre régimes distincts de propagation de fissure (FIG. 8.3)
pour des cycles de chargement à rapport de charge nul :

1. T < T0, da
dN = r : la propagation est seulement due aux attaques chimiques. Ce seuil corres-

pondrait à une limite d’endurance mécanique du matériau ;

2. T0 < T < Tt, da
dN = A(T − T0) + r : la vitesse de propagation est linéaire de l’énergie de

déchirement ;

3. Tt < T < Tc, da
dN = BTC : la vitesse de propagation varie selon une loi puissance ;

4. T = T0, da
dN = ∞ : la rupture est brutale.

8.1.2 Description de la propagation

a Steady tearing, stick-slip et knotty-tearing

Greensmith et Thomas (1955) puis Greensmith (1956) ont observé trois types de propagation
monotone :

– le steady-tearing : la force de déchirement et la vitesse de propagation restent constantes
pendant l’essai, comme représenté sur la figure 8.4. La propagation est rectiligne et stationnaire.
Les faciès de rupture sont lisses.

– le stick-slip : la propagation est saccadée comme en témoigne l’évolution de la force sur la
figure 8.4. La vitesse de propagation ne peut pas être imposée. La force appliquée oscille entre
une valeur maximale atteinte lentement après un point d’arrêt et une valeur minimale atteinte
rapidement. Les faciès de rupture sont irréguliers.
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FIGURE 8.4 – Évolution de la force au cours
d’un essai pour le steady tearing (a et b) et le
stick-slip (c) (Greensmith et Thomas, 1955).

FIGURE 8.5 – Représentation de la propa-
gation d’une fissure pour le knotty-tearing
(Greensmith, 1956).

– le knotty-tearing : la propagation est de type stick-slip mais avec un développement de fis-
sures secondaires dans la direction de traction, perpendiculairement à l’avancement de la fissure
comme présenté sur la figure 8.5.

b Interprétations de ces phénomènes

Ces phénomènes sont importants car ils sont liés à la notion de renforcement, c’est-à-dire à l’amé-
lioration des propriétés mécaniques. Plus particulièrement, nous nous intéressons à la résistance à la
rupture et à la propagation.

La plupart des auteurs attribuent les phénomènes de stick-slip et de knotty-tearing à la présence de
charges dans un matériau ou au caractère cristallisable de la matrice. Ces remarques sont en contra-
diction avec les observations de Greensmith et Thomas (1955) et Greensmith (1956) de knotty-tearing
sur des caoutchoucs synthétiques non-chargés. Nous proposons une analyse de la bibliographie afin
de déterminer les mécanismes de propagation et de comprendre les zones d’ombre.
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L’approche numérique
Gent et al. (1998) proposent de calculer numériquement le taux de restitution d’énergie pour

deux géométries de fissures. La première est une fissure perpendiculaire à la direction de traction
se propageant le long de son axe. La deuxième est toujours une fissure perpendiculaire à la direction
de traction mais qui cette fois va bifurquer et se propager le long de la direction de traction. Ce dernier
cas est représentatif de la rotation de fissure. Les auteurs concluent que le taux de restitution d’énergie
est plus faible dans le second cas

Knotty-tearing et noir de carbone
De et Gent (1996) observent le knotty-tearing sur des matériaux cristallisables et non-cristallisables

chargés au noir de carbone. Selon les auteurs, la présence de noirs de carbone est indispensable à l’ob-
servation de knotty-tearing qui serait dû à un alignement des particules ou agrégats de noirs de carbone
au fond de la fissure. Cet alignement créerait une forte anisotropie et obligerait la fissure à dévier. Ce
sont les propriétés d’interaction charge-matrice (taux de vulcanisation, surface spécifique des noirs de
carbone, mobilité des chaînes avec la température) qui détermineraient les conditions favorables au
knotty-tearing. Entre autres, le caractère cristallisable n’est pas une condition nécessaire pour observer
du knotty-tearing.

Bifurcation de fissure et cristallisation
Une description très précise des trajets de fissures de propagation est donnée par Hamed et al.

(1996) pour trois élastomères chargés : un NR, un BR et un composite 50/50 de NR/BR. Deux types
de propagation sont observés. Pour le NR et le NR/BR, il y a création de fissures secondaires paral-
lèlement à la direction de traction. Ces fissures secondaires ont tendance à bifurquer et à s’arrêter,
jusqu’à ce que l’une d’entre elle entraîne la rupture de l’éprouvette : nous sommes en présence de
knotty-tearing. Pour le BR, il n’y a pas de création de fissures secondaires mais seulement la propa-
gation en biais de la fissure initiale. Cette propagation irrégulière est comparable au stick-slip. Les
auteurs expliquent cette différence par la cristallisation. En effet, le BR cristallise moins que le NR et
l’anisotropie créée en fond de fissure ne serait pas suffisante pour créer des fissures secondaires. Ainsi
la cristallisation aurait-elle un effet bénéfique sur le knotty-tearing.

L’influence de la cristallisation sur le renforcement est aussi montrée par Hamed et Park (1999).
Des essais de propagation sur SBR chargé et non-chargé indiquent une propagation presque rectiligne
et l’inexistence de fissures secondaires (steady tearing). Pareilles observations sont faites pour un NR
non chargé : la cristallisation en fond de fissure n’est pas suffisante pour faire bifurquer la fissure. Une
seconde observation est relevée : la taille de la fissure initiale influence grandement la contrainte à
rupture de ce matériau. En effet, une valeur critique de taille de fissure ccr est exhibée : passée cette
taille de fissure, la contrainte à rupture est divisée d’un facteur 10 environ. Ce fait est imputé à la
cristallisation sous contrainte. Les auteurs reprennent les conclusions de Thomas et Whittle (1970)
concernant la cristallisation dans le volume de l’éprouvette et non juste en fond fissure. Cette cris-
tallisation existerait pour une taille de fissure n’excédant pas ccr et éviterait une propagation brutale.
Ce fait est aussi constaté pour du NR chargé. De plus, de très nombreuses fissures secondaires et une
déviation importante de la fissure est constatée pour c < ccr, alors que les bifurcations sont moins
nombreuses et la déviation plus faible pour c > ccr.

c Discussion

Nous proposons une synthèse des observations et des conclusions associées. Dans ce paragraphe,
le renforcement est associé à une augmentation de la résistance d’un matériau à la propagation. Ainsi,
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le knotty-tearing est-il signe de renforcement puisqu’il ralentit la propagation en faisant bifurquer la
fissure. Nous détaillons le rôle du noir de carbone et de la cristallisation sous contrainte les phéno-
mènes de renforcement et de knotty-tearing :

– le renforcement est observé pour des matériaux cristallisables non chargés : la cristallisation
sous contrainte en fond de fissure et dans le volume ralentiraient la propagation sans changer le
mode de celle-ci ;

– la déviation d’une fissure est liée à la présence de charge de noir de carbone : celles-ci s’aligne-
raient en fond de fissures créant une forte anisotropie locale et obligeant la fissure à tourner ;

– l’existence de fissures secondaires de bifurcation est liée à la présence de charge de noir de car-
bone dans un matériau cristallisable : la présence de charge accentue la cristallisation (l’ampli-
fication locale les déformations permet une cristallisation sous des déformations moins impor-
tantes et les charges seraient des zones de nucléation). La cristallisation ajoutée à l’alignement
des charges créent une très forte anisotropie locale menant à la création de fissures secondaires
et parfois à une très forte déviation des fissures.

Toutes ces observations doivent être nuancées par la grande variété des matériaux étudiés dans
la littérature. En effet, toutes ces observations sont dépendantes de la formulation du matériau, mais
aussi des conditions expérimentales (température, vitesse). Nous dégageons seulement une tendance
générale, mais pas de conclusions définitives.

8.2 Description d’un fond de fissure

8.2.1 Mesures de la cristallinité

L’existence d’une zone cristalline en fond de fissure est avérée par Lee et Donovan (1987) pour du
caoutchouc naturel. Les auteurs montrent que le taux de cristallisation et la taille de la zone cristalline
augmentent avec le taux de noir de carbone. Trabelsi et al. (2002) confirment les observations de Lee
et Donovan et montrent que la cristallisation en fond de fissure débute pour une déformation globale
de 30%.

8.2.2 Observations au MEB

Grâce à des expériences de micro-découpe du front de fissure suivie par microscopie électronique,
Le Cam (2005) propose un mécanisme de propagation de fissure pour le NR. Ce mécanisme est re-
présenté sur les figures 2 8.6 et 8.7. De nombreuses cavités issues de la décohésion des oxydes avec
la matrice sont présentes en front de fissure (FIG. 8.7 (a)). Lorsque la fissure est ouverte, le front de
fissure est étiré et se compose de surfaces elliptiques lisses séparées par des ligaments sur les côtés.
Des arrachements sont présents en haut et en bas. Des cavités sont présentes derrière ces membranes
elliptiques (FIG. 8.6 (b) et 8.7 (a)). Ces membranes rompent et révèlent ainsi les cavités, qui vont se
propager perpendiculairement à la direction de sollicitation (FIG. 8.6 (c) et 8.7 (b)). Ces nouvelles
cavités coalescent entre elles (FIG. 8.7 (c)). Des ligaments sont ainsi formés (FIG. 8.7 (d)) et leur
rupture par les cycles de fatigue conduit à la création d’arrachements. Ces ligaments sont très certai-
nement des zones propices à la cristallisation sous contrainte (Lee et Donovan, 1987; Saintier, 2001;
Trabelsi et al., 2002) ce qui expliqueraient le renforcement du matériau sous chargements relaxant et
non-relaxant.

2. La chronologie de ces deux figures est différente.
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166 INTRODUCTION AU PHÉNOMÈNE DE FATIGUE DES ÉLASTOMÈRES

FIGURE 8.6 – Mécanisme de propagation de
fissure : vue de côté (Le Cam, 2005). La direc-
tion de traction est verticale.

FIGURE 8.7 – Mécanisme de propagation de
fissure : vue de face (Le Cam, 2005).

FIGURE 8.8 – Exemple de fond de fissure (Beurrot, 2007). La direction de traction est horizontale.
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FIGURE 8.9 – Schéma de fond de fissure ouverte, vue de face (direction de traction horizontale) et
coupe (Beurrot, 2007).

Le mécanisme proposé par Le Cam a récemment été mis en défaut par Beurrot (2007). L’auteur
montre qu’il n’existe pas de cavités présentes derrière les membranes elliptiques. En effet, ces cavités
étaient probablement créées par une trop grande intensité du faisceau d’électrons du MEB. Beurrot
observe les mêmes éléments caractéristiques dans le fond de fissure d’un NR chargé (045) (FIG. 8.8
et 8.9) :

– un réseau de ligaments orientés dans deux directions (d’où des formes en losange). Ces li-
gaments sont supposés être des zones cristallines. Ce sont principalement eux qui résistent à
la traction et à l’avancée de la fissure. Certains de ces ligaments semblent continuer dans la
profondeur du fond de fissure formant ainsi des nappes de matière cristallisée. En effet, pour
certains ligaments, leur rupture révèle de la matière cristallisée qui va former de nouveau un
ligament.

– des zones en losange sont formées entre les ligaments. Ce sont des zones lisses constituées de
matière amorphe qui sont plus profondes que les ligaments.

– de nombreuses inclusions sont présentes sur le fond de fissure. Ces inclusions fragilisent le fond
de fissure mais ne changent pas le mécanisme de propagation.

L’auteur propose un mécanisme de propagation (FIG. 8.10) fondé sur la croissance des zones
lisses sous l’effet de la déformation. Les ligaments subissent une contrainte plus importante et leur
section diminue, amenant certains à la rupture. Le réseau de ligaments s’adapte en quelques cycles
à cette nouvelle distribution de contrainte. Notons que ce mécanisme est lent (quelques dizaines de
cycles). Enfin, le fond de fissure est diffus, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de ligne de propagation :
tout le fond de fissure avance de façon hétérogène mais continue. D’ailleurs, l’auteur montre que
le phénomène de ramification (existence de fissures secondaires) s’explique par des différences de
vitesse de propagation dans le fond de fissure. Les zones lisses ne sont pas toutes dans le même
plan à l’état déformé et forment ainsi des ramifications lorsque la fissure est fermée (FIG. 8.11). Les
arrachements présents sur les faciès de rupture seraient selon l’auteur des feuillets créés par cette
ramification.

Des observations sur un SBR chargé ont montré des différences significatives. Le front de fissure
est linéaire et la ligne de déchirement forme un axe de symétrie : les cavités ne croissent qu’une fois sur
la ligne de déchirement et cette dernière les coupent en deux parties, créant ainsi la symétrie du fond
de fissure. Des filaments sont également observés mais ils ne jouent pas de rôle dans le mécanisme
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FIGURE 8.10 – Mécanisme de propagation proposé par Beurrot (2007).
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FIGURE 8.11 – Mécanisme de formation des branches secondaires proposé par Beurrot (2007). La
direction de traction est horizontale.

de propagation car ils sont très peu résistants. Ces filaments auraient pour origine des hétérogénéités
locales (vulcanisation, répartition du noir de carbone). Enfin, l’évolution du fond de fissure est très
rapide (une dizaine de cycle) ce qui est cohérent avec les propriétés d’un SBR, moins résistant en
propagation qu’un NR.

Discussion
Les études portant sur la description d’un fond de fissure et des mécanismes de propagation ap-

portent une connaissance très fine de la propagation dans un élastomère. Pour un matériau cristalli-
sable, la cristallisation induite par déformation en fond de fissure joue un rôle essentiel. En effet, des
ligaments cristallisés forment une structure très fortement anisotrope en fond de fissure, qui freine
l’avancée de la fissure. En effet, pour un matériau non-cristallisable, cette structure n’existe pas et la
fissure avance plus rapidement. De plus, la propagation de la fissure étant diffuse sur tout le fond de
fissure, des hétérogénéités apparaissent dans l’avancement de la fissure créant ainsi les ramifications,
caractéristiques d’un matériau cristallisable.

8.3 Approche par amorçage de fissure

La durée de vie d’une structure est définie comme le nombre de cycles nécessaire à l’apparition
d’une fissure d’une taille déterminée. Classiquement, la durée de vie est déterminée par l’histoire d’un
certain nombre de variables mécaniques locales, comme les contraintes, les déformations ou l’énergie
élastique. Cadwell et al. (1940) sont ainsi les premiers à s’intéresser à l’amorçage d’une fissure dans
un caoutchouc.
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FIGURE 8.12 – Mécanismes d’endommagement à proximité d’une inclusion (développés par Saintier
(2001); Robisson (2000)).

Afin de discuter des différentes modélisations proposées par la littérature, nous développons au
début de cette section les mécanismes de fatigue.

8.3.1 Description des mécanismes d’endommagement par fatigue

a Amorçage-nucléation d’une micro-fissure

Il est communément admis dans la littérature que l’amorçage d’une fissure est localisé dans
une zone d’inhomogénéité jouant le rôle de concentrateur de contraintes. Beatty (1964) recense par
exemple des particules de pigments, des corps étrangers, des polymères en gel, des zones se différen-
ciant par leur taux de vulcanisation ou des agglomérats de charges normalement dispersées dans la
matrice comme créant ces zones d’inhomogénéité. Le développement de la microscopie électronique
a permis récemment d’étayer ces informations (Robisson, 2000; Saintier, 2001; Le Cam, 2005).

Les deux premiers travaux identifient trois types d’endommagement sous chargement monotone,
tous liés à la présence d’une inclusion (talc, oxydes, agglomérats de noirs de carbone). Ils sont illustrés
sur la figure 8.12 :

1. la rupture brutale d’une inclusion apparaît perpendiculairement à la direction de traction pour
une déformation macroscopique de l’ordre de 20%. La fissure se propage dans la matrice
lorsque la limite de déchirabilité de celle-ci est atteinte ;

2. l’inclusion se désolidarise de la matrice. Cette décohésion est localisée aux pôles de l’inclusion
et conduit à l’amorçage de fissures dans la matrice à partir d’une déformation macroscopique
de 80% ;

3. une fissure apparaît dans la matrice, près d’un pôle de l’inclusion pour une déformation macro-
scopique de l’ordre de 20% (phénomène de cavitation). Une seconde fissure apparaît générale-
ment à l’autre pôle. Les deux fissures se rejoignent pour n’en former qu’une seule.

Sous une sollicitation cyclique, Saintier (2001) montre, pour un caoutchouc naturel chargé au
noir de carbone, que le point de départ d’une fissure est toujours un phénomène de cavitation ou de
décohésion à partir d’inclusions dont la taille varie entre 100 et 500 µm.

Le Cam (2005) s’est intéressé au nombre de cycles nécessaires à la nucléation de ces défauts. Il ob-
serve dès le premier cycle la création de cavités par décohésion aux pôles d’oxydes, et des phénomènes
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de cavitation aux pôles des agglomérats de noirs de carbone. Ainsi, l’amorçage d’une micro-fissure
s’effectue dès les premiers cycles de chargement.

Le Gorju Jago (2007) observe que le processus le plus endommageant n’est pas la cavitation près
d’une inclusion mais la cavitation entre deux inclusions, suffisamment proches et alignées avec l’axe
de sollicitation.

b Propagation

Les observations menées par Saintier (2001) tendent à montrer que 20% de la durée de vie est
nécessaire à l’apparition de défauts dont la taille avoisine les 120 µm. Le Cam (2005) note quant à
lui qu’à 25% de la durée de vie, le nombre de cavités issues de la décohésion entre les oxydes et la
matrice est sensiblement le même qu’aux premiers cycles, alors que le nombre de cavités au niveau
des agglomérats de noirs de carbone a nettement progressé. Le chargement cyclique favorise donc
l’amorçage de fissure au niveau des agglomérats de noirs de carbone, tandis que la décohésion des
oxydes est principalement fonction de niveau de chargement et non du nombre de cycles. L’auteur
montre aussi à 25% de la durée de vie l’existence d’une cavité dont la taille est supérieure à la taille
maximale des défauts : c’est donc une micro-fissure en phase de propagation. De même, Le Gorju
Jago (2007) estime que 80% de la durée de vie est consacrée à la propagation de micro-fissure. Le
phénomène de coalescence n’est observé qu’à la fin de vie.

Les analyses de ces trois auteurs démontrent qu’une grande partie, au moins 75%, de la durée de
vie d’une structure est consacrée à la propagation d’une micro-fissure en une macro-fissure facilement
détectable.

Le Cam (2005) décrit un faciès de rupture et distingue quatre zones (FIG. 8.13) :

Zone A : zone elliptique contenant le défaut situé à proximité de la surface de l’éprouvette ; notons
que la création de cette zone correspond à la majeure partie de la durée de vie (jusqu’à
l’image 4 de la figure 8.14) ;

Zone B : partie rugueuse avec la présence d’arrachements, d’abord de petite taille puis grossissant et
se redressant au fur et à mesure de l’avancement de la fissure et donc de l’augmentation des
contraintes en fond de fissure ;

Zone C : stries de fatigue caractéristiques de ruptures sous chargement monotone (une strie se forme
en un cycle) ;

Zone D : rupture sous chargement monotone du ligament final.

Grâce à des expériences de micro-découpe du fond de fissure suivies par microscopie électronique,
l’auteur propose un mécanisme de propagation de fissure expliquant la formation des arrachements
(paragraphe 8.2.2). L’auteur explique aussi la formation des stries de fatigue par la rupture fragile des
zones elliptiques causée par un fort niveau de contrainte. Ces ruptures créent des surfaces libres se
présentant sous la forme de stries.

c Définition de la fin de vie

Le mécanisme d’endommagement des élastomères commence avec l’initiation d’une micro-fissure,
se propageant jusqu’à une taille critique et entraînant la ruine de l’éprouvette. Nous devons donc dis-
cuter de la définition de la durée de vie expérimentale d’une structure. Le critère le plus simple est
la rupture totale de la structure (Cadwell et al., 1940). Toutefois, cette méthode ne permet pas de re-
monter à une caractéristique intrinsèque au matériau car elle dépend de la géométrie de la pièce et du
chargement. De plus, cette méthode n’est pas satisfaisante dans une démarche de dimensionnement où
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FIGURE 8.13 – Description générale d’un faciès de rupture pour un essai de traction répétée (Le Cam,
2005).
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FIGURE 8.14 – Etapes de croissance d’une fissure sur un essai de traction répétée piloté en déplace-
ment et suivi de la raideur et du critère expérimental de fin de vie (Ostoja-Kuczynski et al., 2003).

l’objectif est de garantir la fonction du composant pendant sa durée de vie. Enfin elle allonge parfois
inutilement les essais. La définition de la fin de vie comme l’instant où un paramètre (effort (Mars,
2001) ou déplacement (Dong et al., 2004)) atteint un seuil de décroissance ou de croissance est facile
à mettre en œuvre. Ce critère définit un ratio entre la taille de fissure et la section utile, mais est très
discutable pour des matériaux fortement viscoélastiques. Une troisième proposition est de définir la
fin de vie à l’apparition d’une fissure d’une taille déterminée. La taille de la fissure doit faire l’objet
d’un compromis entre la représentativité de la ruine de la structure et les mécanismes d’amorçage
microscopiques.

Ostoja-Kuczynski et al. (2003) propose une méthode qui fait la synthèse de ces deux dernières
approches. Elle est fondée sur la décroissance de la raideur apparente de la pièce

K(N) =
Fmax(N)

Lmax(N)
(8.6)

et correspond aussi à une fissure d’une certaine taille. En effet, la décroissance de cette raideur est
liée à deux phénomènes distincts : la viscoélasticité du matériau et la croissance d’une fissure. La
décroissance visqueuse est bien représentée par une relation logarithmique

K(N) = A log(N) + B (8.7)

avec A et B des constantes. Cette relation implique que le terme N dK
dN est constant. Ainsi, la fin de

vie est-elle définie comme le moment à partir duquel cette relation n’est plus vérifiée, c’est-à-dire à
partir du moment où la propagation d’une fissure prend le pas sur les phénomènes visqueux. Ostoja-
Kuczynski et al. montre que si ce critère correspond à l’amorçage d’une fissure d’environ 2 mm pour
l’AE42 (étape 4 sur la figure 8.14), il permet surtout de détecter un rapport taille de fissure sur section
utile. Le moment d’amorçage détecté, la fissure va rapidement se propager dans le volume et conduire
à la rupture de l’éprouvette, ce qui conforte l’idée d’un critère représentatif de la fin de vie.

Dans la suite de ces travaux, c’est ce critère qui sera utilisé pour définir la fin de vie expéri-
mentale.
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Raoult (2007) propose d’affiner ce critère en calculant directement le rapport entre la surface de
la fissure S f et la surface utile S0. La raideur apparente de la pièce s’écrit alors

K(N) = K0 (1 + α ln N)

(
1− S f

S0

)
. (8.8)

Le rapport entre les surfaces s’obtient directement par

S f

S0
= 1− K(N)

K0 (1 + α ln N)
(8.9)

où α est déterminé dans la structure sans fissure

α =

(
K(N)

K0
− 1
)

1
ln N

. (8.10)

La fin de vie est ainsi directement donnée par le rapport entre la taille de la fissure et la surface
utile. L’intérêt de cette démarche est de pouvoir comparer les résultats en fatigue pour des structures
différentes.

8.3.2 Intégration d’une loi de fissuration

La durée de vie d’une structure est déterminée par le temps nécessaire à une fissure pour atteindre
une taille critique menant à la ruine de la structure. Nous avons vu que dès les premiers cycles de
fatigue, des micro-fissures apparaissent dans le matériau. Il est donc possible d’intégrer une loi de
fissuration (Gent et al., 1964) pour déterminer le nombre de cycles nécessaires N f pour qu’un défaut
de taille initiale a0 se propage et atteigne une taille critique a f :

N f =
∫ a f

a0

dN
da

da . (8.11)

L’intégration de la loi de propagation peut s’effectuer en suivant les différents régimes, mais nous
proposons dans l’exemple suivant d’utiliser une loi puissance :

N f =
∫ a f

a0

1
BTC da . (8.12)

Pour des géométries simples, l’énergie de déchirement T est connue. Utilisons par exemple une éprou-
vette de traction uniaxiale entaillée où l’énergie de déchirement est donnée par T = 2kWa. Le nombre
de cycles nécessaires à la croissance de la fissure s’écrit donc :

N f =
∫ a f

a0

1
B(2kWa)C da =

1
C− 1

1
B(2kW)C

(
1

aC−1
0

− 1
aC−1

f

)
. (8.13)

Dans le cas où la taille du défaut initial est petite par rapport à la taille du défaut final, l’expression se
simplifie :

N f = DW−C où D =
1

C− 1
1

B(2kW)C
1

aC−1
0

et C > 1 . (8.14)

Cette dernière équation donne la relation entre la durée de vie de la structure N f et l’énergie de
déformation W en fonction de la taille du défaut initial. Cette relation se représente par une droite de
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pente −C dans un diagramme en échelle logarithmique. La pente de la courbe de Wöhler est donc
seulement fonction de la loi de propagation, tandis que sa position est liée à la taille des défauts :
au premier ordre, la durée de vie est inversement proportionnelle à la taille du défaut initial. Ostoja-
Kuczynski (2005) montre par exemple que la dispersion obtenue sur les durées de vie dans un essai
de fatigue peut s’expliquer par la dispersion de la taille des défauts.

Cette méthode donne de bons résultats pour des essais de traction uniaxiale sur lanières (Gent
et al., 1964) : la pente estimée de la droite correspond à celle mesurée et la taille des défauts ini-
tiaux est de l’ordre de grandeur des imperfections de surfaces présentes sur les bords de découpe de
l’éprouvette. Elle est cependant mise en défaut par Roberts et Benzies (1977) qui étudient des cas de
distorsion différents avec des sollicitations uniaxiales et biaxiales.

Fondée sur la modélisation du phénomène physique de propagation de fissure, cette méthode se
heurte à plusieurs difficultés :

– détermination de la taille initiale du défaut ;
– calcul de l’énergie de déchirement pour le cas général ;
– validité de la modélisation quand les essais de propagation sont à l’échelle macroscopique alors

que la propagation d’un défaut se fait à l’échelle mésoscopique ;
– incapacité à prendre en compte les différents états de distorsion.

8.3.3 Utilisation de la mécanique de l’endommagement

La mécanique de l’endommagement est fondée sur la modélisation de l’endommagement du ma-
tériau, c’est-à-dire une détérioration progressive de la matière menant à l’amorçage d’une fissure
macroscopique (Lemaitre et Chaboche, 1985). L’endommagement en fatigue des élastomères corres-
pond à la création et au développement de cavités, fissures. Cet endommagement est représenté dans
le cadre des matériaux standards généralisés par une variable interne d’endommagement D. Lorsque
le matériau est vierge, D vaut 0. La valeur de 0 < D < 1 caractérise l’état d’endommagement. Un
endommagement égal à 1 signifie l’amorçage macroscopique d’une fissure. La variable d’endomma-
gement représente une densité surfacique de discontinuité et conduit directement à la définition de
contrainte effective, c’est-à-dire à la contrainte rapportée à la section qui résiste effectivement aux
efforts. Cette contrainte effective T0 est ainsi reliée à un tenseur des contraintes T par

T0 =
1

1− D
T . (8.15)

Dans l’hypothèse où l’endommagement est isotrope, l’évolution de la variable d’endommagement est
gouvernée par la loi d’évolution

Ḋ =
∂φ∗

∂Y
(8.16)

où φ∗ est le potentiel de dissipation et Y le taux de restitution élastique donné par Y = − ∂We
∂D (We est

la densité d’énergie élastique). La force thermodynamique Y associée au dommage est donc l’énergie
élastique libérée par accroissement de micro-fissures, qui n’est autre que la définition du taux de
restitution d’énergie donnée dans la mécanique de la rupture dans le cas élastique.

Wang et al. (2002) utilisent un potentiel de dissipation donné par Lemaitre et Chaboche (1985)
à deux coefficients matériau. Les résultats obtenus avec ce modèle pour des essais de traction uni-
axiale sont satisfaisants. Cantournet (2004) identifie l’endommagement sur la décroissance des efforts
maximaux. L’originalité de la modélisation de l’endommagement est de relier l’évolution du com-
portement à la durée de vie. Toutefois, les phénomènes visqueux très importants dans les matériaux
étudiés rendent difficile l’identification des paramètres seulement liés à l’endommagement.
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FIGURE 8.15 – Durées de vie pour un chargement d’amplitude constante (Cadwell et al., 1940).

8.4 Phénomène de renforcement en traction-traction

Dès les premières études en fatigue, un phénomène de renforcement du caoutchouc a été observé :
Cadwell et al. (1940) rapportent pour du caoutchouc naturel chargé au noir de carbone une augmen-
tation de la durée de vie avec la déformation minimale pour une amplitude de sollicitation constante,
puis une diminution lorsque le maximum de sollicitation approche de la limite à rupture monotone.

8.4.1 Définition - Diagramme de Haigh

Une première analyse de la littérature indique que les définitions et les représentations du renfor-
cement en traction-traction sont nombreuses. Ainsi, Cadwell et al. (1940) tracent-ils à iso-amplitude
la relation entre la durée de vie et la déformation minimale (FIG. 8.15).

Nous proposons d’adopter la représentation des résultats en amorçage dans un diagramme de
Haigh : lignes iso-durée de vie tracées dans l’espace chargement moyen - amplitude de chargement
(FIG. 8.16). Cinq zones fonctions du rapport de charge R = Min/Max sont définies :

Zone I : compression - compression ;

Zone II : compression répétée ;

Zone III : traction-compression ;

Zone IV : traction répétée ;

Zone V : traction-traction.

Un matériau non-renforçant est défini par des lignes iso-durée de vie de pente −1 dans l’espace
traction-traction. Pour ce mémoire de thèse, nous faisons le choix de distinguer parmi les matériaux
ceux dont la durée de vie à amplitude de chargement constante augmente avec le minimum de ceux
dont la durée de vie n’augmente pas mais se comporte mieux qu’un matériau non-renforçant. Les pre-
miers sont appelés matériaux renforçant (pente comprise entre 0 et 1), les seconds matériaux partielle-
ment renforçant (pente comprise entre -1 et 0). L’existence d’un seuil de renforcement est démontrée
pour certains matériaux : le changement dans la durée de vie n’a lieu qu’à partir d’un seuil sur le
minimum.
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(I) R>0

(II) R=oo

(III) R<0

(IV) R=0

(V) R>0

Materiau non-renforcant

Materiau renforcant

Materiau
partiellement
renforcant

Chargement moyen

Amplitude de
chargement

Lignes iso-duree
de
vie

FIGURE 8.16 – Diagramme de Haigh.

Nous pouvons noter que le choix de la grandeur (effort ou déplacement) à partir de laquelle sont
définies les moyennes et les amplitudes peut mener à la définition de matériau renforçant ou partiel-
lement renforçant. Cet aspect est causé par les non-linéarités de comportement et du passage global-
local.

Parallèle avec les métaux
Le diagramme de Haigh est souvent tracé en contraintes pour les métaux. Différentes modélisa-

tions existent pour représenter la limite d’endurance dans ce diagramme (FIG. 8.17) :
– la droite de Goodman d’équation σa = σD

(
1− σm

Rm

)
;

– la droite de Soderberg d’équation σa = σD

(
1− σm

Re

)
;

– la parabole de Gerber d’équation σa = σD

(
1−

(
σm
Rm

)2
)

;

avec σD l’amplitude de contrainte à moyenne nulle, Re la limite élastique et Rm la résistance à la
traction.

8.4.2 Classement des matériaux

Nous proposons dans le tableau 8.1 une synthèse non-exhaustive des essais disponibles dans la
littérature. Nous pouvons en tirer les conclusions suivantes :

– le caoutchouc naturel chargé ou non-chargé est renforçant ;
– le caoutchouc synthétique non-chargé est non-renforçant en amorçage et renforçant en propa-

gation ;
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FIGURE 8.17 – Représentation de la droite de Goodman, de la droite de Soderberg et de la parabole
de Gerber dans un diagramme de Haigh.

Source Matériau Charge Renforçant
Approche en amorçage
(Cadwell et al., 1940) NR ndc oui
(Beatty, 1964) NR ndc oui
(Saintier, 2001) NR ndc oui
(Gent, 1992) NR non oui
(Abraham et al., 2005) SBR et EPDM ndc oui
(Robisson, 2000) SBR silice oui
(Beatty, 1964) SBR ndc partiellement
(Fielding, 1943) SBR ndc non
(Abraham et al., 2005) SBR et EPDM non non
Approche en propagation
(Bathias et al., 1997) NR ndc oui
(Mars et Fatemi, 2003) NR ndc oui
(Lindley, 1973) NR non oui
(Lindley, 1974) SBR non oui

TABLE 8.1 – Classement des matériaux pour leurs propriétés renforçantes.
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– la littérature est contradictoire quant au caractère renforçant d’un caoutchouc synthétique chargé.
Ces deux dernières conclusions doivent être nuancées par le fait qu’il est difficile de produire une étude
comparative : les matériaux ou conditions d’essais sont différents selon les articles. Ces conclusions
restent donc des questions ouvertes de la littérature.

8.4.3 Explications du renforcement

a Parallèle avec des essais statiques

Contrairement au paragraphe 8.1.2, nous parlons ici de renforcement sous des conditions de char-
gement non-relaxant cyclique. Toutefois, nous pouvons établir un lien très fort entre des essais sta-
tiques et des essais cycliques non-relaxant. En effet, nous avons vu que le renforcement et le phéno-
mène de knotty-tearing étaient liés à la création de zones anisotropes en fond de fissure ou dans tout le
volume à cause de la cristallisation et/ou des charges renforçantes. Pour un chargement non-relaxant,
il est légitime de penser que ces structures anisotropes ne disparaîtront pas faute d’un passage relaxant
et donc que les mécanismes de propagation peuvent être sensiblement équivalents.

b Description de la propagation

Pour les matériaux cristallisables
La capacité du matériau à cristalliser sous contrainte est une condition suffisante pour observer

un renforcement en traction-traction, puisque le caoutchouc naturel est toujours renforçant et qu’il
n’existe pas, à notre connaissance, de matériau cristallisable non-renforçant. Plusieurs mesures (Lee
et Donovan, 1987; Trabelsi et al., 2002) de cristallinité locale en fond de fissure ont montré l’existence
d’une zone cristalline. La présence et le taux de charge ont un effet bénéfique sur la taille de la zone
cristalline et sur le taux de cristallinité (Lee et Donovan, 1987). Cette cristallisation sous contrainte en
fond de fissure se caractérise par l’existence de cristallites se développant dans la direction de traction
et implique une très forte anisotropie locale. Ces cristallites jouent le rôle de charges renforçantes
et obligent la fissure à s’émousser (FIG. 8.18). Ce phénomène de "branching" est aussi observé par
Saintier (2001).

Cette capacité à cristalliser est bénéfique en fatigue car elle ralentit la propagation des fissures.
Toutefois, elle n’est pas nécessaire au renforcement.

Pour une sollicitation non-relaxante, Saintier (2001) met en évidence un phénomène de bifurcation
et de branchement de fissures, ce qui n’est pas le cas pour une sollicitation relaxante. L’auteur attribue
cette bifurcation à l’existence d’une forte anisotropie en fond de fissure associée à la cristallisation :
la phase cristalline est maintenue entre les cycles car le matériau n’est pas déchargé.

Pour les matériaux non-cristallisables
Pour les matériaux synthétiques qui ne cristallisent pas, la littérature montre qu’il peut y avoir ren-

forcement en traction-traction dans certains cas en présence de charges. Robisson (2000) attribue ce
renforcement à un alignement des chaînes polymères, amplifié par la présence de charges. Abraham
et al. (2005) observent aussi un renforcement sur un EPDM chargé mais ne propose pas d’interpréta-
tion. Notons que les contradictions relevées précédemment dans la littérature pourraient s’expliquer
par la différence des propriétés d’interaction charges-matrice entre les matériaux étudiés.

Discussion
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FIGURE 8.18 – (a) La fissure est fermée ; (b) la fissure est ouverte ; (c) les chaînes s’alignent en fond de
fissure et forment une cristallite qui se développe dans la direction de traction ; (d) la fissure branche
pour contourner la cristallite.

Pour conclure, nous pouvons affirmer que le caractère cristallisable implique le renforcement en
traction-traction. Ce renforcement pourrait être expliqué par une forte anisotropie en fond de fis-
sure causée par la cristallisation induite par déformation. Ce phénomène est d’autant plus marqué en
traction-traction que la structure cristalline se maintient entre les cycles faute d’une décharge suffi-
sante du matériau.

La présence de charges permet à des caoutchoucs synthétiques de montrer dans certains cas un
renforcement ou renforcement partiel. Ce renforcement reste néanmoins moins important que pour
un caoutchouc naturel et pourrait s’expliquer par un alignement des chaînes sous contraintes, amplifié
par les charges.

Enfin, ces observations sont cohérentes avec les observations sur la propagation statique. En effet,
dans les deux cas, les structures renforçantes (cristallisation, alignements) ne disparaissent pas et
gouvernent les mécanismes de propagation.

8.5 Influence de la température

8.5.1 État de l’art

Dès les premières études sur la fatigue des élastomères, l’influence de la température est étudiée.
Pour du caoutchouc naturel chargé au noir de carbone, Cadwell et al. (1940) constatent que la durée
de vie à un même niveau de déformation est maximale aux alentours de 0˚C (FIG. 8.19). La durée
de vie entre la température ambiante et 60˚C est environ divisée par dix. Notons que la température
relevée est celle de l’enceinte et non la température réelle de l’éprouvette qui devrait être plus élevée
à cause de l’autoéchauffement.

Concernant la propagation de fissure à chaud (Greensmith et Thomas, 1955; Greensmith, 1956;
Lake et Lindley, 1964; Young, 1986; Gent et al., 1991; Young et Danik, 1994), nous retiendrons ces
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FIGURE 8.19 – Influence de la température sur
la durée de vie (Cadwell et al., 1940).

FIGURE 8.20 – Affaiblissement d’un caou-
tchouc non cristallisable non chargé sous solli-
citations monotones (Gent et al., 1991).

deux idées principales : pour un élastomère non-cristallisable (caoutchouc synthétique), la vitesse de
fissuration augmente fortement avec la température (non chargé FIG. 8.20 et chargé FIG. 8.21). Pour
un élastomère cristallisable sous contrainte (caoutchouc naturel), la vitesse de fissuration augmente
faiblement avec la température (chargé FIG. 8.21). La diminution de la durée de vie est aussi observée
pour un matériau non chargé (FIG. 8.22).

Les études récentes en amorçage commencent avec Lu (1991). L’auteur trace des courbes de
Wöhler pour cinq températures d’enceinte allant de -50˚C à 80˚C (FIG. 8.23). À même niveau de
déformation, la durée de vie est divisée par un facteur variant entre 5 et 40 entre 0˚C et 80˚C, selon
l’élastomère. Cependant, il semble que la durée de vie soit sensiblement la même entre 20˚C et 50˚C ;
il existerait donc un seuil en température à partir duquel la durée de vie diminue. La pente de la courbe
de Wöhler ne semble pas être influencée par la température.

Des courbes de Wöhler pour trois températures (23, 60 et 90˚C) sont aussi tracées par South (2001)
pour un caoutchouc naturel chargé au noir de carbone à 65 phr pour des durées de vie assez faibles
(de 100 à 50000 cycles). L’analyse de ces courbes figure 8.24 indique que leur pente ainsi que leur
position dans un diagramme logarithmique sont fonctions de la température.

Flamm et Weltin (2002) observent qu’une augmentation de 10˚C en température de peau entraîne
une réduction de la durée de vie de 20% dans la gamme 30-50˚C. L’auteur propose alors de prendre
en compte la température pour étudier des essais de cumul et ainsi tenir compte de la différence de
température entre les types d’essais. Le cumul est ici linéaire avec la loi de Miner.

Les travaux de Kerchman et Shaw (2003) sur la propagation marquent une avancée car les auteurs
s’intéressent à la température en front de fissure. Les mesures par thermographie infrarouge et des
calculs numériques d’autoéchauffement sont les fondements de leurs travaux. Ils corrèlent ainsi la
direction de propagation avec la zone la plus chaude. La prise en compte de l’autoéchauffement permet
d’expliquer la direction privilégiée de propagation pour une fissure non-débouchante.

Bathias et al. (1997) constatent dans le cas d’un rapport de charge positif que la vitesse de propa-
gation augmente aussi avec la température pour un caoutchouc naturel chargé au noir de carbone. Le
seuil de renforcement quant à lui diminue.
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FIGURE 8.21 – Influence de la température sur
la vitesse de propagation pour des caoutchoucs
chargés au noir de carbone (Beatty, 1964).

FIGURE 8.22 – Influence de la température
sur la durée de vie d’un SBR non chargé (•)
et d’un NR non chargé (+) (Lake et Lindley,
1964).

FIGURE 8.23 – Influence de la température re-
présentée dans un diagramme de Wöhler en
déformation logarithmique pour un NR chargé
au noir de carbone (Lu, 1991).

FIGURE 8.24 – Influence de la température re-
présentée dans un diagramme de Wöhler en
contrainte pour un NR chargé au noir de car-
bone (South, 2001).
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8.5.2 Quelle température choisir ?

Plusieurs températures sont envisageables afin d’analyser un essai de fatigue :

1. une température mesurée lors de l’essai (enceinte, peau) ;

2. une température représentative pour la fatigue (température au point d’amorçage, en fond de
fissure), mais qui est souvent difficilement accessible.

Constatant que l’amorçage a presque toujours lieu sous la peau de ses éprouvettes, Ostoja-Kuczynski
et al. (2003) choisit la température de peau pour l’analyse des essais. En effet, pour des éprouvettes
massives avec un fort autoéchauffement, la température d’enceinte n’est pas représentative de la tem-
pérature vue réellement par le matériau en peau ou à cœur. D’un point de vue physique, la température
qui semble la plus pertinente est la température au lieu d’amorçage ou de propagation de la fissure.
Toutefois, cette température est difficilement mesurable expérimentalement et ne peut être estimée
qu’avec l’aide d’un calcul numérique d’autoéchauffement.

8.5.3 Discussion

a Sur les mécanismes de propagation

Nous avons dans le début de ce chapitre insisté sur la description des mécanismes de propaga-
tion. En effet, nous pouvons supposer que l’effet de la température dans la propagation d’un NR sera
double. D’une part, avec la diminution du taux de cristallisation avec la température (voir premier cha-
pitre), la résistance du fond de fissure diminuera sensiblement avec la température. Puis, à partir de la
température de fusion où la cristallisation induite par déformation ne sera plus possible, le mécanisme
de propagation sera proche d’un matériau non-cristallisable et sa résistance très affaiblie.

De plus, l’étude des faciès de rupture pourrait déterminer des changements dans les mécanismes
de propagation en fonction de la température. La présence d’arrachements ou de zones lisses pourrait
être caractéristique de la présence ou non de cristallisation.

b Sur le renforcement en traction-traction

Pour les mêmes raisons que ci-dessus, la disparition progressive de la cristallisation induite par
déformation avec la température diminuera les propriétés de renforcement en traction-traction de notre
matériau. Encore une fois, l’analyse des faciès de rupture pourrait permettre de caractériser l’effet de
la température.

8.6 Dégradations autres que mécaniques - Vieillissement

Plusieurs phénomènes autres que mécaniques dégradent le matériau au cours de sa vie. Le terme
de vieillissement englobe ainsi les dégradations par l’oxygène, l’ozone ou la température. Notons que
la température est très souvent un accélérateur de ce vieillissement, caractérisé par une rigidification
et une fragilisation du matériau. Ces dégradations n’ont pas été étudiées lors de ces travaux, mais nous
proposons dans cette section une brève revue de ces phénomènes car ils définissent parfois la limite
d’utilisation des matériaux en température et peuvent expliquer certains phénomènes observés durant
nos essais.
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FIGURE 8.25 – Effet du temps de vieillisse-
ment à 100˚C sur la propagation de fissure d’un
caoutchouc naturel non-chargé (vulcanisation
conventionnelle) (Kim et al., 2004).

FIGURE 8.26 – Comparaison des vitesses de
propagation avant et après vieillissement de 72
heures à 100˚C dans l’air et dans de l’azote
pour un caoutchouc naturel chargé (vulcanisa-
tion conventionnelle) (Kim et al., 2004).

8.6.1 Influence du vieillissement sur la propagation de fissure

Les travaux de Kim et Lee (1994) portent sur l’effet du vieillissement sur la propagation d’un
caoutchouc naturel (SMR, Standard Malaysian Rubber) non-chargé et chargé à 40 phr au noir de
carbone N330. Les résultats (FIG. 8.25 et 8.26) indiquent que la vitesse de propagation augmente d’un
facteur 10 à 1000 avec le vieillissement tant pour le caoutchouc non-chargé que chargé. De plus, la
relation entre la vitesse de propagation et l’énergie de déchirement évolue : la relation linéaire dans un
diagramme logarithmique n’est plus valide à partir d’une certaine valeur de l’énergie de déchirement.
Ces deux constats laissent penser qu’en termes d’amorçage, la position et la pente des courbes de
Wöhler évolueront avec le vieillissement.

Des mesures de densité de réticulation montrent les changements causés par le vieillissement :
augmentation de la densité de réticulation, changement du type de réticulation.

Enfin, le vieillissement dans de l’azote influence très peu la vitesse de propagation, ce qui laisse
penser que c’est l’oxydation qui diminue principalement les propriétés en fatigue du caoutchouc na-
turel.

8.6.2 Influence du vieillissement sur l’amorçage de fissure

Une étude assez complète (Choi et al., 2005) a récemment déterminé les conséquences du vieillis-
sement sur le comportement, la dureté et l’endurance d’un caoutchouc naturel. Après vieillissement,
le matériau est plus raide surtout aux grandes élongations. Ce raidissement est corrélé à une augmenta-
tion de la dureté. Une modélisation est proposée afin d’estimer la dureté en fonction de la température
et de la durée du vieillissement. Ces observations sont tout à fait cohérentes avec l’augmentation de
densité de réticulation généralement observée lors du vieillissement (Kim et Lee, 1994). En effet, cette
densification du réseau entraîne l’augmentation du nombre moyen de chaînes (le N du modèle statis-
tique) et donc l’augmentation de la raideur aux faibles déformations. Cette densification entraîne aussi
la diminution de la taille moyenne de ces chaînes et donc de leur limite d’extensibilité, augmentant
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FIGURE 8.27 – Durée de vie d’éprouvettes
sablier non-vieillies et vieillies (Choi et al.,
2005).

FIGURE 8.28 – Durée de vie d’éprouvettes
sablier en fonction de la dureté IRHD pour
le même déplacement maximal (Choi et al.,
2005).

ainsi le raidissement aux grandes déformations.
Les résultats en fatigue de cette étude (Choi et al., 2005) démontrent que le vieillissement diminue

l’endurance du matériau. Pour un vieillissement d’environ 3 300 heures à 90˚C, les durées de vie sont
réduites d’un facteur 100 pour leurs essais de glissement simple (apparition d’une fissure de 3 mm) et
d’un facteur 10 (voir figure 8.27) pour la traction uniaxiale sur une éprouvette sablier (diminution de
la raideur de 50%, exprimant l’atteinte d’une taille critique pour la fissure).

Le deuxième résultat très intéressant est l’étude de la diminution de la durée de vie en fonction
du vieillissement exprimée par une mesure de la dureté. Les points expérimentaux de la figure 8.28
montrent l’existence d’un seuil à partir duquel le vieillissement affecte la durée de vie. Les auteurs
modélisent à partir de ce seuil l’effet du vieillissement sur la durée de vie comme suit :

Ni = exp(C1G + C21IRHD + C22) (8.17)

où G est la grandeur locale prédictive de la durée de vie et IRHD est la mesure de dureté. Notons que
le paramètre C1 reste constant bien qu’il semble évoluer, comme par exemple sur la figure 8.27 (pente
de la droite).

Une autre étude récente (Woo et Kim, 2006) montre que pour un NR cette fois-ci chargé au noir
de carbone, la durée de vie est divisée par 10 pour un vieillissement de 90 jours à 85˚C (FIG. 8.29).
Les auteurs montrent que la grandeur déformation de Green-Lagrange εGL rapportée à la déformation
à rupture εEB est une grandeur représentative de la durée de vie (FIG. 8.30).

Azura et al. (2003) ont étudié l’influence du vieillissement sur la capacité d’un caoutchouc naturel
à cristalliser sous contrainte. Leurs conclusions sont les suivantes : le vieillissement diminue le taux
de cristallinité et de ce fait, diminuerait la résistance à la rupture.

8.6.3 Dégradation par l’oxygène et l’ozone

Les deux phénomènes les plus importants sont l’oxydation et la dégradation par l’ozone. L’oxy-
gène réagit avec les radicaux libres des chaînes et produit des radicaux peroxydes. Cette dégradation

3. Ces valeurs sont estimées à partir de la dureté mesurée à 72.5 IRHD.
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FIGURE 8.29 – Effet du vieillissement sur la
durée de vie pour du NR chargé à 55 phr de
noir de carbone (Woo et Kim, 2006).

FIGURE 8.30 – La grandeur εGL/εEB est re-
présentative de la durée de vie (Woo et Kim,
2006).

se propage aux chaînes voisines et se traduit par une dégradation du caoutchouc naturel. L’oxydation
diminue le seuil de la vitesse de propagation et diminue aussi la résistance à l’avancement de fissure
(Lake et Lindley, 1965). La présence d’agents antioxydant dans les formulations permet de réduire
les effets néfastes de l’oxydation.

L’ozone attaque le caoutchouc naturel et provoque la rupture par clivage des doubles liaisons
C=C. De même, l’ozone (Gent et McGrath, 1965; Gent et Hirakawa, 1967) diminue la résistance à
l’avancement de fissure.

8.6.4 Dégradation à haute température

Shaw et al. (2005) ont étudié le comportement à haute température (plus de 100˚C) d’un caou-
tchouc naturel chargé. Leurs conclusions rejoignent celles de la littérature sur le sujet : des change-
ments microstructuraux ont lieu à haute température, comme la scission du réseau macromoléculaire
ou des points de réticulation. Ces scissions sont causées par une agitation thermique excessive et/ou
une oxydation. Lors d’essais de relaxation à haute température, la contrainte se relaxe jusqu’à devenir
nulle (temps caractéristique de l’ordre de la dizaine d’heures). L’éprouvette ainsi sollicitée présentait
après un retour à température ambiante des déformations résiduelles, attribuées par la formation d’un
nouveau réseau de réticulation.

Ces phénomènes ont lieu à des températures extrêmes, censées ne pas être atteintes pour les com-
posants automobiles. Nous n’étudierons donc pas le comportement à très haute température et nous
verrons par la suite que les résultats d’essais à 100˚C pourraient refléter cette dégradation thermique.

8.7 Conclusions

L’étude des mécanismes de fatigue dans les élastomères a montré que dès les premiers cycles de
chargement, des micro-fissures ou défauts s’amorcent. Une grande partie de la durée de vie d’une
structure est alors consacrée à la propagation de cette micro-fissure en une macro-fissure détectable.
Cette macro-fissure va atteindre une taille critique et provoquer la ruine de la structure : c’est l’amor-
çage macroscopique. Les mécanismes de propagation proposés dans la littérature différencient les
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matériaux cristallisables et non-cristallisables. Dans les premiers, une structure cristalline composée
de filaments orientés dans la direction de traction assure la résistance du fond de fissure à la propa-
gation. Dans les seconds, la propagation se fait selon une ligne de déchirement et la fissure avance
plus rapidement, car elle ne rencontre pas de structure renforçante. Ainsi voyons-nous que les deux
approches en propagation et en amorçage s’enrichissent l’une et l’autre. Dans la suite de l’étude
qui sera effectuée en amorçage macroscopique, la fin de vie sera définie par le critère proposé par
Ostoja-Kuczynski et al. (2003), exprimant le fait que la surface cumulée des fissures présentes dans le
matériau atteint une taille critique menant rapidement à la rupture totale.

Nous avons proposé une définition du phénomène de renforcement en traction-traction permettant
de distinguer les matériaux renforçants (leur durée de vie augmente avec le minimum à iso ampli-
tude) de ceux partiellement renforçants (leur durée de vie diminue avec le minimum à iso amplitude
mais reste supérieure à celle d’un matériau non-renforçant). Cette double définition permet d’analyser
plus finement la littérature et ses contradictions : les matériaux cristallisables sont renforçants, les
non-cristallisables chargés sont partiellement renforçants et les non-chargés sont non renforçants. La
cristallisation sous contrainte joue ici un rôle très important. Sachant que la température diminue la
capacité à cristalliser, nous chercherons à mettre en évidence dans les essais de fatigue une diminution
du phénomène de renforcement avec la température pour les matériaux cristallisables.

Concernant l’influence de la température sur la durée de vie, la littérature est formelle : augmenter
la température diminue la durée de vie. Nous pouvons garder en mémoire l’ordre de grandeur : une
durée de vie divisée par dix lorsque la température passe de l’ambiant à plus de 80˚C. L’existence
d’une température seuil (vers 60˚C) à partir de laquelle la durée de vie diminue significativement pour
le matériau d’étude est soulevée mais n’est pas démontrée. Nous allons donc étudier ce phénomène
au chapitre suivant. Notons que nous nous intéressons à la température au point critique qui prend en
compte l’autoéchauffement.

Le vieillissement peut avoir un effet catastrophique sur la tenue en fatigue de certains matériaux.
Ce vieillissement constitue parfois les bornes de notre étude.
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Chapitre 9

Proposition d’un modèle de fatigue
thermomécanique

Ce chapitre décrit un modèle de fatigue thermomécanique, fondé sur
une large base expérimentale d’essais d’endurance.
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Nous avons représenté sur la figure 9.1 une démarche de détermination de la durée de vie, ou
d’un équivalent fatigue. À partir de la connaissance de la sollicitation thermomécanique 1, l’histoire
de chargement des variables locales est estimée à l’aide d’un calcul EF. Dans l’approche en amorçage
que nous avons adoptée, l’objectif est de relier les durées de vie à la température et à une grandeur
scalaire. Cette grandeur locale E doit être prédictive de la durée de vie, c’est-à-dire qu’elle peut être
reliée de façon univoque pour une température au nombre N de cycles nécessaires à l’amorçage d’une
fissure. Ensuite, un cumul d’endommagement fondé sur un traitement de l’histoire de cette grandeur
permet d’estimer l’endommagement généré par tout le signal. Le cumul le plus simple est linéaire et
s’utilise avec une extraction de cycles par un comptage Rainflow. L’enjeu est de savoir si ce cumul
linéaire peut toujours s’appliquer dans le cas anisotherme.

Nous considérons dans ce mémoire que deux signaux sont dits équivalents en termes d’endomma-
gement s’ils conduisent à la détermination du même point critique (endommagement maximal) et si
les endommagements en ce point sont identiques. Cette définition pourrait être étendue, par exemple
lorsque plusieurs points critiques avec un endommagement proche existent dans une structure afin de
garantir le même endommagement en plusieurs points.

La première section de ce chapitre analyse la littérature afin d’adopter une grandeur sur laquelle se
fondera la suite de l’analyse. La partie la plus importante concerne la modélisation de la durée de vie.
À cette fin, de multiples essais d’endurance relaxants et non-relaxants en température ont été réalisés.
Les résultats sont présentés dans la deuxième section et nous proposons une modélisation des durées
de vie dans la troisième section. Finalement, nous discutons de l’hypothèse de cumul linéaire dans
deux cas : isotherme à plusieurs températures et anisotherme.

9.1 Les grandeurs locales prédictives de la durée de vie

De nombreuses propositions ont été formulées dans la littérature pour relier les durées de vie à
une grandeur scalaire. Les grandeurs naturelles sont liées à un premier constat : pour une sollicitation
uniaxiale non-renforçante, une fissure se développe dans un plan particulier : le plan perpendiculaire
à la direction la plus sollicitée.

9.1.1 Les grandeurs classiques

λmax La déformation principale maximale est un critère très classique de la littérature (Cadwell
et al., 1940). C’est une grandeur naturelle car il est souvent observé qu’une fissure s’amorce dans
le plan normal à la direction de sollicitation maximale : elle traduit l’élongation des chaînes dans la
direction la plus sollicitée. Cette grandeur présente l’avantage d’être facilement mesurable expérimen-
talement ou par un calcul par éléments finis. Elle donne une bonne corrélation entre les résultats en
fatigue des essais de traction/torsion (Mars et Fatemi, 2005), mais ne permet pas de prédire la diffé-
rence existant entre des essais uniaxiaux et biaxiaux (Roberts et Benzies, 1977), sauf dans le cas d’un
matériau non-cristallisable non-chargé.

σmax La contrainte principale maximale de Cauchy est aussi souvent utilisée (Saintier, 2001)
et traduit aussi l’amorçage de fissures dans le plan normal à la direction la plus sollicitée. L’utilisa-
tion de la contrainte induit l’absence d’effet de seuil pour le renforcement en traction-traction (voir

1. Comme le temps caractéristique thermique est grand par rapport au temps caractéristique mécanique pour les struc-
tures étudiées, nous pouvons considérer que les cycles mécaniques s’effectuent à température constante. Cette hypothèse
n’est pas exemple pas valide pour certaines applications métalliques (pièces moteur).
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Variables locales Calculs d’endommagement

σij

Calculs EF

Loi
d’endommagement
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FIGURE 9.1 – Détermination de l’endurance en fatigue d’une structure.

section 8.4) pour peu que le fluage soit modélisé. Dans le cas d’un matériau isotrope, une approche
en contrainte principale maximale donnera le même plan critique que la déformation. La différence
majeure provient du terme de pression hydrostatique qui pourrait avoir une influence sur la durée de
vie. Toutefois, cette grandeur est plus difficilement calculable car elle est étroitement liée à la loi de
comportement et à la capacité de celle-ci à prendre en compte les effets de raidissement et de pression
hydrostatique. De plus, il est difficile expérimentalement de caractériser l’influence de la pression.

W Nous avons vu que l’approche en propagation permettait sous certaines hypothèses (Lake et
Lindley, 1964) de relier directement l’énergie de déformation à la durée de vie. Si cette approche peut
donner de bons résultats concernant la prise en compte des effets de moyennes (Abraham et al., 2005),
elle ne donne pas d’information sur la direction de fissuration. De plus, cette grandeur ne permet pas
de corréler des essais de traction et de torsion (Mars et Fatemi, 2005; Raoult, 2005).

Lu (1991) propose l’énergie dissipée par cycle et rassemble ainsi dans une même tendance les
résultats pour trois élastomères différents. L’auteur exploite ainsi les relations entre l’énergie dissipée
et l’endommagement, bien que celles-ci soient difficilement qualifiables et quantifiables.

9.1.2 Les grandeurs liées à un mécanisme

Les grandeurs précédentes ne se fondent pas sur une description du phénomène d’amorçage ou
de propagation. Les approches suivantes supposent au contraire l’existence de défauts ou de micro-
fissures afin de proposer une grandeur intrinsèque.

Cavitation
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Gent et Lindley (1959) ont été les premiers à mettre en évidence l’apparition de la cavitation
dans le caoutchouc naturel. Le phénomène de cavitation au voisinage d’inclusions rigides a été ob-
servé par Gent et Park (1984). La modélisation de la cavitation a été effectuée par Ball (1982). Cette
modélisation a récemment été reprise par Diani (1999).

Densité d’énergie de fissuration
Considérant qu’il existe des défauts dans le matériau, Mars (2001) cherche une grandeur éner-

gétique représentative de l’avancée d’une fissure. La grandeur nommée "Cracking Energy Density"
(CED) s’interprète comme la part d’énergie de déformation dissipée lors de la croissance d’une micro-
fissure dans un plan matériel. L’auteur postule que la CED est égale au travail fourni pour déformer
une surface. Considérant une normale de surface n, l’effort qui s’exerce sur la facette définie par cette
normale est σ.n, et le taux de déformation de la facette 2 est d.n. Ainsi la puissance de cet effort est-
elle donnée par nT.σ.d.n. La CED est définie par l’incrément de travail de l’effort exercé sur cette
facette, soit 3

dWc(n) = nT.σ.d.n dt et Wc(n) =
∫ T

0
nT.σ.d.n dt . (9.1)

Cette énergie permet de définir par exemple différents plans critiques : le plan de Wc maximal ou le
plan admettant la variation ∆Wc maximale. Notons que l’écriture de Wc en configuration initiale par
Mars (2001) n’est pas pertinente car l’auteur transporte la normale à une surface comme un vecteur
matériel.

Finalement, l’auteur conclut (Mars et Fatemi, 2005) que la déformation principale maximale reste
la grandeur qui est la mieux corrélée avec les durées de vie expérimentales.

La contrainte configurationnelle
Verron et al. (2006) reprennent le concept de Mars (2001) d’une grandeur énergétique représen-

tative de l’avancée d’une fissure et proposent d’utiliser la mécanique d’Eshelby. Alors que les des-
criptions eulériennes et lagrangiennes sont des descriptions spatiales du mouvement, la mécanique
eshelbienne utilise la description matérielle : les forces configurationnelles ou matérielles sont conju-
guées à la variation d’une position matérielle. Cette description permet notamment de décrire les
forces s’exerçant sur des défauts.

Le tenseur d’Eshelby est défini par Σ = WI − C.Π. Soit une surface unitaire de normale lagran-
gienne N et une direction α ; le scalaire α.Σ.N est la variation d’énergie élastique au point considéré
due à la translation unitaire de la surface dans la direction α. Verron et al. (2006) proposent la grandeur
suivante :

Σ∗ =
∣∣∣min

[
(Σi)i=1,3 , 0

]∣∣∣ , (9.2)

où (Σi)i=1,3 sont les valeurs propres du tenseur d’Eshelby. Si Σ∗ = 0, le défaut microscopique
tend à se refermer. Sinon, il tend à se propager dans le plan de normale le vecteur propre associé
à Σ∗. Une originalité de cette grandeur est qu’elle représente de manière qualitative le phénomène
de renforcement en traction-traction pour la fatigue (Andriyana et Verron, 2007). Toutefois, l’analyse
d’Andriyana (2006) des essais de Mars (2001) montre que cette grandeur ne donne pas vraiment de
meilleurs résultats que les grandeurs classiques.

2. Tout comme Le Cam (2005), nous sommes réservés quant à la définition de cet incrément de déformation.
3. Notons que d dt = dε, afin de rester cohérent avec les notations de l’auteur.
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9.1.3 Multiaxialité, grandes déformations et loi d’endommagement

Si les critères classiques précédents donnent généralement de bons résultats pour les cas de char-
gements simples, il est souvent nécessaire d’analyser l’influence de l’état de distorsion, de la rotation
du repère principal ou des effets de cumul pour des essais complexes, par exemple bi-dimensionnel en
phase ou hors phase. Nous ne proposons pas ici une étude détaillée de ces essais, mais juste les pistes
de réflexion actuelles de la littérature.

a Multiaxialité ou influence de l’état de distorsion

Une grandeur multiaxiale est une grandeur permettant de prédire la durée de vie indépendamment
de l’état de distorsion, ou du trajet de chargement. Nous présentons deux approches de la littérature
utilisant des grandeurs développées pour les matériaux métalliques. Notons qu’elles ne se fondent pas
sur l’interprétation physique originale de ces grandeurs.

Saintier (2001) compare une adaptation du critère de Crossland à une approche par plan critique
avec la contrainte principale maximale, et conclut que l’adaptation du critère de Crossland ne permet
pas de prédire la durée de vie de manière satisfaisante. La différence observée entre les deux grandeurs
vient de la prise en compte des parties déviatorique et hydrostatique du tenseur des contraintes.

Récemment, Brunac et Leblond (2006) ont proposé une adaptation du critère d’endurance illimi-
tée de Dang Van (1971). L’idée est de ne garder du critère que la formulation mathématique. Ainsi, le
rayon R et le centre C de la plus petite hypersphère contenue dans l’espace du trajet de chargement
du tenseur des contraintes conjugués au tenseur des déformations de Hill droit (afin de garantir l’ob-
jectivité de la grandeur) déterminent la contrainte minimale C− R et maximale C + R au cours d’un
chargement. L’étude avec cette grandeur des essais de Mars et Fatemi (2005) semble donner de bons
résultats : leur grandeur calculée sur un cycle élémentaire du chargement semble être prédictive du
nombre de cycles à rupture.

b Rotation du repère principal

La rotation du repère principal lors d’une sollicitation uniaxiale est causée par les grandes défor-
mations. Par exemple, sous l’hypothèse des petites déformations, la direction associée à la contrainte
principale maximale en cisaillement fait un angle de 45˚ mais augmentera avec les grandes déforma-
tions. Ainsi, si un plan critique est défini par le maximum d’une valeur (par exemple la déformation ou
la contrainte principale), ce plan changera au cours d’un cycle de chargement. Saintier (2001) définit
la normale du plan critique comme la direction associée à la contrainte principale maximale et relève
sur des essais de torsion répétée l’angle du plan de fissuration. Une très bonne corrélation est trouvée
entre la direction prédite et celle relevée. Pour des essais de torsion alternée, la direction de fissuration
est verticale (Saintier et al., 2006). L’auteur explique ce phénomène par la compétition de la propaga-
tion dans deux directions symétriques par rapport à la verticale. Son propos est mis en valeur par des
essais de torsion répétée par blocs de 500 cycles à [0;−θ] et 500 cycles à [0;+θ]. Une propagation en
zig-zag est observée.

c Existence de cycles secondaires

Les critères en maximum ne prennent pas en compte les cycles secondaires existant lors d’un cycle
global de sollicitation, comme par exemple lors d’un essai de torsion alternée. En effet, en se plaçant
sur la direction matérielle voyant la plus grande élongation au cours du cycle, l’énergie de fissuration
(Mars, 2001) ou l’élongation (Raoult, 2005) présentent un deuxième maximum. La réduction de la
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durée de vie d’un essai de torsion alternée par rapport à un essai de torsion simple pourrait être
imputée à l’existence de ce deuxième cycle.

d Loi d’endommagement

Afin d’estimer la durée de vie d’une structure, il est nécessaire de connaître l’endommagement
produit par un chargement. À partir de courbes de Wöhler, un endommagement est associé à un cycle
de sollicitation et une loi de cumul donne l’endommagement de tout un signal. La loi la plus simple
est le cumul linéaire de Miner (Miner, 1945). L’endommagement d’un cycle est donné par l’inverse
du nombre de cycles à amorçage d’une courbe de Wöhler à cette sollicitation

Di =
1
Ni

. (9.3)

L’endommagement de tout le signal est donné par la somme des endommagements de tous les cycles

D = ∑
i

Di . (9.4)

Plusieurs auteurs (Flamm et Weltin, 2002; Steinweger et al., 2003; Flamm et al., 2003) ont validé
et utilisé l’hypothèse de cumul linéaire d’endommagement pour des signaux par blocs et variables.

Récemment, une étude (Harbour et al., 2008) sur des chargements multiaxiaux en traction-torsion
a montré que pour certains chargements, il est possible de calculer le plan de fissuration en appliquant
un cumul linéaire de la variable d’endommagement par plan. Les mêmes auteurs (Harbour et al., 2007)
ont aussi validé le cumul linéaire pour l’estimation des durées de vie.

9.1.4 Discussion

L’analyse de la littérature met en évidence une carence : celle de la représentation du phénomène
d’endommagement par fatigue. Les grandeurs les plus adaptées à la prédiction de la durée de vie
sont encore les grandeurs les plus classiques et les nouvelles approches se fondant sur l’existence de
défauts ne donnent pas de meilleurs résultats. Les axes de recherche actuels s’orientent vers une étude
fine des trajets de chargement locaux, incluant les effets de rotation du repère principal, cumul par
plan, ou prise en compte de la multiaxialité.

Les essais de notre étude sont des essais de traction relaxant et non-relaxant. Ainsi, nous ne discu-
terons pas de tous les effets cités ci-dessus. Nous utiliserons la déformation principale maximale
comme grandeur, car cette grandeur donne les meilleures corrélations de durée de vie (Raoult,
2005; Mars et Fatemi, 2005).

9.2 Essais de fatigue uniaxiale en température

9.2.1 Protocole expérimental

Le protocole expérimental est le suivant : l’éprouvette à tester est mise dans l’enceinte climatique
de l’essai pendant deux heures, le temps que l’éprouvette atteigne la température de consigne. Comme
l’éprouvette n’est pas fixée, la dilatation thermique se fait librement. Elle est fixée aux mors avant le
début de l’essai. Le contrôle des essais se fait en déplacement. Le critère utilisé pour la définition de
la fin de vie est celui proposé par Ostoja-Kuczynski et al. (2003) et présenté au paragraphe 8.3.1 c.
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FIGURE 9.2 – Influence de la température sur la déformation principale maximale lors d’un cycle pour
trois déplacements maximaux.

L’analyse du comportement montre qu’il est peu influencé par la température. Le seul fait mar-
quant est un raidissement observé à 85˚C et 100˚C pour les grandes durées de vie. Ce raidissement est
imputé au vieillissement. Des mesures de dureté de 65 pt en peau et 58 dans le volume de l’éprouvette
(56 sans vieillissement) confirment le vieillissement du matériau à 85˚C.

Nous avons choisi l’éprouvette AE2 pour ces essais, car elle présente un faible autoéchauffement
et permet ainsi de réaliser des essais à température presque uniforme à des fréquences raisonnables
(supérieures à l’Hertz). Les mesures de température en peau lors des essais de fatigue montrent que
nous pouvons raisonnablement négliger l’autoéchauffement dans ces essais. Ainsi, nous supposons
que la température de l’éprouvette est celle de l’enceinte.

9.2.2 Procédure d’analyse

Nous présentons les résultats d’essais en déformation principale maximale. Nous avons dans un
premier temps étudié l’influence de la mise en température de l’éprouvette (coefficient de dilatation
thermique de 2.2 10−4). Un calcul par éléments finis permet d’obtenir cette grandeur au point critique.
Les résultats sont présentés sur la figure 9.2 pour trois déplacements maximaux. Nous constatons que
l’écart est faible et ne dépasse pas 2%. C’est pourquoi dans la suite de l’étude nous présenterons les
résultats en fonction des grandeurs calculées à 23˚C.

9.2.3 Résultats

a Traction répétée

Nous traçons les résultats dans un diagramme représentant la durée de vie en fonction de la tempé-
rature à iso-sollicitation (FIG. 9.3). Le premier constat est que la durée de vie évolue peu jusqu’à 70˚C.
Ensuite, plus la sollicitation est importante, plus la durée de vie diminue avec la température. Ces deux
faits se retrouvent sur la courbe de Wöhler en déformation (fig. 9.4). En résumé, nous observons que :

– les durées de vie entre 5˚C et 70˚C sont sensiblement les mêmes ;
– les durées de vie diminuent nettement à 85˚C et 100˚C ;
– cette réduction de la durée de vie est plus importante aux fortes sollicitations.
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FIGURE 9.3 – Nombres de cycles à l’amorçage (moyenne logarithmique) en fonction de la température
pour les types de chargement (déplacement maximal en mm).

FIGURE 9.4 – Courbes de Wöhler en déformation pour 7 températures.

2 DÉCEMBRE 2014



ESSAIS DE FATIGUE UNIAXIALE EN TEMPÉRATURE 197

FIGURE 9.5 – Rapport entre la durée de vie
sous conditions renforçante et non renforçante
en fonction du rapport de charge en déplace-
ment pour les cinq températures d’essais.

FIGURE 9.6 – Rapport entre la durée de vie
sous conditions renforçante et non renforçante
en fonction du rapport de charge en effort pour
les cinq températures d’essais.

b Traction-traction

Nous présentons les résultats des essais en traçant le rapport entre la durée de vie sous conditions
renforçante et non renforçante en fonction du rapport de charge. Les résultats pour les cinq tempéra-
tures étudiées sont sur les figures 9.5 et 9.6.

Voici les commentaires que nous pouvons donner sur les résultats en déplacement :
– le renforcement diminue avec la température (phénomène très visible par exemple à R = 0.3) ;
– le seuil de renforcement augmente avec la température (0.15 pour 5˚C, 0.20 pour 23˚C et 85˚C,

0.25 pour 50 ˚C et 100˚C).
Nous nuançons toutefois ces commentaires par le manque de données expérimentales. En effet, ce ne
sont que des tendances et nous insistons sur l’imprécision de la détermination du seuil de renforcement
par exemple.

Les résultats en effort apportent d’autres commentaires :
– le renforcement est plus important à 5˚C ;
– il est difficile de donner une tendance générale en fonction de la température en terme de ren-

forcement ;
– le seuil de renforcement semble être le même à toutes les températures, soit R = 0.

Une lecture attentive du graphique indique ce qui semble être au premier abord une aberration : aux
alentours de R = 0.15 , nous avons deux résultats distants d’un ordre de grandeur à 100˚C. L’essai
avec le rapport de charge R = 0.45 en déplacement a en effort un rapport de charge très faible.
Ceci s’explique par le comportement lors de cet essai : une décroissance très importante des efforts
extrémaux est observée pour cet essai à 100˚C.

Remise en cause de l’hypothèse de comportement stabilisé
L’hypothèse de comportement stabilisé suppose que le comportement n’évolue plus ou très peu

à partir d’un certain nombre de cycles. Pour la plupart des essais d’endurance, cette hypothèse est
acceptable car les effets viscoélastiques restent faibles. Par contre, à température élevée, ces effets
deviennent importants et nous assistons à une transformation du matériau (Shaw et al., 2005). Cette
hypothèse n’est donc pas valide pour des essais longs à 100˚C.
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9.2.4 Analyse des faciès de rupture

Les figures 9.7 et 9.8 représentent des faciès de rupture d’AE42 en traction relaxante pour un
NR et un SBR à température ambiante. Le faciès du NR présente des arrachements réguliers que la
littérature impute à la cristallisation sous contrainte. Celui du SBR est lisse et est caractéristique des
matériaux non-cristallisables.

À partir de ces références, nous allons étudier les faciès de rupture obtenus sur les courbes de
Wöhler sur NR. De 5˚C jusqu’à 85˚C, les faciès de rupture présentent des arrachements réguliers
(FIG. 9.9 et 9.10). Par contre, à 100˚C, un faciès d’un essai à grande durée de vie (FIG. 9.12) est
lisse et est totalement différent des faciès à faible durée de vie (FIG. 9.11) qui présentent toujours des
arrachements.

L’absence d’arrachements, donc potentiellement de cristallisation sous contrainte en fond de fis-
sure sur l’essai à grande durée de vie à 100˚C, peut être imputée au vieillissement. Le vieillisse-
ment de l’éprouvette est visible après l’essai et explique l’absence de cristallisation sous contrainte.
Concernant tous les autres essais, de 5˚C à 100˚C, la présence d’arrachements semble attester de la
cristallisation sous contrainte en fond de fissure.

D’autres essais d’endurance en température sur AE42 ont été mis à notre disposition. Pour des
températures d’enceinte de 60˚C et 80˚C, nous observons des faciès de rupture (FIG. 9.13 et 9.14)
présentant deux types de mécanisme. Le premier est une propagation classique de la fissure pour un
NR et est caractérisé par la présence d’arrachements. Le deuxième est une propagation brutale de
la fissure caractérisée par une zone lisse. Cette zone lisse est liée à des températures très élevées.
En effet, au début de l’essai, la température à prendre en compte est la température au lieu d’amor-
çage, c’est-à-dire en peau. Au fur et à mesure de la propagation de cette fissure, les déformations et
contraintes deviennent de plus en plus importante en fond de fissure du fait de la réduction de section :
l’autoéchauffement y sera donc plus élevé. Nous avons modélisé très sommairement cette diminution
de section par un calcul EF, afin d’avoir un ordre de grandeur de la température lors de ces ruptures
thermiques. Nous présentons sur les figures 9.15 et 9.16 les résultats pour une structure saine et une
structure avec une diminution de section. Dans la structure saine, la température en peau est de 80˚C
et 90˚C à cœur alors qu’elle atteint plus de 110˚C pour la structure endommagée. Ainsi, après amor-
çage macroscopique, la température augmente fortement et peut provoquer des ruptures brutales dites
thermiques.

9.3 Prédiction de la durée de vie

9.3.1 Cas isotherme

Nous faisons l’hypothèse dans un premier temps d’un chargement isotherme. Pour un chargement
d’amplitude constante, la durée de vie est directement donnée par les courbes de Wöhler expérimen-
tales. Nous adoptons la loi de Basquin pour modéliser la relation entre la durée de vie (nombre de
cycles Ni à l’amorçage) et la grandeur G étudiée par une droite dans un diagramme logarithmique.
Cette loi s’écrit :

Ni(G) =
1

e Gm (9.5)

où m est appelé l’exposant de Basquin. C’est l’opposé du coefficient directeur de la droite (FIG. 9.17).
Plus il est grand, plus l’endommagement associé à des sollicitations importantes sera prépondérant de-
vant l’endommagement associé à des sollicitations moins importantes. Le paramètre e règle la position
de la droite dans le diagramme logarithmique.
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FIGURE 9.7 – Faciès de rupture d’AE42 pour
un NR.

FIGURE 9.8 – Faciès de rupture d’AE42 pour
un SBR.

FIGURE 9.9 – Faciès de rupture d’AE2 à 5˚C
(NR).

FIGURE 9.10 – Faciès de rupture d’AE2 à 85˚C
(NR).
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FIGURE 9.11 – Faciès de rupture d’AE2 à
100˚C (NR), faible durée de vie.

FIGURE 9.12 – Faciès de rupture d’AE2 à
100˚C (NR), grande durée de vie.

FIGURE 9.13 – AE42 à 60˚C (NR, 80˚C en
peau)

FIGURE 9.14 – AE42 à 80˚C (NR, 100˚C en
peau)
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FIGURE 9.15 – Répartition de température
dans une AE42 saine.

FIGURE 9.16 – Répartition de température
dans une AE42 dont la section est réduite.
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log Ni

log G

Ni =
1

eGm

1

−m

FIGURE 9.17 – Modélisation de Basquin dans un diagramme de Wöhler.

FIGURE 9.18 – Évolution et modélisation
adoptée du paramètre m de la loi de Basquin
en fonction de la température.

FIGURE 9.19 – Évolution et modélisation
adoptée du paramètre e de la loi de Basquin
en fonction de la température.
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a Traction répétée

Nous avons identifié les coefficients de Basquin sur les courbes de Wöhler en déformation (Fig.
9.4). Leur évolution en fonction de la température est représentée sur les figures 9.18 et 9.19. Nous
proposons la modélisation suivante pour représenter l’influence de la température : nous supposons
que la température n’affecte pas la durée de vie jusqu’à une certaine température T0 (proche de 70˚C
dans nos essais), puis que les coefficients de Basquin sont des fonctions affines de la température, soit

Si T < T0, e = e0 et m = m0 (9.6)

Si T > T0, e = e1(T − T0) + e0 et m = m1(T − T0) + m0 . (9.7)

Notons que les paramètres des lois utilisées ont été déterminés par minimisation au sens des moindres
carrés du rapport entre les durées de vie prédites et expérimentales.

Cette modélisation traduit l’existence d’une température seuil pour l’apparition d’un effet de la
température sur la durée de vie. Nous supposons que la diminution de la cristallisation sous contrainte
vers cette température diminue les propriétés de résistance à la propagation de fissure et donc diminue
l’endurance du matériau.

L’augmentation de la pente de Basquin après T0 traduit une diminution de la durée de vie avec la
température plus marquée pour les fortes sollicitations.

Ce modèle de fatigue est valide pour des déformations supérieures à 50% . En effet, vue la loi
mathématique reliant la durée de vie à la température et à la déformation, il existe une température
limite fonction de la déformation à partir de laquelle la durée de vie augmente avec la température, ce
que nous n’acceptons pas. Ce point d’inversion est déterminé par la relation suivante

Ginv = exp
[ −e1

m1e1T + m1e0

]
. (9.8)

Par exemple, pour T = T0, Ginv ' 5% (endommagement négligeable) et Ginv ' 50% pour T =
100˚C.

b Renforcement en traction-traction

Trois points sont à définir dans la modélisation du phénomène de renforcement en traction-
traction :

– les grandeurs représentatives du phénomène ;
– loi de renforcement reliant les grandeurs représentatives à la durée de vie ;
– l’influence de la température sur la modélisation.
Le phénomène de renforcement peut être décrit par une courbe maîtresse fonction du rapport de

chargement imposé (indépendamment du niveau de sollicitation appliqué). L’existence d’un seuil de
renforcement nul en effort et positif en déplacement (environ 0.15) est avérée. Cette différence pour le
seuil entre deux approches en déplacement ou en effort est causée par les phénomènes de fluage et de
déformations permanentes. Si la loi de comportement utilisée pour la modélisation macroscopique ne
modélise pas ces phénomènes, nous retrouverons ces effets de seuil en déformation et en contrainte.

Nous nous plaçons à l’échelle macroscopique. La démarche naturelle est de chercher si les gran-
deurs utilisées pour modéliser la durée de vie en traction répétée sont aussi représentatives du renfor-
cement. Nous définissons un rapport de charge en déformation comme le rapport entre la déformation
principale maximale au cours du cycle et la déformation minimale dans cette direction atteinte au
cours du cycle, soit

R =
λα

max − 1
λα

min − 1
(9.9)
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FIGURE 9.20 – Durées de vie pour la modélisation adoptée.

FIGURE 9.21 – Rapport entre la durée de vie
sous condition renforçante et non renforçante
en fonction du rapport de charge en déforma-
tion à 23˚C pour différents maxima.

FIGURE 9.22 – Modélisation du renforcement
par une loi du type log Ni renf

Ni non renf = aRb.
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FIGURE 9.23 – Diagramme de Haigh à 23˚C : points expérimentaux et lignes iso-durée de vie de la
modélisation (9.10). Échelle de couleur en log N.

où α représente la direction principale maximale. La seule différence avec une approche en contrainte
est l’existence d’un seuil. Nous pouvons constater sur la figure 9.21 qu’il est possible de définir une
courbe maîtresse entre l’allongement de la durée de vie et le rapport de charge en déformation quelque
soit la déformation maximale imposée. Nous choisissons de modéliser le renforcement par la loi
suivante :

Si R < Rseuil , ln
Ni renf

Ni non renf
= 0

Si R > Rseuil , ln
Ni renf

Ni non renf
= aRb . (9.10)

Nous avons déterminé les coefficients de cette loi pour chaque température avec Rseuil = 0.15.
Les résultats sont présentés sur la figure 9.22. Nous pouvons noter que certaines courbes se croisent,
notamment celles à 23, 50 et 85˚C, impliquant que le renforcement modélisé n’est pas monotone de
la température. Nous discuterons de ce fait dans le prochain paragraphe.

Concernant la notion de renforcement telle que nous l’avons définie dans le chapitre précédent,
nous pouvons affirmer à la vue des figures 9.24, 9.23, 9.25 et 9.26 que le matériau présente un renfor-
cement en déformation de 5˚C à 85˚C. La situation change pour 100˚C : les lignes isodurée de vie (Fig.
9.27) sont presque horizontales et le matériau n’est que partiellement renforçant : à iso-amplitude, la
durée de vie n’évolue pas en fonction de la moyenne.

Discussion
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FIGURE 9.24 – Diagramme de Haigh à 5˚C. FIGURE 9.25 – Diagramme de Haigh à 50˚C.

FIGURE 9.26 – Diagramme de Haigh à 85˚C. FIGURE 9.27 – Diagramme de Haigh à 100˚C.
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Une tendance forte se dégage : le renforcement diminue avec la température. Ceci peut s’expliquer
si l’on suppose que le phénomène de renforcement est en majeure partie causé par la cristallisation
sous contrainte. En effet, nous savons que la capacité à cristalliser diminue avec la température, im-
pliquant une moindre résistance à la propagation de fissure de fatigue du matériau.

Toutefois, nous n’observons pas d’effet de seuil en température sur les durées de vie comme en
traction répétée. Entre 23˚C et 85˚C le renforcement diminue régulièrement avec la température ; il est
très important à 5˚C et disparaît presque à 100˚C.

Malgré le nombre très important d’essais réalisés, nous ne pouvons pas donner de forme générale
de la loi de renforcement en température. En effet, si nous nous fondons sur la modélisation (9.10),
l’identification des paramètres a et b en fonction de la température ne permet pas de définir une courbe
maîtresse.

c L’hypothèse de cumul linéaire dans le cas isotherme est-elle valide ?

Le cumul linéaire
Toujours sous l’hypothèse d’un chargement isotherme, nous supposons un chargement mécanique

variable. Afin d’estimer l’endommagement de ce chargement, nous supposons qu’à l’état stabilisé,
l’extraction de cycles par un comptage Rainflow (annexe C) associée à un cumul linéaire de Miner
permet d’estimer la durée de vie d’une structure. Ce cumul linéaire n’est, par exemple, pas valide
pour des cas de chargements à deux niveaux (Cantournet, 2004) mais est une bonne approximation
lorsque les cycles sont répartis uniformément dans tout le signal, ce qui est le cas pour les chargements
appliqués sur les composants automobile étudiés.

L’endommagement d’un cycle est donné par l’inverse du nombre de cycles à amorçage d’une
courbe de Wöhler à cette sollicitation

Di =
1
Ni

= e(T)Gm
i (T) . (9.11)

L’endommagement de tout le signal est alors la somme des endommagements de tous les cycles
extraits par la méthode Rainflow

D = ∑
i

e(T)Gm
i (T) . (9.12)

Essais de cumul : température constante et chargement mécanique variable
Dans un premier temps, nous voulons tester l’hypothèse de cumul linéaire dans le cas isotherme :

la température reste constante alors que la sollicitation mécanique est variable (FIG. 9.28). Nous pro-
posons des chargements mécaniques constitués de quatre niveaux, ces niveaux étant mixés par blocs
(nombre : 25) afin de limiter les effets d’histoire. Pour chaque température (50˚C, 85˚C et 100˚C),
le nombre de cycles de chaque niveau mécanique est déterminé afin que ces cycles produisent un
quart de l’endommagement du signal. Ce calcul est fondé sur la courbe de Wöhler à la température
étudiée. Si l’endommagement du signal à quatre niveaux D = ∑4

i=1 Ni/Ni
Wohler n’est pas proche

de 1 lors de l’amorçage, c’est que l’hypothèse de cumul linéaire doit être remise en question. Nous
présentons dans le tableau 9.1 les résultats moyennés sur cinq essais (la moyenne est effectuée sur les
logarithmes) ainsi que les extrema.

Nous constatons qu’à 50˚C, l’endommagement est proche de 1 et renforce l’hypothèse de cumul
linéaire. Par contre, à 85˚C et à 100˚C, les chargements durent respectivement 50% et 110% de temps
de plus que prévu par le cumul linéaire à partir des courbes de Wöhler. L’hypothèse de cumul linéaire
n’est donc pas valide à ces températures.
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Temps

Cycles mécaniques

Température

Temps

n fois

FIGURE 9.28 – Présentation des essais de cu-
mul isothermes.

TempsCycles mécaniques

Température

Temps
n fois

FIGURE 9.29 – Présentation des essais de cu-
mul anisothermes.

Température 50˚C 85˚C 100˚C
Endommagement moyen à amorçage 0.90 1.47 2.12
Endommagement minimal à amorçage 0.65 1.16 1.86
Endommagement maximal à amorçage 1.18 1.96 2.95

TABLE 9.1 – Endommagements à l’amorçage des essais de cumul isotherme calculés à partir des
courbes de Wöhler correspondantes.
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Analysons plus finement les courbes de Wöhler et les essais par niveaux réalisés, notamment
en termes de vieillissement. Une différence essentielle vient de la durée de l’essai. En effet, pour
les grandes durées de vie, un essai d’amorçage dure plus d’une journée. Par contre, pour les faibles
durées de vie, un essai dure de une à quelques heures. Les essais multi-niveaux durent eux environ une
demi-journée. Un niveau est à grande durée de vie, les trois autres niveaux à faible durée de vie. Pour
le niveau à grande durée de vie, le temps de l’essai multi-niveaux est inférieur mais reste du même
ordre de grandeur que l’essai de la courbe de Wöhler. Par contre, pour les trois autres niveaux dont les
courbes de Wöhler durent au plus quelques heures, l’essai multi-niveaux est beaucoup plus long.

Or du vieillissement a été constaté à 85˚C et 100˚C sur les essais longs des courbes de Wöhler.
De plus, notre analyse de la littérature a montré que le vieillissement diminue les durées de vie. Notre
analyse tendrait donc à dire que les essais multi-niveaux sont plus endommageants que les courbes
de Wöhler car le vieillissement pourrait diminuer la tenue en endurance. Il n’en est rien, bien au
contraire ! Les essais multi-niveaux sont moins endommageants. Une explication à ce fait serait alors
de dire que le vieillissement dynamique, c’est-à-dire au cours d’un essai et non avant l’essai comme la
plupart des analyses sur le vieillissement, augmenterait la tenue en endurance. Nous sommes toutefois
très sceptiques devant cette explication.

Afin d’étudier cette problématique, nous proposons comme perspectives de réaliser d’autres es-
sais de cumul respectant cette fois-ci les durées des courbes de Wöhler. De plus, une analyse sur le
vieillissement (mesure de dureté, campagne d’essais spécifique) semble nécessaire afin d’expliquer
ces essais.

9.3.2 Cas anisotherme

a Hypothèse de cumul anisotherme linéaire

Dans le cas anisotherme, nous supposons que la règle de cumul linéaire de Miner s’applique tou-
jours, avec l’endommagement d’un cycle calculé avec la température correspondant au cycle extrait.
Deux cas sont à examiner pour déterminer la température Ti d’un cycle Rainflow. Pour la majorité des
cycles, les extrema des cycles sont rapprochés et nous pouvons considérer que la température ne varie
pas au cours d’un cycle (le temps caractéristique thermique est grand devant le temps caractéristique
mécanique). Pour les cycles dont les extrema sont éloignés dans le temps, nous choisissons de considé-
rer la température maximale entre les extrema afin d’être conservatif. Finalement, l’endommagement
est donné par :

D = ∑
i

e(Ti)Gm
i (Ti) . (9.13)

b Le cumul anisotherme linéaire est-il valide ?

Nous proposons des essais de cumul anisotherme : le chargement mécanique est constant et des
blocs de température sont superposés (FIG. 9.29). Nous avons choisi de mixer trois températures :
50˚C, 85˚C et 100˚C en une dizaine de répétitions en répartissant de manière uniforme l’endomma-
gement sur les trois températures. Cet essai est relativement long car des pauses sont insérées entre
les blocs pour permettre la mise en température de l’éprouvette. Nous n’avons qu’un seul essai ré-
pété trois fois. L’endommagement moyen de cet essai est 1.2 . Ce seul essai ne permet pas de conclure
quant à la validité du cumul linéaire d’endommagement. Toutefois, cette valeur légèrement supérieure
à l’unité va dans le sens des observations effectuées sur le cumul isotherme. Cette campagne d’essai
doit être poursuivie afin de tester plusieurs chargements mécaniques.
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9.4 Conclusions

Nous pouvons répondre aux questions sur l’influence de la température sur l’endurance soule-
vées par l’analyse de la littérature du chapitre précédent. La température diminue les propriétés en
endurance de notre matériau d’étude. Toutefois, nous venons de montrer qu’il existe une tempéra-
ture seuil séparant deux domaines. Entre 5˚C et 70˚C, la température affecte peu la durée de vie. Par
contre, à partir de 70˚C, les durées de vie diminuent et cela d’autant plus que la sollicitation méca-
nique est importante. Nous avons modélisé les courbes de Wöhler à différentes températures à l’aide
d’un modèle de Basquin fondé sur la déformation principale maximale. Nous avons alors construit un
faisceau de courbes de Wöhler en fonction de la température en se fondant sur la température seuil.
La comparaison entre cette modélisation et toutes les expériences est tout à fait satisfaisante.

L’influence de la température sur le renforcement est quant à elle plus régulière. Suivant notre
définition du renforcement donnée dans le chapitre précédent, nous pouvons affirmer grâce aux expé-
riences que le renforcement est très prononcé à 5˚C, diminue régulièrement jusqu’à devenir partiel-
lement renforçant à 100˚C : la moyenne n’influence pas les durées de vie. Nous avons modélisé ce
renforcement en reliant l’augmentation de la durée de vie dans les conditions renforçantes au rapport
de charge.

La validation d’une hypothèse de cumul est la dernière étape d’un modèle de fatigue thermoméca-
nique. Nous avons testé l’hypothèse de cumul linéaire dans le cas isotherme à plusieurs températures.
Si elle est raisonnable à 50˚C, elle ne s’applique plus à 85˚C et à 100˚C : les essais multi-niveaux
de cumul ont duré deux fois plus longtemps que l’estimation à partir des courbes de Wöhler. Nous
n’avons pas d’explication et proposons de réaliser d’autres essais afin de séparer les effets de fatigue et
de vieillissement. Dans le cas anisotherme, le seul essai réalisé ne permet pas de conclure. Toutefois,
un endommagement légèrement supérieur à l’unité rejoint les observations effectuées en isotherme.
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Conclusions générales - Perspectives

L’objectif de notre travail était de proposer des méthodes de prédiction de la durée de vie néces-
saires à la construction d’équivalents fatigue thermomécanique pour les structures élastomères. Nous
avons développé les outils nécessaires à l’étude de l’histoire de chargement, mécanique d’une part et
thermique d’autre part avec une méthode de calcul de l’autoéchauffement. Un modèle de fatigue ther-
momécanique a été construit et l’hypothèse de cumul linéaire dans le cas anisotherme a été discutée.

Sur le comportement thermomécanique cyclique

Nous avons montré que les effets visqueux sont très importants pour le comportement cyclique.
En effet, le comportement ne se stabilise jamais. De plus, la température fait baisser les efforts me-
surés alors que l’élasticité entropique prévoit l’inverse. Modéliser précisément le comportement ther-
momécanique cyclique nécessite donc l’utilisation de modèles dissipatifs, visco-hyperélastiques par
exemple.

Afin d’obtenir une modélisation facile de mise en œuvre tant à l’identification expérimentale qu’à
l’usage dans les outils numériques, nous avons choisi une modélisation hyperélastique. Nous avons
adopté la loi de comportement cyclique de Raoult (2005) permettant de décrire le comportement
stabilisé de notre matériau après effet Mullins. Les deux paramètres de cette loi ont été identifiés sur
des essais cycliques uniaxiaux et biaxiaux. Comme l’influence de la température sur le comportement
est de l’ordre de grandeur de la dispersion de fabrication, nous ne la modélisons pas.

Nous avons, de plus, mis en évidence une dépendance à la température de l’effet Mullins lors de
cycles en traction-traction. Nous avons étudié la séquence de cycles suivante : traction-traction, trac-
tion répétée, traction-traction. L’adoucissement consécutif à l’effet Mullins est normalement visible
après une décharge totale. Nous avons constaté un comportement plus raide lors de la première série
des cycles en traction-traction que lors de la deuxième, ce raidissement étant d’autant plus important
que la température est faible. De plus, ce raidissement disparaît vers 80˚C. C’est donc qu’à chaud,
l’effet Mullins a eu lieu lors de la première série de cycles en traction-traction, alors qu’à tempé-
rature ambiante, des cycles répétés sont nécessaires à l’effet Mullins. Nous mettons cet effet sur le
compte de la cristallisation sous contrainte qui modifie fortement la structure du matériau lors des
cycles de traction-traction à température ambiante. En pratique, il faut donc faire attention à toujours
accommoder les structures étudiées afin d’obtenir le comportement stabilisé.

Sur l’autoéchauffement

L’autoéchauffement est un phénomène bien réel sur des pièces automobiles en service, mais sur-
tout lors d’essais accélérés ou sévérisés sur banc. Afin de pouvoir estimer la température au niveau
local d’une structure, nous avons développé des lois d’autoéchauffement cycliques et variables.
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212 CONCLUSION

Résolution d’un problème thermomécanique couplé

Le problème thermomécanique des élastomères est un problème fortement couplé. En effet, lors
d’un cycle mécanique, l’élévation de température due aux effets entropiques peut atteindre plusieurs
degrés et est presque totalement réversible. D’un autre côté, l’autoéchauffement peut atteindre plu-
sieurs dizaines de degrés après un grand nombre de cycles. Nous avons choisi de définir la température
d’autoéchauffement comme la température instantanée privée des effets thermoélastiques.

Le problème d’autoéchauffement a ainsi la particularité d’avoir un temps caractéristique méca-
nique (environ 1 s) beaucoup plus petit que le temps caractéristique thermique (environ 1 min). Afin
d’exploiter cette différence, il est judicieux d’utiliser un couplage faible pour résoudre le problème
thermomécanique : les deux sous-problèmes mécanique et thermique composant le problème thermo-
mécanique sont donc résolus sur des échelles de temps différentes. Le problème mécanique est résolu
sur quelques cycles mécaniques afin d’estimer l’énergie dissipée au cycle stabilisé, puis cette énergie
dissipée est utilisée comme sources de chaleur dans un calcul thermique effectué sur un grand nombre
de cycles.

Toutefois, ce couplage faible n’est pas proprement défini dans le cadre des grandes déformations
car la géométrie d’une structure varie au cours d’un cycle mécanique : cette variation n’est pas prise
en compte lors d’un calcul thermique effectué sur une géométrie fixe. En d’autres termes, la problé-
matique peut se résumer dans le choix de la géométrie ou des paramètres du calcul thermique pour
garantir que la résolution du problème par un couplage faible donne la même solution qu’une résolu-
tion couplée. Pour répondre à cette problématique, nous avons proposé une homogénéisation en temps
de l’équation de la chaleur écrite sur la configuration de référence. En effet, sur cette configuration,
la variation de la géométrie et des conditions aux limites lors d’un cycle mécanique est représentée
par des termes dépendants de la transformation mécanique. L’homogénéisation en temps permet de
définir des grandeurs moyennes (conductivité thermique, coefficient d’échange) et de s’affranchir de
l’échelle de temps mécanique lors de la résolution du problème thermique. Ce nouveau problème ther-
mique homogénéisé permet alors d’utiliser le couplage faible dans le cadre des grandes déformations
et de réduire d’un facteur mille les temps de calculs par rapport à une résolution exacte du problème
thermomécanique couplé tout en garantissant une excellente approximation.

Estimation des sources de chaleur

Cette étape requiert une grande attention afin d’obtenir la bonne répartition spatiale de tempéra-
ture d’autoéchauffement. La modélisation hyperélastique adoptée pour le comportement apporte un
avantage du point de vue calcul numérique : un seul calcul est nécessaire pour caractériser un trajet
de chargement alors qu’une modélisation dissipative nécessiterait des temps de calculs beaucoup plus
importants. Toutefois, le calcul hyperélastique ne donne aucune information quant à l’énergie dissi-
pée par un cycle « réel ». Nous devons donc construire une méthode permettant d’estimer a posteriori
l’énergie dissipée lors d’un trajet de chargement hyperélastique.

Trois points sont à définir pour cette estimation : une méthode de détermination des cycles hysté-
rétiques, une grandeur fondée sur des variables hyperélastiques, prédictive de l’énergie dissipée lors
d’un cycle, et enfin la loi ou fonction de dissipation reliant cette grandeur à l’énergie dissipée. Nous
avons d’ailleurs montré expérimentalement à l’aide d’identification de sources de chaleur par ther-
mographie infrarouge que l’énergie dissipée mécaniquement sur une boucle d’hystérèse l’était, en
première approximation, exclusivement sous forme de chaleur. Cette hypothèse sera aussi discutée
lors de la validation des lois d’autoéchauffement.

Nous avons supposé dans un premier temps un chargement cyclique (deux extrema globaux et
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aucun extremum local lors du cycle). Un premier constat expérimental nous a permis de montrer
que l’énergie élastique de déformation sur un demi cycle n’était pas du tout une mesure prédictive
de l’énergie dissipée. Par contre, nous avons défini une grandeur énergie cyclique indépendante du
chargement moyen qui est prédictive de l’énergie dissipée. Au niveau local, cette grandeur doit abso-
lument être écrite avec des grandeurs lagrangiennes pour garantir son objectivité car elle fait intervenir
des tenseurs définis à des instants différents du cycle mécanique. Pour ce faire, nous avons utilisé la
classe des tenseurs de Hill (1968) qui définit alors une classe d’énergies cycliques. Nous avons montré
expérimentalement que l’énergie cyclique fondée sur le tenseur de Hill droit (ou déformation logarith-
mique lagrangienne) était le meilleur prédicteur de l’énergie dissipée. Une campagne expérimentale
a permis d’identifier la loi reliant cette énergie et la température à l’énergie dissipée. Cette fonction
puissance n’a que deux paramètres : une puissance α, indépendante de la température et un coefficient
multiplicateur k(T), dépendant de la température.

Afin d’étudier la multiaxialité d’une telle grandeur, nous avons développé une machine de trac-
tion biaxiale grâce à une collaboration avec l’University of the West of England (UWE) à Bristol.
L’analyse des trajets de chargements biaxiaux hors phase a montré qu’il était nécessaire de modi-
fier la définition de l’énergie cyclique. En effet, afin de prendre en compte des dissipations d’énergie
positives sur chaque axe de sollicitation, nous devons prendre la contribution positive de chaque com-
posante tensorielle de l’énergie cyclique. Ce faisant, cette grandeur devient tout à fait multiaxiale et
permet d’estimer l’énergie dissipée à travers un grand nombre de trajets de chargements biaxiaux. Par
contre, son objectivité n’est plus garantie. Ce problème d’objectivité peut être levé avec une écriture
en valeurs principales lorsque les directions principales restent fixes.

Afin de concilier multiaxialité et objectivité de l’énergie cyclique, nous avons proposé d’utiliser
la discrétisation de l’énergie cyclique dans n directions de l’espace. Lorsque n tend vers l’infini,
l’objectivité de la grandeur est garantie ainsi que la prise en compte de la multiaxialité.

Dans un deuxième temps, sous l’hypothèse d’un chargement variable, nous avons proposé d’ex-
traire par la méthode Rainflow les cycles sur chaque composante du tenseur des déformations et ainsi
de sommer les contributions à l’énergie dissipée de chaque cycle identifié. Cette méthode a été vali-
dée expérimentalement sur des chargements variables biaxiaux en phase et hors phase (deux signaux
variables indépendants appliqués sur les deux axes).

Validation des lois d’autoéchauffement

La loi d’autoéchauffement variable présentée nécessite une grande puissance de calcul numérique,
tant du point de vue de la taille des données (notamment pour un chargement multidimensionnel) que
de la complexité des calculs qui ne convergent pas toujours sur toute la plage d’utilisation de la struc-
ture. Nous avons donc proposé des méthodes simplifiées afin d’estimer l’autoéchauffement pour des
structures réelles soumises à des chargements variables. Dans le cas unidimensionnel, nous faisons
l’hypothèse que l’énergie dissipée par tout un signal variable peut être estimée à partir des cycles
extraits par un comptage Rainflow. La construction d’une fonction de dissipation reliant l’énergie dis-
sipée d’un cycle global à une grandeur globale du type énergie cyclique est alors nécessaire. Dans le
cas d’un chargement stationnaire en termes de puissance dissipée, nous proposons de calculer l’autoé-
chauffement à partir d’un seul cycle mécanique approchant la puissance dissipée du signal d’origine.
Cette méthode fondée sur la puissance globale dissipée ne garantit pas la même répartition de tempé-
rature à cause des non-linéarités du problème. Cette approximation a été validée expérimentalement.

Pour une sollicitation multidimensionnelle, nous appliquons la méthode précédente sur chaque
axe de sollicitation indépendamment des autres axes.

La validation des lois d’autoéchauffement est fondée sur des essais d’autoéchauffement avec une
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mesure de température (ponctuelle ou sur un profil) et une mesure de l’énergie dissipée. Les coef-
ficients d’échange avec l’extérieur sont généralement déterminés par des essais de refroidissement.
De nombreux essais d’autoéchauffement (sur éprouvettes et sur pièces réelles) unidimensionnels ou
multidimensionnels ont permis de valider notre estimation de l’autoéchauffement dans tous les cas de
chargements étudiés (cycliques, variables) avec une erreur ne dépassant pas 15%. Ainsi, nous pouvons
conclure que l’énergie dissipée mécaniquement est en première approximation dissipée sous forme de
chaleur.

Sur la fatigue thermomécanique

Mécanismes d’endommagement

L’analyse de la littérature a permis d’identifier les mécanismes de fatigue pour les élastomères. Dès
les premiers cycles de sollicitation, des micro-fissures s’amorcent. La majorité de la durée de vie est
alors consacrée à la propagation de ces micro-fissures en une ou plusieurs macro-fissures détectables
provoquant la ruine de la structure. Nous avons fait le choix dans notre étude d’étudier l’amorçage
macroscopique.

Pour les matériaux cristallisables, dont le caoutchouc naturel fait partie, il se crée en fond de fissure
une structure cristalline qui contribue fortement à la résistance à l’avancement de fissure du matériau.
Les matériaux non-cristallisables sont, en effet, moins résistants et présentent un mode de propagation
différent. Sachant que la température diminue la cristallisation sous contrainte, la diminution des
propriétés d’endurance avec la température pourrait être reliée à ce phénomène.

Certains matériaux élastomères présentent un renforcement lors d’une sollicitation non-relaxante :
à iso-amplitude de chargement, la durée de vie augmente avec la moyenne du chargement puis diminue
à l’approche de l’élongation à rupture. Ce phénomène est en partie imputable au caractère cristallisable
du matériau et est amplifié par la présence de charges. Encore une fois, la température devrait diminuer
le renforcement par son effet sur la cristallisation sous contrainte.

Modèle de fatigue thermomécanique

L’analyse de la littérature indique que la déformation principale maximale est une grandeur repré-
sentative de la durée de vie. Nous avons donc utilisé cette grandeur pour notre modèle de fatigue.

Nous avons constaté sur les essais d’endurance l’existence d’un seuil en température : jusqu’à
70˚C, la durée de vie évolue peu avec la température. Par contre, à partir de 70˚C, les durées de
vie diminuent fortement, et cela d’autant plus que la sollicitation est grande. Nous avons choisi de
modéliser les courbes de Wöhler en déformation avec un modèle de Basquin, reliant le nombre de
cycles à amorçage macroscopique et la déformation principale maximale. Les deux paramètres du
modèle de Basquin dépendent de la température à partir de 70˚C afin de modéliser la diminution des
durées de vie. Cette modélisation permet d’estimer de manière très satisfaisante les durées de vie de
5˚C à 100˚C.

Les essais d’endurance sous conditions renforçantes ont montré que le renforcement diminuait ré-
gulièrement avec la température jusqu’à s’annuler à 100˚C. À chaque température, l’augmentation de
la durée de vie par rapport aux conditions non-renforçantes a été modélisée avec une courbe maîtresse
fondée sur le rapport de charge et analysée dans un diagramme de Haigh.

L’hypothèse de cumul linéaire d’endommagement suppose que l’endommagement affecté à un
cycle mécanique est inversement proportionnel au nombre de cycles à amorçage de ce cycle estimé à
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partir d’une courbes de Wöhler. L’endommagement d’un signal est alors la somme des endommage-
ments de tous les cycles. Il y aura alors amorçage macroscopique si l’endommagement dépasse l’unité.
Nous avons testé cette hypothèse de cumul linéaire dans le cas isotherme (température constante, char-
gement mécanique variable par blocs) à trois températures. Si cette hypothèse semble valide à 50˚C,
elle l’est beaucoup moins à 85˚C et 100˚C où les durées de vie sont multipliées par deux par rapport
à l’estimation du cumul linéaire. Dans le cas anisotherme, le seul essai de cumul (chargement méca-
nique constant, température variable par paliers) laisse supposer aussi que le cumul linéaire ne peut
pas s’appliquer.

Conclusions générales

Nous avons proposé une approche originale de la fatigue thermomécanique des structures élas-
tomères. Cette approche consiste en une démarche complète d’estimation de la durée de vie
d’une structure élastomère soumise à un chargement mécanique et thermique variable. Nous
répondons donc en ce sens à la problématique de ce travail de thèse. En effet, nous avons analysé
d’une part le problème thermomécanique couplé afin de déterminer l’histoire locale du chargement
thermomécanique, et proposé d’autre part un modèle de fatigue thermomécanique. Un point essen-
tiel est notre attachement à caractériser le comportement cyclique d’une structure. Nous avons ainsi
contribué à l’écriture et à la résolution simplifiée du problème d’autoéchauffement en grandes défor-
mations. Notre modèle de fatigue thermomécanique balaye une grande plage de températures et de
durées de vie, ainsi que le phénomène de renforcement. Nous avons aussi étudié de façon précise le
cumul d’endommagement en fatigue thermomécanique.

Perspectives

Nous avons montré que l’hypothèse de cumul d’endommagement linéaire n’est pas applicable à
l’heure actuelle pour la fatigue thermomécanique. Nous pensons que l’étude du vieillissement statique
et surtout dynamique, c’est-à-dire au cours de la sollicitation mécanique est indissociable de l’étude
en fatigue, tant d’un point de vue du comportement que des propriétés en fatigue.

Notre modèle de fatigue est fondé sur l’hypothèse d’une sollicitation unidimensionnelle. L’étape
suivante est le passage à une sollicitation multidimensionnelle, s’appuyant par exemple sur la déter-
mination du chargement thermomécanique que nous avons proposé dans le cas multidimensionnel.

Plus généralement, l’étude d’autres matériaux avec des caractéristiques mécaniques différentes
(forte viscosité, forte dépendance à la température) ou à des températures plus élevées pourrait mener
à des choix de modélisation différents.
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232 PLANS DES ÉPROUVETTES DIABOLO

FIGURE A.1 – Éprouvette de type AE2.

FIGURE A.2 – Éprouvette de type AE42.
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Annexe B

Démonstrations

B.1 Equations d’équilibre en configuration mixte

Le principe des puissances virtuelles s’écrit : ∀Û mouvement virtuel,

∫

Ω0

ρ0(X) a(X, t).Û(X, t) dΩ0 =
∫

Ω0

ρ0(X) F(X, t).Û(X, t) dΩ0

+
∫

∂Ω0

TΩ(X, t).Û(X, t) da−
∫

Ω0

BT(X, t) : ∇Û(X, t) dΩ0 .
(B.1)

Une formule de dérivation classique :

− BT : ∇U = U.Div B−Div (BT.U) (B.2)

où Div est la divergence sur la configuration de référence tandis que div est sur la configuration
actuelle, permet, par application du théorème de la divergence, d’arriver à l’égalité suivante

∫

Ω0

(
Div B(X, t) + ρ0 (X)(F(X, t)− a(X, t))

)
.Û(X, t) dΩ0

+
∫

∂Ω0

(
TΩ(X, t)− N(X).B(X, t)

)
.Û(X, t) da = 0 .

(B.3)

Compte tenu du caractère arbitraire du champ Û, les équations d’équilibre s’obtiennent successive-
ment avec le tenseur de Boussinesq non-symétrique

dans Ω0, Div B + ρ0 (F(X, t)− a(X, t)) = 0 (B.4a)

sur ∂Ω0, B.N = TΩ(X, t) . (B.4b)

B.2 Le second principe en configuration lagrangienne

Le second principe postule l’existence d’une variable d’état scalaire positive et objective T, ap-
pelée température absolue, et d’une fonction d’état scalaire additive et objective S appelée entropie.
Dans une transformation infinitésimale d’un corps à température non uniforme, la variation d’entropie
est telle que

dS
dt
≥
∫

Ω0

ρ0 r
T

dΩ0 −
∫

∂Ω0

Q.N
T

dS0 . (B.5)
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L’expression locale du second principe en est déduite classiquement

ρ0ṡ ≥ ρ0r
T
−Div

(Q
T

)
. (B.6)

Puis en développant la divergence

ρ0ṡ ≥ ρ0r−Div Q
T

+
Q.∇T

T2 . (B.7)

Le taux d’entropie volumique dû aux irréversibilités φ/T est introduit par

φ

T
= ρ0ṡ− ρ0r

T
+

Div Q
T
− Q.∇T

T2 ≥ 0 . (B.8)

Le terme φ est appelé dissipation. Cette dissipation volumique peut être séparée en deux termes : un
terme thermique

φth = −Q.∇T
T

(B.9)

et un terme intrinsèque
φint = ρ0ṡT − ρ0r + Div Q . (B.10)

Le second principe peut alors s’écrire : la dissipation φ = φint + φth est non négative. Une
autre hypothèse vient s’ajouter sur la dissipation thermique : elle est supposée non négative, soit
−Q.∇T/T ≥ 0.

Autre expression En introduisant l’équation de l’énergie dans l’expression de la dissipation, elle
peut s’écrire

φ = ρ0(Tṡ− ė) + Π : Ė
︸ ︷︷ ︸

φint

−Q.∇T
T︸ ︷︷ ︸

φth

≥ 0 . (B.11)

Inégalité de Clausius-Duhem Une autre fonction d’état ψ = e− Ts appelée énergie libre de Helm-
holtz ou énergie libre massique est introduite. Avec cette nouvelle fonction thermodynamique, la dis-
sipation s’écrit

φ = −ρ0(ψ̇ + Ṫs) + Π : Ė
︸ ︷︷ ︸

φint

−Q.∇T
T︸ ︷︷ ︸

φth

≥ 0 . (B.12)

B.3 Analyse du premier principe

Le premier principe s’exploite en exprimant la dérivée particulaire de l’énergie interne par

ė = ψ̇ + Ṫs + Tṡ . (B.13)

La dérivée particulaire de l’énergie libre s’écrit en utilisant (2.34)

ψ̇ =
∂ψ

∂E
: Ė− sṪ +

∂ψ

∂Xi
Ẋi . (B.14)
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Le premier principe (2.30) peut alors s’écrire sous la forme

ρ0

(
∂ψ

∂E
: Ė +

∂ψ

∂Xi
Ẋi + Tṡ

)
= Π : Ė + ρ0R−Div Q (B.15)

Les lois de comportement (2.36) transforment l’expression en

ρ0
∂ψ

∂Xi︸ ︷︷ ︸
=−Ai=− ∂ϕ

∂Ẋi

Ẋi + ρ0Tṡ =

(
Π− ρ0

∂ψ

∂E

)

︸ ︷︷ ︸
= ∂ϕ

∂Ė

: Ė + ρ0R−Div Q (B.16)

Le terme en ṡ se développe pour aboutir à

ρ0 T
∂s
∂T︸︷︷︸
=c

Ṫ + Div Q = ρ0R +
∂ϕ

∂Ė
: Ė +

∂ϕ

∂Ẋi
: Ẋi + ρ0T

(
∂2ψ

∂T ∂E
: Ė +

∂2ψ

∂T ∂Xi
: Ẋi

)
(B.17)

puis finalement

ρ0cṪ︸︷︷︸
1

+Div Q
︸ ︷︷ ︸

2

= ρ0R︸︷︷︸
3

+
∂ϕ

∂Ė
: Ė +

∂ϕ

∂Ẋi
: Ẋi

︸ ︷︷ ︸
4

+ T
∂Π
∂T

: Ė− T

(
∂2ϕ

∂T ∂Ė
: Ė +

∂2ϕ

∂T ∂Ẋi
: Ẋi

)

︸ ︷︷ ︸
5

.

(B.18)
Analysons les termes de cette équation :
– les termes 1 et 2 représentent les termes d’absorption et de fuite de chaleur ;
– le terme 3 est une source de chaleur ;
– la dissipation intrinsèque est ici présente par le terme 4 ;
– le terme 5 provient des couplages entre les problèmes thermiques et mécaniques : elle peut

supposer une dépendance de ϕ à la température.
Dans le cadre de la thermoélasticité, l’expression (B.18) se réduit à

ρ0cṪ︸︷︷︸
1

+Div Q
︸ ︷︷ ︸

2

= ρ0R︸︷︷︸
3

+ T
∂Π
∂T

: Ė
︸ ︷︷ ︸

5

. (B.19)

ou en configuration mixte

ρ0cṪ︸︷︷︸
1

+Div Q
︸ ︷︷ ︸

2

= ρ0R︸︷︷︸
3

+ T
∂BT

∂T
: Ḟ

︸ ︷︷ ︸
5

. (B.20)

Les termes de dissipation anélastiques ont disparu, et le terme 5 représente le couplage thermoé-
lastique.

B.4 Formulation générale de l’énergie libre

Les relations liant l’énergie libre à l’énergie interne et l’entropie à la température de référence T0
et à une température quelconque T sont données par

ψ0 = e0 − T0s0 (B.21)

ψ = e− Ts (B.22)
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où l’indice 0 exprime la quantité à la température de référence (e0 = e(E, T0)).
La chaleur spécifique à déformation constante est définie de la manière suivante

c(E, T) =
∂e
∂T

(B.23a)

= T
∂s
∂T

(B.23b)

= −T
∂2ψ

∂T2 . (B.23c)

A déformation constante, la variation de l’énergie interne est reliée à la chaleur spécifique en
intégrant (B.23a)

e− e0 =
∫ T

T0

c(E, T̂) dT̂ . (B.24)

De même, à partir de (B.23b)

s− s0 =
∫ T

T0

c(E, T̂)

T̂
dT̂ . (B.25)

En exprimant les quantités de (B.22) avec (B.24) et (B.25), on obtient l’expression suivante pour
l’énergie libre

ψ = e0 − Ts0 −
∫ T

T0

c(E, T̂)
(

T − T̂
T̂

)
dT̂ . (B.26)

En utilisant dans l’expression précédente l’expression de l’entropie (B.21) à la température de réfé-
rence, la formulation classique pour l’énergie libre à une température quelconque (Chadwick, 1974)
est donnée par :

ψ =
T
T0

ψ0 −
(

T
T0
− 1
)

e0 −
∫ T

T0

c(E, T̂)
(

T − T̂
T̂

)
dT̂ . (B.27)

B.5 Chaleur spécifique fonction de la température

Pour trouver la forme (3.44) de l’énergie libre, Reese et Govindjee (1998) supposent que l’énergie
libre (3.31) peut se mettre sous la forme

ψ =
T
T0

ψ0 −
(

T
T0
− 1
)

e0 + c
(

T − T0 − T ln
T
T0

)

︸ ︷︷ ︸
t(T)

+g(T)ψ0 + ψ̃ (B.28)

avec ψ̃ vérifiant ∂2ψ̃
∂T2 = 0 et c une constante. La chaleur spécifique est alors donnée par l’équation

(B.23c) qui donne

c = c− T
∂2g
∂T2 ψ0 . (B.29)

Cette dernière équation, utilisée dans (B.27) permet par intégration de retrouver l’expression de ψ̃

ψ̃ =

(
∂g
∂T

∣∣∣∣
T0

(T0 − T)− g(T0)

)
ψ0 . (B.30)
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L’énergie libre s’écrit finalement

ψ =

(
T
T0

+ g(T)− g(T0) +
∂g
∂T

∣∣∣∣
T0

(T0 − T)

)

︸ ︷︷ ︸
f (T)

ψ0 −
(

T
T0
− 1
)

e0 + c t(T) . (B.31)

L’énergie interne vaut alors

e = e0 +

(
f (T)− T

∂ f
∂T

)
ψ0 + c(T − T0) (B.32)

et cette égalité exprime la dépendance de l’énergie interne à la déformation.

B.6 Non-unicité de la déformation d’un essai équibiaxial

Nous allons montrer que lors d’un essai biaxial piloté par exemple en effort, il n’y a pas unicité de
la solution. Considérons le modèle de Mooney-Rivlin. Cherchons les solutions de l’équation B11 =
B22. Nous obtenons alors

0 = µ1 (λ1 − λ2) + µ2

(
λ1λ2

2 − λ2
1λ2 +

1
λ1λ2

2
− 1

λ2
1λ2

)
(B.33a)

= (λ1 − λ2)

(
µ1 + µ2

(
−λ1λ2 +

1
λ2

1λ2
2

))
(B.33b)

Nous obtenons une première solution λ1 = λ2. Transformons le second terme de l’équation en notant
α = µ1/µ2 et z = λ1λ2 :

z3 − αz2 − 1 = 0 (B.34)

Nous devons résoudre une équation du troisième degré. Utilisons la méthode de Cardan. En faisant
le changement de variable z = x − b/3a avec l’équation à résoudre az3 + bz2 + cz + d = 0, nous
obtenons

x3 + px + q = 0, p = − b2

3a2 +
c
a

, q =
b

27a

(
2b2

a2 −
9c
a

)
+

d
a

. (B.35)

Avec nos notations, nous obtenons

p = −α2

3
, q = −2α3

27
− 1 (B.36)

Le discriminant ∆ = q2 + 4p3/27 vaut 1 + 4α3/27. En supposant ∆ > 0, nous savons que
l’équation possède une solution réelle et deux complexes. La solution réelle s’écrit

x1 =

(
−q−

√
∆

2

) 1
3

+

(
−q +

√
∆

2

) 1
3

(B.37)

et montre qu’il n’y a pas unicité de la solution au problème posé.
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Annexe C

Comptage Rainflow

C.1 Présentation du comptage Rainflow

Le comptage Rainflow (SFMM, 1993) permet d’analyser un signal d’amplitude variable et de
reconstituer un signal proche du signal original. Cette méthode est fondée sur l’extraction de cycles.
Dans le cas d’un chargement à amplitude constante, un cycle correspond à la variation du minimum
au maximum puis du maximum au minimum. Dans le cas d’un chargement à amplitude variable, un
cycle correspond à une boucle contrainte-déformation fermée. Un cycle est défini par exemple par son
amplitude et sa moyenne.

La première opération lors d’un comptage Rainflow est l’extraction des points de rebroussement
du signal d’origine. L’algorithme sera appliqué à ce nouveau signal constitué des points de rebrous-
sement. L’extraction d’un cycle utilise quatre points successifs de ce signal, indicés respectivement 1,
2, 3 et 4. Voici l’algorithme portant sur les valeurs des contraintes S :
• si |S4− S3| ≥ |S3− S2| et |S2− S1| ≥ |S3− S2| (les deux points intermédiaires sont compris

entre les deux points extrêmaux, FIG. C.1)
– le cycle représenté par ses valeurs extrêmes S2 et S3 est extrait du signal :
– les deux points S2 et S3 sont éliminés du signal ;
– les deux parties du signal situées de part et d’autre du cycle extrait sont raccordées.
• sinon on décale d’une unité les quatre points considérés et on applique à nouveau le test précé-

dent ;
• la procédure est renouvelée jusqu’au dernier point du signal ; les points restants constituent le

résidu.
Un exemple d’application est montré sur la figure C.1 : le premier cycle extrait est le petit cycle

(en gris foncé), le deuxième cycle est le grand cycle (en gris clair). Ces cycles correspondent bien à
des boucles contrainte-déformation fermées.
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Déformation

Contrainte

(b) Boucles contrainte-déformation fermées

Temps

Contrainte

(a) Points de rebroussement

FIGURE C.1 – Extraction des boucles fermées par la méthode Rainflow.
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Annexe D

Représentation des essais de
caractérisation

D.0.1 Calcul des tenseurs des contraintes

Pour un matériau élastique isotrope incompressible, l’énergie libre ne dépend que des deux pre-
miers invariants

II = trC, II I =
1
2

{
(trC)2 − trC2

}
(D.1)

du tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit C = FT.F . Le tenseur des dilatations de Cauchy-
Green gauche est donné par G = F.FT .

L’expression du tenseur des contraintes de Cauchy est donnée par

σ = 2
∂W
∂II

G + 2
∂W
∂II I

(IIG− G2)− η I (D.2)

où η est le multiplicateur de Lagrange associée à la liaison interne d’isochorie. Le tenseur des contraintes
de Boussinesq B = Jσ.F−T s’obtient par

B = 2
∂W
∂II

F + 2
∂W
∂II I

(II F− G.F)− η IF−T (D.3)

tandis que le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff Π = F−1.B

Π = 2
∂W
∂II

I + 2
∂W
∂II I

(II I − C)− η I C−1 . (D.4)

Dans les applications que nous allons traités, le multiplicateur de Lagrange est obtenu en annulant
les contraintes sur les bords libres.

D.0.2 Traction uniaxiale

F =




λ 0 0
0 λ−

1
2 0

0 0 λ−
1
2


 , II = λ2 +

2
λ

, II I = 2λ +
1

λ2 . (D.5)
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L’annulation de σ22 donne

η = 2
∂W
∂II

1
λ
+ 2

∂W
∂II I

(
λ +

2
λ2 +

1
λ3

)
(D.6)

puis

B11 = 2
∂W
∂II

(
λ− 1

λ2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
1− 1

λ3

)
(D.7a)

σ11 = 2
∂W
∂II

(
λ2 − 1

λ

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ− 1

λ2

)
. (D.7b)

D.0.3 Cisaillement pur

F =




λ 0 0
0 λ−1 0
0 0 1


 , II = II I = 1 + λ2 +

1
λ2 . (D.8)

L’annulation de σ22 donne

η = 2
∂W
∂II

1
λ2 + 2

∂W
∂II I

(
1

λ2 + 1
)

(D.9)

puis

B11 = 2
∂W
∂II

(
λ2 − 1

λ2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ2 − 1

λ2

)
(D.10a)

σ11 = 2
∂W
∂II

(
λ− 1

λ3

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ− 1

λ3

)
(D.10b)

et

B33 = 2
∂W
∂II

(
1− 1

λ2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ2 − 1

)
(D.11a)

σ33 = 2
∂W
∂II

(
1− 1

λ2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ2 − 1

)
. (D.11b)

Le fait que B33 ne soit pas nul nous indique que pour obtenir un état de cisaillement pur sur une
éprouvette, il est nécessaire d’appliquer un effort dans la direction 3. Dans la pratique, cet effort est
rarement appliqué et les éprouvettes de cisaillement pur sont longues afin de minimiser ces effets de
bord.

D.0.4 Biaxial

F =




λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 (λ1λ2)−1


 , II = λ2

1 + λ2
2 +

1
λ2

1λ2
2

, II I = λ2
1λ2

2 +
1

λ2
1
+

1
λ2

2
. (D.12)
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L’annulation de σ33 donne

η = 2
∂W
∂II

1
λ2

1λ2
2
+ 2

∂W
∂II I

1
λ1λ2

(
λ1

λ2
+

λ2

λ1

)
(D.13)

puis

B11 = 2
∂W
∂II

(
λ1 −

1
λ1λ2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ1λ2

2 +
1

λ1λ2
2
− λ1

λ2
− λ2

λ1

)
(D.14a)

σ11 = 2
∂W
∂II

(
1 −

1
λ2

1λ2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ2

2 +
1

λ2
1λ2

2
− 1

λ2
− λ2

λ2
1

)
(D.14b)

et

B22 = 2
∂W
∂II

(
λ2 −

1
λ1λ2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ2

1λ2 +
1

λ2
1λ2
− λ1

λ2
− λ2

λ1

)
(D.15a)

σ22 = 2
∂W
∂II

(
1− 1

λ1λ2
2

)
+ 2

∂W
∂II I

(
λ2

1 +
1

λ2
1λ2

2
− λ1

λ2
2
− 1

λ1

)
. (D.15b)

D.0.5 Glissement simple

F =




1 γ 0
0 1 0
0 0 1


 , II = II I = 3 + γ2. (D.16)

L’annulation de σ33 donne

η = 2
∂W
∂II

+ 2
∂W
∂II I

(2 + γ2) (D.17)

puis

B = 2
∂W
∂II



−γ2 γ 0

γ 0 0
0 0 0


+ 2

∂W
∂II I



−γ2 γ 0

γ + γ3 −γ2 0
0 0 0


 (D.18)

et

B12 = σ12 = 2
(

∂W
∂II

+
∂W
∂II I

)
γ . (D.19)
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Annexe E

Essais

E.1 Nomenclature des essais

Cette section donne la nomenclature et la description des tous les essais réalisés. Elle peut-être
utile à deux niveaux :

– vue générale des essais pour le lecteur non informé ;
– détails pour la dénomination des essais en fonction de la sollicitation et du type.

E.1.1 Essais de cisaillement pur

Essai Nombre Température (˚C) Min - Max
Etude de l’accommodation à 5 cycles
3 8 10 3 23 0%-300%
4 9 11 3 23 50%-300%
5 12 13 3 23 100%-300%
6 14 15 3 23 150%-300%
7 16 à 19 3 23 200%-300%

Essais incomplets

TABLE E.1 – Essais dit "stage d’option".

E.1.2 Essais biaxiaux

Nous détaillons ici la nomenclature de la deuxième partie des essais biaxiaux (tab. E.4 à E.6),
celle qui est exploitable pleinement. "Feuille" désigne la feuille de caoutchouc dans laquelle ont été
découpées quatre éprouvettes. "Dir" désigne la direction de laminage de l’éprouvette (X pour ho-
rizontale, Y pour verticale). "Input" désigne le nom du fichier d’entrée de l’essai (détaillé dans le
prochain paragraphe). "Output" est le nom du fichier de sortie, tandis que "Video" désigne le numéro
de l’enregistrement vidéo et "Temp" la température.

Le taux de biaxialité de l’essai se retrouve dans son nom : "equi", "bia05" pour un essai équi-
biaxial et un essai avec un rapport de 0, 5 par exemple. La distinction "_1" et "_2" désigne le niveau
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Cycles

50

100

150

200

250

300

Maximum du cycle (pourcent)

10 50 100

FIGURE E.1 – Description de l’essai 0%-300% de type "stage d’option" effectué sur MTS.
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Essai Nombre Température (˚C) Min - Max
Accommodation : 10000 cycles au niveau indiqué
a 1 23 21%-50%
b c 2 23 21%-100%
d 1 23 21%-150%
e 1 23 21%-200%
f 1 23 21%-250%
g 1 23 150%-200%
h 1 23 150%-250%
Suraccommodation : 20 cycles à 250%
puis 10000 cycles au niveau indiqué
a 1 23 25%-50%
b 1 23 25%-100%
c 1 23 25%-150%
d 1 23 25%-200%
e 1 23 150%-200%
Accommodation : 10000 cycles au niveau indiqué
a b c 3 05 25%-100%
d e f 3 23 25%-100%
g h i 3 40 25%-100%
j k l 3 60 25%-100%
m n o 3 80 25%-100%
p q r 3 100 25%-100%

TABLE E.2 – Nomenclature des essais à 10000 cycles effectués sur la machine servo-hydraulique.
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Essai Nombre Température (˚C) Type
THERM_Y_04
a b c 3 23 a
d e f 3 23 a1
g h i 3 23 a2
j k l 3 23 b
m n o 3 23 c
THERM_Y_05
a b c 3 5 a
d e f 3 5 b
THERM_Y_06
a b c 3 40 a
d e f 3 40 b
THERM_Y_07
a b c 3 60 a
d e f 3 60 c
g h i 3 60 b
THERM_Y_08
a b c 3 80 a
d e f 3 80 b
THERM_Y_09
a b c 3 100 a
d e f 3 100 c
g h i 3 100 b
j k l 3 100
THERM_Y_10 Effort imposé
a b c 3 23
d e f 3 23
g h i 3 23
j k l 3 23
m n o 3 23
THERM_Y_11 Divers
a b c 3 23 déplacement
d e f 3 60 déplacement
g h i 3 23 effort

TABLE E.3 – Nomenclature des essais en température effectués sur la machine servo-hydraulique.
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maximal de déformation. En effet, les éprouvettes ont tendance à casser au plus haut niveau d’accom-
modation. Nous avons donc préféré réaliser les premières accommodations désignées par "_1", et la
dernière par "_2" afin de jouer d’autres signaux entre ces deux parties. Le suffixe "_dephase" désigne
l’essai où les deux axes de sollicitation sont déphasés de manière contrôlée, c’est-à-dire non aléatoire.

Le signal "SED2" est un signal piste qui peut être joué de deux façons, soit en phase (même signal
sur les deux axes), soit déphasé. Le signal "p2biax" est un deuxième signal piste aléatoire pour chaque
axe.
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Feuille Dir Input Output Video Temp
21a X equi_1.dat equi_k01 6901 25

equi_dephase.dat equi_k02 6902 25
SED2_dephase.dat equi_k03 6904-6905 25
SED2_phase.dat equi_k04-05 6906-6908 25

equi_2.dat equi_k06 6910 25
21b Y equi_1.dat equi_l01 6926 23-24

equi_dephase.dat equi_l04 6927 23-24
SED2_dephase.dat equi_l02 6928 23-24

p2biax.dat equi_l03 6929 23-24
SED2_phase.dat equi_l05 6930 23-24

16a X bia08_1.dat bia8_g01 6931 23-24
bia08_dephase.dat bia8_g02 6932 23-24

bia08_2.dat bia8_g03 6933 23-24
p2biax.dat bia8_g04 6934 23-24

crack bia8_g05 6935 23-24
16d X bia02_1.dat bia2_g01 6936 23-24

bia02_2.dat bia2_g02 6937 23-24
therm22500.dat bia2_g03 23-24

16b X bia05_1.dat bia5_g01 6938 24
bia05_dephase.dat bia5_g02 6939 24

bia05_2.dat bia5_g03 6940 24
therm22500 bia5_g04 24

16c Y bia05_1.dat bia5_h01 6941-6942 24
bia05_dephase.dat bia5_h02 6943 24

bia05_2.dat bia5_h03 6944 24
18d X photo photo_01 6945-6976 24

photo photo_02 24
therm22500 photo_03 24

18c X equi_1.dat equi_m01 6980 40
equi_dephase.dat equi_m02 6981 40

SED2_dephase.dat equi_m03 40
p2biax.dat equi_m04 40
p2biax.dat equi_m05 23

therm22500 equi_m06 23
18b X bia05_1.dat bia5_i01 6989 40

bia05_dephase.dat bia5_i02 6990 40
bia05_2.dat bia5_i03 6991 40
therm22500 bia5_i04 40

TABLE E.4 – Tableau récapitulatif des essais Biaxiaux.
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Feuille Dir Input Output Video Temp
18a X equi_1.dat equi_n01 6999 50

equi_dephase.dat equi_n02 7000 50
SED2_dephase.dat equi_n03

p2biax.dat equi_n04
19a X bia05_1.dat bia5_j01 7001 50

bia05_dephase.dat bia5_j02 7002 50
bia05_2.dat bia5_j03 7003 50
therm22500 bia5_j04 24
therm22500 bia5_j05 30
therm22500 bia5_j06 40

19b X equi_1.dat equi_o01 7004 60
equi_dephase.dat equi_o02 7005 60

SED2_dephase.dat equi_o03 60
p2biax.dat equi_o04 60
crack.dat equi_o05 60

19c X bia05_1.dat bia5_k01 7006 60
bia05_dephase.dat bia5_k02 7007 60

bia05_2.dat bia5_k03 7008 60
acc_17500.dat bia5_k04-09 7010-7015 60-23

crack.dat bia5_k10 23
Nra X equi_1.dat nr_01 7016 23

therm22500 nr_02 23
equi_dephase.dat nr_03 23

SED2_dephase.dat nr_04 23
p2biax.dat nr_05 23
equi_2.dat nr_06 23

NRb Y equi_1.dat nrb_01 7017 23
equi_dephase.dat nrb_02 7019 23

equi_2.dat nrb_03 7020 23
equi_3.dat nrb_04 7021 23

19d Y bia08_1.dat bia8_h01 7022 23
bia08_dephase.dat bia8_h02 7023 23

crack bia8_h03 23
20a Y bia02_1.dat bia2_h01 DSCN_1783 23

bia02_2.dat bia2_h02 DSCN_1784 23
SED2_dephase.dat bia2_h03 23

p2biax.dat bia2_h04 23

TABLE E.5 – Tableau récapitulatif des essais Biaxiaux.
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Feuille Dir Input Output Video Temp
20d Y bia08_1.dat bia8_i01 DSCN_1785 60

bia08_dephase.dat bia8_i02 DSCN_1786 60
SED2_dephase.dat bia8_i03 60

p2biax.dat bia8_i04 60
SED2_dephase.dat bia8_i05 60

20c X bia02_1.dat bia2_i01 60
bia02_2.dat bia2_i02 60
bia05_2.dat bia2_i03 60
bia08_2.dat bia2_i04 60

20b Y bia05_1.dat bia5_l01 23
bia05_dephase.dat bia5_l02 23

bia05_2.dat bia5_l03 23
SED2_dephase.dat bia5_l04 23
SED2_dephase.dat bia5_l05 23

p2biax.dat bia5_l06 23
p2biax.dat bia5_l07 23

TABLE E.6 – Tableau récapitulatif des essais Biaxiaux.





Résumé

Les élévations de température à proximité des pièces en élastomères automobiles rendent insuffisantes les mé-
thodes expérimentales actuellement utilisées pour dimensionner ces pièces. Ainsi, il est essentiel de mettre au
point une nouvelle approche, tant expérimentale que de simulation, permettant d’estimer la durée de vie d’une
structure en élastomère soumise à la fois à une histoire de chargement thermique et de chargement mécanique.

Le matériau d’étude est un caoutchouc naturel chargé au noir de carbone. Ce matériau présente deux carac-
téristiques importantes à prendre en compte dans le cadre de cette étude. D’une part, en raison de son compor-
tement hystérétique, il a la propriété de s’échauffer sous l’effet d’une sollicitation mécanique ; ainsi la tempéra-
ture du matériau ne dépend pas uniquement des conditions aux limites thermiques mais également mécaniques.
D’autre part, sa tenue en endurance se dégrade notablement lorsque la température augmente.

L’objectif du travail de thèse est de proposer des méthodes d’estimation de la durée de vie et de détermi-
nation d’équivalents pour la fatigue thermomécanique des élastomères. Afin de répondre à cet objectif, nous
caractérisons tout d’abord les histoires de chargement mécanique et thermique en tenant compte des couplages
thermomécaniques. En particulier, nous étudions le comportement thermomécanique cyclique, et développons
une méthode d’estimation simple et robuste de la température d’autoéchauffement. Cette méthode est fondée
sur un couplage thermomécanique faible, une estimation des sources de chaleur et un problème thermique ho-
mogénéisé en temps incluant les effets des grandes déformations. Afin de bâtir un modèle de fatigue thermomé-
canique, nous caractérisons l’endurance du matériau d’étude à partir de courbes de Wöhler et de renforcement à
plusieurs températures. Nous discutons de l’hypothèse de cumul linéaire d’endommagement par fatigue (règle
de Miner) pour des cycles thermomécaniques.

Abstract

The temperature rises near automotive rubber parts make insufficient experimental methods currently used to
design these parts. Thus, it is essential to develop a new approach , both experimental and simulation to estimate
the lifetime of an elastomer structure subjected to a history of both thermal loading and mechanical loading.

The material used in this study is a natural rubber filled with carbon black. This material has two main
characteristics studied in this work. On the one hand, because of its hysteretic behavior, it has the ability to
warm up under the effect of mechanical stress, and the temperature of the material depends not only on the
thermal boundary conditions but also mechanical boundary conditions. On the other hand, the fatigue strength
degrades significantly when the temperature increases.

The objective of this thesis is to propose methods for estimating the thermomechanical fatigue life and
determining equivalence rules for elastomers. To reacht this goal, we first characterize the mechanical and
thermal loading history taking into account the thermomechanical couplings. In particular, we study the cyclic
thermomechanical behavior, and develop a simple and robust method for the self-heating temperature estima-
tion . This method is based on a low thermomechanical coupling, an estimate of the heat sources and heat
problem homogenized time including the effects of large deformations. To build an estimation of thermome-
chanical fatigue life, we characterize at different temperatures the endurance limit of our material with Wöhler
curves and fatigue reinforcement. We discuss the assumption of linear cumulative damage (Miner’s rule) for
thermomechanical cycles.
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