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Introduction

Contexte

L’industrie automobile attache de plus en plus d’importance a la sécurité (tests Euro NCAP), mais
aussi a la réduction de la consommation et des émissions de polluants (normes euro IV et V). Ces
contraintes conduisent respectivement a des augmentations de la masse des véhicules, des augmenta-
tions de la puissance spécifique des moteurs et des ajouts de systemes de dépollution. Cela conduit
a des élévations de température a proximité des picces en élastomere comme les supports du moteur
et les articulations de reprise de couple. Ces conditions thermiques séveres rendent insuffisantes les
méthodes expérimentales actuellement utilisées pour dimensionner ces pi¢ces. Ainsi, il est essentiel
de mettre au point une nouvelle approche, tant expérimentale que numérique, permettant d’estimer la
durée de vie d’une structure en élastomere soumise a la fois a une histoire de chargement thermique
et de chargement mécanique.

Le matériau d’étude est un caoutchouc naturel chargé au noir de carbone, représentatif de ceux
utilisés pour les pieces réelles. Ce matériau présente deux caractéristiques importantes a prendre en
compte dans le cadre de cette étude. D’une part, sa tenue en endurance se dégrade notablement lorsque
la température augmente. D’autre part, en raison de son comportement hystérétique et d’une faible
conductivité thermique, il a la propriété de s’échauffer sous 1’effet d’une sollicitation mécanique :
c’est le phénomene d’autoéchauffement. Ainsi la température du matériau ne dépend pas uniquement
des conditions aux limites thermiques mais également mécaniques. Nous pouvons constater cet au-
toéchauffement sur la figure 1. Nous avons représenté une mesure sur véhicule de la température a
coeur d’une piece de liaison au sol, ainsi que le débattement de la roue associée. Nous constatons, pour
chaque passage sollicitant, un autoéchauffement de I’ordre de la dizaine de degrés. Par contre, des que
la sollicitation mécanique est faible, la température diminue car la chaleur est évacuée a I’extérieur.

Garantir la tenue en service d’une structure nécessite, entre autres, de dimensionner cette structure
a la fatigue. Les modeles de fatigue thermomécanique permettent d’une part d’estimer la durée de vie
d’une structure, et d’autre part de construire des signaux équivalents en endommagement par fatigue
au chargement initial. En effet, lors de la conception et validation d’une structure, des essais de fatigue
sont souvent menés et durent environ un mois. Cette durée est trop longue dans la phase de conception
d’un véhicule : afin d’accélérer ces essais tout en garantissant la méme sévérité, des méthodes de
réduction de signal sont nécessaires.

Nous présentons sur la figure 2 une analyse de la problématique de détermination de la durée de
vie d’une structure. A partir des sollicitations extérieures thermiques et mécaniques, il faut déterminer
I’état local de la structure. Dans le cas ou les couplages thermomécaniques sont faibles, cette étape
peut se résoudre a 1’aide d’analyses mécanique et thermique indépendantes. Pour les élastomeres, la
sollicitation mécanique induit un fort autoéchauffement et la température change les propriétés du
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FIGURE 1 — Mesures de température d’une cale de liaison au sol et du débattement roue sur des pistes
d’essais.

matériau. Ce couplage thermomécanique rend difficile la détermination du trajet de chargement local
en déformations, contraintes et température. Voici donc notre premicre problématique : étudier les
couplages thermomécaniques et construire une méthode de détermination de 1’histoire du chargement
local mécanique et thermique.

A partir de cette histoire de chargements locaux, un modele d’endommagement permet d’esti-
mer I’endommagement généré par le chargement et de prédire la durée de vie de la structure. Notre
deuxieme problématique est donc de construire un modele de fatigue thermomécanique prenant en
compte I’histoire de chargement mécanique et thermique. Notons que pour I’analyse en fatigue, nous
nous restreignons dans cette étude a des chargements unidimensionnels.

Ces méthodes de réduction de signal intéressent tout autant les fournisseurs des structures anti-
vibratoires que les constructeurs automobiles. C’est pourquoi une collaboration a été engagée entre
les sociétés PSA Peugeot Citroén, RSA et Trelleborg-Modyn afin de financer une campagne d’essais
d’endurance réalisée par Trelleborg-Modyn. Notre analyse en fatigue se fondera sur ces essais.

Objectifs

L’objectif de la these est de proposer des méthodes d’estimation de la durée de vie et de déter-
mination d’équivalents pour la fatigue thermomécanique des élastomeres. Ces équivalents sont des
sollicitations équivalentes a la sollicitation initiale pour la fatigue. Afin de répondre & cet objectif,
nous devons tout d’abord caractériser les histoires locales de chargements mécanique et thermique en
tenant compte des couplages thermomécaniques. Notamment, nous devons étudier le comportement
thermomécanique cyclique de I’élastomere, étre capables d’estimer la température d’autoéchauffe-
ment et analyser tous les couplages thermomécaniques afin de construire un modele prédictif et simple
de mise en ceuvre.

Afin de batir un modele de fatigue thermomécanique, nous devons tout d’abord décrire les méca-
nismes d’endommagement par fatigue des élastomeres afin de comprendre 1’influence de la tempéra-
ture. Puis, nous analyserons la base expérimentale disponible sur I’endurance thermomécanique des
élastomeres pour construire un modele d’endommagement.
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FIGURE 2 — Analyse schématique de notre problématique.

Démarche

Les élastomeres sont des matériaux dont le comportement dépend de 1’histoire de chargement.
Sous des sollicitations cycliques ou cycliques par morceaux, la description du comportement stabi-
lisé, quand il existe, suffit néanmoins a caractériser les grandeurs représentatives du phénomene de
fatigue. En effet, la majeure partie de I’endommagement a lieu apres stabilisation. L’influence de la
température sur le comportement des élastomeres est multiple. L’hypothese de 1’origine entropique
des efforts implique que les contraintes soient linéaires de la température. Toutefois, il faut prendre en
compte la dilatation thermique afin de rendre compte du comportement réel, avec des phénomenes tels
que I'inversion thermoélastique. De plus, les effets visqueux participent aux efforts et sont aussi tres
dépendants de la température. Dans un premier temps, nous étudions donc le comportement thermo-
mécanique cyclique. Notamment, nous nous intéressons a I’'influence de la température sur le com-
portement stabilisé. Pour ce faire, nous exploitons une base expérimentale d’essais cycliques entre
5°C et 100°C. Nous montrons qu’en premiére approximation, il est possible dans cette gamme de
température de négliger I’effet de la température sur le comportement.

Dans un deuxieme temps, nous développons des lois d’autoéchauffement. Ces lois permettent
d’estimer la température d’une structure soumise a un chargement mécanique, qu’il soit répété ou va-
riable. Elles sont définies par une stratégie de résolution du probleme thermomécanique couplé et une
estimation locale de 1’énergie dissipée. En effet, le probleme thermomécanique pour les élastomeres
est un probleme fortement couplé. D’une part, les effets thermoélastiques sont trés importants : la tem-
pérature peut varier de plusieurs degrés lors d’un cycle mécanique. De plus, dans le cadre des grandes
déformations, la géométrie d’une structure est largement modifiée au cours d’un cycle. D’autre part,
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4 INTRODUCTION

I’élévation de température due a 1’autoéchauffement modifie les propriétés mécaniques.

Notre analyse est fondée sur le constat suivant : pour une structure représentative de celles utilisées
dans I’industrie automobile, les temps caractéristiques mécanique et thermique sont tres différents. La
résolution du probléme thermomécanique a 1’aide d’un couplage faible permet justement I’exploi-
tation de cette différence afin d’obtenir des temps de calculs compatibles avec un bureau d’études.
Toutefois, ce couplage faible n’est pas proprement défini dans le cas des grandes déformations. En
effet, le découplage entre la variation de géométrie de la structure au cours d’un cycle et la résolution
du probleme thermique sur une géométrie fixe ne permet pas de résoudre exactement le probleme
thermomécanique. C’est pourquoi nous étudions une homogénéisation temporelle de 1’équation de
la chaleur exprimée dans la configuration de référence. Grace a une approximation justifiée, ce pro-
bleme thermique homogénéisé permet une résolution exacte et rapide du probléme thermomécanique
en tenant compte des variations de géométrie au cours d’un cycle mécanique.

Nous modélisons le comportement mécanique avec une loi hyperélastique : nous ne représen-
tons pas 1’énergie mécanique dissipée lors d’un cycle. Une estimation de I’énergie dissipée lors d’un
cycle mécanique a partir de grandeurs mécaniques se fait en trois points : définition et détermina-
tion de cycles, construction d’une grandeur représentative de 1’énergie dissipée et détermination de la
fonction reliant cette grandeur a I’énergie dissipée. Par exemple, pour certaines sollicitations simples,
I’énergie élastique de déformation est un bon prédicteur de I’énergie dissipée. Toutefois, ce n’est pas
une grandeur multiaxiale car il est possible de créer des trajets de chargement gardant 1’énergie de
déformation constante mais dissipant de 1’énergie.

Nous proposons donc plusieurs grandeurs énergétiques représentatives de I’énergie dissipée et
étudions leur capacité a &tre multiaxiales, objectives ou a prendre en compte les effets de moyenne.
Notamment, nous montrons que dans le cadre des grandes transformations, 1’utilisation de grandeurs
lagrangiennes permet de garantir 1’objectivité de telles grandeurs. L’identification des fonctions re-
liant ces grandeurs a 1’énergie dissipée sur un cycle se fonde sur une base expérimentale uniaxiale
et biaxiale a plusieurs températures. Nous avons pour cela proposé, réalisé et utilis€é une machine
d’essais de traction biaxiale permettant de soumettre une éprouvette a des chargements biaxiaux tota-
lement arbitraires. L’ extension des lois d’autoéchauffement dans le cas de signaux variables est fondée
sur I’identification des cycles avec une méthode Rainflow.

Afin de valider nos lois d’autoéchauffement, nous avons proposé des essais d’autoéchauffement
avec des mesures d’énergie dissipée et de température. Nous avons ainsi validé nos lois cycliques et
variables sur des éprouvettes, puis sur des structures automobiles. Dans ce dernier cas notamment,
nous avons proposé des lois simplifiées permettant des calculs d’autoéchauffement pour des sollicita-
tions multi-entrée, c’est-a-dire avec plusieurs axes de sollicitations, représentatives des chargements
supportés en service. Ces lois sont compatibles avec les exigences d’un bureau d’étude.

Dans un troisieéme temps, nous dressons un état de I’art de 1’étude en fatigue pour les élastomeres.
Nous constatons que la majeure partie de la durée de vie d’une structure est consacrée a la propagation
d’une micro-fissure amorcée des les premiers cycles vers une macro-fissure menant a la ruine. Dans
ce mémoire, nous choisissons de construire un modele de fatigue permettant d’estimer le nombre de
cycles nécessaires a I’amorcage d’une macro-fissure détectable.

Notre matériau d’étude est un caoutchouc cristallisable et de ce fait, de nombreuses propriétés
bénéfiques en fatigue peuvent étre expliquées par ce phénomene. Par exemple, les caoutchoucs natu-
rels résistent trés bien a la propagation de fissures et présentent un phénomene de renforcement tres
marqué pour des rapports de charge positifs. Or, la température agit directement sur la capacité a cris-
talliser et donc sur la tenue en endurance. A partir de ces considérations et de données expérimentales
composées de courbes de Wohler et de renforcement a plusieurs températures, nous proposons un mo-
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INTRODUCTION 5

dele de fatigue thermomécanique physiquement motivé. Nous montrons 1’existence d’une température
seuil, environ 70°C, a partir de laquelle la tenue en endurance se dégrade avec la température.

Afin d’estimer la tenue en service de structures, un cumul d’endommagement est nécessaire pour
traiter des signaux variables. Nous discuterons a partir d’observations expérimentales de 1’hypothese
de cumul linéaire dans un cadre anisotherme.

Les trois axes d’étude présentés ci-dessus forment les parties II a IV de ce mémoire. Le premier
chapitre de la partie I est consacré a la description des matériaux élastomeres et de leurs propriétés.
Nous présentons aussi dans un deuxieme chapitre le formalisme des transformations finies nécessaire
a I’étude des élastomeres subissant de grandes déformations. Dans la partie I dédiée au comportement
thermomécanique cyclique, nous établissons au premier chapitre un état de I’art sur la modélisation
thermomécanique des élastomeres. Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude, en grande partie ex-
périmentale, du comportement cyclique et de I’influence de la température sur celui-ci. La partie III
se divise en trois chapitres permettant une étude compléete de 1’autoéchauffement. Le premier chapitre
pose le probleme thermomécanique couplé et définit notre stratégie de résolution de ce probleme.
Dans le deuxieme chapitre, nous étudions 1’estimation de 1’énergie dissipée a partir d’un calcul mé-
canique hyperélastique, qui par définition ne dissipe pas d’énergie. Le dernier chapitre valide par des
expériences les lois d’autoéchauffement proposées et illustre I’intérét des méthodes simplifiées. Quant
a la partie IV, centrée sur la fatigue, elle est composée de deux chapitres. Le premier dresse un état
de I’art sur la fatigue et notamment sur I’effet de la température sur I’endurance. C’est au cours du
deuxieme chapitre que nous proposons un modele de fatigue thermomécanique, fondé sur un grand
nombre d’essais.
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Chapitre 1

Généralités sur les élastomeres

Ce chapitre offre une description succincte des élastomeéres, nécessaire
pour comprendre et analyser les phénoménes mis en jeu. Notamment,
nous mettons I’accent sur la description du comportement cyclique et
sur le phénomeéne de cristallisation induite par déformation.

Le caoutchouc n’est pas un matériau récent : les Indiens d’ Amérique I’employaient pour la réa-
lisation de balle de sport, de toiles enduites ou de gourde. Ils nommaient ce matériau cao-o-tchu,
traduit par “bois qui pleure”. En effet, le caoutchouc provient du latex, produit par différents arbres
dont I’hévéa. Les premieres études scientifiques sur le caoutchouc sont menées vers 1735 par Charles
de la Condamine, membre de 1’Académie des Sciences envoyé en mission en Amérique du Sud, et
Fresnau, ingénieur de la Marine Royale en Guyane. Les premiéres gommes en caoutchouc suivront
en 1770. Une avancée importante pour le caoutchouc est la mise au point de la vulcanisation par
Charles Goodyear en 1839, qui va permettre la multiplication des applications du caoutchouc. Les
caoutchoucs synthétiques voient le jour au début du vingtieéme siécle, et le noir de carbone est utilisé
comme charge renforcante. Depuis, I’utilisation des caoutchoucs n’a fait que progresser, notamment
dans I’industrie des transports : pneumatiques, pieces anti-vibratoire, joints d’étanchéité.

Ce chapitre commence par la présentation de généralités sur les élastomeres, qui font partie des
matériaux polymeres. Les premicres propriétés mécaniques sont ensuite exposées et nous mettrons
I’accent sur la description du comportement cyclique et la cristallisation.

1.1 Polymeres et élastomeres

1.1.1 Les matériaux polymeéres

Un matériau polymere ! est constitué de longues chaines. La cohésion des atomes sur une méme
chaine est assurée par des liaisons chimiques fortes, tandis que les liaisons inter chaines sont plus
faibles. Les chalnes macromoléculaires résultent de I’assemblage de monomeres lors de I’opération
de polymérisation. Certaines températures conditionnent 1’état physique du polymere et donc son
comportement (FIG. 1.1) :

— la température de transition vitreuse Ty qui sépare le comportement vitreux a T < T (solide)

de I’état caoutchouteux ou €lastomere a T' > T (liquide) ;

1. Notre analyse dans cette premiere section se fonde sur les ouvrages suivants : (Carrega, 2000; Rault, 2002; Etienne
et David, 2002).
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FIGURE 1.1 — Comportement idéalisé d’un polymere en fonction de la température.

— la température de cristallisation T; et la température de fusion Ty qui définissent le domaine
d’apparition de structures cristallines (pour un matériau cristallisable) ;

— la température de dégradation thermique ot le matériau se dégrade et perd ses propriétés méca-
niques : il est dans un état d’écoulement moléculaire et peut se comporter pratiquement comme
un fluide.
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Hévéa Gutta-percha

FIGURE 1.2 — Formule de 1’élément de répétition pour le caoutchouc naturel provenant des arbres
hévéa et gutta.

Il existe trois catégories parmi les matériaux polymeres :

— les thermoplastiques (amorphes ou semi-cristallins) ont tendance a avoir un comportement li-
quide par élévation de température et a redevenir rigide au refroidissement, propriété tres utile
pour des mises en forme répétées ;

— les thermodurcissables subissent une transformation chimique lorsqu’ils sont chauffés : leurs
molécules forment un réseau tridimensionnel réticulé ; ces matériaux ne peuvent subir qu’une
seule mise en forme ;

— les élastomeres sont utilisés pour leur comportement caoutchouteux existant sur un domaine de
température important : ils peuvent tre de nature thermodurcissable (réticulation chimique) ou
de nature thermoplastique (réticulation physique par cristallites ou domaines a haute tempéra-
ture de transition vitreuse).

La présence d’une double liaison carbone dans certaines macromolécules constitue le principal
avantage mais aussi désavantage de celles-ci. Par son ouverture, la double liaison permet la vulcanisa-
tion pour créer des ponts entre les chaines. Toutefois, cette double liaison est aussi sujette a I’oxydation
qui induit une détérioration des propriétés mécaniques.

1.1.2 Les élastomeres
a Les différents types d’élastomeres

Le caoutchouc naturel (ou NR pour Natural Rubber)

Le caoutchouc naturel existe dans le latex sous forme de globules de diametre moyen 0.5 pm, en
suspension dans un milieu aqueux. Ce latex provenant de la “saignée” de I’hévéa est recueilli dans
une coupe en aluminium puis est filtré, coagulé avec de I’acide et enfin lavé et séché. Il est composé
chimiquement de polyisopréne de conformation 1,4 cis (FIG. 1.2). Par exemple, I’hévéa brasiliensis
fournit un latex ayant plus de 98% de poly cis-isopreéne. Une autre variété d’arbres, les gutta, donne
un autre latex composé de polyisopréne de conformation 1,4 trans qui est le Gutta-percha (FIG. 1.2).

Les caoutchoucs synthétiques
Voici une liste non-exhaustive des principaux élastomeres synthétiques avec quelques unes de
leurs propriétés :
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FIGURE 1.3 — Chaines élastomériques réticulées (ronds noirs).

— BR (Butadiene Rubber) : utilisé dans la fabrication des pneumatiques ;

— CR (Chloroprene Rubber) : il présente une bonne résistance a la chaleur (150°C) et aux produits
chimiques, comme les huiles et le pétrole et s’utilise dans la fabrication d’élastomeres destinés
a I’automobile, aux adhésifs ;

— EPDM (Ethylene-Propylene Diene Rubber) : trés bonne résistance a la température (150°C) et
al’ozone;

— IIR (Isobutene-Isoprene Rubber ou butyl rubber) : il est trés peu perméable aux gaz et a I’humi-
dité et présente d’excellentes propriétés isolantes, une bonne résistance a I’ozone ainsi qu’aux
intempéries : c’est I’élastomere le plus employé dans la fabrication des chambres a air de pneu-
matiques ;

— NBR (Nitrile Butadiene Rubber) : il présente une bonne résistance aux hydrocarbures, huiles,
graisses imperméables et est souvent utilis€ comme joint en contact avec des hydrocarbures ;

— SBR (Styrene Butadiene Rubber) : ce copolymere de butadiene et de styréne est tres utilisé dans
la fabrication des pneumatiques et possede une grande résistance a 1’abrasion, au vieillissement
et a ’ozone.

b Formulation

La formulation est I’art de choisir et d’associer les constituants d’un mélange pour lui conférer des
propriétés spécifiques. Cette formulation a pour but de vulcaniser, renforcer et protéger le caoutchouc.
Elle est souvent tenue secrete par les industriels.

Réticulation - vulcanisation

Au-dela de la température de transition vitreuse, 1’élastomere est dans 1’état caoutchouteux : les
chaines sont capables de s’écouler les unes par rapport aux autres. C’est le phénomene de cold flow.
Pour supprimer cet écoulement et obtenir les propriétés élastiques du caoutchouc, il est nécessaire de
le réticuler, c’est-a-dire de créer des ponts chimiques permanents entre les chaines (FIG. 1.3). L’ordre
de grandeur de ces ponts est d’un pour cent monomeres. Notons que des enchevétrements entre les
chaines peuvent jouer le role de réticulation physique.

La vulcanisation est une réticulation qui consiste a relier a chaud (170-200°C) les chaines par des
ponts au soufre entre les doubles liaisons carbone-carbone. Le degré de vulcanisation d’un caoutchouc
détermine les caractéristiques du matériau : peu vulcanisé, il ne sera pas résistant, et trop vulcanisé, il
deviendra rigide et perdra son élasticité. Des activateurs et des accélérateurs permettent d’accroitre la
vitesse de vulcanisation et de modifier la nature du réseau.

Il est aussi possible de réticuler I’élastomere avec des peroxydes organiques en créant des liaisons
directes entre les atomes de carbone de deux chaines.
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Renforcement par des charges

Dans la plupart des formulations, des charges sont ajoutées a 1’élastomere. L’ objectif de ces
charges est de renforcer les propriétés mécaniques de 1’élastomere : résistance a la rupture et a I’abra-
sion, augmentation de la rigidité et des propriétés amortissantes. Les charges les plus courantes sont
les noirs de carbone (qui conférent au caoutchouc sa couleur noire), la silice et le kaolin. Leurs pro-
portions peuvent aller de quelques pourcents a plus de 50% pour un élastomere fortement chargé. La
taille des particules, leur géométrie, leur surface spécifique et leur chimie de surface permettent de
modifier les propriétés des élastomeres chargés.

La dénomination des noirs de carbone est normalisée par I’ASTM (1993) 2. Elle se compose de
quatre caracteres. Le premier est une lettre, N ou S. Le préfixe N (pour "Normal cure rate") désigne
I’effet du noir de carbone sur la vitesse de vulcanisation de I’élastomere. Ces noirs sont typiquement
des noirs de four. Le préfixe S (pour "Slow cure rate") désigne les noirs de carbone obtenus de fa-
con différente (par exemple les noirs de contact) permettant une vulcanisation lente. Le deuxiéme
caractere est un chiffre désignant la taille moyenne des noirs de carbone. Le tableau 1.1 détaille les
dix groupes ainsi obtenus. Les deux derniers chiffres sont assignés arbitrairement selon d’autres pro-
priétés. De plus amples informations sont disponibles par exemple dans SFMM (1977); Townson et
Hallett (2005).

Dénomination  Diametre moyen Ancienne
ASTM des particules (nm) dénomination

900-999 201-500 MT
800-899 101-200 FT
700-799 61-100 SRF
600-699 49-60 GPF, HMF
500-599 40-48 FEF
400-499 31-39 FF
300-399 26-30 HAF, EPC
200-299 20-25 ISAF
100-199 11-19 SAF
000-099 1-10 -

TABLE 1.1 — Taille moyenne des noirs de carbone pour les dix classes selon la dénomination ASTM.

Autres ingrédients

Des plastifiants (pour faciliter I’addition et la dispersion des ingrédients dans le mélange), des anti-
oxydants (dont la fonction est de protéger le caoutchouc de la dégradation par oxydation), des charges
non-renforcantes qui modifient trés peu les propriétés du caoutchouc mais permettent de réduire le
colit de fabrication sont aussi employées pour la fabrication des caoutchoucs.

¢ Mise en ceuvre

Le procédé de mise en ccuvre se scinde en trois étapes successives. Tout d’abord, le mélangeage,
qui consiste a disperser dans le caoutchouc les différents ingrédients de la formulation. Cette étape
est importante car elle décide des propriétés futures du matériau, notamment en terme de fatigue.

2. American Society of Testing Materials.
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En effet, si les charges sont mal dispersées, des agglomérats de taille importante joueront le rdle de
défauts. Vient ensuite I’étape de mise en forme qui est effectuée quand le mélange est dans un état
liquide visqueux. L’extrusion, le calandrage ou le moulage sont les principaux moyens de mise en
forme. Finalement, la cuisson fait passer le caoutchouc de I’état cru a I’état cuit. C’est au cours de
cette cuisson qu’a lieu la vulcanisation.

1.1.3 Matériau de I’étude

Nous allons nous intéresser dans cette étude a un caoutchouc naturel réticulé chargé au noir de
carbone typique des applications visées dans le domaine automobile. Sa composition? est donnée
dans le tableau 1.2. Il sera par la suite dénommé NR045. Sa température de transition vitreuse est
inférieure a la température ambiante : il est donc utilisé dans son état caoutchouteux.

Ingrédient Quantité (pce) Pourcentage en masse (%)
Caoutchouc naturel 100 64.1
Oxyde de zinc 9.95 6.4
Plastifiant 3 1.9
Noir de carbone 34 21.8
Acide stéarique 3 1.9
Antioxydant 2 1.3
Accélérateurs 4 2.6

TABLE 1.2 — Formulation du caoutchouc étudié (NR045).

1.2 Premieres caractéristiques mécaniques

1.2.1 Incompressibilité

Une des principales caractéristiques des élastomeres est de se déformer & volume presque constant.
Il est ainsi tres difficile de mesurer une variation de volume lors d’un essai sur une piéce massive.
C’est pourquoi les élastomeres sont généralement considérés comme incompressibles. Dans le cas
du caoutchouc de notre étude, Chagnon (2003) mesure un module de compressibilité de 231 MPa,
alors que le module de cisaillement est de 1’ordre de 0.77 MPa. Nous pouvons donc conclure que
I’hypothese d’incompressibilité est réaliste pour notre matériau.

Cependant, une variation de volume peut apparaitre suite a des phénomenes de cavitation. Farris
(1968) mesure justement ces variations dans un caoutchouc tres chargé. Ce phénomene se produit
aussi lors d’essais a tres grandes déformations ou lors d’essais cycliques. Pour caractériser plus préci-
sément cette variation de volume, il faudrait analyser les phénomenes d’amorgage et de propagation de
fissures internes. L’ endommagement du matériau pourrait alors étre lié a une perte d’incompressibilité
(Andrieux et al., 1997; Layouni et al., 2003).

Des lors, la modélisation de la compressibilité ou de 1’incompressibilité requiert une grande at-
tention et doit €tre justifiée afin de choisir le modele le plus réaliste. De plus, les contraintes sont
fortement liées a I’incompressibilité via le terme de pression. Ainsi, toute étude en contraintes doit se
fonder sur une modélisation fine de la pseudo-incompressibilité.

3. La composition d’un caoutchouc est souvent donnée en fonction du pourcentage de la gomme pce ou phr pour per
hundred parts of rubber.
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1.2.2 Hyperélasticité

Les élastomeres sont remarquables par leur capacité a subir de treés grandes déformations. Les
déformations a rupture peuvent varier de 300% a 1000% selon le type de caoutchouc étudié. Cette
élasticité est aussi fortement non-linéaire. Une loi linéaire approchée est incapable de rendre compte
de la variation de la raideur de I’élastomere au cours d’un chargement. Enfin, malgré les grandes défor-
mations subies, les élastomeres sont capables de retrouver leur géométrie d’avant chargement presque
intégralement. Les déformations résiduelles restent faibles par rapport aux déformations maximales.

Un matériau est dit hyperélastique (Ciarlet, 1986) lorsque les contraintes dérivent d’un potentiel,
c’est-a-dire lorsqu’il existe une fonction W, densité d’énergie, telle que I1 = dW /JdE (voir le chapitre
suivant pour le détail des notations). B B

Nous présentons au chapitre 4 les lois de comportement hyperélastiques classiquement utilisées.
Deux points sont a retenir : les lois de comportement statistiques se basent sur des modeles physiques
pour batir leur loi de comportement, les modeles phénoménologiques postulent une loi mathématique
dont les parametres sont identifiés expérimentalement.

1.2.3 Matériaux dissipatifs

Les élastomeres sont des matériaux dissipatifs : une partie de 1’énergie mécanique est dissipée sous
forme de chaleur. Lors d’un cycle de sollicitation, une boucle d’hystérese apparait par exemple dans
un diagramme force-déplacement et 1’aire de cette boucle représente 1’énergie mécanique dissipée sur
ce cycle. Ces propriétés dissipatives sont notamment utilisées dans les structures anti-vibratoires.

La dépendance a la vitesse de sollicitation de la réponse d’un élastomere traduit les phénomenes
visqueux. Cette viscosité va affecter les contraintes, et les déphaser vis-a-vis de la déformation : il y
aura donc dissipation d’énergie mécanique. Les phénomenes visqueux s’observent aussi lors d’essais
avec relaxation ; I’éprouvette est maintenue dans un état de déformation fixé et 1’état de contrainte
varie avec le temps. Cette viscosité intervient sur plusieurs échelles de temps et nécessite une modé-
lisation fine pour rendre compte précisément de tous les phénomenes rencontrés.

1.3 Comportement cyclique

Lors de son utilisation, une structure élastomere est la plupart du temps soumise a une histoire de
chargement. Ces chargements peuvent étre cycliques, mais sont souvent variables. Or, I’élastomere est
un matériau dont les propriétés mécaniques dépendent fortement de 1’histoire. Il est donc nécessaire
d’étudier le comportement cyclique a travers 1’effet Mullins aux premiers cycles, mais aussi a plus
grand nombre de cycles pour analyser 1’autoéchauffement et 1’évolution des effets visqueux.

1.3.1 Effet Mullins
a Description

L adoucissement* du caoutchouc est connu depuis la fin du 19°" siecle. Mullins est le premier
a décrire précisément ce phénomene (Mullins et Tobin, 1957) ; quatre observations définissent ainsi
I’effet Mullins (F1G. 1.4) :

— le matériau s’adoucit apres plusieurs extensions a déformation constante ;

4. L’adoucissement se constate par une diminution des contraintes pour une méme élongation.
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FIGURE 1.4 — Leffet Mullins est souvent représenté de maniere idéalisée : lors de la premiere charge
jusqu’a un chargement donné A;, la réponse suit la courbe en gras (M) ; les décharges et recharges
suivantes s’effectuent selon la courbe (i) de facon réversible tant que le chargement maximal précé-
demment atteint n’est pas dépassé ; lorsque le chargement devient supérieur a celui-ci, la réponse du
matériau revient sur la courbe de premiere charge.

— le comportement a grandes déformations ne dépend pas de 1’histoire du matériau a petites dé-
formations ;

— le comportement se raidit rapidement a I’approche de I’extension maximale atteinte précédem-
ment au cours du chargement ;

— apres plusieurs cycles, le comportement s’est adoucit et se stabilise : on parlera aussi d’accom-
modation .

b Premieres interprétations

De multiples interprétations ont été€ données pour I’effet Mullins et nous nous sommes bornés a ne
retenir que les grandes lignes parmi la riche littérature existant sur le sujet. Les différents phénomenes
envisagés sont généralement les suivants :

— réarrangement du réseau caoutchouteux ;

— cristallisation-décristallisation sous contrainte (Toki et al., 2000) ;

— glissement de chaines a la surface des charges ;

— rupture des liaisons matrice-charge.

Selon que le caoutchouc est chargé ou non, ces interprétations peuvent expliquer tout ou une partie
de I’effet Mullins. Le terme d’endommagement est souvent utilisé pour qualifier ces phénomenes. 11
faut néanmoins faire attention a I’interprétation donnée dans ce cas. L’effet Mullins est en fait partiel-
lement recouvrable. Bueche (1961) constate sur des essais de recouvrement a chaud qu’en quelques
jours le matériau peut retrouver en grande partie le comportement a premiere charge. Chagnon (2003)

5. La stabilisation a lieu lorsque la réponse présente un méme cycle qui se répete. On parle d’accommodation en réfé-
rence a la plus grande élongation vue dans 1’histoire du matériau. Ce terme a la méme signification que pour les métaux :
stabilisation avec une boucle d’hystérese, a différencier de I’adaptation (stabilisation avec un comportement élastique) et du
rochet (pas de stabilisation).
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FIGURE 1.5 — Cisaillement pur cyclique FIGURE 1.6 — Cisaillement pur cyclique
contrdlé en déplacement (Raoult, 2005). contrdlé en effort (Raoult, 2005).

étudie le recouvrement a long terme (100 jours) sur un élastomere chargé et montre en tenant compte
du vieillissement que 1’effet Mullins ne se recouvre pas totalement. Il est donc possible de parler
d’endommagement partiel car seule une partie de 1’effet Mullins semble recouvrable.

¢ Anisotropie

De nombreux auteurs (Martin Borret, 1998; Chagnon, 2003; Raoult, 2005) ont montré expéri-
mentalement que 1’effet Mullins introduisait de I’anisotropie dans le matériau. L’accommodation est
présente dans la direction de chargement et ne I’est pas ou peu dans les directions transverses.

d Discussion

L’effet Mullins n’est présent que pendant les premiers cycles d’un chargement, voire seulement
le premier selon le point de vue adopté. Raoult (2005) a montré que 1’exploitation du comportement
cyclique était nécessaire pour une analyse en fatigue. En effet, pour des essais de fatigue pilotés en
effort ou en déplacement, ce sont les grandeurs en régime stabilisé et non les grandeurs au premier
cycle qui permettent de prédire la durée de vie. Nous pouvons voir par exemple sur les figures 1.5 et
1.6 que si les grandeurs au premier cycle sont identiques pour deux essais contrdlés en déplacement
et en effort, ces grandeurs sont différentes aprés accommodation. La description du comportement
cyclique sera donc nécessaire dans la suite de nos travaux.

Les figures 1.7 et 1.8 résument les différents aspects de 1’effet Mullins sur un matériau dissipatif.
La premiere courbe illustre I’accommodation et les phénomenes dissipatifs. L’aire assimilée a 1’éner-
gie dissipée est trés importante a la premiere charge puis tend a se stabiliser a une valeur plus faible.
L’énergie alors dissipée est en partie due aux effets visqueux. La deuxiéme figure est une illustration
expérimentale des constatations de Mullins sur I’influence du maximum de I’histoire de chargement.
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Contraintes nominales (MPa)

Elongation dans la direction de traction

FIGURE 1.7 — Courbe de traction cyclique.
Cinq cycles de chargements sont imposés entre

effort nul et une déformation maximale de
300% (Raoult, 2005).
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Elongation dans la direction de traction

FIGURE 1.8 — Courbe de tractions croissantes.
Chaque cycle de chargement est effectué a un
niveau de déformation supérieur a celui du
cycle précédent (Raoult, 2005).
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FIGURE 1.9 — Evolution de la raideur (ici définie comme le rapport entre 1’effort et le déplacement
maximum) , de la température et de I’énergie dissipée lors d’un essai cyclique piloté en déplacement.
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1.3.2 Interprétation d’un essai cyclique
a Autoéchauffement

Nous avons tracé sur la figure 1.9 les grandeurs classiquement mesurées lors d’un essai cyclique.
Nous observons tout d’abord que la température augmente significativement au début de I’essai puis
se stabilise : c’est le phénomene d’autoéchauffement. Cet autoéchauffement est trés prononcé pour
les élastomeres car ces matériaux dissipent beaucoup d’énergie et sont trés peu conducteurs. La tem-
pérature se stabilise lorsque I’équilibre thermique est atteint : toute 1’énergie dissipée par le matériau
est évacuée a I’extérieur.

b Comportement stabilisé

Apres I’adoucissement aux premiers cycles consécutif a 1’effet Mullins (non représenté sur la fi-
gure 1.9), nous observons une diminution continue de la raideur : I’effort maximal décroit de fagon
logarithmique. C’est la manifestation des phénomenes visqueux a long terme. Notons que cette dimi-
nution est légerement plus importante au cours du régime transitoire avec la montée en température.

La variation de I’énergie dissipée est différente. Apres une forte baisse lors du régime transitoire
due a ’augmentation de la température, nous observons une décroissance logarithmique proche de
celle de la raideur (FIG. 1.9) au cours du régime établi, conséquence des effets visqueux.

La rupture de 1’éprouvette par fatigue intervient ici vers 2 10* cycles.

¢ Discussion

Lors d’un essai de fatigue, la majorité de la sollicitation se déroule en régime établi. Ainsi est-il
nécessaire de connaitre les grandeurs stabilisées. C’est pourquoi nous étudierons en détail le compor-
tement cyclique dans la partie II et 1I’autoéchauffement dans la partie III de ce mémoire.

1.3.3 Endommagement
a Vieillissement

Le comportement d’un élastomere peut étre largement conditionné par son environnement. L’ oxy-
dation par I’ozone, le rayonnement ultraviolet, la chaleur sont autant de facteurs qui viennent dégrader
le comportement mécanique. Le matériau se rigidifie, se fragilise et perd ainsi ses propriétés hyper-
élastiques.

b Phénomene de fatigue

Des sollicitations cycliques ou variables d’une structure élastomere peuvent entrainer sa rupture,
sans que les déformations ou contraintes aient dépassées la limite a rupture : c’est le phénomene de
fatigue. La quatrieéme partie de ce mémoire est consacrée a I’étude de ce phénomene.

1.4 Cristallisation
La cristallisation est souvent mise en avant pour expliquer les qualités supérieures des caoutchoucs
naturels par rapport aux synthétiques. En effet, ces matériaux peuvent cristalliser dans I’état déformé

ce qui influence les caractéristiques mécaniques, telles que le comportement ou I’endurance. Nous
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présentons dans cette partie le phénomene de cristallisation au repos et induite par la déformation.
Notamment, nous détaillons I’influence de la température sur ce phénomene.

1.4.1 Cristallisation au repos

L aptitude de certains matériaux élastomeres a cristalliser tient a la stéréorégularité des chalnes
macromoléculaires : si les chalnes sont régulieres de conformation cis, elles vont pouvoir s’assembler
et former des cristaux de polymeres. Ainsi, le caoutchouc naturel est-il composé généralement de plus
de 99% de poly cis-isoprene (voir paragraphe a) et a une trés bonne aptitude a cristalliser. Certains
élastomeres synthétiques peuvent aussi cristalliser mais cette propriété est moindre car la régularité
de leurs chaines est plus faible.

Le degré de cristallisation maximal est de 1’ordre de 25-30%, le reste étant dans la phase amorphe,
ou alignée : les chaines sont alignées mais ne forment pas de cristaux. Pour les matériaux élastomeres,
cette cristallisation au repos a lieu a des températures basses, typiquement de 1’ordre de -25°C (Gent
et al., 1998), et ne nous intéresse donc pas.

1.4.2 Cristallisation induite par déformation

Sous I’effet d’une déformation, les chaines s’alignent et peuvent cristalliser : c’est la cristallisation
induite par déformation. Cet effet peut étre expliqué simplement d’un point de vue thermodynamique.
En effet, au point de fusion, la température de fusion est liée a I'enthalpie Hy et I’entropie Sy de
fusion © par :

AHy

7= 4s;

(1.1)
Lorsque 1I’élastomere est étiré, les chaines s’alignent et 1’entropie diminue, faisant ainsi augmenter la
température de fusion. Ainsi, méme si a température ambiante le matériau ne cristallise pas au repos,
il peut cristalliser dans un état déformé. Contrairement a la cristallisation au repos qui est tres lente
(temps caractéristique de 1’ordre de I’heure), la cristallisation induite pas déformation est trés rapide :
Mitchell et Meier (1968) montrent que le temps de création des cristallites est de 1’ordre de 60 ms.
Toki et al. (2002) montrent qu’aux tres grandes élongations, le taux de phase cristalline est d’environ
20%, celui de la phase amorphe 75% et les 5% restants sont constitués de chaines alignées.

Cette cristallisation induite par déformation est primordiale car I’augmentation des propriétés mé-
caniques de certains matériaux est souvent expliquée par ce phénomene. Par exemple, lors de la pro-
pagation d’une fissure, une zone cristallisée peut apparaitre en fond de fissure car la déformation y est
tres grande. Cette zone cristallisée fortement anisotrope peut freiner ou bloquer la propagation d’une
fissure (voir le chapitre 8 pour une étude détaillée de ces phénomenes).

a Modélisation

L article de Magill (1995) propose une revue assez complete de la cristallisation. Trois approches
coexistent pour décrire la cristallisation :

— DI’approche thermodynamique (Flory, 1947);

— I’approche cinétique fondée sur le modele d’ Avrami ;

— I’approche par modele de chaine repliée.

6. L’enthalpie de fusion correspond a la quantité de chaleur nécessaire a un corps pour qu’il change d’état, cette trans-
formation ayant lieu a température et pression constantes.
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Dans le modele proposé par Flory, toutes les chaines sont supposées gaussiennes et passant par
une cristallite. Ce modele permet par exemple de relier la température de fusion T, avec 1’élongation

A
11 R 6 \2. A2 1
—— = P . (1.2)

ot T est la température d’apparition de la cristallisation, R la constante des gaz parfaits, AH ¢ I'en-
thalpie de fusion et 1. le nombre moyen de monomeres compris entre deux points de réticulation.
Toutefois, ce modele reste qualitatif et ne permet pas de déterminer exactement la cristallinité ou la
température de fusion (Trabelsi et al., 2003). L’objet de notre travail n’est pas de modéliser le phéno-
mene de cristallisation, et nous allons dans la suite nous intéresser plus particulierement aux résultats
expérimentaux afin de dégager les principales idées.

b Evolution de la cristallinité au cours d’un cycle mécanique

De nouvelles méthodes expérimentales telles que la diffraction X permettent de suivre presque en
temps réel 1’évolution de la cristallinité au cours d’un cycle mécanique. Les expérimentations menées
par Toki et al. (2000) utilisent la diffraction des rayons X (30 minutes de temps d’acquisition) sur une
éprouvette de caoutchouc placée dans une machine de traction in situ. L’utilisation de synchrotrons
par plusieurs équipes (Toki et al., 2002; Murakami et al., 2002; Trabelsi et al., 2003) permet d’avoir
une mesure instantanée des propriétés cristallines. Ainsi, ces équipes peuvent étudier 1’évolution des
contraintes et de la cristallinité en fonction de la déformation comme représentée sur la figure 1.10.
Un mécanisme de cristallisation associé est proposé par Toki et al. (2000) et est représenté sur la figure
1.11.

Le phénomene de surfusion est ici bien observé : a une température donnée, I’élongation d’appari-
tion des cristallites A, lors de la charge est plus grande que I’élongation a la disparition des cristallites
Ae lors de la décharge. Dit autrement, a une élongation donnée, la température de cristallisation est
inférieure a la température de fusion. Ce phénomene de surfusion est dissipatif et serait a 1’origine
de presque toute 1’énergie dissipée dans un NR lors d’un cycle mécanique (Toki et al., 2000; Trabelsi
et al., 2003).

Nous avons vu que le raidissement observé aux trés grandes déformations est caractéristique des
matériaux élastomeres. Trabelsi et al. (2003) expliquent ce raidissement par une augmentation du
taux de réticulation due a la cristallisation : les cristallites joueraient le role de points de réticulation et
augmenteraient ainsi le taux de réticulation. Appliqué a la théorie de Flory, ce changement dans le taux
de réticulation suffirait a expliquer le raidissement, sans introduire la notion de la limite d’extensibilité
des chaines.

¢ Influence des charges

L’influence de la présence de charges de noir de carbone a été étudiée par la méme équipe (Trabelsi
et al., 2003; Marchal, 2006; Rault et al., 2006). Sur les cycles de traction présentés sur la figure 1.12,
nous pouvons constater que la cristallisation apparait beaucoup plus tot dans un caoutchouc chargé.
En effet, les charges amplifient localement les déformations et favorisent la cristallisation.

d Influence de la température

Trabelsi et al. (2003) effectuent des mesures de cristallinité en fonction de la température a élonga-
tions imposées (FIG. 1.13). Ils en déduisent la relation liant la température de fusion T}, a 1’élongation
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FIGURE 1.11 — Modele décrivant I’évolution
de la cristallisation induite par déformation au
cours d’un cycle. Les cercles représentent des
points de réticulations et les lignes les chaines
élastomériques (Toki et al., 2000).
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FIGURE 1.12 — a) Cycles de traction sur du NR et du NR chargé a différents taux de noir de carbone.
b) Evolution de la cristallinité pour ces méme cycles (Marchal, 2006).
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Cycles de traction et mesures de cristallinité associées pour un NR a 11, 33, 52 et 72°C
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FIGURE 1.16 — Elongations de cristallisation A, et de fusion A, fonctions de la température pour un
NR et un NR chargé (Rault et al., 2000).

Ae (FIG. 1.14) et proposent une modélisation linéaire
Ty = TO(N,) + Br(A, —1); Br =32°C, pourA, >3 . (1.3)

Les auteurs constatent que la corrélation entre le modele de Flory (EQ. 1.2) et leurs mesures est
tres satisfaisante, mais que les parametres utilisés pour cette corrélation ne correspondent pas aux
parametres mesurés. Ceci confirme le fait que le modele de Flory n’est pas prédictif.

Marchal (2006) réalise des essais de traction a plusieurs températures (figure 1.15 pour un NR).
Un effondrement de la cristallinité avec la température est constaté, ainsi que 1’augmentation des
¢longations seuils de cristallisation A, et de fusion A,. Ces élongations ont été déterminées pour un
NR non-chargé et un NR chargé au noir de carbone (FI1G. 1.16). La relation liant ces élongations et la
température est représentée en premicre approximation par une droite.

Au point de vue du comportement, le matériau se raidit beaucoup moins avec la température,
ce qui conforte I’hypothese selon laquelle les cristallites formées joueraient le rdle de liaisons de
réticulation.

e Discussion

Le principal fait a noter est que la présence de cristallisation induite par déformation est fonc-
tion de la température et de I’élongation (FIG. 1.16). Par exemple, si a température ambiante le NR
chargé ne cristallise que pour des élongations supérieures a 2, a 80°C, il ne cristallise que pour des
élongations supérieures a 3. Nous verrons dans le chapitre 8 que le phénomene de cristallisation & une
influence importante sur le phénomene de fatigue d’un matériau cristallisable. Ainsi, I’influence de la
température devrait-elle se traduire par un changement notable des propriétés en fatigue.

1.5 Conclusions

Nous avons, dans ce chapitre, décrit les caractéristiques générales des élastomeres. Les propriétés
mécaniques telles que 1’incompressibilité, 1’hyperélasticité ou les phénomenes dissipatifs font I’ori-
ginalité de ces matériaux et sont souvent utilisées pour la conception de piéces industrielles. Nous
détaillerons dans le prochain chapitre les outils mécaniques nécessaires a 1’étude des élastomeres.
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Ces composants sont soumis en service a une histoire de chargement et nous devons donc ca-
ractériser le comportement cyclique. Non seulement ces matériaux présentent un fort adoucissement
aux premiers cycles (effet Mullins), mais I’autoéchauffement et les phénomenes visqueux modifient
le comportement. La deuxieme partie de ce mémoire est consacrée a 1’étude et a la modélisation du
comportement thermomécanique cyclique des élastomeres. La troisieme partie présentera une modé-
lisation de I’autoéchauffement.

Enfin, nous avons décrit le phénomene de cristallisation induite par déformation. Cet alignement
de chaines sous contrainte dépend de la déformation imposée mais aussi fortement de la température.
Nous nous appuierons sur cette description dans la suite de ce mémoire pour I’étude du comportement
dans la deuxieéme partie, mais aussi pour I’analyse en fatigue dans la quatrieéme partie.
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Chapitre 2

Rappels de mécanique

Les élastoméres ont un comportement original en grandes transforma-
tions. Nous allons donc écrire les équations de la mécanique afin d’ana-
lyser de facon pertinente la thermodynamique des élastomeéres et les
couplages entre la mécanique et la thermique. Ce chapitre propose une
approche lagrangienne des équations de la mécanique en grandes défor-
mations et analyse les résultats donnés par les deux premiers principes
de la thermodynamique.
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2.1 Le milieu continu
Nous reprenons ici la description formulée par Salencon (2002).
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2.1.1 Modélisation - Volume Elementaire Représentatif

La notion d’échelle est fondamentale dans I’étude des systemes physiques. Le plus souvent, a une
échelle macroscopique reflétant notre propre expérience, nous considérons qu’un matériau est continu
alors qu’il a une structure (atomes, cristaux, chaines, phases différentes). C’est la notion de Volume
Elementaire Représentatif (V.E.R.).

Le concept de continuité est lié a I’observation de I’évolution du systéme et requiert pour des
particules voisines :

1. qu’elles restent proches géométriquement ;
2. que leurs propriétés physiques évoluent de fagcon comparable.

Nous verrons plus loin la traduction mathématique de cette continuité.

Notons les tailles des différents constituants d’un élastomere : distance entre les points de réticu-
lation (1071 m), particules de noir de carbone (10~ a 5.10~7 m), agglomérats de noir de carbone
(1072 m), défauts (107> m 2 10~* m). Cela nous indique que la taille d’un V.E.R. se situe entre 10~*
et 1073 m.

2.1.2 Descriptions eulériennes et lagrangiennes

Selon le point de vue de 1’observateur, le mouvement d’un milieu continu peut se décrire de deux
manieres :
— chaque particule est indexée par sa position initiale X : c’est la description lagrangienne, c’est-
a-dire matérielle ;
— par la donnée, a chaque instant, du champ de vitesses des particules : ¢’est la description eulé-
rienne, ou géométrique. x(t) est la position de la particule a Iinstant ¢.
Ces deux points de vue sont bien évidemment équivalents mais selon le probleme donné, il peut étre
plus ou moins aisé d’utiliser une description ou une autre. Dans la suite de ce mémoire, les lettres
minuscules renvoient au formalisme eulérien, les majuscules au lagrangien.

2.1.3 Référentiel, repere, objectivité

La modélisation du milieu continu nécessite une formulation mathématique qui s’appuie sur la
description et le repérage du systeme étudié au cours du temps. La notion de référentiel est ainsi liée
a celle d’observateur : une fois fixée 1I’échelle du temps, un référentiel R est I’ensemble des points de
I’espace euclidien animés d’un mouvement de corps rigide de 1’observateur.

Dans un référentiel R, les positions spatiales des particules d’un systeme sont données dans le
repere R d’origine O. Ce repere matérialise le référentiel.

L’ objectivité (Truesdell et Noll, 1992, Sect. 17) est le caractére intrinseéque vis-a-vis d’un change-
ment de référentiel, c’est-a-dire d’un changement d’observateur (frame-indifference). Prenons deux
observateurs, ¢’est-a-dire deux référentiels R et R. La grandeur scalaire "masse volumique" au point
P sera décrite par le premier observateur par o(P, t) et le deuxieéme par g(P, ). Or, tous les observa-
teurs attribuent la méme masse volumique a une particule, soit p(P, t) = g(P,t). A 'inverse, prenons
le module du vecteur vitesse. Les deux descriptions donneront ||v(x,t)|| et ||3(x,t)||, ils sont en
général différents.

Définition Une grandeur scalaire s est objective si et seulement si elle est identique pour tous les
observateurs a I'instant t, soit s(P,t) = (P, t).
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Définition Une grandeur vectorielle u est objective si et seulement si les expressions de cette
grandeur pour chaque observateur dans son référentiel sont liées par les formules de changement de
repére !, c’est-a-dire ii(x, t) = Q.u(x,t).

Définition Une grandeur tensorielle T est objective si et seulement si les expressions obtenues par
deux observateurs sont liées par les formules de changement de repéres correspondantes.

De plus, une grandeur tensorielle peut étre rattachée a des observations effectuées a divers instants,
par exemple a I’instant initial de référence fg et a I'instant actuel ¢. Les formules de changement de
repére sont donc liées aux repéres R, et R pour le premier observateur et ﬁto et Ry pour le second.
Ainsi, nous pouvons écrire :

en description eulérienne, z = Qtlgf , (2.1a)
.. . o T

en description lagrangienne, T = go l% , (2.1b)

en description mixte, i = Qt T. Qg (2.1¢)

Selon les auteurs, la définition de I’objectivité ne se traduit pas de la méme facon. Certains
considerent que I’objectivité n’est définie que par la formule donnée pour la description eulérienne.
D’autres, a I’inverse, considerent bien des changements de reperes a des instants différents et les ten-
seurs lagrangiens et mixtes peuvent étre objectifs. Ainsi, selon le point de vue adopté, certains tenseurs
sont ou ne sont pas objectifs (comme par exemple le gradient de la transformation). Dans ce mémoire,
nous considérons les changements de reperes (EQ. 2.1) pour traduire 1’ objectivité.

Le principe d’objectivité ou d’indifférence matérielle (Truesdell et Noll, 1992, Sect. 19) postule
que les lois de comportement qui caractérisent un matériau doivent étre indépendantes de 1’observa-
teur, donc du référentiel.

2.2 Formalisme des transformations finies

2.2.1 Cinématique

Soit un systéme matériel () dont on étudie la transformation au cours du temps. Soit X la position
(lagrangienne) d’un point matériel a ’instant ¢ = #g. La position (eulérienne) a I’instant ¢ de la
particule située a fy en X est

X=X, t) 22)

ou I’application P est la transformation subie par le systeéme (). L hypothése du milieu continu indique
que P est une fonction continue et dérivable en temps et en espace 2.

L’application linéaire tangente associée a cette transformation est définie par F = V®. Ce gra-
dient lagrangien permet d’écrire la formule de transport d’une configuration a une autre. Pour un
vecteur matériel,

dx =F.dX . (2.3)

lins!

. . . . . . < ez 1o/
1. L’invariance de la distance entre deux points x et x” pour deux observateurs implique 1’égalité ||xX'|| = ||xx’

donc ’existence d’un tenseur du second ordre orthogonal Q tel que 5c;x/ = Qt xx!'.

, et

2. Pour certains problemes traitant de discontinuité, les hypotheses de continuité sont affaiblies pour devenir par mor-
ceaux.
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E se décompose de maniere unique en un produit d’un tenseur orthogonal et d’un tenseur symétrique
défini positif
F=RU=VR 2.4)

ou R est orthogonal, et ou U et V sont des tenseurs symétriques définis positifs différents, respective-
ment appelés distorsion a droite et distorsion gauche de F.

Les tenseurs des dilatations de Cauchy-Green droit et gauche s’expriment respectivement par
C = ET.E etG=FLF.F T Le produit simplement contracté est lui transporté comme suit : dx.dy =
dX.C.dY . Notons que les valeurs principales A; de U (ou A? de C) sont nommées les dilatations

principales.
Le tenseur des déformations de Green-Lagrange
1
E=5(C-]) (2.5)

est une mesure des déformations lagrangiennes ou I est le tenseur identité d’ordre 2. Sa dérivée E =

(E T£ +F T£ )/2 exprime le taux de déformation lagrangien.
En utilisant le déterminant de la transformation | = detE, le transport de 1’élément de volume
matériel dV est donné par

dv=]dV (2.6)
et en utilisant la conservation de la masse, les masses volumiques sont reliées entre elles par
0
= 2.7)
P

Une surface matérielle est définie par un vecteur normal N et une surface dS. La surface se
transporte en ( ds, 1) selon la relation suivante :

dsn=J]dSEN . (2.8)

Il est a noter que la normale a une surface matérielle ne se transporte pas comme un vecteur matériel.

2.2.2 Vitesse de déformation

La vitesse d’une particule initialement en X est donnée par

o0x
0= — 2.9
2= (2.9)
et le gradient eulérien de vitesse peut s’écrire sur la configuration actuelle par
ov X . 4
dv=-—=.—=F.F " . 2.10
grad v 9X 9x =t ( )
Sur la configuration de référence, le gradient lagrangien s’écrit
v .
=—=F . 2.11

Le gradient est un tenseur du second ordre qui peut se décomposer en une partie symétrique et une
anti-symétrique, grad v = d + w dans le cas eulérien. Les tenseurs d et w sont appelés respectivement
tenseur des vitesses de déformation (ou tenseur des taux de déformation) et tenseur des vitesses de
rotation (ou tenseur des taux de rotation). Ils s’expriment en fonction de la transformation par

1= MEETAETEY, o w=(EET-

FTEY . (2.12)

Les taux de déformation eulérien et lagrangien sont reliés par d = F *T.E E -1,
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2.2.3 Gradients eulériens et lagrangiens

Nous rappelons ici les formules de passage entre les gradients eulériens et lagrangiens. Pour une
grandeur scalaire T :
VT(X,t) =gradT(x,t).E(X,t) . (2.13)

Pour une grandeur vectorielle u :

Vu(X, 1) = gradu(x, H).E(X, 1) . .14

2.2.4 Modélisation des efforts intérieurs

Les efforts intérieurs sont modélisés par un tenseur des contraintes défini comme le tenseur qui
donne la distribution de la densité des efforts surfaciques s’exercant sur une facette de normale uni-
taire. Par exemple, avec les notations pour le tenseur de Cauchy :

if =gnds . (2.15)

Nous pouvons exprimer en description lagrangienne (resp, eulérienne) a la fois la densité d’effort
dF (resp, df) et les éléments de surface (dS, N) (resp, (ds,n)) . En combinant ces représentations
eulériennes et lagrangiennes, quatre formes de tenseur des contraintes peuvent étre écrites. Dans la
pratique, seules trois sont utilisées :

— le tenseur de Cauchy ¢ en description eulérienne : df = ¢.n ds est symétrique. Il permet
d’exprimer I’équilibre en configuration actuelle ; -

— le tenseur de Boussinesq B (ou tenseur de Piola-Lagrange) en description mixte : df = B.N dS
ou B est défini par B = Jo.F T apparait naturellement lorsqu’on rapporte le principe des
pui;sances virtuelles ou les ¢ éauations d’équilibre sur la configuration de référence. Il n’est pas
symétrique ;

— le tenseur de Piola-Kirchhoff IT en description lagrangienne : dF = I1.N dS ou IT est défini
par I = JF *1.g.£ ~T 11 s’utilise naturellement dans I’inégalité de Clausius-Duhem et dans
I’obtention des lois de comportement. Il est symétrique.

Les tenseurs de Piola-Kirchhoff et Boussinesq sont reliés par [1 = F ~1.B . Le tenseur de Cauchy
est celui qui est classiquement utilisé avec ’hypothése HPP>. Les deux tenseurs de Cauchy et de
Piola-Kirchhoff sont les seuls a étre symétriques *, ce qui explique leur intérét pour I’écriture des lois
de comportement.

2.2.5 Ecriture lagrangienne du principe des puissances virtuelles
La puissance virtuelle des quantités d’accélération pour un mouvement virtuel U est définie par

Al) = /Q po(X, t)a(X, t).U(X, ) dQyp (2.16)

avec a(X,t) la densité de la quantité d’accélération au point X. La puissance virtuelle des efforts
extérieurs est, elle, donnée par

Pl = /Q po(X) E(X, £).0(X, t) d0 + /a  Ta(X,).(X, ) da 2.17)

3. Hypotheses des Petites Perturbations : les déformations et les déplacements sont supposés petits.
4. La symétrie de B n’a pas de signification car c¢’est un tenseur mixte.
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ou la densité surfacique des forces de surface est notée Tq et la densité volumique des forces de
volume est F(X, t). En notant P; la puissance virtuelle des efforts intérieurs, le principe des puissances
Pi (Q) =0
A(U) =Pe(U) + Pi(U) .

V U mouvement virtuel rigidifiant,

virtuelles s’écrit :
dans un référentiel galiléen, { v U1 mouvement virtuel.,
La puissance des efforts intérieurs s’exprime en configuration lagrangienne par
PiU) = - /Q (X, 1) : E(X, ) dQy 2.18)
en configuration mixte par 0
Pi(U0) = _/Qo BT(X,t) : E(X, 1) dO) (2.19)

et en configuration actuelle par

Pl = — /Q o) d(x 1) 0y (2.20)

2.2.6 Tenseurs conjugués

Hill (1968) introduit la notion de tenseurs conjugués. Un tenseur des contraintes T est dit conjugué
a un tenseur des déformations E si et seulement si la puissance des efforts intérieurs est donnée par
(2.21)

w=Jo:d=T:E
Une classe de tenseurs lagrangiens de la déformation peut étre définie par
1 m
L(um-1) m#o
E(m = m (: = 7 . (2.22)
- InU m=20

-T

7

[/

=JF o

[fem

Nous donnons ici les expressions connues des tenseurs conjugués :
— le tenseur des déformations de Green-Lagrange (droit) et le second tenseur des contraintes de
7@ = (2.23)

Piola-Kirchhoff
E@ :E:1<u2—1) )
= = 2 f— = =
— le premier tenseur des déformations de Biot et le tenseur des contraintes de Biot
1
E(l) =u-1I, z(l) I (2(2)‘g+g'£(2)> ; (2.24)
— le tenseur de Hill droit (ou déformation logarithmique) et le tenseur conjugué des contraintes
(dans le cas ol les tenseurs sont coaxiaux )
EO=mu, 10 =JR"¢R ; (2.25)
— les tenseurs conjugués
1
-y, =S (Ut U Y) o @2
(2.27)

ECD =
(=2) — ]ET-QE

— les tenseurs d’ Almansi
1
ECD =~ (1 - u*z) , T
f— 2 = f— e

5. Si les tenseurs ne sont pas coaxiaux, il est aussi possible d’exprimer le tenseur des contraintes conjugué (Hoger, 1987)

mais I’expression est plus compliquée.
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2.2.7 Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre sont obtenues dans I’annexe B.1 en utilisant le tenseur de Boussinesq
non-symétrique :

dans Q9, DivB+po (E(X,t) —a(X,t)) =0 (2.28a)
sur 0Q)p, BN =Tn(Xt) . (2.28b)

2.3 Lois de comportement

2.3.1 Thermodynamique des milieux continus
a Premier principe

Le premier principe de la thermodynamique postule I’existence d’une fonction d’état e appelée
énergie interne massique. En exprimant la conservation de I’énergie, nous arrivons classiquement a
I’équation locale de 1’énergie en description eulérienne

pé:g:g—i—pr—divg , (2.29)
en description lagrangienne
poé =11I: E+ por —DivQ (2.30)
et en description mixte
poé=B":F+por—DivQ . (2.31)

Le vecteur lagrangien flux de chaleur Q est défini par Q(X,t) = JE 'q(x = ®(X,t),t) . Le
terme 7 représente les sources volumiques de chaleur fournies par 1’extérieur ou par des phénomenes
physico-chimiques internes.

b Second principe - Inégalité de Clausius-Duhem

Le second principe est présenté en détail dans I’annexe B.2. Nous retiendrons juste 1I’expression de
la dissipation avec I’inégalité de Clausius-Duhem. La fonction d’état ¢ = e — Ts est appelée énergie
libre de Helmholtz ou énergie libre massique. En utilisant cette fonction, la dissipation peut s’écrire

o . NT
¢=—po(p+Ts)+1I:E —QT >0 . (2.32)
(Pinf hlpm

Le terme ¢;,,; représente la dissipation intrinseque, tandis que ¢y, est la dissipation thermique, c’est-
a-dire la dissipation engendrée par les échanges thermiques.

2.3.2 Méthode de I’état local

Afin d’obtenir les lois de comportement, il est important de clarifier la notion de variables ther-
modynamiques. La définition d’un potentiel thermodynamique requiert un choix dans les variables
d’état, et c’est de ce choix que va dépendre la modélisation des phénomenes.

La méthode de 1’état local (Germain, 1973) suppose que I’état thermodynamique d’un milieu
matériel en un point et a un instant donné est completement défini par la connaissance des valeurs,
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a cet instant, d’un certain nombre de variables ne dépendant que du point considéré. L’énergie libre
est alors donnée par ¢ = ¢(x1(x), x2(x),...) avec x; les variables d’état. Les dérivées temporelles
de ces variables n’intervenant pas pour définir I’état thermodynamique, toute évolution peut donc étre
considérée comme une succession d’états d’équilibre.

Ces variables se classent en deux catégories : les variables observables et les variables internes. Les
variables observables proviennent de la mécanique et de la thermodynamique des milieux continus. La
température T et la déformation E sont les deux variables indépendantes les plus souvent utilisées. Les
variables internes représentent souvent des phénomeénes dissipatifs. On peut penser 2 la déformation
plastique, visqueuse ou a I’endommagement, I’écrouissage ou la rupture.

Dorénavant, 1’énergie libre est supposée fonction de la déformation E, de la température T et de
n variables internes indépendantes X;. La signification de ces variables internes n’est pas explicitée
pour I’instant.

2.3.3 Forces thermodynamiques

En développant la dérivée particulaire de 1’énergie libre, I’inégalité de Clausius-Duhem (2.32)
peut se réécrire en configuration lagrangienne

p) . o . ow . QVT
¢ = (Q—poa%) tE—po(s+ %)T —poa—;’?Xi —=5— 20 (2.33)
= t ——
(Pint ¢th

ou la convention de sommation sur les indices répétés est utilisée pour les variables internes. Re-
marquons les termes de dissipation intrinseque ¢;,; et de dissipation thermique ¢y;,. Nous supposons
que la dissipation résulte uniquement de la déformation, des variables internes et de la conduction
thermique. Nous retrouvons alors la loi entropique

9y
=35 - 2.34
S oT (2.34)
Le deuxieme principe s’écrit alors
aIp\ . ap .,  QNVT
g —_ —_ N - — ) > . .

p={L-pogp | :E —pogye Xi —=5— 20 (2.35)

—_— ‘\,d

o
¢int

La dissipation peut s’écrire sous la forme d’une somme de produits entre les flux et les forces
thermodynamiques associées (voir tableau 2.1). Pour une transformation réversible, la dissipation est
nulle.

Flux E X;

d
Ai=—pogy. | —

<40

~

Force associée

[fom
-

0

.

-]

TABLE 2.1 — Variables thermodynamiques et forces associées.
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2.3.4 Matériaux standards généralisés

Une loi de comportement est dite thermodynamiquement admissible si elle respecte le second
principe, c’est-a-dire si la dissipation est positive ou nulle dans toutes évolutions réelles du systeme
autour d’un état d’équilibre. Cette dissipation peut se mettre sous la forme d’une somme de produits
entre les variables thermodynamiques et les forces associées. Afin de construire de fagon systématique
des lois de comportement thermodynamiquement admissibles, il est possible d’appliquer I’hypothése
de dissipativité normale a toutes les variables dissipatives : un potentiel de dissipation ¢(E, X;, Q)
convexe de ses variables, non négatif et nul 4 I’origine est donné et détermine les forces thermodyna-
miques :

ap _ d¢ 9y _ d¢ _NT d¢
~PO9E T ok’ Ai = 0055 = 9% T —aQ - (2.36)

H:!

2.3.5 Thermoélasticité
a Définition

Un milieu thermoélastique est un milieu qui vérifie un certain nombre d’hypotheses :

— il existe un état naturel isotherme et isobare : toutes les déformations sont mesurées a partir de
cet état ;

— la température T et la déformation sont les deux seules variables d’état indépendantes (les di-
rections d’anisotropie sont rajoutées dans le cas d’un matériau anisotrope). Les quatre variables
d’état scalaires indépendantes sont la température et trois invariants d’un tenseur des défor-
mations Y (T,Y7, Yy, Y1), éventuellement complétées par les invariants d’anisotropie. Les
variables d’état scalaires indépendantes sont désignées par (xo = T, X1, -, Xn). La dérivée
par rapport a x; s’exprime par 0;.

— la dissipation intrinseque est nulle :

1 .
GPint = po(Ts—¢é) + EQ :C=0 (2.37a)
n
= 00(Tdos — dpe)T ZTas aexl—i— H C_O . (2.37b)
i=1

b Réversibilité intrinseque

Dans le cadre d’un matériau thermoélastique, les dérivées particulaires des variables d’état (X1, - - -
sont indépendantes de xo = T. Il est donc possible de définir une évolution infinitésimale arbitraire
autour d’un état en faisant varier T arbitrairement des autres dérivées particulaires des variables d’état.
Nous obtenons alors la loi entropique et 1’équation menant a la loi de comportement :

0 = —dp—s (2.38a)

n

1. .

0 = —po) dpi+5l:C . (2.38b)
i=1

Nous avons utilisé dans ces expressions la définition de I’énergie libre i = e — Ts. Nous attirons I’at-
tention du lecteur sur le fait que ce résultat est di 4 I'indépendance de T par rapport aux autres dérivées
particulaires des variables d’état. Il n’est pas par exemple applicable dans le cas de la thermoélasticité
« incompressible » étudiée plus bas.
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En utilisant le tenseur des dilatations comme mesure des déformations, I’expression (2.38) devient

1 . ap .

~“II:C=p9p==:C 2.39
€ = poy cE (2.39)

pour toute variation infinitésimale thermoélastique, ce qui permet d’en déduire la loi de comportement
thermoélastique isotrope

1= 2pogl£ = Poglg ou ET = poglll_f en description mixte. (2.40)

Nous allons maintenant développer 1’expression de cette loi de comportement. Pour un tenseur
des déformations Y, nous pouvons utiliser les invariants suivants :

Y] = uY (2.41a)
1

Y = 5 |(6Y)?—wy?] (2.41b)

Y = deti . (2.41¢)

qui vérifient I’identité de Cayley-Hamilton

9 = —23 + Ylgz — YU! + Y1H£ (2.42a)
= —22 + Y[i = Y[[£ — YIIIl_l . (2.42b)

Les dérivées particulaires de ces invariants sont (pour des tenseurs symétriques)

Y = [:Y=uY (2.43a)
Yy = (iI-Y):Y (2.43b)
YH[ = (Yni — Y[l—FlZ) : l = (Y[H£71> : l (2.43¢)
L’équation (2.38) se réécrit avec ces expressions
. 1 .
— 00 [(814) + Yjazlp) i — datp i + Y111039 l_lj| : l—i— 52 : g =0 . (2.44)

Utilisons par exemple le tenseur des dilatations C comme mesure de la déformation. L’expression
(2.44) s’annule pour toute transformation thermoélastique infinitésimale, ce qui donne la loi de com-
portement thermoélastique isotrope

g = 200 [(81170 + C1821,b) £ — oot g—f— Crr193¢ gfl . (2.45)

Le comportement thermoélastique isotrope compressible est donc entierement défini par la donnée de
I’énergie libre 1.

¢ Thermoélasticité avec liaisons internes
Définition On dit que le comportement du matériau est assujetti est a des liaisons internes si
ses évolutions thermomécaniques sont, du point de vue géométrique, astreintes a respecter certaines

conditions restrictives (Salengon, 2002).
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Ces liaisons internes portent sur un tenseur des déformations, et le nombre de relation indépen-
dantes ne peut dépasser six (si 7 = 6, le matériau est indéformable). Par exemple, ces liaisons internes
peuvent se traduire par 7 relations indépendantes sur E :

pp(E)=0 p=1,---,n . (2.46)

Le premier exemple de liaison est la liaison interne d’isochorie ou d’incompressibilité stricte
det F = 1 se traduisant par ¢1(E) = det (ZE +1 ) — 1 = 0. Un deuxieme exemple est la liaison
interne d’inextensibilité dans une direction matérielle D qui se traduit par ¢»(E) = E : (D ® D) = 0.

Ces liaisons internes réduisent les évolutions thermomécaniques de é dans I’inégalité de Clausius-
Duhem car E doit vérifier

. dpp(E) .
%@2%3520 p=1,-,n . (2.47)

Ces liaisons internes ne changent en rien I’obtention de la loi de conduction et de la loi entropique
car T est totalement indépendant des autres variables d’état et de leurs dérivées. Par contre, I’équation
(2.47) implique que I’espace des variations admissibles E est ’orthogonal de Bq)p( )/ oE. La nullité

de la dissipation intrinseque
9y
II— E = 248
( Po5F ) (2.43)

montre que le terme entre parentheses appartient a I’espace engendré par les aqop( )/ oL, c’est-a-dire
qu’il existe n scalaires arbitraires 77, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

n agﬂp
I - po aE ): My : (2.49)

Cette derniere équation définit les lois de comportement thermoélastiques avec liaisons internes. Nous
attirons 1’attention du lecteur sur le fait que ce raisonnement et ces lois de comportement ne sont pas
valides pour un matériau thermoélastique « incompressible » respectant det F = f;(T). En effet, la
variation de température T n’est plus indépendante des autres variables d’état et il est donc abusif
d’utiliser des liaisons internes de ce type. Nous développons ce point de vue dans le prochain para-
graphe.

d Capacités calorifiques

Lors d’une transformation, la puissance calorifique volumique totale est égale a la somme des
puissances calorifiques apportées par 1’extérieur et apportées par les phénomenes irréversibles in-
ternes :

7)cal vol = Pcal vol ext T Pcal vol int
= por —DivQ + ¢ins (2.50)
= pPo Ts

avec la définition (EQ. B.10) de la dissipation intrinseque. En exprimant la dérivée particulaire de s,
la capacité calorifique c est définie par

o Pculvol _Tﬁ_’_zé .
~ poT 9T  TOE’

Jlsp2

(2.51)
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Cette capacité calorifique est définie pour une transformation infinitésimale non-isotherme. En se
plagcant dans une transformation infinitésimale a déformation constante, la capacité calorifique a dé-
formation constante s’écrit

=T (2.52)

Cette relation sera exploitée dans les équations B.23a a B.23c. Il est aussi possible de définir la chaleur
spécifique a contrainte nulle (Garrigues, 2002).

2.3.6 Thermoélasticité « incompressible »

a Définition de « I’'incompressibilité »

Définition Un milieu thermoélastique est dit « incompressible » si et seulement si la dilatation
volumique est uniquement une fonction de la température :

J= ‘;)0 = f(T-Ty) avec f;(0)=1 . (2.53)

Avec I’abus de notation fj(T — Tp) = f7(T), la vitesse de dilatation volumique est donnée par

: !

Dy _ trd = tr (E*T.E.El) Ly (gl.g') . (2.54)

T TR RS ) TR S
Cette relation implique que 1’espace des variables d’état indépendantes a une dimension réduite de
un. Par exemple, dans le cas isotrope sans liaisons internes, il existe quatre variables d’état scalaires
indépendantes : la température et trois invariants de la déformation (T, Cy, Cyj, Cyyy). Pour un ma-
tériau thermoélastique « incompressible », I’équation (2.53) implique une relation entre le troisieme
invariant (ici de C) et la température : Cj;y = J> = fIZ(T) L’espace des variables d’état scalaires
indépendantes est alors réduit a (T, Cr, Cyy).

Nous ne pouvons donc pas déduire les lois de comportement thermoélastiques comme nous 1’avons

fait précédemment en exploitant la nullité de la dissipation intrinséque. Nous présentons ® maintenant
un exemple d’obtention des lois de comportement thermoélastique « incompressible ».

b Réversibilité intrinseque
Nous réécrivons ici I’expression de la dissipation intrinseque :

n
. . 1 .
$int = po(Tos — doe)T + po Z(Tais —die)xi + Eg :C=0 (2.55a)
i=1
. . . 1 .
= po(Tdgs — dpe)T + po(TA1s — 91€)Cy + po(TA2s — 926)Cr1 + EQ :C .(2.55Db)
En introduisant I’énergie libre puis en exprimant les dérivées particulaires des invariants, la dissipation
intrinseéque devient

Pint = —po (aolp + S) T+ —pP0 (811p + C[azlp)i—F Poazlp g—F Qg :C=0 . (2.56)

6. Notre analyse se fonde sur le document de Garrigues (2002).
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L’hypothése d’incompressibilité implique une relation entre la trace de C 1Cet T, qui n’était pas
présente dans le cas compressible (EQ. 2.37). Nous transformons alors 1’expression précédente :

. 1 .
Pint = —pPo (aol/J + S) T+ |:—p0 (811/1 + Clazl/)) g + p0821/) gz 4 ZHC:| : (g_lg) =0 (2.57)

puis nous décomposons le tenseur C “1Cen parties sphérique et déviatorique :

.1 . . 2f(T) . .
ClC=zu(C1C)I+dev (CNC) =L STl +dev (C1C) . 2.58
En utilisant I’expression suivante pour tout tenseur Y :
. 2f1(T) , .

Y:(c'¢) =L uy T Y : -1 2.

y:(cle) =2 LT dev L dev (cte) (2.59)
la dissipation intrinséque devient

2f;(T)

3f(T)
+ [—po (819 + C1da) dev C + ppdap dev (C2) + dev (;Hcﬂ : dev (gl.g) . (2.60)

Gint = [—po (801,0 + S) -+ (_PO (allIJ + C[azlp) tl‘g -+ p082¢ tr (gZ) + tr <;HC> >] T

En exprimant les traces, I’expression se simplifie en

Pint = | —po (oyp +s) + i) <_POC1311/7 —20p0Cr102p + tr <1H'C>> T
3f)(T) 2==

+ [—po (019 + C102p) dev C + pgd2¢p dev (gz) + dev <;HC>} s dev (g_lg) . (261

A partir de cette expression, il est possible de tirer les conclusions de la nullité de la dissipation in-
trinséque car T et dev (Q -1c ) sont indépendants. Le comportement thermoélastique isotrope « in-
compressible » s’écrit donc

1 T
Etr (gg) = 3po ;;;((72) (Qoy +5) + po (Cro19 + 2Cr1029) (2.62a)
%dev (gg) = oo [(aﬂp + C1dap) dev C — 3y dev (g)} - (2.62b)

Le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff est donné par

£1(T)
=o'y

+ Zpo |:; (Cjalllﬁ + 2C11821[)) gil + (allIJ + C[az¢) (dev g) .gfl — azl/) (dev gz) .C1:|
(2.63)

(o +s)C"
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G
G
o

a) Modele de Maxwell b) Modele de Kelvin
ézéd—o—%a o= Ge+ne

FIGURE 2.1 — Modeles rhéologiques de Maxwell et de Kelvin.

En développant I’invariant Cj; puis en regroupant les parties sphériques et déviatoriques, nous obte-
nons finalement

(1)
L= Py

Contrairement au comportement thermoélastique compressible, le comportement thermoélastique « in-
compressible » nécessite de définir deux fonctions d’état : (1, s) ou (e, s). En effet, la loi entropique
s = —dpy n’est pas une conséquence de la réversibilité intrinseque. Insistons sur le fait que la loi de
comportement « incompressible » n’est pas un cas particulier de la loi de comportement ther-
moélastique compressible (2.45). En particulier, il ne suffit pas de poser | = f;(T) dans cette loi
de comportement pour tenir compte de ’incompressibilité ’ car les variables d’état sont diffé-
rentes.

(B0 +5) " +200 [l + 29 (CiL-C) | . (2.64)

¢ Capacités calorifiques

Dans le cadre de la thermoélasticité « incompressible », il n’est pas possible de définir de capacité
calorifique a déformation constante car det F constant implique T constant, ¢’est-a-dire une transfor-
mation isotherme. Ainsi, il n’est pas possible de chauffer un milieu thermoélastique « incompres-
sible » tout en bloquant les déformations. Ceci constitue une absurdité physique (Garrigues,
2002) de la modélisation thermoélastique « incompressible ».

Par contre, il est possible de définir une capacité thermique a contrainte nulle.

2.3.7 Modélisation des phénomenes dissipatifs ou irréversibles

L’inégalité de Clausius-Duhem (EQ. 2.35) peut s’interpréter de différentes facons suivant la mo-
délisation adoptée. En notant par les indices r et ;g les phénomenes réversibles et irréversibles et en
adoptant la modélisation HPP, nous pouvons décomposer les contraintes selon ¢ = ¢ T T T s avec

= palp(s T, X;)/de. Comparons par exemple les modeles rhéologiques (FIG. 2.1) de Kelvin (en
parallele) et Maxwell (en série).

Pour le modele de Kelvin, il n’y a pas de variable interne et o
alorsp =g, : & B

Dans le modele de Maxwell, la variable interne g, Teprésente la déformation dans la partie
dissipative. Alors € =g tgploc=o0, = = p0y(g, T, g )/ oe et la dissipation s’écrit ¢ =
—po(oy/ de IR) : €5~ Nous voyons que selon la modélisation adoptee nous ne retrouverons pas la

o S
1r = ¢ — O Ladissipation s’écrit

7. Le cas | = 1 fait, lui, intervenir des multiplicateurs de Lagrange.

2 DECEMBRE 2014



MODELISATION DE L' INCOMPRESSIBILITE 41

dissipation sous la méme forme : elle peut provenir du premier ou du deuxieme terme de la dissipation
intrinseque ¢;,; (EQ. 2.35).
2.3.8 Equation de la chaleur

Apres quelques manipulations (voir annexe B.3), il est possible d’écrire le premier principe (2.30)
de la facon suivante :

. qu dp oIl 0% 29 .
T+D e+ X4 T=E-T .y X
QoL +DVG = poR +3p - Et g, - Xit Tor £ aTOE = 3T ox,
1 2 3 — ~—
4 5

(2.65)
Analysons les termes de cette équation :
— les termes 1 et 2 représentent les termes d’absorption et de fuite de chaleur;
— le terme 3 est une source de chaleur ;
— la dissipation intrinseéque est ici présente par le terme 4 : ce terme exprime la perte inélastique
(plasticité, viscosité...) ;
— le terme 5 provient des couplages entre les problémes thermiques et mécaniques, notamment la
dépendance des contraintes a la température.
Dans le cadre de la thermoélasticité ol la dissipation intrinseque est nulle, I’expression (2.65) se réduit

N

a

. 8H
pocT 4+ DivQ = poR + :E , (2.66)
D N aT
1 2 3 5"
ou en configuration mixte
aET
pocT +DivQ = poR +T— (2.67)

\ Hw-

M e~ oT

1 2 3 5

Les termes dissipatifs ont disparu, et le terme 5 représente le couplage thermoélastique.

2.4 Modélisation de I’incompressibilité

Il y a deux grandes manieres d’aborder I’incompressibilité. La premiere est de ne considérer que
des transformations strictement isochores. L’incompressibilité amene alors une contrainte : le gradient
de la transformation a un déterminant | = det F égal a 1. Cette condition géométrique s’impose via
une liaison interne @q(E) = 0 dans le comportement du matériau. La loi de comportement ainsi ob-
tenue est fonction d’un multiplicateur de Lagrange 171 associé a la liaison interne d’incompressibilité

9y | 9pi(E)
I = poﬁer 3E (2.68a)
0
= poangrzmlgl . (2.68b)

Or nous avons vu que la modélisation thermoélastique « incompressible » n’était pas satisfaisante.
En effet, cette modélisation meéne a une absurdité physique : I’'impossibilité de chauffer un milieu tout
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en maintenant constant son volume. Il est donc nécessaire qu’un matériau thermiquement dilatable
soit compressible.

La deuxieme maniere d’aborder I’incompressibilité est donc de considérer le matériau comme
faiblement compressible et d’introduire une fonction de pénalisation dans 1’écriture de I’énergie libre.
Celle-ci s’écrit par exemple comme la somme d’un potentiel de distorsion et d’un potentiel de dilata-
tion :

p = p(E) + U()) (2.69)
ou F est défini par
- 1 ~
E=(PDE . (2.70)

Doll et Schweizerhof (2000) donnent une revue des fonctions U(]) classiquement utilisées dans la
littérature. Leur forme est toujours la méme

Uj) =xG(J) - (2.71)

Le module de compressibilité xy est tres grand et impose donc de minimiser la fonction G(J) qui
s’annule pour | = 1. Cette fonction doit étre convexe afin d’assurer la polyconvexité® de 1’énergie
potentielle. Nous détaillerons cette modélisation dans le prochain chapitre.

2.5 Conclusions

Nous avons décrit le formalisme des transformations finies, nécessaire a 1’étude des élastomeres.
Notamment, nous avons rappelé la notion d’objectivité nécessaire dans le cadre des transformations
finies a cause des grandes rotations rigidifiantes. L’ écriture du second principe de la thermodynamique
permet I’obtention des lois de comportement, tandis que le premier principe mene a 1’équation de
la chaleur. Cette équation fait apparaitre de nombreux termes qui devront étre analysés lors de la
résolution du probleme d’autoéchauffement.

Nous avons attiré I’ attention du lecteur sur la modélisation de I’incompressibilité. Dans le cas d’un
matériau strictement incompressible impliquant la liaison interne det F = 1, I’utilisation d’un mul-
tiplicateur de Lagrange permet d’obtenir la loi de comportement therrﬁoélastique a partir du second
principe. Dans le cas d’un matériau thermoélastique « incompressible » vérifiant det F = f;(T), il
n’est plus possible d’exploiter de la méme facon le second principe car une variation infinitésimale de
la déformation n’est plus indépendante de la variation de température : I’espace des variables d’état
scalaires indépendantes est réduit d’une dimension. A partir de ce constat, il est possible d’exploiter le
second principe avec les nouvelles variables d’état et d’obtenir une loi de comportement thermoélas-
tique « incompressible ». Insistons sur le fait que cette loi de comportement n’est pas obtenue a partir
d’une loi strictement incompressible en posant simplement det F = f;(T). Toutefois, ’hypotheése de
comportement thermoélastique « incompressible » meéne 2 une absurdité physique : I’impossibilité
de chauffer un milieu tout en maintenant constant son volume. Il est donc nécessaire qu’un matériau
thermiquement dilatable soit compressible ! L’ étude de ce type de comportement est présentée dans le
prochain chapitre.

8. Définie au paragraphe 3.1.2.
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Chapitre 3

Modélisation thermomécanique des
¢lastomeres

Ce chapitre propose une analyse de la littérature sur la modélisation
thermomécanique des élastoméres. Nous présenterons différents as-
pects spécifiques aux élastomeres : élasticité entropique, phénoméne
d’inversion thermoélastique, écriture de 1’énergie libre.
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Nous étudions dans ce chapitre la modélisation thermomécanique des élastomeres. Le comporte-
ment des élastomeres est tout d’abord marqué par de tres fortes non-linéarités. Ainsi, il est nécessaire
d’étudier la thermoélasticité non-linéaire. Dans un deuxieme temps, nous détaillons une approche
thermodynamique de 1’élasticité dans un cas particulier : la traction simple. Les notions importantes
telles que 1’élastomere idéal, I’inversion thermoélastique ou encore la contribution énergétique des ef-
forts sont introduites et expliquées grace a cet exemple. La suite du chapitre se placera dans un cadre
plus général et détaillera quelques modélisations thermomécaniques des élastomeres. Ces modélisa-
tions sont fortement liées d’une part aux grandeurs mesurées lors des expériences, et d’autre part aux
hypotheses effectuées sur la formulation de 1’énergie libre.

3.1 Thermoélasticité non-linéaire

3.1.1 Thermoélasticité linéaire

Dans le cadre de la thermoélasticité linéaire, les déformations et la variation de température sont
supposées petites : ||E|| < 1et (T — Tp)/Top < 1. L’énergie libre est supposée étre quadratique
des déformations et de la variation de température. Pour un matériau isotrope, 1I’énergie libre est
nécessairement fonction des seuls invariants I = tre, I, = %tre:2 et I3 = %tré. Elle s’écrit dans la
configuration naturelle (sans contraintes initiales)

Ao &g co 2
=2ushb+ —I7 — —L(T—Ty) — =——(T — T, 3.1
poy = 2uoly + 1 3 1( 0) 2T0( 0) (3.1)
ol o et Ag sont les coefficients élastiques de Lamé, ag est le coefficient de dilatation thermique et cg
la chaleur spécifique a déformation constante.

La modélisation thermoélastique linéaire n’est bien évidemment pas applicable aux élastomeres
dans le cadre des grandes déformations.

3.1.2 Thermoélasticité non-linéaire

L’énergie libre est une fonction du gradient de la transformation et de la température : (E, T).
Sous I’hypothese d’un matériau isotrope, 1’énergie libre l/)(/\1, Az, A3, T) est fonction seulement des
dilatations principales A;.

La solution du probleme d’équilibre thermoélastique en grandes transformations doit vérifier trois
conditions :

— le champ de contraintes doit étre statiquement admissible (respect de 1’équilibre et des condi-

tions aux limites) ;

— le champ de déplacement doit étre cinématiquement admissible (respect des conditions aux

limites) ;

— ces deux champs doivent étre reliés par la loi de comportement.

Dans le cas d’un probleme H.P.P., les théoremes généraux montrent I’existence et ’unicité de la so-
lution a ce probleme d’équilibre thermoélastique. Dans le cadre des grandes transformations, il est
difficile de trouver une solution directe et il existe peu de résultats d’existence d’une solution au
probleme d’équilibre. L’existence ainsi que 1’unicité de la solution au probléme n’est pas garantie
(voir par exemple la traction biaxiale en annexe B.6). Toutefois, sous la propriété de polyconvexité
de I’énergie, I’existence d’un minimum de 1’énergie potentielle totale du systeme sur les champs de
déplacement cinématiquement admissibles garantit I’existence d’une solution au probleme élastique
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non-linéaire (Ball, 1977). Une énergie 1 est dite polyconvexe si elle peut s’exprimer comme une
fonction ¥p*
$(E) = ¢*(EA4jF,J) o AdjF=]JF " (3.2)

convexe de ces arguments.

3.2 Analyse thermodynamique pour la traction uniaxiale

Nous présentons dans cette section I’étude thermodynamique de I’extension uniaxiale d’un cy-
lindre de caoutchouc. Ce cas d’école est une treés bonne introduction a la thermoélasticité des élasto-
meres.

3.2.1 Premier et second principe de la thermodynamique
Le premier principe permet d’écrire la variation de I’énergie interne dU

dU = dQ + dW 3.3)

en fonction de la chaleur absorbée par le systeme dQ et du travail fourni par les efforts extérieurs
dW. Dans le cas d’un processus réversible, le second principe définit la variation d’entropie dS par

TdS=dQ . (3.4)
La variation d’énergie interne peut alors s’écrire
dU=TdS+ dW . (3.5)

Nous considérons deux variables décrivant les forces extérieures : la force uniaxiale f et la pres-
sion uniforme p. Ainsi la variation de travail est donnée par

dW = fdL — pdV . (3.6)

3.2.2 EKlasticité d’un élastomere
L’énergie libre A du matériau est définie par
A=U-TS . (3.7
La différenciation de cette équation mene successivement a

dA = dU—TdS—SdT (3.82)
— fdL—pdV —SdT . (3.8b)

Cette derniere équation permet d’écrire les relations suivantes

0A ou 0S
fo= (a)w = <aL>w‘T <aL>T,V (-5

A
JdA
S = — <a,T) Ly . (390)
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FIGURE 3.1 — Relation linéaire entre la force a déformation imposée (350%) et la température (Meyer
(1935)).

Les relations de Maxwell
En utilisant la relation suivante entre les dérivées partielles

0 [0A 0 [JA
aL<aT)L,V—aT<aL>T,V ' G109

nous pouvons démontrer les relations de Maxwell suivantes :

as __[(9f
)0 = 7). s
aS [ 9p
@), = (7). s

F\  (dp
(@), = ~Gi), sno

3.2.3 Origine entropique des efforts - Elastomére idéal

Pour un élastomere idéal, I’énergie interne ne dépend que de la température. La totalité des efforts
provient de la variation d’entropie lors de la déformation : les chaines de polymeres peuvent tourner
librement et I’énergie interne U ne change pas avec la déformation. Cela se traduit par I’annulation du
terme (0U/0L)ry dans I’équation (3.9). Ainsi les contraintes sont-elles linéaires de la température.
Les premieres expériences de Meyer et Ferri (1935) ont montré que cette propriété était vérifiée au
moins pour des déformations suffisamment grandes (FIG. 3.1). Par contre, aux faibles déformations,
les expériences d’ Anthony et al. (1942) infirment cette propriété (FIG. 3.2 et 3.3). De plus, un chan-
gement de signe dans la pente des droites est observé aux alentours de 10% de déformation : c’est un
aspect de I'inversion thermoélastique qui sera détaillé dans la suite. L’explication de ce phénomene
réside dans la dilatation thermique du caoutchouc. En effet, dans 1’état non-déformé, une augmenta-
tion de la température conduit a une augmentation du volume et donc de la longueur (si la dilatation
est libre) du caoutchouc. Aux faibles déformations, la diminution de I’effort avec la température est
ainsi expliquée par ce phénomene. Donc I’élastomere ne peut pas étre considéré comme idéal et la
variation d’énergie interne contribue aussi aux efforts.
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FIGURE 3.2 — Force a déplacement constant FIGURE 3.3 — Courbes de traction a 20°C et
en fonction de la température (Anthony et al., 70°C (Anthony et al., 1942).
1942).

3.2.4 Origine énergétique des efforts - Elastomére réel
a Les premiéres analyses

Les premieres analyses (Anthony et al., 1942) négligent la variation de volume dans le travail
des forces extérieures par rapport au travail de la force de traction. Les efforts d’origine énergétique
dénommés f, sont donc donnés par

Les résultats expérimentaux d’ Anthony et al. (1942) (FIG. 3.4) indiquent que I’énergie interne contri-
bue de facon significative a la force. Aux faibles déformations, la contribution énergétique est plus
grande que la contribution entropique. C’est la manifestation de I’importance de la dilatation ther-
mique, déja observée dans les relations force-température a déplacement imposé. Cet effet peut étre
corrigé en travaillant a élongation A fixée.

b Essais a volume constant

Des variations de volume accompagnent généralement la déformation d’un caoutchouc. Ces va-
riations sont petites mais réaliser un essai a volume constant implique d’ajuster la pression au cours
de I’essai pour compenser les effets de dilatation. Allen et al. (1963) ont réalisé ce type d’essai, qui a
I’avantage de donner une expression exacte ' des efforts d’origine énergétique

1. Nous verrons dans le paragraphe suivant qu’analyser un essai a pression constante suppose de connaitre la relation
force-déplacement.
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FIGURE 3.4 — Composantes énergétique et entropique de la force de traction en fonction de la défor-
mation (Anthony et al., 1942).
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Le ratio entre ces efforts d’origine énergétique par rapport a la force élastique est donné par

fe . (9In(f/T)
;= T<8T )L,V . (3.14)

Les résultats indiquent que le rapport f,/ f est proche de 0.2 mais la dispersion causée par la difficulté
d’une telle expérience ne permet pas une étude quantitative précise.

¢ Essais a pression constante

Réaliser un essai a pression constante est beaucoup plus facile qu'un essai a volume constant.
Toutefois, exprimer la relation entre les grandeurs a volume constant et a pression constante nécessite
la connaissance de la relation force-élongation et ne permettra pas une détermination exacte de f./ f.
Nous reprenons ici la relation force-élongation fondée sur la théorie de Flory (Flory et al., 1960) :

ol v est le nombre de chaines dans le réseau, k la constante de Boltzmann, A* = L/L; I’élongation
avec L; la longueur de 1’éprouvette au repos dont le volume serait égal au volume V' de I’éprouvette
déformée (donc L; n’est pas la longueur de I’éprouvette au repos). L est la longueur de I’éprouvette
déformée. L’ utilisation de cette relation permet d’obtenir la relation entre les grandeurs a volume
constant et a pression constante (Flory et al., 1960) :

AN AR
(57)., = (), 55 (.16)

ou « est le coefficient de dilatation volumique a pression constante

1 /oV
== | == . 3.17
Ty <8T>L,p (3-17)
La contribution énergétique des efforts (EQ. 3.14) se réécrit alors
E:—T (81n(f/T)> B gcT (3.18)

et permet une détermination expérimentale du rapport f,/ f. Toutefois, aux petites déformations, le
dernier terme diverge et cette équation peut difficilement étre appliquée a cause de I’erreur sur la
mesure de A* (Shen, 1969). Une autre formulation est aussi possible ol cette fois-ci ¢’est 1’élongation

A* qui reste constante :

fe <aln(f/T)) T

—=-T(—— +—= . (3.19)
f oT Ap 3

3.2.5 Phénomene d’inversion thermoélastique

Dans cette sous-section, nous allons analyser en détail I’inversion thermoélastique. Ce phénomene
fait 'objet dans la littérature d’une attention particuliere (Chadwick, 1974; Ogden, 1987; Pellicer
et al., 2001). Si pour I’instant nous nous étions dispensé d’exprimer les équations d’état, I’analyse de
I’inversion thermoélastique suppose de connaitre leurs expressions.
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Nous supposons ici que la contrainte axiale est donnée par un modele statistique

2
(- (7)) 320

a Coefficient de dilatation linéique a force constante

Une premiere manifestation de 1’inversion thermoélastique est le phénomene suivant : lorsqu’une
bande de caoutchouc étirée par un poids est chauffée, sa longueur peut augmenter ou diminuer selon la
charge appliquée (Anthony et al., 1942). Le coefficient de dilatation linéique a effort constant s’ obtient
par dérivation de 1’équation (3.20) :

C1/aL\ 1 (L/Lo(T))? — 1
v =1 (37),., = FEmam T2 2y

ol Ag est le coefficient de dilatation linéique a force nulle, qui est constant. La variation de Lo (lon-
gueur au repos) avec la température est donnée par intégration de Ay :

1 dLo

0= Lo ar d’ott  Lo(T) = Lo(Tp) exp [Ao(T — To)] - (3.22)

Le premier terme de (3.21) est la dilatation thermique, et le second décrit le comportement thermoé-
lastique des forces entropiques. Comme nous pouvons le constater sur la figure 3.5, ce coefficient varie
en fonction de 1’élongation : d’abord positif et prenant la valeur de A, il s’annule puis devient néga-
tif. Ce changement de signe de A,y est connu comme I’inversion thermoélastique. A une température
donnée T;, I’élongation d’inversion est donnée par

Des élongations d’inversion de 1.05 a 1.1 sont des valeurs typiques. Notons que pour un élastomere
idéal ou Ag est nul, il n’y a pas de phénomene d’inversion car A,y est toujours négatif.

b Variation de la contrainte avec la température a déplacement imposé

Un autre aspect bien connu de I’inversion thermoélastique est le changement de comportement en
température selon le déplacement imposé. En supposant la contrainte de la forme (3.20), en la déri-
vant et en utilisant les relations (3.21) et (3.22), nous obtenons I’expression suivante pour la dérivée
des contraintes par rapport a la température a déplacement constant (ou élongation oy = L/ Lo (Tp)
constante) :

(gg) = —kTAyy (txo exp [—Ao(T — To)] + % exp [2Ao(T — TO)]> ) (3.24)
LV “0

Les données expérimentales d’ Anthony et al. (1942) représentées sur la figure 3.2, indiquent que la
pente des courbes décroit avec 1’élongation, jusqu’a devenir négative aux faibles élongations. L’ inver-
sion se retrouve sur les courbes de traction a 20°C et 70°C (F1G. 3.3) ou aux faibles déformations, la
courbe de traction a 20°C est au-dessus de celle a 70°C, I’inversion se situant vers 10%.

Ce phénomene d’inversion est aussi lié a celui du coefficient de dilatation linéique car (do /9T )y
est du signe opposé a A, y.
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FIGURE 3.5 — Coefficient de dilatation volumique fonction de 1’élongation.

¢ Effet thermique de I’extension ou effet Gough-Joule

Une des manifestations les plus marquantes de 1’élasticité des élastomeres est la variation de tem-
pérature obtenue par I’élongation du caoutchouc. Gough (1805) est le premier a décrire ce phénomene.
Lorsqu’il étire rapidement une bande de caoutchouc et la pose sur ses levres, il note une sensation de
chaleur. Cette augmentation de température a 1’élongation est réversible puisqu’elle disparait avec la
rétractation. Cet effet thermique est étudié en détail par Joule (1859) avec une mesure de 1’échauf-
fement causé par 1’élongation (FIG. 3.6). L’auteur constate d’abord un tres faible refroidissement de
I’échantillon, puis une augmentation de la température. Ces données sont confirmées par les expé-
riences de Dart et Guth (1945).

L’allure de la courbe d’échauffement souligne la compétition entre les phénomenes énergétiques
et entropiques. Le refroidissement initial est a rapprocher du refroidissement d’un gaz se dilatant,
alors que I’augmentation de température est liée a la diminution de 1’entropie (si I’énergie interne ne
varie pas avec la déformation, alors le travail des forces extérieures —dW = dQ se transforme en
chaleur).

Calcul de I’élévation de température

Considérons une transformation adiabatique, donc réversible, allant d’un état initial (Tp, Lo) 2
un état final (T, L). Notre objectif ici est de calculer la variation de température lors de 1’élongation
d’un caoutchouc. Pour cela, nous allons introduire un état fictif (T, L), et considérer la succession de
transformations suivante :

S(To, Lo) 225 S(Ty, L) 23 S(T,L) . (3.25)

La premiere transformation est isotherme alors qu’il n’y a pas de variation de longueur dans la
deuxieme.

Comme la transformation totale est réversible, la variation d’entropie totale est nulle ce qui im-
plique que AS; = —AS;. La variation d’entropie AS; est donnée par

AS; = S(Ty, L) — S(T, L)—/L %5 dL——/L YN (326
1— (V] 0,L0) — Iy oL v - Iy oT Ly .
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FIGURE 3.6 — Augmentation de température dans I’extension adiabatique (Treloar, 1975).

ou la relation de Maxwell (3.11) a été utilisée pour I’obtention de la dernicre expression. La variation
d’entropie AS; est donnée par

T T
AS, = S(T,L) — S(Ty, L) = / <as> ar = [ SLVqr (3.27)
T, \9T LV n T

ou Cry est la chaleur spécifique a déformation constante

as
Cov=T <8T>w . (3.28)

En supposant que la chaleur spécifique ne dépend pas de la température et en intégrant (3.26) en
utilisant (3.24), nous obtenons la variation de température pour 1’élongation d’un caoutchouc

T kLy [«2 1 3 a2 2 3
n=—-——" |24+ —> N (2-—+= : 3.29
T cw{zﬂco 2 00(2 1x0+2>] (3.29)

Une autre facon d’analyser I’effet thermique est d’écrire la dérivée de la température par rapport

au déplacement, soit
aT maxuwell (80-) T <80'>
il il il = [ = . 3.30
(aL ) S,V dS LV Cry \dT LV ( )

Le signe de (9T /dL)g,y est donc égal au signe de (do/dT)rv donné par I’équation (3.24) : la
température diminue jusqu’a atteindre son minimum au point d’inversion puis augmente.
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FIGURE 3.7 — Mesure de I’effet thermique lors de la charge (+) et de la décharge (e) d’un caoutchouc
cristallisable (Dart et al., 1942).

Dégagement de chaleur par la cristallisation

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que 1’augmentation de température était due au
travail d’extension transformé en chaleur. Pour les matériaux cristallisables, la cristallisation sous
contraintes aux grandes élongations s’accompagne d’un dégagement de chaleur, et la disparition de la
phase cristalline provoque 1’absorption de chaleur. Ce phénomene se traduit par une non réversibilité
de la température en fonction de I’élongation au cours d’un cycle charge-décharge, comme présenté
sur la figure 3.7.

3.3 Ecriture générale de I’énergie libre

Dans un modele hyperélastique, les contraintes dérivent directement de 1’énergie libre. Nous avons
vu dans la section précédente 1’importance de I’expression des contraintes et donc de 1’énergie libre.
Notamment, les choix de modélisation de I’énergie interne permettent ou non de représenter certains
phénomenes. Dans la suite du chapitre, nous allons discuter des modélisations thermomécaniques,
c’est-a-dire de I’expression de I’énergie libre et des conséquences associées.

Un modele thermomécanique anisotherme peut se construire en reliant I’énergie libre a une tem-
pérature quelconque en fonction de celle donnée a une température de référence. L’énergie libre a
une température de référence Ty s’exprime par P9 = (E, Tp). Dans I’annexe B.4, nous intégrons
cette équation afin d’obtenir 1’expression générale de I’énergie libre ¢ = P(E, T) a une température
quelconque (Chadwick, 1974) : B

T T T m (T=TN -
v= 10— (-1 eEn - [ e () . 33D

To

Cette formulation exacte répond a une double exigence : s’appuyer sur ¢, caractérisée classiquement
lors d’analyses isothermes, et proposer une dépendance a la température la plus générale possible.
Pourtant, elle est inapplicable en pratique a cause des difficultés d’identification des variations de
I’énergie interne et de la chaleur spécifique avec la déformation. Plusieurs démarches simplificatrices
visant a expliciter 1I’équation (3.31) vont donc étre discutées dans la suite du chapitre.
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FIGURE 3.8 — Décomposition multiplicative d’une transformation.

3.4 Décomposition de la transformation

La décomposition de la transformation est liée aux grandeurs mesurées lors des essais thermo-
mécaniques. Par exemple, si I’essai consiste a chauffer puis solliciter mécaniquement 1’éprouvette, il
est naturel d’introduire une décomposition multiplicative de la transformation. Mais si la variation de
volume est mesurée, une décomposition en termes de dilatation et de distorsion peut €tre utilisée.

Les lois identifiées et I’expression de 1’énergie libre dépendent ainsi de la décomposition de la
transformation, et donc de la maniere d’analyser des essais thermomécaniques. Nous proposons dans
la suite d’étudier les décompositions multiplicatives et la décomposition en terme de dilatation et de
distorsion.

3.4.1 Décompositions multiplicatives
Pour modéliser le comportement thermoélastique, une configuration intermédiaire B; peut-étre
introduite entre la configuration initiale 13y et la configuration finale B.

a Dilatation thermique puis déformation mécanique isotherme

Une majorité d’auteurs (Lu et Pister, 1975; Humphrey et Rajagopal, 1997) considere que I’échan-
tillon est d’abord soumis a une dilatation thermique puis a une déformation mécanique isotherme. La
configuration intermédiaire By est alors obtenue a partir de la configuration actuelle par le décharge-
ment total des efforts effectué de maniere isotherme (FIG. 3.8). Ainsi le gradient de la transformation
élastique isotherme de By a B est E, etle gradient de la transformation thermique de By a By est E 0"
Le gradient total se décompose donc selon

F=FEF.E, . (3.32)
Pour un matériau isotrope, la partie thermique de la transformation est souvent donnée par

F =k(T)I

Ly 2 (3.33)
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ol k(T) est I’élongation thermique dans n’importe quelle direction matérielle. Ce coefficient est relié
a la dilatation linéique thermique a(T) par

T
W(T) = 29 soitK(T) = exp </ a(s)ds) . (3.34)

To

Cependant, certains auteurs considerent en plus de la dilatation thermique une transformation méca-
nique isochore : I’incompressibilité du matériau est introduite par des multiplicateurs de Lagrange.
Cette modélisation n’est pas rigoureuse  car ces auteurs supposent que F et T sont les variables d’état
indépendantes alors qu’ils imposent det F = f;(T). Dans le cas faiblement compressible, Imam et
Johnson (1998); Lubarda (2004) ont proposé des modélisations appropriées fondées sur la décompo-
sition (3.32).

b Décomposition en dilatation et distorsion

Il est possible de décomposer (Ogden, 1984) le gradient de la transformation F en deux parties.
La premiere | 3 I représente la dilatation, la deuxieme £ est purement isochore et est définie par F =

] 5 E . Le gradient de transformation £ est bien défini comme ayant un déterminant unitaire. Afin de
distinguer les parties volumique et isochore, Ogden (1987) introduit les “dilatations modifiées” par

Ar =175 (3.35)
ou les A; sont les dilatations principales. Ainsi, 1’énergie libre peut-elle s’écrire (matériau isotrope)
P(A}, A5, ], T) = 9(A1, A2, A3, T) . (3.36)

Par exemple, dans le cas des contraintes planes (03 = 0), I’auteur obtient les relations suivantes pour
les contraintes principales de Cauchy o7 et 07

A ) M1 o
=T T Ty 3Ty (37

Ces expressions suffisent pour déterminer . L’ avantage est qu’elles sont plus précises aux faibles
déformations qu’une formulation en invariant car elles ne font pas intervenir de différence de carrés
au dénominateur.

Avec ces notations, nous pouvons faire 1’hypothése que 1’énergie libre se décompose en deux
parties, volumique et isochore :

Y(ET) = oo (], T) + iso(E, T) - (3.38)
Par exemple, en anticipant les futures descriptions, I’écriture (3.44) de 1’énergie libre peut devenir
T _
= f(T) Yoo — (To - 1> eo(J) +ct(T) +f(_T) Yoisg - (3.39)
iso E/T
l)l]vol(]/T) y (7 )

Voici quelques expressions proposées dans la littérature pour les potentiels volumique et isochore.
Ogden (1972a) écrit Yo, = k0 G(J) avec G(J) une fonction définie par G(J) = B~2(BIn] +

2. Nous avons abordé ce sujet dans le paragraphe 2.3.6.
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J=P —1) ol B est un coefficient strictement positif. Chadwick (1974) préfére utiliser la forme donnée

par Murnaghan (1951) G(]) = % <]+ ﬁ]‘ﬁﬂ — %) avec B > 1. Miehe (1995) et Reese et
Govindjee (1998) utilisent la forme donnée par Ogden pour leur implémentation numérique. Notons
que ces fonctions n’assurent pas la polyconvexité, sauf dans un domaine autour de 1’état | = 1.
Ogden propose un potentiel isochore 5, identique a la loi d’Ogden (EQ. 4.20) en calculant les
élongations principales a partir de la partie isochore de la transformation. Ce potentiel a, par la suite,

été largement utilisé dans la littérature.

3.5 Modélisation thermomécanique des élastomeres : role de I’énergie
interne

3.5.1 Elasticité purement entropique

Expérimentalement, il est constaté que 1’énergie interne varie trés peu avec la déformation. L’hy-
pothese de I’élasticité entropique revient a considérer cette variation comme nulle. En se fondant sur
I’équation (B.23a), la chaleur spécifique devient fonction de la seule température. De plus, 1’énergie
interne a la température de référence s’annule. L’expression de I’énergie libre massique devient alors

T T (T-T A
v=10- c(T)( . >dT. (3.40)

To

Une deuxiéme hypothese plus forte est souvent formulée : la chaleur spécifique est considérée
comme constante, ¢(T) = ¢o. Le terme intégral de (3.40) devient alors co((T — Tp) — TIn T/ Tp).

Chadwick et Creasy (1984) montrent 1’équivalence entre différentes descriptions de 1’élasticité
entropique. Ainsi est-il équivalent de considérer

i) des contraintes provenant exclusivement de la variation d’entropie ;
ii) des contraintes linéaires de la température ;
iii) une énergie interne ne dépendant que de la température.

Plusieurs courbes dans le diagramme contraintes déformations ont été tracées pour différentes
températures sur la figure 3.9. L’évolution linéaire des contraintes avec la température y est représen-
tée.

Cette forme d’énergie libre est relativement simple mais ne représente pas les dilatations ther-
miques. Ainsi, elle ne prédit pas le phénomene d’inversion thermodynamique. Il faut alors faire I’hy-
potheése que I’énergie interne dépend de la déformation. Les paragraphes suivants vont donc étudier
de quelle maniere il est possible d’incorporer a I’énergie interne une dépendance a la déformation.

3.5.2 Dépendance de I’énergie interne a la variation de volume

Supposons que I’énergie interne dépende de la déformation seulement a travers la dilatation volu-
mique J, soit eg(E, To) = eo(]).
Une modélisation possible est d’écrire 1’énergie interne (Chadwick, 1974; Ogden, 1992) comme

eo(E, To) = aoroTo(] — 1) (3.41)

ol ig et Ky sont respectivement le coefficient de dilatation thermique et le coefficient de compressibi-
lité dans I’état naturel. Cette expression modélise naturellement les dilatations thermiques et retrouve
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FIGURE 3.9 — Courbes contrainte-élongation a quatre températures données (€lasticité entropique).

le point d’inversion thermoélastique pour

1
A=1+4+ gD‘OTO . (3.42)

3.5.3 Entropie modifiée

Chadwick et Creasy (1984) définissent qu’un matériau a une entropie modifiée si et seulement
si son énergie interne est la somme d’une fonction de la déformation et d’une autre fonction de la
température, soit

e(E, T) = e1(E) +ea(T) . (3.43)

Cette définition inclut la modélisation précédente proposée par Chadwick (1974) ou I’énergie in-
terne est seulement fonction de la variation de volume. Cette modélisation (Chadwick, 1974, Sect.
3(c)) est une premiere approximation et ne permet pas de reproduire la contribution énergétique aux

contraintes : I’énergie interne dépend aussi de 1’état de distorsion (Allen et al., 1963). Cette décompo-
sition permet de modéliser la partie énergétique des efforts 3.

3.5.4 Chaleur spécifique dépendant de la déformation

Nous avons vu que I’hypothese d’élasticité entropique impliquait une relation linéaire entre les
contraintes et la température mais qu’elle n’était pas vérifiée pour certaines expériences. Reese et
Govindjee (1998) supposent la dépendance de la chaleur spécifique a la déformation en rajoutant un
terme supplémentaire dans son expression, dans le but d’obtenir une dépendance a la température plus
générale. Pour ce faire, les auteurs proposent (voir annexe B.5) la forme suivante pour I’énergie libre
(EQ. 3.31)

= f(T)go — (;0 - 1) eo(E To) +ct(T) . (3.44)

Cette formulation est intéressante car les contraintes ne sont plus fonctions linéaires de la température.

3. Ceci est tres bien expliqué par Ogden (1992, Exemple 2).
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3.6 Conclusions

Les élastomeres ont essentiellement un comportement entropique : la force résultante d’une défor-
mation provient de la diminution de I’entropie. Toutefois, une partie des efforts est d’origine énergé-
tique. Ainsi, la dilatation volumique et le phénomene d’inversion thermoélastique sont-ils liés. L’ étude
de la thermoélasticité non-linéaire pour les élastomeres nécessite la définition d’une énergie libre et
d’une énergie interne. De la définition de ce potentiel dépendront les caractéristiques mécaniques de
I’élastomere étudié.
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Chapitre 4

Comportement cyclique

Dans ce chapitre, nous décrivons le comportement cyclique de I’élasto-
mere de I’étude a différentes températures.
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Nous avons mis en évidence au début de ce mémoire la nécessité d’étudier le comportement
cyclique thermomécanique des élastomeres. A cette fin, une campagne d’essais a été lancée par PSA
en partenariat avec la société TRELLEBORG. Une deuxieme campagne a aussi été réalisée a Bristol en
partenariat avec I’University of the West of England (UWE) pour étudier les effets multiaxiaux. Dans
ce cadre, j’ai défini, construit et utilisé un banc d’essai biaxial lors d’un séjour de trois mois sur place.

Ce chapitre débute par une présentation des modélisations hyperélastiques. En effet, nous mo-
tivons le choix de la modélisation hyperélastique dans la suite de ce mémoire. Puis, nous étudions
I’influence de la température sur le comportement stabilisé pour les deux campagnes d’essais. Notons
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que I’objet de ce chapitre est bien la modélisation hyperélastique du comportement cyclique, mais que
I’étude de la dissipation hystérétique effectuée sur les mémes essais imposent quelques restrictions.

Nous rappelons aussi dans cette introduction que le comportement des élastomeres est dispersé.
Cette dispersion s’observe entre les pieces d’un méme lot matiere, mais aussi entre plusieurs lots
matieres. Nous pouvons considérer une dispersion de 1’ordre de 15%.

4.1 Modélisation hyperélastique

L’hyperélasticité ayant été définie au paragraphe 1.2.2, nous étudions dans cette section les lois
de comportement, qui se classent en deux grandes familles. La premiere étudie de fagon statistique
la disposition des chaines & I’intérieur du réseau macromoléculaire. Elle permet de remonter par in-
tégration a I’énergie libre du matériau. Ce sont les modeles statistiques. Les modeles phénoménolo-
giques s’appuient eux sur une modélisation du comportement a partir de I’expérience. Des modeles
mathématiques plus ou moins complexes sont donc déduits de considérations expérimentales. Nous
terminerons par la présentation d’un modele de comportement cyclique.

4.1.1 Modeles statistiques
a Fondements - Elasticité entropique

Ces modeles s appuient sur les techniques de calcul d’entropie et de distribution d’équilibre de
chaines macromoléculaires. Le comportement de 1’élastomere est ainsi relié aux changements de
conformation macromoléculaire.

La principale hypothese porte sur le caractere entropique de 1’élasticité. Dans le cas des caou-
tchoucs, la force de rappel est due a la diminution d’entropie causée par la baisse du nombre de
conformations possibles pour les chaines. En effet, en considérant une transformation isotherme et
réversible, le travail associé et la variation d’énergie libre sont liés par

dW = fdl = dE — TdS (4.1)

avec f la force exercée pour allonger I’élément étudié de la longueur dI. La force f s’exprime alors

par
oE 0S
f= (az)T‘T<az>T ' “2

Ces deux termes sont respectivement un terme d’énergie interne et un terme entropique. Dans le cas
des élastomeres (cf chapitre précédent), des essais de traction a différentes températures montrent
que la courbe f(T') est une droite passant généralement par I’origine. On peut alors faire I’hypothese
que le terme d’énergie interne est négligeable devant le terme entropique. Les statisticiens se sont
appuyés sur ce résultat pour batir leurs modeles. L’entropie S est ainsi fonction de la probabilité de la
configuration P du systéme par la loi de Boltzmann

S=kInP 4.3)

ou k est la constante de Boltzmann.

L’hypothese de déplacement affine du réseau est aussi formulée. Les chalnes sont supposées étre
entre deux liens physiques, formés soit par les ponts de réticulation, soit par les ramifications du
réseau. Chaque nceud physique suit linéairement la déformation globale. L’élongation d’une chaine
peut donc étre confondue avec la dilatation macroscopique du matériau dans la direction définie a
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partir de la chaine. Si la structure d’un élastomere est représentée par un ensemble de chaines a n
maillons élémentaires de méme longueur a sans interaction entre eux, 1’énergie de I’ensemble des
chaines contenues dans 1’angle solide () est donnée par la somme

W= /Q/np(n, dQ) w(n,A) dn dQ 4.4

ot p (n, dQ) est la probabilité de trouver une chaine de n monomeres dans 1’angle solide dQ) et
w (n, A) est I’énergie libre conformationnelle d’une chaine de 7 monomeres et d’élongation A.

b Statistique gaussienne

En supposant que les probabilités suivent une répartition gaussienne, I’énergie libre se calcule
(Treloar, 1943a,b) en fonction du premier invariant I; de la transformation

W= %NkT(II _3) (.5)

ou N est le nombre de chalnes par unité de volume et T la température. C’est le modele néo-hookéen.
Ce modele est relativement fidele pour les déformations ne dépassant pas 50%. Il n’est en revanche
pas en mesure de rendre compte du raidissement aux grandes déformations. En effet, les chaines ont
une extension limite avant rupture qui n’est pas prise en compte dans la distribution gaussienne. C’est
pourquoi d’autres modeles statistiques ont été proposés en considérant 1’extension limite des chaines.

¢ Statistique non gaussienne

Kuhn et Griin (1942) introduisent la fonction de Langevin pour calculer la densité d’énergie libre
conformationnelle d’une chaine

_ A B
w = nkT (\/ﬁﬁ +1In sinhﬁ) — Wy (4.6)

avec 1 le nombre d’éléments de la chaine, wy une constante arbitraire, 3 = L~ 1(A//n) et L la
fonction de Langevin définie par £(x) = coth x — 1/x. Il faut noter qu’il n’existe pas d’expression
analytique de I’inverse de la fonction de Langevin.

Pour calculer 1’énergie libre du modele, plusieurs auteurs ont eu recours a des simplifications du
modele en introduisant des modeles a chaines. Nous ne citerons ici qu’une liste non exhaustive.

Modéele a trois chaines
Les chaines se situent le long des directions principales eulériennes. Wang et Guth (1952) trouvent
une énergie libre sous la forme

3

_ NkT . Bi
Wi = ?\/ﬁg <AI,BI +v/nln sinh ﬁz) 4.7)

avec N la densité de chaines.

Modéele a quatre chaines
Flory et Rehner (1943) puis Treloar se basent sur une géométrie tétraédrique ou les quatre chaines
naissent 2 un sommet et se rejoignent au centre.
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Modele a huit chaines

Dans ce modele, les huit chaines sont sur les diagonales d’un cube défini par les directions princi-
pales : elles relient le centre du cube a un sommet. L’élongation d’une chaine s’écrit en fonction des
élongations principales

A% = ZAZ : (4.8)

Arruda et Boyce (1993) proposent de mettre la fonctlon d’énergie sous la forme

— ,Bch
WSch - Z\]kT\/H < ch,Bch + \/>1n nhﬁm) (49)

avece

- | Ach
Ben = L (ﬁ) . (4.10)

En utilisant le développement en série de I'inverse de la fonction de Langevin donné par Treloar,
Arruda et Boyce écrivent la densité d’énergie sous la forme

1, 19

105012 (If = 27) + 7000n3(

— 1 2

I} —81)> +... (4.11)
Perrin (2000) utilise 1’approximation de Padé au premier ordre pour I’inverse de la fonction de Lan-
gevin et fournit un modele de comportement isotrope intégrable.

Discussion

Treloar (1975) observe que la réponse avec un modele tétraédrique peut dépendre de 1’ orientation
de I’élément de volume par rapport aux directions principales. Les modeles a trois chaines introdui-
sant aussi de 1’anisotropie, Treloar propose donc de considérer un systéme avec un grand nombre de
directions pour éliminer 1’anisotropie introduite par des directions privilégiées.

4.1.2 Modeles phénoménologiques

A la différence des modeles statistiques ot la structure microscopique de la matiére est étudiée,
les modeles phénoménologiques s’appuient sur des identifications mathématiques & partir d’essais
expérimentaux. Les potentiels hyperélastiques sont développés soit a partir des invariants, soit a partir
des élongations principales. Les lois peuvent faire intervenir ces coefficients de manicre linéaire ou
sous forme de loi puissance ; il y a donc un grand nombre de compositions possibles.

a En fonction des invariants

En considérant un milieu isotrope, 1’énergie de déformation élastique W peut s’écrire en fonction
des invariants Iy, Ij; et Ij;; du tenseur de Cauchy-Green droit g . La forme polynomiale la plus générale
(Treloar, 1975) peut se mettre sous la forme

W(Ip, Iy, Inp) = Y Cije(I = 3) (Ip = 3)/ (I — 1)k (4.12)
ijk

Ce modele ne prend pas en compte 1’incompressibilité du matériau. Pour un matériau incompressible,
le troisieme invariant Iy est fixé a 1 et la loi s’écrit sous une forme plus simple

W(I;, Ir) ZCU I; —3)'(I;; — 3)/ (4.13)
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généralement appelée loi de Rivlin. Des lois plus simples sont souvent préférées et nous pouvons citer
par exemple le modele néo-hookéen !

W(I) = Cio(I; = 3) , (4.14)
et le modele de Mooney-Rivlin qui est en accord avec un certain nombre de résultats expérimentaux
W(I, I;1) = Cio(I; —3) + Cor (I;; — 3) . (4.15)

L’identification des deux parametres est aisée sur un essai de traction uniaxiale puisque la force f est

donnée par
C 1
=25 <c10 + ;1) (/\ — )@) . (4.16)

Les deux constantes sont facilement identifiables en tracant les points expérimentaux dans un dia-
gramme 1/A — f/(A — 1/A2).

Le modele de Hart-Smith (1966) fait intervenir les coefficients élastiques sous une forme non
linéaire. Cette loi présente I’avantage de n’avoir que trois coefficients a identifier et rend bien compte
du raidissement aux grandes déformations des élastomeres tout en modélisant la courbure a I’origine

I

W(I], 1[[) =C /eXp(Cg,(I[ — 3)2) dl; + G In <3> . “4.17)

Plus récemment Gent (1996) a développé un modele ou [, représente la valeur de I} — 3 pour
laquelle le matériau atteint un état limite

w(I;) :—%]mln <1— Ilf;e’) . (4.18)

L’énergie tend vers I’infini ainsi que les contraintes : ce modele prend donc bien en compte le raidis-
sement observé aux tres grandes déformations. Aux petites déformations, ce modele est équivalent au
modele néo-hookéen.

b En fonction des élongations principales

Le modele de Valanis et Landel (1967) suppose et vérifie de mani¢re empirique la séparabilité des
élongations principales
3
W(A1, A2, A3) =) w(A) . (4.19)
i=0

De meilleurs résultats pour les grandes déformations ont été obtenus a partir des lois d’Ogden. Elles
sont formulées a partir des élongations principales )t%, A%, /\% et peuvent étre développées a différents
ordres (Ogden, 1972b)

=

(x: (A" + A" +A3"=3) . (4.20)

W(AlIAZI )\3) = Z
n
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