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Résumeé Cette thése a pour objet la construction d'estimateurs non-linéaires a base
d'observateurs asymptotiques. Dans un premier temps nous développons un observateur
destiné a estimer des concentrations en réactifs dans un réacteur de polymérisation du
groupe TOTAL. Dans un deuxieme temps, nous nous posons des questions d'ordre plus
théorique sur l'utilisation des symétries dans la conception d'observateurs non-linéaires.

Le réacteur que nous avons considéré est un réacteur de polymeérisation haute pression
qui produit des polymeres de type plastique composés de deux ou trois monomeres. L'esti-
mation des concentrations en certains réactifs dans les di érentes zones du réacteur repose
sur la modélisation de la réaction. Le modéle consiste principalement un bilan de matiere,
d'énergie, et l'utilisation de modeles de cinétiqgue chimique. Ensuite via les équations du
modele et les mesures de températures et débits, on remonte aux concentrations en temps
réel. L'estimateur construit est non-linéaire, et la convergence repose sur une structure
triangulaire. Cet estimateur a été installé et validé sur l'unité industrielle.

La convergence de l'estimateur envisagé est indépendante du choix des unités dans
lesquelles on écrit les bilans. Nous nous sommes interrogés sur la possibilité, quand on
fait un observateur pour les concentrations, d'écrire des termes de correction indépendants
des unités. A cet e et nous avons considéré un exemple plus académique : un réacteur
chimigue exothermique, pour lequel on mesure les températures et les débits, et ou la
cinétique chimique est d'ordre 1. On veut estimer certaines concentrations, et I'on souhaite
gue les propriétés de convergence soient indépendantes des unités. Cette étude a montré
gu'une approche basée sur les symétries pouvait suggérer des termes de correction non-
linéaires puis des changements de variables propices a I'étude de la convergence globale,
pour des observateurs dont la forme est du type observateur de Luenberger ou Itre Kalman
Etendu.

Ensuite, nous avons développé une méthode générale pour écrire de maniére systé-
matique les termes de corrections qui préservent les symétries. La contribution théorique
principale de la thése est de donner une méthode pour construire tous les termes de cor-
rections non-linéaires qui préservent les symétries. On remet ensuite en perspective la
notion d'erreur entre I'état et son estimée en proposant la notion d'erreur invariante. La
dynamique de cette erreur invariante possede alors des propriétés fort intéressantes. En
particulier, elle est indépendante de la trajectoire du systéeme pour un systéme invariant a
gauche sur un groupe de Lie. On applique alors cette nouvelle théorie des observateurs in-
variants a principalement trois exemples, un réacteur chimique pour lequel on construit un
observateur globalement convergent, un exemple de voiture non-holonome ou I'on construit
un observateur presque globalement convergent, et un exemple emprunté au domaine de
la navigation inertielle aidée par des mesures de vitesse pour lequel on obtient la conver-
gence locale autour de toute trajectoire et tel que le comportement global de I'erreur est
indépendant de la trajectoire et des entrées.

Bien que nous n'ayons abordé en détail que les situations ou la dimension du groupe
reste inférieure a celle de I'état, il est tres naturel d'envisager de traiter avec une approche
analogue des cas plus généraux. Tel est I'objet de la derniére partie de la thése avec quatre



exemples. La synthese d'observateur réduit pour une classe de systeme Lagrangien dont on
mesure la position : le groupe de transformation est celui des changements de coordonnées
sur l'espace de con guration. Les modéles de type Saint-Venant qui interviennent dans les
modeles océanographiques : l'espace d'état est de dimension in nie car les modeéles sont
a base d'équations aux dérivées partielles. La fusion de données en navigation inertielle
avec comme mesure une image et donc une sortie de dimension in nie. En n, I'estimation
paramétrique d'un systéme quantique a deux états ou la dimension du groupe est un peu
plus grande que celle de I'état.

Summary  This thesis is about the construction of non-linear estimators of the asympto-
tic observers type. We will rst build an observer in order to estimate the concentrations in
reactive in a polymerization reactor of TOTAL. Then we will pursue theoretical questions
about the use of symmetries for the design of non-linear estimators.

The chemical reactor we worked on is a high pressure polymerization reactor which
produces plastics that are polymers made of two or three monomers. The estimation of
the concentrations in each reactive in the several zones of the reactor is based on a model
of the reaction. The model consists of a mass balance, an energy balance, and the use of a
chemical kinetics model. Thanks to the equations of the model, and to the measurements
of temperature and ows, we give a real-time estimation of the concentrations. It is a non-
linear estimator, and the convergence is based on contraction properties. This estimator
was implemented and validated on the industrial unit.

The convergence of the estimator is independent of the choice of the units with which
the balances are written. We wondered if it always possible, when one builds an observer
for the concentrations of the Luenberger or extended Kalman lter type, to write correction
terms which do not depend on the units. We thus considered a more academic example : a
chemical exothermic reactor, for which the temperature and ows are measured, and the
chemical kinetics is of order one. We want to estimate the concentrations, and we want the
convergence properties to be independent of the physical units. This study showed that an
approach based on symmetries could suggest non-linear correction terms, and some change
of variables which help when it comes to studying global convergence of observers of the
Luenberger of extended Kalman lIter type.

Then we developed a general method in order to write correction terms which syste-
matically preserve the symmetries of the system. The principal theoretical contribution of
the thesis is to give a precise method to write all the correction terms which preserve the
symmetries. The notion of the error between the true state and the estimated state is re-
explored via the notion of invariant state-error. The invariant state error dynamics has very
interesting properties. In particular it is independent of the trajectory for a left-invariant
trajectory on a Lie group. We apply the theory of invariants observers to mainly three
examples, a chemical reactor for which we build a non-linear globally convergent observer,
an example of a non-holonomic car for which we build an almost globally convergent ob-
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server, and an example of inertial navigation assisted by velocity measurements for which
we get the local convergence around any trajectory and such that the global behavior of
the error does not depend neither on the trajectory nor on the inputs.

Although the theory deals with the cases where the dimension of the symmetry group
is smaller than the dimension of the state, it seems very natural to use a similar method
to deal with the general case. This is the topic of the last part of the thesis where we look
at four examples. The synthesis of reduced observer for a class of lagrangian systems such
that all the positions are measured : the transformation group consists of all the change of
coordinates on the con guration space. The models of the Saint-Venant type on which the
Shallow-water model are based, and which are used in oceanography : the dimension of the
state space is in nite since the models use partial di erential equations. The data fusion
in inertial navigation for which the measurement is an image, and thus is dimension of the
output is in nite. Finally, the parametric estimation of a two-states quantum system for
which the dimension of the group is bigger than the dimension of the state.
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Chapitre 1

Introduction

L'objet de ce mémoire est I'estimation de quantités non directement mesurées par des
observateurs asymptotiques (capteurs logiciels). Pour les systemes linéaires observables, il
existe des méthodes de construction d'observateur générales avec les travaux de Kalman
et Bucy |3(] et aussi ceux de LuenbergeBE]. En e et on considére le systéme linéaire de
la forme

d

—X = Ax + Bu; = Cx

dt y

ou x 2 R" est I'état du systeme,u 2 R™ les entrées, ey 2 RP la sortie ; A est une matrice
n £ n, B une matricen £ m, et C une matricep £ n. Les observateurs du type ltre de
Kalman, ou Luenberger s'écrivent sous la forme

%k: AR+ Bu+ L(CRj y)

L'observateur consiste en une copie de la dynamique et un terme de correctiqit®R j y)
qui dépend des mesures et est nul quatd= x. Le Itre de Kalman [3(] donne un réglage
automatique du gainL(t) qui dépend alors du tempg. Si le systéme est observable, on
peut choisir aussi le gairL constant de maniere a ce que les valeurs propres Aler LC
soient a partie réelle strictement négative, et I'observateur fournit une estimation dedans
le sens ok j x! O exponentiellement quand!1 puisque I'on a

%(ki X)=(A+ LC)%i x)

Pour les systéemes généraux fondés sur un modéle non-linéaire sous forme d'état avec les
mesures données par une loi de sortie, qui s'écrivent donc sous la forme générale

d i _
ax = f (x;u); y = h(x)



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ou f et h sont des applications régulieres, on ne dispose pas a I'heure actuelle de mé-
thode systématique pour construire des observateurs asymptotiques comme c'est le cas
pour les systémes linéaires observables. Cependant, pour certains types de non linéarités,
des méthodes existent. Pour les systemes dits linéarisables par injection de sog&i ¢n

se raméne au cas linéaire ou les méthodes usuelles s'appliquent. Pour les systemes ayant
une forme normale d'observabilité uniforme de structure triangulaire dans les bonnes co-
ordonnées, les observateurs a grands gains sont bien adap2&ks [A notre connaissance, il
n'existe pas de travaux théoriques qui, de maniéere systématique, exploitent les symétries
pour la synthése d'observateurs asymptotiques. L'une des contributions de cette these est
de combler cette lacune pour les systémes invariants par rapport a l'action d'un groupe
de symétries. Schématiquement, ce travail contient une partie appliquée, ou l'on decrit
une étude, e ectuée pour le groupe TOTAL, qui consistait a €laborer un capteur logiciel
pour un réacteur de polymérisation, et une partie théorique, ou I'on explore les liens entre
observateurs et symétries.

Le réacteur TOTAL considéré est un réacteur chimique de polymérisation Haute-
Pression, situé sur le site de Carling en Moselle. Il produit des polymeres du type po-
lyéthylene qui sont des matieres plastiques. Certains polymeres produits sont issus d'une
polymérisation de I'éthylene avec un ou deux autres monoméres. Ce sont des plastiques
spéci ques, dont certains ne sont produits nulle part ailleurs. Dans ce cas, il y a dans le
réacteur plusieurs espéces chimiques. Les opérateurs pilotent l'unité et contrélent la pro-
duction notamment via l'injection des divers réactifs. Notre but est de faire un capteur
logiciel qui permette d'estimer la concentration en chacun des réactifs a plusieurs endroits
du réacteur. Cela permet de donner aux opérateurs une image interne de la réaction et
ainsi de les aider a piloter l'unité. La démarche classique que nous avons adoptée pour
remonter" aux compositions internes a partir des mesures de débits, de pression, et de
température a été de construire un observateur. Pour cela nous avons établi un modéle
simple de la réaction, qui s'appuie sur un bilan de matiere, et un bilan thermique. Le mo-
dele est complété par un modéle de cinétique chimique. En injectant la mesure temps réel
de température dans le modele, et en simulant les équations (observateur avec injection de
sortie) on obtient un systéme qui converge et fournit donc une estimation des compositions
internes en temps réel. On peut déduire de cette estimation la composition du polymére
nal, qui est une donnée qualité" sur le produit nal. L'observateur a été implémenté sur
site industriel.

Pour implémenter le capteur logiciel, il a fallu choisir les unités dans lesquelles on
écrit les équations de l'observateur, et adapter la structure non-linéaire des modeles (de
cinétique) a ce choix. Ces adaptations sont des opérations mathématiques sur le modeéle in-
dépendantes de la physique du systéme, et I'on voulait que la convergence de I'observateur
ne soit pas a ectée par le choix des unités - alors que c'est le cas en général pour les ob-
servateurs du type ltre de Kalman, Itre de Kalman étendu, observateurs de Luenberger.
Nous avons donc repris les questions posées et les résultatsljeef nous avons considéré
le probléme de la construction d'observateurs indépendants du choix des unités pour les
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réacteurs chimiques exothermiques. Puis nous avons considéré plus généralement le pro-
bleme de la construction d'observateurs qui respectent les invariances (ou symétries) des
systemes. Nous avons alors développé et complété la théorie des observateurs invariants
qui était suggérée dansl]. On appelle observateurs invariants les observateurs qui res-
pectent les symétries. La contribution théorique principale de la these est de compléter la
meéthode de construction des observateurs, puis de caractériser les observateurs invariants
-ce qui permet d'avoir une méthode systématique en plusieurs étapes de construction de
tous les observateurs invariants possibles; et en n de remettre en perspective la notion
d'erreur d'état quand le systéme présente des symétries. Il est apparu dans les exemples
gu'on a traités qu'utiliser les symétries dans la maniére dont on dé nit I'erreur simpli ait
notablement I'étude de la convergence et le réglage des gains.

Nous avons cherché a appliquer la théorie a des exemples qui proviennent de l'ingénierie.
La classe des systemes mécaniques se préte particulierement bien au probleme car on
béné cie en général des invariances galiléennes. C'est la raison pour laquelle nous nous
sommes intéressés aux systemes mécaniques. Quand la dimension du groupe de symétries
est la méme que celle du systéme, on peut donner un sens intrinseque a l'erreur d'estimation
sur |'état. Nous avons obtenu pour un systéme non-linéaire, et dont les entrées dépendent du
temps - probleme qui provient du domaine de la navigation inertielle assistée par mesure de
vitesse - une équation d'erreur autonome, et donc un comportement de I'erreur d'estimation
indépendant de la trajectoire de I'état et aussi des entrées.

Nous proposons une théorie des observateurs invariants pour une classe importante de
systemes qui présentent des symeétries : I'espace d'état et des entrées y sont de dimension
nie, et la somme des dimensions y est plus grande que le nombre de degrés de liberté du
groupe de symétries. Nous avons essayé cependant de confronter cette idée d'observateurs
invariants a des exemples qui sortent de cette classe. Il apparait que la notion d'observateur
invariant reste un guide pour aborder une classe plus large d'exemples, et notamment les
systemes décrits par des des équations aux deérivées partielles, ou I'état est de dimension
in nie.

Le manuscrit comporte trois parties :

Dans la premiére partie, on rendra compte du travail e ectué pour le groupe TOTAL,

a savoir la construction d'un capteur logiciel pour un réacteur chimique industriel.
Dans la deuxieme partie, on développera la théorie des observateurs invariants et on
l'appliquera a des exemples issus de la chimie et de la mécanique.

Dans la troisieme partie, on abordera la construction d'observateurs invariants pour
divers problémes d'estimation qui ne rentrent pas dans le cadre de la théorie dévelop-
pée en seconde partie (groupe de symétries de dimension in nie, systéme gouverné
par des équations aux dérivées partielles). On montrera l'intérét de prendre en compte
les symétries pour 'estimation et la fusion de données.
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Premiere partie

Capteur logiciel pour un réacteur de
polymérisation






Dans cette partie nous présentons le travail qui a été réalisé pour TOTAL PETROCHE-
MICALS. L'unité concernée est l'unité polyéthylene haute pression de l'usine de Carling.
Nous nous intéressons en particulier au réacteur ou I'éthylene (mélangé a quelques autres
monomeres) est tranformé en polymére du type matiéres plastiques. Nous le modélisons
comme une cascade de réacteurs exothermiques parfaitement agités. L'unité est pourvue
de plusieurs capteurs qui mesurent en particulier certains débits et les températures. Notre
travail a consisté a réaliser un capteur logiciel, qui s'appuie sur un modele basé sur les lois
de conservation de la physique, et qui a partir des mesures de débit et de température,
permet de remonter en temps réel aux compositions internes. Il donne ainsi une image
interne de la réaction. On peut alors en déduire en particulier la composition (et donc la
qualité) du polymere formé. L'algorithme a été installé sur site. Il permet d'améliorer la
conduite de l'unité, puisqu'il fournit aux opérateurs des indications quantitatives sur la ré-
action. Ainsi, on n'a pas besoin d'attendre les mesures laboratoire (tardives) pour corriger
les parameétres opératoires de facon a produire la qualité recherchée. Le travail a été mené
en collaboration avec :

Gwenvael LE SEAC'H ARKEMA Mont

Pascal SCHAEFER TOTAL Lyon

Marc SOUCHE TOTAL Lyon

Thomas ROUSSEL Groupement de Recherche de Lacq
Jacqueline JEANJEAN TOTAL PETROCHEMICALS Carling

De nombreuses visites sur site ont été e ectuées : a Carling, ou se situe le réacteur, pour
interagir avec les exploitants du site et installer I'algorithme d'estimation. Egalement a
Lacq ou est situé le Groupement Recherche de Lacq (GRL) pour ce qui concerne la validité
du modéle de cinétique chimique.

Dans le chapitre2, on présente l'unité, le réacteur, et le procédé. On présente le modéle
du réacteur, qui est basé sur les lois de conservations de I'énergie et de la matiere, et
gu'on a souhaité étre le plus simple possible. Il fait aussi intervenir un modeéle de cinétique
chimique qui prend di érentes formes selon les types de qualités produites. Ces descriptions
sont soumises a des impératifs de con dentialité qui limitent leur précision.

Dans le chapitre3, on présente I'observateur. On donne une preuve de convergence pour
certains grades. On présente nalement les résultats. On ne peut valider qu'indirectement
le modele, en recoupant les résultats fournis par lI'observateur, avec les mesures d'une part
de production massique de polymere, et d'autre part de composition du polymere.

Pour la modélisation du réacteur on s'est appuyé sur les modélisations usuelles pour les
cascades de réacteurs parfaitement agités (par exemjid, [5]). Pour le modele cinétique,
on s'est appuyé surg(, 41, 25]. De nombreuses publications sont consacrées a la détermi-
nation expérimentale des coe cients du modele cinétique en fonction des di érents types
de plastiques produits (8, 36, 1€, 17, 1S, 1§]...).






Chapitre 2

Réacteur HP EDA a Carling

Le réacteur considéré est du type autoclave Haute Pression (2000 bars environ). Le
réacteur est dit autoclave car il est homogénéisé, zone par zone, en composition et tem-
pérature par agitation et fonctionne en mode adiabatique"”, c'est-a-dire qu'il n'y a pas
d'échange avec des zones d'eau comme en tubulaire. La réaction est exothermique et le
mélange réactionnel est refroidi par de I'éthyléne frais injecté en divers endroits.

Les développements ci-dessous concernant les bilans enthalpiques et massiques s'ap-
puient sur un rapport a di usion restreinte de N. Aghannan, C. Lambert, et N. Petit pour
TOTAL daté du 8 janvier 2003.

2.1 Description du procéde

L'unité polyéthylene de Carling comporte trois lignes de production. Nous nous intéres-
sons a la ligne 41 qui produit du polyéthylene Haute Pression, et qui est la seule a produire
également des plastiques qui sont les lotryls et lotaders. lls sont regroupés sous le nom de
Ethyléne Dérivés Acryliques (EDA).

Les lotryls sont des copolymeéres de I'éthyléne avec de I'Acrylate d'Ethyle, de Butyle
ou de Méthyle.

Les lotaders sont des terpolymeres de I'éthylene avec un des précédents acrylates, et
de I'Anhydride Maléique (MAH), ou du Méthacrylate de Glycidile (MAGLY).

La gamme comprend une quinzaine de qualités. La qualité est déterminée par la composi-
tion du polymeére en chacun des monomeres, la densité du polymére, et l'indice de uidité

(IF) du polymere (appelée aussi Melt Index) qui est fonction de la longueur des chaines
de polymere. La production de la ligne 41 est de plusieurs kilo-tonnes par an.

9
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Ballon

Etylene

basse pression | Compression ———————3| Réaction

Co- & Ter- >

monome res

Stockage _ Séparation
Extrusion

Fig. 2.1 Procédé autoclave PE EDA Carling

Le procédé

L'éthylene aprés avoir été compressé, et mélangé aux autres monomeres, est injecté en
divers endroits du réacteur sous forme de nappes. La partie uide du mélange réactionnel
est monophasique et a I'état supercritique. A la sortie du réacteur, le mélange est détendu
et les particules de polymére "précipitent”. La part du mélange qui n'a pas réagi est recyclée
et ré-injectée en entrée du réacteur.

Le réacteur

Il est le siege de la réaction de polymérisation et constitue le coeur du procédé. Il est
assimilé & un ensemble de plusieurs réacteurs parfaitement agités dans chaque zone et a la
suite les uns des autres en série. La température est mesurée, et elle est contrélée par I'in-
jection de catalyseur(régulateur proportionnel/integral (PI)). Les seuls échanges d'énergie
se font via les ux de matiére entrée-sortie (par abus de langage on dit le réacteur adiaba-
tique"). La réaction est exothermique. Le mélange réactionnel est refroidi par les nappes
qui contiennent de I'éthyléne frais et éventuellement des comonomeres, termonomeres, et
additifs.

Mesures et données physico-chimiques

Les mesures et données relatives a une zone et utiles a la modélisation dynamique de la
réaction sont résumées dans le table@il. On pourra se référer a la gure2.1. Probleme
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Fig. 2.2 Schéma simpli € de 3 zones consécutives du réacteur

Zone i
Notation | Description unités
P! Pression Bar
T! Température réacteur C
T, Température Nappe i C
Fi Débit Nappe i kg/H
Fcata Debit de catalyseur kg/H
XEe Fraction massique éthylene dans les Nappes
Xce Fraction massigue comonomere dans les Nappes
XTe Fraction massigue termonomére dans les Nappes
Ye Densité de I'éthylene HP
Yo Densité du comonomere HP
Ya Densité du termonomére HP
V! Volume de la zone L

Tab. 2.1 Mesures et données accessibles relatives a la zone i (nappes=alimentation,
HP=haute pression)
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2.2 Modele dynamique

Le modéle est basé sur les lois de conservation de la matiere (bilan massique), et de
I'énergie (bilan enthalpique). La température étant régulée rapidement, et variant peu, le
bilan enthalpique correspond au régime quasi-statique. Dans les cas ou I'on fabrique des
copolyméres et des terpolymeres, on utilise un modele cinétique fondé sur les ratios des
vitesses de réaction, et validé expérimentalement.

Le but est d'avoir un modéle dynamique non-linéaire qui incorpore ces données struc-
turelles sur le procédé pour ensuite en déduire (par un calcul en temps réel) a partir des
mesures de débits et températures, les compositions a l'intérieur du réacteur. On ne dispose
pas de capteur de composition a de telles pression.

Le bilan massique, et le bilan enthalpique sont e ectués pour chaque zone du réacteur.
La précision des mesures est limitée par la di culté de mesurer avec exactitude des débits
en Haute Pression. Les approximations de modélisation conduisent a des erreurs qui sont a
priori petites devant celles qui découlent des imprécisions de mesure au niveau des débits.

Bilan massique

On se place dans une zone particuliere. On suppose qu'un seul type de catalyseur est
actif dans la zone donnée. SA désigne I'un des réactifs (ethylene E ou comonomere C
ou termonomeére T),PE le polymére etCata le catalyseur encore actif dans une zone, un
bilan de matiere pour la zoné du réacteur s'écrit :

M S5 = FiX b+ P M FaXh i Rimass @)

M SXbe = FULAXEE T FhuXbe + Rbemas 22)

M EX e = Fla * Pk 1 FouX e i Rbsamass 23)

ol Xk, X5e et Xk, désignent la fraction massique de réacti, de polymére et de

catalyseur (supposés uniformes) dans la zoneet si %p est la densité du mélange a la
température T' et pressionP'
M'= Yop V'

Les termes du typeR)...cs représentent la masse de réactif qui disparait dans la réaction
par unité de temps. On néglige la quantité de catalyseur dans la zone. Le débit massique
de sortie de zone en régime permanent est alors donné par

Fou =0

out

Fou = Féit+ Fi

out = ' out
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Le volume de chaque zone est constant, on a donc obtenu un systeme di érentiel qui
représente la dynamique des fractions massiques en réactifs, polymere et catalyseur actif
dans la zone considérée.

Bilan enthalpique

Les hypotheses pour le réacteur sont d'une part qu'il n'y a pas d'échange thermique
avec l'extérieur et d'autre part que chaque zone est parfaitement agité et les températures
et concentrations sont uniformes dans une zone. Un bilan enthalpique pour la zangu
réacteur (basé sur la conservation de I'énergie) s'écrit alors :

n X . 0 . nxXx . o .
MpeCpre + MACpa aT' = Fg XpCPa (TEj TY
8 - X o |
+ Foim XpeCppe+ XA 'Cpa (T'Hi T') (2.4)
X A
+ R:A;mass ¢ HA(TI)
A

90 ¢ I_—|A(T‘) représente la chaleur de polymérisation massique du réachf (et donc

A Riamass ¢ HA(T') la chaleur produite par la réaction par unité de temps)X 5 la frac-
tion massique de réactifA dans la nappei qui arrive dans la zonei, X est la fraction
massique en réactifA dans la zonei (supposée uniforme), le€p, sont les capacités ca-
lori ques massiques moyennes et tous les autres termes ont été dé nis plus haut. On fait
I'nypothése que toutes les capacités calori ques sont toutes égales et valér J=kg=K.
Ces équations représentent la dynamique de la température de la zone considérée.

Si I'on suppose maintenant la température de chaque zone parfaitement controlée et
stable, qu'alors on néglige les variations temporelles de température on obtient nalement
le systeme algébrique suivant :

nx 0 n X 0
F. XneCpa (T'j Te)+ Fiil XilCpoe+ XEilCpa (T TiYH  (25)
k A
= R ¢ HA(TY

A;mass
A

Débits massiques de production

Les modeles de cinétique chimique classiques qui trouvent leur justi cation en annexe
(pour les deux premiers cas) nous donnent les relations suivantes pour les termes de pro-
duction massiques, dans le cas ou I'on produit du polyéthyléne (homopolymérisation), ou
des copolyméres, ou encore des terpolymeres.



14 CHAPITRE 2. REACTEUR HP EDA A CARLING

Cas Homopolymere :

On considére le modéle classique suivanb(] 41]). Il est con rmé expérimentalement
([19, 18)) dans les conditions propres aux réacteur.

_ _ H.oE T D |
:E;mol = V' Kk, exp IF\)TiO [Cata]' [E]
woe | (2.6)
i i | d i
ICata;moI =V kd exp ﬁ [Cata]l

ou E désigne I'éthyléne, et ou les constantd&y; E4) et (ko; Eg) doivent étre déterminées
expérimentalement pour chaque type de catalyseur.

Cas Copolymere :

On traite ici le cas de I'éthylene avec un acrylate. On considéere le modeéle suivant
([50, 41]). Il est conrmé par expérimentalement (L€, 17, [36]) comme étant une bonne
approximation :

RiE;moI _ [E]i rE[E]i +[C]i

2.7)

Remor  [CI' [E] + rc[C
oo
R amo = V' Kg €xp i Eq [Cata]
Cata;mol R-I-i

ou E désigne I'éthyleneC le comonomere et ou les constantéky; Ey) et (re;ra) doivent

étre déterminées expérimentalement pour chaque type de catalyseur et d'acrylate. Certains
des parametres de polymérisatiome;r, ont été pour certains mesurés par M. Buback
[16, [17] de l'institut de physique chimique de Gdéttingen, ou par G. Luft/8€] de l'institut

de technologie chimique de Darmstadt. Nous avons dans le cas échéant repris ces valeurs.
Les autres ont été tabulés en s'appuyant sur la connaissance que I'on a du procédé et des
réactivités puis validés sur le réacteur pilote ARKEMA du Groupement Recherche de Lacq
(GRL). Les équations sont peu sensibles aux erreurs sur ces paramétres et le modele a été
validé expérimentalement pour tous les types de co-polymeres au GRL (voir ann#e

Cas Terpolymere :

On traite ici le cas de trois monomeres. On considére alors la formule suivante, dite
éguation de terpolymérisation d'Alfrey et Gold nger (voir |25, [3€]), qui est une généralisa-
tion de (2.7) et qui donne le ratio entre deux termes quelconques de production massique
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parmi ceux de I'éthylene, comonomere, et termonomere :

i . pi . pi
E;mol - RC;mol . RT;mol

B [E](r31r21 ¥ 21632 * |"31|‘23)([E] + E + r_l3)
:[E](r[Er] N r[C‘;] . r[Tr] )(EE_]+[C]+ ET_] (2.8)
12F31 Tiaf3p I3al13” Iog 3

E]l , € , [T, [E], [C]

+[T])
l13l21 TFaslzz Tagloz T3z V)

- [EX(

ou E désigne I'éthylene, eC le comonomereT le termonomere et ou les constanteg sont
les parameétres de polymérisation croisés et doivent étre déterminées expérimentalement
pour chaque couple de monomeres.

Recycle
N 1 Fr . .
|Termonome re | |  Melange et
2partition
- | Fc | répar
|Comonome re | | dans les
Ethyléne (1-n) Fe FE 4| nappes
frais
r Fe
Recyc le

Fig. 2.3 Schéma simpli & de la préparation du mélange en entrée de réacteur

Les fractions massiques dans les napp€s.., X c.e €t X1.e sont en fait calculées a partir
de la connaissance des débits massiques d'entrée en éthylene, comonomeére, et termonomere
(Fe(t), Fc(t), Fr(t)). Ces débits sont mélangés et ensuite redistribué dans les nappes
d'alimentation de chacune des zones. On a donc

_ Fe(t)
Xeel)= Bty x Fe(®+ Fr (0

_ Fc(t)
Xeel) = E+ Fe®+ Fr0 (9)
X1e(t) = Fc(t)

Fe(t) + Fc(t) + Fr(t)
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Temps de retour et composition du gaz de recycle

On appellen lindice de la derniere zone. Le mélange en sortie de derniere zone est
composeé d'une quantité~5,; X2 (kg/s) d'éthylene, d'une quantité Fj,, X2 (kg/s) de copo-
lymére et d'une quantité F}, X1 (kg/s) de termonomere. X2 et X sont trés petits, car
les acrylates (comonomeres) et le MAGLY et MAH (termonomeéres) sont injectés en plus
faible quantité et sont plus réactifs que I'éthyléne. Ainsi on a plus de 95% d'éthyléne dans
le gaz qui recycle :

XE
XE+ X2+ X7
C'est la raison pour laquelle dans un premier temps on peut négliger la recycle et considérer
gue le gaz de recycle n'est composé que d'éthyléne. Apres détente, le polymére est séparé
de la phase gazeuse. Cette derniére est recyclée vers I'entrée du réacteur. \Ggit, le
volume total du chemin de retour du gaz vers l'entré€zo,r la densité moyenne du gaz
dans le chemin de retour, alors le temps de recycle est donné par

> 0:95

Yeetour

Vretour Fout

Il est de I'ordre de quelques minutes et doit étre calculé pour chaque qualité produite.

Calcul des fractions massiques en entrée

Le gaz provenant de la recycle est mélangé a de I'éthylene frais et est composé a plus
de 95%d'éthyléne. Le ux Fg est en fait composé d'une quantit® <r < 1 en proportion
(massique) de gaz provenant de la recycle et d'une quantit§ r d'éthyléne frais, comme
indiqué sur la gure 2.3 Pour tenir compte de la recycle, il faut en fait modi er le calcul
(2.9 des fractions massiques dans les nappes (donc les proportions en entrée) de la facon
suivante :

u 1
_ Xe(ti &) _ Fe (t)
% TG o xat e @ D RO e 7
Xeull) = 1 X&ti &) Fe (1) N Fe(t)
' Xe(ti &)+ XE(ti &)+ XP(ti &) Fe(®)+ Fc(t)+ Fr(t)  Fe(t)+ Fc(t) + Fr(t)
X o(t) = X7(ti &) Fe (1) N Fr (1)

"XE(ti &)+ XA(Ci &)+ X(ti &) Fe®) + Fe()+ Fr(D) | Fe(®) + Fo() + Fr(D)

2.3 Conclusion : modele dynamique retenu

On donne les équations retenues pour la dynamique du réacteur dans les cas ou il y
a un, deux, ou trois monomeéres. Dans le cas homopolymere, le bilan enthalpique donne
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le taux de conversion et le modéle cinétique permet de relier la quantité d'éthyléne qui
réagit a la quantité de catalyseur dans réacteur. Dans les deux autres cas, le catalyseur se
décompose selon une loi de cinétiqgue chimique d'ordre 1. On ne relie pas la quantité de
catalyseur a la réaction. Le bilan enthalpique donne la quantité totale d'énergie libérée par
la réaction, c'est a dire le nombre global d'ouverture de double liaison par unité de temps.
Le modele cinétique donne alors les clés de répartition” entre les diverses voies possibles
de polymeérisation.

Cas Homopolymere :

Si I'on rassemble les équations2(1) et (2.€) on obtient le modéle suivant pour la
dynamique des compositions (fractions massiques)

VO |

M'%X'E: Fe+ Fol X£ 'i FouXg iM eV' ko exp 'RE? [Cata]' [E]  (2.10)
VO |
%[Ca'fa]i = V' kg exp % [Cata] (2.11)

ou [Cata] et [E] sont les concentrations molaires en catalyseur et éthylene. On ne connait
pas les coe cientsky et k, avec exactitude, et on obtient de tres mauvais résultats en simu-
lant ce systéme. Cependant, on peut récrire le bilan de I'éthylene en integrant I'nypothese
de quasi-stationnarité en température (cf2.5)) :

M XL = Fl+ FRAXE N FouXE i RI=6 He(T) (2.12)
R'= Cp Ry, ((T"(®) i T'(t)

Cas Copolymere :

Si I'on rassemble les équation®(1), (2.5), (2.7), on obtient les bilans de monomere et
de comonomere s'écrivent ainsi :

d . . . .
d . . . .
M IaXC = F('Jut(t)(X}n;C;e i XCI) i XC M c (XE + rc;maSSXC) R (214)

ou l'on note M 5 la masse molaire du réactiA (avecA 2 f E;Cq) et X}n;A;e la fraction
massique moyenne en réactik qui entre dans la zone dé ne par :

iy i iilyij 1l
xi _ I:eXA;e + I:out XA
mAe — i i1
Fé+ Faly
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et R' donné par
Cp (Fou T'i FeTei Foi T'7)

out

M CXC (XE + rC;massXc)q: HC(T)+ M EXE (re;massXE + XC)¢ HE(T)

R' =

Les parametres de polymérisation massique sont calculés a partir des parametres de poly-
mérisation molaires de la maniere suivante :

lE:mass = _M I'E:mol
E

lC:mass = M_rC;mol
C

Cas Terpolymere :

Si l'on rassemble les équation2(1), (2.5), (2.9), les bilans matiéres des trois monomeres
s'écrivent :

d . _ _ _
M Iaxllz = FcIJut(t)(Xrln;E;e i XIIE)
i i i i i i i
i XE( Xe , X , %1 Xe , Xe , X1 )R
MEgrsiror  Mcrofsz M grairos” Mg Mcriz M gris’ D!
d . . .
M IaXé = Ftljut(t)(xrln;c;e [ X(I:)
i i i i i i i
i X&( Xe , _Xe %3 Xe , Xe, X7 \R
MEgriofss Mcriorszz M grgriz” Meron Mc M grps” D!
d . S
MIaXIT = Fou)(XmreT i X7)

XL ,oxb X} XE . Xk . Xi R
MEgrisrsn Mcrasriz M trisras” Merss Mcrsz M 1/'Df

i X3

ou pour chaque réactifA parmi les trois monomeres
FFi_'X,iA;e + F(i)ijtlxiAi !

X = .
mAe Fé+ Fout
et avec
i i i i i i
D' = X\( Xe , Xe , %1 Xe , Xe , %5 )¢ He (T)
M Er_31r21 M cl’_21r32 M Tr31r23 M E M cr_lz M T_r13
| | | I | I
PXL(E g Ko M Xe 2o, KT epo(T)
M Er_12r31 M cr_12r32 M Tr32r13 M Er21 M c M Tr23
| | | | I |
+ X1 ( Ye , _Xe , X Xe , Ze , Xn )¢ H(T)
MEgrisros Mcrasfiz Motrisfas Merzg Mcrz, My
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et

R'= Cp(Fou T'i FoTei Folyt T

out

)
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Chapitre 3

Observateur

Dans le chapitre2, on a établi un modele dynamique du réacteur zone par zone, basé
sur un bilan de matiere et un bilan enthalpique. Les termes de production massique qui ap-
paraissent dans le bilan massique sont formulés a I'aide d'un modéle de cinétique chimique
pour les trois types de polymeres produits : homopolymeére (un seul monomere en entrée),
copolymére (deux monomeres en entrée) et terpolymere (trois monomeres en entrée).

Les mesures dont on dispose, et qui sont reliées au modele sont

Les débits d'entrée (certains volumiques et d'autres massiques)
La température des entrées et température du réacteur
La pression du gaz en entrée et la pression dans réacteur

Les pressions n'apparaissent qu'implicitement dans le modéle car c'est a partir d'elles et
de la température qu'on calcule les densités et qu'on convertit tous les débits en débits
massiques.

On souhaite estimer en ligne les compositions dans chacune des zones. L'intérét pour
l'opérateur est d'avoir une image interne zone par zone a n de mieux piloter le réacteur
dans son ensemble. A partir de I'estimation des compositions on remonte alors simplement
a la composition du polymeére qu'on fabrique dans chaque zone, ainsi qu'aux consomma-
tions spéci ques en catalyseur par zone (ratio catalyseur injecté dans la zone par quantité
de polymeére formé). Cette derniere information donne une indication de stabilité car la
réaction est tres exothermique. Le réacteur peut s'emballer s'il y a trop" de catalyseur
en solution : c'est le phénoméne de décomposition typique dans les réacteurs polyéthylene
haute pression (voir 55]).

On considere dans un premier temps qu'il n'y a pas de recycle. Cela revient a dire que
tous les réactifs autres que I'éthyléne ont réagi a la sortie de la derniere zone, et donc que
le gaz qui recycle n'est composé que d'éthyléne.

21
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3.1 Principe de l'observateur

Les mesures et données dont on dispose sont résumées dans le tal#eiapagell
On prend pour état les compositions. L'observateur est une simple copie des bilans dans
lesquels on injecte les mesures de température et de débit.

Le bilan thermique stationnaire (la température étant régulée rapidement, on la suppose
constante) donne la cinétique globale : nous n'utilisons de la modélisation cinétique que les
ratios entre les divers termes de production massique. Les ratios dépendent des composi-
tions via le modele cinétique. La cinétique globale est alors vue ici comme un fonction du
temps et le modéle des ratios de réaction est une fonction non-linéaire des compositions.
Les équations di érentielles de bilan des diverses especes s'écrivent alors sous la forme
%X = f(X;t) ou la dépendance en temps de vient des mesures en ligne de débits et
de températures. L'observateur est alors une simple copie de ce syst%me: f(%1). On
montre dans les deux cas (homopolymérisation, copolymérisation) que ce systeme dyna-
mique qui dépend du temps oublie sa condition initiale : c'est un Itre non-linéaire asymp-
totiguement stable, dont I'état donne une estimation des compaositions au sein du réacteur.
En e et si I'on prend deux trajectoires du systéme%Xl = f(Xqt) et %Xz = f(Xyt)
telles queX 1(0) 6 X,(0), onaX,(t)j X4(t)! Oquandt!l1l . Par conséquenton a bien
que l'erreur d'estimaion¢ x =% j x! Oquandt!1 . On utilise le méme Itre dans le
cas terpolymérisation, bien nous ne disposions pas de preuve de convergence complete. On
a néanmoins des indications numeériques fortes de convergence. Cet estimateur donne une
estimation tres réaliste des compositions internes, de celle du polymere et de sa quantité.
Sa validation ne peut étre qu'indirecte via les mesures en laboratoire de la composition des
échantillons de polymeres produits en sortie de l'unité.

3.1.1 Cas Homopolymére

Dans ce cas, il n'y a que deux espéces chimiques dans le réacteur : de I'éthylene et du
polymere (polyéthylene). On remplace dan2(12), Xt par son estimée)?'E qui obéit a la
dynamique suivante :

out out

|\/|'a>’<"E = Fi+ FiAXEY FlXL | RI(t)=¢ He(T)
avec _ _ _ _
R'(t) = Cp R, )(TM (1) 1 T')
C'est un lItre stable car dans la zonel la composition de la zone préc:édem?é”Ei 1(t) est
vue comme une fonction du temps uniquement, et la dynamique s'éc&t)@'E = f (XL:1)

avec@c‘%]c (x;t) = Fh;;—“‘ - a< 0oua est constant. Ainsi)@‘E converge exponentiellement vers
Xt avec une constante de temps plus courte guea. Une fois que I'observateur fournit

une estimation correcte de la composition dans la zone du dessis$¢ XL = j F{,¢ XL
ou¢ XL = XL XL estlerreur d'estimation.
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3.1.2 Cas copolymere

Nous allons montrer que quelque soit l'initialisationX g (0) et X (0) on a bien que les
erreursXg | Xg et Xc i Xc tendent vers0. On ne va présenter I'observateur que sur
la premiére zone du réacteur. Le principe est similaire pour les zones suivantes disposées
en cascade les unes derriere les autres. Seuls changent les entrées : les températures, les
débits d'entrée, et la composition du mélange en entrée de zone dépendent de la zone
précédente. Soienit et X les fractions massiques estimées en éthyléne et en acrylates
pour la premiére zone du réacteur. On reprend le bilan dynamique pour les compositions
dans le cas copolymére2(13-(2.14. On choisit Xt et X arbitraires & linstant t = 0
solutions de

M %%E = Fe()(Xmee i Xe)i Xe Me (femassXe + Xc) R(Xe;Xc;t)
M %%C = Fe()(Xmice i >€C) i >€C Mc (%E + rC;mass%C) R(%E;%C;t)
R()’(‘E;%C;t) - CpFRe(Ti Te)

M C)QC ()QE + r'C;mass)ec)q: HC(T)+ M E)QE (re;mass)eE + %c)q: HE(T)

Cela correpond bien au modele car en zorieon a F, = F,y. Nous allons prouver la
convergence des trajectoires indépendamment de leur condition initiale. Elle repose sur
deux propriéteés :
Les trajectoires sont bornées Xg et Xc restent toujours entreQ et 1. En e et le
champ est strictement rentrant au bord de ce domaine. Qui plus est, les compositions
si elles sont initialisées entrd et 1 deviennent inférieures aux compositions d'entrée
Xmee e Xmce €N temps ni. En e et la dérivée de X¢ (resp. X¢) est plus petite
qu'un réel strictement négatif pourXe > X me.e (resp. Xc > X mce).
Le systeme, par un changement de variable approprié, se met sous forme triangulaire
dx = f1(Xq;t); OIx = fo(Xq; Xy
gt 1(X1;1); al?T 2(X1; X2 1)
avecf, décroissante par rapport aX, et f, décroissante par rapport aX,
Comme les pentes sont strictement plus petites qu'un reél strictement négatif, on a conver-
gence exponentielle des estimation§, et X, vers Xg et X¢, respectivement.

Etude de la convergence

En notant

Mg(t)

R(XEg; Xc;t) =
( : ¢ ) M CXC (XE + rC;massXC)¢ HC(T)+ M EXE (re;massXE + XC)¢ HE(T)
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on obtient avec,K , g, et u fonctions du tempst et indépendantes des compositions internes

d
aXE =u(t) i K(t)Xe
M EXE (re;massXE + XC)
M CXC (XE + rC;massXC)¢ HC(T)+ M EXE (re;massXE + XC)¢ HE(T)
g(t) 1

¢ HE T + Mc¢ HC(T) XC(XE+rC;mass XC)
( ) 1 MEegCHE(T Xg(Xc+remass Xg)

i g(t)

u(t) i K()Xe i

et de maniere similaire

d_ _ g1 1
aXC - V(t)l K(t)XC | ¢ HC(T) 1+ MECHE(T) Xg(Xc+remass Xg)

McC¢Hc(T Xc(Xe+rcmass Xc)

Soient

McCHc(T) z(1+ rcmass2)

MeCHe(T) (zZ+ remass)

A 771 M g€ Hg(T) z(1+ remass2)
McCHc(T) (z+ rcmass)

oz 7!

On remarque qu'a l'aide deu;Vv;K;ge;0c , 0la dynamique s'écrit

d, _ . () 1
giiE T Ui KMXei ¢ He(T) T+ (= (3.1)
Aye=vtyi Kxei I L (32)

dt ¢Hc(T) 1+A3E)

On fait I'nypotese que les enthalpies de réactios Hg et ¢ Hc sont constantes et on
considere le changement de variable :

T=¢ HEXE +¢ chc
1 =¢ HeXg i ¢ HCXC
La dynamique sur” est stable :

%, = ¢ Heu(t)+¢ Hev(t) i K1) i g(t)

car si l'on posec%’ =f(;t)ona bien%f = j K(t) - a< 0oua> 0est constant.
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Cela veut dire notamment que puisque I'observateur consiste en une simple copie de
la dynamique, en appelant* = ¢ He Xg + ¢ HcXc, * et ™ véri ent les mémes équations

di érentielles, et si on appelle¢” =~ " on a
d
—¢ =i K(t)e~
. i K(1)

et donc la composante de I'erreur d'estimation sur converge bien vers zéro.
Quanta?! ona

d,

dt =¢ Heu(t)j ¢Hev(t)i K(t) i ot)

g
Tr (N T+ 1
1+'(2) 1+
ol I'on notez = & et on a utilisé la relation’ (1=2)A(z) =

On veut montrer gu'a” blogué le membre de droite est une fonction décroissantede
Il sut pour cela de montrer que

g(t

()1+ @
est une fonction croissante dé. Cela est vrai puisquez = % ﬁLi est une fonction
clairement décroissante dé et ' est une fonction toujours croissante (sa dérivée est du
signe de2rez + z%). Ainsi si on écrit que §* = h(";;t)onaSl-; K(t)- bavecb<0
constant.

Cela veut dire notamment que s* = ~ au cours du temps, on a la convergence de
¢ =54 1 vers zéro.

Conclusion de I'étude

Nous avons montré que quelque soit l'initialisationXe (0) et Xc(0) on a bien que
Xei Xe et Xci Xc tendent versO, puisque(Xe; Xc) et (Xg;Xc) véri ent les mémes
équations et peuvent étre ramenés par changement de variable @ . On a mis le systeme
sous la forme triangulaire

4 e o
dt dt
avecf décroissante par rapport & et de dérivée plus petite qu'un réel strictement négatif,

h bornée et uniformément continue par rapport & (car'> 0), décroissante par rapport
al et de dérivée strictement plus petite qu'un réel négatif. Les solutions sont uniformeé-
ment bornées. Le systeme converge donc en deux temps. D'abordonverge et oublie
sa condition initiale (toutes les solutions de la premiere équation di érentielle ci-dessus
dt = f (";t) convergent les unes vers les autres, y compriscorrespondant au vrai sys-
teme et” correspondant a I'observateur, puisqu'elles sont deux solutions du méme systeme
qui oublie" sa condition initiale). On considere alors qué = “. On a vu alors quet oublie

=t =h(x5t)
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sa condition initiale. En pratique, on observe que les estimées de composition convergent
rapidement avec une constante de temps plus rapide que le temps de séjour dans la zone
considérée.

3.1.3 Cas terpolymere

Dans le cas terpolymere, on procéde de la méme maniere pour construire I'observa-
teur, mais nous n'avons pas de preuve de la convergence. Nous avons seulement certaines
garanties sur les trajectoires. En e et I'observateur s'écrit maintenant :

i d o i i i
M a%E = I:out(t)(xm;E;e [ >€E)
SN ST SVE U S < R(D)
Efsifor Mcrarss Mgrsiras” Mg Mcriz M qrgs H()@E;)QC;)QT)

i >’<“E(,vI

d . . . .
M Ia)eé: = Féut(t)(xrln;c;e [ )e‘é:)

XL RL LR XL RE LR R(Y)
Efofsn Mcriorzz M grariz” Merog Mc Mogrps H()QE;)QC;)QT)

i >’<”c(M

d . . . .
Mla)@r = Féut(t)(XrIn;T;e i )e'll')

XL . XL . X1 XL . XL . X1 R(t)
Ef1af21 Mcrasfiz Mqriafas” Merss Merszz M H(Xeg; Xe; X1)

i X3

avec

Re L, XL Ry R R R
Efailfz1 Mcrarsz Mgraifas” Mg Mcriz M grgs
XL, R R XL RL R
MErparas  Mecriorss  Mgraris Meran Mc Mgrps
Re . XL R R R R

+ —T)¢ He(T
Megrisrar Mcrosfiz M grisfos M erss Mcra MT) ()

HO@E;%C;%T): )e‘IIE(M )¢ He(T)

+ XL( )¢ He(T)

+ X

et
R() = Cp (Fou T'i Fe Tei Fol' T'7)

Les trajectoires présentent deux propriétés intéressantes :
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Les trajectoires restent bornées

Si elles sont initialisées dans le parallélépipe@e; Xc; X1) 2 [0;X 1 e £ [0, X c.o]E
[0; X 1], €lles y restent pour tout tempst positif. En e et la dynamique peut s'écrire
sous la forme :

M' e Xe = FouXinege i Xe) i XL Qu(XeiXeiXii1)
M' 2 Xe = Fou®(Xmce i Xe) i Xo Qa(XeiXei Xii1)
M2 XT = FouXmre i X) i X7 Qa(Xei Xei X550)
ou lesQ;(XE; XL;XE;t) sont des quantités positives pou{; XL; X} positifs. En e et
le champ est strictement rentrant aux bords du parallélépiped®; X p.c..]1 £ [0, X [.ce] £
[0; Xrln;T;e]-
Plus généralement on peut a rmer que les trajectoires si elles sont initialisées dans le
cube[0; 1P y restent pour tout temps positif.

Les trajectoires du systéme dans R3 convergent vers l'intérieur d'un triangle

En e et si I'on note ~ la variable composite
" =¢ He(T)Xe +¢ He(T)Xc + ¢ He(T)Xy

Sa dynamique s'écrit

%, = Fci)ut(t)(q: HE(T)Xrin;E;e +¢ HC(T)Xrin;C;e +¢ HT(T)Xrin;T;e)i F(i)ut(t), i R(t)
(3.3)

On fait I'nypothése que les enthalpies ci-dess@sHg; ¢ Hc; ¢ Ht sont constantes (car la
température est parfaitement contrlée). La dynamique de peut se ré-écrire

d, _ _ ;
g - TOi K@

ouK (t) <a < Oetaestunréel constant. La dynamique sur est exponentiellement stable.
Donc” converge indépendamment de sa condition initiale. Les trajectoires convergent donc
vers le sous-ensemble dépendant du temps

f(Xe;Xe;X1) 2 R3n ¢ HeXe +¢ HeXc +¢ Hi Xy = " (t)g

OU'(t):¢ HEXE(t)+¢ HCxc(t)+¢ HTXT(t)
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Conclusion

Nous n'avons pas de preuve de stabilité dans ce cas mais I'on observe en simulation
une échelle de temps de convergence comparable au temps de séjour. Pour I'estimateur en
temps réel qui en résulte, ses estimations sont en bon accord avec les mesures du laboratoire,
guand il n'y pas de probleme de biais sur les débits. On a une garantie de convergence
partielle, puisque I'on sait que les variables convergent vers un sous ensemble born@3de

Apres coup, nous avons réalisé que l'un des intéréts pratiques de cet estimateur asymp-
totique construit a partir d'un modéle dynamique est le suivant. Il permet de calculer
numeériguement et de facon trés e cace les régimes stationnaires. Si lI'on voulait, avec
notre modele cinétique et en faisant I'hypothese que I'on est en régime stabilisé, remon-
ter algébriqguement aux compositions stationnaires en chacun des réactifs, on aurait trois
éguations algébriques a résoudre a chaque instant. Les compositions correspondent alors
aux racines d'un systeme de trois polynédmes, chacun de trois variables et de degré trois.
Résoudre ce systeme algébrique n'est une chose si facile a faire. On pourrait utiliser des
techniques de calculs formels et d'élimination pour se ramener a une equation polynémiale
unique en une seule variable. Mais alors son degré sera bien supérieBir@es techniques
numériques e caces existent pour trouver les racines d'un polynéme. Cependant il faudrait
alors, trier parmi ses racines, celles qui donnent des fractions massiques edtet 1.

3.1.4 Stabilité avec la recycle

Nous n'avons pas de preuve de stabilité avec la recycle pour le modéle du réacteur
entier développé au chapitré. Nous avons néanmoins des indications fortes de stabilité.
On observe en simulation qu'avec recycle une convergence rapide vers des valeurs compa-
tibles avec les mesures laboratoire de composition. Dans cette section nous donnons une
indication de stabilité dans un cas simpli é en nous appuyant sur une séparation d'échelle
de temps.

On sait que le temps de recycle est plus long que le temps de séjour. On se place ici
dans le cas ou I'on produit un copolymeére. Le bilan est fait en régime quasi-statique pour le
réacteur que I'on suppose en régime stationnaire. On découpe donc le probleme en échelles
de temps : on considére que le temps de recycle est long devant I'établissement de I'équilibre
dans le réacteur. On noteX ¢ (t) la fraction massique en comonomere a l'instantsupposée
uniforme. SoitF¢ le débit en comonomeére pur dans le réacteuf,,; le débit de sortie du
réacteur, etFe.ox le débit d'éthyléne frais injecté. En régime statique le débit de polymere
en sortie estFe.o + Fc et le débit de recycle esEqyi (Fe.ext + Fc). La création d'enthalpie
est imposée par la régulation de température, et les enthalpies massiques de I'éthyléne et du
comonomere sont du méme ordre. Nous allons supposer le taux de conversioonstant.

Il s'écrit par dé nition r = (Fg.ext + Fc)=Fou. Soit’ :[0;1] 7! [0; 1] la fonction qui donne
le taux de comonomere incorporé dans le polymére pour une composition en comonomere
Xc(t) donnée dans le réacteur. Faisons un bilan statique de comonomere dans le réacteur :
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Réacteur

Rec ycle

Polymere
. - -

Fig. 3.1 Schéma simpli & du réacteur avec recycle

Comonomere en entréeFc + Fou Xc(tj ¢) avec¢ temps de de recycle. Le premier

terme est l'injection de comonomeére frais, le second la quantité de comonomere qui

recycle.

Comonomére en sortie FouX ¢ (1) +( Feext + Fc)' (FFuXelif) | e premier terme

est la quantité de comonomeére dans le gaz, le second l'acrylate dans le polymeére.
En notant Xo = Fc=F, on obtient en tout divisant par Foy

Xo+ Xc(ti ¢)= Xc(t)+ 1" (Xo+ Xc(ti ¢))

Pour montrer que le systeme simpli € avec recycle est stable, il nous faut donc déterminer
gue la fonctionf : X 7! (Xg+ X)j r' (Xo+ X) est contractante et admet un point xe.

On ne connait pas la fonction car elle est dé nie de maniere implicite grace au modéle
cinétique développé au paragraph2.Z2. Ce modéle nous donmgx—C en fonction deXg et

de X¢. On a supposé qu'il y a trois especes dans le réacteur, et que la fraction massique de
polymere estr, cela nous donne la relatiorXg + Xc + r = 1. Elle nous permet de tracer
numériquementgi—g en fonction deX . On trouve une fonction quasiment linéaire, ce qui
laisse a penser que, et doncf, est faiblement non linéaire ici. Par conséquent si lI'on a
f(0)>0etf(1j r) < 1j r (sachantquelj r estla quantité maximale d'acrylate puisque
Xg+ Xc+r =1 et Xg > 0) on peut penser sans preuve pour autant que (qui est
proche d'une fonction linéaire) est contractante. On a vu a la secti@1.2que la structure

du systeme est tel queXc > 0 pour fXc = 0;Xg > 0g. Cela entraine quef (0) > 0.
Puisque l'on a égalemeniXe > 0 pour fXg = 0;Xc > Ogonaf(lj r)< 1 r.En

e et la fonction f donne la composition en comonomeére a l'instant- ¢ . Si a l'instant t il

n'y a pas de comonomeére dans le réacteur, a taux de conversion constant, le comonomere
va moins réagir, et sa composition dans le mélange réactionnel va augmenter. Les deux
inégalités ci-dessus et l'allure dé tracée numériquement laissent a penser que la pente de

f est partout plus petite quel.
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3.1.5 Reécapitulatif des mesures et des grandeurs estimées

Les mesures relatives a la zonesont récapitulées dans le tableai2.1, chapitre 2 a
la pagell Le tableau/3.1 suivant donne le récapitulatif des grandeurs estimées toutes
déduites de la connaissance des entrées et de l'estimation des compositions internes a
l'aide des formules précédentes.

Zone i
Description Formule unités
Fraction massique Ethylene dans la zone | X¢
Fraction massique Copolymeére dans la zoneX ¢
Fraction massique Terpolymere dans la zoneX}
Fraction massique Polymeére dans la zone | 1j Xt i X¢i Xi
Masse éthyléne dans le polymere £ = FouXhee i Xg) | th
Masse copolymére dans le polymere ¢ = FoutXhmcei X¢) | th
Masse terpolymére dans le polymere 1= FoutXfhtei X3) |t/
Production par zone Prod' = Fg + Fc + F¢ t/h
Tauxconversion Prod'=F/ %
Copolymere incorporé dans le polymeére Fe=Prod' %
Terpolymere incorporé dans le polymeére F1=Prod' %
Temps séjour V'=F!, S
Conso spec cata Flaa=Prod' (kgft)

Tab. 3.1 grandeurs estimées relatives a la zone i
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3.2 Résultats

On ne peut valider le modéle et I'observateur qu'indirectement avec les mesures de
production de polymére, et la mesure de la composition du polymere nal. L'estimation
du taux de conversion conduit & une estimation de la production, qui a été validée en
comparant a la production réelle. La composition du polymére nal est mesurée par le
laboratoire avec une fréquence de l'ordre de la minute : un échantillon est acheminé au
laboratoire, puis le polymeére est fondu et transformé en Im plastique, et on analyse sa
composition par infrarouge. Ces mesures sont disponibles en salle de contrdle au bout d'
un temps signi catif aprés production du polymére. Ce retard de mesure est bien supérieur
aux échelles de temps de la dynamique du réacteur, en particulier au temps de sé€jour. Nous
allons comparer les estimations de la composition du polymére en temps réel fournies par
notre observateur asymptotiqgue avec les mesures du laboratoire dans les cas copolymeére
et terpolymére (le cas homopolymere est ici sans objet).

Cas copolymere

La gure 3.2 montre les résultats de I'estimation en ligne et la mesure en laboratoire
du pourcentage massique d'acrylate (comonomeére) incorporé au polymere lors d'une tran-
sition entre deux qualités (copolymérisation Ethyléne-Acrylate de Méthyle a des teneurs
di érentes). Lors d'une transition, I'équilibre est quasiment réalisé a chaque instant au
cours de la transition. Le décalage horizontal des courbes est lié au retard de la mesure.
Le décalage vertical des courbes est lié aux biais sur les mesures de débits Haute-Pression.
Ces divers biais ne peuvent pas étre estimés indépendamment, ils sont "quasiment” inob-
servables, sauf a rajouter un biais agrégé qui n'aurait pas beaucoup de sens et que I'on ne
pourrait estimer qu'au bout d'un temps signi catif. On voit que le modéle fournit correc-
tement |'évolution relative des grandeurs estimées, avec un biais globalement additif facile
a estimer (avec un décalage temporel signi catif) et qui peut étre fait a vue sans probleme
par l'opérateur. Noter le décrochage brutal a 2/3 (de I'axe horizontal) de I'estimateur : il
est d0 a une dérive brutale d'une des mesures de débit Haute-Pression. NB : les étiquettes
des axes ont été retirées.
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- * ratio estime -

ratio comononre dans polynre(%)

ratio mesure labo

temps

Fig. 3.2 Quantité d'acrylate incorporé dans le polymére produit (% massique) pour une
transition en copolymérisation Ethylene-Acrylate de Méthyle le 22-05-2005. L'estimation
est faite en temps réel, le résultat de la mesure laboratoire a un retard.
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Cas terpolymere

Les guresi3.3 et/3.4 montrent les résultats de I'estimation en ligne et la mesure en la-
boratoire du pourcentage massique d'acrylate (comonomere) incorporé au polymére et du
pourcentage massique d'anhydride maléigue (termonomeére) incorporé au polymeére lors
d'une transition entre deux qualités (terpolymeérisation Ethyléne-Acrylate de Buthyle-
Anhydride Maléique a des teneurs di érentes). Lors d'une transition, I'équilibre est quasi-
ment réalisé a chaque instant au cours de la transition. Le décalage horizontal des courbes
est lié au retard de la mesure. Le décalage vertical des courbes est lié aux biais sur les
mesures de débits Haute-Pression. Ces divers biais ne peuvent pas étre estimés indépen-
damment, ils sont "quasiment” inobservables, sauf a rajouter un biais agrégé qui n'aurait
pas beaucoup de sens et que lI'on ne pourrait estimer qu'au bout d'un temps signi catif.
On voit que le modele fournit correctement I'évolution relative des grandeurs estimées,
avec un biais globalement additif facile a estimer (avec un décalage temporel signi catif)
et qui peut étre fait a vue sans probléme par 'opérateur. La variation brutale de résultat
de la mesure labo qui intervient au méme moment pour les deux graphiques est réellement
un saut, et correspond a un recalage manuel des mesures labo, qui ont tendance a dériver
(ré-étalonnage). L'estimateur est biaisé mais est donc ici plus précis dans son évolution
relative que les mesures labo. NB : les étiquettes des axes ont été retirées.
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ratio estimé

- ratio mesure labo

ratio comonomeére dans polymere

temps

Fig. 3.3 Quantité d'acrylate incorporé dans le polymeére produit (% massique) pour
une transition en terpolymérisation Ethyléne-Acrylate de Buthyle-Anhydride Maléique le
15-03-2007. L'estimation est faite en temps réel, le résultat de la mesure laboratoire a un
retard. Le saut dans la mesure du laboratoire correspond a un ré-étalonnage manuel quand
on e ectue une transition de qualité produit.
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- ratio estimé

Ml

-~ ratio mesure labo

ratio termonomeére dans le polymére

temps

Fig. 3.4 Quantité d'Anhydride Maléique incorporé dans le polymére produit (% mas-
sique) pour une transition en terpolymérisation Ethylene-Acrylate de Buthyle-Anhydride
Maléique le 15-03-2007. L'estimation est faite en temps réel, le résultat de la mesure labo-
ratoire a un retard. Les quantités de termonomeres incorporé sont de I'ordre du pourcent.
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Chapitre 4

Conclusion

Nous avons établi un modele du réacteur basé sur un bilan enthalpique, un bilan de
matiere et un modele de cinétique chimique. Nous avons adopté des hypotheses simpli ca-
trices pour que le modeéle soit le plus simple possible, sachant que I'on fait déja des erreurs
non-négligeables quand on mesure les débits a des pressions de I'ordre de 2000 bars. Nous
avons construit un observateur qui estime les concentrations en chacun des réactifs en nous
appuyant sur une propriété forte des bilans matiere re-écrits en utilisant I'hypothése de
guasi-stationnarité du bilan d'énergie (température constante car régulée par un régulateur
Pl supposé rapide et stable). Sous cette forme, on en déduit (aprés injection des mesures
de débits et de températures) un systeme dynamique qui dépend du temps mais qui ou-
blie sa condition initiale. Nous avons montré cette propriété dans le cas homopolymére
et copolymere, et dans le cas terpolymere nous lI'avons constatée numériquement. Il sut
donc de simuler le systéme pour avoir une estimation indépendante de la maniere dont on
initialise I'observateur. L'observateur permet d'avoir une estimation de la concentration
des di érentes espéces et donne ainsi une image interne de la réaction dans chaque zone du
réacteur. Connaissant les deébits, les concentrations d'entrée, ainsi que les concentrations
dans chaque zone, on en déduit : la composition par zone et la composition nale du po-
lymére, la production par zone, le taux de conversion, et les consommations spéci ques en
catalyseur. Sur I'unité on ne mesure par ailleurs que la composition nale du polymére, et
la production totale. On ne peut donc valider que partiellement I'observateur. Néanmoins,
en régime statique, on a validé les résultats de I'observateur sur une seule zone, sur le
réacteur pilote du GRL (voir annexeA). Les débits de comonomeére sont biaisés (alors que
ceux de termonomeéres sont mesurés avec une plus grande exactitude) ce qui donne souvent
une sur-estimation de la quantité de comonomere dans le polymére. Mais l'erreur observée
sur le pilote du GRL est en général inférieure a%2 de comonomere dans le polymere, et
l'observateur permet de suivre les évolutions dynamiques de la composition du polymere.

Quand on a écrit les compositions, il a fallu choisir entre écrire des fractions molaires,
ou des fractions massiques. Aprés avoir converti tous les débits en débits massiques, |l
paraissait naturel d'écrire les compositions en fractions massiques. Mais le modéle cinétique
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est systématiquement donné dans la littérature 9C, 25)...) pour les fractions molaires.
Il faut donc adapter la formule pour les fractions massiques. Par exemple pour le cas
copolymére, comme on I'a vu dans le chapiti2 le modele cinétique s'écrit en molaire

iE;moI - [E]i rE[E]i +[C]i
iC;mol [C]i [E]i + rC[C]i

(4.1)

Ce qui donne pour les fractions massiques

Emass _ M eXE TEmass Xg + X¢
R: M CXE; X||5 + rC;massxé;

C;mass

OU lEmass = M—ErE et Icmass = M—Erc. On était alors en droit de se demander si la
vitesse de convergence de l'observateur, qui dépend uniquement des équations du modéle,
était a ectée par cette transformation, et alors quelles étaient les unités qui donnaient la
convergence la plus rapide. Mais évidemment la mise a I'éch¢lig 7! Xg = M g[E]V'=M'

ne change pas la structure des équations et donc la convergence de l'observateur. Le modele
cinétique est donc compatible avec une mise a I'échelle, mais pour cela il faut adapter les
parametres cinétiguesg et rc. Si I'on considérait par exemple un modeéle de cinétique
chimique qui s'écrit

iE;moI - |Og([E]i) r'E[E]i -l_[C]i
iC;mol lOQ([C]I) [E]i + rC[C]i

une mise a I'échelle aurait modi € la structure des équations et donc la convergence de
I'observateur. Plus généralement, tous les modeéles cinétiques imaginables sont-ils compa-
tibles avec les mises a I'échelle qui correspondent en chimie a des changements d'unités ?
Nous venons de voir que non. Selon la forme du modele on peut changer la convergence
de l'observateur. On peut se demander alors quand on ajoute aux équations un terme de
correction non-linéaire (comme dans la formule générale de I'observateur de Luenberger)
s'il conserve la structure des équations relativement a une mise a I'échelle ? Faut-il changer
certains parametres dans le terme de correction pour conserver la structure ? Ce sont ces
ré exions qui motivent le développement théorique de la partie Il. Cette partie sera in-
troduite au chapitre 5 par I'exemple d'un réacteur chimique exothermique classique pour
lequel on veut faire un observateur non- linéaire. Le modele cinétique sera du premier ordre,
donc plus simple que ce qu'on a vu jusqgu'ici, mais on se concentrera sur les problémes de
mise a I'échelle des termes de correction.




Deuxieme partie

Observateurs et symeétries
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Chapitre 5

Un réacteur exothermique

Ce chapitre a fait I'objet d'une publication [14]. On considére le réacteur chimique
exothermique classique parfaitement agité dg][ Avec des notations Iégerement di érentes
la dynamique s'écrit :

Ay =g
dt q
d | e,
_ - n . . A
d — in . . EA
aT =D@)T" ()i T)+ cexp i RT X + v(t)
y=T

ou (Ea; R; k; c) sont des paramétres positifs et connub,(t), T (t) et v(t) sont des fonctions
connues du temps et le débiD(t) vérie D(t), 0. Les mesures disponibles en temps réel
sont la température a l'intérieur du réacteurT supposée uniforme. Le paramétrg™ > 0,
qui est la composition d'entrée, supposée constante, n‘est pas connu. La composidon
n'est pas mesurée. On cherche donc a estiméret X ™ & partir de la seule mesurd . Nous
allons montrer comment l'invariance de ces équations par rapport au choix des unités
sur X nous a conduit & la synthése d'un observateur asymptotique non linéaire invariant
globalement convergent.

Ce modeéle s'applique au réacteur considéré au chapiZedans le cas homopolymére
avec une quantité constante de catalyseur dans la zone : on retrouve les équati@hs(j.
On connaissait alors la variableX ™ qui valait 1 et I'observateur de la composition était
nettement plus simple.
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5.1 Symeétries

La premiére équation di érentielle exprime queX™ est une constante. Les deux der-
niéres équations di érentielles consistent en un bilan massique et un bilan enthalpique. On
peut remarquer que leur structure est indépendante des unités : ces équations s'écrivent
exactement de la méme maniére que les unités soient massiques ou molaires. En e et
cela se voit aisément en considérant la transformation de mise a I'échelle7! gX et
X 71 gX'™ avecg > 0 un réel positif. On choisit comme variables d'étak = (X™; X;T)
etu = (c;D(t); T"(t); v(t)) représente les entrées connues qu'elles soient constantes (para-
metres) ou variables dans le temps (contr6les ou perturbations). L'opération de conversion
des unités peut étre vue comme une transformation sur l'état et Ies entréexu :

o .1

@X>T<mA7I' J(x)= @ gX A, %T.n§7 Ag()—%Tm§

En fait ces transformations correspondent a I'action du groupe multiplicatiG = R} sur
l'espaceX £U via les applications (linéaires) 4 et A; dé nies pour chaque élément du
groupeg. On dit que la dynamique 6.1) est invariante sous l'action du groupe de symétrie

G. On remarque qu'il est nécessaire que le groupe agisse également sur I'espace des entrées
via Ag car le paramétrec est une enthalpie molaire qui doit étre convertie en enthalpie
massique. On véri e e ectivement que I'on a bien pour touty > 0 les mémes équations
pour les variables écrites dans les nouvelles unités :

d iny —
a(gx )=0 q
d . " E,
L@ = DOUOX™) i @X) i kexp i =2 (@X)
)l
ST=DOT" (Wi T+(c=gexp | 25 (@X)+ V()
y=T

Observateur et symétries

On désire faire un observateur (non-linéaire) pour I'étak, c'est a dire un ltre pour
la température (éliminer les hautes-fréquences du signal de mesure), et un estimateur
pour les compostionsX™ et X . Ici on ne peut pas simplement copier les equations sur
X et X" en remplacantT par sa mesure : par exemple la dynamique sX™ n'est pas
asympotiqguement stable (comme on I'a fait pour le cas de réacteur de polyéthylene haute
pression dans la partidl). Il faut maintenant construire un observateur complet de type
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Lunenberger qui a la structure suivante :

d in — .
% a)? = Ly(Ti T) ' q
%y(\ =DM)(X™i X)i kexp i E—_‘% X+ L(fi T) (5.2)
M 1
_g %f: DT (1) i T)+ cexp | % X+v+ La(Ti 1)

Si I'on e ectue un chagement d'unité comme précédemment, et que l'on ré-écrit les équa-
tions ge I'observateur on obtient :

d iny — .
% a(g>€ )= Lo(Ti T) . q

2@ = D(GR™ i (2] ko Ff—_;ﬂ @)+ La(P i T)
A

%(f): D(t)(T"(t)i T)+(c=gexp i E_T‘ (@X)+ v(t)+ Ly(Ti T)
ou encore

8 4

% a%'n =(L=g(Ti T)
TR

SR = DO K1 kexp | & X+ (Lo=a(P i T)

TRALIK

% %T\: DUNT™ (1) T)+ cexp | % X+vt)+ Ls(fi T)

C'est-a-dire que les gaind.; et L, ont été divisés parg. Par conséquent les gains de
l'observateur (5.2) et donc la convergence dépendent des unités choisies et donc la structure
des équations ne respecte pas les symétries. Cet observateur respecte néanmoins une forme
d'invariance. En e et si I'on rajoute dans les entréesl les gainsL; aveci 2 f 1;2g et on
étend A; de maniére a ce que lds; soient transformés erL;=galors on obtient un systéme
encore invariant. Mais ce que I'on cherche ici c'est a avoir des galnsqui soit eux mémes
des invariants : i.e. les parametres de réglage de l'observateur qui soient indépendants
du systeme d'unité choisi. C'est pour cela qu'on considere qu'un tel observateur n'est
pas invariant. Dans la suite, nous allons nous e orcer de construire un observateur non-
linéaire indépendant des unités, donc qui respecte les symétries. Nous dirons indi éremment
gue l'observateur est invariant”, ou respecte les symmeétries”, ou pour cet exemple est
indépendant des unités".

Construction de I'observateur

La construction des observateurs qui respectent les symétries est détaillée dans le cas
général au chapitre suivant. Certaines a rmations de cette section trouvent leur justi -
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cation au chapitre suivant. La construction est basée sur les notions d'erreur de sortie
invariante, et de champs invariants.

Erreur de sortie invariante

Une erreur de sortie invariante pour notre exemple est une fonction a valeurs réelles
E(%;u;y) qui est invariante par changement d'unités E (' 4(8); Ay(u);y) = E(&;u;y) et
qui est nulle lorsque la sortie estimée égale la sortie mesurée(x; u;y) =0 . Par exemple
une erreur de sortie invariante esEq(%;u;y) = Ti y= T T. L'erreur de sortie invariante
la plus générale s'écrit comme une fonction d&; et de tous les invariants fondamentaux
| (%);u) de l'action du groupe sur I'espace d'état et des entrées de l'observateurs. Les inva-
riants fondamentaux de I'action du groupe consistent ici en toutes les variables que I'on
peut former aveck et u et invariantes par I'action du groupe, donc par une conversion de

mol enkg :
I(&%u) = (X=X"; ;X D; T v):

et alors l'erreur de sortie invariante la plus générale s'écrit :
5 ;
L I1&u);T; T

ou L est n'importe quelle fonction réguliere de ses arguments qui vérile(l; 0)

Repére invariants

Les champs de vecteurs invariants sont des champs de vecteurs sur I'espace d{a)
tels que la dynamique dé nie par X = w(Xx) est invariante sous l'action du groupe. Un
repére invariant est un ensemble de champs invariants dé nis sKr qui constituent en tout
point une base de I'espace tangent. Ici un repére invariant par exemple est I'ensemble des
trois champs de vecteurs
@ @ @

ax: T Xagx W= @t

Wy = Xin

L'observateur

L'observateur non-linéaire invariant le plus général sous l'action du groupe, autrement
dit Iobservateur indépendant du ch0|x des unités, est
3

% Ly I(&u);Ti T X0
TR |

§ —)@ D)(X™i X)i kexp E—_’F )@+L2 l&u):;Ti T )@ (5.3)

i
9} 3
T\ DAXT™(t)i T)+ cexp i % X+vt)+Ls I&u):Ti T
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ou lesL; sont des fonctions scalaires régulieres qui véri ert;(I; 0) © 0. On remarquera
que tout observateur de cette forme préserve notamment automatiquement le fait geet
X" sont des quantités positives. En e et le domaing(X";X;T)2 R3j X" > 0;X > 0g
et positivement invariant pour (5.3), quelques soient les choix que l'on fait pour 4, L, et
Lz (caronaD(t), 0).

Convergence autour d'un équilibre

Il semble intéressant, avant méme d'étudier une éventuelle convergence globale, de se
pencher sur les possibilités de design des gains autour d'un point d'équilibre pour un obser-
vateur invariant. On remarque en fait qu'autour d'un équilibre, on ne perd rien en termes
de propriétés de convergence locale a choisir un observateur qui respecte les symétries. Sup-
posons qu'autour de I'équilibrgX ; X: T) de (5.1), I'on ait construit trois gains constants
L., Ly, et Lz, tels que I'observateur

d in — .
il SN Ly
%)@ =D(M)(X" i X)i kexp | E—f} X+ LT T)
K 1
%1‘: DA)TM(t); T)+ cexp i % X+v(t)+ Ly(fi T)

est localement convergent autour d¢X :X: T). Cet observateur de type Luenberger a
été considéré plus haut§.2) et on a montré sa dépendance au choix des unités. On peut
construire I'observateur invariant suivant

d . . in
a)@ = Ly(T | D
d . H EAﬂ X
X =DOR™ i X)i kexp Lﬁ ﬂ>@+ L(Ti D
%f: DA)NT™(t) ;i T)+ cexp i % X+ v+ Ls(Ti T)

qui a la méme approximation linéaire autour de I'équilibre. De plus il permet d'avoX et
X" automatiquement positifs, et ses performances sont indépendantes du choix des unités.

5.2 Convergence globale

Pour étudier la convergence globale et donc faire le design des gains de l'observateur, il
s'avere utile de choisir un jeu de coordonées liées a I'action du groupe. En e et considérons
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sur le domaine physiqud (X™;X;T) 2 R®j X™™ > 0;X > 0Og le changement de variable
suivant : 0 1

Z =log(X)
@ xn A71@ »=log(X=X") A
T T

Ces coordonnées s'appellent les coordonnées de base et de bre. Sil'on considere I'action du
groupe G sur l'espaceX, elle engendre des orbites qui sont (par dé nition) les ensembles

f' ¢(x);9 2 Rig. Les coordonnées de base numérotent les orbites et les coordonnées de
bre parameétrent les orbites. Une dé nition plus précise sera donnée au chapitre suivant.
En e etici »; T sont les coordonnées de base, puisqu'elles sont constantes sur les orbites car
invariantes par changement d'unité, eZ est la coordonée de bre qui permet de distinguer
deux points d'une méme orbite. La dynamique.1) s'écrit dans ces coordonnées :

d Mg, T
aZ = D(exp(i » i 1)j kexp j %
d Mg, T
a»: D(exp(j »i 1)i kexp i RT

d | Mg, T
T = in . .

dtT D(T"j T)+ cexpZexp i RT + v(t)

et I'observateur invariant (5.3) s'écrit plus simplement :
q H E 1
—Z=D(exp(i 9i 1)i kexp | —x + Lo
dt " Rfﬂ

d E
q> = DExp(i )i 1)i kexp ié +Lail

TR

%f: D(T™i T)+ cexpZexp i E—f} + V() + Ls

Prenons le design des gains suivants¥ 0 et - > 0 sont deux parameétres arbitraires)
M 1 M 1 hoe )l

_ E E
L,=j ce:pfex%) iéu(‘f'\i T%+ k exp ié i kexp ié

. Ea . Ea
kexp i £ i kexp i BT
i L. T
i expui ﬁﬂ(fi T)i cexp | é

¢
+ cexp | IIRE’_'T' expZ + D(Ti T)

Loil 1

Ls
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Nous allons montrer qu'un tel choix conduit a la stabilité asymptotique globale du mo-
ment que les mesures de concentration d'entrée, de débit et de température sont bornées
dans le sens ol il existt et ® > Otels quet , O, M ., X™M™:D(t);T(t) , ®. Cela
implique d'aprés I'équation surX du systeme b.1) qu'il existe % > 0 tel quet , O,

M | XM X(t);D(t);T(t) , % Le design des gains, bien que spéci que a cet exemple,
repose sur la notion d'erreur d'état invariante (voir 6.2.€) présentée au chapitre suivant.

En e et on considere comme erreur d'état le terme invariant par changement d'unités
(invariant sous l'action du groupe)” = (Z;%;T) ou

Z=2i Z=log(X=X)

5= 5 »=log(X=X")i log(X=X"™)

T=1; T
Le terme ~ est appelée erreur d'état invariante car il est nul uniguement quand I'état
estimé est égal au vrai état du systeme, et de plus il est invariant sous l'action du groupe.
Ici cette erreur coincide avec l'erreur d'état linéaire usuelle & cause du choix particulier

des coordonnéegZ; »; T), mais en geneéral I'erreur d'état invariante est une fonction non-
linéaire de I'état. Sa dynamique est la suivante :

d g, T
G Z=DExpi ») i expli ») i Cexp i = +Z expZ T
95— D expl Mexpli i 1
dt
d H E 1 M E 1
— . EA . . . A
aT— cexp i BT +Z (expZi 1)j cexp i RTM +Z expZT

PuisqueM .| X";D(t); X (t); T(t) . % >0, »(t) reste borné pourtoutt , Oetlim.+1 (Mt)i
»(t)) = 0, ce qui veut dire que la dynamique sur la coordonnée de basest stable. On
considére maintenant le systeme réduit efZ; T) :

d g, T
—Z=j cX exp i A vz expZ T + 24(t)
dt RT
_ . EA : . . A .
ET_ cX exp i BT +Z (expZi 1)j -cX exp i RTM +Z expZT:

0 'on a posé?y(t) = D(exp(i A1) i exp(i »(t))) et l'on sajt que limiz.q 21(t) = 0 et -
j21(t)jdt < 1 . Faisons un changement d'échelle de temps= 0th(s) exp i %*(\S) + Z(s) ds.
Alors :
dz =i expZ T+ 2(t)
d¢ (5.4)

—T:(epo‘i 1)j -expZ T
d¢
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¢
ou?(t) = cX exp % i Z 24(t). On considereV = Z+exp(j Z)i 1+ T2 comme fonction

de Lyapunov.V est une fonction positive qui atteint son minimum unlque pouZ = T =0.
On a q

GV T TZexpZ + 2(t)(1i exp(i 2))

Cela implique que%V ]2 exp(j Z2))j. Comme pour toutx 2 R on a2(exp(j x) +
X)i 1.] 1 exp(j x)j, cela implique

dt ] 2()j(1+2V)

Par conséquendV est majorée pourt > 0 par la fonction
Z, R Z,
L7V VO + ()il ? 0" exp( j2(e)ide)
0 0
qui est une fonction bornée. Cela impligue qu¥ est bornée et donc que les trajectoires
(Z(t); T(t)) sont bornées danfk?2. Soit une trajectoire particuliere du systemégZ (t); T(t)).
On considére maintenant pour cette trajectoire la fonction

1
Ut =VvZ;tini 2@ expl 2(e)de
t
Elle est bornée inférieurement. Sa dérivée e§tU = | - T2expZ < Oet c'est une fonction
uniformément continue en temps. D'apres le lemme de Barbalat elle tend vérguand t
tend vers+1 . CommeZ est bornée cela veut dire qué tend vers0. Revenons au systéme
initial (15.4). On voit que Pest bornée. Donc T est uniformément continue. Encore d'aprés
le lemme de Barbalat cela veut dire quegT tend versO quandt! +1 . Cela implique
donc queexpZ tend vers 1 et donclim+1 Z = 0. Nous avons montré queg0;0) est
globalement asymptotiguement stable.
Guidés par des considérations sur l'invariance sous l'action d'un groupe, donc la prise
en compte des symétries du systéme, on a montré le

Theéoreme 1. Soit le systeme(5.1). On suppose qu'il existeM et ® > 0 tels que pout
toutt, O, M , X™;D(t);T(t), ® Alors pour tout choix de gains invariants ;- > 0
I'observateur non-linéaire suivant :

%)Qin =i Texp | W?t) (1;; T(t)) ﬂcf in |
%)@ = D(O)(R™ )@% i3 exp i Ri?t) , k+ ~(fi Tt)cX X
Gh=ee i grs 1 TO) DO TO)* V)

est globalement convergent.



Chapitre 6

Théorie des observateurs invariants

Ce chapitre reprend une partie du rapport disponible sous arxiiLZ] et dont une partie
est acceptée pour publication dans IEEE Automatic Control.

6.1 Introduction

Les symétries on été utilisées en théorie du contrdle pour le la synthése de bouclage
et également en contrble optimal, voir par exemple 22, 24, 46, 47, 40, 4] mais beau-
coup moins pour le design d'observateur8,[2, [38, 137, 2€]. Dans ce chapitre, on développe
une théorie des observateurs invariants. La théorie est motivée par des exemple liés a
des problématiques de l'ingénieur : un réacteur chimique exothermique présenté au cha-
pitre précédent, une voiture non-holonome, et un systeme de navigation inertielle assistée
par mesure de vitesse. Dans chacun des cas les symétries ont une interprétation physique
simple. Pour le premier exemple, nous avons exhibé au chapitre précédent un observa-
teur globalement convergent (théorémd, pagel4€). Pour le second nous proposons un
observateur non-linéaire globalement convergent pour n'importe quelle condition initiale a
I'exception d'une (théoremeb, pagel/€). En ce qui concerne le troisieme, l'observateur est
localement convergent autour de n'importe quelle trajectoire. De plus, le comportement
global de l'observateur est indépendant de la trajectoire du systéme. Cette théorie peut
s'appliquer a beaucoup d'autres systemes comme ceux traités daf2d, B7, 26] ou l'inva-
riance est relative au choix de l'orientation et de I'origine du repére 3D, et est exploitée
dans le design de l'observateur et dans I'analyse de la convergence.

La contribution théorique de ce chapitre et de la thése en général est la suivante : pour le
systeme régulier d'étatx, d'entréeu et de sortiey, l'invariance sous l'action d'un groupe de
Lie G est dé nie quandG agit séparément sur I'espace d'état, I'espace des entrées et I'espace
de sortie. L'invariance signi e que la dynamique(;’—tx = f(x;u) ainsi que l'application de
sortiey = h(x) sont inchangées par une famille de changements de coordonnées patrticuliers
sur les variables d'état, d'entrée, et de sortie, et qui sont l'action d& sur ces variables.
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On dé nit l'invariance pour un observateur asymptotique de Luenberger sous l'action du
groupeG de maniere similaire, en copiant I'action de groupe sur l'espace des états estimés
ainsi que sur l'espace des sorties estimées.

Quand la dimension du groupe est plus petite que la dimension de l'espace d'état on
propose (théoreme2, page57) une méthode de construction des observateurs invariants
candidats ou pré-observateurs (on appelle un pré-observateur un systéme dynamique qui a
la structure d'un observateur mais dont on n‘a pas montré qu'il converge). La construction
repose sur les notions de repére invariant, et sur la notion d'erreur de sortie invariante.
De telles erreurs de sortie invariantes (de nitior8, page57) avaient déja été introduites
par les auteurs de2] et peuvent étre calculées grace a la méthode du repere mobile d'Elie
Cartan (théoremel3, pages9).

Quant aux problemes de convergence, nous n‘avons pas de méthode pour obtenir la
convergence systématique des observateurs non-linéaires quand il y a des symétries. En re-
vanche, nous introduisons la notion d'erreur d'état invariante. Les trois exemples montrent
gue cette notion joue un réle clé dans l'analyse de la convergence. Quand la dimension du
groupe coincide avec la dimension de I'état, i.e, quand on peut identi er lI'espace d'état
au groupe, et son action a une multiplication a gauche sur le groupe, on a des formules
explicites pour les pré-observateurs invariants, les erreurs de sorties et les erreurs d'état
invariantes, I'équation d'erreur et son approximation linéaire.

Dans le chapitre8 nous verrons comment I'on peut transformer n'importe quel obser-
vateur de Luenberger autour d'un point d'équilibre en un observateur invariant ayant la
méme approximation linéaire autour du point, ce qui prouve qu'il n‘est pas contraignant
d'imposer que l'observateur respecte les symétries autour d'un point d'équilibre. De plus on
introduira la notion de trajectoire permanente qui étend la notion de point d'équilibre pour
les systemes qui présentent des symétries. En particulier autour de ces trajectoires I'équa-
tion d'erreur a la propriété remarquable qu'elle est une équation di érentielle non-linéaire
autonome.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la sectiob.2, on dé nit les systemes
invariants et les observateurs invariants. La forme générale des observateurs invariants est
donnée par le théoreme2 : elle repose sur les erreurs de sorties invariantes et les champs
de vecteurs invariants. Le construction explicite repose que la méthode du repere mobile
de Cartan 45, qui est resumée dans la sous-sectioi?2.2 A n d'étudier la convergence,
on dé nit la notion d'erreur d'état invariante. C'est une maniére de dé nir une équation
d'erreur qui préserve les symétries, puisque l'erreur linéaire usuetie x ne respecte pas
les symétries en général. L'erreur d'état invariante est solution d'un systéme di érentiel ou
seulement la partie invariante de la trajectoire apparait (lemmd). Cette propriété permet
de réduire la dimension du probleme de la convergence et joue un réle crucial dans les
exemples.

Dans la section6.3, on considere le cas particulier ou la dimension dé est égale a
la dimension de l'espace d'état. On identi e alorss et I'espace d'état, et on voit I'action
de G comme une multiplication a gauche. Alors les formules qui donnent la forme des
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pré-observateurs, les erreurs de sortie invariantes, et les erreurs d'état invariantes sont
plus simples, et peuvent étre explicitées. On peut alors ra ner les résultats des sections
précédentes.

Des résultats préliminaires peuvent étre trouvés dan<?,|1, (14, 11, [1Q).

6.2 Systémes invariants, observateurs et erreurs inva-
riants

6.2.1 Systeme invariant et sortie compatible

Dé nition 1.  Soit G un groupe de Lie dont on notee I'élément neutre et§ un ouvert
de R" (ou plus généralement une variété de dimensiar). Un groupe de transformation
(Ag)g2c sur § est une application réguliére

(0;)2GE 8T A(») 28

telle que :
(») =» @our tout »

Ay, Agl(») Agq. (») pour tout gy; gp; ».

On peut remarquer qued, est par construction un di éomorphisme sur§ pour tout g.
Le groupe de transformation est ditiocal si I'action Ay(») est dé nie pour g su samm@nt
proche dee. La loi de transformation n'est alors valide que quand la formuldy, Ay, (») =
A,q (» a un sens. Tous les résultats de ce chapitre sont des résultats locaux, puisqu'ils
sont basés sur des hypotheses de rang constant, on ne considére donc que des groupes de
transformations locaux agissant sur des ouverts. Quand on dit pour touty" cela veut
dire pour g susamment proche de I'élément neutre e de G"; de maniére similaire pour
tout »" veut dire pour tout » générique dans8". On utilisera systématiquement ces
raccourcis stylistiques a n de rendre la lecture plus aisée.

Considérons le systéeme régulier

d —_
dtx f (x;u) (6.1)
= h(x; u) (6.2)

ou x appartient a un ouvert X %2 R", u a un ouvertU 2 R™ ety a un ouvertY % RP,
p- n.

On suppose que les signauxt); y(t) sont connus § mesuré, etu est une entrée connue
ou mesurée - contrble, perturbation mesurée, paramétre constant).

Considérons le groupe de transformations local sMr£ U dé ni par

i - ¢
(X U) = " 400; Ag(u) ; 6.3)
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ou' 4 et Ay sont des di éomorphismes locaux. On remarque que, agit sur X et A, agit
sur U. u peut aussi désigner le temps mais dans ce ca#\y est la fonction identité. Les
deux dé nitions suivantes s'inspirent de 4.

. ¢
Dé nition 2. Le system -x = f (x;u) est dit G-invariant Slf "g(X);Ag(u) = D' g(x)¢
f (x;u) pour tout g; x; u.

La propriété s'écrit egalement X = f(X;U), i.e., le systtme est inchangé par la
transformation (6.3).

Dé nition 3. La sortie y =.h(x;u) est Gzcompatible s¢l existe un groupe de transforma-
tions (%)g2¢ SUr Y te queh ' 4(x); Ag(u) = % h(x;u) pour tout g; X; u.

On peut aussi utllllser la termln@Iogle standards-équivariante au lieu deG-compatible.
Silonnote (X;U) = ' 4(X); Ag(u) etY = %(y), la de nition veut dire que Y = h(X;U).
Les deux dé nitions precedentes peuvent étre illustrées par le diagramme commutatif :

™ {¥° TX

4 4

f? f?
X £U i XU

5 5

hy hy

Y %y

6.2.2 Hypothéses de base

A partir de maintenant on considére un systéemés-invariant %x = f(x;u) avec une
sortie G-equivariantey = h(x;u). Soitr - n la dimension du groupeG. On suppose que
pour tout x, l'application g 7! ' 4(x) est de rang plein.

6.2.3 Méthode du repere mobile, champs de vecteurs invariants,
coordonnées de base et de bre

Méthode du repere mobile

On suit ici la présentation de 45, théoréme8:25]. Soit un groupe de transformation de
dimensionr, (Ay)42c qui agit sur § %2 RS tel quer - s. Nous supposerons qu@A, est de
rang pleinr := dim G au point (e;>°) 2 G £ §. On peut alors décomposeA, en (AQ'AQ)
dont les composantes sont de dimensions respectivest s r, et de sorte queAj est
inversible par rapport ag autour de (e;>’). Leséquations de normalisations'obtiennent
en xant

A‘;‘(») = C;
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ol ¢ est une constante appartenant a l'image dé?. Le théoréme des fonctions implicites
assure l'existence d'une solution localg= °(») (I'application ° : 8 ! G s'appelle lerepére
mobile). On peut aussi dire quef A2(») = og dé nit une section transverse aux orbites, et
gue g = °(») est l'unique élément qui envoie» sur la section transverse. Finalement, on
obtient un ensemble completJ de s r invariants fonctionnellement indépendants en
substituant g = °(») dans les autres composantes de la transformation,

I = R0

P ¢
La propriété d'invariance veut dire queJ IAg(») = J(») pour tout g;» Pour le prouver
soit 3 = Ag(»). On aA?(Ag(»D (Ay(») = A%;,(%) = c. Mais la loi de composition de groupe
implique A:?‘(Ag(»)) (Ay(») = A2 (4,09 o(?)- DoNC AE‘(AQ(»))Q(») = cce qui prouve par unicité de
°(»2G

°(Ay(™)g = °(») (6.4)
qui la propriété principale (équivariance) du repére mobile et qui prouve en e et
i, ¢ . . .
J Ay(») = AE)(AQ(»)) (Ag(») = Aft’)(Ag(»))g(») = AE’(»)(») = J(»)

De plus, tout invariant local J° i.e, n'importe quelle fonction a valeurs réelle3® qui véri e
JYAG(») = JY») pour tout g;»;peut s'écrire comme une fonction de I'ensemble complet
(d'ol la terminologie) d'invariants : J°= H(J).
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cross-section

orbit 1

orbit 2

Méthode du repere mobile et dé nition de la fonctior?
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Champs de vecteurs invariants et repere invariant

La méthode du repére mobile permet de construire des repéres invariants, qui jouent
un role dans la construction des observateurs invariants.

Dé nition 4.  Un champ de vecteursv sur X est dit G-invariant si le systéme(%x = w(x)
est lui-méme invariant. Cela veut dire quev(' 4(x)) = D' 4(x) ¢w(x) pour tout g, X.

Dé nition 5.  Un repére invariant (wy; :::;w,) sur X est un ensemble da champs de
vecteurs linéairement indépendants et G-invariants, i.gw;(X);:::; W, (X)) est une base de
I'espace tangent aX en X.

Nous allons maintenant montrer comment I'on peut construire un repere invariant. On
suit [44], théoréme 2:84 et on appligue la méthode du repere mobile § := X et les
équations de normalisatiorg = °(x) sont données pat §(x) = c.

Lemme 1. Les champs de vecteurs dé nis par :

i, ¢, @ .
Wi(X) := D" o (x(X) ! ¢@(; I=1;::0n; (6.5)
ol (=& :::;-@) est la base canonique d€, forment un repére invariant.

@x’' """ @x

Démonstration. En e et, ils sont clairement linéairement indépendants. Chaquev; est
invariant car pour tout élémentb du groupe on a

Wi(" 5(X)) = (D" < 4oo) (" 6(X))) 1 * 2 et donc

£ o}
(D' 5()) L Wi 5()) = D' +¢ 00 b(X) D' p(x) @@x

la structure de groupe implique le fait que tous éléments du group® d, on a
"e(" a)(X) =" ca(x); donc

D" c(* a(X)) D" 4(x) = D" ca(X)
Par conséquent, avec = ° (' ,(x)) etd= b, on a
D' oy (C (X))D" b(X) = D' e yxpp(X)

puisque’ (' n(x))b”~ °(x), on a (cela correspond a la de nitiord)

(D' 6(X)) P Wi(' 6(X)) = (D" ey (X)) = w;i(x):

@x
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Coordonnées de base et de bre

On introduit les coordonnées de base et de bre qui sont des coordonnées locales utiles
pour exprimer le systeme G-invariant de la dé nition2. On suppose désormais que G est
le groupe de dimensior (r - n) qui agit sur X £ U (voir (/6.3)) et que pour tout X
I'application g 7! ' 4(x) est de rang plein. La méthode du repére mobile permet de trouver
un ensemble complet d'invariants locaux, 2 R"i " de la réduction de I'action du groupe
a son action sur I'espacX . On complete cet ensemble avexr; 2 R" de maniére a ce que
(za; zp) soient des coordonnées d&. Ces coordonnées sont appelées les coordonnées de
bre z, et de basez, (voir [45]). fzy = cg dé nit une section transverse aux orbites (voir
g [6.1). On peut dire que z, numérote les orbites ez, les paramétre. De plus, on peut
toujours choisir z, tel que pour tout g 2 G I'action du groupe de transformation s'écrive

" o(Zar 2p) = ($¢(2za); 20)

avecg 7! $ 4(x) inversible pour toutx 2 R" (ce qui veut dire quez, est une parametrisation

des éléments du groupe). Soit le repére mobile qui envoie sur la section transverse
aux orbitesfz, = cg. La dynamique invariante ) s'écrit localement dans les nouvelles
coordonnées :

d ~

giZa = B% ey ifalCiz A (1)

! ) (6.6)
aZb = fu(C; 2y A (z)(u))

puisque le systéme est invariant. L'exemple du chapiti® illustre l'intérét de telles coor-
données.

6.2.4 Caractérisation des pré-observateurs invariants

Dé nition 6  (pré-observateur) Le sb((stéme(;’—tk = F(%&;u;y) est unpre-observateurde (6.1)-
(6.2) si pour tout x;u F x;u;h(x;u) = f(x;u).

La dé nition ne traite pas de la convergence. Si lI'on a de plug(t) ! x(t) quand
t ! +1 pour toute condition initiale (proche), le pré-observateur est urobservateur
asymptotique. On aurait également pu donner au pré-observateur le nom d' observateur
candidat", par analogie aux fonctions de Lyapunov candidates.

Dé nition 7. Le pré-observateur%k = F(%;u;y) est G-invariant si pour tout g;%;u;y,
i| s ¢ 1
F ' g(R); Ag(u); %(y) = D' ¢(R) CF (R usy):

La propriété s'écrit égalementX = F(X;U;Y), avec X = ' 4(x), U = Ag(u) et
Y = %(y). Cela veut dire que le pre-observateur est inchangé sous l'action @esur
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chacun des trois espaceX, U, et Y via (resp.) ' 4, Aq et %. On appelle évidemment
observateur invariantun observateur asymptotique G-invariant.

En général I'erreur de sortie usuellg j y = h(%;u) j y ne préserve pas la géométrie
du systeme, donc son utilisation dans la formule de I'observateur ne permet pas d'obtenir
un observateur invariant. L'idée clé" pour construire des (pré-)observateurs invariants
consiste a utiliser, comme dansZ], une erreur de sortie invariante plutt qu'une erreur de
sortie linéaire.

Dé nition 8.  L'application réguliére (%;u;y) 7! E(%;u;y) 2 RP est uneerreur de sortie
invariante si

I'alpplication y¢! E(& u;y) est inversible pour toutk;u

Eik;u;h(g;u) =0 ppur tout R;u

E ' 4(%);Ag(u); %(Y) = E(%;u;y) pour tout ®;u;y

La premiére et la seconde propriétés signi ent qUe est une erreur de sortie", i.e. vaut
zéro si, et seulement sih(&;u) = y; la troisiéme propriété s'écrit égalemenE (X;U;Y) =
E (%;u;y), et correspond a l'invariance.

Théoréme 2. Considérons un systemeés-invariant %x = f(x;u) avec une sortieG-
compatibley = h(x; u).
%k = F(%;u;y) est un observateur G-invariant si, et seulement si,

xn ; ¢
Fuy) = f(gu)+ L T&u):E®UY) wR);
i=1
avecE erreur de @ortie invariante, lesL; sont des fonctions réguliéres telles que pour tout
U, Li 1(%u);0 =0, les(wy;:::;wy) forment un repere invariant, etl est un ensemble
complet d'invariants des variableg%; u).

Puisque toutL; est régulier et satisfaitL;(I; 0) = 0, le terme constant du développement
de Taylor deL; par rapport a sa deuxiéme variable est nul, et on peut écrire en regroupant
les autres termed ;(I;E ) = L;(I;E ) ¢E ou L;(I;E ) est une matricep£ 1 dont les entrées
dépendent de(l; E ). Par conséquent,

X x i, ¢
Li(I;E)w; = w; Li(l;E) ¢E
i=1 i=1 0 1
. La(I;E)
='Wy ccow, B : XE
La(l;E)

L'observateur peut s'écrire

FRuy) = f(&u)+ WERE | (R u) E®& uy)E & u;y) (6.7)
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ouW (R) = Iwl(k); T Wh (k)q: et ! est une matricen £ p dont les entrées peuvent dépendre
de (I; E). L'observateur peut étre vu comme une observateur avec une matrineE p de
gain W ¢ multipliée par I'erreur non linéaire E.

A n de prouver le théoreme2 il nous faut démontrer le théoréme suivant qui assure
I'existence d'une erreur de sortie invariante (locale). La preuve est constructive et s'appuie
sue la méthode du repére mobile de Cartan. (voir secti@h2.3).

Théoréme 3. Nous avons les résultats suivants

il existe une erreur de sortie invariante(%; u;y) 7! E(%;u;y)

il existe une fonction invariante de rang plein®;u) 7! I (%;u) 2 R"™™ " (un en-
semble complet de n+m-r invariants scalaires indépendants)

toute autre erreur de sortie s'écrit

' ¢
E(Ruy) = L 1R E(RU;y)
ou L est nimporte quelle fonction réguliére telle que(l; 0) =0 etE 7!'L (I;E) est
inversible.

Démonstration. On applique la méthode du repere mobile (vue a la secti@?2.3 au cas
suivant: 8= X EU£Y , et Ay est la transformation composite

) - N ¢
Ay(Riuyy) = " o(X); Ag(u); %(y) :

Puisque l'action deG sur X est de rang plein on peut décomposet 7! ' 4(X) en
L e(%) 2 Rr., qui est inversible par rapport a g, et en' I3(5%) 2 R" " Lesr equations de
normalisation
a®) =c (6.8)
peuvent alors étre résolues et s'écrivergf = °(X). En substituant dans les equations res-
t al et 250l t s'é X). E bstituant d I t

tantes on obtient un ensemble complet de+ m+ pj r invariants indépendants fonction-
nellement indépendants

I (%;u) = : E’(k)(k);,&(&)(u)q: (6.9)
In(Rry) = Do) (Y): (6.10)

Une erreur de sortie invariante est alors donnée par
Exuiy) = 3 hEw T dn(&y) 6.11)

Comme c'est en fait une fonction invariante des variables u et y, tout erreur de sortie
invariante E a la forme

E®u;y)

Ffl(k;u);Jh(k;y)q: ¢
F_'l(k;u);Jh'k;h(k:(tU) i E(Ruy)
L' (& u); ER upy)
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' ¢
Nous avons utilisé le fait que]hlk; h(%;u) , invariant par construction, doit étre une fonc-
tion de | (%;u) (ensemble complet d'invariants de et de u). ]

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréihe

Démonstration. du théoreme?2 : Le champ de vecteurs F du théoréme est clairement
invariant. En e et,
i ¢ x G i ¢
Fx;uh(x) =f(u)+ Ly T(R);E x;ush(x)  wi(R)
1

i
i ¢
= f(x;u)+ Li 1(%);0 w;(X)
i=1
= f (x;u)
Il est donc invariant par construction.

Réciproquement, supposons qL@k = F(%;u;y) est un observateur G-invariant. Il peut
alors étre décomposé selon les champs de vecteurs linéairement indépendantpuisque

X0
F&uy) = Fi (% u;y)wi (%),

i=1

ou lesF; sont des fonctions régulieres. Puisque c'est un pré-observateur,

i ¢ X ¢
f(x;u)= F x;u;h(x;u) = Fi x;u;h(x;u) w;(x):
i=1

Puisqu'il est G-invariant

X N ¢ X0
Fi ' g(R);Ag(u); %(Y) wi(' ¢(R)) = D' g(R) ¢ Fi(R u;y)wi(R)
i=1 i=1
mais lesw; verient D' ¢(X) ¢w; (%) = wi(' 4(x)), et donc
i - ¢
F o) AgU):%(y) = RiRury); i=1;::n:

Par conséquent,

a
Fuy) = f&u)+ £F(k;u;y)i f (& u)
X h i ¢l
=fRu)+ Figuy)i FiRuh(®u) wi(R):
i=1
Les fonctionsF;i(%;u;y) i .Filk;u;h(k;&l)q: solnt clairement invgriantes; donc d'apres le
théoreme3, Fi(%;u;y)i Fi R u;h(%u) =L I(%u);E(%uy) . ]
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Remarque additionnelle

On a supposé que la sortie était systématiquement compatible (c'est a dire que I'appli-
cation de sortie est une application G-équivariante). En e et cette hypothése est motivée
par le résultat de [L4] : si un pré-observateur%k = F(%;u;y) = F(&;u;h(x;u)) (voir la
dé nition [6) est invariant, i.e.,

i ~ ~ ¢
F' () Ag(u)ih( o(x)i Ag(w)) = D' 4(&) ¢F (& u; h(x;u)):

et si le rang deF versusy est égal adim(y), alors, I'application de sortiey est G-compatible
au sens de la de nition3. La preuve est la suivante

Démonstration. On a
xn
FRyt)=f(&t)+ Ei(%;y; )wi(R)

i=1

ou lesE; sont des erreurs invariantes etv; des champs de vecteurs invariatns. Comme
F 4 An = di i i ; ; —

le rang de%y est egal ap = dim(y), il existe p erreurs invariantes,E = (E;,;::; Ej),

1. ip<izi<ip- ntellesquele jacobien% est inversible. On noteG I'application

inverse versugy (dé nie localement par le théoréme des fonctions implicites ), et on a

G ERy;t);t) " y:
De plus on a, pour tout®;x 2 X etg2 G,

E(C ¢(%):h(" 4(x));t) = E(& h(x);1):

Donc
h(' g(x);t) = G(* 4(R); E(R h(x);1t);t):

Fixons R ett & des valeurs nominales, qu' on note et t. L'identité ci-dessus veut dire que
pour tout g 2 G, il existe ¥4 (qui dépend aussi dek and t, mais ces dépendances ne sont
pas exprimées ici) une application d& dansY telle que , pour toutx 2 X,

h(" ¢(x);1) = Ya(h(x)):

Donc l'application de sortie estG-compatible et est une transformation surY d'inverse
1/§i 1. D
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6.2.5 Pre-observateurs invariants : une méthode constructive

Nous appliquerons cette méthode a tous les exemples considérés. Le systeme doit étre
véri é invariant (i.e, inchangé par la transformation (6.3)) avec sortie équivariante (dé ni-
tion [3). On sait maintenant construire tous les observateurs candidats qui préservent les
symeétries grace a la section précédent@a) Résoudre les équations de normalisatios.g).
Construire une erreur de sortie invariante ave(11), et un ensemble complet d'invariants
| grace a 6.9). b) Construire un repere invariant grace al6.5). c¢) La forme générale des
observateurs invariants est donnée par le théoren On donne une forme alternative
matricielle (6.7). L'analyse de la convergence (et donc comment choisir des gainsde
'observateur du théoréme2) est souvent simpli ée par l'utilisation d'une erreur d'état
invariante.

6.2.6 Erreur d'état invariante et convergence

Pour n'importe quel systeme non-linéaire qui présente des symétries, nous n‘avons pas
de méthode générale systématique pour choisir des gain% du théoréme2 qui assurent
la convergence asymptotique dg versx . Néanmoins, la maniére dont on dé nit I'erreur
d'état joue un role fondamental dans l'analyse de la convergence (voir sectiért). Au lieu
de considérer l'erreur d'état linéaire® j x, on considérera plutét I'erreur d'état invariante

TR = e R) 0 (%)

ou ° est dé ni par (6.8). On remarquera qu'il est équivalent de choisik comme variable
de normalisation et alors l'erreur s'écrit

TR = e (X) i e (R)

Un résultat remarquable est que la dynamique de l'erreur ne dépend de la trajectoire que
via les invariants| :

Théoreme 4. La dynamique de l'erreur d'état invariante” (&;X) = ' < )(R) i ' = (x)(X) ne
dépend que dé et des invariants scalaires d& et deu :

d.
dt

avec” fonction réguliere de ses arguments é(x; u) ensemble complet d'invariants.

=7C 1 (xu)

Démonstration. ~ est un invariant : pour tout g2 G on a” (' 4(x);"' 4(%)) = “(x;R). Donc
(o) ) = & (x:8), e,

@ D' y(X)f (x;u)+ @D" G(R)F (% u;h(x;u))

=@f (x;u)+ @F (% u;h(x;u)) (6.12)
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ou @ est la dérivee partielle par rapport a la-eme variable. Soit¥4%; x;u) = & (X;®) =
@f (x;u)+ @F (k;u;h(x;u)}. L'egalite (£.12 exprime que ¥{' 4(R);" 4(x); Ag(u)) =
YR X, u). Puisquer = " o(y)i1 ~ + ' o(y)(X) , ¥aest une fonction invariante des variables
(";x;u). Puisque” est un invariant, toute fonction invariante de (";x;u) (en particulier
%’) est une fonction de", et d'un ensemble complet d'invariants de et deu : 1 (x;u). O

De telles coordonnées ne sont pas uniques. Plus généralement, (et sous nos hypotheses
de base) on voit que n'importe quelle erreur d'état invariante peut se mettre sous la forme

.
F L(x;u);” (X;R)

ou I (x;u) forment un ensemble complet d'invariants pour l'action deG sur X £ U .
En eet ' - (X)gest invariant et peut donc étre exprimeé comme une fonction de, et
L (x;u);" -x)(&) estun ensemble complet d&n+ m r invariants de x; R et u. Tous les

exemples illustrent l'intérét de ces coordonnées pour I'analyse de la convergence.

6.3 Observateurs invariants sur un groupe de Lie

Quand le groupeG, qui agit librement (hypothése de rang plein) sur l'espace d'état
X, a la méme dimension qu& (r = n), il n'y a qu'une seule orbite (action transitive).
On peut alors identi er (a un sous-groupe discret présk et X, et la multiplication sur le
groupe peut étre dé nie de maniére a ce que l'action dé sur X = G soit vue comme une
multiplication a gaucheL¢* :

" g(X) = gx = Lg(x):
Dans ce cas le systéme vit sur un groupe de L&et est invariant a gauche. Alors tous les

calculs de la sectiorb.Z ainsi que la structure de I'observateur invariants deviennent plus
simples.

Observateur invariant et équation d'erreur

Soit une dynamique invariantex 2 G au sens de la de nition2 : %x = f(x;u). Pour
tout g2 G,

DL 4 ¢f (x;u) = f (gx; Ag(u))

La construction des erreurs invariantes et la formulation de I'équation d'erreur sont bien
plus simples.

1Un groupe de Lie peut également agir sur lui-méme via les multiplications a droité 4(x) = Rgi 1(x) =
xgi L.



6.3. OBSERVATEURS INVARIANTS SUR UN GROUPE DE LIE 63

Erreurs invariantes

A n de construire des erreurs invariantes on applique la méthode développée dans la
preuve du théoreme3. L'équation de normalisation qui correspond ag.&) est I'équation
naturelle gx = e. Donc °(x;u) = xi!. Une erreur de sortie invarianteE présentée au
théroéme3 s'écrit

E®uy) = % (h(Zu)) i %i(y) (6.13)

Et un ensemble complet d'invariants (%;u) est

| (%;u) = Ay 1(u): (6.14)

Repére invariant

La méthode de construction développée a la sectiér.3revient a la démarche suivante.

du groupe G. Les valeurs des champs de vecteurs sur l'espace tangémil, en x sont
données par les relations suivantes qui expriment l'invariance

wi(x) = DLy CW; 2 TMy;i =1::n

Pré-observateurs invariants

Le théoreme3 implique que tout observateur invariant s'écrit

A !
xXn
Cp=1@u)+DLee LAy (ih(esA (W) i % ()W (6.15)
i=1

ou lesL; sont des fonctions réguliéres de leur argument qui s'annulent quand leur second
argument est nul.

Formulation alternative

On remarque qu'on peut aussi dé nir I'observateur de la facon totalement intrinseque
suivante A !

X0
%k: f(%;u)+ DLy ¢ Li (A 1(u); % 2(y)) Wi
i=1

ol | 'on imposeL;(I;h(e; A :(u))) = 0. On a supposé que la sortid était & valeur dans
un ouvert de RP. Cette formule est adaptée au cas d'une sortie a valeur da@s
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Dynamique de l'erreur d'état invariante

L'erreur d'état invariante dé nie a la section6.2.6 s'écrit © = xi 1% et elle vaut e (au
lieu de 0) quand ® = x. Elle est bien dé nie quand l'espace d'étaiX est un ouvert de
R" comme dans la sectioib.2. Une erreur d'état petite correspond donc & proche de
e. La derivée temporelle dé peut étre calculée explicitement. On rappelle quRy est la
multiplication & droite sur G. Comme on a

pour tout g;;0 2 G, DL, DLy, = DL 4,g,, DRy, DRy, = DRy, and DL 4, DRy, =
DRg,DL ¢,
| (k; U) = A(X' )i 1(U) . .
% 1(h(x;u)) = h(& x; Agi 1(u)) writes %i 1(y) = h("1 5 A )i 1(u))
L(xT1R) = DLyi1 3R DRypaxi T with Sxit=j DL, 1DRy 14X
la dynamique de I'erreur s'écrit

4 pL. of (€;Ax i 1(u)) | DR- ¢f (e; A 1(u))
dt A

X - - ¢
+ DL - ¢ L; IA(X')i 1(u); h(e; Ax yi1(u)) i h('! 1;A(X')i 1(u)) W, : (6.16)

i=1

Cette équation peut étre transportée dans l'algebre de Lie et ré-écrite sous une forme
alternative

(DL-)! 1%’ = f(e;Axy1(u)) i DL-i:DR- ¢f (e; A (u))
A

xn i - N .1 R ¢ .
+ Li A(x')il(u);h(e;p(x')i1(”))i h( ! ;A(x')il(u)) Wi

i=1

Comme on l'a vu au lemme4, I'erreur invariante = est solution d'une équation di érentielle
uniquement couplée a la trajectoirg 7! (x(t);u(t)) via les invariants | (x;u) = Ay 1(u).
Lorsqu'on aAg(u) ~ u (comme dans I'exemple de la voiture développé a la sectighl) la
dynamique de l'erreur est indépendante de la trajectoine(t).

Approximation linéaire invariante

Puisque G est une variété di érentiable on sait que I'on peut identi er un morceau de
l'algebre de Lie deG a un voisinageU de e grace a l'application exponentielle. On suppose
maintenant que "~ est proche dee, dans le sens od 2 U et il existe un élément» de
l'algébre de Lieg tel que I'on puisse écrirar = exp 2» ou 2 2 R est un petit parametre.
Jusqu'aux termes d'ordre2 en2, on a I'équation d'erreur invariante linéarisée dans I'espace
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tangent ae

d _ o @ g @B

g = i EACOI GleA 1(u»@u & Aq +(u)) ﬂ
XA, @ &

| . @E(Axi l(U), 0)@26,&1 l(U))» Wi (617)

ou [,] est le crochet de Lie de&5 . Les gains%iE(u;O) peuvent étre réglés a l'aide des

techniques usuelles de réglage pour les systemes linéaires an d'avoir une convergence
locale.

6.4 Observateurs invariants sur un groupe de Lie dans
un cas particulier

Cette section a fait I'objet d'une communication au CIFA 2006/1C]. Dans I'exemple
qui concerne la navigation inertielle et sera vu au chapitré, le mouvement correspond a
une dynamique invariante sur un groupe de Lie, et on s'apercoit que I'équation d'erreur
d'état est autonome : alors que la dynamique dépend du temps, le dérivée temporelle de
I'erreur d'état invariante ne dépend que de I'erreur elle-méme, ce qui rappelle le cas linéaire
stationnaire. Cette propriété est inattendue dans I'étude d'un systéme non-linéaire, et son
intérét est de permettre un réglage des gains plus facile. On peut alors faire un observa-
teur non-linéaire localement exponentiellement convergent autour de toute trajectoire, de
maniere a ce que le comportement global de I'erreur soit indépendant de la trajectoire du
sytéme. Dans cette section on cherche a déterminer la forme générale de la dynamique qui
permet d'avoir cette propriété. Quand on regarde I'équation d'erreur linéarisé®.(7), on
comprend qu'une condition nécessaire pour que I'équatiof.1€) soit autonome, est que
I'action de G sur I'espace des entréds soit telle que le terme%flﬁe; A 1(u)) %’;(e; A 1(u))»
soit égal au crochet de Lig»; f(e; A, 1(u))]. C'est en particulier le cas quand la dynamique
est invariante a gauche sur un groupe de Lie et la sortie est compatible a droite. Dans
ce cas, on peut en e et considérer l'action du groupe sur lui-méme par multiplication a
droite, faire un observateur invariant a droite, et montrer que I'équation d'erreur est au-
tonome. La possibilité de dé nir les actions a gauche et a droite de maniére a ce que la
dynamigue soit invariante a gauche, mais également invariante a droite (a condition de
pouvoir considérer la dépendance en temps de la dynamique comme une entrée comme
nous allons le voir) est typique du mouvement d'un solide dans I'espace tournant autour
d'un point xe. Car dans ce cas les invariances galiléennes impliquent que le mouvement
est invariant par changement de repéere attaché a l'espace, et également par changement
de repere attaché au solide. Nous allons considérer dans cette section le cas du mouvement
d'un solide généralisé”, et nous donnons ainsi une explication a la possibilité d'obtenir
une équation d'erreur autonome, comme au chapitfé
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Dynamique invariante a gauche et sortie compatible a droite

On considére une dynamique invariante a gauche sur un groupe de Lie

d v _ e/
0 =0 (6.18)

avec :
89;x2 G f(Lyg(x);t) = DLf (x;t)

C'est un cas particulier de celui de la sectio®.3, ou l'espace des entrées est réduit a
U = R, puisqueu(t) ~ t représente le temps. Comme dan6][on appelle

ls=DLyi1x2g

I s est un élément de l'algébre de Lig de G indépendant dex. On peut donc voir toute
dynamique invariante a gauche sur un groupe de L® comme le mouvement d'un solide
généralis€" d'espace de con guratiors. Et ! ¢(t) = f(e;t) est "la vitesse angulaire par
rapport au solide”, avece élément neutre deG. Nous écrirons systématiquement toute
dynamique invariante a gauche@.18 sous la forme

d .\ _
X = DL <) (6.19)

Supposons que la sorti€s-compatible h : G 7! Y l'est en fait a droite (propriété
de droite-gauche équivariance), i.e, pour toug 2 G, il existe une application réguliere
%:Y 71 Y , telle queh(x ¢g) = %(h(x)) i,e

h(Rg(x)) = %(h(x))

ou Ry est la multiplication a droite sur G.

Dans lI'annexeC, on donnera un exemple simple d'application de cette section. En e et
les résultats s'appliquent alors car la dynamique est bien invariante & gauche puisque I'on
a %q(t) = q¢+ = DL ! (t) et la sortieh(q) = g * ¢B ¢q est invariante & droite

h(Rp(q)) = (( q¢p)' * ¢G ¢(q¢p); (q¢p)' * ¢B ¢(q¢p)
=(p' *tys ¢p;p * Cys Cp) = %(N(0))

Observabilité

Lorsque la dimension de l'espace de sortie est strictement plus petite que la dimension
de l'espace d'état imy < dimx), et que la sortie est compatible a droite, le systeme
est nécessairement non-observable. Dans ce cas on peut trouver deux éléments distincts
0 et g, de G tels queh(g;) = h(g:) (puisque h est réguliére et la dimension de I'espace
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d'arrivée est strictement inférieure a celle de I'espace de départ).)qt) est une trajectoire
du systeme, on a

d. =
g X0 = DLt (1)

et a cause de l'invariance a gaucheg;x(t) et g,x(t) sont également deux trajectoires du
systeme :

20 0X() = DLl o0 516 &X() = DLl o0

Mais puisqueh est compatible a droite :

h(gw ¢x(1)) = %wh(a) = %wh(g) = h(gx(t)):

Les trajectoiresg; ¢x(t) et g, ¢(t) sont distinctes pour toutt et pourtant donnent la méme
sortie. Le systeme est inobservable.

La dynamique est invariante a droite

On considere encore la dynamiqués(18. Elle peut étre vue comme une dynamique
invariante a droite surG! En e et considérons! ¢(t) comme une entrée u(t) = ! ¢(t) 2 U.
On peut dé nir l'action de G via Ag sur l'espace des entrédd de la maniére suivante pour
tout g:

Ay = DL DRy

Alors Ag est I'automorphisme intérieur deG. Et la dynamique (6.18) s'écrit

d
ax = F(x;u) = DL4u

et peut étre vue comme une dynamique invariante a droite. Pour tow; g on a bien :

%Rg(x) = DRgDL,!s(t) = DLyDL DL 4 :DRg! (t) = DL Rg(X)Ag(! s(1) = F(Rg(x);Ag(u))

Construction de I'observateur

Puisque la dynamique est invariante a droite et la sortie est également invariante a
droite, on peut appliquer la théorie développée a la sectidh3 en remplacant partout
multiplication a gauche par multiplication a droite. Soit (Wy; :::; W,) un repére invariant
a droite. Les champs de vecteurs qui le composent véri ent

Wi(g) = DRyWi(e)
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De plus, grace a la méthode du repéere mobile de Cartan on sait construire des erreurs de
sortie invariantes a droite, i,e, des fonctions scalaires régulieres de ® et de h(x), qui
verient :

89; X Ei(Rg(R); h(Rg(x))) = Ei(&; h(x))
Ei(x;h(x)) =0

On considéere les observateurs de la forme

d X
2= DLl s+ Ei(Ry)Wi(R)
i=1
X
= DL¢! s(t) + DRo( Ei(%y)Wi(e) (6.20)

i=1

ou lesk; sont des erreurs de sortie invariantes a droitéW,; :::; W,) est un repére invariant
a droite ety = h(x) est la sortie. Ces observateurs sont invariants a droite quarid, est
vu comme une entrée sur laquelle aghy.

Equation d'erreur

On dé nit I'erreur d'état invariante a droite G 3 r = (%x' 1) = Ly(xi 1). La dynamique
d'erreur véri e

X
%r = DR,( Ei(e;h(r Y))W,(e) (6.21)
i=1
En eet
%r = DL a(xit) + DyLa(x' )2
eton a
DyLa(x' )2 = DR, 1(®)

X
DRy 1(f (&;t) + Ei (% y)Wi (%))

i=1

X0
DR, :DLy f (e;t)+ DR, :DRy  E;(Xy)W;(e)
i=1
X0
DR, :DLs!s+ DR,  Ei(&Y)Wi(e)

i=1

Mais l'invariance implique que

Ei(%y) = Ei&HX) = Ei(e;H(r' 1)



6.4. OBSERVATEURS INVARIANTS SUR UN GROUPE DE LIE DANS UN CAS PARTICULIER 69

On a également

DLg(xI 1) = j DL¢DRy :DLi1X = j DL¢DRy 1! s
= | DRy 1DL ! ¢

L'équation d'erreur est donc autonome et indépendante de la trajectoite7! x(t) (et
du tempst) :

d X -
5" = DR:( Ei(esH(ri H)Wi(e):
i=1

Approximation linéaire

Puisque G est une variété di érentiable on sait que I'on peut identi er un morceau de
l'algébre de Lie deG a un voisinageU de e grace a l'application exponentielle. On suppose
maintenant quer est proche deg, dans le sens ou est dansU et il existe un petit élément
» de l'algébre de Lieg tel que I'on puisse écrire = exp ». Soit p=dim y la dimension de
la sortie, on a

d - -
a»: i DyE jene Dh je (»)

ou I'on appelleE = (Eg; 5 Ep).

Dé nissons le produit scalaire sur l'espace tangemfen e, et soit (Dh je)' I'opérateur
adjoint de Dh j, au sens de la métrique associée au produit scalaire. On prend pour tout
"~ 2 g proche de zéro

E(e;exp’) = K(Dhjo)'":

Grace a l'invariance dekE il est possible de dé nirE sans ambiguité pour tout(%; x)avec
#x1 1 proche dee.
L'approximation au premier ordre s'écrit

»= i KDh' Dh» (6.22)

et pour K > 0, admet comme fonction de Lyapunok»k? qui est la longueur de» au sens
du produit scalaire.

Une classe d'observateurs non-linéaires convergents au premier ordre
Soient les observateurs suivants :
d X

527 DLa! () + DRe[  [Ei(%(h(x)) i Ei(h(e)IWi(e)]
i=1



70 CHAPITRE 6. THEORIE DES OBSERVATEURS INVARIANTS

ou lesk; sont des fonctions scalaires regulieres. Prenos= (E;;:::; E,) de maniére a ce
gue la partie symétrique (au sens du produit scalaire sUrGe) de I'application linéaire

» 7! QE' @h »
: @ylh(e) @)Je

soit négative. Quand elle est dé nie négative, nous obtenons un observateur non-linéaire
convergent localement exponentiellement autour de toute trajectoire.

6.5 Conclusion

Nous avons proposé une meéthode systématique de design des (pré-)observateurs qui
sont des observateurs candidats avec des termes de correction préservant les symétries du
systeme originel. Les hypotheses nécessaires sont assez modérées sur la régularité de I'action
du groupe sur l'espace d'état. Nous n'avons pas de méthode systématique pour attaquer
la convergence de I'observateur non-linéaire et les singularités de l'action du groupe sur
'espace d'état. Neanmoins, I'exemple du réacteur chimique (chapitt, de la voiture
non-holonome, et de la navigation inertielle (chapitr@) illustrent l'intérét des erreurs de
sortie et des erreurs d'état invariantes dans la construction d'observateurs non-linéaire
asymptotiquement convergents.

Dans le cas ou l'espace d'état peut étre identi € a un groupe de Lie, les calculs sont
plus simples et I'équation d'erreur est explicite.

Dans un cas particulier (dynamique invariante a gauche sur un groupe de Lie et sortie
compatible a droite) nous avons proposé une classe d'observateurs non-linéaires localement
convergents autour de toute trajectoire, et tels que le comportement global est indépendant
de la trajectoire du systéme.



Chapitre 7

Exemples

Ce chapitre reprend le rapport disponible sous arxiVlE] et 'ensemble de ce chapitre
est contenu dans la partie qui est acceptée pour publication dans IEEE Automatic Control.

On présente ici deux exemples qui illustrent la théorie. Tous deux montrent que la théo-
rie développée au chapitré fournit une méthode précise pour trouver tous les observateurs
invariants candidats (pré-observateurs) ainsi qu'un guide d'étude de la convergence grace a
la notion d'erreur d'état invariante. Le premier exemple est une voiture non-holonome équi-
pée d'un GPS. C'est un exemple théorique et pédagogique. Nous faisons un observateur qui
est presque globalement convergent (théorérd® Le deuxiéme exemple est emprunté au
domaine de l'ingénierie. Il traite d'un probléme de navigation inertielle. Nous construisons
un observateur invariant qui est localement exponentiellement convergent autour de toute
trajectoire. De plus le comportement global est indépendant de la trajectoire du systeme
(théoremel6). Les propriétés remarquables des observateurs proviennent du fait que les
deux dynamiques que I'on considére peuvent étre vues comme des dynamiques invariantes
a gauche sur un groupe de Lie.

Ceci est la raison pour laguelle nous nous sommes intéressés a des exemples de la
mécanique, et pas seulement aux réacteurs chimiques, car ils possédent moins de symétries.
En mécanique, on béné cie des invariances galiléennes, et donc nous avons des chances de
trouver le méme nombre de symétries engendrées par des actions locale que la dimension de
I'espace d'état. Dans ce cas on a vu que l'erreur d'état peut étre vue comme un élément d'un
groupe de Lie, et est donc dé nie intrinsequement. Cette propriété se révele intéressante
au vu des exemples suivants.

71
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7.1 La voiture non-holonome

Considérons une voiture non-holonome (représentée sur la gufd) dont la dynamique
est la suivante :

d d d ) — (e
ax—ucosu, ay—usmu, au— uv h(x;y; W) = (X;y) (7.1)

ol u est la vélocité etv une fonction de I'angle de braquagé : (v = tan(A)=L). La mesure
est la position(x;y; W) = (x;y) (i,e, on dispose d'un GPS dans la voiture).

A

Y

X

Fig. 7.1

La dynamique est indépendante de l'origine et de l'orientation du repére choisi, i.e, elle
est invariante sous l'action du group&E(2), le groupe des rotations et translations du plan.
De plus l'espace d'étatX = R? £ S! coincide avec le group& = SE(2) et la dynamique
est invariante par multiplication a gauche (voir la sectiorb.3). Pour tout (Xo;Yo; o) 2 G
l'application ' (x,.y,:) COrrespond a l'action des sur lui-méme par multiplication a gauche :

0 1 01 O 1
X X COSHoi YSinpg + xo
Looyom OGYiH) = ' xo (Xiyi ) = @yoA ¢@yA = @xsinpg + y cospp + yoA
+
o Mo U+ o
andA xo (u;v) =
Yo \'

Ho

La dynamigue est en e et invariante au sens de la dé nitior2. Soit (Xo; Yo; o) 2 G et
(X y;H) 2 Get(u;v) 2U = R 0N POSE (xoyoio) (% Y5 H) = (X5 Y5 £) €t Axgryopoy (U3 V) =
(U; V) (voir g [7.2). La dynamique s'écrit avec les nouvelles variables de la méme maniére

d d od_
aX—UCOSE, aY—VsmE, aE— uv
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La fonction de sortie ?ﬁt compatible au sens ﬁle la de niticB: pour tout Xo; Yo; Po; X;y 2 G
XCOSHp i YSiNpgy + Xo

on @ %oiyom0) (X3 Y) = X Sintb + Y COSty + Yo

On applique maintenant la méthode de construction des observateurs invariants développée

au chapitre précédent.

Erreur de sortie invariante

Les équations de normalisation §.8) s'écrivent avecc=0 :

XCOSlpj YSinpy+ Xo=0
XSinpp+ yCoSph + Yo =0

Ht o =0
Par conséquent
O 1 O 1 01
Xo i XCOS[j ysinp X
@yoA = @ xsinpj ycospA = ° @yA
i W H
Un ensemble complet d' mvaaantf fonda@eritaux est donné par (var9) : | (X;y; 4; u;Vv) =
Il
A ey (U3 V) = \lj Soit @yo @9A . Une erreur de sortie invariante s'écrit

N
Ko i
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(voir (6.112)) :

E = %overn) X i Deoyano) (X

u@< Yoio) ( 9_)' ﬁﬁ yqn“")(uy)‘ﬂ M I (PN I TR |
_ COSly j Sinpp R L. Xo . COSlp j SNk X . Xo
~ sinpy CoSly s Yo : Sinlp  COSLy y ' Yo

N\ - N “‘ . ﬂ

COosil sinpk ~ Rj X
- N\ AN .

i sind cosg  Yiy

Repére Invariant

Un repére invariant (wy; w,; ws) est donné par l'image de la base canonique B8 £ S
('algebre de Lie deG = SE(2)) par I'application DL (., , i.€, les colonnes de la matrice

0 1 O _ 1
100 cosy j sinp O i ¢
DL (y) @0 1 0A = @sinp cosp 0A = 'w; Wy s
001 0 0 1

On remarque que cela correspond au repere de Frenet.

Pré-observateur invariant

Tout pré-observateur invariant s'écrit(voir (6.7))

01 0 1 O 1
R u cosil cos{l i sinft 0 M

d
p @A = @usinfiA + @sinfi  cosi 0A L
i uv 0 0 1

AT T
Cospl  sinpjl  Rj X (7.2)
i sinfl cosfi $i Yy '

ou L' est une matrice3£ 2 de gain réguliére dont les entrées dépendent de I'erreur de sortie
invariante E mais aussi des invariants (&; ¥; (I; u; v).
Equation d'erreur

La variable que I'on choisit pour normaliser es(%; ¥; ﬁ)T. L'erreur d'état invariante
s'écrit alors (voir (6.2.6) :

0,1 0 1
= ° (% %) ¢@2A i °(% %) c@yA
i u

0,112 01 (%1 x)cosfi+ (i y)sinfi* (79

i @A ¢@A = @ (% x)sinfl+ (Y y)cosiA
i u (i W
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etl'onnote” =("«; y; )" ses coordonnées da®’ £ S'. On remarque que les deux pre-
mieres coordonnées de l'erreur d'état coincident avec I'erreur de sortig; "y) = ( Ex; Ey).
Des Cﬁ‘dClﬂS S|H1ples a partlrflﬁs relaq]ons suivantes
cosu smu Ri X
i sin “‘n cosfi Yiy

N N
5 COS“ Slnu =(uv+ Lgy'y + Esz'y)

H cos(ﬁ+ 1,2)  sin(i+ 1/42)ﬂ

t ol Sln|.i co&u 1 0 i sm(p+ Ya2) cosﬁ+ Ya2)
Ri X u(cosu. cosl) cosfl i smu 0 n, T
%@W yA = u(3|nu| smu)A + @sinﬁ cosil AL X
(i p 0 0 0 1 y
aboutissent a I(')équiation d'erreur suivante : 1
a@,yA:@ usin’ wi (UV+|—31 x+|—32 y)x A+E X
- 0 y

En e et l'erreur d'état invariante est indépendante de la trajectoire du systéme et ne
dépend que des quantités relatives,, "y et ", comme le préevoit le lemmél puisqu'ici les
invariants fondamentaux sontu; v.

Convergence de l'erreur

On peut régler les gains de maniére a ce que le systéme d'erreur soit presque globalement
convergent. L'équation d'erreur s'écrit :

d, _ ) . [ 1 1. ¢, 1 1.
x_u(ll COSH)+ uV"'I—Slx"'l—32y y+|—11x+|—12y

dt
d, L . 2 . .
gr v = usinui uv Baluk Bap'y ut Bar'u+ By
d, . ,
dat w= |331 x t Esz y
Prenons o 1 0 1
ij uya 0 0 ubE, i uv
L=@ 0 jjujeA + Quv; ubE, o A (7.4)
0 i ub 0 0
ou a, b, ¢ sont des scalaires positifs, I'équation d'erreur s'écrit
d. SN s
gi x = Ui cos’y)ij uja’x
d, L
gt v - Usinwil ucy (7.5)
d, .
—u=i ub y

dt
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R
Supposons que la vitesse de la voiture soit telle quté ju(t)jdt =+ 1 pour tout tog > 0. On
pourra remarquer que quand la voiture est a l'arrét, le systéme est inobservable. Faisons
un changement régulier d'échelle de temps. ds = jujdt, on a ¢, = § 1 est le signe dau)

d, . .
- x = “1dij i X
s 2/(1j cos')i a
d. _, .. .
d

f o
ge h= i by

avec la structure triangulaire suivante :

¢ —'cd' i bsin’
dsz * ! “gs ! H
E' =2)(1j cos'y) i &
ds X 1 | p X

La premiere équation est la dynamique d'un pendule non-linéaire amorti. L'équilibfg = 0

est presque stable" (toutes les trajectoires convergent vers cet equilibre a part une qui
s'obtient en initialisant © a % La seconde équation est un systeme stable au premier ordre
avec pour terme sourcé;(1j cos ). Grace a la notion d'erreur d'état invariante dé nie
par (7.3 nous avons prouve

R
Théoreme 5. Considérons le systemg7.1). Supposons queti ju(t)jdt =+ 1 pour tout
to > 0. L'observateur non-linéaire

01 0 1 0 . .1
q u cosfl cosit i sinit 0 H _ » sinAﬂ“k' X‘ﬂ
&@QA = @usin{A + @Qsinfl cosi AL s sy 9!
A v 0 0 1 i SinpL cosu iy
avec

o . 1 O 1

ijua O 0 ubE, j uv

L=@ 0 jjujeA + Quv; ubE, o A

0 i ub 0 0

est presque globalement convergent.

7.2 Navigation inertielle avec mesure de vitesse

Dans les systemes de navigation inertielle a bas codt, les gyroscopes et accélérometres
sont assistés" par des mesures de vitesse (qui proviennent d'un air-data system" ou d'un
radar Doppler) et des magnétometres. Les di érentes mesures sont ensuite fusionnées en
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accord avec les équations (terre plate) du mouvement de 'avion, usuellement par un obser-
vateur a gains programmeés ou par un ltre de Kalman étendu. L'analyse de la convergence
est loin d'étre triviale. En utilisant notre théorie, on obtient une équation d'erreur simple

et indépendante de la trajectoire du systéme. Le réglage des gains de maniére a obtenir la
convergence locale autour de toute trajectoire est immédiat.

Les simulations illustrent le bon comportement de I'observateur en présence de biais
et de bruit sur les capteurs. Elles indiquent méme que le domaine de convergence est tres
large (bien que nous n'ayons pas exploré le comportement global).

Les formules de I'observateur et son implémentation sont fortement simpli ées quand
I'orientation du solide est décrite par un quaternion de norme 1 (plutét que par les angles
d’'Euler). Notamment car il est plus simple de maintenir la norme d'un quaternion égale a 1
numériqguement qu'une matrice dans SO(3), et les calculateurs embarqués peuvent étre de
capacité de calcul limitée. Dans I'annex8| on trouve un récapitulatif sur les quaternions.

On écrit tout quaternion g = o+ e, + Pex+ g°e; oll e} &; e; sont les nombres imaginaires
usuelsi; j; k et @ la multiplication des quaternions.

Equations de la dynamique

Le mouvement d'un objet volant (quand on fait I'approximation terre plate) s'écrit

E —:_L gl
atd- 297
%v: VE! +gloAg, Bg+a (7.6)

y=(y;¥o) =(Vviq *aB rq)

ou (!;a) sont les entrées et
g est le quaternion de normé. qui représente I'orientation du repére attaché au solide
dans le repére attaché a la terre. On remarque que la norme gest préservée par
la premiére équation carf est un vecteur deR® (i.e, un quaternion dont la premiére
coordonnée est0).
I = 11¢ + ! 2e + | 3g; est le vecteur rotation instantané exprimé dans le repére du

solide.

v = vle + v?e,+ v3e; est le vecteur vitesse du centre de masse exprimé dans le repére
du solide.

Agav = Agav@r + Ad €+ Aj ., 6 est le vecteur gravité exprimé dans le repere

terrestre et qu' on suppose constant dans l'aire de vol.

a= ale, + a’e, + a’e; est vecteur accélération spéci que , i.e, I'accélération mesurée
par les acceléromeres , et représente donc les forces aérodynamiques (toutes les forces
sauf la gravité) divisées par la masse du solide.

B = Ble, + B2e, + B3e; est le champ magnétique terrestre exprimé dans le repére
terrestre et supposé constant sur l'aire de vol.
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La premiére équation décrit la cinématique du solide, et la seconde la loi de Newton. Les
mesures sont (t), a(t), v(t) and g (t)eB ag(t) (respectivement mesurés par les gyroscopes,
les accélérometres, l'air-data system). Leurs coordonnées sont connues dans le repere du
solide. On veut estimerg et v. L'observateur est un Itre pour v et permet d'estimerg. On
applique maintenant la méthode de construction des observateurs invariants développée
au chapitre précédent.

Invariance des équations

Les symétries sont issues de considérations liées a la physique du probléme (indépen-
dance du choix du repére) et sont associées au grolgie(3) qui consistent en les rotations
et translations en dimension 3. Nous pouvons considérer les rotations et translations dans
le repere attaché a la terre, ou le repere attaché au solide. D'aprés la derniére section du
chapitre 6, en vue d'une équation d'erreur simple, il est plus intéressant de considérer les
rotations-translations dans le solide (donc des multiplications a droite). On identi e (au
groupe multiplicatif prés fi 1;+1g) SE(3) et l'espace d'étatX = H; £ R3, ol H, dé-
signe le sous-groupe des quaternions de norme H; st isomorphe aSU(2)). Pour tout
(op; Vo) 2 G, l'application ' (¢,.,) correspond a I'action deG sur lui-méme par multiplica-
tion a gauche :

V| uqﬂ H e
L@wo) (0 = oo (4:V) = Vo ¢ v oo glovag+ v
M a )l
Ici u = . Pour tout (op; vo) 2 G, l'application A(qo;vo) est donnée par

“loangi wE (¢la! %)ﬂ
glal ag

Véri ons que la dynamique est bien invariante au sens de la dé nitiol2. Prenons(g; Vo) 2
Get(q;V2 Get(a;!)2U. On pose

" @) (V= (QV), Agug (@) =(A;-):

Ao (@!) =

On a d'une part

%Q: %qo! Q= %qocbnoélo! Qg = %Qo_
et d'autre part

dy - GIVE! + g teAy, Bt a) g

dt
:(Vi VO)£'+ QiloAgranQ"'A"'VOE(qi)lQ! QOD)
=VE-+ QilDAgrav°Q+A
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donc la dynamique dans les nouvelles variables s'écrit de la méme maniére

d 1
a2

d .
av= VE-+ QlloAgranQ"'A

et la dynamique est invariante au sens de la dé nitio/2. La fonction de sortie
y=(Y:yo) =(vid ‘B rq)
est G-compatible au sens de la dé nitiori3 avec

(Yo; Yo) = Yoy Vvi Vo) = (Gt By B+ Vo ; o P Byp B p):

7.2.1 Un pré-observateur invariant

On suit la méthode du chapitre6.

Erreur de sortie invariante , ensemble complet d'invariants fonda-
mentaux et repere invariant .

Les équations de normalisation G.8) s'écrivent

qCJOD:]_
glovag+v=0

(ou 1 est le quaternion unité :1 + 0e; + 0e, + 0€3), et par conséquent

VU NI TR TER BT
@ _ 9 - q - 9
\'

Vo © igevegt T v

un ensemble complet d'invariants fondamentaux est

MI ﬂ H | i1 ﬂ

I( 'V'a'l):Ao . : - qQ. Qq
a:v.a @ a qe(a+ ve!)aqg?

Soit (p; Vo) = °(§;¥). Une erreur de sortie invariante est :

“as @i vag

E= %)) i %)= g qay,ag

79
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A n de construire un repére invariant on doit choisir une base de I'espace tangent a l'iden-
tité aux sous groupe des quaternions de norme 1. Il est constitué de I'ensemble des qua-
ternions dont la premiere coordonnée est nulle. C'est un espace de dimensioe, 3e,, €3
est la base canonique de cet espace, et peut étre identidiée a la base canoniqu®® den
repére invariant est alors donné par I'ensemble déschamps de vecteurs dont les valeurs
en (q;Vv) sont les suivantes :
p M 1 IR H 1
DL gy o S . DLy _ 0
(a:v) - J (a:v) - i1
0 1-i- 3 0 1 i-3 & 1 i-3 q 26 Dq 1-i-3

Pré-observateur invariant

Tout observateur invariant s'écrit

d 1 x3

—q= 342! + LY LE)e=q

dt '~ 2 -

d x3

a():/\\/g | + 4 1QAgraVQq+ a+ . L}’(I;E) 0] 103 ag;
1=

ol lesL; LY sont des fonctions réguliéres deet E et telles queL(1; 0) =0 etLY(l; 0) = 0.
A n de les écrire dans leur forme alternative ¢.7) on décomposé en(E,; Ep) = (ga (¥
v)ag ;B qoy,cq !) etl'on écrit

LI Ev;Ep) = L3 (I, Ev; Ep) ¢Ey + LE.(1;E; Eb) CEp
LY(I,E v;Ep) = LY, (I;E; Ep) ¢E, + LYi(1; E y; Ep) ¢Ey;

ou lesLy,; ERi; Ly, ; LY, sont des matrices3£ 1 dont les entrées dépendent d@; E ; Ep).
Ainsi,

A !
X X i 3 ¢
LN;E) 0= & Lyi(I,Ev;Ep) ¢E, + LL(IE;Ep) ¢Ep =@
i=1 Aiﬂ_ |
- g 1q ¢
=1
0 qu 1 0 Eg.ll 1

v;1 ;
@@Ll,AE, + @] ,AEA ng
Esﬁ EEB
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. R N P .
En procédant de la méme maniére avec les autres termes de correctlolﬁ1 LY(I;E) § 1o
e 1@, I'observateur invariant général s'écrit

%q: %qo! +(|33EV+ EEEb) o} 7.7)
%":""f L+ 4 'aAga, B+ a+ 4 te(LVE, + LiE) 29 (7.8)

ou g, LY, LY et LY, sont des matrices3£ 3 de gain dont les entrées dépendent d&, et E,,
et aussi de l'invariantl (6;9;a;!).

Une propriété intéressante de l'observateur lié a sa structure géométrique qui respecte
la physique des équations, est qu'on a automatiquement la conservation de la normejde
par (7.7), car! et E\‘)EV + EgEb sont des vecteurs d&R® (i.e. des quaternions de premiére
coordonnée nulle).

Equation d'erreur
L'erreur d'état invariante dé nie comme a la section6.3 s'écrit” = ("4; ") avec
g=fegdh y=qE(@i v)egh

On remarque que est une erreur au sens de la loi de composition du groupe. Donc une
erreur petite correspond & 4; "v) proche de I'elément neutre du groupé€l;0). Sa dérivée
temporelle véri e (analogue del6.16)) :

d. _, 1 . L1 .

g o= (308! +(LIE, + LiE) m@)md i qu(q *rjga! g
=0+ (LIE, + LIEY) =7,

d. | _

av:qc((vi v)E! +/q|1°AgraVOQi qlloAgranq

+ 4 Yo(EVE, + EYE) o ag T+ Sqal a(9i v)ad 1 ga(oi v)a! ag’
=qu(@i VE! agt+qal £ (0 v)ag '+ [t oAg, 8,

i Agay+ {1 e (LVEy + LYEn) R g

= 11 0AGa 8 g0 Agay + LT a(LVE, + LYE) By

OUE, = "4m", 0'51 etEp,=Bi "¢@B 0’51. Le systéeme d'erreur est donc autonome :

d. _ &, . . , N
g~ LiCqmve §)+ LYB i "qeBa’yh) 8’y (7.9)
d . £ 1 a

;o Ve . sl 1y L. Pt o
v 8 Agrav + Ly((qR v () + Lg(Bi "qeBr" (") 87 Agray
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Il ne dépend pas de la trajectoire, ni des entréeqt) ni de a(t) ! Dans le cas général
(voir le lemme/4 ou (6.16) pour les groupes de Lie) I'équation d'erreur ne dépend de la
trajectoire que via les invariantsl . De plus, ici la dynamique est telle que les deux premiers
membres de6.16) se compensent exactement.

Convergence de I'équation d'erreur linéarisée

Supposons qué et ¥ sont proches daj et v. L'approximation linéaire s'écrit+E, = 7,
ettE, = | £'guB + B oty =2B £ +°y. Donc I'équation d'erreur linéarisée est

d

d . , , ,
Choisissons
0 1 1
0 | M12 0 Nll 0 0
L4=@M, 0 OA LY=; @0 Np OA
0 0 0 01 0 0 10 N33
0 0O O 0O 0O
L= @ 0 0o A Ly=@ 0 A
i B2 B O 00O
Dans les coordonnées terrestres,
1 i 0 1
0

1

\

A and Ag. =@ 0 A;
/3 a

v grav

Le systéme d'erreur se décompose en quatre sous-systéemes découplés :
le sous-syteme longitudinal

LT w1
LT 0 Maag (7.10)
i_t,\} i 28gav | Na %7y .
le sous-syteme latéral
LT I |
T 0 iMe (7.11)
ia, 3 2agrav i N22 i'v .
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le sous-syteme vertical

d, .
ia $= i Naat'§ (7.12)
le sous-syteme de cap
d, . . ,
+ 3= BB i B, ((BY)?2+(BHH] (7.13)

dt ¢ ¢

Les matrices ont été choisies de maniére a ce que le systeme d'erreur se décompose en
guatre sous-systémes. On peut placer les p6les sur chacun des sous-systemes. Guidés par
des considérations sur l'invariance nous avons obtenu le résultat suivant non-trivial :

Théoréme 6. Soit la dynamique(7.6). L'observateur non-linéaire

La=2am1 (0 + (L3, + LiEY =0
Co=NE L ()+ 4 10Aga 00+ a)+ 4] o (LVE, + LYE) g

(7.14)

avec

Ev=8a(@i w()ed" Ep=Bi qoy(t)ag "’
et avec les matrices de gain constantdy, LY, LY et LY choisies telles que les systémes
linéaires (7.10), (7.17), (7.12) et (7.13, soient asymptotiguement stables, converge locale-
ment et exponentiellement autour de toute trajectoire du systéeme. De plus la convergence
et les exposants de Lyapunov sont complétement indépendants de la trajectoire du systeme
puisque l'équation d'erreur (7.9) est autonome.

Les simulations ci-dessous montrent que la convergence est loin d'étre locale. Nous
suspectons une plus grande stabilité. Nous proposons comme conjecture que l'observateur
non-linéaire est en fait presque globalement convergent. Il ne peut pas étre globalement
convergent a cause de I'e et "spin” : s{" ¢ = 1;", = 0) est un équilibre globalement stable
pour l'erreur d'équation invariante (7.9), ("q = i 1,"v = 0) est également un éequilibre
globalement stable. D'un point de vue physique ce phénoméne n'a aucune importance car
G et gcorrespondent a la méme rotatiorRq dans SO(3).

7.2.2 Simulations

A n d'obtenir des valeurs réalistes pour! , v, a et g ! oB ogexprimées dans le repére
ataché au solide, on a généré une trajectoire d'un drone du type VTOL simplié. On
modeélise le vol de la maniere suivante : initialememnt est le quaternion unité. Soitk I'axe
vertical dirigé vers le bas (quaterniores). Soit P la position du centre de masse du solide.
On suppose que le mouvement est tel qleest toujours colinéaire &; A gray. On suppose
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queq correspond a la rotation qui envoie\ 4,y surk et dont I'axe de rotation est colinéaire
a Agav £ k. Donc avec ce modele la connaissance de la trajectoireRig) est su sante
pour calculerq(t), v(t), ! (t), a(t) et g 1(t) @B aqt).
On suppose qu'initialementP (0) = %P(O) = P\0) = 0. P(t) décrit un cercle de rayon
5 métres, paramétré par l'anglqu(t). La fonctiont 7! P(t) estC3 avec
PourO- t- tyona0- p- Y%=2ett)= c(1j cos(Zat=t)) ol c = %% est
choisi pour quet; =2 s. )
Pourt; - t- toona%2- - 3Y=2et ﬁ(t) =0 avect, =4:15s.
Pourt, - t- tzonad%2: - p- 2Yet ﬁ(t) = jc(lj cos(2t ty)=t;) avec
t3 =6:15s.
Le drone s'arréte nalement aprés avoir décrit un cercle. L'accélération horizontale maxi-
male est d'environ10ms' 2. Des modéles cinématiques inverses de ce type permettent d'ob-
tenir des valeurs réalistes poua(t), ! (t), v(t) et g (t)eB oq(t). On prendB = [pl—z; 0; p%]_
Pour les deux simulations illustrées par les gure&/(3/7.4/7.5) et par les gures (7.€/7.7,7.8),
les conditions initiales sont identiques :

Vrai systetme Observateur1.14)

(0 1 cos{4R)

o 0 sin(3)= (3)
o 0 i sin(%38)5 1©)
(09 0 sin(%3)= (3)
V1 0 10

Vo 0 -10

V3 0 5

Cela veut dire que la rotation initiale di ére d'un angle 243 de la vraie rotation. Les
gains sont les suivantsNi, = My, = 0:4, Nig = Ny = 4, N33 = 2 et, = 4. Avec
agrav = 10 msi 2, les pdles des sous-systémes longitudinaux et latéraux sopt2(18 i) si !
et ceux des sous-sytémes verticaux et de ca@ si L.

La seule di érence entre la premiere ( guresq.3/7.4,7.5)) et la seconde ( gures(.€//.7,7.8))
simulation est que les signaux mesurés de la seconde sont bruités et biaisés. En e et on a
ajouté des hautes fréquences et des biais aux signa(x), ! (t), v(t) et g o B oqt) de
maniére a rendre compte des imperfections des capteurs. Les signaux bruités et biaisés sont
dénis par: an(t) = a(t)+0:5[Li 1;1]+ ¥4, et! (t) = ! (1)+4%360 [L | 1;1]+0:25%,
etvy(t) = v(t)+0:5[L i 1;1]+ %, et Ypm(t) = yp(t)+0:05[2 i 1;1]+0:1 %, ou les% sont
des vecteurs aléatoires indépendants distribués normalement avec moyebeévariancel,
eta(t),! (), v(t), g *aB og(t) sont les signaux parfaits et réguliers calculés avec le modéle
de drone de type VTOL (gure7.3). Les simulations montrent que le bassin d'attraction
de l'observateur asymptotique [7.14) est large, et qu'il est robuste aux biais et au bruits
de mesure.
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Specific Acceleration in the body frame
. . VN :

Velocity in the body frame

10

kY
£
-10 -
0 1 2 3 4 5 6 7
time (s) time (s)
Magnetic field in the body frame (normalized) Angular velocity in the body frame
1 T T T 3 T T T T T
wh
2 I - - = VV2 4
).5 -
1
4
0 7 B
0
S5
At
~ N/
1 -2
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
time (s) time (s)

Fig. 7.3 Signaux mesurés (pas de bruit ni de biais) : accélération spéci qae, vitesse
yv = Vv, champ magnétique normalisy, et vitesse angulaird dans le repére du solide.
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Velocity in the body frame, true, and estimated
20 T T

true

T Vest

10

T

time (s)

time (s)
6
3

4 Vire | |

\ o= — =
2 y est | _|
ol / SN

\ s

oL ~ - B
4 | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7

time (s)

Fig. 7.4 Vitesse v (trait plein) et vitesse estimée¥ (tirets) via I'observateur inva-
riant ([7.14) (pas de bruit ni de biais).
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Quaternion of attitudes, true, and estimated

87

1 == T T
P =~ - o
- true
281 p o |
’ T Yest
)6 ~ *
4 ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 6 7
time (s)
! 1
~ q
151" S _ e
~ 7 st
0 ~ .-
5 ! ! ! !
0 1 2 3 4 6 7
time (s)
).5
— T T T T T >
, - > R Airue
2
0 ~ T Yest
J e~
5l ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 6 7
time (s)
).5 S S
\ qULIS
e~ -
0 A - == — — Gest
5 I I I I I
0 1 2 3 4 6 7
time (s)

Fig. 7.5 Orientation q (trait plein) et estimation de l'orientation ¢ (tirets) via I'observa-

teur invariant ([7.14 (pas de bruit ni de biaias).
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Velocity in the body frame

Specific Acceleration in the body frame

«%‘ 1 "

JN

m/s

time (s) time (s)

Angular velocity in the body frame

Magnetic field in the body frame (normalized)

rad/s

time (s)

Fig. 7.6 Signaux mesurés (avec bruit et biais) : accélération spéci que, vitessey,
champ mangétique normalis§,, et vitesse angulaird dans le repére du solide.
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Velocity in the body frame, true, and estimated

time (s)

Fig. 7.7 Vitessev (trait plein) et vitesse estimée( (tirets) via l'observateur inva-
riant ([7.14) (avec bruit et biais).
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Quaternion of attitudes, true, and estimated

1 === T | S =
- == Yirue
)8 v
’ - —q
y; est
26 i

0 1 2 3 4 5 6 7
time (s)
).5
\ 3
\ qULIS
N ST T TS L e e — - _ 3
o - il Ll L R - = Yest ]
5 I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
time (s)

Fig. 7.8 Orientation g (trait plein) orientation estimée ¢ (tirets) via I'observateur inva-
riant ([7.14) (avec bruit et biais).



Chapitre 8

Luenberger, Kalman et invariance

Dans ce chapitre nous explorons les liens entre les observateurs de Luenberger, le Itre
de Kalman étendu, et les observateurs invariants. Dans la premiéere section on compare un
observateur de Luenberger et un observateur invariant autour d'un point d'équilibre. On
montre qu'autour de tout point d'équilibre on peut construire un observateur invariant qui
admet la méme approximation linéaire que tout observateur de Luenberger autour de ce
point. Par conséquent si le systéme linéarisé autour de I'équilibre est observable on peut
placer les péles de l'observateur invariant. Comme nous I'avons vu au chapitfeour la
navigation inertielle, cette propriété est intéressante. En e et on peut faire le design des
gains pour I'équation d'erreur au premier ordre. Quand l'erreur est plus grande le design
est baseé sur l'invariance (il y a tout de méme une in nité de maniere de prolonger les gains
du tangent de maniére invariante). L'invariance est donc une maniere d' étendre” loin de
I'équilibre les gains dont on a fait le design pour le systeme au premier ordre.

Dans la seconde section, on ira un peu plus loin et 'on montrera qu'il existe une
classe de trajectoires non-réduite aux équilibres autour desquelles construire un observateur
invariant revient & construire un observateur de Luenberger autour d'un point d'équilibre.
Dans le cas d'un mouvement sur un groupe de Lie, nous donnerons un sens géomeétrique a
ces trajectoires qui sont alors des sous-groupes a un parametre.

Dans la derniere section, nous explorons les liens entre invariance et Itre de Kalman.
Par souci de simplicité, on considére une dynamigue invariante a gauche sur un groupe de
Lie. On suppose que les équations du systéme sont des équations di érentielles stochas-
tiques, i.e, il y a un bruit d'état et un bruit de mesure. Nous montrerons qu'on peut dé nir
les bruits d'état et les bruits de mesure de fagon a ce qu'ils respectent l'invariance a gauche
des équations. Nous proposerons un Itre de Kalman étendu tel que I'erreur d'estimation
invariante suit une équation di érentielle indépendante de la trajectoire. La théorie est
illustrée par un exemple simple d'estimation d'attitude (pour un drone par exemple...).
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8.1 Point d'équilibre

Dans ce paragraphe, on montre qu'il est toujours possible de transformer un observateur
asymptotique avec un design local des gains en un observateur invariant ayant le méme
comportement local (voir I'exemple du réacteur chimique du chapitre5 section 1). En
e et soit (X; 4;¥) un équilibre caractérisé paff (X; 4) =0 et ¥ = h(X; 4). Supposons que le
linéaire tangent autour de cet équilibre est observable. Cela veut dire que la paf# C)
est observable ou

_oef R ©@f . ~_ @b - @b
A - @)ﬁk’ a)! B - @LS;(! El)! C - @zk’ H)! D - @gkl l];l)
Soit I'observateur asymptotique
d
gX= f&u+LEiy) (8.1)

ou l'on a choisi la matrice de gairL telle queA + LC est une matrice stable. En général
un tel observateur n'est pas invariant. Sous les hypothéses de base du chap@ireon
peut construire un observateur invariant avec la méme approximation linéaire, i.e, un
observateur asymptotique de la forme@. /)

%*= FRuy)=f(&u)+ W(k)ﬁil(k; U);E(k;u;y)(tE(k;u;y)
avec @F @F @F
@(k; b y)= A+ LC; @Jk; 4 y) = B + LD; @ék; by)=ilL (8.2)

Nous allons proposer un choix possible potlrqui satisfasse les conditions sy, %f( et %5
a l'équilibre. PuisqueE (%;u;¥) = 0, par di érenciation versus®, u ety, on a a I'équilibre

@E_ @E.  @E_ @F

@ '@y’ oeu ' ay
Soit V la matrice p£ p inversibleV = %5(3(; U;¥). Soit

L=iW@EiLvit

Le choix del’ est tel que les conditions ci-dessu8.¢) sont remplies. Nous avons fait un
observateur invariant avec méme approximation linéaire qua(l).

8.2 Trajectoires permanentes

Cas général

Le but de ce paragraphe est d'étendre les résultats autour d'un point d'équilibre vus
a la section8.1 a une certaine classe de trajectoires appelées trajectoires permanentes.
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Supposons que la trajectoir€x(t); u(t)) du systéme 6.1) est telle quel (x(t); u(t)) = I est
constant au cours du temps. Selon le lemma! I'erreur d'estimation invariante ~ (&(t); x(t))
véri e une équation d'erreur autonome

d,

g = Can:

Si les gainsL; sont tels que la matrice%(o; I') est stable, il y a convergence locale de
I'observateur G-invariant du théoreme2 autour de la trajectoiret 7! (x(t); u(t)) telle que
| (x(t);u(t)) = I'. Cette propriété motive fortement la dé nition suivante :

Dé nition 9. Une trajectoire (6.1) est dite permanente sil (x(t); u(t)) = I est indépen-
dant det.

An de xer les idées donnons une caractérisation locale de ces trajectoires. La dy-
namique écrite dans les variables locales de base et de W=®;z, de la section6.2.3
est :

d ~

aza = D' ?(Z)i 1fa(C) Zb1 A° (Z)(u))
d ~

G2 fb(C; Zo; Ae (1 (U))

~

Puisquel (z;u) = ( zp; A-(»y(u)) la trajectoire (z(t); u(t)) est permanente si et seulement si
pour tout t
Zy(t)=2p; An(u)=1u

ou %, et & sont indépendants de. Cela implique quef ,(c; 2y; &) = 0. Donc toute trajectoire
permanente s'écrit comme le produit d'un point d'équilibre sur la base avec une trajectoire
particuliere sur la bre qui n'est en général pas un équilibre. La trajectoire sur la bre aura
un sens géométrique a la prochaine section. L'approximation linéaire de la dynamique (dans
le sens de l'erreur invariante) autour une trajectoire permanente est indépendante tdee

qui rappelle le cas linéaire stationnaire. En e et on a

Lemme 2. Soit (x,(t);u,(t)) une trajectoire permanente. Soit" x(X;X;) = " o) (X) i
I °(x)(xr) et,u = A"(x)(u) i A"(x)(ur)- On a

d, _. . ..

a x = "x; u;ll)
pour une fonction réguliere” telle que™(0 ;0;F) =0 ouf = I (X, (t); ur(t)).

Démonstration. La preuve est analogue a la preuve du lemn#& %'X est une fonction
invariante de (X; X,;u;u,). C'est donc une fonction invariante de(" «; X;; " u; U). Mais un
ensemble complet d'invariants dex, et de u, consiste en les composants dé€x;;u;). [
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Soit un observateur invariant donné par le théorem@. Si (X, (t); u,(t)) est une trajec-
toire permanente, on a selon le lemni&que 'approximation linéaire de I'équation d'erreur
d'état “(%;X,) est indépendante du tempg. Donc obtenir la convergence autour d'une
trajectoire permanente revient a I'obtenir autour d'un point d'équilibre. De plus, si un ob-
servateur invariant converge autour d'une trajectoire permanente particulierg; (t); u, (t))

il converge autour de toute trajectoire image de cette trajectoire par l'action du groupe,
i.e tout trajectoire permanente de la forme(* 4(x.(t)); Ag(ur(t))) pour tout g puisque la
dérivée temporelle de I'équation d'erreur est la méme.

Trajectoires permanentes sur des groupes de Lie

Le but de cette section est d'appliquer les résultats de la section précédente au cas
= G, et de montrer qu'il est dans ce cas possible de faire un observateur convergent
autour de toute trajectoire permanente. Toute trajectoire du systéeme véri e

x()= DLy (€A (u(t) (8.3)

grace a linvariance de la dynamique. Soifx(t);u(t)) une trajectoire. Elle est dite per-
manente (voir la dé nition 9) si A, 1n(u(t)) = W est indépendant det. La trajectoire
permanentex(t) est alors donnée pax(0) exp(tw) ou W est le vecteurf (e;). Donc x(t)
correspond, a une multiplication & gauche prés dé nie par la condition initiale, a un groupe
a un parametre.

Grace au lemme2 l'erreur invariante suit une équation di érentielle non linéaire au-
tonome. Construisons un observateur autour de toute trajectoire permanente. On note
(Xr(t); ur (t)) une trajectoire permanente associéeta= A* 1y Ur (t). Supposons que l'on a
fait un observateur invariant de la forme [6.15. Alors I'équation d'erreur (6.16) s'écrit

d._ DL- ¢f (e;A 1(k)) j DR- ¢f (e;d)
dt A !
X
+DL- ¢ L A.l(u) h(e; A 1(b) i h(CT LA () W. . (8.4)

i=1

puisqueAy i 1(U) = A 1(Agi 1(u)) = A 2(l). L'approximation linéaire (6.17) est mainte-
nant indépendante du temps :
- K 1
d f X0 .
pride [»:f(e;t)] i %&e;ﬂ)%ge;ﬂ)»i ~ %&(H;O)%ge;ﬂ)» W

P
gcrlvons » et f(e; u) dans le repére dé ni par lesW, : » = v Wy et f(e;t) =
k=1 R W, SmentC les constantes de structure associées a |'algebre deGig[W;; W;] =
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F)
k=1 Ci'Wi. Le systeme ci-dessus s'écrit :
0 1 0 1
d ))1 ))1
98 K=(a+0)B : & (8.5)
dt | |
» »
ou
A. !
@f @2 ’ K
A= =(e)—(e;l) i | ;
@'S @ ] kzh : 1 i 11n u T
t= i %o - c= 0
@k S @x S
et (Xq;:::;X,) sgnt les coordonnées locales autour dalé nies par I'application exponen-

n

tielle : x = exp( -, XiW;). Si l'on suppose la pairgA; C) observable on peut choisir les
poles deA + LLC de maniére a obtenir un observateur invariant et localement convergent
autour de toute trajectoire permanente associéeta Il sut de prendre :

d
g} = F&u®)+ W (R)LE (% u(t); y(1)) (8.6)
ou E (&; u(t); y(t)) estle vecteurp£ 1 qui correspond aux composantes de I'erreur de sortie
invariante : h(e; Au 1 (U(t))) i % (y(t)) et W(x) = [ W1(X); ::; Wy (X)].

Trajectoires permanentes : Exemples

Les trajectoires permanentes ne coincident par forcément avec les équilibres : par
exemple pour I'exemple de la voiture de la sectioid.], les trajectoires permanentes sont les
cercles et les droites décrites a vitesse constante (angle de braquage et vitesse constants).
En e et puisque A,; 1(u) = (u;uv), une trajectoire est permanente sii et v sont indépen-
dants det. Il y a donc deux sortes de trajectoires permanentes au sens de la dé nition
9 : cercles et droites avec vitesse constante. Il est aisé de construire un observateur de
Luenberger autour de la droite horizontale par exemplev.=0;u=0. On prend

01 0 1 0 1
q R u cosi ijua O uk, X‘ﬂ
a@ﬁ’A = @QusinfA +@ 0 jj ujcA 9!

0 uv 0 i ub iy

et on trouve une approximation de [§) autour de cette trajectoire particuliere.
On consigére maintenant I'exermple de navigation inertielle vu a la secti@i?. Puisqu'on

% al og!? : : : .
aAi(u)= qa(aq+ VE C!I) ag ! une trajectoire de [7.6) est permanente sga! aq !
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etqo(a+ vE ! )og ! sont indépendantes dé. On montre que toute trajectoire permanente
s'écrit :

T
q(t) = exp Et ity
i TOE | THR
V()= gyte (-t+T+exp Et aj Bexp §t a0
ou-,” etj sontdes vecteurs constants d&3, . est un scalaire constant etp quaternion de

norme 1. Ces constantes peuvent étre choisies arbitrairement. La trajectoire permanente
générale s'écrit, a une transformation galiléenne prés, comme un mouvement hélicoidal
uniformément accéléré le long de I'axe de rotation quand 6 O ; et quand , tend vers
inni et - vers0, nous retrouvons le cas dégénré d'un mouvement rectiligne accéléré.
Quand, =0 etj=0 on retrouve le virage stabilisé.

8.3 Observateur invariant et Itre de Kalman étendu

Cette section fait I'objet d'une communication soumise au CDC 2008][

8.3.1 Introduction

Dans cette section on cherche a dé nir les processus stochastiques de bruit et a modi er
les gains du ltre de Kalman étendu de maniere a ce qu'il respecte les symétries. An de
relier la théorie des observateurs au ltre de Kalman, on doit donner une formulation
stochastique du probléme de I'estimation de I'étak. Cela peut étre fait de la maniere
suivante. Considérons donc le probléme qui consiste a estimer le processtisa partir de
I'observation d'un processug/(t). Cela peut étre formulé en termes stochastiques comme
un probléme de ltrage non-linéaire décrit par les équations di érentielles stochastiques :

x=f(Xxt)+ M(xX)w (8.7)
y = h(x) + N(X)v (8.8)
X(tg) = x° (8.9)

Le processus d'état et de sortie vivent sur les variétés de dimensions respectives p. x°
est gaussienyv et v sont des bruits blancs gaussiens indépendants de I'état et de sortie.
Le probleme du Itrage non-linéaire consiste a calculer en temps réel I'espérance condi-
tionnelle de I'état x(t) sachant les observations passéég(s), to < s <t g. Le ltre de
Kalman étendu (EKF) fournit une approximation de l'espérance conditionnnelle décrite
par une nombre ni de statistiques. Elles évoluent selon des équations di érentielles ordi-
naires (a la place d'équations stochastiqgues aux dérivées partielles) et peuvent donc étre
calculées en temps réel. En e et 'EKF est un observateur, et c'est le ltre non-linéaire
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le plus utlisé. SoitA(t) = ZI(&(t)) et C(t) = SY&(t)) (et MM T, NNT les matrices de
covariance du bruit d'état et du bruit d'observation) les équation de I'EKF s'écrivent

So=1@0+ KOy ) (8.10)
K ()= P@A)CT(t)(NNT)i * (8.11)
%p(t) = AQP@)+ POAT()+ MM T (8.12)

i P()CT(t)(NNT) C(t)P(t)

Elles reviennent a construire un Itre de Kalman pour I'approximation linéaire de8.7)-
(8.9)-(8.9) et a I'implémenter sur le modele non-linéaire. Comme |'observateur de Luen-
berger elles ne prennent pas en compte la géométrie spéci que du proble®&)( Quand
le modele admet des symétries, les équations de I'EKF ne respectent pas ces symétries.
On voudrait que ce soit le cas, donc on veut transformer I'EKF (qui est un observateur)
en un observateur invariant. Dans cette section, par souci de simplicité, on considérera le
cas ou la dynamiqud admet n symétries. Sous quelques hypothéses sur la régularité de
l'action de groupe (voir chapitrel6 section sur les groupes de Lie) cela revient au cas ou
X = G et x = f(x;t) est une dynamique invariante a gauche. On verra dans ce cas com-
ment I'on peut dé nir les bruits M (x)dw et N (x)dv de maniére a ce que (i) ils préservent
les symétries (ii) L'EKF dans son ensemble prenne en compte la géométrie du systéme et
préserver les symétries. Notre observateur est donné p&cl7)-(8.19-(8.19-(8.20). Cette
formulation invariante a gauche, donc intrinseque, du ltre de Kalman étendu est nouvelle
a notre connaissance.

L'idée du Itre de Kalman invariant est la suivante. Les bruits dépendent des variables
d'état de telle maniére que les deux méthodes suivantes sont équivalentes :

1. Soit I'observateur non-linéaire 8.1/)-(8.18-(8.19-(8.20); on considére une erreur
d'état entre I'estimée et le vrai systeme sans les bruits bien posée (i.e, formulée de
maniere intrinseque), on calcule sa dérivée temporelle ; on la linéarise ; on ajoute les
bruits d'état et d'observation additifs au systeme linéarisé, on fait un Itre de Kalman
pour ce systeme linéaire; et on en déduit les gails de I'observateur.

2. On considere la dynamique8.19-(8.14)-(8.15 ou le bruit d'état est non-linéaire et
invariant a gauche; on calcule I'équation d'erreur pour l'erreur bien posée; on fait
un lItre de Kalman pour le systéeme linéarisé, et on en déduit le gaiK .

Les Itres de Kalman étendu, Itre de Kalman unscented, et Itre de Kalman d'ensemble
sont des tentatives de prendre en compte les non-linéarités. Il y a eu plusieurs autres
tentatives d'introduire de la géométrie dans le probleme de ltrage non-linéairel(§, 39,
31)). Ici on aborde le probleme du Itrage par le biais des groupes et on fait un ltre
de Kalman pour une dynamique non-lin€aire invariante a gauche sur un groupe de Lie.
On ne montre aucun résultat sur la convergence. On ne s'intéresse qu'a la structure de
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I'observateur. Des résultats partiels sur la convergence de I'EKF peuvent étre trouvés, e.g.,
dans Kg].

Dans la section8.3.2 on montre comment on peut dé nir des bruits qui respectent
I'invariance. Dans la sectiori8.3.3on construit un Itre de Kalman étendu sur un groupe
de Lie. Dans la sectiorB.3.40n applique la théorie & un exemple de37]. Des simulations
sont faites a la sectiorB.3.5

8.3.2 Bruits et symétries

A partir de maintenant on considére la dynamique

%x =f(x;t)+ M(X)w (8.13)
y = h(x) + N(h(x))v (8.14)
X(tg) = x° (8.15)

ou x est un élément d'un groupe de Lie réel de dimensiomoté G, y 2 RP, x° est gaussien,
w et v sont des bruits blancs gaussiens indépendants d'observation et de mesi#égx)
est un morphisme qui dépend de la variable et qui envoie I'espace tangent a I'élément
neutre du groupee sur I'espace tangent erx. N (h(x)) est un opérateur deRP. De plus on
suppose que le modele est tel gdieest une dynamique invariante a gauche :

pour tout g;x 2 G f(Lgx;t) = DLgf (x;t) (8.16)

ou Lg(x) = gx est la multiplication a gauche surG et DL 4 est |'application tangente
induite. On rappelle queD correspond a la di érentiation. Un bon choix pour les matrices
de gain quand on s'intéresse a des applications pratiques n'est pas forcément évident.
Une facon logique (plus respectueuse de la physique du systéme) de dé nir les bruits est
d'utiliser des considérations géométriques relatives a la physique du systéme.

Bruit d'état invariant

Considérons le modéle dynamique déterministe, c'est-a-dire sans brgfiz = f(z;1).
L'invariance a gauche def (8.1€) veut dire que pour toutg 2 G Z = Lg(z) implique
que %Z = f(Z;t). On verraw comme un vecteur aléatoire de l'algébre de Lié de G. De
maniére a ce que les bruits préservent les symétries on supposeraMy&) est dé ni par :

M(x) = DL M (e)

ou M (e) est n'importe quel endomorphisme dé&. Cela implique que pour toutg 2 G,
DL gM (X) = M (Lg4(x)) puisqueDL 4DL « = DL 4. Donc la dynamique B.13 a ectée par
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le bruit blanc est egalement invariante. En e et si I'on noteX = Lg(x) on a

d d
ax = DLgax = DL4(f (x;t) + M (X)w)
f(Lg(x);t) + DLgM (xX)w

=f(X;t)+ M(X)w

ce qui prouve l'invariance de la dynamique8,13. M (e) représente I'amplitude du bruit
guand x est proche dee.

Bruit d'observation invariant

On suppose que l'application de sortié : G 7! RP préserve les symétries au sens ou
elle estG-compatible au sens de la dé nition3. Comme dans les problemes de Itrage
non-linéaire usuels (équation8.8)), on considére que la sortiey est la mesure deh(x)

a ectée par un bruit blanc gaussien (d0 aux imperfections des capteurs). Si la dynamique
est invariante par une certaine transformation (changement de coordonnées etc.) on veut
gue le bruit de mesure préserve cette invariance au sens suivaht (h(x)) est une matrice
qui dépend deh(x) et qui véri e pour tout x;g2 G

N (Ya(h(x))) = D% N(h(x))

ou D¥% est l'application tangente¥%3. Donc la sortieY en X = L4(x) est une fonction de
g, h(x) et du bruit N (h(x))v

Y = h(X)+ N(h(X))v = %(h(x)) + D% N (h(x))v

De plus, on suppose que les di @omorphismé4 sont linéaires comme dans l'exemple
suivant de la section8.3.4 ainsi que dans les exemples que l'on a traités au chapiieet
7. Donc %3(h(x) + N (h(x))v) = %(h(x)) + D% N (h(x))v et

Y = Y4(y)

ou l'on rappelle queY est la sortie enX = L4(x). Cela veut dire que le bruit de mesure
est tel que l'application de sortie ne détruit pas les symétries, au sens ou méme a ectée
d'un bruit elle reste compatible avec I'action du groupe vidsj.

8.3.3 Filtre de Kalman étendu invariant a gauche
On considére la dynamique8.139-(8.14-(8.15. Soit

A(t): G3»7! [»f(e;1)]2G C = Dh(e)
N = N(h(e)) M = M(e)
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ou [, ]est le crochet de Lie associé a l'algebre de IGe Soit I'observateur

%k =f(&xt)+ DLkK(t)il/ii 1Y) i Y 1(h(k))¢ (8.17)

K(t)= P{)CT(t)(NNT)I ! (8.18)

%P(t) = A@QP(t)+ POAT()+ MM T (8.19)
i P(OCT()(NNT) *C(t)P(t)

P(0) = P° (8.20)

C'est une généralisation de Itre de Kalman étendu pour8.19-(8.14-(8.15, quand les
bruits d'état et de mesure sont choisis comme on l'a expliqué a la sectiBr8.2 De plus

il présente les mémes symétries que le systengel@®-(8.14)-(8.15), i.e, il est invariant a
gauche. Contrairement a I'EKF usueK (t) dépend det mais ne dépend pas de I'estimation
R(t) ! Cela rappelle le Itre de Kalman classique pour une systéme linéaire instationnaire.
La structure de l'observateur est celle de I'observateur invariant sur un groupe de Lie du
chapitre 6.

L'observateur préserve les symeétries

Nous allons prouver que I'observateur est invariant par multiplication a gauche comme
on l'a fait au chapitre 6. En e et on considére maintenant 8.17). Pour tout g2 G si I'on
prendLy(x) = gx= X etY = Y4(y) on a

| ¢
DL of (&) + DL gDL¢K (1) % :(y) i % :(n(R)

i ¢
f 9% 1)+ DL e (1) Yo (40 | Yoy (N(GH)
= £ (Rit) + DLyK (1) %, 1(Y) i % 2(h(X)

d
a)’é

puisque
DL g f (%:t) = f (O t)
Tgr)i 1T i1
h(g) = ¥3h(®)

L'observateur est un Itre de Kalman étendu invariant a gauche

L'idée du Itre de Kalman invariant est de linéariser les équationsg.13-(8.14 autour
de la trajectoire *(t), puis de construire un Itre de Kalman pour le modele linéarisé et de
I'implémenter sur le modele non-linéaire. On peut alors dire qu@ est une approximation
deE((%i x)(%i x)7).
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L'idée de I'EKF invariant a gauche pour une dynamique invariante a gauche est de
calculer la dérivée temporelle de I'erreur d'état invariante, de linéariser cette équation et
de construire un Itre de Kalman pour I'équation d'erreur linéaire, et de l'implémenter
sur le modeéle non-linéaire. Quand I'EKF consiste a implémenter les gains linéaires sur le
modele non-linéaire, 'EKF invariant donne une maniere géométrique d'adapter ces gains
linéaires au modeéle non-linéaire.

Erreur d'état invariante

Considérons l'erreur d'état invariante” = xi' '®. Quand l'observateur est dé ni par
(8.19)-(8.19-(8.19-(8.20, grace a 6.16 on a l'équation d'erreur suivante

d,

dt = DL-f (e t). DR (f (e;t) + M (e)w)

+DL-K'h("1 Y+ N(h(" I Y)v h(e) (8.21)

Un fait remarquable est que I'équation d'erreur non-linéaire ne dépend que des bruits
et v, du tempst et de” . Elle est donc indépendante de la trajectoire et ne dépend que des
positions relatives deR et x. On béné cie en e et directement des résultats du chapitr®.

Equation d'erreur linéarisée

On veut faire un Itre de Kalman pour l'erreur linéarisée. Pour une erreur petite (
proche dee), on peut poser’ = exp(2») ou » est un élément de l'algébre de LIGet22 R
est petit. Jusqu'aux termes d'ordre2 en 2, on a |'équation d'erreur linéarisée suivante sur
G

Co=Dif(e); (14 + re)M
L1+ 1)K (1d i do)N(h(@)vi Dh(e)» (8.22)

ou ld est l'opérateur identité, |, r et d sont les applications tangentes induites pddL , DR
et D% 1 1(») = LDL exp(sr): 1(») = SDRexp(sr) €t d(») = £DVaup(s». Une telle équation
di érentielle stochastique s'appelle une équation multiplicative. Un traitement heuristique
des équations di érentielles stochastiques multiplicatives peut étre trouve dars3. Nous
nous en inspirons fortement pour justi er les assertions suivantes. Le détail des calculs est
donné au paragraphe suivant. Soi® un parameétre qui représente I'amplitude des bruits.
Approximer I'équation d'erreur par I'équation suivante 8.23 revient a faire une erreur
d'ordre ® quand on calcule la dynamique de I'espérance de l'errenret également la
dynamique de la covariance de. Par conséquent : si I'observateur poui8,23) est robuste,
I'espérance de» (qui vérie (18.22) tendra aussi vers 0 quand ! 1 . L'erreur sur la
matrice de covariance quand on fait cette approximation est d'ordr@?’. Donc la solution
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de (8.29) fournit une approximation de (8.22). On approxime I'équation d'erreur linéarisée
maintenant par :

%» =[»;f(e;)]i M(elw+ K (N(h(e))vi Dh(e)») (8.23)
avecA;C;M et N dé nies au début de la section, les approximations s'écrivent

d

&»Z(Ai KC)»j Mw + KNv (8.24)
et on retrouve I'équation d'erreur usuelle pour un ltre de Kalman linéaire. Un ltre de
Kalman pour le modele linéaire est donné par les équatiori®.24) et (8.19-(8.19-(8.20
ou P est la matrice de covariance intrinseéqu@ (t) = E(»»") de l'erreur linéarisée. Donc
(8.19-(8.19-(8.19-(8.20 peut étre vu comme un lItre de Kalman étendu invariant a
gauche.

Justi cations des approximations précédentes

On considére I'équation di érentielle stochastique (EDS)8.22) qui peut étre ré-écrite

&= at)+ BLO) + @a(t)> (8.25)

ou ap(t) est une fonction non stochastique du temps L(t) et a;(t) sont des fonctions
linéaires des bruits blancsv(t) et v(t), et ® est un parametre qui mesure |'amplitude des
bruits. En s'inspirant de [52], on prouve de maniére semi-rigoureuse en employant des
arguments heuristiqgues qued,25) peut étre approximée a l'ordre®? par 'EDS (8.23 qui
s'écrit aussi

So= at)+ oLO) (8.26)
dans le sens ou l'espérance et la covariance des solutions véri ent les mémes équations
di érentielles a des termes pres du second ordre & Supposons que est de dimension 1.

La méme méthode peut étre appliquée quand la dimensionxdest plus del en utilisant une
matrice Ao(t) a la place deay(t) et le propagateur” déterminé par I'équation matricielle
Y(t) = Ao(t)Y (t); Y(0) =1. Puisquea; et L sont des fonctions linéaires des bruits blancs
on suppose qu'on a

E(au(t)) = E(L(1)) =0

et

E(au(t)a:(t9) ' E(L(H)L(tY) " Kk(t;t9
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aveck(t;t9) = Ht i t9. Pour ne pas sous-estimer la corrélation entr@ et L on suppose
gu'elle est maX|ma|eE(a1(t|)g_(t‘b) k(t;t9. L'équation (8.25 peut étre résolue explicite-
ment : Prenonsx»(t) = exp( , ao(c)d(,)v(t) On a

gv = a(t)v + ®LYt)

dt
Rt
avecLqt) =exp(i ,a)L(t). Ona
Z t Z t Z t
V() = voexp( ®a)+ ® [exp( ®a(s)ds)]LY¢)de
0 0 é

PN Rt Z N
Mais a l'ordre ®?, exp( o ®a) est égal a
Z t Z t Z 11

1+® dtay(ty)+ &  dty dtyas (t1)as(to)
0 0 0

Rt g,

dont I'espérance esiL+0+ ®2 dtl 01 dtE(ai(ty)as(tn)), i.e, E(exp( ®a1)) =1+

Donc E(v(t)) peut étre apprOX|mee a l'ordre®? par
Z, Z, zZ,
Evo)(L+ @) + & expia)de
Mais, cependant, ce terme est la solution a I'ordr@”? de I'équation déterministe
d 2
GiEv®) = ®(E(v(t) +exp(i &)

0

pourt ¢ ® ! Par conséquent
CEC) = (aolt) + FIEG) + @

Les calculs s'appliquaient a un intervallet t ¢ ® ®. Mais la méme méthode s'applique a
l'intervalle suivant ¢ t. Cette équation est en fait correcte pour tout tempg (voir [52]).
Soit 3 une solution 8.26). On a

d 3) = 3
LEC) = a(DEC)

E(») et E(®) sont des solutions de la méme équation di érentielle stochastique a des termes
prés d'ordre®. Des calculs analogues montrent que la covarianE€»?) de la solution de
(8.25 et la covarianceE(32?) de la solution de B.26) véri ent des équations di érentielles
(qui sont les équations suivantes8,27) et (8.28) dont les coe cients di érent par des
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termes d'ordre®”. Si le bruit est typiquement de10%les coe cients des équations di érent
de 1%. Mais I'on rappelle que I'équation 8.25) est d'ores et déja une approximation puisque
que c'est I'équation d'erreur linéarisée ou I'on a négligé les termes lewk?.

NB : La méthode employée dans cette section est une méthode heuristique dérivée de la
physique. L'équation 8.25 est I'équation de Langevin lorsqu'on rajoute une stochasticité
interne. Il est possible d'aboutir aux mémes conclusions en utilisant le formalisme rigoureux
du calcul stochastique. La formalisation des calculs précédents provient d'une discussion
avec Tony Lelievre du CERMICS. Calculons rigoureusement les équations véri ées par les
covariances par exemple, et montrons qu'elles ne di érent que par des termes d'or@re
PrenonsL(t) = a;(t) = dW; avec W; processus de Wiener ou mouvement Brownien et
donc dW; bruit blanc. L'équation (8.25) s'écrit alors avec le formalisme usuel

dX = apXdt + @1 + X )dW,

La formule d'ltd dit que d(X 2) = 2X (apX )dt+2®X (1+ X )dW, + ®?*(1+ X )?2dt. Il faut inté-

grer cette derniére équation en temps. Le terme central du second membre est d'espérance
nulle car I'espérance d'une intégrale stochastique d'lto est nulle car c'est une martingale.
Et donc

%E(X 2) = 2agE(X?) + @1+ 2E(X) + E(X?)] (8.27)

L'équation (8.26) estdY = agY dt+ ®dW,. Et on a donc %E(Y) = agE(Y). On a aussi
d(Y?) = 2agY2dt + 2®Y:dW + ®?dt. Et donc

%E(Yz) = 2aE(Y?) + @ (8.28)

8.3.4 Exemple

A n de donner une illustration on va considérer un exemple pédagogique emprunté
au domaine de la navigation inertielle qui est une version simpli ée du probléme vu au
chapitre [7. Nous allons montrer comment dé nir les processus de bruit, et construire un
EKF qui préserve la géométrie du probleme.

Un probleme simple d'estimation d'attitude

Les équations de la cinématique pour un solide s'écrivent a l'aidre des quaternidhs
(voir annexe B)

%q: %qcx! + qeMw (8.29)

ou
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g 2 H est le quaternion de norme 1 qui représente la rotation qui envoie le repere

terrestre sur le repéere du solide.

I (t) est la vitesse de rotation instantanée mesurée par les gyroscopes.

M est une matrice3 £ 3 constante etw est un bruit gaussien deR3.

a est la multiplication quaternionique.
Les mesures sont la vitesse angulaire instantankét), ainsi que le champ magnétique et
I'accélération spéci que. On suppose que les deux derniéres mesures (issues des magnéto-
metres et accélérometres) sont combinées de maniere a fournir une estimation algébrique
de l'attitude g. Cette approximation est valide quand l'accélération du solide est petite
comparée a l'attraction terrestre (10m:si 2), comme c'est expliqué dans3[7] qui considére
la méme dynamique 8.29 avec la méme sortie mais sans bruit{ = N = 0). Par consé-
guent, contrairement a I'exemple traité au chapitre/ le modele qu'on considére n'est pas
correct quand l'accélération du solide est nulle. On considére que le bruit d'étqe Mw
correspond a l'erreur que I'on fait avec cette approximation. La sortie est

g =g+ gaNv

ou v est un bruit gaussien standardR® qui correspond aux imperfections de capteurs, et
N est une matrice3£ 3 reelle.

Symeétries

Les équations de la cinématiqueB(29 sont indépendantes du choix du repére terrestre
(notamment). Il n'y a pas de raison que le bruit d'état et le bruit de mesure dépendent de
ces coordonnées non plus. lls ont été choisis de maniére a respecter ces invariances. Sinon,
le bruit d'état en particulier n'a aucun sens physique, et dépend méme du choix d'écrire
les rotations avec des quaternions plutot qu'avec des matrices. On veut faire un Itre de
Kalman étendu invariant a gauche pour ce probléme, i.e, qui ne dépende pas du choix du
repere terrestre et donc préserve les symétries, ce qui est une propriété intrinseque.

Véri ons que la dynamique est une dynamique invariante a gauche sur un groupe de
Lie. Le sous-groupe des quaternions de normeest un groupe de Lie. Soitr n'importe
guel quaternion de normel. Soit Q = r @ g. Les équations pouiQ sont inchangées

% = %roqn! +roqu|\/|w
= %Qn! +QQ|\/|W
De plus la sortie est compatible puisque
Qy=ruag =ra(q+ gaNv)= Q+ QuNv

La dynamique et la sortie correspondent bien aux équation8.039-(8.14) quand on choisit
les bruits comme a la sectio/8.3.2
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Interprétation physique

Le bruit d'état préserve le fait queq est un quaternion de normel et donc représente
bien une rotation. L'équation stochastique usuelle appliquée a lI'exemple s'écrir%ﬁq =
%qa! + Mw et ne préserve pas le fait qug est une rotation, et n'a donc pas de sens.

De toute fagon le bruit d'état est censé modéliser les incertitudes du modéle mais ici le
modele est une équation cinématique, on lui fait donc con ance. Il est bien plus sensé de
ne pas faire con ance d .

Un ltre de Kalman étendu invariant a gauche

Au lieu de considérer l'erreur d'état linéairejj qon considére l'erreur d'état invariante
~ = g g (voir section8.3.9. ~ correspond a la rotation qui envoie le repére attaché au
vrai solide sur celui attaché au solide estimé, et est donc totalement indépendant du choix
du repere terrestre. P(0) est une matrice dé nie positive qui est la covariance initiale de
l'erreur E("" 7). Le commutateurp 7! %(po! (t) i ! (t) @p) est une fonction linéaire du
quaternion p noté A(t). Soit I'observateur suivant (correspondant a8.17) -(18.18-(8.19)) :

d._ 1 -

0= 548! +uEK O tag i 1)
— Tyil

OIK(t)— P()(NN ) (8.30)

GPO= AOP®)+ PMAT(H)+ MM

i P((NNT) P(1)
Le gain P(t) est calculé de sorte que l'approximation linéaire de l'erreur vérie les

éguations linéaires de Kalman. En e et I'erreur d'estimation suit I'équation di érentielle
suivante (correspondant a/8.21)) :

d 1
= Z(C ol il a’); g
+ oK(t 1+ 71 taNy)
puisquedq = j g lodqaqgl=j! aqglet§ lag="11 Supposons qud est proche

degetsoit” =1+ =" avecz” un petit quaternion dont la premiére coordonnée vaud ,i.e
+” est un vecteur tangent en l'unité au groupe des quaternions de norrheOn a jusqu'au
termes du second ordre ett’

d . , ,
&i =A(t) | Mwj Mwzozt

i £ aKNv + KNv | K&’



8.3. OBSERVATEUR INVARIANT ET FILTRE DE KALMAN ETENDU 107

Et si I'on suppose que les bruitddw et Nv sont su samment petits pour que Mw a+”
et +" o KNv soient considérés comme des termes du second ordre". Si les bruits sont
trop grands, il n'y a aucune de raison que l'erreutr reste petite au cours du temps, et
la méthode du Itre de Kalman étendu n'a plus de sens. L'approximation linéaire de de
I'erreur devient (correspondant a8.23) :

d . , ,

ai = A(t)x"j K& j Mw + KNv
Le Itre (18.30 est un observateur invariant a gauche tel que les gains correspondent a un
ltre de Kalman pour I'approximation linéaire de l'erreur. Il est intéressant de remarquer
que§(t) (voir chapitre [6) et donc la convergence (et le réglage des gains, donc des matrices
M et N) ne dépendent plus de la trajectoire bien que la dynamique soit non-linéaire.

8.3.5 Simulations

Pour avoir des valeurs réalistes de et g, on reprend les simulations de la section?2. Le
centre de masse du drone décrit un cercle de rayon 5 métres et s'arréte. Des signaux haute
fréquence et des biais sont ajoutés aux signaux correspondant aux trajectoires régulieres
du drone! (t) et q(t). On prendq,(t) = q(t) @ (1+ :2 %) et! (t)+ :5 ¥, ou les% sont des
vecteurs aléatoires ddR® d'espérance0 et de variancel. L'amplitude du bruit est 20%de
la valeur maximale des variables.

Les conditions initiales sont telles que l'orientation initiale estimée di ere de la vraie
orientation d'un angle ¥3. Cela s'écrit grace aux quaternions :

q(0) = [1,;0;0; 0]
(0) = [cos(¥4b); sin(1/4:6):p 3);
i sin$)= (3);sins6)= (3)]

On prend les matrices de bruit :M = 0:5al; et N =0:2elz et P(0) = 0:1al; (par
exemple) oul ; est la matrice identité 3£ 3. Les mesures et le comportement diget de g
sont représentés par les gure8.1and8.2.

8.3.6 Conclusion

L'EKF invariant a deux avantages pratiques : une maniére systématique de propager
les matrices de bruit qu'on ne choisit qu'une fois autour d'un point, et donc de faire le
réglage des gains; et I'équation d'erreur (donc le placement des péles) ne dépend pas de
la trajectoire x(t) mais seulement des positions relatives de et ® et du tempst via
I'entrée ! (t), bien que la dynamique soit non-linéaire. Ainsi, si les gains sont bien réglés
autour d'une trajectoire particuliere correspondant a I'entréd! (t);t , Og, ils sont réglés
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Fig. 8.1 Signaux mesurés : attitudeg, et vitesse angulaire! dans le repere attaché au
solide .

autour de toute trajectoire correspondant a cette entrée, quelque soit la condition initiale
(puisque I'équation d'erreur est identique). On peut également traiter, avec la méthode
gue l'on vient de développer, le cas général (vai.2) d'une dynamique sur une variété de
dimensionn sous l'action d'un groupe de Lie de dimension quandr < n . Dans ce cas
on dé nit I'erreur d'état comme a la section6.2.6 et I'on fait un Itre de Kalman étendu
invariant comme on l'a fait dans ce paragraphe.
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Fig. 8.2 attitude (trait plein) attitude estimée ¢ (tirets); erreur d'estimation Eq =
kg 1gi 1k avec I' EKF invariant (18.30).
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Fig. 8.3 attitude (trait plein) attitude estimée ¢ (tirets); erreur d'estimation Eq =
kg 1gi 1k avec I' EKF invariant (18.30). La seule di érence avec la gure8.2 est que la
condition initiale est di érente g(0) = [0:5; 0:5; 0:5; 0:5], parcontre ~ (0) est identique. On
voit que l'erreur Eq a le méme comportement malgré une trajectoire di érente.



Chapitre 9

Observateurs invariants en temps
discret

Dans ce chapitre on considére le cas des systemes en temps discret de la fdtnest(
un indice entier)

Xirr = F (X Uk); Yk = h(Xk; Uk)
et I'on reprend les notions de base de la théorie développée au chap@ineour ce type de
systeme. Les systémes obtenus par discrétisation exacte en temps des exemples considérés

au chapitre 7 font partie de ce type de systeme. En e et, pour Xxer les idées, on peut
penser a la version discrétisée de I'exemple de la voiture non-holonome

. Sk ;
Xk+1 = Xk + Sk COSH;  Yis1 = Yk + SkSINP; et = e+ I_tanAk

avec comme controle, = uxtet A.. Les sorties son{xy; yx). Mais nous ne traiterons pas
I'exemple. Ce chapitre consiste juste en une reprise du chapiepour les systemes dis-
crets. Les dé nitions de l'invariance pour les systemes et les observateurs sont analogues.
Les résultats sur I'équation d'erreur sont les mémes. Par contre la construction et la ca-
ractérisation des observateurs invariants présentées a la sect@ prennent une forme

di érente.

9.1 Systemes invariants, sorties compatibles et observa-
teurs invariants

Soit le systeme discret

f (Xi; Uk) (9.1)
h(Xi; uk) (9.2)

Xk+1
Yk

111
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ou x appartient a I'ouvert X %2 R", u a un ouvertU ¥2R™ ety a un ouvertY “2RP, p- n.
On suppose les signaudy, Y« connus (i, est I'entrée du canal ety la sortie par exemple
en traitement du signal). On considére le groupe de transformations dé ni par

i - ¢
(X U)= " 400 Ag(u) ; 9.3)

avec' 4 et Ay di éomorphimes locaux paramétrés paig élément deG groupe de Lie de
dimensionr. ' 4 agit sur X et Ay sur U.

' - ¢
Dé nition 10. Le systemexg+1 = f (Xk;Ux) est G-invariant si gl g(Xi); Ag(ux) =
" g(f (Xi; Uk)) pour tous g; Xi; Uk.

On peut également écrireX 41 = f (Xk; Uy), i.e., le systéme demeure inchangé par la
transformation (9.3).

Dé nition 11. La sortie yx = h(Xy; uk) est G-cgmpatible s'il existe un groupe de trans-
formation (%)gc surY tel queh ' ¢(Xk); Ag(Uk) = % h(Xk;ux) pour tout g; X; Uk.

- ¢
Avec (Xi; Ux) = Y g(Xk); Ag(uyk) et Yy = %(y«), la sortie s'écrit Y, = h(Xy; Ux).

Dé nition 12 (pre-observateur) Le systemeRc.1 = F(§«; Uk; Vi) est un pré-observateur
de (9.7)-(9.2) si pour tout Xi;ux on aF Xg; ug; h(Xg; uk) = f (Xgk; Uk).

Dé nition 13. Le pré-observateur®q.1 = F(Rk;Uk;Yk) est G-invariant si pour tout
0;Rk; Uk; Yk, i N ¢
F ' g(Re) Ag(uk); %(Yk) =" o(F (Ri; Uk: Vi)

Cela s'écrit égalemently.; = F(Xi; U Yi), avec Xiar = ' g(Xea1 )y Xk = g(Xi),
Uk = Ag(uk) et Yy = %(yx). On dit que c'est un observateur invariant si I'on a de plus
R ! Xgquandk!1 . On aurait pu également appeler un pré-observateur" un candidat
pour un observateur invariant".

9.2 Construction et caractérisation des observateurs in-
variants discrets

La construction des observateurs invariants repose sur la méthode du repére mobile
développée au paragraph6.2.3

Dé nition 14. L'application réguliére (R«; Ux; Vi) 7! E(Rk; Uk; Yx) 2 RP est uneerreur de
sortie invariante si

L'?pplication y 7! E(Ri; U y) estinversible pour toutRy; ux

Eikk; Uk, hgkk; ug) =0 @our tout Ry; uk

E ' g(Ra)i Ag(Uk); %(Yk) = E(Rk; Uk; Yk) pour tout g;Ry; U; Yk
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Cette dé nition coincide avec la dé nition 8 et I'existence d'erreur de sortie invariante
est assurée par le théoreni® Le théoreme suivant est une caractérisation des observateurs
invariants discrets et indigue comment on les construit avec la méthode du repére mobile.

Théoréme 7. Soit un systeme discretG-invariant Xx+; = f (Xx;Ux) 2 X avec une sortie

G-compatibley, = h(xg;uk). Soit r - n la dimension du groupe G. Supposons que pour
tout x, I'application g 7! ' 4(x) est de rang plein. Alors&y.1 = F(Rk; Uk;Yk) €st un pre-

observateurG-invariant si et seulement si

L ¢
F(Ric Ui = ' 14 L(E (R Ui Yi)i 1 (Ri Uk)

ou E est une erreur de sortie invariante] un ensemble complet d'invariants fondamentaux
des variablesRy et uy et L une fonction réguliére qui véri e pour tout Ry; Uk,

i ¢ ¢
L Ol (RisUk) =" oz f(Ri Uk)

Démonstration. Si l'application ° est le repere mobile, la fonction -, ) (F (§«; Uk; Yk)) est
un invariant des variables(%x; ux; yx) et s'écrit doncL E (Rk; Uk; Yk); ! (R«; Ux) OUE estune
erreur de sortie invariante,] un ensemble complet d'invariants fondamentaux des variables
R« et ug et L une fonction réguliere. O

9.3 Erreur d'état invariante et convergence
On dé nit I'erreur de sortie invariante comme au chapitre6

(X R) T e R T e ) (Xk)

avec® dé ni par (/6.8). Sous les hypothese du théoréméon voit que les erreurs de sortie
invariantes sont toutes de la forme :

i ¢
Foo(Xi;u);” (X Re)

avec| (xx; ux) ensemble complet d'invariants fondamentaux de l'action du group@ sur
X E£U. Eneet ' -q,)(xk) estinvariant et peut donc s'écrire comme fonction dé, et

I (Xk;Uk); " = (x)(Rk) est un ensemble complet d@n + m i r invariants de Ry; Xy et Uy.
Un résultat remarquable est que la dynamique d'erreur ne dépend de la trajectoire qu'a
travers les invariants| :

Lemme 3. Sous les hypotheses du théroreirida dynamique de I'erreur invariante” (%; X) =
"o (R) i " ex(x) déepend seulement de et des invariants scalaires de et u :

Tkt T Risn s X)) =70 T Rio X (X u)) =7 T (X Uk))

ou " est une fonction réguliere de ses arguments.
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Démonstration. Soit ¥la fonction dé nie par
T(Rier Xue) = 7 (F Ri Ui Yi)s £ (X Uk)) = AR X Uik)

Elle est invariante : %' 4(X);" g(Xk); Ag(Uk)) = ¥4X«;Xk;Ux). C'est donc une fonction
invariante de (" (R; Xk); Xk; Ux) et donc c'est une fonction de (" (Rx; Xk); | (Xk; ux)). O

L'analyse de la dynamique de I'erreur invariante peut étre un guide utile pour le design
des gains de I'observateurs, comme cela a pu étre le cas en temps continu au chelbgtey.
Par exemple pour I'exemple de la voiture en formulation discréte mentionné en introduction
de ce chapitre, le lemmé3 nous dit que la dynamique d'erreur est indépendante de la
trajectoire xi, et ne dépend que desy; vy et de I'erreur elle-méme.



Troisieme partie

Extensions

115






117

La théorie a été développée dans le cadre ou I'on a un systéme avec un espace d'état de
dimensionn, un espace des entrées de dimension et un groupe de symétries engendrées
par des actions locales, avet- n parametres. Le caractére local n'a pas été un probleme
pour traiter les exemples car les formules de la physique que nous avons manipulées étaient
analytiques, et 'action du groupe globalement dé nie en fait. De nombreux problémes de
la physique présentent des symétries mais ne rentrent pas dans ce cadre. Nous pensons que
la théorie précédente peut étre un guide utile pour aborder d'autres types de problemes.
Dans cette partie, nous allons envisager quatre exemples empruntés a quatre domaines
divers, pour lesquels notamment (et dans le désordre) la dimension du groupe est plus
grande quen, le groupe est de dimension in nie, le groupe est de dimension nie mais
I'état de dimension in nie.

Tout d'abord, on remarque que quand l'état est de dimension, les paramétres de
dimensionm, et le groupe de dimensiom avecn <r - n+ m, on peut appliquer sans
di culté la théorie développée a la partie précédente en utilisanti dans la normalisation.

On a écrit comme équation de normalisatioh4(x) = c ou c est une constante arbitraire de
dimensionn dans lI'image de la famille des 4. La solution est le repere mobilg = °(x).
Dans le casotn<r - n+ m on peut écrire comme équation de normalisation

(' o(x);Ag(u) = €

ou c® est une constante de dimension + m. Le repére mobile est alors une application
g = °(x;u) qui dépend également des entrées On applique ensuite la théorie. Les champs
invariants w(x; u) 2 T M, s'écrivent alors comme des fonctions deet de u. L'erreur d'état
invariante “ (%; x; u) dépend également de. L'identi cation des paramétres d'un systeme
guantique a deux états traité dans le chapitre suivant est une illustration de ce cas : I'état
est un vecteur sur la sphére de Block? et les entréesu regroupent I'amplitude complexe
d'un laser en quasi-resonance avec la fréquence de transition et les matrices de Pauli qui
sont alors vues comme des parameétres connus. Le groupe de transformatiorsSés) : il
est donc de dimensior8, alors que I'état (pour étre précis la réduction de l'espace d'état a
sa composante selon laquelle I'action du groupe est bon triviale) est de dimensiet u
de dimension2 + 3 =5 (2 pour I'amplitude du laser et3 pour celle des matrices de Pauli
gui sont connues a une transformation d8U(2) prés). Ceci dit, I'nypothése basique que
nous avons utilisé dans la théorie comme quoi les di @ormophismgs;)4.c correspondant
a l'action sur l'espace d'état sont de rang plein ne peut étre véri ée. Ici on procédera un
peu di éremment bien quen <n + m et on dé nira un observateur globalement dé ni en
suivant la méthode de construction usuelle, sans béné cier directement des résultats liés a
I'hnypothése de rang plein. Le probleme peut étre ramené a trouver les champs invariants
et les invariants scalaires de I'action transitive de SO(3) s’

Au chapitre 11, nous allons nous intéresser a des équations aux dérivées partielles. La
construction d'observateurs pour des EDP est également appelée méthode du nudging",
et nous allons nous intéresser plus particuliérement aux équations de Saint-Venant dans
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le cadre du modéle Shallow Water. La version d29] du modele des eaux peu profondes
(Shallow Water) est trés utilisée en océanographie pour l'assimilation de données altimé-
triques de la surface océanique et provenant de satellites pour I'estimation des courants
marins en profondeur. Il s'agit d'équations aux dérivées partielles qui ne dépendent pas du
choix que I'on fait du repére pour les écrire (origine et orientation). Du coup la formulation
des propriétés d'invariances prend une forme di érente, puisque I'état est constitué de fonc-
tions des coordonnées d'espace, et est donc de dimension in nie, et l'invariance consiste
en des opérations sur les coordonnées d'espace. Nous allons exprimer l'invariance, et don-
ner la forme des observateurs invariants, en recherchant tous les termes de correction qui
préservent l'invariance par rotation-translation. On établit la convergence de I'observateur
pour le cas simple des équations de Saint-Venant linéarisées.

Au chapitre 12, on reprend I'exemple de navigation inertielle du chapitr@ lorsqu'on
utilise des caméras CCD pour estimer la vitesse. On ne considere pas le probléme de la
navigation inertielle dans sa globalité mais on s'interroge sur la possibilité d'écrire un ob-
servateur qui donnerait une estimation de la vitesse d'un objet volant a partir de videos
de I'environnement considéré comme xe, et Imé depuis I'objet volant. On écrit un aussi
un observateur invariant par rotation pour recaler les biais des gyroscopes quand l'envi-
ronnement est lointain.

Finalement, au chapitre13 on reprendra le probléme posé dan8][ Les auteurs ont
construit un observateur intrinséque pour estimer la vitesse des systéemes mécaniques la-
grangiens dont on mesure toutes les positions. On cherche a faire un observateur intrinséque
di érent de celui introduit pas les auteurs pour ce probleme, qui est du type observateur
réduit. Nous montrons alors que, contrairement au cas de I'observateur intrinseque com-
plet proposé dans/3], le fait d'avoir une courbure négative renforce la stabilité de cet
observateur réduit.



Chapitre 10

ldenti cation de parametres pour un
systeme quantigue

Ce chapitre a été complété et a fait I'objet d'une soumission pour publicatiofd]. Dans
ce chapitre on s'intéresse a un systeme quantique dont on cherche a identi er certains pa-
rametres. Schématiquement, on éclaire le systeme avec un laser sonde dont la fréquence est
proche de la fréquence de transition entre I'état fondamental et un état excité trés instable.
Cela entraine pour une partie de la population ainsi éclairée une transition vers I'état ex-
cité suivie rapidement d'une descente vers I'état fondamental avec emission spontanée de
photons. On mesure le nombre de photons ainsi émis qui est directement proportionnel
a la population de I'état fondamental. Par ailleurs on dispose d'un autre laser dont la
fréquence est proche sans étre pour autant exactement identique a celle d'une transition
vers un autre état excité mais de durée de vie beaucoup plus longue. Ainsi la dynamique
entre I'état fondamental et ce second état excité obéit a une équation de Schrddinger (en
premiére approximation car le dispositif de mesure décrit ci-dessus entraine une intrication
avec lI'environnement). On suppose a ce niveau que certains parametres caractéristiques
sont mal connus :¢ la di erence entre la fréquence du second laser et celle de cette tran-
sition atomique ;! le moment di-polaire qui caractérise le couplage entre ce systeme a
deux niveaux et le second laser. Le but est d'identie¢ et & partir de la mesure de la
population de I'état fondamental, mesure obtenue grace au premier laser sonde et au photo-
détecteur. D'un point de vue pratique on peut voir le systeme physique considéré comme
un ensemble de systémes indentiquement préparés, comme un gaz monoatomique dilué,
qui présente l'avantage de n'étre constitué que de particules identiques et inter-agissant
tres faiblement. Schématiqguement, I'expérience de base sous-jacente ne prend pas beau-
coup plus de place en surface qu'un bureau. Le gaz est enfermé dans un tube transparent
et éclairé par les deux lasers. On utilise pour la mesure un photo-détecteur ou plutdt une
photo-diode dans l'alignement du laser sonde qui mesure I'absorption (proportionnelle au
nombre d'atomes dans I'état fondamental) par le gaz de la lumiere issue du laser.

On propose dans ce chapitre un observateur asymptotique qui estime en méme temps la

119



120 CHAPITRE 10. SYSTEME QUANTIQUE

fonction d'onde (la matrice densité en fait) et les deux parametrds et 1 . Nous proposons

ici une extension de l'observateur décrit dan# g ou seul* était estimé et nous montrons le

role important joué par les symétries (invariance des équations par rapport au changement
de repére décrit par un élément d&J(2), en particulier de SU(2)). On trouvera dans (]

un excellent cours de base de mécanique quantique ou les notions physiques utiles a ce
chapitre sont exposées (voir auss2§] pour un cours plus avance).

10.1 Dynamique et invariances

10.1.1 Dynamique

L'équation de Schrddinger pour le systeme s'écrit :

Ea— u¢_?/+£?/ﬂa- a— p.alﬂZCZ
dt - 2 4 2 4% ’ - a2

ou l'on note My 111 M, 'iﬂ My O‘ﬂ
3/, = . 3/, = I . 3/, =
BT 100 N i o0 %7 i1

les matrices de Pauli, ot est la di érence entre la fréquence de transition atomique de
I'état fondamental a I'état excité et la fréquence du lasef > 0 est le moment dipolaire
et u 2 R est l'amplitude lentement variable du laser. On a les formules utile¥ = 1;
%% = {¥% (avec permutations circulaires). La sortie est la di érence de population

y:<3/4za;a >:ja1j2ij a2j2:2ja1j2i 1

carj? 1j2+ j& »j> = 1 (conservation de la probabilité¢). Pour une justi cation (dans le cadre
des perturbations singulieres) de ce modéle avec la loi de sortie (hypothése de mesure
faible) nous renvoyons a42).

Il est pratique d'écrire le systéme dans le langage de la matrices densité. Si I'on note
la matrice complexeYz= 3 Y associée au projecteur sur I'état , on a notamment les
propriétésTr(*A=2 Ja  +2 Ja, =] et =3 Y& Y=150na

d

¢ ut >
= i f 34 3,1
el i { St S WY

y=Tr(¥%%

ou [,] est le commutateur. On suppose ici que l'amplitude du laser varie lentement
devant la pulsation de Rabijulj : juj << juljjuj. On suppose aussi que les fréquences
de transition atomique et du laser sont proches, c'est-a-dire a une distance inférieure a la
largeur atomique (sinon le systeme ne réagit pas et I'approximation résonnante sur laquelle
repose la dynamique précédente n'est plus valable), on a dgs#g << jujt.

(10.1)
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10.1.2 Invariances

Le systéme est invariant sous l'action de SU(2) (qui est isomorphe au groupe des qua-
ternions de norme 1 que l'on a notéH; au chapitre [7). Soit U 2 SU(2), l'action de
groupe s'ecrit sur l'état$ = U¥U, et sur les paramétres’, = U%UY, 3, = U%UY,

3, = U%UY. On remarque que cette invariance correspond a l'invariance par changement
de base? 7! U2 sur la fonction d'onde. La dynamique s'écrit de la méme facon a l'aide
des nouvelles variables
1

88 =i (5% D8]
y=Tr(:$)

et 3y, 3y, 3, sont des matrices de Pauli car elles obeissent aux mémes relations de commu-
tations. Le systeme est donc invariant sous l'action de SU(2) selon la dé nitidh Mais ici
I'état est représenté par/zet les entrées sont associées a I'amplitude du laseet aussi les
matrices de Pauli qui sont des parametres constants.

10.2 Un observateur invariant

On choisit comme observateur pour le systéme étendu (avec les parametres)

%%z i { %%+ %3/4(;% (10.2)

KATE (W 1Y) (e %6 2T (94799 (103)
Sns i uk T 47 (T M ) (10.4)
S6= UK TR (T (71 ) (105)

ou Ky, K. et K¢ sont des gains positifs. C'est bien un observateur invariant de la forme
présentée au théorem@ page57 car la premiere ligne peut se ré-écrire sous la forme (on
montre cela a la section suivante)
" #
d ¢ un
— o= —Y+ —¥4;%
el { st %
i KATr (%% i y) (Tr (%% %0 Tr (%%[%: %)

La forme de I'observateur otl I'on mett et € & 0 est directement issue de4g).
On suppose queu est constant, qued = 24 et en vue d'appliquer les techniques
perturbatives habituelles pour ce type de systeme physique on fait le choix de gains suivant

Ky= 4k2jujt; K: =2ki222 Kg = 2ke 25ujt 2
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avec2> Qpetit (2¢ 1), et ki kijke » 1.

10.2.1 Interprétation géométrique avec la sphére de Bloch

La sphere de Bloch est une représentation géometrique d'un systeme quantique pur a
deux états. Une propriété importante de la matrice densit&est qu'elle peut se décomposer

dans la forme 0 1
1+ X3% + Y%+ 2%
x 5 ¢ %. avecd® = @yA 2 &

Z

ou 1la matrice identité 2£ 2. Ona Tr (343 = X; Tr (%47 = Y etTr (3%} = Z. La coordon-
néeZ dans cette section est la sortig. L'opération de commmutationj {[%; %} correspond
au produit vectoriel (1;0;0)" avec(X;Y;Z)T (les permutations circulaires permettent de
compléter les correspondances). La dynamique #€voir eq (10.1)) est

23 = i ¢_ TA3

at =( > 7 0; 2) (10.6)
Les symétries associées a I' invariance par changement de base correspondent dans re-
présentation de la sphére de Boch a l'invariance des équations sous l'action de SO(3), i.e
indépendantes du choix du repére orthonormé de la sphére dans lequel on écrit les équa-
tions. D'un point de vue physique faire un observateur invariant consiste a préserver le fait
que le systéme est pur, et donc a obligéra évoluer surS?.

Le terme de correction 10.3 s'écrit | KifZ i Z)[i X2% i 2% + (1 i 2?)%] et
correspond dans la sphére de BochiaK(Z i Z)(¥;i X; 0)T ~ ¥, avec? = (X; ¥;2).
Cela veut dire que 10.2)-(10.9 peut étre écrit

" #

d ¢ un
o= 3+ — 3
dt% i { > Ya > Y V2

+ {KATr (%0 y) (Tr (%9 [%: %1 Tr (%%[%: %

et alors I'observateur (10.2)-(10.9 pour le systéme réduit [0.]) est bien un observateur
invariant.

H=

Heuristique du choix des termes de correction invariants

Ici on se concentre sur l'interprétation géométrique des gains. Des preuves plus rigou-
reuses sont données dans la suite. Sejt= (0;0;1)". On a prouvé que 10.2-(10.3 s'écrit

dans la sphére de Bloch :
o 1
d 1 U i ¢
— &= Z-—@0AES KYZi Z)%Ete £°¢ (10.7)
dt 2 ¢
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Donc le terme de correction10.3 est simplement "re été" dans la sphere de Bloch par la

projection du gradient dej KZ%(Z i Z)? sur l'espace tangenfl S%js. C'est un vecteur qui

pointe toujours vers le nord (i.eZ =1)siZ<Z etversle sud (i.e,Z = i 1) sinon.

K4, est bien plus grand que les gains. et K. (le ratio est d'ordre 2). Supposons que
£ 2 v 0. Utilisant (10.§ et (10.9, ona 3(Z i Z) % Y@ 1)¥. Donc sirt>1 | la
diérence Z | Z (proche de zéro) croit ssf > 0. Cela explique le choix de8.18 qui
s'écrit dans la représentation de la sphére de Bloc;ﬁﬂ‘ = juK.¥(Zi Z). Le choix de
(10.5 qui s'écrit %é\: i UK¢ X(Zi Z) s'explique de la méme maniére en supposant que
nj 1 Y,0 et en remarquant qualorsd>(Z i z) vau1 (€ ¢) X.

10.2.2 Diverses dimension et normalisation

La dimension de la composante de ['état sur laquelle le group agit non-trivialement est
n = 2, puisque¥avit sur la sphére de Bloch. L'action sur les parametrels et ¢ est triviale
(c'est-a-dire laisse les parametres inchangés). La dimension du grouperest3. On a donc
r > n. L'hypothése que l'action du groupe sur I'espace d'état est de rang plein faite au
chapitrel6 ne peut étre veéri ée. Cependant, le nombren d'entrées est su sant pour qu'une
normalisation (6.8) soit possible au travers de I'action du groupe sur I'espace d'état et celui
des entrées (les matrices de Pauli). La sortie est compatible au sens de la dé nitdu
chapitre [6 puisque elle est inchangée par la transformation. Nous n'allons pas utiliser les
éguations de normalisation et nous allons construire un observateur invariant (globalement
dé ni) pour ce systéme, en suivant les étapes de la méthode de la secémpmme un guide.

Erreur de sortie invariante

La sortiey = Tr(3%% est un invariant scalaire. L'erreur invariante la plus simple est
donc donnéefi y= Tr(3%(% %}). On peut en trouver naturellement d'autres.

Champs invariants

L'espace d'état sur lequel I'action est non-triviale est de dimension 2, et comme le
groupe est de dimension 3, il sut localement de deux champs invariants indépendants
pour faire un repére invariant. Ceci dit I'utilisation de 3 champs de vecteurs invariants
permet une paramétrisation globale par des champs de vecteurs invariants. Nous prendrons
donc comme champs de vecteurs invariants en nous inspirant directement de la forme de
la dynamique[¥%; 4, [¥%; q et [34; 4.

Invariants scalaires

On cherche un ensemble d'invariants scalaires. Le group&(2) est de dimension 3 et
agit sur %2 %, ¥ et ¥%. On retiendra donc les trois invariants simple$ r(34%3; Tr(34%%; Tr (%%,
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dont chacun s'exprime en fonction des deux autres, a une incertitude sur le signe pres (ce
signe est constant localement mais varie globalement). En e et onTa?(%4 %+ Tr3(% %+
Tr2(3%%=1:

10.3 Convergence

Dans cette section nous allons établir qu'il existe une fonction de Lyapunov pour le
systéme simpli € par moyennisation des perturbations (périodiques). En vue d'appliquer
I'approximation des champs tournants on se place dans le repere d'interaction, c'est-a-dire
gu'on fait le changement de variable qui dépend du temps :

. opult¥s x utys x ult¥s x /\ ult¥sa x
= @ T2 nd 2 = g T hd 2

On a alors

Ul/Ax ut¥a x

(5 1/98{

»] +

et la formule analogue pourg 43 ce qui donne

%»: | { %e{ult%x%;»
On remarque que pour chaqué entier %34 = 343, et %4341 = | 3§13, et cela

entraine par continuité de la multiplication matricielle

ultys x ult¥s x

=¢e iz Y4

Ya e{

Ce raisonnement est valable aussi en remplaga¥it par %, et 'observateur s'écrit dans le
repére d'interaction :

" #

da ¢ 1t3 u®i 1) A
—»= —elWixg, ¢ 1 J3-5
dt { 2

3 3 3 .

i KyTr eV g5 ») e384+ »é”lt/“”/ 2Tr eWxy,s 5

g 3 g 3
— N = uK.Tr eVx3S Tr eWPxy4(5 »)
dt 1 ¥ 2\ 1

3 3 g

d 143,
a@: i UK Tr %> Tr V345 »)

L'approximation séculaire au premier ordre

Egalement appelée approximation quasi-résonnante, elle consiste a supposer que puisque
ul est une fréguence élevée, par moyennisation des perturbations, on peut négliger les
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termes qui tournent” dans le plan complexe a la fréquenag et 2u! sur les échelles de
temps caractéristiques de I'évolution du vecteur d'état. Le mouvement s'écrit comme un
déplacement le long d'une trajectoire non-perturbée accompagnée de petites oscillations
de moyenne nulle et de périod@¥$ut) autour de cette trajectoire. On s'intéresse a la
trajectoire non-perturbée. On utilise la formule poura > 0

. al ad .
ey, = % + a¥ | E%_ i E?/g, + 1= cos(a)¥s + sin(a)% (10.8)

et son analogue
ey, = cos(@)¥% i sin(@)¥% (10.9)
Ces deux formules dérivent directement de la formule
e = cos(a) + {sin(a)¥s

trés naturelle car({3%)? = i 12 C?%2. En écrivant les cosinus et sinus comme combinaisons
d'exponentielles et en utilisant alors des formules d'interférences du type :
5 .

Tr e{uﬁ% X %()/)\ i ») e{ult% X Qyé)/)\

. 3 . 3 .
1i

¢ .
_ 7 Ty 3/&()/;1 9) 3/é>’>\+0+2Tr %(>’>\i 9) 3/9,>’>\+O N termes oscillants

de moyenne nulle

on obtient pour le systéme, et pour I'observateur, apres moyennisation, le systeme auto-
nome suivant :

%»:O .
n: 1 >
9= W Dy
K 3 ”3 3 s
i 21/2Tr YBi »)  %By+ % 2Tr %S $
3 ”3 3 7
i Koery %(>i »)  Yer+ »%i 2Tr %> »
d uK 3 23 4 3 4 3 4 3 7’
okl 21 Tr %5 Tr %G » | Tt %> Tt %3 »
d
—6=0
dt

On en déduit la convergence locale deet 1 pour tous K.; K. > 0 en choisissant comme
fonction de Lyapounov (c.f. #3])

1
D o1)2
Kl(l )

1 1
V = ETrz(%,()/)\i »)) + ETI‘Z(:’VQ(Qi »)) +



126 CHAPITRE 10. SYSTEME QUANTIQUE

3 4 3 4
An de calculer $V, on remarque d'abord que Tr dye>i » = i DT 235 +
et Tr 3345 ») = YUy 2%5 + et donc les termes donu est en facteur

disparaissent et il ne reste que des termes facteurside. On note £»= »{ »eton calcule

alors la quantité
3 ¢ 3 4 3 ¢

i ¢
Tr (%A Tr %> =2 TrA%E)(Li TrA%D) i Tr (%) Tr (%) Tr %S Tr %D

et I'on a également la méme formule si I'on intervertig} et %. %V est la somme de ces
deux termes multipliée parj K,=2. On note Tr %>» =X et Tr (%») = x et similairement

avecy et z. On a la relation immédiate sur la sphére de BlocR? + 42 + 22 = 1 grace au
fait que l'observateur invariant préserve les propriétés géométriques et donc de». On
peut écrire alors

D vy 2@ P 22 )1 261 Y2 2)

K.,dt
=i YR )+ (2 2’ )i 9290 N2 2)
AR I A:

On renvoie a 3 pour la n de la preuve de la convergence locale via l'invariance de
Lasalle.

Approximation séculaire au second ordre

Puisque les termes séculaires au premier ordre disparaissent dans le calcul de la dy-
namique de» et €, on ne peut pas se contenter de ce développement au premier ordre
pour montrer la convergence (dans cette approximatiofl est constant et ne peut conver-
ger). Pour pousser le développement aux termes d'ordre supérieurs, il faut faire un calcul
a l'ordre deux pour» et € uniquement. On reprend la méthode de Kapitsa décrite dans
[33 pour I'étude du mouvement d'une particule dans un champ a oscillations rapides. On
a supposé quail = © est grand.» veri e une équation di érentielle avec une excitation
périodique haute fréquence du type%» = f(»;°t). On a vu gu'au premier ordre et en
moyenne» est constant. L'intégration des termes oscillants haute fréquence conduit a des
termes oscillants petits : on cherche une solution de la forme
Q1) RE1) .

5

=3
» + 02

ou lesg sont de l'ordre de3 et ou 3 est la moyenne de» sur une période, et I'on a vu
que3=0+ O(1=°). Nous allons pousser au premier ordre enet donc négliger les e ets
d'ordre 2. On a d'une part en s'arrétant aux termes d'ordre O :
0(3-
d g, BC
dt °
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ou ¢? désigne la dérivée de,; par rapport a sa seconde variable. D'autre part en utilisant
la dynamique de» on a en s'arrétant a lI'ordre 1 :

d ¢ e QD)
g7 il ey T

et on obtient la relation gf(3;t) = j ° {[%ei"ta/“X%;?J] + ::: ou l'on n'écrit pas les autres
termes qui sont petits devant®. Intégrée par rapport au tempst la derniere équation
donne :

¢ 1013, 1
q(3t) = {[Ee' Py + (0

A partir de cette relation on peut ré-écrire la dynamique de en lui injectant cette derniere
relation.

¢ 013, ¢ 013, ¢2 013, 1013,
»= {[Ee{ Bix3:3 + g (3;1)=C] = {[Ee{“‘“%;3]+ 4—0[e{““X%;[e' R 7 | E

Calculons la moyenne temporelle (sur une période) de cette relation et ne gardons que
les termes séculaires. On utilise les formuled(,§ et (10.9 et l'identité de Jacobi pour
calculer le double crochet. Onidéveloppe lesgcosinus et sinus en exponentielles complexes.
On remargue que les termes ercosft) sin(°t) oscillent a la fréquence® et sont donc de
moyenne nulle. On obtient alors comme terme séculaire

d ¢?
a»— i {ﬂ[g/*’»]-i-
et on retrouve ainsi le terme% qui correspond classiquement a la correction dite de
Bloch-Siegert (Bloch-Siegert shift).

On est également obligé de développer au premier ordre £ia variable ¢ qui, comme
», est constante en moyenne. Sa dynamique s'écrit

3 ’ 3 ’

d ”
aé‘: UK Tr %5 Tr ewPx3,(5; »)

» et » sont solutions d'équations di érentielles dont la dépendance en temps est liée a
des termes source oscillants a la frequenteComme on ne va que jusqu'au second ordre

on va écrire la dynamique comme une somme de deux termes. 1. ¥>» est supposé
non-oscillant et on calcule les termes séculaires du produit Te{“”%x;/é({?,i » . 2. 0n

suppose¥(»i ») non oscillant et on calcule les termes séculaires de By» Tr (el't%x).
Seuls les termes de fréquenée peuvent avoir un e et séculaire, ceux de fréquenc®
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ne rencontreront pas de terme pouvant annuler leur oscillation (par d'e et séculaire). On

considére alors la dynamique d&
n ¢\ # 3 ,
d 1t3, u D 1 113,
i R L UEL Dyid i kot a8y »)
3 3 7

e{ult% § ?/é)/)\_'_ )/)\éult%x Y i oTr e{ult%x '3/%)/)\ )/)\

On va appliquer la méme méthode que pour le calcul de mais I'on ne cherche que la
partie de 5 oscillant & une fréequencé. Le terme de correction en facteur d&., une fois
gu'on a développé les deux termes sources comme dans le calcul au permier ordre, ne donne
que des termes non-oscillant et des termes de fréqued€e La partie de 5 qui oscille a |a

fréquence® ne peut provenir que de l'intégration du termej { %e{“”%x% + W%;Q
et le calcul est exactement le méme que powr On a donc
h [
N_ D {¢\ {Ut¥ay 3/ . D
»=3+ — ¢ *g1» + 1
2ut y
ou ¥ est solution de I'équation moyennisée a l'ordre 0 véri ée pat, et les termes que I'on
a pas écrits sont des termes de fréquen2e et les termes d'ordre supérieur eg. Dans le
calcul de la dynamique def il sut donc de remplacer alternativement » puis »j » par
leurs parties oscillant a la fréquenc® et de ne retenir que les termes séculaires. On a d'une
part
¢ o - ¢ i ¢
o €l %3 = {55 %% 91 (%% +
3 ’ . 3 .

o3 1 ¢
donc Tr €™ 34(5; ») O—I@Tr Y%» | CTr(%») +

termes oscillants
de moyenne nulle

termes oscillants
de moyenne nulle

Cela permetsle calcul du premier membre du résultat nallX0.10). D'autre part pour
remplacer Tr %% par sa partie qui oscille & la fréquenc on écrit que
3 4 3 ’

Tr %[ %% = Tr coCt ¥ [%: 9| sinot ¥ [%; ]
; :
= 2{Tr COS°t ¥4+ sin Ot ¥, »

Puis apres multiplication et élimination des termes oscillants on trouve le second membre

du résultat nal (110.10). On a nalement
H 3 3 1
d K 2
at€= i~ T %S € T %S Tr (%)
K. &% @ 3 . 3 - 3 -~ (10.10)
2¢1 Tr %> Tt %G » | Tt %> Tr % »)

+



10.3. CONVERGENCE 129

Et on obtient pour le systeme et I'observateur le systéme triangulaire suivant qui est
localement convergent :

d ordre 1 | ¢2 .

a» = {ZIF[%(,»]

d N\ ordre 0 u(l\ | 1) /\>

—» = j{ ——%;»

dt K2 , s .
ST %0 ) %P+ % 2T %5 5

3 3 3

i Koery Y(»i »)  Yer+ »%i 2Tr %> »

d ordre 0 uk: ’ N ’ N ’ A ’ N
a1\ e iT Tr %> Tr %Gi » i Tt %> Tr %(>i »)
H 3 - 3 1

d ordre K 2

aé\ T 1—¢ Tr %> € Tr %> Tr(%»)¢
WL ., . s - 3 .
2¢1 Tt %5 Tr %G » | Tt %5 Tt %] »

Il converge en deux temps. D'abordb et » d'aprés la convergence exponentielle de I'ap-
proximation séculaire au premier ordre. Il est ensuite aisé de voir gfeconverge.

Réglage des gains sur le systéme linéarisé
On considére les variables d'erreur linéarisée

1+ %% +y¥Y + 2%
>/>\i»= %+ Y% ﬂ; L=4; 1 ¢'=¢\i¢
2
s -
ou I'on note Tr(%4») = x, Tr %» = X et similairement sury;z. On se place autour de
»= 1% c'est a direz = j 1eton va exprimer les dynamiques-linéarisées. Pour calculer la
dynamique de»j »on remplace les termes du type Tr¥% (> ») par zetles» en facteurs
de termes d'erreur linéarisée (petits) paﬁ%. Puis on identi e les coe cients devant les
matrices de Pauli. Il ne reste alors que des termes en facteurs3ge Et on a au premier

ordre

d
m =jurj Ky

Il est aisé de voir que

%L: i UK: (0] p=2=uK.y=2
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et autour des= 1% (e, x = j 1)

d K¢
—C= | —¢C:
da ~ ' 1
De maniére a respecter les échelles de temps on chdisit2 ¢ 1 et on choisit terme de
correction dans un rapport d'ordre a la haute fréquenceu® pour recaler en moyenne.
Avec le choix de gains

K1/2:2k1/221UJl, K.=22%2

on a
2

Le systeme oscille a la fréquence® et I'observateur pour la partie estimation d'état
converge avec un temps caractéristique d'ordfie=2 oscillations. Puis on choisit un recalage
lent des paramétres constant¢ et par rapport au temps de convergence de

K¢ = K¢ 2jujt?

ou ki; k¢ > 0 sont a choisir mais doivent étre du méme ordre de grandeur glie

On a donc procédé au réglage des gains sur le systeme linéarisé. On pense que la
structure non-linéaire invariante de l'observateur basée sur les symétries et donc trés proche
de la structure du systeme, permet d'assurer un bon comportement global, comme le
montrent les simulations.

10.4 Simulations

Simulation avec mesures parfaites

On prend pour conditions initiales :

i,¢, iy, i, ¢, N RVL N VAN

1y = l+cos ¢ ¥ +sin ¢ cos 1; ¥ +sin ¢ sin o, Y
2

On choisit comme controleu et comme gains u = 1, Ky, = 22jujt, K. = 22212 gt

Ke =22%juji2et2= L.

1
el = ¢ %= %%

Simulation avec mesures bruitées

On ajoute aux signaux un bruit blanc gaussien d'amplitud20%et un bruit d'amplitude
10%au contréleu. On choisit comme conditions initiales :
'3 1sin' % cos 2 Y +sin ' % sin' £ 3
vy = l+cos ¢ ¥ +sin ¢ cos {; ¥ +sin ¢ sin 5 Y 121 ¢= } = Yive%
2 ’ 5
On choisit comme contrdleu et comme gains :u = 1, Ky, = 22jujt, K. = 22212 gt

Ke =22%ujt 2 avec? = ¢.
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Fig. 10.1 Sortie mesurée, erreur de sortie, estimations des paramettest ¢

10.5 Conclusion

On pourrait se passer de l'utilisation des matrices et directement écrire les équations sur
la sphére de Bloch avec les coordonnéesy; z). Cependant, notre méthode doit pouvoir
s'étendre a des systemes quantiques plus généraux que les systemes a deux états. Comme
le montre [13 ou [43] lorsque¢ = 0 , des extensions a des systemes ayant plus que deux
états sont possibles, systemes pour lesquels l'interprétation avec la sphéere de Bloch de la
matrice densité n'est plus possible.
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Fig. 10.2 Sortie mesurée bruitée, amplitude du laser bruitée, erreur de sortie, estimations
des parameétres et ¢



Chapitre 11
Nudging invariant

Dans ce chapitre, nous présentons le modéle des eaux profondes (Shallow Water) tres
utilisé en océanographie pour l'assimilation de données altimétriques provenant de satellites
pour l'estimation des courants marins. Une des techniques pour remonter aux courants a
partir des données altimétriques consiste a construire des observateurs pour ce type d'équa-
tions, c'est ce qu'on appelle le Nudging. Nous allons nous interroger sur la possibilité de
dé nir des termes de correction qui respectent les symétries du modeéle, a savoir invariance
par rotation et translation du plan. Ici le groupe de symétries est donc ni, mais I'état est
de dimension in nie, et le groupe n'agit pas sur I'état mais sur les coordonnées d'espace
qui indicent" I'état, et les équations de la dynamique sont des équations aux dérivées
partielles (EDP). Nous allons faire un observateur invariant pour un systeme décrit par
les équations de Saint-Venant, qui sont une simpli cation du modéle Shallow Water. Nous
ne présenterons pas de résultats rigoureux, mais une maniére d'aborder le nudging par des
considérations sur les symeétries.

Notre intérét pour la fusion de données en océanographie et pour le Nudging vient de
discussions que nous avons eues dans le cadre d'un programme d'action LEFE intitulé "le
back and forth nudging : études théoriques, numériques et applications" nancé par I'Ins-
titut Nationales des Sciences de I'Univers, projet piloté par Jacques Blum de l'université
de Nice. Pour des résultats numériques récents sur le nudging, nous renvoyons un lecteur
intéressé a la these de Didier Auroux/].

11.1 Modele Shallow Water

Sur les conseils de Louis Prieur du Laboratoire d'Océanographie de Villefranche nous
avons considéré le modele standard de Jiang et a€] de type "Shallow Water" (eaux peu
profondes). On considere que le uide est composé d'une seule couche active, de densité

IPour les eaux plus profondes ces modéles peuvent étre adaptés en modéle multi-couches, dont chaque
couche est considérée comme véri ant un modeéle en eaux peu profondes avec des termes de forcage liés a
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constante “2et d'épaisseur variableh(x;y;t), qui recouvre une couche plus profonde et
immobile de densité/z+ ¢ Y2 Le domaine consiste en une base rectangulabes x < L et
O<y<L oux ety sontles coordonnées cartésiennes correspondant aux directions Est et
Nord. On noter I'opérateur

H_@‘H

r= @

@y

Les équations de la dynamique s'écrivent :
@hv) _ : 2. i
at +(r¢ (hv)+(hv)er)v= i ghr hi k£ f(hv)+(®Ar 2 R)(hv)+ ®u =%
(11.1)
@h_

@t r¢ (hv) (11.2)

ou hv = h(wi + vj) est le transport horizontal, aveci et j pointant vers l'est et le nord
respectivementf = fo+ (yi 0:5D) est le paramétre de Coriolisk pointe vers le haut,g®
est la gravité réduite. Le termegsi est un terme de forcage par les vents d'intensité variable
¢ dans l'espace et connudR et A sont la friction du fond et la viscosité latérale.

On suppose qu'on mesure a l'aide de satellites la hauteur de I'elafx;y) dans tout le
domaine. La sortie est dond(x;y;t). On veut estimer grace a un observateur la vitesse
v(X;y) en tout point (x;y) du domaine. Les variables d'état sontv(x;y); h(x;y) . L'espace
d'état est de dimension in nie. Les autres variables sont considérées comme des entrées
connues.

11.2 Invariance par permutation d'indices

Cette section est pédagogique et peut étre sautée par le lecteur. Elle est juste destinée a
appréhender que (contrairement a ce qui précede) I'espace des phases est ici de dimension
in nie car le systeme est paramétré par une in nité de variables et l'invariance par SE(2)
du systéme que nous allons introduire peut étre vue comme une permutation des variables
d'espace. Les variables d'espace peuvent étre vues comme des indices continus. Si I'on
discrétise le systeme en espace (de la maniere suivante par exemple), on obtient un systéme
de dimension nien? indicé par les variables d'espace discrétés;y;) = ( i%;j %). h(Xi;y;)
est une fonction réelle, etv(x;;y;) une fonction vectorielle a valeurs dan®k? dont les
composantes sont, et v,. Pour xer les idées nous n'allons considérer que la discrétisée
de la seconde équatioril(l.2)

dh(xi;y;)
dt

la friction avec les autres couches.

= i ((hve)(Xi+13Y5) i (th)(Xi;Yj))Ei ((hvy)(Xis Yj+1) i (th)(Xi;yj))E
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Cette équation est invariante par certaines permutation d'indices. On peut translater
(Xi;y;) de n'importe quel vecteur deR? de la forme(k%; I%), a condition d'adapter le
domaine. Ici on peut aussi permuter naturellement a la fois avecy; et et v, avecv,. Cela
revient a faire une symétrie par rapport a la diagonale, ou si I'on adapte le domaine, c'est
adire (xj;y;) 2 [O;L]1£ [i L; O], cette opération peut étre vue comme une rotation d'angle
Y,2. Le systéme est en fait invariant par toutes les rotations et translations qui envoient
I'ensemble degx;;y;) dans lui-méme. Le systeme non-discretisé est en particulier invariant
par toutes les rotations et translations (les déplacements) d®?. Si I'on veut simuler le
systeme, et rajouter des termes de corrections qui dépendent de la mesupe;y;) (faire

un observateur), on s'autorise naturellement dans les termes de correction a faire toutes les
opérations d'addition et de soustraction des quantitésﬁ(xi;yj);O(xi;y,-); h(xi;y;)), com-
patibles avec les symétries du systeme évoquées plus haut.

11.3 Invariances des équations

Les vecteurd et j ont été pris pointant vers I'Est et le Nord. Le choix dd pointant vers
le Nord est arbitraire et les équations de la physique du modeéle doivent étre indépendantes
de la direction Nord, ainsi que de l'origine du repére choisi, donc par I'action du groupe
SE(2). On va montrer cette propriété des équations. SdR,, une rotation d'anglep dans le
plan horizontal. SoientX;Y les coordonnées associées au nouveau refi@; j) + ( Xo; Yo)-
On note avec des majuscules les variables dans ces nouvelles coordonnées de sorte que

(X;Y) = Ru(X;y) + ( Xo; Yo)
H(X YY) = h(xy)
V(X;Y) = Rw(x;y)

On a bienr h(x;y) = Ryr H(X;Y) et les équations dans les nouvelles coordonnées sont
inchangées aveK = k et] = R :

@%\i)ﬂrd: (HV)+(HV)¢r)V=jgHrH;i K£f(HV)
+(®Ar ?j R)(HV)+ @quel=%
%;': ir¢c (HV)

car les opérateurs laplacien, et divergence sont invariants par rotation et translation.

11.4 Nudging invariant

On appelle nudging" la construction d'observateurs pour ce type de systéme ou les
éguations de la dynamique sont des EDP et ou les mesures sont échantillonnées en espace
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et en temps. On rappelle que les mesures sdnfx;y;t). Un observateur s'écrit pour le
systeme :

@hv)
@t

+(r¢ (hv)+(hv)¢r)v=i ghr hij k£ f(hv)+(®Ar 2i R)(hv)

+ R =2+ Fy(h; 0;h)
h
%t= ir¢ (hv) + Fu(h; ;)
avec
Fu(h;9;h)=0; Fu(h;¥;h)=0

et de la méme maniere que l'on s'autorise a utiliser toutes les composantes de I'état en
dimension nie, et faire les opérations de soustraction et d'addition, ici on s'autorise a
ce queF, et Fy, soient des fonctionnelles de leurs arguments, des opérateurs di érentiels
et intégraux par rapport aux deux variables d'espacéx;y) (pas par rapport au temps

t, bien sar). En e et ici, pour le cas ol les indices sont dan®;L]?, les opérations de
soustraction ou d'addition avec des points de I'espace in niment voisins s'écrivent comme
des opérations de di érentiation ou des intégrales en espadg.(h;¢;fi) est un vecteur et
Fh(h;v;ﬁ) un scalaire. On impose que les termes de corrections respectent l'invariance
spatiale par SE(2), donc représentent une certaine quantité physique. On ne conservera
donc que les opérations de di érentiation qui sont invariantes par rotation et translation,

et également des intégrales des fonctiohs?; fi invariantes par rotation translation.

Caractérisation des termes de correction invariants

Dans cette section nous construisons toute une famille de termes de correction possibles
F, et F, et qui sont bien invariants par rotation et translation des axes.
Pour la correction scalaireFy,, on s'appuie sur le résultat classique suivanBg] : tout
opérateur di érentiel scalaire invariant par tous les déplacements est de la forr@€¢) avec
Q polynéme a une variable et le laplacien . Plus généralement les opérateurs di érentiels
invariants que nous recherchons sont les polynémes que I'on peut former avec I'opérateur
Ces opérateurs di érentiels peuvent étre appliqués a des fonctions ponctuelles(bgh; ¢)
et invariantes par translation rotation, i.e., des fonctions scalaires de, fi et ¢? donc.
Ainsi nous obtenons toutes une gamme de correction invariante scaldfigavec la formule
suivante 3 g
Fr=Qu(¢;h;0%h ) hy+r Qu¢;h;0%hi hy oo+ f,
ou Q; et Q, sont des sortes de "polyndmes" scalaires €net ou f, est un terme intégral
en espace dé ni ci-dessous. Plus précisément paur 1;2, on a
X 3 ’
Qi(¢;h %A hy= al(hexhAi hyek H(h;e%hi h)

k=0
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ol lesal, et I, sont de fonctions scalaires réguliéres de leur arguments telles que
a. (h;¥%;0) = b (h;¢%,0) =0:

Pour les corrections vectorielles=,, on obtient toute une famille invariante par les
formules suivantes :
3 ,

Fo= Py(¢;h;0% R0 hyo+r Py(¢;h;0%Ri h)y +f,

ou P; et P, sont des "polynédmes" ent analogues auxQ; dé nis ci-dessus.

Nous nous intéressons maintenant &, et f, qui sont des termes intégraux que l'on
veut invariants par rotation et translation. On les construit a partir de ce qui précede
par convolution avec des fonctions scalaires g;y) a support compact,A, et A,, qui ne
dépendent que dex? + y? uniquement :

Z Zn 3 i
fu(x;y;t) = Ry(¢;h; 0% R ho+r Ru@¢;ho%Ri h A,(»* + 32) d»dB
7 7 3 . (xi »yi 3t)
h I
fr(x;y;t) = Si(¢;h 0% R hy+ 1 Sye;heihi h) 6 ( t)Aq(»“ 3%) d»d?
Xi »yi 3
ou lesR; et S; sont des "polynébmes" ent analogues auxQ; dé nis ci-dessus.

Le support des fonctionsA, et A, est choisi égal au diamétre d'une zone que I'on
considere étre une zone d'in uence de sorte que cela a un sens de corriger la valeur
de l'estimation au centre de la zone avec I'ensemble des valeursidelans cette zone.
L'invariance par translation découle directement de I'utilisation du produit de convolution.
L'invariance par rotation découle de I'utilisation d'un terme radial»* + 32 uniquement et
veut qu'on ne privilégie aucune direction (et donc un systeme de coordonnées) dans la
dé nition des termes de correction.

11.5 Etude du systeme linéarisé

Nous reprenons les équations de l'observateur générales avec termes de corrections
invariants par tous les déplacements. Nous prenons pour cette section un modéle de Shallow
Water simpli € qui correspond aux équations de Saint-Venant :

Q@

—h=jr (hv)
dé (11.3)
av: ivrviogrh

On s'interdit de di érencier en espace la mesurk ce qui ampli erait le bruit. En fait
nous choisissons de ne retenir parmi les termes de correction, que les termes intégraux, car
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ils ont un e et régularisant. Ainsi, on prendQ; = Q,=P; =P, =0 etR; = S, =0 avec
Si= Ry, = hij fi. L'observateur invariant s'écrit alors 11.3:

@ ZZ

g =i O+ AGEE (i )y ) dod?

=ir (ho)+ Ave(hih

d%: i 0r 0 gr i+ A2+ 31 (hi A) gy o) dod?

(11.4)

=iorei g+ Acar(hj )

On retrouve dans le cas dégénéré dy, = K4 et A, = K % (K, et K, sont des gains
scalaires positifs) les termes de correction classiques en nudging

d—@t’)ﬁ: ir (ho)+ Kn(hj )

d_c?o: ior i gr A+ Kyr (hj )

Nous ne ferons ici que I'étude du linéarisé. On se place autour de I'écwilibre. Shita
hauteur d'équilibre de I'eau. On considere des petites vitesseg = v << §ﬁ et £th=
hi h<< h. Le systéme linéarisé s'écrit alors

d—c?ih: i hr +v; d—c?iv: i gr h:

Les erreurs d'estimationfi= fij hetw=4i v, obéissent alors aux eéquations linéarisées
suivantes :
@ @

ah:ihrviAhori; av:igrhiA,nrh:

Traitement heuristique de I'équation d'erreur linéarisée

Par élimination de v on obtient I'équation

@, _ , @
@%n-gmhw&wh. Ao Sl

Lorsque les noyaux sont positifs et centrés étroitement autour de zéro avec comme intégrales
Kn > 0et K, > 0, ils sont quasiment proportionnels a des mesures de Dirac. Ainsi la
dynamique de d'erreurh est proche de celle d'une équation des ondes

@, _ _ @
@ﬁ—(gh*‘ Ky)¢ H Kh@it”f
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C'est I'gquation qui décrit la propagation d'une onde amortie avec une vitesse de propa-
gation gﬁ + K, et coe cient d'amortissement K;. Une analyse dimensionnelle rapide
donne comme premier réglage des gains

Kn="1!o Ky=max(0;(Lo o)%i gh)

ou ! o est une pulsation caractéristique et o est une longueur caractéristique.
Si dans (1.4 on avait rajouté un terme enA! o¢( ﬁhhl)zau second membre de I'équation

en @@ﬁ (A’ est un noyau positif régularisant,K $ = Al > 0), on aurait obtenu une
eéquation linéarisée d'erreur e de type onde amortie
pe
@ @ @
—h=(gh+K\)¢H; Ky=h+Kf¢ =h
@% (g V)¢ | h @t h ¢ @t

qui aurait tendance a lItrer encore plus les hautes fréquences spatiales et temporelles
(amortissement structurel interne). Un premier réglage conforme a ce qui précedekde
estL3! o.
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Chapitre 12

Fusion de données video en navigation
Inertielle

Dans ce chapitre nous nous interrogeons sur la possibilité de remplacer dans I'exemple
de navigation inertielle vu au chapitre7 les mesures air" de vitesse (Air-Data System) par
du traitement d'image issu de caméras CCD. Nous reprenons donc les notations du chapitre
7, et I'on considéere un objet muni de caméras qui se déplace dans un environnement xe.
Nous allons considérer un cas simpli é. On ne se préoccupera ici que de l'estimation de la
vitesse de I'objet a partir d'images sans considérer le probleme de la navigation inertielle
dans sa globalité (estimation de l'orientation ...).

Dans un premier temps, nous procédons a la modélisation du probleme. Puis I'on consi-
derera que I'environnement est lointain, et I'on montrera comment I'on peut faire un ob-
servateur pour recaler les biais des gyroscopes. L'invariance correspond a l'invariance des
éguations par changement de repére terrestre (ce qui est une petite di érence avec I'exemple
de la navigation inertielle). La principale contribution de ce chapitre est de donner une
formulation totalement géométrique des équations du mouvement et de la dynamique de
l'image pour une caméra qui se déplace dans un environnement xe et de les relier au
probleme de la navigation inertielle.

12.1 Hypotheses

Ici nous établissons un modéle du probléeme qui repose sur des hypothéses simpli ca-
trices. On considére un objet volant équipé d'une caméra sphérique, qui Ime son environ-
nement dans toutes les directions de I'espace. L'environnement est modélisé par une surface
S % R3 entourant l'objet et di éomorphe a la sphéreS?. On considére que la géométrie de
I'environnement est telle qu'on peut voir tous les points de I'environnement depuis I'objet
a tout moment, les éléments de I'environnement ne passent pas les uns derriere les autres.
Cela veut dire que toute droite issue de l'objet ne rencontre la surfaGqu'en un point.

141
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L'environnement est paramétré par une variables 2 S? et a tout s correspond un
point et un seulM (s) 2 S ¥ R3. Le centre de gravité de I'objet est repéré par un point
C 2 R3. On reprend les notations du chapitréZ. L'orientation de I'objet est donc repérée
par le quaternionq 2 H; qui envoie le repere xe (lié a I'espace) sur le repére mobile (lié a
I'objet). On rappelle quev est la vitesse dans le repére du solide. Aingjt) = g o %C aq
car %C est la vitesse dans le repére xe. On note 2 S* le vecteur unitaire, exprimé dans
le repere lié a I'objet, qui pointe dans une direction donnée de I'espace. On identi e (voir
l'annexe sur les quaternions) les vecteurs d@® aux quanternions imaginaires purs. La
structure de I'environnement telle qu'on I'a décrite implique que pour tout temps, a une
direction de I'espace donnéée ne correspond qu'un point de I'environnemeni (s). Ainsi
on a par dé nition

D(t;s) qu” aqg != @(t)M(s) avec D(t;s) = k@(t)M(s)k

et
s="(t")

ou' estune fonction bijective par rapport & pour tout t. On notera la fonction réciproque

~ = A(t;s). On suppose que tout pointM (s) de I'environnement rayonne avec une inten-
sité lumineusel (s) constante au cours du temps. On fait I'nypothése que le ux d'énergie
lumineuse issue du point a travers une surface fermée est indépendant de la surface (ana-
logue du théoréme de Gauss pour le champ électrique). L'intensité lumineuse provenant
de M (s) percue par l'objet situé au pointC est alorskK % ou K > 0 est un facteur de
normalisation. La sortie est l'intensité percue par la caméra a tout moment dans chaque

direction : ')
oy S
y(t1 ) - Dz(t, S)

avec s="'(t")

12.2 Modele cinématique

Nous allons établir que les équations du mouvement sont données par les formuasily
avec comme entrée connuk(t) et a(t), comme parametre connuA 4, €t comme sortie
y(t; ") lintensité du pixel dans la direction” 2 S? de la caméra sphérique embarquée sur le
solide. Comme au chapitré/, on a%q = %qn! ou! (t) est le vecteur rotation instantanée
(gyrométre).

Les fonctions que nous manipulons sont des fonctions de trois variables;t mais
qui ne dépendent en réalité que de deux variables indépendantes car oh & A(t;s).
Nous allons dériver les relations par rapport & a s xé. Ainsi par ~ nous désignerons
systématiquement la fonctisn de deux variabled(t;s) que nous allons di érencier par
rapport &t. On note par € _la dérivation par rapport au tempst a s xé. On note de

@ts

méme @@t, la dérivation par rapport at a” xé. On utilisera la variable vitesse réduite
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notée »
v(t)
D(t;s)

ouv=¢glo %C a g. Nous allons maintenant di érencier par rapport au temps la relation
structurelle (on omet l'indicet dans les équations)

»t;s) =

. Bom) _ .EM

9% %97 Dts) - kemk
On a @}:3 ’ q
at Em = i C= i qavag?!
et - .
KO (k= | GO = 1 (aevad hias ea )= i v
ou ." dénote le produit scalagre. Donc
gf % =qa(i»+("»))eq’

Par ailleurs on a g @ (qo ag ')=qa(! £ )agt+qa @ aqg . La premiére équation
gue nous obtenons est donc une relatlon sur= A(t; s) qU| est

%t:: iVETH(») ) o»
Onaaussi
ey _ @' i | 1(s) . 1 ,
e et NjcomEE - Xjompaeredtaeed =i 267y

La caméra nous donne en fait a chaque instant, le champ scala#e3 ~ 7! y(t;”) qui est
donc la sortie du systeme. Comme

@yL @yL @yL@—
@t, @t @ @t,

le champ scalaire de sortie véri e I'équation cinématique suivante :
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De @@tskCM(S)kz i %Qkiém = j v:" on déduit également D = kCMK)

Comme» = v(t)=D on a avece(t;” ) = 1=D, le modéle cinématique suivant (les dérivées
partielles portent sur les variables indépendantgs; ")) :

g —1' ol
atd= 29%
%v: VE! +gloAg, g+ a
12.1)
@_ @, , - (
— =i = E( +o" £V)j =°v
@ @( ( ) i
Qy_ . @y. . ,
— =i = E({ +a” £vVv))j 20(Vv:
o i ol £ )i 28(v:)y
ou
q(t) 2 H; et v(t) 2 R® forment la partie non mesurée de I'état, partie de dimension

nie.

37 7! o(t;”) 2 R} est la partie non mesurée de 'état, partie de dimension in nie.

37 71 y(t;") 2 R est la partie mesurée de I'état, partie de dimension in nie.

les vecteurs variables (t);a(t) 2 R® et le vecteur xe A gy 2 R3=f Og sont connus.
On remarquera l'invariance de ce systeme par rapport au groufie = H; dont I'action
(changement de repére dans le mobile) est dé nie par

(a;v; 55 a Agrav) 7! (9950 'vg;d V950" Mg’ tag; g tA grav 0)

pour tout g 2 G. Les états de dimensions in niess et y sont inchangés au sens ou
l'argument ~ est seulement remplacé pag' "g (changement de paramétrage). Il est aussi
invariant par rapport a l'autre action (changement de repére dans le xe)

(A gray) 7! (g(3|;gAgravgi l)

ou les autres quantités restent inchangées.

12.3 Environnement in niment loin et calage des gyro-
scopes

Dans un premier temps, nous allons nous placer dans le cas simple ou l'environne-
ment est lointain (les étoiles, la terre vue depuis un avion..), de sorte qu'on peut faire
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I'approximation & =1 =kCMk ¥ 0 car KCM k est tres grand. Alors ((2.1) devient

E—}al

ati- 9%

d 1
av-v£!+q BAga B0+ a
@y_ = @y.

— =i = £

ool £1)

Ainsi, on voit que I'on ne peut pas estimewr et q a partir des données de la caméra. En
revanche on peut estimer un biais constant2 R® au niveau de la mesuré ,, du gyroscope :
I = 1, + c. La dynamique de l'application de sortiey s'écrit maintenant

@y @y. _
o @X £1)=0
Ou encore
@y, @y £ s %?('ﬁc):o

@t @

A ce niveau on peut imaginer plusieurs solutions pour estimer le paramét@ R? a partir
de lamesures? 3~ 7! y(t;” ). En voici une de type Lyapounov basée sur l'idge suivante. La
moyenne dey sur l'orbite engendrée par I'action des rotations sur la sphereg, y(t;” )d¥a
ou d¥%est I'élément d'aire sur la sphére unit&?, est un invariant scalaire, puisque I'action
du groupe est une isométrie. Il est en plus indépendant du temps puisqu'il représente la
lumiére totale recue issue de I'environnement lointain, qu'on a supposée constante.

On note parr y le gradient de la fonction scalairés? 3 ~ 7! y(t;” ). Ainsi r y peut étre
vu comme un vecteur deR3, tangent a la sphére eri, et doncr y¢” =0. On a donc

%ﬁ'ﬁ!m)=ry¢(£!m)=(ry£')mm

et la dynamique s'écrit :

@ , .
G YENS =i (YE ) n+ 0
Soientky; ke > 0, deux gains constants. On considere |'observateur asymptotique sui-

vant

@ d._°
@ | TIEDNn+ )i k(@i Y G=ke S2($7i y)(r 9$£7) d%
La convergence de l'observateur repose sur la fonction de Lyapounov suivante :
Z
1

\Y; (fi y)2d¥a+ ikéi ck?:
2K,
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Pour chaqueq, ~ 7! g ' ©” &g est une isométrie des?. Donc
VA Z

Sz(y(t:’)i y(t;"))%d%s = S2~(S7(t:(1‘10' o) y(tqg ‘e’ oqg)d¥

card¥a = d¥ 10 0q. ICi, &~ Xé, g 10" nqest ce dernier vecteur xe mais exprimé dans
le repére mobile, dong/(t;g'  @” ©q) est la lumiére issue d'un point xe (s=cste") de
I'environnement. Cette derniére quantité est donc indépendante du temps. Ainsi on a
nz 1T z .
d S W2H43,  — d'.il' . ci Ll ¢23.
g JOEIVE D = Gea e’ edi (kg e ag) " d%:
Commedq= iqul, et I £1)=(r (gj y)£ )¢l ona

Z 1T z u
d . 243 —_ . @9| y)
a 32(91 y)d¥% = 522(91 Y) ot

1
+(r (i YE )¢ d¥

-

Comme EN = i (r (97 y)£ )¢ i k(i y)+(r 9£7)¢(ci G et! j c=!y,0na
W4 7 z

d .
A y)’d¥ =2 LOTNGKEy)i (rgeT) et ) d%
Ainsi d Z

—V=i2 (§i y)?d¥% O

dt @
Une étude plus ne de la convergence nécessite le principe d'invariance de Lasalle, principe
dont I'application en dimension in nie est assez délicate. Intuitivement, on a asymptoti-
guementy = y et donc (ce qui n'est pas évidenticiy $=r y,soit(r y£ ") ¢¢€j ¢ =0.
Ainsi si I'ensemble des vecteurs y £ ~ engendre toutR® quand ~ parcourt S?, on doit
avoir asymptotiguement€ = c. Le raisonnement précédent n'est pas rigoureusement justi-
€. Son seul mérite est de donner une condition plausible de convergence asymptotique :
vect(r YE )., = R, i.e., l'image doit avoir un contraste su sant dans trois directions
indépendantes.

Cas d'une caméra classique

Notre approche est compatible avec la modélisation classique des caméras qu'on appelle
le pinhole model" (voir g [12.7) puisqu'elle lui correspond a un changement de variable
prés. La seule di érence est l'utilisation de caméras sphériques qui permet de bien faire
ressortir la géométrie du probleme et son invariance p&0O(3) que I'on identi e ici a Hj.

On peut éviter cette hypothése en restreignant les di érentes intégrales sur la sphere a une
portion de sphére. Pour cela il faudrait dé nir une zone centrale pour l'image telle qu'on
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puisse calculer le ux optique entre le moment ou un pixel de I'environnement sort de la
zone centrale, et le moment ou il sort de l'image.

Pour cela soitA : R® 7! R, une fonctionC! uniquement de”, dont le support dé nit la
fenétre de la caméra. Elle vaub en dehors de la fenétre, et dans l'intérieur de la fenétre
auquel on a enlevé un voisinage des bords. Sur la fenétre on multiplie la sortie mesyrée
par A de maniére a obtenir la nouvelle sorti& (t;” ) = A(") y(t;” ) qui vérie

Y , ‘e
%t+(r YE jyr AE ")l =0
On modi e alors 'observateur comme suit
%; Ve yr AL ) ot m )i k(P Y);
g z (12.2)
7 ke i VO YE jyr AE ) d¥%
S
A nouveau on prend comme fonction de Lyapunov
— 1 . 243 1 . 2.
V=3 52(9. Y )2d¥at chkc. ck?:

et on a maintenant

iy ] , (o
%: i i Y)EDE G k(Pi YY) rYE | yr AE )¢ ©
et le premier terme du membre de droite disparait quand il est intégré sur toute la sphere
pour les mémes raisons que précédemment.

Formulation a l'aide des coordonnées cartésiennes

Dans le modele de caméra classique, chaque pixel de l'image est repéré par ses coor-
donnéegx;y). Un point M de I'environnement est repéré par ses coordonnées cartésiennes
(x;y;z) (voir g [12.1). On le projette sur la sphére et on obtient Bes nouvelles coordon-
nées(x%y9 = (sin(arctan x);sin(arctany)). On écrit © = (0;x%y%" 1 x®j y®)T. En
eet = 2 S est un quaternion de norme 1 et de premiére coordonnée nulle. La sortie est
maintenant une fonction h(t; x;y) (on changey en h pour éviter les confusions avec les
coordonnées cartésiennes) et I'observateutd,2) s'écrit

%t: i (rYE T hExy)r AE ) e+ k(T i Y);

Z
ez ke . (PP Y)r¥E | htxy)r AE ) d§(x%y®Z9
dt ihy- h

ou d§ est I'élément d'aire pour la sphére unité munie des coordonnées cartésiennes et
%= 1 x@; ye
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Fig. 12.1  Coordonnées cartésiennes et modele de caméra pinhole model". C est le
centre optique, Cz est I'axe optique de la caméra, Cx et Cy sont paralleles au plan de
I'image, et (Cxyz) forme un repére orthonormal. Le point M est repéré par ses coordonnées
cartésiennes dans le repere caméra. La longueur focale est prise égale a 1.

12.4 Conclusion

Si on suppose petit mais pas négligeable, alors on peut négliger dari(J) les termes
d'ordre 2 ena et garder ceux d'ordre un, dérivées partielles €nincluses. On obtient alors
le systeme approché suivant

E —1‘ ol

atd- 29%

%VZVE! +0 'oAga BQ+ a

@ @,

et et tY)

%i/: i %% E( +a” £V)j 20(v)y

Il faudrait maintenant dans de futurs travaux considérer le modéle approché ci-dessus,
et déterminer si I'on peut remonter a l'orientationq et la vitessev (comme au chapitre
7).



Chapitre 13

Un observateur reduit intrinseque

13.1 Introduction

Dans ce chapitre on reprend le probleme posé dai@ (voir aussi Bg] ou l'espace de
con guration est un groupe de Lie). Dans cet article les auteurs considerent les systemes
meécaniques lagrangiens pour lesquels on mesure les positions et proposent une méthode
pour construire un observateur pour reconstituer |'état (positions et vitesses). L'observa-
teur construit est indépendant du choix des variables de con guration, choix qui forme un
groupe de dimension in nie. Sa construction repose sur un méthode originale sans lien di-
rect avec la méthode de construction des observateurs invariants du chapi:d.a méthode
employée consiste a s'appuyer sur la structure Riemanienne de I'espace des con gurations
et la métrique dé nie par I'énergie cinétique. L'observateur construit est alors intrinseque
(invariant par changement de coordonnées) et converge localement.

On propose ici une méthode alternative, basée sur la notion d'observateur réduit, et
ayant une interprétation géometrique simple. Nous montrons alors que, contrairement au
cas de l'observateur intrinséque complet proposé dairg}, [le fait d'avoir une courbure né-
gative renforce la stabilité de cet observateur réduit. On ne montre la convergence qu'en
'absence d'énergie potentielle et de forces extérieures mais il y a convergence sur un do-
maine qui peut étre trés large pour un espace de courbure négative, puisque ce domaine
admet pour diametre le rayon d'injectivité d'un point quelconque de la variété. Pour les va-
riétés de courbure négative simplement connexes la convergence est globale. L'observateur
proposé est dé ni intrinsequement, et est invariant par les changements de coordonnées
de con guration. Ce chapitre est une premiere tentative vers un observateur intrinseque
globalement convergent dans le cas d'une courbure négative, et di érent de celf]i des-
tiné a estimer la vitesse pour un systeme lagrangien dont on mesure toutes les positions.
Il faudrait dans une suite éventuelle de ce travail modi er la formule de I'observateur pour
inclure les termes liés a I'énergie potentielle et aux forces extérieures.

149
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Systeme Lagrangien et métrigue Riemanienne

A n de situer le probleme, on reprend ici mot pour mot l'article B]. On considére un
systeme mécanique Lagrangien avec une variété de con guration de dimensiomunie
d'une métrique Riemanienne. Les coordonnées localescp2 V sont notées(q)i=1..n. Le
Lagrangien est donné par :

L@ = 50 (@dd i U()

ou la matrice dé nie positiveg(d) = ( gj (0))i=1::nj =1::n d€ nit la métrique (matrice d'iner-
tie) et la fonction scalaireU(q) I'énergie potentielle. Les équations d'Euler-Lagrange sont,
dans les coordonnées locales,

H 1
d" @ _ @ e fye o e
Tt —L __,q|_+u(q,t), I=1;:5n

des entrées connues. La formulation Riemanienne des équations d'Euler-Lagrange est
r 0= i grad,u(aq) + g(a) ‘u(a;t) = S(a;1)

our , grad, et g(g)’ ! sont respectivement, la connection de Levi-Civita, l'opérateur gra-
dient associé a la structure Riemanienne et I' inverse de la matrice de la métriqu@).
Comme la positionq est mesurée, le terme sourc(q; t) est un champ de vecteur suM dé-
pendant du temps et connu. Dans les coordonnées locales, les équations d'Euler-Lagrange
s'écrivent :

d =iij(dd+S'(a: (13.1)
ou les termes de connection}k (symboles de Christo el) sont donnés par

1
ii=}g"“@g+@gi@g
k2% @g @4y @y

avecg' les composantes de la matriog' . Nous utilisons ici la convention de sommation :
guand un indice apparait a la fois en exposant et en indice, cela signi e que la sommation
selon cet indice doit étre faite.

Rappelons que 4V est la derivée covariante du champ de vectewrle long deg. Dans
les coordonnées locales, on obtient

frogvg = v +i j (V'

oufg' signi e coordonnéei”.
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13.2 Un observateur réduit intrinseque

Le probleme revient donc a construire un observateur qui donne une estimation ge
guand g se déplace sur une variét®!, et qu'on mesure sa position au cours du temps.
Nous allons procéder de la maniére suivante. Le probléme est simplg se déplace dans
R" a une vitesse constantg. On peut en e et estimer sa vitess& a I'aide d'un observateur
réduit : on construit un point » qui le "suit" a une certaine distance. La trajectoire de»
est dé nie par I'équation di érentielle suivante

»i

5

2=

(13.2)

On appelle® la vitesse de». On veut montrer que¥® ! v. En dérivant cette équation on
obtient &= j (1=,)(®j V). On choisit, > 0. Ona¥! v . L'interprétation géométrique
est la suivante : puisqu'on a par dé nition» = g+ , ¥, on voit que » "suit" le point g a une
distance, v, a limage d'un chariot" attaché au point g par une sorte de ressort".[13.2)
est un observateur réduit dan®k".

Maintenant on aimerait utiliser cet outil pour estimer la vitesse d'un pointg qui se dé-
place sur une variété Riemaniennkl selon une géodésique. On dé nit de maniére analogue
» comme solution de I'équation

1
2= o brad» D?(»q9 ,> 0 (13.3)

ou D (»; g est la distance géodésique entiget ». Cette dynamique est indépendante d'un
choix de coordonnées. DanR", on retrouve bien I'équation (3.2). On veut montrer que
» transporté parallelement de» a q est une estimation dev = g. On pose donc

0= Tomy g» (13.4)

ou T-- 4 est le transport parallele de» a q sur la géodesique joignant a g, et il est dé ni
pour » et q su samment proches. Il faut donc montrer que» converge indépendamment
de sa position initiale vers un point mobile qui est sur la géodésique parcourue peet a
une distance,v deq.

Dans le cas ou la courbure riemanienne de I'espace est négative ou nulle, dn'a v
tant que » reste dans le rayon d'injectivité deg, qui peut dans ce cas étre tres grand.

Dans la cas ou la courbure est positive et bornée, ond v pour 1=, pas trop grand
et » initialisé proche deq. De maniére imagée, cela veut dire que &=, est trop grand
alors le chariot" est trop loin du point qu'il suit et on perd la convergence. On illustrera
ce résultat par des simulations sur la sphére.
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13.2.1 Lemme
Nous allons commencer par un lemme de géométrie.

Lemme 4. Soit M une variété Riemannienne réguliére. Soit P un point xé de cette variété.
Sur I'ensemble des éléments de M que I'on peut atteindre par une géodésique et une seule
(rayon d'injectivité), on dé nit le systeme dynamique
d 1
—X=j = lqradX D?(P;x) ,> 0 (13.5)
dt 2,
Sila courbureK dans toutes les sections en chaque point est négative ou nulle, la dynamique
est contractante au sens de3{], i.e, si +x est un déplacement virtuel & xé on a
d

akJ_rxk2 R

ou k k désigne la norme au sens de la métrigue Riemannienne de M.

Démonstration. Soit x 2 M appartenant au rayon d'injectivité de P. Le déplacement
virtuel =x est dé ni dans 34] comme une forme linéaire di érentielle tangente, et par
dualité peut étre considéré comme un vecteur dEM jy. Nous allons dé nir une surface.
Soit C la géodésique qui relie P &. On considere un point in niment voisin dex dans

la direction £x. Il est relié aP par une géodésique. Les directions de cette géodésique et
de C engendrent un 2-plan tangent er?. On considére toutes les géodésiques issuedde
suivant les directions contenues dans ce plan. Elles forment une surface di érentiaBle

La surface construite est plongée dand et hérite de la métrique reimannienne. Elle est
invariante par le ot de (13.5), puisque le champ est tangent aux géodésiques issues’de
On a bienx 2 S, et £x est tangent aS enx.

En suivant [51] (p 177) on choisit surS un jeu de coordonnées spécial qui généralise
les coordonnées polaires sur le plan. Un point est repéré garqui est la longueur d'arc
géodésique qui le relie B, et i, qui est I'angle (dans le plan tangent & enP) entre C et
la géodésique qui relie le point & . Dans ces coordonnées polaires geodésiques I'élément
de longueur au sens de la métrique est

ds? = d34 + G(¥s Pde

P~ _ . .
et G vérie les relatlons initiales G = 0 et @f@ﬁj =1 en %= 0 ainsi que l'équation du
second ordrew = K G oUK (¥;)) est la courbure de Gauss au point de coordonnées
(¥4 ). On peut montrer que la courbure de Gauss de la surfaBeen un point est majorée

par la courbure sectionnelle évaluée sur le plan tangent a la surfé8een ce point, et est
donc négative. On en déduit que I'on a le long dé

@ @.P— @S’G
0% o% S a%:
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et donc 2(¥429) , &5, Comme on aG(%0) = 0, on a en intégrant I'inégalité V25, G,

La dynamique s'écrit dans ces coordonnées

%= i % =0

5

En écrivant k+xk? = ds? on obtient immédiatement le long deC (repérée paru = 0)

d 2 ¥4@ G&¥40) 1
—kxk? = | Sd¥F ] S CdP ) SkExk®
dt ',“',@3/4“2',

Remarque : Rour une dynamioFye_sur une surface de courbure de Gauss constante
positive K, on a~ G(¥%0) = & sin( K¥%) et il y a contraction stricte pour % < 52 j 2
avec0<2< 1 xe.

O]

Fig. 13.1 Variation des géodésiques sur une variété de courbure négative ; et dynamique
de deux points voisins

13.2.2 L'observateur réduit

On dé nit » (voir (13.9) comme solution de I'équation

1
2= > &)rad» D?(»;9 ,> 0

5

On rappelle queq parcourt une géodésique a vitesse constanteOn transporte paralléle-
ment le vecteur vitessezi rad, D?(»;0 de» aqle long de la géodésique pour avoir une
estimation dev qui n'est pas plus bruitée que la mesure.
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On suppose que la courbure de la variété est négative. D'aprés le lemdnen sait que
la dynamique ci-dessus est contractante au sens @d][sur un domaine qui peut étre tres
large. Toutes les trajectoires convergent donc entre elles et le systéme oublie sa condition
initiale. Il sut alors de trouver une trajectoire solution. Elle s'écrit comme suit. Soit 3
le point situé sur la géodésique parcourue para une distanceD(q;3) = ,v dans le sens
opposé &. La distance entreq et 2 s'écrit alors comme la longueur de I'arc géodésique qui
les relie, et elle est constante :

%D(3;q)= Vi ED(:*‘;q)=0

Dans le cas ou la variété est simplement connexe de courbure sectionnelle négative (ap-
pelées alors variétés de Hadamard dans le cas courbure sectionnelle strictement négative),
I'application exponentielle de pbdle P est un di éormorphisme de l'espace tangent en P
vers la variété, il est donc surjectif et injectif. La dynamique est dé nie quelque soit les
conditions initiales et est strictement contractante. Il y a convergence globale.

Dans le cas ou la courbure sectionnelle est positive et majorée par 0, la dynamique
est contractante pour» su samment proche de g. (On peut méme obtenir une borne
inférieure pour le diamétre du domaine d'attraction dans le cas ou la courbure de Gauss
des surfaces construites dans la preuve du lemme est positive). Cela implique d'initialiser
» proche deq et de prendre, susamment grand. Dans ce cas» converge bien vers un
point mobile de la géodésique parcourue pgret a une distancev deq. L'exemple suivant
illustre ce cas.
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13.2.3 Cas ou la courbure est positive : simulations sur la sphére

On considére la sphére de rayon 1 dafs muni d'un repére euclidien. Soitg un point
de coordonnées; ¢; g, qui tourne autour de I'équateur a vitesse constante. L'équation de
son mouvement est :

o (t) = cos(t)
g (t) = sin(t)
Q(t)=0

On considere I'observateur réduit intrinsequel3.3), et on note»,; »,; » les coordonnees
du chariot suiveur" ». La dynamique de I'observateur réduit s'écrit ici

(g™ ») " »)x
k(g™ ») "™ »k
e (@M ») N )

= (1_’) k(gn »~ »)I(
(g™ ») " »);
K (g™ » " »k

»n=(1=)"

»=(1=)"

ou, < Oet' estl'angle entre les vecteurget » et correspond donc a la distance géodésique.
Pour les simulations les conditions initiales sontq(0) = [1;0; 0]" et »(0) = p%[o; 1;1]". Un
bruit blanc gaussien d'amplitude 206 de la valeur maximale des signaux a été ajouté pour
simuler les imperfections des capteurs. On voit dans le cas convergent gug converge
pas versqg mais converge bien vers un point mobile de I'équateur situé a une distance
de g, et le transport paralléle de la vitesse de a g fournit une estimation de la vitesse.
Pour , < %=2 l'observateur réduit converge, pour, > ¥=2 on observe en simulation qu'il
diverge. Cela est lié au comportement des géodésiques de la sphére ( d#€).
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Fig. 13.2 Reésultat des simulations pour, = %4 : q (ligne pleine) et» (pointillés)

Fig. 13.3 Résultat des simulations pour, = Y44 : vitessev (ligne pleine) et estimation
¢ (pointillés)
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Fig. 13.4 Variation des géodésiques sur la sphére
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Remarque

Pour illustrer la théorie dans le cas ou il n'y a pas de terme source et ou la courbure
est négative, et pour lequel il y a alors convergence sur un domaine de diamétre le rayon
d'injectivité de la variété, on pourrait reprendre I'exemple du ball and beam traité dans
[3] sans gravité et sans controle puisque la courbure est négative.



Chapitre 14

Conclusion

Nous avons construit et implémenté un observateur pour un réacteur chimique exother-
mique industriel. Nous nous sommes interrogés ensuite sur la construction d'observateurs
en général pour les sytéemes chimiques de type réacteur exothermique, et l'on s'est inter-
roge sur la dépendance des termes de correction (de I'observateur) aux unités. On a donc
cherché ensuite a construire de maniere systématique des termes de correction qui res-
pectent les invariances des équations de la dynamique dans le cas général (indépendance
par rapport aux choix d'unités, indépendance par rapport aux changements de coordonnées
...). Les invariances sont dé nies relativement a l'action d'un groupe de Lie sur I'espace
d'état et I'espace des entrées. La contribution théorique principale de la thése est de don-
ner une méthode systématique de construction de pré-observateurs invariants sous des
hypothéses modérées de régularité de I'action du groupe. On a de plus la garantie théo-
rigue qu'on trouve ainsi la forme de tous les pré-observateurs invariants, autrement dit
tous les observateurs candidats qui préservent les symétries. Nous n'avons jusqu'ici pas de
méthode générale pour attaquer les singularités de I'action du groupe. Nous n'avons pas
non plus de méthode générale pour sélectionner" parmi les observateurs invariants can-
didants, ceux qui convergent. Mais il n'existe pas de méthode générale pour trouver des
observateurs convergents pour des systemes non-linéaires admettant des symétries. On ne
peut qu'essayer de tirer parti de la structure apportée par les symétries dans la synthese
d'observateurs asymptotiques.

Pour cela nous avons remis en perspective le sens de la notion d'erreur d'état quand il y
a des symétries. En e et, les symétries correspondent souvent a des invariances issues de la
physique du systéme, et dé nir une erreur non-linéaire qui préserve les symétries, donc la
structure du systéme, est donc a priori intéressant. Le cas le plus frappant est celui ou I'on
a une dynamique invariante a gauche sur un groupe de Lie. On peut alors donner a l'erreur
un sens completement intrinseque, comme étant un élément du groupe. L'erreur linéaire
usuelle dépend du choix des coordonnées et n'a alors pas de sens. Cette démarche qui
consiste a dé nir une erreur qui respecte la structure du systéme est ici développée dans
le cadre général mais a souvent un sens physique bien connu dans les exemples traités.
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En e et la démarche de l'ingénieur consiste a manipuler des coe cients adimensionnels
dans la mesure du possible, quand il y a plusieurs choix possible d'unités, comme dans les
exemples issus de la chimie. Pour I'exemple de la voiture, ramener I'erreur dans le repére de
Frénet pour qu'elle ne dépende pas du choix de I'orientation du repere (autrement dit d'ou
est le Nord) parait tres naturel également. Si on faisait un observateur-contréleur pour la
voiture, on serait surpris qu'elle fasse un créneau de maniere di érente selon l'orientation
du trottoir.

La construction (de maniere systématique) de pré-observateurs invariants, aboutit a
des termes de correction non-lin€aires invariants qui peuvent avoir une structure qui n'est
pas entierement prévisible a priori. Le calcul de I'équation d'erreur invariante pour ces
observateurs permet d'obtenir des propriétés intéressantes pour |'étude de la convergence.
On trouve que I'équation d'erreur ne dépend de la trajectoire que via les invariants fon-
damentaux de l'action du groupe. Dans les exemples, cette propriété rend I'étude de la
convergence plus simple, et le réglage des gains plus facile et plus homogéne. L'exemple
de la navigation inertielle illustre le mieux cette propriété, car alors l'erreur obéit a une
équation di érentielle autonome, elle ne dépend donc ni de la trajectoire, ni des entrées
(qui dépendent du temps). Dans des cas qui présentent moins de symétries la dynamique
de l'erreur est liée a la décomposition en coordonnées base- bre, et correspond a des chan-
gements de variables intéressants. Pour ces raisons I'utilisation des symétries va plus loin
gue la simple idée que quand le systéeme vit dans un variété plongée, on peut rajouter
des termes de corrections tangents a la variété qui forcent I'observateur a rester sur cette
derniere.

Notre théorie ne s'applique directement qu'a une certaine classe de systémes. Dans la
partie Il nous I'avons cependant utilisée comme un guide pour aborder d'autres systemes,
et notamment ceux gouvernés par des équations aux dérivées partielles. Ainsi nous avons
proposé les premiéres pistes pour aborder la fusion de données en océanographie de fagon
invariante (nudging invariant) en tirant partie des symeétries des modeles de type "Shallow
Water". Les exemples qui portent sur la navigation inertielle, I'identi cation paramétrique
d'un systéme quantique a deux états, et le nudging, correspondent a des problemes non-
linéaires non triviaux et pour lesquels on n'a obtenu qu'une convergence locale.

Au-dela du cadre de la théorie de la partil se dégage en fait une méthode simple pour
la construction d'observateurs sur un systeme non-linéaire avec symétries : on commence
par chercher les observateurs, donc les termes de correction, qui préservent les symétries. On
écrit ensuite I'équation d'erreur invariante. On peut espérer que ses propriétés permettent
d'obtenir un domaine de convergence plus grand et un réglage des gains plus simple.
Quand on n'arrive pas a montrer la convergence globale, on peut linéariser I'équation
de la dynamique de l'erreur d'état invariante, et faire le design des gains sur le linéarisé
tangent (autour d'un équilibre ou d'une trajectoire permanente par exemple). On a vu
gu'au premier ordre le design des gains n'était pas soumis a des contraintes particuliéres et
s'appuie sur les techniques linéaires usuelles. Quand I'état du systéme estimé et celui du vrai
systeme sont loin l'un de l'autre, la structure de I'observateur invariant est une maniere,
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basée sur la physique du systeme, de prolonger les gains choisis localement. Il semble
gue, pour les exemples considérés dans cette thése, cette facon de construire I'observateur
permet d'avoir un bassin d'attraction plus large, et donc un meilleur comportement global.

On s'est concentré sur les estimateurs du type observateurs asymptotiques avec reco-
pie de la dynamique. D'autres types d'estimateurs existent comme par exemple ceux de
Kazantzis-Kravaris/Luenberger ou |'état de I'estimateur ne s'identi e plus nécessairement
a l'état x du systeme (voir,e.g.4] pour des résultats récents sur cette approche). Il existe
aussi des méthodes algébriques alternatives radicalement di érentes d'estimation d'état ou
de paramétres comme par exemple les travaux conduits par Michel Fliess au sein du projet
Alien de I'Inria-Futur ¥. Nous pensons que l'utilisation des symétries issues de la physique
peut également jouer un réle intéressant pour ces méthodes.

LVoir le site web : http ://www.inria.fr/recherche/equipes/alien.fr.ntml
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Annexe A

Cinétigue de polymérisation

A.1 Justi cation théorigues des modeles de cinetique
chimique

Nous présentons dans ce chapitre une bréve synthése de I'étude bibliographique que
nous avons faite concernant les cinétiques de polymérisation, principalemeti, 5. Cette
étude nous a permis d'établir un modéle simplié comme décrit au chapitre pour la
cinétique de polymérisation.

Cas Homopolymere

Pour établir le modéle cinétique, nous avons considéré que la cinétigue est donnée
essentiellement par la vitesse de propagation :

Vp = kp[M M ]
ou [M], [M?*] représentent respectivement la concentration en monomeére et en radicaux et
kp la constante cinétique de propagation.
Nous appliquons alors I'hypothése d'état quasi-stationnaire pour déterminer le terme
[M?], et on suppose a cet e et, que les vitesses d'amorcageet de terminaisonv; sont

égales. Cette hypothése repose sur le fait que les radicaux sont tres réactifs et disparaissent
guasiment instantanément apres leur apparition. Cela conduit a

Vv, = 2fk g[Cata] = v; = kM “J?

ouf est un facteur d'e cacité, et (kq; ki) les constantes cinétiques d'amorcage et de ter-
minaison.
Finalement, on obtient I'expression suivante pour la cinétique de polymérisation :
S

2fk g4[Cata]

Vp = ky[M] K
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Si toutes les constantes cinétiques sont données par une loi du type Arrhenius (véri ée
expérimentalement/1S, [1§]) :
Eo
k=koexp(i ==
o} p(l RT)

en négligeant I'e et de la pression qui est régulée dans le réacteur, on parvient au modele
de cinétique suivant que nous avons retenu au chapitre

i Eo
RT
en agglomérant les 3 constantes cinétiquék,; Kq; k;) et le facteur d'e cacité f dans une
seule constante.

Vp = Ko exp( )[M]p [Cata] (A1)

Cas Copolymere

Dans le cas de la copolymérisation, I'action du catalyseur conduit a la formation de
deux radicaux[M ;] et [M,]. Les réactions de transfert s'écrivent
[Mi]+[Ma]! 2 [M]
Mi]+[Mo]! 2 [My]
[M2]+[M2]! = [M,]
[Mp]+[Ma] ! 2 [M]
On suppose comme dans le cas homopolymére (hypothése de quasi stationnarité) que la

concentration en chacun des deux radicali ;] et [M;] est constante. Cela veut dire que
l'addition de [M;] a [M,] est égale a I'addition dgM,] a [M]. Donc

ki2[M1]M2] = K21[M,][M ]

On pose alors

_ ku _ ka
rh= k_12 et M, = k_21
et puisque
dM 2 2
i [dtl] = K1 [M{][M1] + Ko1[M;][M4]
dM 2 2
P = oM + ol 3TV
on obtient

dM4] _ [M1] ri[M4] +[M;]
dMz]  [M3] [My] + ra[My]
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avec les notations du chapitrd! cela donne

Riethylene;mol _ [Ethylene]i re[Ethylene]i +[A]i
Ri - [A]  [Ethylene] + ra[A]

A;mol

Cinétiqgue de I'amorceur

Tous les articles que nous avons consultés attribuent la cinétique suivante a I'amorceur
(décomposition du premier ordre pour le péroxyde) :

M £ )l
| d
Rcatamo = V exp —— [Cata
Cata;mol kd p RT [ ]
Il est a noter gqu'on a en plus une relation directe entre la quantité de pérox%de et la
guantité de polymére dans le cas homopolymere puisqud[M ]=dt = k, exp(i%)[M ] [Cata].
On n'a pas de telle relation dans le cas copolymére ou terpolymere.

A.2 Justi cation expérimentale des parametres des mo-
deles

Ici on présente des résultats sur la composition du polymere, obtenus sur le réacteur
pilote du Groupement de Recherche de Lacq du groupe ARKEMA pour di érentes qua-
lites de polymere, en utilisant I'observateur du chapitreé8. Les parameétresr;; (ratios de
réactivité) ont été pour certains mesurés par M. Buback de l'institut de physique chimique
de Gottingen ([16€,17]), ou par G. Luft de l'institut de technologie chimique de Darmstadt
([3€]). Nous avons dans le cas échéant repris ces valeurs. Les autres ont été estimés au
GRL. Toutes les expériences ont été faites avec deébits, pressions et température d'entrée,
constantes. La gureA.1 montre les résultats (on a masqué I'échelle de I'axe horizontal) de
la quantité d'acrylate incorporé dans le polymére en fonction du taux de conversion pour
un grade Ethyléne-Acrylate de Butyle, calculé par I'observateur d'une part, et mesuré par
infra-rouge (IR) d'autre part. La gure A.2 montre la quantité de comonomere (acrylate)
et de termonomere (MAH) incorporées dans le polymeére pour divers grade de terpolymére,
calculée par l'observateur d'une part, et mesuré par infra-rouge d'autre part.
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Fig. A.l

Fig. A.2 Taux d'incorporations en terpolymere et en copolymeére prédits par I'estimateur
(modéele) et mesurés expéritalement pour divers types de produits
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Quaternions

Comme dans2]], on utilise la paramétrisation par les quaternions de SO(3) an de
construire des observateurs pour estimer I'état. Les quaternions forment un groupe non-
commutatif. Tout quaternion g peut s'écrireq= o°+ g'e, + ofe; + °e; avec(d®; of; &?; ) 2
R*, la multiplication non-commutative @ est dé nie par

ere =il ere=|jene=6
et les relations qu'on déduit par permutation circulaire

U&= 6Pe= |l ePe=|ePe=€6 &PeT|eReT

et la norme deq estp (P)2+ (b2 + (0?2 + (?)2. Tout vecteur p2 R3 peut étre identi é
avec le quaternionp'e; + p’e; + pe;. On fera cette identi cation dans toute la thése pour
tout ce qui touche a la navigation inertielle, ol les vecteurs dB® sont vus comme des
guaternions.

On peut alors associer a tout quaternion de normeune matrice de rotationRy 2 SO(3)
grace a la relation relation :

q ‘eprg= Ryp

pour tout . Réciproquement, a toute rotationR, de SO(3) sont associés deux quaternions
§ g de longeurl. Bien que l'espace d'état dans la section.Z soit SO(3) £ R3, on écrira les
éléments de&SO(3) comme des quaternions dont la norme e%t(on note H; cet espace) et les
vecteurs deR3 comme des quaternions dont la premiére coordonnée @sNumériquement,
il est plus simple de conserver la norme d'un quaternion égald gu'une matrice 3£ 3 dans
SO(3). Les calculateurs embarqués sur les drénes sont peu puissants. Le produit vectoriel
vE | des vecteurs ddR® correspond pour les quaternions correspondants au commutateur
(val j ! av)=2
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Annexe C

Observateur et équation d'erreur
autonome : Un exemple

Navigation inertielle assistée par mesure de champ magnétique

Cette section est une reprise de I'exemple du chapiti® dans un cas plus simple, mais
illustrant la théorie de la n du chapitre 6.

Equations du mouvement

Les équations de la cinématique pour un objet volant s'écriveht

d 1
—0= — |

avec

g2 H gquaternion des attitudes,

I (t) vecteur rotation instantanée,

a multiplication des quaternions.
On prend pour étatg. On fait une approximation supplémentaire qui est celle du vol quasi-
stationnaire. C'est-a-dire que |'accélération du centre de masse est petite devamt 4., K.
Cela veut dire quea' ¢ ' oA g4 0. La sortie est 'accélération spécique/c = a et le
champ magnétiqueB mesurés par les magnétometres dans le repére awgr= ¢ 1oB og,
La sortie mesuréey est

y=(Ys;¥s) = (0 1‘:‘Agrav aq;d 1°B°q)
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Un observateur non-linéaire
On considére les observateurs invariants de la forme (voir n du chapiti@)
A !
d4=Laor +  Eje 0q )
gt 297 8 '

i=1

ou lesE; sont les erreurs de sortie invariante§oys§ 1| B et qoysceg i G. Lese sont
les quaternions associés a la base canoniqueRfe(Voir annexe sur les quaternions).

Systéme d'erreur

On considére l'erreur d'état invariante a droite :
r=gqeoq’
Soit
)(3 3
E(r) = Ei reBoarili B;roGuaoril; G =«
i=1

Elle est bien invariante par multiplication a droiteq7! gqeh 2 H pour h 2 H quelconque.
On a

- ¢
L= gog s qa'idtaged

Zas! i E(eai g8 ag
E(r)ar

Donc
r=E(r)ar (C.2)

avecE;(0;0) = 0. La dynamique de l'erreurr = ¢ya g ! ne dépend pas de la trajectoire
t 7! q(t).

Approximation linéaire

Une erreur petite correspond & proche de 1. Le choix des; est arbitraire et on choisit
€ = G. On suppose de plus que le champ magnétigBeest horizontal en utilisant plutét le
vecteurB j (B:Agav)Agav queB, ou: est le produit scalaire. L'utilisation de ce vecteur
orthogonal aA 4, rend la preuve de convergence globale plus simple (derniére section).
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On peut donc choisire, = B. On écrit l'erreur petite r = 1 + % avecs petit.On a jusqu'a
l'ordre 2 en

X @E

1.i-31j-6

(£ &;5E£ ) €

Sla

ou £ "représente le produit vectoriel danR3. 5 est vu comme un vecteu(s; 9! représente
la j -iéme coordonné€s; 9 sur la base canonique d&* £ R3. On a donc

0 .1 0 1
d »l 93 @Eﬂ »2 0
Z @A = =F @ » »A
dt @X 1316 0 2

j »

On peut choisir lesg; de maniére a ce que

0 .1 0 1 0 1
d » »! 0
— @A = | K, @A ; K, @2A (C.3)
dt
»3 0 »3

On a convergence exponentielle autour de toute trajectoire avec les constantes de temps
1=K, and 1=K,.

Une classe d'observateurs asymptotiques non-linéaires

On prend les observateurs

fat s
i [KiAgay £ (20 "8 Aga 2 T Agay)
+ KB £ (qug *eBrgad i B) =g
% %q: %qo! i [KiAga £ (G2Yc 20 ' i Agay)
+ K,B £ (qrys 24 i B)]=q
Cela correspond aC.1). L'approximation linéaire pour r proche del est exactement/C.3).

De plus pour toutK 1;K, > 0:

. _ _ . N _
Jm )i at)=0 ou lim 41)+ o(t) =0
pour toute condition initiale. Ce résultat était partiellement montré dans 14] et il est
montré dans B7]. On remarque queq et | g représentent la méme rotation deSsO(3). La
preuve consiste a prendre comme fonction de Lyapunov functidf(r) = kr aB aril
Bk?+ kr o Agay Brili Agak® pour (C.2).
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