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α + β = 1
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Non durable consumption expenditures: shares
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Engel curves for housing, transport and composite good
as a function of total non durables expanse
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Prices Indexes for housing, transport and the composite good.
Base year 100 = 2000
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� � ÈO�L���A�S�A�2T��N�N�A� {4���$� ����� ��} � î('6ì�É Î } � � � � � { � | � Éo{4��� �N� ��| � Í � ��{4� � ��|A� � � � � { ����¿K��� # �L�A� 0

{ �?� −1
É

# Â ��| Â � �N� ��|A{ ��� � ��Â { � { � � � | ��� {4� � � �à��ÂN���N� ��| � } Î { Ä }s} � � �N� �N| � �i{ � � � | ��� {4� � � � � � � ¿ � �NÄ����� Â { ���^� þ Â ���C��� � } ����� � � � �N�N�L� {^����� ���?� ��} � î[é�ì Î } �9��Â?����� { � � � } �$� { � ��} � � �L� ~s��| � É # Â }�� � } # ���N� ��| � Í
� ��{4� � ��|L� ��� ��� �AÝ ��{^� � } −1.11

É # � ��ÂQõ·Â {4� Î { �S���i�L��Â } � É�{ �N� −1.16
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Explained variables Housing Transport Composite

Chalfant income-elasticities 1.31 1.57 0.71

T-STAT 18.67 11.03 26.2

Chalfant price-elasticities Housing Transport Composite

Housing -0.20 -0.20 -0.83

Transport -0.95 -0.97 0.18

Composite -0.22 -0.02 -0.51

T-STAT -2.11 -3.36 -9.77

T-STAT -4.51 -8.22 1.50

T-STAT -6.82 -0.78 -16.48

Housing Transport Composite

Alston income-elasticities 1.30 1.56 0.71

T-STAT 10.22 4.90 14.45

Alston price-elasticities Housing Transport Composite

Housing -0.21 -0.21 -0.81

Transport -0.96 -1.00 0.22

Composite -0.21 0.00 -0.53

T-STAT -2.40 -3.74 -8.77

T-STAT -3.16 -6.45 0.77

T-STAT -6.08 -0.06 -18.11

Energy included in housing 

expenditures (assumption 1)

oMprqtsÊò � éÃ5 J � � � � { � ��} �ö��� �$�N� � �AÉ�{^����� ���?� ��} � (1) � ô�} � ��� Ä�� �\è�|){ �S�Ì� ��{^� � ��|A� � � � �Ì{ ��� � � � Â { �N�A�{ �$� {4� �
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Explained variables Housing Transport Composite

Chalfant income-elasticities 1.00 1.84 0.84

T-STAT 20.34 20.65 46.93

Chalfant price-elasticities Housing Transport Composite

Housing -0.16 -0.16 -0.60

Transport -0.84 -1.11 -0.12

Composite -0.17 -0.03 -0.67

T-STAT -2.48 -2.83 -7.50

T-STAT -8.74 -14.42 -1.28

T-STAT -11.36 -1.57 -24.23

Housing Transport Composite

Alston income-elasticities 1.00 1.84 0.84

T-STAT 11.20 10.44 33.06

Alston price-elasticities Housing Transport Composite

Housing -0.16 -0.16 -0.60

Transport -0.85 -1.16 -0.08

Composite -0.16 -0.02 -0.68

T-STAT -2.70 -2.83 -7.58

T-STAT -4.50 -10.22 -0.39

T-STAT -9.51 -1.22 -28.93

Energy included in composite 

good expenditures (assumption 

2)
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Levels First differences Second differences

Variable ADF statDT lag P-value ADF statDT lag P-value ADF statDT lag P-value

Housing share -3.21 ct 1 0,08 -3.23 c 0 0,02 * * * *

Transport share -1.74 ct 0 0,4 -6.02 c 0 <0.01 * * * *

Composite share -2.59 ct 1 0,28 -3.60 c 0 0,01 * * * *

ln real expenses -2.63 ct 1 0,26 -3.99 ct 0 0,02 * * * *

ln real income -2.66 ct 1 0,25 -1.93 nc 2 0,05 * * * *

ln housing price -0.92 ct 1 0,95 -1.46 c 0 0,54 -3.41 nc 4 <0.01

ln transport price -2.27 ct 5 0,44 -2.57 c 1 0,09 -7.51 nc 1 <0.01

lnomposite price -1.55 ct 1 0,81 -1.59 c 0 0,57 -6.63 nc 0 <0.01
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n(r) �N�A� �$� ��� } ÎoÂ }��?� �AÂ }�� � ��{ ��� ��� � { � | � r T (r) ��� { � � � } �$� { � ��} � |A}�� � �
Y

� � |A} ���*���A� |){ � � � { rf

|A� ���ÑÎ�� } �S� � �A�
RH(r)

� � � ��Â }��N��� �NÄ � �L� ~s��| ���$�A�S� Ra

{ Ä�� ��|A�?� � � � {4�K��{ �N���$�A�S�
H(r) � } � {4� Â }��?��� �?Ä � �A� ~s��| � { ��� ��� � { � | � r h(r) Â }4�N��� �NÄ � �A� ~���| � �N�L� ��� ���
U(z, q)

� � ����� ����Î � � | � ��} � } Î { Â }��N� �LÂ }�� � u
� � ����� ��� � � ~ � �

θ � { � � � ~ � � σ � ���$|A}�� �m��Î {4| � } �
x∗(r)

} �?� � � {^�O|){ � � � {4�\Í � }^Íâ��{ �N��� { � ��} ρ
|){ � � � {4� �N� ��| �

F (K,L) Â }��N�$� �NÄ � �L� ~s��| ���?� } � �N| � ��} �vÎ � � | � ��} � π � { ���N� } � �N| �
oMprqts<ø � '*5 ù �s�Ë¿ }�����{ �N� ~4{ � ��{ ¿ � � �

þ ÂN� ~^{ � ��{ ¿ � � ��{ �N�àÎ � � | � ��} � ���?� �A� � �e��Â ��� � } �?� ��� �NÄ { ��� ����� ���L� � � þo{ ¿H� ø � ' # � ��Âe��ÂN� � � ���\Í
Ä�� �\è�|){ � ��} � � � ð � } �NÄg��Â ���v� ��� } Î ~^{ � ��{ ¿ � � �LÉ # � � �K� |A� ÎÛ�ª��ÂN�ÀÂ }��?��� �?Ä � �A� ~���| �Ú�N�A� ��� ��� h(r) =
H(r)/Land(r) = f(x∗(r))

É # ÂN�L���*��Â?� Î � � | � ��} � f ��� �N� è �N�L�p¿S� f(x) = F (1, x) �þ ÂN��Î � � | � ��} � T (r) ���L�N��� � �L�m� � Ä��L�N�A� {4����ñ �A�î��� { � � � } �(� { � ��} � |L}�� � �AÉ ��Â { �C� {4� � � �m� }�{^|A|A}4� �S�F��ÂN�|A}4� � } Îl��� { � � � } �(� { � ��} � � � � � � Î {4� # � ���H{4� ��ÂN� |A}�� � } Îl��ÂN�Ï� � �i� � ���A�S� � � |A} �i� � � � �NÄ É # Â ��| Â |A}��N� �
Â {)~ �*¿��A�L���N� ~4} ���L�Y� } # } � � � !p{ �$Ä � � {4� ��� { � � � } �$� { � ��} � |A}4� � ���·{4���$� �i�A�v� } ¿�� |A} � � � { �S� É�{ �?�v� }|A} �NÄ�� � � ��} � ��� � {4� �L� � �S� }�{4|L|A}�� �S� É � ~ �L����Â }�� Ä4Â � � ���H{ � � �i� } �$� { �m�O�NÂN�L� } �i�A� } � ê !p{ ���L��� �M{ �N��ð�� }s}�� � î/é4ê�ê�'xì ï �
:e� {4�$��� �i����Â { �
��ÂN�CÄ }6~ �L���N�i�A�S� � �L� �
{ � { � � � ~ � � �K�L� � � } Î |L} ��� � � � �NÄ θT (r) � þ ÂN�C�N� } � �N| �21} Î ���N| Â { � { � ��� Ä ��~ �A�Y¿S�

π = θ

∫ rf

0

T (r)n(r)r dr
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{ �N� # � # �����C{^����� ���i��Â { � � � ������� ��� Íâ��� �¬�$�A� ��� ��� � ¿ � ���L�d� }p{4��� # } � � �A� � � þ Â ��� � { � � � ~ � �F��� � } �� �S���A�N�N�L��� } � { �*Î } � � � ~ � � ���i�A�S� �o{ �N� � �?Î�� {4� ��� �N| � � �$� } �K�L� { � � �NÄ É # Â ��| Â # � {4���$� �i�u� } ¿�� � � |L��� �N�L�� �v��� { � � � } �$� { � ��} � |A}�� � � T (r) �ð �u{*|A} � � �AÝ � �L� | � É ��ÂN���N� # ��� { � � � } �$� { � ��} �q�N� ��| � { �N�i��ÂN���N� # � � |L} �i� } Î���Â }�� � # } � � �A� �·{ ��� É
Ä �\~�� �NÄË��Â?� �$� ¿ �$| � � �?� � a   � }i{ � |A� �L�S��� { � { �������A� � Å

T (r) = Ta(r)(1 + θ)
Y = Ya + π/N
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J {4| ÂîÂ }��N� �AÂ }�� � ���9|L} ��� }�� �A� } Î } �N� # } � � �L� |L} �i� � � � �NÄM� ~ �L�$�q� { ��� } ��Â?��õ � ï�� ð ��� # } � � �L� �

� { ���Q��Â?� ��{ �i� � � |A} �i� Y É"{ �N�Ã�L�bã } � � � ����� ���vÎ�� } � {Ñ|A} ��� }���� ����Ä }�} � z { �?� { Â }��N�$� �NÄ � �A� ~s��| �
q � ð ��� # } � � �A� �Ï� Â { ��� ��ÂN� ��{ ��� � � ����� ���ÌÎ � � | � ��} � U(z, q) ��J {4| Â # } � � �A� | Â }s}�� � � Â ��� , ÂN�L��Â }��N�$� �NÄ��}s|){ � ��} � r � �Ñ��ÂN� |L� ��� É # ÂN�A�$� ��ÂN� � � � ���N� ��| � } Î2Â }��N��� �NÄ � �L� ~s��| � { � ��}s|){ � ��} � r ��� RH(r) � � � ,^� ÂN�
� { � � � ��ñ � � Â ��� , ÂN�L� � � ����� ��� � � ~ � �"� �N�N�L� { ¿ � �NÄ���� |L} � � ��� {4� �S� Å

maxr,z,q U(z, q)
� � �)� z +RH(r)q ≤ Y − T (r)
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á�����ÂN� è � � � |A{4� � É ��Â?�·���L�S���N� { # �ËÎ�� } � ��ÂN� ��{ �N� # ����� ¿�� Ra.L �4á�����ÂN� � � |A} �?� |){4� � É ��ÂN� ��{ �N� } # �N�L�� � ~ � � � �Ê� ��Â }��N�$� �NÄ |){ � � � {^� K � } �N� } � �N| � { Â }��N�$� �NÄ � �A� ~s��| � H � ,�� � | � ��} � F ���·{^����� ���L�Ì� } Â {6~ �|A} � � � { �S�M�$�L� � ��� � � }i��|A{4� �^� þ ÂN� � � ~ � � ���i�A�S���N� |L������} � } Î {î��{ �N� } # �N�A� # Â }i} # � �M��{ �N� ��� �$Î {4| � L{ � ��}�|A{ � ��} � r É���� Ä �\~ �A��¿S�ÀÅ
maxK

1

1 − σ
[RH(r)F (L,K) − ρK]

î ð Íâòmì
þ ÂN� ð Ä�Ä����LÄ { ���ÏÇ { �N� } # �N�L� �LÆ á�� |A} ��� î ð Ç"á ìC��� ��ÂN� � � |A} ����� { �$�N�A�v¿S� ��{ �?� } # �N�A� � Î }�����} # � �NÄ

��Â?� � � � � ~ � � ���i�A�S� � Å
ALI =

∫ rf

0

Land(r)
[
RH(r)f(

K

L
(r)) − ρ

K

L
(r)

]
dr
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:e���N� è �N��� # }Ñ�m� �?� ��} Î � � { � ��| �AÝ �N����� ¿N� ��� � � ��Â { � { ��� ����� � � �Ñ� } �L���L��Ä�� É �?�A���A�N� � �NÄ } � # ÂN� Í
��Â?�A�ÑÂ }4�N��� �NÄ �$� �N� � � ��� �A�?� } Ä��L� }��N�Ñ} �Ì��� } Ä4�A� }��?� � ù � ~ �L� {4� �$� ��{ � ��} � � Â � � �î| Â { � {4| ���A� ��ñ ����Â }�� �
�AÝ �N����� ¿N� ��� � � �
áâÎ9Â }4�N��� �NÄ ��� �N� � � ��� ��� } Ä��L� }��N� Å

{4���O|A} � �$� �i�A� � ��ÂN� }�� Ä�Â }�� ����ÂN� |A� ���vÂ {)~ � ��ÂN� ��{ ��� � � ����� ��� � � ~ � � u
RH(r) =

{
maxq≥0

Y −T (r)−Z(q,u)
q

Î } � r ≤ rf

0 Î } � r ≥ rf

n(r) =

{
H(r)/q(r, u) Î } � r ≤ rf

0 Î } � r ≥ rf

N =

∫ rf

0

n(r)dr

RH(rf , u) ≥ 0
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x∗(r) = arg maxx [RH(r)f(x) − ρx]
rf = max[r, RH(r)f(x∗(r)) − ρx∗(r) ≥ Ra]

H(r) =

{
Land(r) · f(x∗(r)) Î } � r ≤ rf

0 Î } � r ≥ rf

RH(rf )H(rf) − ρK∗(r) = RaLand(rf)

î ð Í(ë�ì
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¾ RA
¾ θ ¾·å�� û��)æ£íú�ô$ü4ÿ � �:÷ � ��þjô/æ � ö H(r) ¾�å�� û Ta(r)

¾ æ � ÿi� å�� Î � ûq� å í å ì ÿ�þ�ÿ�íaö å�� û*�:÷ � ��þjô/æ � ö u ¾ Y ¾ π ¾ rf
¾ n(r) ¾

T (r) ¾ RH(r) ¾·å�� û z(r) ü4ÿ�í:ô �VW�ô � úgùÊ��ö � º¿ë ø r » ¾ º¿ë ø _ » å�� û º¿ë ø 1 »4�
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�KwP�`�B~��(� º æ£í @ 0 ù � þ » ô�ö�í�ÿ å ����ÿ2ûhô � þÛ��ÿi��ôÛþ[Wv.2��ÿ �R¾ �)æ£í å ú�ô$ü4ÿ � ö6ÿ�þMæ���� å í å ì ÿ�þ�ÿ�íaö N ¾ Ya

¾ RA
¾

θ ¾�å�� û��)æ£í®ú�ô$ü4ÿ � �:÷ � ��þjô/æ � ö Land(r) å�� û Ta(r)
å�� û F (L,K) ¾ æ � ÿÃ� å�� Î � û�� å í å ì ÿ�þ�ÿ�íaö å�� û�:÷ � ��þÇô/æ � ö u ¾ Y ¾ π ¾ rf

¾ n(r) ¾ T (r) ¾ RH(r) ¾ z(r) å�� û H(r)
ü4ÿ�í:ô �VW£ô � úgùÊ��ö � º¿ë ø r » ¾ º¿ë ø _ » ¾ º¿ë ø 1 »å�� û º¿ë ø � »4�
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U(z, q) = zαqβ # ÂN�L��� α, β > 0
{ �?� α + β = 1

F (s, k) = Asakb # ÂN�L��� a, b, A > 0
{ �N� a + b = 1

T (r) = p.r
Land(r) = l.r
Ra = 0

î ð Í � ì
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�N� } � �?| � # Â ��� � {q� Â }�|��Ñ} ����ÂN�Ï��� { � � � } �(� { � ��} �Ì�N� ��| � î�} � � ���A�L� ìÊ����} � � �Ì�?�L��� � �i�A�S� {^� � !�} ��� }6~ �A� É
��Â?� ��� �i� Í��$� �í�$�A� ��� ��� � ¿ � � ��} � {4���$� ���L� � � }4� � � } �N� �2|A}��N� � ÉH� � { � } ���q�$� {4����� �*Î�� { �i� # } � �<É ¿����} �NÂ ��� � ��|){ ���A�*� } � {4� � � �S� }�{^|A|A}4� �S�"��ÂN�C�N�$� Í �V� ��� � � �NÄÊ� { � � ��� �N| � � ���^� ð ��� � ~s��{ � � �NÄ ��{ ¿ } � | Â { ��Ä4� �AÉ Î } �� � � � { � | � ÉK|L}��N� �Y�N� } � �?| � {i��}^Íâ|){4��� �L� � � }�� ¿ � � Í � ��~s� �?�A�N�  bÉN� � { �N� � � ��} ��� } ��ÂN��¿��A�N� è � � �N� �$| � � ¿��A�� �v��Â ��� � { �K�L�A�
á�� }�� ��Î�� { �i� # } � �<É Î } � { � }�� ¿ ��� �NÄ } Î���ÂN�Ë��� { � � � } �(� { � ��} � |A}�� � �AÉO� � {Ñ|L� ��� # � ��Â { Â � Ä�Âp�N��� Í

��� ��� � � �NÄË� { � � � ~ � �Kî θi = 1
ì�É Â }��N� �LÂ }�� � �AÆN� � ����� ��� ��� +1.1 Ð Â � Ä�ÂN�L� � �Ñ��ÂN�*�i�A� ��� � � � � |A} ��� { ���A�

� } ��ÂN� è � {4�l� � ����� ��� # � ��Â } �?� � � {^� � { � { � ��} � É<{ �N� ��{ �N� } # �N�L� �AÆ�� � |A} �i� ��� �N� | ��� {^� �A�À¿S� −17.2 ÐÑ�
: � ��Â {î��} # �A���N��� Í �V� ��� � � �NÄq� { � { � ��} � � � ~ � �*î θi = θ∗

ì�É ��Â }�� � è Ä � ��� ��{ �$���$� � ��� | � �\~ � � � −3.4 Ð { �N�
−20 ÐÑ� þ ÂN� � �i� } �(� { � | � } Î�� { � � �Ï� { � { � ��} � ��� � ~ �L� ��{ �$Ä��A� � Î�Â }��?��� �?Ä |){ � � � {4�S���l|A} � ��� �N�A�$�A� {4�lè ���A�} � | � � � ��� ¿ �N��� ��Å ��} # � � � � ��{4� ��� { � � � } �(� { � ��} � |L}�� � � �N�L���A��� � �?� { Â � Ä4Â � � � �?��� { � Í�}�� � |A� ��� ÉH��}s|�� �L�� � { � � �N�?�A� Íâ} �?� � � {4�l��� � ��{ � ��} � � Î���� { � � � } �(� { � ��} ���N� ��| � � � | ��� {^� � � � þ Â ���Ï{ �$Ä � �i�A�S� ����| � � � ��|){4�l� �
�N� ~ � ��} � � �NÄ |A}�� �S��� � � � # Â?�A��� |A� � � � � �������A� � �A� | � î�} � # ����� �V���K�L� � �L� | � ìu{ � { � � �îÄ�� } # ��ÂH� þ Â }�� � |L� � � � �{ �$� É � }Q{Y| �L�$� {^� �e�V�s���A�S� É2� � ����� � } ¿��Ì¿ �N��� � Él{ �N�dÎ � � � �$� | Â { �NÄ�� � � � �i� } � � � � Ä { � ��} �Ã� }�����|L� � �*} �
��� ��}�� � | � |A} � � ��� {4� �m� ��� Â }��?� ��¿K�*� {4� �L� � �m� }i{4|A|L}�� �S� {4����}s} � {4� � }��$��� ¿ � �^�
á�� � �N� �N� ��� ��{4����ñ �L� |A}�� �S��� � � �AÉ � {^����� �NÄÊ� { � � � ~ � ���o� � ~��?� �N�L� { ¿ � � |A� � � � � � { �*¿�� {�� �L� ��}��N� �N� } ¿ � �L���þ ÂN����� {^��} � ��� ��Â { ��Â }��N��� �NÄ � �?Î�� {4� ��� �N| � � �$� {4� ��� { �?�Ã�V� ��� � �AÉ
{ �N�d���A�?��� � �A�S� � Â � Ä�� � � ~ � � ���i�A�S� � �þ Â ��� Î {^| � } ��� { �ÃÂN� � � � �N�N�L� � � { �N� # Âm�dT ù Ä }6~ �A���?���L�m� ��� �$� ���?| � { �m� � }�� ��� � �A�i�A�S� {�|A��� � { ���

� }�����| �À��Â { � # }4�N� � � � { �e� } � } �g�N�AÄ ��� Ä � ¿ � �i�?�AÄ { � ��~ � # � � Î { �$�Ñ�LÈK� | � �î� � ð ���L� ��|A{ �à� { �$� ��|A�N��{ � � �� �?��� { � Í�}�� � |L� � � � � � � � � �NÄÚ��ÂN����� { � ��� � ��} �ö� } # { �$� �Ñ{ � } ���Y� } ¿ �?� ���AÝ �N����� ¿N� ��� �Y� ! � { � # Â ��� � ÉC� �����{4����} �$� {4�$} � { ¿ � �î� } ��Â � � � ��Â { ��Â }��N�$� �NÄ � �N�L�$� ��{Y� Â }��N� �à� } � � � { �d� }Q� � {4| � ��} � É ¿ � �Ë� { ��ÂN�L��� }
� { � � � |L} �i� � ���i�A�S� ��{ �?�Q�N� } Ä���� �����\~ � {4| � ��} �H� ð # � ���
|A} � | � �\~ �L�Q��� { � � � } �$� { � ��} � � � � ���A�Ù� { ��¿��|A} � ��� �N�A�$�A� {4�*{ � � � �$� � { � | � { Ä {4� � � �M� � ���L� }��N� � �����m�AÉ Î�� } �¼�A�?�A��Ä^� � � |A� � � ����� }Ñ|L��� � { ��� � � � � Ä {bÍ
� ��} ���N�A�L� � ��J2� { �i� � � ��} Î �$�N| Â � ��� { ���AÄ � � ��{4� ��� { �?�Ñ�V� ��� ��ÅN¿ } ��ÂY��ÂN��Ç } �N� } �põ } �NÄ�� � � ��} �Yð�� ��|A� �?Äù | ÂN�L��� ÉK� ��� � �A�i�A�S���A� � ����� { � 2003

É<{ �N����ÂN���?� ~ � ��} �?���L�m� } Î�� � ¿ ����| ��� { � � � } �$� { � ��} ���N�L� # } � �s�� �öð { � ���AÉu, � { � | � É ��Â { �i¿K�LÄ { � � �g��� { � 2001
{ �N�ª�$�A� �N| �A�ö��ÂN� {)~ �A� { Ä������ { � � � } �(� { � ��} � � ���A�L� É� � | ��� {4� �L�à�N� } Ä���� ���$��~ � � �Ã��ÂN�Ì�N� ��| � } Î��N� �\~^{ ���q��� { � � � } �(� { � ��} �O� ð |A|A} ��� � �NÄ�� }�}�� ���$� ���?� � �LÉ ��ÂN� � �

� }�����|A� � � # ������� �i��ÂN� ��} �NÄ�� � ���A�NÂ { � | �M��ÂN�M� } ¿ �N� ���N� ���Ê} ÎH��ÂN� � �M� # }q{ Ä4Ä ��} �i�A� { � ��} � � � }Ë� Â }�|��m�Ê� �
��� { � � � } �(� { � ��} � |L}�� � � �þ ÂN�î� } �N� ����� �NÄqÎ�� { �i� # } � � # � �N� �L� � �p��Â ��� � { ���A�M�N��� � �A�S� ��� � ~ �L� {4��� ��� } �(� { �S� ��� � � � { � ��} � �LÉ
��Â { � # �A�$� {4� ��� { �?���N��� � �L�m���A� � �Ãñ �MêSë°î�ÿ � ú � ��ÂN� { ¿ � �L� | � } Î�Ä��A�?�A� {^� �LÝ �?����� ¿N� ��� � Î��L�A�N¿ {4|�� �i� Í| Â { � ��� � �AÉ^} �2��ÂN� {4���$� �i�?� ��} ����Â { �9��Â?� |A� ����Â {4��} �N� � � � Ý � ��õ � ï ì ��á�� � � � ��� } Î<��ÂN� � � ��� � � � { � ��} � �LÉ
Â } # � ~ �L� Él}�� �M��� �$�N� � �*� Â } # ��� Ä4� ��è�|A{ �S� � ��� ����� �A�ÃÎ {4| � �AÉ # Â ��| Â � Â }4�N� �Ã¿�� {4|A|L}�� �S���L�ÚÎ } � � �Ã� } ���
����Â {^�N� � ��~ �*Î�� { ��� # } � �m� � ,�}�����} # Í�� ��� { ���A� � # ����� �N� } Ä���� �����\~ � � � { � � # �A��� }î� � ~ �L� {4�"��� � � � { � ��} � �AÉS� �
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� {^� � � �S� }�{4|L|A}�� �S�uÎ � � � �����A� ~s� � } �N���L�S� |L} � � ��� {^� �S� �C� � {4��� � } � {4� � ��} ÎO� � ¿ ����| � }4����| � É Î } � � � � � { � | �
¿S� ��� � �m� �?Ä � �$¿ { � ��� � É^��{ �N� Íâ�N� � É ��� { � � � } �(� { � ��} � { �N� |L��� � { ���F� }�����|A� � � � þ Â ���2~s� � # |A{4�����AÉ ��ÂN�L����Î } ��� É
Î } � {d� � {4� � � ����� { � � �NÄ  �} Î2�L� ~s� � } �N�i�A�S� {4�"|A} � | �A�$� ��� ��� � ¿ ����| � }�����| �4�
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ê ð � �L��� { � { �N� ��} ã$�L� î/é^ê�ê�øSì ï�ð � �L��� { � É�	 � É���} ã$�L� É�! � É�é4ê�ê�ø � ��} # � �N| Âú��� { � � � } �$� |){ �ú��Â?�|A��� � { ��� � � { �N� ; � � # �L�N�A� } � {q�$�N� � {4� � { ¿ � �*� { ��Â � � é4ê R ê �NJ��N�L��Ä4��ð }�����| �Ñ� òNÉH'6�^ò�òb5�'6� R ë �ê ð ��} � ��}Óî�'6��ø4òSì ï¨ð ��} � �$}NÉ :÷� É"'6��ø4ò ��Ç }�|A{ � ��} � { �N�YÇ { �N��T � �4� �M{ � ~^{ ����T�� ��~ �L� �$� ����ð���� ��� �ê � � � � |�� �N�A� î/é4ê�ê R ì ï�� � � � |�� �N�A� Ém	 � + � É � }6~qé^ê�ê R � þ � { � � � } �$� ��� ¿ �$� � � � �LÉ^� � � ���L� | Â }���| � É4{ �?� � ��¿ { �� �?� { # � � D �AÄ ��} � {4� ù |A� �A� | � { �N�pT���¿ { ��J |L} � } � ��|L� � R É<ë�' R 5?ë �����ê � � � � |�� �N�A� { �N� ,<{ � ��� �A� î('6� � � ì ï � � � � |�� �?�A� ÉK	 � + � É�,<{ � �$� �A� É ï�� ð � ÉH'6� � ��� þ ÂN� � |L} � } � ��|L�Ê} Î � � Í
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��{ � � � É
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πm = pθmCJ

∫ K

0

(D − r)d(K − r)kr2dr

N = CJ

∫ K

0

(D − r)d(K − r)krdr

î ð Í�'6�Sì

# ÂN�A�$� J ���*{ � � �Ë¿��A�*�?�A���A�N� � �NÄ } � um

{ �N� pθm û K = Y +πm/N
p(1+θm)

û k = α/β û # � � �L� C É D{ �N� d ��}�{4� � } �$�LÎ } �$� �N��{ ��� î ð Í�'6ë�ì Å H(r) = C(D− r)d � ù � � �?� � �NÄ { ���L� ��� � Í ���A�$�¥�AÝ �N����� ¿N� ��� ���� ��ÂN�L�ö�LÝ �N��~^{4� �A�S�Ë� }p� � � �?� � �NÄ {Q��}4��� � ��} �e� } ��ÂN� � � � ���A� î ð Í�')�Sì�É # ÂN�A�$� C É D É d { �N� k { ���
��� } Ä4�A� }��?�M{ �?�Y� }��$� � �\~ � É # Â ��� � J { �N� K ~ �A� � ÎÛ�ÃÅ

J = J ′u
−1/β
m

É
J ′ ¿�� � �NÄî��� } Ä��L� }��N�LÉ

0 < K = Y +πm/N
pm(1+θm)

≤ Dþ Â ��� �N� } ¿ � �A� ���M{Ì� � � ���L� } Î�� # } �AÝ ��{ � ��} � � # � ��Âp� # }v� � � � } # � ~^{ � ��{ ¿ � � �AÉ πm/N
{ �N� um �:d� � ��� x = πm/N
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x

∫ K(x)

0

(D − r)d(K(x) − r)krdr = pθm

∫ K(x)

0

(D − r)d(K(x) − r)kr2dr
î ð Í(é4ê�ì

ÜÏ�N�Ì� � Ä�ÂS��� } ������Â { � � ÎÊ��ÂN�A�$� ����{�|L}�� � � � (x∗, u∗m)
~ �L� � ÎÛ� � �NÄ�JCÝ<� î ð Í�'6�SìVÉ ��ÂN�L� |A� � { � � � x∗

� �N� � ��{ � ��� ÎÛ�ÑJ�Ý<� î ð Í�é4êSì �?õ } � ~ �L� � � � � É���� �?� }�� �Ï��ÂN�L��� ���Ê{ x∗ ~ �L� � ÎÛ� � �NÄqJ�Ý<� î ð Í(é4ê�ì�É ��ÂN�L� � �L�$� � �NÄ
u∗m =

(
pθm

Nx∗
CJ ′

∫ K∗

0

(D − r)d(K∗
− r)kr2dr

)β É ��ÂN�A� (x∗, u∗m)
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θm

∫ K(x)

0

(D − r)d(K(x) − r)kr(Y − pr)dr = 0þ Â ��� �V�?�?��� �$����} � ���q|A} �S� � � �N}��N�LÉ �?�AÄ { � ��~ ��Î } � x = 0
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�2Å � � ���2�2£ ,
G�Ç�¯*q�y�K<¬nMnMrP¼hV � £2£ � � W ñ �^| � þ 	��'� � �d�g�=,8� � 	��xÁ � ��	�� þ�� �<� ����	��x��	������ � ��	��x� � � � | ������	�����	����b��	�� �   � ���8�� ��� � à�������� 	 � �'	����*� rq�K z ¬�¼<°�N*¬Â°JO'¯ v ¯ sR® �;²��
�'���8� þ �>¥ � ��� � � � �9��	Â� � �*� � �����1����� þ 	f	�����	���g� þ ��	��� | � � �2# ��� þ 	���� � £2£2� ,G���qnµ<¬�®R®�sR¼*T�V �r� �2� � W � | ª�	�������� � �ró/,8��õ � ��	���� � �.��	 �2� 	 � � ��� � ����0 z ¬�OwsUq�¯ ¼4�+qnP¼d z sUq52l¬ v sU¬�ç ��(�� � ���2�2� ,
G'ô�µ<¬�¯ °�P¼gV �r��Å@� � W �êª�	 � � � �d��� ,
¶7,��*� | �2#°ÿ � � � ����� 	l�'� � ��� |\� � � ��6*����� � � þ�� �<� ��� ÿ � ��� � ���1� �	þ | � þ�� 	@�Ç<PK"Ow¼�¯ ®hXQ��lqnP¼d z sUq6+�µ<¬nPO-� �'� � �2� ¢��
� ¢�Å � �r��Å@� ,

����¢



G��g¬�¼dPKbV � £ £2£ � W �d	�� �Jþ �=Æ�,�� �b¼d¬ z o�®�7� z ¬�¼<°�sR¼ ¸gsR°©sU¬nM � | ª � ÿ , �r£ � ÿPÿ , ¢ �2¢8�$¢2�2� �+¶ � # � � ��� � 	-\�
���2	 � �'����6 ÀA� 	������ � £ £2£ ,

���2�
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L ÒÂÌ�Î³Ïh×�ï;Î
ó � � � � ��6*Á�	���ª
	 � 	�� ÿ(� �
��	 � � | ������	��&� � þ
� �<� � ÿ�� ��� | ��	�� �2� � � � ��� ÿ(� � � � ��� � �C��ª � | � ���b��	�� | � � � ��� �� � þ |A| 	��'��� � � � �9�'� � ��� � � � � 6C�'� � ��	�������� � ��	�� �Jþ�� ªd� � �
� þ�� �<� ���
6*� � # � | �x��ª �Jþ ��� � 	�� � � 	�������� ��4|L| �Jþ ����,
ó � � � � � �*��ª�	 þ
� �<� �>	 | � � �2# � | � #�� ��	��(¥\� ¨ -&õ ��� ÿ��'�Jÿ(� ��	��d,"ó9ª���� #%� �
	�� � 	 ÿ
��� � þ | 	����ª
	�	�� � � þ ��� � � � � � #%� � � | 	��:� � � |�| ����60��� | � ������� �Jþ �\��� # 	 � ��� |�� ÿ � þ�� 	��7��ª
	����:��	 � �4| ��� � � � 	�� ÷ 	�	��ª �Jþ ��	�ª � ��� #%� � 	���� | ª � � � 	��%���ë± � ������Á�	���� � 	�������	�� 	������ � ���E��	������8��6 � �+ª �Jþ �'��� � �'	 � �*� | 	0� þPÿyÿ ��6 ,¥7� ¨ -7õ � ��� �r÷ ���"��ª
	 � 	�� �2� 	@�
� �2� � ��	 #°ÿ(�2� � � � ���� ÿ � ��� � ����Á�	�� � � � ��6*�'��� � � þ�� �<� �� � � �����8��� � ����,*� ÿ ¦

ÿ ����	���� � | ��� # � ��	 ÿ�� ��� | ��	����r��ª���� #%� ��	��*� þ�� � 	��1���g��ª � �g��ª
	9� #°ÿ ��	 # 	��:� � ��� � � � � � � � � ��� ÿ(�2� � � ��� � ��� � !|�� þ ��	�� � � � �'� 	 �9÷ 	��8� � � 	�� � ���l��ª � � |�� � � 	����
��	 ��� 	��)� ��� # � � � �
����� � � � � #%� ��	�����,(õ �2� 	 � �2	 � ��� þ | ª �
� � ! ��� | � 	 � �'	��A��� � ���8¤ |�� ������6x����	�� þ � ���8����	��i���.�����h� #^ÿ ��	 # 	���� � ��� � �����h� � � � ����� | � ÿ � ��	���	�� �Jþ
� ª�,2� |L| �2� ¦����� � � � ��ª�	���	 � 	�� þ �8�����d��ª�	 � 	�� �2� 	@�d� #%�*� ��ª � ���C	 � � ��6f� #°ÿ ��	 # 	���� � ��� � � ÿ � ��ª�� � � | ��� # � ��	 ÿ�� ��� | ��	����ª �Jþ ��� � 	/� � � �2� 	�� � � 	 � ��	�� � 6 	�� � ��� � �2�2� 	��'����� 	 �4| ��� � ��,

R ÉTS M�Û�Î³Ï _ Ð0Ó0ïeÎbÑ _ Û
�7� #%� � �����8��6���	�	����&����� þ | 	 � � � �'� 	 � ���3��� | � 	 � ����� � �'ª � � 	 � � �2� 	�	���ª �Jþ �'	 � � �\	 # ���'��� � �����.���+����2	 � 6)��� � 	��86f��ª � �\� � � ��� ÿ��2� � � ��� � �)�16*�'��	 # � ÷ �����bª � �2	�� � | ª � � � 	���� �Jþ
� � � | ��	�����	�� � � 	�� ��� 	�� ÿ 	 | � �

|�� � � � � | � ���1� � � ������,�- � �<� �0� � � ��� ÿ��2� � � ��� � �0�'6*�1��	 # � ÷ �����©�"��ª
	 � 	�� �2� 	@�.ª � �2	�� ��� � ��ª ���tþ�� ª)�'� � �
��¤ ¦|�� ����� 	�	�� � � þ ��� � ����� � ��� � # � �8��� �tþ � þ�� �<� � ÿ�� ��� | ��	�� � � 	?�����
	�	�� � �
	 | 	���� � � 6Â�'��	 ÿ � � � �+� � �4| ª
��	�� 	
�&6 � � � ¦ ��� � 	 � � ·'	 | ���8�2	�� G � � ������� � � V � £ £2£ � W ,� | � � � # � | 	�� � � þ � ��� � ��� � � | ��� # � ��	 ÿ�� ��� | ��	�� � �R��	�� | � ���'���1�����Ã��ª�	 � �'��	���� # 	���� � � � � �2� 	 � � ��	���?¨ À � � ����	�� G ó þ � � 	���� � ���0ó þ � � 	���� V � £2£ � � W ,ró9ª�	 � � � ��6*Á���� � � þ�� ��� � ÿ�� ��� | ��	�����ª �r÷ 	��2	 � �P��ª � ���2� �4| � ��	� #°ÿ �4| ���?��ª � � � � 	 ÷ ����	���6B���8¿d	 � 	������ � ��	�������� ÿ �^| 	 ,jó9ª�		�¿(	 | ��� � � � ����� | � 	 � ��	>��� � ��� ÿ�� � | 	�� � �

���:½



� þ � þ�� ��� �Yª �tþ ��	�ª � ���
����ª � � � � 	ª�	 � �*���86ë��	 ÿ 	��
� � ��� � � ÿ
� ��� � ��	��2	�ª�� | ��	����A� �2� �����1� � � | 	 �A�'ª �Jþ ���� 	>�����'����� �Jþ ����ª�	��t� �'�2# ��ª�	�	�¿(	 | ��� � � | 	���� � � � | ����6B����ª � � �8� � ������,j¶=������	���� #%�2� 	 � �2	 � � � � 	���� �r÷ �86 ¦	�� � ���*��� � �16"�1��	 # �&� � �'��	��'����� � ��ª
	 | � �1� � � ��| ª � � � 	&���%� � � ��� ÿ��2� � � ��� � �%�'6*�'��	 # �L� � � � ���86 � 	�� þ � � 	��
� � �r÷ ��	�� � 	 � � �tþ ���ª�	 ÿ�� 	��'	���� � �
�Ä� þ � þ�� 	D	�� þ ����� � � � þ�# � � �x��ª�	B�'6*�1��	 #VU ��� � ��� �ë� 	�� þ � � 	�� � �
� � � ��6*����� � �=��ª
	%� � � ���'����� � � ÿ � ��ª�� � 	�� ÷ 	�	�����ª
	���	�	�� þ ����� � � � þ
# ��� � ��� � � ÿ 	 | �8¤ | �����2	��1��� � � ��� � � � ���ª
	x� #^ÿ��2� � � ���9� þ 	��'��� � � � �g����	 � ��� ��G ¡ � � # � �
�9	�� � �U, V ���2� � � Wb� ÿyÿ ����	��� �oþ�� �<� �f�
6*� � # � | ��,

ó9ª���� ÿ � ÿ 	 � � � # � � � ÿ
��� �*������� � � � � � # 	 ÷e�2�W� � � � �'��	����b� � � �����8��� � ��� � � þ�� �<� �?�'6*�'��	 # ���p��� | � þ ����� ������&� ÿ � ��� � �h�����'� � � � þ ��� � ��, ÿ 	�6 � ���B����� � 	���	 � � �h������	 � 	��1������ª�	�� þ 	��1��� � � � �e�
��¿(	 � 	������ � ��	��D	�¿d	 | ���?���
��� # 	 � ���C� ÿ �4| 	 � �;	���	 �'� 6 ÿ�� ��� | ��	��+��� ÿ � � ��� | þ � � � �86 | �	þ | � � �j� �2� | ������	���,dó9ª
	�� þ � | ��� � �
��� ��� � | ������	��
� 	�����	�� � ��� � � � ¦ ����� 	��x���
� � � �'� �@þ | � þ�� 	��g����ª �Jþ ����� � � ����� � � �
� ÿ��2� � � ��� � ���'	 | � �2� ���@��ª � � |�� � � ���86 � � � ÿ �
�2� � � þ � ����6D� � �
	 ÷ 	 | � � �2# � |Ñ| � �����8��� � ��� GX� þ ��� �2� � � �
��! � ����	 � � ����	 V � £ £�Å � W , ÿ þ �����
� � � �1� �	þ | � þ�� 	��� � 	\� � �=��ª
	 � ���86�� �tþ�� | 	 � �³����	 � ��� � �*��� � ��� � � � � 	��=��� # 	9� � ª �Jþ ��	�ª � �����;� � | ª � � � 	+��ª�	�� � � � |�� ��� � �
���� ��#%� �
���R6%��ª�	�� � | � ��� þ�#°ÿ ��� � � � þ �
����	���� � ���fª �Jþ ����� �%� 	������ � � 	 � ��� � �1��� | � 6>� � �i| 	 � � � ���f	 ! ��	�����,�Ã	 ÿ
���Jÿ�� ��	=ª�	 � 	 � #�� ��	��:��ª � �A���i¤�����	���� � � ��� � 	����A��ª�	L�'��6*����Á�	���	�� � � þ ��� � �
� � � þ�� �<� ���'6*�'��	 # �
��ª ���Jþ�� ª)��� # 	 � ���)� ÿ �4| 	 ,(ó9ª����7¥ � �C�A� þ ����� � � � þ
# ¨ 6*� � # � | - � �<� �Dõ � ��	�� V ¥7� ¨ -&õ)�\��� �<� �'	��
� �C��ª
	 | � � ����� | þ�� �<� � #�� ��	��ZY ®8¯tG«� � �fó9ª þ 	��
	�� V �r��� � � W � � � � ÿ ��	��C� � | ������	�� � 6 G �\� � ��� � V ���2� � � W �G õÂ������� V �r�2��Å � Wk� ��� G õ þ ��ª V �r�2� � � W , ¨ 6*� � # � |�� � � ��6*�'��� � � | �8����	�� �<� ��	�� � �C��ª
	 � � �Bó9ª þ 	���	��B� � �P¦
# 	 ÷e�2��� ª � �2	 � � � 	 � �
6 � 	�	�� ÿ����Jÿ�� �'	�� � 	�� �2� 	 � � þ ����ª�	�6 � ���86 | � �
�����1��	��ë��� � ��	�� þ 	�� | 	 � �L�'� �p¦��� � � � � 6	�� þ ����� � � � þ�# ������	�	 ¬ � T � G �7� � � V �r��Å � � W �2� G ¶ � ÿ�� Á�Á ��� ���[!+	�������	�6 V �r�2� £ � W � � ��� � � 	��"��	 ÷ ���
G�ÿ �@þ 	 | � ��	 � V � £2£ £ � W ,
\ þ�� � ÿPÿ��'� �4| ª3���\����� � � � ���8�2	����Â��ª � �\��� � ��� �p÷ �l� ��� 	 ÿ�� 	���	����?� � � ¦ �1� � ��� � � � � 6�'� � ��	����A� � � ��� � ����� � �^|A| �tþ ���>����	 � ��� � ���ëª �Jþ �'	�ª � ����� � 	�� � |�� ��� � ���i��� � ÿ � � � # 	��:�����A�'��Á�	����Aª �tþ ����� ���	 � �*� | 	 ÿ
��� � þ | ��� � �d� � ���f�'��� | � ���
	����+���ª �Jþ ����� �%� 	�������,²�� � �
������� � ��� ÷ 	B����� ��� � þ | 	 # �4| �'� 	 | � � �2# � | ��	�	�� �<�4| � �3���$��ª�	 #�� ��	�� � 6 # � � ��� � ��� | �2# 	
	��
� �2� 	�� �Jþ ��� ÷e�2��� 	 � ��� þPÿyÿ ��6C��ª�	�� � � � � � � � � � | 	�� � ¤ ��# �?��ª � � ÿ��'� � þ | 	 �Y| �2#°ÿ�� ���8��	 �2�*� ����� �
ÿ��'� | 	���� ÷ 	 � 	 ÿ�� 	���	��:�j��ª �'�Jþ�� ª � ��	 � ¦â| � � ���'� |�� � ÿ���� � þ | ��� � �?� þ � | ��� � ��,r� | � ���'� � ���h�'ª � � 	 � � ÿ���� � þ | ����A� � �2	��d� � ��� þ ��	��%� �2� ����� 	��'� # 	�������,:²����2	��'� # 	��:��� � � 	l	�����ª�	 � �
� � 	 | ��	���� �r÷ � � ���A��ª
	 ÿ
��� � þ | ����� 	 � ���ª
	Lª �Jþ �'��� � ��	 | � �2� �2��	 ÿ 	�������� �/� ����ª
	�� �h� 	�� ÿ 	 | �����2	 ÿ
��� ¤�� � � ��������6 ,ró9ª����h������	 � ��	 ÿ 	�����	�� | 	 � 	�� ÷ 	�	������� 	��'� # 	���� | ª � � | 	�� � ��� �r÷ �e� �2� ��ª�	 � 	 ÿ�� 	���	���� � ��� � � � � | ���r÷ ����� � ¦ �tþ �9	�¿(	 | ��� ÷ ª�	��Âª �tþ ����� � ��	�	����
# � � 	 | � ���'� �@þ | ��� � � #%�2� 	 ÿ���� ¤
� � � ��	&��ª � � ÿ��'� � þ | �����2	/�����2	��1� # 	�������,
�Ã	 þ ��	>¥7� ¨ -7õ � � ÿ 	 � � �2�'# � ÷=� ��	���� � �L� þ
# 	 � � |�� �A	 !.ÿ 	 � � # 	�������,h�h� � �1��� ÷ 	>��� #Øþ � � ��	���ª
	

	�¿(	 | ��� � � � ��ª � | ��� �� � � ��� ÿ(� � � � ��� � � | � �1����,��Ã	/�'ª �r÷ ��ª � �9��ª�	/�
���'� � � � þ ��� � ��������� # 	 � �b��ª�	 | � �1�
� ��� þ | ª � ��ª � | � ���g�2	 � 6 þ ��	�� þ � ����6�� ÿ�� 	 � � � 	�� ÷ 	�	�����ª
	9��ª �2� ��� # 	��
� þ�# � ����� � � �&�@þ ��, � � � � ��	 ��#	�¿(	 | ��� � � 	 | � � �'��� |�� � � 	�� þ ������� � ��� ÷ 	?� � | þ � �tþ�� � � � �86*����� � �0� � � �
������� � � ÿ ª�	�� � # 	�� � ����,��ê����ª �Jþ
�|�� ��� � � � ��� � ��� ���Jþ
� ª���6 �<� ��	�� � �B��ª�	 | ª � � �4| ��	 � ���'��� | � � �L��ª�	 � � ���\� � 	���	�� � �2� � �2# 	 � � ��� � ��� � 50

¾
��� | � 	 � ��	����3� � � ��� ÿ��2� � � ��� � � | � �'���?��	 � ���&� � ��� � ����¤ |�� ���?��	 � � ���8�2	�	�¿(	 | ��� � � þ �������8��6Â��	�� 	����?� þ
� ��� �� ÿPÿ
����! � # � ��	���6

60
62	 � � � � �R��	 � ��ª�	��'ª � | � ,�! �Jþ �'	�ª � �����������*��� � � ����ª�	 �Jþ ��� � � � ��� � �9��ª
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ÿ��2� � � ��� � �6� � �'����� � ���f�"	������ � � � , ½ � � � �86*��	��L� � � � �Jþ �L� #°ÿ ��	 # 	���� � ��� � � ÿ � ��ª
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	 # � ! � # ��Á � ��� � � � � � þ ����������6C� þ ������� � � U(z, q)
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ÿ�� 	���	 � 	�����	��+� �2� ��ª�	.� � ��� þ
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U(z, q)
V � ¦ � �

��,«��,
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V � ¦ � �
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������6
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� �2� ��� þ ��� þ
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x∗(r) �Jÿ ��� # � �u� � ÿ ��� � �d� � � � ��� � � ��� � ρ

������	 � 	��'� � � ��	
F (K,L)
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f(x) = F (1, x)
� � ���f��ª�	?� þPÿ 	 � ��� � � ÿ �Z¢ ∗ ö?�
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	�� � �1� � �i� � � �
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max
KH

RH(r)F (L,KH) − ρKH

V � ¦ ¢ �

kH(r) =
KH

L
(r) = argmax [RH(r)F (1, x) − ρx]

V � ¦ � �

H(r) = Land(r) · F
(
1, kH(r)

) V � ¦ ½ �

RH(r) = 0 ÿ(�Jþ
� r ≥ rf

V � ¦ � �

N =

∫ rf

0

H(r)/q(r)dr
V � ¦ Å �
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° E ¬J®/½p°�¶ � ²�±x°º¶�Ã L ¯�° E ¬�´�®/¯pÂ¹±W½�¯
Å��T®/¯p¶�½�e¬T±W¶Tê�½p°º²�´�²�°a»6³�¬T��±�¬�µ�¶�¬T¶JÇ"µ7Ác°º¬T± 150

»#¬�µ#±W¶TÅuµ�Æ#¬T±�µ#Â/¬J½3°º²�´�²�°a»
´�¬%Æ/¬�´

u150
²�¶

16 d ´�® ÷ ¬T±~° E µ#¯¹²�¯�²�°�²Íµ#´3½p°º²�´�²¼°a» ui e ¶�¬T¬f_t²�Â�Ã � Ã î �%Ã<��°5° E ²�¶�³�µ�°º¬�Å)° E ¬aN�¯�µ#´�¬��)½�²�´�²�·�±�²�½�E µ#¶*µ#´�¹®#¶W°Z·�¬T¬�¯�±W¬�µ#� E ¬�³
Ã
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g6h*iZ¡ � Ã î5� ó E ¬Z¬%Æ/®/´�½p°º²�®/¯J®�Á
u ÷ ²¼° E ±W¬T¶�À�¬T�%°�°º®�°�²�e¬#Ã7Ï~µ#� E �T½�±xÆ/¬Z��®/±�±W¬T¶�À�®/¯�³p¶�°º®�³�²DXu¬�±�¬�¯)°tÆ#µ�´�½�¬�¶®#ÁÈ° E ¬�°�²�e¬T¶��Tµ#´�¬�¶

τn
Å
τR
µ#¯�³

τq e ²�¯�³�¬-¿ u = 1
µ�°�°º²�e¬

t = 0
�-Ã

T�½�±W²�¯�Â¾° E ¬6°º±�µ#¯�¶�²¼°º²�®/¯ãÀ�¬T±�²�®3³uÅ E ®#½�¶�²�¯�Â¸²�¶4¯p®#°zµ#³�µ�Àp°º¬�³Ì°�®¾° E ¬1¯p¬ ÷ ¬T�T®#¯�®/e²��6��®/¯�³�²¼°º²�®#¯�¶TÅ
µ#¯�³¾° E ¬Ä¶�²¼°º½�µ7°º²�®#¯¾®#Á�° E ¬Ä�T²�°a»�²�¯ E µ#·�²¼°|µ#¯�°º¶�²�¶�¶W²�Â/¯p²YN��Tµ#¯�°º´�» ÷ ®/±�¶W¬T¯�¬�³
Å��T®#¹À�µ�±�¬T³ ÷ ²¼° E ° E ¬jN�¯�µ#´
¶W°ºµ�°º²�®/¯�µ#±x»z¬��)½�²�´�²�·p±�²�½p�Ã<_]²�Â/½�±W¬ � Ã î ¶ E ® ÷ ¶�° E µ7°�ÅpÔ � »#¬�µ#±W¶Zµ�Ác°º¬�±�° E ¬�¶ E ®3� � Å3° E ¬�µ#Â#Â/±�¬�Â�µ�°º¬*½p°�²�´�²¼°a»´�¬%Æ/¬�´�²�¯J° E ¬���²�°a»�±�¬�µ�� E ¬T¶5µ�´�¬�Æ/¬�´ ÷ E ²�� E ²�¶~Ô ] d ´�® ÷ ¬T±]° E µ#¯4° E ¬�²�¯�²�°�²Íµ#´�½p°�²�´�²�°a»/Å7µ#¯p³ î Ô d ´�® ÷ ¬�±t° E µ#¯° E ¬fN�¯�µ�´"®/¯p¬#Ã:ó E ¬�®/±W³�¬T±5®#Á'¹µ#Â/¯�²¼°º½�³p¬*®�Á
°º±�µ#¯�¶�²¼°º²�®/¯z²�eÀ�µ#��°�¶Éµ�¯�³�° E ¬�´�¬T¯�Â#° E ®#Áu° E ²�¶ÉÀ�¬T±�²�®3³¹µ#±W¬�)½�²�°�¬4±�®#·�½�¶W°�°�®1� E µ#¯�Â#¬T¶.²�¯[° E ¬4°º²�¹¬�¶��Tµ#´�¬�¶

τn
µ#¯�³

τq
Å ÷ E ²�� E µ#±�¬Ä¶W½��T��¬T¶W¶�²�Æ#¬T´¼»¸³�²�Æ�²�³�¬T³¸·�»

2
²�¯_t²�Â�Ã � Ã î Ç�²�¯�µ#´�´u��µ#¶W¬T¶TÅ�° E ¬�µ�Æ#¬T±ºµ�Â/¬�½3°º²�´�²�°a»¹´�¬%Æ/¬T´'²�¯�° E ¬.�T²¼°a»1¶W°ºµ�»�¶�½�¯�³�¬�±

80 d ®#Át²�°�¶Z²�¯�²¼°º²Íµ�´"´�¬�Æ/¬�´
Án®/±Zµ�À�À�±�®�¿3²�¹µ�°�¬T´�»

60
»/¬Tµ#±�¶�Ãk�ö³�²�Æ�²�¶�²�®#¯�·�»

2
®�ÁÈ° E ¬�°�²�e¬T¶��Tµ#´�¬

τR
E µ�¶�µJ¶�´�²�Â E ´¼°a»e³�²YX"¬T±W¬T¯�°Z¬ X"¬T�%°

®/¯Î° E ¬z³p»�¯�µ�¹²��T¶.®#Á5° E ¬z¶W»�¶x°º¬T Ç
° E ¬�µ�Æ#¬T±ºµ�Â/¬z½p°º²�´�²�°a»�´�¬%Æ/¬�´5Â#®3¬�¶.Á�µ�¶W°º¬�± µ#·"®�Æ#¬z° E ¬
80 d Æ#µ�´�½�¬�Å

° E ®/½�Â E ° E ¬�´�¬T¯�Â�° E ®#Át° E ¬�°º±�µ#¯�¶�²¼°º²�®/¯6²�¶Z±W®/½�Â E ´�»�° E ¬.¶ºµ#e¬#Ã
ó E ¬�µ�Â/Â/±�¬�Â�µ�°�¬�¬ X"¬T��°�¶t®#Á�µ*¶ E ®�� � ®#¯ °�±ºµ#¯�¶WÀ"®#±W°|µ7°º²�®#¯ ��®/¶W°�¶TÅ7²�¯�³p¬T¬T³uÅ7¶x°º¬� Án±�®/Û° E ¬5²�¯�°º¬�±ºµ#�%°º²�®#¯®#Á�e²���±�®�¬T��®/¯�®/e²���·�¬ E µ�Æ�²�®/±�¶�Ç�Á�µ��T²�¯pÂ¹¯�¬ ÷ Å E ²�Â E ¬�±�°�±ºµ#¯p¶�À�®/±W°ºµ�°º²�®/¯���®/¶W°�¶TÅ"À"¬�®/À�´�¬ ÷ µ#¯�°�°º®¹¹®�Æ#¬�T´�®/¶�¬�±t°º®�° E ¬7` ÿ T�Ã ÿ ¬�Án®#±�¬É° E ¬�e®�Æ#¬T¶~µ#�%°º½�µ�´�´�» ®��T��½�±TÅ�±�¬T¯�°�´�¬�Æ#¬T´�¶�µ#¯�³jl�µ�°�¶Tê/¶W²nm�¬T¶ E µ�Æ#¬�°�®�� E µ#¯pÂ/¬

°º®J�T±�¬Tµ�°º¬�±�®�®/ Án®/±É²�¯ E µ#·�²¼°|µ#¯�°�¶ ÷ ²�´�´�²�¯�Â�°º®4e®�Æ/¬�Ã�\�Æ/¬�±É° E ¬�´�®/¯�Â#¬T±~°º¬T±W�Å)° E ¬�³�¬T¯p¶�²�°a»¹®#Á E ®#½�¶�²�¯�Â¶�¬�±WÆ�²���¬�¶�½�ÀpÀ�´�» e ®#Á ÷ E ²�� E ° E ¬ E ¬�²�Â E °Z®#Á'° E ¬�·�½�²�´�³�²�¯�Â/¶�²�¶Zµ4Â/®�®�³6À�±�®�¿�»G� ÷ ²�´�´"µ#´�¶�®4·�¬.µ#³�µ#À3°º¬T³6°�®° E ¬ ¯p¬ ÷ ��®/¯�³�²¼°º²�®/¯�¶TÃ
î�� Ô



þ ²�J½�´Íµ�°�²�®/¯p¶ ÷ ²�° E S�ÏUT Ð õN¶ E ® ÷ ° E µ�°�° E ¬z³�½�±�µ�°º²�®/¯¸®#Á5° E ¬Ä°�±ºµ#¯�¶W²�°�²�®/¯¾³p¬TÀ�¬T¯�³�¶ e®/¶W°�´�»�®/¯
° E ¬�¬-¿3°�¬T¯�°*°º® ÷ E ²�� EoE ®/½�¶W²�¯�Âe²�¯pÁn±�µ#¶W°�±�½��%°º½�±W¬.²�¶Z²�´�´DV�´�®���µ�°�¬T³[Ç�²¼°Z°|µ � ¬T¶�µe´�®/¯�ÂÄ°º²�¹¬�°�®¹��®/´�´�¬T��°*µ�¯�³³�²�±�¬T�%°�Â/±W¬�µ�°p��½�µ#¯�°º²�°�²�¬�¶�®#Á���µ#Àp²�°|µ�´�°�® ÷ µ#±W³�¶�° E ¬É´�®���µ�°�²�®/¯�¶ ÷ E ¬�±�¬Z¯�¬ ÷ E ®#½�¶�²�¯�Â�²�¶]¯�¬T¬�³�¬T³
Ã L ¯zµ�¯p®/¯
µ#¯�°º²��T²�À�µ�°º²�¯�ÂJÁn±�µ#¹¬ ÷ ®#± � Å�µ#��°�®/±�¶Z¯p¬T¬T³[µÄ¶�²�Â#¯�µ#´
·�¬�Án®/±W¬�¬%¿3À�±W¬T¶�¶W²�¯�Â�µÄ¯�¬ ÷ ³p¬T¹µ#¯�³
Ã�ó E ¬�±W¬�µ#�%°º²�®#¯
®#ÁÈ° E ¬.¹µ#± � ¬�°*³�¬�À"¬�¯�³�¶*®/¯ÎÇ� ° E ¬�°º²�e¬�¶W��µ#´�¬T¶

τn
Å
τR
Å�µ#¯�³

τq U� À�µ�±ºµ#e¬�°�¬T±�¶�®#Á
° E ¬ E ®#½�¶�²�¯�ÂJÀ�±W®3��½p°º²�®/¯¹Án½p¯���°�²�®/¯
F (K,L)

Å3µ#¯�³e° E ¬�²�¯�Æ/¬T¶x°ºe¬T¯�°Z�Tµ#À�µ#��²�°a»z®#Á
° E ¬ ÷ E ®/´�¬�¬��T®/¯p®/¹²���¶W»�¶W°�¬T�Ã

ó E ¬�°�²�e¬T¶��Tµ#´�¬�¶~®#Á
° E ¬�´Íµ7°�°º¬�±~¹¬�� E µ#¯�²�¶� µ#±�¬*³�±W²�Æ/¬�¯6·�»z° E ¬4`É®/·�·%V
T�®/½�Â/´�µ#¶ E ®/½�¶W²�¯�Â�À�±�®�³�½���V
°º²�®/¯¸Án½�¯��%°º²�®#¯

F (K,L)
Åu° E ¬¹��®/¹À�®/¶W²�°º¬ÄÂ#®3®�³�¶�À�±W®3³�½p��°º²�®/¯ÎÁn½�¯���°�²�®/¯

Y (K,N)
Å'µ#¯�³Î° E ¬e²�¯�Æ/¬T¶x°�V

e¬T¯�°�±�µ�°º¬
s
Ãrq�±�®�Æ�²�³�²�¯�Â�µ�³�¬��)½�µ�°�¬ E ®#½�¶�²�¯�Â¹²�¯�Æ/¬T¶x°ºe¬T¯�°�²�¶�4½�� E ´�®/¯�Â/¬�±Z° E µ#¯�° E ¬ À E ¬�¯�®/e¬T¯�®#¯�¶

³�±W²�Æ/¬�¯�·)»
τn
Å
τR
Å3®/±

τq
Å�µ#¯p³�²�¶TÅ�° E ¬�±�¬�Án®#±�¬#Å3° E ¬�e¬T� E µ#¯�²�¶Wù±W¬T¶�À�®/¯�¶W²�·�´�¬�Án®/±É° E ¬

30
»/¬�µ�±�¶�À"¬�±�²�®3³
ÃL ¯�° E ¬.¶�¬���°�²�®/¯�¶�·�¬T´�® ÷ Å ÷ ¬ ¬T¯�°º¬�±Z° E ¬.³�¬%°|µ#²�´�¶Z®#ÁÈ° E ²�¶Z²�´�´DVlµ�³�µ#Àp°ºµ�°º²�®/¯e° E ±�®#½�Â E °º²�¹¬�µ�¯�³�¶WÀ�µ#��¬#Ã

Õ�Ö(�*Öhð ��ü�ä�ó3ælä~àxæ�s"Þ�á ä~á�ä�ü�ó3ä�ó3ælÚ5ò
L ¯�²�°�²Íµ#´3´�®���µ�°�²�®/¯Ä� E ®/²���¬T¶5®#Á E ®/½�¶�¬ E ®/´�³�¶ ÷ ¬�±�¬*¶�½�·,RW¬���°�¬T³�°�®�²�¯�²�°�²Íµ#´)°º±�µ#¯�¶�À�®/±x°|µ�°�²�®/¯ÄÀ�±W²���¬ pi

µ�¯�³
° E ¬*²�¯�²�°�²Íµ#´�±�¬�¯�°�´�¬�Æ#¬T´�¶�° E ±�®/½pÂ E ®/½p°~° E ¬��T²�°a» e ¶W¬T¬�ÏU��Ã e �aVxÔ����%Ã���¶�°º±ºµ�¯�¶�À�®/±W°ºµ�°º²�®/¯Ä�T®#¶W°º¶5Â/¬%° E ²�Â E ¬T±TÅE ®/½p¶�¬ E ®/´�³�¶�µ#±�¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â¾°º®£¹®�Æ#¬���´�®/¶W¬T±z°º®Î° E ¬t` ÿ T °º®Ë¶�À�¬T¯p³E´�¬�¶�¶e®/¯,°�±ºµ#¯�¶WÀ"®#±W°|µ7°º²�®#¯
Ãu��¶¹µ
�T®#¯�¶�¬ ��½p¬T¯���¬#Åu±W¬T¯�°*´�¬%Æ/¬T´�¶ZÂ/® E ²�Â E ¬T±�²�¯1��¬T¯�°º±�µ#´'´�®���µ�°�²�®/¯p¶TÃ*ó E ¬�´�¬�Ác°�À�µ�¯�¬T´�®#Áp_t²�Â�Ã � ÃjÔ4¶ E ® ÷ ¶�° E µ7°
5
»/¬�µ�±�¶�µ7Ác°º¬T±~° E ¬�¶ E ®3� � Å�±�¬T¯�°�¶É�T´�®/¶�¬�°º® ° E ¬4` ÿ T E µ�Æ#¬�µ#´�±�¬�µ�³p»z²�¯���±�¬Tµ#¶�¬�³
Å�µ#¯�³1µ#±W¬���´�®/¶W¬*°�®�° E ¬T²�±N�¯�µ�´�´�¬�Æ#¬T´rÃ�!�® ÷ ¬�Æ/¬�±TÅ�±�¬�¯)°�¶ E µ�Æ#¬�¯p®#°*� E µ#¯�Â/¬�³�Á�µ#±�Án±W®/ ° E ¬v` ÿ T Ç�À�®/À�½p´Íµ�°�²�®/¯6³p¬T¯�¶W²�°a» E µ#¶�¯�®�°

� E µ#¯pÂ/¬T³
Å�¬%Æ/¬T¯�° E ®#½�Â E2E ®/½�¶W¬ E ®#´�³�¶*µ#±W¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â °º®z´�¬Tµ�Æ#¬�° E ¬�¶�¬ ´�®���µ�°�²�®/¯�¶�Ã
ó E ¬%» E µ�Æ/¬�Å�²�¯�³�¬�¬T³
Å�°�®
¶W°ºµ�»6° E ¬�±�¬.¶�²�¯��T¬�° E ¬T±W¬.²�¶�¯�®z½�¯p®3���T½�À�²�¬T³1l�µ�°Z»#¬�°*²�¯6° E ¬.�T¬�¯)°�±ºµ#´�·p½�²�´�³�²�¯�Â#¶�°º®zµ�´�´�® ÷ ° E ¬T²�±É¹®�Æ/¬�¶
e ¶W¬T¬.° E ¬.±W²�Â E °ZÀ�µ�¯�¬T´�®#Áp_t²�Â�Ã � ÃjÔ��-Ã
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g6h*iZ¡ � Ã Ô � .�¬�Ác° Ç�±�¬�¯)°*��½�±WÆ#¬T¶
RH(r)

·�¬�Án®/±W¬�° E ¬.¶ E ®3� � Å 5 »#¬�µ#±W¶�µ7Ác°º¬T±�° E ¬ ¶ E ®�� � Å"µ�¯�³ 150
»/¬Tµ#±�¶

µ�Ác°�¬T±�° E ¬4¶ E ®3� � e ²�¯�³�¬%¿ RH(0) = 1
·�¬�Án®/±W¬J° E ¬J¶ E ®�� � �%Ã/b�²�Â E °JÇ"³�¬�¯�¶�²¼°a»¾��½�±WÆ#¬T¶ n(r)

·"¬%Án®/±�¬�° E ¬
¶ E ®3� � Å 5

»/¬Tµ#±�¶eµ�Ác°�¬T±J° E ¬1¶ E ®3� � Å~µ#¯�³ 150
»/¬Tµ#±�¶eµ�Ác°�¬T±4° E ¬1¶ E ®�� � e ²�¯�³�¬-¿ n(0) = 1

·�¬�Án®/±W¬6° E ¬
¶ E ®3� � �%Ã

î���w



\�Át��®/½�±�¶W¬#Å�±�¬�¯�°�´�¬�Æ#¬T´�¶ZÁn¬�¬T³�·�µ�� � °º®Ä° E ¬.±W¬T¶W°*®#Á]° E ¬.¶x»3¶x°º¬�@Ç
� !*®/½�¶�²�¯�Âz�T®/¯p¶W°º±W½���°�²�®/¯�²�¶Z¬�¯ E µ#¯p�T¬T³�²�¯6° E ¬.�T²�°a»6�T¬T¯�°�¬T±TÃ
� b�¬T¯�°�´�¬�Æ#¬T´�¶�µ#´�¶�®���®/¯�¶x°º±ºµ�²�¯ E ®/½�¶�¬ E ®/´�³�¶�´�²�Æ�²�¯pÂe��´�®/¶W¬�°�®¹° E ¬5` ÿ TG°�®�±W¬T³�½���¬J° E ¬T²�± E ®#½�¶�²�¯�Â
¶W¬T±WÆ�²��T¬*�T®/¯�¶W½�eÀp°º²�®/¯¹À�¬T±~�Tµ#À�²�°ºµpÅ/° E ½�¶5´�¬%°�°�²�¯�Â.e®/±�¬Z¶WÀ�µ#�T¬*Án®/± E ®/½�¶W¬ E ®#´�³�¶ ÷ ²�´�´�²�¯pÂ�°º® ¹®�Æ#¬²�¯
Ã_t²�Â#½�±�¬ � Ã w ¶ E ® ÷ ¶�° E µ7° 15

»#¬�µ#±W¶�µ�Ác°º¬�±É° E ¬�¶ E ®�� � Å�¹µ#¯�»�e®�Æ/¬T¶ E µ�Æ#¬�®3���T½�±W±�¬�³
Ãk��°�° E ²�¶�³�µ�°º¬�Å¶�²�¯��T¬ E ®/½�¶�¬ E ®/´�³�¶ E µ�Æ/¬�´�¬�Ác°�° E ¬�®/½p°�¶ � ²�±x°º¶Z®#Á'° E ¬��T²¼°a»/Å�±W¬T¯�°º¶�µ�±�¬�µ#´�¹®#¶W°Zµ7°�° E ¬�²�±0N�¯�µ#´u´�¬�Æ#¬T´�µ�°Zµ#´�´
´�®���µ7°º²�®#¯�¶TÃ"ó E ¬.³p»�¯�µ#e²���®#Á]±�¬�¯)°�¶�µ�¯�³�¹®�Æ/¬�¶TÅ�° E ¬T±�¬%Án®/±�¬�Å�²�¶�µ#´�¹®#¶W°Z��®/¹Àp´�¬�°�¬T³�²�¯
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g6h*iZ¡ � Ã w.� .�¬%Ác°�Ç�±�¬T¯�°Z��½�±WÆ#¬T¶
RH(r)

·"¬%Án®/±�¬*° E ¬�¶ E ®�� � Å 15
»#¬�µ#±W¶Zµ�Ác°�¬T±�° E ¬�¶ E ®3� � Åpµ#¯�³ 150

»/¬Tµ#±�¶
µ�Ác°�¬T±�° E ¬4¶ E ®3� � e ²�¯�³�¬%¿ RH(0) = 1

·�¬�Án®/±W¬J° E ¬J¶ E ®�� � �%Ã/b�²�Â E °JÇ"³�¬�¯�¶�²¼°a»¾��½�±WÆ#¬T¶ n(r)
·"¬%Án®/±�¬�° E ¬

¶ E ®3� � Å 15
»#¬�µ#±W¶4µ�Ác°�¬T±.° E ¬¹¶ E ®�� � Åtµ�¯�³ 150

»#¬�µ#±W¶4µ�Ác°�¬T±.° E ¬e¶ E ®3� � e ²�¯�³�¬%¿ n(0) = 1
·�¬�Án®/±W¬¹° E ¬

¶ E ®3� � �%Ã

L °4²�¶�¯�®�°J° E ¬���µ�¶�¬#Å E ® ÷ ¬%Æ/¬�±TÅtÁn®/± �T®#¯�¶W°�±�½��%°º²�®#¯
ÃJ`É®#¯�¶W°�±�½��%°º²�®#¯ã³�¬T¹µ#¯�³p¶4µ[´�µ#±�Â/¬eµ#e®/½�¯�°�®#Á
��µ�À�²�°ºµ#´hÅ'µ#¯p³Ê²�° °|µ � ¬T¶4°º²�¹¬ÄÁn®/± ° E ¬ E ®/½�¶W²�¯�Â¾�Tµ#À�²¼°|µ#´~¶W°�®3� � °º®[±�¬�µ�� E ° E ¬1µ�À�À�±�®#À�±�²�µ�°º¬e´�¬%Æ/¬T´rÃx��¶µ6�T®#¯�¶�¬ ��½p¬T¯���¬#Å'�T®/eÀ�µ#±W¬T³¾°�®6° E ¬jN�¯�µ#´�¬��)½�²�´�²�·�±�²�½��Å�° E ¬Ä¶�½pÀ�À�´�»�®#Á E ®/½p¶�²�¯pÂ1¶�¬T±xÆ�²��T¬Ä²�¶�¶W°�²�´�´]¯�®�°
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²�¯1° E ¬.À�±W®3³p½���°�²�Æ/¬�¶W¬T�%°º®/± Ç

ĨfK = δK · arg max
K

[Y
(
N,K

)
− (ρ + δK) ·K] e �aV w �

q E »�¶W²���µ�´���®/¯�¶x°º±�½p��°º²�®/¯e±�¬��)½�²�±�¬�¶~°�²�e¬�ÿ���»�³�´�µ#¯�³�µ#¯�³Äq�±�¬�¶��T®�°�° e î�ï�� Ô���� U ° E ½�¶TÅ<N�¯�µ�¯��T²�µ#´�²�¯�Æ#¬T¶W°¤Ve¬T¯�°º¶~µ#±W¬É°º±�µ#¯�¶xÁn®/±�e¬T³Ä²�¯)°�®�À�±W®3³�½p��°º²¼Æ/¬��Tµ#À�²¼°|µ#´ ÷ ²�° E µ*°º²�e¬É´�µ#Â�Å7�T®/±W±�¬�¶�À�®/¯�³�²�¯�Â�°º®���®/¯�¶W°�±�½��%°º²�®/¯³�½�±�µ�°º²�®/¯
Ã��8¬Ä¶W¬�°
SK

µ�¶�° E ¬Ä±W¬T¶W½�´�°�²�¯�Â6¶x°º®�� � ®#Át¢aÀ"¬�¯�³�²�¯�Â1²�¯�Æ/¬�¶W°�¹¬�¯)°�¶rö4²�¯[À�±�®�³�½��%°º²�Æ#¬Ä��µ#Àp²�°|µ�´hÃ¯�³
IK
²�¶�° E ¬.±�¬Tµ#´
À E »�¶�²���µ#´'²�¯�Æ#¬T¶W°�¹¬�¯�°�Å ÷ E ²�� E ¬�Æ#®/´�Æ#¬T¶�µ#�T��®/±�³p²�¯�Â4°�®e° E ¬�Án®/´�´�® ÷ ²�¯�ÂJ¬ �)½�µ�°º²�®/¯�¶.Ç

dSK

dt
= −IK + ĨfK

IK = 1
τk

· SK

dK

dt
= −δKK + IK

e �aV ^ �

ñoàrâ©êQå(æ©òíåæZïrð,ê ä�ëóð%ærä
!�®/½p¶�²�¯pÂ ²�¶�À�±�®�³�½���¬T³¹½�¶�²�¯�Â.´Íµ#¯�³eµ#¯p³e�Tµ#À�²¼°|µ#´YôTÃ2ó E ¬*e®3³�¬�´�²�¯�Â�®#Á"²�¯�Æ/¬�¶W°�¹¬�¯)°�¶�²�¯4° E ¬ E ®#½�¶�²�¯�Â

¶�¬���°�®/±�²�¶�·�µ#¶W¬T³�®#¯e° E ¬�¶ºµ#e¬�À�±�²�¯��T²�À�´�¬�¶t° E µ7°�³p±�²�Æ#¬�²�¯�Æ/¬�¶W°ºe¬T¯�°�²�¯Ä° E ¬�À�±W®3³p½���°�²�Æ/¬�¶W¬T��°�®/±TÃc�ì´�²¼°�°�´�¬
õ�����f3}rgX�"���jgj�xg�o�ö�� }3}h{�´�i%ml� {-d#�%f3gj}3ilw��x�X�7}rgjy%ix��öÈ��}�i�v�kÓ�%f�orq�iZ��fr��v����aorgj�%b��%k�orq�iu�l���0�#��}rgXoriO���T��v�}W��÷
q7gj}p{%}h}��7�0��orgj�%bg }��-k��l����fh}ri�{t�Xgj��g�o�{|orgj�%bZ�%k7ohq�i'����v�ix�cø%�"i'��q��T}�iuoh��kÓ���x�7}�����f�{-b7{%�3ö�}rgj}��%k/�xfr�|�'v�gXb��|������o�iDá/iW�ao�}��%bZ�W{���gXoh{%��fh{-orq�iWforq�{-b��j{%d���fW�

î ; �



�T®#¹À�´�²��Tµ�°º²�®/¯�²�¶�µ#³�³�¬�³
Å E ® ÷ ¬�Æ#¬T±�Å�³�½�¬�°�®¹° E ¬JÁ�µ#�%°�° E µ�°�° E ¬J´�®3�Tµ�°º²�®/¯�®#Á E ®/½p¶�²�¯pÂ�²�¯�Æ#¬T¶W°�¹¬�¯�°º¶�²�¶³�±W²�Æ/¬�¯¸¯�®#°�®/¯�´�»�·�»�²�¯�°º¬�±�¬T¶x°�±ºµ7°º¬#Å�·�½p°�µ#´�¶W®6·�»[±W¬T¯�°�´�¬%Æ/¬�´�¶TÅ ÷ E ²�� E Æ#µ�±W» ÷ ²�° E ´�®���µ�°�²�®/¯ e ¶W¬T¬ E ® ÷° E ¬ ³p¬T¯�¶W²�°a»1®#Á�µ�Æ#µ�²�´Íµ�·�´�¬ E ®/½�¶W²�¯�Âe¶�¬�±WÆ�²���¬.²�¶Z´�²�¯ � ¬�³1°º® E ®/½�¶W²�¯�Âz��µ�À�²�°ºµ#´u¶x°º®�� � ²�¯�Ïu��Ã e �7V � �{�-ÃL ¯�Æ/¬T¶x°º®/±W¶É® ÷ ¯�²�¯�Â�´�µ#¯�³eµ�°~´�®3�Tµ�°º²�®/¯ r µ#±W¬*Àp±�²���¬|Vh°|µ � ¬T±�¶�Án®/±�±W¬T¯�°�´�¬�Æ#¬T´�¶�µ�¯�³z²�¯�°º¬�±�¬T¶x°É±�µ�°º¬�Ã�ó E ¬�»
²�¯�Æ#¬T¶W°

IfH(r)
Â/²¼Æ/¬T¯�·�»¸Ç

IfH(r) = δH · arg maxKH(r)[RH(r) · F (KH(r), Land(r)) − (ρ+ δH) ·KH(r)] e �aV � �
ó E ²�¶*·�¬ E µ�Æ�²�®/±Z´�¬Tµ#³�¶�°º®Ä° E ¬ µ#Â/Â/±W¬TÂ�µ�°�¬�³�¬T¹µ#¯�³�Án®/± E ®#½�¶�²�¯�Âz²�¯�Æ/¬�¶W°ºe¬T¯�°

ĨfH
Ç

ĨfH =

∫ rf

0

IfH(r)dr e �7V
;<�
��¶zÁn®/±ÄÀ�±W®3³�½p��°º²¼Æ/¬���µ#Àp²�°|µ�´hÅ]° E ¬T±W¬�²�¶zµË´�µ#Â¸·�¬�° ÷ ¬T¬T¯ùN�¯�µ#¯���²Íµ#´Z�Tµ#À�²¼°|µ#´

ĨfH
Å~µ#¯p³ëÀ E »�¶�²���µ#´�´�»

²�¯�Æ#¬T¶W°�¬T³V��µ#À�²¼°|µ#´
IH
ÅZµÊ´Íµ#ÂÊÂ/²¼Æ/¬�¯V·�»

τh
° E µ�°��T®#±�±�¬�¶�À�®/¯�³�¶1°�®Ì° E ¬¸°º²�¹¬¾±W¬��)½�²�±�¬T³ì°º®õµ#� E ²�¬�Æ#¬

�T®#¯�¶W°�±�½��%°º²�®#¯�®#Á]·�½�²�´�³�²�¯�Â/¶�Ç
dSH

dt
(r) = −IH(r) + IfH(r)

IH(r) =
1

τh
SH(r)

dKH(r)

dt
= −δHKH(r) + IH(r)

e �aV ] �

[öÖhð ÙVÚ~Ü�Ý�Þ�ß�Ú~àlá�Ýãâ�Þ�ß�ä'åZælÚ~ç
ñoàrâ©êQå(æ©òíê�ðcß�ï/åã�ðÄìuðcß1ú©àrâ©ê�ð,ú©àrû(á
�8¬Ëµ#¶W¶�½�e¬¾° E µ�° E ®/½�¶W¬ E ®#´�³�¶�À�¬T±�¹µ#¯�¬�¯�°º´�»ëµ#³�µ�Àp°1° E ¬�²�± E ®#½�¶�²�¯�Â:Va¶W¬T±xÆ3²��T¬¸��®/¯�¶�½p¹Àp°�²�®/¯E°�®

À�±W²��T¬�¶ZÆ#µ�±�²Íµ7°º²�®#¯
Ã��£¬ ¶�¬�°
ũ(q, r)

° E ¬ ½p°º²�´�²�°a»e´�¬�Æ/¬�´'±�¬�µ�� E ¬T³�·)» E ®/½�¶�¬ E ®/´�³�¶�´�²�Æ�²�¯�ÂÄµ�°�µÄ³�²�¶x°|µ#¯p�T¬
rÁn±�®# ° E ¬8`"Å"TJÅ�µ�¶�µJÁn½�¯���°�²�®/¯1®�Á E ®/½�¶�²�¯�ÂÄ¶�¬�±WÆ�²���¬��T®/¯p¶�½�eÀp°º²�®/¯

q U µ�°Z³�²�¶W°ºµ#¯��T¬ r ° E ¬.µ#¹®#½�¯�°�®#Á�T®#¹À�®/¶�²¼°º¬ZÂ/®�®�³�¶~�T®/¯�¶W½�e¬T³�²�¶~¶W°º±W²��%°º´�»4³�¬TÀ�¬T¯�³�µ#¯�°�®/¯ E ®/½�¶W²�¯�Â � E ®/²��T¬�¶�Ç
z = c−T (r)−RH(r)q

Ã
�£¬ E µ�Æ/¬�Åp° E ¬T±�¬%Án®/±�¬�Å

ũ(q, r) = U
(
[c− T (r)−RH(r)q], q

) ÃGÅ�»¹½�¶W²�¯�ÂJ° E ²�¶~Án½�¯��%°º²�®/¯
Å ÷ ¬���®/¯�¶W²�³�¬�±° E µ�° E ®#½�¶�¬ E ®/´�³p¶Z��µ#¯1µ�³WRW½�¶W°É° E ¬�²�±É´�¬�Æ#¬T´
®#Á E ®/½�¶�²�¯�Â4¶W¬T±WÆ�²��T¬��T®#¯�¶�½�eÀp°�²�®/¯¹¶�®zµ#¶É°�®4²�eÀ�±W®�Æ#¬�° E ¬T²�±
½p°�²�´�²¼°a»/ÃÅ�µ#¶W¬T³�®/¯1° E ²�¶Z±�¬T´�µ�°º²�®/¯�¶ E ²�À
Å3µ�°*µÄÂ/²¼Æ/¬T¯�´�®3�Tµ�°º²�®/¯
Å3µz� E µ#¯�Â/¬.²�¯ E ®/½�¶�²�¯�Âz¶�¬�±WÆ�²���¬ ��®/¯�¶W½�¹À3°º²�®#¯
À�¬T±���µ�À�²�°ºµ

δq
²�¯�³�½���¬T¶5µ�� E µ#¯�Â#¬*²�¯Ä½p°º²�´�²¼°a»¹Ç

dũ =
(∂ũ
∂q

)
dq
Ã L Áuµ�°~´�®3�Tµ�°º²�®/¯

r
Å ∂ũ
∂q

> 0
Å/²¼°�²�¶�²�¯�³�¬�¬T³

±ºµ7°º²�®#¯�µ#´�Án®/±�° E ®#¶�¬ ÷ E ®z´�²¼Æ/¬�µ7°Z° E ²�¶�´�®���µ�°�²�®/¯¹°º®Ä²�¯p�T±�¬Tµ#¶�¬�° E ¬T²�±��T®/¯p¶�½�eÀp°º²�®/¯1®#Á E ®/½p¶�²�¯pÂe¶W¬T±xÆ3²��T¬�Ã
\�ÁÉ��®/½�±W¶�¬#Å'µ�¯£²�¯��T±W¬�µ#¶W¬Ä²�¯ E ®/½�¶W²�¯�Â���®/¯�¶�½p¹Àp°�²�®/¯¸À�¬T±.�Tµ#À�²�°ºµ6²�¶.µ#½3° E ®/±W²nm�¬T³Î²�Á�µ#¯�³Ë®/¯�´¼»[²¼ÁÉ¶W½�� E
µ#¯Ë²�¯���±�¬Tµ#¶�¬z²�¶.À E »�¶�²���µ#´�´�»[À"®/¶W¶�²�·�´�¬�Å $�è(�Tè ²¼Á�° E ¬T±W¬¹²�¶.µ�Æ�µ#²�´Íµ#·p´�¬ E ®/½�¶�²�¯�Â�µ�° ´�®���µ�°�²�®/¯

r
Ã³ó E ½�¶TÅ'° E ¬

³p»�¯�µ#e²���¶Z®#Á
q(r)

²�¶ZÂ/²�Æ#¬T¯�·�»¸Ç

dq

dt
(r) =





1

τq
g
(∂ũ
∂q

)
if ψ(r) > 0

0 if ψ(r) = 0
e �aV � �

î ;�;



÷ E ¬T±W¬
g(x)

E µ#¶�° E ¬~¶�µ#¹¬~¶W²�Â/¯�µ#¶'²�°�¶'µ#±�Â/½p¹¬�¯)°
x
Å�µ#¯p³�²�¯��T±W¬�µ#¶W¬T¶ ÷ ²�° E ±W¬T¶�À�¬T�%°]°�® x U e®/±�¬�®�Æ#¬T±�Å

ψ(r)
±�¬�À�±�¬�¶�¬T¯�°�¶�° E ¬ ¯)½�J·"¬�±*®�Át½�¯p®3���T½�À�²�¬T³2l�µ�°�¶�µ7°�´�®���µ�°�²�®/¯

r
Å��Tµ#´���½�´Íµ7°º¬T³�µ#¶.Ç

ψ(r) =
H(r)

q(r)
− n(r) e �7V ï �

üýà%ïrð,êäÊú©ß�àrâ©òrú�àrâ�ää�ú�ðËã<å*ä|þ
`É®/¯�¶W½�¹¬�±�¶ E µ�Æ#¬�° E ¬6À"®#¶�¶�²�·�²�´�²�°a»¾°�®[e®�Æ/¬6µ�¯�³ã� E µ#¯pÂ/¬6´�®���µ7°º²�®#¯8µ#��±�®/¶W¶�° E ¬6�T²¼°a»/Ãió E ¬�»8µ#±W¬

³�±W²�Æ/¬�¯¸·�»�° E ¬4½p°�²�´�²¼°a»1´�¬%Æ/¬�´�¶
u(r)

° E µ7°�� E µ#±�µ#��°�¬T±W²nmT¬J´�®���µ�°�²�®/¯�¶�Ã��8¬�¶�¬�°
u
µ�¶�° E ¬4µ�Æ#¬T±�µ#Â/¬4½p°�²�´�²�°a»

´�¬%Æ/¬�´"®#Á
�T®/¯�¶W½�e¬T±�¶�° E ±W®/½�Â E ®#½p°�° E ¬���²�°a»#Ã%��°ÉµJÂ/²¼Æ/¬T¯¹´�®���µ�°�²�®/¯
r
Å�° ÷ ®4�Tµ#¶�¬�¶���µ#¯6µ#±�²�¶�¬#Å)³�¬�À"¬�¯�³�²�¯�Â®/¯1° E ¬ ½3°º²�´�²�°a»¹´�¬%Æ/¬T´

u(r)
Ã

� L Á
u(r) < u

Å E ®/½p¶�¬ E ®/´�³�¶5´�²¼Æ�²�¯�Â.µ�°~´�®3�Tµ�°º²�®/¯
r
µ#±W¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â�°�®�´�¬�µ�Æ/¬Z°�® ÷ µ#±W³�¶É®#° E ¬T±~´�®3�Tµ�°º²�®/¯�¶TÃ�£¬.¶�¬�°

m−(r)
µ#¶Z° E ¬.¯)½�4·�¬T±�®#Á E ®/½�¶W¬ E ®#´�³�¶Z° E µ�°�µ#±�¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â�°�®¹e®�Æ/¬.®/½p°.Ç

m−(r) = n(r)w−(u(r), u) e �7V î 9<�
L ¯�ÏU��Ã e �aV î 9��%Å/° E ¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â/¯�¬�¶�¶�°�®�e®�Æ/¬�Án±�®/ µ ´�®���µ�°�²�®/¯Ä²�¶~´Íµ#±WÂ/¬T±~²�Á�° E ¬�Â�µ�À¹·�¬�° ÷ ¬T¬�¯ u(r)µ#¯p³

u
²�¶]´�µ#±�Â/¬�Å�µ#¯�³

w−
²�¶ÈµZ¢ ÷ ¬�²�Â E °pö�Án½�¯��%°º²�®/¯J³�¬�À"¬�¯�³�²�¯�Â�®/¯ ° E ²�¶'Â�µ#À�Ç w−(u(r), u) ∈]0, 1[

Å
µ#¯p³

w−
²�¶*µ4Án½�¯���°�²�®/¯1° E µ�°�²�¯p�T±�¬Tµ#¶�¬�¶ ÷ ²¼° E ±�¬�¶�À�¬T�%°*°�® ∣∣∣u−u(r)

u

∣∣∣ Ã� L Á
u(r) > u

Å'° E ¬T¯ E ®#½�¶�¬ E ®/´�³p¶4´�®���µ�°�¬T³8µ�°4®#° E ¬T±�´�®���µ�°�²�®/¯p¶Jµ#±W¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â1°º®�¹®�Æ/¬¹°º® ÷ µ�±�³�¶´�®3�Tµ�°º²�®/¯
r
Ã��£¬�¶W¬�°

m+(r)
µ#¶e° E ¬�¯�½p4·"¬�±�®#Á�½�¯�®��T��½�À�²�¬�³ùl�µ7°º¶6µ7°¹´�®3�Tµ�°º²�®/¯

r
° E µ7°6µ#±W¬

µ�°W°º±�µ#��°�²�¯�Â E ®/½�¶W¬ E ®/´�³�¶J´�²�Æ�²�¯pÂ[µ�°4µ#¯ã®#° E ¬T±�´�®���µ�°�²�®/¯uÃ³ó E ²�¶Jµ�°�°�±ºµ#�%°º²�Æ#¬T¯�¬�¶�¶4²�¶J´�µ#±�Â/¬�±�²¼Á�° E ¬
Â�µ�À�·�¬�° ÷ ¬T¬�¯ u(r) µ#¯p³ u ²�¶Z´Íµ�±�Â/¬4Ç

m+(r) = ψ(r)w+(u(r), u) e �7V î#î �
L ¯�Ïu��Ã e �7V î/î �%Å

w+(u(r), u) ∈]0, 1[
Å�µ�¯�³

w+ ²�¯��T±W¬�µ#¶W¬T¶ ÷ ²�° E ±W¬T¶�À�¬T�%°�°º® ∣∣∣u(r)−u
u

∣∣∣ ÃÅ�µ#¶W¬T³Ê®/¯ÊÏu�)¶TÃ e �7V î 9<�.µ#¯�³ e �7V î/î �%Å�° E ¬6µ#Â#Â/±�¬�Â�µ�°º¬¹³�¬T¹µ#¯�³£Án®/±�e®�Æ/¬�¶Äµ#¯�³8° E ¬1µ#Â#Â/±�¬�Â�µ�°º¬
¶�½pÀ�À�´�»6®#Á�µ7°�°º±�µ#��°�²�Æ#¬#Å�½�¯�®��T��½�À�²�¬T³2l�µ�°º¶�Å�µ#±W¬ Â#²�Æ/¬�¯�±W¬T¶WÀ"¬���°º²¼Æ/¬�´�»1·�»ÎÇ

D̃ =

∫

u(r)<u

m−(r)dr =

∫

u(r)<u

n(r) · w−(u(r), u)dr e �7V î Ô��

S̃ =

∫

u(r)>u

m+(r)dr =

∫

u(r)>u

ψ(r) · w+(u(r), u)dr e �7V îQw �
!�®/½p¶�¬ E ®/´�³�¶ee®�Æ#¬�®#¯�´�»8²�Á*° E ¬%»Ì��µ#¯,²�¯���±�¬�µ�¶�¬1° E ¬�²�±z½p°�²�´�²¼°a»8´�¬�Æ#¬T´hÅ~µ�¯�³,²¼Á�° E ¬T±W¬�²�¶eµ�Æ�µ#²�´Íµ#·p´�¬E ®/½p¶�²�¯pÂ1µ�°�° E ¬T²�±�³�¬�¶�²�±�¬T³¸³p¬T¶W°�²�¯�µ7°º²�®#¯
Ãu!*® ÷ ¬%Æ/¬T±�Å
° E ¬�±�¬4²�¶5¥j§ )|$@¨W)�$ ¯�®�±�¬�µ�¶�®/¯ ÷ E »[° E ¬4³�¬��µ�¯�³

Án®/±*¹®�Æ#¬T¶�¶ E ®/½�´�³¾¬��)½�µ#´'° E ¬4¶�½�ÀpÀ�´�»�®#Á5µ�Æ�µ#²�´�µ#·�´�¬ E ®/½�¶W²�¯�Â�Ã.ó E ¬J±�¬T´�µ�°º²�®/¯�¶ E ²�À�¶*Â/²¼Æ3²�¯�Âz° E ¬�¹®�Æ/¬�¶
µ(r)

e¬T¬%°Z° E ¬�¶�¬ À E »�¶�²��Tµ#´��T®#¯�¶W°�±ºµ#²�¯)°�¶.Ç

µ(r) =





m+(r) · min
(
1,
D̃

S̃

)
if u(r) > u

−m−(r) · min
(
1,
S̃

D̃

)
if u(r) < u

e �aV îQ^ �

î ; ]



ó E ¬�Æ�µ#±W²Íµ#·p´�¬
d(r)

±�¬�À�±�¬�¶�¬T¯�°�¶�° E ¬ ¯)½�4·�¬T±*®#Á E ®/½p¶�¬ E ®/´�³�¶�° E µ�°�µ�±�¬�µ�°�°�±ºµ#�%°º¬T³�·�»�´�®���µ�°�²�®/¯
r
ÃL °*��µ#¯�·"¬ Â/±W¬�µ�°�¬T±Z° E µ�¯�° E ¬ ¯)½�J·"¬�±�®#Át¹®�Æ#¬T¶

µ(r)
Å�¶W²�¯���¬ ° E ¬ ³�¬T¹µ#¯�³��µ�»1¬-¿3�T¬T¬�³¾° E ¬.¶W½�À�À�´¼»

®#Á]½�¯�®��T��½�À�²�¬�³Äl�µ�°º¶.Ç
d(r) = m+(r) ·

D̃

S̃
e �aV î�� �

L ¯ËÏU��Ã e �7V îÊ� �%Å�° E ¬Ä��®3¬|C¹��²�¬�¯)° D̃
S̃

±W¬TÀ�±W¬T¶W¬T¯�°º¶.° E ¬Ä¯)½�J·"¬�±�®#Á~¢a��µ#¯p³�²�³�µ7°º¬T¶�öJÀ"¬�±�½�¯�®��T��½�À�²�¬T³
l�µ�°TÃ L Á*µ#Â#Â/±�¬�Â�µ�°º¬¹³�¬T¹µ#¯�³8²�¶4¶W�µ#´�´�¬�±.° E µ#¯Ìµ#Â#Â/±�¬�Â�µ�°º¬¹¶�½�ÀpÀ�´�»#Åt¯�®#°4µ#´�´�µ�Æ�µ#²�´�µ#·�´�¬ E ®#½�¶�²�¯�Â/¶ ÷ ²�´�´N�¯�³�µ#¯�®3���T½�À�²�¬T±�Ã L Á]µ#Â/Â/±W¬TÂ�µ7°º¬�³�¬��µ�¯�³1²�¶�Â/±�¬Tµ�°º¬�±É° E µ�¯�µ#Â/Â/±W¬TÂ�µ�°�¬�¶�½pÀ�À�´�»#Å3° E ¬T¯1° E ¬T±�¬.µ�±�¬�e®/±�¬
À�®#°º¬�¯)°�²Íµ#´]¹®�Æ#¬T¶�° E µ�¯£µ�Æ�µ#²�´Íµ#·�´�¬ E ®/½�¶�²�¯�Â/¶�Å�µ#¯�³Î¯�®#° µ�´�´t��®/¯�¶W½�¹¬�±�¶ ÷ ²�´�´�²�¯�Âe°�®�¹®�Æ/¬ ÷ ²�´�´©N�¯�³Ëµ¯�¬ ÷ E ®/½p¶�²�¯pÂ�Ã

ó E ¬ ¯�½p4·"¬�±�®#Á E ®/½�¶�¬ E ®/´�³�¶�´�²�Æ�²�¯�ÂÄµ�°�´�®3�Tµ�°º²�®/¯
r
¬�Æ#®/´�Æ#¬T¶�µ#�T��®/±�³p²�¯�ÂÄ°º®Ä° E ¬.¹®�Æ/¬�¶.Ç

∂n

∂t
(r) =

1

τn
µ(r) e �aV î ;��

[öÖ�× ñ,Þ�ò�óõôuÜ*çpå~Þöá*÷Zò�ä5ø¤ælôuÝ
L ¯1° E ¬���´Íµ#¶W¶�²��Tµ#´O�~®/¯ó E ½�¬T¯�¬�¯�Án±�µ#¹¬ ÷ ®#± � Å E ®#½�¶�²�¯�ÂÄ�µ�± � ¬%°Z²�¶�µ�°�¬ ��½p²�´�²�·�±�²�½� ° E µ�¯ � ¶�°º®4° E ¬±�¬�¯�°��T½�±xÆ/¬ e �%ÁlÃ þ ¬���°º²�®/¯ � ÃjÔ��-Ã L °Z²�¶�¯�®#°Z¯p¬T�T¬�¶�¶�µ#±�²�´�»e° E ¬��Tµ#¶�¬�³�½p±�²�¯pÂJ°º±�µ#¯�¶�²¼°º²�®/¯�¶TÃ L ¯�±�¬Tµ#´u´�²�Án¬#Å)±W¬T¯�°

´�¬%Æ/¬�´�¶�µ�±�¬�¶x°º²�� � »eÁn®/±�²�¯�¶x°º²�°�½p°º²�®/¯�µ#´�µ#¯�³6À�±�µ#��°�²��Tµ#´"±W¬�µ#¶W®/¯�¶�Ã
ó E ½�¶TÅ ÷ ¬�³p¬ N�¯�¬�µJ³p»�¯�µ#e²���¶5Án®/±�±�¬�¯)°�¶° E ±�®/½�Â E ®/½p°�° E ¬��T²¼°a»/Å�³p²�±�¬���°�¬T³1·�»1¶�½pÀ�À�´�»6µ#¯�³1³�¬��µ�¯�³1Án®/± E ®/½p¶�²�¯pÂÄ¶�¬T±xÆ�²��T¬.µ7°Z¬�µ#� E ´�®���µ7°º²�®#¯[Çp²¼Á
° E ¬ ¯)½�J·"¬�±

d(r)
®#Á E ®/½�¶�¬ E ®/´�³�¶ ÷ ²�´�´�²�¯�Â °º®ze®�Æ#¬.²�¯1²�¶ZÂ#±�¬�µ7°º¬T±Z° E µ#¯1° E ¬.¯)½�4·�¬T±�®#ÁÈ½p¯�®3���T½�Àp²�¬T³l�µ�°�¶TÅ�° E ¬�¯[° E ¬J±�¬�¯�°�´�¬%Æ/¬�´]²�¯��T±W¬�µ#¶W¬T¶TÃ L ÁlÅ E ® ÷ ¬%Æ/¬T±�Å
³�¬��µ#¯p³�Án®/± E ®/½�¶W²�¯�Â¹²�¶�Á�µ#´�´�²�¯�ÂpÅ3° E ¬T¯[° E ¬J±W¬T¯�°´�¬%Æ/¬�´'µ�°Z° E ²�¶�´�®���µ�°�²�®/¯6³p¬T�T±W¬�µ#¶W¬T¶�Ã

ó ÷ ®��Tµ#¶�¬�¶�¯p¬T¬T³�°º®z·�¬.³�²�¶x°º²�¯pÂ/½�²�¶ E ¬T³ÎÇ� L Á
u(r) < u

Å�° E ¬�¯ E ®#½�¶�¬ E ®/´�³p¶�µ#±�¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â�°�®Ä¹®�Æ#¬ ®#½p°Z®#Á]´�®���µ�°�²�®/¯ r Ã L °��µ�»6·�¬�° E ¬���µ#¶W¬#ÅE ® ÷ ¬�Æ#¬T±TÅ�° E µ�°Z° E ¬�»6�Tµ#¯�¯�®�°�¹®�Æ/¬.²¼Á�° E ¬�±�¬.²�¶�¯p®e¶W½�À�À�´¼»6®#Átµ�Æ�µ#²�´�µ#·�´�¬ E ®/½p¶�²�¯pÂzµ�°Z° E ¬�®�° E ¬�±´�®3�Tµ�°º²�®/¯�¶TÃ L ¯Ë° E ²�¶.�Tµ#¶�¬�Å
° E ¬�±�¬e²�¶�¯�®�±�¬Tµ#¶�®/¯ÎÁn®/±�±W¬T¯�°J´�¬�Æ#¬T´�¶�°�®�³p¬T�T±W¬�µ#¶W¬#Ãx_�®/±�° E ²�¶�±�¬Tµ#¶�®/¯uÅ
³�¬��T±W¬�µ#¶W²�¯�Âe±�¬�¯)°�¶*µ#±�¬�Án½�¯��%°º²�®/¯�®#Á]° E ¬.À�±�®#À"®/±x°º²�®/¯1®#Á]½�¯�®��T�T½pÀ�²�¬�³Äl�µ7°º¶.Ç

dRH

dt
(r) =

RH(r)

τR
· φ

(n(r)q(r) −H(r)

n(r)q(r)

)
if u(r) < u e �7V îÊ] �

� L Á
u(r) > u

Å�° E ¬�¯ E ®#½�¶�¬ E ®/´�³p¶�µ#±W¬ ÷ ²�´�´�²�¯�Â�°�®�e®�Æ/¬5²�¯ ·�½�²�´�³�²�¯pÂ/¶TÅ�µ�¯�³J±W¬T¯�°t´�¬�Æ#¬T´ ÷ ²�´�´�²�¯���±�¬�µ�¶�¬²�¯�±W¬�µ#�%°º²�®/¯¸Ç
dRH

dt
(r) =

RH(r)

τR
· φ

(n(r) + d(r) − µ(r)

n(r)
−

H(r)

n(r)q(r)

)
if u(r) > u e �7V îQ� �

L ¯ Ïu��Ã e �7V îÊ� �-Å�° E ¬ÎÁn½�¯��%°º²�®#¯
φ
²�¶�Â/±W® ÷ ²�¯�Â ÷ ²�° E ±W¬T¶WÀ"¬���°[°�®,²¼°º¶�µ#±WÂ/½�e¬T¯�°�Å�µ#¯p³ E µ#¶�° E ¬

¶ºµ�¹¬e¶�²�Â/¯ãµ#¶�²�°�¶Jµ#±WÂ/½�e¬T¯�° e φ(0) = 0
�-Ãx_�½�±x° E ¬�±�e®/±�¬�Å ÷ ¬�Æ#¬T±W²�Ác»ù¥�§ ¨ÊA|ÿ��|)�$@¨W)�$ ²�¯8®/½�± ¯)½�e¬T±�²�V

��µ�´É¬%¿3À�¬T±W²�e¬T¯�°º¶J° E µ�°Ä¯p® E ®/½�¶W²�¯�Â¾¶W¬T±xÆ3²��T¬1²�¶JÀ�±W®�Æ�²�³�¬T³Ê·�¬�»#®/¯�³ÌÀ�±�®�³�½��%°º²�®/¯ã��µ�À�µ#�T²¼°a»/ÅÈ° E µ�°4²�¶�Ç
n(r)q(r) ≤ H(r)

²�¶�µ#´ ÷ µ�»�¶�Æ#¬T±W²YN�¬�³[µ�°*µ�´�´u°�²�e¬T¶Zµ#¯p³[µ#´�´u´�®3�Tµ�°º²�®/¯�¶TÃ
î ; �
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�jçMêQå(ã��
âxæ©ã�ä�å�àræxê
`É®/¯���¬T±�¯p²�¯�Â4° E ¬�½p°�²�´�²¼°a»ÄÁn½�¯��%°º²�®#¯
Å�° E ¬�°�±ºµ#¯�¶WÀ"®#±W°|µ7°º²�®#¯��T®#¶W°º¶�Å3° E ¬ E ®/½p¶�²�¯pÂ4¶�¬�±WÆ�²���¬�À�±�®�³�½��%°º²�®#¯

Án½�¯��%°º²�®/¯
Å�µ#¯p³Ì° E ¬1�T®#¹À�®/¶�²¼°º¬6Â#®3®�³�¶4À�±W®3³p½���°�²�®/¯ãÁn½�¯p��°º²�®/¯
Å ÷ ¬�½�¶�¬1Án½�¯p��°º²�®/¯�µ#´5Án®/±�e¶J° E µ�°eµ#±W¬�T®#¯�¶�²�³�¬T±W¬T³eµ#¶tÆ#¬T±W»J�T´�µ#¶�¶W²���µ�´3²�¯4½�±�·�µ#¯Ä¹²��T±W®3¬��T®/¯�®#¹²��T¶���Ç�° E ½p¶TÅ#° E ¬�½p°�²�´�²¼°a»�Án½�¯��%°º²�®#¯
Å7° E ¬ E ®#½�¶�²�¯�Â
¶�¬�±WÆ�²���¬�À�±W®3³p½���°�²�®/¯ÎÁn½�¯��%°º²�®#¯
Å'µ#¯�³Ë° E ¬eÂ/¬T¯p¬T±ºµ�´5Àp±�®�³�½���°�²�®/¯ÎÁn½�¯��%°º²�®/¯8µ�±�¬±`É®/·�·%V
T�®/½�Â/´�µ#¶TÅ ÷ E ²�´�¬
° E ¬.°�±ºµ#¯p¶�À�®/±W°ºµ�°º²�®/¯1�T®/¶x°�Án½�¯���°�²�®/¯�²�¶Z´�²�¯p¬�µ#± ÷ ²¼° E ±�¬�¶�À�¬T�%°�°�®z° E ¬.³�²�¶x°|µ#¯p�T¬�Án±�®/ `"Å"TJÃ

U(z, q) = zαqβ ÷ E ¬�±�¬
α, β > 0

µ�¯�³
α + β = 1

T (r) = p · r ÷ E ¬T±W¬
p > 0

F (S,K) = A · Sa ·Kb ÷ E ¬T±�¬
a, b, A > 0

µ#¯�³
a+ b = 1

Y (N,K) = G ·Nx ·Ky ÷ E ¬T±�¬
x, y, G > 0

µ�¯�³
x+ y = 1

Land(r) = l · r ÷ E ¬�±�¬
l > 0

e �aV î�ï �

L ¯£° E ²�¶ ±�¬�´Íµ�°�²�®/¯�¶ E ²�ÀuÅ
p
²�¶�° E ¬e�T®#¯�¶W°ºµ#¯�°J¹µ#±�Â#²�¯�µ#´]°º±ºµ�¯�¶�À�®/±W°ºµ�°º²�®/¯Î�T®/¶x°���Ãbó E ¬zÆ#µ�±�²Íµ�·�´�¬

G
²�¶

° E ¬ � ¬T¯�¬�±ºµ#´Z_�µ#��°�®/±0q�±W®3³�½p��°º²¼Æ�²�°a»/Å ÷ E ²�´�¬
A
²�¶�° E ¬�À�±W®3³�½p��°º²¼Æ�²�°a»eµ#¶W¶�®��T²Íµ7°º¬T³¹°º® ° E ¬�À�±�®�³�½��%°º²�®#¯�®#ÁE ®/½p¶�²�¯pÂe¶W¬T±xÆ3²��T¬	�7Ã
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!�µ�Æ�²�¯�Âe³�¬|N�¯�¬T³�° E ¬.Án½�¯��%°º²�®#¯�µ#´
Án®/±W¹¶Z³�¬�¶���±�²�·p²�¯�ÂeÀ�±�¬%Án¬T±W¬T¯���¬T¶TÅ"À�±�®�³�½��%°º²�®/¯
Å�µ#¯p³�°º±�µ#¯�¶WÀ"®/±x°|µWV

°º²�®/¯1�T®#¶W°º¶�Å ÷ ¬ ¯�® ÷ °�½�±�¯�°º®Ä° E ¬ ³3»3¯�µ#¹²���±�¬�´Íµ�°�²�®/¯�¶ E ²�Àp¶É° E µ7°�¯�¬T¬�³�°�®¹·�¬�¶�À�¬T��²YN�¬�³
Ã�v¨W#<A|$��éË?B¨��GA|#,+ § ÿ($@¨�� § �|)? ¥|§ $*ÿ ¥ - ÷ ¬J¶�À�¬T�T²¼Ác» E ¬T±�¬�° E ¬4¬-¿3À�±�¬�¶�¶�²�®/¯Î®#Á ∂ũ
∂q

Å"½�¶W¬T³Î²�¯[Ïu��Ã e �aV
� �-Ã
�ì²�° E ° E ¬eÁn½p¯���°�²�®/¯�µ�´tÁn®/±�e¶ ÷ ¬e�T®#¯�¶�²�³�¬T±W¬T³8²�¯ËÏU��Ã e �aV î�ï �%Å ÷ ¬ E µ�Æ#¬[Ç δũ

ũ
=

(
β
q
−

α
z
RH

)
δq
Ã_�½�±W° E ¬T±W¹®#±�¬#Å ÷ ¬.� E ®�®/¶�¬.° E ¬ ¶W²�eÀ�´�¬�¶W°Z¶WÀ"¬��T²DN���µ�°�²�®/¯1Án®/± g Åp° E µ�°*²�¶ g(x) = x

Ã<ó E ½�¶�Ç

∂q(r)

∂t
=





1

τq

( β

q(r)
−

α

z(r)
RH(r)

)
· q(r)2 if ψ(r) > 0

1

τq

(H(r)

n(r)
− q(r)

)
if ψ(r) ≤ 0

e �aVxÔ�9<�

�ó¨����BAz- ÷ ¬.¶WÀ"¬��T²�Ác»�° E ¬ ÷ ¬T²�Â E °�Án½�¯p��°º²�®/¯�¶ ÷ ¬ ½p¶�¬ ²�¯�Ïu�)¶TÃ e �aV î 9<��µ�¯�³ e �7V î/î ��Ç
w−(u, u) = w+(u, u) =

2

π
arctan

[
w ·

∣∣∣u− u

u

∣∣∣
] e �aVxÔ î �
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q���}ritkÓ��b7�lorgj�%b7{%��kÓ�%fh�Z}�{-fhit��g v�iW�3ö��7}�i�v*gjb���fhd7{-b�iW�x�%b����Ég �x}ukÓ��f�ilwÊ���j�%f�{|oh�%f@ö0�7��f�#��}ri%m7d��%orq�d�i��x{%�7}�itohq�i¤ö{-�j�j�|�e{%v�y|{%b7�li�v5�x{%�j�x��� {|orgj�%b�}xm|{-b�v5d#iW�W{-�7}ri�ohq�i¤ö5fri���fr��v����liufri�{-�jgj}�org ��kÓi�{|oh��fri�}p�-k#{|�%iWb�o�}¤����fhilkÓiWfriWb7�li�}3{%b7v��-k:������v7}��fh��v��7�aohgX��b)�� ÷
q��7}xm�b7�4�x�%b���iW}�orgj�%b¹gj}�o�{�´�ixbegjbTor�Ä{%�W�l����bToWm�ixy�ixb¹orq������%q�gXo�g }�{%b¹gj�"����f�o�{-bTo�kÓiW{|oh��fhi��%k]ohfh{%b7}(�#�%froh{-orgj�%b}ö�}�oriW�Z}x����"�%b7�xixfhb�gjb��Éorq�i~}�oh{-org �]i��T��gX�jgjd�frgj���ë{-b7v*orq�i~�W{-� �l��� {|ohgX��b7}Wm�}rixi��©���#ixb7v�gXw��
î ; ï



ó E ¬�Án½�¯��%°º²�®#¯
arctan(x)

²�¶�²�¯��T±W¬�µ#¶W²�¯�Â ÷ ²¼° E ±�¬�¶�À�¬T�%°*°�® x Å�µ#¯�³��T®#¯)Æ#¬T±WÂ/¬T¶*°º® ÷ µ�±�³�¶ π/2 e ±�¬�¶�À
Ã
−π/2

� ÷ E ¬�¯
x
Â/®3¬�¶]°�® ÷ µ#±W³�¶ +∞ e ±W¬T¶WÀ
Ã −∞

�%Å ÷ E ²�� E ¬T¯�¶W½�±�¬�¶�° E µ7°
w+ µ#¯�³ w−

E µ�Æ#¬É° E ¬�³�¬T¶W²�±W¬T³
À�±W®/À"¬�±W°�²�¬T¶�Ãdó E ¬J�T®�¬ Ce�T²�¬T¯�°

w
²�¯¸Ïu��Ã e �7VlÔ î �Z¹®�³�½�´�µ�°º¬�¶�° E ¬4¶W°�±�¬�¯�Â#° E ®#Á�° E ¬JÁn®/±W�T¬4³p±�²�Æ�²�¯�Â�° E ¬

e®�Æ#¬T¶�Ã
2a���Mÿ7����¨��&#,ÿ$@¨��GAz- ²�¯�ÏU��Ã e �aV îÊ� �%Å ÷ ¬J� E ®�®/¶W¬ ° E ¬�¶W²�eÀ�´�¬�¶W°ZÁn®/±WùÁn®/±�° E ¬ Án½p¯���°�²�®/¯ φ Å�¯�µ�¹¬�´�»

φ(x) = x
Ã
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L ¯Ê° E ²�¶Ä¶�¬T�%°º²�®/¯
Å ÷ ¬�¶ E ® ÷ ·"®#° E ¬%¿3²�¶x°º¬T¯p�T¬�µ#¯�³Ì½�¯�²��T²¼°a»8®#Á�µ¾¶W°ºµ�°º²��6¬��)½�²�´�²�·�±�²�½�Ñ³�¬ N�¯p¬T³õ·)»
Ïu�)¶TÃ e �aV î ��°�® e �7V ^ �%Ã!"�M$@?|$*ÿ�� Ç)´�¬�°�½�¶Éµ#¶�¶W½�¹¬*° E µ7°É¶W½�� E µ#¯6¬ ��½p²�´�²�·�±�²�½�>¬-¿3²�¶W°�¶TÅ3µ#¯�³ ÷ ±W²�°�¬�µ#´�´�° E ¬*Æ�µ#±�²�µ#·�´�¬�¶�Æ#µ�´�½�¬�¶µ�°Z° E ²�¶Z¬ ��½p²�´�²�·�±�²�½� ÷ ²�° E µÄ¶�½pÀ"¬�±�¶���±�²�Àp°�¢ ∗ ö7Ã`É®/¯���¬T±�¯p²�¯�ÂeÀ�±�®�³�½��%°º²¼Æ/¬.��µ#Àp²�°|µ�´hÅ�Ïu��Ã e �aV ^ �É²�¹Àp´�²�¬�¶�Ç

I∗K = ĨfK

∗

= δK ·K∗ e Å=V î �
õ�¬�µ�¯ ÷ E ²�´�¬�Å�Án±�®/ùÏu��Ã e �7V w � ÷ ¬ ³�¬�±�²�Æ#¬�° E µ�° Ç

δK + ρ∗ =
∂Y

∂K
(N,K∗) e Å=VxÔ��

`É®/¯���¬T±�¯p²�¯�Â E ®/½�¶W²�¯�Âz�Tµ#À�²�°ºµ#´hÅ�Án±�®/ùÏu��Ã e �7V ] �%Å ÷ ¬ Â/¬�°�µ�°*µ#¯�»1´�®3�Tµ�°º²�®/¯ r Ç
I∗fH(r) = I∗H(r) = δH ·K∗

H(r) e Å=V w �
_�±�®/ùÏU��Ã e �aV � �-Å ÷ ¬�µ�´�¶�® E µ�Æ#¬¹Ç

δH + ρ∗ = R∗
H(r)

∂F

∂K
(K∗

H(r), Land(r)) e ÅUV ^ �

ó E ¬�°|µ � ²�¯�Â�²�¯)°�®�µ#���T®/½�¯�°~®#Á�° E ¬�¬��)½�²�´�²�·�±�²�½�ö½p°º²�´�²¼°a».´�¬�Æ#¬T´ u∗ Å/µ#³�³p¬T³Ä°º®�Ïu�)¶TÃ e �7V
;<�]µ#¯p³ e Å=V ^ �%Å
´�¬Tµ#³1°º®eµÄ½�¯�²Y��½p¬ ±W¬T´�µ�°º²�®/¯�¶ E ²�À¸Ç

ĨH = j(ρ,K) e Å=V � �
÷ E ¬�±�¬

j
²�¶Z³p¬T�T±W¬�µ#¶W²�¯�Âe²�¯

ρ
µ#¯�³�²�¯p�T±�¬Tµ#¶�²�¯�Âz²�¯

K
Ã

�8¬*¯�® ÷ �T®#¯�¶�²�³�¬T±~° E ¬*¶W»�¶x°º¬TÒ®#ÁuÁn®/½�±�Æ�µ#±�²�µ#·�´�¬�¶ ρ∗ Å I∗K Å ĨH∗ µ#¯�³
K∗
Å)µ�¯�³¹Án®/½p±�¬ ��½�µ�°º²�®/¯�¶ e �aV

Ô��-Å e Å=V î �%Å e Å=VlÔ��%Åtµ#¯�³ e Å=V � �%Ã3_t²�±W¶W°TÅtÏu�)¶TÃ e �aVxÔ��4µ�¯�³ e Å=VlÔ��J²�eÀ�´�»Î° E µ�°
ĨH

∗ ²�¶Ä²�¯p�T±�¬Tµ#¶�²�¯�Â ÷ ²�° E±�¬�¶�À�¬T�%°�°�®
K∗
Ã³ó E ²�¶�±W¬T´Íµ7°º²�®#¯�¶ E ²�À
Å"µ#³�³�¬�³Ë°�®�Ïu��Ã e Å=V î �%Å"¹¬Tµ#¯�¶�° E µ�°.° E ¬Ä³p¬T±�²¼Æ�µ�°º²¼Æ/¬Ä®#Á0.'! þ ®#Á

Ïu��Ã e ÅUV � � ÷ ²�° E ±�¬�¶�À�¬T��°É°º® K∗
²�¶�Â#±�¬�µ7°º¬T±5° E µ�¯

δK
Ã
õ�¬Tµ#¯ ÷ E ²�´�¬#Å ÷ ¬�µ�¶�¶�½p¹¬�° E µ�°5° E ¬�À�±�®�³�½��%°º²�®#¯

î�] 9



Án½�¯��%°º²�®/¯
Y (N,K)

E µ#¶�³�¬T��±�¬�µ�¶�²�¯pÂ,¹µ#±�Â#²�¯�µ#´�±�¬�°�½�±�¯p¶�®/¯V��µ#Àp²�°|µ�´hÅ�° E µ�°�Â/®Ì°º® ÷ µ�±�³�¶ 0
µ�¶

K∗²�¯p�T±�¬Tµ#¶�¬�¶TÃO��¶*µÄ�T®#¯��T´�½�¶�²�®/¯
Åp° E ¬T±W¬ ²�¶�µ�°�e®/¶W°�®/¯p¬ À�®/¶W¶�²�·p´�¬�¬��)½�²�´�²�·�±�²�½� Æ#µ�´�½�¬�Án®/±
K∗
Ã

�$#�$nA|ÿ�����?B� Ç/²�Á�®/¯p¬Zµ#¶�¶W½�e¬T¶�° E µ�°�Å�²�Á
K∗ = 0

Å7° E ¬Z³�¬�±�²¼Æ#µ7°º²�Æ#¬�®#Ár.'! þ ®#Á�Ïu��Ã e ÅUV � � ÷ ²�° E ±W¬T¶WÀ"¬���°°º®
K∗

²�¶�²�¯pÁn¬T±W²�®/±�°º®¹° E ¬4³p¬T±�²¼Æ�µ�°º²¼Æ/¬J®�Á
RHS

®#Á5Ïu��Ã e ÅUV � �-Å�° E ¬T¯ ÷ ¬Äµ#´�¶�® E µ�Æ#¬4° E ¬�¬%¿3²�¶x°º¬T¯p�T¬Ä®#Á
° E ¬ ¶W®/´�½3°º²�®#¯
Ã
þ ²�¯p�T¬Z° E ¬�±�¬*²�¶�®/¯p¬�µ#¯p³¹®/¯p´�»4®#¯�¬�´�¬�Æ#¬T´�®#Á

K∗
µ7°�¬ �)½�²�´�²�·�±W²�½��Å7° E ¬T¯z° E ¬T±�¬*²�¶~µ�´�¶�®.®/¯p¬�µ�¯�³¹®#¯�´�»

®/¯�¬�´�¬�Æ#¬T´
®#Á]�T®#±�±�¬�¶�À�®/¯�³�²�¯�ÂÄ�T®#¯�¶�½�eÀp°�²�®/¯1´�¬�Æ/¬�´
c
Ãk��°�²�°�¶�¶W°ºµ�°º²�®/¯�µ#±x»�¬ ��½p²�´�²�·�±�²�½��Å�e®/±W¬T®�Æ/¬�±TÅ�®/½p±

e®3³�¬�´
±�¬�À�±�®�³�½���¬T¶�° E ¬�Án¬Tµ�°º½�±W¬T¶�®#Á]�T´�µ#¶�¶W²���½�±W·�µ#¯�¹²��T±�®�¬T��®/¯�®/e²���¶Ée®3³p¬T´�¶�ÿ3_�½WRW²¼°|µ e î�ï��/ï �@�rÃ
� Öhð [Eò�ä~àa÷Éó3ælôuä~à¹ô"ä~àxô"Ü�àlä�ó3æxÚ~ò�Ý��|Ú�çõó3ß�Þ Ý)ó3ä�ó3ælôVÞ/y�Ü�ælàxæaâ�ç�ælÜ�ø

L ¯¾° E ²�¶�¶W¬T��°�²�®/¯uÅ ÷ ¬4� E µ#±�µ#��°�¬T±�²YmT¬J° E ¬4¶x°|µ�°�²��J¬ �)½�²�´�²�·�±W²�½� ÷ ²¼° E ° E ¬JÁn½�¯p��°º²�®/¯�µ#´'Án®/±W¹¶�³�¬ N�¯p¬T³·�»ÊÏu��Ã e �aV î�ï �%Ã'�8¬1³�¬�¯�®#°�¬6° E ¬6¬ �)½�²�´�²�·�±W²�½�@´�¬�Æ/¬�´�®#ÁZ° E ¬6Æ�µ#±�²�µ#·�´�¬�¶ ÷ ²¼° E µ¾¶W½�À"¬�±�¶W�T±�²�Àp° ∗
ÃJ_�®/±

²�¯p¶W°|µ�¯��T¬�ÏU�)¶�Ã e �aV � �~µ#¯�³ e Å=V w �~Â#²�Æ/¬�½�¶�Án®#±5° E ¬�¬ ��½p²�´�²�·�±�²�½� E ®#½�¶�²�¯�ÂJ�Tµ#À�²�°ºµ#´�³�¬T¯p¶�²�°a»�µ�°�´�®���µ�°�²�®/¯
r
Ç

K∗
H(r) =

b

a

Np2(γ + 2)

c∗ γ+2

1

ρ∗ + δH
(c∗ − p · r)γ+1

· r e Å=V�;<�
ó E ²�¶�±W¬T´Íµ7°º²�®#¯�¶ E ²�À
Å�µ�³�³�¬T³�°º®eÏu��Ã e �aV�;<�-Å�²�eÀ�´�²�¬T¶5° E µ�°�Ïu��Ã e Å=V � ��°º±�µ#¯�¶W´Íµ�°�¬T¶Z²�¯�°�®�Ç

ĨH =
δH

δH + ρ∗
b

a

Nc∗

γ + 3
e Å=V ] �

õ�¬�µ�¯ ÷ E ²�´�¬�ÅÉÏu��Ã e Å=VlÔ��%Å ÷ E ²�� E ´�²�¯ � ¶z° E ¬�²�¯�°º¬�±�¬�¶W°6±�µ�°º¬�µ#¯�³õ° E ¬�À�±W®3³�½p��°º²¼Æ/¬���µ#À�²¼°|µ#´Z¶x°º®�� � Å·�¬T�T®#¹¬�¶ Ç
δK + ρ∗ = yG

( N

K∗

)x e Å=V � �
Ð ¶W²�¯�ÂÄ° E ²�¶�±�¬�´Íµ�°�²�®/¯�¶ E ²�À6µ#¯�³�ÏU��Ã e Å=V î �-Å ÷ ¬�³�¬�±�²¼Æ/¬zÇ

I∗K = y
δK

ρ∗ + δK
e Å=V ï �

�8¬���µ#¯6¯p® ÷ ��®/¯�¶�²�³�¬T±�ÏU�)¶�Ã e �aVxÔ��-Å e Å=V ] �5µ#¯p³ e Å=V ï �%Å ÷ E ²�� E ²�eÀ�´�»J° E µ�°�° E ¬�¬��)½�²�´�²�·�±W²�½�>±ºµ�°�¬
®#Á]²�¯�°º¬�±�¬�¶W°*²�¶�° E ¬.½�¯�²n�)½�¬.¶W®/´�½p°�²�®/¯1®�ÁÉÇ

s =
δH

ρ∗ + δH

b

a

1 − s

γ + 2
+ y

δK
ρ∗ + δK

e ÅUV î 9<�

î�]3î
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9 ý ¿ÁÀîú&%Ä½ÄÂ '

9 ¼¤=@B º�F@Aú�¼¤= C»À ½Âú�A Â ÂE= B�¼¤< À(%ÄÂ ? ÂëA ú�= Âù½)%Âú�ÂëA
F ½Ä¹»¿ ú�= ÂEA+* Â+% ú�½Ä½-,/.�Âù½[Aú�¹îú/º³ú&%0, ? ÂEA BCý ¼ ú21 ? Â
?3,+. Â º�¼ÁÀ À Âë< ÂE=4%

5�� S OýÖ2× Ó)6"�JÜFØ2� ×|���76 �1«a�48±�|× ×%«a�
9Uð%ê°å(æ©ðcßÊä�å�ð%ê5â�ß;:xçkåæ�ð,ê=<>�¡çMã�äQð%â�ß á�ð}ï�â©û(æ"?cß�ç@:xåû(å�äA?

.�¬T¶t±CBT¶W½�´�°ºµ�°º¶È³�¬É��¬�°W°º¬~° E@D ¶�¬�e¬�°W°º¬T¯�°]¬T¯�´�½�e² D ±�¬�´�¬�¶ÈÆ�½�´�¯@BT±�µ#·�²�´�²�°�BT¶�³�¬�¶t¶x»3¶x° D ¹¬�¶�½�±�·�µ#²�¯�¶'Á�µ#��¬
µ#½3¿�� E ®��T¶t®/½4µ#½�¿JÀ�®/´�²�°º²Y�)½�¬T¶'½�±W·�µ#²�¯p¬T¶TÃ:.�¬É��®/¯�¶W°ºµ�°�³p¬É³@B�À�µ#±W°t¬T¶x°J�)½�¬�´�¬T¶'Æ3²�´�´�¬T¶TÅ���®/¯pÁn±�®#¯)°�BT¬�¶FE�³�¬�¶
Æ�µ#±�²�µ�°º²�®/¯�¶GB��T®/¯�®#¹²Y��½p¬T¶�±ºµ#Àp²�³�¬�¶TÅ�¯�¬ À"¬�½pÆ/¬�¯)°�¶TêXµ#³�µ#Àp°�¬T±*²�¯�¶x°|µ#¯�°ºµ#¯@BTe¬T¯�°TÃZ.�¬�¶�²�¯�¬T±x°º²�¬�¶�½�±�·�µ�²�¯�¬�¶
±�¬�¶�À�®/¯�¶�µ#·�´�¬�¶�³�¬.�T¬T¶*±�¬%°|µ#±W³�¶�¶�®/¯�°*³�¬.À�´�½�¶�²�¬T½�±W¶*¶W®/±W°�¬T¶�Ã
î Ã7.'µz´�®/¯�Â#½�¬.³�½�±�B�¬J³�¬.Æ�²�¬ ³�¬T¶*²�¯3Án±ºµ#¶x°º±�½p��°º½p±�¬T¶HBT¯p¬T±�Â=B�°º²Y�)½�¬T¶�Åu³�¬.°º±�µ#¯�¶�À�®/±x°�®#½[³�¬ ´�®/Â#¬Te¬T¯�°�ÅN�Â#¬ ´�µJÁn®/±�e¬�³�¬�¶�Æ�²�´�´�¬�¶�À�®/½�±�³�¬.´�®/¯pÂ/½�¬T¶�µ�¯�¯@BT¬�¶TÃ
Ô3Ã7.�¬T¶��T®/eÀ�®/±W°�¬Te¬T¯�°º¶�³�¬T¶��T®/¯�¶W®/e�µ�°�¬T½�±W¶[¶W®/¯�°IBTÂ/µ#´�¬�¹¬�¯)°�±�²�Â/²�³p¬T¶�¶�½�±�´�¬Ë�T®/½�±x°[°�¬T±�e¬#Å
À�®/½�±e³�¬T¶�±ºµ#²�¶�®/¯�¶e´�²JBT¬�¶¹¬�¶�¶�¬�¯�°º²�¬�´�´�¬Te¬T¯�°1µ#½ë��µ#±�µ#��° D ±�¬�¶�À�µ7°º²Íµ�´�²�¶CB�³�¬[´rêKB��T®/¯�®#¹²�¬�½p±�·�µ#²�¯�¬#Ã.�¬T¶5�T®#¯�¶�®/e¹µ�°º¬�½�±�¶�±CBT¶�²�³�¬T¯�°�¬T¯¹¬ X"¬�°5³�µ#¯�¶5³�¬�¶�´�®/Â/¬Te¬T¯�°�¶=�)½�²�¶W®/¯�°ÉÀp±�BT��²�¶CBTe¬T¯�°É´�®3�Tµ#´�²�¶�B�¶TÅ
¬%°Ä³�®/¯�°Ä´�¬T¶J�Tµ#±ºµ���°�B�±�²�¶W°º²Y�)½�¬T¶4Àp±�²�¯p�T²�À�µ#´�¬�¶ e ´Íµ�°ºµ#²�´�´�¬z¯�®#°ºµ#e¹¬�¯)°B� ¯�¬�À"¬�½pÆ/¬�¯)°z¶W¬1¹®�³�²DN�¬T±²�¯�¶W°ºµ#¯�°|µ#¯@B�¹¬�¯�°�Ã

w Ã7.�¬1Án®/¯��%°º²�®#¯�¯�¬Te¬T¯�°z³�½,�µ�±�� E B�³�½õ´�®/Â#¬Te¬T¯�°�Å�¬�¯,´�½�²DV�ML�¹¬�Å]¯p¬�À�¬T±W¹¬%°eÀ�µ#¶eµ#½3¿Ì´�®�»/¬T±W¶
³
êNB�Æ#®/´�½p¬T±�±ºµ#Àp²�³�¬�¹¬�¯)°TÃ

.�¬T¶*À"®#´�²�°�²n�)½�¬�¶Z½�±�·�µ�²�¯�¬�¶TÅ�®/½�´�¬T¶*� E ®��T¶*¬%¿3®/Â D ¯�¬T¶�ÅuÂ/½p²�³�¬�¯)°*³�®#¯���´�¬.¶W»�¶W° D e¬�Æ�²�´�´�¬�Æ/¬�±�¶�½�¯[¯�®#½pÆ/¬�´B��)½�²�´�²�·�±�¬�Å��)½�²�À"¬�½p°É¯uêKL%°º±�¬�µ�°W°º¬T²�¯�°6�)½
êXµ#À�± D ¶5½�¯�¬*ÀOB�±�²�®3³�¬Z°�±ºµ#¯�¶W²�°�®/²�±W¬�³�½�±�µ#¯�°É´�µ��)½�¬T´�´�¬Z´�¬�Án®#¯���°�²�®/¯%V
¯�¬�¹¬�¯)°�³�½Ä¶W»�¶W° D e¬Z½�±�·�µ#²�¯4³p®/²�°]Á�µ#²�±W¬É´hê�®/·,RW¬%°�³
ê�½�¯�¬�µ�¯�µ#´�»�¶W¬�¶�À&BT��²YNM�)½�¬�Ã<S�®/¶�µ#¯�µ#´¼»3¶W¬T¶t° E BT®#±�²n�)½�¬�¶
e®/¯�°º±�¬�¯�°>�)½�¬#Å"³�½�±ºµ�¯)°�´�¬T¶�ÀOB�±�²�®�³�¬�¶�³�¬J°�±ºµ#¯p¶�²�°�²�®/¯�¬T¯�°º±W¬PB��)½�²�´�²�·p±�¬T¶*³�¬4´�®/¯�Â�°�¬T±W¹¬�Å"´�µ�¶�²¼°º½�µ�°�²�®/¯
³�¬¾´�µËÆ�²�´�´�¬�¶�¬�°º±�®#½pÆ/¬¾¶W²�Â/¯p²YN��Tµ�°º²¼Æ/¬Te¬T¯�°�³@BTÂ/±�µ#³@B�¬¾À�µ#±¹±ºµ#À�À�®/±x°6µ#½�¿QB%°|µ�°�¶6²�¯�²¼°º²�µ#½3¿Ì¬%°±N�¯�µ�½3¿"Ã
Ð ¯¸°�±ºµ�Æ�µ#²�´]¬TeÀ�²�±W²n�)½�¬JÆ�²�¬�¯�° µ#À�À�½p»#¬T±.´�¬�¶�À�±�B�³�²��%°º²�®/¯�¶�³�¬Ä¯�®#¶�¹®�³ D ´�¬T¶�° E BT®/±W²n�)½�¬�¶ÄÇ
¯�®/½�¶ µ�Æ/®#¯�¶
À�½Ì�T®#¯GN�±�e¬T±JÀ�µ#±4³�¬�¶Ä°º¬T¶x°º¶Ä¶x°|µ�°�²�¶W°�²n�)½�¬�¶Ä¶�½�±Ä³�¬�¶Ä³�®/¯�¯RBT¬T¶ÄÁn±�µ#¯@S�µ�²�¶�¬�¶4´�¬�¶Ä´�²�¬T¯�¶�¬T¯�°º±W¬���®UTp°�¶Ä³�½
°º±�µ#¯�¶WÀ"®/±x°�¬�°*³�¬��µ#¯p³�¬.³�¬.¶�¬T±xÆ�²��T¬.´�®/Â/¬Te¬T¯�°TÃ
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.�¬T¶z°º±ºµ�¯�¶�²¼°º²�®#¯�¶5�)½�¬�¯p®/½�¶¹µ�Æ#®/¯�¶¹µ#¯�µ#´¼»�¶�BT¬�¶¹®#¯)°e³�¬�¶¹�Tµ#±ºµ���°�B�±�²�¶W°º²Y�)½�¬T¶z³�²DX B�±�¬T¯p�T²VB�¬T¶e³�µ#¯�¶e´�¬
°º¬�¹Àp¶�¬�°�³�µ#¯�¶�´rêX¬�¶�À�µ#��¬�Ç#´�¬T¶]´�®���µ�°ºµ#²�±W¬T¶È¶�®/¯�°�³�µ�¯�¶�½�¯�¬Z��¬T±x°|µ#²�¯�¬Ée¬T¶W½�±�¬XW��Tµ#Àp°�²�Án¶FYJ³p¬�´�¬�½�±�¶�� E ®/²¼¿
³�¬4´�®3�Tµ#´�²�¶ºµ�°�²�®/¯�²�¯�²�°�²Íµ#½3¿"Å�³�µ#¯p¶�½�¯�¬Äe®/²�¯�³p±�¬ ¹¬�¶�½�±W¬4°º®/½p°�¬�Án®/²�¶��)½�¬Ä´�¬T¶�À�±W®/À�±W²VB�°ºµ#²�±W¬T¶�À"®/¶W¶�B�³�µ#¯�°
³�¬�¶�°�¬T±W±ºµ#²�¯�¶�¶�²¼°º½@B�¶Z¬T¯�½�¯�¬T¯p³�±�®/²¼°ZÀ�±CBT�T²�¶ U ´�¬T¶�µ#Â/¬�¯�°º¶Z¶�®#¯)°�³p®/¯���²�eÀ�µ#�%°�B�¶�³�²YXOBT±W¬Te¹¬�¯�°Z¶�½�²¼Æ�µ#¯�°´�¬�½�±�¶�²¼°º½�µ7°º²�®#¯�²�¯�²¼°º²Íµ�´�¬#Ã���²�¯�¶W²hÅT¬�¯�¶W½�¶È³�¬T¶'¬ X"¬�°�¶]¯RBTÂ�µ�°�²�Án¶�µ�Â/±�B�ÂUBT¶�Å�´�¬T¶�°�±ºµ#¯�¶W²�°�²�®/¯�¶u��µ#½�¶W¬T¯�°]³�¬T¶'¬ X"¬�°�¶
±�¬�³�²�¶x°º±W²�·�½p°�²�Án¶�¶W²�Â/¯p²YN��Tµ�°º²¼Án¶TÅpÀ�®/½�±Z´�¬T¶�À�±W®/À�±�²JB�°ºµ#²�±W¬T¶�²�¹e®/·�²�´�²�¬�±�¶~�T®#¹e¬�À"®#½�±Z´�¬�¶Z´�®���µ�°ºµ#²�±W¬T¶TÃ

1ð,ê°àrâ/ä�åû(êjå(æxæ�à%ïGçMæZä�ê
Ï�¯Ûµ#·�®/±W³�µ#¯�°��T¬�¶�Àp±�®/·�´JBT¹µ�°º²Y�)½�¬T¶6½p±�·�µ#²�¯�¬T¶�Å�´�¬¸Àp±�¬Te²�¬�±6�T®#¯�¶W°ºµ�°�B�°ºµ#²�°1��¬T´�½�²�³�¬¸´hêXµ#·�¶W¬T¯���¬

³
ê�®/½p°�²�´É³RBT³�²JB�EÎ´rêKB%°º½�³p¬1³�¬T¶Ä³p»�¯�µ�¹²Y��½p¬T¶z½�±�·�µ#²�¯�¬�¶Ä¶�½�±Ä´�¬T¶PB�� E ¬T´�´�¬T¶Ä³p¬6°º¬TeÀ�¶Ä³�²¼°º¬�¶Ä³�¬1¹®�»#¬T¯
°º¬�±�e¬#Å $�è(�Tè ³�¬�´hê�®/±W³�±�¬Z³�¬ î 9ZE � 9�µ#¯p¶TÃ<�fN�¯¹³
êNB�°ºµ#·�´�²�±�¯�®#¶5±CBT¶W½�´�°ºµ�°º¶�Å/À"®#±W°|µ�¯)°~¶W½�±~³�¬T¶5À E B�¯�®/ D ¯�¬�¶
�T®#¯��T±W¬�°º¶�³�®#¯)°*´�¬T¶Z±�B�À"¬�±���½�¶�¶W²�®/¯�¶*³�µ#¯p¶*´rêX¬�¶�À�µ��T¬�½�±W·�µ#²�¯�¶W®/¯�°�·p²�¬T¯�±CBT¬T´�´�¬�¶TÅ�½�¯p¬.µ#¯�µ#´¼»3¶W¬�° E B�®/±�²Y��½p¬B�°ºµ#²�°*³�®#¯���¯RBT�T¬�¶�¶�µ#²�±W¬#Ã�Ï�¯[À�µ#±x°|µ#¯�°�³�½[e®�³ D ´�¬�¹®/¯p®3��¬T¯�°º±W²n�)½�¬#Å�¬-¿�°º±�L�¹¬�¹¬�¯�°�À�¬T±WÁn®#±�¹µ#¯�°�À"®/½p±
´�¬�¶Äµ#¯�µ�´�»�¶�¬�¶Ä³
êKB �)½�²�´�²�·�±W¬T¶4³�¬¹°º± D ¶Ä´�®/¯pÂ[°º¬�±�e¬#Åt¯p®/½�¶zµ�Æ/®/¯p¶eÀ�¬T½+E¾À�¬T½Ì²�¯)°�±�®�³�½�²¼°J´�µ[³�²�e¬T¯p¶�²�®#¯
³�½Ì°º¬�¹À�¶z³�µ�¯�¶z¯�®#°º±W¬�±�B l�¬%¿3²�®/¯uÅ�³�¬1Á�µ=ST®/¯Ì±W¬T´Íµ7°º²�Æ#¬Te¬T¯�°z²�eÀ�±CBT�T²�¶�¬1À�®/½�±Ä��®/¹e¬T¯p�T¬T±�Å�À�½�²�¶Ä¬T¯B�Æ#®/´�½�µ#¯�°uRW½p¶{�)½
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