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Les milieux poreux multiphasiques sont devenus un objet d’étude d’importance croissante ces
dernières années, en particulier en raison de leur rôle dans l’exploitation des ressources énergé-
tiques. L’industrie pétrolière a formulé des besoins forts concernant la modélisation des réservoirs
naturels et des puits de forage. Dans le cadre du développement durable, l’étude des milieux po-
reux multiphasiques s’est avérée essentielle pour développer de nouvelles technologies comme la
géothermie, et pour envisager la séquestration de gaz à effets de serre comme le dioxyde de car-
bone ou le méthane. L’étude des effets de la température en milieu poreux non saturé est d’autre
part indispensable pour comprendre les phénomènes de sécheresse, qui peuvent avoir des consé-
quences dramatiques dans les zones cultivées comme dans les zones habitées. Le réchauffement
climatique a des conséquences inattendues. Par exemple, en Alaska, la plaque tectonique, déchar-
gée du poids de la banquise, tend à remonter, ce qui augmente la superficie des terres émergées.
Celles-ci sont soumises à des conditions de chargement mécanique, hydraulique et thermique très
particulières, et nécessitent une étude approfondie.

Il n’existe quasiment aucun modèle d’endommagement complètement couplé pour étudier les
milieux poreux fissurés en conditions non saturées et non isothermes. Pourtant, l’étude de l’en-
dommagement en milieu multiphasique s’avère essentielle pour aborder les problèmes de stockage,
comme l’enfouissement de lignes électriques ou de gazoducs, ou la séquestration de gaz polluants.
Le travail de recherche effectué dans le cadre de cette thèse s’inscrit plutôt dans la problématique
du stockage des déchets radioactifs en couche géologique profonde. La France a clairement fait
le choix de l’énergie nucléaire au début des années 70. En 1966, le site de retraitement de la
Hague a été mis en service pour séparer les différents éléments radioactifs qui subsistent dans le
combustible usé. L’usine traite les combustibles de réacteurs nucléaires appartenant à la France,
à l’Allemagne, à la Belgique, à la Suisse, aux Pays-Bas, et au Japon. « À la sortie du réac-
teur, un combustible nucléaire usé contient environ 96 pour cent de matières énergétiques dites
recyclables (95 pour cent d’uranium et 1 pour cent de plutonium), polluées par 4 pour cent d’ac-
tinides et de produits hautement dangereux et non réutilisables (déchets ultimes). Ces derniers
sont traités et conditionnés, aujourd’hui par vitrification, en vue de leur entreposage en surface et
éventuellement de leur stockage en couche géologique profonde. » (wikipedia.org, 2009, Usine de
retraitement de la Hague). En attendant leur stockage définitif, les paquets vitrifiés sont stockés
provisoirement dans des piscines destinées à les refroidir.

Dans ce travail de thèse, un nouveau modèle d’endommagement (appelé “THHMD” dans la
suite) est proposé, pour modéliser les effets de la fissuration en milieu poreux non saturé non
isotherme. Le géomatériau est modélisé comme une matrice solide renfermant trois fluides : de
l’eau liquide, de l’air gazeux et de la vapeur d’eau. La formulation proposée vise à fournir un
cadre théorique unifié pour représenter les effets de la fissuration sur la loi de comportement
du milieu et sur les lois qui régissent les transferts dont le géomatériau est le siège. L’objectif
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est notamment de pouvoir représenter la dégradation des modules de rigidité, l’augmentation
des conductivités et l’anisotropie induite par l’endommagement. Le modèle est destiné à être
utilisé à la fois pour décrire la zone endommagée par l’excavation (“Excavation Damaged Zone”,
EDZ), créée lors du creusement du tunnel, et à la fois pour modéliser l’endommagement généré
par le chargement thermo-hydro-mécanique exercé après l’entreposage des déchets ultimes, qui
se comportent comme une source de chaleur de puissance décroissante. On envisage de faire des
simulations réalistes, dans lesquelles l’ensemble du dispositif de stockage est modélisé. Ce dernier
comprend une barrière ouvragée, généralement faite d’argile compactée initialement non saturée,
qui constitue une zone tampon entre la paquet radioactif et la barrière géologique, généralement
constituée de granite ou d’argilite initialement saturé(e).

La première partie de ce mémoire est dédiée à l’étude bibliographique des milieux poreux non
saturés non isothermes d’une part, et à l’étude bibliographique de l’endommagement en milieu
poreux non saturé d’autre part. On y aborde, entre autres, le problème du choix des variables
d’état et la complexité de la modélisation des problèmes couplés impliquant un changement de
phase. L’étude de l’endommagement semble montrer que les effets de la fissuration sur la loi de
comportement et sur les lois de transfert sont le plus souvent modélisés dans des cadres théoriques
séparés. Les lois de comportement sont le plus souvent issues de modèles d’endommagement
conçus dans le cadre de la Mécanique de l’Endommagement en Milieu Continu (“Continuum
Damage Mechanics”, CDM). Les modèles d’endommagement peuvent être classés en deux caté-
gories : les modèles phénoménologiques et les modèles micromécaniques. Les modèles de réseaux
de fissuration permettent quant à eux de représenter l’influence de l’endommagement sur les
transferts. On verra qu’il existe deux grandes familles de modèles : les modèles multimodaux et
les modèles multi-continua.

La deuxième partie de ce rapport est l’exposé complet de la formulation du modèle THHMD, le
nouveau modèle d’endommagement proposé dans le cadre de cette thèse. Le choix des variables
d’état et de la variable d’endommagement est tout d’abord justifié. Puis la loi de comportement
est établie, sur des principes à la fois phénoménoménologiques et micromécaniques. A chaque
étape de la formulation, les postulats qui fondent le modèle sont critiqués, de manière à mieux
situer la modélisation proposée par rapport aux modèles d’endommagement qui existent déjà.
Ensuite, les lois de transfert de l’eau liquide, de la vapeur, de l’air gazeux et de la chaleur sont
passées en revue. Partant de la modélisation des sols non saturés non isothermes déjà proposée
par Gatmiri en milieu intact [70, 71], des modifications sont apportées de façon à tenir compte
de l’accélération et de l’orientation des transferts dûs à la croissance de l’endommagement. Un
résumé des équations et des paramètres du modèle est fourni.

La troisième volet de ce mémoire concerne la discrétisation des équations d’équilibre qui ré-
gissent le milieu multiphasique modélisé, dans lesquelles on a préalablement injecté la loi de
comportement et les lois de transfert précédemment développées. Dans un premier temps, on
rappelle la formulation forte du problème, puis on applique le Principe des Travaux Virtuels
pour obtenir la formulation faible. Les discrétisations dans l’espace et dans le temps sont ef-
fectuées par la méthode de Galerkin et la θ-méthode, respectivement. Une fois discrétisées, les
équations peuvent être intégrées dans le code d’Eléments Finis Θ-Stock, créé par Gatmiri [72].
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La quatrième partie de ce rapport de thèse est ainsi consacré au travail de programmation,
effectué en Fortran. L’architecture du code Θ-Stock est présentée, et le mode de stockage des
variables est expliqué en détail. Ensuite, les subroutines spécifiquement créées pour le modèle
THHMD, ainsi que les subroutines très affectées par l’implantation du modèle, sont présentées
en détail. Un chapitre entier est consacré à l’algorithme spécifiquement conçu pour le modèle
THHMD, qui comporte quelques singularités. Enfin, un chapitre explique, étape par étape, le
processus de calcul du résidu utilisé dans la méthode de Newton-Raphson modifiée, car ce calcul
comporte quelques spécificités.

Les résultats numériques obtenus avec le modèle THHMD programmé dans Θ-Stock sont pré-
sentés dans la cinquième et dernière partie de ce mémoire. Des tests de validation sont pratiqués,
au cours desquels les résultats fournis par Θ-Stock sont confrontés à des résultats de référence
trouvés dans des articles. Par ailleurs, des études paramétriques sont réalisées afin de vérifier les
tendances de l’endommagement dans des problèmes réalistes et complexes, de manière à justifier
l’utilisation du modèle THHMD. Une attention particulière a été portée sur le choix des para-
mètres matériels. Lorsque des paramètres n’étaient pas fournis par les auteurs, on s’est efforcé
de trouver des valeurs réalistes dans d’autres articles de référence, ou le cas échéant, de caler les
coefficients en étudiant les variations des paramètres en fonction de variables d’état comme la
température ou le degré de saturation. Les conditions initiales et les conditions aux limites ont
également été choisis avec soin, et ces choix sont exposés en détail. Les résultats ont été com-
mentés et critiqués pour déceler les forces et les faiblesses du modèle. Les études paramétriques
variées sont destinées à tester un maximum d’aspects du modèle.
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« Le premier [précepte] était de ne recevoir jamais aucune chose pour
vraie que je ne la connusse évidemment comme être telle : c’est-à-dire
d’éviter soigneusement la précipitation et la prévention et de ne com-
prendre rien de plus en mes jugements que ce qui se présenterait si clai-
rement et si distinctement à mon esprit que je n’eusse aucune occasion
de le mettre en doute.
Le second, de diviser chacune des difficultés que j’examinerais en au-
tant de parcelles qu’il se pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux
résoudre.
Le troisième, de conduire par ordre mes pensées, en commençant par les
objets les plus simples et les plus aisés à connaître, pour monter peu à
peu comme par degrés jusques à la connaissance des plus composés [...].
Et le dernier, de faire partout des dénombrements si entiers et des revues
si générales que je fusse assuré de ne rien omettre. »

R. Descartes, 1637, Discours de la méthode,
Maxi-Poche, p.33-34
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2.1 Des sols saturés aux sols non saturés

Ce travail de thèse a pour objet d’étude les sols non saturés, qui sont des corps multiphasiques
constitués d’un squelette solide dont les pores renferment des fluides sous forme liquide et gazeuse
(figure 2.1). Dans la plupart des cas étudiés, et dans le travail présenté ici, la phase liquide (dite
aussi « mouillante ») sera constituée d’eau, et la phase gazeuse (dite aussi « non mouillante ») sera
constituée d’air. En conditions non isothermes, l’air gazeux pourra être remplacé par un mélange
gazeux fait d’air et de vapeur d’eau. L’eau liquide existe principalement sous deux formes. D’une
part, les pores connectés forment un réseau tubulaire dans lequel l’eau, dite libre, circule sous
la forme d’une phase continue. D’autre part, l’eau adsorbée forme des ménisques qui entourent
les grains de la matrice solide. Lorsque le sol est séché, il reste parfois de l’humidité sous forme
de ménisques dans le sol. Le sol n’est pas complètement sec ; il existe un degré de saturation
résiduel. Le degré de saturation Sw et la teneur en eau θw sont définis comme suit :

Sw =
Vw

Vv
, θw =

Vw

Vtot
(2.1)

où Vtot est le volume total de sol étudié, dont les pores occupent l’espace quantifié par Vv. Vw est
le volume occupé par l’eau liquide dans le volume de sol étudié. On définit en outre la porosité
n et l’indice des vides e :

n =
Vv

Vtot
, θw =

Vv

Vs
(2.2)

où Vs est le volume occupé par les grains solides à l’intérieur du volume de sol étudié. Dans la
suite, on notera σ”ij la contrainte nette, et s la succion :

σ”ij = σij − paδij , s = pa − pw (2.3)

où σij est le tenseur de contraintes (totales) de Cauchy, δij est le tenseur identité d’ordre 2, pw

est la pression interstitielle de l’eau liquide, et pa est la pression interstitielle de l’air (gazeux).

Figure 2.1 – Les sols non saturés : des milieux multiphasiques.

2.1.1 Comportement : contrainte effective ou variables indépendantes

Biot [22] a étendu la théorie de la consolidation de Terzaghi aux sols déformables, en définissant
un coefficient de couplage hydro-mécanique

(
1− K

Ks

)
, introduit dans l’expression de la contrainte
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effective σ′ij :

σ′ij = σij +
(

1− K

Ks

)
pw δij (2.4)

K et Ks désignent les modules de compression volumique de la matrice solide et de la phase
solide (non poreuse), respectivement. La théorie de la consolidation de Terzaghi a ensuite été
étendue aux sols quasi-saturés par Vaziri et Christian [200] (entre autres). Leur modèle repose
sur l’hypothèse que la compressibilité des fluides interstitiels n’est pas infinie, ce qui limite les
études aux cas où la phase gazeuse est discontinue (i.e. aux cas où l’air n’existe que sous forme
de bulles à l’intérieur des pores). Kogho et al. [111] ont modifié le modèle élasto-plastique de
Cam-Clay, conçu pour les sols saturés et reposant sur le concept de contrainte effective de Ter-
zaghi, pour pouvoir représenter le comportement élastoplastique de sols non saturés. Pour cela,
ils ont conservé la contrainte effective de Terzaghi comme variable d’état, mais ils ont introduit
la succion dans l’expression de la variable d’écrouissage. Pour modéliser le comportement d’un
milieu constitué d’une matrice solide renfermant une phase mouillante (de l’eau) et une phase
non mouillante (de l’huile), Bear et Pinder [19] ont intégré les équations d’équilibre et les lois de
conservation de la masse, établies pour chacun des trois constituants à l’échelle microscopique.
Cette approche se distingue des modélisations fondées sur le concept de contrainte effective, qui
ne peut être envisagé qu’à une échelle macroscopique.

Bishop a été un des premiers à étendre aux milieux non saturés le concept de contrainte ef-
fective initialement défini pour les sols saturés par Terzaghi. La définition a été traduite par
Delage et Cui [52] :
« la contrainte effective est une fonction de la contrainte totale et de la pression interstitielle de
l’eau, qui contrôle les effets mécaniques dûs à une modification de l’état de contrainte auquel est
soumis un élément de sol ».
Bishop a proposé d’utiliser une contrainte effective σ′ij qui dépend linéairement de la succion 2.3 :

σ′ij = (σij − pa δij) + χw (pa − pw) δij (2.5)

Ce choix a souvent été repris par des auteurs (comme Bolzon [23] et Tamagnini [191], entre autres)
qui ont considéré que le coefficient de Bishop χw pouvait être assimilé au degré de saturation
2.1 : χw = Sw. Loret et Khalili [128] ont mis au point un modèle élasto-plastique dérivé du
modèle de Cam-Clay initialement conçu pour les sols non saturés, en remplaçant la contrainte
de Terzaghi par la contrainte de Bishop 2.5, et en introduisant la succion 2.3 uniquement dans
la règle d’écoulement. Dans le modèle de Loret et Khalili, la succion n’est donc pas une variable
d’état. Un cadre théorique unifié reposant sur le concept de contrainte effective a été proposé par
Nuth et Laloui [149]. Par ailleurs, un cadre de modélisation fondé sur la théorie des mélanges
et sur le concept de contrainte effective a été établi par Hutter et al., pour les sols saturés et
non saturés [99]. Gray et Schrefler [86] ont défini une contrainte effective qui dépend de l’aire
des surfaces de contact entre le squelette solide et les fluides interstitiels. Autrement dit, une
grande importance est donnée aux interfaces solide/fluides, qui sont souvent considérées comme
des parties intégrantes de la matrice solide dans les autres modèles. Borja [25] a montré que la
contrainte effective :

σij = σij +
(

1− K

Ks

)
(Sw pw + (1− Sw) pa) δij (2.6)

définie à l’aide du coefficient de couplage hydro-mécanique de Biot (équation 2.4), était thermo-
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dynamiquement conjuguée au taux de déformation du squelette solide. Arezou Modaressi [141] a
quant à elle proposé d’utiliser une contrainte dite capillaire σc

ij dans la définition des contraintes
effectives :

σ′ij = σij − pa δij − σc
ij (2.7)

Lassabatère [117] a intégré les variations de la pression capillaire pc = patm− pw avec le degré de
saturation dans la définition de la contrainte effective :

σ′ij = σij + pa δij −
(

Sw pc +
∫ 1

Sw

pc(x) dx

)
δij (2.8)

Le choix d’une unique variable de contrainte, de type contrainte effective, ne permet pas la re-
présentation des essais d’effondrement qui ont été pratiqués sur certains sols non saturés comme
les loess [52]. C’est la limitation la plus souvent invoquée par les partisans des variables indépen-
dantes [63, 96]. En outre, l’utilisation du concept de contrainte effective a également été remis
en question pour les sols saturés dont la matrice est frottante [50], ainsi que pour les argiles
plastiques denses compactées en conditions saturées [85].

Pour mieux modéliser le comportement des géomatériaux non saturés isothermes, certains cher-
cheurs préconisent l’utilisation de deux variables de contrainte. Fredlund et Morgenstern [63] ont
montré qu’il y avait trois choix possibles :

(σij − paδij), (pa − pw)δij

(σij − paδij), (σij − pwδij)
(σij − pwδij), (pa − pw)δij

(2.9)

La plupart des modèles formulés en variables indépendantes reposent sur l’utilisation du couple
contraintes nettes, succion : (σij − paδij), (pa − pw)δij . Mais d’autres options sont possibles,
comme c’est rappelé dans les travaux de Delage et Cui [52]. En particulier, la combinaison de
la contrainte de Bishop 2.5 avec la succion ou le degré de saturation permet de représenter les
phénomènes d’hysteresis capillaire (voir la section 2.2 et [23] et [191]).
Comme la définition 2.5 ne suffit pas pour modéliser le phénomène d’effondrement observé lors de
l’humidification d’un sol non saturé, ni pour représenter le renforcement du sol avec la succion,
Gallipoli et al. [65] ont proposé quant à eux de prendre en compte l’effet stabilisateur de la
succion dû au développement d’une tension capillaire au niveau des ménisques. L’effet de joint
est modélisé par un paramètre unique, ξ, qui dépend du nombre de ménisques et de l’intensité
de la force normale exercée par un unique ménisque au niveau du contact entre deux particules
solides. Les auteurs supposent qu’il existe une relation unique entre le nombre de ménisques et
le degré de saturation de la phase gazeuse (1−Sw). La force exercée par un ménisque dépend de
la géométrie des grains. Dans le modèle proposé, il s’agit d’une fonction f(s) variant entre 1 et
1,5, dont la courbe est obtenue d’après un modèle de sphères. L’effet capillaire est donc modélisé
par :

ξ = (1− Sw)f(s) (2.10)

et ξ, qui augmente avec la succion, intervient dans le rapport de l’indice des vides e par l’indice
des vides saturé es. Gallipoli et al. supposent que ce rapport e/es peut être déterminé par une
fonction unique de ξ. Dans le modèle de Gallipoli, e/es est déterminé empiriquement à partir
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des résultats d’essais de compression isotrope à différentes succions :

e

es
= 1− a[1− exp(bξ)] (2.11)

a et b sont des paramètres d’ajustement.
Par ailleurs, Pietruszczak et Pande [159] ont proposé de combiner une contrainte effective étendue
σ̃′ij à une pression interstitielle moyenne p̃ :





dσ̃′ij = d
[
(1− n)

(
σs

ij − p̃δij

)]

p̃ = Sw pw + (1− Sw) pa − 2
3T

√
1−Sw

ρV

(2.12)

où σs
ij est le champ de contraintes exercé au sein de la matrice solide, T est la tension de surface

exercée au niveau des ménisques, et ρV est la taille moyenne des pores.

Le recours aux variables indépendantes a permis de mettre au point des modèles de compor-
tement élastiques fondés sur la définition de surfaces d’état pour l’indice des vides et le degré
de saturation. De telles représentations donnent une bonne description de la dépendance des
modules vis-à-vis de l’état de contraintes. Comme c’est rappelé par Delage et Cui [52], Fredlund
a proposé un couple de surfaces d’état pour l’indice des vides et la teneur en eau :

{
e = e0 − Ct log(p− pa) − Cm log(pa − pw)
θw = θw0 −Dtlog(p− pa) −Dmlog(pa − pw)

(2.13)

p désigne la contrainte (totale) moyenne, et e0 et θw0 sont respectivement l’indice des vides
initial et la teneur en eau initiale. Le modèle de Fredlund a été repris par Edgar et al. [58], qui
ont simplifié la loi d’évolution du degré de saturation, en optant pour la courbe de rétention de
Brooks et Corey [28] :

Sw =
(sd

s

)β
(2.14)

sd est la succion à partir de laquelle la phase aqueuse n’est plus continue, et β est un paramètre
matériel.
Lloret et Alonso [126] ont eux proposé une surface d’état de l’indice des vides qui n’est pas plane
dans l’espace logarithmique des variables de contrainte :

e = a + b log(p− pa) + c log(pa − pw) + d log(p− pa) log(pa − pw) (2.15)

a, b, c et d sont des paramètres matériels.
Dans les travaux de Gatmiri [76, 70], le concept de surface d’état est étendu à des conditions non
isothermes. L’effet de la température est modélisé par une fonction exponentielle, pour l’indice
des vides (figure 2.2) comme pour le degré de saturation :




e = (1 + e0) exp

(
− 1

(1−m)Kb

[
ae

p”
patm

+ be

(
1− p”

σc
· s

patm

)]1−m
)

exp (−ce(T − T0)) − 1

Sw = 1 − [as + bs p”] [1− exp(cs s)] exp(ds(T − T0))
(2.16)
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Figure 2.2 – Surface d’état thermique de l’indice des vides dans le modèle de Gatmiri [76, 70].
ae = 1.5, be = 0.15, ce = −3 10−4 oC−1, σc = 800 kPa.

ae, be, ce, σc, as, bs, cs et ds sont des paramètres matériels, e0 et T0 sont respectivement l’indice
des vides initial et la température initiale, p" est la contrainte nette moyenne et m est l’exposant
qui intervient dans l’expression du module de compression volumique B dans un modèle élastique
hyperbolique :

B = Kb patm

(
σ3

patm

)m

(2.17)

σ3 étant la valeur principale mineure du tenseur de contraintes totales, et patm étant la pression
atmosphérique.

Toll [195] a proposé un modèle de surface d’état pour le volume massique de l’eau (νw), fondé
sur le concept d’état critique et vérifié au moyen de tests de cisaillement réalisés à partir d’essais
triaxiaux : {

q = Ma(p− pa) + Mw(pa − pw)
νw = Γaw − λa ln(p− pa) − λw ln(pa − pw)

(2.18)

q est la contrainte (totale déviatorique), p est la contrainte (totale) moyenne, et Ma, Mw, Γaw,
λa et λw sont des paramètres matériels. Wheeler [206] a par la suite modifié le modèle d’état
critique mis au point par Toll.

Le plus connu des modèles de comportement élasto-plastiques formulés en variables indépen-
dantes pour les sols non saturés a été développé par Alonso et Gens en 1990 [3]. Ce modèle,
dit de Barcelone, a été dérivé du modèle de Cam-Clay. Une description complète du modèle
est donnée dans [52]. Gatmiri a étendu ce modèle à des conditions non isothermes [69, 75]. La
fonction de charge, représentée sur la figure 2.3 dans l’espace des trois variables de contrainte
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Figure 2.3 – Surface de charge du modèle élastoplastique thermo-hydro-mécanique de Gatmiri,
pour les sols non saturés [69, 75].

(contrainte nette moyenne p", succion s et température T), est du type :

fp (p”, q, εp
v, T, s) = q2 −M2 [p” + k s] [p0 (εp

v, T, s) − p”] (2.19)

2.1.2 Transfert de l’eau liquide

Pour les milieux non saturés, la succion 2.3 remplace la pression d’eau dans l’expression de la
charge hydraulique h utilisée dans la théorie des sols saturés [51] :

h =
s

γw
+ z (2.20)

où γw est le poids volumique de l’eau, et z, la cote du point matériel considéré. Le concept de
perméabilité à l’eau liquide, utilisé dans les sols saturés, est étendu aux sols non saturés, au
moyen d’une dépendance vis-à-vis de la teneur en eau 2.2. Le plus souvent, le transfert de l’eau
est représenté par un modèle diffusif, formalisé par une loi de Darcy étendue, dépendant de la
charge hydraulique 2.20 [51] :

Vw = kw (θw) ∇(h) (2.21)

où Vw désigne la vitesse relative de l’eau (les grains solides étant considérés comme immobiles).
En combinant la loi de Darcy 2.21 avec l’équation de continuité :

divVw = −∂θw

∂t
(2.22)

on obtient l’équation dite de Richards :

∂θw

∂t
= div

[
−kw (θw)

∂h

∂θw
∇ (θw)

]
+

∂kw (θw)
∂z

(2.23)

L’équation de Richards est établie en faisant l’hypothèse que la phase gazeuse est continue.

Comme c’est rapporté dans la thèse de Jenab [102], la dépendance de la perméabilité à l’eau
liquide vis-à-vis de la teneur en eau ou du degré de saturation a été représentée de façons di-
verses, mais la quasi-intégralité des formulations met en jeu une perméabilité isotrope. Quelques
modèles célèbres sont listés ci-dessous. L’indice 0 se rapportant à un état de référence.
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• Modèle de Gens et al. [79] :

kw (Sw) =
kw0

µw
kR(Sw)

n3

(1− n)2
(1− n0)2

n3
0

(2.24)

µw est la viscosité dynamique de l’eau, et kR(Sw) est la perméabilité relative de l’eau,
que les auteurs choisissent comme étant de type Van Genuchten [197] (voir le paragraphe
3.1.2).

• Modèle de Gardner [66] :

kw =
kw0

(1 + a
( |pw−pa|

ρw

)b
(2.25)

ρw est la masse volumique de l’eau. La dépendance vis-à-vis du degré de saturation est
prise en compte via la courbe de rétention qui lie la succion au degré de saturation.

• Modèle de Scott [176] :
kw = kw0 (1 − n(1− Sw)) (2.26)

• Modèle de Corey [43] , Kovacs [112] et Irmay [100] :

kw = kw0

(
Sw − Sw,r

1 − Sw,r

)d

(2.27)

Sw,r est le degré de saturation résiduel.
• Modèle de Richards et Chan [170] :

kw = E +
D

A + B (pa − pw)m + C (pa − pw)n
(2.28)

2.2 Hystérésis capillaire

Il y a hystérésis capillaire lorsque la courbe de rétention du sol n’est pas la même au séchage
et au remouillage. Dans les sols argileux, la réversibilité est conservée à forte succion. En effet,
une réhumidification à forte succion ne modifie pas la structure du sol, au sein duquel l’eau
est principalement présente sous forme adsorbée [51]. La désaturation par séchage affecte les
pores d’une taille d’autant plus grande que la succion est élevée. C’est pourquoi la pente de
la courbe de rétention d’un sable est d’autant plus douce que la courbe granulométrique qui
le caractérise est étalée. Un sable dont l’espace intergranulaire est quasiment homogène a une
tendance à se désaturer brutalement, lorsque le niveau de succion de désaturation est atteint [51].

Pour modéliser les effets d’hystérésis capillaire, Bolzon [23] a combiné l’utilisation de deux va-
riables d’état : la contrainte effective de Bishop (avec χw = Sw, voir l’équation 2.5) et la succion.
Tamagnini a fait le même choix, en remplaçant la variable d’état de succion par le degré de
saturation. La courbe de rétention qu’il a adoptée est dérivée du modèle de Van Genuchten [197].

Si on fait l’hypothèse que le squelette est indéformable, on peut supposer que l’hystérésis ca-
pillaire se manifeste essentiellement par l’existence de teneurs en eau résiduelles lors d’un chemin
de drainage-imbibition. Dangla et al. [47] ont introduit la variation irréversible de la teneur en
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eau dans le jeu de variables d’état. La teneur en eau est ainsi décomposée en une partie élastique
et en une partie plastique :

θw − θw0 = θe
w + θp

w (2.29)

L’énergie libre est décomposée sous la forme suivante :

Ψs(θe
w, θp

w) = W (θe
w) + U(θp

w) (2.30)

Les droites qui permettent de passer de la courbe de drainage vierge à la courbe d’imbibition
vierge (courbes de transition, “scanning curves”) ont une équation de la forme :

dθe
w = −N(pc)dpc (2.31)

où pc est la pression capillaire : pc = s = pa − pw. Si on se donne une fonction de charge f, alors
une règle d’écoulement associée donne :

dθp
w = −dλ

∂f

∂pc
(2.32)

Les auteurs [47] font l’hypothèse que les grains ne se déforment pas, et que l’énergie libre du
squelette peut donc s’interpréter comme la somme des énergies superficielles des interfaces entre
les trois phases :

Ψs = γwaΣwa + γswΣsw + γsaΣsa (2.33)

où Σαβ désigne l’aire de la surface de contact entre les phases α et β (avec α, β = s, w, a).
Lors d’un cycle de drainage-imbibition, des interfaces mouillées sont remplacées par des surfaces
sèches. La variation d’énergie élastique correspondante est :

dU = (γsw − γsa)dΣsw (2.34)

En conditions isothermes, et avec des grains solides indéformables, on a dε = dT = 0. Compte-
tenu de l’Inégalité de Clausius-Duhem (voir le paragraphe 3.1.1.2), de la décomposition 2.29 et
de l’expression de la teneur en eau réversible 2.31, on a :

− pcN(pc)dpc − pcdθp
w − dΨs ≥ 0 (2.35)

Lors d’un cycle, dW (θe
w) = 0 (pas d’hystérésis en élasticité) et lors d’un cycle infinitésimal,

dpc = 0 par définition. On obtient alors :

− pcdθp
w − dU ≥ 0 (2.36)

Une partie du travail élémentaire −pcdθp
w est transmise au squelette (2.34), et l’autre partie est

dissipée sous forme de chaleur (2.36). Dangla [46] et Coussy et Dangla [44] ont développé d’autres
modèles poro-plastiques pour tenir compte de l’hystérésis capillaire.
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Wheeler et al. [207] ont également développé un modèle de comportement élasto-plastique qui
tient compte de l’hystérésis capillaire. Les variables d’état utilisées sont la contrainte de Bishop
(équation 2.5) et la succion modifiée s∗ = ns, dont les variables conjuguées sont respectivement
le tenseur des déformations εij et le degré de saturation en eau Sw. Trois surfaces de charge
sont combinées : les surfaces LC et SI du modèle de Barcelone [3], et une nouvelle courbe SD
(“Succion Decrease”). Les auteurs n’utilisent pas les équations des courbes de rétention (Sw(s))
comme dans les travaux de Sheng et de ses collaborateurs [181]. Wheeler et al. travaillent avec
des courbes SI et SD qui suivent la même évolution : ds∗I

s∗I
= ds∗D

s∗D
:

dSp
w = −(λs − κs)

ds∗I

s∗I
= −(λs − κs)

ds∗D

s∗D
(2.37)

Dans le modèle de Sheng et de ses collaborateurs [181], les équations des surfaces de charge
SI et SD s’expriment en fonction d’un seuil de succion, qui dépend du degré de saturation. Il
est nécessaire de modéliser les courbes de drainage et d’imbibition et d’inclure les équations cor-
respondantes dans le système de relations consititutives. Les auteurs introduisent des potentiels
plastiques qui dépendent de la dilatation (pour les sols gonflants) ou du retrait (pour les sols
à effondrement), et des lois d’écrouissage isotrope. Par rapport au modèle de Barcelone initial,
le modèle proposé par les auteurs comporte trois paramètres matériels et une relation constitu-
tive supplémentaires. Les expressions de l’énergie libre et du potentiel de dissipation sont telles
que les évolutions plastiques des courbes SI et SD ne contribuent pas à la dissipation plastique,
mais seulement au travail plastique. Autrement dit, tout travail plastique associé à un incrément
du degré de saturation plastique est stocké et l’évolution thermodynamique correspondante est
réversible. Le modèle développé par Sheng et al. [181] comporte quelques limitations :

• si les lois d’écoulement SI et SD sont non associées, alors il devient impossible de dériver
des expressions thermodynamiquement compatibles pour l’énergie libre et pour le potentiel
de dissipation ;

• comme les surfaces de charge ne sont pas toujours convexes, il est recommandé d’utiliser
une méthode d’intégration explicite dans l’algorithme du calcul itératif.

2.3 Effets de la température

2.3.1 Sols saturés

L’étude du réchauffement d’un massif géologique saturé est souvent motivée par des projets
d’enfouissement de déchets radioactifs. Comme les galeries de stockage sont conçues pour être à
grande profondeur, sous la nappe phréatique, certains auteurs considèrent que l’étude peut être
menée en conditions saturées, même si cette hypothèse ne reflète pas toujours l’état initial de la
barrière géologique. Globalement, la chaleur dégagée par les déchets entraîne un dilatation du
squelette solide et de l’eau interstitielle. Cependant, la dilatation de l’eau étant plus importante
que celle de l’espace poreux, l’augmentation de la température provoque une augmentation de la
pression interstitielle de l’eau, et une diminution de la contrainte effective, ce qui peut entraîner
une consolidation du sol. La diminution de la contrainte effective peut aussi être à l’origine de la
rupture du massif, ce qui constitue évidemment un risque majeur de fuite des radionucléides.
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2.3.1.1 Etudes expérimentales

Campanella et Mitchell [31] ont étudié les effets de variations de température sur l’état de con-
traintes de sols saturés, en conditions drainées et non drainées. Les échantillons étaient soumis
à une phase de chauffage suivie d’une phase de refroidissement. Les chercheurs ont observé un
phénomène d’hystérésis :

• en conditions drainées, la quantité d’eau perdue par chauffage n’est pas entièrement recou-
vrée lors de la phase de refroidissement ;

• en conditions non drainées, la pression interstitielle de l’eau, qui augmente au cours du
chauffage et qui diminue au cours du refroidissement, atteint une valeur finale inférieure à
sa valeur initiale, alors que la température imposée à la fin du refroidissement est égale à
la température initiale.

A partir des essais réalisés, les auteurs ont en outre établi une relation entre la variation de
contrainte effective moyenne de Terzaghi ∆p′ et la variation de température ∆T :

p′

p
= −e0

[
(αS − αw) + αst

n

]

0.435CR
∆T (2.38)

où αS et αw désignent les coefficients de dilatance thermique de la phase solide et de l’eau
liquide, respectivement. e0 est l’indice des vides initial et n est la porosité du milieu. αst et CR

sont des paramètres matériels. Les auteurs constatent en outre que les pentes de la courbe du
chargement - déchargement et de la courbe de consolidation vierge sont insensibles à la variation
de la température.
Demars et Charles [53] ont exercé des chargements thermiques cycliques sur divers sols saturés,
pour des températures variant entre 25 oC et 50 oC. A l’issue des cycles de chargement, les auteurs
ont constaté une réduction de l’indice des vides. Cette diminution de porosité est indépendante
de la contrainte de confinement pour les matériaux normalement consolidés, alors qu’elle dépend
du niveau de contrainte et de l’indice de plasticité du sol pour un échantillon surconsolidé.

2.3.1.2 Modélisations

Jusque dans les années 70, le problème de la sécurité des réservoirs était surtout traité à travers
les équations de transfert. Schiffman [174] a été un des premiers à tenir compte des déforma-
tions d’un milieu poreux saturé soumis à un chargement thermique, en concevant un modèle
thermo-hydro-mécanique couplé fondé sur les équations de Biot. Puis, Lippman [122] a couplé
l’équation de consolidation de Terzaghi aux équations de transfert de liquide et de chaleur, ainsi
qu’à l’équation de conservation de la masse de liquide et à l’équation de conservation de l’énergie,
pour étudier les réservoirs géothermiques. Brownell et al. [29] ont construit un modèle thermo-
hydro-mécanique complètement couplé, en introduisant une dépendance de la porosité et de la
perméabilité vis-à-vis des contraintes subies par le squelette et par le liquide interstitiel.

Giraud [84] a étudié en détail le problème de la modélisation des argilites saturées soumises
à des sollicitations thermiques, dans le but de concevoir des galeries de stockage de déchets
radioactifs. Il a résolu de manière analytique des problèmes thermo-hydro-mécaniques unidimen-
sionnels, et proposé des solutions numériques pour des problèmes traités en déformations planes
ou en configuration axisymétrique.
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Gatmiri a établi une surface d’état de pour l’indice des vides en conditions saturées [69, 73, 75] :

e = e0 + CCv ln

(
p′

p′g

)
+ (1 + e0) α

(
∆T, p′

)
∆T (2.39)

où p′g est la pression dite géostatique, qui correspond à la fin de la phase de saturation de l’échan-
tillon dans les conditions usuelles de température et de pression atmosphérique. On considère
qu’à la pression géostatique, les déformations élastiques sont nulles. e0 est l’indice des vides ini-
tial. CCv est le module de compressibilité isotherme. Le coefficient de couplage α (∆T, p′) est
celui qui a été proposé par l’équipe de l’ISMES à Bergame (en Italie) [97, 98] :

α
(
∆T, p′

)
= α0 + α2∆T + (α1 + α3∆T ) ln

(
p′

p′g

)
(2.40)

où α0, α1, α2 et α3 sont constantes. La formule empirique 2.40 repose exclusivement sur des
résultats expérimentaux obtenus par l’ISMES.

2.3.2 Milieux poreux non saturés

Les travaux de Romero [172], Kanno [107] et Chijimatsu [39] montrent qu’à une succion donnée,
le degré de saturation décroît lorsque la température augmente. Romero [172] a en outre montré
que la pression de préconsolidation de l’argile de Boom augmentait avec la température.

2.3.2.1 Modélisation des transferts

En conditions isothermes, les transferts d’eau et d’air ont le plus souvent été modélisés comme
des flux biphasiques. Cette technique est inspirée du génie pétrolier. Des solutions numériques
[88, 137] et semi-analytiques [142] ont été proposées. Cependant, dans la plupart de ces travaux,
la surpression d’air n’est généralement pas prise en compte. Au départ, les travaux réalisés en
conditions non isothermes étaient fondés sur l’hypothèse que la matrice solide était rigide. Rollins
et al. [171] ont ainsi supposé que les transferts de fluide et de chaleur étaient véhiculés par la
vapeur. Les résultats n’étant pas en conformité avec l’expérience, Philip et de Vries [158] ont
proposé de modéliser les transferts du constituant eau à travers l’influence des gradients de la
température et de l’humidité sur les flux de l’eau liquide et de la vapeur. Pour ce faire, il ont mis
en évidence l’importance des phénomènes capillaires sur le transfert de l’eau liquide. Le flux de
la vapeur est quant à lui considéré comme étant essentiellement diffusif. Les travaux de Philip
et De Vries ont été repris par de nombreux auteurs, notamment par Luikov [131], et plus tard
par Gatmiri [68, 69, 70, 72]. Geraminezad et Saxena [80] ont proposé un modèle thermo-hydro-
mécanique complet, dans lequel le changement de phase de l’air, qui peut aussi exister sous forme
dissoute, est pris en compte. Comme chez Philip et de Vries [158], le transfert de l’air est modélisé
par une loi de Darcy. Dakshanamurthy et Fredlund [45] ont proposé un modèle unidimensionnel
alternatif, dans lequel le transfert de l’air est modélisé par une loi de Fick. Mais le flux de la
vapeur et le transfert diffusif de la chaleur ne sont pas pris en compte. De plus, l’équation de
transfert de la chaleur est découplée du reste des équations du modèle.

La loi de diffusion de la chaleur, ou loi de Fourier, se déduit des lois de la thermodynamique, en
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exprimant le potentiel dissipatif du milieu solide considéré [118]. Dans un milieu multiphasique,
l’équation de transfert de la chaleur doit prendre en compte les différents constituants [208] :

Q = −λ∇(T ) +[CPwρwVw + CPvρvVv + CPaρaVa ] (T −T0) +hfg (ρwVv + ρvVa) (2.41)

Vw, Vv et Va désignent respectivement les vitesses relatives de l’eau, de la vapeur et de l’air. λ est
le coefficient de conductivité thermique, ρw, ρv et ρg sont respectivement les masses volumiques
de l’eau, de la vapeur et de l’air. CPw, CPv et CPa sont les capacités calorifiques de l’eau, de
la vapeur et de l’air (gazeux) respectivement. T0 est une température de référence, et hfg est la
chaleur latente d’évaporation. On reconnaît le transfert diffusif −λ∇(T ). Farouki [62] a proposé
plusieurs expressions possibles pour λ, de manière à représenter les contributions de chaque corps
au transfert diffusif. Le terme +hfg (ρwVv + ρvVa) quantifie la contribution de la vapeur au
transfert de la chaleur. Le terme + [CPwρwVw + CPvρvVv + CPaρaVa ] (T − T0) modélise le
transfert advectif.

2.3.2.2 Prise en compte des déformations du squelette

Narasimhan et Witherspoon [143] ont été parmi les premiers à coupler un modèle de transfert
biphasique non isotherme à un modèle de déformation caractérisant le squelette solide, en une
dimension. Puis Geraminezad et Saxena [80] ont proposé un modèle thermo-hydro-mécanique
complètement couplé pour un milieu poreux non saturé et non isotherme. Cependant, le modèle
de Geraminzad et Saxena se limite à la description des déformations volumiques, sous l’effet de
variations de la pression du gaz et de la succion, en thermo-élasticité. Les chargements méca-
niques extérieurs ne sont pas pris en compte.

Schrefler et al. [175] ont développé un modèle numérique thermo-hydro-mécanique complète-
ment couplé, dans lequel la chaleur est échangée par conduction et convection, et dans lequel la
viscosité du fluide interstitiel dépend de la température. Cependant, la vapeur n’est pas prise en
compte, ni dans les transferts de fluide, ni dans le transport de la chaleur. L’évaporation et la
condensation ont été prises en compte par Gawin et al. [78], pour des gammes de saturation très
étendues.

Matyas et Radhakrishna [135] ont montré que dans le cadre d’une formulation en variables
indépendantes, il existait une relation unique entre le degré de saturation d’une part, et les va-
riables d’état de contrainte (contrainte nette, succion et température) d’autre part. Le concept
de surface d’état a ensuite été repris, notamment par Gatmiri [76, 70] (équations 2.16). Outre
le degré de saturation, Gatmiri a proposé une surface d’état thermo-hydro-mécanique complè-
tement couplée pour l’indice des vides d’un sol non saturé, qui est compatible avec le modèle
élastique non linéaire hyperbolique de Kondner-Duncan (équations 2.16). Lloret et Alonso [126]
ont également proposé une surface d’état pour l’indice des vides, mais sans y inclure les effets de
la température (équation 2.15). Lewis et Schrefler [121] ont utilisé le concept de surface d’état
de l’indice dse vides, notamment pour simuler les différentes étapes de construction de barrages
en terre.
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Des études bibliographiques critiques sur la modélisation de l’endommagement dans les milieux
poreux multi-phasiques ont été publiées dans [6, 5]. Le modèle proposé dans le cadre de cette
thèse a initialement été conçu pour les milieux poreux non saturés isothermes [4, 72, 8, 7], puis
étendu à des conditions non isothermes [10, 9]. C’est pourquoi les effets thermiques ont surtout
étudiés sur des matériaux poreux non saturés intacts. Dans la revue bibliographique qui suit, le
problème de la modélisation de l’endommagement est donc implicitement traité en conditions
isothermes. La théorie de l’endommagement a été étudiée en profondeur pour les milieux secs.
Les modèles existants pour les écoulements de fluides dans les réseaux de fissures sont décrits en
détails. Puis l’étude est problématisée autour de l’enjeu que constitue le couplage d’un modèle
d’endommagement et d’un modèle dédié à un milieu poreux non saturé, tant du point de vue de
la loi de comportement que du point de que des lois de transfert.

3.1 Etude bibliographique de l’endommagement

L’endommagement est un phénomène dissipatif à l’origine de la création de micro-vides ou de
micro-fissures dans le matériau étudié [119]. Le mécanisme en jeu peut être la nucléation de
micro-cavités ou la décohésion de grains constituant la matrice solide. La création de micro-vides
réduit la surface effective du matériau considéré, dont les caractéristiques mécaniques sont di-
minuées. La fissuration peut avoir des origines physiques diverses. Mécaniquement, une fissure
fermée s’ouvre toujours sous une sollicitation de type tension. Cette tension peut être provoquée
par une variation de contrainte mécanique, de succion ou de température.
Par ailleurs, l’ouverture de fissures augmente le volume de l’espace poreux, ce qui transforme les
modalités de transfert des fluides dans le milieu. Les transferts thermiques peuvent également
être affectés, par couplage. Les modèles de joint rocheux permettent de décrire les interactions
hydro-mécaniques entre une fissure et le continuum qui l’entoure, mais ne sont pas très appropriés
pour décrire le comportement hydro-mécanique couplé d’un Volume Elémentaire Représentatif
autour de la galerie. Les modèles de réseaux de fissures permettent de prédire les transferts de
fluide interstitiel en se basant sur la modélisation des propriétés de rétention et de conductivité
des réseaux poreux.
Les modèles de réseaux de fissures sont généralement complètement indépendants des problèmes
de mécanique. A l’inverse, les modèles d’endommagement de la Mécanique des Milieux Continus
(Continuum Damage Mechanics, CDM) ne décrivent généralement que le problème de mécanique,
et sont le plus souvent formulés pour des matériaux secs. La plupart des modèles d’endomma-
gement dédiés à des matériaux non saturés reposent sur le concept de contrainte effective de
Bishop, ce qui revient à découpler partiellement le problème de mécanique de l’endommagement
du problème d’interaction avec les fluides interstitiels [27, 177, 103].

3.1.1 Endommagement en mécanique des milieux continus (secs)

Pour alléger les calculs, la variable d’endommagement micro-mécanique est parfois non-locale.
Dans ce cas, les données relatives à la fissuration sont le plus souvent homogénéisées [115].
Cette démarche est souvent adoptée dans les modèles d’endommagement mixtes, combinant des
aspects micromécaniques et phénoménologiques [94, 179, 177, 188]. A l’inverse, dans les approches
énergétiques, la variable d’endommagement est le plus souvent sans lien avec la réalité physique
[64, 162, 146, 210].
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La plupart des modèles d’endommagement permettent de représenter un radoucissement des
déformations [48, 11, 12, 152]. Les modèles mixtes sont le plus souvent associés à un critère de
fracturation [94, 179, 180, 188]. Dans les modèles phénoménologiques, les lois de comportement
mécaniques sont dérivées de potentiels thermodynamiques. La formulation du modèle est plus
simple que dans les autres approches, mais la représentation de la dégradation mécanique est
plus abstraite.
Dans les théories phénoménologiques reposant sur une résolution lagrangienne du problème de
maximisation de la dissipation [162], l’inégalité de Clausius-Duhem est intégrée à la formulation
du modèle. Dans tous les autres cas, la consistance thermodynamique du modèle doit être vérifiée
à chaque itération.

3.1.1.1 Modèles micro-mécaniques

Dans les modèles micromécaniques, la variable d’endommagement a un sens physique, lié à la
fraction volumique occupée par des fissures dans le matériau endommagé [48], au taux d’énergie
dissipée par fracturation [16] ou à des paramètres de fissuration [18]. La réduction de surface
effective du matériau endommagé provoque une redistribution des contraintes, le plus souvent
modélisée en employant des contraintes « effectives ». Dans les modèles les plus simples, l’en-
dommagement est un scalaire qui représente une densité de fracturation :

ω =
Vsolide

VV ER
(3.1)

où VV ER est le Volume Elémentaire Représentatif (VER) étudié. C’est l’échantillon pour l’ex-
périmentateur, et l’élément fini du numéricien. Vsolide est le volume effectivement occupé par
le matériau solide considéré, c’est-à-dire le volume occupé par la matrice, abstraction faite du
volume occupé par les fissures. Avec une variable d’endommagement scalaire comme celle qui
est définie dans l’équation 3.1, la contrainte (totale) « effective » σ̂ij est calculée par la relation
suivante :

σij = (1− ω) σ̂ij (3.2)

Le terme « contrainte effective » est propre à la Mécanique de l’Endommagement en Milieux
Continus (Continuum Damage Mechanics, CDM). Dans la suite, pour ne pas faire de confusion
avec le concept de contrainte effective de Bishop, on parlera de « contrainte endommagée ». La
contrainte endommagée est la contrainte développée dans la partie solide du VER, fictivement
considéré comme un milieu intact continu [48].

Le concept de densité de fissuration peut être élargi. Si on suppose qu’un VER tridimensionnel
est parcouru par N plans de fissurations, alors le tenseur de densité de fissuration est défini par
[106] :

Ωij =
1

VV ER

N∑

K=1

(
lK

3 nK
i n

K
j

)
(3.3)

où lK est la dimension caractéristique du Keme plan de fissuration, et où nK est un vecteur uni-
taire normal au Keme plan de fissuration. Si on suppose que les fissures qui endommagent
le matériau n’interagissent pas, la perte d’énergie élastique due à la fissuration peut s’écrire
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[106] :

∆We =
1

2 VV ER

N∑

K=1

(
nK

i σij 〈bK〉j
)

SK (3.4)

où 〈bK〉 est le vecteur déplacement de l’ouverture de la Keme fissure (“crack opening vector”) et
où SK est la surface du Keme plan de fissuration. En deux dimensions [106] :

〈bK〉j =
Π lK

E0
nK

l σlj (3.5)

avec SK ≡ 2 lK (en 2D, la surface d’une fissure vaut deux fois son rayon caractéristique) et
VV ER ≡ AV ER. E0 est le module d’Young du matériau intact. Le tenseur des contraintes étant
symétrique, la combinaison des équations 3.4 et 3.5 donne alors :

∆We =
Π
E0

σijσjk Ω2D
ki (3.6)

où le tenseur de densité de fissuration bidimensionnel est défini par :

Ω2D
ij =

1
AV ER

N∑

K=1

(
lK

2 nK
i n

K
j

)
(3.7)

En trois dimensions, le vecteur déplacement de l’ouverture d’une fissure dépend de composantes
de cisaillement, et la perte d’énergie élastique prend la forme [106] :

∆We =
8(1− ν2

0)
3(1− ν0/2)E0

[
(σijσjl)Ωli − ν0

2
σji

1
VV ER

∑

K

(
lK

3 nK
in

K
jn

K
kn

K
l

)
σlk

]
(3.8)

où ν0 est le coefficient de Poisson du matériau intact. Le terme relatif aux déformations de
cisaillement 1

VV ER

∑
K

(
lK

3 nK
in

K
jn

K
kn

K
l

)
est un tenseur d’ordre 4, qui est indépendant du

tenseur de densité de fissuration 3.3. En fait, la déviation par rapport au cas orthotrope est
faible, et on peut négliger ce terme [106]. Ainsi, dans l’hypothèse où les fissures n’interagissent
pas :

∆We =
8(1− ν2

0)
3(1− ν0/2)E0

(σijσjl) Ωli (3.9)

Si on suppose que les fissures qui endommagent de Volume Elémentaire Repré-
sentatif n’interagissent pas, il est alors possible de modéliser l’endommagement en
utilisant le tenseur de densité de fissuration 3.3, qui est d’ordre 2.

Dans le cas le plus général, le concept de contrainte effective est défini au moyen d’un opérateur
M d’ordre 4 [92] :

σ̂ij = Mijkl σlk (3.10)

Un des opérateurs les plus couramment utilisés en CDM est l’opérateur de Cordebois et Sidoroff
[42] :

σ̂ij = Mijkl (Ωpq) σkl = (δ − Ω)−1/2
ik σkl (δ − Ω)−1/2

lj (3.11)

Comme c’est rappelé dans l’ouvrage de Lemaître et Desmorat [119] (p.26), l’opérateur de Cor-
debois et Sidoroff [42, 185] :
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1. permet de définir une contrainte endommagée indépendamment de la loi de compor-
tement en jeu ;

2. assure la symétrie de la contrainte endommagée ;

3. permet d’assurer la consistance thermodynamique du modèle : la contrainte endom-
magée définie par l’opérateur de Cordebois et Sidoroff peut être dérivée d’un potentiel
thermodynamique, et on peut appliquer le principe d’équivalence des déformations.

Dans les modèles micro-mécaniques fondés sur le concept de contrainte endommagée (ou contrainte
« effective » en CDM), le tenseur de rigidité endommagée Deijkl (Ωpq) est souvent calculé par
application du Principe d’Energie Elastique Equivalente (PEEE). Comme c’est rappelé dans les
travaux de Hansen et Schreyer [92], ce principe postule que l’énergie de déformation élastique
du matériau endommagé dans son état mécanique réel est égale à l’énergie de déformation élas-
tique du même matériau, fictivement intact et soumis à la contrainte endommagée σ̂ij définie
précédemment :

We (σpq, Ωpq) = W
(
σ̂pq, Ω̂pq = 0

)
(3.12)

L’équation 3.12 peut se transcrire de la manière suivante :

1
2
σT : De (Ωpq)

−1 : σ =
1
2
σ̂T : D0

e
−1 : σ̂ (3.13)

soit :
1
2
σT : De (Ωpq)

−1 : σ =
1
2
σT : M (Ωpq)

T : D0
e
−1 : M (Ωpq) : σ (3.14)

et on en déduit l’expression du tenseur de rigidité dégradée :

De (Ωpq) = M (Ωpq)
−1 : D0

e : M (Ωpq)
−T (3.15)

La combinaison du concept de contrainte effective et du PEEE permet de déterminer facilement
la loi de comportement du matériau endommagé, mais l’endommagement reste une notion re-
lativement abstraite. Sa définition est indirecte. L’endommagement se mesure par ses effets sur
les modules d’Young et les coefficients de Poisson [119]. Dans certains modèles, une relation
plus explicite existe entre le tenseur de densité de fissuration et la géométrie des micro-fissures
qui endommagent le VER. Chez Swoboda et Yang [188], qui supposent que les fissures sont des
plans circulaires, les longueurs caractéristiques des fissures sont explicitement définies comme
leurs rayons :

Ωij =
1

VV ER

N∑

K=1

(
rK

3 nK
i n

K
j

)
(3.16)

Homand et al. [94] proposent d’utiliser une densité de fissuration définie par rapport à un état
initialement endommagé. Les micro-fissures sont des plans circulaires, dont le rayon est noté r0

dans l’état initial :

Ωij =
N∑

K=1

(
rK

3 − r0
K

3

r0
K

3 nK
i n

K
j

)
(3.17)

Dans les définitions de type 3.3, la dimension caractéristique du VER joue le rôle de longueur
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matérielle interne. L’échelle à laquelle on observe les fissures conditionne la définition de la den-
sité de fissuration. Chez Homand, la longueur matérielle interne est le rayon des fissures dans
l’état intial, ou configuration de référence. Homand utilise une définition de la variable d’en-
dommagement qui est plus adaptée aux travaux expérimentaux. Dans de nombreux modèles
[55, 90, 56, 91, 179, 177], les micro-fissures sont rassemblées en groupes de plans approxima-
tivement parallèles. Cette démarche permet de travailler dans un plan principal du tenseur de
densité de fissuration :

Ωij =
3∑

k=1

(
dk nk

i n
k
j

)
(3.18)

La valeur propre dk est la densité ou fraction volumique de la keme famille de méso-fissures, et
le vecteur nk est le vecteur normal au keme méso-plan de fissuration. Dans les problèmes hydro-
mécaniques, une relation encore plus explicite à la géométrie des fissures peut être introduite.
Shao et al. [180] ont travaillé sur des matériaux fissurés saturés. Supposant que les fissures sont
des plans circulaires rassemblés en familles de N(nK) micro-fissures caractérisées par un vecteur
normal nK, Shao et al. ont calculé les déformations irréversibles dues à l’endommagement de la
manière suivante :

εd
ij =

1
VV ER

1
4Π

∫

AV ER

N(nK)Π r(nK)2 e(nK) nK
i n

K
jr (3.19)

où r(nK) et e(nK) sont respectivement le rayon et l’ouverture caractéristiques d’une micro-fissure
de la Keme famille, qui comporte N(nK) « membres ». Le terme 1

4Π est relatif à l’intervention de
l’angle solide 4Π dans le processus d’intégration. Bazant [16] a travaillé sur des réseaux de fissures
interactives. L’ouverture en de la neme micro-fissure dépend du taux de libération d’énergie F
de toutes les autres micro-fissures qui endommagent le VER. La contribution de la Keme micro-
fissure est pondérée par un coefficient d’interaction λnK qui relie les comportements des fissures
n et K :

en =
N∑

K=1

λnKFK (3.20)

3.1.1.2 Modèles phénoménologiques

Les formulations énergétiques reposent sur un postulat sur la forme d’un ou de plusieurs poten-
tiels thermodynamiques. La loi de comportement est dérivée de l’expression de l’énergie libre
[186, 94, 179, 138, 177, 180]. Si le principe de la dissipation maximum est appliqué, les lois
d’écoulement et d’écrouissage peuvent être déterminées dans un cadre thermodynamiquement
consistant. Les modèles d’endommagement phénoménologiques peuvent être utilisés plus facile-
ment que les modèles d’endommagement micro-mécaniques dans des analyses numériques, car
les formulations énergétiques ne nécessitent pas la manipulation de grandes quantités de données
microscopiques.

Les principes fondamentaux de la thermodynamique des milieux continus sont rappelés dans
[92, 41]. En un point d’observation localisé par le vecteur position x, l’énergie interne U(x) du
système thermodynamique étudié dépend de l’entropie S(x), de variables de déformation Eij(x)
et de variables scalaires dissipatives νk(x) :

U̇
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)
= Σij (x) Ėij (x) − ∇i qi(x) (3.21)
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où Σij (x) est le tenseur de contraintes généralisé et où q(x) est le vecteur du flux de chaleur.
Comme c’est rappelé dans [44], en raison de l’occurrence de processus irréversibles impliquant les
variables dissipatives, la production d’entropie dépasse toujours la quantité de chaleur trnasmise
à l’extérieur :

T (x) Ṡ(x) ≥ −∇i qi(x) (3.22)

T (x) est la température du milieu. L’Inégalité de Clausius-Duhem (ICD) est obtenue en
combinant les équations 3.21 et 3.22 :

T (x) Ṡ(x) ≥ U̇
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)
− Σij (x) Ėij (x) (3.23)

Or :

U̇
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)
=

∂U(S(x),Eij(x),νk(x))
∂S(x) Ṡ(x) +

∂U(S(x),Eij(x),νk(x))
∂Eij(x) Ėij (x) +

∂U(S(x),Eij(x),νk(x))
∂νk(x)

ν̇k(x)
(3.24)

L’introduction des dérivées partielles de l’énergie interne 3.24 dans l’ICD donne :
(

T (x) − ∂U(S(x),Eij(x),νk(x))
∂S(x)

)
Ṡ(x) +

(
Σij (x)− ∂U(S(x),Eij(x),νk(x))

∂Eij(x)

)
Ėij (x)

−∂U(S(x),Eij(x),νk(x))
∂νk(x)

ν̇k(x) ≥ 0

(3.25)

Pour les processus réversibles, ν̇k(x) = 0 et :
(

T (x) − ∂U
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)

∂S(x)

)
Ṡ(x)+

(
Σij (x) − ∂U

(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)

∂Eij (x)

)
Ėij (x) = 0

(3.26)

A déformation constante, l’égalité 3.26 devient :
(

T (x) − ∂U
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)

∂S(x)

)
Ṡ(x) = 0 (3.27)

La combinaison des équations 3.26 et 3.27 donne :
(

Σij (x) − ∂U
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)

∂Eij (x)

)
Ėij (x) = 0 (3.28)

Comme les équations 3.27 et 3.28 sont vraies pour tous Ṡ(x) et Ėij (x) respectivement, on peut
maintenant déterminer les dérivées partielles de l’énergie interne :





∂U(S(x),Eij(x),νk(x))
∂Eij(x) = Σij (x)

∂U(S(x),Eij(x),νk(x))
∂S(x) = T (x)

(3.29)
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Le tenseur de contraintes généralisé et la température sont respectivement thermodynami-
quement conjugués au tenseur de déformations généralisé et à l’entropie. L’introduction des
formules explicites des dérivées partielles de l’énergie interne 3.29 dans l’ICD donne l’inégalité
de dissipation réduite :

∂U
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

)

∂νk(x)
ν̇k(x) ≤ 0 (3.30)

Les modèles de comportement recourent plus souvent à la température qu’à l’entropie. C’est
pourquoi il est commode d’introduire la transformée de Legendre partielle de l’énergie interne,
relativement à l’entropie. On obtient alors l’énergie libre de Helmholtz Ψ

(
T (x), Eij (x) , νk(x)

)
:





U
(
S(x), Eij (x) , νk(x)

) −Ψ
(
T (x), Eij (x) , νk(x)

)
= T (x)S(x)

T (x) =
∂U(S(x),Eij(x),νk(x))

∂S(x)

S (x) = −∂Ψ(T (x),Eij(x),νk(x))
∂T (x)

(3.31)

Il est parfois utile d’avoir recourt à l’énergie libre de Gibbs G
(
T (x),Σij (x) , νk(x)

)
, qui la trans-

formée de Legendre partielle de l’énergie libre de Helmholtz relativement aux déformations :




Ψ
(
T (x), Eij (x) , νk(x)

)
+ G

(
T (x),Σij (x) , νk(x)

)
= Σij(x)Eij(x)

Σij (x) =
∂Ψ(T (x),Eij(x),νk(x))

∂Eij(x)

Eij (x) =
∂G(T (x),Σij(x),νk(x))

∂Σij(x)

(3.32)

Par conjugaison thermodynamique, il est possible d’obtenir les lois de comportement de type
contrainte / déformation par dérivation de l’énergie libre. Par exemple, dans le modèle d’endom-
magement élasto-plastique proposé par Svedberg et Runesson [186], il est postulé que l’énergie
libre dépend du tenseur de déformations élastiques εe

ij , d’une variable d’endommagement scalaire
ω, d’une variable d’écrouissage plastique scalaire κ, et du gradient de cette variable d’écrouissage,
∇i κ. Les contributions des variables sont partiellement découplées, comme suit :

Ψ
(
εe
ij , ω, κ,∇i κ

)
= Ψe

(
εe
ij , ω

)
+ Ψp,loc (κ) + Ψp,grad (∇i κ) (3.33)

En outre, il est souvent supposé que les variables dissipatives νk(x) sont homogènes à des dé-
formations, et qu’il est possible de leur assigner des variables conjuguées de la dimension d’une
contrainte. Dans le modèle de Svedberg et Runesson [186], la variable de contrainte Sp

i est la
somme de deux variables de contraintes, respectivement conjuguées à κ et ∇i κ :





Sp
i = Sploc ei + Spgrad

i

Sploc =
∂Ψ(εe

ij ,ω,κ,∇i κ)
∂κ = ∂Ψp,loc(κ)

∂κ

Spgrad
i =

∂Ψ(εe
ij ,ω,κ,∇i κ)
∂∇i κ = ∂Ψp,grad(∇i κ)

∂∇i κ

(3.34)
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où ei est un vecteur unitaire.

Les lois d’évolution des variables dissipatives sont dérivées d’un potentiel dissipatif (plastique
ou fragile, par exemple [186]), ou obtenues à partir de fonctions de charge fd, sous réserve de
respecter les conditions de Kuhn-Tucker [179, 177]. λd étant un multiplicateur plastique (ou
fragile), les trois conditions complémentaires sont [92] :

λ̇d ≥ 0, fd ≤ 0, λ̇d fd = 0 (3.35)

Si la règle d’écoulement est non associée, il est nécessaire de définir une potentiel en plus de la
fonction de charge [210]. Le cadre théorique adopté par Frémond [64, 146] est tout à fait particu-
lier, et exclusivement phénoménologique. L’introduction de potentiels de dissipation est rendue
nécessaire par le choix des variables qui enrichissent la microstructure du continuum modélisé. Il
est postulé que la puissance interne du matériau dépend des déformations εij , de l’endommage-
ment ω et du gradient de l’endommagement ∇iω. Les variables qui sont thermodynamiquement
conjuguées à ces trois variables sont respectivement le tenseur de contraintes σij , le travail in-
terne de l’endommagement −B et le flux du travail interne du gradient de l’endommagement,
−Hi. En supposant que ω = 0 correspond à un matériau intact, et que ω = 1 correspond à un
matériau complètement endommagé, on peut écrire l’ICD 3.23 dans des conditions isothermes
sous la forme :

− Ψ̇ (εij , ω,∇i ω) ≥ −σij ε̇ij + Bω̇ + Hi∇iω̇ (3.36)

Il est supposé que le gradient de l’endommagement ne contribue pas au phénomène dissipatif.
Le travail interne de l’endommagement est décomposé en une partie réversible et en une partie
irréversible, la partie réversible étant thermodynamiquement conjuguée à la variable d’endom-
magement :

B = Br + Bd, Br =
∂Ψ(εij , ω,∇i ω)

∂ω
(3.37)

L’inégalité de dissipation réduite prend donc la forme suivante :

Bdω̇ ≤ 0 (3.38)

La loi d’évolution de la composante irréversible du travail interne de l’endommagement est dé-
terminée au moyen de l’introduction d’un potentiel dissipatif Φ :

Bd = frac∂Φ(εij , ω̇)∂ω̇ (3.39)

L’application du principe de dissipation maximum permet d’éviter d’avoir à faire des hypothèses
sur la forme des lois d’évolution. Si on suppose que les conditions sont isothermes et qu’en plus
des variables de déformation, l’énergie libre du matériau dépend d’une variable tensorielle d’en-
dommagement Ω et d’une variable tensorielle d’écrouissage fragile Ωh

ij , l’inégalité de dissipation
réduite 3.30 s’écrit :

YijΩ̇ij + Y h
ij Ω̇

h
ij ≥ 0 (3.40)
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avec les relations de conjugaison suivantes :




σij =
∂Ψ(εij ,Ωij ,Ωh

ij)
∂εij

Yij =
∂Ψ(εij ,Ωij ,Ωh

ij)
∂Ωij

Y h
ij =

∂Ψ(εij ,Ωij ,Ωh
ij)

∂Ωh
ij

(3.41)

Le principe de dissipation maximum, ou principe d’entropie maximum, stipule que
lorsqu’un état d’équilibre est atteint, « la production d’entropie est minimale, tandis que l’entro-
pie atteint un maximum pour un niveau d’énergie totale donné » [92]. Le principe de dissipation
maximum revient ainsi à maximiser YijΩ̇ij + Y h

ij Ω̇
h
ij . Si on suppose que la variable d’endommage-

ment et la variable d’écrouissage sont contrôlées par une fonction de charge Fd

(
σij , Yij , Y

d
ij

)
, ce

problème de maximisation peut être résolu comme un problème de minimisation sous contrainte,
dans lequel la fonction à minimiser est :

L
(
σij , Yij , Y

d
ij

)
= −YijΩ̇ij − Y h

ij Ω̇
h
ij + λ̇d Fd

(
σij , Yij , Y

d
ij

)
(3.42)

avec les conditions d’optimalité de Kuhn-Tucker :

λ̇d ≥ 0, Fd

(
σij , Yij , Y

d
ij

)
≤ 0, λ̇d Fd

(
σij , Yij , Y

d
ij

)
= 0 (3.43)

Le coefficient lagrangien λ̇d peut être considéré comme un multiplicateur d’endommagement.
Parmi tous les état mécaniques admissibles, celui qui minimise la fonction L

(
σij , Yij , Y

d
ij

)
est

celui qui correspond à l’état d’équilibre. Les dérivées premières de L
(
σij , Yij , Y

d
ij

)
sont nulles

puisqu’un extremum est atteint. On obtient ainsi les lois d’évolution des variables dissipatives :




Ω̇ij = λ̇d
∂Fd(σij ,Yij ,Y h

ij)
∂Yij

Ω̇h
ij = λ̇d

∂Fd(σij ,Yij ,Y h
ij)

∂Y h
ij

(3.44)

Le shéma de résolution lagrangienne conduit donc à des lois d’écoulement associées [92]. Cette
technique a été utilisée en élastoplasticité [35] et en « élasto-fragilité » [162, 138]. Il est toujours
possible d’introduire de nouveaux potentiels dissipatifs pour modéliser des règles d’écoulement
non associées [190, 35]. Le principal avantage de l’application du principe de dissipation maximum
est que l’Inégalité de Clausius-Duhem est automatiquement vérifiée, et que par conséquent, le
modèle construit est automatiquement thermodynamiquement consistant.

3.1.1.3 Problème de localisation

Comme c’est montré dans [11, 12, 20, 35, 113, 116, 127, 160], le radoucissement des déformations
ne peut pas être modélisé avec des théories classiques de la Mécanique de l’Endommagement en
milieux Continus. Sous fortes contraintes, les déformations se concentrent dans une zone étroite
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dont la largeur caractéristique dépend de la finesse du maillage utilisé. L’énergie dissipée tend
vers zéro, ce qui est physiquement absurde. En statique, les équations d’équilibre perdent leur
caractère elliptique. En dynamique, les équations ne sont plus hyperboliques. Dans tous les cas, le
problème devient mal posé. Il est donc nécessaire de pratiquer une régularisation mathématique
du problème, qui fait intervenir au moins une longueur matérielle interne. La longueur matérielle
peut avoir un sens physique : parfois, il s’agit de la dimension caractéristiques des grains solides
d’une matrice poreuse. Dans les modèles micromécaniques, les chercheurs ont souvent recours
à une formulation non-locale, mettant en jeu des variables moyennées ou homogénéisées dans
l’espace [115, 16, 49, 105, 18]. Il s’agit de formulations non locales intégrales. La longueur
matérielle traduit alors une distance d’influence de l’endommagement local, ou la dimension ca-
ractéristique d’un Volume Elémentaire Représentatif (VER). L’introduction du gradient spatial
de variables d’état est un procédé utilisé dans les approches micromécaniques [48, 152, 11, 12] et
phénoménologiques [113, 186, 101]. La longueur matérielle associée au gradient est un paramètre
mathématique émanant le plus souvent du développement en série de Taylor d’une variable d’état
donnée. Il s’agit de formulations non locales différentielles. Certains auteurs ont également
employé le concept de microstructure dans une formulation énergétique [64, 162, 146, 210].
La longueur matérielle traduit dans ce cas une distance d’influence de l’endommagement local.
Dans tous les modèles régularisés, un terme comportant une échelle d’homogénéisation ou une
distance d’influence apparaît dans l’expression de l’énergie libre.

Formulations non locales intégrales
Les formulations intégrales [18, 16, 49, 105] sont fondées sur l’homogénéisation de propriétés
matérielles au voisinage du point considéré. La notion de voisinage a un sens topologique. Sa
définition revient à définir une longueur matérielle interne. Le principe est le suivant. Considé-
rant une variable d’état locale f(x), la variable non locale f(x) correspondante est définie par
intégration [17] :

f(x) =
∫

Vtot

α(x, ξ)f(ξ)dξ (3.45)

où Vtot est le volume de l’ensemble de la zone étudiée (et pas seulement du Volume Elémentaire
Représentatif). L’étendue du « voisinage » est quantifiée par la fonction d’atténuation α(x, ξ),
qui modélise la décroissance de la distance d’influence de la variable d’état f avec l’éloignement
au point d’observation x. On suppose souvent que la fonction d’atténuation ne varie qu’avec
la distance qui sépare le point d’intégration du point d’observation, ce qui n’est vrai en toute
rigueur que pour des matériax isotropes :

α(x, ξ) = α∞(‖x− ξ‖) (3.46)

La fonction d’atténuation doit en outre satisfaire la règle barycentrique suivante :
∫

V∞
α∞(‖ξ‖)dξ = 1 (3.47)

où V∞ est le volume de l’espace euclidien dans lequel le problème est posé. Comme c’est précisé
dans les travaux de Jirasek [105], la fonction d’atténuation a souvent une expression du type :

α(x, ξ) =
α∞(‖x− ξ‖)∫

Vtot
α∞(‖x− ξ‖)dξ

(3.48)

où α∞(‖x− ξ‖) est une fonction gaussienne :

α∞(r) = exp

(
− r2

2 l2

)
(3.49)
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ou une fonction dont la courbe est en forme de cloche :

α∞(r) =





(
1− r2

R2

)2
si 0 ≤ r < R

0 si r ≥ R

(3.50)

l est appelé « longueur interne » du continuum non-local. R est un paramètre qui peut être
relié à la longueur interne, mais qui ne lui est pas nécessairement égal. L’utilisation de fonctions
d’atténuation décroissantes permet de calculer l’intégrale d’homogénéisation 3.45 sur le volume
entier du système, sans passer par la définition explicite d’un Volume Elementaire Représentatif.
Comme on l’a précisé plus haut, le choix de la fonction d’atténuation permet en fait de définir
un voisinage, qui est l’équivalent topologique du concept de longueur interne. Pour éviter la
génération de contraintes résiduelles dans un modèle radoucissant, Jirasek [105] suggère d’utiliser
la variable non locale intégrale du tenseur de déformations, du taux de libération d’énergie ou
du tenseur des déformations irréversibles.

Formulations non locales différentielles
Dans la plupart des formulations non locales différentielles, une variable d’état est remplacée
par les premiers termes de son expansion en série de Taylor, déveveloppée autour du point
d’observation. Par exemple, dans les modèles de Zbib et Aifantis [2] ont introduit le Laplacien du
tenseur des déformations plastiques pour régulariser un modèle de comportement radoucissant.
La contrainte déviatorique sij dépend des premiers termes de la série de Taylor de la contrainte
déviatorique locale s̃ij

(
εp
ij , ε̇

p
ij

)
:

sij = s̃ij

(
εp
ij , ε̇

p
ij

)
+ C1∂klε

p
ij + C2∂klε̇

p
ij + C3∂klmnεp

ij + C4∂klmnε̇p
ij (3.51)

Le plus souvent, les formulations locales différentielles recourent à l’utilisation du gradient d’ordre
deux d’une variable d’état [116, 48, 113, 11, 12, 152, 101]. Les coefficients de pondération des
termes de la série de Taylor dépendent d’une longueur matérielle, qui peut être reliée à l’ex-
tension de la zone d’influence de l’endommagement local. En une dimension, en supposant que
la déformation locale ε(x) dépend des déformations observées en tous les points situés dans la
région dont la superficie a pour dimension caractéristique l, la déformation moyenne ε est définie
par :

ε(x) =
1
l

∫ +l/2

−l/2
ε(x + s)ds (3.52)

Comme c’est rappelé dans les travaux de Lasry et Belytschko [116], le développement en série
de Taylor de ε(x + s) autour de sa valeur centrale est :

ε(x + s) = ε(x) + s
dε(x)
dx

+ s2 d2ε(x)
dx2

+ o(s2) (3.53)

En remplaçant l’expression 3.53 dans l’équation 3.52, on obtient :

ε(x) = ε(x) +
l2

24
d2ε(x)
dx2

+ o(l2) (3.54)

Par ailleurs, le laplacien de la déformation moyenne s’exprime :

d2ε(x)
dx2

=
d2ε(x)
dx2

+
l2

24
d4ε(x)
dx4

+ o(l2) (3.55)
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ce qui permet d’écrire :

ε(x) − l2

24
d2ε(x)
dx2

+ o(l2) = ε(x) (3.56)

La formule 3.54 est dite explicite, car la variable d’état moyennée dépend de données locales.
A l’inverse, une formulation dans laquelle une variable locale est une fonction qui dépend d’une
donnée moyennée, comme dans l’équation 3.56, est dite implicite. Certains auteurs [11, 12, 152]
ont montré que les modèles implicites étaient souvent plus précis que les modèles explicites, et
qu’ils donnaient des résultats plus stables.

Enrichissement par microstructure
Dans les formulations énergétiques, un postulat sur la forme de la puissance interne peut être
fait avant la construction de l’expression de l’énergie libre. La forme générale du Principe des
Puissances Virtuelles peut être affectée, ce qui a des répercussions sur les équations d’équilibre.
Le modèle de structure du matériau dépend également de la puissance interne. L’introduction du
gradient de variables d’état dans l’expression de la puissance interne est ainsi un enrichissement
dans la description de la structure matérielle.
La théorie de la microstructure mise au point par Mindlin [140] est fondée sur des développements
du premier ordre.

1. Mindlin fait l’hypothèse que la puissance interne du système dépend du champ de dépla-
cements et du champ de gradients des déplacements.

2. Le matériau comporte une microstructure, ce qui implique que chaque point matériel est
modélisé par une particule déformable, dotée de degrés de liberté microscopiques. Les
macro-déplacements u représentent les mouvements de corps rigide d’une particule. Les
micro-déplacements u′ sont les déplacements des points de la particule par rapport au
centre de gravité de cette particule. D’après (1), la puissance interne du corps modélisé
dépend des macro-déplacements u, du macro-gradient des macro-déplacements (ou macro-
déformations) ∇u, des micro-déplacements u′ et du micro-gradient des micro-déplacements
(ou micro-déformations) ∇′u′.

3. Les micro-déplacements u′ sont développés en série de Taylor par rapport à la position
relative x′ :

u′i = ui + χijx
′
j + χijkx

′
jx
′
k + ... (3.57)

Mindlin ne travaille qu’avec les deux premiers termes de la série 3.57 :

u′i = ui + χijx
′
j (3.58)

Comme il existe une dépendance linéaire du micro-déplacement vis-à-vis de la position
relative, le milieu est appelé continuum micromorphique de degré 1. Le vecteur de
macro-déplacements u ne dépend pas de la position relative x′, donc le tenseur χij est en
fait le gradient des mico-déplacements :

χij = ∂′j u′i (3.59)

D’après (1) et (2), la puissance interne du corps modélisé ne dépend donc à présent que
de variables macroscopiques : les macro-déplacements ui, les macro-déformations ∂j ui, le
tenseur χij , égal aux micro-déformations, et le gradient du tenseur χij : ∂kχij .



3.1. Etude bibliographique de l’endommagement 39

La formulation canonique proposée par Mindlin repose sur un choix de variables un peu dif-
férent : les macro-déplacements ui, les macro-déformations ∂j ui, le gradient relatif des micro-
déplacements ηij = ∂j ui − ∂′j u′i et le macro-gradient des micro-déformations ∂kχij . Dans les
travaux de Mindlin, l’expression de la puissance interne volumique pour le continuum micromor-
phique de degré 1 est ainsi [140] :

pint = Ki ui + σij ∂j ui + sij ηij + νijk ∂kχij (3.60)

Comme c’est rappelé dans les travaux de Germain [83], l’application du Principe des Puissances
Virtuelles repose sur l’hypothèse selon laquelle le travail virtuel des contraintes internes dévelop-
pées par le système dans ses mouvements de corps rigide est nul. Si le milieu micromorphique
est soumis à un champ de degrés de liberté virtuel uniquement constitué de macro-déplacements
u∗i , c’est-à-dire à la composition de translations et de rotations, la puissance interne du corps
modélisée sera nulle :

Pint = −
∫

V
pint dV = −

∫

V
Ki u

∗
i dV = 0 (3.61)

Comme l’égalité 3.61 est vraie pour tout mouvement de corps rigide u∗i , on peut en déduire
que Ki = 0. Par conséquent, l’expression de la puissance volumique 3.60 proposée par Mindlin
devient :

pint = σij ∂j ui + sij ηij + νijk ∂kχij (3.62)

Le tenseur de contraintes de Cauchy est la somme de la partie intrinsèque du tenseur de con-
traintes σij , et du tenseur de micro-contraintes sij [82] : τij = σij + sij . νijk est défini comme le
second tenseur de micro-contraintes (d’ordre 3). Deux équations d’équilibre peuvent être déduites
du Principe des Puissances Virtuelles :

∂jτij + fi = 0 (3.63)

sij + ∂kνijk + Ψij = 0 (3.64)

L’équation 3.63 est l’équation d’équilibre classiquement établie en mécanique des milieux conti-
nus, où fi est le vecteur des forces volumiques appliqées par l’environnement extérieur. L’équation
3.64 traduit l’équilibre à l’échelle microscopique. Ψij est la double force volumique appliquée par
l’environnement extérieur. Des termes d’ordre supérieur interviennent également dans les condi-
tions aux limites :

Ti = τij nj (3.65)

Mij = νijk nk (3.66)

où n est le vecteur normal à la surface considérée, T est le vecteur de traction superficielle clas-
sique (externe), et où Mij est la double traction superficielle (externe).

Les modèles du second gradient sont des continua micromorphiques de degré 1 au sens de Mind-
lin [140], pour lesquels les micro-déformations ∂′j u′i sont égales aux macro-déformations ∂j ui.
La conséquence directe de cette hypothèse supplémentaire est que l’expression de la puissance
interne du corps modélisé ne dépend plus que des macro-déformations ∂j ui et du macro-gradient
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des micro-déformations ∂kχij = ∂k∂
′
j u′i = ∂k∂j ui. Autrement dit, la puissance interne volumique

du système ne dépend plus que des premier et second gradients macroscopiques des déplacements
macroscopiques :

pint = σij ∂j ui + νijk ∂k∂j ui (3.67)

Vardoulakis et Sulem [198, 199] ont utilisé le concept de microstructure pour modéliser le com-
portement des matériaux granulaires dilatants. Chambon et ses collègues [134, 34, 190, 35] ont
proposé des modèles du second gradient pour étudier le développement de la plasticité sous l’in-
fluence de plusieurs mécanismes (i.e. plusieurs fonctions de charge) dans les matériaux cohésifs
sujets à la friction. Frémond et Nedjar [64] ont également développé un modèle enrichi de micro-
structure en introduisant le gradient d’une variable d’endommagement scalaire dans l’expression
de la puissance interne. Le gradient de l’endommagement joue le même rôle que le gradient des
macro-déformations dans un modèle du second gradient classique. Par conséquent, même si la
variable d’endommagement est scalaire, il est nécessaire de définir des termes d’ordre supérieur
pour appliquer le Principe des Puissances Virtuelles. D’autres chercheurs ont par la suite suivi
la même démarche. Pires-Domingues [162] a étudié les matériaux fragiles ayant un comporte-
ment élastique non linéaire. Nedjar [146] a couplé le modèle d’endommagement de Frémond à un
modèle élastoplastique. Zhao et al. [210] ont développé un modèle élastoplastique avec endom-
magement dans un cadre original : le gradient des déformations est introduit dans l’expression
de la puissance interne, et le gradient de la variable d’écrouissage intervient dans l’expression
de l’énergie libre. Dans tous les travaux mentionnés précédemment, la présence de composantes
relatives au gradient dans les termes surfaciques de l’expression de la puissance interne impose la
définition de conditions aux limites d’ordre supérieur. En général, la dérivation spatiale du vec-
teur de déplacements virtuels est décomposée à l’aide d’un opérateur normal et d’un opérateur
tangentiel.

Formes du paramètre de régularisation dans l’expression de l’énergie libre
Dans les modèles régularisés, c’est-à-dire dans les modèles dans lesquels l’influence des phéno-
mènes microscopiques sur le comportement macroscopique est modulé par une longueur ma-
térielle interne, l’énergie libre comporte un terme de régularisation relatif à la localisation des
déformations (ou de l’endommagement). Par exemple, dans la théorie mise au point par Swo-
boda et Yang [188], qui mixte des aspects phénoménologiques et des aspects micromécaniques,
la variable d’endommagement est d’abord définie au moyen de paramètres caractéristiques des
micro-fissures considérées individuellement. Plusieurs homogénéisations sont pratiquées succes-
sivement, et les auteurs travaillent finalement dans une base principale de l’endommagement,
en ne manipulant que trois valeurs propres et trois vecteurs propres. Autrement dit, à l’échelle
microscopique, le Volume Elémentaire Représentatif est soumis à des contraintes microscopiques
qui sont responsables de l’ouverture de fissures. A l’échelle macroscopique, le VER est soumis à
une « méso-contrainte » homogénéisée équivalente τij , qui est la moyenne pondérée de toutes les
micro-contraintes subies par le VER. Dans cet état mécanique équivalent, qu’on ne peut définir
qu’à l’échelle méso- ou macro-scopique, le VER est donc soumis à la contrainte appliquée dans le
champ lointain, σij , et à une contrainte homogénéisée relative à la fissuration, τij . La contrainte
totale équivalente σ̃ij est donc définie par :

σ̃ij = σij + τij (3.68)

Supposant que le tenseur de déformation εij correspondant à la configuration mécanique équi-
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valente est égal au tenseur de déformation définie dans la configuration mécanique réelle, on en
déduit que :

Deijkl (Ωij) εlk = σij + τij (3.69)

où Ωij est le tenseur d’endommagement homogénéisé. L’incrément d’énergie libre peut s’écrire :

dΨ(εij ,Ωij) = σij dεji = εji Deijkl (Ωij) dεlk − τij dεji (3.70)

et on peut donc supposer que l’énergie libre a la forme suivante :

Ψ(εij , Ωij) =
1
2
εji Deijkl (Ωij) εlk − τij εji (3.71)

Les auteurs supposent de plus que τij est « parallèle » au tenseur d’endommagment homogénéisé,
avec τij = gΩij , si bien que l’énergie libre a pour expression finale :

Ψ(εij , Ωij) =
1
2
εji Deijkl (Ωij) εlk − gΩij εji (3.72)

Le terme gΩij εji résulte d’un processus d’homogénéisation, et est physiquement lié à l’existence
de déformations résiduelles après le déchargemetn d’un matériau fissuré. On retrouve un tel terme
dans les modèles développés par Halm et Dragon [55, 90, 56, 91] et utilisés par Homand [94] et
Shao [177].
De la même manière dans le cadre théorique proposé par Hansen et Schreyer [92] pour la mo-
délisation de l’endommagement, l’énergie libre comporte un terme régularisateur. L’énergie libre
est décomposée en un potentiel élastique dégradé, un potentiel relatif à l’endommagement Ωij et
un potentiel relatif à l’écrouissage Ωh

ij :

Ψ
(
εij , Ωij ,Ωh

ij

)
=

1
2
εji Deijkl (Ωij) εlk + H

(
Ωh

ij

)
+ GD (Ωij) (3.73)

Le terme GD (Ωij) relatif à l’endommagement traduit l’augmentation de l’énergie superficielle
du matériau due à l’ouverture de fissures. Hansen et Schreyer proposent :

GD (Ωij) = γD Ωij Ωji (3.74)

où γD est un paramètre matériel homogène à une déformation, dont le sens micro-mécanique est
relié à la dimension et à l’ouverture des fissures. On voit donc que le terme GD (Ωij) utilisé dans
l’expression de l’énergie libre par Hansen et Schreyer joue un rôle très similaire au terme gΩij εji

utilisé par Swoboda et Yang (équation 3.72).
Si maintenant on examine l’expression de l’énergie libre dans le modèle d’endommagement enrichi
de Frémond [64], reposant sur l’utilisation d’une variable d’endommagement scalaire ω :

Ψ (εij , ω,∇iω) =
1
2
εji D

0
e ijkl εlk + W (1− ω) −M [log(|ω|)− ω + 1] +

k

2
(∇iω)2 (3.75)

D0
e ijkl est le tenseur de rigidité du matériau intact. W module le seuil à partir duquel le ma-

tériau est endommagé. k est homogène à une force, et est introduit pour quantifier la distance
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d’influence de l’endommagement local. k joue en fait le rôle de fonction d’atténuation [18, 105],
et par conséquent, comme on l’a vu précédemment, k joue le rôle de longueur interne. Le terme
d’endommagement du second ordre modulé par une fonction d’atténuation k

2 (∇iω)2 est donc
l’homologue du terme GD (Ωij) introduit par Hansen et Schreyer, et vise à régulariser un pro-
blème de localisation.
Le carré du gradient de la déformation non locale ∇kεij intervient dans l’expression de l’énergie
libre utilisée par Kuhl et Ramm [113] pour développer leur modèle d’endommagement :

ΨΩ =
c

2
(∇kεij)

2 (3.76)

c est homogène au carré d’une longueur et, comme k dans le terme k
2 (∇iω)2 introduit par

Frémond, joue le rôle de longueur interne.
Enfin, dans le modèle élasto-plastique du second gradient proposé par Chambon et al. [35],
l’énergie libre est décomposée comme suit :

Ψ
(
εij , ε

p
ij ,∇kεij ,∇kε

p
ij , κ

)
= We

(
εij , ε

p
ij

)
+ Wgrad

(
εij ,∇kεij ,∇kε

p
ij

)
+ Wh (κ) (3.77)

où κ est une variable d’écrouissage. We

(
εij , ε

p
ij

)
est l’énergie de déformation élastique classique.

Pour les matériaux cohésifs, les auteurs proposent de modéliser l’influence de la microstructure
en choisissant :

Wgrad

(
εij ,∇kεij ,∇kε

p
ij

)
=

µ l2

2

(
∇kε

p
ij

)2
(3.78)

où µ est le module de cisaillement, et où l est une longueur caractéristique. Dans le modèle
de Chambon, ∇kε

p
ij joue le même rôle que ∇kω dans le modèle de Frémond. La force µ l2 de

Chambon joue donc le même rôle que la force k de Frémond.
Finalement, on constate que si le modèle est régularisé, l’énergie libre comporte un terme relatif
à une homogénéisation, impliquant une longueur interne ou une fonction d’atténuation. Les
cinq termes rencontrés dans les divers modèles d’endommagement et d’élasto-plasticité présentés
précédemment sont :

gΩij εji, γD Ωij Ωji,
k

2
(∇iω)2 ,

c

2
(∇kεij)

2 ,
µ l2

2

(
∇kε

p
ij

)2
(3.79)

3.1.1.4 Modélisation des effets réversibles

Des microfissures ouvertes sous une sollicitation de tension peuvent se refermer par compression,
et les propriétés mécaniques dégradées par fissuration peuvent être partiellement recouvrées. C’est
le phénomène de cicatrisation mécanique. Par ailleurs, la production de gouge à l’intérieur de
fissures créées par cisaillement peut réduire la perméabilité du réseau de fissuration, ce qui ramène
la perméabilité d’un milieu poreux fracturé à un niveau plus faible que dans la situation où les
fissures sont ouvertes et « vides ». Cependant, l’endommagement est un phénomène dissipatif. Il
est impossible de modéliser des effets de cicatrisation mécanique ou hydraulique en ne conservant
qu’une fonction de charge. Il est nécessaire de décrire l’endommagement par un tenseur d’ordre
supérieur [55, 90] ou par plusieurs variables [27, 64, 136]. Par exemple, Frémond et Nedjar [64]
ont modélisé les effets unilatéraux de la compression sur la fissuration du béton. Il est fait
l’hypothèse qu’une sollicitation en compression peut produire de l’endommagement relatif à la
tension, mais qu’une traction ne peut pas endommager le matériau par effet de compression. En
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conséquence, une compression peut compenser un défaut généré par traction, mais pas l’inverse.
En introduisant deux variables d’endommagement βc et βt, correspondant à l’endommagement
de compression et de tension respectivement, la condition d’unilatéralité s’écrit :

(βt, βc) ∈ {(x, y), x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], y ≤ x} (3.80)

βt,c = 0 correspondant à un matériau intact, et βt,c = 1 à un état complètement endommagé. Par
ailleurs, un modèle phénoménologique, fondé sur l’annulation d’un potentiel de dissipation, a été
proposé par Pensée et al. [157] à l’aide d’une unique variable tensorielle. L’endommagement et la
cicatrisation provoqués par de la fissuration anisotrope sont représentés à l’échelle microscopique,
pour chaque microfissure ouverte ou fermée. Puis les tenseurs mécaniques dégradés du VER sont
obtenus par homogénéisation, selon la méthode de Eshelby. Hou a introduit des déformations
fragiles et des déformations de cicatrisation dans son modèle, en utilisant deux surfaces de charge
[95]. Bargellini a proposé une méthode alternative, fondée sur une approche discrète [13]. Les ten-
seurs d’ordre 2 « classiques » choisis pour représenter l’endommagement et la cicatrisation sont
remplacés par des couples indépendants

(
ρk, nk ⊗ nk

)
, où les vecteurs nk sont des directions

fixes de l’espace, et où les scalaires ρk représentent des densités de fissuration. L’enjeu d’une telle
modélisation est de trouver une base exhaustive de tenseurs d’ordre 2 de type nk ⊗ nk, qui per-
mette de vérifier toutes les conditions de la théorie de la mécanique (symétries, conservation de
l’isotropie et de l’anisotropie transverse...). Bargellini satisfait toutes les conditions requises avec
une base de soixante tenseurs, associés à des densités scalaires. Bargellini maintient l’hypothèse
de non-interaction des fissures, comme dans la plupart des modélisations ayant recours à une dé-
composition spectrale. La méthode proposée par Bargellini permet de représenter un changement
d’orientation de la fissuration sans actualiser les directions principales de l’endommagement (voir
le paragraphe 4.1.2). En effet, dans une décomposition spectrale classique, l’endommagement est
un tenseur d’ordre 2 dont les vecteurs propres évoluent avec le chargement. Dans l’approche
discrète, la variable d’endommagement est projetéee dans un espace tensoriel dont les directions
sont fixes, et les contributions de chaque direction de fissuration sont pondérées par des densités
scalaires qui sont actualisées avec le chargement.

3.1.2 Endommagement dans les réseaux de fissuration

L’excavation n’a pas que des conséquences mécaniques sur la redistribution des contraintes. L’état
hydraulique est également hautement perturbé [196]. Juste après le creusement d’un tunnel, l’eau
interstitielle percole vers la galerie par capillarité. Par ailleurs, la paroi du tunnel est en phase de
déchargement, et les tractions subies par le massif sont suscptibles de générer de la fissuration.
L’ouverture de fissures oriente les flux interstitiels, et tend à accélérer les échanges de fluide. si
la galerie est ventilée avant la pose du support, un front de désaturation est créé au voisinage du
tunnel [24]. La pose du support met fin aux interactions entre les fluides interstitiels du massif et
l’atmosphère de la galerie. Puis l’équilibre du massif peut à nouveau être perturbé par l’entrepo-
sage ds déchets radioactifs, qui se comportent comme une source de chaleur. La chaleur dégagée
tend à sécher la barrière géologique à proximité du paquet radioactif par évaporation. Dans les
zones éloignées où la température est plus faible, la vapeur se condense. L’eau interstitielle tend
alors à migrer à nouveau vers la zone désaturée, par capilarité.
Les modèles de réseaux de fissures permettent de décrire les échanges de fluide dans un milieu
poreux. Les fissures endommageant le massif géologique sont alors considérées comme un réseau
poreux, au même titre que le réseau poreux de la matrice intacte du géomatériau. Si les deux
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réseaux poreux sont modélisés comme un unique réseau de pores qui communiquent entre eux, et
qui sont caractérisés par les mêmes propriétés de rétention, on parle demodèle unimodal. Si les
tailles de pore caractéristiques des deux réseaux sont trop différentes, des propriétés de rétention
distinctes sont affectées à chaque réseau poreux. Si on peut supposer que le fluide interstitiel
circule indifféremment dans les pores préexistants de la matrice intacte et les micro-fissures, on
parle demodèle multimodal à un continuum. La contribution de chaque réseau est pondérée
dans la fonction de rétention globale du milieu étudié, de manière à obtenir les propriétés de ré-
tention équivalentes du VER. La conductivité hydraulique équivalente s’en déduit facilement. Les
équations d’équilibre sont faciles à établir, car la hauteur d’eau est en équilibre dans l’ensemble
des deux réseaux, et il s’agit donc d’une hauteur d’eau homogénéisée, caractéristique du VER. Si
en revanche le fluide s’écoule indépendamment dans les pores de la matrice initialement intacte
et dans les microfissures connectées, il faut considérer au moins deux équilibres hydrauliques. Il
s’agit d’un modèle multi-continua.
Les études existantes traitent essentiellement le problème de transfert de l’eau liquide. Les mo-
dèles proposés sont isothermes, ce qui évite de modéliser les interactions complexes avec la vapeur.
Dans les milieux non saturés, l’hypothèse la plus répandue consiste à supposer que le gaz se dé-
place beaucoup plus vite que le liquide, et que la question d’intérêt porte sur le liquide, dont le
transfert est peu affecté par la présence du gaz.

3.1.2.1 Modèles multimodaux

Equation d’équilibre
Dans les modèles multimodaux [57], l’espace poreux est constituté de divers sous-réseaux qui
commmuniquent entre eux. Dans le cas des matériaux fissurés, les pores de la matrice solide
intacte constituent souvent un premier réseau poreux, et les micro-fissures constituent un second
réseau poreux. On considère que les pores de la matrice intacte et les micro-fissures sont connectés,
et que le fluide interstitiel circule indifféremment dans les deux types de pores. Il n’y a donc
qu’un flux à modéliser, et l’équilibre hydraulique n’implique qu’une hauteur d’eau, qui représente
la pression du fluide équivalente, à l’échelle du VER. Autrement dit, la condition d’équilibre
hydraulique requiert l’utilisation d’une seule équation de Richard :

∂θw(h)
∂h

∂h

∂t
= ∇i Kwij ∇j (h + z) (3.81)

où h est la hauteur d’eau (“pressure head”), z la cote du point d’observation, θw la teneur en
eau et Kw le tenseur de perméabilité à l’eau liquide. θw et Kw sont définies à l’échelle du milieu
multimodal équivalent. L’équation d’équilibre est la même que celle qu’on aurait obtenue dans
le cas d’un milieu unimodal [197]. Par exemple, on retrouve cette équation dans tous les modèles
dans lesquels la contribution des pores de la matrice n’est pas prise en compte et dans lesquels
le matériau est endommagé par un unique réseau de fissures connectées [130, 211, 123].
Le recours à une seule variable d’état pour caractériser l’équilibre hydraulique du milieu mul-
timodal passe par la notion de continuum équivalent [167]. Autrement dit, les propriétés
thermodynamiques du milieu sont homogénéisées pour qu’on puisse travailler avec un unique jeu
d’équations d’équilibre valables à l’échelle du Volume Elémentaire Représentatif. Le continuum
équivalent est le milieu caractérisé par les mêmes flux, et les mêmes distributions de température,
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pression et saturation que le système discrétisé constitué de plusieurs réseaux poreux comme les
pores de la matrice intacte et les microfissures, avec les mêmes conditions initiales et les mêmes
conditions aux limites. Au sein du VER, les propriétés de rétention de chacun des réseaux poreux
sont homogénéisées afin de déterminer les propriétés de rétentions caractéristiques du continuum
équivalent. La perméabilité équivalente est le plus souvent calculée par intégration de la teneur
en eau équivalente sur l’espace du VER.

Propriétés de rétention
De nombreux modèles de flux dédiés aux milieux fracturés [33, 57, 81, 151, 110, 114, 124, 125,
130, 204] sont fondés sur la théorie de Van Genuchten [197], qui propose une méthode pour
déterminer les propriétés de rétention et de conductivité hydraulique d’un milieu non saturé
de porosité hétérogène. Van Genuchten a mis au point un modèle unimodal, dans lequel la
distribution spatiale des pores peut être représentée par une courbe en forme de cloche (“bell-
shaped function”). La teneur en eau a pour expression :

θw(h) = (θws − θwr) [1 + (α |h|)n]−m + θwr (3.82)

θwr est la plus faible teneur en eau qu’on peut rencontrer dans le milieu, lorsqu’il ne reste
que quelques gouttes d’eau non connectées. θws est la teneur en eau maximale du milieu, « à
satiété ». α est la taille de pore la plus représentée dans le matériau. m et n sont des paramètres
qui contrôlent l’étendue de la courbe de répartition de la taille de pores vers les pores fins ou les
pores grossiers. Pour maintenir θw et h à des valeurs constantes lorsque le produit mn augmente,
il faut diminuer la taille des pores représentative α. Autrement dit, un fort produit mn correspond
à un matériau dont les pores sont majoritairement fins. Le modèle de Van Genuchten le plus
utilisé est celui qui est combiné avec un schéma d’intégration de Mualem, qui donne l’expression
suivante pour la perméabilité relative du milieu non saturé :

kR (θwe(h)) = (θwe(h))1/2

[∫ θwe

0 1/h(x) dx∫ 1
0 1/h(x) dx

]2

(3.83)

où la teneur en eau équivalente est définie par :

θwe(h) =
θw − θwr

θws − θwr
(3.84)

La consistance du schéma d’intégration de Mualem impose que :

m = 1− 1/n, 0 < m < 1 (3.85)

L’intégration de l’inverse de l’expression 3.82 dans l’équation 3.83 donne :

kR (θwe(h)) = (θwe(h))1/2
[
1−

(
1− θwe(h)1/m

)m]2
(3.86)

Le modèle de Van Genuchten [197] est valable pour les écoulements relativement complexes.
Brooks et Corey ont proposé de considérer que les fissures se comportaient comme des tubes
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pour modéliser les flux dans les milieux fracturés [28]. Leur approche est également fréquemment
reprise dans les modèles multimodaux. Les variations de la teneur en eau sont modélisées par la
fonction de rétention suivante :

θw(h) =
(

h

hb

)−λ

(3.87)

hb est la hauteur d’eau mesurée lorsque la phase liquide se déconnecte, c’est-à-dire au moment
où des bulles isolées apparaissent dans les pores, au détriment d’une phase liquide continue
(“bubbling pressure”). λ est un paramètre matériel. Le procédé d’intégration de Mualem, utilisé
pour déterminer la perméabilité relative du milieu, exige que :

λ = n− 1 (3.88)

où n est le paramètre matériel de Van Genuchten [197], défini précédemment. Le modèle de
Brooks et Corey [28] est particulièrement adapté pour modéliser les écoulements dans les réseaux
de fissures dans lesquels les effets gravitationnels sont prépondérants. L’approche a été reprise
par Liu et Bodvarsson [123] pour étudier les réseaux de fracture dans une matrice intacte, et par
Cey et al. [33] pour évaluer les flux dans une matrice poreuse perméable endommagée par des
fissures.
Dans les modèles multimodaux, on considère que les pores, bien que connectés, sont de tailles et
de formes trop différentes pour être modélisés par un seul réseau d’écoulement. La répartition de
la taille des pores et les propriétés de rétention sont définis pour chaque type de pore considéré
(par exemple les pores de la matrice intacte d’une part, et les microfissures d’autre part). Dans
le modèle multimodal de Durner [57], la teneur en eau du continuum équivalent est une moyenne
pondérée des teneurs en eau de chacune des N familles de pores en jeu, elles-mêmes calculées par
une formule de type Van Genuchten [197] :

θV ER
we (h) =

N∑

k=1

wk [1 + (αk |h|)nk ]−mk (3.89)

Les coefficients de pondération wk sont obtenus en calant les paramètres matériels sur des résul-
tats expérimentaux. La fonction-objectif à minimiser est du type :

Z (hj , θwr, θws, αi, ni,mi, wi) =
P∑

j=1

µj‖θj − θ̂ (hj , θwr, θws, αi, ni,mi, wi) ‖2 (3.90)

L’utilisation des coefficients de pondération µj est imposée par le choix de la technique de mini-
misation des moindres carrés. Les paramètres α, n, m et w des N continua sont calés d’après P
mesures expérimentales de la teneur en eau θ̂ (hj , θwr, θws, αi, ni,mi, wi) pour une hauteur d’eau
donnée hj . Durner calcule ensuite la perméabilité relative du continuum équivalent en utilisant
un schéma d’intégration de type Mualem (équation 3.83).

3.1.2.2 Modèles « multi-continua »
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Equation d’équilibre
Dans les modèles à plusieurs continua, on suppose que plusieurs réseaux poreux contribuent
séparément à l’écoulement des fluides interstitiels. Dans la suite, on s’intéressera à la configuration
la plus étudiée : un milieu comprenant deux réseaux poreux : les pores de la matrice intact et le
réseau de microfissures. On suppose que les pores de la matrice sont connectés entre eux, que les
micro-fissures sont connectées entre elles. Si des échanges de fluide ont lieu aux interfaces entre
la matrice et les microfissures, l’équilibre hydraulique doit s’écrire au moyen de deux équations
de Richard couplées, impliquant une variable capillaire pour chaque continuum [81, 89, 151, 204,
212] : 




(1− wf ) ∂θw,m(hm)
∂hm

∂hm
∂t = (1− wf )∇i Kw,mij ∇j (hm + z) − Γw

wf
∂θw,f (hf )

∂hf

∂hf

∂t = wf ∇i Kw,f ij ∇j (hf + z) + Γw

(3.91)

Les indices m et f se rapportent à la matrice poreuse intacte et au réseau de fissures, respec-
tivement. wf est la fraction volumique du VER occupée par les fissures [81, 167]. Γw est un
paramètre de transfert inter-continua, souvent modélisé comme un terme d’interaction d’ordre
1 [81, 151, 204]. Dans ce dernier cas, Γw est proportionnel à la différence de hauteur d’eau qui
existe entre les deux continua. Gerke et al. proposent :

Γw =
cg

rm
2
ce (hf − hm) Kinter(h) (3.92)

ce est un paramètre d’erreur, de l’ordre de 0.4. cg est un coefficient géométrique. Les deux
continua (matrice et fissures) sont représentés par des éléments distincts. Si ces éléments sont
des plans parallèles, alors cg = 4. rm est la distance qui sépare le centre d’un élément matriciel
de l’interface matrice/fissure qui est la plus proche. La perméabilité équivalente Kinter(h), qui
dépend de la hauteur d’eau équivalente h, est définie par :

Kinter(h) =
1
2

[
K∗

m(hm) + K∗
f (hf )

]
(3.93)

K∗
m est un scalaire calculé à partir de la perméabilité de la matrice poreuse intacte, avec une

perméabilité intrinsèque 100 fois moins élevée que dans un matériau non fissuré. Un temps de
pénétration peut être défini [167, 212] pour déterminer le temps au bout duquel le potentiel
capillaire est en équilibre, de manière à pouvoir considérer une seule hauteur d’eau dans tout le
VER. Certains auteurs considèrent que l’équilibre thermodynamique est atteint immédiatement
aux interfaces matrice / fissures, et établissent directement deux équations de Richard découplées,
en utilisant une unique variable d’état pour la hauteur d’eau [33, 110].

Propriétés de rétention
Dans un milieu à plusieurs continua, comme dans un milieu multimodal, des propriétés de ré-
tention doivent être définies pour chaque type de pore envisagé. Il est courant d’adopter un
modèle de Van Genuchten [197] pour chacun des réseaux poreux (équations 3.82, 3.83, 3.84,
3.85), avec des paramètres θk

wr, θk
ws, αk, nk, mk propres à chaque continuum. Pour de nombreux

auteurs, l’écoulement doit être déterminé à l’échelle du VER. Dans les modèles dits à « porosités
multiples » (“multi-porosity models”), on fait l’hypothèse qu’un continuum est dominant dans le
processus d’écoulement. Des propriétés de rétention et des hauteurs d’eau distinctes sont utilisées
pour caractériser chacun des continua, mais une seule perméabilité intervient dans les équations
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d’équilibre [123, 212]. Cette perméabilité est supposée refléter les propriétés de conduction hy-
draulique du VER. Le continuum dominant peut être un des continua modélisés dans le problème
d’écoulement, ou une entité fictive, traduisant un comportement homogénéisé.
Lorsque plusieurs continua en présence participent fortement à l’écoulement, il est souvent né-
cessaire de définir des propriétés de conductivité pour chaque réseau poreux. Dans ce cas, il
s’agit de modèles « à perméabilités multiples » (“multi-permeability models”) [33, 81, 89, 110,
124, 125, 151, 167, 204]. Dans le processus d’homogénéisation destiné à obtenir les propriétés
hydrauliques du continuum équivalent (à l’échelle du VER), la principale difficulté réside dans la
dépendance des paramètres caractéristiques vis-à-vis du potentiel capillaire. Si l’homogénéisation
est pratiquée à l’équilibre thermodynamique, alors on peut considérer que tous les continua sont
soumis à la même pression d’eau, ce qui simplifie grandement le problème [81, 110, 167]. Les
formules qui suivent correspondent au cas d’une matrice poreuse fissurée, modélisée par deux
continua (un pour les pores de la matrice poreuse, et un pour les microfissures). Dans ce qui suit,
les deux réseaux ne sont pas juxtaposés, mais superposés. On ne peut donc pas additionner leurs
contributions à l’écoulement sans les pondérer. en reprenant les notations précédentes, on peut
donc exprimer la teneur en eau équivalente de la manière suivante :

θV ER
w (h) = wf θw,f (h) + (1− wf ) θw,m(h) (3.94)

De même, la perméabilité relative du continuum équivalent peut s’exprimer :

kV ER
R (h) = wf kR,f (h) + (1− wf ) kR,m(h) (3.95)

Souvent, la perméabilité relative du milieu est assimilée à la perméabilité du réseau de fissures,
dont la contribution au flux est supposée majoritaure :

kV ER
R (h) = kR,f (h) (3.96)

Sans l’hypothèse simplificatrice sur l’équilibre thermodynamique, les relations caractéristiques
des propriétés de rétention et les équations d’équilibre sont couplées, et font intervenir deux
potentiels capillaires distincts [151, 204] :





θV ER
w (h) = wf θw,f (hf ) + (1− wf ) θw,m(hm)

kV ER
R (h) = wf kR,f (hf ) + (1− wf ) kR,m(hm)

(1− wf ) ∂θw,m(hm)
∂hm

∂hm
∂t = (1− wf )∇i Kw,mij ∇j (hm + z) − Γw

wf
∂θw,f (hf )

∂hf

∂hf

∂t = wf ∇i Kw,f ij ∇j (hf + z) + Γw

(3.97)

3.2 Modélisation de l’endommagement en milieu poreux non sa-
turé non isotherme

Parce que les modèles de joint rocheux sont souvent conçus à l’échelle d’une imperfection [14,
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15, 26, 148, 205], ils sont souvent mal appropriés pour modéliser le comportement d’un ma-
tériau fissuré à l’échelle d’un Volume Elémentaire Représentatif endommagé par plusieurs fis-
sures. A l’échelle d’une galerie de stockage de déchets radioactifs comportant une Zone En-
dommagée par l’Excavation (“Excavation Damaged Zone”, EDZ), un processus d’homogénéi-
sation semble nécessaire pour obtenir une description satisfaisante du comportement thermo-
hydro-mécanique de l’ouvrage. Les phénomènes thermo-hydro-mécaniques qui entrent en jeu lors
de la construction de la galerie de stockage et juste après l’entreposage des paquets radioac-
tifs ont été étudiés dans plusieurs projets dédiés à la prédiction du comportement de l’EDZ
[24, 36, 79, 104, 133, 139, 173, 196]. Les effets du temps sur l’EDZ ont été étudiés de manière
approfondie par Pellet et al., qui ont identifié des phénomènes de fluage dans les roches argileuses
[154, 61, 153] et qui a mis au point un modèle viscoplastique pour les massifs rocheux susceptibles
de stocker des déchets radioactifs [155, 156].
Dans les modèles de réseau de fissuration présentés précédemment, l’approche est purement
hydraulique, et les variations du potentiel capillaire ne dépendent pas de variables d’état mé-
caniques. De nombreux modèles poromécaniques sont fondés sur l’utilisation de surfaces d’état
complètement couplées pour caractériser l’état thermo-hydro-mécanique du matériau, comme
dans les travaux de Gatmiri [70, 76]. Mais ces modèles de poromécanique ne sont pas dédiés à
l’étude de l’endommagement. A l’inverse, les modèles proposés en CDM (“Continuum Damage
Mechanics”) sont pour la plupart destinés à la représentation de matériaux secs. Un des enjeux
de ce travail de thèse est donc de proposer un modèle thermo-hydro-mécanique complètement
couplé, pour étudier l’endommagement en milieu poreux non saturé. Cette modélisation passe
par l’introduction de l’endommagement dans un cadre formel propre au développement de lois
de comportement des milieux poreux non saturés et non isothermes, et par la mise au point de
lois de transfert couplées pour le milieu poreux fissuré. Comme on l’a précisé dans l’introduction
de ce chapitre, la revue bibliogaphique proposée ici se limite aux milieux poreux isothermes.

3.2.1 Introduction de l’endommagement dans la loi de comportement d’un
milieu poreux non saturé

3.2.1.1 Formulations en contrainte effective de Bishop

A l’heure actuelle, la plupart des modèles d’endommagement proposés pour les milieux poreux
non saturés reposent sur le concept de contrainte effective de Bishop [63, 96]. Dans les mo-
dèles d’endommagement élasto-plastiques de Bourgeois [27], Jia [103] et Shao [178], une pression
interstitielle d’eau est introduite dans l’expression de la contrainte plastique :

σpl
ij = σij − βpl [Swpw + (1− Sw)pg] δij (3.98)

et une variable d’endommagement scalaire ω est introduite dans la loi de comportement :

dσij = d (Dijkl(ω)εe
lk) − b [Swpw + (1− Sw)pg] δij (3.99)

δij est le tenseur identité d’rdre 2, σij est le tenseur de contraintes totales, σpl
ij désigne le tenseur

de contraintes plastiques, pw et pg sont respectivement les pressions interstitielles du liquide et
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du gaz, Sw désigne le degré de saturation du milieu et b est le coefficient de couplage hydro-
mécanique de Biot. βpl module l’influence des fluides interstiels sur la croissance des déformations
plastiques. b et βpl sont généralement différents. βpl peut dépendre du degré de saturation.
Dans ces modèles couplant l’endommagement et la plasticité, la contrainte totale est rendue
« doublement effective » :

– au sens de la mécanique des milieux poreux, une contrainte effective au sens de Bishop est
utilisée ;

– au sens de la mécanique de l’endommagement : une rigidité endommagée est introduite
dans la composante mécanique de la contrainte de Bishop.

Bien que les effets des fluides interstitiels et les effets de l’endommagment soient tous deux in-
troduits dans la définition de l’incrément de contrainte totale, les deux phénomènes sont pris en
compte séparément, et n’interagissent pas entre aux. Il s’agit de la repésentation d’une juxtaposi-
tion d’effets plus que du développement d’un modèle couplé. Le même type de formulation a été
adopté dans des travaux antérieurs de Shao [177], dans lesquels la plasticité n’était pas prise en
compte. L’endommagement est un tenseur d’ordre 2, défini micro-mécaniquement à partir de la
notion de tenseur de densité de fracturation (voir la partie précédente). La loi de comportement
est dérivée de l’énergie libre de Helmholtz Ψ, dont l’expression est postulée :

dσij = d

(
∂Ψ (εij ,Ωij)

∂εij

)
− b [Swpw + (1− Sw)pg] δij (3.100)

dσij = Dijkl (Ωps) dεlk +
(

∂Dijkl (Ωps)
∂Ωps

dΩsp

)
dεlk − b [Swpw + (1− Sw)pg] δij (3.101)

Le modèle de Jia [103] est formulé un peu différemment. Le seuil d’endommagement est plus faible
que celui de la plasticité, si bien que lorsque le matériau entre en plasticité, il est déjà fissuré. Il y a
donc deux variables d’endommagement. La première est une densité de fissuration, qui influence
la loi d’évolution de la contrainte totale. La seconde affecte la contrainte plastique uniquement.
Tous les modèles mentionnés dans cette partie sont basés sur le concept de contrainte effective de
Bishop. Les effets de l’endommagment et des phénomènes capillaires sont partiellement découplés.
Pourtant, la fissuration résulte en une augmentation de l’espace poreux, ce qui tend à réduire
les effets capillaires et à accélérer les échanges de fluides. La réduction des effets capillaires peut
engendrer une perte de rigidité du matériau non saturé [70, 71]. Le comportement mécanique
est également influencé par les variations de la porosité partielle de l’eau, qui, pour un matériau
dont les grains solides sont incompressibles, est thermodynamiquement conjuguée à la succion
[96].

3.2.1.2 Choix des variables indépendantes

Il existe peu de modèles d’endommagement formulés en variables indépendantes pour les milieux
non saturés. Un seul exemple a été trouvé dans la bibliographie actuelle. Lu et al. [129] ont proposé
de décomposer le tesneur des contraintes totales σa

ij en une partie relativement endommagée σd
ij ,

et en une partie relativement intacte σi
ij , en utilisant une variable d’endommagement scalaire ω :

σa
ij = (1− ω)σi

ij + ωσd
ij (3.102)

Il est supposé que l’endommagement dépend de la succion s, de la déformation volumique totale
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εv, et de la déformation déviatorique totale εs, selon une loi d’évolution du type :

dω = L1ij (εs, s) dεji + L2 (εv, s) ds (3.103)

Contrairement à un modèle fondé sur le concept de contrainte endommagée (ou « contrainte
effective » en CDM), les régions endommagées sont toujours soumises à un champ de contraintes
non nulles, même si les « contraintes endommagées » σd

ij ne suivent pas la même loi d’évolution
que les « contraintes intactes » σi

ij . Lu et ses collègues supposent que que le seuil d’endom-
magement est atteint avant le seuil de plasticité. Par conséquent, les contraintes intactes σi

ij

suivent une loi élastique (non linéaire), tandis que les contraintes endommagées σd
ij suivent une

loi élasto-plastique (de type Barcelone [3]) :




dσi
ij = Deijkldεlk + Dseijds

dσd
ij = Depijkldεlk + Dsepijds

(3.104)

La loi d’évolution des contraintes totales 3.102 est réécrite, en introduisant la notion de contrainte
relative σr

ij = σd
ij − σi

ij :
dσa

ij = (1− ω)dσi
ij + ωdσd

ij + σr
ijdω (3.105)

La combinaison des équations 3.103, 3.104 et 3.105 donne :

dσa
ij = (1− ω)

(
Deijkldεi

lk + Dseijdsi
)

+ ω
(
Depijkldεd

lk + Dsepijdsd
)

+σr
ij

(
L1ij (εs, s) dεi

ji + L2 (εv, s) dsi
) (3.106)

où εi
ij et εd

ij sont les tenseurs du champ de déformations respectivement pour les régions intactes
et pour les régions endommagées. De même, si et sd sont la succion dans le domaine intact
et la succion dans le domaine endommagé. En supposant que les champs de déformation et de
succion suivent la même évolution dans les régions intacte et endommagée (dεi

ij = dεd
ij = dεij et

dsi = dsd = ds), on peut exprimer la relation constitutive sous la forme :

dσa
ij = Dedijkldεlk + Dsedijds (3.107)

Le modèle de Lu [129] peut aisément être étendu à l’endommagement anisotrope. Cependant,
l’approche est purement micro-mécanique, et la consistance thermodynamique du modèle n’est
pas vérifiée. De plus, l’originalité de la décomposition zone endommagée / zone intacte est per-
due, du fait que les auteurs formulent la loi de comportement en homogénéisant les champs de
déformation et de succion.

3.2.2 Prise en compte de la fissuration dans les lois de transfert

Tang, Tham, Yang et al. [192, 209] ont proposé un modèle de perméabilité pour les roches
fracturées saturées. Des contraintes effectives σ′ij sont définies, selon la théorie de Bishop :

σ′ij = σij − bSAT pwδij = σij −
(

1− K ′

Ks

)
pwδij (3.108)
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bSAT est le coefficient de couplage hydro-mécanique de Biot. K’ est le module de compression
volumique du massif, et Ks est le module de compression volumique du squelette solide. Une
variable d’endommagement scalaire ω est employée. Classiquement, le module d’Young dépend
du module d’Young du matériau intact, et varie avec le niveau d’endommagement, selon la loi :
E(ω) = (1 − ω)E0. La dégradation du module d’Young a des conséquences sur la dégradation
du module de compressibilité K’, et donc sur l’évolution de bSAT Les auteurs supposent que
bSAT = 1 pour un matériau complètement endommagé. La perméabilité du liquide interstitiel
k (σii, pw) dépend de l’endommagement à travers une dépendance vis-à-vis du coefficient de Biot :

k (σii, pw) = ξk0 exp
(
−βK

(σii

3
− bSAT pw

))
(3.109)

βK est un coefficient de couplage, qui module l’influence des contraintes sur la perméabilité. ξ

donne le taux de croissance de la perméabilité avec l’endommagement. Dans l’équation 3.109,
la perméabilité dépend de la contrainte moyenne. On retrouve souvent une dépendance de la
perméabilité vis-à-vis de la composante volumique d’une variable d’état en poromécanique [102].
Le modèle élasto-plastique d’endommagement de Jia [103] comporte une représentation des trans-
ferts de fluide. Le degré de saturation évolue sur une surface d’état qui dépend de paramètres
hydrauliques et de variables d’état hydrauliques, exclusivement. La perméabilité relative dépend
du degré de saturation, selon une loi d’évolution purement hydraulique là encore. Les effets mé-
caniques sont pris en compte à travers l’expression de la perméabilité intrinsèque, qui dépend
notamment de la variable d’écrouissage plastique, mais qui ne dépend pas de l’endommagement.
Finalement, les effets de la fissuration ne sont donc pas pris en compte dans le modèle de transfert
des fluides proposé par Jia.
Au contraire, Shao et al. [180] ont utilisé une variable d’endommagement tensorielle qu’ils ont
introduite dans l’expression du tenseur de perméabilité. Pour ce faire, ils ont défini une perméa-
bilité spécifique au réseau de micro-fissures kc

ij qui endommagent le VER. Cette perméabilité
s’ajoute à la perméabilité du milieu poreux intact k0

ij , si bien que la perméabilité totale du
milieu poreux fissuré kij vaut :

kij = k0
ij + kc

ij (3.110)

La définition de l’endommagement est micro-mécanique. On suppose que le Volume Elémentaire
Représentatif est endommagé par N microfissures planes et circulaires, de vecteur normal nk, et
de rayon r(nk). L’endommagement est le tenseur de densité de fracturation d’ordre 2 obtenu par
intégration des densités de fracturation obtenues dans chaque plan, pour toutes les directions de
l’espace (i.e. sur l’angle solide 4Π) :

Ωij =
1

4Π
N

VV ER

∫

SV ER

(
r(nk)3 − r3

0

)
nk

i n
k
j dS (3.111)

où r0 est le rayon des microfissures dans la configuration de référence, initialisé à la même valeur
pour toutes les microfissures, et donc pour toutes les directions de l’espace. Dans une fissure
donnée, il est supposé que le flux est parallèle au plan de fissuration. En supposant de plus que
l’écoulement est laminaire, l’équation de Navier-Stokes [203] qui caractérise le flux microscopique
entre deux plans parallèles donne, pour une microfissure de vecteur normal nk :

vc
i (n

k) = − 1
12µw

e(nk)2
(
δij − nk

i n
k
j

)
∇jpw (3.112)
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où µw et pw sont respectivement la viscosité dynamique et la pression interstitielle du liquide qui
sature la roche étudiée. δij est le tenseur identité d’ordre 2. e(nk) est l’ouverture de la microfissure
de vecteur normal nk. Les auteurs supposent qu’on peut la déduire du rayon de la microfissure
au moyen d’une loi de dilatance linéaire :

de(nk) = χdr(nk) (3.113)

où χ = 0.005 pour les roches fragiles. Après avoir utilisé une précédure d’homogénéisation, les
auteurs déterminent finalement la perméabilité globale relative à la fissuration, définie à l’échelle
du VER :

kc
ij =

N

48VV ER

∫

SV ER

R(nk)e(nk)3r(nk)2
(
δij − nk

i n
k
j

)
dS (3.114)

R(nk) est un paramètre matériel supplémentaire que les auteurs ont introduit pour quantifier le
degré de connectivité des microfissures.
Les rares modèles d’endommagement qui comportent un volet sur les transferts de fluides tra-
duisent tous l’influence de l’endommagement sur les transferts de liquide à travers une dépen-
dance de la perméabilité intrinsèque vis-à-vis de l’endommagement. Pour instaurer un couplage
hydro-mécanique incluant les effets de l’endommagement, il faudrait par exemple concevoir une
surface d’état dépendant de la succion et de l’endommagement pour le degré de saturation. Ce
dernier, une fois introduit dans l’expression de la perméabilité relative, permetttrait de coupler
totalement les effets de fissuration aux effets capillaires et aux autres effets mécaniques au sein
même de la formule de perméabilité globale.
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« nous ne connaissons a priori des choses que ce que nous y mettons
nous-mêmes »

E. Kant, traduit par A. Renaut, Critique de la raison pure,
Préface de la deuxième édition (1787), GF Flammarion, p.79
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Afin de donner une bonne description physique de l’endommagement au moyen d’une formu-
lation mathématique efficace, on choisit de développer un modèle d’endommagement mixte.
L’endommagement est une variable non-locale, issue de l’homogénéisation de paramètres de fis-
suration locaux, sur un Volume Elémentaire Représentatif. C’est une définition micro-mécanique
de l’endommagement. Les lois de comportement des variables d’état sont dérivées d’un poten-
tiel thermodynamique dont l’expression est postulée, ce qui est une démarche typique de la
modélisation phénoménologique. L’expression de l’énergie injectée dans le modèle dépend des
rigidités endommagées, qui sont déterminées par application du Principe de l’Energie Elastique
Equivalente, couramment utilisé en micro-mécanique. L’influence de l’endommagement dans les
lois de transferts est analysé physiquement d’un point de vue micro-mécanique, et formalisé par
homogénéisation à l’échelle du Volume Elémentaire Représentatif.
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4.1 Une variable d’endommagement tensorielle

4.1.1 Homogénéisation du tenseur de densité de fissuration

Pour représenter l’anisotropie de l’endommagement, Bazant et Ozbolt [18] sont passés par la
définition de microplans. Pour chaque microplan défini au sein du Volume Elementaire Repré-
sentatif, une loi de comportement microscopique est exprimée en fonction des composantes de
cisaillement, des composantes déviatoriques et des composantes volumiques des différentes va-
riables d’état. La loi de comportement macroscopique est ensuite issue d’une homogénéisation,
fondée sur l’égalité des travaux virtuels microscopique et macroscopique. Dans le modèle proposé
dans le cadre de cette thèse, on a préféré utiliser une variable tensorielle pour représenter l’ani-
sotropie de l’endommagement. On utilise le tenseur de densité de fracturation d’ordre 2 défini
par Kachanov [106], dont on rappelle l’expression (équation 3.3) :

Ωij =
1

VV ER

N∑

K=1

(
lK

3 nK
i n

K
j

)
(4.1)

VV ER est l’espace occupé par le Volume Elémentaire Représentatif, qui est parcouru par N
microfissures planaires (notées K) de dimension caractéristique lK et de vecteur normal nK.
On rappelle que le choix de la définition 4.1 est motivé par des raisons énergétiques, et que les
hypothèses sont les suivantes :

– les microfissures n’interagissent pas ;
– la contribution énergétique de la composante d’ordre 4 du tenseur de souplesse de chaque

microfissure est négligeable devant la contribution des composantes d’ordre 2.

D’un point de vue numérique, il est difficile de traiter un problème dans lequel il faut détermi-
ner les propriétés géométriques de chaque microfissure. C’est pourquoi on choisit de travailler
avec une variable d’endommagement homogénéisée, qu’on exprime au moyen du concept de dé-
composition spectrale d’Ortiz [150]. On suppose en fait que les fissures qui contribuent à la
dégradation du matériau peuvent être regroupées en trois familles caractérisées par une direc-
tion de fissuration homogénéisée nk et une densité de fissuration homogénéisé dk. ni et di sont
respectivement les vecteurs propres et les valeurs propres du tenseur d’endommagement Ωij . A
l’échelle du Volume Elementaire Représentatif, la variable d’endommagement quantifie donc la
taille et l’orientation de trois « méso-fissures » (selon la terminologie adoptée par Halm et Dragon
[55, 90]). L’échelle mésoscopique est celle du VER, qui se distingue de l’échelle microscopique des
défauts du matériau, et de l’échelle macroscopique des champs de contrainte et de déformation :

Ωij =
3∑

k=1

(
dk nk

i n
k
j

)
(4.2)

La figure 4.1 donne une représentation de ce processus d’homogénéisation en deux dimensions.
On suppose que le Volume Elementaire Représentatif est endommagé par Nf familles de microfis-
sures exactement parallèles. Chacune des directions de fissuration est caractérisée par un vecteur
normal unitaire vK, défini au signe près. Les NK microfissures de la famille K sont caractérisées
par une longueur LK,j et une largeur lK,j , ce qui permet définir une densité de fissuration DK :

DK =
1

SV ER

NK∑

j=1

(LK,jlK,j) (4.3)
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Figure 4.1 – Concept de méso-fissure sur un VER bidimensionnel.

où SV ER est l’aire du Volume Elémentaire Représentatif bidimensionnel. En deux dimensions, la
décomposition spectrale consiste à supposer qu’il existe deux directions de fissuration principales
nk parmi les Nf directions de fissuration réelles vK. Par définition, les vecteurs unitaires nk

constituent une base pour tous les vecteurs vK :

vK = αK,1 n1 + αK,2 n2 (4.4)

Les vecteurs vK, n1 et n2 étant unitaires, on a :

∀K = 1, Nf , αK,1
2 + αK,2

2 = 1 (4.5)

La densité de méso-fissuration dk est la somme des densités DK , pondérée par les coefficients
barycentriques αK,i

2 :

dk =
Nf∑

K=1

(
αK,i

2 DK

)
(4.6)

En fait, le coeffcient αK,i module les longueurs LK,j d’une part, et les largeurs lK,j d’autre part :

DK =
1

SV ER

NK∑

j=1

([αK,1LK,j αK,1lK,j ] + [αK,2LK,j αK,2lK,j ]) (4.7)

La densité de fracturation totale dfrac au sein du VER, qui représente la fraction surfacique occu-
pée par les fissures, peut ainsi s’exprimer comme la somme des Nf densités de micro-fissuration,
ou comme la somme des deux densités de méso-fissuration :

dfrac =
∑Nf

K=1 DK

dfrac =
∑Nf

K=1

(
αK,1

2 DK + αK,2
2 DK

)

dfrac =
∑Nf

K=1

(
αK,1

2 DK

)
+

∑Nf

K=1

(
αK,2

2 DK

)

dfrac = d1 + d2

(4.8)

En trois dimensions (voir la figure 4.2), les densités de fissuration correspondent aux fractions
de volume occupé par les fissures au sein du VER. Les fissures sont donc trimensionnelles. On
supposera dans la suite que les trois méso-fissures sont des disques de rayon ri et d’épaisseur ei,
ces deux paramètres étant reliés par une loi de dilatance linéaire, comme dans les travaux de
Shao et al. [180] :

dei = χ dri (4.9)
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Figure 4.2 – VER mésofissuré en 3D.

Shao et al. supposent que χ = 0.005 pour les roches fragiles. Si on suppose que le Volume
Elémentaire Représentatif est un cube de côté b, alors les densités de méso-fissuration peuvent
être définies par :

di =
π r2

i ei

b3
=

π χ r3
i

b3
(4.10)

Il s’ensuit que le tenseur d’endommagement peut s’écrire :

Ωpq =
π χ

b3

3∑

i=1

(
r3
i ni

p ni
q

)
(4.11)

4.1.2 Rotation de la base principale de l’endommagement

La formulation du modèle proposé ici suppose que les directions principales d’endommagement
sont connues a priori. La loi de comportement est caractérisée par une orthotropie induite par
le chargement, et les directions qui caractérisent cette orthotropie sont les directions principales
du tenseur d’endommagement [42]. L’expression de la contrainte thermodynamiquement asso-
ciée à la variable d’endommagement est déduite du postulat fait sur la forme de l’énergie libre.
Cette expression est valable pour un chemin de contraintes parallèles au directions principales
du tenseur d’endommagement [55, 90]. Autrement dit, la définition de la contrainte associée à
l’endommagement dépend du chemin de contraintes [1]. La plupart du temps, les modèles d’en-
dommagment anisotropes supposent que les directions principales d’endommagement sont fixes,
et le calcul des modules dégradés fait intervenir les trois scalaires qui sont les valeurs propres
du tenseur d’endommagement [55, 90, 119]. Les contraintes appliqées sont alors parallèles aux
directions principales d’endommagement. En cas de cisaillement dans la base principale de l’en-
dommagement, des bandes de cisaillement sont suscptibles de se crééer. L’adoption d’un modèle
non local permet alors de régulariser la formulation du modèle, et de représenter la rotation des
directions principales d’endommagement [77]. Pour pouvoir représenter la rotation des directions
principales d’endommagement, certains auteurs ont exprimé l’énergie libre du matériau endom-
magé en fonction d’un tenseur de rigidité qui avait été exprimé dans une base spectrale [21, 54],
selon le principe de décomposition de Kelvin [193, 147].

Dans le modèle proposé ici, les directions principales du tenseur de densité de fissuration ho-
mogénéisé 4.2 sont supposées fixes, et on fait l’hypothèse que l’endommagement croît avec les
sollicitations en tension. Cette modélisation permet de représenter les ruptures en mode I, mais
pas en mode II. La rupture envisagée peut être provoquée par une traction (“splitting effects”



66 Chapitre 4. Choix des variables

a. b.

Figure 4.3 – Types de ruptures représentées dans le modèle THHMD. a. Traction, “splitting
effects” [150]. b. Compression, “crossing effects” [150].

définis par Ortiz [150]) ou par une compression (“crossing effects” définis par Ortiz [150]). Ces
phénomènes sont illustrés par la figure 4.3.

4.2 Une formulation en variables d’état indépendantes

4.2.1 Justification du choix des variables indépendantes

Le concept de contrainte effective de Bishop étendu aux milieux poreux non saturés ne suffit pas
pour modéliser certains aspects du comportement des sols non saturés, comme l’effondrement par
humidification (“wetting collapse”) [63, 96]. En conditions isothermes, Fredlund et Morgenstein
préconisent l’utilisation de deux variables d’état de type contrainte au minimum [63]. Trois jeux
de variables indépendantes sont envisagés :





(σij − pg δij) , (pg δij − pw δij)
(σij − pw δij) , (pg δij − pw δij)
(σij − pg δij) , (σij − pw δij)

(4.12)

où σij est la contrainte totale subie par le Volume Elementaire Représentatif, pw désigne la
pression du liquide interstitiel (dans toute la suite, il s’agira d’eau liquide), et pg, celle de la
phase gazeuse.
Pour autant, l’indépendance des variables n’est pas une condition nécessaire à la formulation
d’un modèle de comportement [149]. Le concept de contrainte effective généralisé de Nuth et
Laloui [149] rend compte de toute la complexité du comportement couplé d’un matériau poreux
non saturé, en reportant la complexité des lois de comportement sur la définition d’une contrainte
effective pertinente. La loi de comportement est complétée par la donnée d’une courbe de réten-
tion, ce qui permet entre autres de modéliser les effets d’hysteresis capillaire. Un modèle basé sur
le concept de contrainte effective généralisé est facile à implémenter dans un code de calcul numé-
rique. La programmation est du même type que pour le modèle de comportement d’un matériau
saturé, dont la formulation dépend de la contrainte effective de Terzaghi. Mais la définition d’une
telle contrainte effective généralisée nécessite une bonne connaissance a priori du comportement
macroscopique du matériau à modéliser. Sans donnée expérimentale et sans intuition physique,
rien ne garantit que tous les aspects du comportement sont représentés par l’unique contrainte
dont l’expression est le fondement du modèle.
L’approche phénoménologique, qui consiste à décomposer les énergies et à chercher les lois d’évo-
lution de variables d’état indépendantes [44, 47], présente l’avantage d’assurer la « complétude »
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du modèle. Le développement d’un modèle formulé en variables indépendantes permet d’accroître
la connaissance du comportement physique du matériau. Il devient alors possible de définir une
contrainte effective généralisée pour simplifier les lois de comportement et faciliter l’implémen-
tation numérique du modèle. Le modèle d’endommagement qui suit est formulé en variables
d’état indépendantes. En conditions anisothermes, trois variables d’état sont nécessaires, car il
faut ajouter les effets de la température à l’un des couples de variables de type contrainte de
l’équation 4.12. Parmi ces couples, nous choisissons la contrainte nette σ”ij = σij − pg δij et la
succion s = pg − pw. Les effets de la température sont rendus par une variable d’état de type
contrainte pT , appelée contrainte thermique dans la suite :

σij” = σij − pg δij , s = pg − pw, pT (4.13)

Le célèbre modèle élasto-plastique de Barcelone [3] est également formulé en contrainte nette et
en succion. La surface de charge peut s’écrouir en pression nette p" (courbe LC, pour "Loading
Collapse"), et en succion (courbe SI, pour "Suction Increase"). Lu et al. ont fait le même choix
de variables indépendantes pour modéliser le comportement des sols gonflants, en couplant l’en-
dommagement à la plasticité [129]. Par ailleurs, les modèles de comportement programmés dans
le code aux éléments finis Θ-Stock [72, 75] pour des éléments non saturés reposent sur le choix
de variables d’état exposé dans l’équation 4.13 [70, 71, 74, 76]. Le modèle d’endommagement
développé dans le cadre de cette thèse a été présenté dans [4, 8, 7, 72] en conditions isothermes.
Le modèle non isotherme a été étudié dans plusieurs travaux numériques [9, 10, 109].

4.2.2 Thermodynamique des milieux poreux non saturés non isothermes

L’endommagement, physiquement relié à la croissance de la microfissuration au sein du conti-
nuum modélisé, est associé à un phénomène dissipatif, au même titre que les dislocations micro-
scopiques, qui peuvent engendrer des déformations plastiques. L’endommagement n’est donc ni
un degré de liberté, ni une variable d’état. On peut d’ailleurs coupler les phénomènes dissipatifs
relatifs à l’endommagement et à la plasticité [48, 92, 95, 101, 146, 152, 178, 186, 189, 210]. Le
modèle d’endommagement développé dans le cadre de cette thèse n’est pas couplé à un modèle
élasto-plastique. Ce choix est motivé par le fait que les matériaux utilisés pour le confinement
des déchets radioactifs, comme les granites ou les argilites, sont des matériaux fragiles. Par
conséquent, le seuil d’endommagement y est atteint avant le seuil de plasticité, et modéliser un
comportement élastique endommagé a du sens. L’endommagement est représenté par le tenseur
de densité de fissuration homogénéisé Ωij défini dans l’équation 4.2.

4.2.2.1 Rappel des premier et second principes de la thermodynamique

Les bases thermodynamiques de la modélisation phénoménologique sont entre autres rappelées
dans les articles de Rice [169], Hansen et Schreyer [92] et Collins et Houlsby [41]. Le premier
principe de la thermodynamique consiste à supposer que l’énergie interne u du matériau se
compose de l’énergie de déformation du système et de la chaleur Q produite dans le milieu
considéré :

δu (εpq, η, Ωpq) = σij δεji + Q (4.14)

σpq et εpq désignent respectivement les tenseurs de contrainte totale et de déformation totale. η est
l’entropie du système. D’après le second principe de la thermodynamique, une partie de l’entropie
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produite génère une dissipation irréversible. Autrement dit, l’énergie thermique produite par
croissance d’entropie (T δη) n’est pas seulement transformée en chaleur :

T δη ≥ Q (4.15)

Dans un matériau poreux non saturé, l’énergie de déformation comprend non seulement un terme
relatif aux contraintes totales, mais aussi un terme associé à la pression de l’eau liquide (pw) et
un terme relatif à la pression de gaz (pg). Comme c’est rappelé dans les travaux de Coussy et
Dangla [44, 47], les variables de déformation thermodynamiquement conjuguées aux pressions
pw et pg sont les teneurs en fluide Φw et Φg respectivement. Φw et Φg sont définies par :

Φw =
Vv,w

Vtot
, Φg =

Vv,g

Vtot
(4.16)

Vv,w et Vv,g désignent respectivement les volumes occupés par l’eau liquide et par le gaz dans les
pores du matériau. Vtot est le Volume Elémentaire Représentatif étudié. Le premier principe de
la thermodynamique s’écrit alors :

δu (εpq, Φw, Φg, η, Ωpq) = σij δεji + pwδ (Φw) + pgδ (Φg) + Q (4.17)

Notant Vv le volume occupé par les pores au sein du VER, on définit la porosité totale :

n =
Vv

Vtot
(4.18)

et les degrés de saturation :

Sw =
Vv,w

Vv
, Sg =

Vv,g

Vv
(4.19)

La définition 4.16 s’écrit alors :
Φw = nSw, Φg = nSg (4.20)

On fait l’hypothèse que l’eau et l’air saturent les pores du milieu :

Sw + Sg = 1 (4.21)

D’après les équations 4.20, les teneurs en fluide s’écrivent donc :

Φw = nSw, Φg = n (1− Sw) (4.22)

Les expressions 4.22 permettent de réécrire le premier principe de la thermodynamique 4.17 sous
la forme :

δu (εpq, nSw, n(1− Sw), η, Ωpq) = σij δεji + pwδ (nSw) + pgδ (n− nSw) + Q (4.23)

On fait l’hypothèse que les grains solides sont incompressibles. Autrement dit, on suppose qu’une
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variation du volume de l’échantillon |δεv| est égale à une variation du volume occupé par les vides,
c’est-à-dire à une variation de la porosité totale δn. Avec la convention de la mécanique des sols
(compressions comptées positivement), on a ainsi les égalités suivantes :

δn = −δεv = −δεii = −δ (δij εji) = −δij δεji (4.24)

On peut donc transformer l’équation 4.23 en :

δu (εpq, nSw, η, Ωpq) = (σij − pg δij) δεji − (pg − pw) δ (nSw) + Q (4.25)

L’hypothèse de l’incompressibilité des grains solides introduit une relation de dépendance entre
les trois variables d’état de déformation (déformations totales εij et teneurs en fluide Φw et
Φg). Il n’y a donc que deux degrés de liberté au lieu de trois. Seules deux des trois variables
parmi εij , Φw et Φg sont nécessaires pour représenter le comportement du milieu. Conformément
au choix des variables indépendantes exposé dans l’équation 4.13, on choisit de conserver les
variables εij et −Φw = −nSw, qui sont thermodynamiquement conjuguées à la contrainte nette
σ”ij = σij − pg δij et à la succion s = pg − pw :

δu (εpq, nSw, η, Ωpq) = σ”ij δεji − sδ (nSw) + Q (4.26)

4.2.2.2 Inégalité de Clausius-Duhem

L’énergie interne u dépend de variables de déformation, de l’entropie et de l’endommagement.
Comme cela apparaît dans l’énoncé du second principe de la thermodynamique 4.15, la variable
d’état conjuguée à l’entropie η est la température T. Il est commode d’introduire une fonctionnelle
énergétique dont la dépendance en entropie est remplacée par une dépendance en température.
A cette fin, on définit l’énergie libre de Helmholtz Ψs du système, qui est la transformée de
Legendre partielle de l’énergie interne u par rapport à la variable d’entropie η :

u (εpq, nSw, η, Ωpq)−Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq) = η T

T = ∂u(εpq,nSw,η,Ωpq)
∂η , η = −∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)

∂T

(4.27)

D’après la première équation de la transformation de Legendre partielle 4.27 :

δu (εpq, nSw, η, Ωpq) = δΨs (εpq, nSw, T,Ωpq) + Tδη + ηδT (4.28)

La combinaison des relations 4.15 et 4.26 donne :

δu (εpq, nSw, η, Ωpq) − σ”ij δεji + sδ (nSw) ≤ Tδη (4.29)

En introduisant l’équation 4.28 dans l’inégalité 4.29, on obtient :

δΨs (εpq, nSw, T,Ωpq) + Tδη + ηδT − σ”ij δεji + sδ (nSw) ≤ Tδη (4.30)

et on trouve l’Inégalité de Clausius-Duhem (ICD) :

σ”ij δεji + sδ (−nSw) − ηδT − δΨs (εpq, nSw, T,Ωpq) ≥ 0 (4.31)
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Pour les processus thermodynamiques réversibles, l’inégalité 4.31 devient une égalité. La dériva-
tion exacte de l’énergie libre de Helmholtz s’écrit :

dΨs (εpq, nSw, T,Ωpq) = ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂εij

dεji + ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂(nSw) d (nSw)

+ ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂T dT + ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)

∂Ωij
dΩji

(4.32)

Introduisant la relation 4.32 dans l’inégalité de Clausius-Duhem 4.31, on obtient :
(
σ”ij − ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)

∂εij

)
dεji +

(
s− ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)

∂(−nSw)

)
d (−nSw)

−
(
η + ∂Ψs(εpq ,nSw,T,Ωpq)

∂T

)
dT + ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)

∂Ωij
dΩji ≥ 0

(4.33)

On suit le même raisonnement que dans le chapitre précédent (équations 3.26 à 3.30). Pour
les processus réversibles (dΩpq = 0) isothermes (dT=0) à déformations constantes (échantillon
« bloqué » à toutes les frontières, dεij = 0), l’inégalité 4.33 est une égalité, et on a :

s =
∂Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq)

∂ (−nSw)
= −∂Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq)

∂ (nSw)
(4.34)

L’inégalité 4.33 se réduit alors à :
(
σ”ij − ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)

∂εij

)
dεji −

(
η + ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)

∂T

)
dT

−∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂Ωij

dΩji ≥ 0

(4.35)

Pour un processus réversible (dΩpq = 0) isotherme (dT=0), l’inégalité 4.35 est en fait une égalité,
et on trouve :

σ”ij =
∂Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq)

∂εij
(4.36)

L’inégalité 4.35 se réduit alors à :

−
(

η +
∂Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq)

∂T

)
dT − ∂Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq)

∂Ωij
dΩji ≥ 0 (4.37)

Pour un processus réversible (dΩpq = 0), l’inégalité 4.37 est en fait une égalité, et on a :

η = −∂Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq)
∂T

(4.38)

On trouve alors la forme réduite de l’inégalité de dissipation :

− ∂Ψs (εpq, nSw, T,Ωpq)
∂Ωij

dΩji ≥ 0 (4.39)

On définit la contrainte thermodynamiquement conjuguée à la variable d’endommagement :

Ydij = −∂Ψs (εpq, nSw, T, Ωpq)
∂Ωij

(4.40)
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L’inégalité de dissipation réduite prend alors la forme :

Ydij dΩji ≥ 0 (4.41)

D’après l’exposé qui précède, les contraintes nettes sont donc conjuguées aux déformations totales
εij (équation 4.36), la succion est conjuguée à l’opposé de la teneur en eau −nSw (équation 4.34),
l’entropie est conjuguée à l’opposé de la température -T (équation 4.38), et la contrainte Ydij est
conjuguée à l’opposé de la variable d’endommagement −Ωij (équation 4.40) :





σ”ij = ∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂εij

s = −∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂(nSw)

η = −∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂T

Ydij = −∂Ψs(εpq,nSw,T,Ωpq)
∂Ωij

(4.42)

Les relations 4.42 concordent avec les travaux de Houlsby [96]. Houlsby a démontré que l’expres-
sion du travail de déformation d’un milieu non saturé isotherme était de la forme :

Ls = σ”ij δεji + s (−nδSw + Swδεv) + n (1− Sw) pg
δρg

ρg
− ∇i (pw) vwi − ∇i (pg) vgi (4.43)

ρg est la masse volumique de l’air gazeux ; c’est une fonction des variables de pression et de
température. −∇i (pw) vwi et −∇i (pg) vgi désignent les puissances dissipées par les écoulements
d’eau liquide et de gaz respectivement, avec vw la vitesse de l’eau et vg la vitesse du gaz.
n (1− Sw) pg

δρg

ρg
est la puissance développée par la compression de gaz. En négligeant les dissi-

pations provoquées par les écoulements de fluide et par la compression du gaz, l’expression 4.45
se réduit à :

Ls = σ”ij δεji + s (−nδSw + Swδεv) (4.44)

En faisant comme précédemment l’hypothèse que les grains solides sont incompressibles (équation
4.24), on a δεv = −δn, et on trouve :

Ls = σ”ij δεji − sδ (nSw) (4.45)

On retrouve les paires de variables conjuguées mentionnées dans les équations 4.42. D’après
Houlsby, les contraintes nettes sont conjuguées à l’incrément de déformation totale, et la succion
est conjuguée à la quantité −nδSw +Swδεv, qui est égale à l’incrément de l’opposé de la teneur en
eau δ (−nSw), si on fait l’hypothèse que les grains solides sont incompressibles. Houlsby précise
que ces relations de conjugaison thermodynamiques ne sont valides que sous des hypothèses
fortes : les phases solide et liquide sont supposées incompressibles, et la vitesse des ménisques
est supposée égale à celle du solide (les ménisques « suivent » le squelette solide).
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4.2.3 Décomposition thermodynamique des déformations

Comme dans les précédents modèles thermo-hydro-mécaniques développés par Gatmiri et al.
[70, 71, 74, 76], le tenseur des déformations totales εij est décomposé en variables d’état de
déformation, qui sont les variables thermodynamiquement conjuguées aux variables d’état de
contrainte indépendantes choisies dans l’équation 4.13 :

dσ”ij = Deijkl
(Ωpq) dεe

Mlk
= Deijkl

(Ωpq)
(
dεMlk

− dεd
Mlk

)
(4.46)

εMij le tenseur des défomations mécaniques, qui est thermodynamiquement conjugué aux
contraintes nettes. Le tenseur des déformations mécaniques comprend une partie élastique εe

Mij
et

une partie inélastique εd
Mij

. La même approche est utilisée pour définir le tenseur des déforma-
tions capillaires εSij , thermodynamiquement conjugué à la succion, et pour définir le tenseur
des déformations thermiques εT ij , thermodynamiquement conjugué à la contrainte ther-
mique. On suppose que les effets des pressions interstitielles et de la température sont isotropes
[76, 70], si bien qu’il suffit de connaître les composantes scalaires volumiques des déformations
capillaires et des déformations thermiques pour pouvoir caractériser complètement le comporte-
ment du matériau poreux. Les variables d’état indépendantes utilisées dans le modèle THHMD
sont finalement les suivantes :





σ”ij = σij − pg δij ↔ εM ij

s = pw − pg ↔ εSv = εSij δji

pT ↔ εTv = εT ij δji

(4.47)

Les déformations capillaires (respectivement thermiques) comportent une partie élastique εe
Sv

(respectivement εe
Tv) et une partie inélastique εd

Sv (respectivement εd
Tv). Les variables εM ij , εSv

et εTv étant indépendantes, l’expression du tenseur de déformations totales est finalement :

dεij = dεe
Mij

+ dεd
Mij

+
1
3
εe
Sv δij +

1
3
εd
Sv δij +

1
3
εe
Tv δij +

1
3
εd
Tv δij (4.48)

Avec les variables de déformations précédemment introduites, l’Inégalité de Clausius-Duhem 4.31
devient :

σij dεMji − pwdεSv + pad(n + εSv) + pT dεTv − dΨs

(
εMpq , εSv, n + εSv, εTv,Ωpq

) ≥ 0 (4.49)

Dans un formalisme « classique », le tenseur des déformations totales correspond à la composante
mécanique des déformations au sens de Gatmiri [76, 70]. Dans la modélisation proposée ici,
la condition d’incompressibilité des grains solides s’écrit donc dεMv = −dn, et l’Inégalité de
Clausius-Duhem s’exprime :

σ”ij dεMji + s dεSv + pT dεTv − dΨs

(
εMpq , εSv, εTv, Ωpq

) ≥ 0 (4.50)
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Les relations de conjugaison s’expriment maintenant :




σ”ij =
∂Ψs(εM pq ,εSv ,εTv ,Ωpq)

∂εM ij

s =
∂Ψs(εM pq,εSv ,εTv ,Ωpq)

∂εSv

pT =
∂Ψs(εM pq,εSv ,εTv ,Ωpq)

∂εTv

Ydij = −∂Ψs(εM pq,εSv ,εTv ,Ωpq)
∂Ωij

(4.51)

En élasticité, la combinaison des équations 4.46 et 4.48 donne :

dσ”ij = Deijkl
(Ωpq)

(
dεe

lk −
1
3
δlkdεe

Sv −
1
3
δlkdεe

Tv

)
(4.52)

Chaque composante élastique du tenseur de déformations est relié à la variable de contrainte qui
lui est conjuguée par une rigidité endommagée :





dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεe
M lk

ds = βs (Ωpq) dεe
Sv

dpT = βT (Ωpq) dεe
Tv

(4.53)

La loi de comportement incrémentale 4.52 peut ainsi s’exprimer :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq)
(

dεe
lk −

1
3βs (Ωpq)

δlk ds − 1
3βT (Ωpq)

δlk dpT

)
(4.54)

L’équation 4.54 montre qu’il existe des couplages dans les équations d’état.
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5.1 Bases phénoménologiques

Selon une démarche propre aux modèles phénoménologiques, l’expression de l’énergie libre de
Helholtz du VER est postulée. La dérivation de ce potentiel thermodynamique donne les lois de
comportement de la contrainte nette, de la succion et de la contrainte thermique, qui dépendent
des variables d’état de déformation et de l’endommagement. Les relations incrémentales qui dé-
finissent les déformations réversibles en fonction des variables d’état de contrainte permettent
ensuite de montrer que la loi d’évolution des déformations irréversibles ne dépend que de celle
de la variable d’endommagement. L’incrément d’endommagement dΩ résulte d’une loi d’écoule-
ment associée [169], hypothèse adoptée aussi bien dans des modélisations micromécaniques que
phénoménologiques.

5.1.1 Concept d’état mécanique équivalent

Dans ce qui suit, le concept d’état mécanique équivalent est expliqué pour un milieu sec (donc
monophasique) isotherme. On se servira de cete notion pour établir l’expression de l’énergie
libre à la base du développement du modèle THHMD. Comme on l’a exposé dans l’étude biblio-
graphique de l’endommagement (équations 3.68-3.72), l’état mécanique équivalent [187] est
l’état mécanique dans lequel les microcontraintes τK

ij à l’origine de l’ouverture des microfissures
qui endommagement le VER peuvent être assimiliées à une unique méso-contrainte τij , définie à
l’échelle du VER (figure 5.1). Si le VER est endommagé par N microfissures :

τij =
N∑

K=1

τK
ij (5.1)

La suite de ce paragraphe vise à retrouver la forme de l’énergie libre adoptée par Swoboda et
Yang [187] (équations 3.71-3.72), en passant uniquement par des notions de conjugaison thermo-
dynamiques. Comme on l’a expliqué plus haut, la contrainte effectivement subie par le matériau
dans l’état mécanique équivalent (σ̃ij) est la somme de la contrainte macroscopique réelle (σij)
et de la méso-contrainte à l’origine de l’ouverture de toutes les fissures qui endommagent le VER
(τij) :

σ̃ij = σij + τij (5.2)

Figure 5.1 – Concept d’état mécanique équivalent.
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Comme Swoboda et Yang, on suppose que les déformations équivalentes sont égales aux défor-
mations réelles, et que la rigidité équivalente, qui dépend de l’endommagement réel, est en fait
égale à la rigidité réelle dépendant de l’endommagement équivalent :

ε̃ij = εij (5.3)

D̃e (Ωpq) = De

(
Ω̃pq

)
(5.4)

Comme le modèle développé ici repose sur une variable d’endommagement homogénéisée (équa-
tion 4.2), l’endommagement réel est par définition égal à l’endommagement équivalent :

Ω̃ij = Ωij (5.5)

Dans un milieux poreux sec et isotherme, la contrainte macroscopique réelle σij est thermodyna-
miquement conjuguée aux déformations totales εij par l’énergie libre totale du VER (Ψs) selon
les relations : 




Ψ∗
s(σpq, Ωpq) + Ψs(εpq, Ωpq) = σij εji

εij = ∂Ψ∗s(σpq,Ωpq)
∂σij

, σij = ∂Ψs(εpq ,Ωpq,)
∂εij

(5.6)

Ψ∗
s désigne la transformée de Legendre partielle de l’énergie libre, relativement aux déformations.

La contrainte équivalente est conjuguée aux déformations via une énergie élastique endommagée :




Ψ∗
e(σ̃pq, Ωpq) + Ψe(εpq, Ωpq) = σ̃ij εji

εij = ∂Ψ∗e(σ̃pq,Ωpq)
∂σ̃ij

, σ̃ij = ∂Ψe(εpq,Ωpq)
∂εij

(5.7)

Il en résulte une expression de l’énergie libre de la forme :

Ψs(εpq, Ωpq) = Ψe(εpq,Ωpq)− τij εji (5.8)

L’équation 5.8 revient à supposer que l’énergie libre d’un VER endommagé peut s’écrire comme
la somme d’une énergie élastique dégradée et d’un potentiel thermodynamique associé aux dé-
formations résiduelles générées par la fissuration. On retrouve bien la forme de l’énergie libre de
Swoboda et Yang [187].

Dans une modélisation tridimensionnelle, la contrainte τij s’exerce perpendiculairement aux trois
plans de méso-fissuration (figures 4.1, 4.2 et 5.1). Par conséquent, on suppose comme Swoboda et
Yang que la méso-contrainte de fissuration τij est proportionnelle à la variable d’endommagement
homogénéisée Ωij :

τij = g Ωij (5.9)

L’expression finale de l’énergie libre du VER est donc de la forme :

Ψs(εpq, Ωpq) = Ψe(εpq,Ωpq)− g Ωij εji (5.10)
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Ce type de décomposition de l’énergie libre a été utilisé en milieu sec isotherme par Dragon
et Halm [55, 90] et Homand-Etienne et al. [94]. Le potentiel élastique comporte des termes
quadratiques en εij et linéaires en Ωij :

Ψs (εij ,Ωij) = 1
2λ [Tr (εij)]

2 + µTr (εik εkj)
+α Tr (εij) Tr (εik Ωkj) + β Tr (εik εkl Ωlj) + g Tr (εik Ωkj)

(5.11)

λ et µ sont les coefficients de Lamé, et α et β sont des paramètres matériels. g est un scalaire
négatif. Shao et al. ont également décomposé l’énergie libre sous la forme 5.10 pour des roches
fragiles saturées [180] et non saturées [177], mais en développant un modèle de comportement
isotherme fondé sur le concept de contrainte effective de Bishop.

En vertu de la décomposition thermodynamique des déformations 4.48, on peut facilement
étendre le concept d’état mécanique équivalent à un milieu poreux non saturé non isotherme
(voir le paragraphe 5.1.3).

5.1.2 Comparaison du choix de décomposition de l’énergie libre
avec la théorie phénoménologique de Lemaître

Le paragraphe qui suit a pour objectif de montrer que le postulat effectué sur la forme de l’énergie
libre 5.10 est cohérent avec l’approche phénoménologique de l’endommagement adoptée dans la
théorie de Lemaître [119], développée pour des matériaux secs non isothermes. La démonstration
est restreinte aux matériaux secs isothermes, mais peut facilement être étendue aux milieux
poreux non saturés non isothermes en vertu de l’indépendance des variables d’état utilisées dans
le modèle d’endommagement proposé dans le cadre de cette thèse.

5.1.2.1 Modèle phénoménologique de Lemaître

Dans les travaux de Lemaître et Desmorat [119], le comportement fragile du matériau ne génère
que des déformations réversibles élastiques, et les déformations irréversibles proviennent d’un
comportement élasto-plastique couplé à la loi d’évolution de l’endommagement :

εij = εe
ij + εp

ij (5.12)

Lemaître et Desmorat s’appuient sur des résultats expérimentaux pour exprimer l’énergie libre
de Helmholtz. Leur décomposition a la forme suivante :

Ψs(εe
pq, T,Ωpq, r, αpq) = Ψe(εe

pq, T,Ωpq) + Ψp(r, αpq) + ΨT (T ) (5.13)

Ψe traduit les effets de l’endommagement sur le comportement thermo-élastique du matériau.
Ψp est une composante purement plastique, qui dépend exclusivement des variables d’écrouissage
isotrope (r) et cinématique (αpq). ΨT est une composante thermique, qui ne dépend que de la
température. Pour trouver l’énergie libre de Gibbs Ψ∗

s(σpq, T,Ωpq, r, αpq), une transformation de
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Legendre partielle (relative aux déformations totales) est pratiquée :




Ψ∗
s(σpq, T,Ωpq, r, αpq) + Ψs(εe

pq, T,Ωpq, r, αpq) = σij εji

εij = ∂Ψ∗s(σpq,T,Ωpq,r,αpq)
∂σij

, σij = ∂Ψs(εe
pq,T,Ωpq,r,αpq)

∂εij

(5.14)





Ψ∗
e(σpq, T,Ωpq) + Ψe(εe

pq, T,Ωpq) = σij εe
ij

εe
ij = ∂Ψ∗e(σpq,T,Ωpq)

∂σij
, σij = ∂Ψe(εe

pq,T,Ωpq)

∂εe
ij

(5.15)

Les équations 5.14 permettent d’écrire :

Ψ∗
s(σpq, T,Ωpq, r, αpq) = σij εji −Ψs(εe

pq, TΩpq, r, αpq) (5.16)

En combinant les équations 5.13 et 5.16, on obtient :

Ψ∗
s(σpq, T, Ωpq, r, αpq) = σij εji −Ψe(εpq, Ωpq, T ) −Ψp(r, αpq) −ΨT (T ) (5.17)

En introduisant l’égalité 5.12 et la relation de conjugaison 5.15 dans l’équation 5.17, il vient :

Ψ∗
s(σpq, T,Ωpq, r, αpq) = σij εe

ji +σij εp
ji −σij εe

ji +Ψ∗
e(σpq, T,Ωpq) −Ψp(r, αpq) −ΨT (T ) (5.18)

d’où :

Ψ∗
s(σpq, T, Ωpq, r, αpq) = Ψ∗

e(σpq, T,Ωpq) + σij εp
ji −Ψp(r, αpq) −ΨT (T ) (5.19)

Les auteurs en déduisent que les déformations totales dérivent bien d’un potentiel, et qu’elles
sont égales à la somme d’une déformation dérivant d’une énergie élastique, et d’une déformation
plastique irréversible. En effet, d’après la relation de conjugaison 5.14 :

εij =
∂Ψ∗

s(σpq, T,Ωpq, r, αpq)
∂σij

(5.20)

D’après l’équation 5.19, cela se traduit par :

εij =
∂Ψ∗

e(σpq, T,Ωpq)
∂σij

+ εp
ij = εe

ij + εp
ij (5.21)

5.1.2.2 Décomposition de l’énergie libre du VER endommagé
dans le formalisme de Lemaître

Il n’y a pas de plasticité dans le modèle d’endommagement proposé dans le cadre de cette thèse,
mais les composantes du tenseur de déformations comprennent toutes une composante élastique
et une composante inélastique (équation 4.48). Dans un milieu sec et isotherme, cela se traduit
par la décomposition suivante du tenseur de déformations totales :

εij = εe
ij + εd

ij (5.22)
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Figure 5.2 – Introduction de déformations résiduelles via la rigidité g, liée à la notion d’état
mécanique équivalent [55, 90, 187].

Pour un matériau sec et isotherme, la forme de l’énergie libre 5.10 choisie pour le modèle THHMD
devient, dans le formalisme de Lemaître (équation 5.13) :

Ψs(εpq, Ωpq) = Ψe(εpq,Ωpq) + Ψd(εpq, Ωpq) (5.23)

où Ψd(εpq, Ωpq) est un potentiel thermodynamique associé à la présence de déformations rési-
duelles dans le matériau endommagé, après un déchargement (figure 5.2) :

Ψd(εpq, Ωpq) = −τij εji = −g Ωij εji (5.24)

On suit la même démarche que précédemment pour obtenir les relations de conjugaison (équations
5.14 et 5.15). On pratique une transformée de Legendre partielle par rapport aux déformations :





Ψ∗
s(σpq,Ωpq) + Ψs(εpq, Ωpq) = σij εji

εij = ∂Ψ∗s(σpq,Ωpq)
∂σij

, σij = ∂Ψs(εpq,Ωpq)
∂εij

(5.25)





Ψ∗
e(σpq, Ωpq) + Ψe(εpq, Ωpq) = σij εe

ji

εe
ij = ∂Ψ∗e(σpq,Ωpq)

∂σij
, σij = ∂Ψe(εe

pq,Ωpq)

∂εe
ij

(5.26)





Ψ∗
d(τpq, Ωpq) + Ψd(εpq, Ωpq) = τij εji

εij = ∂Ψ∗d(τpq,Ωpq)
∂τij

, τij = ∂Ψd(εpq,Ωpq)
∂εij

(5.27)

Si on combine les trois relations de conjugaison 5.25, 5.26 et 5.27 avec le postulat 5.23, on obtient :

Ψ∗
s(σpq, Ωpq) = σij εji − σij εe

ji + Ψ∗
e(σpq, Ωpq) − τij εji + Ψ∗

d(τpq, Ωpq) (5.28)
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D’après la décomposition 5.22 et l’hypothèse 5.9 :

Ψ∗
s(σpq,Ωpq) = Ψ∗

e(σpq, Ωpq) + σij εd
ji − gΩij εji + Ψ∗

d(Ωpq) (5.29)

Comme dans la théorie adoptée par Lemaître et Desmorat (équation 5.21), les déformations
totales dérivent bien d’un potentiel, et elles sont égales à la somme d’une déformation dérivant
d’une énergie élastique, et d’une déformation inélastique :

εij =
∂Ψ∗

s(σpq,Ωpq)
∂σpq

=
∂Ψ∗

e(σpq, Ωpq)
∂σij

+ εd
ij = εe

ij + εd
ij (5.30)

Dans le cas d’un milieu sec et isotherme, les relations de conjugaison thermodynamiques mises
en oeuvre dans le développement du modèle d’endommagement proposé dans le présent travail
sont les suivantes : 




σ̃ij = σij + τij

σij = ∂Ψs(εpq,Ωpq)
∂εij

, σij = ∂Ψe(εe
pq,Ωpq)

∂εe
ij

σ̃ij = ∂Ψe(εpq,Ωpq)
∂εij

τij = ∂Ψd(εpq,Ωpq)
∂εij

(5.31)

On remarque en particulier que la notion de contrainte équivalente σ̃ij n’est pas transposable à
la notion de contrainte effective σ̂ij au sens micromécanique (paragraphe 5.2.1.1).

5.1.3 Expression de l’énergie libre de Helmholtz

Le modèle THHMD est fondé sur le concept d’état mécanique équivalent. Pour étendre la dé-
composition de l’énergie libre 5.10 aux milieux poreux non saturés non isothermes, on utilise
l’indépendance thermodynamique des variables d’état. La décomposition des déformations 4.48
amène à exprimer l’énergie libre du VER endommagé non saturé non isotherme sous la forme :

Ψs(εM pq, εSv, εTv, Ωpq) = Ψe(εM pq, εSv, εTv,Ωpq)

−gM Ωij εM ji − gS
3 Ωij δji εSv − gT

3 Ωij δji εTv

(5.32)

La relation de conjugaison 5.26, qui lie le tenseur de contraintes σij au tenseur de déformations
élastiques εe

ij par l’intermédiaire de l’énergie élastique endommagée Ψe(εe
pq, Ωpq), est étendue à

toutes les variables d’état utilisées dans la formulation du modèle THHMD (relations de conju-
gaison 4.51) : 




σ”ij = ∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εM
e
ij

s = ∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Sv

pT = ∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Tv

(5.33)
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En écrivant le système 5.33 sous forme incrémentale :




dσ”ij = d
(

∂Ψe(εM
e
pq ,εe

Sv ,εe
Tv,Ωpq)

∂εM
e
ij

)

ds = d
(

∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Sv

)

dpT = d
(

∂Ψe(εM
e
pq ,εe

Sv ,εe
Tv,Ωpq)

∂εe
Tv

)
(5.34)

Par identification, la définition des rigidités endommagées 4.53 permet d’exprimer les dérivées
5.34 dans le domaine réversible :





d
(

∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εM
e
ij

)
= Deijkl (Ωpq) dεM

e
lk

d
(

∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Sv

)
= βs (Ωpq) dεe

Sv

d
(

∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Tv

)
= βT (Ωpq) dεe

Tv

(5.35)

Une intégration permet d’obtenir les dérivées partielles de l’énergie élastique endommagée. En
supposant que dans son état initial, le matériau n’est pas déformé (εM0

e
ij = εe

Sv0
= εe

Tv0
= 0), on

obtient : 



∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εM
e
ij

= Deijkl (Ωpq) εM
e
lk

∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Sv

= βs (Ωpq) εe
Sv

∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Tv

= βT (Ωpq) εe
Tv

(5.36)

Dans le domaine réversible, dΩij = 0. En vertu de l’indépendance des variables d’état de défor-
mation (εM ij , εSv et εTv), on en déduit que dans le domaine réversible, l’expression de l’énergie
élastique endommagée peut se calculer au moyen de la formule :

Ψe(εM
e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv, Ωpq) =

∂Ψe(εM
e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εM
e
ij

dεM
e
ji + ∂Ψe(εM

e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Sv

dεe
Sv + ∂Ψe(εM

e
pq,εe

Sv ,εe
Tv ,Ωpq)

∂εe
Tv

dεe
Tv

(5.37)

Comme tout potentiel thermodynamique, l’énergie élastique endommagée est définie à une constante
près. La combinaison des équations 5.36 et 5.37 permet d’obtenir :

Ψe(εM
e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv, Ωpq) =

1
2 εM

e
ji Deijkl (Ωpq) εM

e
lk + 1

2 εe
Sv βs (Ωpq) εe

Sv + 1
2 εe

Tv βT (Ωpq) εe
Tv

(5.38)

L’expression 5.38 amène à choisir l’expression suivante pour l’énergie élastique endommagée :

Ψe(εM pq, εSv, εTv, Ωpq) =

1
2 εM ji Deijkl (Ωpq) εM lk + 1

2 εSv βs (Ωpq) εSv + 1
2 εTv βT (Ωpq) εTv

(5.39)
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Dans l’expression de l’énergie libre 5.11 utilisée par Halm et Dragon [55, 90] et Homand-Etienne
[94] pour un matériau sec, l’énergie élastique endommagée dépend des coefficients de Lamé et de
deux paramètres α et β. Si on adoptait la même convention dans le modèle THHMD, il faudrait
définir six paramètres scalaires (deux par variable d’état de déformation), en plus des coefficients
de Lamé, pour caractériser complètement le potentiel élastique endommagé du VER. Dans la
suite (voir la section 5.2), on suit une démarche différente, qui évite l’introduction de paramètres
matériels spécifiques à l’énergie élastique du matériau endommagé. Suivant une approche micro-
mécanique, un opérateur de contrainte endommagée est défini. Il est alors possible de calculer
les trois rigidités endommagées De (Ωpq), βs (Ωpq) et βT (Ωpq) par application du Principe de
l’Energie Elastique Equivalente (PEEE).

Les égalités 5.32 et 5.39 permettent à présent d’exprimer l’énergie libre de Helmholtz du VER
endommagé :

Ψs(εM pq, εSv, εTv,Ωpq) =

1
2 εM ji Deijkl (Ωpq) εM lk + 1

2 εSv βs (Ωpq) εSv + 1
2 εTv βT (Ωpq) εTv

−gM Ωij εM ji − gS
3 Ωij δji εSv − gT

3 Ωij δji εTv

(5.40)

Les relations de conjugaison 4.51 permettent à présent de déterminer les lois d’évolution des
variables d’état de contrainte choisies, à savoir la contrainte nette, la succion et la contrainte
thermique : 




σ”ij = Deijkl (Ωpq) εM lk − gM Ωij

s = βs (Ωpq) εSv − gS
3 Tr (Ωpq)

pT = βT (Ωpq) εTv − gT
3 Tr (Ωpq)

(5.41)

5.1.4 Loi d’évolution de l’endommagement

5.1.4.1 Variable thermo-dynamiquement conjuguée à l’endommagement

D’après les équations 4.51 et 5.40, l’expression de la contrainte thermodynamiquement conjuguée
à l’endommagement est :

Ydij =

−1
2 εM lk

∂Deklij(Ωpq)
∂Ωmn

εM nm − 1
2 εSv

∂βs(Ωpq)
∂Ωij

εSv − 1
2 εTv

∂βT (Ωpq)
∂Ωij

εTv

+gM εM ij + gS
3 εSv δij + gT

3 εTv δij

(5.42)

Il existe quelques modèles phénoménologiques qui passent exclusivement par la dérivation de
l’énergie libre et de potentiels de dissipation pour déterminer les lois de comportement [64, 162].
En-dehors de ces exceptions, toutes les théories de l’endommagement, micromécaniques comme
phénoménologiques, nécessitent la définition d’une fonction de charge. L’équation de la fonction
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de charge choisie ici dépend de la contrainte thermodynamiquement conjuguée à la variable d’en-
dommagement 5.42. Suivant le même raisonnement que Halm et Dragon [55, 90], la contrainte
conjuguée à l’endommagement est décomposée en :

Ydij = Yd1 ij + Yd2 ij (5.43)

Yd1 ij = gM εM ij +
gS

3
εSv δij +

gT

3
εTv δij (5.44)

Yd2 ij = −1
2

εM lk

∂Deklij (Ωpq)
∂Ωmn

: εM nm − 1
2

εSv

∂βs (Ωpq)
∂Ωij

εSv −
1
2

εTv

∂βT (Ωpq)
∂Ωij

εTv (5.45)

Yd2 représente les actions générant une dégradation mécanique partiellement recouvrable, et
Yd1 modélise les actions générant des déformations résiduelles qui persistent après décharge-
ment (effets « bloqués », “locked efects” chez Halm et Dragon). L’évolution de l’endommagement
(supposé irréversible dans ce modèle) est uniquement contrôlé par la composante Yd1 . Comme
dans les travaux de Mazars [136], Halm et Dragon [55, 90], Homand-Etienne [94] et Shao [177],
on suppose que la fissuration est provoquée par des efforts de tension. Pour isoler les effets de
tension, la contrainte Yd1 est décomposée en une contribution positive et en une contribution
négative, comme dans les travaux de Halm et Dragon [55, 90] :

Yd1 ij = Y +
d1 ij

+ Y −
d1 ij

(5.46)

Y +
d1 ij

= gM εM
+
ij +

gS

3
ε−Sv δij +

gT

3
ε+Tv δij (5.47)

Y −
d1 ij

= gM

(
εM ij − εM

+
ij

)
+

gS

3
δij

(
εSv − ε−Sv

)
+

gT

3
δij

(
εTv − ε+Tv

)
(5.48)

On suppose que l’endommagement croît en fonction d’une partie de la composante positive de
Yd1 , qui doit traduire les effets de tension mécanique, les effets de dilatation thermique et les
effets de rétraction capillaire. C’est pourquoi on fait intervenir ε−Sv et non ε+Sv dans l’expression
de Y+

d1
. Les composantes des déformations qui interviennent dans 5.47 sont définies comme suit :





εM
+
ij =

∑3
k=1 (H(εMkk

) εMkk
eMk

⊗ eMk
)

ε−Sv = H(−εSv) εSv

ε+Tv = H(εTv) εTv

(5.49)

où H est la distribution de Heaviside :

H(x) =

{
0 si x < 0
1 si x ≥ 0

(5.50)

Les valeurs εMkk
et les vecteurs eMk

désignent respectivement les valeurs et les vecteurs propres
du tenseur des déformations conjuguées à la contrainte nette

(
εM ij

)
.
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5.1.4.2 Fonction de charge

Les hypothèses formulées et les décompositions effectuées (5.43, 5.46) amènent à chercher une
fonction de charge dépendant de Y+

d1
, c’est-à-dire de la densité d’énergie relative aux déforma-

tions résiduelles générées par tension :

fd

(
Ydpq,Ωpq

)
= fd

(
Ydpq − Yd2pq − Y −

d1 pq
, Ωpq

)
(5.51)

On adopte le critère utilisé dans les travaux de Halm et Dragon [55, 90] :

fd

(
Ydpq, Ωpq

)
=

√
1
2 Tr

((
Ydij − Yd2 ij − Y −

d1 ij

) (
Ydji − Yd2ji − Y −

d1 ji

))
− C0 − C1Tr (Ωpq)

=
√

1
2 Tr

(
Y +

d1 ij
Y +

d1 ji

)
− C0 − C1Tr (Ωpq)

(5.52)

Si l’endommagement initial est nul, la contrainte associée à l’endommagement Y+
d1

doit dépasser
le seuil C0 pour qu’il y ait déclenchement de l’endommagement. C1 contrôle le taux d’évolution
de l’endommagement. Pour un sol sec, Y +

d1 ij
= g ε+ij et on retrouve, à un coefficient multiplicateur

près, l’expression de la fonction de charge utilisée par Shao [177] :

fd

(
ε+pq,Ωpq

)
= |g|

√
1
2
ε+ij ε+ji − C0 − C1Tr(Ωpq) (5.53)

On reconnaît, dans l’expression 5.53, la déformation équivalente ξ définie par Mazars [136] :

ξ =

√
1
2
ε+ij ε+ji (5.54)

En une dimension, la surface de charge correspondant à la fonction 5.52 est un tétraèdre. Les
déformations provoquées par tension (ε+M ij , ε+Sv et ε+Tv) sont en interaction, et leurs effets sont
pondérés par les coefficients gM , gS et gT respectivement. En trois dimensions, la surface de
charge est un huitième de sphère dans l’espace des valeurs principales de la contrainte associée à
l’endommagement Y+

d1
(voir la figure 5.3).

5.1.4.3 Loi d’écoulement

On suppose que l’endommagement s’écoule dans la direction des actions relatives à la tension.
Autrement dit, compte-tenu de la forme supposée de la fonction de charge (équations 5.51 et
5.52), on suppose que la loi d’écoulement est associée [169], et qu’il n’est pas nécessaire de définir
un potentiel d’endommagement en plus de l’énergie libre pour caractériser le comportement du
matériau fragile :

dΩij = dλd
∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Ydij
(5.55)

dλd est l’incrément de multiplicateur d’endommagement. Le multiplicateur d’endommagement
et la fonction de charge doivent vérifier les conditions complémentaires de Kuhn-Tucker [92] :

dλd ≥ 0, fd ≤ 0, dλd fd = 0 (5.56)
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Figure 5.3 – Ecrouissage positif pris en compte par la fonction de charge choisie.

On déduit de l’expression de la fonction de charge 5.52 que :

∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Ydij
=

∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Y +
d1 ij

=
Y +

d1 ij√
2Tr

(
Y +

d1 kl
Y +

d1 lk

) (5.57)

∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Ωij
= −C1 δij (5.58)

La combinaison des équations 5.55 et 5.57 donne :

dΩij = dλd

Y +
d1 ij√

2Tr
(
Y +

d1 kl
Y +

d1 lk

) (5.59)

D’après les équations 5.52 et 5.59, la fonction de charge est une fonction homogène de degré
1 (HODO1) par rapport à la variable Y+

d1
. D’après Hansen et Schreyer [92], les modèles de

plasticité et d’endommagement sont couramment formalisés à l’aide de surfaces de charge dont
les équations sont des fonctions HODO1. De telles fonctions assurent la convexité du domaine
réversible [41].

Pour trouver la loi d’évolution de l’endommagement 5.59, il reste à calculer l’incrément de mul-
tiplicateur d’endommagement dλd. On utilise pour cela l’équation de consistance, dfd = 0 :

∂fd

(
Ydpq,Ωpq

)

∂Ydij
dYdji +

∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Ωij
dΩji = 0 (5.60)

Tenant compte des équations 5.51 et 5.52, on peut réécrire l’équation 5.60 sous la forme :

∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Ydij
dY +

d1ji
+

∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Ωij
dΩji = 0 (5.61)

D’après les équations 5.55 et 5.61, on a :

∂fd

(
Ydpq,Ωpq

)

∂Ydij
dY +

d1 ji
+ dλd

∂fd

(
Ydpq, Ωpq

)

∂Ωij

∂fd

(
Ydpq,Ωpq

)

∂Ydji
= 0 (5.62)
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On déduit de l’équation 5.62 que l’expression de l’incrément du multiplicateur d’endommagement
est :

dλd = −
∂fd(Ydpq,Ωpq)

∂Ydij

∂fd(Ydpq,Ωpq)
∂Ωkl

∂fd(Ydpq,Ωpq)
∂Ydlk

dY +
d1 ji

= −
∂fd(Ydpq ,Ωpq)

∂Y +
d1 ij

∂fd(Ydpq,Ωpq)
∂Ωkl

∂fd(Ydpq ,Ωpq)
∂Y +

d1 lk

dY +
d1 ji

(5.63)

La combinaison des équations 5.63, 5.57 et 5.58 permet d’obtenir l’expression explicite du mul-
tiplicateur d’endommagement :

dλd =
Y +

d1 ij
dY +

d1 ji

C1 δkl Y
+
d1 lk

(5.64)

Par suite, on en déduit l’incrément d’endommagement 5.59 :

dΩij =
Y +

d1 kl
dY +

d1 lk

C1 Tr
(
Y +

d1 pq

)
Y +

d1 ij√
2Tr

(
Y +

d1 mn
Y +

d1 nm

) (5.65)

5.1.5 Expressions des déformations inélastiques incrémentales

Dans le domaine réversible, les variables d’état de contrainte sont reliées aux variables d’état de
déformation par les rigidités endommagées. On rappelle l’équation 4.53 :





dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεM
e
lk

ds = βs (Ωpq) dεe
Sv

dpT = βT (Ωpq) dεe
Tv

(5.66)

De plus, les relations de conjugaison 4.51 issues de la dérivation de l’énergie libre 5.40 donnent :





σ”ij = Deijkl (Ωpq) εM lk − gM Ωij

s = βs (Ωpq) εSv − gS
3 Ωij δji

pT = βT (Ωpq) εTv − gT
3 Ωij δji

(5.67)

Par dérivation des relations 5.67, on obtient :





dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεM lk +
(

∂Deijkl(Ωpq)
∂Ωmn

εM nm

)
dΩlk − gM dΩij

ds = βs (Ωpq) dεSv +
(

∂βs(Ωpq)
∂Ωij

εSv

)
dΩji − gS

3 δij dΩji

dpT = βT (Ωpq) dεTv +
(

∂βT (Ωpq)
∂Ωij

εTv

)
dΩji − gT

3 δij dΩji

(5.68)
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On peut réécrire le système 5.68 sous la forme :





dσ”ij = Deijkl (Ωpq)
(
dεM

e
lk + dεM

d
lk

)
+

(
∂Deijkl(Ωpq)

∂Ωmn
εM nm

)
dΩlk − gM dΩij

ds = βs (Ωpq)
(
dεe

Sv
+ dεd

Sv

)
+

(
∂βs(Ωpq)

∂Ωij
εSv

)
dΩji − gS

3 δij dΩji

dpT = βT (Ωpq)
(
dεe

Tv
+ dεd

Tv

)
+

(
∂βT (Ωpq)

∂Ωij
εTv

)
dΩji − gT

3 δij dΩji

(5.69)

En introduisant les relations 5.66 dans le système 5.69, on obtient les incréments des déformations
inélastiques en fonction de l’incrément d’endommagement :





dεM
d
ij = −

(
Deklhg (Ωpq)

−1 ∂Deghij(Ωpq)
∂Ωmn

εM nm

)
dΩlk + gM Deijkl (Ωpq)

−1 dΩlk

dεd
Sv

= −
(

εSv
βs(Ωpq)

∂βs(Ωpq)
∂Ωij

)
dΩji + gS

3 βs(Ωpq) δij dΩji

dεd
Tv

= −
(

εTv
βT (Ωpq)

∂βT (Ωpq)
∂Ωij

)
dΩji + gT

3 βT (Ωpq) δij dΩji

(5.70)

L’équation 5.65 permet ensuite de déterminer complètement les incréments des déformations
inélastiques. Par commodité, on note :





dεM
d
ij = DdM ijkl dΩlk

dεd
Sv

= DdSij dΩji

dεd
Tv

= DdT ij dΩji

(5.71)

où :




DdM ijkl = −Deijhg (Ωpq)
−1 ∂Deghkl(Ωpq)

∂Ωmn
εM nm + gM Deijkl (Ωpq)

−1

DdSij = − εSv
βs(Ωpq)

∂βs(Ωpq)
∂Ωij

+ gS

3 βs(Ωpq) δij

DdT ij = − εTv
βT (Ωpq)

∂βT (Ωpq)
∂Ωij

+ gT

3 βT (Ωpq) δij

(5.72)

Le calcul de la rigidité mécanique endommagée et le calcul des dérivées partielles des rigidités
par rapport à l’endommagement sont détaillés dans l’annexe A.

5.2 Aspects micromécaniques

On rappelle la décomposition thermodynamique des déformations adoptée dans le modèle THHMD
(équation 4.48) :

dεij = dεM
e
ij + dεM

d
ij +

1
3
δij

(
dεe

Sv + dεd
Sv

)
+

1
3
δij

(
dεe

Tv + dεd
Tv

)
(5.73)
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En utilisant la définition des rigidités endommagées 4.53, on peut réécrire l’équation 5.73 sous
la forme :

dεij = dεM
d
ij + 1

3δij dεd
Sv + 1

3δij dεd
Tv

+Deijkl (Ωpq)
−1 dσ”lk + δij

3 βs(Ωpq) ds + δij

3 βT (Ωpq) dpT

(5.74)

Les déformations inélastiques incrémentales ont été déterminées dans le paragraphe précédent
(équations 5.70 et 5.65). Pour connaître intégralement la loi de comportement du matériau po-
reux endommagé en conditions non saturées et non isothermes, il reste donc à déternminer les
rigidités endommagées De (Ωpq), βs (Ωpq) et βT (Ωpq). A cette fin, le concept de contrainte effec-
tive, couramment utilisé en Mécanique de l’Endommagement en Milieu Continu, est étendu aux
trois variables d’état de contrainte du modèle THHMD (contrainte nette, succion et contrainte
thermique). Le Principe de l’Energie Elastique Equivalente (PEEE) permet ensuite de déterminer
les rigidités endommagées De (Ωpq), βs (Ωpq) et βT (Ωpq).

5.2.1 Concept de variable d’état endommagée

5.2.1.1 Extension de la notion de contrainte effective de la CDM

L’objectif de cette section est de déterminer les rigidités endommagées De (Ωpq), βs (Ωpq) et
βT (Ωpq). En Mécanique de l’Endommagement en Milieu Continu (“Continuum Damage Mecha-
nics”, CDM), la notion de contrainte effective est couramment utilisée pour traduire la réduction
de surface mécaniquement efficace du matériau endommagé, et pour modéliser la réorientation
des contraintes consécutive à la fracturation. Comme on l’a exposé dans l’étude bibliographique
de l’endommagement, la contrainte effective σ̂ij est définie à l’aide d’un opérateur d’ordre 4,
dépendant de l’endommagement [92] :

σ̂ij = Mijkl(Ωpq) σlk (5.75)

Dans la suite, pour ne pas faire de confusion avec la notion de contrainte effective de Bishop, on
appellera σ̂ij « contrainte endommagée », et M(Ωpq) « opérateur de contrainte endommagée ».
La notion de contrainte endommagée est étendue à toutes les variables d’état de contrainte
utilisées dans le modèle THHMD. Compte-tenu de l’isotropie de l’influence de la succion et de
la contrainte thermique, on définit :

• la contrainte nette endommagée :

σ̂”ij = Mijkl(Ωpq)σ”lk (5.76)

• la succion endommagée :

Tr (δij ŝ) = Tr (Mijkl(Ωpq) δlk s) (5.77)

• contrainte thermique endommagée :

Tr (δij p̂T ) = Tr (Mijkl(Ωpq) δlk pT ) (5.78)
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5.2.1.2 Opérateur de contrainte endommagée

Comme c’est rappelé dans l’ouvrage de Lemaître et Desmorat [119], l’opérateur M(Ωpq) doit
être indépendant de la loi de comportement. Autrement dit, le processus de réduction de surface
mécanique efficace par endommagement ne dépend pas du matériau choisi, qui peut être élastique,
élasto-plastique, viscoplastique, ou autre. Par exemple, on ne peut pas définir l’opérateur de
contrainte endommagée en passant uniquement par le concept de contrainte nominale σ∗ij :

De
0
ijkl σ

∗
lk = Deijkl (Ωpq) σlk, M∗

ijkl (Ωpq) = D0
e
−1
ijmn Denmkl (Ωpq) (5.79)

M∗ (Ωpq) ne convient pas.

D’autre part, la contrainte endommagée définie par l’opérateurM (Ωpq) doit, comme la contrainte
réelle, être symétrique. C’est pourquoi la définition :

σ∗ij = M∗
ijkl (Ωpq) σlk = (δ − Ω)−1

ik σkj (5.80)

ne convient pas non plus.

Enfin, la théorie de l’endommagement doit être compatible avec les règles de la thermodynamique.
Un opérateur M∗(Ωpq) qui définirait la contrainte nette endommagée de la manière suivante :

σ∗ij =
1
2

[
σik (δ − Ω)−1

kj + (δ − Ω)−1
ik σkj

]
(5.81)

assurerait la symétrie du tenseur de contrainte endommagée σ∗ij , mais ne permettrait pas de
définir la contrainte nette endommagée à partir de la dérivation d’un potentiel énergétique.

Dans le modèle proposé ici, on choisit l’opérateur construit par Cordebois et Sidoroff [42, 185] :

σ̂ij = Mijkl (Ωpq) σlk = (δ − Ω)−1/2
ik σ”kl (δ − Ω)−1/2

lj (5.82)

5.2.1.3 Expressions explicites de ŝ et p̂T

Compte-tenu du choix de l’opérateur M(Ωpq) (équation 5.82), les définitions 5.77 et 5.78 peuvent
être formulées comme suit :





Tr (δij ŝ) = Tr
(
(δ − Ω)−1/2

ik δkl s (δ − Ω)−1/2
lj

)

Tr (δij p̂T ) = Tr
(
(δ − Ω)−1/2

ik δkl pT (δ − Ω)−1/2
lj

) (5.83)

On en déduit que :




ŝ δijδji = s
(
(δ − Ω)−1/2

)
ik

(
(δ − Ω)−1/2

)
kj

δji

p̂T δijδji = pT

(
(δ − Ω)−1/2

)
ik

(
(δ − Ω)−1/2

)
kj

δji

(5.84)



92 Chapitre 5. Loi de comportement





ŝ δijδji = s

[(
(δ − Ω)−1/2

)2
]

ij

δji

p̂T δijδji = pT

[(
(δ − Ω)−1/2

)2
]

ij

δji

(5.85)





ŝ δii = s
(
(δ − Ω)−1

)
ii

p̂T δii = pT

(
(δ − Ω)−1

)
ii

(5.86)

On en déduit finalement les expressions explicites de la succion et de la contrainte thermique
endommagées : 




ŝ =
Tr((δ−Ω)−1

pq )
3 s

p̂T =
Tr((δ−Ω)−1

pq )
3 pT

(5.87)

5.2.2 Détermination des rigidités endommagées par application du PEEE

5.2.2.1 Energie élastique relative à la contrainte nette

On applique le Principe de l’Energie Elastique Equivalente (PEEE), rappelé dans les travaux de
Hansen et Schreyer [92] : « l’énergie élastique de déformation du matériau endommagé a la même
forme que celle du matériau intact, mais la contrainte σij est remplacée par la contrainte effective
[contrainte endommagée dans le formalisme adopté dans le modèle THHMD] σ̂ij ». On peut faci-
lement appliquer le PEEE aux variables d’état choisies. Pour déterminer la rigidité endommagée
De (Ωpq), on applique ainsi le PEEE en contraintes nettes. On note ΨM

e (σ”pq, εsv, εTv, Ωpq) la
transformée de Legendre partielle de l’énergie élastique endommagée du VER 5.39, calculée par
rapport aux déformations mécaniques totales εM ij . Une petite variation de l’énergie élastique de
déformation mécanique s’écrit :

δΨM
e (σ”pq, εSv, εTv, Ωpq) = (σ”ij)

T δεM
e
ji (5.88)

Dans le domaine des déformations mécaniques élastiques, d’après l’équation 4.53, on a :

δσ”ij = Deijkl (Ωpq) δεM
e
lk (5.89)

En introduisant la relation 5.89 dans l’équation 5.88, on obtient :

δΨM
e (σ”pq, εSv, εTv, Ωpq) = (σ”ij)

T Deijkl (Ωpq)
−1 δσ”lk (5.90)

Comme la contrainte nette est une variable d’état, une petite variation de σ”ij peut s’écrire sous
la forme d’une différentielle exacte de σ”ij , et il s’ensuit que les deux membres de l’équation 5.90
peuvent s’écrire comme des différentielles exactes :

dΨM
e (σ”pq, εSv, εTv, Ωpq) = (σ”ij)

T Deijkl (Ωpq)
−1 dσ”lk (5.91)

L’intégration de la relation 5.91 permet d’exprimer l’énergie élastique de déformation du matériau
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endommagé dans le domaine des déformations mécaniques élastiques :

ΨM
e |Mel (σ”pq, εSv, εTv, Ωpq) =

1
2

(σ”)T
ij Deijkl (Ωpq)

−1 σ”lk (5.92)

Le Principe de l’Energie Elastique Equivalente consiste à postuler l’égalité :

ΨM
e (σ”pq, εSv, εTv, Ωpq) = ΨM

e
0
(
σ̂”pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv, Ωpq = 0

)
(5.93)

Autrement dit, si on applique le PEEE dans le domaine des déformations mécaniques élastiques,
on obtient l’égalité suivante :

1
2

(σ”pq)
T : Deijkl (Ωpq)

−1 : σ”pq =
1
2

(
σ̂”pq

)T
: D0

e
−1 : σ̂”pq (5.94)

où D0
e est le tenseur d’élasticité de la matrice poreuse intacte. La combinaison des relations 5.76

et 5.94 donne :

(σ”)T
ji Deijkl (Ωpq)

−1 σ”lk = (σ”)T
ji (M (Ωpq))

T
ijnm D0

e
−1
mnop Mpokl (Ωpq) σ”lk (5.95)

Et finalement on obtient l’expression de la rigidité mécanique endommagée :

Deijkl(Ωpq) = M(Ωpq)−1
ijmn D0

emnop M(Ωpq)−T
pokl (5.96)

Voir l’annexe B pour le détail du calcul des coefficients du tenseur De(Ωpq).

Le Principe de l’Energie Elastique Equivalente crée une relation de conjugaison thermodyna-
mique entre la contrainte nette endommagée σ̂”ij et la déformation mécanique élastique εM

e
ij ,

via l’énergie élastique qui caractérise l’état intact du VER Ψ0
e

(
εM

e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv

)
. D’après la relation

5.31, la contrainte nette réelle σ”ij est thermodynamiquement conjuguée à la déformation méca-
nique élastique εM

e
ij via l’énergie élastique endommagée définie sur le domaine réversible du VER

Ψe

(
εM

e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv, Ωpq

)
. Les relations de conjugaison thermodynamiques rappelées dans l’équa-

tion 5.31 permettent donc de faire une claire distinction entre la contrainte nette équivalente
σ̃”ij et la contrainte nette endommagée σ̂”ij .

• La contrainte nette équivalente σ̃”ij est conjuguée aux déformations mécaniques totales
εM ij et dérive de l’énergie élastique endommagée du VER : Ψe

(
εM pq, εSv, εTv,Ωpq

)
:

σ̃”ij =
∂Ψe

(
εM pq, εSv, εTv, Ωpq

)

∂εM
e
ij

(5.97)

• La contrainte nette endommagée σ̂”ij est conjuguée aux déformations mécaniques élas-
tiques εM

e
ij et dérive de l’énergie élastique du VER dans son état de référence, supposé intact :

Ψ0
e

(
εM

e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv

)
:

σ̂”ij =
∂Ψ0

e

(
εM

e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv

)

∂εM
e
ij

(5.98)
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• La contrainte nette réelle σ”ij est conjuguée aux déformations mécaniques totales εM ij

par l’énergie libre du VER Ψs

(
εM pq, εSv, εTv, Ωpq

)
, et aux déformations mécaniques élas-

tiques εM
e
ij par l’énergie élastique endommagée du VER définie dans le domaine réversible

Ψe

(
εM

e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv, Ωpq

)
:

σ”ij =
∂Ψe

(
εM

e
pq, ε

e
Sv, ε

e
Tv, Ωpq

)

∂εM
e
ij

(5.99)

5.2.2.2 Energies élastiques relatives à la succion et à la contrainte thermique

On suit la même démarche que précédemment pour déterminer les rigdités endommagées βs (Ωpq)
et βT (Ωpq). On note ΨS

e

(
εM pq, s, εTv, Ωpq

)
la transformée de Legendre partielle de l’énergie

élastique endommagée du VER 5.39, calculée par rapport aux déformations volumiques relatives
à la succion εSv. On note de même ΨT

e

(
εM pq, εSv, pT , Ωpq

)
la transformée de Legendre partielle de

l’énergie élastique endommagée du VER 5.39, calculée par rapport aux déformations volumiques
relatives à la contrainte thermique εTv. Les petites variations de l’énergie élastique de déformation
relative à la succion et de l’énergie élastique de déformation thermique s’écrivent :





δΨS
e

(
εM pq, s, εTv, Ωpq

)
= s δεe

Sv

δΨT
e

(
εM pq, εSv, pT , Ωpq

)
= pT δεe

Tv

(5.100)

Dans le domaine élastique des déformations relatives à la succion, d’après l’équation 4.53 :

δs = βs (Ωpq) δεe
Sv

(5.101)

Dans le domaine des déformations thermiques réversibles, d’après l’équation 4.53 :

δpT = βT (Ωpq) δεe
Tv

(5.102)

En introduisant les relations 5.101 et 5.102 dans le système 5.100, on obtient :




δΨS
e

(
εM pq, s, εTv, Ωpq

)
= 1

βs(Ωpq) s δs

δΨT
e

(
εM pq, εSv, pT , Ωpq

)
= 1

βT (Ωpq) pT δpT

(5.103)

Comme la succion et la contrainte thermique sont des variables d’état, on peut réécrire le système
5.103 avec des différentielles exactes :





dΨS
e

(
εM pq, s, εTv, Ωpq

)
= 1

βs(Ωpq) s ds

dΨT
e

(
εM pq, εSv, pT , Ωpq

)
= 1

βT (Ωpq) pT dpT

(5.104)

L’intégration des relations 5.104 permet d’exprimer :

• l’énergie élastique de déformation du matériau endommagé dans le domaine élastique des
déformations relatives à la succion :

ΨS
e |Sel

(
εM pq, s, εTv, Ωpq

)
=

s2

2βs (Ωpq)
(5.105)
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• l’énergie élastique de déformation du matériau endommagé dans le domaine des déformations
thermiques élastiques :

ΨT
e |Tel

(
εM pq, εSv, pT , Ωpq

)
=

(pT )2

2βT (Ωpq)
(5.106)

Le Principe de l’Energie Elastique Equivalente consiste à postuler :




ΨS
e

(
εM pq, s, εTv, Ωpq

)
= ΨS

e
0 (

εM
e
pq, ŝ, ε

e
Tv, Ωpq = 0

)

ΨT
e

(
εM pq, εSv, pT ,Ωpq

)
= ΨT

e
0 (

εM
e
pq, ε

e
Sv, p̂T , Ωpq = 0

) (5.107)

• En appliquant le PEEE dans le domaine élastique des déformations relatives à la succion, on
obtient :

s2

2βs (Ωpq)
=

ŝ2

2β0
s

(5.108)

où β0
s est le module de rigidité relatif à la succion pour le matériau intact.

• En appliquant le PEEE dans le domaine des déformations thermiques élastiques, on obtient :

(pT )2

2βT (Ωpq)
=

(p̂T )2

2 β0
T

(5.109)

où β0
T est le module de rigidité thermique pour le matériau intact.

La combinaison des équations 5.87, 5.108 et 5.109 donne :




1
βs(Ωpq) s2 = [Tr((δ−Ω)−1

pq )]2
9 β0

s
s2

1
βT (Ωpq) (pT )2 = [Tr((δ−Ω)−1

pq )]2
9 β0

T
(pT )2

(5.110)

Et finalement on obtient les expressions de la rigidité endommagée relative à la succion et de la
rigidité thermique endommagée :





βs (Ωpq) = 9

[Tr((δ−Ω)−1
pq )]2

β0
s

βT (Ωpq) = 9

[Tr((δ−Ω)−1
pq )]2

β0
T

(5.111)

Si on exprime le tenseur d’endommagement Ωij dans une base principale, on peut facilement
obtenir les expressions explicites des modules de rigidité endommagés relatifs à la succion et à
la contrainte thermique : 




βs (Ωpq) = 9 β0
s(∑3

i=1
1

1−Ωii

)2

βT (Ωpq) = 9 β0
T(∑3

i=1
1

1−Ωii

)2

(5.112)
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5.3 Approche numérique

A ce stade, toutes les inconnues de la loi de comportement sont déterminées, mais la loi de
comportement incrémentale ne peut pas être implémentée telle quelle dans le code d’Eléments
Finis Θ-Stock [72]. On a besoin d’éxprimer l’incrément de contraintes nettes en fonction des
incréments des degrés de liberté nodaux utilisés dans le programme (déplacements, température
et pressions interstitielles).

5.3.1 Loi de comportement exprimée en température

5.3.1.1 Loi de comportement incrémentale en contrainte thermique

D’après l’équation 5.74, l’incrément de contraintes nettes peut s’écrire :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεlk − 1
3 βs(Ωpq) Deijkl (Ωpq) δlk ds − 1

3 βT (Ωpq) Deijkl (Ωpq) δlk dpT

−Deijkl (Ωpq)
[
dεM

d
lk + 1

3 δlk dεd
Sv

+ 1
3 δlk dεd

Tv

]
(5.113)

On note :
Fsij (Ωpq) =

1
3βs (Ωpq)

Deijkl (Ωpq) δlk (5.114)

FT ij (Ωpq) =
1

3βT (Ωpq)
Deijkl (Ωpq) δlk (5.115)

En utilisant les équations 5.114, 5.115 et 5.71, on peut écrire l’équation 5.113 sous la forme :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεlk − Fsij (Ωpq) ds − FT ij (Ωpq) dpT

−Deijmn (Ωpq)
[
DdM nmkl + 1

3 (δnm DdSkl) + 1
3 (δnm DdT kl)

]
dΩlk

(5.116)

Pour pouvoir intégrer la loi de comportement incrémentale dans Θ-Stock, on cherche à présent
à modifier la loi de comportement incrémentale 5.116 pour y faire intervenir l’incrément de
température dT au lieu de l’incrément de contrainte thermique dpT .

5.3.1.2 Relation entre la contrainte thermique et la température

De même que dans les précédents travaux de Gatmiri [68, 69, 70, 71, 74, 75, 76, 102], l’incrément
de déformation volumique thermique élastique dεe

Tv est reliée à l’incrément de température par
une rigidité élastique qui dépend de la contrainte moyenne p, de la succion s et de la température
T :

dεe
Tv =

1
β∗T (p, s, T )

dT (5.117)

Comme dans le modèle élasto-plastique proposé par Jenab pour les sols non saturés non iso-
thermes [102], on choisit une expression de la rigidité thermique élastique inspirée des travaux
de Hueckel [97] :

β∗T (p, s, T, Ωpq = 0) = β∗T
0 (p, T ) =

1[
(α∗0 + 2α2 ∆T ) + (α1 + 2α3 ∆T ) ln

(
p

pgeo

)] (5.118)
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α∗0 est le coefficient de dilatation thermique du squelette (en oC−1). α1 (en oC−1), α2 (en oC−2)
et α3 (en oC−2) sont des paramètres matériels du modèle. pgeo est la pression dite géostatique,
qui correspond à la fin de la phase de saturation de l’échantillon dans les conditions de tempé-
rature et de pression de laboratoire.

D’après les équations 5.117 et 5.118 et d’après la définition 4.53, l’incrément de déformation
thermique volumique à endommagement nul peut s’écrire de deux manières :





dεe
Tv (Ωpq = 0) = 1

β∗T
0(p,T )

dT

dεe
Tv (Ωpq = 0) = 1

β0
T

dpT

(5.119)

On suppose que la fissuration dégrade les rigidités qui relient les variables d’état de déformation
aux variables d’état de contrainte, sans affecter la relation phénoménologique qui existe entre
la contrainte thermique et la température. Par conséquent, la relation qu’on peut déduire des
équations 5.119 est valable quel que soit le niveau d’endommagement, et on peut écrire :

dpT =
β0

T

β∗T
0 (p, T )

dT (5.120)

Par ailleurs, à un niveau d’endommagement quelconque :

dpT =
βT (Ωpq)

β∗T (p, T, Ωpq)
dT (5.121)

La combinaison des équations 5.120 et 5.121 donne :

β∗T (p, T, Ωpq) =
βT (Ωpq)

β0
T

β∗T
0 (p, T ) (5.122)

On rappelle que la rigidité thermique dégradée βT (Ωpq) vaut (équation 5.111) :

βT (Ωpq) =
9[

Tr
(
(δ − Ω)−1

pq

)]2 β0
T (5.123)

On déduit des équations 5.122 et 5.123 que :

β∗T (p, T, Ωpq) =
9[

Tr
(
(δ − Ω)−1

pq

)]2 β∗T
0 (p, T ) (5.124)

D’après l’équation 5.121, on a par ailleurs :

dpT

3βT (Ωpq)
=

dT

3β∗T (p, T, Ωpq)
(5.125)

D’après les équations 5.116, 5.115 et 5.125 :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεlk − Fsij (Ωpq) ds − F ∗
T ij (Ωpq) dT

−Deijnm (Ωpq)
[
DdM mnkl + 1

3 (δmn DdSkl) + 1
3 (δmn DdT kl)

]
dΩlk

(5.126)
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où :
F ∗

T ij (Ωpq) =
1

3β∗T (p, T,Ωpq)
Deijkl (Ωpq) δlk (5.127)

5.3.2 Endommagement en fonction des variables d’état

Dans la suite, on cherche à exprimer l’incrément d’endommagement en fonction des variables
d’état (déformation, succion et température) de manière à pouvoir intégrer la loi de comporte-
ment 5.126 dans le code d’Eléments Finis Θ-Stock.

5.3.2.1 Relation incrémentale entre l’endommagement et sa contrainte associée

D’après l’équation 5.65, si dλd > 0 :

dΩij =

[
Y +

d1 ij
Y +

d1 kl

]

C1 Y +
d1 pp

√
2Y +

d1 pq
Y +

d1 qp

Y +
d1 lk

(5.128)

On note :
dΩij = Hd

[
Y +

d1 ij
Y +

d1 kl

]
dY +

d1 lk
(5.129)

où :
Hd =

1

C1 Y +
d1 pp

√
2Y +

d1 pq
Y +

d1 qp

(5.130)

En injectant l’expression 5.129 dans l’équation 5.126, on obtient :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεlk − Fsij (Ωpq) ds − F ∗
T ij (Ωpq) dT

−δd Hd Deijmn (Ωpq)
[
DdM nmop + 1

3

(
δnm DdSop

)
+ 1

3

(
δnm DdT op

)] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

]
dY +

d1 lk

(5.131)

δd = 0 dans le domaine élastique (dλd = 0), et δd = 1 dans le domaine fragile (dλd > 0). On
note :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεlk − Fsij (Ωpq) ds − F ∗
T ij (Ωpq) dT − δd DdY ijkl dY +

d1 lk
(5.132)

où :

DdY ijkl = Hd Deijmn (Ωpq)
[
DdM nmop +

1
3

(
δnm DdSop

)
+

1
3

(
δnm DdT op

)] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

]

(5.133)

Pour obtenir une loi de comportement qui peut être programmée dans Θ-Stock, il faut à présent
exprimer l’incrément de contrainte associée à l’endommagement dY+

d1
en fonction des incréments

de déformation, de succion et de température.
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5.3.2.2 Calcul de l’incrément de contrainte associée à l’endommagement

Discrétisation du calcul
Par définition (équation 5.47), la contrainte associée à l’endommagement qui intervient dans la
fonction de charge est :

Y +
d1 ij

= gM εM
+
ij +

gS

3
ε−Sv δij +

gT

3
ε+Tv δij (5.134)

On rappelle que ε+ij désigne la partie positive du tenseur de déformations exprimé dans sa base
propre. On ne peut pas obtenir l’incrément de contrainte Y+

d1
en remplaçant εM

+
ij , ε−Sv et ε+Tv

par leurs incréments. En effet, cette opération reviendrait à considérer que la contrainte associée
à l’endommagement ne peut que croître. C’est vrai pour la variable d’endommagement, mais
pas pour la contrainte qui lui est associée, qui se « relâche » lorsque l’endommagement croît, et
qui peut diminuer si les déformations causées par traction baissent. Pour calculer l’incrément de
force associée à l’endommagement, on doit donc procéder par différence. A l’itération i pratiquée
pendant l’incrément de chargement k :

(
dY +

d1 pq

)
k,i

=
(
Y +

d1 pq

)
k,i
−

(
Y +

d1 pq

)
k,i−1

(5.135)

Pour calculer Y+
d1

à une itération donnée, on a besoin de calculer εM
+
ij , ε−Sv et ε+Tv au cours de

cette itération.

Pour les déformations conjuguées à la contrainte nette, on doit revenir à la définition de εM
+
ij :

εM
+
ij = P+

M ijkl

(
εM pq

)
εM lk (5.136)

où P+
M l’opérateur qui permet de projeter un tenseur sur le cône de ses valeurs propres [40] :

P+
M ijkl

(
εM pq

)
=

3∑

p=1

H(εM
p) np

i np
j np

k np
l (5.137)

où les εM
p et les np désignent respectivement les valeurs et les vecteurs propres du tenseur de

déformations mécaniques, et où H est la distribution de Heaviside.

Les déformations relatives à la succion et à la contrainte thermique sont isotropes. On peut
donc se contenter d’évaluer les parties positives et négatives des déformations volumiques εSv et
εTv. Toute base, et en particulier la base canonique, est une base propre des tenseurs de défor-
mations ε−S ij et ε+T ij . C’est pourquoi, pour avoir des notations homogènes à l’équation 5.136, on
peut adopter le formalisme suivant :

ε−S ij = 1
3H−

ijkl (εSv) δlk εSv

ε+T ij = 1
3H+

ijkl (εTv) δlk εTv

(5.138)

avec :
H−

ijkl (εSv) = H (−εSv) δij δkl

H+
ijkl (εTv) = H (εTv) δij δkl

(5.139)
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Mise en oeuvre matricielle
D’après les équations 5.134, 5.136 et 5.138 :

Y +
d1 mn

= gM P+
M mnrs

(
εM pq

)
εM sr +

gS

3
H−

mnrs (εSv) δsr εSv +
gT

3
H+

mnrs (εTv) δsr εTv

(5.140)

D’après l’équation 5.135, à l’incrément k et à l’itération i, on cherche donc à calculer :

(
dY +

d1 mn

)
k,i

= gM P+
M mnrs

(
εpqMk,i

)
εsrMk,i

− gM P+
M mnrs

(
εpqMk,i−1

)
εsrMk,i−1

+ gS
3 H−

mnrs

(
εSvk,i

)
δsr εSvk,i

− gS
3 H−

mnrs

(
εSvk,i−1

)
δsr εSvk,i−1

+ gT
3 H+

mnrs

(
εTvk,i

)
δsr εTvk,i

− gT
3 H+

mnrs

(
εTvk,i−1

)
δsr εTvk,i−1

(5.141)

que l’on va chercher à exprimer sous la forme :

(
dY +

d1 mn

)
k,i

= gM DMY mnrs dεsrMk,i
+ gS

3 DSY mnrs δsr dεSvk,i
+ gT

3 DTY mnrs δsr dεTvk,i
,

dεmnMk,i
= εmnMk,i

− εmnMk,i−1
, dεSvk,i

= εSvk,i
− εSvk,i−1

, dεTvk,i
= εTvk,i

− εTvk,i−1

(5.142)

Dans Θ-Stock, les tenseurs d’ordre 2 sont stockés dans des vecteurs, et les tenseurs d’ordre 4,
dans des matrices. On suppose que les opérateurs DXY sont diagonaux (pour X=M,S,T). Par
conséquent, on ne change pas la définition de DXY en supposant que le Ieme coefficient diagonal
de la matrice correspondant à DXY est nul dans le cas où la Ieme composante du vecteur de
dεXij est nul. En configuration axisymétrique, les opérateurs DXY sont calculés de la manière
suivante :

∀X = M, S, T

∀I, J = rr, zz, rz, θθ :





(DXYIJ
)k,i = 0 si I 6= J

(DXYII
)k,i =

(dPεXI
)k,i

(dεXI )k,i

si (dεXI
)k,i 6= 0

(DXYII
)k,i = 0 sinon

(5.143)

Le principe du calcul est le même en déformations planes.

Maintenant qu’on sait calculer les tenseurs DMY, DSY et DTY, on peut exprimer dY+
d1

pour
une itération quelconque. D’après les équations 5.71, 5.72 et 5.142 :

dY +
d1 ij

= gM DMY ijkl dεlk

+1
3

[
gS DSY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk dεSv + 1

3

[
gT DTY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk dεTv

(5.144)
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que l’on peut réécrire :

dY +
d1 ij

= gM DMY ijkl dεlk

+ 1
3 βs(Ωpq)

[
gS DSY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk ds + 1

3 β∗T (p,T,Ωpq)

[
gT DTY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk dT

+1
3

[
gS DSY ijmn − gM DMY ijmn

]
[δnm DdSkl] dΩlk

+ 1
3

[
gT DTY ijmn − gM DMY ijmn

]
[δnm DdT kl] dΩlk

(5.145)

D’après l’équation 5.129 :

dY +
d1 ij

= gM DMY ijkl dεlk

+ 1
3 βs(Ωpq)

[
gS DSY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk ds + 1

3 β∗T (p,T,Ωpq)

[
gT DTY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk dT

+δd
Hd
3

[
gS DSY ijmn − gM DMY ijmn

] [
δnm DdSop

] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

]
dY +

d1 lk

+δd
Hd
3

[
gT DTY ijmn − gM DMY ijmn

] [
δnm DdTSop

] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

]
dY +

d1 lk

(5.146)

où δd = 0 dans le domaine élastique (dλd = 0), et où δd = 1 dans le domaine fragile (dλd > 0).
On pose :

DY Y ijkl = δijkl − δd
Hd
3

[
gS DSY ijmn − gM DMY ijmn

] [
δnm DdSop

] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

]

−δd
Hd
3

[
gT DTY ijmn − gM DMY ijmn

] [
δnm DdT op

] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

] (5.147)

D’après l’équation 5.148, l’incrément de contrainte associée à l’endommagement peut alors s’ex-
primer en fonction des incréments de déformation, de succion et de température :

DY Y ijkl dY +
d1 lk

= DY Y M ijkl dεlk + DY Y Sij ds + DY Y T ij dT (5.148)

où : 



DY Y M ijkl = gM DMY ijkl

DY Y Sij = 1
3 βs(Ωpq)

[
gS DSY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk

DY Y T ijkl = 1
3 β∗T (p,T,Ωpq)

[
gT DTY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk

(5.149)

5.3.2.3 Loi de comportement incrémentale finale

Les équations 5.132 et 5.148 permettent d’exprimer la loi de comportement incrémentale sous la
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forme :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεlk − Fsij (Ωpq) ds − F ∗
T ij (Ωpq) dT

−δd DdY ijmn D−1
Y Y nmop

[
DY Y M pokl dεlk + DY Y Spo ds + DY Y T po dT

] (5.150)

En ordonnant l’équation 5.150, on obtient :

dσ”ij = Dedijkl (Ωpq) dεlk − F ed
s ij (Ωpq) ds − F ed

T
∗
ij (Ωpq) dT (5.151)

où : 



Dedijkl (Ωpq) = Deijkl (Ωpq) − δd Ddijkl (Ωpq)
Ddijkl (Ωpq) = DdY ijmn D−1

Y Y nmop DY Y M pokl

F ed
s ij (Ωpq) = Fsij (Ωpq) − δd F d

s ij (Ωpq)
F d

s ij (Ωpq) = −DdY ijmn D−1
Y Y nmop DY Y Spo

F ed
T
∗
ij (Ωpq) = F ∗

T ij (Ωpq) − δd F d
T
∗
ij (Ωpq)

F d
T
∗
ij (Ωpq) = −DdY ijmn D−1

Y Y nmop DY Y T po

(5.152)
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En conditions non saturées anisothermes, le VER étudié est le siège de flux d’eau liquide (conte-
nant de l’air dissout), de vapeur d’eau, d’air gazeux et de chaleur. La croissance de l’endommage-
ment provoque le développement d’un réseau de fissuration. Les flux d’eau liquide et de vapeur au
sein de ce réseau sont homogénéisés à l’échelle du VER, ce qui permet de définir une conductivité
intrinsèque spécifique à la fracturation pour les deux phases de l’eau interstitielle. Le transfert
d’air est supposé diffusif, avec une perméabilité à l’air dépendant d’une puissance de l’indice des
vides total. L’indice des vides dépend des déformations volumiques totales, qui, d’après la loi
de comportement, dépendent de l’endommagement. Le transfert de chaleur comprend un terme
diffusif, et la conductivité qui lui correspond est une fonction affine de la porosité, qui, de même
que l’indice des vides, dépend de l’endommagement. Les termes relatifs à l’évaporation et à la
convection de la chaleur dépendent des masses volumiques des corps en présence dans le VER.
Ces dernières dépendent de la porosité, donc tous les termes de l’équation de transfert de la cha-
leur dépendent de l’endommagement, via la porosité. On considère que dans l’état intact, l’air
gazeux et la chaleur sont plus mobiles que l’eau. Par conséquent, on suppose que l’accélération
des transferts provoquée par l’ouverture de microfissures est plus perceptible pour l’eau liquide
et la vapeur que pour l’air et la chaleur. C’est pourquoi, dans l’état endommagé, on a choisi
d’introduire des termes de conductivité supplémentaires dans les équations de transfert de l’eau,
alors que l’effet de l’endommagement sur les transferts d’air et de chaleur est pris en compte
dans des termes volumiques qui existent déjà dans les formules utilisées dans l’état intact. Ces
nouvelles composantes de conductivité ont pour effet d’équilibrer les changements de flux entre
l’eau liquide, la vapeur, l’air et la chaleur. Sans leur introduction, l’augmentation de la conducti-
vité à l’eau par endommagement serait sous-estimée, car les formules utilisées dans l’état intact
ne sont pas adaptées au changement d’échelle de conductivité engendré par la fissuration. Dans
l’état intact, toutes les conductivités sont scalaires. Dans l’état endommagé, la perméabilité à
l’eau liquide est tensorielle, et reflète l’influence de la fracturation sur l’orientation du flux de
l’eau liquide.

6.1 Transfert de l’eau liquide

6.1.1 Un modèle de transfert diffusif

Comme cela a été fait précédemment dans tous les modèles implémentés dans Θ-Stock [67, 68,
69, 70, 71, 74, 75, 76, 102], on suppose que le transfert de l’eau est diffusif :

Vw = −Kw ·mathbf∇ (Φw) (6.1)

où Vw est la vitesse d’écoulement de l’eau liquide, Kw est le tenseur de perméabilité à l’eau
liquide (d’ordre 2), et Φw est le potentiel hydraulique total :

Φw = Ψw (θw, T ) + z (6.2)

L’intervention de z, la cote du point considéré, permet de prendre en compte les effets gravi-
tationnels. Ψw (θw, T ) est un potentiel relatif à la pression capillaire qui règne dans les pores.
Suivant la réflexion de Philip et de Vries [158], reprise dans les modèles de Gatmiri [68], on
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suppose que Ψw (θw, T ) peut s’écrire :

Ψw (θw, T ) =
σ(T )

σ(Tref )
ΨR (θw) (6.3)

ΨR (θw) est la hauteur d’eau interstitielle à la température de référence Tref :

ΨR (θw) =
pw − pg

γw
(6.4)

où γw est le poids volumique de l’eau liquide, pw est la pression interstitielle de l’eau liquide, et
pg est la pression interstitielle du gaz interstitiel (constitué du mélange d’air et de vapeur d’eau).
σ(T ) est l’énergie surfacique de l’eau interstitielle (en J.m−2). σ(Tref ) est la valeur de l’énergie
surfacique à la température de référence Tref . Dans le modèle élasto-plastique développé par
Jenab [102], en conditions non saturées et anisothermes, la formule empirique de Edlefsen et
Anderson [59] est utilisée pour calculer σ(T ) :

σ(T ) = 0, 1171 − 0, 0001516T (6.5)

Dans la formule 6.5, la température T est exprimée en degré Kelvin (oK).
La perméabilité à l’eau liquide Kw est décomposée multiplicativement :

Kw = kT (T ) kr(Sw)Kint(n,Ωpq) (6.6)

Le tenseur de perméabilité intrinsèque Kint(n,Ωpq) dépend des caractéristiques de la matrice so-
lide endommagée. La dépendance vis-à-vis de la porosité totale et du tenseur d’endommagement
permet de traduire l’influence de la fissuration irréversible sur l’orientation de chemins d’écou-
lement préférentiels. La perméabilité relative kT (T ) kr(Sw) est une caractéristique des fluides
interstitiels et de la chaleur. La perméabilité relative à succion constante kT (T ) traduit l’aug-
mentation de la viscosité de l’eau générée par évaporation. kr(Sw) est la perméabilité relative
qui dépend des caractéristiques des fluides interstitiels. Les formules proposées pour les différents
termes de l’expression 6.6 sont exposées dans les paragraphes suivants. kT (T ) et kr(Sw) sont sans
dimension, et tous les coefficients du tenseur Kint(n,Ωpq) sont homogènes à des vitesses (m.s−1).

D’après les équations 6.2 et 6.3 :

∇Φw =
ΨR (θw)
σ(Tref )

dσ(T )
dT

∇T +
σ(T )

σ(Tref )
dΨR (θw)

dθw
∇θw + ∇z (6.7)

En combinant les équations 6.1 et 6.7, on obtient :

Vw = −ΨR (θw)
σ(Tref )

dσ(T )
dT

Kw · ∇T − σ(T )
σ(Tref )

dΨR (θw)
dθw

Kw · ∇θw −Kw · ∇z (6.8)

D’après l’équation 6.4, on a :

dΨR (θw)
dθw

∇θw = − 1
γw

∇ (pg − pw) (6.9)



6.1. Transfert de l’eau liquide 107

En utilisant la définition de la succion 4.13 :

dΨR (θw)
dθw

∇θw = − 1
γw

∇s (6.10)

L’égalité 6.10 permet de réécrire l’équation 6.8 d’une manière plus adaptée à la formulation en
variables indépendantes :

Vw = −ΨR (θw)
σ(Tref )

dσ(T )
dT

Kw · ∇T +
1
γw

σ(T )
σ(Tref )

Kw · ∇s −Kw · ∇z (6.11)

On note :
Vw = −DTw · ∇T + DPw · ∇s −Kw · ∇z (6.12)

où : 



DTwij = ΨR(θw)
σ(Tref )

dσ(T )
dT Kwij

DPwij = 1
γw

σ(T )
σ(Tref ) Kwij

(6.13)

6.1.2 Perméabilité relative à succion constante

La viscosité de l’eau augmente avec la température. On choisit de traduire ce phénomène physique
de la même manière que dans le modèle de Jenab [102] :

kT (T ) =
µw(T )

µw(Tref )
(6.14)

µw est la viscosité de l’eau (en Pa.s), qui est exprimée selon le modèle de Kaye et Laby [108] :

µw(T ) = 0, 6612.10−3 (T − 229)−1,562 (6.15)

Dans l’équation 6.15, la température est exprimée en degré Kelvin (oK).

6.1.3 Définition d’une surface d’état pour le degré de saturation

Dans le modèle d’élasticité non linéaire développé par Gatmiri en conditions non saturées aniso-
thermes, le degré de saturation Sw évolue sur une surface d’état totalement couplée [68, 69, 70,
71, 74, 75, 76] :

Sw = 1 − [as + bs p”] [1 − exp (cs s)] exp (ds (T − T0)) (6.16)

p" désigne la contrainte nette moyenne (en Pa), s est la succion (en Pa), T est la température
(en oC). T0 désigne la température initiale choisie dans la simulation (en oC). as, bs, cs et ds

sont des paramètres matériels du modèle.
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D’autres choix sont possibles. Dans le modèle de Van Genuchten [197], développé en condi-
tions isothermes, on fait l’hypothèse qu’au sein du VER, la distribution spatiale des tailles de
pores a un courbe en forme de cloche (voir le chapitre 3) :

Sw = (Sw,s − Sw,r) (1 + (α|s|)n)−m + Sw,r (6.17)

On rappelle que Sw,s est le degré de aturation à satiété : à saturation maximale, le degré de satu-
ration ne vaut pas 1 si tous les pores ne sont pas connectés, et que des pores isolés contiennent de
l’air. Mais en général : Sw,s ' 1. Sw,r est le degré de saturation résiduel. Après séchage, le degré
de saturation est non nul s’il reste des bulles d’eau liquide formant une phase discontinue dans
les pores. α est la taille de pore pour laquelle la densité de pores est la plus élevée ; autrement
dit c’est la taille de pore la plus fréquente au sein du VER. n et m sont des paramètres matériels
qui représentent l’extension de la distribution vers les sols fins ou les sols grossiers.
Dans le modèle de Brooks et Corey [28] approximé par Liu et Bodvarsson [123], le réseau po-
reux est assimilé à un réseau tubulaire au sein duquel l’écoulement est dominé par des effets
gravitaires :

Sw = (Sw,s − Sw,r) (α|s|)1−n + Sw,r (6.18)

Dans le modèle 6.18, les écoulements gravitaires sont prépondérants. Ce choix n’est pas pertinent
pour modéliser un flux qui est physiquement orienté par la création d’un réseau de micro-fissures.
La prise en compte des effets mécaniques dans la formule 6.16 permet de travailler avec une sur-
face d’état du degré de saturation totalement couplée. Mais afin d’avoir une meilleure visibilité de
l’effet de l’endommagement sur la création de chemins d’écoulement préférentiels dans la matrice
solide, on choisit de définir le degré de saturation indépendamment de la contrainte nette. En
effet, d’après la décomposition 6.6, Sw influence la perméabilité relative qui dépend des fluides
kr(Sw), alors que les effets de fissuration sont pris en compte dans la perméabilité intrinsèque
anisotrope Kint(n,Ωpq). La porosité n dépend directement des déformations volumiques, dont
l’évolution est contrôlée par la loi de comportement, qui dépend de la contrainte nette. Par
ailleurs, les microfissures peuvent être assimilées à des pores de grande taille. Par suite, un maté-
riau poreux endommagé peut être considéré comme un matériau poreux, dont le réseau de pores
connectés est constitué de pores de la matrice intacte et de microfissures. Il semble donc judicieux
d’adopter une modélisation de type Van Genuchten 6.17, qui permet de calibrer la distribution
spatiale des tailles des pores.
Finalement, on choisit d’utiliser une surface d’état dépendant de la succion et de la température.
On ajoute le terme thermique de la formule 6.16 à l’équation de la courbe de rétention de Van
Genuchten 6.17, et on fixe Sw,s = 1. On adopte un schéma d’intégration de type Mualem, si bien
que m = 1− 1/n (équation 3.85). Finalement, l’équation de la nouvelle surface d’état du degré
de saturation s’écrit :

Sw =
[
(1− Sw,r) (1 + (α|s|)n)−1+1/n + Sw,r

]
exp (ds (T − T0)) (6.19)

La surface d’état du degré de saturation est tracée pour un jeu de paramètre incluant un degré
de saturation résiduel nul (figure 6.1).
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Figure 6.1 – Surface d’état adoptée dans le modèle THHMD pour le degré de saturation.
Sw,r = 0, α = 0.00152Pa−1, n = 1.17, ds = −3 ∗ 10−4 oC−1, T0 = 20oC.

6.1.4 Perméabilité relative caractéristique des fluides

On choisit de suivre le même principe de modélisation que dans les travaux de Jenab [102]. La
formule de la perméabilité kr(Sw) est inspirée des travaux de Irmay [100], Corey [43] et Kovacs
[112] :

kr(Sw) =
(

Sw − Sw,r

1− Sw,r

)d

(6.20)

d est un paramètre matériel, qui vaut 3 chez Irmay [100], 4 chez Corey [43] et 3,5 chez Kovacs
[112]. On fait le même choix que Jenab : d = 3 :

kr(Sw) =
(

Sw − Sw,r

1− Sw,r

)3

(6.21)

6.1.5 Perméabilité intrinsèque

Dans le modèle de Jenab [102], la perméabilité intrinsèque est isotrope et ne dépend que de la
porosité : 




KintJenab = kint(n) δ

kint(n) = kw0 10αw e

(6.22)

δ est le tenseur identité d’ordre 2. e est l’indice des vides, αw est un paramètre matériel et kw0

est une perméabilité de référence (en m.s−1). Lorsque la variation de l’indice des vides est ré-
versible, le niveau d’endommagement est modéré. On peut supposer que les fissures ouvertes ne
sont pas connectées entre elles, mais qu’elles sont reliées aux pores de la matrice intacte. Dans
ce cas, le matériau a une porosité unimodale : il n’y a qu’un réseau d’écoulement, constitué de
pores de tailles variables (incluant les pores de la matrice intacte et les microfissures). Lorsque la
variation de l’indice des vides entre dans le domaine irréversible, le niveau d’endommagement est
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relativement fort, et les fissures créées par endommagement peuvent être connectées et former
un réseau d’écoulement indépendant du réseau poreux de la matrice intacte. L’écoulement est
alors dual, et l’anisotropie de l’endommagement génère la formation de chemins d’écoulement
préférentiels, ce qui se traduit par une perméabilité anisotrope. Il est donc impossible d’utiliser
la formule de Jenab 6.22 dans le domaine irréversible du modèle THHMD.

Shao et al. ont proposé un modèle de perméabilité pour les roches fragiles endommagées [180],
dans lequel la perméabilité totale est la somme de la perméabilité de la roche intacte et de la
perméabilité générée par l’ouverture de fissures. Le même type de démarche est préconisé par
Pruess [166, 167], Chen [37] et leurs collaborateurs. De même, on propose de modéliser les effets
irréversibles de l’endommagement sur la perméabilité intrinsèque à l’eau liquide en addition-
nant l’expression utilisée par Jenab 6.22 et un tenseur de perméabilité anisotrope dépendant de
l’endommagement :

Kint(n) = k1 (nrev, Ωpq) + k2

(
nfrac, Ωpq

)
(6.23)

La partie anisotrope de la perméabilité intrinsèque, k2

(
nfrac, Ωpq

)
, dépend de la porosité générée

par fissuration, et de l’endommagement. L’expression utilisée par Jenab est en fait appliquée au
matériau fragile endommagé pour le domaine des déformations réversibles (et non pour le seul
cas du matériau intact comme dans le modèle de Shao) :

k1 (nrev, Ωpq) = kw0 10αw erev
δ (6.24)

La dépendance vis-à-vis de l’endommagement est rendue par la dépendance vis-à-vis de l’indice
des vides réversible erev, qui dépend des déformations volumiques réversibles, qui elles-mêmes
dépendent des rigidités endommagées De (Ωpq), βs (Ωpq) et βT (Ωpq).

Dans leur modèle de perméabilité anisotrope, Shao et ses collaborateurs [180] n’ont pas uti-
lisé des variables homogénéisées comme dans le modèle THHMD, mais les données relatives à
chacune des microfissures endommageant le VER. Nous cherchons maintenant à adapter les for-
mules de Shao [180] pour obtenir l’expression de k2

(
nfrac, Ωpq

)
. Shao et al. supposent que le

flux dans le milieu poreux endommagé suit une loi de Darcy du type :

Vw = −(k0 + kc)
µw

· ∇pw (6.25)

où µw est la viscosité dynamique de l’eau liquide. k0 est la perméabilité du matériau intact, et
kc, la perméabilité générée par fracturation. C’est l’expression de kc qu’on cherche à adapter
pour obtenir k2

(
nfrac,Ωpq

)
.

A l’intérieur d’une microfissure dont l’orientation est caractérisée par le vecteur normal n, Shao
fait l’hypothèse que le fluide s’écoule parallèlement au plan de fracturation. Shao suppose qu’on
peut appliquer les équations de Navier-Stokes, qui décrivent un écoulement laminaire entre deux
plans parallèles. Il s’agit d’une loi cubique du type :

Vw
c (n) = − λ

12
1

µw
e (n)2 (δ − n⊗ n) · (∇pw)c , 0 ≤ λ ≤ 1 (6.26)

En raison de sa rugosité et de sa tortuosité, la fracture n’est pas parfaitement conductrice, et
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c’est pourquoi le paramètre λ module la vitesse d’écoulement. e (n) est l’ouverture de la fissure.
(∇pw)c est le gradient de pression interstitielle qui règne dans la fissure considérée. Comme on
l’a expliqué plus haut, la composante k2

(
nfrac, Ωpq

)
de la perméabilité intrinsèque modélise

un niveau élevé d’endommagement, pour lequel on peut imaginer que les fissures forment un
réseau connecté indépendant. C’est pourquoi on suppose que l’ensemble des fissures peut être
caractérisé par un gradient de pression interstitielle unique, noté ∇pw. Shao calcule la vitesse
d’écoulement dans l’ensemble du réseau en pratiquant une intégration sur le volume V c occupé
par les microfissures, et en normalisant le résultat par le volume VV ER du Volume Elémentaire
Représentatif :

Vw = −k0

µw
· ∇pw +

1
VV ER

∫

V c

Vw
c (n) dV c (6.27)

Il est supposé que toutes les microfissures de vecteur normal n sont de forme circulaire, de même
rayon r (n), et de même ouverture e (n). Le volume occupé par les N (n) microfissures de vecteur
normal n vaut :

dV c (n) = N (n) π r (n)2 e (n) (6.28)

Shao suppose que le nombre de microfissures d’une orientation donnée peut être relié au nombre
total N de microfissures endommageant le VER par l’intermédiare d’un facteur R (n), qui quan-
tifie le degré de connectivité des microfissures de vecteur normal n à l’ensemble du réseau de
microfissures développé dans le VER :

N (n) = N R (n) (6.29)

Le volume occupé par l’ensemble des microfissures est donc :

V c =
∫

V c

dV c =
∑
n

dV c (n) =
∑
n

[
N R (n) π r (n)2 e (n)

]
(6.30)

Le volume occupé par l’envemble des microfissures endommageant le VER est obtenu en som-
mant les volumes des microfissures dans toutes les directions de fracturation. Cette somme peut
s’exprimer sous la forme d’une intégrale continue sur l’angle solide dS

4π :

V c =
1

4π

∫

Sc

[
N R (n) π r (n)2 e (n)

]
dS (6.31)

En combinant les équations 6.26, 6.27 et 6.31, Shao obtient l’égalité suivante :

Vw = − k0

µw
· ∇pw

− λ
12 µw

N π
4π

1
VV ER

[∫
Sc

[
R (n) e (n)3 r (n)2 (δ − n⊗ n)

]
dS

]
· ∇pw

(6.32)

La combinaison des équation 6.27 et 6.32 donne ensuite :

kc =
N λ

48
1

VV ER

∫

Sc

[
R (n) e (n)3 r (n)2 (δ − n⊗ n)

]
dS (6.33)

Nous devons à présent adapter cette formule aux variables homogénéisées qui sont utilisées dans
le modèle THHMD :
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1. Shao et al. travaillaient en conditions saturées et isothermes. D’après l’équation 6.6, pour
passer aux conditions non saturées anisothermes, il faut notamment introduire les perméa-
bilités relatives 10.39 et 6.21 dans la formule 6.33.

2. Shao et al. sont partis de considérations purement micromécaniques, alors que la représenta-
tion de l’endommagement choisie ici est fondée sur le concept de mésofissure homogénéisée.

De même que dans la modélisation de Shao, on suppose que l’écoulement dans la fissure ho-
mogénéisée de normale nk est parallèle au plan de fracturation et qu’on peut utiliser l’équation
de Navier-Stokes établie pour un écoulement laminaire entre deux plans parallèles. Par ailleurs,
on suppose que les fissures homogénéisées sont parfaitement conductrices, i.e. λ = 1. En effet,
les fissures homogénéisées sont des objets mathématiques, et non physiques, et il ne paraît pas
pertinent de prendre en compte la rugosité ou la tortuosité sur des objets abstraits définis pour
quantifier l’endommagement. D’après les équations 6.1 et 6.2, la vitesse d’écoulement dans la
fissure homogénéisée de normale nk est :

Vw
k (nk) = −kT (T ) kr(Sw)

1
12µw (Tref )

ek (nk)
2 (δ − nk ⊗ nk) · ∇ (γw (Ψw + z)) (6.34)

La vitesse d’écoulement de l’eau liquide au sein du réseau de mésofissures homogénéisées est la
somme des trois vitesses 6.34, pondérées par les fractions volumiques caractérisant l’espace occupé
par les trois familles de microfissures endommageant le VER. Contrairement à la démarche de
Shao (équation 6.27), la sommation est ici discrète, puisque les vitesses d’écoulement sont déjà
homogénéisées :

Vw
frac =

1
VV ER

3∑

k=1

[
Vw

k (nk) V k
]

(6.35)

Le volume V k occupé par une fissure homogénéisée, de rayon rk (nk) et d’ouverture ek (nk),
vaut :

V k = π rk (nk)
2 ek (nk) (6.36)

Nous avons défini le VER comme un cube de côté b (équation 4.10). D’où :

VV ER = b3 (6.37)

En supposant que le poids volumique de l’eau γw est homogène, la combinaison des équations
6.35, 6.36, 6.37 et 6.34 donne :

Vw
frac =

−kT (T ) kr(Sw) γw

12 µw(Tref)
π
b3

[∑3
k=1 ek (nk)

3 rk (nk)
2 (δ − nk ⊗ nk)

]

·∇ (Ψw + z)

(6.38)

D’après les équations 6.1, 6.2, 6.6 et 6.23, la vitesse d’écoulement au sein du réseau de fracturation
6.38 est reliée à la perméabilité intrinsèque relative à la fissuration k2

(
nfrac, Ωpq

)
par l’équation :

Vw
frac = −kT (T ) kr(Sw)k2

(
nfrac, Ωpq

)
· ∇ (Ψw + z) (6.39)
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Par identification entre les équations 6.38 et 6.39, on obtient l’expression de la perméabilité
intrinsèque relative à la fissuration :

k2

(
nfrac, Ωpq

)
=

γw

12 µw (Tref )
π

b3

3∑

k=1

ek (nk)
3 rk (nk)

2 (δ − nk ⊗ nk) (6.40)

Si deux mésofissures homogénéisées se rejoignent alors qu’elles sont caractérisées par le même
vecteur normal nk et qu’elles appartiennent à deux VER voisins, alors on ne peut pas utiliser
la théorie des continua pour représenter le phénomène d’endommagement dans le matériau, et
la modélisétion est invalidée. Supposant que dans un VER donné, les trois vecteurs normaux
caractérisant les directions de fracturation principales forment une base, une condition suffisante
pour assurer la validité du concept de continuum est :

rk < b (6.41)

D’après les équations 4.9 et 4.10, on peut transformer l’équation 6.40 pour remplacer les rayons
rk (nk) et ouvertures ek (nk) des mésofissures par leurs fractions volumiques dk. Sachant que :

rk (nk) = b

(
dk

π χ

)1/3

(6.42)

on obtient :

k2

(
nfrac, Ωpq

)
=

π−2/3 γw

12µw (Tref )
χ4/3 b2

3∑

k=1

d
5/3
k (δ − nk ⊗ nk) (6.43)

La formule 6.43 dépend toujours du raffinement du maillage, en raison de l’intervention de la
longueur caractéristique du VER, b, dans l’égalité. Cette dépendance, comme on l’a vu dans les
études bibliographiques précédentes (chapitre 3), est liée au problème de localisation de l’endom-
magement, et nécessite une régularisation. A cette fin, on introduit une longueur interne dans
le modèle. La longueur interne qui nous intéresse ici est b. Il s’agit de calculer b en fonction
de données matérielles propres au problème étudié, et non d’introduire b comme une donnée
du modèle. C’est pourquoi pour un seuil d’endommagement donné, on introduit une borne su-
périeure kmax

wdg (en m.s−1) pour la valeur moyenne de la perméabilité intrinsèque relative à la
fissuration k2

(
nfrac, Ωpq

)
. Pour un niveau d’endommagement isotrope élevé, on peut trouver

des estimations de la perméabilité maximale kmax
wdg . On suppose ainsi que pour un endommage-

ment Ωij = 0, 95 δij , la moyenne de la perméabilité k2

(
nfrac, Ωpq

)
est égale à la valeur maximale

kmax
wdg :

1
3

Tr
[
k2

(
nfrac, Ωij = 0, 95 δij

)]
= kmax

wdg (6.44)

D’après l’équation 6.43, la moyenne de k2

(
nfrac, Ωij = 0, 95 δij

)
vaut :

1
3 Tr

[
k2

(
nfrac, Ωij = 0, 95 δij

)]
= 1

3
π−2/3 γw

12 µw(Tref)
χ4/3 b2 0, 955/3 δ :

[(e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3) + (e1 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3) + (e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2)]
(6.45)
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où e1, e2 et e3 sont les vecteurs de la base principale de l’endommagement. Comme on a fait
l’hypothèse que cette base était fixe, il s’agit des vecteurs de la base canonique.

1
3

Tr
[
k2

(
nfrac, Ωij = 0, 95 δij

)]
=

2
3

π−2/3 γw

12 µw (Tref )
χ4/3 b2 0, 955/3 δ : δ (6.46)

1
3

Tr
[
k2

(
nfrac, Ωij = 0, 95 δij

)]
=

π−2/3 γw

6µw (Tref )
χ4/3 b2 0, 955/3 (6.47)

La combinaison des équations 6.44 et 6.47 donne :

b =
√

6
0, 955/6

(
π

χ2

)1/3 (
µw (Tref )

γw

)1/2 (
kmax

wdg

)1/2 (6.48)

Le même type de calcul peut être réalisé en supposant que kmax
wdg est la perméabilité globale

maximale, atteinte pour un niveau d’endommagement donné. Les formules sont un peu plus
complexes, car il faut faire abstraction des contributions des perméabilités relatives d’une part,
et de la perméabilité intrinsèque « réversible » d’autre part, pour en arriver à l’expression de b.

6.1.6 Résumé du modèle de perméabilité à l’eau liquide

On fait l’hypothèse qu’à l’échelle du VER, le transfert de l’eau liquide peut être décrit par une
loi de Darcy. La perméabilité à l’eau est anisotrope, et est décomposée en :

Kw = kT (T ) kr(Sw)Kint(n,Ωpq) (6.49)

La perméabilité relative à succion constante kT (T ) est sans dimension et quantifie l’augmentation
de la viscosité de l’eau avec la température :

kT (T ) =
µw(T )

µw(Tref )
(6.50)

La perméabilité relative caractéristique des fluides interstitiels kr(Sw) est également sans dimen-
sion, et prend en compte les effets capillaires induits par les variations du degré de saturation de
l’eau liquide Sw :

kr(Sw) =
(

Sw − Sw,r

1− Sw,r

)3

(6.51)

Le degré de saturation évolue sur une surface d’état qui dépend des pressions interstitielles et de
la température, mais qui est découplée des effets mécaniques associés à la contrainte nette :

Sw =
[
(1− Sw,r) (1 + (α|s|)n)−(1−1/n) + Sw,r

]
exp (ds (T − T0)) (6.52)

Les coefficients du tenseur de la perméabilité intrinsèque Kint(n, Ωpq) sont homogènes à des
vitesses. La perméabilité intrinsèque reflète l’influence des déformations du réseau poreux de la
matrice solide sur le flux d’eau liquide. Elle est décomposée en une partie isotrope, relative à
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l’écoulement d’eau dans le domaine des déformations réversibles, et une partie anisotrope, qui
traduit la création de chemins d’écoulement préférentiels par fissuration :

Kint (n,Ωpq) = k1 (nrev, Ωpq) + k2

(
nfrac,Ωpq

)
(6.53)

La définition de la perméabilité intrinsèque isotrope k1 (nrev, Ωpq) est inspirée des modèles de
perméabilité en milieu non saturé anisotherme non fragile :

k1 (nrev, Ωpq) = kw0 10αw erev
δ (6.54)

On suppose que l’écoulement d’eau liquide à l’intérieur du réseau de fissuration est laminaire à
l’échelle microscopique des micro-fissures, et que la loi de transfert peut s’écrire sous la forme
d’une loi de Darcy à l’échelle mésoscopique du VER. Les deux hypothèses sont combinées
et l’expression finale de la perméabilité intrinsèque anisotrope k2

(
nfrac, Ωpq

)
est obtenue par

homogénéisation :

k2

(
nfrac, Ωpq

)
=

π−2/3 γw

12µw (Tref )
χ4/3 b2

3∑

k=1

d
5/3
k (δ − nk ⊗ nk) (6.55)

b est la longueur caractéristique du VER, et joue le rôle de longueur interne pour le modèle de
flux d’eau liquide. b est calculé en introduisant un maximum kmax

wdg pour la perméabilité intrin-
sèque anisotrope à un seuil d’endommagement donné. Par exemple, si la perméabilité intrinsèque
relative à la fracturation est connue pour un endommagement isotrope de 95 pour cent :

b =
√

6
0, 955/6

(
π

χ2

)1/3 (
µw (Tref )

γw

)1/2 (
kmax

wdg

)1/2 (6.56)

Le modèle de transfert de l’eau liquide en milieu endommagé nécessite l’utilisation des para-
mètres matériels suivants :

1. le degré de saturation résiduel Sw,r (sans dimension) ;
2. la taille de pore la plus représentée au sein du réseau constitué par les pores de la matrice

intacte et par les microfissures qui endommagent le VER : paramètre de Van Genuchten α

(en Pa−1) ;
3. le paramètre de Van Genuchten qui calibre l’extension de la distribution spatiale des tailles

de pores vers les pores fins ou grossiers, n (sans dimension, avec n > 1) ;
4. le paramètre qui module l’influence de la température dans l’équation de la surface d’état

du degré de saturation, ds (en oC−1) ;
5. la perméabilité intrinsèque de référence kw0 (en m.s−1) ;

6. le paramètre qui module l’exponentielle de l’indice des vides réversible dans la définiton de
la perméabilité intrinsèque isotrope, αw (sans dimension) ;

7. le paramètre de dilatance qui relie l’ouverture des mésofissures à leur rayon, χ (sans di-
mension) ;

8. le maximum de la moyenne de la perméabilité intrinsèque anisotrope à seuil d’endommag-
ment fixé, kmax

wdg (en m.s−1).

Si l’endommagement croît dans la direction r, la perméabilité anisotrope endommagée croît dans
les directions z et θ (voir figure 6.2) :
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Figure 6.2 – Effet d’une fissuration irréversible due à une traction radiale sur le tenseur de
perméabilité à l’eau liquide.

6.2 Transfert de la vapeur d’eau

6.2.1 Modèle de transfert de la vapeur en milieu intact

La vitesse d’écoulement de la vapeur dans le réseau poreux est définie par [158] :

Vvap =
1

ρvap
Qvap (6.57)

où Qvap est le débit de vapeur au sein du VER. Dans le modèle original de Philip et de Vries
[158] :

Qvap = −D0 νvap αvap n(1− Sw)∇ρvap (6.58)

• n est la porosité du VER, et Sw est le degré de saturation de l’eau liquide. On suppose que l’air
et la vapeur sont parfaitement mélangés, et que la fraction volumique occupée par la vapeur
est la même que l’air (cette fraction volumique vaut n(1− Sw)).

• D0 est la diffusivité moléculaire de la vapeur d’eau dans l’air. On reprend les travaux de Jenab
[102], qui s’est inspirée des travaux de Geraminezad et Saxena [80] pour évaluer la dépendance
de la diffusivité moléculaire de la vapeur vis-à-vis de la température :

D0 =
229.10−2

pg + patm

(
T + 273, 15

273

)1,75

= 1, 24.10−4 (T + 273, 15)1,75

pg + patm
(6.59)

T est la température, exprimée en oC. pg est la pression interstitielle de la phase gazeuse et
patm est la pression atmosphérique (en Pa). D0 est exprimée en m2.s−1.
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• νvap est le « facteur de flux massique » :

νvap =
pg

pg − pvap
(6.60)

où pg est la pression interstitielle du mélange d’air et de vapeur, et où pvap est la pression
partielle de la vapeur. Dans les conditions usuelles de température, νvap est très proche de 1.
Dans les modèles développés par Gatmiri [68, 69, 70, 71, 74, 76] et programmés dans Θ-Stock
[75, 102], on considère que la pression partielle de l’air est égale à la pression interstitielle du
mélange gazeux, et que le facteur νvap vaut 1,024 :

{
νvap = 1, 024
pg ' pa

(6.61)

• αvap est un facteur de tortuosité, adimensionnel.

• ρvap est la masse volumique de la vapeur. D’après Philip et de Vries [158] :

ρvap = h (θw, T ) ρ0
vap (θw, T ) (6.62)

où h est l’humidité relative, sans dimension :

h (θw, T ) = exp

(
Ψw g

Rvap T

)
(6.63)

Ψw est le potentiel capillaire, défini en 6.3 et exprimé en mètres. g est l’accélération de la
pesanteur (en m.s−2). T est la température, en oC. Rvap est la constante des gaz pour la
vapeur d’eau :

Rvap = 461, 5m2.s−2 .̊ C−1 (6.64)

Dans Θ-Stock, les dérivées de l’humidité relative sont calculées à partir de la formule 6.63, mais
l’humidité relative elle-même est évaluée au moyen d’une expression donnée par Geraminezad
et Saxena [80] :

h (θw, T ) =

[
1 +

[
θw

0, 04 ρ0
vap (θw, T )

]−4,27
]−0,42

(6.65)

Philip et de Vries font l’hypothèse que la masse volumique de la vapeur en conditions saturées
ρ0

vap ne dépend que de la température. De même, chez Jenab [102], qui s’inspire des travaux
de Geraminezad et Saxena [80], ρ0

vap ne varie qu’avec la température :

ρ0
vap(T ) = 10−3 exp

(
19, 819 − 4975, 9

T + 273, 15

)
(6.66)

Dans la formule 6.66, la masse volumique ρ0
vap est exprimée en kg.m−3, et la température T

est exprimée en oC.

La dérivation spatiale de l’équations 6.62 donne :

∇ρvap = h (θw, T ) ∇ρ0
vap(T ) + ρ0

vap(T )∇h (θw, T ) (6.67)



118 Chapitre 6. Lois de transfert

D’après Philip et de Vries [158], les variations de l’humidité relative avec la température peuvent
être négligées :

∂h (θw, T )
∂T

' 0 (6.68)

D’après les équations 6.67, 6.66 et 6.68, on a donc :

∇ρvap = h (θw, T )
dρ0

vap(T )
dT

∇T + ρ0
vap(T )

∂h (θw, T )
∂θw

∇θw (6.69)

En introduisant la définition de l’humidité relative 6.63 et en utilisant la défintion du potentiel
capillaire 6.3 dans l’égalité 6.69, il vient :

∇ρvap = h (θw, T )
dρ0

vap(T )
dT

∇T + h (θw, T ) ρ0
vap(T )

g

Rvap T

∂Ψw (θw, T )
∂θw

∇θw (6.70)

La combinaison des équations 6.57, 6.58 et 6.70 donne :

Vvap = − 1
ρvap

D0 νvap αvap n(1− Sw)

×
[
h (θw, T ) dρ0

vap(T )

dT ∇T + h (θw, T ) ρ0
vap(T ) g

Rvap T
∂Ψw(θw,T )

∂θw
∇θw

] (6.71)

Dans les modèles de Gatmiri [68], repris par Jenab [102], la forme de l’équation 6.71 est modifiée
pour tenir compte du rapport du gradient de température microscopique (à l’échelle des pores)
par le gradient de température mésoscopique (à l’échelle du VER), (∇T )a /∇T . Le coefficient
(∇T )a /∇T traduit la prépondérance des flux thermiques à l’échelle des petits espaces existant
entre la matrice solide et le liquide interstitiel par rapport aux flux thermiques évalués à l’échelle
du VER. En considérant que la fraction volumique active des flux de vapeur valait n et non
n(1 − Sw), Preece [164] de Ewen et Thomas [60] ont trouvé une nouvelle expression pour la
vitesse mésoscopique de la vapeur d’eau :

Vvap = − 1
ρvap

D0 νvap n

×
[

(∇T )a
∇T h (θw, T ) dρ0

vap(T )

dT ∇T + h (θw, T ) ρ0
vap(T ) g

Rvap T
∂Ψw(θw,T )

∂θw
∇θw

] (6.72)

D’après les travaux de Ewen et Thomas [60] :

(∇T )a

∇T
=

1
3

[
2

1 + BT GT
+

1
1 + BT (1− 2GT )

]
(6.73)

où :

GT =





0, 3333 − 0, 325 n−θw
n si 0, 09 < θw(< n)

0, 0033 + 11, 11
(
0, 33 − 0, 325 n−0,09

n

)
θw si (0 <)θw < 0, 09

(6.74)

BT =
λa + λvap

λw
− 1 (6.75)
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λa et λw sont respectivement les conductivités thermiques de l’air gazeux et de l’eau liquide :

{
λa = 0, 0258J.s−1.m−1.oK−1

λw = 0, 6 J.s−1.m−1.oK−1 (6.76)

λvap est la conductivité thermique de la vapeur d’eau, qui vaut , d’après Ewen et Thomas [60] :

λvap = D0 νvap h (θw, T )
dρ0

vap(T )
dT

hfg (6.77)

hfg est la chaleur latente d’évaporation de l’eau interstitielle :

hfg = 2, 4.106 J.kg−1 (6.78)

D’après la définition du potentiel capillaire Ψw (θw, T ) (équation 6.3) :

∂Ψw (θw, T )
∂θw

∇θw =
σ(T )

σ (Tref )
dΨR (θw)

dθw
∇θw (6.79)

En combinant les équations 6.79 et 6.9 :

∂Ψw (θw, T )
∂θw

∇θw = − 1
γw

σ(T )
σ (Tref )

∇ (pg − pw) (6.80)

Tenant compte de l’expression de la masse volumique de la vapeur 6.62 et de la défintion de la
succion 4.13, on introduit l’égalité 6.80 dans l’équation 6.72 :

Vvap = − 1
ρvap

D0 νvap n

×
[

(∇T )a
∇T h (θw, T ) dρ0

vap(T )

dT ∇T − ρvap (θw, T ) g
Rvap T

1
γw

σ(T )

σ(Tref)
∇s

] (6.81)

On note :

Vvap
∗ =

ρvap

ρw
Vvap = −DTvap ∇T + DPvap ∇s (6.82)

Dint, vap = D0 νvap n (6.83)

avec : 



DTvap = 1
ρw

Dint, vap
(∇T )a
∇T h (θw, T ) dρ0

vap(T )

dT

DPvap = 1
ρw

Dint, vap ρvap (θw, T ) g
Rvap T

1
γw

σ(T )

σ(Tref)

(6.84)
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6.2.2 Extension du modèle de transfert de la vapeur aux milieux fracturés

On suit une démarche proche de celle adoptée dans la modélisation du transfert de l’eau liquide.
On suppose que la fissuration induite par endommagement accélère le flux de vapeur, et que cette
accélération ne peut pas être rendue par l’extension des formules appliquées au milieu intact aux
configurations endommagées. On considère qu’en milieu endommagé, la conductivité intrinsèque
de la vapeur Dint, vap comporte une partie relative au flux de vapeur dans les pores de la matrice
solide (domaine réversible des déformations), et une partie relative au flux de vapeur dans le
réseau de microfissures :

Dint, vap = Dint, vap1 (nrev, s, T,Ωpq) + Dint, vap2

(
nfrac, Ωpq

)
(6.85)

La conductivité relative au flux dans les pores de la matrice solide, Dint, vap1 (nrev, s, T,Ωpq),
est exprimée de la même manière que pour un matériau intact, en restreignant la définition au
domaine des porosités réversibles. D’après l’équation 6.83, on a donc :

Dint, vap1 (nrev, s, T,Ωpq) = D0 νvap nrev (6.86)

Dans le réseau de microfissures, la perméabilité à la vapeur est choisie comme étant la moyenne
de la perméabilité intrinsèque anisotrope k2

(
nfrac, Ωpq

)
introduite dans le modèle de transfert

de l’eau liquide. L’intervention de la moyenne se traduit par une définition scalaire de la conduc-
tivité de la vapeur au sein du réseau de microfissures. Autrement dit, on suppose que la vapeur
est si mobile que son flux n’est pas orienté par la fracturation. A l’échelle du VER, on suppose
que la fissuration influence le transfert de vapeur de façon isotrope, c’est-à-dire que c’est l’en-
dommagement moyen du VER qui accélère le flux de vapeur dans toutes les directions. La vapeur
étant plus mobile que l’eau liquide, le temps caractéristique du transfert de vapeur est inférieur
à celui du transfert de l’eau liquide. Par conséquent, la longueur matérielle b∗ qui caractérise le
transfert de vapeur est supérieure à la longueur interne b qui caractérise le transfert de l’eau
liquide. On considère ainsi que la perméabilité à la vapeur kfrac

vap

(
nfrac,Ωpq

)
est la moyenne de

k2
∗ (

nfrac, Ωpq

)
, calculée avec b∗, et non la moyenne de k2

(
nfrac, Ωpq

)
, calculée avec b :

kfrac
vap

(
nfrac,Ωpq

)
=

1
3

Tr
(
k2

∗
(
nfrac,Ωpq

))
(6.87)

La perméabilité à la vapeur kfrac
vap

(
nfrac, Ωpq

)
est homogène à une vitesse, et on a besoin d’ex-

primer la conductivité Dint, vap2

(
nfrac, Ωpq

)
, qui est homogène à une diffusivité moléculaire (ex-

primée en m2.s−1). On relie les deux paramètres de conductivité de la vapeur dans le réseau de
fissuration par une relation de proportionnalité faisant intervenir la longueur interne du modèle
de flux de la vapeur, b∗ :

Dint, vap2

(
nfrac, Ωpq

)
= b∗ kfrac

vap

(
nfrac, Ωpq

)
(6.88)

La combinaison des équations 6.88 et 6.87 donne finalement :

Dint, vap2

(
nfrac,Ωpq

)
=

b∗

3
Tr

(
k2

∗
(
nfrac,Ωpq

))
(6.89)

De même que dans la modélisation du transfert de l’eau liquide, la longueur interne b∗ est calculée
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au moyen de l’introduction d’un maximum pour la conductivité Dint, vap2

(
nfrac,Ωpq

)
, évalué à

un niveau d’endommagement fixé :

Dmax
dg =

b∗

3
Tr

(
k2

∗
(
nfrac, Ωpq = 0, 95 δ

))
(6.90)

En déroulant les calculs de la même manière que dans les équations 6.45, 6.46, 6.47 et 6.48, on
trouve :

(b∗)3 =
6

0, 955/3

µw (Tref )
γw

(
π

χ2

)2/3

Dmax
dg (6.91)

On rappelle que l’expression de la longueur interne propre au transfert de l’eau liquide (équation
6.56) :

b2 =
6

0, 955/3

µw (Tref )
γw

(
π

χ2

)2/3

kmax
wdg (6.92)

La combinaison des équations 6.91 et 6.92 donne :

b∗ =

(
Dmax

dg

kmax
wdg

)1/3

b2/3 (6.93)

Supposons que la perméabilité intrinsèque à l’eau liquide du matériau intact soit de l’ordre de
10−8 m.s−1, et qu’on choisisse kmax

wdg = 10−6 m.s−1. Supposons que la conductivité moléculaire D0

soit de l’ordre de 10−5 m2.s−1. C’est un ordre de grandeur raisonnable dans la gamme de tempé-
rature et de presssion qui nous intéresse, compte-tenu de la formule 6.59. D0 est du même ordre
de grandeur que Dint, vap1 (nrev, s, T, Ωpq) (équation 6.86). Si on choisit Dmax

dg = 10−3 m2.s−1,
alors, d’après l’équation 6.93, on a :

b∗ = 10 b2/3 (6.94)

D’après la définition 6.87 et d’après l’équation 6.94, les ordres de grandeur de la perméabilité à
la vapeur et de la perméabilité à l’eau liquide pour le milieu fracturé sont liés par l’égalité :

kfrac
vap

(
nfrac,Ωpq

)
=

100 b−2/3

3
Tr

(
k2

(
nfrac, Ωpq

))
(6.95)

D’après la formule 6.92, la longueur interne b est toujours inférieure à 1 dans les problèmes
mécaniques qui nous intéressent. Par conséquent, la perméabilité à la vapeur kfrac

vap

(
nfrac, Ωpq

)

du VER endommagé est toujours au moins 100 fois supérieure à l’ordre de grandeur de la
perméabilité à l’eau liquide dans le milieu fracturé. D’autre part, d’après les équations 6.55, 6.88
et 6.95 :

Dint, vap2

(
nfrac, Ωpq

)
=

1000
3

Tr
(
k2

(
nfrac, Ωpq

))
(6.96)

La perméabilité intrinsèque à l’eau liquide étant de l’ordre de 10−8 m.s−1 pour le matériau in-
tact, et le maximum kmax

wdg ayant été fixé à 10−6 m.s−1, on peut supposer que dans la formule
6.96, la moyenne de k2

(
nfrac, Ωpq

)
varie entre 10−8 m.s−1 et 10−6 m.s−1. Dint, vap2

(
nfrac, Ωpq

)

varie alors entre 10−5 m2.s−1 et 10−3 m2.s−1, et peut donc traduire une accélération du flux de
vapeur par fissuration, puisque Dint, vap1 (nrev, Ωpq) est du même ordre de grandeur que D0, soit
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10−5 m2.s−1.

En résumé, les équations qui gouvernent le transfert de vapeur à l’échelle du VER endommagé
sont :

Vvap
∗ =

ρvap

ρw
Vvap = −DTvap ∇T + DPvap ∇s (6.97)





DTvap = 1
ρw

Dint, vap
(∇T )a
∇T h (θw, T ) dρ0

vap(T )

dT

DPvap = 1
ρw

Dint, vap ρvap (θw, T ) g
Rvap T

1
γw

σ(T )

σ(Tref)

(6.98)

Dint, vap = Dint, vap1 (nrev, s, T,Ωpq) + Dint, vap2

(
nfrac, Ωpq

)
(6.99)

Dint, vap1 (nrev, s, T,Ωpq) = D0 νvap nrev (6.100)

Dint, vap2

(
nfrac,Ωpq

)
=

b∗

3
Tr

(
k2

∗
(
nfrac,Ωpq

))
(6.101)

k2
∗
(
nfrac, Ωpq

)
=

π−2/3 γw

12µw (Tref )
χ4/3 (b∗)2

3∑

k=1

d
5/3
k (δ − nk ⊗ nk) (6.102)

b∗ =
(

Dmax
dg

kmax
wsg

)1/3

b2/3 (6.103)

b =
√

6
0, 955/6

(
π

χ2

)1/3 (
µw (Tref )

γw

)1/2 (
kmax

wdg

)1/2 (6.104)

6.3 Transfert de l’air gazeux

Comme dans les précédents travaux de Gatmiri [68, 69, 70, 71, 74, 75, 76, 102], on suppose que
les transferts d’air sont diffusifs, et qu’on peut calculer la vitesse d’écoulement de l’air dans le
matériau poreux endommagé par la loi de Darcy :

Va = −Ka · ∇
(

pa

γa
+ z

)
(6.105)

γa est le poids volumique de l’air, et z, la cote du point considéré. Ka désigne la perméabilité
à l’air du matériau étudié. Comme dans les précédents travaux de Gatmiri [68, 69], on suppose
que la pression interstitielle de l’air dépend de la température. Par conséquent :

∇
(

pa (x, T (x))
γa

)
= ∇

(
pa (x)

γa

)
+

1
γa

∂pa (x, T (x))
∂T (x)

∇T (x) (6.106)

La combinaison des équations 6.105 et 6.106 donne :

Va = − 1
γa

∂pa (x, T (x))
∂T (x)

Ka · ∇T (x) −Ka · ∇
(

pa

γa

)
−Ka · ∇z (6.107)

On suppose que l’air est un gaz parfait. Par conséquent :

pa + patm = ρa
R

mm
(T + 273, 15) (6.108)
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où T est la température exprimée en oC, et où patm est la pression atmosphérique, exprimée en
Pa. R est la constante des gaz parfaits : R = 8, 314J.K−1.mol−1. mm est la masse molaire de
l’air (voir le chapitre 8 sur la formulation forte du problème pour avoir l’expression détaillée de
mm).

Comme pour la vapeur, on suppose que la création de chemins d’écoulement préférentiels par
fissuration a peu d’influence sur l’orientation du flux de l’air gazeux par rapport à l’orientation du
flux de l’eau liquide. L’influence de l’endommagement sur le transfert de l’air peut donc être prise
en compte au moyen d’une perméabilité à l’air isotrope. Contrairement aux choix de modélisation
adoptés pour des transferts de l’au liquide et de la vapeur, on n’introduit pas de composante spé-
cifique à la fracturation dans la définition de la perméabilité à l’air. On adopte la même formule
de perméabilité que dans les précédents travaux de Gatmiri [68, 69, 70, 71, 74, 75, 76, 102] :

Ka = ca
γa

µa
[e(1− Sw)]αa δ (6.109)

L’indice des vides total e dépend des déformations volumiques, qui dépendent de l’endomma-
gement via la loi de comportement choisie dans le modèle THHMD. La perméabilité à l’air est
donc proportionnelle à une puisssance des déformations volumiques, ce qui traduit une dépen-
dance isotrope de la permébilité vis-à-vis de l’endommagement. ca et αa sont des paramètres
matériels. µa est la viscosité dynamique de l’air. Dans les conditions normales de température et
de pression, µa = 1, 846.10−5N.S.m−2. On conserve la formule programmée dans Θ-Stock, qui
relie la viscosité dynamique de l’air à la température :

µa = 2, 2152.10−7 (T + 273, 15)0,775 (6.110)

6.4 Transfert de la chaleur

La fissuration génère une nouvelle répartition volumique des phases matérielles qui constituent
le VER. L’ouverture d’une méso-fissure provoque la diminution du volume relatif occupé par les
grains solides, tandis que le volume relatif occupé par les phases fluides augmente. La nouvelle
« répartition spatiale » des fluides dans les fractures dépend des lois de transfert précédemment
décrites. La conductivité thermique du milieu poreux non saturé non isotherme endommagé doit
en conséquence être pondérée par la nouvelle distribution des volumes des phases pour refléter
l’influence de l’endommagement sur le transfert de chaleur.

On adopte un modèle de transfert de chaleur communément utilisé en mécanique. On utilise
la notation Vvap

∗ = ρvap

ρw
Vvap (équation 6.82). Comme dans les précédents travaux de Gatmiri

[68, 69, 70, 71, 74, 75, 76, 102], on suppose que le flux de chaleur peut être défini comme suit :

QT = −λT ∇T + hfg (ρw Vvap
∗ + ρvap Va)

+ [ρw CPw Vw + ρw CPvap Vvap
∗ + ρa CPa Va] (T − T0)

(6.111)

• −λT ∇T est un terme de transfert diffusif. λT est la conductivité thermique de Fourier. On
considère que les différentes phases constituant le VER sont des matériaux montés en parallèle.
En milieu intact, la conductivité thermique peut ainsi être définie comme suit [62] :

λT = (1− n (Ωpq)) λs + n (Ωpq) Sw λw + n (Ωpq) (1− Sw) λvap (6.112)
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La conductivité de la vapeur ne fait pas partie des paramètres du modèle THHMD. Dans
Θ-Stock, comme c’est rappelé dans l’équation 6.77, λvap est calculée selon une formule qui
dépend de la température :

λvap = D0 νvap h (θw, T )
dρ0

vap(T )
dT

hfg (6.113)

• Le terme hfg (ρw Vvap
∗ + ρvap Va) permet de quantifier l’influence de l’évaporation sur le

transfert de chaleur. hfg est la chaleur latente d’évaporation. Dans les conditions usuelles de
température et de pression, hfg = 2, 5.106 J.kg−1.

• [ρw CPw Vw + ρw CPvap Vvap
∗ + ρa CPa Va] (T − T0) est un terme de transport convectif.

CPw, CPvap et CPa désignent les capacités calorifiques de l’eau liquide, de la vapeur et de l’air
gazeux respectivement (en J.kg−1.oC−1).

Comme pour le transfert de l’air gazeux, on suppose que la fissuration n’oriente pas le flux de cha-
leur. Par conséquent, on n’ajoute pas de terme diffusif propre à la fracturation dans la définition
du flux de chaleur 6.111. On étend les formules 6.111 et 6.112 au milieu endommagé. Comme
on suppose que les différentes phases constituant le VER sont montées en parallèle (équation
6.112), la conductivité thermique du matériau homogénéisé à l’échelle du VER est la somme des
conductivités des constituants, pondérée par les fractions volumiques de ces constituants. Cette
pondération permet de tenir compte des changements de répartition des phases dûs à la fissura-
tion au sein du VER. Le terme diffusif est une fonction affine de la porosité n (Ωpq), qui dépend
des déformations volumiques, qui elles-mêmes dépendent de l’endommagement, compte-tenu de
la loi de comportement choisie. Le transfert de chaleur est donc affecté de façon isotrope par la
croissance de l’endommagement, à travers des termes de déformation volumique. On suppose que
la fissuration n’influence que le terme de transfert diffusif de la chaleur. Le terme d’évaporation
ne dépend en effet que des caractéristiques des gaz (air et vapeur) présents dans le VER. D’autre
part, le terme convectif quantifie un transfert principalement contrôlé par les phases fluides du
milieu, et non par la matrice solide endommagée.
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7.1 Résumé des équations du modèle THHMD

7.1.1 Loi de comportement

Les déformations sont décomposées en fonction du choix des variables indépendantes de type
contrainte (contrainte nette, succion, contrainte thermique). Chaque composante de déformation
incrémentale comporte une partie élastique, proportionnelle à une rigidité endommagée, et une
partie inélastique, proportionnelle à l’incrément d’endommagement :

dεij = dεe
M ij + dεd

M ij +
1
3

δij

(
dεe

Sv + dεd
Sv

)
+

1
3

δij

(
dεe

Tv + dεd
Tsv

)
(7.1)





dεe
M ij = Deijkl (Ωpq)

−1 dσ”lk

dεe
Sv = 1

βs(Ωpq) ds

dεe
Tv = 1

βT (Ωpq) dpT

(7.2)





dεd
M ij = DdM ijkl dΩlk

dεd
Sv

= DdSij dΩji

dεd
Tv

= DdT ij dΩji

(7.3)





DdM ijkl = −De (Ωpq)
−1

ijmn
∂Denmkl(Ωpq)

∂Ωrs
εM sr + gM De (Ωpq)

−1
ijkl

DdSij = − εSv
βs(Ωpq)

∂βs(Ωpq)
∂Ωij

+ gS

3 βs(Ωpq) δij

DdT ij = − εTv
βT (Ωpq)

∂βT (Ωpq)
∂Ωij

+ gT

3 βT (Ωpq) δij

(7.4)

La loi d’évolution de l’endommagment est déterminée par une règle d’écoulement associative,
et dépend d’une contrainte associée aux déformations de tension qui génèrent de la fissuration(
Y+

d1

)
.

dΩij =
Y +

d1 pq
dY +

d1 qp

C1 Y +
d1 pp

Y +
d1 ij√

2Y +
d1 pq

Y +
d1 qp

(7.5)

Les rigidités endommagées sont calculées par application du Principe de l’Energie Equivalente.
Les formules dépendent d’un opérateur de contrainte endommagée (M(Ωpq)).





Deijkl(Ωpq) = M(Ωpq)−1
ijmn D0

enmopM(Ωpq)−T
pokl

βs (Ωpq) = 9

[((δ−Ω)−1)
ii
]2

β0
s

βT (Ωpq) = 9

[((δ−Ωpq)−1)
ii
]2

β0
T

(7.6)

On suppose que la contrainte thermique dépend de la température selon une loi indépendante
de l’endommagement :

dpT =
βT (Ωpq)

β∗T (p, T,Ωpq)
dT =

β0
T

β∗T
0 (p, T )

dT (7.7)
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L’expression de la rigidité intacte β∗T
0 (p, T ) (en oC), qui relie la déformation thermique à la

température, est inspirée des travaux de Hueckel [97] :

β∗T (p, s, T,Ωpq = 0) = β∗T
0 (p, T ) =

1[
(α∗0 + 2α2 ∆T ) + (α1 + 2α3 ∆T ) ln

(
p

pgeo

)] (7.8)

On définit :
F ∗

T ij (Ωpq) =
1

3β∗T (p, T,Ωpq)
Deijkl (Ωpq) δlk (7.9)

Les équations 7.7 et 7.9 permettent d’exprimer la loi de comportement incrémentale qu’on peut
déduire des équations 7.1, 7.2, 7.3, 7.4 et 7.5 uniquement en fonction des incréments de défor-
mation, de succion et de température :

dσ”ij = Dedijkl (Ωpq) dεlk − F ed
s ij (Ωpq) ds − F ed

T
∗
ij (Ωpq) dT (7.10)

avec : 



Dedijkl (Ωpq) = Deijkl (Ωpq) − δd Ddijkl (Ωpq)
Ddijkl (Ωpq) = DdY ijmn D−1

Y Y nmop DY Y M pokl

F ed
s ij (Ωpq) = Fsij (Ωpq) − δd F d

s ij (Ωpq)
F d

s ij (Ωpq) = −DdY ijmn D−1
Y Y nmop DY Y Spo

F ed
T
∗
ij (Ωpq) = F ∗

T ij (Ωpq) − δd F d
T
∗
ij (Ωpq)

F d
T
∗
ij (Ωpq) = −DdY ijmn D−1

Y Y nmop DY Y T po

(7.11)

où δd = 0 dans le domaine élastique (λd = 0), et δd = 1 dans le domaine inélastique (λd > 0).
On définit :

DdY ijkl = Hd Deijmn (Ωpq)
[
DdM nmop +

1
3

(
δnm DdSop

)
+

1
3

(
δnm DdT op

)] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

]

(7.12)

où :
Hd =

1

C1 Y +
d1 ii

√
2Y +

d1 ij
Y +

d1 ji
)

(7.13)

Par ailleurs on définit :

DY Y ijkl = ∆ijkl − δd
Hd
3

[
gS DSY ijmn − gM DMY ijmn

] [
δnm DdSop

] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

]

−δd
Hd
3

[
gT DTY ijmn − gM DMY ijmn

] [
δnm DdT op

] [
Y +

d1 po
Y +

d1 kl

] (7.14)

où ∆ijkl est le tenseur identité d’ordre 4 et :
(
dY +

d1 pq

)
k,i

= gM DMY pqrs dεsrMk,i
+ gS

3 DSY pqrs δsr dεSvk,i
+ gT

3 DTY pqrs δsr dεTvk,i
,

dεijMk,i
= εijMk,i

− εijMk,i−1
, dεSvk,i

= εSvk,i
− εSvk,i−1

, dεTvk,i
= εTvk,i

− εTvk,i−1

(7.15)
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DMY, DSY et DTY sont des opérateurs diagonaux. Enfin, on définit :




DY Y M ijkl = gM DMY ijkl

DY Y Sij = 1
3 βs(Ωpq)

[
gS DSY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk

DY Y T ij = 1
3 β∗T (Ωpq)

[
gT DTY ijkl − gM DMY ijkl

]
δlk

(7.16)

7.1.2 Transfert de l’eau liquide

On fait l’hypothèse qu’à l’échelle du VER, le transfert de l’eau liquide peut être décrit par une
loi de Darcy. Le potentiel de l’eau liquide interstitielle comporte un terme gravitationnel et un
terme capillaire, qui dépend de la température.

Vw = −Kw · ∇Φw (7.17)




Φw = Ψw (θw, T ) + z

Ψw (θw, T ) = σ(T )
σ(Tref ) ΨR (θw)

ΨR (θw) = pw −pg

γw

(7.18)

La perméabilité à l’eau est anisotrope, et est décomposée en :

Kw = kT (T ) kr(Sw)Kint(n,Ωpq) (7.19)

La perméabilité relative à succion constante kT (T ) est sans dimension et quantifie l’augmentation
de la viscosité de l’eau avec la température. La perméabilité relative caractéristique des fluides
interstitiels kr(Sw) est également sans dimension, et prend en compte les effets capillaires induits
par les variations du degré de saturation de l’eau liquide Sw.Le degré de saturation évolue sur une
surface d’état qui dépend des pressions interstitielles et de la température, mais qui est découplée
des effets mécaniques associés à la contrainte nette.





kT (T ) = µw(T )
µw(Tref )

kr(Sw) =
(

Sw−Sw,r

1−Sw,r

)3

Sw =
[
(1− Sw,r) (1 + (α|s|)n)−(1−1/n) + Sw,r

]
exp (ds (T − T0))

(7.20)

Les coefficients du tenseur de la perméabilité intrinsèque Kint(n, Ωpq) sont homogènes à des
vitesses. La perméabilité intrinsèque reflète l’influence des déformations du réseau poreux de la
matrice solide sur le flux d’eau liquide. Elle est décomposée en une partie isotrope, relative à
l’écoulement d’eau dans le domaine des déformations élastiques, et une partie anisotrope, qui
traduit la création de chemins d’écoulement préférentiels par fissuration. La définition de la
perméabilité intrinsèque isotrope k1 (ne, Ωpq) est inspirée des modèles de perméabilité en milieu
non saturé anisotherme non fragile. L’écoulement d’eau liquide dans les fissures est supposé
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laminaire à l’échelle microscopique. La loi de transfert mésoscopique est une loi de Darcy dont
les paramètres sont issus d’une homogénéisation à l’échelle du VER.





Kint (n,Ωpq) = k1 (ne,Ωpq) + k2

(
nfrac, Ωpq

)

k1 (ne,Ωpq) = kw0 10αw ee
δ

k2

(
nfrac,Ωpq

)
= π−2/3 γw

12 µw(Tref)
χ4/3 b2

∑3
k=1 d

5/3
k (δ − nk ⊗ nk)

(7.21)

b est une longueur matérielle interne, qui caractérise le flux de l’eau liquide dans le matériau
endommagé. Un critère de maximisation de la perméabilité intrinsèque propre à la fissuration
est utilisé pour calculer b.

b =
√

6
0, 955/6

(
π

χ2

)1/3 (
µw (Tref )

γw

)1/2 (
kmax

wdg

)1/2 (7.22)

7.1.3 Transfert de la vapeur

Le transfert de vapeur est modélisé selon une théorie inspirée des travaux de Philip et de Vries
[158]. La vitesse d’écoulement de la vapeur dépend des gradients de la température et de la
succion. Les deux termes de conductivité correspondants dépendent d’une conductivité interne
Dint, vap. 




V∗
vap = ρvap

ρw
V vap = −DTvap ∇T + DPvap ∇s

DTvap = 1
ρw

Dint, vap
(∇T )a
∇T h (θw, T ) dρ0

vap(T )

dT

DPvap = 1
ρw

Dint, vap ρvap (θw, T ) g
Rvap T

1
γw

σ(T )

σ(Tref)

(7.23)

De même que dans la modélisation du transfert de l’eau liquide, Dint, vap est décomposée en une
partie relative aux déformations élastiques et une partie propre à la fracturation. La formule de la
composante relative aux déformations élastiques est inspirée de modèles valables dans un milieu
poreux intact. Celle de la composante propre à la fracturation est obtenue en faisant la moyenne
d’une perméabilité caractéristique du transfert de la vapeur dans le réseau de microfissures.
Cette perméabilité est déterminée par homogénéisation de flux laminaires, de la même manière
que dans le modèle du transfert de l’eau liquide en milieu endommagé. La formule obtenue fait
intervenir une longueur interne spécifique au flux de la vapeur dans le réseau de microfissures,
b∗. La longueur matérielle b∗ peut être reliée à la longueur caractéristique du transfert de l’eau
liquide dans le réseau de fractures, b.





Dint, vap = Dint, vap1 (ne, s, T,Ωpq) + Dint, vap2

(
nfrac,Ωpq

)

Dint, vap1 (ne, s, T, Ωpq) = D0 νvap ne

Dint, vap2

(
nfrac, Ωpq

)
= b∗

3 Tr
(
k2

∗ (
nfrac, Ωpq

))

k2
∗ (

nfrac, Ωpq

)
= π−2/3 γw

12 µw(Tref)
χ4/3 (b∗)2

∑3
k=1 d

5/3
k

(
δ − nk ⊗ nk

)

b∗ =
(

Dmax
dg

kmax
wsg

)1/3
b2/3

(7.24)
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7.1.4 Transfert de l’air gazeux

Le transfert de l’air gazeux dans le matériau poreux endommagé obéit à une loi de Darcy. Comme
on suppose que la pression interstielle de l’air dépend de la température, l’équation de transfert
dépend d’un gradient de température.

V a = − 1
γa

∂pa (x, T (x))
∂T (x)

Ka · ∇T (x) −Ka · ∇
(

pa

γa

)
−Ka · ∇z (7.25)

La perméabilité à l’air est supposée isotrope, et est calculée au moyen d’une formule conçue pour
les milieux poreux intacts, et étendue aux milieux poreux fracturés. L’effet de l’endommagement
sur l’accélération du flux d’air est décrit de manière isotrope, par la contribution des déformations
volumiques totales.

Ka = ca
γa

µa
[e(1− Sw)]αa δ (7.26)

7.1.5 Transport de la chaleur

La loi de transfert de la chaleur comprend un terme de diffusion, un terme de convection et un
terme d’évaporation. L’effet de l’endommagement sur le transport de la chaleur dans le milieu
poreux fracturé est modélisé dans le terme diffusif uniquement. L’influence de la fissuration sur
le flux de chaleur est supposée isotrope, et est traduite par une pondération des flux diffusifs par
les fractions volumiques des différentes phases constituant le VER.





QT = −λT ∇T + hfg

(
ρw V∗

vap + ρvap V a

)

+
[
ρw CPw Vw + ρw CPvap V∗

vap + ρa CPa V a

]
(T − T0)

λT = (1− n (Ωpq)) λs + n (Ωpq) Sw λw + n (Ωpq) (1− Sw)λvap

(7.27)

7.2 Liste des paramètres matériels

Les paramètres matériels utilisés dans le modèle THHMD sont résumés dans les tableaux 7.1,
7.2 et 7.3. Les paramètres β0

s et β0
T peuvent être déterminés au moyen d’essais oedométriques à

succion imposée [30]. Une procédure d’identification des paramètres C0, C1, et gM à partir d’essais
triaxiaux est donnée dans [91]. Shao et al. [180] ont mis au point une procédure expérimentale
pour quantifier la dilatance des fissures (paramètre χ). Le paramètre de type longueur interne
kmax

wdg est calculé à partir d’une mesure de perméabilité à l’eau, pour un niveau d’endommagment
donné. De même, le paramètre Dmax

dg est déterminé à l’aide d’une mesure de la conductivité à la
vapeur. Les paramètres gS et gT sont des nouveautés du modèle THHMD. Des essais spécifiques
sont nécessaires, pour suivre la dégradation des rigidités capillaire et thermique au cours d’un
programme de chargement et déchargement.

Les figures 7.1, 7.2 et 7.3 illustrent le choix des signes des rigidités intactes et des rigidités d’en-
dommagement (gM , gS et gT ), compte-tenu du critère d’endommagement utilisé dans le modèle
THHMD. Les graphes sont tracés pour la convention de la Mécanique des Milieux Continus (fi-
gures 7.1.a, 7.2.a et 7.3.a) et pour la convention de la mécanique des sols, qui consiste à compter
les compressions positivement (figures 7.1.b, 7.2.b et 7.3.b).
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Table 7.1 – Paramètres mécaniques du modèle THHMD.

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

adim. adim. adim. adim. Pa adim. adim.
Rigidités de référence

β0
s β0

T

Pa Pa
Paramètres d’endommagement

χ gM gS gT C0 C1

adim. Pa Pa Pa Pa Pa
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

adim. adim. oC

Table 7.2 – Paramètres THHMD relatifs aux fluides.

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

adim. Pa−1 adim. oC−1

Perméabilité à l’eau liquide
kw0 αw k0

w
max

kmax
wdg

m.s−1 adim. m.s−1 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

m2 adim. m.s−1 m2.s−1

Table 7.3 – Paramètres thermiques du modèle THHMD.

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

oC−1 oC−1 oC−2. oC−2 Pa
Diffusion et évaporation

λs λw λa hfg

J.m−1.s−1.oC−1 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

J.kg−1.oC−1
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a. b.

Figure 7.1 – Dégradation de la rigidité mécanique dans un problème unidimensionnel. a. MMC.
b. Mécanique des sols.

a. b.

Figure 7.2 – Dégradation de la rigidité capillaire. a. MMC. b. Mécanique des sols.

a. b.

Figure 7.3 – Dégradation de la rigidité thermique. a. MMC. b. Mécanique des sols.
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« L’infini n’est pas une chose, une sphère dont le centre serait partout
et la circonférence nulle part ; c’est quelque chose dont le centre, lui est
aussi, n’est nulle part, quelque chose qui n’a ni limites ni centre et au
sujet de quoi la question « où ? » ne peut se poser, car en ce qui le
concerne, partout signifie nulle part, nullibi. »

A. Koyré, 1957, Du monde clos à l’univers infini, VIII,
Gallimard, p.240-241
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8.1 Détermination des équations du problème

8.1.1 Equations relatives à la phase solide

On rappelle que la loi de comportement incrémentale est de la forme :

dσ”ij = Dedijkl (Ωpq) dεlk − F ed
s ij (Ωpq) ds − F ed

T
∗
ij (Ωpq) dT (8.1)

Les expressions des tenseurs qui interviennent dans la relation 8.1 sont rappelées dans les équa-
tions 7.11 à 7.16.

L’équation d’équilibre est :
∇ · σ + f = 0 (8.2)

où f est une force volumique exercée à distance par l’extérieur du système. Supposant que le
système est soumis à un incrément de force extérieure δf , l’équation d’équilibre 8.2 prend la
forme :

∇ · δσ + δf = 0 (8.3)

On fait l’hypothèse que l’incrément physique δ est équivalent à l’incrément mathématique d :

∇ · dσ + df = 0 (8.4)

On suppose que l’incrément mathématique dx d’une variable d’état x est égal à la dérivée de x
par rapport au temps :

dx =
∂x

∂t
dt (8.5)

On note dx = ẋdt. L’équation d’équilibre 8.4 s’écrit alors :

∇ · σ̇ + ḟ = 0 (8.6)

Par ailleurs, sous l’hypothèse 8.5, la loi de comportement incrémentale 8.1 prend la forme :

σ̇”ij = Dedijkl (Ωpq) ˙εlk + F ed
s ij (Ωpq) ṗw − F ed

s ij (Ωpq) ṗa − F ed
T
∗
ij (Ωpq) Ṫ (8.7)

D’après la définition de la contrainte nette 4.13, on peut réécrire l’équation 8.7 sous la forme :

σ̇ij = Dedijkl (Ωpq) ε̇lk + F ed
s ij (Ωpq) ṗw +

[
δij − F ed

s ij (Ωpq)
]

ṗa − F ed
T
∗
ij (Ωpq) Ṫ (8.8)

8.1.2 Equations relatives au constituant eau (eau liquide et vapeur)

D’après l’équation 6.12, la loi de transfert de l’eau liquide peut être exprimée sous la forme
synthétique suivante :

Vw = −DTw · ∇T + DPw · ∇s −Kw · ∇z (8.9)
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D’après l’équation 7.23, la loi de transfert de la vapeur d’eau peut s’écrire :

V∗
vap =

ρvap

ρw
V vap = −DTvap ∇T + DPvap ∇s (8.10)

Les expressions des tenseurs DTw et DPw sont rappelées dans les équations 6.13. La décom-
position de la perméabilité à l’eau liquide Kw est résumée dans les équations 7.19 à 7.22. Les
expressions des conductivités DTvap et DPvap sont explicitées dans les équations 7.23 et 7.24. Le
flux du constituant eau au sein du VER endommagé (Qwtot) est défini par :

Qwtot = Qw + Q vap = ρw Vw + ρvap V vap = ρw

(
Vw + V∗

vap

)
(8.11)

On peut exprimer le flux du constituant eau en fonction des gradients du déplacement vertical,
de la succion et de la température :

Qwtot = Qw + Q vap = ρw (−DT · ∇T + DP · ∇s −Kw · ∇z) (8.12)

où : 



DT = DTw + DTvap δ

DP = DPw + DPvap δ

(8.13)

Comme c’est rappelé dans les travaux de Gatmiri et Jenab [68, 69, 102], l’équation de conserva-
tion de la masse totale du constituant eau (sous ses formes liquide et gazeuse) s’écrit :

∂ρm

∂t
+ ∇ · [

ρw

(
Vw + V∗

vap

)]
= 0 (8.14)

ρm est la masse volumique du constituant eau présent dans le VER, sous toutes ses formes (eau
liquide et vapeur). ρm est aussi appelée « masse volumique de l’humidité » présente dans le VER
(“moisture mass density”). Sous l’hypothèse 8.5, on peut réécrire l’équation de transfert 8.14 sous
la forme :

ρ̇m + ∇ · [
ρw

(
Vw + V∗

vap

)]
= 0 (8.15)

Par définition :
ρm =

ρw Vw + ρvap Vvap

VV ER
= ρw θw + ρvap θvap (8.16)

où θw et θvap sont les teneurs en eau liquide et en vapeur, respectivement. On suppose que la
vapeur et l’air constituent un mélange gazeux parfait, si bien que le volume occupé par la vapeur
dans les pores est le même que celui de l’air. Par suite :

θvap = θa =
Vvide − Vw

VV ER
=

Vvide

VV ER

(
1− Vw

Vvide

)
= n (1− Sw) (8.17)

Par ailleurs :
θw =

Vw

VV ER
=

Vvide

VV ER

Vw

Vvide
= nSw (8.18)
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L’injection des équations 8.16, 8.17 et 8.18 dans l’équation de transfert 8.15 donne :

(ρw Sw + ρvap (1− Sw)) ṅ + n (ρw − ρvap) Ṡw + nSw ρ̇w + n (1− Sw) ρ̇vap

+∇ · [
ρw

(
Vw + V∗

vap

)]
= 0

(8.19)

La suite de l’exposé vise à exprimer ṅ, Ṡw, ρ̇w et ρ̇vap en fonction des incréments de déformation,
de succion et de température.

On rappelle que conformément à l’hypothèse d’incompressibilité des grains solides, et avec la
convention de signe de la mécanique des sols, on a :

ṅ = −ε̇v = −δij ˙εji (8.20)

Comme c’est écrit dans l’équation 7.20, la fonction de la surface d’état choisie pour le degré
de saturation est :

Sw =
[
(1− Sw,r) (1 + (α|s|)n)−(1−1/n) + Sw,r

]
exp (ds (T − T0)) (8.21)

Par conséquent :
Ṡw = g2 ṡ + g3 Ṫ (8.22)

où :




g2 = ∂Sw
∂s = sgn(s) (1− n) αn (1− Sw,r) |s|n−1 (1 + (α|s|)n)−(2−1/n) exp (ds (T − T0))

g3 = ∂Sw
∂T = ds Sw = ds

[
(1− Sw,r) (1 + (α|s|)n)−(1−1/n) + Sw,r

]
exp (ds (T − T0))

(8.23)

avec : 



sgn(s) = −1 si s < 0
sgn(s) = 0 si s = 0
sgn(s) = 1 si s > 0

(8.24)

Comme dans les précédents travaux de Gatmiri [68, 69, 102], on suppose que la masse volu-
mique de l’eau liquide dépend de la pression interstitielle de l’eau liquide, et de la température.
Ainsi :

ρ̇w = βP ṗw + βT Ṫ (8.25)

où : 



βP = ∂ρw

∂pw

βT = ∂ρw

∂T

(8.26)
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D’après les équations 6.62, 6.63 et 6.66 :

ρvap = ρ0
vap(T ) h (θw, T ) = ρ0

vap(T ) exp

(
Ψw g

Rvap T

)
(8.27)

On rappelle que selon la démonstration effectuée par Philip et de Vries [158] :

∂h (θw, T )
∂T

' 0 (8.28)

Par conséquent :

ρ̇vap = h (θw, T )
dρ0

vap(T )
dT

Ṫ + ρ0
vap(T )

∂h (θw, T )
∂θw

θ̇w (8.29)

Comme θw = nSw, on peut réécrire l’équation 8.29 sous la forme :

ρ̇vap =
ρvap

ρ0
vap(T )

dρ0
vap(T )
dT

Ṫ + ρ0
vap(T )

∂h (θw, T )
∂n

ṅ + ρ0
vap(T )

∂h (θw, T )
∂Sw

Ṡw (8.30)

En utilisant l’équation 6.3, on obtient :




∂h(θw,T )
∂n = g

Rvap T
σ(T )

σ(Tref )
dΨR(θw)

dθw
Sw h (θw, T )

∂h(θw,T )
∂Sw

= g
Rvap T

σ(T )
σ(Tref )

dΨR(θw)
dθw

nh (θw, T )
(8.31)

On déduit de l’équation 8.31 que :

1
Sw

∂h (θw, T )
∂n

=
1
n

∂h (θw, T )
∂Sw

(8.32)

Par suite :
1

Sw

∂ρvap(θw,T )
∂n = 1

Sw

∂ρ0
vap(T ) h(θw,T )

∂n = ρ0
vap(T ) 1

Sw

∂h(θw,T )
∂n

= ρ0
vap(T ) 1

n
∂h(θw,T )

∂Sw
= 1

n

∂ρ0
vap(T ) h(θw,T )

∂Sw
= 1

n
∂ρvap(θw,T )

∂Sw

(8.33)

On pose : 



An = 1
Sw

∂ρvap(θw,T )
∂n = 1

n
∂ρvap(θw,T )

∂Sw

Aρ0 = 1
ρ0

vap(T )

dρ0
vap(T )

dT

(8.34)

D’après la définition 8.27, L’équation 8.30 peut s’écrire :

ρ̇vap =
ρvap

ρ0
vap(T )

dρ0
vap(T )
dT

Ṫ +
∂ρvap (θw, T )

∂n
ṅ +

∂ρvap (θw, T )
∂Sw

Ṡw (8.35)

L’introduction des coefficients 8.34 dans l’équation 8.35 donne :

ρ̇vap = Aρ0 ρvap (θw, T ) Ṫ + An Sw ṅ + An n Ṡw (8.36)
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D’après les équations 8.20 et 8.22 :

ρ̇vap = −An Sw δij ˙εji + An n g2 ṡ + (Aρ0 ρvap (θw, T ) + An n g3) Ṫ (8.37)

Il reste à trouver les expressions des coefficients Aρ0 et An. D’après l’équation 6.66 :

dρ0
vap(T )
dT

=
4, 9759

(T + 273, 15)2
exp

(
19, 819 − 4975, 9

T + 273, 15

)
=

4975, 9
(T + 273, 15)2

ρ0
vap(T ) (8.38)

D’après la définiton 8.34 :

Aρ0 =
4975, 9

(T + 273, 15)2
(8.39)

Par ailleurs, les équations 8.31, 8.33 et 8.34 permettent d’exprimer le coefficient An sous la forme :

An = 1
n

∂ρvap(θw,T )
∂Sw

= 1
n ρ0

vap(T ) ∂h(θw,T )
∂Sw

= ρ0
vap(T ) g

Rvap T
σ(T )

σ(Tref )
∂ΨR(θw,T )

∂θw
h (θw, T )

= ρvap (θw, T ) g
Rvap T

σ(T )
σ(Tref )

∂ΨR(θw)
∂θw

(8.40)

D’après la définition 6.4 :

ΨR (θw) = − 1
γw

s (8.41)

La définition de la surface d’état du degré de saturation 7.20 permet de connaître les variations
de la succion en fonction de la température et du degré de saturation :

|s| =
1

α1/n

[(
Sw exp (−ds (T − T0))− Sw,r

1− Sw,r

)− n
n−1

− 1

]1/n

(8.42)

Connaissant la relation 8.42, la combinaison des équations 8.40 et 8.41 donne :

An = − 1
n

ρvap (θw, T )
g

γw Rvap T

σ(T )
σ(Tref )

∂s (Sw, T )
∂Sw

(8.43)

La relation 8.42 permet de connaître la dérivée partielle de la succion par rapport au degré de
saturation :

∂s(Sw,T )
∂Sw

= sgn(s)

(1−n) α1/n

exp(−ds (T−T0))
1−Sw,r

(
Sw exp(−ds (T−T0))−Sw,r

1−Sw,r

)− 1
n−1

×
[(

Sw exp(−ds (T−T0))−Sw,r

1−Sw,r

)− n
n−1 − 1

] 1−n
n

(8.44)

La fonction sgn est définie dans l’équation 8.15. La combinaison des équations 8.43 et 8.44 permet
de déduire l’expression finale du coefficient An :

An = − 1
n ρvap (θw, T ) g

γw Rvap T
σ(T )

σ(Tref )
sgn(s)

(1−n) α1/n

exp(−ds (T−T0))
1−Sw,r

×
(

Sw exp(−ds (T−T0))−Sw,r

1−Sw,r

)− 1
n−1

[(
Sw exp(−ds (T−T0))−Sw,r

1−Sw,r

)− n
n−1 − 1

] 1−n
n

(8.45)
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La combinaison des équations 8.19, 8.20, 8.22, 8.25 et 8.36 permet d’exprimer l’équation de
conservation de la masse du constituant eau en fonction des incréments des déformations, des
pressions interstitielles et de la température :

− [ρw Sw + ρvap (1− Sw) + n An Sw (1− Sw)] δij ˙εji

+
[−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

]
ṗw

+
[
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

]
ṗa

+
[
n (ρw − ρvap) g3 + nSw βT + n2 An (1− Sw) g3 + nρvap Aρ0 (1− Sw)

]
Ṫ

+∇ · [
ρw

(
Vw + V∗

vap

)]
= 0

(8.46)

8.1.3 Equations relatives au constituant air (gazeux et dissout)

On rappelle la loi de transfert diffusive adoptée pour calculer le flux d’air gazeux (équation 7.25) :

V a = − 1
γa

∂pa (x, T (x))
∂T (x)

Ka · ∇T (x) −Ka · ∇
(

pa

γa

)
−Ka · ∇z (8.47)

En utilisant la notation V∗
vap = ρvap

ρw
V vap (équation 6.82), l’équation de conservation de la

masse du constituant air peut s’écrire [68] :

∂

∂t
[nρa (1− Sw + HSw)] + ∇ · [ρa V a] + ∇ · [ρa H Vw] − ∇ · [

ρw V∗
vap

]
= 0 (8.48)

H est la constante de Henry et vaut 0, 02. L’apparition de H dans l’équation 8.48 traduit la
présence d’air dissout dans l’eau interstitielle. Dans l’espace poreux occupé par le mélange gazeux
constitué d’air et de la vapeur, le flux de vapeur freine le flux d’air gazeux. C’est pourquoi la
vitesse de la vapeur

(
V∗

vap

)
intervient dans l’équation 8.48. En adoptant la convention 8.5, on

peut réécrire l’équation 8.48 sous la forme :

(1− Sw + HSw) ρa ṅ + (H − 1)nρa Ṡw + n (1− Sw + HSw) ρ̇a

+∇ · [ρa V a] + ∇ · [ρa H Vw] − ∇ · [
ρw V∗

vap

]
= 0

(8.49)

ṅ et Ṡw ont été exprimés en fonction des incréments de déformation, de succion et de température
dans les équations 8.20 et 8.22 respectivement. On cherche à présent à développer l’expression
de ρ̇a.

On fait l’hypothèse que l’air gazeux se comporte comme un gaz parfait. L’équation d’état cor-
respondante est la suivante [87] :

(pa + patm) Va = nR (T + 273, 15) (8.50)

T désigne la température du milieu (en oC), patm est la pression atmosphérique (en Pa), Va

désigne le volume occupé par l’air gazeux, n est le nombre de moles d’air gazeux présentes dans
les pores du VER, et R est la constante des gaz parfaits :

R = kB NA, NA = 6, 022.1023 mol−1, R = 8, 314 J.K−1.mol−1 (8.51)
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NA est la constante d’Avogadro, qui correspond au nombre de molécules contenues dans une
mole. Soit mm la masse molaire de l’air. En masse, l’air est constituté à 80 pour cent d’azote, et
à 20 pour cent d’oxygène. Ainsi :

mm = 0, 8mN + 0, 2mO (8.52)

D’après la classification périodique des éléments de Mendeleïv, mN = 7 g.mol−1 et mO =
16 g.mol−1, donc mm = 8, 8.10−3 kg.mol−1. Si on écrit l’équation d’état 8.50 pour une mole
d’air gazeux, on obtient :

(pa + patm)
mm

ρa
= R (T + 273, 15) (8.53)

D’où la relation :

ρa =
pa + patm

Ra (T + 273, 15)
, Ra =

R

mm
, Ra = 9, 448.102 J.K−1.kg−1 (8.54)

On déduit de l’équation 8.54 que :

ρ̇a = αP ṗa + αT Ṫ (8.55)

avec : 



αP = 1
Ra T

αT = − pa + patm

Ra (T+273,15)2

(8.56)

La combinaison des équations 8.49, 8.20, 8.22 et 8.55 permet d’exprimer l’équation de conserva-
tion de la masse du constituant air en fonction des incréments des déformations, des pressions
interstitielles et de la température :

− (1− Sw + HSw) ρa δij ˙εji

− (H − 1)nρa g2 ṗw

+ [(H − 1)n ρa g2 + n (1− Sw + HSw) αP ] ṗa

+ [(H − 1)n ρa g3 + n (1− Sw + HSw) αT ] Ṫ

+∇ · [ρa V a] + ∇ · [ρa H Vw] − ∇ · [
ρw V∗

vap

]
= 0

(8.57)

8.1.4 Equations relatives à la chaleur

On rappelle l’équation de transport de la chaleur dans le VER endommagé (équation 7.27) :




QT = −λT ∇T + hfg

(
ρw V∗

vap + ρvap V a

)

+
[
ρw CPw Vw + ρw CPvap V∗

vap + ρa CPa V a

]
(T − T0)

λT = (1− n (Ωpq)) λs + n (Ωpq) Sw λw + n (Ωpq) (1− Sw)λvap

(8.58)
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Comme c’est rappelé dans les travaux de Gatmiri et Jenab [68, 69, 102], l’équation de conserva-
tion de l’énergie s’écrit :

∂φ

∂t
+ ∇ · QT = 0 (8.59)

où φ est l’énergie volumique reçue sous forme de chaleur par le VER, considéré comme un système
ouvert. L’énergie calorifique du VER peut s’exprimer [68, 69, 102] :

φ = CT (T − T0) + n (1− Sw) ρvap hfg (8.60)

où la capacité thermique du milieu CT peut être obtenue en pondérant les capacités thermiques
des différents consitituants du VER par les fractions massiques des phases correspondantes :

CT = (1− n) ρs CPs + nSw ρw CPw + n (1− Sw) ρvap CPvap + n (1− Sw) ρa CPa (8.61)

On adopte la convention 8.5. En injectant l’équation de transport de la chaleur 8.58 dans l’équa-
tion de conservation de l’énergie 8.59, on obtient ainsi :

φ̇ − ∇ · [λT ∇T ] + hfg ∇ · [
ρw V∗

vap + ρvap V a

]

+∇ · [(
ρw CPw Vw + ρw CPvap V∗

vap + ρa CPa V a

)
(T − T0)

]
= 0

(8.62)

Sachant que la masse volumique du squelette solide est supposée constante (ρ̇s = 0), l’injection
des relations 8.60 et 8.61 dans l’équation 8.62 donne :

[δn (T − T0) + hfg ρvap (1− Sw) + hfg nSw (1− Sw) An] ṅ

+
[
δSw (T − T0) − hfg ρvap n + hfg n2 (1− Sw) An

]
Ṡw

+ [δT (T − T0) + CT + hfg ρvap n (1− Sw) Aρ0 ] Ṫ

+nSw CPw (T − T0) ρ̇w + n (1− Sw) CPa (T − T0) ρ̇a

−∇ · [λT ∇T ] + hfg ∇ · [
ρw V∗

vap + ρvap V a

]

+∇ · [(
ρw CPw Vw + ρw CPvap V∗

vap + ρa CPa V a

)
(T − T0)

]
= 0

(8.63)

où :




δn = −ρs CPs + ρa (1− Sw)CPa

+ ρw Sw CPw + ρvap (1− Sw) CPvap + nSw (1− Sw) CPvap An

δSw = nρw CPw − n ρvap CPvap + n2 (1− Sw) CPvap An − nρa CPa

δT = nρvap (1− Sw) CPvap Aρ0

(8.64)

L’équation de conservation de l’énergie 8.63 s’écrit :

χεv δij ˙εji + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

−∇ · [λT ∇T ] + hfg ∇ · [
ρw V∗

vap + ρvap V a

]

+∇ · [(
ρw CPw Vw + ρw CPvap V∗

vap + ρa CPa V a

)
(T − T0)

]
= 0

(8.65)
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où : 



χεv = − [δn (T − T0) + hfg ρvap (1− Sw) + hfg nSw (1− Sw) An]

χw = − [
δSw (T − T0) − hfg ρvap n + hfg n2 (1− Sw) An

]
g2

+n Sw CPw (T − T0) βP

χa =
[
δSw (T − T0) − hfg ρvap n + hfg n2 (1− Sw) An

]
g2

+n (1− Sw) CPa (T − T0)αP

χT =
[
δSw (T − T0) − hfg ρvap n + hfg n2 (1− Sw) An

]
g3

+ δT (T − T0) + CT + hfg ρvap n (1− Sw) Aρ0

+n Sw CPw (T − T0) βT + n (1− Sw) CPa (T − T0) αT

(8.66)

8.2 Enoncé de la formulation forte

8.2.1 Synthèse des équations du problème

8.2.1.1 Squelette solide

La combinaison de l’équation d’équilibre 8.6 et de la loi de comportement incrémentale 8.8 donne :

∇ · Ded (Ω) : ε̇ + ∇ · Fed
s (Ω) ṗw + ∇ ·

[
δ − Fed

s (Ω)
]

ṗa − ∇ · Fed
T
∗
(Ω) Ṫ + ḟ = 0 (8.67)

Les tenseurs Ded (Ω), Fed
s (Ω) et Fed

s (Ω) sont explicités dans les équations 7.11 à 7.16. On
rappelle que f est le champ de forces volumiques extérieures au système qui s’exerce sur le VER.

8.2.1.2 Eau (liquide et gazeuse)

D’après l’équation de conservation de la masse d’eau 8.46, la définition du flux du constituant
eau 8.11 et la loi de transfert généralisée 8.12 :

− [ρw Sw + ρvap (1− Sw) + n An Sw (1− Sw)] δij ˙εji

+
[−n (ρw − ρvap) g2 + n Sw βP − n2 An (1− Sw) g2

]
ṗw

+
[
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

]
ṗa

+
[
n (ρw − ρvap) g3 + n Sw βT + n2 An (1− Sw) g3 + nρvap Aρ0 (1− Sw)

]
Ṫ

−∇ · [ρw Kw · ∇z]
−∇ · [ρw DP · ∇pw]
+∇ · [ρw DP · ∇pa]
−∇ · [ρw DT · ∇T ] = 0

(8.68)

La décomposition de la perméabilité à l’eau liquide Kw est résumée dans les équations 7.19
à 7.22. Les expressions des conductivités DP et DT sont données par les équations 8.13, 6.13,
7.23 et 7.24.
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On rappelle que la dérivée du degré de saturation est exprimée (équation 8.22) :

Ṡw = g2 ṡ + g3 Ṫ (8.69)

Les résultats des calculs des coefficients g2 et g3 sont donnés dans les équations 8.23.

On rappelle que d’après l’équation 8.25, la dérivée de la masse volumique de l’eau liquide s’écrit :

ρ̇w = βP ṗw + βT Ṫ (8.70)

Les expressions des coefficients βP et βT sont données dans les équations 8.26.

On rappelle enfin que la dérivée de la masse volumique de la vapeur est notée (équation 8.36) :

ρ̇vap = Aρ0 ρvap (θw, T ) Ṫ + An Sw ṅ + An n Ṡw (8.71)

Les coefficients Aρ0 et An sont explicités dans les équations 8.39 et 8.45 respectivement.

8.2.1.3 Air (gazeux et dissout)

La combinaison de l’équation de conservation de la masse d’air 8.57 et des lois de transfert 8.9,
8.10 et 8.47 donne :

− (1− Sw + HSw) ρa δij ˙εji

− (H − 1)nρa g2 ṗw

+ [(H − 1)nρa g2 + n (1− Sw + HSw) αP ] ṗa

+ [(H − 1)nρa g3 + n (1− Sw + HSw) αT ] Ṫ

−∇ · [ρa (Ka + H Kw) · ∇z]
−∇ · [ρa H DPw · ∇pw] + ρw∇ · [DPvap∇pw]

−∇ ·
[
ρa

(
Ka · ∇

(
1
γa

pa

)
− H DPw · ∇pa

)]
− ρw∇ · [DPvap∇pa]

−∇ ·
[(

g ∂pa

∂T Ka + H ρa DTw

)
· ∇T

]
+ ρw∇ · [DTvap∇T ] = 0

(8.72)

La décomposition de la perméabilité à l’eau liquide Kw est résumée dans les équations 7.19
à 7.22. L’expression de la perméabilité à l’air Ka est rappelée dans l’équation 7.26. Les expres-
sions des conductivités DPw et DTw sont données par les équations 6.13. Les conductivités DPvap

et DTvap sont exprimées dans les équations 7.23 et 7.24. La dérivée partielle ∂pa

∂T est calculée en
supposant que l’air est un gaz parfait. Les coefficients g2 et g3 sont issus de la dérivation du degré
de saturation (équations 8.22 et 8.23).

On rappelle que la dérivée de la masse volumique de l’air gazeux est exprimée (équation 8.55) :

ρ̇a = αP ṗa + αT Ṫ (8.73)

Les expressions des coefficients αP et αT sont données dans les équations 8.56.
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8.2.1.4 Chaleur

En combinant le devéloppement le plus général de l’équation de conservation de l’énergie (équa-
tion 8.65) avec les lois de transfert 8.9, 8.10 et 8.47, on obtient :

χεv δij ˙εji + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

−∇ · [(T − T0) (ρw CPw Kw + ρa CPa Ka) · ∇z]
−hfg ∇ · [ρvap Ka · ∇z]

−∇ · [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ) · ∇pw]
−hfg ∇ · [ρw DPvap∇pw]

+∇ [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ) · ∇pa]

−∇ ·
[
(T − T0) ρa CPa Ka · ∇

(
1
γa

pa

)]

+hfg ∇ · [ρw DPvap∇pa] − hfg ∇ ·
[
ρvap Ka · ∇

(
1
γa

pa

)]

−∇ · [(T − T0) (ρw CPw DTw + ρw CPvap DTvap δ) · ∇T ]

−∇ ·
[
(T − T0) g CPa

∂pa

∂T Ka · ∇T
]
− ∇ · [λT ∇T ]

−hfg ∇ ·
[(

ρw DTvap δ + ρvap

γa

∂pa

∂T Ka

)
· ∇T

]
= 0

(8.74)

Les coefficients χεv , χw, χa et χT sont donnés dans les équations 8.66. On rappelle que les
coefficients βP et βT qui apparaissent dans les expressions des coefficients χεv , χw, χa et χT sont
issus de la dérivation de la masse volumique de l’eau liquide (équations 8.25 et 8.26). De même,
les coefficients Aρ0 et An sont issus de la dérivation de la masse volumique de la vapeur (équations
8.36, 8.39 et 8.45), et les coefficients αP et αT proviennent de la dérivation de la masse volumique
de l’air gazeux (équations 8.55 et 8.56). On rappelle en outre que les coefficients g2 et g3 sont
issus de la dérivation du degré de saturation (équations 8.22 et 8.23). La décomposition de la
perméabilité à l’eau liquide Kw est résumée dans les équations 7.19 à 7.22. L’expression de la
perméabilité à l’air Ka est rappelée dans l’équation 7.26. Les expressions des conductivités DPw

et DTw sont données par les équations 6.13. Les conductivités DPvap et DTvap sont exprimées
dans les équations 7.23 et 7.24. La dérivée partielle ∂pa

∂T est calculée en supposant que l’air est un
gaz parfait.

8.2.2 Conditions aux limites

Le domaine modélisé est noté Ω. C’est le domaine d’étude qui couvre le volume occupé par le
VER. Contrairement à la variable d’endommagement, la notation est non tensorielle. La fron-
tière du domaine est notée Γ. Pour chaque constituant du VER (respectivement le squelette
solide, l’eau liquide et gazeuse, l’air gazeux et dissout, la chaleur), les conditions aux limites
qui s’exercent sur Γ portent soit sur les variables d’état (respectivement les déplacements, la
pression d’eau, la pression d’air et la température), soit sur les flux de ces variables (respective-
ment les contraintes (en Pa), le débit massique d’eau (en kg.m−2.s−1), le débit massique d’air
(en kg.m−2.s−1) et le flux surfacique de chaleur (en J.m−2.s−1)). Dans le premier cas, il s’agit
de conditions aux limites dites essentielles ou de Dirichlet, et dans le second, de conditions
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aux limites dites naturelles ou de Neumann. Pour chaque constituant, la frontière soumise
à des conditions aux limites essentielles Γx et la frontière soumise à des conditions aux limites
naturelles ΓQx forment une partition de Γ [102] :

Γ = Γx ∪ ΓQx , Γx ∩ ΓQx = ∅ (8.75)

Dans ce qui suit, n désigne le vecteur normal à la frontière étudiée.

• Conditions aux limites pour le squelette solide :




∀t, ∀x ∈ Γu, u′(x, t) = ũ(x, t)

∀t, ∀x ∈ Γσ, σ(x, t) · n = T(x, t)

Γ = Γu ∪ Γσ, Γu ∩ Γσ = ∅

(8.76)

• Conditions aux limites pour le constituant eau (eau liquide et vapeur) : les débits
imposés dépendent à la fois des flux d’eau liquide et de vapeur. Or la pression partielle de
vapeur n’est pas un degré de liberté. Pour simplifier le problème, on suppose que la pression
totale du fluide « eau » peut être approximée par la pression intertitielle de l’eau liquide :
p′w, tot = p′w + p′vap ' pw. On a ainsi Qw, tot ' Qw. On peut alors travailler avec les mêmes
partitions de Γ pour l’eau liquide et la vapeur, et imposer une unique condition de Dirichlet
en pression d’eau liquide, et une unique condition de Neumann en débit d’eau (liquide et
gazeuse) :





∀t, ∀x ∈ Γpw , p′w(x, t) = p̃w(x, t)

∀t, ∀x ∈ ΓQw , ρw

(
Vw(x, t) + V∗

vap(x, t)
) · n = q̃w(x, t)

Γ = Γpw ∪ ΓQw , Γpw ∩ ΓQw = ∅

(8.77)

• Conditions aux limites pour le constituant air (gazeux et dissout) : les débits im-
posés dépendent non seulement du flux d’air gazeux, mais aussi du flux d’air dissout et
du flux de vapeur d’eau. Les pressions partielles de l’air dissout dans l’eau liquide et de
la vapeur dans l’air gazeux ne sont pas des degrés de liberté. De la même manière que
pour le constituant eau, on simplifie le problème en supposant que la pression totale du
constituant air est approximativement égale à la pression interstitielle du mélange gazeux
(air et vapeur), elle-même approximativement égale à la pression partielle de l’air gazeux :
p′a, tot = p′g − p′vap + p′a, dissout ' p′a + p′a, dissout ' p′a. On peut ainsi considérer que Q g ' Q a.
On peut alors travailler avec une unique partition de la frontière Γ, en imposant une condition
de Dirichlet en pression d’air gazeux, et en imposant une condition de Neumann en débit d’air
(gazeux et dissout) :





∀t, ∀x ∈ Γpa , p′a(x, t) = p̃a(x, t)

∀t, ∀x ∈ ΓQa ,
[
ρa V a(x, t) + ρa H Vw(x, t) − ρw V∗

vap(x, t)
] · n = q̃a(x, t)

Γ = Γpa ∪ ΓQa , Γpa ∩ ΓQa = ∅

(8.78)
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• Conditions aux limites pour la chaleur :





∀t, ∀x ∈ ΓT , T ′(x, t) = T̃ (x, t)

∀t, ∀x ∈ ΓQT
, QT (x, t) · n = q̃h(x, t)

Γ = ΓT ∪ ΓQT
, ΓT ∩ ΓQT

= ∅

(8.79)

8.2.3 Conditions initiales

Comme c’est rappelé dans la thèse de Jenab [102], les conditions initiales doivent être déter-
minées expérimentalement. Dans Θ-Stock, on peut choisir un type de conditions intiales pour
la simulation. Pour le degré de liberté mécanique, une option consiste à faire le calcul des con-
traintes à l’équilibre géostatique (init=2). Une deuxième possibilité consiste à supposer que le
champ de contraintes initiales est égal aux contraintes liées au poids des couches de sol sus-
jacentes, considérées comme des strates horizontales (init=3). Enfin, on peut imposer un champ
de contraintes initial, en choisissant les valeurs des composantes du tenseur σ en chaque point
de Gauss (init=4). Pour les pressions interstitielles, on choisit d’imposer des valeurs pour p′w et
p′a aux noeuds souhaités. Si aucune valeur n’est entrée par l’utilisateur, les valeurs initiales de
p′w et p′a sont calculées par inversion de la fonction d’état du degré de saturation (au besoin, la
pression p′a est initialisée à 0). La température initiale T ′0 fait partie des données matérielles que
l’utilisateur doit entrer pour utiliser le programme Θ-Stock.

Sachant que le champ de température initial est supposé homogène, on adopte les notations
suivantes : 




∀x ∈ Ω, u′(x, t = 0) = u′0(x)

∀x ∈ Ω, p′w(x, t = 0) = p′w0
(x)

∀x ∈ Ω, p′a(x, t = 0) = p′a0
(x)

∀x ∈ Ω, T ′(x, t = 0) = T ′0(x) = T ′0

(8.80)

8.2.4 Résumé de la formulation forte

La résolution du problème couplé THHMD consiste à trouver :

• les champs de déplacements u′(x, t) qui vérifient l’équation d’équilibre 8.6 et la loi de compor-
tement incrémentale 8.8, sous les conditions aux limites 8.76 et les conditions initiales 8.80 ;

• les champs de pression d’eau liquide p′w(x, t) qui vérifient l’équation de conservation de la
masse du constituant eau 8.46 et la loi de transfert généralisée 8.12 sous les conditions aux
limites 8.77 et les conditions initiales 8.80 ;

• les champs de pression d’air gazeux p′a(x, t) qui vérifient l’équation de conservation de la masse
du constituant air 8.57 et les lois de transfert 8.9, 8.10 et 8.47, sous les conditions aux limites
8.78 et les conditions initiales 8.80 ;
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• les champs de température T ′(x, t) qui vérifient l’équation de conservation de l’énergie 8.65
et les lois de transfert 8.9, 8.10 et 8.47, sous les conditions aux limites 8.79 et les conditions
initiales 8.80.
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Formulation variationnelle - PTV
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On se ramène à la recherche des champs u(x, t), pw(x, t), pa(x, t) et T (x, t), correspondant aux
champs u′(x, t), p′w(x, t), p′a(x, t) et T ′(x, t) de la partie précédente, dans un problème où toutes
les conditions aux limites essentielles sont nulles. En utilisant le Principe des Puissances Vir-
tuelles, on écrit ensuite la formulation variationnelle du problème.

En plus des équations du problème, des conditions aux limites et des conditions initiales, les
champs u(x, t), pw(x, t), pa(x, t) et T (x, t) doivent satisfaire à des conditions de régularité suffi-
santes pour que la formulation variationnelle soit légitime. On rappelle que l’espace de Hilbert
H1 (Ω) est l’ensemble des fonctions de carré intégrable dont les dérivées spatiales sont de carré
intégrable [194]. Dans un espace à trois dimensions :

H1 (Ω) =
{

f ∈ L2 (Ω) , ∀i = 1, 3
∂f

∂xi
∈ L2 (Ω)

}
(9.1)

avec L2 (Ω) l’ensemble des fonctions de carré intégrable. Pour définir le carré d’une fonction, il
est nécessaire de rappeler les définitions du produit scalaire et de la norme utilisés dans l’espace
H1 (Ω). Soient deux fonctions scalaires f et g. Le produit scalaire dans H1 (Ω) est défini par :

((f, g))1,Ω =
∫

Ω
fg dΩ +

∫

Ω
∇(f) · ∇(g) dΩ (9.2)

La norme sur H1 (Ω) est définie par :

‖f, g‖1,Ω =
√

((f, g))1,Ω (9.3)

Les notions 9.2 et 9.3 peuvent ensuite être appliquées aux fonctions scalaires pw(x, t), pa(x, t) et
T (x, t), ainsi qu’à chacune des composantes de la fonction tensorielle u(x, t).

9.1 Equation relative au champ de déplacements

9.1.1 Espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles à
zéro

On définit le champ de déplacements uL(x, t), qui vaut ũ(x, t) sur la frontière Γu, et qui est nul
sur le domaine Ω \ Γu :





∀t, uL(x, t)|Γu
= ũ(x, t)

∀t, uL(x, t)|Ω\Γu
= 0

(Ω \ Γu) ∪ Γu = Ω, (Ω \ Γu) ∩ Γu = ∅

(9.4)

On définit à présent le champ de déplacements u(x, t) tel que :

∀t, ∀x ∈ Ω, u(x, t) = u′(x, t) − uL(x, t) (9.5)
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Le champ u′(x, t) vérifie les conditions aux limites 8.76, si et seulement si le champ u(x, t) vérifie
les conditions aux limites suivantes :





∀t, ∀x ∈ Γu, u(x, t) = 0

∀t, ∀x ∈ Γσ, σ(x, t) · n = T(x, t)

Γ = Γu ∪ Γσ, Γu ∩ Γσ = ∅

(9.6)

Le champ u′(x, t) vérifie les conditions initiales mentionnées dans l’équation 8.80, si et seulement
si le champ u(x, t) vérifie les conditions initiales suivantes :

∀x ∈ Ω, u(x, t = 0) = u′0(x) − uL(x, t = 0) (9.7)

Chercher le champ de déplacements u′(x, t) qui vérifie les équations 8.6 et 8.8 et qui satis-
fait aux conditions aux limites 8.76, avec les conditions initiales énoncées dans l’équation 8.80,
revient à chercher le champ de déplacements u(x, t), qui vérifie les équations 8.6 et 8.8 sous les
conditions aux limites 9.6 et sous la condition initiale 9.7.

Dans un espace à trois dimensions, l’espace des déplacements cinématiquement admissibles à
zéro est [194] :

Vu (Ω) =
{
u, u ∈ (

H1 (Ω)
)3

, u|Γu
= 0

}
(9.8)

9.1.2 PTV pour les déplacements

Pour obtenir la formulation faible de l’équation relative au constituant solide, on applique le
Principe des Travaux Virtuels. On mutiplie l’équation d’équilibre 8.6 par un champ de déplace-
ments virtuel u∗ cinématiquement admissible, appartenant à Vu (Ω). Puis on intègre l’équation
sur l’ensemble du domaine modélisé Ω :

∀u∗ ∈ Vu (Ω) ,

∫

Ω
(∇ · σ̇) · u∗dΩ +

∫

Ω
ḟ · u∗dΩ = 0 (9.9)

On intègre par parties l’équation 9.9. Après application de la formule de Green-Stockes, on
obtient :

∀u∗ ∈ Vu (Ω) ,

∫

Γ

(
nT · σ̇) · u∗dΓ −

∫

Ω
σ̇ : ∇ (u∗) dΩ +

∫

Ω
ḟ · u∗dΩ = 0 (9.10)

On note ε∗ la partie symétrique du gradient des déplacements virtuels∇ (u∗). Le tenseur des con-
traintes σ étant symétrique, et les déplacements virtuels étant nuls sur la frontière Γu, l’équation
9.10 s’écrit :

∀u∗ ∈ Vu (Ω) ,

∫

Γσ

(σ̇ · n) · u∗dΓ −
∫

Ω
σ̇ : ε∗dΩ +

∫

Ω
ḟ · u∗dΩ = 0 (9.11)

En prenant en compte les conditions aux limites 9.6 sur la frontière Γσ :

∀u∗ ∈ Vu (Ω) ,

∫

Ω
σ̇ : ε∗dΩ =

∫

Ω
ḟ · u∗dΩ +

∫

Γσ

Ṫ · u∗dΓ (9.12)
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On introduit à présent la loi de comportement incrémentale 8.8 dans l’équation 9.12 :

∀u∗ ∈ Vu (Ω) ,
∫
Ω [Ded (Ω) : ε̇] : ε∗dΩ +

∫
Ω

[
Fed

s (Ω) ṗw

]
: ε∗dΩ

+
∫
Ω

[(
δ − Fed

s (Ω)
)

ṗa

]
: ε∗dΩ − ∫

Ω

[
Fed

T
∗ (Ω) Ṫ

]
: ε∗dΩ

=
∫
Ω ḟ · u∗dΩ +

∫
Γσ

Ṫ · u∗dΓ

(9.13)

On peut transformer l’équation 9.13 en :

∀u∗ ∈ Vu (Ω) ,
∫
Ω (ε∗)T : Ded (Ω) : ε̇ dΩ +

∫
Ω (ε∗)T : Fed

s (Ω) ṗw dΩ

+
∫
Ω (ε∗)T :

(
δ − Fed

s (Ω)
)

ṗa dΩ − ∫
Ω (ε∗)T : Fed

T
∗ (Ω) Ṫ dΩ

=
∫
Ω (u∗)T · ḟ dΩ +

∫
Γσ

(u∗)T · Ṫ dΓ

(9.14)

9.2 Equation relative au champ de pressions d’eau

9.2.1 Espace des champs de pressions d’eau cinématiquement admissibles à
zéro

On définit le champ de pressions d’eau pL
w(x, t), qui vaut p̃w(x, t) sur la frontière Γpw , et zéro sur

le domaine Ω \ Γpw :




∀t, pL
w(x, t)|Γpw

= p̃w(x, t)

∀t, pL
w(x, t)|Ω\Γpw

= 0

(Ω \ Γpw) ∪ Γpw = Ω, (Ω \ Γpw) ∩ Γpw = ∅

(9.15)

On définit à présent le champ de pressions d’eau pw(x, t) tel que :

∀t, ∀x ∈ Ω, pw(x, t) = p′w(x, t) − pL
w(x, t) (9.16)

Le champ p′w(x, t) vérifie les conditions aux limites 8.77, si et seulement si le champ pw(x, t)
vérifie les conditions aux limites suivantes :





∀t, ∀x ∈ Γpw , pw(x, t) = 0

∀t, ∀x ∈ ΓQw , ρw

(
Vw(x, t) + V∗

vap(x, t)
) · n = q̃w(x, t)

Γ = Γpw ∪ ΓQw , Γpw ∩ ΓQw = ∅

(9.17)

Le champ p′w(x, t) vérifie les conditions initiales mentionnées dans l’équation 8.80, si et seulement
si le champ pw(x, t) vérifie les conditions initiales suivantes :

∀x ∈ Ω, pw(x, t = 0) = p′w0
(x) − pL

w(x, t = 0) (9.18)
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Chercher le champ de pressions d’eau p′w(x, t) qui vérifie les équations 8.11 et 8.46 et qui sa-
tisfait aux conditions aux limites 8.77, avec les conditions initiales énoncées dans l’équation 8.80,
revient à chercher le champ de pressions d’eau pw(x, t), qui vérifie les équations 8.11 et 8.46 sous
les conditions aux limites 9.17 et sous la condition initiale 9.18.

De même que pour les déplacements, on définit l’ensemble des champs de pressions d’eau ci-
nématiquement admissibles à zéro :

Vw (Ω) =
{

pw, pw ∈ H1 (Ω) , pw|Γpw
= 0

}
(9.19)

9.2.2 PTV pour les pressions d’eau

Pour obtenir la formulation faible de l’équation relative au constituant eau, on applique le Prin-
cipe des Travaux Virtuels. On mutiplie l’équation de conservation de la masse d’eau 8.46 par un
champ de pressions d’eau virtuel p∗w cinématiquement admissible, appartenant à Vw (Ω). Puis on
intègre l’équation sur l’ensemble du domaine modélisé Ω :

∀ p∗w ∈ Vw (Ω) ,

− ∫
Ω [ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw)] δ : ε̇ p∗w dΩ

+
∫
Ω

[−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

]
ṗw p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

]
ṗa p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g3 + nSw βT + n2 An (1− Sw) g3 + nρvap Aρ0 (1− Sw)

]
Ṫ p∗w dΩ

+
∫
Ω ∇ · [ρw

(
Vw + V∗

vap

)]
p∗w dΩ = 0

(9.20)

On intègre par parties le dernier terme de l’équation 9.20. Après application de la formule de
Green-Stockes, on obtient :

∀ p∗w ∈ Vw (Ω) ,

− ∫
Ω [ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw)] δ : ε̇ p∗w dΩ

+
∫
Ω

[−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

]
ṗw p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

]
ṗa p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g3 + nSw βT + n2 An (1− Sw) g3 + nρvap Aρ0 (1− Sw)

]
Ṫ p∗w dΩ

+
∫
Γ nT · [ρw

(
Vw + V∗

vap

)]
p∗w dΓ − ∫

Ω ρw

(
Vw + V∗

vap

) · ∇p∗w dΩ = 0
(9.21)

D’après les conditions aux limites 9.17, les pressions d’eau virtuelles sont nulles sur la frontière
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Γpw , et le débit massique d’eau vaut q̃w sur la frontière ΓQw . Par conséquent, l’équation 9.21
devient :

∀ p∗w ∈ Vw (Ω) ,

− ∫
Ω [ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw)] δ : ε̇ p∗w dΩ

+
∫
Ω

[−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

]
ṗw p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

]
ṗa p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g3 + nSw βT + n2 An (1− Sw) g3 + n ρvap Aρ0 (1− Sw)

]
Ṫ p∗w dΩ

= − ∫
ΓQw

q̃w p∗w dΓ +
∫
Ω ρw

(
Vw + V∗

vap

) · ∇p∗w dΩ
(9.22)

On introduit à présent la loi de transfert généralisée 8.12 dans l’équation 9.22 :

∀ p∗w ∈ Vw (Ω) ,

− ∫
Ω [ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw)] δ : ε̇ p∗w dΩ

+
∫
Ω

[−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

]
ṗw p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

]
ṗa p∗w dΩ

+
∫
Ω

[
n (ρw − ρvap) g3 + nSw βT + n2 An (1− Sw) g3 + n ρvap Aρ0 (1− Sw)

]
Ṫ p∗w dΩ

= − ∫
Ω ρw (Kw · ∇z) · ∇p∗w dΩ − ∫

Ω ρw (DP · ∇pw) · ∇p∗w dΩ

+
∫
Ω ρw (DP · ∇pa) · ∇p∗w dΩ − ∫

Ω ρw (DT · ∇T ) · ∇p∗w dΩ

− ∫
ΓQw

q̃w p∗w dΓ
(9.23)
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On peut transformer l’équation 9.23 en :

∀ p∗w ∈ Vw (Ω) ,

− ∫
Ω p∗w [ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw)] δ : ε̇ dΩ

+
∫
Ω p∗w

[−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

]
ṗw dΩ

+
∫
Ω p∗w

[
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

]
ṗa dΩ

+
∫
Ω p∗w

[
n (ρw − ρvap) g3 + nSw βT + n2 An (1− Sw) g3 + nρvap Aρ0 (1− Sw)

]
Ṫ dΩ

= − ∫
Ω ρw (∇p∗w)T ·Kw · ∇z dΩ − ∫

Ω ρw (∇p∗w)T ·DP · ∇pw dΩ

+
∫
Ω ρw (∇p∗w)T ·DP · ∇pa dΩ − ∫

Ω ρw (∇p∗w)T ·DT · ∇T dΩ

− ∫
ΓQw

p∗w q̃w dΓ
(9.24)

9.3 Equation relative au champ de pressions d’air

9.3.1 Espace des champs de pressions d’air cinématiquement admissibles à
zéro

On définit le champ de pressions d’air pL
a (x, t), qui vaut p̃a(x, t) sur la frontière Γpa , et zéro sur

le domaine Ω \ Γpa :




∀t, pL
a (x, t)|Γpa

= p̃a(x, t)

∀t, pL
a (x, t)|Ω\Γpa

= 0

(Ω \ Γpa) ∪ Γpa = Ω, (Ω \ Γpa) ∩ Γpa = ∅

(9.25)

On définit à présent le champ de pressions d’air pa(x, t) tel que :

∀t, ∀x ∈ Ω, pa(x, t) = p′a(x, t) − pL
a (x, t) (9.26)

Le champ p′a(x, t) vérifie les conditions aux limites 8.78, si et seulement si le champ pa(x, t) vérifie
les conditions aux limites suivantes :





∀t, ∀x ∈ Γpa , pa(x, t) = 0

∀t, ∀x ∈ ΓQa ,
[
ρa V a(x, t) + ρa H Vw(x, t) − ρw V∗

vap(x, t)
] · n = q̃a(x, t)

Γ = Γpa ∪ ΓQa , Γpa ∩ ΓQa = ∅

(9.27)

Le champ p′a(x, t) vérifie les conditions initiales mentionnées dans l’équation 8.80, si et seulement
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si le champ pa(x, t) vérifie les conditions initiales suivantes :

∀x ∈ Ω, pa(x, t = 0) = p′a0
(x) − pL

a (x, t = 0) (9.28)

Chercher le champ de pressions d’air p′a(x, t) qui vérifie les équations 8.9, 8.10, 8.47 et 8.57,
et qui satisfait aux conditions aux limites 8.78, avec les conditions initiales énoncées dans l’équa-
tion 8.80, revient à chercher le champ de pressions d’air pa(x, t), qui vérifie les équations 8.9,
8.10, 8.47 et 8.57 sous les conditions aux limites 9.27 et sous la condition initiale 9.28.

On définit l’ensemble des champs de pression d’air cinématiquement admissibles à zéro :

Va (Ω) =
{

pa, pa ∈ H1 (Ω) , pa|Γpa
= 0

}
(9.29)

9.3.2 PTV pour les pressions d’air

Pour obtenir la formulation faible de l’équation relative au constituant air, on applique le Principe
des Travaux Virtuels. On mutiplie l’équation de conservation de la masse d’air 8.57 par un champ
de pressions d’air virtuel p∗a cinématiquement admissible, appartenant à Va (Ω). Puis on intègre
l’équation sur l’ensemble du domaine modélisé Ω :

∀ p∗a ∈ Va (Ω) ,

− ∫
Ω (1− Sw + HSw)ρa δ : ε̇ p∗a dΩ

− ∫
Ω (H − 1)nρag2 ṗw p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ] ṗa p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ] Ṫ p∗a dΩ

+
∫
Ω ∇ · [ρa V a] p∗a dΩ +

∫
Ω ∇ · [Hρa Vw] p∗a dΩ − ∫

Ω ∇ · [ρw V∗
vap

]
p∗a dΩ = 0

(9.30)

On intègre par parties les trois derniers termes de l’équation 9.30. Après application de la formule
de Green-Stockes, on obtient :

∀ p∗a ∈ Va (Ω) ,

− ∫
Ω (1− Sw + HSw)ρa δ : ε̇ p∗a dΩ

− ∫
Ω (H − 1)nρag2 ṗw p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ] ṗa p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ] Ṫ p∗a dΩ

= − ∫
Γ nT · [

ρa V a + Hρa Vw − ρw V∗
vap

]
p∗a dΓ

+
∫
Ω

[
ρa V a + Hρa Vw − ρw V∗

vap

] · ∇p∗a dΩ

(9.31)
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D’après les conditions aux limites 9.27, les pressions d’air virtuelles sont nulles sur la frontière
Γpa , et le débit massique d’air vaut q̃a sur la frontière ΓQa . Par conséquent, l’équation 9.31
devient :

∀ p∗a ∈ Va (Ω) ,

− ∫
Ω (1− Sw + HSw)ρa δ : ε̇ p∗a dΩ

− ∫
Ω (H − 1)nρag2 ṗw p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ] ṗa p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ] Ṫ p∗a dΩ

= − ∫
ΓQa

q̃a p∗a dΓ

+
∫
Ω

[
ρa V a + Hρa Vw − ρw V∗

vap

] · ∇p∗a dΩ

(9.32)

On injecte à présent les lois de transfert 8.9, 8.10 et 8.47 dans l’équation 9.32 :

∀ p∗a ∈ Va (Ω) ,

− ∫
Ω (1− Sw + HSw)ρa δ : ε̇ p∗a dΩ

− ∫
Ω (H − 1)nρag2 ṗw p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ] ṗa p∗a dΩ

+
∫
Ω [(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ] Ṫ p∗a dΩ

= − ∫
ΓQa

q̃a p∗a dΓ

− ∫
Ω [ρa (Ka + HKw ) · ∇z] · ∇p∗a dΩ

− ∫
Ω [(H ρa DPw − ρw DPvap δ) · ∇pw] · ∇p∗a dΩ

+
∫
Ω [(−g Ka + H ρa DPw − ρw DPvap δ) · ∇pa] · ∇p∗a dΩ

− ∫
Ω

[(
g ∂pa

∂T Ka + H ρa DTw − ρw DTvap δ
)
· ∇T

]
· ∇p∗a dΩ

(9.33)

En supposant que le poids volumique de l’air est homogène, on peut réécrire l’équation 9.33 sous
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la forme :
∀ p∗a ∈ Va (Ω) ,

− ∫
Ω p∗a (1− Sw + HSw)ρa δ : ε̇ dΩ

− ∫
Ω p∗a (H − 1)nρag2 ṗw dΩ

+
∫
Ω p∗a [(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ] ṗa dΩ

+
∫
Ω p∗a [(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ] Ṫ dΩ

= − ∫
Ω ρa (∇p∗a)

T · (Ka + HKw ) · ∇z dΩ

− ∫
Ω (∇p∗a)

T · (H ρa DPw − ρw DPvap δ) · ∇pw dΩ

+
∫
Ω (∇p∗a)

T · (−g Ka + H ρa DPw − ρw DPvap δ) · ∇pa dΩ

− ∫
Ω (∇p∗a)

T ·
(
g ∂pa

∂T Ka + H ρa DTw − ρw DTvap δ
)
· ∇T dΩ

− ∫
ΓQa

p∗a q̃a dΓ

(9.34)

9.4 Equation relative au champ de températures

9.4.1 Espace des champs de températures cinématiquement admissibles à
zéro

On définit le champ de températures TL(x, t), qui vaut T̃ (x, t) sur la frontière ΓT , et zéro sur le
domaine Ω \ ΓT : 




∀t, TL(x, t)|ΓT
= T̃ (x, t)

∀t, TL(x, t)|Ω\ΓT
= 0

(Ω \ ΓT ) ∪ ΓT = Ω, (Ω \ ΓT ) ∩ ΓT = ∅

(9.35)

On définit à présent le champ de températures T (x, t) tel que :

∀t, ∀x ∈ Ω, T (x, t) = T ′(x, t) − TL(x, t) (9.36)

Le champ T ′(x, t) vérifie les conditions aux limites 8.79, si et seulement si le champ T (x, t) vérifie
les conditions aux limites suivantes :





∀t, ∀x ∈ ΓT , T (x, t) = 0

∀t, ∀x ∈ ΓQT
, QT (x, t) · n = q̃h(x, t)

Γ = ΓT ∪ ΓQT
, ΓT ∩ ΓQT

= ∅

(9.37)

Le champ T ′(x, t) vérifie les conditions initiales mentionnées dans l’équation 8.80, si et seulement



166 Chapitre 9. Formulation variationnelle - PTV

si le champ T (x, t) vérifie les conditions initiales suivantes :

∀x ∈ Ω, T (x, t = 0) = T ′0 − TL(x, t = 0) (9.38)

Chercher le champ de températures T ′(x, t) qui vérifie les équations 8.65, 8.9, 8.10 et 8.47 et
qui satisfait aux conditions aux limites 8.79, avec les conditions initiales énoncées dans l’équa-
tion 8.80, revient à chercher le champ de températures T (x, t), qui vérifie les équations 8.65, 8.9,
8.10 et 8.47 sous les conditions aux limites 9.37 et sous la condition initiale 9.38.

On définit l’ensemble des champs de températures cinématiquement admissibles à zéro :

VT (Ω) =
{
T, T ∈ H1 (Ω) , T|ΓT

= 0
}

(9.39)

9.4.2 PTV pour les températures

Pour obtenir la formulation faible de l’équation relative à la chaleur, on applique le Principe
des Travaux Virtuels. On mutiplie l’équation de conservation de l’énergie 8.65 par un champ de
températures virtuel T ∗ cinématiquement admissible, appartenant à VT (Ω). On utilise l’équation
de transport du flux de chaleur 8.58 et on intègre l’équation sur l’ensemble du domaine modélisé
Ω :

∀T ∗ ∈ VT (Ω) ,

∫
Ω

(
χεv δ : ε̇ + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

)
T ∗ dΩ +

∫
Ω ∇ · QT T ∗ dΩ = 0

(9.40)

On intègre par parties le dernier terme de l’équation 9.40. Après application de la formule de
Green-Stockes, on obtient :

∀T ∗ ∈ VT (Ω) ,

∫
Ω

(
χεv δ : ε̇ + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

)
T ∗ dΩ

= − ∫
Γ nT · QT T ∗ dΓ +

∫
Ω QT · ∇T ∗ dΩ

(9.41)

D’après les conditions aux limites 9.37, les températures virtuelles sont nulles sur la frontière
ΓT , et le flux surfacique de chaleur vaut q̃h sur la frontière ΓQT

. Par conséquent, l’équation 9.41
devient :

∀T ∗ ∈ VT (Ω) ,

∫
Ω

(
χεv δ : ε̇ + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

)
T ∗ dΩ

= − ∫
ΓQT

q̃h T ∗ dΓ +
∫
Ω QT · ∇T ∗ dΩ

(9.42)
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On injecte à présent l’expression du flux surfacique de chaleur 8.58 dans l’équation 9.42 :

∀T ∗ ∈ VT (Ω) ,

∫
Ω

(
χεv δ : ε̇ + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

)
T ∗ dΩ

= − ∫
ΓQT

q̃h T ∗ dΓ

+
∫
Ω (T − T0)

[
ρw CPw Vw + ρw CPvap V∗

vap + ρa CPa V a

] · ∇T ∗ dΩ

+
∫
Ω hfg

(
ρw V∗

vap + ρvap V a

) · ∇T ∗ dΩ − ∫
Ω λT ∇T · ∇T ∗ dΩ

(9.43)

On injecte maintenant les lois de transfert 8.9, 8.10 et 8.47 dans l’équation 9.43 :

∀T ∗ ∈ VT (Ω) ,

∫
Ω

(
χεv δ : ε̇ + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

)
T ∗ dΩ

= − ∫
ΓQT

q̃h T ∗ dΓ

− ∫
Ω [((T − T0) (ρw CPw Kw + ρa CPa Ka) + hfg ρvap Ka) · ∇z] · ∇T ∗ dΩ

− ∫
Ω [((T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ) + hfg ρw DPvap δ) · ∇pw] · ∇T ∗ dΩ

+
∫
Ω [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ − g CPa Ka) · ∇pa] · ∇T ∗ dΩ

+
∫
Ω

[
hfg

(
ρw DPvap δ − ρvap

γa
Ka

)
· ∇pa

]
· ∇T ∗ dΩ

− ∫
Ω

[
(T − T0)

(
ρw CPw DTw + ρw CPvap DTvap δ + g CPa

∂pa

∂T Ka

)
· ∇T

]
· ∇T ∗ dΩ

− ∫
Ω

[(
hfg

(
ρw DTvap δ + ρvap

γa

∂pa

∂T Ka

)
+ λT δ

)
· ∇T

]
· ∇T ∗ dΩ

(9.44)

En supposant que le poids volumique de l’air est homogène, on peut réécrire l’équation 9.44 sous
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la forme :

∀T ∗ ∈ VT (Ω) ,

∫
Ω T ∗

(
χεv δ : ε̇ + χw ṗw + χa ṗa + χT Ṫ

)
dΩ =

− ∫
Ω (∇T ∗)T · ((T − T0) (ρw CPw Kw + ρa CPa Ka) + hfg ρvap Ka) · ∇z dΩ

− ∫
Ω (∇T ∗)T · ((T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ) + hfg ρw DPvap δ) · ∇pw dΩ

+
∫
Ω (T − T0) (∇T ∗)T · (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ − g CPa Ka) · ∇pa dΩ

+
∫
Ω hfg (∇T ∗)T ·

(
ρw DPvap δ − ρvap

γa
Ka

)
· ∇pa dΩ

− ∫
Ω (T − T0) (∇T ∗)T ·

(
ρw CPw DTw + ρw CPvap DTvap δ + g CPa

∂pa

∂T Ka

)
· ∇T dΩ

− ∫
Ω (∇T ∗)T ·

(
hfg

(
ρw DTvap δ + ρvap

γa

∂pa

∂T Ka

)
+ λT δ

)
· ∇T dΩ

− ∫
ΓQT

T ∗ q̃h dΓ
(9.45)

9.5 Résumé de la formulation variationnelle

Dans sa formulation forte, le problème couplé traité avec le modèle THHMD revient à la re-
cherche :

• des champs de déplacements u(x, t) ∈ Vu (Ω) qui vérifient l’équation intégrale 9.14 sous la
condition initiale 9.7 ;

• les champs de pression d’eau liquide pw(x, t) ∈ Vw (Ω) qui vérifient l’équation intégrale 9.24
sous la condition initiale 9.18 ;

• les champs de pression d’air gazeux pa(x, t) ∈ Va (Ω) qui vérifient l’équation intégrale 9.34 sous
la condition initiale 9.28 ;

• les champs de température T (x, t) ∈ VT (Ω) qui vérifient l’équation intégrale 9.45 sous la
condition initiale 9.38.



CHAPITRE 10

Discrétisation dans l’espace - méthode de Galerkin

169



170 Chapitre 10. Discrétisation dans l’espace - méthode de Galerkin



171

Les équations d’équilibre qui interviennent dans un problème traité avec le modèle THHMD sont
discrétisées dans l’espace à l’aide de la méthode de Galerkin, et dans le temps par la θ-méthode
[120, 168].

Les éléments utilisés dans Θ-Stock comportent 4 noeuds et un Point d’Intégration. On suit
la méthode de Galerkin, qui consiste à choisir les mêmes fonctions d’interpolation dans l’es-
pace pour tous les degrés de liberté [102, 194]. En notant {N} le vecteur des fonctions de forme
en configuration axisymétrique (le principe est le même en déformations planes) :





ur(x, t) = {N} · {ur(t)}

uz(x, t) = {N} · {uz(t)}

T (x, t) = {N} · {T (t)}

pw(x, t) = {N} · {pw(t)}

pa(x, t) = {N} · {pa(t)}

(10.1)

Pour des éléments à 4 noeuds :

{ddl(t)} =





ddlnd1(t)
ddlnd2(t)
ddlnd3(t)
ddlnd4(t)





, ddl(t) = ur(t), uz(t), T (t), pw(t), pa(t) (10.2)

Comme il n’y a qu’un Point de Gauss, les fonctions d’interpolation spatiales sont linéaires. Dans
l’espace bidimensionnel (s,t) :

{N} =





(1− s)(1− t)/4
(1 + s)(1− t)/4
(1 + s)(1 + t)/4
(1− s)(1 + t)/4





=





N1

N2

N3

N4





(10.3)

Dans le cadre des petites perturbations, le tenseur des déformations est défini comme la par-
tie symétrique du gradient spatial des déplacements. Conformément à la représentation adoptée
dans Θ-Stock, on note les tenseurs d’ordre 2 sous la forme de vecteurs. En configuration axi-
symétrique, ces vecteurs sont de longueur 4 et les composantes tensorielles stockées sont rr, zz,
rz, θθ (dans cet ordre). En déformations planes, le principe est le même, avec des vecteurs de
longueur 3, dont les composantes sont xx, yy et xy (dans cet ordre).

{ε(x, t)} = [B] · {u(t)} (10.4)
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En configuration axisymétrique, pour des éléments à 4 noeuds :

{u(t)} =





ur, nd1(t)
uz, nd1(t)
ur, nd2(t)
uz, nd2(t)
ur, nd3(t)
uz, nd3(t)
ur, nd4(t)
uz, nd4(t)





(10.5)

[B] =




∂N1
∂r

0

∂N1
∂z

N1
r∗

0

∂N1
∂z

∂N1
∂r

0

∂N2
∂r

0

∂N2
∂z

N2
r∗

0

∂N2
∂z

∂N2
∂r

0

∂N3
∂r

0

∂N3
∂z

N3
r∗

0

∂N3
∂z

∂N3
∂r

0

∂N4
∂r

0

∂N4
∂z

N4
r∗

0

∂N4
∂z

∂N4
∂r

0




(10.6)

où r∗ est le rayon de l’élément.

En déformations planes, pour des éléments à 4 noeuds :

{u(t)} =





ux, nd1(t)
uy, nd1(t)
ux, nd2(t)
uy, nd2(t)
ux, nd3(t)
uy, nd3(t)
ux, nd4(t)
uy, nd4(t)





(10.7)

[B] =




∂N1
∂x

0

∂N1
∂y

0

∂N1
∂y

∂N1
∂x

∂N2
∂x

0

∂N2
∂y

0

∂N2
∂y

∂N2
∂x

∂N3
∂x

0

∂N3
∂y

0

∂N3
∂y

∂N3
∂x

∂N4
∂x

0

∂N4
∂y

0

∂N4
∂y

∂N4
∂x




(10.8)

Par ailleurs, on note : 



{∇ (T (x, t))} = [∇N ] {T (t)}

{∇ (pw(x, t))} = [∇N ] {pw(t)}

{∇ (pa(x, t))} = [∇N ] {pa(t)}

(10.9)

Pour des éléments à 4 noeuds représentés en configuration axisymétrique :

[∇N ] =




∂N1
∂r

∂N1
∂z

∂N2
∂r

∂N2
∂z

∂N3
∂r

∂N3
∂z

∂N4
∂r

∂N4
∂z


 (10.10)
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En déformations planes :

[∇N ] =




∂N1
∂x

∂N1
∂y

∂N2
∂x

∂N2
∂y

∂N3
∂x

∂N3
∂y

∂N4
∂x

∂N4
∂y


 (10.11)

Par commodité, on note par la suite :

{u(x, t)} =
[
Ñ

]
{u(t)} ,

[
Ñ

]
=

[
N1

0
0
N1

N2

0
0
N2

N3

0
0
N3

N4

0
0
N4

] (10.12)

10.1 Equation relative aux déplacements

Considérons le domaine occupé par un élément du maillage : Ωe ⊂ Ω. L’équation 9.14 est vraie
pour tout champ de déplacements virtuel u∗(x, t) ∈ Vu (Ω), et en particulier pour un champ
u∗(x, t) qui prend des valeurs quelconques sur Ωe et qui est nul sur Ω \ Ωe. La suite de l’exposé
vise à discrétiser dans l’espace la forme élémentaire de l’équation 9.14. On adoptera des notations
matricielles. En particulier, les définitions 10.1, 10.4, 10.9 et 10.12 seront utilisées.

∀u∗ ∈ Vu (Ω) ,

∫
Ωe
{u∗(t)}T [B]T [Ded (Ωpq)] [B] {u̇(t)} dΩ

− ∫
Ωe
{u∗(t)}T [B]T

[{
Fed

T
∗ (Ωpq)

}
⊗ {N}

]
{Ṫ (t)} dΩ

+
∫
Ωe
{u∗(t)}T [B]T

[{
Fed

s (Ωpq)
}⊗ {N}] {ṗw(t)} dΩ

+
∫
Ωe
{u∗(t)}T [B]T

[{
δ − Fed

s (Ωpq)
}⊗ {N}] {ṗa(t)} dΩ

=
∫
Ωe
{u∗(t)}T

[
Ñ

]T {
ḟ
}

dΩ +
∫
Γe, σ

{u∗(t)}T
[
Ñ

]T {
Ṫ

}
dΓ

(10.13)

L’égalité 10.13 étant vraie pour tout champ de déplacements virtuel u∗(x, t) ∈ Vu (Ω), l’équation
intégrale élémentaire relative au champ de déplacements est donc discrétisée dans l’espace comme
suit : [∫

Ωe
[B]T [Ded (Ωpq)] [B] dΩ

]
{u̇(t)}

+
[
− ∫

Ωe
[B]T

[{
Fed

T
∗ (Ωpq)

}
⊗ {N}

]
dΩ

]
{Ṫ (t)}

+
[∫

Ωe
[B]T

[{
Fed

s (Ωpq)
}⊗ {N}] dΩ

]
{ṗw(t)}

+
[∫

Ωe
[B]T

[{
δ − Fed

s (Ωpq)
}⊗ {N}] dΩ

]
{ṗa(t)}

=
∫
Ωe

[
Ñ

]T {
ḟ
}

dΩ +
∫
Γe, σ

[
Ñ

]T {
Ṫ

}
dΓ

(10.14)
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On peut écrire l’équation 10.14 sous forme matricielle :

[Ruu] {u̇(t)} + [RuT ] {Ṫ (t)} + [Ruw] {ṗw(t)} + [Rua] {ṗa(t)} =
{
Ḟσ(t)

}
(10.15)

où :
[Ruu] =

∫

Ωe

[B]T [Ded (Ωpq)] [B] dΩ (10.16)

[RuT ] = −
∫

Ωe

[B]T
[{

Fed
T
∗
(Ωpq)

}
⊗ {N}

]
dΩ (10.17)

[Ruw] =
∫

Ωe

[B]T
[{

Fed
s (Ωpq)

}
⊗ {N}

]
dΩ (10.18)

[Rua] =
∫

Ωe

[B]T
[{

δ − Fed
s (Ωpq)

}
⊗ {N}

]
dΩ (10.19)

{
Ḟσ(t)

}
=

∫

Ωe

[
Ñ

]T {
ḟ
}

dΩ +
∫

Γe, σ

[
Ñ

]T {
Ṫ

}
dΓ (10.20)

10.2 Equation relative aux températures

L’équation 9.45 est vraie pour tout champ de températures virtuel T ∗(x, t) ∈ VT (Ω), et en
particulier pour un champ T ∗(x, t) qui prend des valeurs quelconques sur Ωe et qui est nul sur
Ω\Ωe. De même que pour l’équation intégrale relative aux dépacements, on cherche à discrétiser
dans l’espace la forme élémentaire de l’équation 9.45. On adoptera les mêmes conventions que
précédemment pour les notations matricielles.

∀T ∗ ∈ VT (Ω) ,

∫
Ωe

χεv
{T ∗(t)}T

[{N}T ⊗ {δ}] [B] {u̇(t)} dΩ

+
∫
Ωe

χT {T ∗(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {Ṫ (t)} dΩ

+
∫
Ωe

χw {T ∗(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {ṗw(t)} dΩ

+
∫
Ωe

χa {T ∗(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {ṗa(t)} dΩ

+
∫
Ωe
{T ∗(t)}T [∇N ]T

[
(T − T0)

(
ρw CPw DTw + ρw CPvap DTvap δ + g CPa

∂pa

∂T Ka

)]
[∇N ] {T (t)} dΩ

+
∫
Ωe
{T ∗(t)}T [∇N ]T

[
hfg

(
ρw DTvap δ + ρvap

γa

∂pa

∂T Ka

)
+ λT δ

]
[∇N ] {T (t)} dΩ

+
∫
Ωe
{T ∗(t)}T [∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ) + hfg ρw DPvap δ] [∇N ] {pw(t)} dΩ

− ∫
Ωe
{T ∗(t)}T [∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ − g CPa Ka)] [∇N ] {pa(t)} dΩ

− ∫
Ωe
{T ∗(t)}T [∇N ]T

[
hfg

(
ρw DPvap δ − ρvap

γa
Ka

)]
[∇N ] {pa(t)} dΩ

= − ∫
Ωe
{T ∗(t)}T [∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw Kw + ρa CPa Ka) + hfg ρvap Ka] [∇N ] {ez · u(t)} dΩ

− ∫
Γe, QT

{T ∗(t)}T {N}T q̃h dΓ
(10.21)
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L’égalité 10.21 étant vraie pour tout champ de températures virtuel T ∗(x, t) ∈ VT (Ω), l’équation
intégrale élémentaire relative au champ de températures est donc discrétisée dans l’espace comme
suit :[∫

Ωe
χεv

[{N}T ⊗ {δ}] [B] dΩ
]
{u̇(t)}

+
[∫

Ωe
χT

[{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{Ṫ (t)}

+
[∫

Ωe
χw

[{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{ṗw(t)}

+
[∫

Ωe
χa

[{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{ṗa(t)}

+
[∫

Ωe
[∇N ]T

[
(T − T0)

(
ρw CPw DTw + ρw CPvap DTvap δ + g CPa

∂pa

∂T Ka

)]
[∇N ] dΩ

]
{T (t)}

+
[∫

Ωe
[∇N ]T

[
hfg

(
ρw DTvap δ + ρvap

γa

∂pa

∂T Ka

)
+ λT δ

]
[∇N ] dΩ

]
{T (t)}

+
[∫

Ωe
[∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ) + hfg ρw DPvap δ] [∇N ] dΩ

]
{pw(t)}

+
[
− ∫

Ωe
[∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ − g CPa Ka)] [∇N ] dΩ

]
{pa(t)}

+
[
− ∫

Ωe
[∇N ]T

[
hfg

(
ρw DPvap δ − ρvap

γa
Ka

)]
[∇N ] dΩ

]
{pa(t)}

= − ∫
Ωe

[∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw Kw + ρa CPa Ka) + hfg ρvap Ka] [∇N ] {ez · u(t)} dΩ

− ∫
Γe, QT

{N}T q̃h dΓ
(10.22)

On peut écrire l’équation 10.22 sous forme matricielle :

[CTu] {u̇(t)} + [CTT ] {Ṫ (t)} + [CTw] {ṗw(t)} + [CTa] {ṗa(t)}

+ [KTT ] {T (t)} + [KTw] {pw(t)} + [KTa] {pa(t)} = {FT (t)}
(10.23)

où :
[CTu] =

∫

Ωe

χεv

[{N}T ⊗ {δ}] [B] dΩ (10.24)

[CTT ] =
∫

Ωe

χT

[{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.25)

[CTw] =
∫

Ωe

χw

[{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.26)

[CTa] =
∫

Ωe

χa

[{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.27)

[KTT ] =∫
Ωe

[∇N ]T
[
(T − T0)

(
ρw CPw DTw + ρw CPvap DTvap δ + g CPa

∂pa

∂T Ka

)]
[∇N ] dΩ

+
∫
Ωe

[∇N ]T
[
hfg

(
ρw DTvap δ + ρvap

γa

∂pa

∂T Ka

)
+ λT δ

]
[∇N ] dΩ

(10.28)



176 Chapitre 10. Discrétisation dans l’espace - méthode de Galerkin

[KTw] =∫
Ωe

[∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ) + hfg ρw DPvap δ] [∇N ] dΩ
(10.29)

[KTa] =
− ∫

Ωe
[∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw DPw + ρw CPvap DPvap δ − g CPa Ka)] [∇N ] dΩ

− ∫
Ωe

[∇N ]T
[
hfg

(
ρw DPvap δ − ρvap

γa
Ka

)]
[∇N ] dΩ

(10.30)

{FT (t)} =
− ∫

Ωe
[∇N ]T [(T − T0) (ρw CPw Kw + ρa CPa Ka) + hfg ρvap Ka] [∇N ] {ez · u(t)} dΩ

− ∫
Γe, QT

{N}T q̃h dΓ
(10.31)

10.3 Equation relative aux pressions d’eau

L’équation 9.24 est vraie pour tout champ de pressions d’eau virtuel p∗w(x, t) ∈ Vw (Ω), et en
particulier pour un champ p∗w(x, t) qui prend des valeurs quelconques sur Ωe et qui est nul sur
Ω \ Ωe. Pour discrétiser dans l’espace la forme élémentaire de l’équation 9.24, on adoptera les
mêmes conventions que précédemment pour les notations matricielles.

∀ p∗w ∈ Vw (Ω) ,

− ∫
Ωe

(ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw)) {p∗w(t)}T
[{N}T ⊗ {δ}] [B] {u̇(t)} dΩ

+
∫
Ωe

(
n(ρw − ρvap)g3 + nSwβT + n2An(1− Sw)g3 + nρvapAρ0(1− Sw)

) {p∗w(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {Ṫ (t)} dΩ

+
∫
Ωe

(−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

) {p∗w(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {ṗw(t)} dΩ

+
∫
Ωe

(
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

) {p∗w(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {ṗa(t)} dΩ

+
∫
Ωe
{p∗w(t)}T [∇N ]T [ρw DT] [∇N ] {T (t)} dΩ

+
∫
Ωe
{p∗w(t)}T [∇N ]T [ρw DP] [∇N ] {pw(t)} dΩ

− ∫
Ωe
{p∗w(t)}T [∇N ]T [ρw DP] [∇N ] {pa(t)} dΩ

= − ∫
Ωe
{p∗w(t)}T [∇N ]T [ρw Kw] , [∇N ] {ez · u(t)} dΩ

− ∫
Γe, Qw

{p∗w(t)}T {N}T
q̃w dΓ

(10.32)

L’égalité 10.32 étant vraie pour tout champ de pressions d’eau virtuel p∗w(x, t) ∈ Vw (Ω), l’équa-
tion intégrale élémentaire relative au champ de pressions d’eau est donc discrétisée dans l’espace
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comme suit :
[
− ∫

Ωe
(ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw))

[{N}T ⊗ {δ}] [B] dΩ
]
{u̇(t)}

+
[∫

Ωe

(
n (ρw − ρvap) g3 + n Sw βT + n2 An (1− Sw) g3 + nρvap Aρ0 (1− Sw)

) [{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{Ṫ (t)}

+
[∫

Ωe

(−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

) [{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{ṗw(t)}

+
[∫

Ωe

(
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

) [{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{ṗa(t)}

+
[∫

Ωe
[∇N ]T [ρw DT] [∇N ] dΩ

]
{T (t)}

+
[∫

Ωe
[∇N ]T [ρw DP] [∇N ] dΩ

]
{pw(t)}

+
[
− ∫

Ωe
[∇N ]T [ρw DP] [∇N ] dΩ

]
{pa(t)}

= − ∫
Ωe

[∇N ]T [ρw Kw] , [∇N ] {ez · u(t)} dΩ

− ∫
Γe, Qw

{N}T
q̃w dΓ

(10.33)

On peut écrire l’équation 10.33 sous forme matricielle :

[Cwu] {u̇(t)} + [CwT ] {Ṫ (t)} + [Cww] {ṗw(t)} + [Cwa] {ṗa(t)}

+ [KwT ] {T (t)} + [Kww] {pw(t)} + [Kwa] {pa(t)} = {Fw(t)}
(10.34)

où :

[Cwu] = −
∫

Ωe

(ρw Sw + ρvap (1− Sw) + nAn Sw (1− Sw))
[{N}T ⊗ {δ}] [B] dΩ (10.35)

[CwT ] =
∫

Ωe

(
n(ρw − ρvap)g3 + nSwβT + n2An(1− Sw)g3 + nρvapAρ0(1− Sw)

) [{N}T ⊗ {N}] dΩ

(10.36)

[Cww] =
∫

Ωe

(−n (ρw − ρvap) g2 + nSw βP − n2 An (1− Sw) g2

) [{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.37)

[Cwa] =
∫

Ωe

(
n (ρw − ρvap) g2 + n2 An (1− Sw) g2

) [{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.38)

[KwT ] =
∫

Ωe

[∇N ]T [ρw DT] [∇N ] dΩ (10.39)

[Kww] =
∫

Ωe

[∇N ]T [ρw DP] [∇N ] dΩ (10.40)

[Kwa] = −
∫

Ωe

[∇N ]T [ρw DP] [∇N ] dΩ (10.41)

{Fw(t)} = −
∫

Ωe

[∇N ]T [ρw Kw] [∇N ] {ez · u(t)} dΩ −
∫

Γe, Qw

{N}T q̃w dΓ (10.42)
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10.4 Equation relative aux pressions d’air

L’équation 9.34 est vraie pour tout champ de pressions d’air virtuel p∗a(x, t) ∈ Va (Ω), et en
particulier pour un champ p∗a(x, t) qui prend des valeurs quelconques sur Ωe et qui est nul sur
Ω \ Ωe. Pour discrétiser dans l’espace la forme élémentaire de l’équation 9.34, on adoptera les
mêmes conventions que précédemment pour les notations matricielles.

∀ p∗a ∈ Va (Ω) ,

− ∫
Ωe

(1− Sw + HSw)ρa {p∗a(t)}T
[{N}T ⊗ {δ}] [B] {u̇(t)} dΩ

+
∫
Ωe

[(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ] {p∗a(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {Ṫ (t)} dΩ

− ∫
Ωe

(H − 1)nρag2 {p∗a(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {ṗw(t)} dΩ

+
∫
Ωe

[(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ] {p∗a(t)}T
[{N}T ⊗ {N}] {ṗa(t)} dΩ

+
∫
Ωe
{p∗a(t)}T [∇N ]T

[
g ∂pa

∂T Ka + H ρa DTw − ρw DTvap δ
]

[∇N ] {T (t)} dΩ

+
∫
Ωe
{p∗a(t)}T [∇N ]T [H ρa DPw − ρw DPvap δ] [∇N ] {pw(t)} dΩ

− ∫
Ωe
{p∗a(t)}T [∇N ]T [−g Ka + H ρa DPw − ρw DPvap δ] [∇N ] {pa(t)} dΩ

= − ∫
Ωe
{p∗a(t)}T [∇N ]T [ρa (Ka + HKw )] [∇N ] {ez · u(t)} dΩ

− ∫
Γe, Qa

{p∗a(t)}T {N}T q̃a dΓ

(10.43)

L’égalité 10.43 étant vraie pour tout champ de pressions d’air virtuel p∗a(x, t) ∈ Va (Ω), l’équation
intégrale élémentaire relative au champ de pressions d’air est donc discrétisée dans l’espace comme
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suit :
[
− ∫

Ωe
(1− Sw + HSw)ρa

[{N}T ⊗ {δ}] [B] dΩ
]
{u̇(t)}

+
[∫

Ωe
[(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ]

[{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{Ṫ (t)}

+
[
− ∫

Ωe
(H − 1)nρag2

[{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{ṗw(t)}

+
[∫

Ωe
[(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ]

[{N}T ⊗ {N}] dΩ
]
{ṗa(t)}

+
[∫

Ωe
[∇N ]T

[
g ∂pa

∂T Ka + H ρa DTw − ρw DTvap δ
]

[∇N ] dΩ
]
{T (t)}

+
[∫

Ωe
[∇N ]T [H ρa DPw − ρw DPvap δ] [∇N ] dΩ

]
{pw(t)}

+
[
− ∫

Ωe
[∇N ]T [−g Ka + H ρa DPw − ρw DPvap δ] [∇N ] dΩ

]
{pa(t)}

= − ∫
Ωe

[∇N ]T [ρa (Ka + HKw )] [∇N ] {ez · u(t)} dΩ

− ∫
Γe, Qa

{N}T q̃a dΓ

(10.44)

On peut écrire l’équation 10.44 sous forme matricielle :

[Cau] {u̇(t)} + [CaT ] {Ṫ (t)} + [Caw] {ṗw(t)} + [Caa] {ṗa(t)}

+ [KaT ] {T (t)} + [Kaw] {pw(t)} + [Kaa] {pa(t)} = {Fa(t)}
(10.45)

où :
[Cau] = −

∫

Ωe

(1− Sw + HSw)ρa

[{N}T ⊗ {δ}] [B] dΩ (10.46)

[CaT ] =
∫

Ωe

[(H − 1)nρag3 + n(1− Sw + HSw)αT ]
[{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.47)

[Caw] = −
∫

Ωe

(H − 1)nρag2

[{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.48)

[Caa] =
∫

Ωe

[(H − 1)nρag2 + n(1− Sw + HSw)αP ]
[{N}T ⊗ {N}] dΩ (10.49)

[KaT ] =
∫

Ωe

[∇N ]T
[
g

∂pa

∂T
Ka + H ρa DTw − ρw DTvap δ

]
[∇N ] dΩ (10.50)

[Kaw] =
∫

Ωe

[∇N ]T [H ρa DPw − ρw DPvap δ] [∇N ] dΩ (10.51)

[Kaa] = −
∫

Ωe

[∇N ]T [−g Ka + H ρa DPw − ρw DPvap δ] [∇N ] dΩ (10.52)

{Fa(t)} = −
∫

Ωe

[∇N ]T [ρa (Ka + HKw )] [∇N ] {ez · u(t)} dΩ −
∫

Γe, Qa

{N}T q̃a dΓ

(10.53)
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On suppose que la variation temporelle des inconnues est linéaire sur un pas de temps. Au-
trement dit, pour t′ ∈ [tn; tn+1] :





{u(t′)} = {u(tn)} + t′−tn
tn+1−tn

({u(t′n+1)} − {u(tn)})

{T (t′)} = {T (tn)} + t′−tn
tn+1−tn

({T (t′n+1)} − {T (tn)})

{pw(t′)} = {pw(tn)} + t′−tn
tn+1−tn

({pw(tn+1)} − {pw(tn)})

{pa(t′)} = {pa(tn)} + t′−tn
tn+1−tn

({pa(tn+1)} − {pa(tn)})

(11.1)

On pose :

θ =
t′ − tn

tn+1 − tn
, θ ∈ [0; 1] (11.2)

La dérivation de θ par rapport au temps donne :

dθ

dt′
= θ̇ =

1
∆nt

(11.3)

où ∆nt = tn+1 − tn. En utilisant la définition 11.2, on peut réécrire les équations 11.1 sous la
forme :





{u(t′)} = {u(tn)} + θ
({u(t′n+1)} − {u(tn)}) = {u(tn)} + θ ∆n{u}

{T (t′)} = {T (tn)} + θ
({T (t′n+1)} − {T (tn)}) = {T (tn)} + θ ∆n{T}

{pw(t′)} = {pw(tn)} + θ ({pw(tn+1)} − {pw(tn)}) = {pw(tn)} + θ ∆n{pw}

{pa(t′)} = {pa(tn)} + θ ({pa(tn+1)} − {pa(tn)}) = {pa(tn)} + θ ∆n{pa}

(11.4)

On applique la θ-méthode pour discrétiser les équations 10.15, 10.23, 10.34 et 10.45 dans le
temps. Cette technique consiste à supposer que la variable θ définie dans l’équation 11.2 est
constante sur un pas de temps. Cette technique d’interpolation linéaire, basée sur la théorie
des différences finies, donne un schéma d’intégration inconditionnellement stable si θ ≥ 1/2
[67, 68, 69, 72, 75, 73]. Dans Θ-Stock, on choisit θ = 2/3.

Anisi, si on intègre les variables d’état 11.4 sur un pas de temps, on obtient :




∫ tn+1

tn
{u(t′)} dt′ = ({u(tn)} + θ ∆n{u}) ∆nt

∫ tn+1

tn
{T (t′)} dt′ = ({T (tn)} + θ ∆n{T}) ∆nt

∫ tn+1

tn
{pw(t′)} dt′ = ({pw(tn)} + θ ∆n{pw}) ∆nt

∫ tn+1

tn
{pa(t′)} dt′ = ({pa(tn)} + θ ∆n{pa}) ∆nt

(11.5)
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Par ailleurs : 



∫ tn+1

tn
{u̇(t′)} dt′ = ∆n{u}

∫ tn+1

tn
{Ṫ (t′)} dt′ = ∆n{T}

∫ tn+1

tn
{ṗw(t′)} dt′ = ∆n{pw}

∫ tn+1

tn
{ṗa(t′)} dt′ = ∆n{pa}

(11.6)

On intègre les équations semi-discrétisées dans l’espace 10.15, 10.23, 10.34 et 10.45 sur un pas de
temps ∆nt. Pour pouvoir discrétiser les équations dans le temps, on suppose que les coefficients
matriciels sont constants sur un pas de temps. Les seuls termes à intégrer sont donc les variables
d’état. Pour ce faire, on utilise les équations 11.5 et 11.6.

[Ruu] ∆n{u} + [RuT ] ∆n{T} + [Ruw] ∆n{pw} + [Rua] ∆n{pa} = ∆n {Fσ} (11.7)

[CTu] ∆n{u} + ([CTT ] + θ ∆nt [KTT ]) ∆n{T} + ([CTw] + θ ∆nt [KTw]) ∆n{pw}

+ ([CTa] + θ ∆nt [KTa]) ∆n{pa} = {θ ∆nt ∆nFT }

+∆nt ({FT (tn)} − [KTT ] {T (tn)} − [KTw] {pw(tn)} − [KTa] {pa(tn)})

(11.8)

[Cwu] ∆n{u} + ([CwT ] + θ ∆nt [KwT ]) ∆n{T} + ([Cww] + θ ∆nt [Kww]) ∆n{pw}

+ ([Cwa] + θ ∆nt [Kwa]) ∆n{pa} = {θ ∆nt∆nFw}

+∆nt ({Fw(tn)} − [KwT ] {T (tn)} − [Kww] {pw(tn)} − [Kwa] {pa(tn)})

(11.9)

[Cau] ∆n{u} + ([CaT ] + θ ∆nt [KaT ]) ∆n{T} + ([Caw] + θ ∆nt [Kaw]) ∆n{pw}

+ ([Caa] + θ ∆nt [Kaa]) ∆n{pa} = {θ ∆nt ∆nFa}

+∆nt ({Fa(tn)} − [KaT ] {T (tn)} − [Kaw] {pw(tn)} − [Kaa] {pa(tn)})

(11.10)

On peut à présent rassembler les équations 11.7, 11.8, 11.9 et 11.10, discrétisées dans l’espace et
dans le temps. Pendant l’incrément de chargement (loadstep) qui se déroule entre les instants tn
et tn+1, l’équation d’équilibre matricielle prend la forme :




[Ruu]
[CTu]
[Cwu]
[Cau]

[RuT ]
[CTT ] + θ∆nt[KTT ]
[CwT ] + θ∆nt[KwT ]
[CaT ] + θ∆nt[KaT ]

[Ruw]
[CTw] + θ∆nt[KTw]
[Cww] + θ∆nt[Kww]
[Caw] + θ∆nt[Kaw]

[Rua]
[CTa] + θ∆nt[KTa]
[Cwa] + θ∆nt[Kwa]
[Caa] + θ∆nt[Kaa]








∆n {u}
∆n {T}
∆n {pw}
∆n {pa}





=





∆n {Fσ}
θ∆nt∆n {FT }
θ∆nt∆n {Fw}
θ∆nt∆n {Fa}





+ ∆nt





{0}
{FT (tn)}
{Fw(tn)}
{Fa(tn)}




− ∆nt





{0}
[KTT ]{T (tn)} + [KTw]{pw(tn)} + [KTa]{pa(tn)}
[KwT ]{T (tn)} + [Kww]{pw(tn)} + [Kwa]{pa(tn)}
[KaT ]{T (tn)} + [Kaw]{pw(tn)} + [Kaa]{pa(tn)}





(11.11)
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« Nous concevons tous que les choses dont nous avons la science ne
peuvent être autrement qu’elles ne sont ; pour les choses qui peuvent
être autrement, dès qu’elles sont sorties du champ de notre connaissance,
nous ne voyons plus si elles existent ou non. »

Aristote (384-322), Ethique à Nicomaque, VI, 3,
Vrin, p.280-281
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Le code d’Eléments Finis Θ-Stock [72] est piloté par un programme central, markaz, depuis
lequel toutes les subroutines actives sont appelées. L’exécution d’une simulation comporte 5
étapes, schématisées sur la figure 12.1 :

1. acquisition des données et dimensionnement des variables de stockage dynamique ;

2. initialisation des variables ;

3. constitution du vecteur des forces nodales exercées par l’environnement extérieur ;

4. résolution itérative des équations d’équilibre pour chaque incrément de chargement ;

5. impression des résultats.

Les modèles de comportement programmés dans Θ-Stock sont donnés dans le tableau 12.1. On
peut contrôler le nombre de degrés de liberté (ddl) des noeuds de chaque élément, en choisissant
d’affecter à chaque élément un comportement de type :

• sec (module D, comme “drained”), avec des ddl en déplacements et température,
• saturé (module C, comme “consolidated”), avec des ddl en déplacements, température et

pression d’eau,
• ou non saturé (module U, comme “unsaturated”) avec des ddl en déplacements, pression

d’eau et pression d’air.

Il est possible de combiner des éléments ayant le même nombre de ddl nodaux mais pas le même
comportement, et même des éléments n’ayant pas le même nombre de ddl (par exemple, des
éléments saturés et des éléments non saturés).

Table 12.1 – Modèles de comportement programmés dans Θ-Stock (au 1er juillet 2009).

Module Déformations planes Axisymétrie
- élasticité linéaire

D (sec) - élasticité hyperbolique
- élastoplastique
(Van Misès thermique)

- élasticité linéaire
C (saturé) - élasticité hyperbolique

- élastoplastique [73, 69]
- élasticité linéaire

U (non saturé) - élasticité hyperbolique
- élastofragile (THHMD)

- élastoplastique [102]



192 Chapitre 12. Architecture du code Θ-Stock

Figure 12.1 – Principales subroutines du programme Θ-Stock.
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1. Acquisition des données et dimensionnement des variables de stockage dynamique

Les données et les variables du problèmes sont stockées dans un unique vecteur {a}, dont la
longueur est ajustée en fonction des caractéristiques du problème, comme le nombre d’éléments,
les types de comportement choisis ou les conditions aux limites. Le vecteur {a} est fractionné
en sous vecteurs de longueur Lk. Chaque sous-vecteur {a}(Lk) stocke une variable ou un série
de données, à l’échelle de l’ensemble du modèle. Comme les longueurs Lk ne sont pas fixées par
l’utilisateur, on parle de variables de stockage dynamique. Les subroutines dim1 et dim2
calculent le numéro du coefficient de {a} qui correspond au premier coefficient de chaque sous-
vecteur stocké. Le sous-vecteur {a}(Lk) est ainsi stocké entre les coefficients a(lk) et a(lk+1).
La localisation lk donne donc la position du premier coefficient du sous-vecteur {a}(Lk) dans le
vecteur de stockage global {a}. Un aperçu des variables de stockage dynamique intervenant dans
Θ-Stock est donné dans les tableaux 12.2, 12.3 et 12.4. Les variables qui ont été ajoutées pour
implanter le modèle THHMD dans le code sont répertoriées dans le tableau 13.1, au chapitre
13. La subroutine dim1 dimensionne l’espace de stockage des données entrées par l’utilisateur
(notamment les paramètres matériels et les conditions aux limites), qui sont lues et stockées
à partir de la subroutine input. La subroutine dim2 dimensionne principalement l’espace de
stockage nécessaire pour l’actualisation des variables du problème.

La subroutine detna permet d’identifier les ddl effectifs du maillage, et de réduire ainsi la taille
de la matrice de rigidité globale. Si le maillage comporte nnp noeuds, il y a au maximum 5*nnp
degrés de liberté dans le problème (les deux composantes de déplacement, la température, la
pression d’eau, la pression d’air). La variable [id] est un tableau qui affecte un code pour chacun
des 5*nnp degrés de liberté envisageables.

• Pour les déplacements dans la direction 1 (x en déformations planes, r en axisymétrie) : le
code est mdof+nbcx si une condition de type Dirichlet nulle est imposée, et 0 sinon.

• Pour les déplacements dans la direction 2 (y en déformations planes, z en axisymétrie) : le
code est mdof+nbcx+nbcy si une condition de type Dirichlet nulle est imposée, et 0 sinon.

• Pour les températures : le code est mdof+nbcx+nbcy+nbct si une condition de type Diri-
chlet nulle est imposée, et 0 sinon.

• Pour les pressions d’eau :
– si l’élément est sec, le code est 5*nnp+1 ;
– sinon, le code est mdof+nbcx+nbcy+nbct+nbcw si une condition de type Dirichlet nulle

est imposée, et 0 sinon.
• Pour les pressions d’air :

– si l’élément est sec ou saturé, le code est 5*nnp+1 ;
– sinon, le code est mdof+nbcx+nbcy+nbct+nbcw+nbca si une condition de type Dirichlet

nulle est imposée, et 0 sinon.

Seuls les degrés de liberté effectifs, dont le code est 0 dans la matrice [id], influencent la matrice
de rigidité globale. En conséquence, seuls les couples de ddl effectifs sont stockés. La partie tri-
angulaire supérieure de la matrice de rigidité est stockée dans le vecteur dynamique {s1}, et la
partie inférieure, dans le vecteur dynamique {s2} (voir le tableau 13.1). Chaque couple de ddl
effectifs a un numéro de positionnement dans {s1} ou {s2}. Le vecteur dynamique {na}, déter-
miné dans la subroutine detna, donne le numéro de positionnement des coefficients diagonaux
de la matrice de rigidité pour chaque ddl effectif. Le positionnement des autres couples de ddl
effectifs n’a pas besoin d’être stocké : il suffit de lire le tableau [id] dans un ordre déterminé, et
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d’incrémenter la numérotation lorsque les codes des ddl concernés sont nuls.

2. Initialisation des variables

La subroutine init1 (re)met à 0 les vecteurs de stockage des déformations et des contraintes.
La subroutine init2 (re)met à 0 les vecteurs de stockage du résidu ({r}) et des forces exté-
rieures ({rr}), et stocke les conditions initiales imposées sur les températures et les pressions
interstitielles dans les vecteurs qui stockent les ddl incrémentaux et cumulés ({di} et {dt} res-
pectivement). La subroutine init2bis permet de tenir compte de charges de consolidation initiales
imposées par l’utilisateur sur des éléments saturés. Ces charges afffectent le champ de contrainte
initial calculé sur les éléments.

La subroutine init3 permet d’initialiser le champ de contrainte σ de 4 manières différentes :
• prise en compte du poids des couches de sol susjacentes (init=1) ;
• considération d’un état d’équilibre géostatique (init=2) ;
• prise en compte du poids des couches susjacentes, en consiérant que la géométrie du modèle

est rectangulaire (init=3) ;
• imposition d’un champ de contraintes initial sur tout ou partie des éléments (init=4).

Si l’utilisateur choisit d’initialiser le champ de contraintes en considérant le poids des couches
susjacentes réelles ou en considérant l’équilibre géostatique, alors il faut connaître la matrice de
rigidité initiale pour initialiser le vecteur des ddl {di} = {∆U}. C’est pourquoi interviennent
(figure 12.1) :

• la subroutine stiff, qui permet de calculer la matrice de rigidité globale ;
• la subroutine solve, qui permet d’inverser la matrice de rigidité ;
• la subroutine caldi, qui permet d’injecter la solution du système d’équations d’équilibre

dans le vecteur {di} ;
• la subroutine stress, qui permet de déterminer les valeurs des variables de contrainte à

partir des valeurs des ddl nodaux.
En outre, comme le champ de déformations initiales est choisi nul, la contrainte thermody-
namiquement associée à l’endommagement, Y+

d1, est initialisée à 0. Comme on l’a vu avec la
subroutine init2, l’utilisateur peut contrôler la succion initiale des éléments en imposant des
pressions interstitielles initiales sur les noeuds. On peut aussi contrôler la succion initiale d’un
élément en choisissant un degré de saturation initial :

• si aucune pression interstielle nodale n’est imposée sur l’élément, la succion initiale élé-
mentaire est calculée en inversant la formule de la surface d’état du degré de saturation,
en considérant que la pression d’air initiale est nulle ;

• si une seule des deux pressions interstitielles est imposée en chaque noeud de l’élément, la
succion initiale est obtenue par inversion de la fonction d’état du degré de saturation, sans
hypothèse supplémentaire ;

• si la pression d’eau et la pression d’air sont imposées, alors la succion élémentaire nodale
est obtenue en faisant la moyenne des succions nodales (en effet, il n’y a qu’un point
d’intégration par élément dans Θ-Stock).

3. Constitution du vecteur de forces nodales

Les conditions aux limites de Dirichlet qui sont choisies nulles pour toute la simulation sont
prises en compte dans la phase d’acquisition des données (variables dynamiques kodex, kodey,
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kodet, kodew et kodea). Cette prise en compte permet notamment de réduire la taille de la
matrice de rigidité globale (voir le paragraphe sur l’acquisition des données). Les conditions tem-
poraires, valables pour un incrément de chargement seulement, sont traitées dans la subroutine
bargo. Les conditions imposées sur les ddl nodaux sont stockées dans des vecteurs spécifiques.
Les conditions imposées sur des flux appliqués sur des surfaces sont traduites sous la forme d’un
vecteur de forces nodales {rr}. Ces forces traduisent l’action de l’environnement extérieur sur
le système imposé au début de l’incrément de chargement. Le vecteur {rr} est bien entendu
recalculé au début de chaque incrément de chargement. La subroutine nlchk contrôle l’occur-
rence d’un changement d’incrément de chargement. Les conditions de Dirichlet temporaires sont
prises en compte lors de la constitution de la matrice de rigidité globale. Les ddl sur lesquels des
conditions sont imposées sont en fait neutralisés (voir le paragraphe sur le processus de résolution
itératif).

Dans la subroutine loadnode, une intégration spatiale pondérée permet de traduire les condi-
tions imposées en contraintes (∆σ̃) sur des surfaces en conditions imposées en force sur les noeuds
de la surface. D’après les équations 10.20 et 15.1 :

∆n {Fσ} =
∫

Γe, σ

[
Ñ

]T
{∆nσ̃} dΓ (12.1)

Pour les conditions imposées sur les flux de chaleur, d’eau et d’air, les vecteurs de force doivent
être modifiés comme suit (équations 10.31, 10.42, 10.53 et 15.1) :

{FX(tn)} + θ ∆n {FX} = {N}T q̃X(tn) dΓ + θ {N}T ∆nq̃X dΓ

{FX(tn)} + θ ∆n {FX} = (1− θ) {N}T q̃X(tn) dΓ + θ {N}T q̃X(tn+1) dΓ
(12.2)

où X est l’indice T pour la chaleur, W pour l’eau et A pour l’air. Les contributions gravi-
tationnelles qui interviennent dans les équations 10.31, 10.42 et 10.53 sont indépendantes des
conditions de type Neumann, et n’apparaissent pas dans l’équation 12.2. Le calcul 12.2 est pon-
déré de manière à traduire les conditions de chargement linéiques en chargements nodaux. Les
chargements en flux de chaleur, en flux d’eau et en flux d’air sont traités par les subroutines
flotnode, flownode et floanode respectivement.

4. Résolution itérative du système d’équations d’équilibre

La subroutine stiff permet d’assembler les matrices de rigidité élémentaires construites avec les
subroutines stif4d (pour les éléments secs), stif4c (pour les éléments saturés) et stif4u (pour
les éléments non saturés). La méthode de calcul du résidu oblige à appeler la subroutine stiff à
chaque itération, même si on utilise une méthode de Newton-Raphson modifiée (voir le chapitre
15). De même, la subroutine lstp n’intervient que pour calculer le résidu (voir le chapitre 15).
Comme on l’a évoqué dans le paragraphe sur la contitution du vecteur des forces nodales, la
subroutine stiff permet également de modifier la matrice de rigidité globale et le vecteur résidu
si des conditions nodales sont imposées sur les températures ou les pressions interstitielles. Sup-
posons que lors de l’incrément de chargement k, la valeur vnpd soit imposée au ddl n̊ d. Alors
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l’opération suivante est réalisée :

[Kglobale]{∆U} = {Ψ} ⇒ [K̂globale]{∆U} = {Ψ̂}

[K̂globale]{∆U} = {Ψ̂} ⇔



Kij

...

0
...

Kij

...

...

0
...

...

...

...

Kdd = 1
...

...

...

...

0
...

...

Kij

...

0
...

Kij








∆U





=





ri −Kid(vnpdd − dt(d)k−1)
...

vnpdd − dt(d)k−1

...

ri −Kid(vnpdd − dt(d)k−1)




(12.3)

Les ddl qui ne sont pas libres pendant l’incrément de chargement k sont ainsi neutralisés. On
vérifie que l’équilibre est bien vérifié :

• la deme équation d’équilibre s’écrit :

Kdd ∆k−1Ud = vnpd − dt(d)k−1 ⇒ ∆k−1Ud = vnpd − dt(d)k−1 (12.4)

• les autres équations d’équilibre sont de la forme :
∑

j Kij ∆k−1Uj = ri

⇒ ∑
j 6=d Kij ∆k−1Uj + Kid ∆k−1Ud = ri

⇒ ∑
j K̂ij ∆k−1Uj + = ri −Kid (vnpd − dt(d)k−1)

(12.5)

La subroutine solve permet de résoudre le système d’équations d’équilibre par un processus
d’inversion de la matrice de rigidité globale. La solution {∆U} est directement substituée au
vecteur qui stocke le résidu {Ψk,i} = {r}. Il s’agit d’un processus de résolution destructif, au
terme duquel les vecteurs qui stockent les coefficients de la matrice de rigidité ({s1} et {s2}) sont
modifiés. Cela justifie le recours à un double stockage des coefficients de la matrice de rigidité
(également stockés dans {s3} et {s4}, voir le tableau 13.1), comme c’est expliqué dans le chapitre
15. La solution du problème, provisoirement stockée dans le vecteur {r}, est transférée dans le
vecteur {di} au moyen de la subroutine caldi.

La subroutine stress permet d’actualiser les variables de contrainte (y compris Y+
d1 dans le

modèle THHMD) à l’aide des valeurs des degrés de liberté nodaux incrémentaux précédemment
obtenus et stockés dans {di}. Le programme fait appel à la subroutine str4nd pour calculer les
contraintes élémentaires en milieu sec, à la subroutine str4nc en milieu saturé, et à la subroutine
str4nu en milieu non saturé. Plus de détails sur le fonctionnement de la subroutine str4nu sont
donnés dans le chapitre 14, dédié à l’algorithme implanté pour l’utilisation du modèle THHMD.

La subroutine update actualise l’ensemble des variables à l’échelle du modèle entier, à partir des
résultats obtenus dans stress. Plus de détails sont donnés dans le chapitre 14. Une subroutine
permet de détecter l’occurence de l’irréversibilité. Si un élément sec a plastifié, la subroutine
checkpld oriente le calcul vers la subroutine residu. Les subroutines checkpl, checkplns et
checkdgns jouent le même rôle pour les comportement élastoplastique saturé, élastoplastique
non saturé et élastofragile non saturé, respectivement. Si un processus irréversible s’est déclen-
ché, le résidu est calculé dans la subroutine residu (voir le chapitre 15). Un double test de
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convergence est pratiqué dans la subroutine conver. Les deux critères utilisés sont les suivants :

‖Ψ‖k,i

‖Ψ‖k,0
=

‖r‖
‖rr‖ ,

‖∆U‖k,i

‖U‖k,i−1
=

‖di‖
‖dt− di‖ (12.6)

5. Impression des résultats

Les valeurs des variables nodales et élémentaires sont imprimées à chaque pas de temps dans
des fichiers de type texte pour les noeuds et éléments sélectionnés par l’utilisateur, au moyen de
la subroutine time evolution. La subroutine output permet d’imprimer le fichier de résultats
principal, qui comporte également la quasi-intégralité des données du problème entrées par l’uti-
lisateur. Alors que la subroutine time evolution permet de suivre certains noeuds et certains
éléments à tous les instants, la subroutine output permet de suivre tous les noeuds et tous les
éléments pour des instants définis par l’utilisateur.
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Table 12.2 – Variables de stockage dynamique (1/3) utilisées dans le code Θ-Stock avant l’inté-
gration du modèle THHMD. Pour les variables localisées aux emplacements 1 à 9, la dimension
du vecteur de stockage est divisée par 2 car on utilise des réels à 8 bits et non 16 bits.

localisation lk variable dimensions description
a(l01) ie4d (ne4d1*5+1)/2 numérotation des ddl pour les ne4d1 éléments secs
a(l02) ie4c (ne4c1*5+1)/2 numérotation des ddl pour les ne4c1 éléments saturés
a(l03) ie4u (ne4u1*5+1)/2 numérotation des ddl pour les ne4u1 éléments non sa-

turés
a(l04) id (nnp*5+1)/2 identification des ddl des nnp noeuds du maillage

(déclarés actifs, bloqués ou avec condition imposée)
a(l05) iconst (nload1*3+1)/2 caractéristiques des nload1 incréments de chargement
a(l06) kodex (nbcx1+1)/2 identification des nbcx1 ddl avec CL à 0 imposées sur

les déplacements ux (ou ur)
a(l07) kodey (nbcy1+1)/2 identification des nbcy1 ddl avec CL à 0 imposées sur

les déplacements uy (ou uz)
a(l08) kodew (nbcw1+1)/2 identification des nbcw1 ddl avec CL à 0 imposées sur

les pressions d’eau
a(l09) koedea (nbca1+1)/2 identification des nbca1 ddl avec CL à 0 imposées sur

les pressions d’air
a(l10) x nnp*2 déplacements
a(l11) sm4d m4d1*20 paramètres des modèles de comportement des m4d1

types d’éléments secs choisis
a(l12) sm4c m4c1*33 paramètres des modèles de comportement des m4c1

types d’éléments secs choisis
a(l13) sm4u m4u1*62 paramètres des modèles de comportement des m4u1

types d’éléments secs choisis
a(l14) sig4d ne4d1*7 valeurs des variables de contrainte cumulées pour les

éléments secs
{σdefoplanes}(4), T, e, σθθ

a(l15) sig4c ne4c1*9 valeurs des variables de contrainte cumulées pour les
éléments saturés
{σdefoplanes}(4), T, pw, εv, psc σθθ

a(l16) sig4u ne4u1*8 valeurs des variables de contrainte cumulées pour les
éléments non saturés
{σ}(4), T, s, pa, e
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Table 12.3 – Variables de stockage dynamique (2/3) utilisées dans le code Θ-Stock avant l’in-
tégration du modèle THHMD. Pour les variables localisées aux emplacements 20, 25, 26 et 30 à
32, la dimension du vecteur de stockage est divisée par 2 car on utilise des réels à 8 bits et non
16 bits.

localisation lk variable dimensions description
a(l17) dsig4d ne4d1*7 valeurs des variables de contrainte incrémentales pour

les éléments secs
a(l18) dsig4c ne4c1*9 valeurs des variables de contrainte incrémentales pour

les éléments saturés
a(l19) dsig4u ne4u1*8 valeurs des variables de contrainte incrémentales pour

les éléments non saturés
a(l20) kodet (nbct1+1)/2 identification des ddl avec CL à 0 imposées sur les

températures
a(l21) r mdof vecteur résidu Ψk,i, calculé pour chacun des mdof ddl
a(l22) rr mdof vecteur des forces extérieures appliquées au début de

l’incrément de chargement Ψk,0

a(l23) di mdofn valeurs des mdof ddl incrémentaux et stockage de
mdofn-mdof CL à 0

a(l24) dt mdofn valeurs des mdof ddl cumulés et stockage
de mdofn-mdof CL à 0

a(l25) na (mdof+1)/2 identification des ddl non bloqués
a(l26) iact (nnp+1)/2 identification des noeuds actifs

(0 si dans un élément fictif, 1 si dans un élément ma-
tériel - utile pour le phasage des construction)

a(l27) pinv0d ne4d1 une contrainte moyenne pour les ne4d1 éléments secs
a(l28) pinv0c ne4c1 une contrainte moyenne pour les ne4c1 éléments satu-

rés
a(l29) pinv0u ne4u1 une contrainte moyenne pour les ne4u1 éléments non

saturés
a(l30) mcs (ne4c1+1)/2 caractéristiques du comportement élastoplastique des

ne4c1 éléments saturés
a(l31) mngp (ne4c1+1)/2 caractéristiques du comportement élastoplastique des

ne4c1 éléments saturés
a(l32) nelcam (ne4c1+1)/2 indicateur de plasticité pour les ne4c1 éléments saturés

(0 si élastique, 1 si plastifié)
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Table 12.4 – Variables de stockage dynamique (3/3) utilisées dans le code Θ-Stock avant l’in-
tégration du modèle THHMD. Pour les variables localisées aux emplacements 33, 38 et 44, la
dimension du vecteur de stockage est divisée par 2 car on utilise des réels à 8 bits et non 16 bits.

localisation lk variable dimensions description
a(l33) ncode (ne4c1+1)/2 caractéristiques du comportement élastoplastique des

ne4c1 éléments saturés
a(l34) varpmc ne4c1*10 stockage de variables plastiques pour les ne4c1 élé-

ments saturés
a(l35) depsv4c ne4c1*6 stockage de variables de déformation incrémentales

pour les ne4c1 éléments saturés
a(l36) epsv4c ne4c1*6 stockage de variables de déformation cumulées pour les

ne4c1 éléments saturés
a(l37) varpmd ne4d1*10 stockage de variables plastiques pour les ne4d1 élé-

ments secs
a(l38) neldvm (ne4d1+1)/2 indicateur de plasticité pour les ne4d1 éléments secs

(0 si élastique, 1 si plastifié)
a(l39) epsv4d ne4d1*4 déformations cumulées pour les ne4d1 éléments secs

εxx, εyy, εxy, εvol en déformations planes
εrr, εzz, εrz, εθθ en axisymétrie

a(l40) depsv4d ne4d1*4 déformations incrémentales pour les ne4d1 éléments
secs

a(l41) epsv4dp ne4d1*4 déformations plastiques cumulées pour les ne4d1 élé-
ments secs

a(l42) qeq ne4d1*8 vecteur des puissances mécaniques intérieures(∫
BT : dσdV

)
développées dans les ne4d1 éléments

secs
a(l43) varpmu ne4u1*15 stockage de variables plastiques pour les ne4u1 élé-

ments non saturés
a(l44) nelns (ne4u1+1)/2 indicateur de plasticité pour les ne4u1 éléments non

saturés
(0 si élastique, 1 si plastifié)

a(l45) epsv4u ne4u1*5 déformations cumulées pour les ne4u1 éléments non
saturés
εxx, εyy, εxy, εvol en déformations planes
εrr, εzz, εrz, εθθ, εvol en axisymétrie

a(l46) depsv4u ne4u1*5 déformations incrémentales pour les ne4u1 éléments
non saturés

a(l47) epsv4up ne4u1*5 déformations plastiques cumulées pour les ne4u1 élé-
ments non saturés

a(l48) qeqns ne4u1*8 vecteur des puissances mécaniques intérieures(∫
BT : dσdV

)
développées dans les ne4u1 éléments

non saturés
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Les variables de stockage dynamique spécifiques au modèle THHMD sont répertoriées dans le
tableau 13.1 (voir le chapitre 12 pour plus de précisions sur le formalisme adopté dans Θ-Stock).
La programmation du modèle THHMD affecte le coeur du code Θ-Stock, principalement dans la
partie qui contrôle la résolution itérative du problème (parie 4 du code). Lors du calcul itératif,
Θ-Stock lit succesivement les subroutines mentionnées sur le schéma 13.1.

Table 13.1 – Variables de stockage dynamique utilisées dans le modèle THHMD. ne4u1 est le
nombre d’éléments non saturés, et mdof est le nombre de degrés de liberté effectifs (sans condition
imposée).

localisation lk variable dimensions fonction
a(l49) nelnsd ne4u1 identification des éléments endommagés
a(l50) varpmud (11,ne4u1) stockage de paramètres relatifs au développe-

ment de l’endommagement
(fd0, fd1, dλd, Hd, rd, εd)

a(l51) ddam4u (4,ne4u1) endommagement incrémental
a(l52) dam4u (4,ne4u1) endommagement cumulé
a(l53) dyd14u (4,ne4u1) incrément de contrainte associée à l’endomma-

gement
a(l54) yd14u (4,ne4u1) contrainte cumulée associée à l’endommagement
a(l55) depsx4u (6,ne4u1) déformations incrémentales (dεM, dεSv, dεTv)
a(l56) epsx4u (6,ne4u1) déformations cumulées (εM, εSv, εTv)
a(l57) resid mdof sauvegarde du vecteur résidu
a(l58) rig4u (34,ne4u1) coefficients de la matrice [KTWA]k,i

a(l59) s1 ls triangle supérieur de la matrice de rigidité ini-
tiale

a(l60) s2 ls1 triangle inférieur de la matrice de rigidité initiale
a(l61) s3 ls sauvegarde du triangle supérieur de la matrice

de rigidité initiale
a(l62) s4 ls1 sauvegarde du triangle inférieur de la matrice de

rigidité initiale

Les subroutines dmatued, dmatuedrev, swvg, perwdg, condtdg et checkdgns sont spéci-
fiques à la loi de comportement et aux lois de transfert, et n’interviennent que lors de simulations
effectuées avec le modèle THHMD :

• dmatued permet de calculer les matrices de rigidité endommagées dans le cas général ;
• dmatuedrev permet de calculer les matrices de rigidité endommagées sans prendre en

compte les parties inélastiques des rigidités, ce qui revient à faire un calcul dans le domaine
élastique pour un niveau d’endommagement donné ;

• swvg est appelé dans dmatued et dmatuedrev, et donne le degré de saturation, qui est
supposé évoluer sur une surface d’état combinant l’approche de Van Genuchten [197] à une
modélisation exponentielle des effets thermiques (équation 6.19) ;

• perwdg est appelé dans dmatued et dmatuedrev, et calcule le tenseur de perméabilité
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Figure 13.1 – Subroutines intervenant lors d’une simulation effectuée avec le modèle THHMD
dans Θ-Stock, pendant le calcul itératif. Un décalage vers la droite correspond à une servitude
(les subroutines appelées sont plus à droite que leur subroutine mère). En rouge : les subroutines
spécifiques au modèle THHMD. En bleu : les subroutines préexistantes fortement affectées par
l’implantation du modèle THHMD. En noir : les subroutines peu ou pas affectées par l’intégration
du modèle d’endommagement dans Θ-Stock.
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à l’eau, qui témoigne de l’anisotropie induite par l’endommagement dans les transferts
(équations 6.23, 6.24 et 6.43) ;

• condtdg est appelé dans dmatued et dmatuedrev, et calcule les diffusivités endomma-
gées (équations 6.85, 6.86 et 6.101, 6.102 et 6.103) ;

• checkdgns signale l’occurrence de l’endommagement dans la zone modélisée : si au moins
un élément s’est endommagé, le programme exécute le calcul du résidu et pratique un test
de convergence, qui est intégré dans le processus général de résolution itérative basée sur
la méthode de Newton-Raphson modifiée.

Les subroutines rdgu et converdg interviennent spécifiquement dans l’algorithme programmé
pour le modèle THHMD, en raison de l’imbrication d’une boucle itérative supplémentaire dans
le calcul. Les subroutines str4nu et update en sont largement affectées. Plus de détails sont
donnés dans le chapitre 14, dédié à l’algorithme propre au modèle THHMD.

Le calcul du résidu utilisé dans la méthode de Newton-Raphson pour résoudre le système d’équa-
tions d’équilibre nécessite de doubler le stockage de certains coefficients de la matrice de rigidité,
d’où la création de la subroutine stif4ures, spécifique au modèle THHMD, qui est appelée dans
la subroutine residu. La subroutine stif4u est également fortement affectée. Plus de détails sont
donnés dans le chapitre 15, dédié au calcul du résidu.

En-dehors de la partie 4 du code Θ-Stock (chapitre 12), qui contrôle la résolution itérative
du problème, l’intégration du modèle THHMD a nécessité des modifications liées au stockage de
nouvelles variables.

• Dans la partie 1, relative à l’acquisition des données et au dimensionnement des variables
de stockage dynamique, il a fallu prendre en compte de nouveaux paramètres matériels
(subroutine input) et de nouvelles variables de stockage dynamique (subroutine dim2).

• Dans la partie 2, relative à l’initialisation des variables, il a fallu ajouter l’initialisation de
Ω et de Y+

d1, et calculer l’état de succion initial par inversion de la fonction d’état du degré
de saturation spécifiquement utilisée dans le modèle THHMD (subroutine init3).

• Dans la partie 5, relative à l’impression des résultats, les subroutines time evolution et
output ont été complétées pour pouvoir suivre dans le temps et dans l’espace toutes les
variables actives dans le modèle THHMD, ainsi que tous les coefficients des matrices de
rigidité endommagées. Il est fait appel à une nouvelle subroutine, vfluidu axi, qui permet
de calculer les flux d’eau, d’air et de vapeur à travers des surfaces élémentaires choisies par
l’utilisateur, et ce pour tous les comportements programmés dans Θ-Stock en configuration
axisymétrique.
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Pour construire l’algorithme de résolution qui permet de traiter des problèmes avec le modèle
THHMD, les principes de résolution de problèmes non linéaires et indépendants du temps ont
été étudiés [145, 182]. Des techniques de programmation inspirées des travaux de Press et al.
[165] ont été utilisées. Le calcul du facteur de retour à la surface de charge (“scaling back factor”)
et la correction de contraintes effectuée à la fin du processus itératif ont été mis en oeuvre selon
la méthode de Nayak et Zienkiewicz [144].

La fonction de charge utilisée dans le modèle THHMD dépend de la variable d’écrouissage Ωij et
de sa contrainte conjuguée Ydij . Le test d’irréversibilité, qui permet de savoir si le matériau s’en-
dommage pendant l’incrément de chargement courant, porte donc sur Ydij . Contrairement aux
algorithmes couramment utilisés en élasto-plasticité, il faut donc calculer une contrainte d’essai
( “trial stress”) associée à l’endommagement (Yd

e
ij) pour pratiquer le test d’irréversibilité, et non

une contrainte d’essai de Cauchy (σe
ij). Cependant, Ydij n’est pas une variable d’état. La résolu-

tion des équations d’équilibre passe par la détermination d’un vecteur de degrés de liberté qui
correspondent soit aux variables d’état de contrainte (succion, température), soit à leurs variables
conjuguées (déplacements pour les contraintes de Cauchy). Par conséquent, la détermination de
la contrainte associée à l’endommagement dans le domaine fragile (Yd

ed
ij ) passe par un calcul ité-

ratif qui vient s’imbriquer dans l’algorithme de résolution général utilisé pour traiter le problème
non linéaire. Comme on l’a expliqué dans les chapitres 12 et 13, le schéma de résolution adopté
dans Θ-Stock est basé sur la méthode de Newton-Raphson modifiée, c’est-à-dire que la matrice
de rigidité est constante pendant chaque incrément de chargement, et qu’elle n’est pas actualisée
au cours des itérations. A l’intérieur de ce processus itératif, une nouvelle boucle itérative est
introduite, de façon à déterminer l’incrément de contrainte associée à l’endommagement, dont
l’incrément dépend non linéairement des variables d’état (équations 5.147 et 5.148). Le principe
du calcul du résidu est exposé en détail dans le chapitre 15.

Les étapes du calcul sont données dans ce qui suit pour le cas où l’élément courant est dans
le domaine fragile. On se place à l’incrément de chargement k, à l’itération i du processus de
calcul de Newton-Raphson. Les équations qui suivent sont celles qui sont utilisées à l’échelle
élémentaire.

1. Calcul des contraintes d’essai (“trial stresses”).
Subroutine str4nu.
• Calcul des déformations totales obtenues à partir des déplacements calculés en inversant

la matrice de rigidité :

dεk,i = B : duk,i (14.1)

B est la matrice qui permet de calculer la partie symétrique du gradient des déplacements
(équations 10.6 et 10.8).

• Calcul de l’incrément de contrainte élastique, au moyen de l’incrément de déformations
totales et des incréments de succion et de température obtenus par inversion de la matrice
de rigidité :

dσ”e
k,i = Dek,i : dεk,i − Fsk,i dsk,i − F∗Tk,i dTk,i (14.2)
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• Calcul des incréments des différentes composantes élastiques du tenseur de déformations :

dεeMk,i = D−1
e k,i : dσ”e

k,i

dεe
Sv = 1

βsk,i
dsk,i

dεe
Tv = 1

β∗T k,i
dTk,i

(14.3)

• Actualisation des composantes élastiques du tenseur de déformations et calcul des défor-
mations susceptibles d’endommager le matériau : εeM

+
k,i, εe

Sv
−
k,i et εe

Tv
+
k,i.

• Détermination de l’incrément de contrainte élastique associée à l’endommagement :

dY+
d1

e

k,i
= gM

(
εeM

+
k,i − εM

+
k,i−1

)
+ gS

(
εe
Sv
−
k,i − εSv

−
k,i−1

)
+ gT

(
εe
Tv

+
k,i − εTv

+
k,i−1

)

(14.4)

2. Test de réversibilité.
Subroutine rdgu.

• Calcul de f
(1)
d k,i

= fd

(
Y+

d1k,i−1
+ dY+

d1
e

k,i
,Ωk,i−1

)
.

• Test :
– Si le matériau est déjà endommagé (nelnsd(elt)=1) ou si f

(1)
d k,i

≥ 0, on passe à l’étape
suivante, qui permet de faire les calculs dans le domaine fragile.

– Sinon, l’élément est élastique, et les variables de déformation et de contrainte sont
actualisées au moyen des incréments calculés dans la subroutine str4nu à l’étape 1. On
passe ensuite directement à l’étape 7, qui permet de faire les actualisations à l’échelle
de l’ensemble de la zone maillée.

3. Calcul du facteur de retour à la surface de charge (“scaling back factor”).
Subroutine rdgu.
On cherche à calculer l’incrément de contrainte associée à l’endommagement, qui peut com-
porter une partie élastique si l’élément entre dans le domaine fragile au cours de l’itération
étudiée. On pratique une interpolation d’ordre 2, à l’aide d’un facteur de retour à la surface
de charge (“scaling back factor”), pour calculer dY+

d1k,i
:

dY+
d1k,i

= rdk,i dY
+
d1

e

k,i
+ dY+

d1
ed

k,i
(14.5)

rdk,i est calculé en deux fois, selon la méthode de Nayak et Zienkiewicz [144]. dY+
d1

ed

k,i

est calculé itérativement en raison de la relation non linéaire qui contrôle sa dépendance
vis-à-vis des variables d’état (équations 5.147 et 5.148).
• Si f0

d k,i = fd

(
Y+

d1k,i−1
,Ωk,i−1

)
≥ 0, l’élément était déjà dans le domaine fragile à

l’itération précédente et r
(1)
d k,i

= 0.
• Sinon, l’élément s’endommage pour la première fois pendant l’itération courante et :

r
(1)
d k,i

= −
f0

d k,i

f
(1)
d k,i

− f0
d k,i

(14.6)
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La surface de charge est actualisée : f
(2)
d k,i

= fd

(
Y+

d1k,i−1
+ r

(1)
d k,i

dY+
d1

e

k,i
,Ωk,i−1

)
.

Si r
(1)
d k,i

6= 0, autrement dit si on a besoin de faire une interpolation, le facteur de retour
à la surface de charge d’ordre 2 est calculé comme suit :

r
(2)
d k,i

= r
(1)
d k,i

−
∂f

(2)
d k,i

∂Y+
d1

· dY+
d1

e

k,i
(14.7)

On actualise alors la contrainte associée à l’endommagement :

Y+
d1k,i

= Y+
d1k,i−1

+ r
(2)
d k,i

dY+
d1

e

k,i
(14.8)

4. Détermination de l’incrément de contrainte associée à l’endommagement dY+
d1k,i

par un calcul itératif.
Subroutine rdgu.
Pour calculer l’incrément de contrainte non élastique associée à l’endommagement dY+

d1
ed

k,i

(équation 14.5), on applique la méthode de Newton-Raphson modifiée à la formule itérative
suivante (équations 5.147 et 5.148) :

DYYk,i : ∆
(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

= Ψdk,i,j−1 (14.9)

(a) Pour initialiser le résidu, on suppose que

Y+
d1k,i

= Y+
d1

e

k,i
= Y+

d1k,i−1
+ dY+

d1
e

k,i
(14.10)

Si bien que, d’après l’équation 14.5 :

dY+
d1

ed

k,i
=

(
1− r

(2)
d k,i

)
dY+

d1
e

k,i
(14.11)

Donc on initialise le résidu comme suit :

Ψdk,i,0 =
(
1− r

(2)
d k,i

)
dY+

d1
e

k,i
(14.12)

avec :
∆

(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

= 0 (14.13)

(b) Les calculs suivants sont réalisés à chaque itération (k,i,j) :





∆
(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

= D−1
YYk,i : Ψdk,i,j−1

Ψdk,i,j = Ψdk,i,j−1 − ∆
(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

dY+
d1

ed

k,i,j
= dY+

d1
ed

k,i,j−1
+ ∆

(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

(14.14)
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(c) Un double test de convergence est pratiqué. Les deux rapports qui servent de critère
sont les suivants (subroutine converdg) :

‖ Ψdk,i,j ‖
‖ Ψdk,i,0 ‖

,
‖ ∆

(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

‖

‖ dY+
d1

ed

k,i,j−1
‖

(14.15)

Si les critères de convergence 14.15 sont satisfaits, on passe à l’étape de calcul 5. Sinon,
on refait les calculs 14.14.

5. Mise à jour des déformations, avec l’endommagement actualisé.
Subroutine rdgu.

• Actualisation de la contrainte associée à l’endommagement :




dY+
d1k,i

= r
(2)
d k,i

dY+
d1

e

k,i
+ dY+

d1
ed

k,i

Y+
d1k,i

= Y+
d1k,i−1

+ dY+
d1k,i

(14.16)

où dY+
d1

ed

k,i
est la solution convergée du calcul itératif précédent.

• Le multiplicateur fragile et l’incrément d’endommagement sont calculés par application
de la règle d’écoulement associée (équations 5.64 et 5.65). Le multiplicateur fragile est
stocké dynamiquement à cette étape du calcul. L’endommagement total et les rigidités
dégradées sont actualisés.

• Calcul des déformations inélastiques incrémentales (équations 5.71), actualisation et sto-
ckage des déformations inélastiques cumulées :





dεM
d
k,i = DdMk,i : dΩi,k

dεd
Sv k,i

= DdSk,i : dΩk,i

dεd
Tv k,i

= DdTk,i : dΩk,i

(14.17)

• Calcul des incréments des composantes élastiques du tenseur de déformations (équations
4.53) :





dεe
Svk,i = 1

βs(mathbfΩk,i)
dsk,i

dεe
Tvk,i = 1

βT (mathbfΩk,i)
dTk,i

dεeMk,i = dεk,i − dεM
d
k,i − 1

3dεd
Sv k,i

− 1
3dεd

Tv k,i
− 1

3dεe
Svk,i −−1

3dεe
Tvk,i

(14.18)

• Calcul des composantes incrémentales du tenseur de déformations :




dεMk,i = dεeMk,i + dεdMk,i

dεSvk,i = dεe
Svk,i + dεd

Svk,i

dεTvk,i = dεe
Tvk,i + dεd

Tvk,i

(14.19)
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• Actualisation du tenseur de déformations cumulées (εk,i) et de ses composantes εMk,i,
εSvk,i et εTvk,i.

6. Mise à jour des contraintes, avec l’endommagement et les déformations actua-
lisées.
Subroutine rdgu.
Après actualisation des rigidités endommagées, qui dépendent des déformations cumulées,
l’incrément de contrainte nettes est calculé :

dσ”k,i = Dedk,i : dεk,i − Fed
s k,i dsk,i − Fed

T
∗
k,i dTk,i (14.20)

L’incrément de contrainte totale dσk,i est ensuite mis à jour, puis la contrainte totale σk,i

est actualisée et stockée.

7. Correction de contrainte dY+
d1

c

k,i
.

Subroutine rdgu.
A ce stade, la fonction de charge actualisée avec la contrainte associée à l’endommagement
obtenue après convergence f

(3)
d k,i

(
Y+

d1k,i
,Ωk,i

)
na vaut pas toujours exactement zéro.

Pour réduire cette erreur numérique, on pratique une correction de contraintes, en suivant
la méthode mise au point par Nayak et Zienkiewicz [144]. Les auteurs annulent l’erreur du
premier ordre en ajoutant un terme correctif à la contrainte actualisée à la fin de la boucle
itérative. Avec le modèle THHMD, ce terme correctif prend la forme suivante :

dY+
d1

c

k,i
= −

∂f
(3)
d k,i

∂Y+
d1

f
(3)
d k,i(

∂f
(3)
d k,i

∂Y+
d1

)T

·
(

∂f
(3)
d k,i

∂Y+
d1

) (14.21)

La contrainte associée à l’endommagement est finalement actualisée :




dY+
d1k,i

= dY+
d1k,i

+ dY+
d1

c

k,i

Y+
d1k,i

= Y+
d1k,i

+ dY+
d1

c

k,i

(14.22)

La fonction de charge et le module fragile Hdk,i sont actualisés en conséquence, et stockés
dynamiquement.

8. Actualisation de toutes les variables stockées dynamiquement.
Subroutine update.
Les valeurs des variables de contrainte et de déformation calculées pour chaque élément
sont actualisées à l’échelle du modèle maillé :
• contraintes totales σk, i, température Tk,i, succion sk,i et pression d’air pak,i élémentaires

dans [sig4u] ;
• déformations totales εk,i et composantes des déformations εMk,i, εSvk,i et εTvk,i dans

[epsv4u] et [epsx4u] respectivement ;
• contrainte associée à l’endommagement Y+

d1k,i
dans [yd14u] ;

• endommagement Ωk,i dans [dam4u].
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9. Calcul du résidu Ψk,i utilisé dans la méthode de Newton-Raphson modifiée.
Subroutine residu.
Voir le chapitre 15 pour les détails du calcul du résidu Ψk,i.

10. Test de convergence.
Subroutine conver.
Un double test de convergence est pratiqué. Les deux quotients qui servent de critère sont
les suivants : ‖ Ψk,i ‖

‖ Ψk,0 ‖ ,
‖ dUk,i ‖
‖ Uk,i−1 ‖ (14.23)

où le résidu initial Ψk,0 désigne le vecteur des forces nodales appliquées par l’environnement
extérieur au système, et où Uk,i désigne le vecteur des degrés de liberté (déplacements,
pressions interstitielles et température). Si les critères de convergence 14.23 sont satisfaits,
sort de la boucle itérative, et on passe à l’incrément de chargement k+1. Sinon, le vecteur
résidu est actualisé dans l’équation d’équilibre, un nouveau vecteur de degrés de liberté est
obtenu par inversion de la matrice de rigidité, et on revient à l’étape 1.

Les principales différences entre un algorithme typique des modèles élasto-plastiques et l’al-
gorithme adopté pour le modèle THHMD sont résumées dans le tableau 14.1. Les trois dernières
étapes du processus itératif sont similaires pour les deux schémas comparés, et ne figurent pas
dans le tableau.
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Table 14.1 – Comparaison de l’algorithme de résolution du modèle THHMD avec un algorithme
« classique » typique d’un modèle élasto-plastique. Incrément de chargement k, itération i.

Etape de Elastoplasticité THHMD
l’algorithme
1. “Trial stresses” σk,i = σk,i−1 + dσe

k,i Y+
d1k,i

= Y+
d1k,i−1

+ dY+
d1

e

k,i

2. Test de f
(1)
p k,i = fp (σk,i, ε

p
k,i−1) f

(1)
d k,i

= fd

(
Y+

d1k,i
,Ωk,i−1

)

réversibilité
3. “Scaling back” dσk,i = rpk,i dσe

k,i dY+
d1k,i

= rdk,i dY
+
d1

e

k,i

4. Incrément dσep
k,i = (rpk,i)D

ep
k,i : dεk,i dY+

d1
ed

k,i
est la solution convergée de :

de contrainte ∆
(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

= D−1
YYk,i : Ψdk,i,j−1

inélastique Ψdk,i,j = Ψdk,i,j−1 −∆
(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

dY+
d1

ed

k,i,j
= dY+

d1
ed

k,i,j−1
+

∆
(
dY+

d1
ed

)
k,i,j

5. Actualisation des
déformations

dεpk,i est calculé avec dΩk,i est calculé avec

σk,i = σk,i−1 + rpk,idσe
k,i +

dσep
k,i

Y+
d1k,i

= Y+
d1k,i−1

+ rdk,idY
+
d1

e

k,i
+

dY+
d1

ed

k,i

dεdMk,i = DdMk,i : dΩk,i

dεd
Svk,i = DdSk,i : dΩk,i

dεd
Tvk,i = DdTk,i : dΩk,i

6. Actualisation des
contraintes

déjà fait dσ”k,i =
Ded

(
Ωk,i, εMk,i, εSvk,i, εTvk,i

)
: dεk,i

−Fed
s

(
Ωk,i, εMk,i, εSvk,i, εTvk,i

)
dsk,i

−F∗T
ed

(
Ωk,i, εMk,i, εSvk,i, εTvk,i

)
dTk,i

7. Correction σk,i = σk,i + dσc
k,i Y+

d1k,i
= Y+

d1k,i
+ dY+

d1
c

k,i

de contraintes
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Pendant un incrément de chargement (loadstep), entre les instants tk et tk+1, l’équation d’équi-
libre matricielle prend la forme (équation 15.1) :




Ruu

CTu

Cwu

Cau

RuT

CTT + θ∆tKTT

CwT + θ∆tKwT

CaT + θ∆tKaT

Ruw

CTw + θ∆tKTw

Cww + θ∆tKww

Caw + θ∆tKaw

Rua

CTa + θ∆tKTa

Cwa + θ∆tKwa

Caa + θ∆tKaa








∆U

∆T

∆pw

∆pa





k→k+1

=





∆Fσ

θ∆t∆FT

θ∆t∆Fw

θ∆t∆Fa





k→k+1

+ ∆t





0

FT

Fw

Fa





k

− ∆t





0

[KTT ]{T}k + [KTw]{pw}k + [KTa]{pa}k

[KwT ]{T}k + [Kww]{pw}k + [Kwa]{pa}k

[KaT ]{T}k + [Kaw]{pw}k + [Kaa]{pa}k





(15.1)

Si le comportement est non linéaire, on calcule le membre de gauche de l’équation 15.1 par un
procesus itératif. Le membre de droite de l’équation 15.1 n’est pas affecté. A l’itération i de
l’incrément courant (entre tk et tk+1), l’équation d’équilibre s’écrit donc :

∑i
j=2







Ruu

CTu

Cwu

Cau

RuT

CTT + θ∆tKTT

CwT + θ∆tKwT

CaT + θ∆tKaT

Ruw

CTw + θ∆tKTw

Cww + θ∆tKww

Caw + θ∆tKaw

Rua

CTa + θ∆tKTa

Cwa + θ∆tKwa

Caa + θ∆tKaa




k,j





∆U

∆T

∆pw

∆pa





k,j−1→j


 =





∆Fσ

θ∆t∆FT

θ∆t∆Fw

θ∆t∆Fa





k→k+1

+ ∆t





0

FT

Fw

Fa





k

− ∆t





0

[KTT ]{T}k + [KTw]{pw}k + [KTa]{pa}k

[KwT ]{T}k + [Kww]{pw}k + [Kwa]{pa}k

[KaT ]{T}k + [Kaw]{pw}k + [Kaa]{pa}k





(15.2)

Le calcul itératif effectué dans l’équation 15.2 n’est pas exact. Le résidu mesure la différence
entre la solution exacte et la solution obtenue par itérations successives. A l’itération i, le résidu
{Ψ}k,i est donc par définition :

{Ψ}k,i =





∆Fσ

θ∆t∆FT

θ∆t∆Fw

θ∆t∆Fa





k→k+1

+ ∆t





0

FT

Fw

Fa





k

− ∆t





0

[KTT ]{T}k + [KTw]{pw}k + [KTa]{pa}k

[KwT ]{T}k + [Kww]{pw}k + [Kwa]{pa}k

[KaT ]{T}k + [Kaw]{pw}k + [Kaa]{pa}k





− ∑i
j=2







Ruu

CTu

Cwu

Cau

RuT

CTT + θ∆tKTT

CwT + θ∆tKwT

CaT + θ∆tKaT

Ruw

CTw + θ∆tKTw

Cww + θ∆tKww

Caw + θ∆tKaw

Rua

CTa + θ∆tKTa

Cwa + θ∆tKwa

Caa + θ∆tKaa




k,j





∆U

∆T

∆pw

∆pa





k,j−1→j




(15.3)

Dans Θ-Stock, on utilise la méthode de Newton-Raphson modifiée (avec matrice de rigidité
initiale) :





∆U

∆T

∆pw

∆pa





k,i→i+1

=




Ruu

CTu

Cwu

Cau

RuT

CTT + θ∆tKTT

CwT + θ∆tKwT

CaT + θ∆tKaT

Ruw

CTw + θ∆tKTw

Cww + θ∆tKww

Caw + θ∆tKaw

Rua

CTa + θ∆tKTa

Cwa + θ∆tKwa

Caa + θ∆tKaa




−1

k,1

{Ψ}k,i (15.4)

Dans la suite, on adopte les notations suivantes :

[Krigi]k,i =




Ruu

CTu

Cwu

Cau

RuT

CTT + θ∆tKTT

CwT + θ∆tKwT

CaT + θ∆tKaT

Ruw

CTw + θ∆tKTw

Cww + θ∆tKww

Caw + θ∆tKaw

Rua

CTa + θ∆tKTa

Cwa + θ∆tKwa

Caa + θ∆tKaa




k,i

(15.5)

[KTWA]k,i =




CTu

Cwu

Cau

CTT + θ∆tKTT

CwT + θ∆tKwT

CaT + θ∆tKaT

CTw + θ∆tKTw

Cww + θ∆tKww

Caw + θ∆tKaw

CTa + θ∆tKTa

Cwa + θ∆tKwa

Caa + θ∆tKaa




k,i

(15.6)
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{∆ddl}k,i =





∆U

∆T

∆pw

∆pa





k,i−1→i

(15.7)

{∆Ψ}k,i = −[Krigi]k,i {∆ddl}k,i (15.8)

{Fext}k =





∆Fσ

θ∆t∆FT

θ∆t∆Fw

θ∆t∆Fa





k→k+1

+ ∆t





0

FT

Fw

Fa





k

(15.9)

{Fext}k comporte un terme relatif aux forces extérieures imposées ({rr}k) et un terme relatif
aux contributions des flux gravitationnels d’eau liquide, de vapeur et d’air gazeux (

∑
elt{qe}k) :

{Fext}k = {rr}k +
∑

elt

{qe}k (15.10)

La contribution des perméabilités est notée :

{Fcond}k = −∆t





0

[KTT ]{T}k + [KTw]{pw}k + [KTa]{pa}k

[KwT ]{T}k + [Kww]{pw}k + [Kwa]{pa}k

[KaT ]{T}k + [Kaw]{pw}k + [Kaa]{pa}k





(15.11)

L’algorithme programmé dans Θ-Stock pour le comportement THHMD est le suivant :

1. subroutine lstp : si iter = 1, calcul des forces extérieures imposées, et stockage dans le
vecteur résidu ({r}k,i) :

{r}k,1 = {rr}k (15.12)

2. subroutine stiff :
– si iter = 1 :

– Calcul de la matrice de rigidité. Triple stockage. Les coefficients de la matrice [KTWA]k,1

sont stockés dans [rig4u](34, ne4u1). [Krigi]k,1 est stockée dans {s1}(ls) et {s2}(ls1) ;
{s1}(ls) et {s2}(ls1) sont sauvegardés dans {s3}(ls) et {s4}(ls1) respectivement :

{s3}k,1 = {s1}k,1, {s4}k,1 = {s2}k,1 (15.13)

– Calcul des contributions des flux gravitationnels et des perméabilités au vecteur force :

{r}k,1 = {r}k,1 +
∑

elt

{qe}k + {qcond}k (15.14)

Double stockage du résidu :

{residu}k,1 = {r}k,1 (15.15)

– si iter > 1 : Actualisation des coefficients de [KTWA]k,i et stockage dans [rig4u](34, ne4u1).
Par mesure de sécurité, restockage des coefficients de la matrice de rigidité initiale dans
{s1}(ls) et {s2}(ls1), avant l’inversion :

{s1}k,i = {s3}k,1, {s2}k,i = {s4}k,1 (15.16)

3. subroutine solve : l’équation 15.4 est résolue avec {r}k,i−1, {s1}(ls) et {s2}(ls1). {s1}(ls)
et {s2}(ls1) sont altérées (processus de calcul destructif). La solution est stockée dans {r}k,i

(méthode de substitution) :
{r}k,i = {∆ddl}k,i (15.17)
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4. subroutine caldi : la solution de l’équation 15.4 est stockée dans {di}k,i, {r}k,i est mis à
0 et {s1}(ls) et {s2}(ls1) sont restaurées :

{di}k,i = {r}k,i (15.18)

{r}k,i = {0} (15.19)

{s1}k,i = {s3}k,1, {s2}k,i = {s4}k,1 (15.20)

5. subroutine residu : calcul de l’incrément du vecteur résidu, et actualisation du résidu :

{Ψ}k,i = {Ψ}k,i−1 + {∆Ψ}k,i, {∆Ψ}k,i = −[Krigi]k,i {∆ddl}k,i (15.21)

A l’itération 1, {∆Ψ}k,i−1 = {∆Ψ}k,1 (calculé dans stiff). Dans l’algorithme, l’équation
15.21 prend la forme :

{residu}k,i = {residu}k,i−1 +
∑

elt

{ra}e
k,i (15.22)

où :

{ra}e
k,i =

{ ∫
Ve

[B]T {∆σ}dV

[KTWA]e{∆ddl}e

}

k,i

(15.23)

∫
Ve

[B]T {∆σ}dV est calculé grâce à l’incrément de contrainte actualisé stocké dans [dsig4u](8, ne4u1).
Les coefficients de {∆ddl}e

k,i sont extraits de {di}k,i (calculé dans caldi). A ce stade, les
coefficients de la matrice de rigidité partielle [KTWA]ek,i sont connus, car ils ont été calcu-
lés dans la subroutine stiff, et stockés dans [rig4u](34, ne4u1). Mais l’emplacement de ces
coefficients n’est pas conservé. La subroutine stif4ures permet de reconstituer la matrice
[KTWA]ek,i et de calculer le produit {[KTWA]e{∆ddl}e}k,i.
Le résidu est stocké dans {r} avant d’effectuer de nouveaux calculs :

{r}k,i = {residu}k,i (15.24)
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« Que l’homme étant revenu à soi considère ce qu’il est au prix de ce qui
est, qu’il se regarde comme égaré dans ce canton détourné de la nature, et
que de ce petit cachot où il se trouve logé, j’entends l’univers, il apprenne
à estimer la terre, les royaumes, les villes et soi-même, son juste prix. »

B. Pascal, 1656, Pensées, Le Livre de Poche, p.162
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L’utilisation de Θ-Stock pour faire des simulations avec le modèle THHMD nécessite de consi-
dérer des modèles numériques comportant cinq degrés de liberté nodaux. Dans Θ-Stock, il est
possible de déclarer certains degrés de liberté (ddl) comme des ddl bloqués, ce qui réduit d’emblée
la taille de la matrice de rigidité. Cette option permet également de faire des simulations plus
réalistes, notamment lorsque le problème qu’on cherche à reproduire numériquement n’engage
pas tous les ddl. On a ainsi choisi de neutraliser :

• les ddl de pression interstitielle lorsque le milieu poreux considéré était sec ;
• les ddl de température lorsque les conditions étaient isothermes ;
• les ddl de déplacements lorsque la matrice solide était considérée comme indéformable.

La plupart des paramètres matériels sont caractéristiques d’un constituant (squelette solide, eau
liquide, vapeur ou air gazeux). C’est pourquoi dans certains problèmes, l’utilisateur est amené à
entrer des paramètres qui n’ont pas de sens physique mais qui sont exigés pour les besoins de la
simulation numérique. C’est le cas notamment pour les simulations effectuées sur des matériaux
secs ou saturés, pour lesquels il faut entrer des paramètres relatifs à la succion. Pour chaque
étude numérique présentée dans la suite, l’intégralité des paramètres matériels requis est donnée
sous forme de tableaux. Mais seul le choix des paramètres « physiques » a été justifié.
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16.1 Essais mécaniques sur des géomatériaux secs [93, 91, 38, 56]

16.1.1 Essais réalisés

On cherche à simuler des essais de laboratoire effectués en conditions isothermes sur des échan-
tillons secs de granite de la Vienne [93, 91], d’argilite de l’Est [93, 38] et de grès des Vosges [56]
(voir le tableau 16.1). Il s’agit de tests purement mécaniques. On a donc bloqué les degrés de
liberté nodaux relatifs à la température, à la pression d’eau et à la pression d’air.

Table 16.1 – Essais mécaniques simulés sur des géomatériaux secs.

compressions triaxiales :
granite de la Vienne pc = 0MPa, pc = 5MPa, pc = 20MPa

extension latérale : pinit
c = 60MPa

compressions triaxiales :
argilite de l’Est pc = 0MPa, pc = 5MPa, pc = 10MPa, pc = 20MPa

extension latérale : pinit
c = 60MPa

compressions triaxiales proportionnelles : k = 2, k = 5, k = 10
grès des Vosges compression triaxiale, pc = 15MPa

16.1.2 Choix des paramètres matériels

Les poids volumiques des grains solides sont du même ordre de grandeur pour le granite et le grès :
γs = 2.65 ∗ 104 N.m−3. On affecte la masse volumique de l’argile de Boom à l’argilite de l’Est,
soit ρs = 2.026∗103 kg.m−3, ce qui donne γs = 1.95∗104 N.m−3. Les principales caractéristiques
mécaniques du granite de la Vienne ont été identifiées par Halm et Dragon [91] à partir des
essais réalisés par Homand et al. [93]. Halm et Dragon assimilent le granite à un matériau fragile.
La partie mécanique du modèle THHMD est proche du modèle d’endommagement proposé par
Halm et Dragon, dont on reprend ici les principaux paramètres mécaniques. Les principales
caractéristiques mécaniques de l’argilite de l’Est ont été identifiées par Chiarelli et Shao [91] à
partir des essais réalisés par Homand et al. [93]. Chiarelli et Shao [38] ont introduit le modèle
d’endommagement de Halm et Dragon [91] dans une loi de comportement élasto-plastique pour
décrire l’argilite. On reprend ici les principaux paramètres mécaniques de la partie du modèle qui
est relative à l’endommagement. Les principales caractéristiques mécaniques du grès des Vosges
sont données par Dragon et al. [56]. La partie mécanique du modèle THHMD étant similaire au
modèle d’endommagement proposé par Dragon et al., on reprend ici les principaux paramètres
mécaniques fournis par les auteurs. Pour tous les géomatériaux étudiés, le paramètre de dilatance
χ est choisi selon les recommandations de Shao et al. [180] : χ ' 0.005 (pour les roches fragiles).
On rappelle les formules donnant les modules mécaniques en fonction des coefficients de Lamé :

E =
µ (2µ + 3λ)

λ + µ
, B =

2µ + 3λ

3
(16.1)

Pour le granite et l’argilite, l’indice des vides initial est calculé à l’aide de la porosité fournie par
Homand et al. [93] : e0 = n

1−n avec n ' 0.0035 pour le granite, et n ' 0.1184 pour l’argilite.
L’indice des vides initial du grès des Vosges est calculé de la même manière, à partir d’une
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Table 16.2 – Paramètres mécaniques du granite de la Vienne.

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

6.07 ∗ 105 8.01 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 8.01 ∗ 105 0
Paramètres d’endommagement

χ C0 C1 gM gS gT

0.005 1.1 ∗ 105 Pa 2.2 ∗ 106 Pa −3.3 ∗ 108 Pa 0 0
Etat mécanique de référence

β0
s β0

T e0 T0

6.07 ∗ 1011 Pa 6.07 ∗ 1011 Pa 3.5110−3 0

Table 16.3 – Paramètres mécaniques de l’argilite de l’Est.

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

5.98 ∗ 104 1.22 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 1.22 ∗ 105 0
Paramètres d’endommagement

χ C0 C1 gM gS gT

0.005 2.3 ∗ 10−4 Pa 5.2 ∗ 10−3 Pa −1.414Pa 0 0
Etat mécanique de référence

β0
s β0

T e0 T0

5.98 ∗ 1010 Pa 5.98 ∗ 1010 Pa 0.1343 0

porosité usuelle de 0.21 [184]. Les paramètres mécaniques du granite, de l’argilite et du grès
sont donnés dans les tableaux 16.2, 16.3 et 16.4 respectivement. Les autres paramètres matériels
utilisés pour faire les simulations avec Θ-Stock sont donnés dans les tableaux 16.5, 16.6, 16.7 et
16.8.

16.1.3 Maillage et conditions aux limites

Les échantillons utilisés pour les essais mécaniques simulés sont cylindriques (40mm de diamètre,
40mm de hauteur). Compte-tenu de la géométrie et du chargement dans les problèmes étudiés,
on se place dans une configuration axisymétrique. On modélise la moitié de l’échantillon testé,
à l’aide d’un maillage comportant 8 éléments et 15 noeuds (figure 16.1). Les degrés de liberté
nodaux relatifs aux températures et aux pressions interstitielles sont bloqués, donc il n’y a que
les conditions aux limites mécaniques à déterminer. Pour tous les essais simulés, les déplace-
ments radiaux sont bloqués sur l’axe et les déplacements verticaux sont bloqués à la base (bord
inférieur). Sur les autres frontières du modèle, les conditions aux limites dépendent de l’essai
modélisé :

– essais de compression triaxiale : pendant la phase de confinement, une compresssion (∆σ <

0) est exercée sur les bords supérieur et latéral ; pendant la phase de compression, le
confinement est maintenu sur la frontière latérale (∆σ = 0), et une compression est exercée
en tête de l’échantillon ;
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Table 16.4 – Paramètres mécaniques du grès des Vosges.

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

6.5 ∗ 104 1.17 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 1.17 ∗ 105 0
Paramètres d’endommagement

χ C0 C1 gM gS gT

0.005 2 ∗ 104 Pa 2.7 ∗ 105 Pa −3.2 ∗ 107 Pa 0 0
Etat mécanique de référence

β0
s β0

T e0 T0

6.5 ∗ 1010 Pa 6.5 ∗ 1010 Pa 0.2658 0

Table 16.5 – Paramètres relatifs aux fluides choisis pour le granite de la Vienne.

Courbe de rétention
Sw0 Sw,r αV G nV G ds

1 0 1.52 ∗ 10−3 Pa−1 1.17 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

10−11 m.s−1 0 10−10 m.s−1 10−9 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−6 m2 0 10−5 m.s−1 10−7 m2.s−1

Table 16.6 – Paramètres relatifs aux fluides choisis pour l’argilite de l’Est.

Courbe de rétention
Sw0 Sw,r αV G nV G ds

1 0 1.52 ∗ 10−3 Pa−1 1.17 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

10−13 m.s−1 0 10−12 m.s−1 10−11 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−6 m2 0 10−5 m.s−1 10−9 m2.s−1
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Table 16.7 – Paramètres relatifs aux fluides pour le grès des Vosges.

Courbe de rétention
Sw0 Sw,r αV G nV G ds

1 0 7.9 ∗ 10−3 Pa−1 10.4 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

3.33 ∗ 10−5 m.s−1 0 3.33 ∗ 10−4 m.s−1 3.33 ∗ 10−3 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−6 m2 0 10−5 m.s−1 3.33 ∗ 10−1 m2.s−1

Table 16.8 – Paramètres thermiques utilisés pour les essais mécaniques effectués sur des géo-
matériaux secs et isothermes.

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−10−5 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

1.35W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

800 J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1870J.kg−1.oC−1 1000J.kg−1.oC−1
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Figure 16.1 – Maillage et conditions aux limites adoptés pour les essais mécaniques simulés sur
des géomatériaux secs.

– essais d’extension latérale : pendant la phase de confinement, une compresssion (∆σ < 0)
est exercée sur les bords supérieur et latéral ; pendant la phase de relaxation, la pression
est maintenue en tête (∆σ = 0), et le confinement est progressivement annulé à la frontière
latérale (∆σ > 0) ; pour le granite, les deux phases précédentes sont séparées d’une phase de
compression, pendant laquelle le confinement est maintenu sur la frontière latérale (∆σ =
0), et une compression est exercée en tête de l’échantillon pour atteindre le niveau de
compression limite souhaité ;

– essais de compression proportionnelle : une pression de confinement pc est appliquée laté-
ralement (∆σ < 0), et un chargement compressif ∆σ < 0 tel que ∆σ = k pc est appliqué
en tête de l’échantillon (il n’y a qu’une phase de chargement).

16.1.4 Etude du granite de la Vienne [91, 93]

Un examen rapide des résultats montre que l’échantillon de granite se déforme et s’endommage
de manière homogène. Dans la suite, on représentera les résultats calculés sur l’élément 1, en
haut à droite du maillage (figure 16.1). La confrontation des résultats numériques aux mesures
expérimentales sur quatre essais mécaniques montre que le modèle THHMD reproduit bien le
comportement mécanique du granite de la Vienne (figure 16.2). Dans les essais de compression
triaxiale, l’endommagement se déclenche pour une contrainte déviatorique de 127 MPa, ce qui
correspond exactement à la limite de compression mesurée expérimentalement [93]. A faible
confinement, les déformations radiales inélastiques semblent légèrement surestimées dans le cas
des compressions triaxiales, et légèrement sous-estimées dans le cas de l’essai d’extension latérale.

Dans le test d’extension latérale, le déconfinement met l’échantillon en traction. Des déformations
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Figure 16.2 – Essais mécaniques sur le granite de la Vienne : comparaison des résultats nu-
mériques (lignes continues) aux mesures expérimentales (points) [93]. a. Compression triaxiale,
pc = 0MPa. b. Compression triaxiale, pc = 5MPa. c. Compression triaxiale, pc = 20MPa. d.
Extension latérale, pinit

c = 60MPa.
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Figure 16.3 – Endommagement généré pendant les essais mécaniques simulés sur le granite de
la Vienne. a. Essai d’extension latérale. b. Essai de compresssion triaxiale.

liées à la tension (ε+) s’exercent dans les deux directions latérales (ε+rr et ε+θθ). Dans les tests de
compression triaxiale, le matériau subit des déformations liées à la tension dans les directions
orthogonales à la compression subie, c’est-à-dire dans les deux directions latérales. Dans tous
les cas, la composante axiale de l’endommagement reste nulle (Ωzz = 0), et un endommagement
non nul se développe de manière identique dans les deux directions latérales (Ωrr = Ωθθ > 0).
L’évolution des trois composantes de l’endommagement pendant l’essai d’extension latérale est
donné sur la figure 16.3.a. Comme Ωzz = 0 et Ωθθ = Ωrr, on n’a représenté que la composante
radiale de l’endommagement pour les essais de compression triaxiale (figure 16.3.b).

On étudie à présent les effets de l’endommagement sur la rigidité mécanique du granite lors
de l’essai de compression triaxiale effectué avec une pression de confinement de 20 MPa. C’est
l’essai pendant lequel le plus fort niveau d’endommagement a été observé (figure 16.3.a). La
distribution spatiale finale des contraintes et déformations radiales, ainsi que de l’endommage-
ment radial, est donnée sur la figure 16.4. Comme l’endommagement ne se développe pas dans la
direction axiale, les coefficients de la rigidité mécanique qui sont les plus endommagés pendant
l’essai de compression triaxiale sont ceux qui traduisent le comportement du matériau dans les
directions latérales. Les composantes (rr,rr), (rr, θθ), (θθ, θθ) et (θθ, rr) sont les plus dégradées.
Les coefficients mixtes (zz,rr), (zz, θθ), (θθ, zz) et (rr,zz) sont également touchés par la crois-
sance de l’endommagement (figure 16.5). Le tenseur de rigidité élasto-fragile (Ded) comporte un
terme de dégradation supplémentaire par rapport au tenseur de rigidité élastique endommagé
(De(Ω)), ce qui explique le saut observé dans l’évolution des composantes les plus dégradées de
Ded (figure 16.5.b). La dégradation additionnelle est à peine perceptible sur les termes mixtes,
pour lesquels De(Ω)ijkl ' Dedijkl.

16.1.5 Etude de l’argilite de l’Est [38, 93]

Comme pour le granite étudié précédemment, on choisit de présenter les résultats numériques
obtenus sur l’élément 1 (figure 16.1). Dans les compressions triaxiales, les déformations sont sous-
estimées par le modèle THHMD (figure 16.6). Comme dans les essais triaxiaux réalisés sur le
granite, le tenseur d’endommagement comporte deux composantes latérales égales et non nulles :
Ωrr = Ωrr > 0. La composante radiale est représentée sur la figure 16.7 pour chacun des quatre
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Figure 16.4 – Caractérisation de l’état mécanique de l’échantillon de granite de la Vienne à la
fin de l’essai de compression triaxiale (pc = 20MPa).
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Figure 16.5 – Dégradation de quelques coefficients des rigidités mécaniques du granite de la
Vienne pendant l’essai de compression triaxiale (pc = 20MPa). a. Rigidité élastique (De(Ω)).
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Figure 16.6 – Evolution des déformations lors des essais de compression triaxiale effectués sur
l’argilite de l’Est (points : résultats expérimentaux ; lignes continues : résultats numériques). a.
pc = 0 MPa. b. pc = 5 MPa. c. pc = 10MPa. d. pc = 20MPa.

essais triaxiaux. Dans les prédictions du modèle THHMD, l’endommagement se développe sous
l’effet de déformations liées à la tension, et c’est pourquoi la composante axiale de l’endommage-
ment reste nulle pendant les essais triaxiaux. Par conséquent, la déformation axiale est quasiment
élastique : εd

M zz = 0 (équation 5.70). Dans les essais, la déformation axiale mesurée semble être
de l’ordre du double de la déformation axiale calculée numériquement. La déformation axiale
mesurée semble donc comporter une composante dissipative qui n’est pas prise en compte dans
le modèle THHMD. Cette différence systématique entre les valeurs expérimentales et numériques
justifie l’utilisation d’un modèle élasto-plastique couplé au modèle d’endommagement, comme
cela a été fait par Chiarelli et Shao [38]. La différence entre les déformations radiales expérimen-
tales et numériques est moins marquée, ce qui peut s’expliquer par le fait que le modèle THHMD
tient compte de phénomènes dissipatifs dans les directions latérales. Le modèle THHMD pré-
dit mieux le comportement de l’argilite comprimée à faible confinement (fig. 16.6.a et 16.6.b).
L’adéquation du modèle est indépendante du niveau d’endommagement, qui est de l’ordre de
0.06 pour la composante radiale lors des quatre essais de compression triaxiale (fig. 16.7).

Lors des tests de compression proportionnelle, le modèle THHMD prédit un comportement élas-
tique pour k = 2 et k = 5 (fig. 16.8), ce qui explique pourquoi la différence entre les résultats
numériques et les mesures expérimentales sont plus faibles dans le cas où le confinement est
proportionnellement faible devant la charge axiale (k = 10, fig. 16.8.c). L’interprétation des ré-
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Figure 16.7 – Evolution de l’endommagement radial lors des essais de compression triaxiale
réalisés sur l’argilite de l’Est.

sultats est la même que pour les essais de compression triaxiale : un phénomène dissipatif autre
que l’endommagement développé par tension semble générer des déformations inélastiques dans
toutes les directions.

Dans le test d’extension latérale, le niveau d’endommagement prédit par le modèle THHMD est
élevé (de l’ordre de 0.12 pour les composantes latérales du tenseur d’endommagement), mais
les déformations calculées à faibles confinement sont trop faibles (fig. 16.9.b). Les déformations
observées expérimentalement sont supérieures aux déformations calculées numériquement avant
même l’initiation de la fissuration (à σrr ' 9MPa), ce qui confirme la nécessité d’introduire un
seuil dissipatif autre que celui de l’endommagement développé par tension (fig. 16.9). D’après la
comparaison des résultats numériques aux mesures expérimentales sur le test d’extension latérale,
il semble que ce seuil additionnel devrait être prioritaire par rapport au seuil d’endommagement.

Même si le comportement de l’argilite de l’Est n’est pas parfaitement rendu par le modèle d’en-
dommagement proposé dans le cadre de cette thèse, le jeu de paramètres mécaniques déterminé
par Chiarelli et Shao [38] sera utilisé dans la suite pour étudier les tendances du modèle THHMD.
En effet, en l’absence de données exhaustives sur les matériaux en jeu dans des études de galeries
réelles, il peut être utile de comparer les résultats obtenus avec des matériaux de différentes
rigidités (le module d’Young de l’argilite de l’Est est inférieur à celui du granite de presque un
ordre de grandeur).

16.1.6 Etude du grès des Vosges [56]

Comme pour les simulations précédentes, on choisit de présenter les résultats des calculs nu-
mériques effectués sur l’élément 1 (figure 16.1). Les déformations calculées par Θ-Stock dans la
simulation de l’essai de compression triaxiale du grès des Vosges sont en accord avec les me-
sures expérimentales rapportées par Dragon et al. [56] (figure 16.10.a). Comme on pouvait s’y
attendre, la composante axiale de l’endommagement reste nulle (Ωzz = 0), tandis que les deux
composantes latérales de l’endommagement sont égales et non nulles (figure 16.10.b). A la fin de
l’essai, on atteint des niveaux d’endommagement élevés : Ωrr = Ωθθ > 0.18.
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Figure 16.8 – Evolution des déformations lors des essais de compression proportionnelle effectués
sur l’argilite de l’Est (points : résultats expérimentaux ; lignes continues : résultats numériques).
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Figure 16.10 – Essai de compression triaxiale sur du grès des Vosges (pc = 15MPa). a. Evolution
des déformations (points : résultats expérimentaux ; lignes continues : résultats numériques). b.
Evolution du tenseur d’endommagement.

16.2 Essais de compression triaxiale sur du grès saturé [184]

16.2.1 Essais non drainés

16.2.1.1 Principe des essais

On simule dans la suite les essais de compression triaxiale non drainés effectués sur du grès
de Fontainebleau saturé par Sulem et et Ouffroukh [184]. Les échantillons sont des cylindres de
77mm de hauteur et de 37.5mm de diamètre. La symétrie axiale de la géométrie et du chargement
nous permet d’adopter une analyse axisymétrique, dans laquelle une seule moitié de l’échantillon
est modélisée. Le maillage comporte 8 éléments et 15 noeuds (figure 16.11). Comme les essais
sont réalisés en conditions isothermes, tous les degrés de liberté nodaux thermiques sont neutra-
lisés. En raison des couplages complexes qui caractérisent le modèle THHMD, on ne peut pas
se contenter de neutraliser les pressions interstitielles de l’air pour se ramener à des échantillons
saturés en eau. C’est pourquoi la perméabilité à l’air est artificiellement fixée à 0, de manière à
ce que les seuls transferts de fluides possibles soient les transferts d’eau liquide.

On n’impose pas de condition initiale sur les pressions interstitielles, qui sont initialisées aux
points de Gauss par inversion de l’équation de la surface d’état du degré de saturation, qui
vaut 1. Après une phase de confinement drainée, l’échantillon subit une compression axiale non
drainée. Les conditions aux limites sont les suivantes (figure 16.11) :

1. Phase de confinement :
– déplacements radiaux bloqués sur l’axe de symétrie, déplacements verticaux bloqués à

la base de l’échantillon ; compression (∆σ = pc < 0) isotrope exercée sur les frontières
extérieures supérieure et latérale de l’échantillon ;

– pression interstitielle de l’eau nulle sur toutes les frontières extérieures du modèle (mais
pas sur l’axe).

2. Phase de compression :
– déplacements radiaux bloqués sur l’axe de symétrie, déplacements verticaux bloqués à

la base de l’échantillon ; maintien du confinement (∆σ = 0) sur la frontière extérieure
latérale, application d’une compression en tête de l’échantillon (∆σ < 0) ;
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a. b.

Figure 16.11 – Maillage et conditions aux limites adoptés pour simuler des essais de compression
triaxiale non drainés sur du grès de Fontainebleau saturé. a. Phase de confinement. b. Phase de
compression.

– flux d’eau bloqués sur toutes les frontières extérieures du modèle (pas de condition aux
limites sur l’axe).

Dans les simulations numériques, l’échantillon est chargé moins rapidement que dans l’expérience
(déformations radiales de l’ordre de 2 ∗ 10−6.s−1, contre 10−5.s−1 dans l’expérience).

16.2.1.2 Modélisation et paramètres matériels

Le poids volumique choisi pour le squelette solide du grès de Fontainebleau est égal à celui qui
a été choisi précédemment pour la matrice solide du grès des Vosges : γs = 2.65 ∗ 104 N.m−3.
Les principales caractéristiques mécaniques du grès de Fontainebleau ont été identifiées par Dra-
gon et al. [56]. Dragon assimile le grès à un matériau fragile. La partie mécanique du modèle
THHMD est proche du modèle d’endommagement proposé par Dragon, dont on reprend ici les
principaux paramètres mécaniques. Le paramètre de dilatance χ est choisi selon les recomman-
dations de Shao et al. [180] : χ ' 0.005 (pour les roches fragiles). L’indice des vides initial est
calculé à partir d’une porosité de référence (de 0.21) préconisée par Sulem et Ouffroukh [184] :
e0 = n

1−n ' 0.2658.

On rappelle que dans des conditions isothermes, la loi de comportement incrémentale élastique
du modèle THHMD s’écrit :

dσ”ij = Deijkl (Ωpq) dεlk − 1
3βs (Ωpq)

Deijkl (Ωpq) δlk ds (16.2)

où σ”ij est la contrainte nette et où δij désigne le tenseur identité d’ordre 2. Comme l’échantillon
est saturé, la variation de la pression interstitielle de l’air reste théoriquement nulle pendant la
simulation de l’essai de compression non drainé, et on peut réécrire l’équation 16.2 sous la forme :

dσij = Deijkl (Ωpq) dεlk +
1

3βs (Ωpq)
Deijkl (Ωpq) δlk dpw (16.3)
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Dans le modèle de sol saturé mis au point par Gatmiri [73], la loi de comportement incrémentale
prend la forme suivante en élasticité isotherme :

dσ′ij = Deijkl dεlk − α δij dpw (16.4)

où σ′ij est une contrainte de type contrainte de Biot, avec un coefficient de Biot α défini comme
suit :

α = 1− K ′

Ks
(16.5)

où K’ est le module de compression volumique effectif du milieu saturé (i.e. le module de com-
pression volumique de la matrice solide), et où Ks est le module de compression volumique des
grains solides (considérés comme un milieu non poreux). En identifiant les seconds membres des
équations 16.3 et 16.4 dans l’état intact du matériau considéré, on obtient :

D0
e ijkl dεlk +

1
3β0

s

D0
e ijkl δlk dpw = D0

e ijkl dεlk − α δij dpw (16.6)

d’où l’on déduit :
9β0

s α = −δji D
0
e ijkl δlk = −9B (16.7)

où B est le module de compression volumique du squelette solide. On obtient ainsi l’expression
de β0

s en fonction du coefficient de Biot pour une simulation en milieu saturé :

β0
s = −B

α
= − B

1− K′
Ks

(16.8)

Les essais non drainés présentés par Sulem et Ouffroukh [184] n’étant pas isochores, on n’assimile
pas K’ à B. On calcule K’ et Ks à l’aide des compressibilités fournies par Sulem et Ouffroukh
[184]. La compressibilité des grains solides est de 2.75∗10−11 Pa−1, donc on prend Ks = (1/2.75)∗
1011 ' 3.67 ∗ 1010 Pa. La compressibilité du grès saturé est de 10−10 Pa−1, donc on prend K ′ =
1010 Pa. Avec le module de compression volumique déterminé par Dragon et al. [56] pour le grès
de Fontainebleau (B = 3.79∗1010 Pa), on obtient β0

s ' −5.23∗1010 Pa. La rigidité capillaire est
négative, ce qui n’a pas de sens physique. Mais d’un point de vue numérique, ce choix permet de se
ramener artificiellement à un milieu saturé. La rigidité capillaire est inversement proportionnelle
au coefficient de Biot utilisé dans un modèle de sol saturé (équation 16.7), ce qui donne des
surpressions interstitielles d’eau du même ordre de grandeur que dans les expériences réalisées.
Si on avait choisi une rigidité capillaire intacte positive, la succion générée numériquement aurait
été positive et du même ordre de grandeur que les contraintes nettes, ce qui aurait influencé le
degré de saturation et les perméabilités, et l’état mécanique s’en serait trouvé perturbé. Il serait
alors devenu impossible de simuler l’état saturé du milieu poreux. Avec le modèle THHMD,
l’étude de matériaux saturés passe nécessairement par une neutralisation des effets de la succion.
Les paramètres mécaniques utilisés dans les simulations des essais de compression triaxiale non
drainés sont donnés dans le tableau 16.9.

Par souci de simplicité, on neutralise les couplages hydro-mécaniques dans les expressions des
perméabilités (αw = αa = 0). On utilise la perméabilité à l’eau liquide mesurée par Sulem et
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Table 16.9 – Paramètres mécaniques du grès de Fontainebleau pour les essais de compression
triaxiale non drainés.

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

3.79 ∗ 105 4.55 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 4.55 ∗ 105 0
Paramètres d’endommagement

χ C0 C1 gM gS gT

0.005 1 ∗ 103 Pa 5.5 ∗ 105 Pa −1.1 ∗ 108 Pa 0 0
Etat mécanique de référence

β0
s β0

T e0 T0

−5.23 ∗ 1010 Pa 3.79 ∗ 1011 Pa 0.2658 0

Table 16.10 – Paramètres relatifs aux fluides du grès de Fontainebleau pour les essais de com-
pression triaxiale non drainés.

Courbe de rétention
Sw0 Sw,r αV G nV G ds

1 0 7.9 ∗ 10−3 Pa−1 10.4 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

3.33 ∗ 10−5 m.s−1 0 3.33 ∗ 10−4 m.s−1 3.33 ∗ 10−3 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

0 0 3.33 ∗ 10−4 m.s−1 3.33 ∗ 10−1 m2.s−1

Ouffroukh [184] sur un grès saturé ayant une porosité de 0.21 [184], soit 3.33 ∗ 10−5 m.s−1. On
suppose que la perméabilité à l’eau liquide du matériau endommagé ne peut pas dépasser 100
fois celle du matériau intact (d’où kmax

wdg = 3.33 ∗ 10−3 m.s−1). Comme le matériau reste saturé
au cours de l’essai, on choisit une perméabilité à l’air égale à 0, ce qui correspond à un état
dans lequel l’air ne peut pas circuler. Par conséquent, comme on l’a mentionné plus haut, on
modélise une situation dans laquelle les seuls transferts de fluides possibles sont les transferts
d’eau liquide. L’ensemble des paramètres relatifs aux fluides qui sont utilisés pour les simulations
d’essais de compression triaxiale non drainés sont donnés dans le tableau 16.10. On utilise les
mêmes paramètres que dans les essais mécaniques effectués précédemment sur le granite, l’argilite
et le grès des Vosges. Ces paramètres sont rappelés dans le tableau 16.11.

16.2.1.3 Comparaison des résultats numériques aux observations expérimentales

Un premier examen des résultats montre que la distribution spatiale des contraintes et défor-
mations totales est quasiment homogène pendant l’essai. En revanche, la pression interstitielle
de l’eau est plus forte en tête de l’échantillon, en raison du temps nécessaire pour dissiper les
surpressions de fluides. Par conséquent, en conditions non drainées, le matériau subit de plus
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Table 16.11 – Paramètres thermiques utilisés pour les essais de compression triaxiale non drainés
sur du grès de Fontainebleau

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−10−5 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

1.35W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

800 J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1870J.kg−1.oC−1 1000J.kg−1.oC−1

fortes compressions en tête de l’échantillon, où les niveaux d’endommagement doivent théorique-
ment être les plus élevés, ce qui est confirmé par l’examen de l’état mécanique de l’échantillon
confiné à 28 Mpa soumis à σzz − σrr = 127.5MPa en tête (figure 16.12). La rupture totale du
matériau arrive en premier lieu en tête de l’échantillon. L’arrêt d’une simulation par rupture
totale est donc conditionné par le comportement des éléments en tête. C’est pourquoi on choisit
dans la suite de présenter les résultats numériques obtenus sur l’élément 1 (figure 16.11), qui est
en tête de l’échantillon. C’est l’élément où le plus haut niveau d’endommagement est atteint.
Par ailleurs, comme la répartition des déformations et des contraintes est quasiment homogène,
le choix de cet élément n’influence pas la vérification du comportement contrainte/déformation
du matériau.

Les résultats numériques correspondent bien aux observations expérimentales (fig. 16.13), tant
du point de vue des déformations que des pressions interstitielles, pour les confinements moyens
et élevés (pc = 28MPa, pc = 40MPa et pc = 50MPa). Le modèle THHMD sous-estime
les déformations et surestime les pressions interstitielles pour les faibles confinements (pc =
7MPa et pc = 14MPa). On rappelle que les résultats sont présentés pour l’élément où les
surpressions calculées numériquement sont les plus fortes. Cela peut expliquer les différences
observées sur les pressions interstitielles. Mécaniquement, les surpressions interstitielles générées
par la compression axiale jouent le rôle de pression de confinement. L’absence de drainage ne
modifie donc pas le scénario d’endommagement qu’on obtiendrait sur un échantillon sec ou sur un
échantillon saturé drainé. En effet, le matériau subit toujours des déformations liées à la tension
dans les deux directions latérales : ε+M rr ' ε+M θθ < 0 avec la convention de la mécanique des
sols. Comme dans les essais de compression triaxiale sur échantillons secs étudiés précédemment,
on pouvait donc s’attendre à ce que l’endommagement se développe latéralement, mais pas
axialement. Cette prédiction théorique est confirmée par les résultats numériques obtenus (fig.
16.13.(c,f,i,l,o)).
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Figure 16.12 – Etat mécanique de l’échantillon de grès saturé non drainé confiné à 28 MPa et
soumis à σzz − σrr = 127.5MPa en tête.

16.2.2 Essais drainés

On simule à présent les essais de compression triaxiale effectués sur du grès de Fontainebleau
saturé par Sulem et Ouffroukh [184] en conditions drainées. Les échantillons sont des cylindres
de 77mm de hauteur et de 37.5mm de diamètre. Le maillage adopté est le même que pour
les essais non drainés. Les essais étant isothermes, donc les degrés de liberté nodaux relatifs
à la températue sont bloqués. Bien que les pressions interstitielles de l’eau et de l’air doivent
théoriquement rester faibles pendant les essais drainés, les degrés de libertés nodaux relatifs
aux pressions ne sont pas bloqués, ce qui constitue une différence numérique par rapport à la
simulation d’essais de compression triaxiale sur des matériaux secs. Comme pour les essais non
drainés, la pression interstitielle de l’air est libre, mais la perméabilité à l’air est fixée à 0 pour
que les seuls transferts possibles soient ceux de l’eau liquide. On adopte les mêmes conditions
initiales que dans les essais non drainés. Les conditions aux limites sont les suivantes (figure
16.14) :

1. Phase de confinement :
– déplacements radiaux bloqués sur l’axe, déplacements verticaux bloqués à la base, appli-

cation d’une pression de confinement sur les frontières extérieures supérieure et latérale
(∆σ = pc < 0) ;

– pressions interstitielles de l’eau égales à 0 sur toutes les frontières extérieures (mais pas
sur l’axe).

2. Phase de compression :
– déplacements radiaux bloqués sur l’axe, déplacements verticaux bloqués à la base, main-

tien de la pression de confinement sur la frontière extérieure latérale (∆σ = 0), applica-
tion d’une compression en tête de l’échantillon (∆σ < 0) ;

– pressions interstitielles de l’eau égales à 0 sur toutes les frontières extérieures (mais pas
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Figure 16.13 – Essais de compression triaxiale non drainés sur du grès de Fontainebleau saturé
(points : mesures expérimentales [184] ; lignes continues : résultats numériques). (a,b,c) pc =
50MPa. (d,e,f) pc = 40 MPa. (g,h,i) pc = 28MPa. (j,k,l) pc = 14MPa. (m,n,o) pc = 7 MPa.
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a. b.

Figure 16.14 – Maillage et conditions aux limites adoptés pour simuler des essais de compression
triaxiale drainés sur du grès de Fontainebleau saturé. a. Phase de confinement. b. Phase de
compression.

sur l’axe).

On choisit la même cinétique de chargement que pour les simulations d’essais non drainés
(le chargement est donc appliqué plus lentement que dans l’expérience). On choisit les mêmes
paramètres matériels que pour les essais non drainés (tableaux 16.9, 16.10 et 16.11).

Pour les mêmes raisons que précédemment, on présente les résultats numériques obtenus sur
l’élément 1 (figure 16.14). Les déformations calculées numériquement sont conformes à l’expé-
rience pour les confinements supérieurs à 28 MPa (figures 16.15.a, 16.15.c et 16.15.e). A faible
confinement, les déformations semblent sous-estimées, même si l’endommagement ne reste pas
nul (figures 16.15.i et 16.15.j). La simulation est interrompue sous un faible chargement pour
pc = 14MPa (figures 16.15.g et 16.15.h), alors que le niveau d’endommagement atteint est
faible. Du point de vue du développement des déformations liées à la tension, les essais de com-
pression triaxiale drainés sont mécaniquement équivalents à des essais de compression triaxiale
sur des matériaux secs. C’est pourquoi, de même que dans les essais de compression triaxiale si-
mulés précédemment sur le granite, l’argilite et le grès des Vosges (figures 16.3, 16.7 et 16.10), on
observe de l’endommagement dans les directions latérales, mais pas dans la direction axiale. La
figure 16.16 donne un aperçu de l’état mécanique de l’échantillon de grès saturé lors de l’essai de
compression triaxiale confiné à 28 MPa, sous une contrainte différentielle de 120 MPa. Alors que
la répartition spatiale des contraintes, des déformations et de l’endommagement est quasiment
homogène, on observe deux foyers qui concentrent de fortes pressions interstitielles d’eau.

On étudie à présent les effets de l’endommagement sur la perméabilité à l’eau du grès de Fon-
tainebleau saturé, lors de l’essai de compression triaxiale drainé pratiqué sous un confinement
de 28MPa. D’après la formulation théorique du modèle THHMD, les directions du tenseur de
perméabilité à l’eau liquide qui sont les plus affectées par l’endommagement sont celles qui ap-
partiennent aux plans principaux de fissuration. Autrement dit, le tenseur de perméabilité se
dégrade dans les directions orthogonales aux vecteurs propres nk du tenseur d’endommagement.
Dans l’essai de compression triaxiale drainé pratiqué sur le grès de Fontainebleau, la compo-
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Figure 16.15 – Essais de compression triaxiale drainés sur du grès de Fontainebleau saturé
(points : résultats expérimentaux [184] ; lignes continues : résultats numériques). (a,b) pc =
50MPa. (c,d) pc = 40MPa. (e,f) pc = 28 MPa. (g,h) pc = 14 MPa. (i,j) pc = 7MPa.
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Figure 16.16 – Etat mécanique de l’échantillon de grès saturé drainé confiné à 28 MPa et soumis
à σzz − σrr = 120 MPa en tête.

sante axiale du tenseur d’endommagement reste nulle (Ωzz = 0) alors ques les deux composantes
latérales de l’endommagement sont non nulles (Ωrr = Ωθθ > 0) (figures 16.15.b,d,f,h,j). Par
conséquent, Kwzz croît avec Ωrr et Ωθθ, alors que Kwrr et Kwθθ augmentent sous l’influence
d’une seule composante du tenseur d’endommagement (Ωθθ et Ωrr respectivement). Comme on
pouvait s’y attendre, on observe donc que toutes les directions du tenseur de perméabilité sont
affectées par l’endommagement (i.e. que la perméabilité à l’eau liquide augmente dans toutes
les directions), mais que la perméabilité axiale est celle qui augmente le plus lors de l’essai de
compression triaxiale : Kwrr = Kwθθ < Kwzz (figure 16.17).
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Figure 16.17 – Evolution des composantes de la perméabilité à l’eau liquide du grès de Fontai-
nebleau pendant un essai de compression triaxiale drainé (pc = 28MPa).

16.3 Essai de chauffage d’un échantillon de bentonite non saturée
et indéformable [161]

16.3.1 Validation dans le domaine élastique du modèle THHMD

16.3.1.1 Principe de l’essai

L’essai de Pintado et al. [161] consiste à étudier le comportement thermo-hydraulique de la
bentonite qui sert au confinement des déchets radioactifs (barrière ouvragée). Une source de
chaleur est placée entre deux échantillons cylindriques de bentonite de 38 mm de diamètre et de
76 mm de haut. L’ensemble est positionné verticalement dans une mousse isolante (fig. 16.18).
Dans la simulation proposée, on modélise un seul des deux échantillons de bentonite, celui qui est
en-dessous de la source de chaleur. Comme la géométrie et le chargement présentent une symétrie
cylindrique, on fait un calcul axisymétrique. Seulement la moitié de l’échantillon inférieur est
étudiée. Le maillage comporte 66 noeuds et 50 éléments (fig. 16.19). La source de chaleur est
modélisée comme une condition aux limites de type Neumann sur les degrés de liberté thermiques
de la frontière extérieure supérieure de l’échantillon. Pour prendre en compte les effets de la
mousse isolante, on impose un flux de chaleur nul sur la frontière latérale extérieure du modèle.

16.3.1.2 Choix des paramètres matériels

Pintado et al. [161] proposent un modèle théorique qui ne comporte pas d’aspect mécanique. C’est
pourquoi dans la simulation effectuée avec Θ-Stock, tous les degrés de liberté en déplacements
sont bloqués. Pour autant, il est nécesssaire d’entrer des paramètres mécaniques, notamment
pour étudier les tendances de l’endommagment avec un jeu de paramètres calibrés. On utilise
les valeurs caractéristiques de l’argilite de l’Est [38, 93] pour les modules mécaniques et les para-
mètres de la fonction de charge. Le paramètre de dilatance χ est choisi selon les recommandations
de Shao et ses collaborateurs [180] : χ ' 0.005 pour les roches fragiles. L’indice des vides initial
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Figure 16.18 – Protocole expérimental adopté par Pintado et al. pour l’essai de chauffage de la
bentonite [161].

Figure 16.19 – Maillage adopté pour le test de chauffage de la bentonite de Pintado et al. [161]
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Table 16.12 – Paramètres mécaniques utilisés dans le test élastique de Pintado

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

5.98 ∗ 104 1.22 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 1.22 ∗ 105 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

5.98 ∗ 1010 Pa 5.98 ∗ 1010 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 2.3 ∗ 10−4 Pa 5.2 ∗ 10−3 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

0.322 0.63 22 oC

est calculé d’après les valeurs initiales du degré de saturation et de la teneur en eau :

e0 =
θw0

Sw0 − θw0
(16.9)

Avec θw0 = 0.1533 et Sw0 = 0.63, on trouve e0 =' 0.322. La rigidité thermique est choisie comme
étant égale à la rigidité capillaire, elle-même fixée à 10 fois la valeur du module de compression
volumique (d’après la modélisation adoptée par Gens et al. [79]). L’ensemble des paramètres
mécaniques choisis pour la simulation dans le domaine élastique du modèle THHMD est donné
dans le tableau 16.12.

La courbe de rétention adoptée par Pintado et al. [161] est de type Van Genuchten [197]. On
projette la surface d’état du degré de saturation dans le plan caractéristique des conditions iso-
thermes (ds = 0), et on reprend les paramètres de Van Genuchten utilisés par Pintado et al.
La formule adoptée par Pintado pour la perméabilité relative aux fluides est la même que dans
le modèle THHMD. Pintado et al. n’introduisent pas de perméabilité relative à la température,
mais ce terme influence peu la perméabilité à l’eau totale dans le modèle THHMD. En choisis-
sant de ne pas faire varier la perméabilité intrinsèque intacte du matériau avec l’indice des vides
(αw = 0), on se ramène donc à une formule très proche de celle de Pintado et al.

Dans l’expérience de Pintado et al., la pression interstitielle de l’air est constamment maintenue à
la valeur de la pression atmosphérique. Dans la simulation, les valeurs des pressions interstitielles
de l’air sont initialisées à la valeur de la pression atmosphérique en tous les noeuds du maillage.
Pour avoir des pressions d’air nodales constantes tout en gardant la pression interstitielle de l’air
comme un degré de liberté, on choisit une perméabilité à l’air très élevée. Ainsi, les pressions d’air
nodales n’évoluent quasiment pas par rapport à leur valeur initiale. En choisissant les paramètres
tels que ka = kmax

a = 10−5m.s−1, la perméabilité à l’air reste de l’ordre de 1010 fois plus élevée
que la perméabilité à l’eau liquide, et les pressions d’air nodales ne dépassent pas 130 kPa. Les
paramètres relatifs aux fluides choisis pour la simulation sont donnés dans le tableau 16.13.

0n choisit une valeur usuelle pour la dilatance thermique (10−5 oC−1), qu’on considère indépen-
dante de la température et des contraintes mécaniques (α1 = α2 = α3 = 0). Les valeurs des
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Table 16.13 – Paramètres relatifs aux fluides pour le test élastique de Pintado

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0.01 2.857 ∗ 10−8 Pa−1 1.429 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

2.77 ∗ 10−14 m.s−1 0 2.77 ∗ 10−12 m.s−1 2.77 ∗ 10−12 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−6 m2 0 10−5 m.s−1 2.77 ∗ 10−10 m2.s−1

capacités calorifiques de l’eau liquide, de l’air gazeux et de la vapeur sont également usuelles, de
même que les valeurs de la chaleur latente d’évaporation et les valeurs des conductivités ther-
miques de l’eau liquide et de l’air gazeux. Pour Pintado et al., la capacité calorifique du squelette
solide dépend de la température :

CPs = 1.38T + 732.52 (16.10)

où la température T est exprimée en oC. Dans le modèle THHMD, CPs est fixé une fois pour
toutes dans la simulation. Lors de l’essai, la température de l’échantillon s’échelonne entre
22oC (température initiale dans l’expérience proposée) et environ 75oC (après une semaine
de chauffage). On choisit la valeur de CPs obtenue pour une valeur médiane, à 49oC. On ob-
tient CPs = 800J.kg−1.oC−1. Comme Pintado et al. utilisent un modèle purement thermo-
hydraulique, la formule qu’il utilise pour la conductivité thermique du milieu s’applique unique-
ment à l’espace poreux. Comme on suppose le matériau indéformable, le modèle de conducti-
vité thermique adopté par Pintado et al. peut être adapté à une représentation thermo-hydro-
mécanique en multipliant la formule par la porosité :

λT = n
(
λSw

sat λ1−Sw
dry

)
(16.11)

avec λsat = 1.15W.m−1.oC−1 et λdry = 0.47W.m−1.oC−1. On rappelle que dans le modèle
THHMD :

λT = (1− n) λs + nSw λw + n (1− Sw)λvap (16.12)

avec n = 0.402 et λw = 0.6W.m−1.oC−1. Pour comparer les modèles de conductivité thermique
dans cet exemple, on considère que la conductivité thermique de la vapeur est proche de celle de
l’air : λvap ' λa = 0.0258W.m−1.oC−1. Dans les équations 16.10 et 16.11, on utilise la porosité
utilisée dans le modèle thermique de Pintado et al., à savoir n = 0.402. On ajuste la valeur de la
conductivité thermique du squelette (λs) pour que la courbe d’évolution 16.12 de la conductivité
thermique du milieu poreux non saturé (λT ) avec le degré de saturation soit la plus proche
possible de celle qui décrite par l’équation 16.11. Avec λs = 0.3W.m−1.oC−1, les deux modèles
coïncident presque parfaitement (fig. 16.20). Les paramètres thermiques retenus pour simuler
l’essai de chauffage de la bentonite sont résumés dans le tableau 16.14.
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Figure 16.20 – Comparaison des modèles de conductivité thermique. λs = 0.3W.m−1.oC−1

dans le modèle THHMD.

Table 16.14 – Paramètres thermiques utilisés dans le test élastique de Pintado

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−10−5 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

0.3W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

800 J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1900J.kg−1.oC−1 1000J.kg−1.oC−1
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16.3.1.3 Chargement

Conditions initiales :
– température à 22 oC sur tous les noeuds ;
– pression d’air égale à la pression atmosphérique

(
pa0 = patm = 105 Pa

)
en tous les noeuds

du maillage.

Conditions aux limites :
Sur l’axe de symétrie, les degrés de liberté sont libres, il n’y a pas de condition aux limites.

1. Phase de chauffage (une semaine) :
– température : flux de chaleur constant en tête de l’échantillon, maintien d’une tempéra-

ture de 30oC sur la frontière inférieure, conditions adiabatiques sur la frontière latérale
extérieure (pour simuler l’effet de la couche isolante utilisée par Pintado et al.) ;

– fluides : frontières extérieures imperméables à l’eau et à l’air.

2. Phase de relaxation (sept semaines), arrêt de la source de chaleur :
– températures : flux de chaleur nul sur le bord supérieur ; maintien d’une température

de 30oC sur la frontière inférieure, conditions adiabatiques sur la frontière latérale exté-
rieure ;

– fluides : frontières extérieures imperméables à l’eau et à l’air.

Pintado et al. [161] chauffent l’échantillon à l’aide d’une source de 2.17 W pendant 1 semaine.
La source dégage de la chaleur par ses frontières inférieure et supérieure. On peut raisonable-
ment supposer que le problème revient à modéliser les effets de deux sources de chaleur d’une
puissance de 1.085W . La moitié d’échantillon modélisé est donc soumis à une puissance de
chauffe de 1.085W sur son bord supérieur. Les éléments utilisés dans la simulation ont tous
une largeur de 3.8mm, et on pratique une étude en configuration axisymétrique. L’échan-
tillon tridimensionnel est donc représenté par un maillage bidimensionnel. Ainsi, il faut imposer
q̃h = 1.085

0.0038 ' 285.5W.m−2 pendant une semaine. Les conditions aux limites adoptées pendant
les deux phases de chargement sont schématisées sur la figure 16.21.

16.3.1.4 Comparaison des résultas numériques aux mesures expérimentales

Les isochrones de la température sont représentés sur la figure 16.22. L’observation des résultats
numériques montre que les températures n’évoluent plus après 100 heures. Les températures à
l’équilibre thermique calculées par Θ-Stock sont quasiment les mêmes que celles qui sont me-
surées dans l’expérience de Pintado. L’état transitoire dure plus longtemps dans la simulation
numérique. Avant l’équilibre, les températures calculées à un instant donné sont plus faibles que
dans l’expérience. On peut expliquer cette différence par le choix de modélisation de la capacité
calorifique du squelette solide. CPs est constante dans le modèle THHMD, et sa valeur est celle
qui est atteinte à 49 oC dans le modèle de Pintado. Pour les températures inférieures à 49 oC,
la capacité calorifique du solide est donc plus élevée que dans l’expérience, ce qui induit une
plus forte inertie thermique, et retarde donc la transmission de la chaleur. C’est pourquoi les
différences sont plus marquées au début de l’essai, lorsque la différence entre les capacités calori-
fiques numérique et expérimentale est la plus grande. On peut faire le même constat en observant
l’évolution temporelle des températures nodales (fig. 16.23) : plus le noeud où la température
est calculée est proche de la source, et plus le phénomène d’inertie thermique est manifeste. En
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a. b.

Figure 16.21 – Conditions aux limites pour l’essai de Pintado et al. [161] a. Phase de chauffage
(une semaine). b. Phase de relaxation (sept semaines).

conséquence, à l’équilibre, les températures des points les plus proches de la source sont légère-
ment inférieures à celles qui sont mesurées expérimentalement.
On peut aussi expliquer le retard dans la transmission de la chaleur par la façon dont on a
modélisé la couche isolante dans la simulation numérique. Dans l’expérience, la mousse transmet
une partie de l’énergie thermique dégagée par les bords latéraux de la source. Cette énergie vient
s’ajouter à l’énergie thermique transmise en tête de l’échantillon de bentonite. Dans la simulation
numérique, des conditions adiabatiques ont été imposées sur la frontière latérale de l’échantillon,
qui est donc soumis à un flux de chaleur légèrement inférieur à celui de l’expérience de Pintado
et al. [161].

Dans la simulation numérique, l’équilibre hydrique s’établit une semaine après l’extinction de la
source de chaleur (soit deux semaines après le début de l’essai), comme le montre la figure 16.24.
Pour obtenir la teneur en eau à partir des degrés de saturation calculés par Θ-Stock, on a utilisé
la porosité initiale qu’on peut calculer d’après l’état hydrique initial, soit n0 ' 0.244. L’équi-
libre atteint correspond bien aux observations expérimentales. L’évolution spatio-temporelle de
la température, de la succion et du degré de saturation sont données dans les figures 16.25 à
16.30, pour l’ensemble de la zone modélisée.
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Figure 16.22 – Isochrones de température lors de l’essai de Pintado et al. a. Mesures expéri-
mentales [161]. b. Résultats numériques.
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Figure 16.23 – Evolutions temporelles de quelques températures nodales lors de l’essai de Pin-
tado et al. a. Mesures expérimentales [161]. b. Résultats numériques.
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Figure 16.24 – Teneurs en eau volumiques après une semaine de chauffage pour l’essai de
Pintado et al. a. Mesures expérimentales [161]. b. Résultats numériques.
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Figure 16.25 – Evolution de la température au début de l’essai de Pintado et al. [161]

Figure 16.26 – Evolution de la température à la fin de l’essai de Pintado et al. [161]

Figure 16.27 – Evolution de la succion au début de l’essai de Pintado et al. [161]
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Figure 16.28 – Evolution de la succion à la fin de l’essai de Pintado et al. [161]

Figure 16.29 – Evolution du degré de saturation au début de l’essai de Pintado et al. [161]

Figure 16.30 – Evolution du degré de saturation à la fin de l’essai de Pintado et al. [161]
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Figure 16.31 – Evolution spatio-temporelle de l’endommagement radial dans l’échantillon de
bentonite pour gM = gMref = −1.414Pa et qh = 116.9W.m−2.

16.3.2 Tendances du modèle d’endommagement pour l’essai de chauffage de
la bentonite

On étudie à présent les tendances de l’endommagement dans la bentonite non saturée, en faisant
varier successivement :

– la rigidité gM à chargement thermique constant, avec qh = 116.9W.m−2 ;
– le chargement thermique qh, à rigidité gM = gMref constante.

En-dehors de gM , tous les paramètres matériels de la bentonite sont les mêmes que dans l’étude
réalisée dans le domaine élastique du modèle THHMD (tableaux 16.12, 16.13 et 16.14). La valeur
de référence pour la rigidité gM est caractéristique de l’argilite de l’Est [38] :

gMref = −1.414Pa (16.13)

Les études paramétriques dont on présente les résultats ici ont été réalisées par Mahsa Mozayan,
dans le cadre d’un stage de master [109].

Bien que l’endommagement développé soit généré par des déformations mécaniques qui peuvent
être anisotropes, le transfert essentiellement diffusif de la chaleur provoque une dilatation iso-
trope du matériau à proximité de la source de chaleur. C’est pourquoi l’endommagement est
isotrope dans toutes les simulations réalisées dans le cadre de cette étude paramétrique :

Ωrr = Ωθθ = Ωzz (16.14)

A titre d’exemple, l’évolution de l’endommagement radial est présenté sur la figure 16.31 pour
gM = gMref = −1.414Pa et qh = 116.9W.m−2. Comme on pouvait s’y attendre, le niveau
d’endommagement est d’autant plus élevé que la rigidité gM est grande (figure 16.32) ou que la
sollicitation thermique est importante (figure 16.33). L’endommagement croît pendant la phase
de chauffage (la première semaine), et n’évolue plus lorsque la source de chaleur est éteinte (phase
de relaxation de 7 semaines), ce qui se traduit par l’apparition d’un plateau à la valeur maximale
de l’endommagement.
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Figure 16.32 – Variations de l’endommagement avec la rigidité gM , sous le même chargement
thermique qh = 116.9W.m−2. Résultats pour un élément en tête de l’échantillon.

Figure 16.33 – Variations de l’endommagement avec le chargement thermique qh, avec la même
rigidité gM = gMref = −1.414Pa. Résultats pour un élément en tête de l’échantillon.
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Figure 16.34 – Dispositif expérimental de Villar et al. [102, 201].

Figure 16.35 – Maillage adopté pour reproduire l’essai de Villar et al. [201]

16.4 Essai de chauffage dans une cuve d’argile compactée non
saturée déformable [102, 201, 202]

16.4.1 Validation dans le domaine élastique du modèle THHMD

16.4.1.1 Principe de l’essai

L’essai réalisé par Villar et al. [201] consiste à chauffer une argile compactée non saturée afin
d’en étudier la réponse thermo-hydro-mécanique. Le sol est placé dans une cuve de 15 cm de
large et de 14.6 cm de haut. Le dispositif de chauffage est placé en surface, au centre de la
cuve. Une température de 100 oC est imposée pendant deux heures. Par ailleurs, toutes les
frontières extérieures de la cuve sont douchées en permanence, de manière à maintenir une
température constante de 28 oC sur les bords. La température initiale du sol est de 20 oC. La
cuve est instrumentée de manière à suivre les évolutions de la température, du degré de saturation
et de l’indice des vides dans le temps et dans l’espace (fig. 16.34). Compte-tenu de la géométrie
de la cuve et du chargement imposé, on choisit de reproduire l’essai numériquement à l’aide
d’une configuration en déformations planes. Le maillage comporte 176 noeuds et 150 éléments
(fig. 16.35).
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Table 16.15 – Paramètres mécaniques utilisés dans le test élastique de Villar et al.

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

5.98 ∗ 104 1.22 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 1.22 ∗ 105 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

5.98 ∗ 108 Pa 5.98 ∗ 1010 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 2.3 ∗ 10−4 Pa 5.2 ∗ 10−3 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

0.71 0.5 20 oC

16.4.1.2 Choix des paramètres matériels

Dans la suite, on compare les prédictions de la partie élastique du modèle THHMD aux mesures
expérimentales de Villar et al. [201] et aux prédictions du modèle élastique avec surface d’état
de l’indice des vides de Gatmiri [76], données dans la thèse de Jenab [102]. Le sol étudié est
une argile compactée, dont on suppose que les caractéristiques mécaniques sont proches de celles
d’une argilite. En utilisant le jeu de paramètres relatifs à l’endommagement mécanique pour
l’argilite de l’Est [94, 38], on pourra ainsi étudier les tendances du comportement endommagé du
sol au moyen de paramètres bien proportionnés. Le paramètre de dilatance χ est choisi selon les
recommandations de Shao et al. [180] : χ ' 0.005 pour les roches fragiles. Comme dans l’essai de
chauffage de la bentonite présenté précédemment [161], on suppose que la rigidité thermique est
environ 10 fois plus grande que le module de compression volumique. La rigidité capillaire a été
calée après plusieurs simulations, pour que les variations de l’indice des vides soient du même
ordre de grandeur que dans les simulations effectuées avec le modèle élastique à surfaces d’état
[76]. Par ailleurs, comme c’est rappelé dans la thèse de Jenab [102], dans les conditions initiales,
l’indice des vides vaut 0.71 et le degré de saturation est de 0.5. Les paramètres mécaniques
adoptés pour cette simulation sont donnés dans le tableau 16.15.

On rappelle l’équation de la surface d’état du degré de saturation :
– dans le modèle THHMD :

Sw =
[
(1− Sw,r) (1 + (αV G s)nV G)−1+ 1

nV G + Sw,r

]
exp (ds (T − T0)) (16.15)

où s est la succion et T est la température (en oC). Sw,r est le degré de saturation résiduel.
αV G et nV G sont les paramètres de rétention de Van Genuchten [197] ;

– dans le modèle élastique à surfaces d’état de Gatmiri [76] :

Sw = 1 − (as + bs σyy”) (1 − exp(cs s)) exp (ds (T − T0)) (16.16)

où σyy” est la contrainte nette « verticale », s est la succion et T est la température (en
oC).
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La contribution exponentielle de la température est équivalente dans les deux modèles, si bien
qu’on prendra la même valeur de ds que dans l’étude numérique de Jenab [102], au signe près :
ds = −10−5 oC−1. On considère que pendant l’essai de Villar et al. [201], la surface d’état du
degré de saturation est est principalement influencée par les effets de la succion. On cherche donc
à caler la courbe de rétention isotherme du modèle THHMD sur celle de Gatmiri (Jenab utilise
cs = −2.08855Pa−1, et pour la comparaison, on considère que as = 1 et bs = 0). On obtient une
très bonne concordance pour le jeu de paramètres Sw,r = 0, αV G = 5 ∗ 10−4Pa−1, nV G = 2.3
(fig. 16.36).
On rappelle la formule de la permabilité à l’eau liquide dans l’état intact du matériau :

Kintact
w ij = kw0 10αw e

(
Sw − Sw,r

1− Sw,r

)3 µw(T )
µw(Tref )

δij (16.17)

où e est l’indice des vides et où δij désigne le tenseur identité d’ordre deux. La formule 16.17
est utilisée dans les deux modèles comparés (domaine élastique du modèle THHMD et modèle
élastique à surfaces d’état de Gatmiri). Dans la simulation avec le modèle THHMD, on considère
que les effets mécaniques sur la perméabilité à l’eau liquide sont négligeables, et on fixe αw = 0.
Cette hypothèse est acceptable puisque l’indice des vides varie peu pendant l’expérience [102,
201]. On rappelle qu’on a choisi un degré de saturation résiduel nul pour caler la courbe de
rétention isotherme sur celle de Jenab. Jenab a choisi αw = 5 et Sw,r = 0.05, donc un calage
de kw0 est nécessaire pour que les deux modèles comparés donnent des résultats proches sur
l’évolution de la perméabilité à l’eau avec le degré de saturation. Pour le calage, on suppose que
l’indice des vides ne varie pas dans la formule 16.17. Jenab utilise kw0 = 1.2 ∗ 10−9 m.s−1. Si on
choisit kw0 = 1.2 ∗ 10−5 m.s−1 dans le modèle THHMD, l’évolution de la perméabilité à l’eau du
matériau intact est proche de celle du matériau élastique modélisé par Jenab (fig. 16.37).
Le module de rigidité capillaire choisi dans le modèle THHMD est 100 fois plus grand que dans
la simulation de Jenab. Pour compenser, on choisit une conductivité à l’air 100 fois moindre,
de manière à ce que les variations de succion soient bien rendues : ca = 3 ∗ 10−10 m2 chez
Jenab [102], ca = 3 ∗ 10−12 m2 dans la modélisation THHMD. On conserve le paramètre de
conductivité à l’air αa utilisé par Jenab (αa = 4) pour que les variations de la perméabilité
à l’air avec le degré de saturation soient comparables. Dans le domaine élastique, le choix des
maxima envisagés pour la perméabilité intrinsèque endommagée Kmax

wdg et pour la conductivité
intrinsèque endommagée Dmax

vap, dg n’a aucune incidence sur les résultats numériques. Dans la
simulation effectuée, on considère que Kmax

wdg est du même ordre de grandeur que la perméabilité
(globale) maximale du milieu intact, et que Dmax

vap, dg est du même ordre de grandeur que la
perméabilité à l’air maximale. Les paramètres relatifs aux fluides qui sont utilisés dans cette
simulation avec le modèle THHMD sont donnés dans le tableau 16.16.

On choisit une valeur usuelle pour la dilatance thermique, qui donne le même module de rigidité
thermique que dans la simuation de Jenab [102] (7.5 ∗ 10−4 oC−1). On considère par ailleurs
que la rigidité thermique est indépendante de la température et des contraintes mécaniques
(α1 = α2 = α3 = 0). Les valeurs des capacités calorifiques de l’eau liquide, de l’air gazeux et de
la vapeur sont des valeurs usuelles, de même que les valeurs de la chaleur latente d’évaporation
et les valeurs des conductivités thermiques de l’eau liquide et de l’air gazeux. On utilise les
mêmes propriétés thermiques que pour les alluvions modélisées par Pollock [163] pour le squelette
solide : CPs = 837J.kg−1.oC−1, λs = 1.05W.m−1.oC−1 (voir le chapitre suivant). Les paramètres
thermiques utilisés dans cette simulation sont donnés dans le tableau 16.17.
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Figure 16.36 – Calage de la courbe de rétention du modèle THHMD (Sw,r = 0, αV G = 5 ∗
10−4Pa−1, nV G = 2.3) sur celle du modèle élastique à surfaces d’état de Gatmiri (as = 1, bs = 0
et cs = −2.08855Pa−1).
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Figure 16.37 – Calage de la perméabilité intacte isotherme du modèle THHMD (kw0 = 1.2 ∗
10−5 m.s−1, αw = 0, Sw,r = 0) sur celle du modèle élastique à surfaces d’état de Gatmiri
(kw0 = 1.2 ∗ 10−9 m.s−1, αw = 5, e = e0 et Sw,r = 0.05).

Table 16.16 – Paramètres relatifs aux fluides pour le test élastique de Villar et al.

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 5 ∗ 10−4 Pa−1 2.3 −10−5

Perméabilité à l’eau liquide
kw0 αw k0

w
max

kmax
wdg

1.2 ∗ 10−5 m.s−1 0 10−9 m.s−1 10−9 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

3 ∗ 10−12 m2 4 10−4 m.s−1 10−4 m2.s−1
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Table 16.17 – Paramètres thermiques utilisés dans le test élastique de Villar et al.

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−7.5 ∗ 10−4 oC−1 0 0 0 105 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

1.05W.m−1.oC−1 0.6 W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

837J.kg−1.oC−1 4184J.kg−1.oC−1 1900J.kg−1.oC−1 1000J.kg−1.oC−1

Figure 16.38 – Conditions aux limites adoptées pour reproduire l’essai de Villar et al. [201]

16.4.1.3 Chargement

La température initiale est fixée à 20 oC en tous les noeuds du maillage. La succion est initialisée
sur chaque élément en inversant la formule de la surface d’état du degré de saturation (Sw0 = 0.5,
T0 = 20oC).

Les conditions aux limites adoptées sont les suivantes :
– déplacements horizontaux : bloqués sur les deux frontières latérales ;
– déplacements verticaux : bloqués sur les frontières inférieure et supérieure ;
– température : température nodale de 100oC sur les quatre noeuds de l’élément qui repré-

sente la source de chaleur, température nodale de 28oC sur toutes les frontières extérieures
(autres que la source de chaleur) ;

– flux d’eau liquide bloqués sur toutes les frontières (en raison de l’utilisation d’une membrane
imperméable) ;

– flux d’air bloqués sur les frontières latérales et sur la frontière inférieure ; pression intersti-
tielle de l’air bloquée sur la frontière supérieure (pour reproduire le contact à l’air libre).

La figure 16.38 illustre les conditions aux limites adoptées dans cette simulation.
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a. b.

Figure 16.39 – Distribution spatiale de la température après 2h de chauffage (isochrones pour
les résultats numériques, points pour les mesures expérimentales [201]). a. Modèle à surfaces
d’état [102]. b. Modèle THHMD.

16.4.1.4 Etude des résultats numériques obtenus dans le domaine élastique du mo-
dèle THHMD

Près des bords de la cuve, les températures calculées après deux heures de chauffage sont en
accord avec l’expérience. Près de la source, les températues calculées par le modèle THHMD en
fin d’essai sont globalement plus faibles que dans l’expérience [201], et plus faibles que dans la
simulation effectuée par Jenab [102] avec le modèle élastique à surfaces d’état (fig. 16.39). On
peut expliquer cette différence par le choix de la conductivité thermique du squelette solide :
on a choisi λs = 1.05 W.m−1.oC−1, et Jenab a travaillé avec λs = 0.9W.m−1.oC−1. La chaleur
est diffusée plus rapidement dans l’échantillon, et la température tend plus rapidement vers
un état homogène dans le cas de la modélisation THHMD. Cette explication est confortée par
l’observation de la cinétique d’évolution de la température dans l’échantillon modélisé (fig. 16.40)
et par l’observation de la cinétique d’évolution de l’indice des vides (fig. 16.41). En effet, les effets
de la dilatation thermique sur l’indice des vides final sont moins prononcés dans les prédictions
du modèle THHMD que dans l’expérience et dans le calcul effectué avec le modèle à surfaces
d’état (fig. 16.42). Mais on atteint la même valeur de déformation volumique maximale que dans
l’expérience entre 30 et 60 minutes (fig. 16.41).

Comme on l’a expliqué dans les paragraphes précédents, on a choisi un jeu de paramètres méca-
niques dont les données sur l’endommagement étaient connues. Ce choix nous a conduits à utiliser
un module de compression volumique 100 fois plus élevé que Jenab [102]. On a ensuite choisi la
rigidité capillaire intacte de manière à conserver le même rapport Kb/βs que dans la simulation
de Jenab, ce qui nous a amenés à prendre une perméabilité à l’air 100 fois plus élevée que dans la
modélisation de Jenab.Ce choix peut expliquer les différences observées sur l’ordre de grandeur
de la succion (fig. 16.43). Pour autant, la distribution spatiale du degré de saturation à la fin de
l’essai est satisfaisante au regard des résultats obtenus dans l’expérience de Villar et al. [201] et
dans la simulation de Jenab [102] (fig. 16.44). La cinétique d’évolution du degré de saturation
montre que l’échantillon se désature à proximité de la source de chaleur, et qu’un processus de
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Figure 16.40 – Evolution spatio-temporelle de la température (en oC) pendant la simulation de
l’essai de chauffage de Villar et al. [201], dans le domaine élastique du modèle THHMD.

resaturation par condensation a lieu autour de cette zone de désaturation (fig. 16.45).

16.4.2 Tendances du modèle d’endommagement pour l’essai de chauffage de
l’argile déformable

On étudie à présent les tendances de l’endommagement thermique et de l’endommagement ca-
pillaire. Pour ce faire, on fait trois études paramétriques :

– étude de l’influence de gT sur le développement de l’endommagement thermique (gT 6= 0,
gS = 0 et gM = 0) ;

– étude de l’influence de gS sur le développement de l’endommagement capillaire (gS 6= 0,
gT = 0 et gM = 0) ;

– étude des influences combinées de gT et gS sur le développement de l’endommagement
« thermo-capillaire » (gT 6= 0, gS 6= 0 et gM = 0).

Les concepts de rigidité d’endommagement capillaire (gS) et thermique (gT ) sont des nouveautés
du modèle THHMD. Il n’y a donc pas de valeur caractéristique pour ces paramètres dans les
publications actuelles. On choisit des ordres de grandeurs proches de la valeur trouvée pour la
rigidité gM de l’argilite de l’Est [93, 38], pour être en conformité avec le reste des paramètres
mécaniques utilisés :

gMref = −1.414Pa (16.18)

En-dehors des rigidités d’endommagement gT et gS , tous les paramètres mécaniques choisis dans
l’étude effectuée dans le domaine élastique sont conservés (tableau 16.15). De même, on conserve
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Figure 16.41 – Evolution spatio-temporelle de l’indice des vides pendant la simulation de l’essai
de chauffage de Villar et al. [201], dans le domaine élastique du modèle THHMD.

a. b.

Figure 16.42 – Distribution spatiale de l’indice des vides après 2h de chauffage (isochrones pour
les résultats numériques, points pour les mesures expérimentales [201]). a. Modèle à surfaces
d’état [102]. b. Modèle THHMD.
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a. b.

Figure 16.43 – Distribution spatiale de la succion après 2h de chauffage. a. Modèle à surfaces
d’état [102]. b. Modèle THHMD.

a. b.

Figure 16.44 – Distribution spatiale du degré de saturation après 2h de chauffage (isochrones
pour les résultats numériques, points pour les mesures expérimentales [201]). a. Modèle à surfaces
d’état [102]. b. Modèle THHMD.
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Figure 16.45 – Evolution spatio-temporelle du degré de saturation pendant la simulation de
l’essai de chauffage de Villar et al. [201], dans le domaine élastique du modèle THHMD.

les paramètres thermiques utilisés dans la simulation effectuée dans le domaine élastique du
modèle THHMD (tableau 16.17). Pour mieux refléter les effets de la fissuration sur le tenseur
de perméabilité à l’eau, on augmente les valeurs des paramètres qui jouent le rôle de longueurs
internes. Ainsi, on choisit :

Kmax
w, dg = 100 kw0 = 1.2 10−3 m.s−1, Dmax

vap, dg = 1.2 10−1 m2.s−1 (16.19)

En-dehors de Kmax
w, dg et Dmax

vap, dg, tous les paramètres relatifs aux fluides qui ont été utilisés pour
valider le modèle dans le domaine élastique sont conservés (tableau 16.16). Dans toutes les si-
mulations effectuées, l’endommagement se développe proportionnellement à des déformations
volumiques (ε+Tv et/ou ε+Sv). L’endommagement calculé est donc isotrope. C’est pourquoi dans la
suite, on ne présentera que les distributions spatiales obtenues pour Ωxx.

Conformément au modèle théorique, l’endommagement généré est d’autant plus important que
la rigidité d’endommagement utilisée est grande (figures 16.46.a,c,e,g et 16.47.a,c,e,g). L’endom-
magement thermique se développe principalement au voisinage de la source de chaleur et vers
le milieu de l’échantillon, c’est-à-dire loin des frontières tempérées par la douche tiède (figures
16.46.a,c,e,g ). L’endommagement capillaire se concentre autour de la source de chaleur, là où les
niveaux de succion sont les plus importants (figures 16.43 et 16.47.a,c,e,g). A rigidité d’endom-
magement égale, l’endommagement thermique dû à gT atteint des valeurs maximales environ
trois fois plus élevées que l’endommagement capillaire dû à gS . La localisation et la relative fai-
blesse de l’endommagement capillaire expliquent pourquoi la fissuration liée à l’augmentation de
succion influence peu la distribution du degré de saturation (figures 16.47.b,d,f,h). Au contraire,
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l’endommagement thermique contribue à désaturer l’ensemble de l’échantillon. La présence de
fissuration isotrope dans une zone relativement étendue de l’échantillon favorise les échanges de
fluides, ce qui tend à homogénéiser la distribution spatiale du degré de saturation. Plus la rigi-
dité thermique est importante, et plus la distribution finale du degré de saturation s’homogénéise
rapidement (figures 16.46.b,d,f,h). D’autre part, pour les niveaux importants d’endommagement
thermique, on remarque que la zone la plus désaturée n’est pas concentrée autour de la source
de chaleur, mais qu’elle se situe au contraire dans la partie de la cuve la plus éloignée de la source.

Comme on l’a vu précédemment, l’endommagement capillaire modifie peu la distribution spa-
tiale du degré de saturation dans la gamme de rigidités d’endommagement gS étudiée (figures
16.47.b,d,f,h). Il n’est donc pas étonnant de constater que la distribution spatiale du degré de sa-
turation n’est quasiment pas modifiée par la prise en compte de l’endommagement capillaire dans
un modèle de comportement comprenant de l’endommagement thermique (figures 16.48.b,d,f,h
et 16.49.b,d,f,h). Les valeurs maximales atteintes par l’endommagement capillaire dans le cas
(gS 6= 0, gT = 0) sont très inférieures aux maxima atteints par l’endommagement thermique
dans le cas (gS 6= 0, gT = 0). Cela peut expliquer pourquoi la distribution spatiale de l’en-
dommagement thermique est peu affectée par l’adjonction d’endommagement capillaire dans le
modèle. La prise en compte de l’endommagement capillaire étend la zone endommagée à proxi-
mité de la source de chaleur, sur les éléments où l’endommagement capillaire atteint ses valeurs
maximales en l’absence d’endommagement thermique (figures 16.48.a,c,e,g). Pour des niveaux
d’endommagement thermique vraiment élevés, la prise en compte de l’endommagement capillaire
devient imperceptible (figures 16.46.g et 16.49.a,c,e,g). Il s’agit de cas où les maxima atteints
par l’endommagement capillaire sont du même ordre de grandeur que les valeurs prises par l’en-
dommagement thermique au voisinage de la source. L’étude paramétrique montre donc que les
effets des déformations thermiques de tension et des déformations capillaires de compression ne
s’additionnent pas. Dans la simulation de l’essai de Villar et al. [201], le phénomène de fissuration
thermique semble dominer le phénomène de fissuration capillaire.
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a. b.

c. d.

e. f.

g. h.

Figure 16.46 – Influence de gT sur l’endommagement (Ωxx = Ωyy) et sur le degré de saturation,
après 2h de chauffage. Fissuration thermique (gS = 0).
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a. b.

c. d.

e. f.

g. h.

Figure 16.47 – Influence de gS sur l’endommagement (Ωxx = Ωyy) et sur le degré de saturation,
après 2h de chauffage. Fissuration capillaire (gT = 0).
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a. b.

c. d.

e. f.

g. h.

Figure 16.48 – Influence de gT sur l’endommagement (Ωxx = Ωyy) et sur le degré de saturation,
après 2h de chauffage. Fissuration thermo-capillaire (gS 6= 0).
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a. b.

c. d.

e. f.

g. h.

Figure 16.49 – Influence de gS sur l’endommagement (Ωxx = Ωyy) et sur le degré de saturation,
après 2h de chauffage. Fissuration thermo-capillaire (gT 6= 0).
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17.1 Etude préliminaire : vérification de la théorie unidimension-
nelle des tunnels en élasticité

17.1.1 Problème traité

L’EDZ (“Excavation Damaged Zone”, Zone Endommagée par Excavation) est formée avant l’en-
treposage des déchets, c’est-à-dire avant toute sollicitation thermique. En ingénierie, le problème
mécanique du creusement d’un tunnel est traité comme un problème de déchargement à la paroi
de la galerie excavée. La plupart des sites de stockage de déchets radioactifs sont construits dans
des massifs géologiques initialement saturés [79, 173] ou non saturés [163]. Le déchargement est
donc un problème hydro-mécanique couplé. Le liquide interstitiel migre vers la paroi, et le massif
se désature dans une zone proche du tunnel. La pose du soutènement arrête le processus, et l’eau
interstitielle commence par stagner à proximité de la paroi, avant de migrer à nouveau vers les
zones désaturées, par capillarité. Dans cette partie, on se propose de traiter le problème sur un
massif sec. On choisit la modélisation la plus simple qui soit : on étudie une tranche unidimen-
sionnelle de massif granitique autour d’une galerie isotherme (figure 17.1). On commence par
vérifier que les résultats numériques obtenus en élasticité avec le modèle THHMD programmé
dans Θ-Stock correspondent bien aux solutions analytiques de la théorie des tunnels. Puis une
étude paramétrique de l’endommagement est réalisée, pour vérifier que les tendances du com-
portement fragile de la barrière géologique sont correctes. Les simulations dont on présente les
résultats ont été réalisées par Mahsa Mozayan, dans le cadre d’un stage de master [109].

Figure 17.1 – Tranche de massif granitique modélisée autour du tunnel étudié.

17.1.2 Maillage, conditions aux limites et paramètres matériels

Le maillage est réalisé en configuration axisymétrique. On étudie une tranche de massif granitique
de 10 cm d’épaisseur et de 10 m de rayon. On suppose que la galerie fait un mètre de diamètre.
Le maillage adopté comporte 63 noeuds et 40 éléments (figure 17.2). Comme le problème traité
est purement mécanique, tous les degrés de liberté en température et pressions interstitielles
sont bloqués (pour l’eau comme pour l’air). Une contrainte initiale isotrope σ0 de 60 MPa est
appliquée sur tous les éléments. Les conditions aux limites adoptées sont les suivantes :

– sur les frontières inférieure et supérieure, les déplacements verticaux sont bloqués (uz = 0),
puisqu’on considère que le modèle est unidimensionnel ;

– sur la frontière latérale extérieure, les contraintes radiales sont maintenues à leur niveau
initial (σrr = σ0), car on considère qu’à un rayon de 10 mètres, le massif ne subit plus
l’influence du déchargement de la paroi, de rayon 50 cm ;

– à la paroi, on applique un déchargement de ∆σrr = −σ0.
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Figure 17.2 – Maillage et conditions aux limites adoptés pour la modélisation unidimensionnelle
du tunnel.

Le poids volumique affecté aux grains solides de la roche est usuel : γs = 2.65∗104 N.m−3. L’indice
des vides, le module d’Young et le module de compression volumique sont ceux du granite testé
par Gens et al. dans le cadre de l’essai FEBEX [79]. Les paramètres d’endommagement C0 et C1

ont les valeurs caractéristiques du granite de la Vienne [91]. Dans un premier temps, le problème
est traité en élasticité, donc gM = gS = gT = 0. On suit les recommandations de Shao et al.
[180] pour choisir le paramètre de dilatance χ. Les paramètres mécaniques utilisés sont résumés
dans le tableau 17.1. Les autres paramètres, entrés pour les besoins de la simulation numérique,
sont donnés dans les tableaux 17.2 et 17.3.

Table 17.1 – Paramètres mécaniques utilisés dans la simulation de l’excavation d’un tunnel.

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

2.92 ∗ 105 3.51 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 3.51 ∗ 105 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

2.92 ∗ 1010 Pa 2.92 ∗ 1010 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 1.1 ∗ 105 Pa 2.2 ∗ 106 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

0.0101 0.999 0

Table 17.2 – Paramètres relatifs aux fluides dans la simulation de l’excavation d’un tunnel.

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 10−5 Pa−1 1.5 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

10−11 m.s−1 0 10−10 m.s−1 10−9 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−15 m2 0 10−9 m.s−1 10−7 m2.s−1
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Table 17.3 – Paramètres thermiques dans la simulation de l’excavation d’un tunnel.

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−7.8 ∗ 10−6 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

3.6W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.4 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

793 J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1870J.kg−1.oC−1 1000J.kg−1.oC−1

17.1.3 Validation en élasticité

En élasticité linéaire, le déchargement d’un tunnel modélisé en 1D provoque la redistribution de
contraintes suivante [132] : 




σrr = σ0

(
1− R2

r2

)

σθθ = σ0

(
1 + R2

r2

) (17.1)

où R est le rayon de la galerie, et r est le rayon courant. La figure 17.3 montre que les résul-
tats numériques obtenus avec Θ-Stock coïncident parfaitement avec la solution analytique 17.1.
Ce calcul préliminaire valide l’algorithme utilisé pour les simulations réalisées dans le domaine
élastique du modèle THHMD dans des configurations axisymétriques et pour des problèmes
purement mécaniques.

17.1.4 Tendances de l’endommagement mécanique

A présent on fait varier la valeur de la rigidité gM afin d’étudier les tendances de l’endomma-
gement mécanique dans le problème de l’excavation d’un tunnel. Il ne s’agit pas d’un test de
validation, puisqu’il n’existe pas de résultat comparable dans les publications actuelles. Il s’agit
d’un test de justification du modèle THHMD. Tous les paramètres matériels utilisés pour la
validation dans le domaine élastique sont conservés, à l’exception de gM (tableaux 17.1, 17.2 et
17.3). On fait varier gM autour d’une valeur proche de la rigidité caractéristique du granite de
la Vienne [91] :

gMref = −180MPa (17.2)

Le déchargement de la paroi génère des tractions radiales. Dans les autres directions, le matériau
est en compression. C’est pourquoi l’endommagement ne se développe que dans la direction
radiale :

Ωrr 6= 0, Ωθθ = Ωzz = 0 (17.3)

Comme on pouvait s’y attendre, l’endommagement obtenu à la fin de la simulation du déchar-
gement est d’autant plus grand que la rigidité gM choisie est grande (figure 17.4). Cependant,
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Figure 17.3 – Contraintes radiales et orthoradiales développées autour d’un tunnel en élasticité.

pour une valeur trop élevée de gM , la simulation n’arrive pas à terme, et certains éléments sont
trop endommagés pour pouvoir supporter tout le déchargement programmé (valeur la plus élevée
choisie pour gM dans cette étude paramétrique, voir la figure 17.4).
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Figure 17.4 – Tendances de l’endommagement lors du déchargement mécanique de la paroi d’un
tunnel creusé dans du granite sec.

17.2 Etude thermo-mécanique d’une galerie creusée dans un mas-
sif granitique sec [32]

17.2.1 Refroidissement d’un tunnel de section carrée [32]

17.2.1.1 Maillage et conditions aux limites

On s’intéresse ici au problème de refroidissement d’une mine creusée dans un massif rocheux à
grande profondeur, abordé par Carter et Booker [32]. En raison du gradient géothermique, le
tunnel est naturellement soumis à de fortes températures. Pour que les hommes et les machines
puissent travailler dans la galerie, il est nécessaire de la refroidir. On traite le problème avec les
mêmes conditions géormétriques que les auteurs [32], et on considère dans la suite un tunnel de
section carrée (de 3.5 m de côté), creusé dans un massif granitique sec. La température initiale du
massif est de 50 oC, et une température de 20 oC est appliquée à la paroi pour refroidir la galerie.
On suppose que le tunnel est suffisamment long pour que les déformations dans la direction de
l’axe du tunnel puissent être négligées. On se place donc dans une configuration en déformations
planes, et on représente un quart de la section de la galerie. L’étendue du maillage est de l’ordre
de 10 fois la moitié de la longueur du côté de l’excavation (18m x 18m). Le maillage comporte
252 noeuds et 221 éléments (figure 17.5.a). Le massif étant sec, tous les degrés de liberté nodaux
en pression interstitielle sont bloqués (pour l’eau comme pour l’air). Les conditions aux limites
adoptées sont les suivantes (figure 17.5.b) :

– déplacements horizontaux bloqués sur les deux bords latéraux du modèle (mais pas à la
paroi), déplacements verticaux bloqués sur les bords inférieur et supérieur du modèle (mais
pas à la paroi) ;

– température de 20 oC à la paroi de la galerie, température de 50 oC sur les deux frontières
extérieures du modèle.

Ne pas imposer de conditions aux limites sur une frontière revient numériquement à supposer que
la condition aux limites de Neumann correspondante impose une valeur de flux nulle. Ainsi, la
non-imposition de condition aux limites mécanique à la paroi revient numériquement à supposer
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a. b.

Figure 17.5 – Discrétisation du problème de refroidissement d’une galerie profonde de section
carrée [32]. a. Maillage. b. Conditions aux limites.

qu’il n’y a pas de variation de contrainte (∆σij = 0, paroi libre). De même, la non-imposition de
condition aux limites thermique sur les deux axes de symétrie revient à supposer qu’il n’y a pas
de flux de chaleur entre deux parties symétriques du modèle (q̃h = 0).

17.2.1.2 Choix des paramètres matériels

Le matériau étudié ici est une roche dure, dont le module d’Young (E) et le coefficient de Poisson
(ν) sont donnés par Carter et Booker [32]. Il est facile d’en déduire les modules de chargement
et de compression volumique :

KL =
E

patm
, Kb =

E

3 patm (1− 2ν)
(17.4)

patm est la pression atmosphérique. Les autres paramètres mécaniques ne sont pas fournis dans
l’article [32]. En l’absence de référence bibliographique sur le sujet, on choisit une rigidité ther-
mique de référence égale à 10 fois le module de compression volumique. Pour les autres caracté-
ristiques mécaniques, on utilise les paramètres du granite étudié précédemment (tableau 16.2).
On choisit cependant une température de référence égale à 50 oC, ce qui correspond à l’état
initial du matériau dans ce problème anisotherme. Le poids volumique affecté à la matrice solide
de la roche est usuel : γs = 2.65 ∗ 104 N.m−3. Les paramètres mécaniques utilisés en élasticité
sont résumés dans le tableau 17.4. L’ensemble des paramètres relatifs aux fluides, qui sont sans
incidence pour cette simulation thermo-mécanique, sont donnés dans le tableau 17.5.

On utilise des valeurs typiques d’une roche pour la conductivité thermique (λs) et la capacité
calorifique (CPs) de la matrice solide. Les valeurs choisies pour les conductivités thermiques et les
capacités calorifiques des fluides sont usuelles. La valeur de la chaleur latente d’évaporation est
également une valeur usuelle. La loi de comportement incrémentale en thermoélasticité proposée
par Carter et Booker [32] est la suivante :

dσij = Deijkl dεlk − E α

(1− 2ν)
δij dT (17.5)
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Table 17.4 – Paramètres mécaniques élastiques utilisés dans la simulation du problème de
refroidissement d’un tunnel de section carrée [32].

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

6.67 ∗ 105 8 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 8 ∗ 105 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

6.67 ∗ 1011 Pa 6.67 ∗ 1011 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 1.1 ∗ 105 Pa 2.2 ∗ 106 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

3.51 ∗ 10−3 1 50 oC

Table 17.5 – Paramètres relatifs aux fluides pour le problème de refroidissement d’un tunnel de
section carrée [32].

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 0.00152Pa−1 1.17 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

10−11 m.s−1 0 10−10 m.s−1 10−9 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−6 m2 0 10−5 m.s−1 10−7 m2.s−1
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Table 17.6 – Paramètres thermiques utilisés dans le problème de refroidissement d’un tunnel
de section carrée [32].

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−2 ∗ 10−5 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

1.35W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

800 J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1870J.kg−1.oC−1 1000J.kg−1.oC−1

où α est la dilatance thermique du massif rocheux et où δij désigne le tenseur identité d’ordre 2.
Dans le modèle THHMD, en l’absence de fluide interstitiel, on peut écrire la loi de comportement
incrémentale comme suit :

dσij = Deijkl dεlk − 1
3β∗T

Deijkl δlk dT (17.6)

En faisant le produit contracté des expressions 17.5 et 17.6 avec le tenseur identité, et en com-
binant les résultats obtenus, on arrive à :

− 9B α = −3B

β∗T
(17.7)

En supprimant les couplages thermo-mécaniques dans l’expression de la rigidité thermique intacte
(α1 = α2 = α3 = 0), on obtient finalement :

α∗0 = 3α (17.8)

En réalité, on modélise le problème de refroidissement dans une configuration en déformations
planes, donc εv = εxx + εyy avec l’hypothèse que εzz = 0. Numériquement, on doit donc calculer
εSvij = 1

2εSvδij et non εSvij = 1
3εSvδij comme ce serait le cas dans un problème tridimensionnel

étudié dans sa généralité. Dans la loi de comportement incrémentale 17.6, il serait donc plus
juste numériquement de remplacer 1/(3β∗T ) par 1/(2β∗T ). D’un point de vue numérique, il est
donc plus satisfaisant de prendre :

α∗0 = 2α (17.9)

soit α∗0 = −2 ∗ 10−5 oC, en tenant compte de la convention de signe de la mécanique des sols.
L’ensemble des paramètres thermiques retenus pour la simulation du refroidissement d’un tunnel
à section carrée sont donnés dans le tableau 17.6.

17.2.1.3 Validation dans le domaine élastique

Comme dans l’étude de Carter et Booker [32], on étudie l’évolution spatio-temporelle de la
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température. Une étude approfondie du problème nous a conduits à modifier la formule proposée
dans l’article pour le temps adimensionnel. On utilise :

τ =
λs

ρs CPs

t

(a/2)2
(17.10)

où λs est la conductivité thermique du massif (en W.m−1.oC−1), ρs est la masse volumique
du squelette solide (en kg.m−3), CPs est la capacité calorifique du massif rocheux sec (en
J.kg−1.oC−1), t est le temps écoulé depuis de début du refroidissement (en s), et a est la longueur
du côté de la section carrée du tunnel (en m). La formule rapportée par Carter et Booker [32]
prend en compte a et non a/2 au dénominateur de l’expression 17.10. Les résultats obtenus avec
la formule originale du temps adimensionnel n’étaient pas tout à fait satisfaisants, mais on a
réussi à se ramener aux résultats obtenus par Carter et Booker [32] en utilisant une longueur ca-
ractéristique plus communément employée : l’équivalent du rayon de la galerie. D’où l’utilisation
de la formule 17.10 pour définir le temps adimensionnel.
Dans la présente étude, λs = 1.35 W.m−1.oC−1, ρs = 2700 kg.m−3, CPs = 800J.kg−1.oC−1 et
a = 3.5m. Donc pour comparer les résultats de Carter et Booker [32] et les résultats obtenus
dans le domaine élastique du modèle THHMD programmé dans Θ-Stock pour τ = 0.5, τ = 2,
τ = 8 et τ = 22, il faut fournir la distribution spatiale de la température aux instants sui-
vants : t = 2.45 ∗ 106 s ' 1mois, t = 9.8 ∗ 106 s ' 3.5mois, t = 3.92 ∗ 107 s ' 1 an 3mois

et t = 1.078 ∗ 108 s ' 3 ans 5mois. Au début du refroidissement (τ = 0.5), l’évolution de la
température est plus rapide dans le calcul effectué avec Θ-Stock que dans le calcul effectué par
Carter et Booker [32] (figure 17.6). Après un laps de temps suffisant (τ ≥ 2), la dissipation des
hautes températures dans le temps est bien rendue par le modèle THHMD. En outre, l’évolution
temporelle des températures nodales en 2D met en évidence le phénomène de diffusion thermique
isotrope (figure 17.7).

17.2.1.4 Etude des tendances de l’endommagement

On cherche à présent à étudier les tendances du comportement fragile du matériau étudié pré-
cédemment dans le domaine élastique. On traite le même problème thermo-mécanique, mais on
introduit des paramètres d’endommagement différents. Comme le matériau est sec et que tous les
degrés de liberté nodaux relatifs aux pressions interstitielles sont bloqués, on ne peut pas générer
d’endommagement par effet de succion, donc il n’est pas pertinent de prendre gS 6= 0. On refroidit
le matériau, ce qui va globalement engendrer des déformations volumiques thermiques positives
(ce qui correspond à des rétractions avec la convention de signe de la mécanique des sols). Le
critère d’endommagement adopté met en jeu ε+Tv. Donc choisir gT 6= 0 en gardant tous les autres
paramètres identiques à ceux adoptés dans l’étude du comportement élastique ne suffit pas à
engendrer de l’endommagement. En revanche, la baisse de température qui s’étend progresive-
ment au voisinage du tunnel va localement générer des contraintes de tension, ce qui donne des
déformations mécaniques de tension (ε+M ij). Ces dernières peuvent générer de l’endommagement
si le coefficient gM est suffisamment élevé compte-tenu des autres paramètres mécaniques utilisés
(tableau 17.4). On a choisi des paramètres caractéristiques d’un granite. Pour un tel matériau,
la valeur identifiée par Homand et al. [93] et par Halm et Dragon [91] pour le coefficient gM est
de :

gref
M = −3.3 ∗ 108 Pa (17.11)

Au cours de la simulation numérique effectuée avec cette valeur, le massif est resté intact. On
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Figure 17.6 – Baisse de température observée dans le massif dans le problème de refroidissement d’une galerie
profonde de section carrée (de côté a = 3.5m). τ = λs

ρs CP s

t
(a/2)2

. Points : résultats obtenus numériquement
par Carter et Booker [32]. Lignes continues : températures calculées aux noeuds situés sur le bord inférieur du
maillage, dans le domaine élastique du modèle THHMD programmé dans Θ-Stock.

a donc réalisé une étude paramétrique pour évaluer l’influence du paramètre gM sur l’initiation
et l’évolution de l’endommagement. L’endommagement est resté très faible pour gM = 2 gref

M .
Un endommagement significatif s’est développé pour 3 gref

M ≤ gM ≤ 4 gref
M . Dans la suite, on

présente les résultats obtenus pour gM = 3 gref
M ; gM = 3.25 gref

M ; gM = 3.5 gref
M ; gM = 3.75 gref

M ;
gM = 4 gref

M . Tous les autres paramètres du modèle THHMD sont identiques à ceux qui ont été
utilisés pour la simulation effectuée dans le domaine élastique (tableaux 17.4, 17.5 et 17.6).

La figure 17.8 présente la distribution spatio-temporelle des deux composantes de l’endommage-
ment pour gM = 3.5 gref

M . La simulation s’est arrêtée avant la fin du programme de chargement,
ce qui indique qu’une zone du massif s’est rompue par fissuration. On présente donc l’évolution
de l’endommagement jusqu’à 1 an et 3 mois après la mise en route du processus de refroidisse-
ment (τ = 8). Comme on pouvait s’y attendre, l’endommagement développé se concentre autour
de la galerie. Le segment qui relie le coin supérieur droit de la galerie au coin supérieur droit du
modèle est un axe de symétrie, tant du point de vue de la géométrie que du point de vue du
chargement. Il n’est donc pas étonnant de constater que la valeur de la composante horizontale
de l’endommagement (Ωxx) au droit de la paroi supérieure de la galerie est égale à la composante
verticale de l’endommagement (Ωyy) au droit de la paroi verticale du tunnel. Par ailleurs, la fi-
gure 17.7 indique que la zone refroidie est encore de faible étendue pour τ ≤ 2. Cette observation
peut expliquer pourquoi l’endommagement ne se développe significativement qu’à des instants
ultérieurs (τ ≥ 8).

L’élément qui jouxte le tunnel, au coin (figure 17.9.a) est traversé par l’axe de symétrie du modèle,
et présente ainsi une fissuration isotrope. Le niveau d’endommagement atteint augmente avec
gM (figure 17.9.e). Alors que l’endommagement est quasi-nul pour gM = 3 gref

M , il explose pour
gM = 4 gref

M (figure 17.9.f). De même que le tenseur d’endommagement, les tenseurs de déforma-
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Figure 17.7 – Evolution spatio-temporelle des températures nodales calculées avec Θ-Stock dans
problème de refroidissement d’une galerie profonde de section carrée [32]. τ = λs

ρs CPs

t
(a/2)2

.
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Figure 17.8 – Endommagement du massif dans le problème de refroidissement d’un tunnel de
section carrée [32], avec gM = 3.5 gref

M .

tion sont isotropes (figures 17.9.b, 17.9.c et 17.9.d). Les déformations totales sont compressives,
mais les déformations mécaniques engendrées par couplage thermomécaniques sont des déforma-
tions de tension, ce qui explique le développement de l’endommagement. Le niveau de tension
augmente avec gM , ce qui est cohérent avec l’augmentation d’endommagement observé et avec
les prédictions du modèle théorique. Pour gM = 4 gref

M , le niveau de tension thermo-mécanique
est tel que les déformations totales deviennent des dilatations (figure 17.9.b). Cependant, il faut
manier ce résultat avec précaution, car on observe une discontinuité sur la courbe des défor-
mations à environ τ = 0.5. Il est possible que les calculs numériques ne reflètent pas la réalité
physique pour les instants ultérieurs, et que le programme calcule de l’endommagement alors que
des zones du massifs sont déjà complètement altérées.
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Figure 17.9 – Comportement fragile du massif dans le problème de refroidissement d’un tun-
nel de section carrée [32]. a. Elément choisi pour l’étude paramétrique. b. Déformations pour
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M . f. Endommagement « horizontal » pour gM = 4 gref
M .
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17.2.2 Stockage de déchets radioactifs dans un massif granitique sec [32]

17.2.2.1 Maillage et conditions aux limites en configuration axisymétrique pseudo-
unidimensionnelle

On étudie à présent le problème de stockage de déchets radioactifs dans un massif rocheux sec,
tel qu’il est présenté par Carter et Booker [32]. On fait l’hypothèse que le paquet radioactif est
stocké en profondeur dans un puits cylindrique vertical. La géométrie et la symétrie du charge-
ment permettent d’effectuer une analyse axisymétrique (i.e. les variables élémentaires ne varient
pas avec l’angle θ). Par ailleurs, les auteurs précisent que l’intervalle laissé entre deux paquets
radioactifs dans le puits est suffisamment grand pour qu’une analyse en déformations planes
puisse être effectuée, ce qui revient à supposer que les variables élémentaires ne varient pas avec
z. On peut donc traiter le problème à l’aide d’un modèle quasi-unidimensionnel, en adoptant
une analyse axisymétrique. On s’attend à ce que les variables en jeu ne varient qu’avec la dis-
tance radiale r. On s’appuie sur les travaux de Giraud [84] pour avoir une notion des dimensions
rélles d’un paquet radioactif, et on choisit de modéliser un paquet de 25cm de rayon. L’étendue
radiale du modèle couvre 20 fois ce rayon (i.e. on observe les résultats jusqu’à r = 20R = 5m).
Comme le modèle utilisé doit être quasi-unidimensionnel, on choisit de travailler sur une barre
dont l’épaisseur est 100 fois moindre que la longueur de la zone modélisée, soit 5cm. On empile
deux éléments dans l’épaisseur de la barre modélisée. Le maillage comporte finalement 57 noeuds
et 36 éléments (figure 17.10).

Comme dans l’étude de Carter et Booker [32], on suppose que le paquet radioactif se com-
porte comme une source de chaleur. La température du paquet augmente linéairement pendant
20 ans, puis décroît exponentiellement. On suppose que la température initiale du massif est
de 0oC, et on étudie les variations de température engendrées par l’entreposage des déchets. La
température à la surface du paquet suit la loi d’évolution suivante :

{
T̃ (t) = 25 t si t ≤ 2 ans

T̃ (t) = 50 exp (0.0288 − 0.0144 t) si t ≥ 2 ans
(17.12)

Comme le massif rocheux étudié est supposé sec, tous les degrés de liberté nodaux relatifs aux
pressions interstitielles sont bloqués, pour l’eau comme pour l’air. Il s’agit d’un problème pure-
ment thermo-mécanique. Pour simuler le stockage des déchets radioactifs, on adopte les conditions
aux limites suivantes (figure 17.10) :

– déplacements radiaux bloqués sur la frontière latérale extérieure (dans le champ lointain),
déplacements verticaux bloqués sur tous les bords du modèle sauf sur la frontière entre le
paquet radioactif et le massif (le modèle est quasi-unidimensionnel), variation de contrainte
nulle à la frontière entre le paquet et le massif (le paquet n’est pas supposé être rigide au
point d’exercer des sollicitations autres que thermiques sur le massif) ;

– température bloquée sur la frontière latérale extérieure (i.e. T = T0 = 0 dans le champ
lointain), température égale à celle des déchets radioactifs (T = T̃ (t)) à la frontière entre
le paquet et le massif.

17.2.2.2 Maillage et conditions aux limites en déformations planes

Pour avoir un meilleur aperçu du problème, on effectue également une simulation en déformations
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Figure 17.10 – Maillage et conditions aux limites pour le problème de stockage de déchets
radioactifs dans un massif rocheux sec [32]. Analyse axisymétrique pseudo-unidimensionnelle.

planes, sans supposer que les variables varient exclusivement avec la distance radiale qui les sépare
du paquet radioactif. Comme Carter et Booker [32] analysent leurs résultats en considérant des
longueurs adimensionnelles, on peut étudier un paquet radioactif de n’importe quelles dimensions,
du moment que la forme du paquet est cylindrique. Carter et Booker ne précisent pas qu’ils
travaillent avec un cylindre de base circulaire. On réutilise donc le maillage déjà mis à profit pour
l’étude du refroidissement d’un tunnel de section carrée (figure 17.5.a). Comme précédemment, les
degrés de liberté nodaux en pression interstitielle sont bloqués. La température initiale est nulle,
et on étudie les variations de température engendrées par l’entreposage d’un paquet radioactif.
On adapte les conditions aux limites au problème de stockage (17.11) :

– déplacements horizontaux bloqués sur la frontière latérale intérieure hors paroi et dépla-
cements verticaux bloqués sur la frontière inférieure hors paroi (axes de symétrie), dépla-
cements horizontaux bloqués sur la frontière latérale extérieure et déplacements verticaux
bloqués sur la frontière supérieure (champ lointain), variation de contrainte nulle à la paroi
(paroi libre) ;

– température bloquée sur les deux frontières extérieures du modèle (T = T0 = 0 dans le
champ lointain), température égale à la température du paquet radioactif à la paroi, pas
de condition aux limites thermique sur les axes de symétrie du modèle (équivaut numéri-
quement à un flux de chaleur nul).

Il est à préciser que les calculs de contrainte ne sont pas équivalents à ceux qui sont donnés par une
analyse axisymétrique. On peut comparer les résultats fournis par Carter et Booker [32] à ceux
donnés par Θ-Stock pour étudier la température (dont la diffusion est isotrope) et la contrainte
radiale (σxx(x) au droit de la paroi verticale, et σyy(y) au droit de la paroi horizontale). Mais
le calcul réalisé en déformations planes ne permet pas d’analyser l’évolution de la contrainte
circonférentielle (la composante σθθ de l’analyse axisymétique).

17.2.2.3 Choix des paramètres matériels

On travaille sur le même matériau que dans l’étude du refroidissement d’un tunnel de section
carrée, présentée dans la sous-partie précédente. Les paramètres matériels choisis sont donc les
mêmes (tableaux 17.4, 17.5 et 17.6), à l’exception de la conductivité thermique du massif (λs).
En effet, Carter et Booker [32] imposent que :

κ =
λs

ρs CPs
= 0.02m2.an−1 (17.13)
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Figure 17.11 – Maillage et conditions aux limites pour le problème de stockage de déchets
radioactifs dans un massif rocheux sec [32]. Analyse en déformations planes.

Si on conserve les valeurs de la masse volumique et de la capacité calorifique utilisées précédem-
ment (valeurs usuelles), le choix de κ (équation 17.13) impose que :

λs ' 1.37 ∗ 10−3 W.m−1.oC−1 (17.14)

17.2.2.4 Validation dans le domaine élastique

Les allures et les ordres de grandeur des courbes d’évolution de la température et des contraintes
en 1D sont corrects (figures 17.12 et 17.13). Mais dans les simulations effectuées avec Θ-Stock, les
courbes caractéristiques du comportement du massif au bout de 2 ans se superposent presque avec
celles obtenues par Carter et Booker [32] au bout de 22 ans. Ces observations font supposer que
la cinétique de diffusion de la température est trop rapide dans les calculs numériques effectués
dans le domaine élastique du domaine THHMD. Pourtant, la conductivité thermique choisie
pour le massif est très faible, de l’ordre de 10−3 W.m−1.oC−1 (équation 17.14). L’utilisation de
cette valeur a été complètement dictée par le choix de κ dans l’étude de Carter et Booker [32]
(équation 17.13). Malgré la différence de cinétique dans le comportement thermique dans les
premières années du stockage des déchets, on observe que les distributions de la température
et des contraintes obtenues avec Θ-Stock convergent vers celles obtenues par Carter et Booker
sur le long terme. Le pseudo-équilibre thermo-mécanique atteint au bout de 222 ans est donc
similaire dans les deux études. Par ailleurs, les ordres de grandeur des contraintes calculées avec
Θ-Stock correspondent bien à ceux donnés par Carter et Booker, ce qui indique que le choix de
α∗0 dans les simulations effectuées dans le domaine élastique du modèle THHMD (équation 17.9)
est pertinent.

L’analyse en déformations planes donne de très bons résultats sur la cinétique d’évolution de
la température (figure 17.14.a). La contrainte horizontale calculée sur les éléments voisins du
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Figure 17.12 – Evolution de la température dans le massif à proximité du paquet radioactif.
Etude axisymétrique pseudo-unidimensionnelle. Points : résultats obtenus par Carter et Booker
[32]. Lignes continues : résultats numériques obtenus avec Θ-Stock dans le domaine élastique du
modèle THHMD.
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Figure 17.13 – Evolution des contraintes dans le massif à proximité du paquet radioactif.
Etude axisymétrique pseudo-unidimensionnelle. a. Variation de contrainte radiale. b. Variation
de contrainte circonférentielle. Points : résultats obtenus par Carter et Booker [32]. Lignes conti-
nues : résultats numériques obtenus avec Θ-Stock dans le domaine élastique du modèle THHMD.
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Figure 17.14 – Etat thermo-mécanique du massif à proximité du paquet radioactif. Etude
en déformations planes. a. Evolution de la température. b. Variation de contrainte « radiale ».
Points : résultats obtenus par Carter et Booker [32]. Lignes continues : résultats numériques
obtenus avec Θ-Stock dans le domaine élastique du modèle THHMD sur les éléments situés à la
base du modèle.

bord inférieur du modèle (voir le maillage sur la figure 17.11) atteint le même équilibre que la
contrainte radiale calculée par Carter et Booker [32] après 222 ans de stockage (figure 17.14.b).
A court terme (t=2 ans et t=22 ans), l’allure des courbes d’évolution de σxx avec la distance x
au paquet radioactif est bonne :

– un pic de contrainte est atteint à une distance environ égale à deux fois le rayon du puits
(1.5 R pour Carter et Booker et 2.5 R avec Θ-Stock) ;

– la contrainte se stabilise à une distance d’environ 5 fois le rayon du puits (autour de 1.3
MPa au bout de 2 ans, et autour de 1.8 MPa au bout de 22 ans) ;

– le pic de contrainte atteint au bout de 22 ans est d’une amplitude supérieure à celle du pic
atteint au bout de 2 ans.

Cependant l’amplitude du pic n’est pas du bon ordre de grandeur : la contrainte maximale
est 3 a 4 fois plus faible dans les calculs effectués avec Θ-Stock que dans l’étude de Carter
et Booker [32]. Si on considère les résultats de Carter et Booker [32] comme des références,
l’analyse unidimensionnelle laissait déjà supposer qu’il existait un décalage entre les équilibres
en température et en contraintes calculés par Θ-Stock. Carter et Booker [32] modélisent un solide
(plein) soumis à des sollicitations thermo-mécaniques. Avec Θ-Stock, on considère que le milieu
est poreux, et que les fluides qui occupent l’espace poreux ont des conductivités thermiques et
des capacités calorifiques différentes de celles du squelette solide. Cette différence de conception
pourrait expliquer les décalages observés dans les résultats, qui semblent liés à un problème de
cinétique.

La figure 17.15, qui représente l’évolution spatio-temporelle de la température en déformations
planes, illustre le transfert majoritairement diffusif et isotrope de la température. Cette obser-
vation justifie la comparaison des températures calculées avec Θ-Stock en déformations planes
avec celles qui ont été calculées par Carter et Booker [32] en configuration axisymétrique. La
contrainte horizontale au droit de la paroi latérale du paquet radioactif suit la même évolu-
tion que la contrainte verticale au droit de la paroi supérieure du paquet (figure 17.16). Le même
constat peut être fait sur les déformations (figure 17.17). De manière générale, on peut reproduire
la carte d’évolution d’une variable exprimée dans la direction xx en prenant la carte symétrique
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Figure 17.15 – Evolution spatio-temporelle de la température dans le problème de stockage des
déchets radioactifs [32] traité en déformations planes.

Figure 17.16 – Evolution spatio-temporelle des contraintes dans le problème de stockage des
déchets radioactifs [32] traité en déformations planes.

de la composante yy par rapport à la diagonale qui relie le coin supérieur droit du tunnel (ou du
puits) au coin supérieur droit de la zone modélisée. Cette observation justifie l’assimilation de
σxx(x) au droit de la paroi latérale de la galerie à la contrainte radiale σrr(r) calculée par Carter
et Booker [32] dans leur analyse axisymétrique. Cependant, comme les hypothèses de calcul en
élasticité ne sont pas les mêmes, on pouvait s’attendre à observer des différences dans les ordres
de grandeur. En plus du problème de cinétique évoqué précédement, ce constat théorique peut
expliquer les différences observées sur les pics de contrainte radiale (figure 17.14.b). De manière
générale, on constate que l’augmentation de température provoquée par le dégagement de chaleur
des déchets va générer de fortes contraintes compressives au voisinage de la zone de stockage (ces
contraintes sont comptées positivement avec la convention de signe de la mécanique des sols).

17.2.2.5 Etude des tendances de l’endommagement

On cherche à présent à étudier les tendances du comportement fragile du matériau étudié précé-
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Figure 17.17 – Evolution spatio-temporelle des déformations dans le problème de stockage des
déchets radioactifs [32] traité en déformations planes.

demment dans le domaine élastique. Comme dans le problème de refroidissement du tunnel de
section carrée, on étudie le même problème thermo-mécanique, en introduisant des paramètres
d’endommagement différents. Le matériau est sec et les degrés de liberté nodaux relatifs aux
pressions interstitielles sont bloqués, donc il est inutile de faire varier gS pour tenter de géné-
rer de l’endommagement. Le matériau subit un fort afflux de chaleur à proximité du paquet
radioactif, ce qui va globalement engendrer des déformations volumiques thermiques négatives
(ce qui correspond à des dilatations avec la convention de signe de la mécanique des sols) :
ε+Tv 6= 0. Si gT 6= 0, de la fissuration peut être générée suite au chauffage. On présente donc
dans la suite une étude paramétrique réalisée sur le coefficient gT pour le problème de stockage
de déchets radioactifs dans un massif granititique sec. L’introduction de la rigidité gT dans un
modèle d’endommagement est une nouveauté du modèle THHMD. Il n’y a donc pas de référence
bibliographique qui permette d’en estimer la valeur. On s’appuie donc sur les valeurs trouvées
pour la rigidité gM . On rappelle que la valeur identifiée par Homand et al. [93] et par Halm et
Dragon [91] pour le coefficient gM est de −3.3∗108 Pa pour le granite (équation 17.11). En-dehors
de la rigidité gT , tous les paramètres du modèle THHMD utilisés dans cette étude paramétrique
sont identiques à ceux qui ont été employés pour les simulations effectuées dans le domaine élas-
tique (tableaux 17.4, 17.5 et 17.6, équation 17.14). De nombreuses simulations numériques ont
été effectuées, en configuration axisymétrique pseudo-unidimensionnelle comme en déformations
planes. On a choisi de ne présenter que les résultats les plus intéressants à commenter, obtenus
pour des valeurs de gT comprises entre 2 et 5 fois la valeur gref

M : 2 ∗ gref
M ≤ gT ≤ 5 ∗ gref

M .

En configuration axisymétrique comme en déformations planes, l’endommagement obtenu est
isotrope (figure 17.20). C’est tout à fait logique, puisque le critère de fissuration en jeu n’im-
plique que les déformations thermiques, qui sont isotropes. Dans la modélisation axisymétrique
pseudo-unidimensionnelle, le choix de gT influence peu le niveau d’endommagement maximal
atteint et l’étendue de la zone endommagée (figure 17.18). Mais il est à noter que la longueur
de l’intervalle dans lequel gT varie est faible : 4 ∗ gref

M ≤ gT ≤ 4.3 ∗ gref
M . L’endommagement
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maximal à la frontière avec le paquet radioactif est déjà quasiment atteint après la période de
chauffage de 2 ans (figures 17.18.a,c,e). La zone endommagée continue cependant à s’étendre
pendant les premières années pendant lesquelles la température décroît (figure 17.18.c). On peut
faire les mêmes observations sur les déformations (figure 17.19) : dans l’intervalle de valeurs
choisi, gT influence peu les déformations ; les niveaux maximum de tension sont atteints peu de
temps après l’application de la température maximum, au bout d’environ 2 ans. Les déforma-
tions thermiques inélastiques n’évoluent plus après cette période, puisque l’endommagement ne
se développe plus. En revanche, le refroidissement progressif du paquet radioactif provoque une
baisse quasi-exponentielle des dilatations volumiques thermiques, ce qui engendre une baisse des
déformations totales en tension.

Comme on peut le constater sur la figure 17.20 en déformations planes, un des éléments les
plus endommagés par le chargement thermique de la paroi de la galerie est l’élément qui jouxte
le tunnel, au droit de la paroi verticale (figure 17.21). On présente les résultats obtenus sur cet
élément pour gT = 2 ∗ gref

M , gT = 3 ∗ gref
M , gT = 4 ∗ gref

M et gT = 5 ∗ gref
M . Comme l’endommage-

ment produit est isotrope, on n’a tracé que la composante horizontale de l’endommagement Ωxx

(figure 17.22). Comme l’endommagement se stabilise au bout de 6 ans environ (il y a plus d’iner-
tie thermique que dans le modèle quasi-unidimensionnel étudié précédemment), on n’a tracé les
déformations que sur le court terme, ce qui permet de visualiser la valeur de pic des déformations
(figure 17.23). Sur le long terme, les résultats numériques montrent la même tendance que dans
l’étude axisymétrique quasi-unidimensionnelle : les déformations totales et la déformation volu-
mique thermique décroissent exponentiellement lorsque le paquet se refroidit, et la déformation
volumique thermique inélastique se stabilise, car l’endommagement ne se développe plus. Cette
fois-ci, le niveau d’endommagement augmente significativement avec gT , ce qui s’explique par
l’augmentation de la dilatation volumique thermique engendrée, qui croît avec gT .
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Figure 17.18 – Evolution spatiale de l’endommagement radial (Ωrr = Ωzz = Ωθθ) dans le
problème axisymétrique de stockage des déchets radioactifs, au bout de 2 ans (a,b), 22 ans (c,d)
et 222 ans (e,f).
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Figure 17.19 – Etude axisymétrique du comportement thermo-mécanique fragile d’un massif granitique.
Evolution temporelle des déformations calculées sur un élément jouxtant le paquet radioactif, pour gT = 4 ∗ gref

M

(a,b), gT = 4.1 ∗ gref
M (c,d), gT = 4.2 ∗ gref

M (e,f) et gT = 4.3 ∗ gref
M (g,h).
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Figure 17.20 – Etude du comportement thermo-mécanique fragile d’un massif granitique en
déformations planes. Evolution spatio-temporelle de la composante horizontale de l’endommage-
ment (Ωxx = Ωyy) dans le problème de stockage des déchets radioactifs, avec gT = 5 ∗ gref

M .

Figure 17.21 – Elément choisi pour représenter les résultats de l’étude paramétrique sur le
comportement fragile d’un massif géologique sec avoisinant une zone de stockage de déchets
radioactifs.
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Figure 17.22 – Evolution temporelle de la composante horizontale de l’endommagement (Ωxx =
Ωyy) dans le problème de stockage des déchets radioactifs en déformations planes. Elément joux-
tant la paroi latérale de l’excavation.
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Figure 17.23 – Evolution temporelle des déformations dans le problème de stockage des déchets
radioactifs en déformations planes. Elément endommagé jouxtant la paroi latérale de l’excavation.
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17.3 Etude du stockage de déchets radioactifs en milieu non sa-
turé [163]

17.3.1 Validation dans le domaine élastique

17.3.1.1 Problème modélisé

On reprend ici les travaux de Pollock [163] sur le stockage de déchets radioactifs dans un massif
poreux non saturé. On suppose que les colis sont entreposés dans une galerie horizontale à une
profondeur de 100 mètres environ, et que la nappe phréatique se situe à 500 mètres de profondeur
(fig. 17.24). Le tunnel est supposé suffisamment long pour qu’une analyse en déformations planes
soit possible. On modélise donc une tranche du massif, jusqu’à une profondeur de 475 mètres.
La colonne de sol modélisée fait 20 mètres de large. Le paquet radioactif a une hauteur de 4
mètres, et est stocké entre 98 et 102 mètres de profondeur. Le maillage comporte 141 noeuds
et 92 éléments (fig. 17.25). Les deux éléments qui représentent déchets atomiques jouent le rôle
d’une source de chaleur : des flux calorifiques sont imposés sur leurs frontières horizontales. Les
conditions aux limites imposées permettent de considérer que l’étude est unidimensionnelle.

Figure 17.24 – Problème du stockage des déchets radioactifs étudié par Pollock [163].

17.3.1.2 Choix des paramètres

Pollock [163] s’intéresse à un problème exclusivement thermo-hydraulique, et ne fournit donc pas
de paramètres mécaniques. Dans le but de faire une étude paramétrique sur le modèle d’endom-
magement par la suite, on choisit des rigidités typiques d’une argilite de l’Est, dont les paramètres
d’endommagement ont été déterminés expérimentalement par Homand et al. [93] et Chiarelli et
Shao [38]. La simulation présentée ici a également été effectuée avec les paramètres caractéris-
tiques du granite de la Vienne, déterminés expérimentalement par Homand et al. [93] et Halm et
Dragon [91]. Les résultats étant quasi-identiques à ceux obtenus avec les paramètres mécaniques
de l’argilite, on ne présentera dans la suite que les résultats relatifs à l’argilite. Comme dans la
modélisation de l’essai de chauffage in situ effectué par Gens et al. [79], on suppose que la rigidité
capillaire est environ 10 fois plus élevée que le module de compression volumique. En l’absence de
référence bibliographique sur le sujet, on suppose que β0

s = β0
T . Le paramètre de dilatance χ est

choisi selon les recommandations de Shao et al. [180] : χ ' 0.005 pour les roches fragiles. L’indice
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Figure 17.25 – Maillage adopté pour traiter le problème de stockage des déchets radioactifs
étudié par Pollock [163].

des vides initial est calculé à l’aide de la porosité fournie par Pollock [163] : e0 = n
1−n . Pollock

distingue la température de référence de la température initiale, en raison du gradient géother-
mique qui opère à grande profondeur. Pour la modélisation des échanges thermiques, on choisit
donc la même température de référence (T0) que Pollock, soit 0oC. On utilise la distribution
spatiale du degré de saturation obtenue par Pollock pour initialiser le degré de saturation. En
réalité, Sw0 n’est pas utilisé dans la simulation, car la distribution spatiale du degré de saturation
est initialisée en inversant la formule de la surface d’état du degré de saturation. Pour faire ce
calcul, on entre une valeur initiale pour toutes les pressions interstitielles nodales de l’eau liquide
et de l’air gazeux. Comme dans la simulation effectuée par Pollock [163], ces valeurs initiales
correspondent à l’état hydrostatique (voir le paragraphe suivant, sur le chargement). L’ensemble
des paramètres mécaniques adoptés dans la simulation du problème de Pollock sont donnés dans
le tabeau 17.7.

Pollock [163] utilise une courbe de rétention indépendante de la température. C’est pourquoi
dans la suite, on travaillera avec la projection de la surface d’état du degré de saturation dans
le plan isotherme : ds = 0. On rappelle que dans le modèle THHMD, l’inversion de la courbe de
rétention (isotherme) donne la formule suivante pour la succion :

s =
1

αV G

[(
Sw − Sw,r

1− Sw,r

)nV G/(1−nV G)

− 1

]1/nV G

(17.15)

Pollock [163] utilise une courbe de rétention qui marque une accélération forte de la désaturation
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Table 17.7 – Paramètres mécaniques élastiques utilisés dans la simulation du problème de
Pollock [163].

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

5.98 ∗ 104 1.22 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 1.22 ∗ 105 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

5.98 ∗ 1010 Pa 5.98 ∗ 1010 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 2.3 ∗ 10−4 Pa 5.2 ∗ 10−3 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0 (reference)
0.5385 0.15 0 oC

à forte succion :




s = 105 exp (−15.27Sw + 6.062) si 0.1 ≤ Sw ≤ 1

s = 105 exp
(
314.84 Sw

2 − 78.24Sw + 9.21
)

si 0 ≤ Sw ≤ 0.1
(17.16)

En supposant que le degré de saturation résiduel est nul (Sw,r = 0), on cale les paramètres
de Van Genuchten αV G et nV G [197] pour que les courbes de rétention déterminées par les
équations 17.15 et 17.16 coïncident le mieux possible dans le domaine de saturation qui nous
intéresse dans cette étude, c’est à dire pour des degrés de saturation faibles (0 ≤ Sw ≤ 0.25). Avec
αV G = 10−4 Pa−1 et nV G = 1.361, on obtient une bonne concordance entre les deux modèles de
rétention (fig. 17.26).
On rappelle la formule de la permabilité à l’eau liquide dans l’état intact du matériau :

Kintact
w ij = kw0 10αw e

(
Sw − Sw,r

1− Sw,r

)3 µw(T )
µw(Tref )

δij ' kw0 10αw e

(
Sw − Sw,r

1− Sw,r

)3

δij (17.17)

Chez Pollock [163], les variations de la perméabilité à l’eau liquide avec le degré de saturation
sont modélisées de la façon suivante :





Kintact
w ij = γw k

µw(Tref )

(
Sw−0.1

0.9

)7
δij si 0.1 ≤ Sw ≤ 1

Kintact
w ij = 0 si 0 ≤ Sw ≤ 0.1

(17.18)

avec µw(Tref ) = 1.795 10−6 Pa.s à Tref = 0oC et avec k = 5∗10−12 m2. Le problème est purement
thermo-hydraulique, donc on peut supposer qu’il n’y a pas de couplage entre la perméabilité à
l’eau liquide et l’indice des vides dans le moèle THHMD : αw = 0. Par ailleurs, on a déjà fixé le
degré de saturation résiduel à zéro pour caler la courbe de rétention sur celle de Pollock [163] :
Sw,r = 0. Il s’agit donc de caler la perméabilité de référence kw0 pour avoir une fonction de
perméabilité proche de celle de Pollock. En prenant kw0 = 5∗10−10 m.s−1, on obtient une bonne
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Figure 17.26 – Comparaison des courbes de rétention du modèle de Pollock [163] et du modèle
THHMD (Sw,r = 0, αV G = 10−4 Pa−1, nV G = 1.361).

concordance des deux modèles pour les valeurs attendues du degré de saturation (fig. 17.27).
Pollock modélise la perméabilité à l’air comme suit :

ka =
γa k

µa
(17.19)

où k = 5 ∗ 10−12 m2 est une conductivité qui joue exactement le même rôle que le paramètre ca

dans le modèle THHMD :
ka =

γa ca

µa
(e(1− Sw))αa (17.20)

C’est pourquoi on choisit ca = 5 ∗ 10−12 m2. Pour instaurer une dépendance vis-à-vis du degré
de saturation tout en maintenant le même ordre de grandeur pour la perméabilité à l’air, on
choisit αa = 2. Sw reste inférieur à 0.3 [163], et e reste constant : e = e0 = 0.5385. Ainsi, le
terme relatif au degré de saturation dans la formule de la perméabilité à l’air ne change pas la
perméabilité à l’air de plus d’un ordre de grandeur. La concordance entre les perméabilités à l’air
des deux modèles comparés est excellente (fig. 17.28). On fait une étude dans le domaine élastique,
donc le choix des maxima envisagés pour la perméabilité intrinsèque endommagée Kmax

wdg et pour
la conductivité intrinsèque endommagée Dmax

vap, dg n’a pas d’incidence sur les résultats. Dans la
simulation effectuée, on considère que Kmax

wdg est du même ordre de grandeur que la perméabilité
(globale) maximale du milieu intact, et que Dmax

vap, dg est du même ordre de grandeur que la
perméabilité à l’air maximale. L’ensemble des paramètres matériels relatifs aux fluides utilisés
dans cette étude sont récapitulés dans le tableau 17.8.

On choisit une valeur usuelle pour la dilatance thermique (7.5 ∗ 10−4 oC−1). On considère par
ailleurs que la rigidité thermique est indépendante de la température et des contraintes méca-
niques (α1 = α2 = α3 = 0). Les valeurs des conductivités thermiques de l’eau liquide et de l’air
gazeux sont usuelles. On reprend les valeurs utilisées par Pollock [163] pour la chaleur latente
d’évaporation ainsi que pour les capacités calorifiques du squelette solide, de l’eau liquide, de la
vapeur et de l’air gazeux. La seule inconnue à ce stade est la conductivité thermique du squelette
solide. On choisit λs de manière à ce que la conductivité thermique du milieu poreux homogénéisé
(λT ) soit comparable dans les deux modèles confrontés. Pollock [163] adopte la formule suivante :

λT = Sw λsat + (1− Sw) λdry (17.21)
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Figure 17.27 – Comparaison des perméabilités à l’eau du modèle de Pollock [163] et du modèle
THHMD (Sw,r = 0, αw = 0, kw0 = 5 ∗ 10−10 m.s−1).
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Figure 17.28 – Comparaison des perméabilités à l’air du modèle de Pollock [163] et du modèle
THHMD (ca = 5 ∗ 10−12 m2, αa = 2).

Table 17.8 – Paramètres élastiques relatifs aux fluides pour le problème de Pollock [163].

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 10−4 Pa−1 1.361 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

5 ∗ 10−10 m.s−1 0 10−9 m.s−1 10−9 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

5 ∗ 10−12 m2 2 10−4 m.s−1 10−4 m2.s−1
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Figure 17.29 – Comparaison des conductivités thermiques du modèle de Pollock [163] et du
modèle THHMD (λs = 1.05W.m−1.oC−1).

Table 17.9 – Paramètres thermiques élastiques utilisés dans le problème de Pollock [163].

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−7.5 ∗ 10−4 oC−1 0 0 0 105 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

1.05W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

837J.kg−1.oC−1 4184J.kg−1.oC−1 1900J.kg−1.oC−1 1000J.kg−1.oC−1

avec λsat = 2 W.m−1.oC−1 et λdry = 0.5W.m−1.oC−1. On rappelle que dans le modèle THHMD :

λT = (1− n) λs + nSw λw + n (1− Sw)λvap (17.22)

avec n = 0.35 et λw = 0.6W.m−1.oC−1. Pour comparer les modèles de conductivité thermique
dans cet exemple, on considère que la conductivité thermique de la vapeur est proche de celle
de l’air : λvap ' λa = 0.0258W.m−1.oC−1. En prenant λs = 1.05 W.m−1.oC−1, les conductivités
thermiques globales données par le modèle de Pollock [163] et par le modèle THHMD sont proches
dans le domaine de saturation qui nous intéresse (fig. 17.29). Les paramètres thermiques utilisés
dans cette simulation sont donnés dans le tableau 17.9.

17.3.1.3 Conditions initiales, conditions aux limites et chargement

Pollock [163] réalise une étude thermo-hydraulique, qui ne comporte pas d’aspect mécanique.
Pour reproduire le problème traité par Pollock le plus fidèlement possible, on a ainsi bloqué tous
les degrés de liberté en déplacements dans les simulations effectuées avec Θ-Stock.

Conditions initiales
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– Les températures sont calculées en chaque noeud à l’aide de la formule suivante pour le
gradient géothermique :

T (z) = 20 − 0.03 z, z < 0 (17.23)

où z est la cote du point considéré (en m), et où la température T est exprimée en oC. La
formule 17.23 prend en compte une température en surface de 20oC.

– Les pressions interstitielles de l’air gazeux sont initialisées conformément à l’état hydrosta-
tique. Compte-tenu du fait que la pa vaut la pression atmosphérique en surface :

pa0(z) = patm − γa z, z < 0 (17.24)

où patm est la pression atmosphérique, et où γa est le poids volumique de l’air.
– Les pressions interstitielles de l’eau liquide sont initialisées en supposant que le potentiel

capillaire Ψ (qui est égal à l’opposé de la succion chez Pollock [163]) est dans un état
hydrostatique. Sachant que la nappe phréatique est à 500 mètres de profondeur :

− s0(z) = Ψ0(z) = pwref
+ γw (zref − z), zref < z < 0, zref = −500m, pwref

= 0
(17.25)

où s0 est la succion initiale et où Ψ0 est le potentiel capillaire initial. On initialise donc les
pressions interstitielles de l’eau liquide en combinant les équations 17.26 et 17.25 :

pw0(z) = pa0(z)− s0(z) (17.26)

Conditions aux limites

– Températures : fixées aux conditions géothermiques :
20oC en surface, 34.25oC à z = −475m.

– Pressions d’eau : frontière imperméable en surface, pression d’eau correspondant à l’équi-
libre hydrostatique à z = −475m : pw(−475m) = −1.3974 ∗ 105 Pa.

– Pressions d’air : fixées aux valeurs de l’équilibre hydrostatique en surface et à z = −475m :
pa(0m) = 105 Pa, pa(−475m) = 1.055 ∗ 105 Pa.

Chargement thermique
Comme c’est indiqué dans l’article de Pollock [163], les déchets dégagent initialement une puis-
sance surfacique de 10 W.m−2, ce qui donne une puissance de 5W.m−2 sur chacune des deux
surfaces qui délimitent la zone de stockage dans le modèle. La puissance de la source de chaleur
décroit exponentiellement avec le temps [163]. Dans le tableau 17.10, la puissance de chauffe re-
lative désigne le quotient de la puissance de chauffe courante sur la puissance de chauffe initiale.
Les puissances absolues correspondantes sont indiquées.
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Table 17.10 – Puissance dégagée par chacune des deux surfaces émettrices de chaleur dans la
simulation du problème de Pollock.

Période de stockage Puissance de chauffe Puissance surfacique
relative dégagée (W.m−2)

0-5 ans 1 5
5-10 ans 0.841 4.205
10-15 ans 0.75 3.75
15-20 ans 0.683 3.415
20-30 ans 0.625 3.125
30-50 ans 0.524 2.62
50-70 ans 0.389 1.945
70-100 ans 0.301 1.515
100-300 ans 0.24 1.2
300-500 ans 0.10 0.5
500-1000 ans 0.05 0.25

17.3.1.4 Comparaison des résultats de Θ-Stock à ceux de Pollock [163]

Les résultats obtenus dans le domaine élastique du modèle THHMD sont comparés aux résultats
obtenus par Pollock [163] pour la température (fig. 17.30) et pour le degré de saturation (fig.
17.31). Les prédictions de Θ-Stock sur la température sont excellentes, à court terme comme
à long terme. Pour le degré de saturation, une translation de quelques dixièmes dans le sens
des saturations croissantes semble nécessaire pour que le modèle THHMD reproduise le même
état initial que le modèle de Pollock. L’allure des courbes donnant l’évolution de Sw avec la
profondeur est bonne jusqu’à t = 100 ans. Après 100 ans de stockage, on observe les mêmes
tendances que Pollock [163] pour les profondeurs supérieures ou égales à 90 mètres. Mais entre
20 et 90 mètres de profondeur, on obtient une forte désaturation, qui s’étend sur une zone plus
étendue que Pollock. Près de la surface (à moins de 20 mètres de profondeur), le sol se resature,
ce qui témoigne d’effets de condensation. La resaturation est plus marquée que chez Pollock
[163] : le degré de saturation en surface est presque deux fois plus élevé que dans les calculs de
Pollock. Un calage plus fin des paramètres de rétention et de perméabilité permettrait sans doute
d’améliorer les résultats. La figure 17.32 donne un aperçu de l’évolution de la succion pendant
la simulation du problème de Pollock [163] dans le domaine élastique du modèle THHMD. Les
succions maximales sont atteintes à peu près en même temps que les températures maximales,
entre 50 et 100 ans. Après 200 ans, la succion dans le voisinage immédiat de la source de chaleur
s’atténue, et la zone de désaturation s’étend, ce qui est en accord avec les résultats observés sur
le degré de saturation 17.31.
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Figure 17.30 – Evolution spatio-temporelle de la température. a,c. Résultats de Pollock [163].
b,d. Résultats obtenus dans le domaine élastique du modèle THHMD.
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Figure 17.31 – Evolution spatio-temporelle du degré de saturation. a,c. Résultats de Pollock
[163]. b,d. Résultats obtenus dans le domaine élastique du modèle THHMD.
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Figure 17.32 – Evolution spatio-temporelle de la succion avec le modèle THHMD dans le pro-
blème de Pollock [163].
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17.3.2 Tendances de l’endommagement dans le massif non saturé

On reprend le problème de stockage des déchets radioactifs traité par Pollock [163] pour étudier
les tendances du comportement fragile du massif. On conserve le même maillage et le même
programme de chargement. Comme tous les degrés de liberté en déplacements ont été bloqués,
on ne peut pas générer d’endommagement en introduisant une rigidité gM non nulle. On va donc
étudier l’influence de la fissuration sous le contrôle des paramètres gS et gT .

17.3.2.1 Influence de la perméabilité endommagée maximale

On commence par s’intéresser à Kmax
wdg , la valeur qu’on suppose être un maximum pour la perméa-

bilité intrinsèque endommagée. On rappelle que ce paramètre joue le rôle de longueur interne.
Plus le maximum envisagé est grand, et plus la perméabilité à l’eau est affectée par l’ouverture et
l’orientation des fissures. On va étudier la dépendance entre l’endommagement et la perméabilité
au moyen de deux types de simulations :

– étude de l’influence de Kmax
wdg à rigidité d’endommagement fixée (i.e. à gS ou gT fixé) ;

– étude de l’influence de la rigidité d’endommagement (gS ou gT ) à Kmax
wdg fixée.

Pour simplifier l’étude, on supposera que la valeur de la conductivité intrinsèque maximale pour
la vapeur dépasse toujours celle de la perméabilité intrinsèque maximale de l’eau liquide de deux
ordres de grandeur. En-dehors des paramètres d’endommagement gS , gT , Kmax

wdg et Dmax
vap, dg, on

conserve tous les paramètres utilisés dans l’étude réalisée précédemment dans le domaine élastique
(tableaux 17.7, 17.8 et 17.9). On rappelle qu’on a assimilé le massif géologique à un matériau de
type argilite, dont les caractéristiques fragiles ont été déterminées par Chiarelli et al. [38], d’après
des essais réalisés par Homand et al. [93]. Comme les paramètres relatifs à l’endommagement
capillaire et à l’endommagement thermique sont des nouveautés du modèle THHMD, on compare
les valeurs choisies pour gS et gT à la valeur fournie dans les articles précédemment cités pour le
paramètre gM . Dans le cas de l’argilite, avec les paramètres mécaniques choisis (tableau 17.7) :

gref
M = −1.414Pa (17.27)

L’endommagement « capillaire » (contrôlé par gS) et l’endommagement « thermique » (contrôlé
par gT ) dépendent de déformations de tension volumiques (ε+Sv et ε+Tv respectivement). Par consé-
quent, il faut s’attendre à ce que l’utilisation de paramètres gS et gT non nuls provoque l’initiation
et la propagation d’un endommagement isotrope. Un premier examen des résultats montre qu’en
effet, les deux composantes du tenseur d’endommagement sont égales sur tous les éléments en-
dommagés (Ωxx = Ωyy). De même, on observe que le tenseur de perméabilité à l’eau liquide reste
isotrope, même si ses composantes sont affectées par la fissuration sur les éléments endomma-
gés : Kwxx = Kwyy. Dans la suite, on ne présentera donc que les composantes horizontales des
variables tensorielles : Ωxx et Kwxx.

La figure 17.33 permet de vérifier que l’augmentation de la valeur d’une rigidité d’endommage-
ment (gS ou gT ) provoque l’extension de la zone fissurée, et fait croître l’endommagement sur les
éléments affectés par la fracturation. Pour gT = 0.004 gref

M , le massif est endommagé jusqu’à 200
mètres de profondeur au bout de 1000 ans de stockage. Le réchauffement induit par le stockage de
déchets radioactifs est susceptible de générer de l’endommagement thermique ou capillaire (par
effets de couplage). Les plus grandes valeurs d’endommagement sont observées au voisinage de
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la source de chaleur. La valeur maximale de l’endommagement est atteinte à court terme : le pic
atteint à 100 mètres de profondeur n’évolue pas entre 50 et 1000 ans de stockage. En revanche, à
long terme, la zone endommagée s’étend. Au bout de 200 ans, la zone endommagée s’étend entre
des profondeurs de 90 et 110 mètres pour gS 6= 0 et entre des profondeurs de 40 et 140 mètres pour
gT 6= 0. Au bout de 1000 ans, ces zones s’étendent respectivement entre des profondeurs de 40 et
120 mètres et de 20 et 200 mètres. La propagation de l’endommagement à long terme témoigne
de l’aspect diffusif du transfert de chaleur. Le choix de la longueur interne (c’est-à-dire le choix
de Kmax

wdg ) affecte peu le développement de la fissuration dans le massif, comme en témoigne
la figure 17.34. A long terme, on observe un endommagement légèrement plus élevé avec les
faibles longueurs internes pour gS 6= 0 (avec Kmax

wdg = 10 kw0 et Kmax
wdg = 100 kw0, on peut obtenir

jusqu’à 4 pour cent d’endommagement de plus qu’avec Kmax
wdg = 1000, kw0 et Kmax

wdg = 10000 kw0).

Si on choisit une perméabilité intrinsèque endommagée maximale significativement différente
de la perméabilité intrinsèque du matériau intact (Kmax

wdg = 10000 kw0), on constate que la per-
méabilité du matériau fissuré augmente avec l’endommagement, et par conséquent avec la rigidité
gS ou gT (figure 17.35). Pour les plus fortes valeurs utilisées pour gS et gT , on a un endommage-
ment maximal de 12 pour cent (figure 17.33) autour de la source de chaleur, et la perméabilité
augmente alors d’un ordre de grandeur. La zone d’influence de la fissuration sur la peméabi-
lité est étendue dans le cas d’un endommagement thermique, jusqu’à 200 mètres de profondeur
(figures 17.35.b et 17.35.d). En revanche, l’augmentation de perméabilité générée par de l’en-
dommagement capillaire (figures 17.35.a et 17.35.c) est surtout visible autour de la source (entre
90 et 130 mètres de profondeur à long terme). Par ailleurs, il est très clair que pour une rigidité
d’endommagement fixée (gS ou gT ), une augmentation de la longueur interne (i.e. de Kmax

wdg )
génère une forte dépendance de la perméabilité vis-à-vis de l’endommagement. Ainsi, on aug-
mente la perméabilité de un à deux ordres de grandeur dans les zones les plus endommagées
si Kmax

wdg = 1000 kw0 ou Kmax
wdg = 10000 kw0. Au contraire, choisir une faible longueur interne

(Kmax
wdg = 100 kw0 ou Kmax

wdg = 10 kw0) revient à neutraliser les effets de l’endommagement sur la
perméabilité. La composante additionnelle de perméabilité due à la fracturation devient négli-
geable devant la composante de perméabilité du matériau considéré comme intact. On a alors
Kw (Ωij) ' kw0 kR(Sw, T ). Le choix de la longueur interne est donc d’une importance cruciale
dans la modélisation des transferts de fluides dans le milieu poreux fissuré.

Dans les zones les plus endommagées, on observe une légère resaturation du matériau, parti-
culièrement pour les fortes rigidités (gS ou gT ) (figure 17.37) et les grandes longueurs internes
(figure 17.38). En effet, l’endommagement est synonyme d’ouverture de fissures. Lorsque l’endom-
magement affecte la perméabilité (en l’augmentant), la succion tend à diminuer, ce qui explique
l’augmentation du degré de saturation. Il n’est donc pas étonnant de voir que l’étendue de la
zone d’influence de l’endommagement sur le degré de saturation est sensiblement la même que
celle de la zone d’influence de la fissuration sur la perméabilité (figures 17.33 et 17.34). Dans
l’exemple de l’endommagement thermique, l’introduction d’une grande longueur interne permet
quasiment de retrouver le degré de saturation intial du massif sur le long terme (figure 17.38.d).
De manière générale, la fissuration tend à homogénéiser plus rapidement l’état de saturation du
massif.

La distribution spatiale de la température du massif fissuré est proche de celle massif intact.
Les légères différences observées (figures 17.39 et 17.40) sont localisées autour de la source de
chaleur (jamais en-dehors de la zone située entre 10 et 120 mètres de profondeur).
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1. L’augmentation de température au voisinage de la source provoque deux phénomènes qui
ont des influences contraires sur les transferts de fluides : l’évaporation et le séchage. On
ne peut pas connaître a priori le phénomène physique dominant.

2. Transfert d’humidité vers la source de chaleur par effets capillaires. Dans la présente étude,
la légère augmentation du degré de saturation au voisinage de la source du massif fissuré
témoigne de l’augmentation de la perméabilité, qui provoque une accélaration des transferts
de l’eau liquide vers les zones les moins saturées. Le massif fissuré est ainsi plus saturé en
eau autour de la source que le massif intact. Le constituant eau occupe donc un volume
plus important dans les pores. Comme la chaleur circule plus vite dans l’eau que dans l’air,
on peut comprendre qu’augmenter la proportion d’eau par rapport à l’air va accélérer le
processus de refroidissement (on rappelle que la température du paquet radioactif décroît
exponentiellement dans le temps).

3. Transfert d’humidité de la source vers le champ lointain par effets thermiques. La sollici-
tation thermique imposée aboutit au séchage du géomatériau. L’air prend la place de l’eau
dans les pores. La capacité calorifique de l’air étant plus faible que celle de l’eau, la réponse
du massif à la sollicitation thermique sera d’autant plus rapide que le massif sera désaturé.

Deux phénomènes physiques entrent en compétition, ce qui rend difficile l’interprétation des
variations de température :

– globalement, le phénomène de séchage fait diminuer la capacité calorifique globale du ma-
tériau, mais diminue aussi la conductivité thermique globale du milieu ;

– l’accélération des transferts d’eau liquide vers la source de chaleur fait augmenter la conduc-
tivité thermique globale, mais augmente aussi l’inertie thermique du matériau.

Il donc difficile de savoir a priori si les transferts thermiques sont accélérés ou ralentis par la
fissuration. Dans la présente étude, ils semblent plutôt accélérés, car les températures calculées
dans le massif endommagé sont légèrement plus basses que celles qui sont calculées dans le massif
intact aux mêmes dates (au maximum 8 oC de différence pour une longueur interne élevée, de
Kmax

wdg = 1000 kw0 ; voir la figure 17.40.b).

L’étude croisée des influences de Kmax
wdg d’une part et de gS et gT permet de vérifier la dépendance

de la perméabilité vis-à-vis de l’endommagement. Cette double procédure permet également de
déceler une éventuelle dépendance de la propagation de la fissuration vis-à-vis des variations
spatio-temporelles du tenseur de perméabilité. La faible dépendance de l’endommagement vis-
à-vis de la longueur interne (figure 17.34) amène à conclure que si la fissuration peut affecter
énormément les transferts de fluide, les changements de perméabilité quant à eux n’influencent
guère le développement de l’endommagement dans le massif.
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Figure 17.33 – Influence des rigidités d’endommagement sur la fissuration dans le problème
de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. Kmax

wdg = 1000 kw0. a,c. Influence de gS . b,d.
Influence de gT .
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Figure 17.34 – Influence de la perméabilité intrinsèque endommagée maximale sur la fissuration
dans le problème de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. a,c. gS = gref

M , gT = 0. b,d.
gT = 0.003 gref

M , gS = 0.
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Figure 17.35 – Influence des rigidités d’endommagement sur la perméabilité à l’eau liquide dans
le problème de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. Kmax

wdg = 1000 kw0. Traits conti-
nus : perméabilité du matériau considéré intact. Tirets : perméabilité du matériau endommagé
(Kwxx = Kwyy). a,c. Influence de gS . b,d. Influence de gT .
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Figure 17.36 – Influence de la perméabilité intrinsèque endommagée maximale sur la perméa-
bilité à l’eau liquide dans le problème de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. Traits
continus : perméabilité du matériau considéré intact. Tirets : perméabilité du matériau endom-
magé (Kwxx = Kwyy). a,c. gS = gref

M , gT = 0. b,d. gT = 0.003 gref
M , gS = 0.
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Figure 17.37 – Influence des rigidités d’endommagement sur le degré de saturation dans le
problème de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. Kmax

wdg = 1000 kw0. a,c. Influence de
gS . b,d. Influence de gT .
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Figure 17.38 – Influence de la perméabilité intrinsèque endommagée maximale sur le degré
de saturation dans le problème de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. a,c. gS =
gref
M , gT = 0. b,d. gT = 0.003 gref

M , gS = 0.
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Figure 17.39 – Influence des rigidités d’endommagement sur la température dans le problème
de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. Kmax

wdg = 1000 kw0. a,c. Influence de gS . b,d.
Influence de gT .
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Figure 17.40 – Influence de la perméabilité intrinsèque endommagée maximale sur la tempéra-
ture dans le problème de stockage de déchets radioactifs de Pollock [163]. a,c. gS = gref

M , gT = 0.
b,d. gT = 0.003 gref

M , gS = 0.
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17.3.2.2 Combinaison de plusieurs phénomènes d’endommagement

On étudie le développement de l’endommagement sous le contrôle d’une ou deux rigidités d’en-
dommagement. On fait trois types de simulation :

– étude de la fissuration sous le contrôle d’une rigidité capillaire d’endommagement variable,
sans rigidité thermique d’endommagement : gS 6= 0, gT = 0 ;

– étude de la fissuration sous le contrôle d’une rigidité thermique d’endommagement variable,
sans rigidité capillaire d’endommagement : gT 6= 0, gS = 0 ;

– étude de la fissuration sous le contrôle de deux rigidités d’endommagement : gS 6= 0, gT 6= 0.

On choisit Kmax
wdg = 2 kw0, comme dans l’étude réalisée dans le domaine élastique. D’après

l’étude paramétrique précédente, un tel choix revient à assimiler la perméabilité endommagée à
la perméabilité intacte (figure 17.36). De fait, le terme de perméabilité relatif à la fracturation
qu’il faut ajouter à la perméabilité du matériau considéré intact est de l’ordre de 10−17 m.s−1,
ce qui est négligeable devant la perméabilité du matériau considéré intact (10−14 m.s−1 ≤ kw ≤
10−12 m.s−1 dans cet exemple). En neutralisant les effets de la fissuration sur la perméabilité
à l’eau liquide, on étudie les effets des rigidités gS et gT de manière totalement découplée des
problèmes de transfert. Dans les simulations réalisées dans le cadre de cette étude paramétrique,
on a repris sous les paramètres matériels utilisés dans l’étude effectuée dans le domaine élastique,
à l’exception des paramètres gS et gT (tableaux 17.7, 17.8 et 17.9). On rappelle que la valeur de
référence pour la rigidité d’endommagement mécanique est gref

M = −1.414Pa (équation 17.27).
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Figure 17.41 – Influence de la rigidité gS sur le développement de l’endommagement dans le
problème de stockage des déchets radioactifs traité par Pollock [163]. gT = 0. a. Endommagement
généré au bout de 200 ans de stockage (Ωxx = ωyy). b. Endommagement généré au bout de 1000
ans de stockage (Ωxx = ωyy).
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Figure 17.42 – Influence de la rigidité gT sur le développement de l’endommagement dans le
problème de stockage des déchets radioactifs traité par Pollock [163]. gS = 0. a. Endommagement
généré au bout de 200 ans de stockage (Ωxx = ωyy). b. Endommagement généré au bout de 1000
ans de stockage (Ωxx = ωyy).
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Figure 17.43 – Influence conjointe des rigidités gS et gT sur le développement de l’endomma-
gement dans le problème de stockage des déchets radioactifs traité par Pollock [163]. a. Endom-
magement généré au bout de 200 ans de stockage (Ωxx = ωyy). b. Endommagement généré au
bout de 1000 ans de stockage (Ωxx = ωyy).

Comme dans l’étude paramétrique précédente, le tenseur d’endommagement est isotrope, et on
ne présente que sa composante horizontale. Comme précédemment, on constate que l’endomma-
gement croît avec gS d’une part (figure 17.41), et avec gT d’autre part (figure 17.42). On a choisi
de représenter les résultats à long terme (au bout de 200 et 1000 ans de stockage). On ne voit
donc pas aussi nettement l’extension progressive de la zone endommagée que dans l’étude para-
métrique précédente. On n’observe ce phénomène que dans le cas de l’endommagement capillaire,
sur la figure 17.41. Comme on s’y attendait, la combinaison de deux phénomènes d’endomma-
gement augmente l’endommagement produit (figure 17.43), si bien que de nombreuses simula-
tions sont avortées en raison d’une rupture totale dans une zone du massif. Dans les exemples
présentés, le phénomène d’endommagement thermique semble dominer le phénomène d’endom-
magement capillaire. On atteint par exemple un endommagement plus élevé avec gS = 0.6 gref

M

et gT = 0.0325 gref
M qu’avec gS = 0.9 gref

M et gT = 0.0200 gref
M . Ce constat peut s’expliquer par le

fait que l’origine de la sollicitation est thermique. L’endommagement capillaire n’est généré que
par couplage thermo-hydraulique.
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17.4 Etude unidimensionnelle du confinement de déchets radio-
actifs dans de la bentonite stockée dans un massif granitique
(test FEBEX) [79]

17.4.1 Problème modélisé

On s’appuie sur une étude numérique menée par Gens et al. [79] pour simuler le test de chauffage
in situ FEBEX, organisé par l’agence espagnole de gestion des déchets radioactifs (l’ENRESA)
à la fin des années 90. Des sources de chaleur de 90 cm de diamètre et de 4.54 m de long sont
placées dans des galeries profondes de 2.4 mètres de diamètre creusées dans un massif granitique.
L’interstice entre le dispositif de chauffage (qui joue le rôle de déchet radioactif) et la barrière
géologique est comblé par de la bentonite, principalement constituée d’argile compactée. Les
sources de chaleur sont supposées être suffisamment espacées pour que les phénomènes d’inter-
action soient négligés. La puissance de chauffe envisagée est de 1200 W. Il s’agit d’amener les
sources de chaleur à une températre de 100 oC, et de maintenir cette température pendant 3 ans.
Les sources sont ensuite éteintes. Les mesures effectuées dans la galerie et dans le massif sont
poursuivies 6 mois après l’extinction des sources. La géométrie de l’ouvrage et les chargements
imposés permettent de traiter le problème en configuration axisymétrique. Comme Gens et al.
[79], on propose de faire une analyse unidimensionnelle, si bien qu’on modélise une « tranche
radiale » de l’environnement poreux qui entoure la source de chaleur. Dans le champ proche, le
matériau poreux est de la bentonite. Au-delà de la barrière ouvragée, le matériau d’accueil est
un massif granitique.

17.4.2 Maillage, conditions initiales et conditions aux limites

Pour modéliser le stockage des paquets radioactifs, on considère une galerie de 0.465m de rayon,
dont la paroi est soumise à des sollicitations thermiques. Entre r = 0.465m et r = 1.135m,
le milieu considéré est de la bentonite. On modélise le massif granitique entre r = 1.135m et
r = 70m. Comme dans les simulations effectuées avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79], on
suppose que le problème peut être traité en configuration unidimensionnelle. L’épaisseur choisie
pour la zone modélisée est 100 fois inférieure à sa longueur, soit 70cm. Pour augmenter la fiabilité
des calculs, on introduit deux éléments dans le sens de l’épaisseur. Le maillage utilisé comporte
216 noeuds et 142 éléments. La barrière ouvragée en bentonite est modélisée par 40 éléments, et
la barrière géologique est représentée par 102 éléments (figure 17.44).

Figure 17.44 – Géométrie et maillage adoptés pour la simulation du test in situ FEBEX [79].

Contrairement à Gens et al. [79], on ne simule pas la phase d’excavation pour déterminer l’état
initial du test de chauffage. Ça ne change rien pour l’initialisation des degrés de liberté en pression
et en température, dont les valeurs au début du test de chauffage sont indiquées par Gens et al.
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Figure 17.45 – Conditions aux limites imposées dans la simulation du test in situ FEBEX [79].

[79] :

– température initiale de 12 oC dans les deux matériaux ;
– pression interstitielle de l’air initialisée à la pression atmosphérique dans les deux maté-

riaux ;
– granite initialement saturé, avec pg

w0 = 0.5MPa ;
– bentonite initialement non saturée, avec une succion de 97.3MPa, d’où pg

w0 = −97.2MPa.

Dans la bentonite, on applique une contrainte initiale de 0.5 MPa, conformément aux indications
de Gens et al. [79]. Pour simuler l’excavation du massif granitique, Gens et al. choisissent un état
de contrainte initial isotrope, avec σ0 = 28 MPa. Mais on n’a pas l’état de contrainte du massif
géologique juste après la phase d’excavation. Dans la simulation réalisée avec Θ-Stock, on ini-
tialise la contrainte régnant dans le granite à 0. Dans la suite, on s’intéressera aux variations de
contrainte ∆σ plutôt qu’aux contraintes totales pour caractériser l’état mécanique de la barrière
géologique.

Le problème est traité en configuration axisymétrique. La durée de test simulée est de 1278
jours, soit environ trois ans et demi. Le test comporte une phase de chauffage de trois ans, suivie
d’une phase de relaxation pendant laquelle la source de chaleur cesse d’émettre. Les conditions
aux limites sont les suivantes (figure 17.45) :

– Degrés de liberté mécaniques : les déplacements verticaux sont bloqués sur les frontières
inférieure et supérieure du modèle (problème unidimensionnel) ; les deux composantes du
vecteur de déplacement sont bloquées sur la frontière latérale externe (champ lointain,
qu’on suppose peu affecté par le chargement).

– Degrés de liberté thermiques : la température initiale est maintenue sur la frontière latérale
externe (champ lointain, peu affecté par le chargement), et une température variable est
appliquée sur la frontière latérale interne, c’est-à-dire à la paroi (figures 5 et 7 dans l’article
de Gens et al. [79]) :

1. phase d’accroissement linéaire de la température, de 12 oC à 100 oC, pendant 21 jours ;

2. plateau de température de 1074 jours, ce qui porte la phase de chauffage à 1074+21=1095
jours, soit 3 ans ;

3. phase de refroidissement, avec une décroissance pseudo-exponentielle de la tempéra-
ture (figure 7 dans l’article de Gens et al. [79]), étudiée pendant 183 jours, soit environ
6 mois après l’extinction de la source de chaleur dans le test in situ FEBEX.

– Degrés de liberté en pression d’air : l’air étant supposé « déconfiné », et soumis à la pression
atmosphérique, une pression nodale d’air de 100 kPa est imposée sur toutes les frontières
du modèle.

– Degrés de liberté en pression d’eau : la pression d’eau initiale est maintenue sur la frontière
latérale externe (champ lointain, peu affecté par le chargement).
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Table 17.11 – Paramètres mécaniques du granite dans la simulation du test FEBEX [79].

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

2.92 ∗ 105 3.51 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 3.51 ∗ 105 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

2.92 ∗ 1011 Pa 2.92 ∗ 1011 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 1.1 ∗ 105 Pa 2.2 ∗ 106 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

0.0101 1 12 oC

17.4.3 Choix des paramètres matériels

Le module de cisaillement est fourni pour le granite et pour la bentonite [79]. Le module de
compression volumique est donné pour le granite, mais pas pour la bentonite, dont le comporte-
ment est modélisé par une surface d’état pour l’indice des vides. On suppose que le coefficient de
Poisson de la bentonite vaut 0.3. On déduit ainsi les valeurs de KL et Kb des valeurs de G et B
pour le granite, et des valeurs de G et ν pour la bentonite. Les deux matériaux sont initialement
à une température de 12 oC. Dans les conditions initiales, la bentonite a un degré de saturation
de 0.46 et une porosité de 0.4064 (ce qui correspond à un indice des vides de 0.6846). Le granite
est initialement saturé avec une porosité initiale de 0.01 (ce qui correspond à un indice des vides
initial de 0.0101). Le paramètre de dilatance χ est choisi selon les recommandations de Shao et
al. [180] : χ ' 0.005 pour les roches fragiles. Les paramètres d’endommagement C0 et C1 choisis
pour le granite sont ceux qui ont été déterminés par Halm et Dragon pour le granite de la Vienne
[91]. Pour la bentonite, on utilise les valeurs de C0 et C1 qui caractérisent l’argilite de l’Est [38],
dont la rigidité est proche de celle de la bentonite. Comme on pratique un test de validation en
élasticité, toutes les rigidités d’endommagement sont fixées à zéro : gM = gS = gT = 0. On choisit
une rigidité capillaire intacte 10 fois plus grande que le module de compression volumique pour
le granite. On choisit β0

S = 100B pour la bentonite, en raison de sa faible rigidité. En l’absence
de référence bibliographique sur le sujet, on choisit une rigidité thermique de référence dix fois
supérieure au module de compression volumique pour les deux matériaux. Le poids volumique
affecté aux grains solides des deux matériaux est usuel : γs = 2.65 ∗ 104 N.m−3. Les paramètres
mécaniques utilisés sont résumés dans les tableaux 17.11 et 17.12.

Conformément au modèle adopté par Gens et al. [79], on choisit de neutraliser les effets de
la température sur l’évolution du degré de saturation : dans les deux matériaux, ds = 0. On
se ramène à des courbes de rétention de type Van Genuchten [197]. Dans les deux milieux,
le degré de saturation résiduel est nul : Sw,r = 0. Les paramètres αV G et nV G sont donnés
dans l’article de Gens et al. [79] pour les deux matériaux. Pour le granite, l’expression de la
perméabilité relative kR(Sw) utilisée par Gens et al. correspond exactement à celle qui est utilisée
dans Θ-Stock : avec un degré de saturation résiduel nul : kR(Sw) = S3

w. Gens et al. utilisent
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Table 17.12 – Paramètres mécaniques de la bentonite dans la simulation du test FEBEX [79].

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

2.17 ∗ 102 2.60 ∗ 102 0 0 2 ∗ 1010 Pa 2.60 ∗ 102 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

2.17 ∗ 109 Pa 2.17 ∗ 108 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 2.3 ∗ 10−4 Pa 5.2 ∗ 10−3 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

0.6846 0.46 12 oC

une intégration de type Mualem pour déterminer la perméabilité relative de la bentonite. On
neutralise les couplages hydro-mécaniques dans les expressions des perméabilités intrinsèques des
deux matériaux : αw = 0. On choisit la même perméabilité de référence que Gens et al. pour
le granite 10−18 m2, soit 10−11 m.s−1. Pour compenser la différence dans la modélisation de la
perméabilité relative de la bentonite, on choisit une perméabilité intrinsèque de référence deux
fois moins élevée que Gens et al. pour la bentonite : 10−20 m2, soit 10−13 m.s−1. L’approximation
obtenue est meilleure que si on prend la perméabilité intrinsèque de référence préconisée par les
auteurs (figure 17.46). On suppose que les perméabilités intrinsèques à l’eau liquide des matériaux
endommagés ne peuvent pas dépasser 10000 fois celles des matériaux intacts correspondants
(d’où kmax

wdg = 10−7 m.s−1 pour le granite, et kmax
wdg = 10−9 m.s−1 pour la bentonite), et que la

conductivité à la vapeur d’un matériau endommagé ne peut pas excéder 100 fois la perméabilité à
l’eau liquide du milieu (d’où Dmax

dg = 10−5 m2.s−1 pour le granite, et Dmax
dg = 10−7 m2.s−1 pour la

bentonite). Dans les simulations effectuées par Gens et al. [79], il est supposé que la phase gazeuse
n’est jamais confinée, et que le gaz est toujours soumis à la pression atmosphérique. Dans Θ-Stock,
il est impossible d’imposer une pression atmosphérique sur tous les degrés de liberté nodaux de
pression d’air sans influencer les calculs de succion. Pour simuler l’état « déconfiné » de la phase
gazeuse, on suppose que la conductivité à l’air est très grande dans les deux milieux poreux :
avec ca = 10−10 m2 et αa = 0, on arrive à une perméabilité à l’air de l’ordre de 10−4 m.s−1. La
borne supérieure choisie pour ka est du même ordre de grandeur que la perméabilité intrinsèque
du granite. Comme les effets du degré de saturation sur les perméabilités à l’eau liquide sont
pris en compte, on travaille avec une perméabilité à l’air supérieure à la perméabilité de la phase
liquide, et ce dans les deux milieux poreux. L’ensemble des paramètres relatifs aux fluides sont
donnés dans les tableaux 17.13 et 17.14.

Les dilatances thermiques, les capacités calorifiques des deux solides, de l’eau liquide, de la vapeur
et de l’air, ainsi que la chaleur latente d’évaporation, sont données par les auteurs. On rappelle
la formule de conductivité thermique utilisée par Gens et al. [79] pour les deux milieux poreux
non saturés :

λT = λSw
sat λ1−Sw

dry (17.28)
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Figure 17.46 – Approximation du modèle de perméabilité de Gens [79] par le modèle THHMD
pour la bentonite.

Table 17.13 – Paramètres relatifs aux fluides pour le granite dans la simulation du test FEBEX
[79].

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 10−5 Pa−1 1.5 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

10−11 m.s−1 0 10−10 m.s−1 10−7 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−10 m2 0 10−9 m.s−1 10−5 m2.s−1

Table 17.14 – Paramètres relatifs aux fluides pour la bentonite dans la simulation du test
FEBEX [79].

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 2 ∗ 10−8 Pa−1 2 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

10−13 m.s−1 0 10−12 m.s−1 10−9 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−10 m2 0 10−9 m.s−1 10−7 m2.s−1
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Figure 17.47 – Approximation du modèle de conductivité thermique de Gens [79] par le modèle
THHMD pour la bentonite.

Table 17.15 – Paramètres thermiques du granite dans la simulation du test FEBEX [79].

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−7.8 ∗ 10−6 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

3.6W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

793 J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1900J.kg−1.oC−1 1006J.kg−1.oC−1

On rappelle que dans le modèle THHMD :

λT = (1− n) λs + nSw λw + n (1− Sw) λvap (17.29)

Pour adapter le modèle THHMD à la formulation de Gens et al. [79], on choisit des valeurs
usuelles pour les conductivités thermiques de l’eau liquide et de l’air : λw = 0.6W.m−1.oC−1 et
λa = 0.0258W.m−1.oC−1 respectivement. Les auteurs utilisent la même conductivité thermique
pour le granite sec et pour le granite saturé. On affecte donc cette valeur à la conductivité ther-
mique du squelette solide dans le massif granitique : λg

s = λg
dry = λg

sat = 3.6W.m−1.oC−1. On cale
la valeur de la conductivité thermique du squelette de la bentonite pour trouver une courbe de
variation de la conductivité thermique globale proche de celle de Gens et al. [79] (figure 17.47).
Les paramètres sont choisis de façon à ce que les conductivités thermiques des deux modèles
coïncident pour le degré de saturation initial de la bentonite (Sw0 = 0.46). Pour comparer les
modèles de conductivité thermique dans cet exemple, on a considéré que la conductivité ther-
mique de la vapeur était proche de celle de l’air : λvap ' λa = 0.0258W.m−1.oC−1. L’ensemble
des paramètres thermiques choisis sont fournis dans les tableaux 17.15 et 17.16.

17.4.4 Validation dans le domaine élastique

L’observation des figures 17.48 et 17.49 montre que la simulation effectuée avec Θ-Stock dans le
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Table 17.16 – Paramètres thermiques de la bentonite dans la simulation du test FEBEX [79].

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−10−5 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

1.05W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

1091J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1900J.kg−1.oC−1 1006J.kg−1.oC−1

domaine élastique du modèle THHMD reproduit bien les variations de températures calculées par
Gens et al. [79] dans les barrières ouvragée et géologique. Les variations du degré de saturation
à la frontière entre les deux milieux suivent de bonnes tendances, et les ordres de de grandeur
sont tout à fait satisfaisants. Néanmoins, il est difficile d’interpréter les résultats pendant les
phases transitoires (t=1 jour, t=21 jours, et, dans une moindre mesure, t=1278 jours), en raison
des oscillations calculées avec Θ-Stock (figure 17.50). Il semble qu’il y ait un effet retard sur la
désaturation de la barrière géologique à proximité de la frontière entre les deux milieux poreux.
Avec le modèle THHMD, le degré de saturation du granite a quasiment le même profil au bout
de 3 ans (1095 jours) qu’au bout d’un an (365 jours). Chez Gens et al. [79], le degré de saturation
calculé au bout de 3 ans dans le granite suit déjà la courbe d’évolution obtenue après 6 mois de
refroidissement (1278 jours). Malgré les oscillations calculées avec Θ-Stock, la prédiction de la
pression d’eau interstitielle à la frontière entre les deux milieux coïncide bien avec les résultats
obtenus par Gens (figure 17.51) :

– au bout d’une journée, la pression d’eau suit une courbe d’évolution en escalier : il y a un
palier à -100 kPa dans la bentonite, et un palier à 0 Pa dans le granite ;

– au bout de 21 jours, la succion diminue au coeur de la barrière ouvragée, ce qui aboutit à
une augmentation de la pression d’eau de -100 MPa à -50 MPa entre r = 0.5m et r = 0.7m,
et la succion commence à augmenter près de la paroi, avec une pression d’eau inférieure à
-150 MPa ;

– la situation n’évolue pas sensiblement entre 1 an et 3 ans : la pression d’eau évolue qua-
siment linéairement dans la barrière ouvragée, entre une valeur de -350 MPa à la paroi et
une valeur de 0 Pa à la frontière avec la barrière géologique ;

– après 6 mois de refroidissement (1278 jours), l’évolution de la succion dans le container de
bentonite est plus douce : entre -150 MPa à la paroi et 0 Pa à la frontière avec la massif
granitique.

Comme le montre la figure 17.52, l’allure des courbes d’évolution spatiale de la porosité dans la
bentonite est correcte à chaque étape du test. Cependant, les variations de porosité envisagées
dans le domaine élastique du modèle THHMD sont plus élevées que dans la modélisation adoptée
par Gens et al. [79]. Gens et al. utilisent un modèle fondé sur la définition d’une surface d’état pour
l’indice des vides pour la bentonite. Au contraire, un modèle mécanique élastique linéaire a été
utilisé dans la simulation effectuée avec Θ-Stock. On a choisi un coefficient de Poisson moyen, de
0.3. Cette approche était approximative, et il était donc prévisible d’observer des différences dans
la prédiction des variations de la porosité de la bentonite. En l’occurrence, le matériau étudié avec
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Figure 17.48 – Test in situ FEBEX. Evolution de la température dans la barrière ouvragée de bentonite. a.
Résultats obtenus avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79]. b. Résultats obtenus dans le domaine élastique du
modèle THHMD avec Θ-Stock.
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Figure 17.49 – Test in situ FEBEX. Evolution de la température dans la barrière géologique de granite. a.
Résultats obtenus avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79]. b. Résultats obtenus dans le domaine élastique du
modèle THHMD avec Θ-Stock.

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

r (m)

S
w

      1j
    21j
  365j
1095j
1278j

bentonite granite

a. b.

Figure 17.50 – Test in situ FEBEX. Evolution du degré de saturation dans la barrière ouvragée de bentonite.
a. Résultats obtenus avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79]. b. Résultats obtenus dans le domaine élastique
du modèle THHMD avec Θ-Stock.
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Figure 17.51 – Test in situ FEBEX. Evolution de la pression d’eau interstitielle dans la barrière ouvragée de
bentonite. a. Résultats obtenus avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79]. b. Résultats obtenus dans le domaine
élastique du modèle THHMD avec Θ-Stock.

le modèle THHMD semble être plus mou que le matériau modélisé par Gens et al. [79]. On peut
à nouveau constater cette « mollesse » sur la figure représentant les variations du déplacement
radial à la frontière entre les deux milieux (figure 17.53). Les tendances suivies par les courbes sont
satisfaisantes à chaque étape de chargement : on observe notamment une dilatation au coeur de
la barrière ouvragée. Cette dilatation croît pendant toute la phase de chauffage (jusqu’à t=1095
jours), et s’atténue pendant la phase de refroidissement. Le déplacement minimum calculé par
Gens et al. est obtenu à r = 0.8m, et est de l’ordre de -5 mm (au bout de 1095 jours). Dans la
simulation effectuée avec Θ-Stock, le déplacement minimum est également obtenu à r = 0.8m,
et vaut -8 mm (à t=365 jours). Les tendances suivies par les courbes d’évolution du déplacement
radial dans le massif granitique sont excellentes (figure 17.54), mais une fois encore, les ordres
de grandeur ne sont pas tout à fait respectés. La barrière géologique tend à se contracter. Le
déplacement radial maximum est obtenu à une distance variant entre 10 et 20 mètres du centre
de la galerie. Avec le temps, le pic se décale vers le champ lointain. Les déplacements radiaux
augmentent dans le massif pendant toute la phase de chauffage, atteignent un maximum à t=1095
jours, puis décroissent pendant la phase de refroidissement. L’amplitude des déplacements est
environ 2.5 fois moins élevée dans la simulation effectuée avec Θ-Stock que dans la simulation
effectuée par Gens et al. [79] avec CODE BRIGHT. On rappelle que Gens et al. ont simulé les
travaux d’excavation avant de simuler le test de chauffage, alors que dans la simulation proposée
avec Θ-Stock, on s’est contenté de partir d’un état thermo-hydro-mécanique réaliste pour simuler
le test FEBEX. L’état mécanique initial envisagé est quasiment conforme au résultat du calcul
de Gens et al. [79] pour la bentonite, mais il est différent pour le granite, puisqu’avec Θ-Stock,
on est parti d’un état initial où les contraintes étaient nulles dans le massif géologique. Cela peut
expliquer les différences observées sur les déplacements radiaux dans le granite. En raison de la
trop grande différence de conception numérique, on a choisi de ne pas comparer les distributions
de contrainte calculées avec Θ-Stock avec les résultats obtenus par Gens et al. [79].
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Figure 17.52 – Test in situ FEBEX. Evolution de la porosité dans la barrière ouvragée de bentonite. a.
Résultats obtenus avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79]. b. Résultats obtenus dans le domaine élastique du
modèle THHMD avec Θ-Stock.
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Figure 17.53 – Test in situ FEBEX. Evolution du déplacement radial dans la barrière ouvragée de bentonite.
a. Résultats obtenus avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79]. b. Résultats obtenus dans le domaine élastique
du modèle THHMD avec Θ-Stock.
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Figure 17.54 – Test in situ FEBEX. Evolution du déplacement radial dans la barrière géologique de granite.
a. Résultats obtenus avec CODE BRIGHT par Gens et al. [79]. b. Résultats obtenus dans le domaine élastique
du modèle THHMD avec Θ-Stock.
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17.4.5 Etude de l’influence de l’EDZ sur le comportement thermo-hydro-
mécanique des barrières ouvragée et géologique

On étudie l’influence de la présence d’une Zone Endommagée par l’Excavation ("Excavation
Damaged Zone", EDZ) sur le comportement des barrières ouvragée et géologique. Il s’agit de
prendre en compte l’endommagement produit pendant le creusement du massif granitique, avant
l’entreposage des déchets radioactifs confinés dans la bentonite. Autrement dit, on observe les
effets induits par la présence de fissures dans le massif granitique dans la configuration initiale
du test de chauffage.

17.4.5.1 Endommagement initial isotrope dans le massif granitique

Dans un premier temps, on étudie l’influence de la présence d’éléments initialement dégradés
par un endommagement isotrope dans une zone plus ou moins étendue du massif granitique. On
s’intéresse à la fin de la phase d’accroissement de la température (au bout de 21 jours), à la fin
de la phase de maintien de la température (au bout de trois ans, soit 1095 jours), et à la fin de la
phase de refroidissement observée par Gens et al. [79] (au bout de 1278 jours). Au voisinage de
la frontière entre la barrière de bentonite et le massif granitique, les interactions sont complexes.
Au bout de 21 jours, l’état thermo-hydro-mécanique des matériaux est toujours en transition.
C’est pourquoi on ne présente pas les résultats des calculs obtenus à t=21 jours au voisinage de
la frontière entre les deux milieux poreux. Au bout de trois ans, l’équilibre est atteint pour les
déplacements et la pression d’eau interstitielle. Au voisinage de la frontière, on a ainsi choisi de
ne présenter les déplacements radiaux qu’à t=1095 jours, et de ne présenter la pression d’eau
qu’à t=1278 jours. Trois études paramétriques sont effectuées :

– étude de l’influence de l’intensité d’endommagement sur une zone d’extension fixe dans le
massif granitique (figures 17.55, 17.56, 17.57, 17.58 et 17.59) ;

– étude de l’influence d’une zone endommagée d’extension fixe, comportant deux sous-régions
caractérisées par leur niveau d’endommagement : une zone très endommagée entre la fron-
tière avec la bentonite (r = Rb) et un rayon deux fois plus grand que celui du container
d’argile compactée (r = 2 Rb), et une zone moins endommagée entre r = 2 Rb et r = 3 Rb

(figures 17.60, 17.61, 17.62, 17.63 et 17.64) ;
– étude de l’influence de l’extension de la zone endommagée dans le massif géologique, à

niveau d’endommagement isotrope donné (figures 17.65, 17.66, 17.67, 17.68 et 17.69).

Les déplacements radiaux sont peu affectés par l’existence d’une zone endommagée par excava-
tion (figures 17.55, 17.58, 17.60, 17.63, 17.65 et 17.68). La plus grande perturbation est observée
dans le massif granitique, à proximité de la barrière ouvragée, juste après la phase d’accrois-
sement de température (au bout de 21 jours). Le massif se dilate localement. Cette dilatation
augmente avec le niveau d’endommagement imposé (figures 17.55 et 17.60). La dilatation du
granite diminue lorsque l’extension de la zone endommagée augmente (figure 17.65). L’existence
d’une zone initialement endommagée dans le granite n’influence pas les évolutions de la pression
d’eau interstitielle et du degré de saturation dans la barrière ouvragée (figures 17.58, 17.59, 17.63,
17.64, 17.68 et 17.69). En revanche, la présence de fissures ouvertes dans le granite aboutit à
une désaturation de la quasi-intégralité du massif géologique. La chute de pression interstitielle,
l’augmentation de succion et la désaturation sont d’autant plus fortes que le niveau initial d’en-
dommagement est élevé (figures 17.56, 17.57, 17.61 et 17.62). En revanche, l’extension de la zone
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endommagée semble avoir peu d’influence sur le comportement hydraulique du massif granitique
pendant le test de chauffage (figures 17.66 et 17.67).
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Figure 17.55 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la
zone Rb ≤ r ≤ 4 Rb. Evolution du déplacement radial dans le massif granitique. a. Fin de l’accroissement de
température (21 jours). b. Après le plateau de température (1095 jours). c. Après refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.56 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 4 Rb. Evolution de la pression d’eau interstitielle dans le massif granitique. a. Fin de l’accroissement de
température (21 jours). b. Après le plateau de température (1095 jours). c. Après refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.57 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la
zone Rb ≤ r ≤ 4 Rb. Evolution du degré de saturation dans le massif granitique. a. Fin de l’accroissement de
température (21 jours). b. Après le plateau de température (1095 jours). c. Après refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.58 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 4 Rb. Observations au voisinage de la frontière entre les barrières ouvragée (en bentonite) et géologique
(en granite) après le plateau de température (1095 jours). a. Déplacement radial. b. Degré de saturation.
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Figure 17.59 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 4 Rb. Observations au voisinage de la frontière entre les barrières ouvragée (en bentonite) et géologique
(en granite) après une phase de refroidissement (1278 jours). a. Pression d’eau interstitielle. b. Degré de saturation.
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Figure 17.60 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 3 Rb, avec deux zones d’endommagement : Rb ≤ r ≤ 2 Rb et 2 Rb ≤ r ≤ 3 Rb. Evolution du déplacement
radial dans le massif granitique. a. Fin de l’accroissement de température (21 jours). b. Après le plateau de
température (1095 jours). c. Après refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.61 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 3 Rb, avec deux zones d’endommagement : Rb ≤ r ≤ 2 Rb et 2 Rb ≤ r ≤ 3 Rb. Evolution de la pression
d’eau interstitielle dans le massif granitique. a. Fin de l’accroissement de température (21 jours). b. Après le
plateau de température (1095 jours). c. Après refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.62 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 3 Rb, avec deux zones d’endommagement : Rb ≤ r ≤ 2 Rb et 2 Rb ≤ r ≤ 3 Rb. Evolution du degré de
saturation dans le massif granitique. a. Fin de l’accroissement de température (21 jours). b. Après le plateau de
température (1095 jours). c. Après refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.63 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 3 Rb, avec deux zones d’endommagement : Rb ≤ r ≤ 2 Rb et 2 Rb ≤ r ≤ 3 Rb. Observations au
voisinage de la frontière entre les barrières ouvragée (en bentonite) et géologique (en granite) après le plateau de
température (1095 jours). a. Déplacement radial. b. Degré de saturation.
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Figure 17.64 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’endommagement initial isotrope dans la zone
Rb ≤ r ≤ 3 Rb, avec deux zones d’endommagement : Rb ≤ r ≤ 2 Rb et 2 Rb ≤ r ≤ 3 Rb. Observations au
voisinage de la frontière entre les barrières ouvragée (en bentonite) et géologique (en granite) après une phase de
refroidissement (1278 jours). a. Pression d’eau interstitielle. b. Degré de saturation.
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Figure 17.65 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial isotrope de 10
pour cent dans une zone d’étendue variable. Evolution du déplacement radial dans le massif granitique. a. Fin de
l’accroissement de température (21 jours). b. Après le plateau de température (1095 jours). c. Après refroidissement
(1278 jours).
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Figure 17.66 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial isotrope de 10
pour cent dans une zone d’étendue variable. Evolution de la pression d’eau interstitielle dans le massif granitique.
a. Fin de l’accroissement de température (21 jours). b. Après le plateau de température (1095 jours). c. Après
refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.67 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial isotrope de 10
pour cent dans une zone d’étendue variable. Evolution du degré de saturation dans le massif granitique. a. Fin de
l’accroissement de température (21 jours). b. Après le plateau de température (1095 jours). c. Après refroidissement
(1278 jours).
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Figure 17.68 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial isotrope de 10
pour cent dans une zone d’étendue variable. Observations au voisinage de la frontière entre les barrières ouvragée
(en bentonite) et géologique (en granite) après le plateau de température (1095 jours). a. Déplacement radial. b.
Degré de saturation.
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Figure 17.69 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial isotrope de 10
pour cent dans une zone d’étendue variable. Observations au voisinage de la frontière entre les barrières ouvragée
(en bentonite) et géologique (en granite) après une phase de refroidissement (1278 jours). a. Pression d’eau
interstitielle. b. Degré de saturation.

17.4.5.2 Endommagement initial radial dans le massif granitique

On travaille maintenant dans une configuration dans laquelle le massif granitique comporte des
éléments initialement dégradés par de l’endommagement radial : Ω0

rr 6= 0, Ω0
zz = Ω0

θθ = 0.
Deux études paramétriques sont effectuées :
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– étude de l’influence de l’intensité de Ω0
rr sur une zone endommagée d’extension fixe (de

r = Rb, à la frontière entre les deux barrières, à r = 2 Rb) : figures 17.70, 17.71 et 17.72 ;
– étude de l’influence de l’extension de la zone initialement endommagée dans le granite pour

un niveau d’endommagement radial donné (de 5 pour cent) : figures 17.73, 17.74 et 17.75.

Les résultats obtenus diffèrent très peu des résultats obtenus dans une configuration dans la-
quelle la barrière géologique est initialement intacte. Cette observation est importante, car l’en-
dommagement susceptible d’être généré par l’excavation est radial : le déchargement de type
−∆σrr exercé à la paroi ne peut ouvrir des fissures que dans des plans orthogonaux à la di-
rection radiale. On peut en conclure que la fissuration susceptible d’affecter le comportement
thermo-hydro-mécanique des barrières ouvragée et géologique n’est pas liée au creusement du
tunnel. Autrement dit, le risque de fuite est lié à l’existence de fissures préexistantes (matériau
comprenant des micro-fissures ou des micro-vides avant même l’excavation), ou à des fissures
créées par une sollicitation thermique, après l’entreposage des déchets. On ne peut pas conclure
pour autant que l’endommagement est de nature exclusivement thermique, c’est-à-dire qu’il n’est
généré que par l’existence de déformations volumiques thermiques de tension (ε+Tv). Comme les
comportements des barrières ouvragée et géologique sont complètement couplés, l’origine de l’en-
dommagement peut également être capillaire (ε−Sv) ou mécanique (ε+Mij

). Autrement dit, il reste
nécessaire d’introduire trois rigidités d’endommagement distinctes (gM , gS et gT ) dans le modèle
d’endommagement proposé, qui est formulé en variables d’état indépendantes. Seul le degré de
saturation au voisinage de la frontière entre la bentonite et le granite est visiblement affecté par
l’endommagement radial imposé dans l’état initial. Dans la zone avoisinant la frontière entre les
deux matériaux, les résultats obtenus à t=21 jours sont encore dans une phase transitoire, donc
on ne présente le degré de saturation obtenu aux instants t=1095 jours et t=1278 jours. On ob-
serve notamment que lorsqu’un endommagement radial initial est imposé, le degré de saturation
du granite à proximité de la fronitère avec la barrière ouvragée suit une évolution intermédiaire
entre le cas où l’endommagement initial est nul et le cas où l’endommagement initial est iso-
trope (figures 17.72 et 17.75). Les autres variables (ur et pw) sont données pour t=1278 jours
uniquement, i.e. dans l’état final, après la phase de refroidissement.
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Figure 17.70 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial radial entre r = Rb et
r = 2 Rb sur le comportement du massif granitique. Etat de la barrière géologique après la phase de refroidissement
(1278 jours). a. Déplacement radial. b. Pression d’eau interstitielle. c. Degré de saturation.
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Figure 17.71 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial radial entre r = Rb

et r = 2 Rb sur le comportement de la bentonite. Etat de la barrière ouvragée après la phase de refroidissement
(1278 jours). a. Déplacement radial. b. Pression d’eau interstitielle.
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Figure 17.72 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial radial entre r = Rb

et r = 2 Rb sur le degré de saturation de la barrière ouvragée en bentonite. a. Après le plateau de température
(1095 jours). b. Après refroidissement (1278 jours).
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Figure 17.73 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial radial de 5 pour
cent dans une zone d’étendue variable sur le comportement du massif granitique. Etat de la barrière géologique
après la phase de refroidissement (1278 jours). a. Déplacement radial. b. Pression d’eau interstitielle. c. Degré de
saturation.
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Figure 17.74 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial radial de 5 pour
cent dans une zone d’étendue variable sur le comportement de la bentonite. Etat de la barrière ouvragée après la
phase de refroidissement (1278 jours). a. Déplacement radial. b. Pression d’eau interstitielle.
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Figure 17.75 – Test in situ FEBEX. Influence de la présence d’un endommagement initial radial de 5 pour
cent dans une zone d’étendue variable sur le degré de saturation de la barrière ouvragée en bentonite. a. Après le
plateau de température (1095 jours). b. Après refroidissement (1278 jours).
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17.5 Etude du site de stockage de déchets radioactifs de Kamaishi
en vraie grandeur (projet DECOVALEX) [173]

17.5.1 Site de stockage étudié

On s’appuie sur une étude réalisée dans le cadre du projet international DECOVALEX [173],
destiné à concevoir des galeries de stockage des déchets radioactifs. Il s’agit de simuler le test de
chauffage réalisé sur le site minier de Kamaishi, au Japon. Les auteurs de l’article pris comme
référence bibliographique [173] comparent les résultats expérimentaux aux résultats numériques
obtenus par quatre équipes de recherche, ayant travaillé avec des modèles et des programmes
d’Eléments Finis différents. Un dispositif permettant de dégager de la chaleur est stocké vertica-
lement dans un massif granitique initialement saturé, à une profondeur de 250 mètres. Une zone
tampon en bentonite comble l’espace qui sépare la source de chaleur du massif rocheux. La ben-
tonite est composée d’argile compactée, initialement non saturée. La source de chaleur est réglée
pour que la zone de contact entre la source et le tampon de bentonite soit maintenue à 100 oC

pendant 8 mois et demi. Puis la source est éteinte, et le comportement thermo-hydro-mécanique
des barrières ouvragée et géologique est étudié pendant une phase de relaxation de 6 mois.

17.5.2 Maillage, conditions initiales et conditions aux limites

La géométrie et le chargement permettent de faire une étude numérique en configuration axisy-
métrique pour traiter le problème. Le tampon de bentonite a la forme d’un cylindre de 5 mètres
de haut et de 85 centimètres de rayon. Il renferme une source de chaleur de 2 mètres de haut
et de 52 centimètres de rayon. La source est un dispositif cylindrique en métal qui n’est pas
maillé dans cette étude. La source de chaleur est prise en compte dans les conditions aux limites.
On modélise le massif granitique sur une zone de 20 mètres de haut et de 20 mètres de rayon,
conformément à la plupart des études numériques présentées dans l’article de référence [173]. Le
modèle réalisé dans Θ-Stock comprend 797 noeuds et 738 éléments. Le tampon de bentonite est
représenté par 38 éléments, et le massif granitique par 700 éléments (figure 17.76).

Conditions initiales
– Conformément aux études présentées dans l’article [173], on fait l’hypothèse que l’état de

contraintes initial est nul dans les deux matériaux.
– De même, on suppose que les deux barrières sont initialement soumises à une température

de 12.3 oC.
– Les auteurs [173] considèrent que la phase gazeuse est statique, et que l’air est constamment

soumis à la pression atmosphérque. Il est impossible de rendre cette condition dans Θ-Stock
sans perturber le calcul élémentaire des succions. On considère donc que dans l’état initial,
la pression d’air est nulle en chaque noeud, et que pendant le test de chauffage, les frontières
à l’air libre sont soumises à la condition de Dirichlet pa = 0. L’état capillaire des matériaux
sera déterminé par le choix des pressions d’eau interstitielles.

– Dans l’état initial, le massif granitique est saturé, et soumis à une pression d’eau hydro-
statique, avec pw = 0 sur la frontière supérieure du modèle, qui représente une zone de
contact avec une piscine de faible profondeur, destinée à tempérer le massif depuis la galerie
d’accès. On impose donc pg

w0 = γw z en tous les noeuds du massif géologique.
– Le degré de saturation initial de la bentonite est évalué à 0.635. Après avoir calé les para-
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Figure 17.76 – Maillage utilisé la simulation de l’essai de chauffage réalisé à Kamaishi [173].

mètres de Van Genuchten [197] pour avoir une courbe de rétention (isotherme) proche de
celle qui est proposée dans l’article [173] (figure 17.77), on a choisi d’imposer une pression
d’eau interstitelle permettant d’obtenir la succion correspondant au degré de saturation ini-
tial sur tous les éléments de bentonite. Dans le cas présent, imposer pb

w0 = −sb
0 = −6.1MPa

donne une bonne approximation de l’état capillaire initial de la zone tampon.

Conditions aux limites (figure 17.78)
– Degrés de liberté mécaniques

– Sur l’axe de symétrie (frontière gauche à l’exception de l’alcôve qui représente la zone
de contact entre le dispositif de chauffage et le tampon de bentonite), les déplacements
radiaux sont bloqués.

– Sur la frontière latérale extérieure (à droite), les déplacements radiaux sont bloqués
(champ lointain).

– Sur la frontière inférieure, les déplacements verticaux sont bloqués (champ lointain).
– Degrés de liberté thermiques

– Sur l’axe de symétrie (frontière gauche à l’exception de l’alcôve qui représente la zone
de contact entre le dispositif de chauffage et le tampon de bentonite), des conditions
adiabatiques sont imposées (qh = 0).

– Sur la frontière en alcôve qui sépare le dispositif de chauffage du tampon de bentonite,
un chargement thermique est imposé :

1. pendant la phase de chauffage de 8 mois et demi (soit 259 jours), une température
de 100 oC est imposée en tous les noeuds ;

2. pendant la phase de relaxation de 6 mois (soit 183 jours), le flux de chaleur est
bloqué sur toute la surface de contact.

– Sur la frontière latérale extérieure (à droite), les noeuds sont maintenus à la température
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Figure 17.77 – Courbe de rétention adoptée dans la simulation du test de chauffage de Kamaishi.
Calage des paramètres de Van Genuchten d’après les données expérimentales [173] : αV G =
210−7 Pa−1, nV G = 2.

initiale (champ lointain).
– Sur la frontière supérieure de la zone modélisée par du granite, la température est main-

tenue à sa valeur initiale (en raison de la présence d’une piscine régulatrice).
– Degrés de liberté relatifs à l’air

– Sur l’axe de symétrie (frontière gauche à l’exception de l’alcôve qui représente la zone
de contact entre le dispositif de chauffage et le tampon de bentonite), le flux d’air est
bloqué.

– Sur la frontière supérieure de la zone modélisée par de la bentonite, le flux d’air est
bloqué (en raison de la présence d’un chapeau métallique étanche).

– Sur le reste du bord supérieur, une pression d’air nulle est imposée (avec les hypothèses
formulées précédemment, cela revient à imposer une presssion atmosphérique).

– De même, une pression d’air nulle est imposée dans le champ lointain, c’est-à-dire sur la
frontière latérale extérieure (à droite) et sur la frontière inférieure.

– Degrés de liberté relatifs à l’eau
– Sur l’axe de symétrie (frontière gauche à l’exception de l’alcôve qui représente la zone

de contact entre le dispositif de chauffage et le tampon de bentonite), le flux d’eau est
bloqué.

– Sur la frontière supérieure de la zone modélisée par de la bentonite, le flux d’eau est
bloqué (en raison de la présence d’un chapeau métallique étanche).

– Sur le reste du bord supérieur, une pression d’eau nulle est imposée, en raison de la
présence d’une piscine de faible profondeur au-dessus du massif granitique.

– Dans le champ lointain, c’est-à-dire sur la frontière latérale extérieure (à droite) et sur
la frontière inférieure, la pression d’eau interstitielle intiale est maintenue (conditions
hydrostatiques).

17.5.3 Choix des paramètres

On calcule les paramètres KL et Kb à partir du module d’Young et du coefficient de Poisson, qui
sont fournis dans l’article [173] pour les deux matériaux. Les deux matériaux sont initialement
à une température de 12.3 oC. Le granite est initialement saturé, tandis que la bentonite a un
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Figure 17.78 – Conditions aux limites adoptées dans la simulation de l’essai de chauffage réalisé
à Kamaishi [173].

degré de saturation initial de 0.635. L’indice des vides initial de la bentonite est calculé à partir
de sa porosité initiale. L’indice des vides du granite n’est pas fourni. On utilise l’indice des vides
du granite de la Vienne [93]. Le paramètre de dilatance χ est choisi selon les recommandations
de Shao et al. [180] : χ ' 0.005 pour les roches fragiles. Les paramètres d’endommagement
C0 et C1 choisis pour le granite sont ceux qui ont été déterminés par Halm et Dragon pour le
granite de la Vienne [91]. Pour la bentonite, on utilise les valeurs de C0 et C1 qui caractérisent
l’argilite de l’Est [38], dont la rigidité est plus proche de celle de la bentonite. Comme on pratique
un test de validation en élasticité, toutes les rigidités d’endommagement sont fixées à zéro :
gM = gS = gT = 0. Pour le granite, on choisit une rigidité capillaire intacte 10 fois plus grande
que le module de compression volumique [79]. En l’absence de référence bibliographique sur
le sujet, on choisit la même valeur pour la rigidité thermique intacte. On affecte les rigidités
capillaire et thermique intactes du granite à la bentonite. Compte-tenu du module d’Young
et du coefficient de Poisson de la bentonite, le matériau qui constitue la zone tampon aura
ainsi une réponse très raide aux sollicitations en succion et en température. Ce choix permet
d’atténuer certaines déformations liées aux forts couplages thermo-hydro-mécaniques, ce qui
réduit les artefacts numériques. Le poids volumique de la matrice solide du granite n’étant pas
précisé, on affecte le poids volumique du squelette de la bentonite, indiqué dans l’article [173],
aux deux matériaux : γs = 1.57 ∗ 104 N.m−3. En pratique, la distinction entre les deux poids
volumiques a peu d’importance dans cette simulation, puisqu’on fait l’hypothèse que l’ensemble
de la zone modélisée est initialement dans un état de contraintes nul. Les paramètres mécaniques
utilisés sont résumés dans les tableaux 17.17 et 17.18.

Pour simplifier, on se ramène à des courbes de rétention de type Van Genuchten [197] pour les
deux milieux, en neutralisant les effets de la température sur l’évolution du degré de saturation
(ds = 0). Dans les deux matériaux, le degré de saturation résiduel est nul : Sw,r = 0. N’ayant
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Table 17.17 – Paramètres mécaniques du granite dans l’essai de chauffage de Kamaishi [173].

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

3.729 ∗ 105 4.475 ∗ 105 0 0 2 ∗ 1010 Pa 4.475 ∗ 105 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

3.729 ∗ 1011 Pa 3.729 ∗ 1011 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 1.1 ∗ 105 Pa 2.2 ∗ 106 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

0.00351 1 12.3 oC

Table 17.18 – Paramètres mécaniques de la bentonite dans l’essai de chauffage de Kamaishi
[173].

Modèle élastique hyperbolique
Kb KL n Rf (σ1 − σ3)ult KU m

1.306 ∗ 103 1.175 ∗ 103 0 0 2 ∗ 1010 Pa 1.175 ∗ 103 0
Rigidités de référence

β0
s β0

T

3.729 ∗ 1011 Pa 3.729 ∗ 1011 Pa

Paramètres d’endommagement
χ C0 C1 gM gS gT

0.005 2.3 ∗ 10−4 Pa 5.2 ∗ 10−3 Pa 0 0 0
Conditions initiales

e0 Sw0 T0

0.637 0.635 12.3 oC
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Table 17.19 – Paramètres relatifs aux fluides pour le granite dans l’essai de chauffage de Ka-
maishi [173].

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 10−5 Pa−1 1.5 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

10−11 m.s−1 0 10−10 m.s−1 10−7 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−10 m2 0 10−9 m.s−1 10−5 m2.s−1

aucune information sur la courbe de rétention du granite, on reprend les paramètres du granite
fournis par Gens et al. dans l’étude précédente [79]. La courbe de rétention expérimentale de
la bentonite est fournie dans l’article [173]. Les paramètres αV G et nV G sont calés pour obtenir
une courbe de rétention proche dans la simulation effectuée avec Θ-Stock (figure 17.77). Le
modèle de transfert d’humidité proposé dans l’article [173] est fondé sur la modélisation de
Philip et de Vries [158], comme dans le modèle THHMD. Comme les paramètres de conductivité
hydraulique ne sont pas tous clairement définis, on reprend les valeurs de perméabilité intrinsèque
de référence proposées par Gens et al. dans la simulation du test FEBEX [79]. Par ailleurs, les
couplages hydro-mécaniques sont neutralisés dans l’expression de la perméabilité intrinsèque,
pour les deux matériaux (αw = 0). On suppose que les perméabilités intrinsèques à l’eau liquide
des matériaux endommagés ne peuvent pas dépasser 10000 fois celles des matériaux intacts
correspondants (d’où kmax

wdg = 10−7 m.s−1 pour le granite, et kmax
wdg = 2 ∗ 10−9 m.s−1 pour la

bentonite), et que la conductivité à la vapeur d’un matériau endommagé ne peut pas excéder
100 fois la perméabilité à l’eau liquide du milieu (d’où Dmax

dg = 10−5 m2.s−1 pour le granite, et
Dmax

dg = 2 ∗ 10−7 m2.s−1 pour la bentonite). Les auteurs [173] ont supposé que la phase gazeuse
était statique et que l’air était constamment soumis à la pression atmosphérique. Une hypothèse
très similaire a été faite dans la simulation du test FEBEX présenté précédemment [79]. Comme
les ordres de grandeur des conductivités hydrauliques sont les mêmes que dans le test FEBEX, on
utilise la même modélisation que dans la simulation du test FEBEX pour le transfert de la phase
gazeuse : ca = 10−10 m2, αa = 0 et kmax

a = 10−9 m.s−1 pour les deux matériaux. L’ensemble des
paramètres relatifs aux fluides sont donnés dans les tableaux 17.19 et 17.20.

Les dilatances thermiques des deux matériaux sont donnés dans l’article [173]. On choisit des
valeurs usuelles pour les capacités calorifiques et les conductivités thermiques des constituants
eau et air, ainsi que pour la chaleur latente d’évaporation (les mêmes que dans la simulation du
test FEBEX - tableaux 17.15 et 17.16). La capacité calorifique et la conductivité thermique de la
matrice solide du granite sont fournies par les auteurs [173]. La capacité calorifique et la conduc-
tivité thermique de la matrice solide de la bentonite sont des valeurs moyennes, déterminées
d’après les courbes de caractérisation expérimentales fournies dans l’article [173]. L’ensemble des
paramètres thermiques choisis sont fournis dans les tableaux 17.21 et 17.22.
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Table 17.20 – Paramètres relatifs aux fluides pour la bentonite dans l’essai de chauffage de
Kamaishi [173].

Courbe de rétention
Sw,r αV G nV G ds

0 2 ∗ 10−7 Pa−1 2 0
Perméabilité à l’eau liquide

kw0 αw k0
w

max
kmax

wdg

2 ∗ 10−13 m.s−1 0 2 ∗ 10−12 m.s−1 2 ∗ 10−9 m.s−1

Transfert des gaz
ca αa kmax

a Dmax
dg

10−10 m2 0 10−9 m.s−1 2 ∗ 10−7 m2.s−1

Table 17.21 – Paramètres thermiques du granite dans la simulation de l’essai de chauffage de
Kamaishi [173].

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−2.55 ∗ 10−6 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

3W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

805 J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1900J.kg−1.oC−1 1006J.kg−1.oC−1

Table 17.22 – Paramètres thermiques de la bentonite dans la simulation de l’essai de chauffage
de Kamaishi [173].

Rigidité thermique intacte
α∗0 α1 α2 α3 pgeo

−2.55 ∗ 10−5 oC−1 0 0 0 1010 Pa

Diffusion et évaporation
λs λw λa hfg

1.15W.m−1.oC−1 0.6W.m−1.oC−1 0.0258W.m−1.oC−1 2.5 106 J.kg−1

Convection
CPs CPw CPvap CPa

1250J.kg−1.oC−1 4180J.kg−1.oC−1 1900J.kg−1.oC−1 1006J.kg−1.oC−1
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Figure 17.79 – Evolution de la température au point situé dans la bentonite, à mi-distance
entre la source de chaleur et le massif granitique, à mi-hauteur du dispositif de chauffage.

17.5.4 Analyse des résultats obtenus dans le domaine élastique du modèle
THHMD

Les auteurs rapportent les mesures expérimentales et les résultats de quatre simulations numé-
riques [173]. Une moyenne des valeurs fournies est prise comme référence pour évaluer la validité
des résultats obtenus dans le domaine élastique du modèle THHMD avec Θ-Stock.

L’évolution de la température est bien rendue dans la barrière ouvragée (figure 17.79) comme
dans la barrière géologique (figure 17.80). La température de la bentonite est un peu plus faible
dans la simulation numérique effectuée avec Θ-Stock que dans les simulations de référence. Cette
différence vient probablement du fait que les auteurs [173] ont choisi de faire varier la capacité
calorifique CPs et la conductivité thermique λs avec le degré de saturation, alors que dans le
modèle THHMD, ces valeurs sont fixes, et ce sont les caractéristiques globales CPT et λT qui
varient.

L’évolution du degré de saturation calculé avec Θ-stock dans la barrière ouvragée est satisfaisante.
Dans une zone frontalière entre les deux barrières plus éloignée de la source de chaleur, le degré
de saturation calculé avec Θ-Stock correspond tout à fait aux résultats attendus (figure 17.81) :
la barrière ouvragée se sature à environ 95 pour cent en une centaine de jours, et l’état de
quasi-saturation est stable jusqu’à la fin de la période de relaxation. Dans la zone de contact
entre la source de chaleur et le tampon de bentonite, à mi-hauteur du dispositif de chauffage,
on observe une forte désaturation, comme dans les résultats de référence [173] (figure 17.82).
Cependant, le degré de saturation calculé avec Θ-Stock se stabilise à une valeur plus faible que
dans l’étude de référence (0.01 au lieu de 0.1), et la zone reste quasiment sèche pendant toute
la simulation, alors que les auteurs [173] prévoient une resaturation après 259 jours, c’est-à-dire
après l’extinction de la source de chaleur. Une fois encore, on peut expliquer cette différence
par le choix de modélisation pour CPT et λT dans la bentonite, qui n’est pas le même dans la
simulation réalisée avec θ-Stock et dans les simulations de référence.
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Figure 17.80 – Evolution de la température en un point situé dans le massif granitique, à
proximité de la barrière ouvragée.
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Figure 17.81 – Evolution du degré de saturation en un point situé dans la barrière ouvragée en
bentonite, à environ un centimètre du massif géologique, au-dessus du dispositif de chauffage.
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Figure 17.82 – Evolution du degré de saturation au point situé dans la zone de contact entre
la source de chaleur et la barrière ouvragée, à mi-hauteur du dispositif de chauffage.
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Figure 17.83 – Evolution de la contrainte radiale totale au point situé dans la zone de contact
entre la source de chaleur et la barrière ouvragée, à mi-hauteur du dispositif de chauffage.
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Figure 17.84 – Déplacements verticaux dans le massif granitique, à proximité de la barrière
ouvragée, après la phase de chauffage (au bout de 8 mois et demi).

La contrainte radiale calculée avec Θ-Stock dans la zone de contact entre la source de chaleur et
la bentonite à mi-hauteur du dispositif de chauffage se stabilise à la valeur prévue par les auteurs
[173] après l’extinction de la source de chaleur, au bout de 259 jours (figure 17.83). Cependant,
la traction subie par la barrière ouvragée pendant la phase de chauffage est en moyenne 4 fois
plus faible dans les prédictions de Θ-Stock que dans les résultats de référence. Comme tous
les paramètres mécaniques choisis pour effectuer la simulation sont ceux qui ont été proposés
par les auteurs [173], on peut supposer que cette différence vient du choix des conditions aux
limites. Les contraintes développées étant plus faibles, il est logique d’observer des déplacements
verticaux plus faibles que les résultats attendus à proximité de la source juste après la phase
de chauffage (figure 17.84). Pour éviter certains blocages numériques, la valeur qui a été choisie
pour le paramètre β0

s de la bentonite est élevée. Cette hypothèse de travail rend inexploitable les
prédictions de Θ-Stock sur la pression d’eau interstitielle calculée dans la barrière ouvragée. Ces
résultats ne sont donc pas présentés.

17.5.5 Etude d’une configuration élastique avec un massif granitique intiale-
ment fracturé

On étudie à présent le même problème, avec un massif granitique initialement endommagé.
Dans l’article de référence [173], une seule équipe de chercheurs a pris en compte la fissuration
préexistante de la barrière géologique. On étudie des configurations de fracturation proches de
celle qui est présentée dans l’article (figures 17.85, 17.86 et 17.87).

La présence de plans de fissuration dans le massif granitique avant le test de chauffage a peu
d’influence sur le degré de saturation aux points dont les évolutions sont rapportées dans l’article
de référence (figures 17.88 et 17.89).

Si on considère l’ensemble de la zone modélisée, on s’aperçoit que la fracturation du massif gra-
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Figure 17.85 – Etude du problème de stockage de Kamaishi avec un massif granitique initiale-
ment endommagé. Cas no 1 : deux plans de fissuration horizontaux d’une étendue de 10 mètres.

Figure 17.86 – Etude du problème de stockage de Kamaishi avec un massif granitique initiale-
ment endommagé. Cas no 2 : un plan de fissuration horizontal d’une étendue de 10 mètres.



362 Chapitre 17. Simulations de Zones Endommagées par Excavation

Figure 17.87 – Etude du problème de stockage de Kamaishi avec un massif granitique initiale-
ment endommagé. Cas no 3 : un plan de fissuration horizontal d’une étendue de 20 mètres.
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Figure 17.88 – Etude du problème de stockage de Kamaishi avec un massif granitique initiale-
ment endommagé. Evolution du degré de saturation en un point situé dans la barrière ouvragée
en bentonite, à environ un centimètre du massif géologique, au-dessus du dispositif de chauffage.
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Figure 17.89 – Etude du problème de stockage de Kamaishi avec un massif granitique initiale-
ment endommagé. Evolution du degré de saturation au point situé dans la zone de contact entre
la source de chaleur et la barrière ouvragée, à mi-hauteur du dispositif de chauffage.

nitique a une influence sur l’ensemble du processus de désaturation et resaturation des barrières
géologique et ouvragée (figures 17.90, 17.91, 17.92 et 17.93). C’est particulièrement visible dans
les cas où le massif granitique ne comporte qu’un plan de fissuration. La fracture constitue un
espace poreux supplémentaire qui accélère les transferts de fluide. Si la fracture ne va pas jus-
qu’à la barrière ouvragée (cas no 2), la barrière géologique subit une forte désaturation au début
de la période de chauffage, et comporte une zone désaturée de grande étendue (3 mètres au
moins) à l’issue de la phase de relaxation (figure 17.92). Si la fracture est de plus faible ouverture
mais qu’elle parcourt tout le massif, le massif granitique passe par une phase de désaturation
pendant la période de chauffage, mais après la phase de relaxation, l’état de saturation final
de l’ensemble des deux barrières se stabilise autour du même état que dans le cas où le massif
géologique est initialement intact (figures 17.90 et 17.93). Lorsque deux fractures ne rejoignant
pas la barrière ouvragée parcourent le massif granitique, l’évolution du degré de saturation est
quasiment la même que dans le cas où le massif est initialement intact (figures 17.90 et 17.91).
Les échanges favorisés par la première fissure semblent compensés par l’ouverture d’un second
plan de fracturation.
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Figure 17.90 – Evolution spatio-temporelle du degré de saturation dans la simulation du test
de Kamaishi. Cas de référence (massif granitique initialement intact).
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Figure 17.91 – Evolution spatio-temporelle du degré de saturation dans la simulation du test
de Kamaishi. Cas no 1 (deux plans de fissuration horizontaux d’une étendue de 10 mètres).
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Figure 17.92 – Evolution spatio-temporelle du degré de saturation dans la simulation du test
de Kamaishi. Cas no 2 (un plan de fissuration horizontal d’une étendue de 10 mètres).
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Figure 17.93 – Evolution spatio-temporelle du degré de saturation dans la simulation du test
de Kamaishi. Cas no 3 (un plan de fissuration horizontal d’une étendue de 20 mètres).
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Ce travail s’inscrit dans un projet de recherche européen, TIMODAZ (Thermal Impact on
the Damaged Zone around a Radioactive Waste Disposal in Clay Host Rocks), dont
l’objectif est de prévoir le comportement de la zone endommagée par l’excavation de galeries des-
tinées à stocker des déchets radioactifs. Les phénomènes physiques en jeu sont complexes, car les
barrières de confinement sont des milieux poreux dont la saturation est couplée aux sollicitations
thermo-mécaniques. La barrière ouvragée, généralement faite de bentonite (qu’on peut assimiler
à de l’argile compactée), est partiellement saturée au moment du dépôt des paquets radiaoctifs,
alors que la barrière géologique envisagée, faite de granite ou d’argilite, est naturellement satu-
rée. Les prédictions sont d’autant plus difficiles à faire que l’état initial des différents milieux est
souvent mal connu. La plupart des études expérimentales ou numériques qui ont été pratiquées
jusqu’à présent portent généralement soit sur la phase d’excavation précédant l’entreposage des
déchets, soit sur la sollicitation thermique liée au stockage des paquets radioactifs. Dans le second
cas, la perturbation du massif générée par l’excavation est le plus souvent modélisée de façon
simplifiée.

A l’heure actuelle, peu de modèles d’endommagement ont été proposés pour les milieux po-
reux non saturés. Une approche consiste à faire abstraction de la partie mécanique du problème
d’endommagement, et à étudier l’influence d’un réseau de fissures au travers des répercussions qui
existent au niveau des transferts. Les modèles multimodaux permettent d’étudier un réseau
de pores aux tailles hétérogènes tout en considérant une unique équation d’équilibre hydraulique
à l’échelle du Volume Elémentaire Représentatif, tandis que les modèles multi-continua sont
fondés sur l’hypothèse que les flux sont régis par plusieurs réseaux poreux indépendants, qui ne
sont pas nécessairement en équilibre, et qui peuvent interagir entre eux. Les modèles de réseaux
sont formulés en conditions isothermes, et sont pour la plupart exclusivement consacrés à la des-
cription de l’écoulement de l’eau liquide. La seconde méthode couramment adoptée est fondée
sur la Mécanique des Milieux Continus Endommagés (“Continuum Damaged Mechanics”,
CDM). Une loi de comportement endommagée est exprimée en contrainte totale, et la contrainte
totale est le plus souvent injectée dans la définition d’une contrainte effective au sens de Bishop.
L’endommagement modélisé est alors exclusivement d’origine mécanique, et le phénomène de
fissuration est partiellement découplé des phénomènes capillaires. A l’heure où ce mémoire est
écrit, un seul modèle d’endommagement formulé en variables indépendantes a été trouvé dans
les ressources bibliographiques.

Le modèle d’endommagement développé pendant cette thèse, appelé modèle “THHMD” , est
destiné à étudier la fissuration de géomatériaux quasi-fragiles non saturés en conditions non
isothermes. Le cadre théorique présenté dans cette thèse permet d’étudier les milieux poreux
impliqués dans la conception de galeries de stockage de déchets radioactifs, à la fois pendant
la phase d’excavation et à la fois pendant la phase d’exploitation, durant laquelle le système
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consitué par la barrière ouvragée et par la barrière géologique est soumis à une sollicitation
thermique décroissante. Le modèle THHMD est formulé en variables d’état indépendantes : con-
traintes nettes, succion et contrainte thermique. Selon un principe de décomposition déjà adopté
par Gatmiri [70, 71, 72], le tenseur des déformations totales est décomposé en trois tenseurs de
déformation thermodynamiquement indépendants, chacun étant conjugué à l’une des variables
d’état de contrainte précédemment choisie [8]. Ainsi, le tenseur des déformations mécaniques εM
est thermodynamiquement conjugué au tenseur des contraintes nettes σ”, les déformations capil-
laires volumiques εSv sont thermodynamiquement conjuguées à la succion s, et les déformations
thermiques volumiques εTv sont thermodynamiquement conjuguées à la contrainte thermique pT .
Pour les besoins de l’implantation numérique du modèle dans le code d’Eléments Finis Θ-Stock
[72], créé par Gatmiri, la loi de comportement incrémentale a par la suite été traduite en fonction
des variations des déformations totales, de la succion et de la température. Le modèle est formulé
à l’échelle d’unVolume Elémentaire Représentatif (VER), potentiellement endommagé par
des microfissures qui, par hypothèse, n’interagissent pas. Les microfissures sont fictivement re-
groupées en familles de fissures d’orientation similaire, si bien que l’endommagement est en fait
représenté par trois méso-fissures virtuelles, correspondant aux trois plans de fissuration princi-
paux qui endommagent le VER. La variable d’endommagement est ainsi le tenseur de densité de
fissuration d’ordre 2 tel qu’il a été défini par Kachanov [106], exprimé dans une base principale,
qui est considérée comme étant fixe. L’endommagement est donc une variable homogénéisée.

La formulation du modèle est mixte, c’est-à-dire qu’elle combine des fondements phénoméno-
logiques et des aspects micromécaniques. La loi de comportement est dérivée de l’expression
de l’énergie libre de Helmhotz. On fait le postulat que cette dernière s’écrit sous la forme de
trois potentiels élastiques dégradés et de trois potentiels relatifs à l’existence de déformations ré-
siduelles après déchargement [55]. L’introduction de trois composantes énergétiques est motivée
par le choix de trois variables d’état indépendantes. L’intervention de potentiels qui décrivent les
déformations qui subsistent après le déchargement permet de représenter des effets résiduels sans
passer par l’introduction d’un potentiel plastique supplémentaire. Les expressions de ces poten-
tiels liés aux effets résiduels découlent de l’homogénéisation des micro-contraintes responsables
de l’ouverture des microfissures au sein du VER. Le procesus d’homogénéisation passe par la
considération d’un état mécanique équivalent, dans lequel le VER est soumis non seulement
aux contraintes mécaniques exercées dans le champ lointain, mais aussi à la méso-contrainte ho-
mogénéisée qui est à l’origine de l’ouverture de microfissures au sein du VER. Chaque potentiel
relatif à des déformations résiduelles dépend d’une rigidité d’endommagement scalaire. Etant is-
sus d’un processus d’homogénéisation, ces potentiels sont non locaux. On peut les comparer aux
termes énergétiques régularisateurs qui interviennent dans d’autres modèles « traités » contre les
problèmes de localisation.
On suppose que l’endommagement croît avec des sollicitations mécaniques ou thermiques engen-
drant des déformations de tension [150] d’une part, et avec des sollicitations capillaires générant
une rétraction des pores d’autre part. Par conséquent, seule une composante de la contrainte ther-
modynamiquement conjuguée à l’endommagement intervient dans la fonction de charge. Cette
dernière s’exprime en fonction des déformations résiduelles de tension mécanique, de rétraction
capillaire et de tension thermique. La fonction de charge est quadratique, et ne comprend que
deux valeurs de seuil. La loi d’écoulement est pseudo-normale (elle serait normale si la fonction
de charge dépendait de l’intégralité de la contrainte thermodynamiquement conjuguée à l’en-
dommagement).
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Les rigidités endommagées mécanique, capillaire et thermique sont calculées par une méthode
micromécanique. Une variable d’état dite endommagée (effective en CDM) est définie
pour chaque variable de contrainte (contraintes nettes, succion et contrainte thermique), au
moyen de l’opérateur de Cordebois et Sidoroff [42, 185]. L’application du Principe de l’Ener-
gie Elastique Equivalente (PEEE) permet ensuite d’en déduire les expressions des rigidités
endommagées en fonction des rigidités intactes et de l’endommagement.

Contrairement à tous les modèles d’endommagement proposés jusqu’à présent pour les milieux
poreux non saturés, les effets de la fissuration ne sont pas seulement pris en compte dans la loi
de comportement, mais aussi dans les lois de transfert. Les transferts des fluides sont supposés
être diffusifs [70]. Le flux thermique comporte quant à lui un terme diffusif, un terme advectif
et un terme relatif à l’évaporation. L’advection et l’évaporation étant des phénomènes ne faisant
pas intervenir la matrice solide, susceptible d’être fissurée, l’endommagement ne peut influencer
que des paramètres de conductivité diffusifs.
La perméabilité à l’eau liquide du matériau endommagé comporte une composante isotrope, re-
lative à la contribution à l’écoulement du réseau de pores réversiblement déformé. L’expression
de cette perméabilité « réversible » est la même que celle de la perméabilité du matériau intact
[70]. Une composante tensorielle (d’ordre 2) est introduite pour refléter les effets de l’anisotropie
induite par l’endommagement sur le transfert de l’eau liquide. Cette perméabilité, spécifique au
réseau de fracturation, est calculée en adaptant la méthode de Shao et al. [180] à un réseau de
méso-fissures homogénéisées. Le flux à l’intérieur des fissures est supposé laminaire, si bien que
la vitesse d’écoulement de l’eau au sein des méso-fissures peut s’écrire au moyen d’une loi cu-
bique. La formule obtenue dépend d’un paramètre de longueur interne, qu’on peut déterminer
si la perméabilité peut être mesurée à un niveau d’endommagment connu. La même démarche
est adoptée pour modéliser le transfert de la vapeur au sein du VER endommagé, à ceci près
que la diffusivité du matériau fissuré est supposée être un scalaire. Autrement dit, l’endomma-
gement module l’écoulement de la vapeur, mais ne l’oriente pas. Une seconde longueur interne
est introduite. Cette dernière peut être exprimée en fonction du paramètre introduit pour l’eau
liquide si la diffusivité endommagée est connue pour le même niveau d’endommagement que la
perméabilité endommagée.
Les expressions de la perméabilité à l’air et de la conductivité thermique de Fourier du maté-
riau intact sont conservées pour caractériser l’état endommagé. Pour autant, cela ne signifie pas
que les transferts de l’air et de la chaleur ne subissent pas l’influence de la fissuration, puisque
les conductivités impliquées dépendent soit de l’indice des vides, soit de la porosité [70]. Cette
dépendance vis-à-vis des déformations volumiques traduit une dépendance isotrope vis-à-vis du
tenseur de déformations totales, qui comporte une composante inélastique, et qui dépend donc
de l’endommagement. Autrement dit, dans le modèle THHMD, les transferts de l’air et de la
chaleur dépendent indirectement de l’intensité de l’endommagement, et ne sont pas orientés par
la fissuration.

Le modèle THHMD a été programmé dans le code d’Elements Finis Θ-Stock, pour réaliser
des études en déformations planes ou en configuration axisymétrique. Des variables de stockage
dynamique ont été ajoutées non seulement pour les besoins du modèle, mais aussi pour les be-
soins de l’algorithme de résolution. Ce dernier comporte trois boucles de calcul imbriquées : pour
chaque incrément de chargement k, un calcul itératif classique est réalisé. Pour chaque itération
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(k,i), le résidu est calculé selon la méthode de Newton-Raphson modifiée, au terme d’un calcul
itératif destiné à déterminer l’incrément de contrainte associée à l’endommagement dY+

d1, dont
l’expression est non linéaire. A chaque itération (k,i,j) du calcul de dY+

d1, un double test de
convergence est pratiqué. Puis un double test de convergence est réalisé pour évaluer le vecteur
résidu global et le vecteur de degrés de liberté global à partir de cette solution provisoirement
convergée à l’itération (k,i). Le calcul du résidu est complexe, car il met en jeu des lois de trans-
fert complètement couplées par cinq degrés de liberté nodaux. Un chapitre de ce mémoire est
consacré au calcul du résidu dans l’alogorithme propre au modèle THHMD.

Comme il existe peu de modèles d’endommagement dédiés à l’étude des milieux non saturés,
il existe peu d’études numériques de l’endommagement dont on puisse comparer les résultats à
ceux donnés par le modèle THHMD. De même, comme c’est un nouveau modèle, qui comporte
quelques paramètres spécifiques, il est très difficile de comparer des résultats expérimentaux aux
résultats fournis par le programme Θ-Stock. En effet, le calage des paramètres est très délicat, et
un programme expérimental adapté au modèle THHMD serait nécessaire pour valider le modèle
rigoureusement. En outre, si on trouve quelques exemples d’essais mécaniques réalisés sur des
matériaux fragiles, les effets capillaires et thermiques ont essentiellement été modélisés en élasti-
cité ou en élastoplasticité. C’est pourquoi les études numériques rapportées dans ce mémoire sont
le plus souvent des tests de justification du modèle THHMD, plutôt que des tests de validation.
On a suivi la démarche suivante :

• tests de validation : lorsque des résultats exploitables étaient fournis pour des essais réa-
lisés sur des géomatériaux fragiles, on a tenté de reproduire les expériences numériquement,
en choisissant les mêmes paramètres matériels que les auteurs, ou, à défaut, des valeurs
raisonnables trouvées dans d’autres articles ;

• tests de justification : lorsque des études expérimentales et/ou numériques étaient pro-
posées pour étudier les effets du chauffage d’un matériau poreux non saturé élastique, on
a tenté de reproduire la géométrie, les conditions initiales, les conditions aux limites et le
programme de chargement choisis par les auteurs, avec des paramètres matériels reflétant le
comportement le plus proche possible de celui qui était modélisé par les auteurs. On a ainsi
essayé de vérifier les résultats donnés par le programme Θ-Stock dans le domaine élastique
du modèle THHMD. Puis on a réalisé diverses études paramétriques sur l’endommagement
(rigidité d’endommagement, intensité de chargement, chargements multiples, longueurs in-
ternes, endommagement initial) pour étudier les tendances données par le modèle THHMD
dans le domaine fragile, dans le cadre de problèmes réalistes.

Les tests de validation réalisés d’après des essais de compression triaxiale sur des matériaux
secs [38, 91, 56] et d’après des essais de compression triaxiale drainés et non drainés [184] sur
des matériaux saturés donnent de très bons résultats, notamment pour le granite et le grès. Par
ailleurs, on vérifie parfaitement la théorie unidimensionnelle des tunnels pour un chargement
mécanique élastique. La modélisation thermo-mécanique de galeries profondes creusées dans un
massif granitique sec [32] permet de bien reproduire le phénomène de diffusion de la tempé-
rature, en déformations planes comme en configuration axisymétrique, lors d’un réchauffement
comme lors d’un refroidissement. Par ailleurs, les tendances de l’endommagement thermique sont
bonnes. Le calage des paramètres pour les tests réalisés en conditions non saturées est très déli-
cat. Cependant, on arrive à obtenir d’excellents résultats en élasticité pour des problèmes dans
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lesquels la matrice solide est considérée rigide, que ce soit pour un test de chauffage pratiqué en
laboratoire [161], ou pour la simulation du comportement d’une galerie réelle [163]. L’adéquation
parfaite entre les résultats de référence et les résultats donnés par Θ-Stock est plus difficile à
obtenir lorsque le problème est complètement couplé (problème THHM). Cependant, on obtient
de bons ordres de grandeur et de bonnes tendances pour les déformations volumiques, le degré
de saturation et la température, pour des tests de laboratoire [202], comme pour la simulation
d’essais de chauffage réalisés in situ (à échelle réelle), avec une barrière ouvragée non saturée et
une barrière géologique initialement saturée [79, 173]. Dans tous les tests de justification, même
les plus complexes, les tendances observées pour l’endommagement sont conformes à la théorie
proposée. Globalement, on constate que :

• l’endommagement augmente avec la rigidité d’endommagement (gM ou gS ou gT ) ;
• l’endommagement croît avec l’intensité du chargement, de quelque nature qu’il soit ;
• la combinaison de plusieurs types d’endommagement (i.e. de plusieurs rigidités d’endomma-

gement non nulles) accélère l’occurrence de la rupture totale du matériau, et généralement,
un type d’endommagement est prépondérant (endommagement mécanique ou capillaire ou
thermique), selon le type de chargement envisagé ;

• l’influence de l’endommagement sur la perméabilité à l’eau est d’autant plus forte que le pa-
ramètre de longueur interne correspondant est grand, et le choix d’une longueur matérielle
trop faible neutralise les effets de la fissuration sur la perméabilité à l’eau ;

• l’état d’endommagement initial du massif géologique peut grandement influencer le proces-
sus de désaturation par séchage et de resaturation par condensation au sein de la barrière
géologique.

Le modèle proposé donne satisfaction pour décrire l’évolution des objets envisagés dans sa for-
mulation... mais comporte de nombreuses limitations, car des simplifications ont été effectuées et
des phénomènes physiques ont été ignorés. Par exemple, l’hypothèse de non-interaction des fis-
sures soulève quelques questions. L’endommagement ne serait-il pas mieux modélisé par plusieurs
potentiels dissipatifs ? Si oui, comment garantir l’indépendance de ces potentiels ? Concernant
les phénomènes physiques à explorer, il serait intéressant de coupler le modèle THHMD avec
un modèle viscoplastique, pour mieux représenter les effets du temps sur des galeries destinées
à être exploitées pendant des dizaines d’années. Le problème de la rotation du plan principal
de l’endommagement n’a pas encore été vraiment traité à l’heure actuelle. L’approche discrète
adoptée par Bargellini [13] est très mathématique, et difficile à mettre en oeuvre numériquement.
La décomposition spectrale du tenseur de souplesse proposée par Desmorat [54] ne semble pas
avoir été transcrite dans un programme numérique. Par ailleurs, l’anisotropie de l’endommage-
ment ramène au problème du choix du nombre de paramètres de type longueur interne. En toute
rigueur, ne faudrait-il pas associer un tenseur de longueurs internes à toute variable tensorielle
d’endommagement, comme c’est suggéré par Bargellini [13] ? En outre, une étude de l’enrichis-
sement par microstructure serait intéresante pour décrire les phénomènes de bifurcation [199].
Enfin, la modélisation des phénomènes de cicatrisation est très complexe. Il semble qu’on ne
puisse pas se passer d’une variable tensorielle d’ordre 4 pour faire ce travail rigoureusement [90].
Dans le cadre de cette thèse, le modèle THHMD n’a été utilisé que pour étudier des problèmes
géotechniques liés à l’EDZ. De nombreuses applications de la modélisation de l’endommagement
semblent également possibles en biomécanique [183].





ANNEXE A

Détail du calcul de la rigidité mécanique endommagée

377



378 Annexe A. Détail du calcul de la rigidité mécanique endommagée



A.1. Inverse de l’opérateur de contraintes endommagées 379

A.1 Inverse de l’opérateur de contraintes endommagées

On exprime le tenseur δij − Ωij dans une base principale. Il devient alors facile d’exprimer
le tenseur Aij = (δ − Ω)1/2

ij dans une base principale. On a :

∀σ”kl, M (Ωpq)
−1

ijkl σ”lk = Aik σ”kl Alj (A.1)

En configuration axisymétrique, σ”ij est décomposé dans la base (er ⊗ er, ez ⊗ ez, er ⊗ ez,
eθ ⊗ eθ), et les couples d’indices (i,j) et (k,l) du coefficient tensoriel

[
M (Ωpq)

−1
]
ijkl

prennent

leurs valeurs dans l’espace ((r,r), (z,z), (r,z), (θ, θ)) :

si (i, j) 6= (r, r) ou (z, z) ou (r, z) ou (θ, θ)
ou si (k, l) 6= (r, r) ou (z, z) ou (r, z) ou (θ, θ)

alors
[
M (Ωpq)

−1
]
ijkl

= 0
(A.2)

Le principe de décomposition est le même en déformations planes, avec une projection dans l’es-
pace ((x,x), (y,y), (x,y)). Comme l’égalité A.1 est vraie pour tout tenseur σ”kl, on peut écrire
l’égalité A.1 pour toutes les composantes de base er ⊗ er, ez ⊗ ez, er ⊗ ez et eθ ⊗ eθ. On obtient
ainsi les coefficients

[
M (Ωpq)

−1
]
ijrr

,
[
M (Ωpq)

−1
]
ijzz

,
[
M (Ωpq)

−1
]
ijrz

et
[
M (Ωpq)

−1
]
ijθθ

, pour

tout couple (i,j) de l’espace ((r,r), (z,z), (r,z), (θ, θ)).
Le tenseur Aij est exprimé dans la base canonique : en configuration axisymétrique, les in-
dices i et j prennent alors leurs valeurs dans l’espace (r, z, θ). Les coefficients

[
M (Ωpq)

−1
]
ijrr

,
[
M (Ωpq)

−1
]
ijzz

,
[
M (Ωpq)

−1
]
ijrz

et
[
M (Ωpq)

−1
]
ijθθ

s’écrivent alors :





[
M (Ωpq)

−1
]
ijrr

= Air Arj[
M (Ωpq)

−1
]
ijzz

= Aiz Azj[
M (Ωpq)

−1
]
ijrz

= Air Azj[
M (Ωpq)

−1
]
ijθθ

= Aiθ Aθj

(A.3)

A.2 Coefficients du tenseur de rigidité mécanique intact

En configuration axisymétrique, les couples d’indices (i,j) et (k,l) du coefficient tensoriel
[
D0

e

]
ijkl

prennent leurs valeurs dans l’espace ((r,r), (z,z), (r,z), (θ, θ), et on peut écrire le tenseur d’ordre
4 D0

e ijkl sous la forme d’un tenseur d’ordre 2 D0
eIJ , dont les indices I,J prennent leurs valeurs

dans l’espace (rr, zz, rz, θθ). Le principe de décomposition est le même en déformations planes,
mais les directions sont (xx, yy, xy). Dans un tel espace, le tenseur D0

e peut s’écrire :

[
D0

e

]
=

3B0

9B0 −E0




3B0 + E0

3B0 − E0

0
3B0 − E0

3B0 −E0

3B0 + E0

0
3B0 −E0

0
0
E0

0

3B0 −E0

3B0 −E0

0
3B0 + E0


 (A.4)
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Le domaine réversible du modèle THHMD est modélisé par une loi élastique non-linéaire de type
hyperbolique :





EL = KL patm (1−Rf SL)2
(

σ3
patm

)n
, SL = σ1−σ3

(σ1−σ3)ult

EU = KU patm

(
σ3

patm

)n

B = Kb patm

(
σ3

patm

)m
= K ′ = E

3 (1−2 ν) = 2 µ +3 λ
3

(A.5)

avec les coefficients de Lamé : 



µ = E
2 (1+ν)

λ = E ν
(1+ν) (1−2ν)

(A.6)
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B.1 Calcul de la dérivée de l’inverse de l’opérateur de contraintes
endommagées

On utilise la relation A.3, qui permet de calculer les coefficients du tenseur M (Ωpq)
−1

ijkl en
fonction des coefficients du tenseur Ωpq. Si on travaille dans une configuration axisymétrique,
on peut exprimer la dérivée de M (Ωpq)

−1
ijkl par rapport à l’endommagement de la manière

suivante :

∂[M(Ωpq)−1]
ijkl

∂Ωpq
=

∑
i,j,p,q

(
∂[M(Ωpq)−1]

ijrr

∂Ωpq
+

∂[M(Ωpq)−1]
ijzz

∂Ωpq
+

∂[M(Ωpq)−1]
ijrz

∂Ωpq
+

∂[M(Ωpq)−1]
ijθθ

∂Ωpq

) (B.1)

que l’on peut réécrire sous la forme :

∂
[
M (Ωpq)

−1
]
ijkl

∂Ωpq
=

∑

i,j,p,q

(
∂Air Arj

∂Ωpq
+

∂Aiz Azj

∂Ωpq
+

∂Air Azj

∂Ωpq
+

∂Aiθ Aθj

∂Ωpq

)
(B.2)

Le principe est le même en déformations planes. On en déduit que :

∂[M(Ωpq)−1]
ijkl

∂Ωpq
=

∑
i,j,p,q

((
∂Air
∂Ωpq

Arj + Air
∂Arj

∂Ωpq

)
+

(
∂Aiz
∂Ωpq

Azj + Aiz
∂Azj

∂Ωpq

))

+
∑

i,j,p,q

((
∂Air
∂Ωpq

Azj + Air
∂Azj

∂Ωpq

)
+

(
∂Aiθ
∂Ωpq

Aθj + Aiθ
∂Aθj

∂Ωpq

))

(B.3)

Il s’agit à présent de calculer la dérivée partielle du tenseur Aij = (δ − Ω)1/2
ij par rapport

à l’endommagement :

∂Aij

∂Ωpq
=

∂(δ − Ω)1/2
ij

∂Ωpq
=

1
2

(δ − Ω)1/2
ik

(
−∂Ωkj

∂Ωpq

)
= −1

2
A−1

ik ∆kjpq (B.4)

où ∆ est le tenseur identité d’ordre 4. On rappelle que :

∆ijkl = δik δjl (B.5)

où δij est le tenseur identité d’ordre 2. Les équations B.3, B.4 et B.5 permettent de calculer les co-

efficients
(

∂[M(Ωpq)−1]
∂Ωpq

)

ijmnpq

=
∂[M(Ωpq)−1]

ijmn

∂Ωpq
. Comme

[
M (Ωpq)

−T
]
ijmn

=
[
M (Ωpq)

−1
]
mnij

,

on en déduit que
(

∂[M(Ωpq)−T ]
∂Ωpq

)

ijmnpq

=
(

∂[M(Ωpq)−1]
∂Ωpq

)

mnijpq

. Les tenseurs ∂[M(Ωpq)−1]
∂Ωpq

et

∂[M(Ωpq)−T ]
∂Ωpq

sont d’ordre 6. Leur dimension est 3x3x3x3x3x3. Pour pouvoir effectuer des opé-
rations avec d’autres tenseurs exprimés dans la base (rr, zz, rz, θθ) (base (xx, yy, xy) en défor-
mations planes), on convertit ces tenseurs en des tenseurs d’ordre 3, de dimensions 4x4x4 (3x3x3
en déformations planes).
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B.2 Dérivée partielle de la rigidité mécanique par rapport à l’en-
dommagement

D’après l’équation 5.96 :
De(Ω) = M(Ω)−1 : D0

e : M(Ω)−T (B.6)

On en déduit que :

∂De(Ω)
∂Ω

=
∂

(
M(Ω)−1

)

∂Ω
: D0

e : M(Ω)−T + M(Ω)−1 : D0
e :

∂
(
M(Ω)−T

)

∂Ω
(B.7)

L’équation A.3 permet de déterminer les tenseurs M(Ω)−1 et M(Ω)−T . Les équations B.3, B.4

et B.5 donnent les expressions des tenseurs ∂(M(Ω)−1)
∂Ω et ∂(M(Ω)−T )

∂Ω .

B.3 Dérivées des rigidités relatives à la succion et à la contrainte
thermique

D’après l’équation 5.111 : 



βs (Ω) = 9

[((δ−Ω)−1)
ii
]2

β0
s

βT (Ω) = 9

[((δ−Ω)−1)
ii
]2

β0
T

(B.8)

Pour calculer ∂βs(Ω)
∂Ω et ∂βT (Ω)

∂Ω , on doit calculer CΩ = ∂
∂Ω

(
1

[((δ−Ω)−1)
ii
]2

)
:

CΩpq =
−2[(

(δ − Ω)−1
)

ii

]3

∂
[(

(δ − Ω)−1
)

ii

]

∂Ωpq
(B.9)

On a :

∂[((δ−Ω)−1)
ii
]

∂Ωpq
=

∂
[
((δ−Ω)−1)

ij
δji

]

∂Ωpq

= (δ − Ω)−2
ik

(
∂Ω
∂Ω

)
kjpq

δji = (δ − Ω)−2
ik ∆kjpq δji

= (δ − Ω)−2
ik δkp δjq δji = (δ − Ω)−2

ik δkp δiq = (δ − Ω)−2
ik ∆kipq = (δ − Ω)−2

pq

(B.10)

Les équations B.8, B.9 et B.10 permettent de calculer ∂βs(Ω)
∂Ω et ∂βT (Ω)

∂Ω .
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