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Introduction générale

Positionnement des problèmes

Dans de nombreux systèmes de communication tant filaire que sans fil, le phénomène d’inter-
férence est présent et est souvent un sérieux frein au développement de ces dits systèmes. En
effet, cette interférence modifie et donc perturbe le signald’intérêt. Cette interférence apparaît
sous de multiples formes. On peut songer par exemple à l’interférence entre symboles liée à
la présence d’un canal de propagation de type multi-trajets, à l’interférence entre utilisateurs
(comme en 3G avec le CDMA), à l’interférence entre porteuses(dans un système OFDM mal
synchronisé fréquentiellement) ou encore à l’interférence entre différents canaux (comme le
problème de diaphonie en ADSL ou bien encore le problème des canaux adjacents en com-
munication sans fil). En fait, il est possible de parler d’interférence dès que plusieurs nœuds
(utilisateurs, antennes, etc.) sont présents dans un réseau donné et veulent partager une certaine
ressource commune (ou dimension) disponible, soit-elle spatiale, fréquentielle ou temporelle.
Une gestion intelligente de l’interférence est alors nécessaire afin de limiter son impact négatif.

Il est toutefois important de noter que, malgré un impacta priori négatif comme expliqué
ci-dessus, l’interférence peut dans certaines circonstances devenir bénéfique si elle est gérée
de manière adéquate. C’est, par exemple, le cas du canal radio-mobile multi-trajets couram-
ment rencontré dans le contexte des communications mobilesurbaines. En effet, grâce aux
nombreuses réflexions de l’onde émise sur les différents obstacles environnants (immeubles,
voitures en mouvement, etc.), il est possible de recevoir lesignal émis au niveau du récepteur
et ceci même si le récepteur n’est pas en ligne de mire de l’émetteur. Clairement ce phénomène
de multi-trajets est ici utile même s’il conduit à engendrerde l’interférence entre symboles.
De même pour contrer l’aspect aléatoire de l’amplitude de ces trajets, il est courant maintenant
d’introduire de la diversité dans la transmission par le biais d’antennes multiples qui engendrent
elle-mêmes de l’interférence. Si ces interférences crééesne sont pas bien gérées, le bénéfice est
faible voire nul. En revanche, si ces interférences sont gérées de manière pertinente, elles de-
viennent profitables.

Dans le contexte de systèmes subissant de l’interférence, l’un des défis est de trouver des
protocoles intelligents gérant efficacement cette interférence. Aujourd’hui, il existe plusieurs
manières de la traiter. Tout d’abord, grâce à des techniquesde codage, il est souvent possible
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d’orthogonaliser les liens de transmissions, ce qui annulel’interférence. Bien que très répandue
en pratique (dans les réseaux de téléphonie mobile, par exemple), cette approche a l’inconvé-
nient de ne pas exploiter convenablement les degrés de liberté du système et n’est pas optimale
d’un point de vue de la théorie de l’information. D’un autre côté, une autre technique consiste
à ignorer complètement l’interférence. Dans ce cas, l’information de chaque lien est transmise
simultanément et les différents récepteurs ajoutent l’interférence présente au bruit thermique.
Nous savons aujourd’hui que pour de faibles niveaux d’interférence, les résultats de cette ap-
proche sont acceptables. Toutefois, si celle-ci devient trop importante, cette technique devient
clairement sous-optimale. Finalement, la troisième façonde gérer l’interférence est de la consi-
dérer comme un vrai signal et ainsi de profiter de certaines deses caractéristiques pour améliorer
les performances du système. Naturellement, ceci se fait aucoût d’une complexité accrue, car
une détection conjointe adaptée doit être mise en place. C’est, par exemple, le cas des codes
spatio-temporels, qui prennent parti de l’interférence multi-antennaire pour améliorer la fiabi-
lité et le débit du système.

Dans cette thèse, nous suivons ce fil directeur qu’est la gestion de l’interférence et nous
tâchons de proposer des solutions originales à quelques-uns des problèmes provoqués par la
présence d’interférence. Nous avons ainsi abordé trois sujets : les transmissions à ultra large
bande, les transmissions à antennes multiples et les transmissions OFDM sur canal à interfé-
rence gaussien. Pour chacun de ces trois types de transmission, nous identifions un problème
particulier lié à la présence d’une interférence et nous en apportons une solution originale. Dans
la section suivante, nous détaillons les trois aspects de notre étude et nous énumérons les contri-
butions principales de ce travail.

Plan et contributions

Cette section est dédiée au plan de la thèse et à la présentation brève des principaux résultats
obtenus. Nous serons concis car chaque chapitre a été écrit de manière indépendante et possède
une introduction propre, où nous expliquons en détail le problème particulier que nous voulons
résoudre et décrivons nos contributions par rapport à l’état de l’art.

La thèse est divisée en trois chapitres. Dans le chapitre 1, de façon à augmenter le débit
de transmission dans les systèmes à ultra large bande basés sur des impulsions brèves (ce qui
est nécessaire dans certains contextes, comme l’émission de séquences vidéo), nous proposons
d’attribuer plusieurs codes à saut temporel au même utilisateur. Dans le cas d’un récepteur rake,
ceci implique dans l’apparition d’un nouveau type d’interférence associée aux codes supplé-
mentaires alloués à l’utilisateur d’intérêt. Par conséquent, le bénéfice sur le débit de ce type de
stratégie n’est pas immédiat et nous nous penchons sur les impacts que notre proposition peut
avoir sur les performances du système. En particulier, nouscalculons une expression analytique
de la variance de l’interférence multi-codes, dans le contexte d’un schéma à ultra large bande
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à impulsion par codes de saut temporel. Ceci nous permet d’analyser de façon théorique l’in-
fluence de ces codes additionnels pour différents paramètres du canal et de configuration du
système.

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons au problème de l’optimisation de la probabilité de
coupure dans un système à plusieurs antennes de transmission et une antenne de réception, dans
le contexte d’un canal de Rice à évanouissement lent. Il est connu que les vecteurs propres de la
matrice de covariance du signal transmis qui minimise la probabilité de coupure est le vecteur
déterministe normalisé associé à la moyenne du canal de Riceet N − 1 autres vecteurs ortho-
normaux formant une base de l’espace orthogonal à l’espace engendré par le vecteur moyen.
Notre contribution dans ce chapitre est de trouver les meilleures valeurs propres. Nous montrons
qu’à grand rapport signal-à-bruit, la partie de la puissance disponible allouée à la composante
Rayleigh du canal doit être uniformément distribuée entre sesN − 1 vecteurs propres. De plus,
nous montrons exactement à partir de quel rapport signal-à-bruit toutes les antennes doivent être
allumées. Finalement, nous proposons une allocation de puissance originale dans un contexte à
plusieurs antennes de transmission et plusieurs antennes de réception. Nous observons numé-
riquement les gains obtenus par les schémas d’allocation depuissance proposés par rapport à
ceux obtenus avec une distribution uniforme et autres protocoles existants dans la littérature.

Dans le troisième et dernier chapitre, nous nous intéressons au problème de l’allocation de
puissance dans le canal à interférence gaussien par porteuse. La capacité du canal à interférence
gaussien reste, aujourd’hui, un problème ouvert. Cependant, plusieurs progrès ont été fait der-
nièrement. Nous savons ainsi qu’il est possible, à travers un schéma du type Han-Kobayashi,
d’approcher cette capacité à un bit près, et ceci pour tous les régimes d’interférence. Dans
ce contexte, la capacité est définie à fort rapport signal-à-bruit comme le produit d’un terme
dépendant du rapport signal-à-bruit et du rapport interférence-à-bruit avec un terme égal au lo-
garithme du rapport signal-à-bruit. Le premier terme du produit est appelé le degré de liberté
généralisé du système. Cette capacité utilise de manière optimale l’information transportée par
l’interférence, ce qui conduit à atténuer ses propres effets néfastes. Notre contribution consiste à
développer un algorithme d’allocation de ressources dans un système multi-porteuses, subissant
un canal à interférence gaussien par porteuse, qui est basé sur la formule de capacité du système
dépendant des degrés de libertés généralisés. Nous montrons par simulations numériques que, si
un code permettait d’implémenter ce concept de degrés de liberté, il serait possible d’obtenir de
bien meilleures régions de débits atteignables. Le contexte pratique de notre travail est l’ADSL
où le canal de transmission peut être vu comme un canal à interférence gaussien. Nous faisons
notamment des comparaisons avec des schémas classiques de gestion dynamique du spectre qui
traitent l’interférence comme du bruit.
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Chapitre 1

Allocation multi-codes en UWB

1.1 Introduction et positionnement du problème

En raison de l’explosion du nombre de réseaux de communication sans fil de type très di-
vers comme la téléphonie cellulaire, la géolocalisation oudes réseaux locaux, le spectre, qui
est réglementé par des organismes gouvernementaux, est presque saturé dans les bandes in-
téressantes. Pour contourner cet engorgement, deux solutions distinctes existent : la première
solution est basée sur le fait que le réseau bien que saturé théoriquement est en fait utilisé avec
parcimonie. Ainsi à un instant donné et à un lieu donné, le spectre peut ne pas être utilisé par les
utilisateurs dits primaires. C’est notamment le cas pour les bandes TV [1]. Ce constat a permis
le développement du concept de la radio cognitive qui permetà des utilisateurs dits secondaires
de se faufiler dans des bandes qui leur sonta priori interdites mais inoccupées [2]. La deuxième
solution, indépendante du taux d’occupation réelle du spectre, réside à autoriser l’émission sans
licence de certains signaux ne dépassant pas un seuil et doncà très faible puissance. Le seuil
sera fixé afin de ne pas déranger les utilisateurs primaires des bandes sur lequel ce signal émet-
tra faiblement. Ce signal étant à très faible niveau de puissance par unité de bande, il nécessite
l’emploi de techniques à étalement de spectre afin d’assurerun minimum de débit. C’est pour-
quoi les techniques à base d’ultra large bande (en anglais,Ultra Wide-Band(UWB)) sont très
intéressantes. Nous rappelons qu’un signal ultra large bande admet un niveau d’énergie maxi-
mal de−41, 25dBm/MHz et une densité spectrale de bande supérieure à500 MHz [3]. Depuis
l’autorisation pour son utilisation aux Etats-Unis par laFederal Communications Commission
(FCC) en 2002 [4], cette technologie a reçu une grande attention de la part des communautés
scientifique et industrielle.

Deux grandes techniques de modulation UWB existent dans la littérature : la première,
qui est la méthode historique, consiste à moduler des impulsions de très courte durée selon
l’information à transmettre. On parle alors de radio par impulsion (en anglais,Impulse Radio
(IR)) [5–7]. À cette technique, on peut associer différentes sortes d’accès multiple comme l’ac-
cès par répartition de codes de sauts temporels (en anglais,Time Hopping Codes(TH)) [6] et
l’accès par répartition de codes de séquence directe (en anglais,Direct Sequence(DS)) [8]. La
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modulation de l’impulsion est également une variable d’ajustement : il est souvent retenu la mo-
dulation par position (en anglais,Pulse Position Modulation(PPM)) ou la modulation par am-
plitude (en anglais,Pulse Amplitude Modulation(PAM)). Notez que l’IR-UWB raisonne avec
des signaux réels car l’impulsion amène directement le signal dans la bande souhaitée et n’est
pas modulé soit par un cosinus soit par un sinus. Par conséquent, la modulation PAM ne peut être
remplacée par des modulations plus efficaces de type PSK ou QAM. La deuxième technique
de modulation UWB repose sur le fait de décomposer la bande totale du signal en plusieurs
sous-bandes dans lesquels une modulation OFDM est mise en œuvre (en anglais,Multi-Band
Orthogonal Frequency Division Multiplex(MB-OFDM)). Pour l’UWB, deux groupes de travail
de normalisation ont existé : l’un pour le haut-débit et la courte distance (IEEE 802.15.3a),
l’autre pour le bas-débit et la moyenne distance (IEEE 802.15.4a). Le groupeIEEE 802.15.3a
s’est dissous en 2006 sans choisir entre l’IR-UWB et le MB-OFDM, alors que le groupeIEEE
802.15.4apréconise l’emploi de l’IR-UWB.

Nos travaux rentraient dans le cadre d’un projet ANR appelé RISC (pour Réseaux hété-
rogènes Intelligents pour Situations de Crise). Pour ce projet, nous devions mettre en place
un système de communicationad-hocn’interférant pas, ou peu, avec des systèmes déjà exis-
tants sur place pour un déploiement de forces de sécurité et de protection civile dans une zone
d’opération. Une illustration de scénario de déploiement peut être, par exemple, une opération
de sécurité publique lors d’une catastrophe industrielle localisée, de type pollution chimique.
Sur ce même lieu géographique, la police s’occupe de la sécurité de la zone, les pompiers se
chargent de l’intervention proprement dite et une équipe demédecins se charge de l’assistance
santé nécessaire. Comme nous pouvons le constater, une hétérogénéité inhérente existe, dû aux
différents rôles et demandes en qualité de service (en anglais, Quality of Service(QoS)) de
chacun des utilisateurs de ce réseau.

Afin de mieux comprendre la problématique que nous traitons ici, nous montrons un exemple
simple de scénario opérationnel dans la figure 1.1. Nous représentons trois liaisons entre trois
nœuds avec différents contenus à transmettre et les contraintes de QoS associées. Un pompier
(B) doit secourir un blessé et demande l’aide d’un médecin (A). Pour ceci, il appelle le centre
de contrôle (G) qui effectue la mise en relation en phonie. Lemédecin demande alors une pho-
tographie de la blessure, afin d’aider au diagnostic. Le pompier, en possession d’une caméra,
transmet une vidéo au centre de contrôle, qui en extrait une photographie et l’envoie au mé-
decin. Enfin des capteurs dispersés sur les lieux ou bien accrochées aux personnes intervenant
sur la zone peuvent transmettre à un centre de commandement des indications sur la tempé-
rature des lieux et la composition chimique de l’air. Cette situation simple illustre clairement
l’hétérogénéité inhérente du problème.

De façon plus générale, nous illustrons le type de système que nous voulons traiter dans
la figure 1.2. Ici, plusieurs infrastructures communicantes différentes coexistent et forment un
même réseau global. L’UWB offre un service sans licence et pouvant cohabiter avec des sys-
tèmes de communication primaires existant, grâce à ses faibles puissances d’émission. Il est
adapté aux applications de moyenne portée. De plus un des avantages important de l’UWB
pour ce genre de réseau est la possibilité de réaliser des mesures de distance précises entre les
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QoS: latence, jitter

QoS: PEP, débit de transmission

G transmet

une image à A

B transmets un

vidéo à G

A et B communiquent

en phonie numérique

médecin

pompier

pompier
Centre de contôle

A

B

pompier

pompier

artificier

G

Figure 1.1 – Exemple de scénario sur théâtre d’opération et contraintes associées.

nœuds avec la même forme d’onde utilisée pour la transmission de données. Finalement, de
par sa nature, la forme d’onde UWB est robuste au brouillage et à l’écoute, ce qui constitue un
élément de protection naturelle pour la sécurité des transmissions. C’est pourquoi l’utilisation
de modulation UWB répond bien au cahier des charges fixé et quenous la préconisons dans ce
projet pour la couche physique de ce réseauad hoc. Etant donné le choix fait pour les groupes
de travail à l’IEEE, nous avons opté pour un système IR-UWB. Par souci de simplicité, nous
n’étudierons ensuite que le cas d’un accès multiple TH et d’une modulation PAM associé à ce
système IR-UWB. Néanmoins nos travaux pourraient être facilement transposés au cas d’un
accès multiple DS et/ou d’une modulation PPM.

Noeud de communication fixe

Noeud de communication mobile

Noeud capteur fixe

Noeud capteur PAN

Lien physique haut débit

Lien physique faible débit

Lien physique moyen débit

Figure 1.2 – Exemple de réseau hétérogène considéré dans cette étude.

Pour des raisons de complexité algorithmique, nous préconisons également de construire
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une couche physique identique pour tous les nœuds d’un même système de communication.
Ainsi, tous les émetteurs et récepteurs auront le même matériel et seront, à la base, configurés
de la même façon. Par conséquent, peu d’information d’entête sera nécessaire pour la mise en
place de chaque lien de communication, ce qui simplifiera grandement les couches supérieures
à la couche physique.

De plus, toujours dans l’idée de maintenir des terminaux à faible coût et de faible com-
plexité, nous considèrerons dans la suite de notre étude uneréception du type rake. Ce type de
récepteur possède l’avantage de n’être composé que par des corrélateurs, qui sont simples et
peu coûteux à implémenter [9]. Le problème de cette configuration est que ses performances
sont généralement assez pauvres et ne permettent pas d’assurer toujours un débit important aux
utilisateurs qui en font la demande.

C’est pourquoi, dans le contexte de notre travail, nous proposonsd’attribuer plusieurs
codes d’accès multiple à un même utilisateur, ce qui pourra lui permettre de satisfaire sa
contrainte de débit lorsque celle-ci est élevée. En effet, ce nombre de codes sera naturellement
directement proportionnel à ses contraintes de qualité de service. Cependant, de par la struc-
ture du récepteur rake, ces codes additionnels génèrent malheureusement une certaine quantité
d’interférence qui introduit de la distorsion lors de la détection de l’utilisateur d’intérêt. Nous
appellerons dorénavant cette interférence « d’interférence multi-codes » (IMC). Naturellement,
le débit n’augmentera pas de façon linéaire avec le nombre decodes attribués et l’effet bénéfique
de cette technique n’est ainsi pas direct. Notre contribution principale est d’analyser l’influence
du nombre de codes additionnels sur le système. Nous divisons notre étude en trois parties :
tout d’abord nous calculons une expression analytique approximative de la variance de l’in-
terférence multi-codes. Cette valeur théorique nous permet ainsi de fournir une approximation
des valeurs maximum de débits possibles, par rapport au nombre de codes de sauts temporels
additionnels. De plus, nous étudions la valeur analytique de la variance par rapport au nombre
d’impulsions par symbole et aussi par rapport aux paramètres statistiques du canal de propa-
gation. Finalement, nous fournissons une étude comparative du système multi-codes que nous
proposons par rapport à un système traditionnel mono-code où la configuration aura été adaptée
de façon à obtenir le même débit total de l’utilisateur d’intérêt.

Le reste du chapitre est organisé comme suit : nous introduisons le modèle complet du sys-
tème que nous considérons dans la section 1.2. Nous présentons ensuite, dans la section 1.3,
l’état de l’art sur le calcul de variance d’interférence dans un système UWB. Nous montrons
comment, bien que semblable, notre cas est différent des approches déjà effectuées dans la litté-
rature de calculs de variances d’interférence. Dans la section 1.4, nous calculons une valeur ap-
proximative de la variance de l’IMC. Bien que non exacte maisnéanmoins précise, cette valeur
possède une expression analytique, ce qui la rend intéressante d’un point de vue de l’implémen-
tation. Nous consacrons la section 1.5 aux simulations. Nous étudions notamment de manière
détaillée le comportement de la variance de l’IMC par rapport aux différents paramètres du sys-
tème et nous comparons notre configuration à un système UWB mono-code. Finalement, nous
concluons le chapitre dans la section 1.6 et présentons les possibles perspectives de recherche
associées à ce travail.
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1.2 Modèle du système

Comme nous l’avons précisé dans l’introduction de de chapitre, nous nous intéressons ici aux
systèmes ultra large bande par impulsions radio (IR). Nous présentons ainsi le modèle du signal
au niveau de l’émetteur, le modèle probabiliste du canal de propagation et nous décrivons le
récepteur rake utilisé, que nous avons adapté au cas d’un utilisateur ayant plusieurs codes. Nous
en déduisons finalement l’expression du signal à la sortie dece récepteur, c’est-à-dire, avant la
prise de décision, qui sera le point de départ de notre analyse. Dans tout ce chapitre, par souci
de simplicité mais en fait sans perte de généralité, nous supposons un système dans lequel un
seul utilisateur est actif. En revanche cet utilisateur a plusieurs codes d’accès multiple.

1.2.1 Modèle du signal à l’émetteur

Nous utilisons ici le modèle classique du signal UWB, en utilisant la notation de [6] et la notion
de codes de saut temporel développés [10]. Mathématiquement, le signal associé à un utilisateur
à qui nous avons attribuéN codes s’écrit de la forme suivante, dans le cas d’une modulation
PAM

x(t) =
N∑

n=1

xn(t),

oùxn(t) correspond au signal associé aunèmecode. Nous supposons que la puissance du signal
associé à chaque code est normalisé. Ainsi, l’expression dexn(t) est

xn(t) =

+∞∑

i=−∞

dn(i)

NcNf−1∑

j=0

cn(j)w(t − iNfTf − jTc − θ)

où Nc est le nombre de chip de duréeTc et Nf est le nombre de trames de duréeTf , NcTc.
w(t) est une impulsion de duréeTw ≪ Tc [11], qui épouse le masque d’émission imposé par la
FCC. Nous avons choisi l’impulsion suivante qui est décritedans [12].

w(t) =

√
2

π

cos(2πf0t)

σ
e−t2/σ2

,

avecf0 la fréquence porteuse etσ l’écart type de l’enveloppe gaussienne dew(t). Les para-
mètres de cette impulsion sont choisis de telle manière à vérifier la contrainte de puissance
donnée par la FCC.

Le défaut de synchronisationθ entre l’utilisateur et une horloge absolue est modélisé par
une variable aléatoire uniformément distribuée sur la durée d’un symbole. Notez que ce défaut
est le même pour tous les codes, étant donné qu’ils passent tous par les mêmes chemins de
communication et par la même horloge. Naturellement, les symboles transmisdn(i) ∈ {−1, 1}
sont supposés indépendants et identiquement distribués (i.i.d.). Les codes de saut temporel dé-
veloppés{cn(j)}NcNf−1

j=0 sont définis comme suit :cn(j) est différent de zéro si et seulement si
le jèmechip associé aunèmecode est occupé par une impulsion [12].
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Sans aucune perte de généralité, nous considérerons dans lasuite le défaut de synchronisa-
tion θ comme étant nul. Il est aussi intéressant de noter que nous considérons ici une modulation
PAM, mais les résultats de ce travail peuvent être étendus defaçon directe aux modulations en
position (PPM). De la même manière, nos résultats peuvent être étendus au cas de codes d’accès
multiple à séquence directe. La seule différence sera que les{cn(j)}n,j valent1 ou−1 et non1

et0.

1.2.2 Modèle du canal de communication

En ce qui concerne le canal de propagation, nous utilisons ici le modèle conventionnel établi
pour les réseaux UWB personnels (en anglais,Personal Area Networks(PAN)) [13,14]. De fa-
çon générale, ce canal est à trajets multiples et une réalisation h(t) de sa réponse impulsionnelle
s’écrit

h(t) =

Np∑

k=1

Akδ(t − τk),

avecNp défini comme le nombre de trajets,Ak et τk étant respectivement l’atténuation et le
retard dukème trajet. Sans perte de généralité, nous supposons que les retards sont ordonnés de
manière croissante. Nous avons ainsiτk

n < τk+1
n pour toutk et toutn. Par souci de simplicité,

nous supposons également que tous les utilisateurs ont le même nombre de trajetsNp.
Dans [14] et [13], il est établi de manière empirique que les trajets multiples arrivent par

paquets ou grappes. On note,T ℓ
n, le temps d’arrivée du premier trajet de la grappeℓ. Étant donné

les mesures effectuées dans [14] et [13], il a été observé qu’il était raisonnable de modéliser
les variables aléatoires{T ℓ

n}ℓ par un processus de Poisson de paramètreΛ. Chaque paquet est
composé de plusieurs retards. On note parτ̃k,ℓ

n le temps d’arrivée dukème trajet de la grappe
ℓ avec pour référence temporelle le temps d’arrivée du premier trajet de la grappe considérée.
Ces variables aléatoires{τ̃k,ℓ

n }k sont également modélisées par un processus de Poisson de
paramètreλ. Il s’ensuit que les densités de probabilité des retards sont les suivantes

p(T ℓ
n|T ℓ−1

n ) = Λe−Λ(T ℓ
n−T ℓ−1

n ), ℓ > 0,

p(τ̃k,ℓ
n |τ̃ (k−1),ℓ

n ) = λe−λ(τ̃k,ℓ
n −τ̃k−1,ℓ

n ), k > 0.
(1.1)

Dans [15], il a été montré par simulations que des canaux générés par le biais d’un modèle à
une seule grappe peuvent épouser convenablement des canauxgénérés par le biais d’un modèle
à plusieurs grappes. Pour cela, il suffit juste de choisir judicieusement les paramètres guidant
les lois de probabilité des temps d’arrivée. C’est pourquoi, dans la suite de la thèse, nous consi-
dérerons toujours pour les simulations, que les canaux rencontrés ne présentent qu’une seule
grappe, ce qui implique que seulement un paramètre (λ) guide la loi de probabilité des temps
d’arrivée des trajets. De plus, cette hypothèse de modèle à une seule grappe va grandement nous
simplifier les calculs analytiques car nous aurons besoin d’expressions analytiques simples des
lois de probabilité des temps d’arrivée des trajets et ceci n’est possible qu’en présence d’un mo-
dèle à une unique grappe. Comme nous supposons maintenant unmodèle à une seule grappe,
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τk est le retard associé aukème trajet, relativement au temps d’arrivée de la grappe (qui est égal
au temps d’arrivée du premier trajet). Les retards sont ainsi vus comme des variables aléatoires
modélisées par un processus de Poisson de paramètreλ. Par conséquent, le temps d’arrivée d’un
délai, conditionné à l’arrivée du délai précédent, obéit à une loi de probabilité exponentielle de
paramètreλ et s’écrit [16]

p(τk|τk−1) = λe−λ(τk−τk−1), k > 0.

Il est aussi démontré dans [17] qu’un retard spécifiqueτℓ a pour fonction de densité de
probabilité (f.d.p.)

pτℓ
(t) =

λℓ

(ℓ − 1)!
tℓ−1e−λt × 1t≥0, (1.2)

où la fonction1t≥0 vaut1 si t est positif et vaut 0 partout ailleurs. La f.d.p. de la différence entre
deux retardsτk et τℓ est ainsi, pourk > ℓ,

pτk−τℓ
(t) =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!
tk−ℓ−1e−λt

1t≥0. (1.3)

On peut remarquer que plus le retard est grand, plus le signala parcouru de chemin, et
par conséquent, plus l’atténuation sera forte. C’est pourquoi il apparait judicieux, comme fait
dans [14], de faire dépendre l’atténuationAk

n du retard correspondantτk
n de la manière suivante

Ak = ak · e−τk/2γ (1.4)

avecγ le facteur d’atténuation et oùak
n est la partie de l’atténuation indépendante des retards

modélisée par une variable aléatoire. Les variables aléatoires{ak
n}k,n sont supposées indépen-

dantes, identiquement distribuées (i.i.d.), à moyenne nulle, de varianceσ2
a et de moment d’ordre

quatreµ4
a égaux à

σ2
a , Ea[a

2
k] et µ4

a , Ea[a
4
k].

De plus les variables aléatoiresak
n se décomposent de la manière suivante

ak
n = pk

n · bk
n, (1.5)

où les variables aléatoirespk
n sont, i.i.d., équiprobables de valeur±1 qui représentent les inver-

sions de phase et donc les différentes réflexions et où les variables aléatoiresbk
n, i.i.d., indépen-

dantes despk
n, suivent une loi log-normale [14]. Dans la suite, on aura également besoin des

termes suivants

Ik := Ea[A
2
k] = σ2

ae
−τk/γ et Jk = Ea[A

4
k] = µ4

a · e−2τk/γ. (1.6)

On peut noter que les moments d’ordre impairs deAk sont nuls par construction. Les expres-
sions ci-dessus seront utilisées tout au long du chapitre.
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1.2.3 Description du récepteur

Nous rappelons qu’un seul utilisateur est actif dans ce système et cet utilisateur traverse un canal
multi-trajets décrit parNp trajets d’atténuations, ayant pour amplitudes et retards respectifsAk

et τk.

Nous pouvons ainsi écrire l’expression du signal reçu à l’entrée du récepteur comme suit

y(t) =

Np∑

k=1

Akx(t − τk) + n(t), (1.7)

où Ak et τk sont l’amplitude et le retard associés aukème trajet respectivement, oùNp est le
nombre de trajets et oùn(t) est le bruit thermique du récepteur, modélisé par une variable aléa-
toire gaussienne centrée et de varianceN0/2. Il faut noter que dans ce système spécifique, le
signalx(t) transporte de l’information provenant de plusieurs codes et non de plusieurs utilisa-
teurs, comme dans un système classique. Ceci étant, chaque «voie » de communication (chaque
code) rencontre le même canal multi-trajets. Pour notre analyse, ceci revêt une grande capitale
et constitue la différence principale avec l’étude des systèmes multi-utilisateurs conventionnels
pour lesquels chaque utilisateur ne possède qu’un seul code.

Comme classiquement fait en UWB, nous considérons un récepteur rake qui réalise la
somme pondérée de corrélations sur un sous-ensemble sélectionnéL deLr trajets (avecLr ≤
Np). Ceci produit le signalzn (associé aunèmecode), sur lequel une décision dure est prise pour
déterminer le symbole émis. Sans perte de généralité, nous supposons que le récepteur souhaite
récupérer le premier symbole du premier code,d1(0) (que nous assumons être égal à1).

Une première approche pour la construction du récepteur consisterait à utiliser un nombre
N de récepteurs rake classiques en parallèle, afin de recevoirchaque code de façon individuelle.
Cependant, comme nous l’avons mentionné plus tôt, toutes les voies d’information subissent le
même canal multi-trajets. Il est ainsi possible de profiter d’une structure unique, moyennant
quelques modifications simples. Le coût de ces modificationsest l’ajout d’un corrélateur et
d’un bloc de décision à chaque code additionnel attribué à l’utilisateur. Naturellement, lors
d’une configuration standard, il est possible d’allumer et d’éteindre les voies selon le nombre
de codes correspondants. Nous montrons le récepteur rake employé dans la Figure 1.3 où

vn(t) ,

NcNf−1∑

j=0

cn(j)w(t − jTc)

représente le signal-test associé à la voien (c’est-à-dire, associé aunèmecode de saut temporel).

Dans la suite, nous déterminons l’expression du signalz1 défini dans la figure 1.3. Celui-ci
est le signal d’intérêt sur lequel une décision sera prise. Nous réécrivons ensuite cette expression
de façon à mettre en évidence les composantes du signal qui nous permettrons de continuer notre
analyse.
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∫
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0

∫
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0

Figure 1.3 – Schéma du récepteur rake adapté au système IR-UWB multi-codes.

1.2.4 Modèle du signal à la sortie du récepteur

Nous pouvons écrire l’expression du signal à la sortie du récepteur rake sur la voie1 comme
suit

z1 =
∑

ℓ∈L

Aℓ

∫ Nf Tf

0

y(t + τℓ)v1(t) dt (1.8)

où v1(t) ,
∑NcNf−1

j=0 c1(j)w(t − jTc) est le gabarit du récepteur associé à la première « voie »
de communication. En insérant l’équation (1.7) dans l’équation (1.8), et après quelques mani-
pulations algébriques directes, nous obtenons

z1 =

N∑

n=1

∑

ℓ∈L

Np∑

k=1

AℓAkyk,ℓ,n + η, (1.9)

où

yk,ℓ,n =
+∞∑

i=−∞

dn(i)

NcNf−1∑

j,j′=0

c1(j)cn(j′)r(∆τk,ℓ + (j − j′)Tc + iNfTf),

avecr(s) ,
∫ +∞

−∞
w(t)w(t − s) dt, ∆τk,ℓ , τk − τℓ et η le bruit filtré dû à la contribution de

n(t).
En outre, nous rappelons que nous utilisons ici une modulation PAM. De ce fait, comme le

support des 7→ r(s) est inférieur àTc, le termeyk,ℓ,n peut être simplifié comme suit [12,18]

yk,ℓ,n = dn(−Qk,ℓ)
[
C

+
1,n(qk,ℓ)r(εk,ℓ) + C

+
1,n(qk,ℓ + 1)r(εk,ℓ − Tc)

]

+ dn(−Qk,ℓ − 1)
[
C

−
1,n(qk,ℓ)r(εk,ℓ) + C

−
1,n(qk,ℓ + 1)r(εk,ℓ − Tc)

]
,

(1.10)
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où

C
+
1,n(q) ,

NcNf−1∑

k=q

c1(k)cn(k − q)

C
−
1,n(q) ,

q−1∑

k=0

c1(k)cn(k − q)

et où la différence entre deux délais peut être décomposée comme suit

∆τk,ℓ = Qk,ℓNfTf + qk,ℓTc + εk,ℓ,

avecQk,ℓ = ⌊(∆τk,ℓ)/NfTf⌋, qk,ℓ = ⌊(∆τk,ℓ − Qk,ℓNfTf )/Tc⌋ et le resteεk,ℓ ∈ [0, Tc). Notez
que⌊x⌋ est l’entier le plus petit ou égal àx.

Les termesC +
1,n(q) et C −

1,n(q) définis ci-dessus s’interprètent comme étant les corrélations
cycliques partielles entre les codes développésm et n [17]. En fait, ces expressions nous
montrent comment l’interférence multi-codes intervient sur le niveau de la variance. En ef-
fet, ils fournissent le nombre de collisions entre les impulsions associées aux différents codes.
Clairement, plus le nombre de collisions est grand, plus l’IMC est importante. Naturellement,
si les codes étaient orthogonaux entre eux, ces termes, et donc l’IMC, seraient nuls. Néanmoins
cette contrainte d’orthogonalité pour tous les décalagesq est impossible à satisfaire. C’est pour-
quoi il y aura bien de l’interférence en réception (pour un canal à multi-trajets) quoiqu’on fasse
au niveau de la conception des codes d’accès multiple.

En analysant l’équation (1.9), nous voyons facilement qu’il est possible de séparer la partie
de l’expression dez1 non associée au bruit en deux termes tels quez1 = zU + zIMC, avec

zU ,
∑

ℓ∈L

Np∑

k=1

AkAℓyk,ℓ,1, (1.11a)

zIMC ,

N∑

n=2

∑

ℓ∈L

Np∑

k=1

AkAℓyk,ℓ,n. (1.11b)

Nous pouvons interpréter les termeszU et zIMC de la façon suivante

• zU correspond au signal associé au code d’intérêt. Ce terme inclut les interférences entre
symboles, entre trames et entre impulsions, qui peuvent être traitées et analysées comme
dans [19] et [20].

• zIMC représente l’interférence multi-codes, qui est un signal qui perturbe la prise de déci-
sion et est donc nuisible.

Les expressions ci-dessus seront utilisées tout au long de ce chapitre et constituent le point
de départ de notre analyse. Notre objectif principal est de trouver une expression analytique
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pour la variance de l’IMC (qui représente la puissance moyenne de celle-ci), que nous dénotons
par

VIMC , Ea,d,τ [z
2
IMC]. (1.12)

où l’espérance mathématique correspond à un moyennage sur les symboles, les atténuations et
retards du canal. Comme nous rencontrons un canal multi-trajets, nous ne pouvons construire
des codes qui annulent toute l’interférence multi-codes. Dans ce cas, nous nous contenterons
de sélectionner les codes qui minimisent la variance de l’interférence. Nous analysons de façon
détaillée le choix des codes dans la section 1.5.

Dans la section suivante, nous procédons à un bref état de l’art concernant l’étude de l’inter-
férence multi-utilisateur et/ou inter-symboles dans le contexte IR-UWB et notamment concer-
nant le calcul de la variance de la dite interférence. Nous montrons notamment que notre étude,
qui correspond au calcul de la variance de l’interférence multi-codes, est originale et diffère
clairement des travaux consacrés aux interférences multi-utilisateur et/ou inter-symboles.

1.3 État de l’art sur l’étude de l’interférence

Les performances des systèmes UWB dans un contexte multi-utilisateurs, incluant les diffé-
rentes techniques d’accès et schémas de modulation sont étudiées pour la première fois de
façon formelle par Scholtz, dans [6]. En supposant un canal gaussien, l’auteur approche l’inter-
férence multi-utilisateur par une variable aléatoire gaussienne et caractérise ainsi la capacité du
système par rapport à un nombre maximum d’utilisateurs possibles, pour une probabilité d’er-
reur donnée. Il faut noter que, dans ce cas, seule la variancede l’interférence multi-utilisateur
intervient dans les performances. C’est pourquoi l’efforts’est d’abord concentré sur le calcul de
la variance. Dans [6], cette variance est calculée dans un contexte de canal gaussien et de plus
moyennée sur les codes, ce qui supprime d’office la contribution explicite des codes développés
dans l’expression de l’interférence et ne donne ainsi aucunoutil pour optimiser les performances
du système, en fonction du choix desdits codes. Suivant la même ligne de raisonnement de [6],
d’autres travaux étendent l’analyse aux canaux multi-trajets [21,22]. Dans [12,17], le calcul est
explicité pour un canal multi-trajets et pour tous les codesd’accès multiple. Une caractérisation
des meilleurs codes, c’est-à-dire, ceux minimisant la variance est donnée. Concernant le calcul
de la variance de l’interférence inter-symboles est effectuée dans [18].

Toutefois, Forouzan, Nasari-Kenari et Salehi prouvent dans [23] que cette hypothèse gaus-
sienne n’est en fait pas représentative de la densité de l’IMU, puisqu’elle surestime les perfor-
mances du système. Des résultats de simulations, obtenu parDurisi et Romano, confirment ces
notions [24]. De plus dans [25], des conditions surNc et Nf sont données pour confirmer ou
infirmer la validité du modèle gaussien. Une évaluation plusprécise la fonction densité de pro-
babilité de l’IMU est souvent nécessaire. Nous pouvons trouver des résultats à ce problème sous
forme approchée dans [26, 27], et par des méthodes de calcul numérique, dans [28–30]. Ceci
permet à Hu et Beaulieu, dans les deux derniers travaux cités, de trouver une formule exacte,
mais extrêmement compliquée et donc inexploitable, de la probabilité d’erreur moyenne (PEM)
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du système.

Encore une fois, la grande complexité des expressions trouvées ne permet pas d’extraire
d’informations utiles en ce qui concerne l’influence des paramètres de configuration sur les per-
formances du système. La nécessité d’une mise en valeur explicite de cette influence est alors
motivation suffisante pour trouver des formules approximatives, mais précises, pour l’IMU.
Dans [31], Fiorina et Domenicali montrent que cette dernière peut être bien approchée par une
distribution gaussienne généralisée (en anglais,Generalized Gaussian Distribution(GGD)).
Kharrat-Kammoun, Ciblat et Le Martret confirment ce résultat dans [32]. Les auteurs utilisent
notamment cette hypothèse pour obtenir une forme analytique (évidemment approximative) de
la probabilité d’erreur moyenne du système et ainsi trouverles codes développés qui minimisent
cette PEM, basés sur des critères prenant en compte la variance mais également des statistiques
d’ordre supérieur. D’autres travaux qui utilisent des codes développés spécifiques peuvent être
trouvés dans la littérature. Ces travaux sont souvent déduits de schémas déjà en place pour
d’autres techniques d’accès multiple et d’autres systèmessimilaires à l’UWB. Nous citons no-
tamment la thèse de doctorat de Erseghe [33], qui synthétisede façon complète les différents
codes existants, et les travaux de Güvenc [34] et de Chu et Colbourn [35]. D’autres modélisa-
tions d’interférence multi-utilisateurs ont été proposées comme les distributions alpha-stables
dans [36]. Néanmoins aucune analyse d’optimisation des codes n’a jamais été encore effectuée.

La possibilité d’attribuer plusieurs codes aux utilisateurs d’un même système UWB, afin
d’augmenter ou de varier leur débit, est une idée relativement nouvelle et peu répandue. Au-
jourd’hui, une quantité très limitée de papiers traite le sujet, les premiers résultats que nous
avons pu trouver datant de 2003. Il existe notamment deux types d’approche. La première per-
met d’attribuer un certain nombre de codes, orthogonaux entre eux, aux utilisateurs du réseau.
Dans ce cas, l’interférence multi-codes potentiellement générée peut être annulée dans un canal
gaussien. En revanche dans un canal multi-trajets ce choix de codes orthogonaux peut s’avé-
rer catastrophique. Dans [37], les auteurs étudient les performances d’un système UWB par
répartition de codes de saut temporel modulés en position, où M voies ont été attribuées à un
utilisateur. Naturellement, dû à l’orthogonalité des codes, les performances obtenues sont signi-
ficativement supérieures aux systèmes mono-code, à débit égal dans un canal gaussien. Une ap-
proche semblable est utilisée dans [38], où plusieurs codesternaires à corrélation zéro entre eux
sont assignés au seul utilisateur actif du réseau. La régionde capacité d’un système DS-UWB
est caractérisée dans [39], où le nombre de codes attribués est déterminé selon des contraintes de
QoS. Finalement, Vanderperren, Leus et Dehaene proposent l’utilisation de plusieurs codes afin
de permettre d’importants débits de transmission avec de faibles taux d’échantillonnage [40].

Le problème le plus significatif qui se pose dans ce scénario est que l’utilisation de codes or-
thogonaux n’est efficace que lors de communications synchrones c’est-à-dire de canal gaussien.
Hors, dans un contexte IR-UWB de communication sans fil , ceciimpose plusieurs contraintes
au système et est rarement le cas dans des contextes pratiques. Une deuxième approche consiste
à utiliser des codes non-orthogonaux. Ceci confère plus de flexibilité au système, notamment au
niveau de l’allocation des ressources. En effet, les utilisateurs disposent d’un nombre maximum
deNc codes orthogonaux chacun, ce qui restreint indirectement le nombre de liens actifs dans
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le réseau. En outre, aucune restriction n’est imposé lors del’emploi de codes non-orthogonaux,
le facteur contraignant étant une probabilité d’erreur cible à ne pas dépasser.

Le coût naturel dans l’implémentation de ce type de configuration est l’apparition d’inter-
férence entre les codes, d’une façon similaire à l’interférence multi-utilisateurs. Évidemment,
ceci nuit à la détection des signaux et dégrade les performances. Le travail de Liu [41] est le
seul à aborder ce sujet, à notre connaissance. Dans ce papier, l’auteur utilise des formes d’ondes
modulées en fréquence – qui répondent aux normes imposées par la FCC - pour mettre en place
un système UWB multi-codes. Notez que les codes générés par ces formes d’onde deviennent
non-orthogonaux après le passage par un canal multi-trajets. Les performances du système sont
étudiées sous forme de simulations. Cependant, l’auteur nefournit aucune comparaison avec
des systèmes déjà existants et n’étudie pas explicitement l’influence de l’interférence générée
entre les codes. Dans la même ligne de raisonnement de l’article cité, nous souhaitons conce-
voir un système multi-codes. Cependant, nous utilisons lesstructures déjà en place dans les
systèmes existants TH-UWB et nous quantifions de façon claire la puissance de l’IMC générée
dans notre réseau.

Nous basons nos études et notations sur les travaux doctoraux de Deleuze [17]. Dans cette
thèse, les termes nuisibles à la détection d’un signal UWB - et notamment l’interférence multi-
utilisateurs - sont évalués de manière analytique, en fonction des codes développés et des pa-
ramètres statistiques du canal de propagation. Les expressions obtenues permettent d’identifier
les codes d’étalement qui minimisent la puissance de ces termes et permettent donc d’atténuer
leurs effets néfastes sur la performance globale du système. Notre travail suit la même logique
d’analyse. Cependant, il est original par rapport à celle-ci dû au fait que les différentes voies
de communications, dans ce cas, les différents codes attribués à l’unique utilisateur du système,
traversent exactement le même canal de propagation. Ceci à un impact fondamental sur les
calculs et donc l’analyse du système. En effet, le terme de l’interférence multi-utilisateur s’écrit

zIMU =

Nu∑

n=2

∑

ℓ∈L

Np∑

k=1

Ak
nAℓ

1yk,ℓ,n. (1.13)

Une analyse rapide de l’équation ci-dessus, comparativement à l’équation (1.11b), nous fait
remarquer la ressemblance entre les deux. La seule différence se trouve dans les termes mo-
délisant le canal de propagation. En effet, nous pouvons observer les indices1 et n des termes
Ak

n et Aℓ
1 de l’équation (1.13), qui représentent les voies de communication traversées par les

utilisateurs1 (l’utilisateur d’intérêt) etn. Dans l’équation (1.11b), ces indices n’existent pas
car le canal de transmission est le même pour tous les codes. En fait, ces indices dans le cas
multi-utilisateur traduisent simplement une indépendance naturelle qui existe entre les canaux
de propagation vus par les récepteurs des différents utilisateurs du système. Cette indépen-
dance, qui n’existe pas dans le cas multi-codes, permet d’annuler et donc de simplifier plusieurs
termes de l’expression de la variance de l’interférence, notamment lors de calculs impliquant
des valeurs associées à des utilisateurs différents. Dans [17], un calcul de l’interférence inter-
symboles associé au même utilisateur et donc au même code a également été conduit. Ce calcul
diffère de celui que nous allons conduire pour la variance del’interférence multi-codes en deux
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points : la corrélation entre plusieurs codes va intervenirdans notre calcul ce qui n’est pas le cas
dans [17] et qui nous empêchera encore une fois de simplifier des termes ; les bornes de som-
mation ne sont pas identiques car dans notre calcul nous prenons en compte tous les instants et
non pas seulement les termes qui causent de l’interférence inter-symboles. Dans la suite, nous
nous efforcerons d’exprimer l’interférence multi-codes de façon analytique. Nous détaillerons
particulièrement les calculs où la dépendance des trajets joue un rôle significatif.

1.4 Expression analytique de la variance de l’IMC

Comme nous l’avons précisé dans la section 1.2, notre premier objectif ici est de trouver une
expression analytique du terme

VIMC = Ea,d,τ [z
2
IMC],

pour lequel le moyennage s’effectue sur les symboles émis, les amplitudes et les retards du
canal de propagation et où le termezIMC correspond à l’interférence multi-codes à la sortie du
récepteur rake. D’après l’équation (1.11b), le termezIMC s’écrit de la manière suivante

zIMC ,

N∑

n=2

∑

ℓ∈L

Np∑

k=1

AkAℓyk,ℓ,n,

oùyk,ℓ,n vérifie l’équation (1.10), dans le contexte d’une modulation PAM.
Dans les sous-sections 1.4.1, 1.4.2 et 1.4.3, nous présenterons avec précision les calculs

correspondant respectivement aux moyennages du carré de lasortie du récepteur rake (z2
IMC) sur

les amplitudes, sur les symboles émis et sur les retards du canal de propagation dans le contexte
de la modulation PAM. Ensuite, afin d’inclure tous les paramètres du système dans la valeur
calculée, et ainsi avoir une idée sur leur réelle influence sur les performances, nous consacrons
la sous-section 1.4.4 au calcul de la moyenne deVIMC sur les codes. Nous rappelons que ces
calculs pourront s’appliquer de manière similaire aux modulations du type PPM et aux codes
DS.

1.4.1 Moyennage sur les amplitudes

Comme nous l’avons décrit dans la sous-section 1.2.2, les amplitudes du canal de propagation
se décomposent de la manière suivante

Ak = akf(τk),

où les variablesak sont indépendantes des retardsτk et bien évidemment des symboles émis. Le
moyennage sur les amplitudes s’effectue conditionnellement aux autres variables aléatoires que
sont les symboles et les retards. C’est pourquoi, dans cettesous-section, nous allons uniquement
calculer la moyenne dez2

IMC par rapport aux variables aléatoiresak, c.-à-d.,Ea[z
2
IMC].
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A partir de (1.11b), nous obtenons sans difficulté que

Ea[z
2
IMC] =

∑

ℓ1,ℓ2∈L

Np∑

k1,k2=1

N∑

n1,n2=2

Ea[Aℓ1Aℓ2Ak1Ak2]yk1,ℓ1,n1yk2,ℓ2,n2. (1.14)

Afin de simplifier l’équation (1.14), nous avons besoin d’utiliser la relation entre les mo-
ments d’ordre 4 et les moments d’ordre 2 de variables aléatoires centrées. SoientX1, X2, X3 et
X4 des variables aléatoires centrées. Le moment d’ordre 4,E[X1X2X3X4], se décompose de la
manière suivante [42]

E[X1X2X3X4] = E[X1X2]E[X3X4] + E[X1X3]E[X2X4] + E[X1X4]E[X2X3]

+ cum(X1, X2, X3, X4),
(1.15)

avec cum(X1, X2, X3, X4) le cumulant d’ordre 4 du vecteurX = [X1, X2, X3, X4].
Étant donné (1.15), nous pouvons écrire (1.14), de la manière suivante

Ea[z
2
IMC] =

∑

ℓ1,ℓ2∈L

Np∑

k1,k2=1

N∑

n1,n2=2

E1(ℓ1, ℓ2, k1, k2) + E2(ℓ1, ℓ2, k1, k2)

+ E3(ℓ1, ℓ2, k1, k2) + E4(ℓ1, ℓ2, k1, k2),

(1.16)

avec

E1(ℓ1, ℓ2, k1, k2) = Ea[Aℓ1Aℓ2 ]Ea[Ak1Ak2 ]yk1,ℓ1,n1yk2,ℓ2,n2,

E2(ℓ1, ℓ2, k1, k2) = Ea[Aℓ1Ak1]Ea[Aℓ2Ak2 ]yk1,ℓ1,n1yk2,ℓ2,n2,

E3(ℓ1, ℓ2, k1, k2) = Ea[Aℓ2Ak1]Ea[Aℓ1Ak2 ]yk1,ℓ1,n1yk2,ℓ2,n2,

E4(ℓ1, ℓ2, k1, k2) = cum(Aℓ1, Aℓ2 , Ak1, Ak2)yk1,ℓ1,n1yk2,ℓ2,n2.

Comme les variables aléatoires{ak}k sont indépendantes, nous pouvons simplifier grande-
ment l’expression (1.16) en remarquant que

• le termeE1(ℓ1, ℓ2, k1, k2) est non nul si et seulement siℓ1 = ℓ2 = ℓ etk1 = k2 = k. Ainsi
il advient que

∑

ℓ1,ℓ2∈L

Np∑

k1,k2=1

N∑

n1,n2=2

E1(ℓ1, ℓ2, k1, k2) =
∑

ℓ∈L

Np∑

k=1

N∑

n1,n2=2

E1(ℓ, ℓ, k, k), (1.17)

avecE1(ℓ, ℓ, k, k) = IkIℓyk,ℓ,n1yk,ℓ,n2 ;

• le termeE2(ℓ1, ℓ2, k1, k2) est non nul si et seulement sik1 = ℓ1 et k2 = ℓ2. Notez que
les sommes faisant intervenirE2(ℓ1, ℓ2, k1, k2) empêchent parfois de satisfairek1 = ℓ1 et
k2 = ℓ2 quandk1 et k2 ne font pas partie de l’ensembleL. En posantk1 = ℓ1 = k et
k2 = ℓ2 = ℓ, nous avons

∑

ℓ1,ℓ2∈L

Np∑

k1,k2=1

N∑

n1,n2=2

E2(ℓ1, ℓ2, k1, k2) =
∑

k,ℓ∈L

N∑

n1,n2=2

E2(k, ℓ, k, ℓ) (1.18)

avecE2(k, ℓ, k, ℓ) = IkIℓyk,k,n1yℓ,ℓ,n2 ;
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• le termeE3(ℓ1, ℓ2, k1, k2) est non nul si et seulement sik1 = ℓ2 et k2 = ℓ1. En posant
k1 = ℓ2 = k etk2 = ℓ1 = ℓ, nous obtenons

∑

ℓ1,ℓ2∈L

Np∑

k1,k2=1

N∑

n1,n2=2

E3(ℓ1, ℓ2, k1, k2) =
∑

k,ℓ∈L

N∑

n1,n2=2

E3(ℓ, k, k, ℓ) (1.19)

avecE3(ℓ, k, k, ℓ) = IkIℓyk,ℓ,n1yℓ,k,n2 ;

• le termeE4(ℓ1, ℓ2, k1, k2) est non nul si et seulement siℓ1 = ℓ2 = k1 = k2. En posant
ℓ1 = ℓ2 = k1 = k2 = k, nous obtenons que

∑

ℓ1,ℓ2∈L

Np∑

k1,k2=1

N∑

n1,n2=2

E4(ℓ1, ℓ2, k1, k2) =
∑

k∈L

N∑

n1,n2=2

E4(k, k, k, k) (1.20)

avecE4(k, k, k, k) = κkyk,k,n1yk,k,n2, où nous définissonsκk , cum(Ak, Ak, Ak, Ak).

En réunissant les expressions (1.17), (1.18), (1.19) et (1.20), nous pouvons exprimer finale-
ment le termeEa[z

2
IMC] de la manière suivante

Ea[z
2
IMC] =

N∑

n1,n2=2

∑

ℓ∈L

(
κℓθℓ +

Np∑

k=1

IℓIk[ρk,ℓ + µk,ℓ1k∈L + νk,ℓ1k∈L]

)
,

avec

θℓ = yℓ,ℓ,n1yℓ,ℓ,n2, ρk,ℓ = yk,ℓ,n1yk,ℓ,n2, µk,ℓ = yk,k,n1yℓ,ℓ,n2, et νk,ℓ = yk,ℓ,n1yℓ,k,n2.

Naturellement, comme nous avons calculé la moyenne dez2
IMC par rapport aux amplitudes

du canal, le résultat ci-dessus est indépendant du type de modulation utilisée. À partir de main-
tenant, les expressions que nous allons calculer vont différer suivant la modulation employée.
Nous rappelons que nous nous focalisons uniquement sur la modulation PAM.

1.4.2 Moyennage sur les symboles

Comme les symboles{d1(k)}k sont indépendants des amplitudes{ak}k, nous avons

Ea,d[z
2
IMC] =

N∑

n1,n2=2

∑

ℓ∈L

(
κℓEd

[
θℓ

]
+

Np∑

k=1

IℓIk[Ed

[
ρk,ℓ

]
+ Ed

[
µk,ℓ

]
1k∈L + Ed

[
νk,ℓ

]
1k∈L]

)
.

Dans la suite, comme nous l’avons mentionné auparavant et par souci de simplicité, nous
supposerons que les symboles (internes à une même voie ou entre deux voies de transmission
différentes) sont indépendants, identiquement distribués, centrés et de variance unité.

En utilisant l’expression (1.10) des termesyk,ℓ,n, on peut facilement montrer que

Ed

[
θℓ

]
= δn1,n2r(0)2

(
C

+2
1,n1

(0) + C
−2
1,n1

(0)
)
,



EXPRESSION ANALYTIQUE DE LA VARIANCE DE L’IMC 21

où δi,j est l’indice de Kronecker, défini comme suit

δi,j =

{
1, si i = j

0, si i 6= j.

Commeyℓ1,ℓ1,n1 = yℓ2,ℓ2,n1, nous avons la même expression pourEd

[
µk,ℓ

]
. Ainsi

Ed

[
µk,ℓ

]
= δn1,n2r(0)2

(
C

+2
1,n1

(0) + C
−2
1,n1

(0)
)
.

Le calcul pourEd

[
ρk,ℓ

]
est immédiat et donne

Ed

[
ρk,ℓ

]
= δn1,n2

([
C

+2
1,n1

(qk,ℓ) + C
−2
1,n1

(qk,ℓ)
]
r2(εk,ℓ)

+
[
C

+2
1,n1

(qk,ℓ + 1) + C
−2
1,n1

(qk,ℓ + 1)
]
r2(εk,ℓ − Tc)

)
.

En revanche, pourEd[νk,ℓ], de longues et fastidieuses manipulations algébriques sont néces-
saires et utilisent notamment les relations entre les paramètresQk,ℓ, qk,ℓ, εk,ℓ et Qℓ,k, qℓ,k, εℓ,k,
et les relations de symétries des termes de collisionsC

+
1,n(q) et C

−
1,n(q). Le calcul détaillé est

reporté à l’annexe A.1.
Ceci conduit à

Ed[νk,ℓ] = δn1,n2×(
δQk,ℓ,0

[
C

+
1,n1

(qk,ℓ)C
+
n1,1(qk,ℓ)r

2(εk,ℓ) + C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
n1,1(qk,ℓ + 1)r2(εk,ℓ − Tc)

]

+ δQk,ℓ+1,0

[
C

−
1,n1

(qk,ℓ)C
−
n1,1(qk,ℓ)r

2(εk,ℓ) + C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C −
n1,1(qk,ℓ + 1)r2(εk,ℓ − Tc)

])
.

Finalement, nous écrivons le carré dezIMC, moyenné sur les amplitudes et sur les symboles,
comme suit

Ea,d[z
2
IMC] =

N∑

n=2

∑

ℓ∈L

Np∑

k=1

[
ak,ℓ · r2(εk,ℓ) + bk,ℓ · r2(εk,ℓ − Tc) + ck,ℓ · r2(0)

]
, (1.21)

avec

ak,ℓ = IℓIk

[
C

+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ) + δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ)C

+
n,1(qk,ℓ)1k∈L

+ δQk,ℓ+1,0C
−
1,n(qk,ℓ)C

−
n,1(qk,ℓ)1k∈L

]
,

bk,ℓ = IℓIk

[
C

+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1) + δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ + 1)C +

n,1(qk,ℓ + 1)1k∈L

+ δQk,ℓ+1,0C
−
1,n(qk,ℓ + 1)C −

n,1(qk,ℓ + 1)1k∈L

]
,

et
ck,ℓ = (κℓδk,1 + IℓIk1k∈L)(C +2

1,n (0) + C
−2
1,n (0)).

Lors du moyennage du carré dezIMC sur les retards du canal, nous ferons l’hypothèse que
le récepteur adopté est du type rake partiel. En d’autres mots, nous considérerons queL =

{1, 2, · · · , Lr}, avecLr ≤ Np le nombre total de trajets considérés. En effet, ce choix nous
permet d’écrire sous forme analytique les densités de probabilité des retards sélectionnés. Nous
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pourrons ensuite poserLr = Np, si nécessaire. Dans la suite, nous allons simplifier l’expression
(1.21).

Dans le contexte d’un rake partiel, nous pouvons exprimer (1.21) de la manière suivante

Ea,d[z
2
IMC] = S0 +

N∑

n=2




Lr∑

ℓ=1

ℓ−1∑

k=1

g(k, ℓ)

︸ ︷︷ ︸
S1,n

+
Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

g(k, ℓ)

︸ ︷︷ ︸
S2,n




+ S3,

avec

S0 =
N∑

n=2

(
Lr∑

ℓ=1

Np∑

k=1

ck,ℓ · r2(0) +
Lr∑

ℓ=1

(Iℓ)
2
(
C

+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0) + C

+
1,n(0)C +

n,1(0)
)
r2(0)

)
,

g(k, ℓ) , ak,ℓ.r
2(εk,ℓ) + bk,ℓ.r

2(εk,ℓ − Tc),

et

S3 =

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Np∑

k=Lr+1

g(k, ℓ).

Il faut d’abord remarquer que les termesS1,n, S2,n et S3 dépendent des retards du canal
par le biais du reste de la division euclidienne de la différence de retards. Contrairement àS2,n

et S3, le termeS1,n dépend de différences de retard négatives puisque ce sont les différences
∆τk,ℓ = τk−τℓ qui interviennent aveck < ℓ. Malheureusement, nous n’avons qu’une expression
analytique de la loi de probabilité de la différence de retard ∆τk,ℓ = τk − τℓ que lorsque cette
différence est positive, c.-à-d., lorsquek > ℓ. Il est fait possible de montrer que le termeS1 peut
se réécrire pour ne dépendre que de différences de retard positives. C’est ce que nous faisons
dans la suite.

En permutant les deux sommes dansS1,n, nous obtenons que

S1,n =
Lr∑

k=1

Lr∑

ℓ=k+1

g(k, ℓ).

En appliquant le changement de variables muettesk → ℓ et ℓ → k, nous avons

S1,n =

Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

g(ℓ, k).

Par conséquent,

Ea,d[z
2
IMC] = S0 +

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

(g(k, ℓ) + g(ℓ, k)) + S3.

Il nous faut maintenant exprimerg(ℓ, k) en fonction de∆τk,ℓ et non∆τℓ,k lorsque l’indice
k fait partie des trajets sélectionnés par le récepteur rake.Pour cela, nous devons trouver le lien
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entre les composantes de la division euclidienne de∆τℓ,k et∆τk,ℓ. Étant donné la définition des
composantes de la division euclidienne de∆τk,ℓ, nous avons trivialement

Qℓ,k = −Qk,ℓ − 1, qℓ,k = NcNf − qk,ℓ − 1, et εℓ,k = Tc − εk,ℓ.

Les relations précédentes ainsi que la parité de la fonctions 7→ r(s) nous montrent que

g(ℓ, k) = aℓ,k · r2(εk,ℓ − Tc) + bℓ,k · r2(εk,ℓ).

De plus, en utilisant les symétries des termes de collisionset le fait quek ≤ Lr, nous
obtenons

aℓ,k = IℓIk

[
C

+2
n,1 (qk,ℓ + 1) + C

−2
n,1 (qk,ℓ + 1) + δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ + 1)C +

n,1(qk,ℓ + 1)

+ δQk,ℓ+1,0C
−
1,n(qk,ℓ + 1)C −

n,1(qk,ℓ + 1)
]
.

et

bℓ,k = IℓIk

[
C

+2
n,1 (qk,ℓ) + C

−2
n,1 (qk,ℓ) + δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ)C

+
n,1(qk,ℓ) + δQk,ℓ+1,0C

−
1,n(qk,ℓ)C

−
n,1(qk,ℓ)

]
.

Comme les termes enδQk,ℓ+1,0 s’annulent toujours dans l’équation précédente puisquek > ℓ

et donc queQk,ℓ ≥ 0, nous obtenons ainsi

S1,n + S2,n =

Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

IℓIk

[(
C

+2
n,1 (qk,ℓ) + C

−2
n,1 (qk,ℓ) + C

+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ)

+ 2δQk,ℓ,0C
+
1,n(qk,ℓ)C

+
n,1(qk,ℓ)

)
r2(εk,ℓ) +

(
C

+2
n,1 (qk,ℓ + 1) + C

−2
n,1 (qk,ℓ + 1)

+ C
+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1) + 2δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ + 1)C +

n,1(qk,ℓ + 1)
)
r2(εk,ℓ − Tc)

]
.

Nous pouvons également simplifierS3 en nous rappelant quek > Lr et donc quek /∈ L, ce
qui implique que1k∈L = 0. Par conséquent, nous obtenons

S3 =

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Np∑

k=Lr+1

IℓIk

[(
C

+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ)

)
r2(εk,ℓ)

+
(
C

+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1)

)
r2(εk,ℓ − Tc)

]
.

Finalement, en réunissant les équations exprimantS1, la sommeS1,n + S2,n et S3, nous
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obtenons le résultat final

Ea,d[z
2
IMC] =

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

(
Lr∑

k=1

(κℓδk,1 + IℓIk)(C
+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0))

+ (Iℓ)
2
(
C

+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0) + C

+
1,n(0)C +

n,1(0)
))

r2(0)

+

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

IℓIk

[(
C

+2
n,1 (qk,ℓ) + C

−2
n,1 (qk,ℓ) + C

+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ)

+ 2δQk,ℓ,0C
+
1,n(qk,ℓ)C

+
n,1(qk,ℓ)

)
r2(εk,ℓ) +

(
C

+2
n,1 (qk,ℓ + 1) + C

−2
n,1 (qk,ℓ + 1)

+ C
+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1) + 2δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ + 1)C +

n,1(qk,ℓ + 1)
)
r2(εk,ℓ − Tc)

]

+

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Np∑

k=Lr+1

IℓIk

[(
C

+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ)

)
r2(εk,ℓ)

+
(
C

+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1)

)
r2(εk,ℓ − Tc)

]
.

(1.22)

Cette expression se simplifie dans deux cas de figure qui pourront avoir leur intérêt dans la
suite de ce travail.

Cas 1: le récepteur rake complet (Lr = Np). Alors

Ea,d[(zIMC)2] =
N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

(
Lr∑

k=1

(κℓδk,1 + IℓIk)(C
+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0))

+ (Iℓ)
2
(
C

+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0) + C

+
1,n(0)C +

n,1(0)
))

r2(0)

+
N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

IℓIk

[(
C

+2
n,1 (qk,ℓ) + C

−2
n,1 (qk,ℓ) + C

+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ)

+ 2δQk,ℓ,0C
+
1,n(qk,ℓ)C

+
n,1(qk,ℓ)

)
r2(εk,ℓ) +

(
C

+2
n,1 (qk,ℓ + 1) + C

−2
n,1 (qk,ℓ + 1)

+ C
+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1) + 2δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ + 1)C +

n,1(qk,ℓ + 1)
)
r2(εk,ℓ − Tc)

]
.

Cas 2: le récepteur rake à un doigt (Lr = 1). Alors

Ea,d[z
2
IMC] =

N∑

n=2

(
(κ1 + (I1)

2)(C +2
1,n (0) + C

−2
1,n (0))

+ (I1)
2
(
C

+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0) + C

+
1,n(0)C +

n,1(0)
))

r2(0)

+
N∑

n=2

Np∑

k=2

I1Ik

[(
C

+2
1,n (qk,1) + C

−2
1,n (qk,1)

)
r2(εk,1)

+
(
C

+2
1,n (qk,1 + 1) + C

−2
1,n (qk,1 + 1)

)
r2(εk,1 − Tc)

]
.

Comme nous pouvons l’observer, cette dernière expression est intéressante pour l’étude de
codes performants qui permettraient de minimiser l’interférence multi-codes.



EXPRESSION ANALYTIQUE DE LA VARIANCE DE L’IMC 25

Dans la sous-section suivante, nous allons moyenner l’expression (1.22) par rapport aux
retards du canal. Nous pouvons remarquer que nous avons obtenu cette expression quelque soit
la fonctionf(.) déterminant le profil de décroissance des amplitudes en fonction des retards.

1.4.3 Moyennage sur les retards

Dans la sous-section précédente, nous avons établi l’expression de la variance de l’interférence
multi-code, moyennée sur les amplitudes et les symboles.

Pour moyenner l’expression (1.22) sur les retards, nous devons considérer une fonctionf(.)

particulière. Bien évidemment, nous choisissons la fonctionf(.), que nous avons défini dans la
section 1.2, ayant un profil exponentiel et en considérant unmodèle à une seule grappe. Ainsi,
nous avons

f(τ) = e−τ/2γ .

D’après le modèle de canal à une seule grappe, nous savons que

Ik = σ2
a · f 2(τk) = σ2

a · e−τk/γ .

A partir de l’équation (1.22), si nous remplaçonsIk par la formule précédente et que nous
moyennons sur les retards, nous obtenons que

Ea,d,τ [z
2
IMC] =

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

(
Lr∑

k=1

(κaEτ [e
−2τl/γ ]δk,1 + σ4

aEτ [e
−(τl+τk)/γ ])(C +2

1,n (0) + C
−2
1,n (0))

+ σ4
aEτ [e

−2τl/γ]
(
C

+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0) + C

+
1,n(0)C +

n,1(0)
))

r2(0)

+ σ4
a

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

(Y k,ℓ
1 + Zk,ℓ

1 ) + σ4
a

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Np∑

k=Lr+1

(Y k,ℓ
2 + Zk,ℓ

2 ).

(1.23)

où nous calculonsκa = µ4
a − 3(σ2

a)
2 (détails du calcul reporté à l’annexe A.2) et avec

Y k,ℓ
m = Eτ [e

−(τℓ+τk)/γGm(Qk,ℓ, qk,ℓ)r
2(εk,ℓ)],

et
Zk,ℓ

m = Eτ [e
−(τℓ+τk)/γJm(Qk,ℓ, qk,ℓ)r

2(εk,ℓ − Tc)],

où

G1(Qk,ℓ, qk,ℓ) = C
+2
n,1 (qk,ℓ) + C

−2
n,1 (qk,ℓ) + C

+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ) + 2δQk,ℓ,0C

+
1,n(qk,ℓ)C

+
n,1(qk,ℓ),

G2(Qk,ℓ, qk,ℓ) = C
+2
1,n (qk,ℓ) + C

−2
1,n (qk,ℓ),

J1(Qk,ℓ, qk,ℓ) = C
+2
n,1 (qk,ℓ + 1) + C

−2
n,1 (qk,ℓ + 1) + C

+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1)

+ 2δQk,ℓ,0C
+
1,n(qk,ℓ + 1)C +

n,1(qk,ℓ + 1),

J2(Qk,ℓ, qk,ℓ) = C
+2
1,n (qk,ℓ + 1) + C

−2
1,n (qk,ℓ + 1).
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Dans la suite, nous présentons le calcul deY k,ℓ
m (aveck > ℓ). Les termesZk,ℓ

m s’obtiennent
grâce à des techniques similaires. Étant donné la définitiondeεk,ℓ, nous pouvons écrireY k,ℓ

m en
fonction deτk, τℓ, Qk,ℓ et qk,ℓ de la manière suivante

Y k,ℓ
m = Eτ [e

−(τℓ+τk)/γGm(Qk,ℓ, qk,ℓ)r(τk − τℓ − Qk,ℓNfTf − qk,ℓTc)].

Comme les retardsτk et τℓ sont associés au même utilisateur, ils sont corrélés entre eux.
Néanmoins, nous pouvons réécrireY k,ℓ

m en fonction d’un retard et d’une différence de retard qui
seront indépendants entre eux. En effet, nous avons

τk + τℓ = 2τℓ + τk − τℓ = 2τℓ + ∆τk,ℓ,

avecτℓ et ∆τk,ℓ deux variables aléatoires indépendantes (cark > ℓ) dont les lois de probabilité
sont données par les expressions (1.2) et (1.3). Ainsi nous pouvons poserY k,ℓ

m sous la forme
d’un produit

Y k,ℓ
1 = Xk,ℓ · X̃k,ℓ

m ,

avec
Xk,ℓ = Eτℓ

[e−2τℓ/γ]

et
X̃k,ℓ

m = E∆τk,ℓ
[e−∆τk,ℓ/γGm(Qk,ℓ, qk,ℓ)r

2(∆τk,ℓ − Qk,ℓNfTf − qk,ℓTc)].

En utilisant la propriété sur la loi deτℓ fournie dans l’équation (1.2), nous obtenons que

Xk,ℓ =
λℓ

(ℓ − 1)!

∫ +∞

0

tℓ−1e−(λ+2/γ)t dt =

(
λ

λ + 2/γ

)ℓ

. (1.24)

Le calcul deX̃k,ℓ
m est bien plus complexe. Nous commençons par posert , ∆τk,ℓ et donc

Qt = Qk,ℓ, qt = qk,ℓ et εt = εk,ℓ. À nouveau, en utilisant la propriété sur la loi de∆τk,ℓ fournie
dans l’équation (1.3), nous obtenons que

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∫ +∞

0

tk−ℓ−1e−(λ+1/γ)tGm(Qt, qt)r
2(t − QtNfTf − qtTc) dt.

Découpons d’abord l’intervalle d’intégration[0, +∞) en une infinité d’intervalles de lon-
gueurNfTf . Nous avons donc

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∞∑

n=0

∫ (n+1)Nf Tf

nNf Tf

tk−ℓ−1e−(λ+1/γ)tGm(Qt, qt)r
2(t − QtNfTf − qtTc) dt.

Or sur l’intervalle [nNfTf , (n + 1)NfTf [, nous pouvons montrer facilement queQt =

QnNf Tf
= n, ce qui implique que

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∞∑

n=0

∫ (n+1)Nf Tf

nNfTf

tk−ℓ−1e−(λ+1/γ)tGm(n, qt)r
2(t − nNfTf − qtTc) dt.
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A l’intégrale opérant sur l’intervalle[nNfTf , (n+1)NfTf [, nous appliquons le changement
de variable suivantt 7→ t − nNfTf ; il s’en suit que

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∞∑

n=0

×
∫ Nf Tf

0

(t + nNfTf)
k−ℓ−1e−(λ+1/γ)(t+nNf Tf )Gm(n, qt+nNf Tf

)r2(t − qt+nNf Tf
Tc) dt.

En découpant l’intervalle[0, NfTf [ enNcNf intervalles de longueurTc, nous avons

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∞∑

n=0

NcNf−1∑

n′=0

×
∫ (n′+1)Tc

n′Tc

(t + nNfTf)
k−ℓ−1e−(λ+1/γ)(t+nNf Tf )Gm(n, qt+nNf Tf

)r2(t − qt+nNf Tf
Tc)dt.

Sur l’intervalle [n′Tc, (n
′ + 1)Tc[, nous remarquons que le termeqt+nNf Tf

= qn′Tc
= n′,

quelque soit l’entiern. Ainsi, nous avons

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∞∑

n=0

NcNf−1∑

n′=0

×
∫ (n′+1)Tc

n′Tc

(t + nNfTf)
k−ℓ−1e−(λ+1/γ)(t+nNf Tf )Gm(n, n′)r2(t − n′Tc) dt.

Enfin, à l’intégrale opérant sur l’intervalle[n′Tc, (n
′+1)Tc[, nous appliquons le changement

de variable suivantt 7→ t − n′Tc ; il s’en suit que

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∞∑

n=0

NcNf−1∑

n′=0

×
∫ Tc

0

(t + nNfTf + n′Tc)
k−ℓ−1e−(λ+1/γ)(t+nNf Tf+n′Tc)Gm(n, n′)r2(t) dt.

En remplaçant les variables muettest parε, n parQ et n′ parq et en sortant des intégrales
tout ce qui ne dépend pas deε, nous obtenons la formule finale suivante

X̃k,ℓ
m =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

NcNf−1∑

q=0

+∞∑

Q=0

Gm(Q, q)e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−ℓ−1e−(λ+1/γ)εr2(ε) dε.

(1.25)

En réunissant (1.24) et (1.25), nous obtenons

Y k,ℓ
m = C(k, ℓ)

NcNf−1∑

q=0

+∞∑

Q=0

Gm(Q, q)e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−ℓ−1e−(λ+1/γ)εr2(ε) dε,



28 ALLOCATION MULTI -CODES ENUWB

avec

C(k, ℓ) ,
λk

(λ + 2/γ)ℓ(k − ℓ − 1)!
.

Une démarche semblable nous mène aux expressions des termesZk,ℓ
m

Zk,ℓ
m = C(k, ℓ)

NcNf−1∑

q=0

+∞∑

Q=0

Jm(Q, q)e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−ℓ−1e−(λ+1/γ)εr2(ε − Tc) dε.

Il nous reste maintenant à déterminer le termeEτ [e
−(τl+τk)/γ ] dans l’équation (1.23). No-

tez que nous avons déjà une expression pourEτ [e
−2τl/γ ], que nous avons calculé pour trouver

Xk,ℓ, dans l’équation (1.24). Comme nous n’avons que la f.d.p. de∆τk,ℓ, pour k > ℓ, nous
procédons de manière similaire à la sous-section 1.4.2, pour réarranger les premiers termes de
l’équation (1.23). Nous obtenons

Ea,d,τ [z
2
IMC] =

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

(
Lr∑

k=ℓ+1

2σ4
aEτ [e

−2τl/γ ]E∆τk,ℓ
[e−∆τk,ℓ/γ ](C +2

1,n (0) + C
−2
1,n (0))

+ Eτ [e
−2τl/γ]((κa + 2σ4

a)(C
+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0)) + σ4

aC
+
1,n(0)C +

n,1(0))
)
r2(0)

+ σ4
a

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Lr∑

k=ℓ+1

(Y k,ℓ
1 + Zk,ℓ

1 ) + σ4
a

N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

Np∑

k=Lr+1

(Y k,ℓ
2 + Zk,ℓ

2 ).

(1.26)

Ainsi, en utilisant la propriété sur la loi de∆τk,ℓ fournie dans l’équation (1.3) et le fait que
k > ℓ, nous obtenons que

E∆τk,ℓ
[e−∆τk,ℓ/γ ] =

λk−ℓ

(k − ℓ − 1)!

∫ +∞

0

tk−ℓ−1e−(λ+1/γ)t dt =

(
λ

λ + 1/γ

)k−ℓ

.

A partir de maintenant, nous utiliserons la notationVIMC (défini dans l’équation (1.12)), pour
représenter la variance de l’interférence multi-codes. Enremplaçant les expressions deY k,ℓ

m ,
Zk,ℓ

m , Eτ [e
−2τl/γ ] et E∆τk,ℓ

[e−∆τk,ℓ/γ] dans (1.26) et après quelques manipulations algébriques
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aisées, nous obtenons que

VIMC =
N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

(
Lr∑

k=ℓ+1

2σ4
a

(
λ

λ + 2/γ

)ℓ(
λ

λ + 1/γ

)k−ℓ

(C +2
1,n (0) + C

−2
1,n (0))

+

(
λ

λ + 2/γ

)ℓ

((κa + 2σ4
a)(C

+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0)) + σ4

aC
+
1,n(0)C +

n,1(0))

)
r2(0)

+ σ4
a

N∑

n=2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
n,1 (q) + C

−2
n,1 (q) + C

+2
1,n (q) + C

−2
1,n (q)

+ 2δQ,0C
+
1,n(q)C +

n,1(q))Φ1(Q, q) + σ4
a

N∑

n=2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
1,n (q) + C

−2
1,n (q))Ψ1(Q, q)

+ σ4
a

N∑

n=2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
n,1 (q + 1) + C

−2
n,1 (q + 1) + C

+2
1,n (q + 1) + C

−2
1,n (q + 1)

+ 2δQ,0C
+
1,n(q + 1)C +

n,1(q + 1))Φ2(Q, q)

+ σ4
a

N∑

n=2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
1,n (q + 1) + C

−2
1,n (q + 1))Ψ2(Q, q),

(1.27)

avec

Φ1(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)
Lr∑

ℓ=1

1

(λ + 2/γ)ℓ

Lr∑

k=ℓ+1

λk

(k − ℓ − 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−ℓ−1e−(λ+1/γ)εr2(ε) dε,

(1.28a)

Φ2(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)
Lr∑

ℓ=1

1

(λ + 2/γ)ℓ

Np∑

k=Lr+1

λk

(k − ℓ − 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−ℓ−1e−(λ+1/γ)εr2(ε) dε,

(1.28b)

Ψ1(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)
Lr∑

ℓ=1

1

(λ + 2/γ)ℓ

Lr∑

k=ℓ+1

λk

(k − ℓ − 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−ℓ−1e−(λ+1/γ)εr2(ε − Tc) dε,

(1.28c)

Ψ2(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)

Lr∑

ℓ=1

1

(λ + 2/γ)ℓ

Np∑

k=Lr+1

λk

(k − ℓ − 1)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−ℓ−1e−(λ+1/γ)εr2(ε − Tc) dε.

(1.28d)
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La formule de l’équation (1.27) est très différente de cellede la variance de l’interférence
multi-utilisateurs obtenue dans [12, 17]. En revanche, elle se rapproche de celle obtenue pour
l’interférence inter-symboles dans [17, 18]. Néanmoins elle diffère notamment par les bornes
des sommes, par les collisions entre les codes1 et n et par les fonctionsΦ1 et Ψ1 qui n’inter-
viennent pas dans la variance de l’interférence inter-symboles.

Si nous analysons l’équation (1.27) avec attention, nous pouvons remarquer que le nombre
d’opérations à faire est nettement inférieur au nombre de tirages à effecteur dans une simulation
Monte-Carlo pour obtenir une valeur fiable de cette dite variance. Nous pouvons néanmoins ob-
server que les termes dépendants deQ, notamment les termes des équations (1.28) sont soumis
à des sommes infinies. Malheureusement, ces sommes infinies ne peuvent pas être éliminées,
l’équation (1.27) étant la plus compacte possible. Cependant, nous verrons dans la suite que
ces termes ne sont significatifs que pour très peu de valeurs de Q. Nous illustrons dans les fi-
gures 1.4 et 1.5 plusieurs courbes montrant l’évolution desvaleurs des équations (1.28), au fur
et à mesure queQ et q augmentent. Pour ces simulations, nous avons utilisé les paramètres de
système suivants :Nf = 3, Nc = 10, Tc = 5 ns (et doncTf = 50 ns). Nous supposons aussi
que le canal est composé deNp = 20 trajets et que les statistiques de propagation sontγ = 200

ns etλ = 0.1 ns−1.
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Figure 1.4 –Φ1(Q, q) etΨ1(Q, q) en fonction deQNfTf + qTc.

Comme nous pouvons le voir, il semble que les sommes convergent très vite. Il n’est ainsi
pas nécessaire, en pratique, d’inclure beaucoup de termes dans les sommes pour obtenir des
résultats avec un haut degré de précision. En effet, ce qu’ilfaut observer dans les figures 1.4 et
1.5 est que, pour des valeurs deQNfTf + qTc supérieures à100, la contribution des fonctions
Ψ1(Q, q), Φ1(Q, q), Ψ2(Q, q) et Φ2(Q, q) aux équations (1.28) devient négligeable. Or, ces
valeurs correspondent toujours àQ = 0, Q = 1 correspondant à150 ≤ QNfTf + qTc < 300,
dans le cas spécifique des figures 1.4 et 1.5.

Finalement, nous pouvons à nouveau simplifier l’expressionde la variance de l’IMC dans
les deux cas présentés à la fin de la sous-section précédente.
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Figure 1.5 –Φ2(Q, q) etΨ2(Q, q) en fonction deQNfTf + qTc.

Cas 1: rake complet (Lr = Np)

VIMC =
N∑

n=2

Lr∑

ℓ=1

(
Lr∑

k=ℓ+1

2σ4
a

(
λ

λ + 2/γ

)ℓ(
λ

λ + 1/γ

)k−ℓ

(C +2
1,n (0) + C

−2
1,n (0))

+

(
λ

λ + 2/γ

)ℓ

((κa + 2σ4
a)(C

+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0)) + σ4

aC
+
1,n(0)C +

n,1(0))

)
r2(0)

+ σ4
a

N∑

n=2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
n,1 (q) + C

−2
n,1 (q) + C

+2
1,n (q) + C

−2
1,n (q)

+ 2δQ,0C
+
1,n(q)C +

n,1(q))Φ1(Q, q) + σ4
a

N∑

n=2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
1,n (q) + C

−2
1,n (q))Ψ1(Q, q).

Cas 2: rake à un doigt (Lr = 1)

VIMC =

N∑

n=2

((
λ

λ + 2/γ

)
((κa + 2σ4

a)(C
+2
1,n (0) + C

−2
1,n (0)) + σ4

aC
+
1,n(0)C +

n,1(0))

)
r2(0)

+ σ4
a
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+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
n,1 (q + 1) + C

−2
n,1 (q + 1) + C

+2
1,n (q + 1) + C

−2
1,n (q + 1)

+ 2δQ,0C
+
1,n(q + 1)C +

n,1(q + 1))Φ̃2(Q, q)

+ σ4
a

N∑

n=2

+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(C +2
1,n (q + 1) + C

−2
1,n (q + 1))Ψ̃2(Q, q),
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avec

Φ̃2(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)
1

λ + 2/γ

Np∑

k=2

λk

(k − 2)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−2e−(λ+1/γ)εr2(ε) dε,

Ψ̃2(Q, q) = e−(λ+1/γ)(QNf Tf +qTc)
1

λ + 2/γ

Np∑

k=2

λk

(k − 2)!

×
∫ Tc

0

(QNfTf + qTc + ε)k−2e−(λ+1/γ)εr2(ε − Tc) dε.

Étant donné le modèle de canal utilisé, nous savons que le nombre de trajetsNp créés par
le canal de propagation peut être très grand. Par conséquent, il est intéressant d’examiner le
comportement asymptotique des termes introduits précédemment pour le récepteur rake, c.-à-
d., lorsqueNp → ∞. Ceci nous permet d’obtenir des expressions encore plus compactes. Après
quelques manipulations simples, nous obtenons

lim
Np→∞

Φ̃2(Q, q) = λ2e−(QNf Tf +qTc)/γ

∫ Tc

0

e−ε/γr2(ε) dε,

lim
Np→∞

Ψ̃2(Q, q) = λ2e−(QNf Tf +qTc)/γ

∫ Tc

0

e−ε/γr2(ε − Tc) dε.

De façon complémentaire et pour obtenir une analyse complète, nous consacrerons la sous-
section suivant au calcul de l’espérance de la variance de l’IMC par rapport aux codes attribués
au seul utilisateur système en revenant à l’équation générale (1.27) valable pour tous les récep-
teurs rake.

1.4.4 Moyennage sur les codes

Les codes à étalement étant attribués de manière délibérée,ils possèdent une structure bien dé-
finie qui, idéalement, optimise les performances du système. Cependant, dans le cadre de cette
sous-section, nous voulons montrer un résultat plus général, qui puisse nous donner une idée
des performances moyennes de la configuration multi-codes,en fonction de tous les paramètres
du système. Ainsi, il nous semble pertinent de moyenner la variance de l’interférence multi-
codes sur tous les codes possibles. Afin de réaliser facilement ce calcul, il nous faut relaxer
les contraintes structurelles de trame des-dits codes. Nous supposons ainsi que chaque code
{cn(i)}NcNf−1

i=0 est une réalisation d’un vecteur qui est composé de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées. Dans ce cas, chaque élément de ce vecteur a une probabilité
(Nc−1)/Nc de valoir0 et une probabilité1/Nc de valoir 1. Notez que la vraie structure du code
impose qu’il y ait une et seulement une valeur non nulle par trame. D’après l’équation (1.27),
nous devons calculer les espérances suivantes

Ec[C
+2
1,n (q)], Ec[C

−2
1,n (q)], Ec[C

+2
n,1 (q)], Ec[C

−2
n,1 (q)], et Ec[C

+
1,n(q)C +

n,1(q)].
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D’un autre côté, nous rappelons que

C
−
m,n(q) =

q−1∑

k=0

cm(k)cn(k − q) et C
+
m,n(q) =

NcNf−1∑

k=q

cm(k)cn(k − q).

Nous obtenons ainsi, après quelques manipulations algébriques simples liées à la loi bino-
miale,

v1(q) , Ec[C
+2
1,n (q)] = Ec[C

+2
n,1 (q)] =

(NcNf − q)2 + (NcNf − q)(N2
c − 1)

N4
c

,

v2(q) , Ec[C
−2
1,n (q)] = Ec[C

−2
n,1 (q)] =

q2 + q(N2
c − 1)

N4
c

,

v3(q) , Ec[C
+
1,n(q)C +

n,1(q)] =

{
Nf (NcNf−1)+N2

c Nf

N3
c

q = 0
(NcNf−q)2

N4
c

q 6= 0.

Ainsi, en remplaçant les expressions ci-dessus dans l’équation (1.27) et après réarrangement
des termes de l’expression, en observant de plus quev2(0) = 0, nous obtenons

Ec

[
VIMC

]
= σ4

a(N − 1) ×
[
r2(0)

(
2v1(0)

Γ1Γ2

1 − Γ2

(
1 − ΓLr

1

1 − Γ1
− ΓLr

2 − ΓLr

1

Γ2 − Γ1

)

+

(
v1(0)

(
κa

σ4
a

+ 2

)
+ v3(0)

)
Γ1

1 − ΓLr

1

1 − Γ1

)

+
+∞∑

Q=0

NcNf−1∑

q=0

(2(v1(q) + v2(q) + δQ,0v3(q))Φ1(Q, q) + (v1(q) + v2(q))Ψ1(Q, q)

+ 2(v1(q + 1) + v2(q + 1) + δQ,0v3(q + 1))Φ2(Q, q)

+ (v1(q + 1) + v2(q + 1))Ψ2(Q, q)

]
,

(1.29)

où κa = µ4
a − 3σ4

a et où nous définissons :Γ1 , λ
λ+2/γ

, Γ2 , λ
λ+1/γ

; les termesΦ1(Q, q),
Φ2(Q, q), Ψ1(Q, q) etΨ2(Q, q) sont définis dans les équations (1.28).

Une analyse rapide de l’équation (1.29) nous montre que la variance de l’IMC augmente
linéairement en fonction du nombre de codes alloués à l’utilisateur. Ainsi, un unique calcul, en
fonction des paramètres du système, peut nous donner une idée de la valeur de cette variance.
Naturellement, nous n’obtenons qu’une approximation. Néanmoins, cette expression devient
intéressante lorsqu’une évaluation rapide de la puissancede l’IMC est nécessaire (dans le cas
du scénario décrit dans l’introduction de ce chapitre concernant l’allocation des ressources d’un
système de QoS hétérogène, par exemple).

Dans la section suivante, nous illustrons numériquement les résultats énoncés jusqu’à pré-
sent. En particulier, nous nous efforçons de montrer l’influence des paramètres statistiques du
canal sur le système multi-codes, ainsi celle du choix des différents paramètres de configuration.
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1.5 Illustrations numériques

Le but de cette section est non seulement de comprendre de façon plus claire, mais aussi de
mieux apprécier l’utilité et le contexte d’application de la configuration multi-codes. A moins
que ce ne soit spécifié différemment, nous obtenons le système IR-UWB en question en consi-
dérantLr = 2, Np = 20 et Tc = 5 ns. Nous faisons varier les autres paramètres en accord
avec l’analyse que nous voulons montrer. Nous donnerons leur valeur explicite lorsque néces-
saire. Le projet de l’impulsionw(t) est tel que son spectre s’adapte bien au format au masque
spectral imposé par la FCC [4] dans la bande[3, 1GHz− 10, 6GHz]. Pour des raisons d’ordre
pratique, l’impulsion (d’énergie unitaire) est tronquée pour avoir une durée deTw = 1 ns. Nous
assurons, de cette façon, que le support det 7→ w(t) et donc des 7→ r(s) soit bien inférieur
à Tc, ce qui garantit que le signal à la sortie du récepteur rake soit modélisé de façon précise
par l’équation (1.10). De plus, lorsque nous utilisons cette formule, nous choisissons, pour une
question de simplicité,Lr = Np, c’est-à-dire, un récepteur rake plein. Ceci simplifie l’expres-
sion analytique de l’interférence multi-codes carΦ2(Q, q) et Ψ2(Q, q) sont maintenant nuls.
Naturellement, toutes les simulations ci-dessous sont effectuées avec une modulation PAM.

1.5.1 Validation du calcul analytique de l’IMC

Nous voulons, en premier lieu, valider le calcul analytiquede la variance de l’interférence multi-
codes. Idéalement, la valeur que nous trouvons à partir de l’équation (1.29) est la même que celle
produite empiriquement. Notre but étant d’utiliser cette première pour analyser le système, sans
avoir besoin de l’estimer à travers des simulations Monte-Carlo. Comme nous l’expliquerons de
façon plus détaillée dans la sous-section 1.5.4, ceci peut être d’utilité lorsqu’apparaît la nécessité
de configurer rapidement le système. En fait, nous pouvons attendre un certain écart entre les
deux valeurs, dû au fait que nous avons réalisé un moyennage sur les codes, sans respecter la
vraie distribution de leurs composantes. Nous voulons visualiser cet écart, et surtout montrer
que celui-ci est véritablement dû au non-respect de la structure des codes, tout en gardant une
grandeur acceptable.

Pour ceci, nous traçons deux courbes d’erreur-type normalisée (en anglais,Normalized Root
Mean Square Error(NRMSE)) entre les valeurs analytique et empirique, avec etsans la consi-
dération de la structure des codes d’étalement. Ces erreurs-type normalisées sont respectivement
données par les expressions suivantes

NRMSE(Ea,d,τ [(z
MC
IMC)2]) =

√
Ec[(Ea,d,τ [(zMC

IMC)2] − VIMC)2]

Ec

[
VIMC

] ,

NRMSE(Ea,d,τ,c[(z
MC
IMC)2]) =

|Ea,d,τ,c[(z
MC
IMC)2] − Ec

[
VIMC

]
|

Ec

[
VIMC

] ,

où zMC
IMC est un tirage Monte-Carlo de l’IMC.
Nous montrons ainsi, dans les figures 1.6 et 1.7, un ensemble de courbes d’erreur-type, en

fonction du nombre de codes attribués à l’utilisateur et pour différents scénarios. Les courbes
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de la figure 1.6 considèrent la distribution des composantesdes-dits codes et celles de la fi-
gure 1.7 ne le font pas. Dans ces simulations, chaque symboleest composé deNc chips etNf

trames, comme spécifié dans les figures. En outre, nous avons obtenu chaque point des courbes
respectives en faisant106 tirages Monte-Carlo. Nous avons choisi les paramètres statistiquesλ
etγ selon les valeurs de [13] et [14]. Nous montrons aussi une courbe dans chaque figure où les
valeurs deλ et γ (spécifiquement,λ = 1 ns−1 et γ = 200 ns) produisent un canal plus long et
plus dense, ce qui génère une plus grande IMC.
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Figure 1.6 – Erreur-type normalisée en fonction du nombre decodes alloués, en incluant leur
structure.

Nous observons notamment dans les deux figures que la différence qui existe entre les écarts
des valeurs obtenues de façon empirique et analytique ne semble pas changer (proportionnel-
lement, bien sûr) de façon notoire avec le nombre de codes alloués. Par ailleurs, il est aussi
important de retenir en analysant les deux figures que, si la structure des codes est respectée lors
du calcul deEc[VIMC], les différents paramètres du système ne semblent pas avoirun influence
significative sur la valeur de l’écart, qui, en plus, ne dépasse pas 4%, dans le cas spécifique de
la figure 1.6. En outre, si la vraie distribution de probabilité des composantes des codes n’est
pas prise en compte, nous notons que l’écart devient tout de suite plus important. Nous obser-
vons surtout dans la figure 1.7 que l’écart diminue quandNc augmente. Ceci est dû au fait que,
plus le nombre de chips est grand, plus la vraie distributionde probabilité des composantes des
codes d’étalement s’approche de la fonction que nous avons considéré pour notre moyennage.
Cependant, même pour les cas les plus défavorables, l’écartgarde des valeurs qui nous semblent
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Figure 1.7 – Erreur-type normalisée versus le nombre de codes alloués, sans considérer leur
structure.

acceptables. Finalement, et ceci dans les deux figures, les valeurs statistiques du canal de propa-
gation ne paraissent pas avoir une influence importante sur la qualité de l’approximation. Ceci
nous permet de considérer que l’expression de l’équation (1.29) représente suffisamment bien
la variance de l’interférence multi-codes et donc, dorénavant, nous l’utiliserons pour le reste
de notre analyse. Nous utiliserons aussi l’expression de l’équation (1.27), lorsque nous ferons
analyserons l’influence spécifique du choix des codes sur l’interférence.

1.5.2 Influence du canal de propagation sur l’IMC

L’expression analytique de l’équation (1.29) nous permet maintenant d’étudier efficacement le
comportement de l’IMC par rapport aux différents paramètres du système et du canal de pro-
pagation. Nous analysons premièrement l’influence des valeurs statistiques du canal. Dans les
figures 1.8 et 1.9 nous traçons plusieurs courbes deEc

[
VIMC

]
en fonction deγ etλ, respective-

ment. Pour ces simulations, nous posonsNf = 3, Nc = 10 et, comme nous savons queEc

[
VIMC

]

varie (en moyenne) linéairement avec le nombre de codes alloués à l’utilisateur, nous fixons la
valeur deN à 2.

Une analyse des figures 1.8 et 1.9 nous montre que la variance de l’IMC augmente avec la
longueur du canal (associée au paramètreγ) et la densité des retards (associée au paramètreλ),
ce qui est évidemment un résultat attendu. Ceci est une conséquence naturelle dans ce type de
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système, de par la nature du canal et du récepteur rake. En effet, plus le nombre et la densité des
retards sont grands, plus l’interaction entre les différentes versions (atténuées et retardées) du
signal UWB sera importante, ce qui augmente le risque de collision entre les codes d’étalement
et donc l’interférence multi-codes.

De plus, nous pouvons aussi observer que le système est plus sensible aux variations des
statistiques du canal pour de faibles valeurs de celles-ci,spécialement pourλ. D’un autre côté,
le rapprochement des courbes quand ces valeurs sont effectivement grandes semble indiquer
que l’IMC converge vers une valeur maximale, indépendante des paramètres du canal ou, au
minimum, que l’influence de ceux-ci devient négligeable à partir d’un certain point. En d’autres
termes, des canaux longs, qui s’évanouissent lentement et avec de hautes densités de retards
conduisent à une IMC importante. Cependant, plus ce comportement du canal s’accentue, moins
il a de l’influence sur la puissance de l’IMC.
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Figure 1.8 –Ec
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]
en fonction deγ (paramètre associé à la longueur du canal).

Le reste de la configuration du système étant donné par le typede signal UWB transmis,
nous étudions dans la sous-section suivante l’influence de sa structure sur l’interférence multi-
codes. Notamment, nous voulons mettre en relief le fait que,à temps symbole constant, des
signaux construits avec beaucoup de trames et peu de chips génèrent plus d’interférence que
des signaux ayant peu de trames et beaucoup de chips.
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1.5.3 Influence de la structure du signal UWB sur l’IMC

Nous traçons dans la Figure 1.10 plusieurs courbes qui montrent l’influence de la structure du
signal UWB sur l’IMC. Nous traçons en fait le ratio entre la variance de l’interférence multi-
codes et la variance du signal utile. Dans ce but, nous fixons le temps symbole de la transmission
et nous faisons varierNc etNf individuellement tels queNcNf soit une constante. Pour le canal
de propagation, nous avons considéré les paramètres statistiquesλ = 1 ns−1, et γ = 200 ns.
Comme espéré, nous observons dans la figure 1.10 qu’au fur et àmesure queNf augmente et
Nc diminue, le ratio est presque invariant pour peu que le produit NcNf soit suffisamment grand.
En revanche lorsqueNcNf est petit, l’IMC devient plus importante, avec une inclinaison de plus
en plus prononcée lorsqueNf augmente. Comme nous l’avons mentionné dans la sous-section
précédente, nous expliquons ce résultat par le fait que les codes d’étalement utilisés ne sont
pas orthogonaux, et donc le passage du signal par le canal multi-trajet génère des collisions,
qui seront naturellement plus nombreuses lorsqueNc devient plus petit (et ainsi le nombre
d’impulsions par symbole augmente) et ceci se voit d’autantplus vite que le temps-symbole est
court, c’est-à-dire, que le produitNcNf est faible.

Les informations que nous avons présenté précédemment nousont montré comment les pa-
ramètres du système touchent l’interférence multi-codes.Maintenant, nous allons utiliser ces
informations pour effectivement étudier le poids de cette interférence sur un système UWB
donné. Notamment, nous étudions dans la suite les performances moyennes de la configura-
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tion multi-codes et nous explicitons comment celles-ci sont influencées par le choix des codes
d’étalement. Nous la comparons ensuite à un système de communication UWB classique mono-
code à débit équivalent. Finalement, nous montrons que l’expression analytique que nous avons
calculé permet une estimation rapide des débits que le système multi-codes peut atteindre.

1.5.4 Probabilité d’erreur du système et débit maximal

Dans cette sous-section, nous commençons par étudier les performances du système multi-
codes. Tout d’abord, nous traçons des courbes de performance, moyennées sur l’ensemble
des codes possibles. Ensuite, nous montrons à travers diverses simulations qu’un choix judi-
cieux des codes attribués à l’utilisateur d’intérêt permetd’améliorer significativement les per-
formances, pour un nombre donné de codes.

Pour ces évaluations, la grandeur que nous utilisons est la probabilité d’erreur moyenne
(PEM), déjà utilisée dans un contexte classique multi-utilisateurs dans [12, 29]. Étant donné
que l’on considère le bruit comme gaussien de moyenne nulle,cette PEM est donnée dans le
cas général parP e = Ea,τ,d⋆,θ⋆,c[Pr{z < 0|a, τ, d, θ, c}], oùd⋆ = d\{d1(0)}, avecd1(0) = 1 et
θ⋆ = θ\{θ1}. En utilisant l’équation (1.8), l’expression précédente peut encore s’écrire comme

P e = Ea,τ,d⋆,θ⋆,c

[
1

2
erfc

(
zU + zIMC√

2ση

)]
, (1.30)
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Figure 1.11 – Probabilité d’erreur moyenne, en fonction du rapport signal-sur-bruit reçu.

où σ2
η est la variance du bruit filtré, donné parσ2

η = N0

2
Nfr(0)

∑
ℓ1,ℓ2∈L

Al1Al2 (ce terme est
calculé dans l’annexe A.3 de [17]). De plus, lors du moyennage sur les codes dans l’expression
ci-dessus, nous n’avons pas autorisé l’attribution d’une paire de codes lorsque ceux-ci sont
identiques. En effet, ceci générerait une interférence trop importante et ce choix nous semble
alors à être trivialement exclu des simulations, car il contribuerait à l’apparition d’un seuil
d’erreur qui fausserait les résultats observés.

Dans la figure 1.11, nous analysons la PEM d’un système UWB où les paramètres statis-
tiques du canal sontλ = 1 ns−1 et γ = 200 ns. Les autres paramètres sont comme défini au
début de cette section. Nous attribuons 1, 2 et 3 codes à l’unique utilisateur d’intérêt. Naturel-
lement, les temps-symbole sont correctement ajustés afin que les débits soient les mêmes, dans
chaque cas.

Nous observons que, à débit équivalent, l’utilisation d’unsystème multi-codes est intéres-
sante pour toute la plage de probabilités d’erreur moyenne.De plus, le système maintient un
gain plus où moins constant (en dB) par rapport au système mono-code. En fait, pour arriver à
obtenir un débit équivalent pour les trois configurations montrées, nous devons ajuster les temps
de trame. Le résultat de ce réglage est alors une augmentation des interférences entre symboles,
entre trames et entre impulsions (termes inclus danszU), ce qui dégrade de manière substan-
tielle les performances dans le cas de l’attribution d’un seul code. D’un autre côté, augmenterN

conduit à augmenter l’IMC. Néanmoins, nous remarquons que l’augmentation de l’interférence
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entre symboles semble plus nuisible que l’augmentation de l’interférence multi-codes puisque
les performances croissent en fonction deN . Par conséquent, le compromis optimal entre le
nombre de codes alloués et les performances du système est simple et consiste à allouer le plus
de codes possibles.
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Figure 1.12 – Comparaison de la PEM d’un système à deux codes,pour les meilleurs et pires
codes attribués.

Nous traçons des courbes de PEM dans la figure 1.12, sans toutefois moyenner l’équa-
tion (1.30) sur{c} mais en fonction de choix spécifique de codes. Nous utilisonsles mêmes
paramètres que précédemment, avec notamment deux codes parutilisateur, en choisissant les
meilleures et pires configurations possibles. Pour ce choix, étant donné un code initial, nous
avons réalisé une recherche exhaustive de tous les autres codes possibles minimisant ou maxi-
misant l’équation (1.27). De plus, comme nous l’avons dit précédemment, nous avons exclu
l’attribution triviale du même code aux différentes séquences d’information, car le nombre trop
élevé de collisions générerait une interférence trop importante.

Comme nous pouvons le voir dans cette figure, il existe un gainimportant de performance
entre la meilleure et la pire configuration qui peut être choisie. Nous observons aussi que la
valeur de la PEM, lorsque nous avons réalisé un moyennage surtoutes les paires de codes
possibles, est très proche de la courbe de PEM de la meilleureattribution. Nous avons en fait
observé, dans les scénarios simulés, que le nombre de pairesde codes générant une faible IMC
(proche de l’IMC minimum) est largement supérieure au nombre de paires de « mauvais »
codes.
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Nous terminons finalement l’analyse de ce système multi-codes en montrant le débit maxi-
mum que cette configuration est capable d’atteindre. Ainsi,si nous assumons quezIMC est gaus-
sien, nous pouvons définir le débit ergodique maximum comme suit

R(e)
max = Ea,τ,c

[
N log2

(
1 +

z2
U

z2
IMC + σ2

η

)]
. (1.31)

En réalité, l’interférence multi-codes n’est probablement pas modélisable simplement par une
loi gaussienne. Nous faisons cette conjecture de par la structure dezIMC qui est très semblable à
celle de l’interférence multi-utilisateurs. Or depuis [24], il est connu que cette dernière n’est pas
souvent gaussienne. En revanche au niveau du raisonnement par capacité, il est connu que le
bruit gaussien est le pire des bruits si la source est gaussienne. C’est pourquoi le débit ergodique
maximal que nous avons introduit est plutôt pessimiste puisque le bruit lié à l’interférence a été
supposé gaussien ce qui nous a permis d’introduire la fonction logarithme.
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Figure 1.13 – Débits ergodiques maximum, empirique et approché, en fonction deN .

Malheureusement, l’estimation de l’équation (1.31) requiert d’intensives simulations Monte-
Carlo. Dans le but d’éviter ceci, nous proposons d’approcher l’expression deR(e)

max en utilisant
les expressions analytiques que nous avons calculées précédemment. Nous définissons alors le
débit ergodique maximum approché comme suit

R(a)
max = N log2

(
1 +

Ec[VU]

Ec[VIMC] + Ea,τ [σ2
η ]

)
,
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oùVU est la variance (ou la puissance) du signal utile. Nous calculonsVU de la même façon que
VIMC, en enlevant la somme enn dans l’expression (1.27) et nous posonsn = 1.

L’expression ci-dessus nous permet alors d’estimer de façon approximative, mais très ra-
pide, le débit maximum atteignable par le système. Ceci peuts’avérer d’une grande utilité dans
certains scénarios où des décisions rapides sur l’allocation de ressources doivent être prises (cf.
section 1.1). Nous illustrons ainsi dans la figure 1.13 une comparaison entre les débits ergo-
diques empirique et approximatif maximum, en fonction du nombre de codes, pour différents
ensembles de paramètres du système.

Comme nous pouvons le voir dans la figure 1.13, les courbes desdébits approchés et ergo-
diques sont proches. De plus, la courbe de débit approché semble suivre celle du débit ergo-
dique, au fur et à mesure que le nombre de codes alloués augmente, et ceci toujours en tant que
borne supérieure de cette dernière. Ce comportement est récurrent dans toutes les simulations
que nous avons testées. Cependant, nous n’avons pas eu le temps, dans le cadre de ce travail, de
démontrer ou de réfuter cette propriété du débit maximum approché.

Nous remarquons également que le débit augmente bien avecN ce qui fait que le nombre
de voies créé a plus d’importance que la perte en Rapport Signal-à-Bruit-plus-Interférence ve-
nant de l’interférence multi-codes engendrée. Ce résultatn’est en fait pas surprenant car comme
l’interférence multi-codes est proportionnelle àN , nous avons le débit qui s’écritN log2(1 +

α/(Nβ1 + β2)) (avecα, β1 etβ reliés aux différentes variances des signaux utiles, des interfé-
rences et du bruit) qui est clairement une fonction croissante enN .

1.6 Conclusion et perspectives

Le travail réalisé dans ce chapitre concerne l’étude des propriétés d’un nouveau type de sys-
tème IR-UWB. Nous avons, de ce fait, introduit un nouveau type de configuration, où plusieurs
codes d’étalement sont alloués à un certain utilisateur, sur demande. Notamment, nous nous
sommes penchés sur l’interférence multi-codes par le biaisdu calcul de la variance de l’IMC,
sous des hypothèses UWB générales pour l’émetteur, le canalde propagation et le récepteur.
Cette expression de la variance de l’IMC nous a ainsi permis de mettre en relief l’influence des
différents paramètres du système et du canal.

En particulier, nous avons vérifié par simulations l’impactdu choix des codes d’étalement
sur les performances du système. À travers des courbes de PEMnous avons pu constater qu’un
choix judicieux de ces codes d’étalement permet de diminuerl’IMC et ceci se traduit donc par
une amélioration substantielle des performances, en termede probabilité d’erreur. En comparant
le système pour un, deux et trois codes attribués, nous avonsaussi observé que la configuration
multi-codes offre des gains intéressants en capacité et en performances.

Finalement, nous avons aussi pu montrer comment le calcul analytique de l’IMC permet
d’estimer de façon approximative, mais très rapide, les limites du système en terme de débit, en
fonction du nombre de codes attribués à l’utilisateur actif. Ceci peut aussi être très intéressant
pour procéder à une allocation de ressources rapide, notamment celle concernant le nombre de
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codes à allouer à chaque utilisateur.
Toutefois, nous avons soulever un certain nombre de problèmes que nous estimons d’intérêt

pour un traitement futur. Nous les présentons ci-dessous.

• Lorsque les utilisateurs utilisent des paramètres de configuration différents, il serait inté-
ressant de savoir comment construire des codes multi-utilisateurs adaptés à cette situation,
même si dans cette thèse, nous préconisons d’utiliser les mêmes paramètres pour tout le
monde. Dans le cas de configuration différente par utilisateur, le calcul de la variance
multi-utilisateur est fortement différente et exigerait donc une étude ultérieure.

• En ce qui concerne l’attribution spécifique des codes à saut temporel, il est important de
réaliser une étude comparative formelle de son influence surles performances du sys-
tème. En particulier, il serait intéressant de rechercher des manières fiables et de faible
complexité pour trouver des codes optimaux en terme de minimisation de l’IMC. En
outre, dans notre étude, nous n’avons réalisé qu’une attribution basée sur des paires de
codes, car la solution exhaustive devient impossible à implémenter pour un nombre de
codes supérieure à deux. Nous pensons qu’il serait intéressant de trouver des ensembles
deN codes conjointement optimaux.

• Concernant la structure du système en soi, nous n’avons considéré dans notre que plu-
sieurs codes sur l’utilisateur d’intérêt. Cependant, les autres utilisateurs voient cesN
codes commeN − 1 utilisateurs supplémentaires, qui partagent les ressources dispo-
nibles. Naturellement, il serait intéressant d’étudier l’impact de ces multiples codes sur
les autres utilisateurs dans le réseau et indirectement surles performances globales du
système.

• Concernant le débit maximum que nous estimons grâce à la valeur analytique de la va-
riance de l’IMC, il conviendrait d’analyser plus profondément et notamment de manière
analytique le vrai comportement de ce débit maximum. En particulier, il serait intéressant
de vérifier si la valeur du débit maximum analytique est ou nonune borne supérieure du
vrai débit maximum. De plus d’autres critères de la théorie de l’information pour canal
aléatoire seraient à considérer comme la probabilité de coupure. Ceci nécessite notam-
ment de modéliser correctement la densité de probabilité del’interférence multi-codes.

• Finalement, il serait intéressant de se pencher sur le problème d’une détection multi-
codes pour améliorer les performances du réseau, qui se ferait, naturellement, au prix
d’une complexité accrue.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont donné lieu à un article de conférence.
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Chapitre 2

Optimisation de la probabilité de coupure
pour des canaux de Rice

2.1 Introduction et positionnement du problème

La probabilité de coupure représente une limite fondamentale sur les performances des sys-
tèmes à multiples antennes (MIMO), quand ceux-ci sont confrontés à des canaux sans fil à
évanouissement lent. Minimiser cette probabilité en fonction des paramètres de configuration
d’une transmission est d’un intérêt considérable tant au niveau théorique que pratique. Comme
paramètre de configuration, l’émetteur ne dispose que de la matrice de covariance du signal
émis. Pour que cette optimisation de la probabilité de coupure en fonction de la matrice de
covariance du signal émis soit possible, il est cependant primordial que l’émetteur soit muni
d’une certaine quantité d’information sur l’état du canal de propagation. En effet, il est connu
que lorsque l’émetteur ne possède aucune information sur les caractéristiques du canal, dès que
le Rapport Signal-à-Bruit (RSB) est suffisamment grand, il n’a qu’à choisir une matrice de co-
variance proportionnelle à l’identité ce qui revient à distribuer la puissance disponible totale de
façon uniforme [43]. Comme informationa priori disponible sur le canal, on peut songer au
modèle du canal Rice qui est courant en communications sans fil. Nous rappelons que, pour
un canal de Rice, ses différentes composantes présentent une moyenne non nulle et il est rai-
sonnable de supposer que cette information partielle est disponible au niveau de l’émetteur. Un
autre exemple conduisant au canal de Rice est le suivant : uneinformation sur la valeur du canal
est renvoyée par le récepteur à l’émetteurvia rétroaction partielle (ou bruitée). Cette informa-
tion n’étant pas exacte, elle jouera le rôle de valeur moyenne du canal et la partie aléatoire du
canal sera liée à une erreur d’estimation et/ou à une erreur de la voie de retour et/ou à une mo-
dification lente de la réponse du canal. Bref, dans le cas d’uncanal de Rice, une optimisation
est alors possible de la matrice de covariance du signal de transmission.

Dans ce contexte, seuls quelques résultats à propos de la minimisation de la probabilité de
coupure à partir de l’optimisation de cette matrice de covariance du signal d’émission peuvent
être trouvés dans la littérature. En effet, ce problème a étéabordé de façon intensive dans le
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cas des canaux à évanouissement rapide mais seulement de façon partielle pour les canaux à
évanouissement lent (ou par blocs).

Concernant le contexte des canaux à évanouissement rapide,nous rappelons que le princi-
pal critère de mesure de performance, d’un point de vue de la théorie de l’information, est la
capacité ergodique. Dans la suite, nous faisons un bref rappel des travaux qui se sont concentrés
sur l’optimisation de cette capacité ergodique. Dans [43],il a été montré que, pour des canaux
de Rayleigh non-corrélés, l’allocation de puissance optimale consisterait à allouer la puissance
disponible de manière uniforme. Les canaux de Rayleigh corrélés on été étudiés dans [44, 45].
Dans ces papiers, il est démontré que les vecteurs propres dela matrice de covariance de trans-
mission sont égaux à ceux de la matrice de corrélation du canal. Pour les canaux de Rice, [46]
montre que les vecteurs propres de la matrice de covariance du signal émis sont les vecteurs
singuliers à droite de la matrice moyenne (déterministe) ducanal. Le cas corrélé est étudié
dans [47], où l’allocation de puissance peut être obtenue par une méthode numérique stochas-
tique. Dans [48], ce problème est aussi abordé en donnant uneapproximation de la capacité
ergodique ce qui permet de trouver un schéma optimal d’allocation de puissance à travers un
algorithme itératif et déterministe simple, basé sur la théorie des grandes matrices aléatoires.

Pour le cas de canaux à évanouissement lent, dits aussi canaux non ergodiques, nous rappe-
lons que le critère provenant de la théorie de l’informationpour étudier ce type de canal est la
probabilité de coupure. Une expression analytique de la probabilité de coupure est disponible
uniquement pour les cas MISO et SIMO. Le cas MIMO a été partiellement étudié dans [49,50]
pour les cas Rayleigh corrélé et Rice blanc. Dans ces papiers, les deux premiers moments de
l’information mutuelle sont calculés et une approximationgaussienne est utilisée pour déter-
miner la probabilité de coupure. Cette approximation est vraiment peu fiable. Dans [51], des
approximations pour des lois Gamma et Gamma généralisée sont proposées et donnent plutôt
satisfaction. Néanmoins les précédents papiers ne s’occupent aucunement de l’optimisation de
la matrice de covariance à partir des expressions qu’ils ontobtenues pour la probabilité de cou-
pure. Ainsi une optimisation de la probabilité de coupure par rapport à la matrice de covariance
de transmission semble trop complexe et de ce fait seuls quelques papiers ont essayé de traiter le
sujet [43,52–54]. Comme les résultats ci-dessus seront d’utilité tout au long de ce chapitre, des
explications complémentaires seront fournies ci-dessus.Pour le cas MISO Rayleigh blanc, [43]
a conjecturé que la matrice de vecteurs propres était une matrice unitaire quelconque et que
les valeurs propres étaient soit nulles soit égales à une unique valeur non nulle. Le nombre de
valeurs propres nulles décroit et même s’annule dès que le RSB augmente. Cette conjecture a
été démontrée par [52]. Néanmoins ces derniers auteurs n’ont pas conscience d’avoir démontré
cette conjecture puisqu’ils démontrent un lemme (purementde mathématique) qui permet en-
suite de valider la conjecture de Telatar. Pour le cas MISO etMIMO Rayleigh corrélé selon un
modèle de Kronecker, [53] montre que la matrice des vecteurspropres est identique à celles de
la corrélation des antennes d’émission lorsque les antennes de réception ne sont pas corrélées.
Dans le cas MISO Rice blanc, [54] montre que la matrice de vecteurs propres est composé du
vecteur moyenne de canal et est complété par un ensemble de vecteurs orthonormaux entre eux
orthogonal au vecteur moyenne.
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Dans ce chapitre, nous traitons d’abord le problème de l’optimisation de la probabilité de
coupure dans les canaux MISO à évanouissement de Rice blanc par bloc, avecN antennes à
la transmission et, il va sans dire,1 antenne à la réception. Il est déjà su dans la littérature que
les vecteurs propres de la matrice de covariance du signal d’émission qui minimisent la proba-
bilité de coupure sont le vecteur moyenne du canal de Rice etN − 1 vecteurs orthonormaux
qui appartiennent à l’espace orthogonal à l’espace engendré par le vecteur moyenne [54]. Notre
contribution principale est de trouver la structure des valeurs propres (en d’autres mots, les puis-
sances attribuées aux différentes directions propres) de la matrice de covariance qui optimise la
probabilité de coupure. Nous montrons notamment que, à fortRSB, la partie de la puissance
allouée à l’espace orthogonal au vecteur moyenne du canal doit être uniformément distribuée
entre sesN − 1 vecteurs propres. Nous observons par diverses simulationsl’amélioration at-
teinte par le schéma d’allocation proposé, en comparaison avec des protocoles d’allocation de
puissance uniforme et non-trivial (basé sur l’optimisation de la capacité ergodique). Dans un
deuxième temps, nous proposons une techniquead hocde construction de la matrice de cova-
riance des signaux émis dans le contexte MIMO Rice blanc. Bien qu’ad hoc, cette technique
offre des gains par rapport à une matrice identité dans de nombreuses situations pratiques.

Le reste du chapitre est organisé comme suit : dans la section2.2, nous introduisons le
système MISO. Dans la section 2.3, nous posons formellementle problème que nous souhaitons
traiter, nous expliquons ensuite les bases théoriques utilisées dans ce travail et enfin nous les
utilisons pour calculer une borne inférieure atteignable de la probabilité de coupure. Dans la
section 2.4, nous présentons et justifions un choixad hoceffectué pour la matrice de covariance
dans le contexte MIMO. Nous dédions la section 2.5 aux illustrations numériques du système
et nous concluons le chapitre dans la section 2.6.

2.2 Modèle du système

Nous considérons ici un système avecN antennes de transmission et1 antenne de réception.
Ainsi, le signal scalaire de temps discret reçu, dénoté pary, peut être écrit de la manière suivante

y =
√

PhHx + b, (2.1)

où x est le signal transmis de puissance unitaire, moyenne nulleet dimensionN × 1, b est un
bruit gaussien complexe circulaire de moyenne nulle et varianceσ2/2 par dimension réelle eth
est le vecteur de dimensionN ×1 qui représente la réponse impulsionnelle instantanée du canal
de propagation. Finalement,P est la puissance totale transmise. L’exposant(.)H est l’opérateur
de transposition complexe.

Comme nous supposons que le canal satisfait un modèle d’évanouissements de Rice blanc
par blocs, nous pouvons décomposerh comme suit

h =

√
K

K + 1
hd +

√
1

K + 1
hr, (2.2)
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où hd est un vecteur déterministe de norme unité (c.-à-d.‖hd‖2 = 1), et hr est un vecteur
aléatoire gaussien complexe circulaire de moyenne nulle. Nous choisissons la matrice de cova-
riance du canal telle queE[hrh

H
r ] = (1/N)IdN , ce qui signifie que les composantes dehr sont

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). Le coefficientK est dénommé le facteur de
Rice et représente la proportion du canal qui est fixe. Nous supposons dans ce travail queK, hd

et la matrice de covariance du canal sont connus à l’émetteur.
Ce modèle de canal peut-être justifié des deux manières suivantes. En premier lieu, dans la

majorité des applications sans fil, il est d’usage de considérer que le canal peut être décomposé
en deux parties : la première partie correspond à la visée directe (en anglais,Line of Sight
(LoS)), qui est représentée par le premier terme du côté droit de l’équation (2.2), et la deuxième
partie est associée à la composante sans visée directe (en anglais,Non-Line of Sight(N-LoS))
du canal, qui correspond au deuxième terme du côté droit de l’équation (2.2). La connaissance
deK et dehd à l’émetteur est motivée par le fait que les temps de cohérence qui correspondent
à K et hd sont généralement bien plus grands que ceux dehr [55–58]. Dans la suite nous
supposerons également que le RSB moyen admet un temps de cohérence au moins aussi grand
que ceux deK et dehd.

En deuxième lieu, même quand le modèle de Rice ne s’avère pas être vérifié, il est souvent
possible de décomposerh comme nous le montrons dans l’équation (2.2). Considérons,par
exemple, le cas où le récepteur estime la réponse impulsionnelle du canal et renvoie les valeurs
estimées à l’émetteur. Ce dernier possède alors une connaissance partielle de l’état du canal, qui
peut être décrite comme dans l’équation (2.2) et où la partiealéatoire représente les incertitudes
liées aux erreurs d’estimation et de rétroaction, ainsi qu’aux variations temporelles du canal.
Notez que les erreurs d’estimation sont souvent bien approchées par une distribution gaussienne
(asymptotiquement) et que la matrice de covariance de cetteerreur est connue théorique et ne
dépend que du nombre d’échantillons ayant servi à estimer lecanal et du RSB moyen. Ceci
permet aussi d’avoir une idée de la valeur deK qui, dans ce cas, représente le taux de confiance
que l’on a sur la valeur estimée du canal. Ceci justifie le modèle de Rice employé.

2.3 Optimisation de la probabilité de coupure pour un sys-
tème MISO blanc

Étant donné le modèle décrit à la section précédente, nous pouvons exprimer la probabilité de
coupure du lien défini par l’équation (2.1) pour un taux de transmission donnéR (en bits par
utilisation du canal) comme suit [59]

Pout(Q) = P{log2(1 + ρhHQh) < R}, (2.3)

oùρ = P/σ2 est le rapport signal-sur-bruit (RSB) etQ = E[xxH] est la matrice de covariance
du signal transmisx.

Dans ce travail, nous nous concentrons sur la minimisation de la probabilité de coupure don-
née dans l’équation (2.3), en fonction deQ. Remarquez queQ est soumis à deux contraintes :
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i) Q est une matrice hermitienne semi-définie de dimensionN × N et ii) trace(Q) = 1, ce qui
assure que la contrainte de puissance est respectée.

De façon à optimiserPout(Q) en fonction deQ, nous réalisons premièrement une décom-
position en valeurs propres deQ. Nous avons ainsi

Q = Udiag(λ1 . . . λN)UH,

où {λ1, · · · , λN} sont lesN valeurs propres réelles deQ et U est la matrice unitaire qui
contient les vecteurs propres associés. Notre objectif maintenant est de trouver le vecteurλ =

[λ1, · · · , λN ]T et la matriceU qui optimisent la probabilité de coupure, que nous pouvons en
fait réécrire comme

Pout(λ,U) = P

{
N∑

i=1

λi|νi|2 < µ

}
,

avecν = UHh = [ν1, · · · , νN ]T et µ = (2R − 1)/ρ. L’exposant(.)T représente l’opérateur de
transposition. De plus, en raison de la contrainte qui existe sur la trace deQ, les valeurs propres
doivent satisfaire la condition suivante

N∑

i=1

λi = 1.

Le vecteur aléatoireν est un vecteur gaussien complexe circulaire de moyenne égale à√
K/(K + 1)UHhd et matrice de covariance1/(N(K + 1))IdN .

Remarque 1 Nous savons que le problème de trouver la matriceU qui optimise la probabilité
de coupure a déjà été résolu dans [54]. En effet, dans ce travail, les auteurs montrent que lesN
vecteurs-colonne orthonormaux de la matrice optimaleU sont comme suit : comme||hd|| = 1,
le Nèmevecteur-colonne est égal àhd et est ainsi associé à la partie Rice du canal ; les(N − 1)

vecteurs-colonne restants sont choisis de façon à former une base orthonormale de l’espace
orthogonal à l’espace engendré parhd. Cette espace de dimension(N − 1) est donc associé à
la partie Rayleigh pure du canal.

Avec ce résultat en main, notre objectif se réduit maintenant à trouver les valeurs propres
{λ1, · · · , λN} qui minimisent la probabilité de coupure. Si nous assumons le choix optimal de
la matriceU comme nous l’avons énoncé dans la remarque ci-dessus, la probabilité de coupure
peut être réécrite comme suit

Pout(λ) = P

{
N−1∑

i=1

λi|Xi|2 + λN |Y |2 < η

}
, (2.4)

où η = 2N(K + 1)µ, Xi sont des variables aléatoires (v.a.) gaussiennes complexes circulaires
et i.i.d., de moyenne nulle et variance unitaire par dimension réelle, etY est une v.a. gaussienne
complexe circulaire indépendante, de moyennem =

√
2NK et variance unitaire par dimension

réelle. Remarquez queλN correspond à la puissance allouée à la partie Rice du canal, alors
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que les autres valeurs deλi (notamment pouri = 1, · · · , N − 1) représentent les puissances
attribuées aux composantes (ou directions) Rayleigh du canal.

Dans la suite, nous allons montrer comment nous pouvons réécrire l’équation (2.4) et ensuite
appliquer les résultats de [52] pour résoudre le problème d’optimisation que nous nous sommes
posés, sous certaines conditions que nous énoncerons un peuplus tard dans le texte.

2.3.1 Optimisation dePout dans le contexte Rayleigh blanc

Tout d’abord, il est très important pour notre analyse de remarquer que chaque|Xi|2 est une
variable aléatoire du chi-deux centrée et indépendante, avec deux degrés de liberté. Ainsi, nous
pouvons écrire|Xi|2 = X2

i,1 + X2
i,2, oùXi,1 et Xi,2 sont des variables aléatoires gaussiennesà

valeurs réellesindépendantes, de moyenne nulle et variance unité. De plus,|Y |2 est une v.a.
du chi-deux non-centrée avec deux degrés de liberté et un paramètre de non-centralité égal à
2NK. Par ailleurs, nous dénotons parχ2

d(s) une distribution du chi-deux àd degrés de liberté
et paramètre de non-centralités. Quands = 0, χ2

d(0) peut être simplifié parχ2
d.

Nous rappelons à présent les résultats principaux de [52], qui nous seront utiles pour avancer
dans notre analyse. Dans ce contexte, considéronsZi une variable aléatoire gaussienne réelle,
de moyenne nulle et variance unitaire. Soit aussi{λi}i=1,··· ,n un ensemble den termes positifs
tels que

∑n
i=1 λi = 1. Le théorème 1 dans [52] démontre que

In(t) = inf
{λ1,··· ,λn}
Pn

i=1
λi=1

P

{
n∑

i=1

λiZ
2
i ≤ t

}

est égal à

In(t) =





P(d−1χ2
d ≤ t), ∀t ∈ [td, td−1),

d = 1, 2, . . . , n − 1,

P(n−1χ2
n ≤ t), ∀t ∈ [0, tn−1),

(2.5)

où td est le point d’intersection unique des courbes des fonctions de répartitionP(d−1χ2
d ≤ t)

etP((d + 1)−1χ2
d+1 ≤ t). Par convention,t0 , ∞.

En fait, à travers ce résultat, les auteurs résolvent le problème du choix optimal des valeurs
propresλ quand la partie Rice du canal devient nulle (c.-à-d.K = 0). En effet, l’équation (2.5)
indique que, quandt est petit, le minimum deP {∑n

i=1 λiZ
2
i ≤ t} arrive lorsque chaque terme

λi est non-nul et même identique ; en outre, au fur et à mesure quet augmente, le minimum
est obtenu en annulant certaines de ces valeurs propres, lesautres restant toujours identiques.
Quand nous analysons l’équation (2.4) dans un contexte purement Rayleigh, (c.-à-d. quand
le termeY devient une v.a. centrée), nous remarquons que le résultat donné dans [52] peut
être appliqué directement à notre problème. En effet, quandη est suffisamment petit, ou de
manière équivalente le RSB est suffisamment grand, toutes les directions doivent être traitées
de la même façon et donc la distribution uniforme de puissance est optimale dans un contexte
purement Rayleigh. En revanche, aussitôt queη devient plus grand qu’un certain seuil, ou de
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façon analogue que le RSB devient trop petit, quelques directions doivent être éteintes. Nous
remarquons finalement que les auteurs de [52] prouvent la conjecture de Telatar [43] sans, à
notre connaissance, s’en être rendu compte.

Nous illustrons ces intervalles de RSB dans la figure 2.1. En guise d’exemple, nous prenons
un système avec quatre antennes à l’émission et un débit, parutilisation du canal, égal à 1.
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Figure 2.1 – Intersections des fonctionsP(d−1χ2
d ≤ η) et valeurs de RSB déterminants le

nombre optimal de directions activées pourN = 4 etR = 1, dans un contexte Rayleigh pure.

Dans ce cas spécifique, commeK = 0, N = 4 et R = 1 nous avonsρ = 8/η. Nous
pouvons, grâce au théorème de [52], trouver les valeurs exactes de RSB où il faut allumer (ou
éteindre) les directions propres du système de transmission. Comme nous le montrons dans la
figure 2.1, nous observons en fait que les intervalles de RSB pour les deux cas intermédiaires (2
et 3 antennes) sont très petits et s’avèrent souvent imperceptibles. Lorsque le nombre d’antennes
et le débit cible augmentent, ce phénomène est atténué et lesdifférents intervalles qui définissent
le nombre de directions à être activées sont un peu plus étalés. Par exemple, pour un système
(toujours) à 4 antennes, et oùR = 10, nous devons allumer 1, 2, 3 et 4 directions pourρ entre
(−∞, 37.99] dB, (37.99, 38.49] dB, (38.49, 38.69] dB et(38.69, +∞) dB, respectivement. D’un
point de vue pratique, connaître ces intervalles nous semble surtout intéressant pour fournir
un seuil au-dessus duquel nous émettons sur toutes les directions et en-dessous duquel nous
n’allumons qu’une seule antenne. Nous avons ainsi une façonsimple d’approcher le système
optimal.
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2.3.2 Optimisation dePout dans le contexte Rice blanc

Revenons à notre problème original, qui traite de l’optimisation des valeurs propres dans un
contexte de Rice. Afin de réutiliser partiellement le résultat donné dans [52], nous réécrivons
le problème de la manière suivante. Nous réarrangeons le côté gauche de l’inégalité de l’équa-
tion (2.4), de sorte à garder uniquement les termes purementRayleigh dans ce côté. Après
quelques manipulations algébriques simples, nous obtenons

Pout(λ) = P





2(N−1)∑

i=1

ℓiZ
2
i <

η − λN |Y |2
1 − λN

,



 (2.6)

où ℓ2j = ℓ2j−1 =
λj

2(1−λN )
pour j = 1, · · · , N − 1 et nous avons

∑2(N−1)
i=1 ℓi = 1. Par ailleurs

Zi, défini commeZ2j = Xj,2 etZ2j−1 = Xj,1 pourj = 1, · · · , N − 1, est une variable aléatoire
gaussienneréellede moyenne zéro et variance unité.

Pour bénéficier du résultat de [52], le côté droit de l’inégalité de l’équation (2.6) devrait être
déterministe. Cependant, étant donné la présence deY , ce côté est clairement aléatoire. Afin de
surmonter ce problème, nous introduisons l’événementE , que nous définissons comme

E =

{
Y
∣∣∣

η − λN |Y |2
1 − λN

≤ α

}
,

où α est le point d’intersection des deux fonctions de répartitionP
(
(2N − 3)−1χ2

2N−3 ≤ t
)

et
P
(
(2N − 2)−1χ2

2N−2 ≤ t
)
. Remarquez que nous justifierons le choix spécifique deα dans la

sous-section suivante.
Ainsi, la probabilité de coupure prend la forme suivante

Pout(λ) = P





2(N−1)∑

i=1

ℓiZ
2
i <

η − λN |Y |2
1 − λN

∣∣∣E



PE + P





2(N−1)∑

i=1

ℓiZ
2
i <

η − λN |Y |2
1 − λN

∣∣∣E



PE ,

(2.7)
oùPE est la probabilité de l’évènementE etPE = 1 − PE .

Dorénavant, afin de trouver une solution analytique à notre problème d’optimisation, nous
analyserons le système lorsque le RSB est grand.

De par la définition de l’évènementE et grâce à une application directe du résultat énoncé
dans [52], le premier terme du côté droit de l’équation (2.7)peut être minimisé en choisissant
ℓ1 = · · · = ℓ2(N−1) = 1/2(N −1). En outre, le deuxième terme du côté droit de l’équation (2.7)
peut aussi être facilement borné de telle façon à ce que

P






2(N−1)∑

i=1

ℓiZ
2
i <

η − λN |Y |2
1 − λN

∣∣∣E




 ≥ P






2(N−1)∑

i=1

ℓiZ
2
i < α




 ≥ P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
< α

}
.

La première inégalité vient du fait que, sousE , le terme(η − λN |Y |2)/(1 − λN) est supérieur
à α et comme

∑2(N−1)
i=1 ℓiZ

2
i est positif il a plus de chances d’être seulement inférieur à(η −
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λN |Y |2)/(1−λN) qu’àα. La deuxième inégalité provient du choix spécifique fait pour α, à sa-
voir, que est le point d’intersection des deux fonctions de répartitionP

(
(2N − 3)−1χ2

2N−3 ≤ t
)

etP
(
(2N − 2)−1χ2

2N−2 ≤ t
)
. Par conséquent,

Pout(λ) ≥ Pinf(λN),

avec

Pinf(λN) = P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
<

η − λN |Y |2
1 − λN

∣∣∣E
}

PE + P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
< α

}
PE .

Soit λ∗
N la valeur appartenant à l’intervalle[0, 1] qui minimise la borne inférieuret 7→

Pinf(t). Nous prouvons qu’au pointλ = [(1 − λ∗
N)/(N − 1), · · · , (1 − λ∗

N)/(N − 1), λ∗
N ]T, la

probabilité de coupurePout(λ) atteint le minimum de sa borne inférieurePinf(λ
∗
N).

Dans la suite, par souci de clarté, nous substituonsλN par la variablet. En premier lieu,
nous remarquons que quand l’évènementE se produit, nous avons l’inégalité suivante pourt

t ≤
(
1 − η

α

)
+ t

|Y |2
α

.

Ainsi, commet et |Y |2 sont positifs, sit ∈ [0, 1 − η/α], alorsPE = 1.
En deuxième lieu, nous devons démontrer le lemme suivant

Lemme 1 Soitt 7→ pχ2
2(s)(t) la fonction densité de probabilité (f.d.p.) de la distribution χ2

2(s).
Soitaη,m = inft∈[0,η] pχ2

2(m2)(t) et bη,m = supt∈[η,η/(1−η/α)] pχ2
2(m2)(t). SoitSN l’ensemble des

points(η, m) deR2
+ tels que

aη,m

bη,m
≥

∫ η

0
(η − u)pχ2

2(N−1)
2(N−1)

(u)du

∫ α

η
(u − η)pχ2

2(N−1)
2(N−1)

(u)du
. (2.8)

SiSN n’est pas un ensemble vide, le minimum det 7→ Pinf(t) est atteint pourt ∈ [0, 1 − η/α]

si (η, m) ∈ SN .

La preuve est reportée à l’annexe B.1.
Nous pouvons vérifier que l’équation (2.8) est vraie si nous choisissonsη suffisamment petit

ou de façon équivalente le RSB suffisamment grand. Ainsi, dèsque le RSB est suffisamment
grand, l’ensembleSN est clairement non vide et le Lemme 1 est d’intérêt.

Nous rappelons que
Pout(λ) ≥ Pinf(λ

∗
N), (2.9)

oùλ∗
N est l’argument du minimum det 7→ Pinf(t). Sous l’hypothèse d’un fort RSB, le Lemme 1

nous permet de déduire queλ∗
N appartient à[0, 1 − η/α], ce qui implique quePE = 1. Ceci

conduit à

Pinf(λ
∗
N) = P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
<

η − λ∗
N |Y |2

1 − λ∗
N

}
. (2.10)

Dû aux équations (2.9)-(2.10), nous avons ainsi prouvé la proposition suivante.
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Proposition 1 Si le RSB est suffisamment grand, la probabilité de coupure pour n’importe quel
vecteurλ est minimisée par la probabilité de coupure obtenue pour le vecteurλ∗ = [(1 −
λ∗

N)/(N − 1), · · · , (1 − λ∗
N)/(N − 1), λ∗

N ]T oùλ∗
N est défini comme suit

λ∗
N = arg min

t∈[0,1− η
α

]
P

{
(1 − t)

χ2
2(N−1)

2(N − 1)
+ tχ2

2(m
2) < η

}
. (2.11)

La proposition 1 ci-dessus correspond à la première contribution majeure de ce travail. En
fait, l’équation (2.11) nous fournit des informations utiles sur le système. En effet, il existe
deux points principaux qui attirent notre attention. Tout d’abord et comme nous l’avons prouvé
précédemment, la solution de cette équation nous donne une borne inférieure atteignable pour
la probabilité de coupure du système. Ensuite, pour un système ayant une nombre d’antennes
et un débit cible connus, cette équation nous donne exactement le RSB minimum pour lequel
toutes les directions propres doivent être activées. En effet, nous savons que l’équation (2.11)
n’a de sens que six ∈ [0; 1 − η

α
], puisque pour le point extrême oùη = α, nous avonst = 0 et

ainsi, la direction propre associée à la partie Rice du canalne doit pas être activée. Dans le cas
d’un RSB encore plus petit (c.-à-d.η ≤ α), l’équation (2.5) indique que le nombre de directions
propres activées décroît au fur et à mesure que le RSB diminue. Nous avons donc

ρmin =
2R − 1

α
.

2.4 Amélioration de la probabilité de coupure pour un sys-
tème MIMO blanc

Nous nous plaçons maintenant dans un contexte MIMO admettant Nt antennes de transmission
et Nr antennes de réception. Par conséquent, le signal à temps discret reçu, notéy, s’écrit
comme suit

y =

√
P

Nt
HHx + b, (2.12)

oùx est le signal à transmettre de moyenne nulle et dimensionNt × 1, b est un bruit gaussien
complexe circulaire de moyenne nulle et varianceσ2/2 par dimension réelle et par composante
etH est une matrice de dimensionNt × Nr représentant la réponse impulsionnelle instantanée
du canal de propagation. Finalement,P est la puissance totale transmise.

Nous supposons de nouveau que la matrice du canal admet un modèle de Rice blanc, nous
avonsH qui s’écrit de la manière suivante

H =

√
K

K + 1
Hd +

√
1

K + 1
Hr, (2.13)

où

• Hd est une matrice fixe de norme unité (c.-à-d.‖Hd‖2 = 1). Nous rappelons que la norme
considérée pour une matrice est la suivante :‖X‖2 = trace(XXH),
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• Hr est une matrice aléatoire gaussienne complexe circulaire de moyenne nulle, de ma-
trice de covarianceE[HrH

H
r ] = (1/ max(Nt, Nr))Idmax(Nt,Nr) ce qui implique que les

composantes sont i.i.d. et queE[‖Hr‖2] = 1.

Comme dans les sections précédentes,K, Hd et la matrice de covariance du canal sont connus
de l’émetteur.

Par conséquent la probabilité de coupure associée à la transmission définie par l’équa-
tion (2.12) pour un taux de transmission donnéR (en bits par utilisation du canal) admet la
forme suivante

Pout(Q) = P{log2(det(1 + ρHHQH)) < R}, (2.14)

où

• ρ = P/(Ntσ
2) est le rapport signal-sur-bruit (RSB) par antenne,

• Q = E[xxH] est la matrice de covariance du signal transmisx. La matriceQ est hermi-
tienne semi-définie de dimensionNt × Nt et trace(Q) = Nt.

Dans cette section, nous cherchons de manière heuristique une matriceQ permettant d’amé-
liorer la probabilité de coupure par rapport à des choix possibles deQ existants dans la littéra-
ture.

Comme dans les sections précédentes, nous souhaitons trouver des valeurs raisonnables
pour les vecteurs propres et les valeurs propres de la matriceQ. Ainsi, nous avons

Q = Udiag(λ1 . . . λNt
)UH,

où {λ1, · · · , λNt
} sont lesNt valeurs propres réelles deQ et U est la matrice unitaire qui

contient les vecteurs propres associés. Comme déjà dit, notre objectif maintenant est de trou-
ver un vecteurλ = [λ1, · · · , λNt

]T et une matriceU permettant d’améliorer la probabilité de
coupure.

Avant cela, effectuons une décomposition en éléments propres (en fait singuliers) de la
matrice du canalH et de sa partie de RiceHd. Nous avons

H = WLVH, (2.15)

Hd = WdLdV
H
d , (2.16)

oùL est une matrice diagonale de dimensionmin(Nt, Nr)×min(Nt, Nr) dont les éléments dia-
gonauxℓi sont positifs ou nuls. La matriceW est de dimensionNt ×min(Nt, Nr) etWHW =

Idmin(Nt,Nr). Enfin la matriceV est de dimensionmin(Nt, Nr) × Nr et VVH = Idmin(Nt,Nr).
Les matricesWd et Vd sont définies de manière analogue. La matriceLd est aussi une ma-
trice diagonale de dimensionmin(Nt, Nr)×min(Nt, Nr) dont les éléments diagonauxℓd,i sont
positifs ou nuls.

Si jamais le canalH était parfaitement connu de l’émetteur, le meilleur choix pour la matrice
Q est de procéder à la fameuse technique duwaterfilling. Notez que dans le contexte de canal



56 OPTIMISATION DE LA PROBABILITÉ DE COUPURE POUR DES CANAUX DERICE

parfaitement connu, la probabilité de coupure ne correspond pas à une probabilité d’erreur mais
plutôt à la probabilité de non-utilisation de canal. En effet, si on décide de ne pas adapter le
débit aux conditions de propagation (que l’on connait puisque, dans ce paragraphe, on suppose
H parfaitement connu à l’émetteur), malgré le choix optimal deQ, il se peut que le débit requis
soit supérieur à l’information mutuelle. Dans ce cas, bien évidemment, on ne transmet rien et
de l’énergie est conservée pour une utilisation ultérieure. D’ailleurs effectuer une optimisation
de la puissance instantanée tout en ayant une contrainte de puissance moyenne sur le long terme
constant serait d’intérêt mais dépasse le cadre de cette thèse. Revenons à la description de la
technique dewaterfilling.

Dans ce cas les vecteurs propres deQ sont les vecteurs propres à gauche deH et les valeurs
de propres deQ sont ajustées selon le principe dewaterfilling (WF). Par conséquent

UWF = W et λi,WF =

(
µWF − 1

ℓ2
i

)+

,

avec(x)+ = max(0, x) et par convention1/0 = +∞ d’où (µWF − 1/0)+ = 0. Le paramètre
µWF est ajusté de telle manière à vérifier la contrainte de puissance.

Revenons au modèle de Rice du canal. Par conséquent,H n’est plus connu de l’émetteur.
SeuleHd, K et la matrice de covariance deHr sont maintenant connus de l’émetteur. Comme
première solution sous-optimale , on peut songer à effectuer une technique dewaterfillingmais
seulement basée surHd. Cette technique sera identifiée par les initiales WFd. Ainsi

UWFd = Wd et λi,WFd =

(
µWFd −

1

ℓ2
d,i

)+

, (2.17)

avecµWFd ajusté de telle manière à vérifier la contrainte de puissance. Cette solution comporte
quelques dangers surtout siHd n’est pas de rang plein. En effet, dans ce cas, on a clairement
une perte en diversité.

C’est pourquoi, nous proposons une solution alternative qui permettrait d’allumer toutes les
valeurs propres deQ assurant ainsi une diversité maximale. Par analogie avec les techniques
d’égalisation, on peut dire que le terme1/ℓ2

d,i présent dans l’équation (2.17) correspond à du
forçage à zéro. Pour composer les défauts d’une égalisationde forçage à zéro qui gère mal la
présence de termesℓd,i très faibles voire nuls, il est classique de mettre en place plutôt des éga-
liseurs de type MMSE qui remplaceℓ2

d,i par ℓ2
d,i plus un terme associé à la variance du bruit.

Dans notre contexte le bruit est apporté par la matrice de Rayleigh Hr. Ainsi nous proposons
de remplacer le termeℓ2

i par une somme pondérée des termesℓ2
i et de1/ max(Nt, Nr) car

1/ max(Nt, Nr) correspond aux valeurs propres de la matrice de corrélationdeHr. La pondé-
ration doit être fonction deK. PlusK est grand, c’est-à-dire, plusH ressemble àHd, plus le
poids deℓ2

i doit être important pour ressembler à la méthode WFd. PlusK est faible, c’est-à-dire
queH est proche d’un canal de Rayleigh, plus la constante doit être importante relativement
pour que la matriceQ ressemble à une matrice identité. Entre ces deux extrêmes, un compro-
mis a lieu comme pour l’égalisation MMSE. Nous avons donc la proposition suivante, que nous
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nommerons MMSE par analogie avec l’égalisation,

UMMSE = Wd et λi,MMSE =

(
µMMSE − 1

K
K+1

ℓ2
d,i + 1

K+1
1

max(Nt,Nr)

)+

(2.18)

avecµMMSE ajusté de telle manière à vérifier la contrainte de puissance.

2.5 Illustrations numériques

Nous considérons, dans un premier temps, dans nos simulations un système MISO qui utilise un
réseau linéaire deN antennes à l’émission et1 antenne à la réception. Le canal de propagation
est naturellement considéré comme un canal à évanouissement de Rice et sa valeur moyenne,
comme nous l’avons justifié dans la section 2.1, peut provenir soit d’une vraie composante de
Rice, soit d’une rétroaction partielle d’information du canal disponible au niveau du récepteur.
Pour estimer la valeur de la probabilité de coupure, nous avons recours à des simulations Monte-
Carlo.

Afin de montrer l’impact du choix deλ∗
N sur le système, nous traçons dans la figure 2.2

la probabilité de coupure dans le cas d’une distribution optimale des valeurs propres{(1 −
λN)/(N − 1), · · · , (1− λN)/(N − 1), λN} en fonction deλN . Nous observons en premier lieu
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Figure 2.2 –Pout en fonction deλN .

que les trois courbes de la figure ont la même allure. Nous voyons ainsi que siλN a une valeur
qui est proche deλ∗

N (qui correspond naturellement au point de minimum de la courbe), la
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probabilité de coupure ne subit qu’une légère dégradation.Par ailleurs, si la valeur choisie pour
λN se trouve loin deλ∗

N , la probabilité de coupure augmente de façon notoire et, parconséquent,
le système subit une perte significative de performance. Nous remarquons également que la
valeur deλ∗

N n’est pas très éloignée de la valeur triviale1/N pour les configurations testées.
Néanmoins, l’écart en terme de probabilité de coupure est conséquent. Il est clair que des cas
plus extrêmes que ceux testés sont encore plus intéressantsd’un point de vue de l’optimisation
car un gain encore plus significatif de performance est possible. Ainsi, l’optimisation deλN ,
comme nous le faisons ici, est une tâche d’intérêt.

Pour illustrer l’évolution de cette allocation en fonctionde la composante de Rice, nous
traçons dans la figure 2.3λ∗

N en fonction deK. Nous avons vu dans la section 2.3 qu’en fait,
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N = 2; R = 3; ρ = 20dB
N = 4; R = 5; ρ = 23dB
N = 6; R = 6; ρ = 26dB

Figure 2.3 –λ∗
N en fonction du facteur de RiceK.

la puissance qui doit être attribuée à la partie Rice du canalne dépend que du RSB, du nombre
d’antennes et du facteur de Rice. Comme nous pouvons l’observer,λ∗

N croît au fur et à mesure
queK augmente, tout en se maintenant proche de1/N pour de petites valeurs deK. Ceci est
un résultat espéré et nous voyons queλ∗

N s’éloigne de1/N finalement assez rapidement. La
saturation deλ∗

N en fonction deK provient du fait que la valeur trouvée est la borne supérieure
de l’intervalle de recherche de l’équation (2.11) qui est invariante en fonction deK.

Sur la figure 2.4, nous traçonsλ∗
N en fonction du RSB pour des facteurs de Rice fixés. Nous

remarquons qu’à faible RSB, l’allocation privilégie fortement la composante de Rice. Ceci est
normal car dans un canal de Rice, les courbes de taux d’erreursuivent d’abord une allure de
type gaussienne (fonction de nature exponentielle) à faible RSB pour bifurquer ensuite à plus
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Figure 2.4 –λ∗
N en fonction du RSB.

fort RSB vers des allures de type Rayleigh (droite en échellelog-log). Donc à faible RSB, il est
bien plus important de donner l’avantage à la partie déterministe deh. A fort RSB, au contraire,
il convient de mettre en avant la composante aléatoire deh d’où le fait queλ∗

N tend vers1/N
lorsque le RSB augmente.

Sur la figure 2.5, nous traçons les performances de l’allocation uniforme et de l’allocation
proposée en fonction dêK une valeur estimée deK. La vraie valeur deK est7 dans cette
simulation. Les autres paramètres ont les valeurs suivantes : R = 4, N = 4, RSB = 22dB.
Bien évidemment, l’allocation uniforme est indépendante de K̂ puisqu’elle ne se sert de la
connaissance deK. En revanche, l’allocation proposée a besoin de la connaissance deK. On
remarque que l’allocation proposée résiste très bien à une mauvaise connaissance du vrai facteur
de Rice. Ainsi cette allocation sera applicable dans le contexte non pas d’un canal de Rice (de
type N-LoS) mais d’un canal à rétroaction qui fournit une estimée deh part le biais dehd.
Dans ce contexte, il est clair que le facteur de Rice lié à l’erreur d’estimation n’est pas un terme
parfaitement connu, et nous remarquons donc que l’allocation proposée a encore un sens.

Maintenant, nous souhaitons étudier l’impact de cette allocation optimale sur les perfor-
mances que le système peut atteindre. Ainsi, dans la figure 2.6, nous traçons la probabilité de
coupure en fonction du RSB pour le schéma d’allocation de puissance proposé et nous compa-
rons le résultat à une allocation uniforme de la puissance disponible, pour différentes valeurs de
N . Nous observons que le gain en performance n’est pas négligeable surtout pour des valeurs
typiques de probabilité de coupure de l’ordre de1% ou de0.1% et ceci même pour des valeurs
deK faible et un nombre d’antennes raisonnable. En revanche pour des très faibles valeurs de
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Figure 2.5 –Pout en fonction du facteur de Rice estimé̂K.

probabilité de coupure, les gains sont vraiment minimes surla figure 2.6 car le facteur de Rice
n’est pas très important et donc lesλi,MMSE sont très proches les uns des autres ce qui rend la
matriceQMMSE proche de la matrice identité.

En outre, afin d’observer le réel intérêt de l’allocation optimale que nous proposons, nous
traçons dans la figure 2.7 des courbes de probabilité de coupure pour des cas extrêmes, lorsque
K est très grand. Nous observons notamment le gain substantiel atteint par la configuration
optimisée.

Finalement, dans la figure 2.8, nous comparons la probabilité de coupure obtenue avec l’al-
location proposée et nous la comparons également avec l’allocation uniforme et le schéma d’al-
location de puissance non-triviale suggéré dans [48], en fonction du RSB. Notez que les auteurs
de [48] proposent une matrice optimaleQ basée sur une optimisation de la capacité ergodique
et non sur la probabilité de coupure.

Dans un deuxième temps, illustrons les propositions de la section 2.4 dédiée au système
MIMO. Nous avons, par simplicité, toujours considéré le casNt = Nr = 4. Nous introdui-
sons aussi le rang de la matriceHd, noté de la manière suivanterg = rang(Hd). Par défaut,
nous considéronsR = 8. Ce dernier chiffre paraît élevé mais finalement il signifie que nous
« n’exigeons » qu’une efficacité spectrale de 2 bits/s/Hz pardegré de liberté du système (nous
rappelons que dans un système MIMO, le nombre de degré de liberté est égal àmin(Nt, Nr)).
Notez que si la partie Rice est liée à une configuration de transmission de type LoS, le rang de
Hd a de fortes chances d’être égal à1 car toutes les liaisons entre les antennes d’émission et de
réception seront presque identiques.
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Figure 2.6 –Pout en fonction du RSB.
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Figure 2.7 –Pout en fonction du RSB, pour des valeurs deK élevées.

Sur la figure 2.9, nous traçons la probabilité de coupure en fonction du facteur de Rice.
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Figure 2.8 –Pout en fonction du RSB, pour différentes matricesQ.

Nous remarquons que les écarts entre l’allocation WFd et l’allocation proposée de type MMSE
diminuent lorsqueK augmentent. Inversement l’écart entre l’allocation proposée et l’allocation
uniforme augmentent lorsqueK augmente. Ainsi l’allocation proposée réalise un bon compro-
mis entre les deux composantes du canal de Rice.

Sur la figure 2.10, nous montrons la probabilité de coupure enfonction du rang de la matrice
Hd pour un RSB= 19dB et un facteur de Rice élevé égal àK = 10. Nous observons une
amélioration des performances lorsque le rang augmente. Ceci est logique puisque la matrice
Hd est mieux conditionnée et permet donc de limiter l’impact aléatoire deHr.

Sur la figure 2.11, nous affichons la probabilité de coupure enfonction du RSB pour dif-
férents schémas d’allocation avec un grand facteur de Rice.Pour des valeurs de probabilité de
coupure pour lesquels un système fonctionnera (au pire quelques pourcents), le gain en RSB
de l’allocation proposée MMSE est conséquent tant par rapport à l’allocation uniforme que par
rapport auwaterfillingbasé surHd.

Sur la figure 2.12, nous traçons les mêmes courbes que sur la figure 2.11 mais avec un facteur
de Rice plus petit égal àK = 3. Dans cette situation, le waterfilling basé surHd s’écroule
alors que l’allocation uniforme s’approche fortement de l’allocation proposée. Ceci est normal
car commek est petit, la composante Rayleigh doit être traitée avec beaucoup d’attention et
donc les valeurs propres deQ sont presque identiques afin de ne privilégier aucune direction et
notamment pas nécessairement celle donnée parHd.
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Figure 2.9 – Probabilité de coupure en fonction deK (en MIMO), pourrg = 1.
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Figure 2.10 – Probabilité de coupure en fonction du rang deHd.
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Figure 2.11 – Probabilité de coupure en fonction du RSB pourK = 10
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Figure 2.12 – Probabilité de coupure en fonction du RSB pourK = 3
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2.6 Conclusion et perspectives

Le travail réalisé dans ce chapitre concerne l’optimisation de la probabilité de coupure de sys-
tèmes MISO et MIMO pour un canal blanc de Rice.

Dans le contexte MISO, nous avons calculé une borne inférieure pour cette probabilité et
nous avons prouvé qu’elle est atteignable par une certaine matrice de covariance que nous avons
caractérisée, lorsque le RSB est suffisamment grand. De plus, nous avons fourni des infor-
mations utiles à la compréhension du comportement de systèmes confrontés à des canaux à
évanouissement par bloc. Nous avons ainsi déterminé le RSB seuil à partir duquel toutes les
directions propres doivent être activées. Nous avons remarqué que la valeur minimum de la
probabilité de coupure était finalement influencée de manière non-négligeable (mais pas non
plus de manière outrageuse) par le choix de la puissance attribuée à la partie Rice si la fac-
teur de Rice était petit. Si le facteur de Rice est grand ce quiest quand même peu probable en
pratique (sauf dans un système quasi-statique avec une boucle de rétroaction dans laquelle le
récepteur fournit l’estimée du canal à l’émetteur), les gains apportés par notre allocation sont
substantiels par rapport à une allocation uniforme. Finalement, nous avons comparé le système
optimal proposé avec d’autres schémas d’allocation de puissance, notamment l’allocation uni-
forme et un algorithme non-trivial, basé sur l’optimisation de la capacité ergodique. Nous avons
pu apprécier les gains obtenus par la configuration optimisée.

Dans le contexte MIMO, nous avons proposé de manière heuristique une allocation des
vecteurs propres et des valeurs propres de la matrice de covariance. Nous avons montré que
cette allocation offrait des avantages par rapport à une allocation uniforme et par rapport à une
allocation de typewaterfillingbasée sur la partie déterministe du canal.

Par ailleurs, un certain nombre de points reste à être exploré dans le cadre de ce travail.
Commençons par le contexte MISO :

• tout d’abord, il nous semble important de réaliser une étudeapprofondie de ce système
pour tous les intervalles de RSB. En effet, nous n’avons considéré que le cas où le RSB est
grand. À l’image du cas Rayleigh, comme nous l’avons montré dans la sous-section 2.3.1,
il conviendrait de déterminer exactement les intervalles d’activation des différentes direc-
tions propres.

• Nous aimerions trouverλ∗
N sans avoir à calculer explicitement l’équation (2.11), carcelle-

ci demande malheureusement une évaluation basée sur des simulations numériques de
type Monte-Carlo et donc gourmande en charge de calcul. Pourcela, nous avons songé à
approximer la loi de la variable aléatoireξt = (1−t)χ2

2(N−1)/(2(N−1))+tχ2
2(m

2) inter-
venant dans l’équation (2.11) par une loi plus simple permettant de conduire des calculs
de manière analytique. Clairement,ξt est distribuée comme une combinaison linéaire de
variables du chi-deux non-centrales et indépendantes. Comme l’est fait dans [60, 61] et
dans les références de ce travail, il est possible de bien approcherξt par une distribution
Gamma, dès queN est suffisamment grand. Il est alors possible, en faisant cette hypo-
thèse de loi Gamma pourξt, de trouver analytiquement une expression approchée de la
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probabilité de coupure. Ainsi

Pout(t) ≈
γ(p1, η/p2)

Γ(p1)
et λ∗

N ≈ arg min
t∈[0,1− η

α
]

γ(p1, η/p2)

Γ(p1)

oùPout(t) = Pout([(1 − t)/(N1), · · · , (1 − t)/(N − 1), t]) et oùΓ(x) etγ(x, y) sont les
fonctions Gamma et Gamma incomplète inférieure respectivement. De plus nous avons

p1 =
β2

1

β2

et p2 =
β2

β1

,

avec

β1 = t(1 + m) (2.19)

β2 =

(
1

N − 1
+ 4 + 4m

)
t2 − 2

N − 1
t +

1

N − 1
. (2.20)

Sur la figure 2.13, nous présentons l’écart-type normalisé de l’approximation de la pro-
babilité de coupure avec sa vraie valeur (haut) et de l’approximation deλ∗

N avec sa vraie
valeur (bas). L’erreur est de l’ordre de10% pour la probabilité de coupure ce qui paraît
raisonnable. En revanche, cette même erreur est obtenue pour λ∗

N et, dans ce cas, ceci
est rédhibitoire pour l’obtention de la valeur deλ∗

N . En effet, surtout dans le cas oùλ∗
N

est proche de1/N , nous avons remarqué que l’erreur de10% conduisait à trouver une
valeur approchée deα∗

N inférieure à1/N alors que la vraie valeur est toujours supérieure
à 1/N dès queK > 0. Cette approximation ne peut donc convenir car elle ne vérifie
des inégalités fondamentales. Dans [51], il a été montré quela loi Gamma généralisée
permettait de coller nettement mieux à la probabilité de coupure surtout pour les petites
valeurs de probabilité de coupure (de l’ordre de1% ou de0, 1% voire moins). Ainsi il
serait intéressant de reprendre ce travail mais avec l’approximation de la probabilité de
coupure par une loi Gamma généralisée.

Finissons par les perspectives suivantes pour le contexte MIMO :

• il serait intéressant de proposer des matricesQ minimisant ou améliorant la probabilité
de coupure en ne se basant pas sur des méthodesad hocmais plutôt sur une approche
analytique. Ce problème n’a, jusqu’à présent, conduit qu’àquelques réponses théoriques
extrêmement partielles et donc il n’existe pas d’optimisation de la probabilité de coupure
en fonction de la matrice de covariance d’émission. Ce problème est un réel défi.

• Si H est parfaitement connu de l’émetteur, il serait intéressant, comme déjà mentionné
dans ce chapitre, d’utiliser la probabilité de coupure (nonpour évaluer des probabilités
d’erreur minimales car, dans ce cas, ce lien entre ces deux probabilités n’existent pas) pour
attribuer des puissances moyennes variant dans le temps. Ainsi on pourrait relâcher la
contrainte de puissance moyenne fixe à court-terme et la remplacer par une contrainte de
puissance moyenne fixe à long-terme. Ceci permettrait parfois de satisfaire la contrainte
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Figure 2.13 – Ecart-type normalisé entre les vraies valeurset les valeurs approchées dePout

(haut) et deλ∗
N (bas) en fonction deN .

de débit même lorsque la réalisation (connue) du canal est mauvaise. On pourrait faire de
même avec le débit en s’imposant une contrainte de débit non sur le court-terme mais sur
le long-terme permettant ainsi de faire fluctuer le débit de manière instantanée suivant les
conditions de propagation.

Certains travaux présentés dans ce chapitre ont donné lieu àun article de conférence.
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Chapitre 3

Allocation de puissance en OFDM pour un
canal à interférence gaussien

3.1 Introduction et positionnement du problème

Tant dans un système filaire (de type ADSL avec de la diaphonie) que dans un système sans
fil (de typead hoc), l’interférence multi-utilisateurs provenant de nœuds déconcentrés limite
les performances de ces dits systèmes. Trouver des méthodespermettant de gérer au mieux
cette interférence est un grand défi et a conduit à de nombreuxtravaux. Au niveau de la théorie
de l’information de ce type de canaux, que l’on appelle « canal à interférence », des travaux
de détermination de région de capacité existent mais le problème de détermination de cette
région est encore ouvert même pour la plupart des canaux. Seuls quelques canaux très simples
admettent une région de capacité connue. C’est notamment lecas pour le canal à interférence
déterministe (c’est-à-dire, sans bruit) avec deux utilisateurs dont la région de capacité est fournie
dans [62]. Dans ce cas particulier, il est démontré que le schéma proposé par Han et Kobayashi
dans [63] est optimal. Lorsque du bruit blanc gaussien additif est rajouté au canal précédent, la
capacité n’est pas connue. Quelques travaux n’ont déterminé que partiellement cette capacité
notamment dans le cas de forte interférence (c’est-à-dire,quand les rapports interférence-sur-
bruit (RIB) sont plus forts que les rapports signal-sur-bruit (RSB)) [63,64]. Pour tous les autres
intervalles de RIB et RSB, la capacité exacte reste inconnueet la meilleure région atteignable
est due à Han et Kobayashi [63]. Toutefois, on ne sait toujours pas si le schéma précédemment
mentionné est optimal et dans quelle mesure est-il éloigné de la vraie capacité du canal.

Récemment, des travaux d’Etkin, Tse et Wang ont permis de se rapprocher d’une solution
pour la capacité du canal à interférence gaussien pour deux utilisateurs [65]. Dans ce papier,
un schéma très simple du type Han-Kobayashi est proposé et ilest démontré que ce schéma est
optimal à un bit près pour tous les niveaux d’interférence, c’est-à-dire que ce schéma approche
la capacité du canal à un bit près. Plus spécifiquement, ce schéma utilise l’information transpor-
tée par l’interférence pour atténuer ses effets néfastes. Ceci est fait à travers la concaténation de
messages communs, destinés à être décodés par tous, et de messages privés, destinés à chaque
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utilisateur en particulier. Le message commun, décodé en premier, peut ainsi être soustrait du
message total, permettant un meilleur décodage du message privé (en augmentant notamment
le RSB). Le coût de ce procédé est alors une perte en débit. Naturellement, afin de démontrer la
« proximité » (1 bit) à la capacité du canal, de nouvelles bornes (inférieure et supérieure) plus
précises de la capacité sont calculées. Les auteurs fournissent aussi d’autres indications sur le
système en introduisant un nouveau paramètre : le niveau d’interférence (en anglais,interfe-
rence level). Pour des régions de RSB élevé, cette valeur intervient directement sur la capacité
du canal. Cette fonction sera dénommée dans la suite degré deliberté généralisé (en anglais,
generalized degree of freedom(g.d.f.)).

Il existe trois grandes manières de traiter l’interférence:

• la première gère l’interférence comme un signal à part entière comme cela est fait dans [65].
Cette approche-là reste au niveau applicatif encore irréaliste car aucun schéma pratique
(c’est-à-dire avec des vrais codes et non des codes aléatoires) et donc implémentable avec
une basse complexité n’existe.

• La deuxième consiste à la supprimer complètement en tentantd’orthogonaliser les diffé-
rents liens de transmission. Cette façon de procéder est clairement sous-optimale au sens
de la théorie de l’information. Elle est néanmoins largement répandue dans les systèmes
pratiques (canaux adjacents pour différents utilisateursou systèmes ; TDMA, FDMA pour
l’accès multiple, etc).

• La troisième voit l’interférence comme du bruit. Ceci arrive lorsque les liens de trans-
mission partagent les ressources disponibles. Dans ce cas,les systèmes classiques vont
additionner l’interférence au bruit thermique de fond. Dans le contexte de modulations
multi-porteuses, que nous retenons ici parce qu’utiliséesdans quasiment tous les sys-
tèmes venant d’être normalisés ou en cours de normalisation, de nombreuses solutions
de contrôle de puissance (par utilisateur et par fréquence)ont été proposées pour obtenir
les meilleurs régions de débits atteignables. On peut songer au waterfilling itératif (en
anglais,Iterative Waterfilling(IWF)) [66] qui correspond à une extension du célèbre al-
gorithme dewaterfilling [59]. Bien que supérieur aux systèmes actuels sans contrôlede
puissance, l’IWF est encore jugé être largement sous-optimal, en particulier dans des scé-
narios très asymétriques. Ceci est dû à sa structure distribuée et, par conséquent, à l’opti-
mum « égoïste » qu’il trouve. Une autre technique intéressante de gestion de la puissance
(par utilisateur et par porteuse) est l’OSB (de l’anglais,Optimum Spectrum Balancing),
proposée par Cendrillonet al.dans [67]. À l’aide d’un contrôle centralisé de la puissance,
il a été prouvé que l’OSB converge vers une solution globalement optimale, trouvant ainsi
la meilleure région possible de débits atteignables (lorsque l’interférence est vue comme
du bruit). Ceci est cependant vrai si le nombre de porteuses est suffisamment grand. Tou-
tefois, ce résultat est obtenu au prix d’un algorithme complexe, qui devient trop lourd dès
que le nombre d’utilisateurs est supérieur à quatre. Des systèmes sous-optimaux à faible
complexité ont été proposés dans la littérature. Tout d’abord, l’ISB (de l’anglaisIterative
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Spectrum Balancing) a été proposé dans [68] en 2005 (et, curieusement, de façon indé-
pendante dans [69], en 2006). Cet algorithme est fondé sur lemême principe de l’OSB.
Cependant, l’optimisation de puissance est ici réalisée defaçon itérative, un utilisateur à
la fois et en maintenant les puissances des autres utilisateurs fixes, jusqu’à convergence.
Cette linéarisation dans la dimension du problème réduit significativement la complexité
de l’algorithme, le rendant ainsi résolvable quand le nombre d’utilisateurs devient grand.
Les performance de l’ISB sont quasi-optimales. Aussi en 2005, Papandriopoulos et Evans
ont proposé l’algorithme appeléSuccessive Convex Approximation for Low Complexity
(SCALE) [70]. Les auteurs utilisent une approximation intelligente et quelques mani-
pulations algébriques simples pour rendre convexe le problème original d’optimisation.
Ceci réduit d’autant plus la complexité du calcul et les résultats obtenus sont semblables
à ceux de l’ISB. Plus récemment, Cendrillonet al.ont proposé l’ASB (de l’anglais,Au-
tonomous Spectrum Balancing) [71]. Contrairement à ses prédécesseurs, cet algorithme
permet à ses utilisateurs un fonctionnement complètement distribué (autonome), avec des
performances quasi optimales et une faible complexité.

Dans ce chapitre, nous souhaitons procéder à une allocationdes puissances (par utilisateur et
par porteuse) non à partir des fonctionnelles interprétantl’interférence comme du bruit (cf. IWF,
OSB, ISB, ASB) mais à partir de fonctionnelles intégrant la notion de degré de liberté généralisé
développée dans [65], c’est-à-dire gérant l’interférencede manière constructive. Ainsi nous
souhaitons obtenir les puissances qui optimisent la vraie région de capacité (à un bit près).

Le reste du chapitre est organisé comme suit : dans la section3.2, nous décrivons le système
considéré et introduisons la notion de degrés de liberté généralisés que nous allons considérer
dans la suite de ce travail. Dans la section 3.3, nous formalisons le problème d’optimisation
des puissances que nous souhaitons traiter. Dans la section3.4, nous montrons comment ce
problème d’optimisation peut être résolu. La section 3.5 est consacrée à l’illustration des per-
formances de cette nouvelle approche. Le contexte d’application de ces résultats est un envi-
ronnement ADSL (de l’anglais,Asymmetric Digital Subscriber Line), où le canal peut être vu
comme un canal à interférence gaussien. Nous faisons notamment des comparaisons avec des
protocoles classiques de gestion dynamique du spectre, quitraitent l’interférence comme du
bruit. Finalement, nous concluons ce chapitre et donnons quelques directions possibles pour de
futures recherches dans la section 3.6.

3.2 Modèle du système

Dans ce travail, nous considérons un canal à interférence gaussien parallèle à deux utilisateurs,
composé deK sous-canaux de base, orthogonaux et adjacents, comme nous le montrons dans
la figure 3.1. Nous supposons ainsi que le système est capablede séparer et de traiter indivi-
duellement chaque sous-bande de fréquences,via, par exemple, une technique de modulation
de type OFDM.
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Figure 3.1 – Canal à interférence gaussien à deux utilisateurs composé deK sous-canaux.

Dans cette section, nous traiterons chaque sous-canalk (partie droite de la figure 3.1) indivi-
duellement. Ceci nous permet d’introduire les notions de base du canal à interférence gaussien,
comme définies dans [65]. Les contraintes globales seront énoncées au besoin. Nous représen-
tons ainsi chaque sous-canalk par les équations suivantes

y1
k = h1,1

k x1
k + h1,2

k x2
k + z1

k,

y2
k = h2,2

k x2
k + h2,1

k x1
k + z2

k,
(3.1)

où {xn
k}, {yn

k}, pourk = 1 · · ·K, sont les signaux complexes transmis et reçus et{hm,n
k } sont

les gains de canal, pourn, m = 1, 2. Des processus{zn
k } de bruit gaussien circulaire complexe,

indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), de moyenne nulle et varianceN0 par dimension
complexe, sont ajoutés aux signaux reçus. De plus, nous imposons à l’information transmise une
contrainte de puissance globalPn,max telle que

∑K
k=1 sn

k ≤ Pn,max avecsn
k = E[|xn

k |2].

Remarque 2 Il est intéressant de noter que le fait de n’imposer qu’une contrainte globale de
puissance est moins strict sur le système que de définir des contraintes locales de puissance. En
effet, cette première n’impose aucun masque aux différentssous-canaux, qui peuvent « emprun-
ter » de la puissance aux autres, si nécessaire. Une contrainte locale imposerait à l’algorithme
d’optimisation une restriction de puissance à chaque sous-canal. Naturellement, les résultats
attendus dans le premier cas sont meilleurs.

En considérant le canal gaussien à interférence parallèle,nous assumons que lesK sous-
canaux transmettent simultanément et que les vecteurs (à travers les sous-canaux) qui repré-
sentent les gains du canal suivent des fonctions bien définies, qui sont supposées être connues
tant à l’émetteur qu’au récepteur. Ceci est notamment le caspour un système ADSL puisqu’il
utilise une modulation OFDM et subit de l’interférence à travers les fameux bruits NEXT et
FEXT. Dans ce contexte, le système peut être paramétré, pourchaque sous-canalk et chaque
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utilisateurn, par unniveau d’interférenceαn
k , défini comme le rapport entre le RIB et le RSB

de l’utilisateur en question sur le sous-canalk, en décibels (dB) [65]. Nous avons ainsi

RIBn
k =

|hn,n′

k |2sn′

k

N0
et RSBn

k =
|hn,n

k |2sn
k

N0

et

αn
k ,

log RIBn
k

log RSBn
k

,

pourn, n′ = 1, 2.
La capacité de chaque utilisateur sur le sous-canalk sera notéeCn

k (RSBn
k , α

n
k) car à fort

RSB (c’est-à-dire à faible bruit) elle ne dépend asymptotiquement que de RSBnk et αn
k . Nous

avons le résultat suivant décrit dans [65].

Cn
k (RSBn

k , α
n
k)

d(αn
k) log(RSBn

k)
→ 1 quand RSBnk , RIBn

k → ∞ et
log RIBn

k

log RSBn
k

= αn
k . (3.2)

où nous définissonsd(αn
k) comme ledegré de liberté généraliséet log(RSBn

k) ≈ log(1 +

RSBn
k) comme la capacité du canal de l’utilisateurn sur le sous-canalk quand il n’y a pas

d’interférence. Par conséquent, à fort RSB, la capacité de la fréquencek pour l’utilisateurn est
bien approximée par la fonction

d(αn
k) log(RSBn

k).

De plus, les auteurs de [65] démontrent que, dans le cas du canal gaussien à interférence à deux
utilisateurs, l’expression de la fonctiond(α) est

d(α) ≤





1 − α, 0 ≤ α < 1
2

(interférence bruitée)
α, 1

2
≤ α < 2

3
(interférence faible)

1 − α
2
, 2

3
≤ α < 1 (interférence moyennement faible)

α
2
, 1 ≤ α < 2 (interférence forte)

1, α ≥ 2 (interférence très forte).

(3.3)

Nous dessinons sur la figure 3.2 la fonctiond(α), et nous la comparons aux fonctions d’exploi-
tation des degrés de liberté d’un canal à interférence, pourles configurations actuelles qui, soit
orthogonalisent les liens de transmission, soit traitent l’interférence comme du bruit. Comme
nous pouvons le voir, il existe cinq régions d’interférencebien définies. De plus, nous obser-
vons qu’aussitôt que le niveau d’interférence devient supérieur à1/2, le système qui exploite
les degrés de liberté généralisés du canal devient plus performant.

Par ailleurs, il est prouvé qu’un système défini par les équations (3.2) et (3.3) atteint la ca-
pacité générale du canal à un bit près, pour toutes les valeurs deα ≥ 0. Ceci est fait grâce à
l’utilisation d’un schéma simple du type Han-Kobayashi [63]. Il nous semble toutefois impor-
tant de rappeler que l’équation (3.3) n’est valable d’une part, que lorsque les RSB et RIB sont
élevés, c’est-à-dire lorsque le bruit est significativement inférieur au signal et à l’interférence,
et d’autre part, dans un contexte libre d’interférence (le degré de liberté généralisé étant natu-
rellement égal à 1). Par conséquent, nous devons nous assurer dans la suite que l’allocation de
puissance obtenue nous permette de travailler avec ces hypothèses de RSB et RIB.
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Figure 3.2 – Degrés de liberté généralisés du système proposé, comparé à deux schéma sous-
optimaux de traitement de l’interférence.

Si nous assumons alors qu’une configuration pratique existequi met en œuvre le système
mentionné ci-dessus, alors la capacité totale du canal de chaque utilisateur s’écrit comme suit

Cn
P(RSBn, αn) =

K∑

k=1

Cn
k (RSBn

k , α
n
k), (3.4)

pourn = 1, 2 et oùRSBn = [RSBn
1 . . . RSBn

K ], α
n = [αn

1 . . . αn
K ] et Cn

k (RSBn
k , α

n
k) est défini

dans l’équation (3.2).

3.3 Formalisation du problème d’allocation de puissance

Notre objectif dans ce travail est d’utiliser la nouvelle façon de traiter l’interférence (c’est-
à-dire,via la formule de la capacité décrite dans la section précédente) et dans ce cadre de
trouver l’allocation de puissance maximisant la capacité de transmission de l’un des utilisateurs
du système, tout en assurant un service minimum à l’autre utilisateur. Toutefois, comme nous
souhaitons aborder ce problème d’un côté un peu plus réaliste, nous adaptons les équations (3.2)
et (3.4) en termes de débits de transmission, densités spectrales de puissance (d.s.p.) et nous
considérons aussi les pertes liées aux systèmes pratiques.
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Dans ce but, nous employons un schéma OFDM, parce que celui-ci est largement répandu
et permet effectivement de créer plusieurs voies en parallèle. Le problème d’allocation revient
maintenant à contrôler la puissance d’émission par sous-porteuse et par utilisateur. Le système
en question divise ainsi le canal enK sous-canaux (ou tonalités discrètes), séparées d’un inter-
valle fréquentiel∆f et transmettant à un taux symbole totalfs. Ces sous-canaux sont orthogo-
naux.

À chaque transmission, les utilisateurs envoient simultanémentK symboles (modulés, par
exemple, par des QAM), organisés en vecteursxn (pour l’utilisateurn). Les vecteurs reçusyn

sont ainsi décrits, sur chacune de leursK composantes, par les équations (3.1).
Nous dénotons parbn

k la quantité maximum de bits qui peuvent être envoyés par utilisation
de la porteusek et par l’utilisateurn. D’après l’équation (3.2),bn

k peut être défini à haut RSB
par

bn
k , d(αn

k) · log2

(
1

Γ

|hn,n
k |2sn

k

N0

)
, (3.5)

où sn
k , E[|xn

k |2] est la d.s.p. de transmission etΓ est l’écart de RSB à la capacité (en an-
glais, SNR-gap to capacity), qui modélise les pertes réelles du système (par exemple, le fait
que le signal émis est codé par un code correcteur d’erreur non optimal). Les niveaux respectifs
d’interférences sont donnés parαn

k = log2(|hn,n′

k |2sn′

k /N0)/ log2(|hn,n
k |2sn

k/N0), avecn′ 6= n.
Nous pouvons alors écrire le débit total de transmission dun-ème utilisateur dans le système

comme

Rn = fs

K∑

k=1

bn
k . (3.6)

De plus, comme nous l’avons mentionné dans la section précédente, la puissance d’émission
de chaque utilisateur est limitée par une contrainte globale

∆f

K∑

k=1

sn
k ≤ Pn,max.

Formellement, nous voulons alors résoudre le problème de gestion du spectre suivant

max
s
1,s2 R2 contraint à R1 ≥ Rt

1

contraint à ∆f

∑K
k=1 sn

k ≤ Pn,max, pourn = 1, 2,
(3.7)

où sn = [sn
1 . . . sn

K ], pourn = 1, 2, et Rt
1 est un taux de transmission cible minimum qui doit

être assuré pour l’utilisateur 1.
Une analyse rapide de l’équation (3.7), combinée aux équations (3.6) et (3.5), montre que

le problème ci-dessus est hautement non-convexe et qu’ainsi, les techniques classiques d’opti-
misation convexe ne peuvent pas être appliquées. L’approche la plus directe et simpliste, mais
insolvable en raison de sa complexité, pour résoudre le problème d’optimisation de l’équa-
tion (3.7) serait de réaliser une recherche exhaustive à travers toutes les combinaisons de d.s.p.
possibles, selon une certaine contrainte de granularité∆s, définie par les limites pratiques de
construction des équipements disponibles. Naturellement, il est facile de voir que la complexité
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de cette approche augmente exponentiellement avec le nombre de tonalités (ou sous-canaux),
car le problème est couplé sur toutes les fréquences et entreles utilisateurs.

Dans la section suivante, nous montrons comment le problèmeci-dessus peut être résolu en
utilisant des techniques d’optimisation convexe. En effet, les auteurs de [67] montrent que le
problème (3.7) possède un problème dual équivalent qui, pour un nombre suffisamment grand
de sous-canaux, peut être considéré comme étant convexe et est donc plus simple à résoudre.
Néanmoins dans [67], l’équation (3.5), qui relie le débit atteignable en fonction de la qualité de
lien, est différente car les auteurs considèrent un cas où l’interférence est vue comme du bruit
et donc leur termebn

k est grossièrement le logarithme du RSIB. Finalement, les auteurs de [67]
résolvent un problème qui s’écrit formellement de la même manière (cf. équation (3.7)) mais
avec des fonctions de coût élémentaires différentes (cf. équation (3.5)).

3.4 Résolution du problème d’allocation de puissance

Dans [67], Cendrillonet al. ont proposé un nouvel algorithme pour résoudre de manière ef-
ficace un problème similaire à celui de l’équation (3.7), dans lequel uniquement la fonction
objectif change. Les auteurs ont dénommé cet algorithme OSB(de l’anglais,Optimal Spectrum
Balancing). L’idée de base de l’OSB est de résoudre le problème dual d’un problème équi-
valent à l’original, en utilisant des techniques classiques d’optimisation convexe. En général, la
solution du problème dual à un problème donné est une borne supérieure de la solution dudit
problème [72]. Toutefois, pour le cas particulier de [67], les auteurs montrent que, si un système
multi-porteuses est utilisé et que le nombre de porteuses est suffisamment grand, la solution des
deux problèmes (équivalent et le dual de l’équivalent), et par conséquent du problème original,
est approximativement la même. Nous expliquons ces concepts en détail dans ce qui suit. En
fait, dans [67], il est montré que le problème posé est asymptotiquement (en fonction du nombre
de porteuses) convexe et donc que toute technique d’optimisation convexe est applicable pour
sa résolution, ce qui simplifie grandement la tâche algorithmique.

3.4.1 Remplacement du problème original par un problème équivalent

Dans le théorème 1 de [67], il est prouvé qu’il est possible deremplacer le problème original
d’optimisation de l’équation (3.7) par un problème de maximisation de somme pondérée de
débits, défini comme suit

max
s
1,s2 wR1 + (1 − w)R2

contraint à ∆f

∑K
k=1 sn

k ≤ Pn,max, pourn = 1, 2.
(3.8)

L’idée de base est la suivante : dans le système à deux utilisateurs que nous considérons,
si le poidsw attribué à l’utilisateur 1 est convenablement choisi, sa contrainte de débit sera
implicitement satisfaite et donc la solution de ce problèmesera équivalente à celle du problème
original. Ce résultat peut naturellement être étendu à un problème à plus de deux utilisateurs.
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Dans ce cas, le poids de chaque utilisateur peut être interprété comme la priorité attribuée à
celui-ci dans le système. Nous illustrons cette idée dans lafigure 3.3.

RC
1

R2

D

C

A

B

E

wAR1 + (1− wA)R2 = κ

wAR1 + (1− wA)R2 > κ

L− l

l = 3 w = 0

w = 1

points atteignables, pour L = 9

R1,t = RA
1

RE
1

RD
1

R1

RC
2

RE
2

RD
2
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2

r

6

9
r

3

9
r

Figure 3.3 – Région de débits atteignables.

Pour comprendre cette figure, nous expliquons succinctement et de manière informelle la
preuve du théorème 1 de [67]. Supposons le pointA , (RA

1 , RA
2 ) appartenant à la vraie (et

inconnue) région de débits atteignables du système. Ce point est optimal en ce qui concerne la
somme pondérée de débits, étant donné une certaine valeur dew = wA. Supposons aussi un
pointB , (RB

1 , RB
2 ) tel queRB

1 ≥ RA
1 etRB

2 ≥ RA
2 . Ceci impliquerait que, pour ce mêmewA,

wARB
1 +(1−wA)RB

2 ≥ wARA
1 +(1−w+A)RA

2 , ce qui est impossible étant donné l’optimalité
deA. Par conséquent,RA

2 est le débit le plus élevé qui permet un débitRA
1 . Il existe ainsi, en

pensant inversement, une valeur dew = wA qui permet de trouver le point A, sur la région de
débits atteignables du système. Résoudre le problème de l’équation (3.8) pourw = wA est donc
résoudre le problème original de gestion dynamique du spectre, pourR1,t = RA

1 .

Lorsque la région de débits atteignable est concave, nous voyons naturellement que tous
les points de cette frontière peuvent être atteints de cettemanière-là. Malheureusement, quand
ceci n’est pas le cas (comme dans notre problème puisque nos fonctions ne sont pas concaves),
seules les paires de débits appartenant à la frontière de l’enveloppe convexe (en pointillés sur la
figure 3.3) de la région de débits peuvent être trouvés (théorème 2 dans [67]). Ceci est dû au fait
que ces points « intérieurs » (points entreC etD dans la figure 3.3, ouA, si la région de débits
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passait pasB, par exemple) ne sont pas optimaux en ce qui concerne la sommepondérée des
débits. Il est important de mentionner que le théorème que nous venons de citer prouve que tous
les points de la frontière de l’enveloppe convexe de la région de débits peuvent être trouvés, si
nous passons par toutes les valeurs dew ∈ [0, 1].

Toutefois, nous montrons dans la suite que, grâce à l’utilisation de techniques de modulation
multi-porteuses et sous certaines conditions, il est possible de faire fonctionner le système sur
pratiquement tous les points de cette enveloppe convexe, cequi nous permet de considérer une
nouvelle région de débits atteignables qui elle, est quasi-convexe.

3.4.2 Le problème équivalent devient concave en OFDM

Pour résoudre le problème de non-convexité que nous avons expliqué ci-dessus, supposons en
premier lieu un système multi-porteuses àK tonalités. Imaginons maintenant que l’espacement
entre deux tonalités adjacentes est suffisamment petit pourque l’on puisse considérer les gains
deL canaux adjacents comme étant approximativement égaux (c.-à-d.hn,m

k ≈ hn,m
k+l , 0 ≤ l ≤

L−1). Soit maintenant les deux points d’inflexionC , (RC
1 , RC

2 ) etD , (RD
1 , RD

2 ) appartenant
à la vraie région de débits du système, comme nous le montronsdans la figure 3.3, et leur d.s.p.
respectives(s1,C , s2,C) et (s1,D, s2,D).

Tout d’abord, nous nous concentrons sur un ensemble deL sous-canaux adjacents, que nous
supposons à gain égal (selon l’hypothèse formulée ci-dessus). Dans ce groupe, nous attribuons
aux l premiers sous-canaux les mêmes portions de d.s.p. allouéesaux utilisateurs du système,
qui donnent le point d’opérationC (c.-à-d.s1,C

k , s2,C
k , pourk = pL, · · · , pL + l − 1, pour une

valeur entière dep quelconque). Au reste desL − l sous-canaux, nous attribuons les portions
de d.s.p. allouées qui atteignent le point d’opérationD (c.-à-d.s1,D

k , s2,D
k , pour k = pL +

l, · · · , L(p + 1) − 1 et la même valeur dep que précédemment).
En répétant ce même schéma d’allocation pour toutes les valeurs dep (ou pour tous les

groupes deL sous-canaux adjacents), et donc sur toute la bande de fréquences allouée, nous
obtenons, au total, une fractionl/L desK sous-canaux disponibles qui contribuent à rapprocher
la paire de débits totaux de ce nouveau point d’opération vers les débits du pointD. Le reste des
sous-canaux, correspondant à la fraction(L− l)/L du total alloué, contribue alors à rapprocher
les débits totaux vers les débits du pointC.

Comme résultat final, nous obtenons un nouveau point d’opération, qui appartient en fait à
la frontière convexe de la région de débits atteignables originale car sur le segmentC-D. Si par
exemple, nous considéronsL = 9 et l = 3, nous pouvons opérer le système au pointE, comme
nous le voyons dans la figure 3.3. Dans ce cas, le débit totalRE

1 est égal à3/9 · RC
1 + 6/9 · RD

1

et est à un tiers de la « distance » entreRC
1 et RD

1 (plus proche deD). Le même raisonnement
s’applique àRE

2 .
En outre, il est possible d’opérer sur plusieurs points dansle segment entreC etD, chacun

correspondant à une valeur del ∈ [0, L−1]. Formellement, les paires de débits correspondants à
chacun de ces points sont telles que((l/L)RC

1 +((L−l)/L)RD
1 , (l/L)RC

2 +((L−l)/L)RD
2 ). SiL

est très grand, nous voyons clairement l’espace entre deux de ces nouveaux points d’opération
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atteignables est très petit et ainsi, pratiquement tous lespoints de l’enveloppe convexe de la
région de débits originale peuvent être atteints. Ceci nouspermet donc de définir une nouvelle
région quasi convexe de débits atteignables, si le nombre deporteuses est suffisamment élevé
pour une largeur de bande donnée et si la technique que nous venons d’expliquer est utilisée.

Remarque 3 Dans le cadre de notre travail, il est primordial de noter quemême si toute l’ana-
lyse ci-dessus basée sur le problème spécifique proposé par Cendrillon et. al dans [67], elle est
en fait valable indépendamment de la fonction objectif, étant donné que toutes les démonstra-
tions sont réalisées sur les débitsR1 etR2. Aucune contrainte n’est posée sur leur construction.
C’est d’ailleurs sur cette propriété que nous nous basons pour la résolution de notre problème
en particulier.

Dans la suite, nous expliquons comment résoudre ce problèmede somme pondérée de débits
à travers son problème dual, l’intérêt principal de cette méthode étant de diminuer la complexité
d’implémentation de l’optimisation.

3.4.3 Résolution du problème dual associé au problème équivalent

Tout d’abord, il convient de mentionner que l’un des avantages de résoudre le problème dual
est que celui-ci est toujours concave (si le problème original correspond à de la maximisation,
comme dans notre cas), indépendamment de la fonction objectif. Ceci permet l’utilisation de
techniques classiques d’optimisation convexe, qui garantissent une convergence vers une solu-
tion globalement optimale. Cependant, cette solution n’est optimale que pour le problème dual
et produit un résultat qui, en fait, est une borne supérieurede la solution du problème princi-
pal. Cette borne n’est atteinte que lorsque celui-ci est lui-même convexe et donc que l’écart de
dualité (c.-à-d. la distance qui existe entre les solutionsdu problème dual et principal) est nul.

Toutefois, comme nous l’avons expliqué ci-dessus, si le nombre de porteuses tend vers l’in-
fini, le problème de l’équation (3.8) peut être considéré comme concave. Dans ce cas, résoudre
son problème dual devient intéressant. Pour ceci, en suivant l’approche de [67], nous définissons
tout d’abord le Lagrangien, qui incorpore les contraintes de puissance dans l’équation (3.8)

L(s1, s2, w, λ1, λ2) = wR1 + (1 − w)R2 + λ1(P1,max− ∆f

K∑

k=1

s1
k) + λ2(P2,max− ∆f

K∑

k=1

s2
k),

où lesλn sont les multiplicateurs de Lagrange associés à la contrainte de puissance dun-ème
utilisateur. Ils sont choisis de telle façon que, soit ces contraintes de puissances deviennent
actives (

∑
k sn

k = Pn,max) après optimisation, soitλn = 0. Ils peuvent être vus comme un prix
à payer surL si on se permettait d’utiliser un excédent de puissance. Naturellement, ils sont
positifs. Le problème dual consiste alors à minimiser la fonction duale de Lagrangeg(w, λ1, λ2),
qui est définie par

g(w, λ1, λ2) = max
s
1,s2

L(s1, s2, w, λ1, λ2). (3.9)
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En outre, nous pouvons remarquer qu’en utilisant l’équation (3.6), nous pouvons réécrire le
Lagrangien comme suit

L(s1, s2, w, λ1, λ2) = wfs

K∑

k=1

b1
k + (1 − w)fs

K∑

k=1

b2
k

+ λ1(P1,max− ∆f

K∑

k=1

s1
k) + λ2(P2,max− ∆f

K∑

k=1

s2
k).

Cette expression peut clairement être décomposée enK problèmes découplés et nous pou-
vons définir le Lagrangien, par tonaliték, comme

Lk = wfsb
1
k + (1 − w)fsb

2
k + λ1

(
P1,max

K
− ∆fs

1
k

)
+ λ2

(
P2,max

K
− ∆fs

2
k

)
.

Nous avons alorsL(s1, s2, w, λ1, λ2) =
∑

k Lk et nous observons que le problème de mi-
nimisation deg(w, λ1, λ2) peut être décomposé enK sous-problèmes qui peuvent être résolus
individuellement, et donc de façon plus efficace. Ainsi, la complexité du problème global de-
vient linéaire dans les tonalités.

Nous rappelons que la méthode que nous venons d’expliquer trouve la solution du problème
original de l’équation (3.7). Dans [69], Yu et Lui prouvent formellement que les méthodes
duales comme l’OSB peuvent être utilisées pour résoudre desproblèmes d’optimisation non-
convexe, semblables à celui de l’équation (3.7), pour n’importe quelle fonction objectif, étant
donné qu’une certaine condition de partage du temps (en anglais, time-sharing) soit satisfaite
(définition 1 et théorème 1 dans [69]). De plus, ils prouvent que les systèmes multi-porteuses
satisfont cette condition, tant que le nombre de tonalités est suffisamment grand, pour une bande
de fréquences donnée. En effet, ils montrent que l’écart de dualité tend vers zéro, à mesure que
le nombre de porteuses tend vers l’infini. En fait, le papier de Yu et Lui présente une approche
plus générale et plus rigoureuse de la preuve fournie dans [67], que nous avons expliquée dans
la sous-section précédente.

Ceci nous permet alors d’appliquer l’OSB à la fonction définie dans l’équation (3.5). Nous
dénommons cette approche de OSB-IM (de l’anglais,OSB - Interference Management) et nous
la comparons au problème classique de gestion dynamique du spectre traité dans [67] et que
nous appelons ici OSB-NIM (de l’anglais,OSB - No Interference Management).

En comparaison avec les méthodes classiques de traitement de l’interférence, l’avantage clé
du schéma OSB-IM est le suivant : comme le protocole de transmission utilise vraiment l’infor-
mation transportée par l’interférence pour mitiger ses propres effets adverses, le spectre dispo-
nible peut être utilisé de façon plus efficace, en distribuant la puissance totale de transmission
d’une manière plus intelligente. Par exemple, comme l’interférence n’est pas nécessairement
traitée comme du bruit, un sous-canal subissant une forte interférence n’a pas besoin d’être
désactivé. Cette méthode peut alors apporter un gain de performance global substantiel, étant
donné qu’un schéma de codage pratique existe, qui exploite efficacement les degrés de liberté
disponibles du canal.
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3.4.4 Implémentation de l’algorithme et quelques remarques

Nous énonçons l’OSB pour deux utilisateurs dans l’algorithme 1, tel que celui-ci est implémenté
dans [67], pour trouver les valeurs deλn et dew (notez que pourn = 2, il est possible de
choisir directementw et 1 − w). Cet algorithme OSB correspond à maximiserL en ajustant
d’une certaine manière les multiplieurs de Lagrange. Il estintéressant de noter que valeurs des
λn sont trouvées en utilisant une méthode itérative, par dichotomie.

Algorithme 1 : Optimal Spectrum Balancing (méthode par dichotomie)

Fonction principale
pour w = 0, · · · , 1 faire

s1, s2 = optimiser_λ1(w)

fin pour

Fonction s1, s2 = optimiser_λ1(w)

λmax
1 = 1, λmin

1 = 0

pendant que
∑

k s1
k > P1,max faire

λmax
1 = 2λmax

1

s1, s2 = optimiser_λ2(w, λmax
1 )

fin pendant que
répéter

λ1 = (λmax
1 + λmin

1 )/2

s1, s2 = optimiser_λ2(w, λ1)

si
∑

k s1
k > P1,max, alors λmin

1 = λ1, sinonλmax
1 = λ1

jusqu’à convergence

Fonction s1, s2 = optimiser_λ2(w, λ1)

λmax
2 = 1, λmin

2 = 0

pendant que
∑

k s2
k > P2,max faire

λmax
2 = 2λmax

2

s1, s2 = optimiser_s(w, λ1, λ
max
2 )

fin pendant que
répéter

λ2 = (λmax
2 + λmin

2 )/2

s1, s2 = optimiser_s(w, λ1, λ2)

si
∑

k s2
k > P2,max, alors λmin

2 = λ2, sinonλmax
2 = λ2

jusqu’à convergence

Fonction s1, s2 = optimiser_s(w, λ1, λ2)

pour chaquek faire
(s1

k, s
2
k) = arg maxs1

k
,s2

k
Lk(s

1
k, s

2
k, w, λ1, λ2) ; {recherche exhaustive bi-dimensionnelle}

fin pour
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En fait, plusieurs manières sont disponibles pour résoudrece problème de mise à jour,
comme la méthode du sub-gradient ou la méthode ellipsoïdale, toutes deux énoncées dans [69].
Chacune de ces méthodes possède des caractéristiques et desvitesses de convergence diffé-
rentes. Par exemple, Yu et Lui utilisent la méthode du sub-gradient dans leur implémentation de
l’OSB, comme nous le montrons dans l’algorithme 2, ci dessous.

Algorithme 2 : Optimal Spectrum Balancing (méthode sub-gradient)

répéter
pour chaquek faire

(s1
k, s

2
k) = arg maxs1

k
,s2

k
Lk ; {recherche exhaustive}

fin pour
pour chaquen faire

λn = [λn + ǫ(
∑

k sn
k − Pn,max)]

+ ;
fin pour

jusqu’à convergence

Remarque 4 A première vue, l’implémentation de l’OSB en utilisant l’algorithme 2 semble
plus simple et de convergence plus rapide que l’algorithme 1. Néanmoins, lors de nos simula-
tions, nous n’avons jamais réussi à le faire fonctionner de manière satisfaisante. Cependant,
grâce à plusieurs discussions que nous avons eu avec l’auteur principal de [67], nous avons
confirmé que cette méthode est très difficile à configurer, notamment en ce qui concerne les
valeurs initiales desλn et du pas de mise à jourǫ. En effet, si celui-ci est trop petit, la vitesse de
convergence de l’algorithme peut devenir très lente. En contrepartie, s’il est choisi trop grand,
l’algorithme risque d’osciller infiniment et ainsi ne pas converger vers la solution optimale.
D’un autre côté, la méthode par dichotomie ne possède pas de paramétrisation et est indé-
pendante des caractéristiques particulières d’entrée du système (commeRn, Pn,max ou encore
N), ce qui lui confère une certaine robustesse d’implémentation, au détriment de sa vitesse de
convergence.

Ainsi, en nous basant sur l’algorithme 1 et sur les résultatsde Yu et Lui, qui prouvent que
l’OSB fonctionne quelque soit la fonction objectif, nous simulons dans la suite le système que
nous avons proposé dans la section 3.3 et nous le comparons à d’autres systèmes classiques de
gestion dynamique du spectre, lorsque l’interférence est considérée comme du bruit.

3.5 Illustrations numériques

Dans cette section, nous allons examiner les performances du système basé sur les degrés de
liberté généralisés, défini par l’équation (3.5), auquel nous appliquons l’OSB. De façon à com-
parer les résultats avec des schémas existants bien établis, le scénario d’application de notre
système sera celui de l’ADSL descendant, en suivant la même approche que dans [67]. En effet,
comme ce canal peut être vu comme un canal gaussien à interférence parallèle, cette confi-
guration s’adapte parfaitement à notre objectif. Dans la figure 3.4, nous montrons le contexte
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pratique de notre problème : deux déploiements ADSL simplifiés entre un bureau central (BC),
un terminal distant (TD) qui peut être un sous-répartiteur voire le bureau central et leurs utilisa-
teurs respectifs. Nous supposons alors que ces liens interfèrent entre eux.

Bureau Central (BC)

Terminal Distant (TD)

utilisateur 1

utilisateur 2

4 km 1 km 2 km

Figure 3.4 – Liens de transmission ADSL interférents, baséssur une configuration bureau
central-terminal distant.

Les paramètres du système sont comme suit : une ligne de diamètre 0.5 mm (24-AWG) est
utilisée. L’écart à la capacité est réglé surΓ = 12.9 dB, la granularité de la d.s.p. de transmission
est ∆s = 0.5 dBm/Hz, l’intervalle entre les porteuses (ou la bande de chaque sous canal)
est∆f = 4.3125 kHz et le taux-symbole de la modulation multi-porteuses estfs = 4 kHz.
Chaque modem est limité à une puissance maximale d’émissionde 20.4 dBm [73]. De plus,
nous assumons que la d.s.p. du bruit thermique de fond est−140 dBm/Hz et qu’aucun masque
de spectre n’est appliqué aux algorithmes comparés. D’un autre côté, comme nous pouvons le
voir dans la figure 3.4, la ligne entre le BC et l’utilisateur 1est de 5 km de long et celle entre le
TD et l’utilisateur 2 est de 3 km de long, se situant à 4 km du BC.Le modèle d’atténuation du
canal peut ainsi être calculé empiriquement [74]. La figure 3.5 montre les fonctions de transfert
du canal résultant et de l’interférence pour le scénario simulé.
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Figure 3.5 – Fonctions de transfert typiques pour les canauxdirect et interférant.
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Dans la figure 3.6, nous pouvons observer les différentes régions de débits obtenues en uti-
lisant l’OSB-IM, pour les différents valeurs obtenues en utilisant l’équation (3.5), en comparant
le résultat avec les valeurs obtenues dans [67] pour l’OSB-NIM. Nous avons de plus inclus
l’IWF dans les simulations.
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Figure 3.6 – Régions de débits pour un système ADSL descendant.

Nous pouvons observer les gains substantiels que nous obtenons en utilisant les débits ob-
tenus grâce aux degrés de liberté généralisés. Par exemple,lorsqu’un service de 4-Mbps est
demandé par le lien du bureau central, la configuration OSB-IM peut assurer un débit total
maximum de 10-Mbps sur la ligne du terminal distant, alors que le schéma classique OSB-NIM
ne peut envoyer simultanément que 8-Mbps sur le lien entre leterminal distant et son utilisateur
correspondant. l’IWF obtient d’encore plus pauvres résultats en ne supportant que 3-Mbps sur le
lien du terminal distant. Toutefois, il est intéressant de noter que les deux algorithmes basés sur
l’OSB ont besoin d’un contrôle centralisé pour fonctionner. Celui-ci permet de trouver un com-
promis optimal entre les contraintes de débit des utilisateurs et les paramètres du canal. L’IWF,
d’un autre côté, est un algorithme distribué, où la solutiond’allocation de puissance trouvée est
égoïste. Nous avons indiqué de plus les points obtenus en allouant la même puissance sur toutes
les porteuses de tous les utilisateurs dans la cas où on gère l’interférence comme dans [65] et
dans le cas où l’on ne gère pas l’interférence, c’est-à-dire, lorsqu’elle est vue comme du bruit.
Les gains apportés par une allocation de puissance intelligente sont substantiels dans les deux
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cas. De plus, ne pas gérer la puissance mais les degrés de liberté d’un système est une approche
plus pertinente que d’essayer de rattraper les mauvais effets d’une interférence gérée comme du
bruit par une allocation de puissance adéquate.

Les d.s.p. correspondant à ces mêmes 4-Mbps de service sur laligne Bureau Central - utili-
sateur 1 sont montrées dans les figures 3.7 et 3.8.
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Figure 3.7 – D.s.p.sur la ligne BC - utilisateur 1 dans le contexte de l’ADSL descendant (ligne
à 4-Mbps).

Des figures 3.7 et 3.8, nous remarquons que, lorsque l’interférence n’est pas traitée et est
considérée comme du bruit, l’OSB produit (spécifiquement pour le scénario simulé) des d.s.p.
orthogonales pour les ligne du BC et du TD ce qui conduit à une technique d’accès multiple
de type OFDMA. Comme nous l’attendions pour cette configuration, cet arrêt soudain dans la
distribution des d.s.p. arrive aux alentours de 450 kHz, quand le RSB de la ligne du BC devient
trop bas pour supporter quelque transmission que ce soit. Eneffet, ceci peut être confirmé en
analysant la figure 3.5, où nous pouvons observer que, à cettefréquence, l’interférence devient
plus forte que le gain du canal direct. En outre, les figures 3.7 et 3.8 nous permettent de valider
les hypothèses que nous avons faites sur le RSB et le RIB. En effet, lorsque le RIB est égal
à zéro, l’approche basée sur les degrés de liberté généralisés est valide ; lorsque le RIB est
non-nul, le RIB et le RSB doivent être élevés. Les deux figuressatisfont cette contrainte, étant
donné que les niveaux du signal et de l’interférence (si non-nuls) se trouvent aux alentours de
-70 dBm/Hz, et que le bruit est approximativement de -140 dBm/Hz.
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Figure 3.8 – D.s.p.sur la ligne TD - utilisateur 2 dans le contexte de l’ADSL descendant (ligne
BC-utilisateur 1 à 4-Mbps).

D’un autre côté, les figures 3.7 et 3.8 montrent aussi les d.s.p. quand l’interférence est gérée
et dans ce cas il peut être utile de partager les porteuses. Dans cette configuration, le spectre
disponible est utilisé d’une manière plus efficace que sans gestion de l’interférence, ce qui ré-
sulte en un rapport pic-sur-moyenne de puissance moins important. Cependant, il est important
de noter que les d.s.p. ne sont normalement distribuées de façon aussi lisse sur le spectre que
dans le cas sans gestion de l’interférence. Ceci est dû au comportement des degrés de liberté
généralisés du système, ce qui résulte en des « sauts » entre les différents régimes d’interfé-
rence, durant l’optimisation. En fait, ce type de configuration permet au système d’exploiter le
canal de telle façon à accepter des contraintes de débits plus importantes, tout en utilisant tout
le spectre disponible, presque comme si le canal était libred’interférence, obtenant ainsi des
débits de transmission maximum.

Finalement, de façon à valider entièrement notre approche,nous montrons un exemple de
la vitesse de convergence de l’algorithme OSB-IM dans la figure 3.9, en comparaison avec
l’algorithme classique OSB-NIM. Nous observons que, dans cet exemple, malgré une fonction
objectif bien plus compliquée, l’algorithme OSB-IM converge approximativement à la même
vitesse que l’OSB-NIM, en donnant des résultat satisfaisants en moins de 8 itérations.
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Figure 3.9 – Convergence de l’algorithme OSB-IM (ligne BC-utilisateur 1 à 4-Mbps).

3.6 Conclusion et perspectives

Le travail réalisé dans ce chapitre concerne l’allocation de puissance dans un canal à interférence
gaussien parallèle. Dans ce contexte, nous considérons queles degrés de libertés généralisés
du canal sont exploités et nous supposons qu’un schéma de codage existe qui les atteint. En
particulier, nous nous intéressons à l’allocation de puissance pouvant optimiser la région de
débits atteignable par les utilisateurs du système. Pour ceci, nous avons proposé l’adaptation
d’un algorithme existant, basé sur des modulations multi-porteuses. Nous avons expliqué de
manière détaillée comment cet algorithme peut être appliqué à notre problème.

Nous avons ainsi défini les différentes variables du systèmed’un point de vue pratique et
nous l’avons simulé dans le cadre d’un environnement ADSL descendant, qui peut notamment
être vu comme un canal à interférence gaussien parallèle. Les résultats numériques que nous
avons obtenu montrent que la configuration qui exploitent les degrés de libertés généralisés
peut produire des améliorations significatives en ce qui concerne les régions de débits, en com-
paraison aux résultats classiques disponibles. De plus, nous avons pu constater que l’allocation
de ressources pour ce nouveau schéma n’introduit pas de façon notoire de complexité supplé-
mentaire. En revanche, la complexité accrue est due à la miseen place de ce nouveau schéma
et des nouveaux codes à développer pour que l’équation (3.5)soit valide en pratique.

Avec ces résultats, nous fournissons d’utiles informations sur de possibles nouveaux pro-
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tocoles d’allocation de puissance, qui exploitent pleinement les capacités du canal. En outre,
plusieurs directions de recherche intéressantes s’ouvrent dans ce domaine si important qu’est
l’allocation de ressources pour le canal à interférence.

Tout d’abord, une question de première importance qui pose un réel défi pour de futures
travaux est le développement de nouveaux algorithmes pour les canaux à interférence gaussiens
avec plus de deux utilisateurs. Ceci est particulièrement intéressant d’un point de vue pratique,
car nous savons bien que le nombre d’utilisateurs à être servis simultanément est toujours très
important. Malheureusement, il n’existe que très peu de résultats disponibles aujourd’hui sur
les degrés de libertés généralisés de canaux à plus d’utilisateurs. De plus, ceux-ci supposent
que les canaux sont symétriques, ce qui est très rarement le cas en pratique. D’un autre côté,
de récents résultats sur l’alignement d’interférence [75]pourraient s’avérer être très utiles pour
résoudre ce problème. En effet, ces résultats « alignent » tous les utilisateurs interférents dans
un unique espace, ce qui fait que l’utilisateur d’intérêt les perçoit comme un unique utilisateur.
Il serait alors intéressant d’étudier l’adaptabilité des résultats de [65] à ce concept d’alignement
et ensuite, le cas échéant, combiner ceci au schéma d’allocation de puissance que nous avons
proposé dans ce chapitre.

Par ailleurs, une autre direction qui nous semble intéressante d’explorer est de comparer nos
résultats avec ceux que nous pourrions obtenir en utilisantdes algorithmes de basse complexité
(comme l’ISB ou le SCALE) ou autonomes (comme l’ASB). Finalement, il conviendrait d’ex-
ploiter des versions modifiées de ces algorithmes pour des canaux où, par exemple, le trans-
metteur ne possèderait qu’une information partielle sur l’état du canal. Ceci permettrait ainsi
l’application des résultats cités ci-dessus à des scénarios de communication sans fil impliquant
de ce fait des canaux à évanouissement.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes attachés à améliorer différents systèmes de communication
(sans fil ou filaire) en traitant de manière adéquate certaines interférences que ces dits systèmes
peuvent rencontrer. Les traitements adéquats peuvent êtrevariés comme le choix de codes d’ac-
cès multiple dans un contexte d’UWB multi-codes, comme le choix de matrice de covariance
du signal émis dans un système MIMO ou comme le choix de puissance par utilisateur et par
porteuse dans un système OFDM pour lequel les porteuses sontpartagées entre les utilisateurs
et l’interférence est bien gérée par des outils de codage de la théorie de l’information.

Revenons d’abord au contexte du système UWB. Afin d’augmenter le débit utile d’un uti-
lisateur contraint à utiliser une couche physique figée, il nous est apparu nécessaire de fournir
plusieurs codes d’accès multiple à un même utilisateur. En raison du canal de propagation,
ces codes multiples engendrent une interférence supplémentaire au niveau du récepteur. Nous
avons conduit l’étude sur la puissance de cette interférence afin de savoir si l’idée première
d’augmenter le débit n’était pas contrecarrée par l’augmentation de l’interférence et donc la
possible diminution de l’efficacité spectrale. Nous montrons qu’il n’en est rien et que cette idée
avait clairement un intérêt et offrait même de meilleures performances que la diminution du
temps-symbole qu’est l’autre alternative pour augmenter le débit.

Dans le contexte MIMO, nous avons proposé de manièread hocune matrice de covariance
améliorant la probabilité de coupure dans un contexte de canal de Rice blanc. Dans le cas parti-
culier du MISO, nous avons exhibé la matrice de covariance optimale pour peu que le RSB soit
suffisamment grand. Les simulations montrent un gain important et donc la meilleure gestion
de l’interférence multi-antennes que l’allocation de puissance proposée peut offrir.

Dans le contexte de l’OFDM, nous proposons un algorithme d’allocation de ressources de
la puissance par porteuse et par utilisateur pour une somme pondérée de débit. Le débit n’est
pas calculé avec les fonctions habituelles correspondant au logarithme du RSIB. Ces fonctions
habituelles considèrent l’interférence comme du bruit et donc uniquement comme un défaut. En
théorie de l’information, par exemple, une forte interférence est avantageux et revient quasiment
à une situation sans interférence. C’est pourquoi nous utilisons comme fonctionnelle la capacité
approchée du canal à interférence. Nous développons un algorithme d’allocation de puissance
pour une somme pondérée de capacité du canal à interférence.Ce problème devient convexe
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lorsque le nombre de porteuses devient grand, ce qui rend sonimplémentation réalisable en
pratique. Nous avons remarqué des gains substantiels par rapport à une allocation de puissance
classique basée sur la situation où l’interférence n’est vue que comme du bruit.

Au niveau des perspectives de ce travail, nous rappelons lesperspectives les plus importantes
mentionnées dans les conclusions de chacun des chapitres précédents.

• concernant l’UWB, il serait intéressant de mettre en place des détecteurs multi-codes pour
améliorer les performances comme cela a pu être effectué en UMTS avec des récepteurs
à annulateur d’interférence ou des récepteurs MMSE. Ceci devrait permettre de rendre
cette approche multi-codes encore plus avantageuse et de réellement mettre en avant la
technique UWB par impulsion pour des applications haut-débit.

• concernant le MIMO, lorsque le canal est connu de l’émetteur, il serait intéressant d’utili-
ser l’outil de probabilité de coupure non pour analyser les performances en termes de taux
d’erreur du système puisqu’il n’y aa priori pas de lien mais pour calculer le débit effectif
de ce type de canal. En effet bien que le canal soit connu de l’émetteur, il est la réalisation
sous-jacente d’un processus gaussien. Comme variable d’optimisation, on peut songer à
la puissance en relâchant la contrainte de puissance instantanée constante ou au débit en
relâchant la contrainte de débit instantané constant.

• concernant l’OFDM, il conviendrait de travailler sur des algorithmes d’allocation sous-
optimaux mais présentant une complexité algorithmique bien plus faible et d’étendre ces
résultats à plus de deux utilisateurs.
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Annexe A

Annexe relative au chapitre 1

A.1 Calcul détaillé deEd[νk,ℓ]

Dans cette annexe, nous effectuons le calcul détaillé deEd[νk,ℓ], en fonction des paramètres
Qk,ℓ, qk,ℓ, εk,ℓ. Tout d’abord, nous constatons facilement que nous aurons besoin des relations
entre ces termes etQℓ,k, qℓ,k, εℓ,k. D’après la définition que nous donnons de ces termes dans la
sous-section 1.2.4, nous établissons facilement que :

Qℓ,k = −Qk,ℓ − 1, (A.1)

qℓ,k = NcNf − qk,ℓ − 1, (A.2)

εℓ,k = Tc − εk,ℓ. (A.3)

En utilisant l’équation (1.10), nous développons l’expression deEd[νk,ℓ] = Ed[yk,ℓ,n1yℓ,k,n2]

comme suit :

Ed[νk,ℓ] =

Ed

[
dn1(−Qk,ℓ)dn2(−Qℓ,k)[C

+
1,n1

(qk,ℓ)C
+
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ)r(εℓ,k)

+ C
+
1,n1

(qk,ℓ)C
+
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ)r(εℓ,k − Tc) + C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k)

+ C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k − Tc)]

+ dn1(−Qk,ℓ)dn2(−Qℓ,k − 1)[C +
1,n1

(qk,ℓ)C
−
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ)r(εℓ,k)

+ C
+
1,n1

(qk,ℓ)C
−
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ)r(εℓ,k − Tc) + C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C −
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k)

+ C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C −
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k − Tc)]

+ dn1(−Qk,ℓ − 1)dn2(−Qℓ,k)[C
−
1,n1

(qk,ℓ)C
+
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ)r(εℓ,k)

+ C
−
1,n1

(qk,ℓ)C
+
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ)r(εℓ,k − Tc) + C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k)

+ C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k − Tc)]

+ dn1(−Qk,ℓ − 1)dn2(−Qℓ,k − 1)[C −
1,n1

(qk,ℓ)C
−
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ)r(εℓ,k)

+ C
−
1,n1

(qk,ℓ)C
−
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ)r(εℓ,k − Tc) + C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C −
1,n2

(qℓ,k)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k)

+ C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C −
1,n2

(qℓ,k + 1)r(εk,ℓ − Tc)r(εℓ,k − Tc)]
]
.
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Nous simplifions l’équation ci-dessus en utilisant les relations en (A.1), (A.2) et (A.3), ainsi
que le fait que la fonctions 7→ r(s) soit paire et que son support soit très inférieur àTc, et donc
r(εk,ℓ)r(εk,ℓ − Tc) = 0. Nous obtenons :

Ed[νk,ℓ] = Ed

[
dn1(−Qk,ℓ)dn2(Qk,ℓ + 1)[C +

1,n1
(qk,ℓ)C

+
1,n2

(NcNf − qk,ℓ)r
2(εk,ℓ)

+ C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
1,n2

(NcNf − qk,ℓ − 1)r2(εk,ℓ − Tc)]

+ dn1(−Qk,ℓ)dn2(Qk,ℓ)[C
+
1,n1

(qk,ℓ)C
−
1,n2

(NcNf − qk,ℓ)r
2(εk,ℓ)

+ C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C−
1,n2

(NcNf − qk,ℓ − 1)r2(εk,ℓ − Tc)]

+ dn1(−Qk,ℓ − 1)dn2(Qk,ℓ + 1)[C −
1,n1

(qk,ℓ)C
+
1,n2

(NcNf − qk,ℓ)r
2(εk,ℓ)

+ C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
1,n2

(NcNf − qk,ℓ − 1)r2(εk,ℓ − Tc)]

+ dn1(−Qk,ℓ − 1)dn2(Qk,ℓ)[C
−
1,n1

(qk,ℓ)C
−
1,n2

(NcNf − qk,ℓ)r
2(εk,ℓ)

+ C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C−
1,n2

(NcNf − qk,ℓ − 1)r2(εk,ℓ − Tc)]
]
.

D’un autre côté, en utilisant les expressions deC
+
1,n(q) et C

−
1,n(q) définies dans la sous-

section 1.2.4, et le fait que ces termes sont périodiques de périodeNcNf , nous obtenons facile-
ment que

C
+
1,n(NcNf − q) = C

−
n,1(q),

C
−
1,n(NcNf − q) = C

+
n,1(q).

Ainsi, en utilisant les expressions ci-dessus et le fait queles symboles sont supposés être in-
dépendants et identiquement distribués, centrés et de variance unité, nous obtenons l’expression
finale pourEd[νk,ℓ] :

Ed[νk,ℓ] = δn1,n2×(
δQk,ℓ,0

[
C

+
1,n1

(qk,ℓ)C
+
n1,1(qk,ℓ)r

2(εk,ℓ) + C
+
1,n1

(qk,ℓ + 1)C +
n1,1(qk,ℓ + 1)r2(εk,ℓ − Tc)

]

+ δQk,ℓ+1,0

[
C

−
1,n1

(qk,ℓ)C
−
n1,1(qk,ℓ)r

2(εk,ℓ) + C
−
1,n1

(qk,ℓ + 1)C −
n1,1(qk,ℓ + 1)r2(εk,ℓ − Tc)

])
.

A.2 Calcul détaillé deκa

Nous calculons ici l’expression deκa. Soit alors un vecteur aléatoireX de dimensionn et de
composantes{Xk}. Nous dénotons parn l’ensemble des entiers de 1 àn et parm un sous-
ensemble non vide den. En outre, nous dénotons parXm le vecteur des composantes deX

ayant des indexes dansm. Unepartition den est une collection de sous-ensembles disjoints de
n dont l’union est égale àn. Soit alorsP (n) une partition quelconque den etP(n) l’ensemble
de toutes les partitions den. Le théorème 10.2 dans [42] démontre que la relation entre le
cumulant d’ordren et les moments des sous-vecteurs deX est

κ(X) =
∑

P (n)∈P(n)

(−1)(r−1)(r − 1)!
∏

m∈P (n)

µ(Xm),

ou r est le nombre d’ensembles dans la partitionP (n).
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Si nous avons un vecteurX = (X1, X2, X3, X4), nous pouvons alors écrire :

κ(X1, X2, X3, X4) =

µ(X1, X2, X3, X4) − µ(X1)µ(X2, X3, X4) − µ(X2)µ(X1, X3, X4)

− µ(X3)µ(X1, X2, X4) − µ(X4)µ(X1, X2, X3) − µ(X1, X2)µ(X3, X4)

− µ(X1, X3)µ(X2, X4) − µ(X1, X4)µ(X2, X3) + 2µ(X1, X2)µ(X3)µ(X4)

+ 2µ(X1, X3)µ(X2)µ(X4) + 2µ(X1, X4)µ(X2)µ(X3) + 2µ(X2, X3)µ(X1)µ(X4)

+ 2µ(X2, X4)µ(X1)µ(X3) + 2µ(X3, X4)µ(X1)µ(X2) − 6µ(X1)µ(X2)µ(X3)µ(X4).

Dans le cas particulier où les composantes deX sont toutes égales àX1, nous pouvons
simplifier l’équation ci-dessus comme suit :

κ(X1, X1, X1, X1) = µ(X1, X1, X1, X1) − 4µ(X1)µ(X1, X1, X1) − 3µ2(X1, X1)

+ 12µ(X1, X1)µ
2(X1) − 6µ4(X1),

où µ(X1), µ(X1, X1), µ(X1, X1, X1) et µ(X1, X1, X1, X1) sont les moments d’ordre 1 à 4,
respectivement, deX1.

Nous pouvons maintenant appliquer ce résultat directementà notre problème. Nous savons
queκa = κ(Ak, Ak, Ak, Ak), où Ak est une variable aléatoire que nous avons définie dans la
section 1.2. Nous savons queAk possède une moyenne nulle (autrement dit, un moment de
premier ordre nul), une variance (dans ce cas, un moment de deuxième ordre) égale àσ2

a et
un moment de quatrième ordre défini commeµ4

a. Ceci nous permet de simplifier l’expression
ci-dessus et d’écrire l’expression finale pourκa :

κa = µ4
a − 3(σ2

a)
2.
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Annexe B

Annexe relative au chapitre 2

B.1 Preuve du lemme 1

Si t ∈ (1 − η/α, 1], nous pouvons réécrirePinf(t) comme suit :

Pinf(t) = P

{
(1 − t)

χ2
2(N−1)

2(N − 1)
+ tχ2

2(m
2) < η, χ2

2(m
2) ≥ h(t, α)

}

+ P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
< α

}
P
{
χ2

2(m
2) ≤ h(t, α)

}
,

avech(t, α) = α − (α − η)/t. En simplifiant, nous obtenons

Pinf(t) =

∫∫

∆t

pχ2
2(m2)(v)pχ2

2(N−1)
2(N−1)

(u) dvdu + P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
< α

}
P
{
χ2

2(m
2) ≤ h(t, α)

}
,

avec

∆t = {(u, v)|u ≥ 0, v ≥ 0, (1 − t)u + tv < η, v ≥ h(t, α)}
= {(u, v)|0 ≤ u ≤ α, h(t, α) ≤ v ≤ h(t, u)}.

Notez que, commeh(t, α) > 0 pourt ∈ (1− η/α, 1], la deuxième définition de∆t est correcte.
En utilisant la définition de∆t dans l’équation précédente, nous obtenons que

Pinf(t) =

∫ α

0

[∫ h(t,u)

h(t,α)

pχ2
2(m2)(v)dv

]
pχ2

2(N−1)
2(N−1)

(u) du

+ P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
< α

}
P
{
χ2

2(m
2) ≤ h(t, α)

}
.

De façon à analyser la localisation de la valeur minimum det 7→ Pinf(t), nous calculons
sa dérivée. Quelques manipulations algébriques simples nous permettent d’obtenir l’expression
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suivante pourt 7→ P
′
inf(t) :

P
′
inf(t) =

∫ α

0

pχ2
2(m2)(h(t, u))

∂h(t, u)

∂t
pχ2

2(N−1)
2(N−1)

(u)du

−
∫ α

0

pχ2
2(m

2)(h(t, α))
∂h(t, α)

∂t
pχ2

2(N−1)
2(N−1)

(u)du

+ P

{
χ2

2(N−1)

2(N − 1)
< α

}
pχ2

2(m2)(h(t, α))
∂h(t, α)

∂t
.

Dû à l’expression deP
{

(2(N − 1))−1χ2
2(N−1) < α

}
, les deuxième et troisième termes du

côté droit de l’équation précédente sont identiques et s’annulent entre eux. Nous obtenons ainsi

P
′
inf(t) =

∫ α

0

pχ2
2(m

2)(h(t, u))
∂h(t, u)

∂t
pχ2

2(N−1)
2(N−1)

(u)du.

En utilisant l’expression analytique deh(t, α), nous avons

P
′
inf(t) =

1

t2

∫ α

0

(u − η)pχ2
2(N−1)
2(N−1)

(u)pχ2
2(m

2)(u − u − η

t
)du

≥ 1

t2

∫ α

η

(u − η)pχ2
2(N−1)
2(N−1)

(u) inf
t∈I

[
pχ2

2(m2)(u − u − η

t
)

]
du

− 1

t2

∫ η

0

(η − u)pχ2
2(N−1)
2(N−1)

(u) sup
t∈I

[
pχ2

2(m2)(u − u − η

t
)

]
du.

avecI = (1 − η/α, 1]. Toutefois,

inf
t∈I

[
pχ2

2(m2)(u − u − η

t
)

]
≥ aη,m,

sup
t∈I

[
pχ2

2(m2)(u − u − η

t
)

]
≤ bη,m.

Finalement,

P
′
inf(t) ≥

aη,m

t2

∫ α

η

(u − η)pχ2
2(N−1)
2(N−1)

(u)du − bη,m

t2

∫ η

0

(η − u)pχ2
2(N−1)
2(N−1)

(u)du.

Si η et m appartiennent àSN (défini dans le Lemme 1), alorsP′
inf(t) ≥ 0 quandt ∈ (1 −

η/α, 1], ce qui implique que l’argument qui minimisePinf(t) ne se trouve pas dans l’intervalle
(1 − η/α, 1]. Ceci conclut la preuve.
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