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Chapitre 1

Introduction

1 Cordes et cosmologie

1.1 Une rapide histoire de l'Univers

Lorsque nous regardons autour de nous, nous découvrons di�érents objets, dif-
férentes formes, di�érentes personnes. A la tombée de la nuit, nous pouvons même
prendre part à un voyage fabuleux à travers les étoiles et les âges simplement en
levant les yeux et en admirant le ciel constellé de milliers d'étoiles. Ces étoiles nous
apparaissent à chacun comme impossibles à atteindre, voir comme faisant partie
d'un univers di�érent du nôtre, de celuipalpableauquel on est habitué. Pourtant, en
utilisant des télescopes et autres astuces, les astronomes ont découvert que cet uni-
vers qui nous parait si di�érent, n'est en fait qu'une in�me partie d'un vaste réseau
où chaque maille n'est pas très di�érente de ses voisines : notre Univers. L'étude
poussée des observations astronomiques a également montré en quoi nous n'avions
ni une place privilégiée dans l'Univers, ni une place insigni�ante. Bien que l'Univers
évolue sans trop se soucier de notre existence, nous avons été placé à un endroit
où, localement, la vie et la connaissance ont pu se développer. Au cours des siècles
qui nous ont précédé, nous n'avons cessé de chercher à comprendre l'Univers qui
nous entoure. Dés lors que notre Univers fut mieuxcartographiépar les astronomes,
les physiciens de divers horizons ont émis des quantités incroyables d'idées, hypo-
thèses (vraies ou fausses), de théories, pour expliquer pourquoi ce que l'on observe se
produit. Il a fallu des siècles, des millénaires même, avant que nous ne puissions ex-
pliquer pourquoi le ciel est bleu, que la terre tourne autour du Soleil, que la matière
(toute matière) est faite d'atomes, eux mêmes composés de particules plus petites,
les protons et neutrons ainsi que les électrons. Les protons et neutrons, comme bien
d'autres particules élémentaires trouvées par les physiciens, sont composés de par-
ticules encore plus petites et plus légères : les quarks. Pour donner un ordre d'idée
sur les grandeurs impliquées, la masse d'un proton et son rayon sont de l'ordre de

mp � 10� 27kg et rp � 8 � 10� 16m: (1.1)

C'est seulement vers 1967 que Bjorken et Feynman entre autres développent l'idée
selon laquelle les quarks existeraient. Murray Gell-Mann, en 1969, reçoit le prix

9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

nobel de physique pour ses travaux sur la théorie de quarks. Ses prédictions pure-
ment théoriques, en partie à l'aide de la théorie du groupeSU(3), ont notamment
permis de prédire plusieurs résultats expérimentaux et même l'existence d'une par-
ticule nouvelle dont les caractéristiques principales (masse et nombres quantiques)
furent pleinement déterminées par la théorie de Gell-mann. En 1975, une preuve
expérimentale est �nalement apportée pour con�rmer cette hypothèse, mais depuis,
aucune entité plus fondamentale que le quark n'a été découverte. Les quarks, comme
les électrons et toutes les autres particules, interagissent avec le reste de la matière.
Il est remarquable qu'après des siècles d'e�orts, les physiciens aient compris que
l'ensemble de ces interactions était en fait classi�able. Cette classi�cation, que nous
élaborerons dans la suite, ne constitue en aucune façon un dogme intangible de la
science. De nombreuses expériences et travaux théoriques ont tenté de montrer qu'il
existe au moins une autre force par rapport à celles introduites. Tous ces travaux se
sont soldés par des échecs, certes, mais nul ne peut a�rmer avec absolue certitude
qu'il n'existe que quatre interactions fondamentales dans l'Univers. Ceci dis, on ne
prend pas un énorme risque en prétendant qu'il n'y a que quatre interactions. A�n
de bien comprendre la révolution intellectuelle qu'a engendré la théorie des cordes,
il convient de saisir que toutes les grandes percées scienti�ques depuis l'antiquité
ont été accompagnées de véri�cations (plus ou moins rigoureuses) expérimentales.
Or la grande révolution de la théorie des cordes est de vouloir expliquer tout ou
partie des grands mystères de l'Univers, sans être su�samment proche de la réalité
expérimentale pour être jugée.

1.2 Pourquoi la théorie des cordes ?

Quatre interactions fondamentales décrivent l'ensemble des phénomènes phy-
siques observables dans la nature : la gravitation, les interactions forte et faible, et
l'interaction électromagnétique. Chacune de ces interactions a, après de nombreux
essais et échecs, trouvé un cadre mathématique et physique satisfaisant dans le-
quel elle pouvait s'immerger. En e�et, la Relativité Générale d'Albert Einstein [1]
utilisant la géométrie Riemannienne décrit la gravitation, tandis que la théorie des
groupes et la théorie des champs (classique et quantique) aident énormément à la
compréhension des trois autres interactions. Cependant la plus ancienne des quatre
interactions, la gravitation, semble être la plus mal comprise. Pour s'en convaincre,
on peut se rappeler que les trois autres interactions sont portées par des particules
médiatrices de ces interactions, desbosons de jaugeen termes savants. Le photon
véhicule l'onde électromagnétique alors que les interactions faible et forte sont véhi-
culées respectivement par des bosonsZ0; W � d'un côté et les gluons de l'autre. La
gravitation est sans doute portée par un boson de jauge, legraviton, mais celui ci n'a
encore jamais été détecté, contrairement à ses homologues qui ont chacun été con�r-
més dans leurs fonctions par l'expérience. En termes plus savants, s'il est possible
de décrire les interactions faible, forte et électromagnétique par la théorie quantique
des champs (TQC), il n'est toujours pas possible d'inclure la gravitation dans ce
schéma uni�cateur. Que la gravitation ne soit pas facile à inclure avec les autres
forces n'est pas compliqué à comprendre quand on sait qu'elle décrit les phénomènes
d'attraction aux très grandes échelles, celles des galaxies, alors que la mécanique
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quantique avec qui on aimerait marier la gravitation, ne s'intéresse qu'aux très pe-
tites échelles (particules élémentaires). Si le doux rêve d'une théorie quantique des
champs uni�ant les quatre interactions a longtemps existé, il y a fort à parier qu'il
nous faille dépasser les cadres conceptuels actuels pour réaliser cette uni�cation.

Avant de s'aventurer sur la piste glissante des conjectures, il est fondamental
de bien comprendre que nous n'avons aucune idée de la façon dont la gravitation
et la mécanique quantique s'harmonisent dans leur domaine commun. Peut être
qu'une théorie quantique de la gravitation est extraordinairement plus compliquée
à construire qu'il nous paraît. Il se peut aussi que dans le domaine quantique la
gravitation requiert une physique tellement di�érente que celle que nous maîtrisons,
qu'il soit prématuré de chercher à mélanger gravitation et mécanique quantique. Ce
clivage profond entre théories quantiques d'une part et gravitation d'autre part a
donné lieu à un nombre colossal de travaux depuis les années 1920 et l'avènement
de la mécanique quantique. Bien que quantitativement très nombreux, ces travaux
n'ont, pour l'instant, pas encore apporté de solutions fermes et dé�nitives à propos
de ce problème. De nombreuses tentatives pour décrire la gravitation à des échelles
quantiques ont vu le jour. Que ce soient la théorie des cordes [2], la Gravité Quan-
tique à Boucle [3] et la Géométrie Non Commutative [4], pour ne citer que ces
approches ; aucune de ces théories n'est capable de dépasser le stade très formel
que lui confère son arsenal mathématique tout en gardant une capacité su�sante de
prédictions physiques pouvant être réfutées ou validées par des expériences dans un
avenir proche. La théorie des cordes apparaît néanmoins comme une piste intéres-
sante et continue de faire l'objet d'une recherche très active. Cette théorie prétend
à la base que toute les particules élémentaires ne sont que des �uctuations d'enti-
tés encore plus petites, et donc fondamentales, les cordes. Comme nous le verrons
dans le chapitre suivant, les théoriciens des cordes ont inventé des cordes ouvertes
tout comme des cordes fermées. La théorie des cordes a d'ores et déjà engendré de
nombreux résultats en mathématiques et en physique et a stimulé de nombreuses
recherches et perspectives dans ces domaines. L'étude des variétés de Calabi-Yau [5]
et l'étude poussée de la théorie conforme des champs [6], par exemple, ont ainsi vu
leur activité s'accroître grâce à la théorie des cordes. La description de certaines
propriétés des trous noirs [7] et la correspondance ADS/CFT [8] sont deux exemples
de sujets où la théorie des cordes fournit une aide précieuse. De plus il est possible
d'étudier le premier ordre de perturbation de la théorie des cordes de manière as-
sez rigoureuse et d'en obtenir de nombreux résultats. Appliquant ce leitmotiv à des
domaines de la physique tels que la physique des particules ou l'astrophysique des
très hautes énergies dont la cosmologie fait partie, de nombreux résultats parfois en
contradiction ont ainsi été obtenus.

La théorie des cordes est censée décrire entre autres comment la gravitation
se comporte aux petites échelles, c'est à dire comment gravitation et mécanique
quantique peuvent se combiner. La cosmologie est fondée sur la gravitation, mais
la compréhension du début de l'Univers ainsi que des processus très énergétiques
(comme ceux au voisinage de trous noirs) nécessitent une théorie quantique de la
gravité. C'est pourquoi les tentatives de relier la théorie des cordes avec l'expérience
ont souvent eu pour cadre la cosmologie primordiale. L'in�ation, période encore très
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

spéculative du début de l'histoire de l'Univers, est un exemple parfait d'aire de jeux
pour la théorie des cordes. On comprend dés lors mieux pourquoi il est facile, en
parcourant les di�érents travaux de recherches, de constater l'in�ation de scénarios
di�érents obtenus pour... l'in�ation cosmologique. Il en va de même concernant la
constante cosmologique. Devant une telle activité et une telle diversité de résultats,
il est très di�cile de tirer des conclusions à la fois robustes et pertinentes. Une des
grandes di�cultés de la théorie des cordes est d'être extrêmement riche, et donc de
fournir un nombre très grand de modèlesa priori di�érents à partir desquels on peut
travailler1.

1.3 De la transition d'Hagedorn vers la transition électro-
faible

Une partie de ce travail de thèse consiste en la description, dans des modèles
de théorie des cordes bien dé�nis sur le plan théorique, de la cosmologie de l'Univers
primordial entre la transition de Hagedorn et la transition électrofaible. Chaque
transition se matérialise en terme de température (ou énergie) critique. La transition
d'Hagedorn est issue de la théorie des cordes : elle traduit simplement qu'au delà
d'une certaine énergie notre modèle est caduque (instable notamment) et un modèle
plus ra�né doit être utilisé. La transition électrofaible est quand à elle beaucoup
plus universelle car elle décrit simplement le moment où dans le passé de l'Univers les
interactions électromagnétique et faible se sont découplées d'une interaction unique :
l'interaction electrofaible.

En e�et, ce domaine de la physique des très hautes énergies est peut-être l'un
des plus passionnants et excitants que nous ayons à étudier. Évidemment ce do-
maine est extrêmement compliqué et de nombreuses tentatives d'études de l'Univers
primordial ont vu le jour. Expérimentalement nous ne connaissons quasiment rien
de l'Univers primordial. La seule approche que nous ayons à notre disposition est
l'interpolation de la physique pré-ère de rayonnement à partir de l'ère de rayonne-
ment qui constitue le début de la cosmologie observationnelle. Nous tentons dans
ce travail d'utiliser une approche prédictive en considérant des modèles de théorie
des cordes et en supposant que ces modèles décrivent le gaz de cordes qui composait
notre Univers. La physique de l'Univers primordial peut se décomposer en plusieurs
étapes bien distinctes. Il y a d'abord la physique pré Big-Bang, domaine spécula-
tif dont nous ne dirons pas un mot. Ensuite, nous pouvons distinguer la physique
pré-Hagedorn de la physique post-Hagedorn. La première peut s'étudier avec des mé-
thodes de théorie conforme des champs. Nous ne poursuivrons pas cette possibilité.
La seconde physique possible, celle post Hagedorn, est précisément celle qui nous
intéresse. C'est durant cette période, si on en croit le modèle standard de cosmo-
logie, que l'in�ation cosmologique a eu lieu. On comprend donc aisément que cette
période de l'histoire de l'Univers est très intéressante à étudier. La théorie des cordes
fournit justement un cadre conceptuel permettant de l'aborder avec des moyens de

1Voir le chapitre 2 pour une meilleure compréhension de la théorie des cordes. Initialement
bien dé�nie en 26 (ou 10) dimensions, sans paramètres arbitraires, sa réduction à4 dimensions est
source d'arbitraire dans la théorie.
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gravité quantique. Gardons nous cependant de ranger cette étude parmi les succès
de la théorie des cordes.

Il convient également de préciser que depuis le début de l'étude de la théorie
des cordes, la vision de cette dernière a énormément évolué. De théorie de grande
uni�cation on est passé par diverses étapes pour aujourd'hui arriver à un consensus
qui stipule que, certes, la théorie des cordes est une très grande idée qui a permis
l'émergence de nombreux travaux et l'établissement de nombreuses connaissances,
mais son incapacité à se conformer à l'expérience et son incroyable complexité dans
certains cas impliquent que peut être nous faisons fausse route. Il est impossible
de dire si nous sommes sur le bon chemin pour trouver la théorie quantique de
la gravitation, ni même si cette théorie est compréhensible par nos outils actuels
La théorie des cordes est la candidate la plus étudiée à l'obtention d'une théorie
quantique de la gravitation, et c'est en ce sens que nous allons l'utiliser.

2 Flots géométriques et applications

Nous nous sommes beaucoup intéressé pendant cette thèse aux �ots géomé-
triques, de manière assez large. Un�ot géométrique nous renseigne sur l'évolution
des propriétés typiques d'un espace (taille, volume,� � � ) en fonction d'un paramètre.
Ces �ots géométriques ont énormément servi en mathématique durant ces dernières
années (voir chapitre 4). Ils ont engendré de tels résultats que leur étude est devenue
un sujet de recherche à part entière.

Les �ots géométriques ont également beaucoup été interprétés en physique,
quoique du travail reste encore à faire dans cette direction. C'est justement vers
celle-ci que nous nous sommes dirigé, et ce avec diverses applications en tète. D'une
part nous avons étudié avec P.M. Petropoulos, Ph. Spindel et J. Estes une relation
précise entre �ots géométriques et espaces auto-duaux, et d'autre part, avec P.M. Pe-
tropoulos, D.Lüst et I. Bakas, nous avons analysé les �ots géométriques intervenant
dans la théorie de la gravitation connus sous le nom de théorie d'Ho°ava-Lifshitz.

3 Travaux non détaillés dans ce rapport

Di�érents sujets ont été étudiés dans cette thèse. Cette grande liberté de choix
des sujets a eu pour important e�et de donner lieu à des travaux très di�érents : cos-
mologie de super cordes, �ots géométriques, perturbations cosmologiques dans les
théories Einstein-Ether, classi�cation des solutions statiques à symétrie sphérique
d'une large classe de théories, reformulation de l'électromagnétisme comme gravita-
tion avec torsion non nulle. N'ont été cités que les travaux ayant donné lieu à des
rapports publiés. D'autres travaux, un peu moins éto�és, ont également vu le jour
sur d'autres sujets comme la supergravité dans les théories de la gravitationF (R).
A�n de gagner en clarté et d'éviter un rapport de thèse trop long et diversi�é, tous
ces travaux ne seront pas détaillés ici. Les deux premiers sujets sont abordés de façn
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approfondie et constituent le c÷ur de ce rapport. Nous pro�tons cependant de cette
introduction pour parler de travaux annexes, [9] et [10].

3.1 Classi�cation des solutions statiques à symétrie sphérique

La seule solution quadridimensionnelle statique à symétrie sphérique de la
Relativité Générale est la solution de Schwarzschild, caractérisée par une massem
et dé�nie par la métrique

ds2 = �
�

1 �
m
r

�
dt2 +

dr2

1 � m
r

+ r 2
�
d� 2 + sin( � )2d� 2

�
: (1.2)

On peut dés lors s'interroger sur l'extension de ce résultat au cas de théories plus
compliquées. Par exemple, nous pouvons inclure un champ électromagnétique de
Maxwell et couplé minimalement, on obtient alors la solution de Reissner-Nordström
caractérisée par une massem et une chargeQ et donnée par la métrique

ds2 = �
�

1 �
m
r

+
Q
r 2

�
dt2 +

dr2

1 � m
r + Q

r 2

+ r 2
�
d� 2 + sin( � )2d� 2

�
: (1.3)

Si on choisit d'inclure des champs scalaire, la classi�cation des solutions statiques à
symétrie sphérique est bien plus subtile. Dans le cas le plus simple où nous avons la
RG couplée à un champ scalaire de manière minimale, il a été établi la forme la plus
générale des métriques statiques à symétrie sphérique (métriques SSS), de manière
implicite. Néanmoins ce résultat n'a pas été généralisé aux cas plus compliqués de
plusieurs champs couplés de façon non minimale, et même dans le cas le plus simple,
la classi�cation est implicite et demande à être éto�ée pour mieux comprendre le
comportement des di�érentes fonctions de la métrique. Bien entendu, plusieurs tra-
vaux ont été e�ectués dans le but de classi�er (ou simplement trouver une solution
particulière) les solutions SSS de diverses théories. Le but de mes travaux sur les
solutions SSS d'une vaste classe de théories a été de déterminer précisément les dif-
férents comportements de ces solutions SSS. On a étudié avec un certain souci du
détail la classe de théories donnée par (on noterag�� X � Y� = X � Y dans cette thèse)

S =
Z

d4x
p

jgj

"

R �
X

i

� i F i (� j )2r � j � r � j

#

; (1.4)

avec � i = � 1, � j des champs scalaires etF i (� j ) des fonctions arbitraires. On a
cherché les solutions du type

ds2 = � e2�( r )dt2 +
dr2

1 � b(r )
r

+ r 2
�
d� 2 + sin( � )2d� 2

�
; (1.5)

où b(r ) et �( r ) sont deux fonctions ne dépendant que der . Di�érentes solutions, au
nombre de 7, ont été obtenues. Certaines véri�entb(r ) > 0, d'autres b(r ) < 0, alors
que certaines solutions n'ont pas de signe constant pour la fonctionb(r ). En plus de
la solution de Schwarzschild et du trou de ver traditionnels, on trouve des solutions
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où il est possible de con�ner des particules grâce au concours simultané de la gravité
et de l'anti-gravité. Si on ajoute à (1.4) un terme de champ vectoriel ou bien un
potentiel pour les champs scalaires, il est possible d'obtenir d'autres solutions avec
des comportements très di�érents, où il est possible de con�ner des particules-test
dans une région bien spéci�que de l'espace. En�n, nous avons essayé d'étudier les
propriétés de stabilité des di�érentes solutions obtenues. Cependant, la très forte
nécessité d'outils numériques et mes compétences limitées en la matière ne m'ont
pas permis de tirer des conclusions dé�nitives à ce sujet.

3.2 Perturbations cosmologiques des théories Einstein-Ether

L'extension de la Relativité Générale à des modèles classiques expliquant l'Uni-
vers dans le régime des faibles accélérations est un sujet passionnant. Outre la cos-
mologie induite par TeVeS, la version relativiste de MOND telle que formulée par
Bekenstein, qui fut le sujet de [11], on a également étudié les perturbations cosmolo-
giques dans les théories Einstein-Ether de la gravitation. L'intérêt premier de cette
étude était de placer des contraintes sur les paramètres libres et la fonction libre
dans ces modèles. Ces derniers sont décris par l'action

SEE =
Z

d4x
p

� g [R � F (K )] ; K = K abcdr aAbr cAd; (1.6)

où K abcd = c1gabgcd+ c2� ab� cd+ c3� ac� bd. La fonction F (K ) tout comme les constantes
ci sont arbitraires. Si on impose que ces modèles ont le même succès que la rela-
tivité générale, on obtient des conditions très strictes sur la fonctionF et les ci .
L'étude des perturbations cosmologiques permet également de mettre en exergue la
vitesse de propagation des petites perturbations. Demander que ces vitesses soient
sub-luminales place également des contraintes sur les paramètresF et ci . C'est pré-
cisément ici que mon travail a eu lieu. Malgré une complexité évidente des modèles
étudiés, nous avons pu mener à bien cette étude.

4 Plan

Le plan de cette dissertation est le suivant. Après cette introduction qualitative,
on présente des notions de base en théorie des cordes et cosmologie a�n de pleinement
apprécier les travaux [12] et [13] appelés ci dessous respectivement publication 1 et
2. L'étude des résultats obtenus dans ces travaux sera le sujet du chapitre 3. La
publication 3, [14], est également une revue de ces travaux. Ensuite, nous verrons
dans le chapitre suivant comment les espaces auto-duaux (instantons gravitationnels
quand ils sont réguliers) peuvent être décrits en terme de �ots géométriques, le sujet
des publications 4 et 5, resp. [15, 16]. Un �ot de Ricci-Cotton modi�é, exemple de
�ot géométrique, sera étudié dans le chapitre 5 dans le but de mieux comprendre la
théorie non relativiste de la gravitation proposée par Horava [17]. Ce chapitre est
basé sur les publications 6 et 7, resp. [18,19]. Le chapitre 6 sera celui des conclusions
et perspectives pour un travail de recherche future.
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Chapitre 2

Éléments de théorie des cordes et de
cosmologie

Un rapide aperçu des notions et éléments nécessaires pour comprendre les pu-
blications 1, 2 et 3 est donné ici. Dans un premier temps nous donnons des éléments
de théorie des cordes et dans un second temps nous présentons les notions de cos-
mologie nécessaires.

1 Éléments de théorie des cordes

On présente ici certaines notions de la théorie des cordes. Seules les notions
utilisées pendant ce travail de thèse sont présentée ; pour une introduction plus
détaillée consulter par exemple [2]. Après une description de la corde bosonique et
de la super corde, quelques éléments sur le mécanisme de Scherk-Schwarz et le calcul
de fonctions de partitions en théorie des cordes sont présentés.

1.1 Corde bosonique

La révolution de la théorie des cordes a été de proposer que la matière qui
compose l'Univers est constituée de cordes élémentaires. Ces cordes dont la taille
est minuscule, de l'ordre de la longueur de Plancklp � 1:6 � 10� 35m, décrivent les
di�érents types de particules par leurs divers modes de vibration. Il existe deux
types de cordes montrés sur la Fig. 2.1 : les cordes fermées et les cordes ouvertes.
Les cordes fermées (resp. ouvertes) véhiculent la gravitation (resp. les autres inter-
actions). Lorsqu'une particule ponctuelle se déplace dans l'espace-temps, elle décrit
une ligne d'univers, la généralisation de ce concept au cas d'une corde est naturelle-
ment la surface d'univers� , Fig. 2.2. Considérons une particule ponctuelle de masse
m se propageant dans un espace-temps àD dimensions décrit par des coordonnées
x � , � = 0; :::; D � 1 et doté d'une métriqueg�� . Considérer une ligne d'univers de
la particule revient à considérer une séquence d'histoiresx � (� ) de la particule (Fig.
2.2). On peut écrire une action décrivant la propagation de cette particule, en cas

17
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Fig. 2.1 � Corde ouverte et corde fermée. Les positions initiales et �nales des cordes
sont notées en vert.

Fig. 2.2 � Ligne d'univers et surface d'univers (� ).
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de masse non nulle, comme (� i;f dénotant respectivement les valeurs initiale et �nale
du paramètre� )

Sp = m
Z � f

� i

ds
d�

d�; ds =
q

jg�� dx� dx� j: (2.1)

Dans le cas de masse nulle, l'action (2.1) peut se généraliser en

Sp = �
1
2

Z
d�

g�� _x � _x �

e(� )
; _x � =

dx�

d�
(2.2)

où e(� ) est un nouveau champ non dynamique introduit sur la ligne d'univers. Ce
champ décris une métrique sur la ligne d'univers et agit comme un multiplicateur de
Lagrange. D'après ce que l'on a dit, il est aisé de dériver une action pour la propa-
gation d'une corde. Pour cela, on décrit la surface d'univers par deux coordonnées,
une temporelle (� ) et une spatiale (� )1. Nous notonsx � 0

= dx �

d� , _x � = dx �

d� et nous
introduisons un élément d'aire de la surface d'univers

ds2
A = g�� dx� dx� = hij d� i d� j ; � 0 = �; � 1 = �; (2.4)

où hij = g��
@x�

@�i
@x�

@�j . Une fois cette opération e�ectuée, nous pouvons de manière
naturelle écrire une action de Nambu-Goto décrivant la propagation d'une corde
relativiste de tension T :

SNG = � T
Z

d2�
q

j det(hij )j: (2.5)

La présence d'une racine carrée dans cette expression pose des di�cultés pratiques
pour la quanti�cation. Il est possible d'écrire une seconde action, dite action de
Polyakov, dont les équations du mouvement sont identiques à celles de Nambu-Goto.
Cette action est

SP ol = �
T
2

Z
d2�

p
j det(e)jeij @i X � @j X � g�� ; (2.6)

où eij (� k) = @i X � @j X � , d'après les équations du mouvement. C'est la généralisation
du champe(� ) de la particule élémentaire, elle joue le rôle de métrique sur la surface
d'univers, et est un multiplicateur de Lagrange. Avant d'aller plus loin il convient de
signaler que l'action (2.6) n'est pas la plus générale que l'on puisse écrire. Implicite-
ment, par métrique de l'espace-tempsg�� il faut comprendre un tenseur de rang2
symétrique. Certaines théories de la gravitation [20],ad-hocen général, utilisent des
métriques avec une partie antisymétrique et/ou une connexion avec torsion à partir
de laquelle on construit le tenseur de Riemann et le scalaire de Ricci de manière
standard. Nous ne suivrons pas ce chemin ici préférant la connexion de Levi-Civita
standard et une métrique symétrique. Ceci dit, si nous voulions écrire l'action la plus

1Pour une corde fermée,0 � � � 2� alors que pour une corde ouverte0 � � � � . Dans ce
dernier cas deux conditions aux bords existent : conditions deNeumann et Dirichlet . Les premières
consistent à poser

X � 0
(�; 0) = X � 0

(�; � ) = 0 (2.3)

alors que les secondes imposent que les bouts des cordes ouvertes soient �xes.
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générale d'une surface d'univers possédant les propriétés d'être invariante conforme
et purement bosonique, nous pourrions écrire :

SP m = �
T
2

Z
d2�

p
j det(e)jeij @i X � @j X � g�� + � ij @i X � @j X � b�� + �R (2) +	( X � )� ij Fij :

(2.7)
Dans (2.7) nous avons introduit un tenseur de rang2 antisymétrique b�� (champ de
Kalb Ramond, KR) et un scalaire� ainsi que le scalaire de Ricci de la connexion
associée à la métriqueeij : R(2) . Commeeij est un objet bidimensionnel, l'invariance
par reparamétrisation� i ! � i + �� i permet de choisir la métrique

eij = e� � ij ; R(2) = � �: (2.8)

Il est immédiat de constater qu'à des termes de bords près, (2.6) et (2.7) sont égales
dans le cas où le champ de KR et le dilaton sont constants. Une constante cosmolo-
gique dans (2.7) n'est pas permise par invariance conforme. En�n, le dernier terme
de (2.7) est un terme de connexion de jaugeA i sur la surface d'univers. Avec un
champ scalaire quelconque	( X � ) et le tenseur de Maxwell standard

Fij = @i A j � @j A i ; (2.9)

ce terme est également invariant conforme en deux dimensions. Dans le cas	( X � ) =
const., ce terme donne un terme de bord.Dans toute cette thèse, nous suppo-
serons constants le champ de KR et la connexion de jauge A i . De plus
nous supposerons qu'au moins localement, nous pouvons approximer la
métrique g�� à la métrique de Minkowski � �� . L'extension des résultats obte-
nus dans cette thèse dans les cas où les hypothèses ci-dessus sont relaxées constitue
un ambitieux et intéressant programme.

Une fois la métriqueeij �xée par son équation du mouvement, celle de la
coordonnée bosoniqueX � dérivée de (2.6) est

@+ @� X � = 0; @� =
@

@��
; � � = � � �: (2.10)

Les coordonnées� � sont dites coordonnées du cône de lumière . La solution de
(2.10) est, dans le cas d'une corde fermée (X � (�; � + 2� ) = X � (�; � ) par périodicité
de la corde),

X � (�; � ) = X �
L (� + ) + X �

R(� � ) (2.11)

où

X �
L (� + ) =

x �

2
+

p�

4�T
� + +

i
p

4�T

X

k2 Z�

~� �
k

k
e� ik� + ; (2.12)

X �
R(� � ) =

x �

2
+

p�

4�T
� � +

i
p

4�T

X

k2 Z�

� �
k

k
e� ik� � : (2.13)

Nous avons introduit des modes de Fourier� �
k ; ~� �

k . Étant donné que les fonctionsx � ,
p� et X � (�; � ) sont réelles, nous avons

(� �
k )� = � �

� k ; (~� �
k )� = ~� �

� k : (2.14)
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Les champs bosoniquesX � sont donc décrit par une composante gaucheX L et une
composante droiteX R . Chaque composante décrit des états gauche/droit. Dans le
cas d'une corde ouverte, avec les conditions aux bords de Neumann :

X � 0
(�; � )� =0 ;� = 0: (2.15)

Nous obtenons alors la décomposition en mode

X � (�; � ) = x � +
p� �
�T

+
i

p
�T

X

k2 Z�

� �
k

k
e� ik� cos(k� ): (2.16)

Il est possible de relier la masse d'excitation des cordes aux modes de Fourier de
l'excitation : � 0M 2 = 4( N � 1), où � 0 = 1

2�T et

N =
1X

m=1

� � m � � m : (2.17)

Dés lors, il est immédiat de voir que pourN = 0, nous avonsM 2 = � 4
� 0 < 0.

Ainsi, la corde bosonique a un problème : elle possède un tachyon, donc son vide
est instable. La compatibilité de la théorie des cordes et de l'invariance de Lorentz,
mais aussi la compatibilité des spectres de masse d'une théorie de cordes obte-
nus par di�érentes méthodes, imposent que la dimension de l'espace-temps soit26.
Une propriété fondamentale de la théorie des cordes apparaît alors : l'existence de
dimensions supplémentaires. Cette profusion de dimensions supplémentaires est à
l'origine d'un des plus importants problèmes de la théorie des cordes : l'existence
d'un nombre important de modèles de physique de basse énergie sous-jacent. En
e�et, bien qu'en dimension 26 la théorie des cordes soit une théorie bien dé�nie
et sans aucun paramètre libre, revenir à un nombre de dimensions inférieur ne se
fait pas de manière unique et sans équivoque. Ce processus de compacti�cation in-
troduit beaucoup d'arbitraire et d'indéterminations, la physique de basse-énergie
dépend du modèle de compacti�cation considéré. Dans cette thèse on ne procédera
pas à une étude quantitative de di�érents modèles et de comparer les résultats obte-
nus. Au contraire, nous nous limiterons à des modèles bien précis, sélectionnés pour
leur simplicité physique et calculatoire, et nous tenterons d'en tirer des conclusions
pertinentes.

1.2 Supersymétrie et supercordes

quelques notions essentielles de supersymétrie

Apparue dans les années 1970 (voir [21] pour les articles fondateurs et [22]
pour une introduction plus moderne), la supersymétrie est présente en théorie des
cordes. La caractéristique principale d'une théorie supersymétrique est l'égalité entre
le nombre de degrés de liberté bosoniques et fermioniques. En théorie quantique des
champs (TQC), la supersymétrie joue un rôle primordial. En e�et, les corrections
dues à des boucles de bosons et de fermions ne sont pas comptées avec le même signe,
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il apparaît donc que lorsque nous avons autant de degrés de liberté d'un côté que de
l'autre, des corrections puissent s'annuler. En théorie des cordes, la supersymétrie
d'espace-temps permet de s'a�ranchir du tachyon.

Si la nature possédait cette symétrie aux échelles d'énergies qui nous sont
accessibles, nous serions en mesure d'associer à chaque particule sa particule miroir
par supersymétrie : à tout boson correspondrait un fermion et vice-versa2. Or nous
savons que ce n'est pas le cas, donc si nous voulons inclure le modèle standard dans
une théorie supersymétrique, nous devons également étudier des moyens de briser la
supersymétrie en deçà d'une certaine échelle (plus élevée que la plus haute échelle
d'énergie testée à ce jour). Bien qu'il existe une pléthore de scénarios de brisure de
la supersymétrie, aucun ne semble pour l'instant se dégager comme étantle bon, la
nature ayant pu choisir parmi plusieurs scénarios di�érents. Le mécanisme de brisure
de supersymétrie qui a été utilisé dans ce rapport est un mécanisme de brisure
spontanée appelé mécanisme de Scherk-Schwarz. On dit qu'une symétrie est brisée
spontanémentlorsque cette dernière, associée à un groupeG, étant la symétrie d'une
théorie (de son lagrangien, de son action), n'est plus symétrie de l'espace des vides
de la théorie. En fait, un sous groupe deG, H , reste à la fois symétrie de la théorie
et des vides. Le mécanisme de Scherk-Schwarz permet de briser spontanément une
symétrie. Introduit dans [23], ce mécanisme fut d'abord appliqué à la théorie des
champs, l'idée étant la suivante. Considérons une théorie en dimensionD + d, avec
des coordonnéesX I ; I = 0; � � � ; D � 1 et Y a; a = D; � � � ; D + d� 1. Les coordonnées
X I décrivent une réduction de cette théorie enD dimensions et les coordonnéesY a

décrivent l'espace interne de dimensiond. Supposons l'existence de symétries dans
la théorie enD + d dimensions générées par des opérateursQI , l'idée du mécanisme
de Scherk-Schwarz est de compactifer deD + d à D dimensions de façon à ce que les
champs de la théorie aient une dépendance en les dimensions internes non triviales,
dirigée par les symétries de la théorie enD + d dimensions. Si nous introduisons un
paramètre réelq, dé�nissant

�̂ i (X I ; Y a) = [ eqQa Y a
]ji � j (X I ; Y a); (2.18)

il est facile de constater que

@I �̂ i @I �̂ i + @a �̂ i @a �̂ i = @I � i @I � i + @a� i @a� i + q2� i Tr [Qi
kQk

j ]� j : (2.19)

On crée ainsi un terme de masse pour les champs� i ! Plus on a de coordonnées
internes impliquées et de générateurs de symétriesQI , plus il est possible d'obtenir
des mécanismes de Higgs divers et variés. Ce schéma de brisure spontanée peut se
généraliser à la théorie des cordes [23]. En fait, ce type de brisure de symétrie est
très naturel en théorie des cordes, puisque les compacti�cations y jouent un rôle
primordial.

Supercordes

La présence de tachyons et l'absence de fermions d'espace-temps rendent la
corde bosonique insu�sante et trop simpli�catrice. En e�et, les tachyons engendrent

2Les partenaires supersymétriques devraient avoir même masse
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souvent des instabilités, et bien que les tachyons de cordes ouvertes soient assez bien
compris, il n'en est pas de même pour ceux de la corde fermée. De plus, l'absence de
fermions dans une théorie visant à décrire le modèle standard et donc notamment
les quarks est préjudiciable. Le fait qu'il soit possible de corriger simultanément les
deux problèmes est assez remarquable. Ce faisant, la supersymétrie apparaît alors
comme la seule solution possible. Néanmoins il existe deux approches pour introduire
la supersymétrie en théorie des cordes :

� Supersymétrie de surface d'univers , ou formalisme deRamond-Neveu-
Schwarz (RNS) . C'est le formalisme qui va être utilisé dans la suite.

� Supersymétrie d'espace-temps , ou formalisme deGreen Schwarz (GS) .
Au moins dans le cas d'un espace-temps à10 dimensions, ces deux forma-
lismes sont équivalents.

En plus des bosonsX � , il faut désormais introduire des champs fermioniques �
� où

� désigne un indice spinoriel et� un indice d'espace-temps. En e�et, ces fermions
sont des spineurs à deux composantes sur la surface d'univers et des vecteurs sous
les transformations de Lorentz de l'espace-temps àD dimensions. Il est possible
de construire plusieurs actions pour la surface d'univers d'une corde, dépendant du
nombre de supersymétries que l'on souhaite imposer. Les seules théories admettant
des fermions chiraux et donc susceptibles de décrire (une fois la supersymétrie brisée
par un mécanisme à préciser) la physique du modèle standard sont les théoriesN = 1.
Dans ce cas-ci, la métrique sur la surface d'univers,eij , est associée à un gravitino� i

avec lequel elle forme un multiplet de supersymétrie en deux dimensions. L'analogue
de l'action de Polyakov (2.6) est alors

SII
P ol =

1
4�� 0

Z
p

e
�
eij @i X � @j X +

i
2

 � =@ +
i
2

(� i  j  i  � )
�

@j X � �
i
4

� j  �

��
:

(2.20)
Cette action est invariante sous les transformations locales de supersymétrieN = 1 :

�e ij = i� ( i � j +  j � i ); �� i = 2r i �; (2.21)

�X � = i� � ; � � =  i

�
@i X � �

i
2

� i  �

�
�; �  

�
= 0 (2.22)

où � est un spineur de Majorana-Weyl polarisé gauche. De la même façon, on a une
transformation de supersymétrie localeN = 1 avec un spineur de Majorana-Weyl
� et des transformations (2.21) et (2.22) où !  et � ! � . On dit alors que l'on
a une supersymétrie (1,1). Dans les expressions ci dessus, nous avons introduit les
matrices de Dirac i satisfaisant l'algèbre i  j +  j  i = 2� ij et données par

 0 =
�

0 � 1
1 0

�
et  1 =

�
0 1
1 0

�
: (2.23)

Les opérateurs de Virasoro tels que dé�nis pour la corde bosonique existent toujours
sous cette forme pour la supercorde, on peut également introduire de nouveaux
opérateurs appeléssuper-courants et dont l'algèbre avec ceux de Virasoro dé�nie
l'algèbre de supersymétrieN = 1. Ces courants sont dé�nis par

G = i � @X;G = i  � @X: (2.24)
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De la même façon que l'on montre que la corde bosonique nécessite26 dimen-
sions, on peut montrer que les super-cordes requièrent l'existence de10 dimensions.
Bien que le nombre de dimensions supplémentaires soit plus petit que pour la corde
bosonique, la théorie des supercordes autorise une grande variété de modèles di�é-
rents possibles. En e�et, s'il n'existe qu'un seul type de corde bosonique, il en existe
au moins trois de super-cordes, appelés typeI , II et corde hétérotique. On peut
également subdiviser les deux derniers en deux sous-types : typesIIA et IIB d'une
part et corde hétérotiqueE8 � E8 et SO(32) d'autre part. Il est également possible
d'étudier d'autres modèles de cordes, avec ou sans supersymétrie, avec ou sans ta-
chyons, mais nous ne le ferons pas car ces modèles n'ont pas été utilisés dans nos
di�érents travaux. La suite de cette section consistera donc en le détail de certaines
propriétés des super-cordes de typeI , II et hétérotiques.

Supercordes de type II fermées

Le développement en modes des coordonnées bosoniquesX � étant le même
que pour le cas de la corde bosonique, il convient de chercher celui des spineurs � .
Nous posons � =  0 �  1. Les équations du mouvement sont alors

@+  � = @�  + = 0: (2.25)

Néanmoins il subsiste des termes de bord après variation de l'action :

�S b =
Z

d� f ( + � + �  � � � )� = � � ( + � + �  � � � )� =0 g: (2.26)

La discussion de ces termes de bord dépend alors de la nature des cordes : ouvertes
ou fermées. Dans ce but on introduit la notation� � = � � � .

cordes ouvertes Dans ce cas,� = 0; � désignant les extrémités des cordes ouvertes
les deux termes de bord doivent s'annuler indépendamment l'un de l'autre, ce qui
est véri�é pour  + = �  � . Sans manquer de généralités nous pouvons aussi poser
 �

+ j � =0 =  �
� j � =0 , ce qui donne les deux choix possibles :

� condition de Ramond (R) :  �
+ j � = � =  �

� j � = � . Dans ce secteur, le dévelop-
pement en mode est alors

 �
� (�; � ) =

1
p

2

X

n2 Z

d�
ne� in� � : (2.27)

La condition de réalité d'un spineur de Majorana impliqued�
� n = d� y

n .
� condition de Neveu-Schwarz (NS) : �

+ j � = � = �  �
� j � = � . Dans ce secteur, le

développement en mode est alors

 �
� (�; � ) =

1
p

2

X

r 2 Z+ 1
2

b�
r e� ir� � : (2.28)

La condition de réalité d'un spineur de Majorana impliqueb�
� r = b� y

r .
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Il existe donc deux secteurs di�érents dans le cas de cordes ouvertes. Étant donné que
naïvement il est possible de considérer une corde fermée comme deux cordes ouvertes
dont on a joint les bouts, il n'est pas surprenant qu'il existe quatre secteurs di�érents
pour la supercorde fermée. Chaque secteur est détaillé ici et part du fait qu'il n'existe
que deux conditions au bord possible : � (� ) = �  � (� + � ). Le secteur+ correspond
à des conditions au bord périodiques (R) tandis que le secteur� correspond à des
conditions au bord anti-périodiques (NS). Ainsi, quatre con�gurations existent :

R-R, R-NS, NS-R, NS-NS; (2.29)

où la con�guration X � Y décrit des états gauche dans le secteurX et des états
droit dans le secteurY. Le développement en modes est alors le même dans chaque
secteur que pour la corde ouverte, à l'exception que� � ! 2� � .

Les états de corde dans les secteurs NS-NS et R-R sont des bosons d'espace-
temps car ils se transforment dans des représentations tensorielles du groupe de
rotations alors que ceux dans les secteurs R-NS et NS-R sont des fermions d'espace-
temps (car ils se transforment dans des représentations spinorielles du groupe de
rotations). Il est possible d'obtenir une formule de masse analogue à celle obtenue
pour la corde bosonique dans le cadre de supercorde. Étant donné que nous n'avons
pas l'utilité des détails de ce calcul, seuls les résultats �nals sont ici présentés :

�
0
M 2 =

1X

n=1

� i
� n � i

n +
1X

r =1 =2

rbi
� r b

i
r �

1
2

; (NS); (2.30)

�
0
M 2 =

1X

n=1

� i
� n � i

n +
1X

n=1

ndi
� ndi

n ; (R): (2.31)

Il est clair que dans le secteur R il n'y a plus de tachyon, alors que dans le secteur
NS ce dernier demeure. De plus, une analyse �ne du spectre de masse nous montre-
rait l'absence de symétrie entre bosons et fermions. L'exemple le plus frappant étant
clairement le tachyon bosonique sans contre-partie fermionique. L'absence de super-
symétrie d'espace-temps est clairement reliée au choix de décrire la supercorde dans
le formalisme RNS au lieu du formalisme GS. Néanmoins il est possible d'obtenir
un spectre supersymétrique en projetant certains états. Cela s'e�ectue au travers de
la projection GSO3 qui consiste à introduire un opérateur de parité,G, dépendant
du secteur considéré et à ne considérer comme physiques que les états de parité
positive ou négative. Étant donné que quelque soit l'état physiquej� i nous avons
G2

NS;R j� i = j� i , alors

GNS;R j� i = � NS;R j� i ; � NS;R = � 1: (2.32)

Les états avec� NS;R = 1 sont dit de chiralité positive alors que les autres sont
de chiralité négative. A�n d'obtenir un spectre supersymétrique d'espace-temps, il
faut garder les états du secteur NS avec� NS = 1. Dans le secteur R décrivant des
spineurs s'espace-temps, dépendant de la chiralité de l'état fondamental du spineur,

3elle fut introduite par Gliozzi, Scherk et Olive [24]
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nous pouvons sélectionner les états avec� R = � 1. Il est facile de constater que le
tachyon du secteur NS caractérisé par� i

n = bi
r = 0; 8n; r est éliminé par la projection

GSO.

Dans le but de trouver le spectre des états de masse nulle, notonsj0i l'état
de cordes avec une impulsion nulle etjpi l'état avec une impulsionp =

p
jp� p� j.

Un état de cordes sera alors le résultat de l'action d'oscillateurs bosoniques et/ou
fermioniques sur un étatjpi . Dans le cas de la corde de typeII , les états de masse
nulle se répartissent en quatre groupes, chacun issu d'un des quatre secteurs de la
théorie. Dans le secteur NS-NS nous avons les états

 �
� 1=2 �

� 1=2jpi ; (2.33)

donnant lieu à un tenseur d'ordre 2 symétrique et sans trace (gravitong�� ), un ten-
seur d'ordre 2 antisymétrique (champ de Kalb-RamondB �� ), et un scalaire (dilaton
� ). Dans le secteur NS-R nous avons des fermions d'espace-temps, et les états de
masse nulle sont

 �
� 1=2jp;Si ; (2.34)

où S est un spineur de chiralité positive par convention. L'étatjp;Si est le produit
tensoriel des états de cordejpi > et jSi > . Ce dernier est un des deux états de
plus basse énergie du secteur R. Le secteur R-NS est sensiblement le même que le
précédent, à la di�érence que deux solutions sont possibles pour les états de masse
nulle :

 
�
� 1=2jp; Si et  

�
� 1=2jp; Ci ; (2.35)

où C est un spineur de chiralité négative. Du choix du spineur,S ou C, dépend le
type de théorie considéré : typeIIB si le spineur est aussiS, type IIA sinon. Comme
pour le secteur NS-R, les états (2.35) sont des fermions d'espace-temps. En�n, dans
le secteur R-R, les états de masse nulle dépendent du type de théorie considéré (IIA
ou IIB ). Dans le premier cas, les états cherchés sontjS;C > qui se décomposent
selon un vecteur et un tenseur antisymétrique de rang3. En type IIB les états
sont jS;S >, ou encore un scalaire, un tenseur antisymétrique de rang2 et un
tenseur antisymétrique de rang4. De manière générale, les oscillateurs bosoniques
n'interviennent pas dans le spectre d'états de masse nulle, mais ils interviennent
dans le spectre des états massifs. Les théories de typeIIA et IIB se di�érencient
notamment au niveau de la chiralité : la première étant non-chirale alors que la
seconde est chirale. Dans les publications 1, 2 et 3, nous avons utilisé des modèles
de corde de typeII mais aussi hétérotiques. Nous verrons dans ce chapitre que les
di�érentes théories des cordes sont en fait reliées par un réseau de dualités. Nous ne
donnons aucun détail concernant les supercordes de typeI car nous ne les avons pas
utilisé dans nos travaux.

Supercordes hétérotiques

Une théorie de cordes fermées est composée de deux types d'états : des états
gauche et droit. Chaque état est décrit par des oscillateurs de cordes et une impulsion.
Jusqu'ici, la seule théorie des cordes qui soit symétrique droite-gauche que nous
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ayons à notre disposition est la théorie de typeIIB . La corde hétérotique est une
théorie asymétrique droite-gauche [?]. Nous choisirons la convention de construction
suivante : les états gauches vivent dans une théorie de cordes bosoniques alors que les
états droits vivent dans une théorie de supercordes. Le secteur gauche de la théorie
est décrit par une théorie de cordes bosoniques avec26dimensions et le secteur droit
de la théorie est par contre une théorie de supercordes vivant en dix dimensions. On
peut ainsi paramétrer l'espace-temps par dix coordonnées bosoniques gauches et
droites X � , � = 0; � � � ; 9 paramétrant l'espace-temps, dix coordonnées fermioniques
droites  � , � = 0; � � � ; 9 et 16 coordonnées bosoniques gauchesX I ; I = 0; � � � ; 15.
On peut regrouper ces coordonnées en10 coordonnées complexes

Z � = X � + i � ; � = 0; � � � ; 9; (2.36)

et 16 coordonnées bosoniquesX I ; I = 0; � � � ; 15. Nous ne pouvons pas choisir les
champsX I au hasard. En e�et, pour des raisons d'invariance modulaire4, les coor-
donnéesX I doivent être compactes. Plus précisément, elles doivent décrire un réseau
en16dimensions5, L16. Nous avons vu plus haut que la théorie des cordes bosoniques
possède un tachyon, or la corde hétérotique possède un secteur de corde bosonique,
donc il y a un tachyon ! De plus, on sait également que le secteur NS de la théorie
des supercordes possède un tachyon, donc nous avons deux tachyons ! Néanmoins,
on sait éliminer le second au travers de la projection GSO, que nous imposons alors.
La corde hétérotique possède cependant le tachyon de la corde bosonique.

La corde hétérotique possède comme toute théorie des cordes des dimensions
supplémentaires. Supposons donc quen dimensions soient compacti�ées et que la
métrique de l'espace-temps total soit donnée par

ds2 =
d� 1X

�;� =0

dX � dX +
nX

I;J =1

GIJ dY I dYJ ; d + n = 26: (2.37)

Les coordonnées bosoniques compactes sont données par

Y I (�; � ) = Y I
L (� + ) + Y I

R (� � ); (2.38)

avec

Y I
L;R (� � ) =

yI

2
+ pI

L;R � � +
i
2

X

n6=0

�̂ I
n

n
e� 2in� � ; (2.39)

avec�̂ = � pour le secteurL et �̂ = ~� pour le secteurR. De plus, si on compacti�e
une corde fermée sur un cercle, nous avons alors la condition de périodicitéY I (� +
2�; � ) = Y I (�; � ) + 2 �n I où nI caractérise le nombre de fois que la corde s'enroule
autour de la dimension compacti�é, on l'appellenombre d'enroulement. De façon
similaire, la quantité pI

L + pI
R doit être quanti�ée. En présence d'une métriqueGIJ

et d'un champ de KRBJK , nous pouvons écrire

pI
L;R = � nI + GIJ

� mJ

2
� BJK nK

�
; (2.40)

4Nous expliquons cette notion plus bas
5voir Annexe A
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où mJ est un nombre de momentvenant de la quanti�cation de pI
L + pI

R . La masse
d'excitations de cordes dans ce modèle s'obtient en additionnant les contributions
des moments, des oscillateurs, et de la charge centrale. Nous avons donc

M 2 =
1
2

GIJ pi
L pJ

L + NL � 1 =
1
2

GIJ pI
RpJ

R + NR � �; (2.41)

soit

M 2 = M 2
0 +

NR + NL � (1 + � )
2

avecM 2
0 =

GIJ

4
(pI

L pJ
L + pI

RpJ
R); (2.42)

où NL;R =
P

n �̂ I
n � �̂ I

� n et � = 1; 1
2 suivant que l'on considère la corde bosonique ou

la corde hétérotique. Une façon élégante d'écrire ces relations est donnée par

4M 2
0 = ( n; m)G� 1

�
n
m

�
; G =

�
G� 1

2 � G� 1B
BG � 1 2(G � BG � 1B)

�
: (2.43)

On peut ainsi écrire (2.42) sous la forme (corde hétérotique)

M 2 = 4( nI ; mI )G� 1
�

n I
m I

�
+ 2( NR + NL ) �

3
2

: (2.44)

Cette formule est invariante sous l'échange moments-enroulements et l'inversion de la
métrique G. On peut ainsi montrer après plusieurs étapes que le réseau des vecteurs
de moment ~P = ( pL ; pR) peut être relié aux algèbres de Lie des groupesSO(32) et
E8 � E8. C'est pourquoi nous parlons de théorie hétérotiqueSO(32) et E8 � E8.
Les groupesSO(32) et E8 sont très connus dans la communauté des physiciens des
particules car incluent comme sous-groupe celui du modèle standard.

1.3 Interactions de cordes et fonction de partition

Jusqu'à présent, nous avons étudié brièvement la propagation de cordes libres,
et détaillé les di�érents espace-temps possibles pour cette propagation, dépendant
de la théorie considérée. Néanmoins, il est évident que les cordes considérées, en
se mouvant dans l'espace-temps, vont interagir, subir des interactions. Étudier de
manière exhaustive et rigoureuse les interactions de cordes est une tâche évidemment
très ardue. Selon les même principes qu'en théorie des champs, l'interaction deN
cordes peut se décrire dans un premier temps par une interaction à l'ordre des arbres,
puis doit être a�née par des corrections à une et/ou plusieurs boucles. Cependant,
comme en théorie des champs, il y a aussi des contributions venant d'e�ets non-
perturbatifs, c'est à dire ne pouvant pas se décrire dans le cadre d'un développement
perturbatif. Il est souvent très di�cile de calculer ces e�ets en théorie des champs,
et encore plus en théorie des cordes. Dans ce travail de thèse, nous n'avons à aucun
moment eu à étudier en profondeur de tels e�ets non-perturbatifs, nous n'en dirons
donc pas plus si ce n'est que la meilleure façon de les décrire reste souvent l'utilisation
des dualités.

Montrons cependant comment on peut calculer des corrections à une boucle
en théorie des cordes. Le calcul similaire à plusieurs boucles ne fais pas partie des
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préoccupations présentes et futures. De plus, on se limite au cas des cordes fermées
car c'est ce qui nous intéresse. Avant toute chose il convient cependant de décrire ce
que l'on entend parordre des arbres, ou perturbations à n bouclesd'une interaction.
La �gure 2.3 montre comment représenter des processus à l'ordre des arbres mais
aussi à une et deux boucles. Les �gures de gauche schématisent l'interaction alors
que celles de droite sont les contractions de celles de gauche. Les points noirs sur les
surfaces de droite sont les résultats de la contraction des pattes caractérisées par les
cordes fermées se propageant après interactions. Mathématiquement, on caractérise
l'action des états décrit par ces cordes fermées par desopérateurs de vertex. Les
surfaces où vivent ces opérateurs de vertex sont dessurfaces de Riemann standard.
Pour la corde fermée on a à l'ordre des arbres une sphère, un tore à une boucle,
un double tore à deux boucles,� � � . Pour la corde ouverte non dessinée, on devine
aisément que les surfaces équivalentes respectives sont le disque, le cercle, deux
cercles attachés,� � � . Pour la corde fermée, les opérateurs de vertex sont attachés à
la surface de la surface de Riemann alors que pour la corde ouverte ils le sont sur
les bords des surfaces. Chaque surface de Riemann peut se décrire au travers de
coordonnéesza, de plus la valeur d'un opérateur de vertex dépend de sa position sur
la surface de Riemann.

Avant d'e�ectuer tout calcul, il nous faut décrire la première surface de Rie-
mann non triviale : le tore. Le tore est une surface de genreg = 1 et de nombre
d'Euler � = 0. On peut choisir par normalisation le volume du toreV = 1, on peut
donc le paramétrer par deux coordonnées� 1;2 2 [0; 1]. La métrique d'un tore s'ex-
prime en fonction d'un troisième paramètre,� = � 1 + i� 2, complexe. Elle est donnée
par

ds2 = gij d� i d� j =
1
� 2

jd� 1 + �d� 2j2: (2.45)

� est le module du tore, ou sastructure complexe, et ne peut être modi�é par
di�éomorphismes in�nitésimaux ou transformations de Weyl. Il peut par contre être
modi�é par di�éomorphismes globaux. La périodicité du tore :� i ! � i + 1, entraine

! ! ! + 1; ! ! ! + �; (2.46)

avec ! = � 1 + � � 2. L'ensemble des paramètres� équivalents (décrivant le même
tore), forme le groupe modulaire du tore. Il est possible de montrer que ce dernier
est engendré par deux transformations :

T : � ! � + 1;

S : � ! �
1
�

: (2.47)

La transformation la plus générale est alors

� !
a� + b
c� + d

; A =
�

a b
c d

�
; (2.48)

où det(A) = 1 et a; b; c; dsont des entiers. L'ensemble de ces matrices est le groupe
SL(2; Z). Graphiquement, l'ensemble des paramètres� inéquivalents est décris sur
la �gure 2.4. Pour plus de détails, voir l'annexeB. Il est maintenant possible de
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Fig. 2.3 � Interactions en théorie des cordes et son développement en perturbations

Fig. 2.4 � Domaine fondamental d'un tore.
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calculer une fonction de partition sur un tore connaissant l'action de départ. A ce
titre, à toute action SE (euclidienne) ; on peut associer une fonction de partition
Z =

R
d�e � SE où d� est une mesure impliquant les di�érents champs dont dépend

l'action.

Illustrons ce propos par le cas d'un boson compacti�é sur un tore, décri par
l'action

S =
1

4�

Z
d2�

p
ggij @i X � @j X = �

1
4�

Z
d2�X � X; (2.49)

où � = 1
� 2

j�@1 � @2j2 et @i = @
@�i

. La stratégie usuelle consiste à déterminer les so-
lutions classiques des champs dérivées de l'action ci dessus, développer ces champs
autour de leur solution classique, et e�ectuer les intégrales. L'équation du mouve-
ment classique pourX � est

� X = 0; ! X class = 2�R (n� 1 + m� 2); m; n 2 Z: (2.50)

On obtient après de nombreux calculs la fonction de partition

Z(R) =
R

p
� 2j� j2

X

m;n 2 Z

e� �R 2

� 2
jm� n� j2 : (2.51)

C'est la formelagrangiennede la fonction de partition. En utilisant la technique de
la resommation de Poisson, nous pouvons obtenir la formehamiltonienne :

Z (R) =
X

m;n 2 Z

q
P 2

L
2 q

P 2
R
2

� �
; (2.52)

où nous avons dé�ni les moments

PL =
1

p
2

� m
R

+ nR
�

; PR =
1

p
2

� m
R

� nR
�

: (2.53)

Un résultat simple que l'on peut dériver à partir de (2.52) est la valeur de la fonction
de partition pour un boson non-compact,ie R ! 1 . Nous obtenons alors

Z (R) =
R

p
� 2� �

; R ! 1 : (2.54)

L'étape suivante dans notre introduction au calcul des fonctions de partition et
à la théorie des cordes est l'équivalent du calcul précédent en remplaçant un boson
par un fermion (et en gardant la taille caractéristiqueR �nie). La version du calcul
présentée est basée sur l'étude des valeurs propres d'un déterminant. L'action du
fermion est donnée par

S = �
1

8�

Z
d2z @ : (2.55)

Nous savons d'après la brève introduction donnée dans cette section que le spineur
 a deux conditions de périodicité possibles :

 (� + 2� ) = �  (� ); NS ! A

 (� + 2� ) =  (� ); R ! P:

(2.56)
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Dans chaque secteur, les développements en modes de ont été donné aux équa-
tions (2.27,2.28). La fonction de partition d'un fermion libre de Majorana-Weyl est
simplement donnée par

Z f =
Z

D e � S =
p

det(@): (2.57)

Un tore peut mathématiquement se voir comme un produit cartésien de deux cercle,
T2 = S1 � S1, donc il existe quatre solutions pour les conditions au bord du fermion
sur le tore : (P,P), (A,P), (P,A) et (A,A). Le calcul de det(@) se fait au travers des
valeurs propres de@qui dans le secteur (A,A) sont

� AA =
�

m1 +
1
2

�
� +

�
m2 +

1
2

�
; m1;2 2 Z; (2.58)

donnant (det(@))AA = � 3 (� )
� (� )

6. Dans le secteur (A,P), les valeurs propres sont

� AA =
�

m1 +
1
2

�
� + m2; m1;2 2 Z; (2.59)

donnant (det(@))AP = � 4 (� )
� (� ) . Dans le secteur (P,A), les valeurs propres sont

� AA = m1� +
�

m2 +
1
2

�
; m1;2 2 Z; (2.60)

donnant (det(@))P A = � 2 (� )
� (� ) . Finalement, le secteur (P,P) donne une contribution

nulle car pour m1;2 = 0 nous avons une valeur propre nulle. Il est plus élégant de
noter les résultats sous la forme

(det @) [a
b] =

� [ab] (� )
� (� )

; (2.61)

où a = 0; 1 indique des conditions aux bords A,P autour d'un des cercles du tore et
b = 0; 1 indique des conditions aux bords A,P autour de l'autre des cercles du tore.
Les di�érents secteurs d'un fermion sur un tore ne sont pas totalement indépendants.
En fait, un simple regard aux transformations modulaires données en annexeB
montre que les secteurs (A,A), (A,P) et (P,A) sont reliés entre eux alors que le secteur
(P,P) forme une orbite à lui seul du groupe modulaire. Introduisant un fermion droit
comme partenaire du fermion précédent considéré comme fermion gauche, la fonction
de partition est alors

Z f =
1
2

1X

a;b=0

�
�
�
�
� [ab]
�

�
�
�
� : (2.62)

Cette expression est invariante modulaire comme il est facile de le montrer en utili-
sant les résultats de l'annexeB. L'invariance modulaire est fondamentale en théorie
des cordes, et imposer que la fonction de partition d'une théorie le soit permet de
s'a�ranchir de nombreuses pathologies pour la théorie. En combinant des bosons et

6voir l'annexe B pour les dé�nitions des fonctions � entre autres.
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Fig. 2.5 � Schéma descriptif de l'orbifoldZ2

des fermions, il est possible de d'obtenir di�érents modèles desquels on peut tirer
des fonctions de partition invariantes modulaires.

Avant de décrire certains de ces systèmes, il est intéressant de noter qu'après
quelques manipulations élémentaires et transformations de Poisson, la fonction de
partition Z f peut s'écrire comme

Z f =
1

p
2� 2

X

m;n 2 Z

e� �
2� 2

jn+ �m j2 ; (2.63)

ce qui est la même expression que pour un boson compacti�é sur un cercle de rayon
R = 1p

2
. Un couple de deux fermions libres de Majorana-Weyl (gauche et droit) est

donc équivalent à un boson compact de rayonR = 1p
2
.

L'étape suivante est le calcul de la fonction de partition d'un orbifold simple
d'un boson sur un cercle de rayonR. l'orbifold utilisé est celui décrit sur la �gure
2.5 Mathématiquement, nous partons du cercleS1, appliquons l'identi�cation Z2 :
X ! � X et obtenons l'orbifold S1

Z2
. L'ensemble des états d'un orbifold7 peut se

décomposer en deux groupes. Le premier est composé des étatsnon twistés, dont les
conditions de périodicité sont indépendantes de la présence ou non de l'orbifold, et le
second est composé des étatstwistés, dont les conditions de périodicité sont dictées
par l'orbifold. Un orbifold n'est autre que l'identi�cation de points d'une variété a
priori inéquivalents en points équivalents. Ainsi, en plus des états d'origine associés
à la variété de départ, nous avons des états qui apparaissent du fait de l'orbifold. La
fonction de partition peut donc s'écrire

Z = Zuntw + Z tw ; (2.64)
7un orbifold est une variété sur laquelle on fait agir un groupe d'opérations identi�ant di�érents

points de la variété à un seul point. Chaque élément de l'orbifold est en fait une classe d'équivalence
pour une certaine relation donnée.
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Soit h l'inversion de l'orbifold, h : X ! � X , de sorte que l'opérateur

P =
1 + h

2
(2.65)

soit un projecteur. L'orbifold échangeantX en � X , les moments et enroulements
deviennent donc

(m; n) ! (� m; � n); (2.66)

soit : hjm; ni = j � m; � ni . Nous avons donc

h

2

4
NY

i =1

a� n i

~NY

j =1

~a~n j jm; ni

3

5 = ( � 1)N + ~N

2

4
NY

i =1

a� n i

~NY

j =1

~a~n j j � m; � ni

3

5 ; (2.67)

ce qui implique (L0 = 1
2

P
n � � n � n ; ~L0 = 1

2

P
n ~� � n ~� n ).

Z (R)untw =
1
2

Z(R) +
1
2

Tr [hqL 0 � 1=24qL 0 � 1=24]: (2.68)

Les étatsjm; ni satisfaisant la relation

hm1; n1jm2; n2i ' � m1+ m2 � n1+ n2 ; (2.69)

il est facile de constater que seuls les états de moment et d'enroulement nuls vont
contribuer, nous avons donc, après utilisation des formules de l'annexeB :

1
2

Tr [hqL 0 � 1=24qL 0 � 1=24] =

�
�
�
�

�
� 2

�
�
�
� =) Zuntw =

1
2

Z(R) +

�
�
�
�

�
� 2

�
�
�
� : (2.70)

Cependant cette fonction de partition n'est pas invariante modulaire, comme il est
facile de le véri�er avec l'annexeB. La raison de ceci est évidente, nous n'avons
considéré que les états véri�ant la condition de périodicitéX (� +2� ) = X (� ) et nous
avons regardé lesquels de ces états sont gardés dans le spectre par le projecteurP.
Comme énoncé plus haut, l'orbifold permet également d'identi�er des états a priori
inéquivalents en états équivalents, iciX et � X . Ainsi, la condition de périodicité

X (� + 2� ) = hX (� ) = � X (� ) (2.71)

imposée sur l'équation du mouvement pourX implique le nouveau développement
en modes du champX t où l'indice t signi�e twisté :

X t (�; � ) = x0 +
i

p
4�T

X

n2 Z

�
an+1 =2

n + 1=2
ei (n+1 =2)( � + � ) +

an+1 =2

n + 1=2
ei (n+1 =2)( � + � )

�
; (2.72)

où le mode0 doit satisfairex0 = 0; �R selon l'orbifold. Nous pouvons ensuite calculer

Z twisted =
1
2

Tr
h
(1 + h)qL 0 � 1=24qL 0 � 1=24

i
=

�
�
�
�

�
� 4

�
�
�
� +

�
�
�
�

�
� 3

�
�
�
� : (2.73)

Nous rassemblons les deux parties pour �nalement obtenir

Zorb = Zuntw + Z twisted =
1
2

Z(R) +

�
�
�
�

�
� 2

�
�
�
� +

�
�
�
�

�
� 4

�
�
�
� +

�
�
�
�

�
� 3

�
�
�
� ; (2.74)

qui possède la propriété d'être invariante modulaire. Comme dans le cas du fermion
sur un cercle, nous pouvons écrire cette fonction de partition plus agréablement en
introduisant deux entiersg; h tels que
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� h = 0; 1 désigne respectivement les secteurs non-twistés et twistés,
� g = 0; 1 implique respectivement aucune projection et une projection.

Nous pouvons alors écrire

Zorb =
1
2

1X

h;g=0

Z
�

h
g

�
; (2.75)

avecZ [00] = Z (R) et Z
�

h
g

�
= 2

�
�
�
�

�
� [1� h

1� g ]

�
�
�
� ; (h; g) 6= (0 ; 0): Les transformations modu-

laires sont alors données par

T(� ) ! Z
�

h
g

�
! Z

�
h
h+ g

�
; (2.76)

et
S(� ) ! Z

�
h
g

�
! Z [gh] : (2.77)

Nous avons ainsi vu une nouvelle façon de construire des fonctions de partition
invariantes modulaires.

Une remarquefondamentale doit être faite à propos deZorb : Zorb(R) =
Zorb

�
1
R

�
, qui peut se véri�er en utilisant la resommation de Poisson. Cette symétrie

appeléeT� dualité est fondamentale en théorie des cordes. Cette symétrie peut per-
mettre, en utilisant la resommation de Poisson, de simpli�er le calcul des fonctions
de partitions en se focalisant seulement sur certains termes à calculer.

Considérons en�n un autre orbifoldS1

Z2
où l'élément du groupeg de l'orbifold

agit tel que
g � X = X + �R; g jm; ni = ( � 1)m jm; ni : (2.78)

Appliquant la même méthode que ci dessus, nous trouvons la fonction de partition
invariante modulaire

Zorb =
1
2

1X

h;g=0

Z
�

h
g

�
; (2.79)

avecZ [00] = Z (R) et

Z
�

h
g

�
=

R
p

� 2� �

X

m;n 2 Z

e� �R 2

� 2
jm+ g

2 + (n+ h
2 )� j2

(h; g) 6= (0 ; 0): (2.80)

Le premier orbifold étudié avait deux points �xes, marqués par deux croix sur la
�gure (2.5), alors que l'orbifold ci-dessus n'en a pas. Un point �xe se traduit sur la
variété �nale par une singularité.

2 Modèle standard � � CDM

La cosmologie est l'une des plus anciennes sciences étudiée par l'homme. Pour-
tant, le seul modèle cohérent décrivant l'Univers (son passé et son évolution) dont
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nous disposons, appelé modèle� � CDM, nécessite que 96% du contenu énergétique
de l'Univers soit décrit par de la matièresombreet de l'énergie du vide. Ces deux
quantités n'ont toujours pas été détectées à proprement parler, et de très nombreux
travaux ont été e�ectués à ce sujet. Cependant, à ce jour, aucune description théo-
rique cohérente de la matière sombre et/ou de la constante cosmologique n'existe.

Le modèle� � CDM suppose que l'Univers est homogène et isotrope à su�-
samment grandes échelles8. Partant de ce principe, et en supposant que nous vivons
en D dimensions avecD � 1 dimensions spatiales décrites par les coordonnéesx i ,
i = 1; :::; D � 1, il est possible de montrer que la métrique décrivant un tel espace-
temps est donnée par celle de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) :

ds2 = � dt2 + a(t)2
X

i

dxi 2; (2.81)

où a(t) est lefacteur d'échellede l'Univers. Dans ce formalisme nous supposons que
la courbure de l'espace est nulle. Dans le modèle� � CDM, l'Univers est composé
de matière non-relativiste sans pression de densité� m , rayonnement de densité� r ,
matière noire froide de densité� CDM et constante cosmologique� de densité� � .
Chacun de ces �uides est caractérisé par une équation d'étatPX = ! X � X où PX est
la pression du �uide X et ! X est le paramètre d'équation d'état. Nous avons

! m = ! CDM = 0; ! r =
1
3

; ! � = � 1: (2.82)

La nature de la matière noire et de la constante cosmologique� est toujours inconnue
(existent elles seulement, où sont-elles le fruit de notre ignorance en matière de
gravitation ?).

L'idée standard en cosmologie est que la théorie décrivant l'Univers et son
évolution de la meilleure des façons est la Relativité Générale (RG) décrite par
l'équation

G�� = R�� �
1
2

Rg�� = T�� (2.83)

dans des unités appropriées. Dans (2.83),R�� est le tenseur de Ricci alors queT�� est
le tenseur énergie impulsion qui dans l'approximation du �uide parfait peut s'écrire
comme

T�� = ( P + � )u� u� + Pg�� ; (2.84)

où u� est la quadrivitesse du �uide cosmique.

Le scénario d'évolution de l'Univers communément admis est le suivant. Tout
d'abord il y a la naissance de l'Univers (Big-Bang ?) et la période la suivant, mais
s'arrêtant avant l'in�ation : la période pré-In�ation. Domaine assez spéculatif, di�é-
rents scénarios existent mais il est très di�cile de l'étudier alors que l'on ne connait
assez mal ce qu'il se passe juste après.

L'in�ation est une idée qui a le mérite d'expliquer un grand nombre de pro-
blèmes de la cosmologie, mais il en existe d'autres, comme la possibilité que notre

8pour une étude d'Univers inhomogènes et anisotropes, le lecteur peut se référer à [26] pour une
approche nouvelle et instructive.
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Univers soit cyclique, phénix,� � � . Nous supposerons cependant qu'il est admis que
l'Univers a subi une courte mais très intense période d'accélération au cours de la-
quelle sa taille a augmenté exponentiellement : l'in�ation. Cette période, qui peut
être décomposée en plusieurs de durées et importances inégales, a eu pour e�et de
diluer les premiers défauts topologiques présents, diluer les inhomogénéités primor-
diales, et rendre l'Univers spatialement quasi-plat. Après cette période d'in�ation,
le réchau�ement a permis à l'Univers, dont la température a fortement baissé dû à
la forte augmentation de sa taille, de se réchau�er su�samment pour débuter les re-
lations thermonucléaires de nucléosynthèse et ainsi produire les premiers éléments.
Il faut cependant noter que lors de ce réchau�ement, l'Univers peut produire des
particules su�samment lourdes et nombreuses pour entrainer une contraction de
l'Univers sous son propre poids. Une seconde phase d'in�ation, en générale d'inten-
sité plus faible que la première, peut être utilisée pour diluer ces particules. Nous
entrons ensuite dans la période de domination par le rayonnement où le facteur
d'échelle évolue commea(t) / t

1
2 . Comme la matière non relativiste se dilue moins

vite que le rayonnement, il arrive un moment où la matière domine, et le facteur
d'échelle évolue commea(t) / t

2
3 . S'il existe encore beaucoup d'arbitraire dans cette

grande histoire de l'Univers, une ère de domination de la matière assez longue est
indéniable de par le fait que nous existons et que des structures organisées de ma-
tière se sont formées (galaxies, étoiles, planètes,� � � ). En�n, pour expliquer la récente
accélération de l'Univers observée d'après les résultats de mesures sur les supernovae
et le CMB (Fond di�us cosmologique) [27], l'ère de domination par la matière cède la
place à une ère de domination par la constante cosmologique où le facteur d'échelle
croît exponentiellement :a(t) / eHt .

Si la théorie des cordes veut décrire e�cacement les phénomènes de gravité
quantique, elle doit être en mesure d'expliquer ce qui s'est passé très tôt dans l'his-
toire de l'Univers, c'est à diregrosso modoavant la domination par la matière. En
fait, l'in�ation constitue le terrain de jeux par excellence pour la théorie des cordes,
d'où le grand nombre de travaux plus ou moins phénoménologiques s'y rapportant.
L'in�ation doit permettre de décrire comment à partir de �uctuations primordiales
l'Univers les a dilués pour rendre le tout quasi-homogène. Les résidus de ces �uc-
tuations primordiales donneront les perturbations de densité qui elles mêmes vont
engendrer des puits de potentiel gravitationnel où la matière va pouvoir évoluer et se
rassembler pour former des structures (galaxies, amas de galaxies,...). Il est possible
d'observer la trace de ces �uctuations primordiales de densité en observant le CMB.
De plus, il est également possible de déterminer à partir du CMB la proportion de
chaque composante du �uide cosmique dans l'Univers. Cette man÷uvre est cepen-
dant très délicate car très sujette à approximations et hypothèses. La théorie des
cordes est actuellement très loin de pouvoir expliquer ou prédire des phénomènes
visibles dans les prochaines expériences sur le CMB. Dans le chapitre suivant, nous
verrons néanmoins qu'il est possible, dans un cadre rigoureux et précis, d'obtenir des
informations sur l'évolution de l'Univers primordial engendrée par des modèles de
cordes précis. Nous verrons comment dans les cas étudiés la dynamique de l'Univers
tend vers celle d'un univers dominé par le rayonnement et comment on peut espé-
rer décrire les étapes ultérieures de l'évolution de l'Univers par des généralisations
minimales des modèles de cordes employés.
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Les travaux présentés dans ce rapport sont très di�érents de la majorité des
travaux traitant de cosmologie de super-cordes. Nous noterons au moins deux di�é-
rences majeures.

� Dans les travaux présentés ici, certes nous utiliserons des théories des champs
e�ectives, mais nous les dérivons à partir de la théorie des cordes. Certaines
approches de supergravité manquent d'un tel lien avec la théorie des cordes,
ou tout simplement avec une théorie microscopique.

� Nous ne dérivons aucune information cosmologique autre que l'allure du
facteur d'échelle en fonction du temps. Il est dangereux, à mon avis, de
dériver à partir de tels modèles des informations trop précises sur les modèles
cosmologiques étudiés (indice spectral, paramètre de non gaussianités). Pour
être franc, ce n'est pas la dérivation en elle même qui est dangereuse, c'est
la comparaison avec l'expérience. Nous pourrions être tentés d'oublier ou
encenser certains modèles alors que les expériences risquent fort encore de
changer de verdicts dans ce domaine de la physique.
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Chapitre 3

Cosmologie en théorie des
supercordes

Ce long chapitre décrit le contenu des publications 1 et 2. Un résumé plus
qualitatif et plus concis de ce chapitre est fourni dans la publication 3. L'intérêt
de cette dernière étant d'écrire une revue des progrès e�ectués dans le cadre de
cosmologie des supercordes étudié ici, la présentation y est assez concise en termes
de détails techniques. C'est une reprise de ce travail, éto�ée de détails techniques,
qui est présentée ici.

Ce chapitre débute par des rappels concernant la cosmologie des supercordes.
Nous préciserons en quoi il est di�cile de mener à bien une telle analyse et pourquoi
la nôtre est intéressante à suivre. Nous ne prétendons pas présenter une classi�cation
exhaustive des modèles cosmologiques induits par nos constructions de supercordes.
Il n'est pas exclu par conséquent que des comportements di�érents de ceux étudiés ici
puissent être obtenus avec des modèles relativement proches de ceux étudiés dans ce
chapitre. Après cette introduction, nous illustrerons les principes de notre approche
sur un exemple très simple nous permettant de retrouver la loi de Stefan et de mettre
au point les conventions et outils de base. Ensuite nous compliquerons les modèles
considérés en introduisant une dynamique interne plus riche. Cette dynamique pou-
vant être de deux types au moins :portant une brisure spontanée de supersymétrie
ou non. Pour conclure ce chapitre nous évoquerons quelques perspectives pour des
travaux ultérieurs.

1 Pourquoi étudier la cosmologie des supercordes ?

1.1 Cosmologie des supercordes : idées standard

Il est communément admis que la cosmologie et donc l'histoire de l'Univers
peuvent se décrire par des théories des champs appropriées. Dans ce cadre, il est
possible [11], en demandant l'ajout de divers champs de matière, de décrire l'his-
toire de l'Univers en incluant la matière noire et la constante cosmologique en ne
tenant compte uniquement que de la matière non relativiste et sans pression et du
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rayonnement. Bien que très intéressant, ce type d'approche manque d'une théo-
rie microscopique de la gravitation à sa base. Certes, rien ne nous dit qu'une telle
théorie microscopique de la gravitation doit exister, ou ben même que les lois gou-
vernant l'évolution de l'Univers à certaines échelles doivent dériver d'une action et
d'un principe variationnel. Gardant ceci à l'esprit, nous ne pouvons en aucune façon
discriminer certains modèles et scénarios plutôt que d'autres, seule l'expérience est
mère de certitudes en physique. Néanmoins, nous allons tenter de développer des
modèles cosmologiques dans un scénario théoriquement plus abouti que celui utilisé
notamment dans [11]. Bien entendu, nous ne pourrons pas être aussi précis ici que
dans l'application de TeVeS à la cosmologie. Dans ce chapitre, nous travaillons avec
la théorie des cordes en10 dimensions et la réduisons en une théorie en dimension
D. A l'action de l'espace-temps qui en découle, nous devons ajouter de la matière
s'y couplant. Dans les approches conventionnelles de cosmologie, mais aussi de cos-
mologie des supercordes, la matière est décrite par un �uide parfait décrit par sa
pressionP et sa densité� , reliés par une équation d'étatP = !� avec ! le para-
mètre de l'équation d'état. Cette procéduread-hocne sera cependant pas suivie ici.
Nous verrons dans la section suivante comment nous pouvons déterminer à partir
d'arguments microscopiques la densité et la pression d'un gaz de cordes associé à un
modèle précis.

Bien que nous puissions étudier de manière théorique des échelles d'énergie
bien plus grandes que celles testées jusqu'à présent par l'expérience, il existe dans
de nombreux modèles de cordes une singularité appeléetransition d'Hagedorn [28].
Cette transition est due à la théorie des cordes. Physiquement cette transition est
caractérisée par une températureTH et un rayon RH . Si l'Univers décrit par un
modèle de cordes possédant une singularité de type Hagedorn a une taille plus petite
que ce rayonRH ou si sa température est plus élevée queTH alors nous sommes
en présence d'une contradiction car des tachyons apparaissent dans le modèle de
cordes à la transition d'Hagedorn. La fonction de partition devient in�nie et nous
ne pouvons rien dire concernant la cosmologie

Malgré de nombreux e�orts vers l'étude de la cosmologie en théorie des cordes
ces dernières années, peu de résultats signi�catifs sont à noter, et beaucoup de tra-
vail reste à faire dans le domaine de la dynamique de cordes dans un espace-temps
en évolution temporelle. Le but du travail présenté ici est de présenter une classe
de modèles de cordes à partir desquels nous pouvons étudier de manière aussi ri-
goureuse que possible quelques questions cosmologiques. Au niveau classique de la
théorie des cordes, il apparaît di�cile d'obtenir des solutions cosmologiques exactes.
En e�et, après de nombreux travaux dans le domaine des compacti�cations de su-
percordes (avec ou sans �ux), les résultats obtenus apparaissent comme inappropriés
à la cosmologie. Dans la plupart des cas, l'espace-temps classique est celui d'Anti-
de-Sitter (AdS) ou bien celui de Minkowski. Aucun espace-temps ayant un intérêt
cosmologique n'apparait. Le même problème se pose dans les théories e�ectives de
supergravité. Naïvement, les résultats ainsi obtenus amènent à la conclusion que des
espace-temps cosmologiquement non triviaux ne peuvent pas être obtenus en théorie
des supercordes. Cependant, cette conclusion ne peut être correcte à ce niveau car
elle ne tient pas compte des corrections thermiques et quantiques. Ces corrections,
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lorsque l'on en tient compte, permettent d'aller au delà de l'approximation classique
de la théorie. La direction que l'on choisit de suivre ici consiste précisément à étudier
les cosmologies quantiques et thermalesgénérées dynamiquement au niveau quan-
tique de la théorie des cordes. Bien que cette étude paraisse très di�cile à première
vue, il apparaît que dans certains cas, les corrections quantiques et thermiques sont
sous contrôle grâce à la structure particulière de la théorie e�ective de supergravité
dans sa phase de brisure spontanée de supersymétrie.

Nous voulons faire remarquer dans cette section que quelques modèles simples
de théorie des cordes peuvent engendrer des prédictions intéressantes pour la cos-
mologie.

Dans le but de voir comment des solutions intéressantes du point de vue cos-
mologique apparaissent, considérons le cas d'un espace-temps plat en théorie des
cordes. Cet espace-temps contient un gaz de cordes, que l'on supposeralibre . A
température �nie, les �uctuations thermiques produisent une densité d'énergie non
nulle qui est calculable perturbativement au niveau de la théorie des cordes. Les
interactions entre les di�érents champs donnent lieu à une évolution cosmologique
bien spéci�que. Pour des températures plus basses que la température d'Hagedorn,
l'évolution de l'Univers est déterminée comme étant dominée par le rayonnement.

Des cas plus intéressants sont donnés par ceux où la supersymétrie est spon-
tanément brisée au niveau des cordes par des �ux.

Très tôt dans l'Univers, quand la température est plus faible que celle d'Ha-
gedorn, nous sommes face à des singularités de notre modèle. Cette obstruction
issue de la théorie des cordes peut être occultée en ne considérant que des énergies
(températures) petites devant celle d'Hagedorn. Cette ère n'existe que pourt � tH .
Ainsi, pour t � tH nous supposons l'émergence d'au moins trois grandes dimensions
spatiales avec de possibles dimensions internes de taille intermédiaire. La taille de
ces dimensions internes caractérise la brisure de supersymétrie, ou plus générale-
ment l'échelle de brisure de symétries(de jauge ou non). Si nous désignons partE le
temps à partir duquel l'Univers sort du régime d'Hagedorn, nous pouvons masquer
notre ignorance des phénomènes àt � tE en imposant des conditions aux bords sur
l'hypersurfacet = tE . Dans ce travail, nous nous focaliserons sur l'ère dé�nie par

ICE : tE � t � tw ; (3.1)

soit après la transition d'Hagedorn et avant celle de la brisure de symétrie électro-
faible. Dans nos modèles, la description de l'Univers est sous contrôle modulo les
conditions initiales à t = tE . Ce n'est qu'en imposant ces conditions initiales que
l'on peut déterminer certaines informations sur l'Univers comme la valeur de cer-
tains modules. Le module de Kählerr = Rs1

Rs2
représentant le rapport de deux rayons

de dimensions spatiales di�érentes en est un exemple.

Notons au passage que [29] a développé un scénario alternatif à la cosmolo-
gie standard et à l'in�ation. Ce scénario suppose que la présence de moments et
d'enroulements implique que l'Univers ait subi une phase de rebond, l'empêchant
ainsi de passer par des régimes où la température est trop élevée (dépassant celle
d'Hagedorn par exemple). Dans cette approche nous n'avons pas à nous soucier de

1. POURQUOI ÉTUDIER LA COSMOLOGIE DES SUPERCORDES ? 41



CHAPITRE 3. COSMOLOGIE EN THÉORIE DES SUPERCORDES

la transition d'Hagedorn car elle n'existe pas. On peut également mentionner que les
univers à rebonds ont beaucoup été étudiés dans la littérature, et qu'ils présentent
le grand avantage de ne pas avoir besoin d'in�ation en général.

1.2 Notre modèle

Dans ce travail, nous avons restreint notre attention aux espace-temps de di-
mension quatre avec une supersymétrie d'espace-temps initialeN = 4; 2; 1, obtenue
par compacti�cations de modèles de super-cordes hétérotiques ou de type II, avec
ou sans orbifold. Comme pour la température, la brisure de supersymétrie est im-
plémentée par un orbifold agissant librement.

Di�érentes présentations des publications 1, 2 et 3 sont possibles. Par souci
de clarté et de pédagogie, la démarche choisie ici est progressive, dans le sens où
nous compliquons les modèles au fur et à mesure que l'on progresse, et destinée à
mettre en valeur les di�érents résultats obtenus. Le but de ce travail est de montrer
clairement qu'une approche par la théorie des cordes, même si dans certains cas
simples elle peut paraître super�ue, permet dans des cas plus complexes d'obtenir
des modèles phénoménologiques très puissants et nouveaux, ne pouvant pas s'obtenir
par une simple théorie des champs. On verra que les modèles obtenus peuvent pour
les plus compliqués être décrits par une succession de théories des champs conve-
nablement reliées entre elles. Nous ne traiterons qu'un nombre restreint de modèles
de cordes. Dans ces modèles, deux types de dimensions internes émergent : celles
brisant la supersymétrie et celles dont la taille peut être de l'ordre de celle d'une di-
mension décompacti�ée ou bien de celle d'une dimension compacti�ée. Il est évident
que chacune de ces fonctions peut être jouée par une ou plusieurs dimensions. Pour
simpli�er, nous ne considérons au maximum que deux dimensions internes non com-
pacti�ées. Des commentaires qualitatifs sur ce que l'on obtient en relaxant cette
hypothèse sont donnés ci dessous.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Après cette brève introduction quali-
tative, la section 2 décrit la thermodynamique d'un gaz de cordes. Nous étudions
également un premier exemple simple où uniquement la température est introduite.
Cet exemple un peu simpliste permet cependant de bien commencer à comprendre
quels sont les états qui contribuent à la théorie e�ective et de se familiariser avec les
techniques de calculs à utiliser. Dans la section suivante nous ajoutons à ce modèle
de base une brisure de supersymétrie d'une part, et une dimension interpolatrice
d'autre part. En�n, en section 4 nous analysons ce qui se passe lorsque deux dimen-
sions internes deviennent dynamiques, en variant leurs fonctions. Nous concluons
ensuite avec diverses pistes de recherche.

L'organisation de ce chapitre doit permettre de se rendre compte que, au fur et
à mesure que l'on complique les modèles étudiés, d'une part les étapes de calcul sont
les mêmes (calculer la fonction de partition du gaz de cordes, déterminer l'action ef-
fective et les équations du mouvement des di�érents champs du modèle, résoudre ces
équations pour en déduire l'évolution de l'Univers décrit par ce modèle), et d'autre
part les conclusions se rejoignent toutes. Pour éviter un rapport trop long et trop
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calculatoire, nous présentons pour les modèles les plus simples divers calculs (stabi-
lité par exemple) qui sont volontairement omis pour les modèles les plus compliqués
(mais les conclusions restent les mêmes comme nous le verrons). Sans rentrer dans
des calculs interminables nous espérons que cette présentation permet d'une part de
présenter l'ensemble des conclusions physiques et des méthodes de calcul.

2 Notations et conventions

Tous les modèles que nous considérons appartiennent à la classe d'espace-temps

S1(R0) � TD
|{z}

partie spatiale

� M 9� D| {z }
variété interne

: (3.2)

La direction temporelle, de rayonR0, est supposée être compacte dans l'euclidien
(pas dans le Minkowskien, bien évidemment), comme la partie spatialeTD que nous
prenons D-dimensionnelle. Notons que nous pouvons voir ces espaces-temps comme
inclus dans une boîte de grande taille pour ce qui est des directions spatiales ex-
ternes, et de taille minuscule pour ce qui est des dimensions internes. A�n de bien
�xer les idées, nous supposerons dans tout ce chapitre que la taille caractéristique
d'une dimension spatiale externe,Rbox, la taille caractéristique d'une direction in-
terne brisant la supersymétrie ou interpolant,RS, et celle d'une direction interne
compacti�ée, sont reliées par

Rbox � RS � RI : (3.3)

Quand la dimension de l'espace-temps change, les résultats varient quantitativement
bien que qualitativement ils soient identiques.

La partie spatiale est compacti�ée dans le but d'éliminer notamment les diver-
gences infra-rouge. Naïvement, nous nous retrouvons avec un espace-temps vivant
dans une boîte que le gaz de cordes remplit. Des équations du mouvement, on dé-
duit qu'une fois les conditions aux bords bien dé�nies selon la direction temporelle
et les directions internes compacti�ées, les champs sont bien dé�nis dans la boîte
d'espace-temps. Les di�érents modèles de cordes que nous allons étudier sont donnés
par

� M 6 = T6; D = 3, où seulement la température est incluse. Ce modèle est
étudié à la �n de cette section. On retrouve notamment la loi de Stefan.

� M 6 = S1(R4) � S1 � T 4

Z2 � Z2
, où une brisure spontanée de supersymétrie

intervient également le long de la direction 4 de rayonR4. Ce modèle sera
étudié dans la section suivante. L'attraction vers des Univers Dominés par
le Rayonnement (UDR) est la principale conclusion de cette étude.

� M 6 = S1 (R4 )� S1

Z2
� T 2

Z2
� T2, où la direction 4 de brisure de supersymétrie porte

également un orbifold. Ce modèle comme le précédent sera aussi étudié à la
prochaine section.

� M 6 = S1(R4) � S1(R5) � T 4

Z2 � Z2
, où la brisure interne de supersymétrie est

cette fois-ci portée par les directions 4 et 5 de rayons respectifsR4; R5. La
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direction 5 peut également être remplacée par une dimension interpolatrice
de rayonR9. Ces modèles seront considérés en section 4 car ils mettent à nu
de nouveaux phénomènes tels que la compacti�cation spontanée de modules
de Kähler internes, et sont globalement plus compliqués.

Les corrections thermiques sont introduites en couplant le nombre de fermions
d'espace-temps,QF , aux nombres de moment et d'enroulement associés à la direction
du temps euclidien compacti�ée sur un cercleS1(T) alors que la brisure de supersy-
métrie est introduite par un couplage similaire d'une charge interne deR� symétrie,
QR , aux nombres de moment et d'enroulement associés à la direction interne de
brisure de supersymétrieS1(M ) que nous choisissons par conventions comme étant
la direction 4. La brisure de supersymétrie et l'introduction de la température se
font au travers de la généralisation à la théorie des cordes des compacti�cations
de Scherk-Schwarz [23]. Deux échelles de brisure de supersymétrie sont à distin-
guer : l'échelle de températureT / 1

2�R 0
et l'échelle de brisure de la supersymétrie

M / 1
2�R 4

, avecR0 et R4 les rayons des directions temporelles et 4 respectivement.
La dégénérescence dans le spectre des états de masses des bosons et fermions est
levée de manière proportionnelle àT et M . Cette levée de dégénérescence est un
signe de la brisure de supersymétrie et de la valeur non nulle de l'énergie libre.

A faible couplage, l'énergie libre du gaz de cordes peut s'obtenir à partir de la
fonction de partition euclidienne d'un gaz de cordes à une boucle. Les amplitudes
de cordes perturbatives sont libres des ambiguïtés UV usuelles qui nuisent toute
approche à la cosmologie et la gravité quantique par la théorie des champs. La
raison de cette absence est bien entendu la nature étendue des cordes. PourR0 et
R4 su�samment larges, le système est également libre de tachyons. Par conséquent,
la densité d'énergie et la pression du gaz de cordes peuvent être déterminées sans
ambiguïtés, et nous pouvons les utiliser comme sources aux équations d'Einstein
pour obtenir des solutions cosmologiques non triviales. Cette approche perturbative
perd son sens près de la singularité de genre espace d'Hagedorn.

2.1 Thermodynamique d'un gaz de cordes

Nous considérons un gaz de cordes que l'on peut traiter par les techniques de
l'ensemble canonique, ce qui est vrai pourt � tE (car la fonction de partition est
�nie). Dans cet esprit, considérons la fonction de partition thermique de la théorie

Z th =
Z

D�e � SE [� ]: (3.4)

C'est la somme des diagrammes de Feynman connectés et disconnectés. Comme
nous supposons que le gaz de cordes est faiblement couplé, nous réduisons la liste
des diagrammes de Feynman à ceux n'ayant qu'une boucle. Le seul diagramme de
ce type, connecté, est le diagrammecirculaire, nous avons donc

Z 1� loop
th = ln Z th ; (3.5)
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où Z th est appeléel'énergie du videde notre gaz de cordes.1. Dans notre limite de
basse énergie, l'énergie du vide est reliée à l'énergie libreF par

F = �
Z 1� loop

th

�
: (3.6)

Les corrections à une boucle dues à cette énergie du vide pour l'action e�ective sont
données par l'action

Sm =
Z

d4x
p

jgjVs; Vs = F ; (3.7)

de sorte que l'action totale soitS = Scl + Sm . L'action Sm peut ainsi être com-
prise comme l'action décrivant la matière dans notre modèle. Nous la couplons à la
gravitation en lui associant un tenseur d'énergie-impulsion

T�� =
1

p
jgj

�
�g ��

� p
jgjF

�
(3.8)

de sorte que notre gaz de cordes puisse être décris dans la limite de couplage faible
par la pressionP = Tii

Vspace
et la densité d'énergie� = T00

Vspace
qui satisfont

P = �
@F
@Vs

; � = T
@P
@T

� P: (3.9)

Ces résultats sont en parfait accord avec ceux obtenus par la thermodynamique.

Divergences IR et UV Deux types de divergences peuvent apparaître en théorie
des champs : IR et UV. Les premières peuvent s'éliminer en imposant un cut-o� à
large distance ou par des conditions aux bords appropriées. Par conséquent,en
plaçant l'Univers dans une boîte, nous pouvons éliminer les divergences IR. Les
divergences UV peuvent également être supprimées en imposant un cut-o� à faible
distance. En étudiant comment la théorie des cordes peut décrire un Univers dans
une boîte, on est en mesure de supprimer les deux types de divergences.

2.2 Modèle considéré

Tout d'abord, dans cette section et dans la suivante, nous supposerons queD =
3. Nous laisserons la dimension de l'Univers,D, arbitraire dans la dernière section,
bien que les di�érences ne soient que qualitatives. Nous débutons avec le modèle
le plus simple où seule la température est incluse. Nous sommes donc intéressés
par la fonction de partition de bosons et fermions à température �nie. L' équilibre

1Cette énergie du vide représente la di�érence entre celle due aux bosons et celle due aux
fermions. Ici, nous partons de modèles initialement supersymétriques où bosons et fermions donnent
exactement la même contribution àZ 1� loop

th , de sorte que l'énergie du vide s'annule. Quand nous
introduisons des termes de brisure de supersymétrie, les bosons et fermions couplent auxR� charges
de manièrea priori di�érentes, de sorte que leurs masses changent et l'énergie du vide n'est plus
nulle (elle peut être des deux signes). On verra que cela implique même que la pression du gaz de
cordes peut prendre les deux signes
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thermique va briser la supersymétrie de telle sorte que même si classiquementZ =
0 par supersymétrie, à une boucle, nous obtenonsin �ne une énergie libre non
nulle. Ce n'est pas un résultat très surprenant étant donné que la supersymétrie
est spontanément brisée. De plus, nous savons depuis le travail de Planck que des
particules dans un bain thermique décrivent un gaz de pressionP / T4. Nous
allons retrouver cet élégant résultat. Pour ce faire, considérons un gaz de cordes
hétérotiques. Dans ce cas, la fonction de partition à une boucle prend la forme2

Z = R0R3
box

Z

F

d� 1d� 2

2� 5=2
2

1
2

X

a;b

(� )a+ b+ ab � [ab]4

� 4

X

n0 ; ~m0

e�
�R 2

0
� 2

j ~m0+ n0 � j2 (� )a ~m0+ bn0+ ~m0n0 Z(6;22);

(3.10)
où Rbox est le rayon caractéristique deT3 et nous rappelons que le domaine fonda-
mental est

F �
�

� 2 C=jRe(� )j �
1
2

et j� j > 1
�

: (3.11)

Z(6;22) est la contribution des modes zéros et des oscillateurs bosoniques de l'espace
interne. Par exemple, pour un espace interne toriqueT6, nous avons

Z(6;22) =
� (6;6) � (0;16)

� 8 �� 24
; (3.12)

où � (i;j ) désigne un réseau de Narain3, mais des modèles plus complexes avec des
actions d'orbifold peuvent être considérés.R0 est le rayon de la direction temporelle
euclidienne le long de laquelle les bosons (a = 0) et fermions (a = 1) ont di�érentes
conditions aux bords, de telle sorte que toutes les supersymétries soient brisées
spontanément par des e�ets thermiques. Après réduction dimensionnelle en quatre
dimensions, l'action décrivant notre modèle est

S =
Z

d4x
p

� gst

�
e� 2�

�
Rst

2
+ 2( @�)2 + � � �

�
+

Z
�V box

�
; (3.13)

où � est le dilaton enD dimensions. Les points de suspension désignent les autres
états sans masse alors que� = 2�R 0, Vbox = (2 �R box)3 et Rbox est la taille d'une
dimension compacte. A�n de calculerZ , il convient de préciser exactement quels sont
les états sans masse et massifs qui interviennent. Tout d'abord il y a les états de
masse nulle, qui doivent être gardés. Ensuite nous avons deux types d'états massifs :
ceux de la variété interne, et ceux venant de la compacti�cation du temps. Les
premiers sont extrêmement massifs car proportionnels à1R I

où RI est de l'ordre de1
en unités de cordes, par conséquent ces états peuvent être négligés devant les autres
états massifs : ceux de la direction0. Parmi ces derniers nous avons les états avec
et sans enroulement. Les premiers sont plus massifs que les seconds et interviennent
dansZ avec une contribution de la forme

e� �� 2
M 2

� 0 � 1; (3.14)

2Nos conventions pour les fonctions� et blocs conformes sont celles de [30]. Quand ce n'est pas
explicitement mentionné, nous travaillons avec� 0 = 1 . Nous notons égalementZ = Z 1� loop

th .
3Un réseau de Narain est un réseau décrivant les nombres discrets de moment et d'enroulement

associés à16+ n directions droites compacti�ées etn directions gauches compacti�ées d'une théorie
de cordes.
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car M 2

� 0 / R2
0

R2
I

� 1. Les états massifs de la direction0, sans enroulement, contribuent
quand à eux àZ et donnent une somme discrète sur les états de Kaluza-Klein. Nous
obtenons ainsi

Z =
R0R3

box

R4
0

nT c4 où c4 =
1
� 2

X

~k0

1

j2~k0 + 1j4
: (3.15)

nT est le nombre de paires boson-fermion sans masse dans le modèle de départ
supersymétrique où la température n'est pas introduite. Il est facile d'obtenir la
métrique dans le repère d'Einstein4

S =
Z

d4x
p

� g
�

R
2

�
1
2

(@�? )2 + � � � � F
�

; (3.16)

où
F = � T4 n4 c4 ; T =

1

2�R 0 e� 2�
2

; � ? =
p

2� : (3.17)

Nous ne nous intéressons uniquement qu'aux extrema homogènes et isotropes de
cette action. Nous considérons l'ansatz pour la métrique et le dilaton

ds2 = � N (t)2dt2 + a(t)2 [(dx1)2 + � � � + ( dx3)2] ; � ? (t) ;

où N (t) � 2�R 0 e� � �
1

T(t)
; a(t) � 2�R box e� � ; (3.18)

avec une ansatz triviale pour les autres états sans masse. CommeP = �F , nous
retrouvons la loi de Stefan. Par conséquent, la cosmologie sous-jacente est celle dictée
par un Univers dominé par le rayonnement :

a(t) = t1=4 �
�

Cr

3

� 1=D

=
1

T(t)
� (a0T0) ; � ? = cst: (3.19)

Nous obtenons en particulier le résultat standarda(t) / 1
T (t ) .

Nous avons ainsi obtenu les résultats de base pour un Univers dominé par
le rayonnement. Bien que nous soyons partis de la théorie des cordes, nous avons
�nalement obtenu des résultats standard de théorie des champs après s'être restreint
aux états de masse nulle et de faible masse. Comme nous l'avons dit, cette restriction
est parfaitement légitime. A ce stade du travail, il est naturel d'être suspicieux du réel
intérêt de la théorie des cordes dans notre approche. En e�et, nous n'obtenons rien
d'autre que des résultats standard de théorie des champs. Cependant, nous allons
voir dans la suite de ce chapitre que certains résultats ne peuvent pas s'obtenir à
partir de la théorie des champs. Bien qu'à la �n du travail, les modèles obtenus ne
soient ni plus ni moins qu'une succession de théories des champs plus ou moins bien
connectées, ces connexions non triviales apportées par la théorie des cordes rendent
la physique nouvelle et l'approche très intéressante et enrichissante.

Dans la section suivante nous enrichissons notre modèle de base en introduisant
premièrement une brisure interne de supersymétrie et deuxièmement un orbifold le
long de cette direction.

4valable seulement pourD � 3.
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3 On introduit la brisure de supersymétrie

Jusqu'à la �n de ce chapitre, nous travaillons avec l'exemple simpleD = 3
pour donner les idées. Les autres dimensions sont équivalentes du point de vue des
techniques analytiques et numériques utilisées.

3.1 Brisure de supersymétrie sans orbifold simultané

On suppose que la direction 4 est compacti�ée sur un cercle de tailleR4. Nous
introduisons des conditions aux bords appropriées le long de cette direction de telle
façon à briser spontanément la supersymétrie avant même l'équilibre thermique de
l'Univers. Le résultat simple F = F (T) trouvé dans la section précédente n'est
clairement plus possible ici. En e�et, il existe une nouvelle échelle de masseM , la
masse de brisure de supersymétrie. Cette masse est reliée àR4 et le dilaton � par

M =
1

2�R 4e� �
: (3.20)

Nous verrons que l'énergie libre peut alors s'exprimer commeP = P(T; z) où z =
ln

�
M
T

�
est un module du problème.

Pour implémenter la température et la brisure de supersymétrie, les termes
de réseaux le long de la direction temporelle et le toreTn sont déformés par des
phases additionnelles. L'invariance modulaire dicte alors la forme de ces phases, et
le résultat �nal nécessite donc le remplacement des termes de réseaux

� (1;1)(R0) !
X

~k;~l

R0�
� 1

2
2 exp(� �R 2

0j~k + ~l� j2=�2)( � 1)
~ka+ ~lb+ ~k~l ;

� (1;1)(Ri ) !
X

~k;~l

Ri �
� 1

2
2 exp(� �R 2

i j~k + ~l� j2=�2)( � 1)
~k(a+ Q i )+ ~l (b+ L i )+ " i ~k~l :(3.21)

Ces phases couplent les nombres de moment et d'enroulement des directions brisant
la supersymétrie aux phasesa; bainsi qu'aux charges deR� symétries; L introduites
pour la brisure spontanée de supersymétrie. Ces phases doivent être vues comme des
conditions aux bords particulières que l'on impose aux di�érents champs composant
l'Univers, vu on le rappelle comme une boîte. Le calcul de la fonction de partition
est élémentaire une fois ciblés les secteurs contribuant pour une valeur non nulle.
Ensuite nous ne gardons, comme dans le cas purement thermal, dans les di�érents
secteurs que les états de masse nulle et ceux de faible masse. Ils sont de deux sortes :
les Kaluza-Klein des directions0 et 4. En�n, nous utilisons l'invariance modulaire (cf
[31]) pour simpli�er le domaine d'intégration en remplaçant le domaine fondamental
par un domaine d'intégration plus simple. L'intégrale sur� 1 a pour e�et d'imposer
que la masse d'états de cordes gauche est la même que celle des états droits. Après
tout ce travail, l'intégrale sur � 2 est relativement aisée. Après ces longues étapes
calculatoires, nous obtenons la pression

p(z) = f (z) + R ~f (z); (3.22)
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où
�(5 =2)

� 5=2

X

k0 ;k42 Z

e4z

[(2k0 + 1) 2e2z + (2 k4)2]5=2
; ~f (z) = e3zf (� z): (3.23)

Nous avons
� 1 � R � 1: (3.24)

Selon la valeur précise du rapportR , di�érents modèles et di�érentes cosmologies
sont possibles. Nous verrons que pour une large gamme de valeurs du paramètreR,
une solution cosmologique décrite par une ère de rayonnement existe et est stable.

La source de matière décrite par la pressionP résulte d'une correction à une
boucle. Elle interagit avec l'espace-temps Lorentzien classique en 4 dimensions, au
travers de la théorie e�ective

S =
Z

d4x
p

� g
�

1
2

R � g��

�
@� � D @� � D +

1
2

@� R4 @� R4

R2
4

�
+ P

�
; (3.25)

où nous mentionnons seulement les champs de dynamique non triviale. Avant d'écrire
les équations du mouvement, il est utile de dé�nir les champs

� :=

r
2
3

(� D � ln R4) ; � ? :=
1

p
3

(2� D + ln R4) ; (3.26)

de sorte que l'action devienne

S =
Z

d4x
p

� g
�

1
2

R �
1
2

�
(@�)2 + ( @�? )2

�
+ P

�
; (3.27)

où la pression et l'échelle de brisure de supersymétrieM prennent la forme

P = M 4 e� 4zp(z) ; ez =
M
T

; M =
e��

2�
avec � =

r
3
2

: (3.28)

Supposant une métrique homogène et isotrope avec un sous-espace plat tri-dimensionnel,
on obtient les équations du mouvement

2 _H + 3H 2 = �
1
2

_� 2 �
1
2

_� 2
? � P ; (3.29)

•� + 3H _� =
@P
@�

� � (3P � � ) ; (3.30)

•� ? + 3H _� ? = 0 =) _� ? =
p

2
c?

a3
; (3.31)

où c? est une constante d'intégration arbitraire. Nous pouvons obtenir une équation
pour z, montrant que z = cst. est une solution si et seulement siVz = 0 où

Vz(z) = r � 4p : (3.32)

La forme deV(z) dépend de la valeur du paramètre

R 2 [� 1; 1] (3.33)
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Fig. 3.1 � La forme du potentiel V(z) dépend du rapportR . Les cas (a), (b) et (c)
sont détaillés ci-dessous.

3 cas distincts existent et sont montrés sur la Fig.3.3 :
� Cas (a) : Pour R < � 1=15, V croît de façon monotone.
� Cas (b) : Pour � 1=15 < R < 0, V a un unique minimum enzc, et p(zc) > 0.
� Cas (c) : Pour 0 < R, V décroît de façon monotone.

Nous nous intéressons uniquement aux solutions stables, par conséquent on ne
tiendra compte uniquement que du cas (b). Dans ce cas,z est �xé à une valeur
critique zc. Les équations de Friedmann donnent le résultat simple

a(t) =
�

t
~t0

� 2=d

~a0 où
~a0

~t2=d
0

=
�

d2 ~cr

2(d � 2)(d � 1)

� 1=d

;

T(t) = M (t) e� ~zc =
1

a(t)
e� ~zc ~a0

~M 0 ; � ? (t) = � ? 0 ; � (t) = 0 :

(3.34)

Cette évolution particulière se caractérise par la relation

a(t) / T(t) / M (t): (3.35)

Cette solution décrit une ère de rayonnement en 4 dimensions (valable également en
dimension arbitraire avec un module� ? . Il est facile de véri�er analytiquement que
les UDR ainsi trouvés sont stables pour toute petite �uctuation autour du minimum.

Pour ce faire, nous obtenons d'abord la relation�
�
� = A z(z)

�
z � 1 avec

A z(z) =
4r � r z

3(r + p)
: (3.36)

Nous obtenons alorsM = eA ( z )+ c2

a avec une constantec. En manipulant l'équation
de Friedmann nous avonsH 2 = h(z)T4 avec

h(z) =
r (z)

3 � K (z;
�
z;

�
� ? )

; K =
1

2� 2

�
A z(z)

�
z � 1

� 2
+

�
�

2

?

2
: (3.37)
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Les équations pourz et � ? deviennent alors
8
>>>>><

>>>>>:

r (z)

3 � K (z;
�
z;

�
� ? )

�
A z(z)

��
z + A zz(z)

�
z2

�
+

r (z) � p(z)
2

A z(z)
�
z + Vz(z) = 0 ;

r (z)

3 � K (z;
�
z;

�
� ? )

��
� ? +

r (z) � p(z)
2

�
� ? = 0:

(3.38)
Nous avons introduit Vz(z) = r (z) � 4p(z), et pour la suite nous utilisons� 2 = 3

2 .

Si nous posonsz(� ) = zc + � (� ) et
�
� ? (� ) =

�
� ? (� ) pour � et � ? petits. Au premier

ordre, le système (3.38) est donné par
8
<

:

��
� +

�
� + � � = 0 où � = 10

p � pzz

19p + pzz

�
�
�
�
zc

;

��
� ? +

�
� ? = 0 :

(3.39)

� est en fait une fonction deR. Si R 2
�
� 1

15; 0
�

alors on peut montrer numériquement
que � > 0. � et � ? sont ainsi donnés par

�
� ? (� ) = c3 e� � ; � (� ) =

8
>>>>><

>>>>>:

c1 e� � (1+
p

1� 4� )=2 + c2 e� � (1�
p

1� 4� )=2 si 0 < � < 1=4

e� �= 2(c1 + c2 � ) si � = 1=4

e� �= 2
�

c1 cos
�

�
p

� � 1=4
�

+ c2 sin
�

�
p

� � 1=4
��

si � > 1=4

(3.40)
où c1;2;3 sont des constantes d'intégration dépendant des conditions initiales. Il est
aisé de constater que� ? et � convergent vers0 indépendamment de� . Si 0 < � < 1

4
alors � (� ) oscille tout en ayant une amplitude décroissante, alors que pour� � 1

4 ,
� (� ) converge exponentiellement vers0.

Nous pouvons aussi trouver explicitement les petites �uctuations du facteur
d'échelle a(t) autour de sa valeur d'attraction : a(t) / t1=2. On va ainsi montrer
que ces �uctuations peuvent être oscillantes, donnant lieu à un comportement très
intéressant du facteur d'échelle total. On introduit pour cela le temps� = ln t, et on
note

X
0
=

dX
d�

; a(� ) = a0t1=2 + � (� ): (3.41)

Nous avons alors l'équation

4�
00

� � = e�= 2[C1� + C2
d�
d�

]: (3.42)

Les trois comportements di�érents pour� (� ) donnent lieu à trois équations di�éren-
tielles di�érentes pour � (� ), qui sont

4�
00

� � = D0e� (1� � + ) + D1e� (1� � � ) ; (3.43)

4�
00

� � = e�= 2[D2 + D3� ]; (3.44)
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4�
00

� � = e�= 2[D4 cos(�� ) + D5 sin(�� )]: (3.45)

Il est facile de trouver l'expression de� (� ) dans les trois cas di�érents. Dans le
premier cas nous avons (� � = �

p
1 � 4� ).

� (t)
a(t)

=
� 1

t
+ � 2t � � + =2 + � 3t � � � =2: (3.46)

Dans le second cas, une expression exacte ne peut être obtenue que poura0 = 1,
tout comme dans le dernier cas. Dans le second cas nous avons

� (t)
a(t)

/ t � 1=4; (3.47)

alors que dans le troisième cas nous avons

� (t)
a(t)

/ t � 1=4[C0 cos(�t= 2) + C1 sin(�t= 2)]; � =

r

� �
1
4

: (3.48)

Ce dernier résultat est remarquable et très intéressant. En e�et il permet de mon-
trer que le facteur d'échelle subit des oscillations dans ce cas. Ces oscillations sont
dues aux oscillations de la variablez qui e�ectue des va-et-vient autour de son mini-
mum. De plus ces oscillations sont amorties dans le sens où bien que leur amplitude
augmente, l'amplitude relative, décroît.

Les UDR sont également stables pour des grandes �uctuations comme le montre
la Fig .3.2 dans le cas d'un espace-temps quadri-dimensionnel (� = ln a) avec pour

conditions initiales(z0;
�
z0;

�
� ? 0) = (0 :4; 0:8; 0:5) et R = � 0:02. Nous avonsz ! 0:272

alors que
�
� ? ! 0 comme prévu. Nous ne décrivons pas ici les autres solutions car

Fig. 3.2 � Oscillations amorties pourz (courbe solide) et convergence vers0 de _� ?

(courbe en pointillés)

elles ne sont pas intéressantes pour nous.

Le cas (a) est plus compliqué dans le sens où il nécessite que nous réinter-
prétions notre calcul en une dimension de plus, sans brisure de supersymétrie alors
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que le cas (c) a seulement des solutions cosmologiques de type Big-Crunch. Une
remarque intéressante que l'on peut faire concerne la présence d'in�ation ou non
dans nos di�érents modèles. Une analyse numérique montre que les conditions à
remplir pour avoir in�ation sont R < 0 et K < I = � 3p� pz

2
p� pz

2
. La dernière condition

requiert z � 1. Les seules solutions permettant de satisfaire les deux conditions sont
les UDR. Lorsquez oscille autour dezc, si les conditions initiales sont favorables,
on peut passer rapidement par une zone oùz � 1. Dans cette zone, il est possible
d'avoir in�ation. Numériquement et analytiquement, on peut montrer que le nombre
maximum d'e-folds obtenu est0:2. Il est facile de comprendre que ce nombre très
petit est une borne supérieure à la quantité d'in�ation quand on augmente le nombre
de directions internes brisant la supersymétrie. De plus, ce nombre est petit car le
potentiel pour z est très pentu dans la régionz � 1, on est donc rapidement amené
vers des valeurs dez plus petites. L'in�ation cosmologique requiert la présence d'au
moins 60 e-folds, ce qui est de très loin supérieur à notre borne maximale.

Avec ce premier exemple non-trivial, l'intérêt de partir de la théorie des cordes
semble évident. Entre autre, des théories de champs assez compliquées peuvent être
obtenues. Dans la suite de ce chapitre nous verrons comment on peut décrire un
ensemble de théories des champs, bien connectées entre elles, grâce à la théorie des
cordes. Pour le moment, analysons ce qu'il se passe lorsque la direction 4 porte en
plus de la brisure de supersymétrie l'action d'un orbifold.

3.2 Brisure de supersymétrie et orbifold simultanés

Nous répétons toutes les étapes ci-dessus et donnons les résultats les plus per-
tinents. Nous considérons des modèlesN = 2 spontanément brisés versN = 0. La
pression prend la forme

P = T4 (nT f T (z) + ~nT c4 + nV f V (z)) ; (3.49)

où nT ; nV , f T (z) et f V (z) ont été dé�nies plus haut et~nT > 0, c4 = � 2

48 . Les premier
et troisième termes sont les mêmes que ceux obtenus dans le modèle précédent alors
que le second terme est nouveau. Les analogues du potentielV(z) dans les cas (a),
(b) et (c) sont donnés par les cas (IIa), (II b) et (II c) pour le potentiel ~V(z) représenté
sur la �gure (3.3). Pour simpli�er, il existe un extremum de ~V pour nV < 0 et aucun
extremum pournV > 0. Le cas (IIa) est semblable au cas (IIb), par conséquent nous
atteignons un UDR stable dans les deux cas.

La conclusion principale de cette section est que l'Univers, dans beaucoup de
cas intéressants, est décrit après su�samment longtemps par un gaz de cordes se
comportant comme du rayonnement. De plus, cette ère de rayonnement est stable
pour les petites et grandes �uctuations autour de cette ère d'équilibre. Dans la section
suivante nous augmentons la complexité de ces modèles en analysant le cas où deux
dimensions internes deviennent dynamiques. Dans un cas, ces deux directions brisent
spontanément la supersymétrie alors que dans le second cas, une direction brise la
supersymétrie alors que l'autre interpole entre très petite et très grande taille (c'est
à dire entre la taille d'une dimension compacti�ée et celle d'une dimension externe).
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Fig. 3.3 � L' allure du potentiel ~V(z) dépend du rapportR . Les cas (IIa), (II b) et
(II c) sont des extensions des cas (a), (b) et (c) ci-dessus. En particulier, les cas (IIa)
et (II b) sont désormais identiques.

4 Deux dimensions internes dynamiques

Dans cette section nous montrons que les conclusions obtenues dans les mo-
dèles ci-dessus paraissent être assez générales. En e�et ces conclusions vont être
obtenues de nouveau pour des modèles plus compliqués avec deux dimensions in-
ternes dynamiques. Les deux cas distincts présentés ici ont néanmoins des similitudes
et des propriétés communes remarquables. Cependant, ils possèdent également des
di�érences importantes. Avant d'expliquer le travail développé dans la publication
2, analysons le cas plus simple où deux dimensions internes brisent la supersymétrie.

4.1 Deux dimensions internes brisant la supersymétrie

Considérons l'espace-temps

S1(R0) � T3 � S1(R4) � S1(R5) � M 4; (3.50)

où la taille caractéristique deM 4 est très petite devant les tailles des autres dimen-
sions. En plus de la températureT, il est facile de montrer que l'énergie libre dépend
également des deux quantités

z = ln
R0p
R4R5

; Z = ln
R5

R4
: (3.51)

Il est possible de choisir une classe de modèles où l'énergie libre a la forme

F = � V T4p(z; Z; R): (3.52)

Une fois l'analyse des équations du mouvement e�ectuée, on peut montrer quez et
Z ne convergent pas vers une constante, donnant lieu à des modèles cosmologiques
ne nous intéressant pas ; ou bien alorsZ ! 0 et z ! zc. Cette seconde possibilité
est une généralisation triviale des résultats présentés dans la section précédente. La
limite entre les deux comportements est donnée parR = R c2 avecR c2 < � 1

15. Pour
R < R c2 il n'y a pas d'attraction vers un UDR alors que pourR c2 < R < 0 il y a
une telle attraction. Pour R > 0 nous trouvons à nouveau des Big-Crunch.
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L'intérêt d'un tel modèle est de montrer qu'il est possible de stabiliser dyna-
miquement des modules de structure complexe (commeZ) de façon relativement
simple. Cependant, jusqu'à maintenant nous avons uniquement considéré le cas le
plus simple où aucune dimension interne n'interpole. Toutes nos dimensions in-
ternes sont soit très petites, et font partie de la variété interne compacti�ée, soit
très grandes, et elles portent la brisure de supersymétrie. Dans la suite, nous mon-
trons qu'il est possible d'étudier un cas plus général où une dimension interne peut
interpoler entre petite et grande taille.

4.2 UDR et stabilisation de modules

Dans la section 4.2, cinq phases distinctes pour le potentiel e�ectif thermique
V(T; M ) ont été identi�ées dans le cadre de la corde hétérotique. Nous analysons
ici en détail le comportement du système dans les trois premières phases. La phase
IV peut être identi�ée à la phase II par T-dualité tout comme les phases III et
V. Nous n'avons donc pas besoin d'étudier toutes ces phases. Nous montrons que
pour chacune de ces phases, il existe un extremum ou une région plate du potentiel
e�ectif V qui admet une solution d'UDR. Pour les phases I, II et IV, l'UDR est end
dimensions, alors que pour les phases III et V, il peut être en d ou d+1 dimensions,
dépendant des conditions initiales. Nous montrons que ces solutionssont stables
devant les petites �uctuations. En particulier, pour la phase I, le module spectateur
R9 est stabilisé au point self-dual, alors que pour les phases III et V, il décrit une
dimension décompacti�ée. Pour les phases II et IV, le module spectateur est stabilisé
assez mollement par la présence de friction gravitationnelle due à l'expansion de
l'Univers.

Modèle considéré

Nous considérons la variété d'espace-temps

S1
E � Td� 1 � TD � Tn � M 10� d� D � n (3.53)

5où S1
E est la direction temporelle euclidienne compacti�ée, le toreTn contient des

�ux qui génèrent la brisure de supersymétrie alors que le toreTD n'en contient pas.
Nous considérons à la fois la température et la brisure de supersymétrie comme étant
faibles, tout en autorisant les rayons caractéristiques du toreTD à être arbitraires.
Un des enjeux de notre étude est la détermination de l'e�et deV(T; M ) sur les
modules deTD . Dans ce cas, la fonction de partition peut être calculée exactement
pour la corde hétérotique et la supercorde de type II. Nous nous focalisons sur le
premier cas d'abord, appliquant ces résultats au cas plus simple de la corde de type
II. Nous utilisons les indicesk; l pour noter une somme sur le toreTD et les indices
m; n pour noter une somme sur le toreTn . La température est incluse en couplant
le nombre fermionique d'espace-temps aux moments et enroulements du cercleS1

E .
En suivant [32], nous couplons également uneR� charge aux nombres de moment

5Un orbifold peut également agir le long du toreTn , nous n'étudions pas ce cas
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et enroulement du toreTn . Ce couplage brise la supersymétrie même à température
nulle au travers de la généralisation à la théorie des cordes du mécanisme de Scherk-
Schwarz. En général, cette charge de brisure de supersymétrie inclut le nombre de
fermions d'espace-temps ainsi que d'autres charges additionnelles venant du réseau
E8 � E 0

8 ainsi que des charges deR� symétrie dans le cas d'orbifoldZ2. Dans le cas
où d = 4, la fonction de partition est donnée par

Z =
Z

F

d�d ��
4� 2

1
2

X

a;b

(� 1)a+ b+ ab#4[ab]
� 4

� (0;16)

� 8 �� 24
�

� (1;1)(R0) �
DY

p=1

� (1;1)(Rp) �
nY

i =1

� (1;1)(Ri ): (3.54)

Température et brisure de supersymétrie A�n d'implémenter la température
et la brisure de supersymétrie, nous avons vu qu'il su�t d'e�ectuer les remplacements

� (1;1)(R0) !
X

~k;~l

R0�
� 1

2
2 exp(� �R 2

0j~k + ~l� j2=�2)( � 1)
~ka+ ~lb+ ~k~l ;

� (1;1)(Ri ) !
X

~k;~l

Ri �
� 1

2
2 exp(� �R 2

i j~k + ~l� j2=�2)( � 1)
~k(a+ Q i )+ ~l (b+ L i )+ " i ~k~l :(3.55)

Nous obtenons alors pour la fonction de partition

Z = �
Z

F

d�d ��
4� 2

X

f ~gi g;f ~h i g

(� 1)
P n

i =0 ~gi (1+ Q i )(� 1)P (~gi ;h i ;Q i ;L i ;� i )#4[1+
P n

i =0
~h i

1+
P n

i =0
~~gi

]

nY

i =0

� (1;1)[
~h i
~gi

](Ri ) �
DY

p=1

� (1;1)(Rp) �
� (0;16)

� 12 �� 24
(3.56)

où nous avons introduit les sommes de réseaux twistées

� (1;1)[ab](R) =
X

~k;~l

R�
� 1

2
2 exp(� �R 2j2~k + b+ (2 ~l + a)� j2=�2): (3.57)

Calcul de Z Nous pouvons faire une remarque importante : dans les secteurs où
simultanément

nX

i =0

~gi = 0 mod2 et
nX

i =0

~hi = 0 mod2; (3.58)

les phases additionnelles dans (3.55) valent1 et nous nous retrouvons avec le cas de
température nulle. Leur contribution à la fonction de partition est par conséquent

56 4. DEUX DIMENSIONS INTERNES DYNAMIQUES



CHAPITRE 3. COSMOLOGIE EN THÉORIE DES SUPERCORDES

nulle (#1 = 0). Dans la limite de grandR les réseaux admettent le développement

� (1;1)[00](R) = R�
� 1

2
2

�
1 +

X

~k6=0

exp(� �R 2(2~k)2=�2) + O(exp(� �R 2� 2) + :::
�

;

� (1;1)[1b](R) = R�
� 1

2
2

�
O(exp(� �R 2� 2) + :::

�
; (3.59)

� (1;1)[01](R) = R�
� 1

2
2

� X

~k

exp(� �R 2(2~k + 1) 2=�2) + O(exp(� �R 2� 2) + :::
�

;

où les termes négligés ont une contribution en puissance deexp(� �R 2). De cette
analyse, nous voyons que tout secteur avec~hi 6= 0 donne une contribution négligeable
à notre étude. De plus, le secteur avec

nX

i =0

~hi = 0 et
nX

i =0

~gi = 0 mod2 (3.60)

donne une contribution nulle à cause de la supersymétrie comme discuté précédem-
ment. Par conséquent, seulement les secteurs avec tous les~hi = 0 et

P n
i =0 ~gi =

1mod2 contribuent dans la limite oùR0 et lesRi sont grand. De plus, seule la par-
tie pour � 2 grand va contribuer à la fonction de partition. Pour résumer, nous nous
concentrons sur les secteurs avec

~hi = 0;
nX

i =0

~gi = 1 mod2 (3.61)

et remplaçons le domaine fondamental par la demi-bande6 jj �
�

� 2 C=jRe(� )j � 1
2

	
.

La fonction de partition se réduit alors à

Z =
Z

jj

d�d ��
4� 2

X

f ~gi ;
P

~gi =1 g

(� 1)
P n

i =0 ~gi Q i #4[10]

nY

i =0

� (1;1)[0~gi
](Ri ) �

DY

p=1

� (1;1)(Rp) �
� (0;16)

� 12 �� 24
: (3.62)

Ayant pu remplacer l'intégrale sur le domaine fondamental par une intégrale sur
la demi-bande supérieure, l'intégration sur� 1 impose l'égalité de la masse d'états
gauche et droit. Nous supposons ensuite queR0 et Ri sont plus grands que les
échelles caractéristiques dans la variété interne. En général, la partie interne de la
fonction de partition prend la forme

(� 1)
P n

i =0 ~gi Q i
#4[10]

� 12 �� 24
� (0;16) = 24

�
(�q)� 1 + D0(~gi ; Qi ) + O(q; �q)

�
(3.63)

6En suivant le travail de [31], il est possible de simpli�er le calcul de beaucoup d'intégrales sur
le domaine fondamental comme ici.
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où q = exp(2�i� ) et D0(~gi ; Qi ) est la somme sur tous les états sans masse avec
chaque mode pondéré par(� 1)

P n
i =0 ~gi Q i . Nous obtenons après calculs

DY

p=1

� (1;1)(Rp) =
DY

p=1

� X

f mp g

exp
�

� �� 2(mp=Rp)2

�

+2 exp
�

� �� 2(
1

R2
p

+ R2
p)

�
exp

�
� 2�i� 1

��
+ O(e� �� 2 )

=
DY

p=1

� X

f mp g

exp
�

� �� 2(mp=Rp)2

��

+
DX

q=1

� DY

p=1 ;p6= q

�
2 exp

�
� �� 2(

1
R2

q
+ R2

q)
�

exp
�

� 2�i� 1

��

� X

f mp g

exp
�

� �� 2(mp=Rp)2

���
+ O(e� �� 2 ): (3.64)

Dans le régime oùR0 et Ri sont grands (R0;i � 1), après calculs et en ne considérant
que les termes dominants, nous obtenons la forme réduite de la fonction de partition

Z =
� nY

j =0

Rj

� X

f ~gi ;
P

~gi =1 g

Z

jj

d�d ��

4� (n+2) =2
2

� X

f ~k i g

exp(�
�
� 2

nX

i =0

R2
i (2~ki + ~gi )2)

�

� DX

q=1

�
242 exp

�
� �� 2(

1
R2

q
+ R2

q � 2)
� DX

f mp ;6mqg

exp
�

� �� 2

X

p=1 ;p6= q

(mp=Rp)2

��

+
X

f mp g

24D0(~gi ; Qi ) exp
�

� �� 2

DX

p=1

(mp=Rp)2

��
: (3.65)

La prochaine étape consiste à intégrer sur� 2. Il est alors pratique d'introduire un
paramètre� et de séparer le toreTD enTD � � � T � . La raison de cette subtilité sup-
plémentaire est que nous allons considérer dans la suite des modèles cosmologiques
en d et d + 1 dimensions. Nous e�ectuons ensuite une resommation de Poisson sur
le réseau deTD � � . Pour Rp � 1, la formulation hamiltonienne est la plus pratique
alors que pourRp � 1, c'est la formulation lagrangienne. Après resommation de
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Poisson et intégration, la fonction de partition devient

Z =
� nY

j =0

Rj

�� Y

q2 T D � �

Rq

� X

f ~gi ;
P

~gi =1 g;f ~k i g

�

X

f mp g;f ~mp g

24D0(~gi ; Qi )
�

G3

F3

� D � �+ n
4

K D � �+ n
4

(2�
p

F3G3)

+
X

q2 T �

X

f mp ;6mqg;f ~mp g

242
�

G1

F1

� D � �+ n
4

K D � �+ n
4

(2�
p

F1G1)

+
X

q2 T D � �

X

f mp g;f ~mp ;6mqg

242
Rq

�
G2

F2

� D � �+ n � 1
4

K D � �+ n � 1
4

(2�
p

F2G2)
�

;(3.66)

où K n (z) est une fonction de Bessel modi�ée du second type, et nous introduisons
les notations

F1 =
nX

i =0

R2
i (2~ki + ~gi )2 +

X

p2 T D � �

R2
p ~m2

p; G1 =
�

1
Rq

� Rq

� 2

+
X

p2 T � ;p6= q

mp

Rp

2
;

F2 =
nX

i =0

R2
i (2~ki + ~gi )2 +

X

p2 T D � � ;p6= q

R2
p ~m2

p; G2 =
�

1
Rq

� Rq

� 2

+
X

p2 T �

mp

Rp

2
;

F3 =
nX

i =0

R2
i (2~ki + ~gi )2 +

X

p2 T d� �

R2
p ~m2

p; G3 =
X

p2 T �

mp

Rp

2
: (3.67)

En guise de rappel, l'équation (3.66) est valide pour toutRp � 1. L'expression
avecRq � 1 peut être obtenue en prenant le T-dual de l'expression ci-dessus et en
remplaçant Rq par 1

Rq
.

Type II La fonction de partition dans le cas de la théorie de type II surS1
E �

TD � Tn prend la forme

Z II =
Z

F

d�d ��
4� 2

1
2� 8

X

a;b

(� 1)a+ b+ ab#4[ab]
� 4

1
2�� 8

X

�a;�b

(� 1)�a+ �b+�a�b
�#4[�a�b]
�� 4

� (1;1)(R0) �
DY

p=1

� (1;1)(Rp) �
nY

i =1

� (1;1)(Ri ): (3.68)

Une fois de plus, nous avons écrit la fonction de partition de telle sorte à bien com-
prendre l'origine des di�érents termes. La température et la brisure de supersymétrie
sont une fois de plus introduites en modi�ant les sommes de réseaux le long deS1

E et
Tn comme dans (3.55), cependant, dans la théorie de type II, nous introduisons des
phases gauche et droite. En répétant les étapes ci-dessus nous arrivons à la fonction
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de partition

Z II =
� nY

j =0

Rj

�� Y

q2 T D � �

Rq

� X

f ~gi ;
P

~gi =1 g;f m i g

�

X

f mp g;f ~mp g

24D0(~gi ; Qi )
�

G3

F3

� D � �+ n
4

K D � �+ n
4

(2�
p

F3G3)
�

:(3.69)

Équations du mouvement Par souci de simplicité, nous simpli�ons le calcul
ci-dessus avec les hypothèses suivantes :

� Les directions 1:::d � 1 sont considérées comme décompacti�ées et de taille
caractéristiqueR � 1 et forment un espace-tempsd� dimensionnel avec la
direction temporelle

� la direction d de rayon arbitraire Rd est interne siRd est petit alors qu'elle
fait partie de l'espace-temps si son rayon est large.

� La brisure de supersymétrie le long des dimensions internes est e�ectuée le
long d'une dimension interne,n = 1.

� Les rayons des dimensions restantes,d+1; :::; 8 sont considérées comme �xes
et de l'ordre de1 dans les unités de la longueur d'une corde.

Par conséquent, le calcul de la fonction de partition à une boucle donnée plus haut
est appliqué à l'espace-temps Euclidien

S1(R0) � Td� 1 � S1(Rd) � M � S1(R9): (3.70)

De plus, M = T8� d (ou T 4

Z2 � Z2
� T4� d). Les échelles de brisure de supersymétrie,

M et T sont dé�nies par 1=R9 et 1=R0 respectivement. Nous supposonsR0 et R9

grands mais bien plus petits que les rayons du toreTd� 1 de sorte que nous ayons les
inégalités

R1; :::; Rd� 1 � R0; R9 � 1: (3.71)

Quand Rd est de l'ordre de1 en unités de longueur de cordes, cette dimension fait
partie de l'espace interne et la dimension e�ective de l'espace-temps estd. Étant
donné queRd peut varier de façon arbitraire, la dimensiond peut aussi faire partie
de l'espace-temps, et dans ce cas la dimension e�ective de l'espace temps estd +
1. L'action e�ective à basse énergie,S, peut être écrite en termes d'un ensemble
de champs, éventuellement redé�nis. Nous sommes intéressés par des espace-temps
isotropes, par conséquent nous considérons les champs de jauge comme des pures
jauges et l'espace-temps résultant ne dépend que du temps. Plus exactement, les
espace-temps que nous considérons sont non-triviaux pour la métriqueg�� , le dilaton
d-dimensionnel� d ainsi que les scalaires

� := ln Rd ; � := ln R9: (3.72)

Les modules restants sont �xés et de l'ordre de1 en unité de longueur de corde.
Nous ne détaillons pas la réduction dimensionnelle de10 dimensions àd dimensions
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qui ne ferait qu'alourdir le propos. Le cas considéré ici estn = 1, � = 1 alors que
l'action e�ective est

S =
Z

ddx
p

� g
�

R
2

�
1
2

(@�) 2 �
1
2

(@�? )2 �
1
2

(@�)2 + P
�

; (3.73)

où nous avons dé�ni les champs normalisés

� :=
2

p
(d � 2)(d � 1)

� dil �

r
d � 2
d � 1

� ; � ? :=
2

p
d � 1

� dil +
1

p
d � 1

� : (3.74)

La sourceP résulte du potentiel e�ectif à 1 boucle et est reliée à la fonction de
partition à une boucle

P = e
2d

d� 2 � dil
Z

V0;:::;d� 1
; (3.75)

où V0;:::;d� 1 est le volume de l'espace-temps end dimensions (dans le repère de cordes)
et Z est la fonction de partition calculée plus haut. Nous sommes intéressés à l'e�et
du potentiel e�ectif sur les di�érents champs présents. les équations du mouvement
pour les di�érents champs sont données par

F (
��
z ;

��
� ? ;

��
� ;

�
z;

�
� ? ;

�
� ) + Vz = 0 ; (3.76)

��
� ? +

1
d � 2

(r � p)
�
� ? �

1
p

d � 1
p� = 0 ; (3.77)

��
� +

1
d � 2

(r � p)
�
� � p� = 0 ; (3.78)

où F (
��
z ;

��
� ? ;

��
� ;

�
z;

�
� ? ;

�
� ) est une fonction qui s'annule quand tous ses arguments sont

nuls et p et � sont dé�nis par Eq. (3.82) et ez := M
T = R0

R9
. Nous avons repara-

métrisé nos fonctions en terme deln a de sorte que les dérivées temporelles soient

remplacées par des dérivées par rapport àln a notées comme
�
f = @f

@ln a . Les solutions
stationnaires sont données par

p� = p� = Vz = 0: (3.79)

Pour la théorie hétérotique, la fonction de partition est donnée par (3.65) et peut
être écrite sous la forme

Z =

 
d� 1Y

i =0

Ri

!

R9
24

2

X

~g0+~g9=1

(Z standard + Z supplémentaire ) : (3.80)

alors que pour la théorie de type II c'est (3.69). La fonction de partitionZ supplémentaire

est absente dans ce cas ci. Le termeZ supplémentaire est en général négligeable siRd � 1,
où une extension du groupe de jaugeU(1) ! SU(2) se produit. La contribution
de Z standard pour des valeurs standard deRd peut être donnée sous deux formes
(correspondant à� = 1 et � = 0 dans les notations ci-dessus), reliées l'une et
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l'autre par resommation de Poisson. Nous dé�nissons la températureT et l'échelle
de brisure de la supersymétrieM (dé�nies dans le repère d'Einstein) comme

T =
1

2�R 0 e�
2� dil
d� 2

; M =
1

2�R 9 e�
2� dil
d� 2

�
e

q
d� 1
d� 2 �

2�
: (3.81)

En terme def T; z; �; � g, la pressionP et la densité d'énergie� prennent la forme

P(T; z; �; � ) � Td p(z; �; � ); � (T; z; �; � ) � Td r (z; �; � ) ; (3.82)

avec� et � dé�nies à l'équation (3.72) etr = d p� pz. La fonction p peut être écrite
sous l'une des deux formes équivalentes

p(z; �; � ) = nT

h
f̂ (d)

T (z) + k(d)
T (z; � � j � j)

i
+ nV

h
f̂ (d)

V (z) + k(d)
V (z; � � j � j)

i

+~nT g(d)
T (z; �; j� j) + ~nV g(d)

V (z; �; j� j)

= ej � j� � � z
h
nT f (d+1)

T (z; � � j � j) + nV f (d+1)
V (z; � � j � j)

i

+~nT g(d)
T (z; �; j� j) + ~nV g(d)

V (z; �; j� j) ;

(3.83)

correspondant à� = 1 et � = 0 respectivement dans l'équation Eq. (3.65). Pour
les modèles de type II, nous prenons simplement~nT = ~nV = 0. Notons de plus que
p est une fonction paire de� , comme l'impose la T-dualitéRd ! 1=Rd. Dans cette
expression,nT est le nombre d'états de masse nulle pour une valeur standard de
Rd, alors que~nT est le nombre d'états de masse nulle additionnels au point où le
groupe de jauge est étendu. Nous pouvons aussi remarquer quep ne dépend que de
z et y = j� j � � . Les fonctionsk(d)

T;V ne sont non-négligeables uniquement dans la

phase de décompacti�cation (voir plus bas). De façon similaire, les fonctionsg(d)
T;V

sont dominantes au point où le groupe de jauge s'étend et sont négligeables hors de
cette très petite région. La valeur denV est donnée par la somme sur les états de
masse nulle avec chaque état pondéré par un signe. Les valeurs précises de ces signes
dépendent de la con�guration précise de brisure de supersymétrie,nV pouvant être
négatif pour certaines con�gurations.

Plus concrètement, nous avonsM = T8� d,

nT =
24

2
D0 ; � 1 �

nV

nT
� 1 ;

~nT

nT
=

2
D0

; ~nV = ~nT : (3.84)
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Les dé�nitions des diverses fonctions apparaissant dans l'équation (3.83) sont don-
nées par

f̂ (d)
T (z) =

�
�

d+1
2

�

�
d+1

2

X

~k0 ;~k9

edz

h
e2z(2~k0 + 1) 2 + (2 ~k9)2

i d+1
2

;

k(d)
T (z; � � j � j) =

X

md

0
jmdj

d+1
2 e

d+1
2 (� �j � j)edz

X

~k0 ;~k9

2K d+1
2

�
2� jmdje� �j � j

q
e2z(2~k0 + 1) 2 + (2 ~k9)2

�

h
e2z(2~k0 + 1) 2 + (2 ~k9)2

i d+1
4

;

g(d)
T (z; �; j� j) =

�
e2j� j � 1

� d+1
2 e
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(3.85)
ainsi que les fonctions résultantes données par

f̂ (d)
V (z) = e(d� 1)z f̂ (d)

T (� z); k(d)
V (z; � � j � j) = e(d� 1)zk(d)

T (� z; � � j � j � z); (3.86)

g(d)
V (z; �; j� j) = e(d� 1)zg(d)

T (� z; � � z; j� j); f (d+1)
V (z; � � j � j) = edzf (d+1)

T (� z; � � j � j � z):
(3.87)

Etude des diverses phases

Cas hétérotique Dans le cas hétérotique montré sur la �gure 3.4, il y a cinq
di�érents régimes à considérer. Pourz grand et négatif, z � � 1, nous obtenons le
comportement montré sur la �gure Fig. 3.4 avec5 di�érentes phases. Pourz � � 1,
cinq phases doivent aussi être considérées, mais la phase de décompacti�cation est
di�érente, comme montré sur la �gure Fig. 3.5. En fait, la phase de décompacti�-
cation est un peu plus compliquée que ce qui est décrit ici, mais nous n'entrerons
pas dans les détails. Une évolution du nombre de phases en fonction dez n'apparaît
que sinV < 0. Si nV > 0, nous avons seulement la �gure Fig. 3.4. PournV < 0, les
deux comportements globaux sont connectés carz évolue quand le temps passe. Par
exemple, la phasez � 1 n'existe pas pour longtemps car dans ce régime, le potentiel
pour z est très pentu et très rapidement nous atteignonsz ' 1. Nous notonsR0;9 le
maximum deR0 et R9. Dans la suite nous discutons les di�érentes phases.

� I : jRd � R� 1
d j < 1=R0;9

En particulier, nous avons à l'origine,� = 0, le comportement

p(z; �; 0) = ( nT + ~nT ) f̂ (d)
T (z) + ( nV + ~nV ) f̂ (d)

V (z) := ~p(z) : (3.88)

C'est précisément la forme obtenue quand la dynamique deRd peut être
ignoréei.e. Rd ' 1 est stabilisé. Dans l'équation (3.88), les contributions de
nT et ~nT sont de la même forme car elles viennent des états sans masse au
point � = 0. Étant donné que~nT et ~nV sont positifs, l'extremum de� P en
� = 0 est toujours un minimum.
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Fig. 3.4 � P(� ) varie quandnV > 0. Si nV < 0, c'est uniquement possible siz � � 1.

Fig. 3.5 � Phase III pour z � 1 et nV < 0. Une telle phase n'existe pas pour
nV > 0. La phaseV est T-duale.

� II : Rd � R� 1
d > 1=R0;9 et Rd < R 0;9

P est constant tout le long du plateau dé�ni par les inégalités ci-dessus.
Dans ce cas, la pression reproduit le résultat end dimensions pournT états
sans masse. Physiquement, nous sommes éloignés du point d'extension de la
symétrie de jauge, par conséquent les états de masse nulle supplémentaires
propres à ce point n'existent plus. Concrètement nous avons

p(z; �; � ) ' nT f̂ (d)
T (z) + nV f̂ (d)

V (z) := p̂(z) : (3.89)

Les deux signes sont autorisés quandnV < 0.

� P �
z!�1

� Td nT e� z So
d+1 !

z!�1
�1 ;

�
z! + 1

� Td nV edz So
d+1 !

z! + 1
sign(� nV )1 ;

(3.90)

où So
d (et Se

d pour un usage ultérieur) sont des constantes,

So
d =

�
�

d
2

�

�
d
2

X

m

1
j2m + 1jd

; Se
d =

�
�

d
2

�

�
d
2

X

m

0 1
j2mjd

: (3.91)

� III : Rd > R 0;9

Nous avons

p(z; �; � ) ' ej � j� � � z
�

nT f̂ (d+1)
T (z) + nV f̂ (d+1)

V (z)
�

; (3.92)
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montrant qu'il est plus naturel de considérer le système end+1 dimensions.
C'est le cas car, dans cette limite, le cercle de rayonRd est décompacti�é.
La croissance exponentielle de� P quand � ! �1 peut être des deux
signes quandnV < 0. Pour z � 1, nous avons� P ! 1 alors quez � 1,
� P ! �1 . Si nV > 0, la seconde possibilité existe uniquement.

� IV : e� � � e� > O[min(e� � ; e� � � z)] et � � < O[max(�; � + z)]
i.e. R� 1

d � Rd > 1=R0;9 and R� 1
d < R 0;9

C'est la phaseT� duale de la phase II et a le même comportement quand
� ! � � .

� V : � � > O[max(�; � + z)] i.e. R� 1
d > R 0;9

Cette phase estT� duale de la phase III et a le même comportement avec
� ! � � . Dans ce cas, la directiond est compacti�ée si initialementRd est
su�samment grand ou bien elle reste petite si initialementRd est trop faible.
Dans le second cas, le plateau rattrape la décompacti�cation Dans la théorie
e�ective, ces modes de masse nulle sont naturellement considérés comme des
excitations d'un systèmed+ 1 dimensionnel, théorieT� duale de la théorie
e�ective de la phase III.

Chaque région contient soit un extremum du potentiel soit une région plate, en-
trainant à chaque fois l'existence d'un UDR (Univers dominé par le rayonnement).
Chacun de ces UDR est stable pour des petites �uctuations et est localement un at-
tracteur pour des conditions initiales standard. PourRd �xé, il a été montré dans [32]
qu'un UDR est un attracteur global.

Théorie de type II

Le cas de la théorie de type II peut être obtenu à partir de celui de la corde
hétérotique en prenant~nT = ~nV = 0. Le minimum local de� P en � = 0 n'est plus
présent et nous obtenons simplement un plateau. Il y a désormais trois di�érents
régimes à considérer : le plateau, la phase de décompacti�cation et le maximum
local pour z ' 0. Ces phases ont exactement la même description que pour la
théorie hétérotique. Étant donné qu'il n'y a plus d'extension du groupe de jauge
U(1) ! SU(2) dans ce cas, la phaseSU(2), I, n'existe pas perturbativement pour les
théories de type II. Cependant, par dualité hétérotique-type II, nous nous attendons
à ce que non-perturbativement, la phaseI existe pour les théories de type II. Un
candidat naturel à cet e�et consiste à introduire une paire de D-branes dont la
séparation est associée à un module spectateurRd. Quand Rd est au point self-dual
dans la théorie hétérotique, nous prédisons que dans les théories de type II cela
aura pour e�et de stabiliser les D-branes au dessus l'une de l'autre, produisant une
extension du groupe de jaugeU(1) ! SU(2). Lorsque nous augmentons la séparation
des D-branes, nous nous éloignons du point d'extension du groupe de jauge.
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5 Conclusions et perspectives

5.1 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons détaillé les résultats obtenus dans les publications
1 et 2. La publication 3 est un résumé plus qualitatif de ce chapitre. Les travaux
évoqués ici sont novateurs et nécessitent encore beaucoup d'approfondissements.

Notre but était de montrer qu'en partant de la théorie des cordes, en considé-
rant un gaz de cordes dans un espace-temps présentant certaines caractéristiques,
nous pouvions trouver dans la limite où le gaz est faiblement couplé les quantités
fondamentales décrivant ce gaz : sa pression et sa densité dans un espace isotrope ou
bien son énergie libre et sa densité dans un espace anisotrope. Une fois cette étape
validée, il est facile de coupler ce gaz de cordes à l'action e�ective du modèle pour
analyser les interactions entre ce gaz et l'espace-temps. Bien entendu, ces interac-
tions engendrent l'évolution de l'Univers, c'est à dire son histoire cosmologique. Il
est ensuite possible d'analyser avec certains détails cette cosmologie.

Nous avons obtenu que cette dernière est très souvent caractérisée par un
univers dominé par le rayonnement (UDR), du moins après un temps su�samment
long. On véri�e que dans tous les cas ces UDR sont stables pour les petites et grandes
�uctuations 7.

Au fur et à mesure de notre étude, les modèles étudiés ont gagné en complexité
et en richesse. Nous avons augmenté le nombre de dimensions brisant la supersymé-
trie d'une part, et nous avons introduit des dimensions internes dynamiques d'autre
part. Dans les deux cas, les calculs se compliquent sérieusement, mais l'intérêt de
la théorie des cordes est évident. En e�et, une approche du type de la théorie des
champs nous donnerait plusieurs théories des champs non connectées ; au contraire,
nous obtenons un réseau de théories des champs bien connectées entre elles à un
niveau plus fondamental : celui de la théorie des cordes. L'étude d'une dimension
interne dynamique est menée avec beaucoup de détails et il est montré, à un niveau
perturbatif, comment la corde hétérotique et la corde de typeII di�èrent.

5.2 Extensions

Il reste beaucoup de notions à approfondir dans l'approche présentée ici. D'une
part, certains travaux théoriques méritent d'être faits pour mieux comprendre les
modèles étudiés, d'autre part des travaux plus phénoménologiques sont également
utiles pour véri�er si les prédictions des modèles étudiés pourraient, ou non, s'ac-
corder avec l'expérience.

L'inclusion de la matière et l'obtention d'un scénario cosmologique plus abouti
font partie de la première classe de travaux. La relaxation de l'hypothèse d'adiaba-
ticité de l'évolution cosmique, l'étude des perturbations cosmologiques, une analyse

7Strictement parlant, nous ne l'avons véri�é que pour le premier modèle de la section3, mais il
est naturel d'étendre ce résultat aux autres modèles.
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numérique du modèle évoqué à la �n de la section4 et l'étude de la possible surpro-
duction de gravitinos pendant l'ère de rayonnement sont des exemples de travaux
plus phénoménologiques.
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Chapitre 4

Flots géométriques et instantons
gravitationnels

Dans ce chapitre et le suivant nous étudions en détail une correspondance très
précise entre instantons gravitationnels et �ots géométriques. On supposera dans
ces deux chapitres que l'espace-temps a quatre dimensions, soit trois dimensions
d'espace. Les espace-temps considérés auront tous la structure d'une foliation d'un
espace-tridimensionnel sur lequel agit de manière simplement transitive1 un groupe
de Bianchi. Ce chapitre introductif débute par une présentation des groupes de
Bianchi ainsi que des instantons gravitationnels, puis quelques éléments sur les �ots
géométriques et en particulier le �ot de Ricci sont donnés. L'annexeB, présentant
les di�érentes algèbres issues de la classi�cation de Bianchi, o�re plus de détails.

1 Espaces homogènes et groupes de Bianchi

Cette section a pour but d'introduire un ensemble bien précis de variétés tridi-
mensionnelles : les espaces homogènes de dimension3 vus comme variétés de groupes
agissant de façon simplement transitive sur la variété. On débute par une introduc-
tion aux espaces homogènes puis une discussion de la classi�cation de Bianchi est
présentée.

1.1 Espaces homogènes

Un espace homogène pour un groupeG est une variété non-vide, ou un es-
pace topologique,X , sur lequelG agit continument comme groupe de symétries de
façon transitive. Dans ce travail de thèse nous nous sommes restreints aux actions
simplement transitives. Pour cette raison entre autre, nous devons nous limiter au

1Une action de groupe est ditesimplement transitive si, en tant qu' application, elle est injective
et transitive . Un groupe G agit transitivement sur un ensembleS si pour tous (x; y) 2 S, il existe
g 2 G tel que g � x = y.
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cas tridimensionnel. SiX est un espace homogène etHo le stabilisateur2 d'un point
o 2 X , les points deX sont alors ceux du quotient gauche

G
Ho

: (4.1)

Di�érents quotients par rapport à di�érents point oi sont reliés entre eux par conju-
gaisons. Deux types d'espaces homogènesX existent : les espaces compacts et non-
compacts. Les seconds étant beaucoup plus di�ciles à étudier (voir [33,34] pour un
résumé remarquable) et moins familiers, nous nous limiterons aux premiers. Par es-
pace compact, nous entendons toute variété dont au moins un quotient est compact.
Une géométrie est une variétéX simplement connexe, lisse, munie d'une action
transitive d'un groupe de Lie G avec des stabilisateurs compacts. Pour reformu-
ler, une géométrie est un espace homogène compact, lisse et simplement connexe.
L'utilité de cette notion réside dans un remarquable théorème stipulant que toute
géométrie, localement homogène associée à un groupe de Lie simplement connexe
G est également homogène globalement. Par conséquent, l'étude des variétés homo-
gènes globales se ramène à celle des géométries sur des groupes simplement connexes.
Thurston [35] a classi�é l'ensemble de cesgéométriesen8 classes. Cinq de ces classes
ont ainsi pu être associées à des variétés de groupes de la classeA de Bianchi : les
groupes unimodulaires3. Deux autres classes peuvent être associées à deux groupes
de la classeB de Bianchi alors que la dernière géométrie ne possède pas la structure
de variété de groupe. Le �ot de Ricci normalisé (voir plus bas) sur l'ensemble de ces
géométries a été étudié par [36].

1.2 Groupes de Bianchi

L. Bianchi classi�a en 1897 l'ensemble des algèbres en trois dimensions [37].
Ces algèbres caractérisent, localement, l'ensemble des groupes en trois dimensions.
Cela ne fournit pas la classi�cation globale des groupes en trois dimensions, car
des propriétés topologiques globales peuvent par exemple ne pas se décrire par un
isomorphisme local. L'exemple le plus frappant étant certainement le groupeSO(3),
non-simplement connexe, mais d'algèbre de Lieso(3) isomorphe à celle deSU(2)
qui lui est simplement connexe. Cette classi�cation est donnée en annexeB avec
d'autres détails.

Chacun des groupes de Bianchi possède desformes invariantes à gauche ,
c'est à dire invariantes par action d'éléments des groupes à gauche. Des formes
invariantes à droite existent aussi, mais si le groupe n'est pas unimodulaire, ces
formes ne sont pas les mêmes. Travailler avec les unes ou les autres de ces formes
est équivalent. Dans ce rapport nous utilisons des formes invariantes à gauche� i ,
dont le nombre est égal au rang du groupe qu'elles décrivent. Ces formes satisfont à
l'algèbre

d� i =
ci

jk

2
� j ^ � k : (4.2)

2Le stabilisateur Gx d'un point x est l'ensemble des élémentsg 2 G laissant invariant x.
3Une des géométries peut être reliée à deux groupes de Bianchi.
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Notonsei les vecteurs duaux de ces formes, au sens� i (ej ) = � i
j , ces vecteurs satisfont

alors naturellement à l'algèbre

[ei ; ej ] = � ci
jk ek : (4.3)

Les groupes considérés sont des groupes de symétrie de variétés de dimension égale
au rang du groupe. Soit un tel groupeG, il possède ainsi des vecteurs de Killing� j

véri�ant l'algèbre
[� i ; � j ] = ci

jk � k : (4.4)

Parmi les neuf classes d'algèbres de Bianchi, BianchiI; II; V I � 1; V II 0; V III et IX
sont unimodulaires alors que les autres ne le sont pas. En écrivant les constantes de
structure sous la forme (n étant une matrice eta un vecteur)

ci
jk = � jks nsi + � i

kaj � � i
j ak ; (4.5)

nous pouvons identi�er les algèbres unimodulaires comme celles véri�antai = 0 alors
que les non-unimodulaires véri�ent�! a 6=

�!
0 . De plus, pour les algèbres unimodulaires

il est possible avec un choix de base approprié d'obtenir une matricen diagonale.
C'est ce choix qui est fait en annexeB, il est di�érent du choix de [38].

On peut noter l'existence d'une classi�cation similaire à celle de Bianchi en
dimension4, alors qu'il n'en existe pas pour des dimensions plus élevées.

Les algèbres unimodulaires ont la remarquable propriété de dé�nir des variétés
que l'on peut munir de métriques diagonales, préservées sous �ot géométrique, dont
le �ot de Ricci.

2 Instantons gravitationnels

Rappels Un instanton gravitationnel d'un espace homogène enD dimensions muni
d'une métrique

ds2 = g�� dx� dx� ; (4.6)

est une solution des équations d'Einstein dans le vide dans le cas où la métriqueg
est de signature Euclidienne4. Il est pratique de rappeler ici quelques notions sur le
formalisme de Cartan en géométrie di�érentielle.

Considérons une variétéM munie de coordonnéesx � . Munissons là d'une mé-
trique g (les � � dé�nissent un repère) :

ds2 = g�� � � � � ; (4.7)

et dé�nissons un nouveau repère� a = � a
� � � tel que

ds2 = � ab� a� b = � ab� a
� � b

�| {z }
g��

� � � � : (4.8)

4L'étude des solutions des équations d'Einstein dans le vide pour une signature(� � ++) serait
également intéressante.
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Les variétésM considérées sont homogènes, c'est à dire que dans (4.7) les compo-
santes de la métriquegij (T) dépendent uniquement de la coordonnéeT jouant le
rôle d'un temps euclidien. Cette coordonnéeT intervient dans la dé�nition de la
1� forme � 0 = dT. De plus, on se restreint à la classe de variétés enD dimensions
obtenue par foliations de variétée enD � 1 dimensions. Dans la suite, pour toute
fonction F (T) nous noterons _F = @F

@T.

Introduisons ensuite la relation de dé�nition de la connexion de spin! ab (ou
nous supposons que la torsion est nulle et nous imposons la condition! ab = � ! ba) :

d� a = � ! a
b � b; (4.9)

la 2� forme de courbure est alors donnée par

R a
b = d! a

b + ! a
c ^ ! c

b =
1
2

Ra
bcd�

c ^ � d; (4.10)

où Ra
bcd est le tenseur de Riemann qui donne par contraction le tenseur de Ricci

Ra
bad = Rbd puis le scalaire de courbureR = Ra

a.

Développons ensuite la connexion de spin sur l'ancienne basedx� , ! a
b = ! a

b� dx� ,
nous pouvons alors obtenir les composantes de la2� forme de courbure :

R 0a = _! 0a� dt ^ � � +
1
2

! 0a� c�
�� � � ^ � � � ! 0b� ! b

a0dt ^ � � + ! 0b� ! b
a � � ^ �  (4.11)

et

R ab = _! ab� dt ^ � � +
1
2

! ab� c�
� � � �  + ! a0� ! 0

b� � � ^ � �

+ ! ac0! c
b� dt ^ � � � ! ac� ! c

b0dt ^ � � + ! ac� ! c
b� � � ^ � � : (4.12)

Il est commode de décomposer la2� forme de courbure en partie auto-duale (s) et
partie anti-auto duale (a) :

R ab = R (s)
ab + R (a)

ab : (4.13)

Par dé�nition nous avons

R (a;s)
ab = �

1
2

� cd
ab R (a;s)

cd ; (4.14)

où � = + ; � respectivement pourR (s)
ab et R (a)

ab . Nous pouvons donc écrire

2R (a)
0b = [ _I b� � I c� ! c

b0]dt ^ � � +
1
2

[I b� c�
� + � ac

b I a� I c ]� � ^ �  (4.15)

où
I i� = ! 0i� �

1
2

� jk
i ! jk� : (4.16)

Avant de poursuivre sur cette décomposition, mentionnons que la distinction entre
anti auto-dualité et auto-dualité est arbitraire et histoire de conventions. Dans cette
thèse nous avons pris la convention d'imposer l'auto-dualité et non l'anti auto-
dualité, avec les conventions que cela impose. Il est possible de montrer que toute
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courbure duale véri�e les équations d'Einstein dans le videRab = 0. La relation clé
de cette démonstration est l'identité cyclique5

Ra
[bcd] = 0: (4.17)

Les instantons gravitationnels ont beaucoup été étudiés dans la littérature, notam-
ment ceux obtenus par foliation d'un espace tri-dimensionnelM 3 de symétrieSU(2).
Dans ce cas ci, les solutions des équations d'auto-dualité portent les noms d'Eguchi-
Hanson, Taub-NUT et Belinski. Quelques commentaires à leur sujet sont donnés
ci-après.

Nous n'avons pour l'instant parlé que de l'auto-dualité de la2� forme de cour-
bure, on peut de la même façon dé�nir l'auto-dualité de la connexion de spin, nous
écrivons ainsi

! bd = ! (s)
bd + ! (a)

bd : (4.18)

Une connexion auto-duale implique automatiquement une courbure auto-duale, mais
la réciproque n'est pas exacte. On peut cependant montrer que lorsque l'on a une
courbure auto-duale alors que la connexion ne l'est pas, un changement de base
permet de se ramener à une connexion auto-duale. On peut parler de transformation
de jaugepour passer d'une connexion à l'autre. En e�et, ce type de transformations
ne transporte aucune information fondamentale sur la variété.

Les instantons gravitationnels peuvent aussi se généraliser à nombre de situa-
tions. Un cas classique6 réside en l'incorporation de la constante cosmologique� . Les
équations d'auto-dualité sont des équations du premier ordre, alors que les équations
d'Einstein sont du second ordre. Les équations de l'auto-dualité sont des intégrales
premières de celles d'Einstein dans l'euclidien. De plus, elles sont composées de deux
groupes d'équations :3 équations d'évolution du premier ordre, et3 contraintes. Une
intégrale premièreI sera caractérisée par_I = 0. Nous voyons donc qu'une intégrale
première estI i� . La condition nécessaire et su�sante pour que ce soit le cas est

! ik 0 = 0 () _� i� = � g��
_� �
i : (4.19)

On peut toujours satisfaire à cette condition. En e�et si on a une solution� i� , nous
pouvons considérer

~� i� = O b
a (t)� b� ; O b

a (t) 2 O(3); (4.20)

qui remplira la condition (4.19) si et seulement si

_O b
a (t) =

1
2

O c
a (t)

�
� �

c
_� b
� � _� c� � �b

�
: (4.21)

Il est toujours possible de satisfaire cette équation. Cinématiquement, cela revient à
déterminer une succession de rotations connaissant la vitesse angulaire. Les intégrales
premières correspondent donc aux équations

_� i� = � i

�
(n� � a� � �� )g�� �

1
2

� 
� n�

�

�
� I i�

q
det(g�� ): (4.22)

5Voir l'annexe B pour des rappels sur la formalisme de Cartan en géométrie di�érentielle.
6c'est d'ailleurs ce cas-ci que les mathématiciens utilisent pour parler de courbure auto-duale
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De (4.15), on écrit les équations de contraintes accompagnant celles d'évolution

I i� c�
� = � � jk

i I j� I k : (4.23)

Ainsi, tout le problème de trouver des courbures auto-duales non singulières et réelles
réside dans la résolution simultanée de (4.19) et (4.23). Cela sera e�ectué dans le
chapitre suivant.

Pour clore cette courte introduction aux instantons gravitationnels, il est inté-
ressant de mentionner les plus connus, résultant de l'analyse de Bianchi IX.

Instantons gravitationnels de Bianchi IX Considérons la variété de groupe
SU(2) et munissons là d'une métrique invariante à gauche

ds2 = (  1 2 3)2dT2 +
X

i

 2
i � 2

i ; (4.24)

où � i sont les formes de Maurer-Cartan introduites en annexeC. Les instantons
gravitationnels de ce modèle sont bien connus. Ils sont partagés en deux classes :
les instantonsaxisymétriqueset anisotropes. Chaque classe est composée de deux
sous-classes. La raison de cette division vient, comme on le verra plus en détail dans
le chapitre suivant, de la di�érence entre l'auto-dualité de la connexion et celle de
la courbure. Exiger l'auto dualité de la courbure n'est pas équivalent dans le cas de
SU(2) à exiger celle de la connexion. Les équations d'auto-dualité de la connexion
di�èrent des intégrales premières de l'auto-dualité de la courbure par l'absence d'un
triplet de paramètres� i = 0; 1. Lorsque� i = 0 nous avons équivalence entre les deux
auto-dualités, on parle alors de la branche deLagrange, alors que quand� i = 1 nous
obtenons la branched'Halphen.

Instantons axisymétriques L'auto-dualité de la connexion entraine la so-
lution d'Eguchi-Hanson7.

ds2 =
dr2

1 �
�

a
r

� 4 + r 2

�
� 2

1 + � 2
2 +

�
1 �

� a
r

� 4
�

� 2
3

�
: (4.25)

L'auto-dualité de la 2� forme de courbure implique outre la solution d'Eguchi-
Hanson, la présence d'une seconde solution, dite de Taub-NUT

ds2 =
1
4

r + m
r � m

dt2 + ( r 2 � m2)( � 2
1 + � 2

2) + 4 m2 r � m
r + m

� 2
3: (4.26)

Étudions plus en détail ces deux instantons au travers de leurs propriétés géomé-
triques à l'approche des singularités et asymptotiquement.

L'instanton d'Eguchi-Hanson ressemble à celui de Belavin dans dans la théorie
de Yang-Mills [39]. Pour décrire avec plus de précsions les propriétés des instantons

7La solution présentée est dite de typeII , alors qu'une autre solution dite de type I existe
également. Je ne ferai que l'évoquer sans la détailler car cela est inutile.

74 2. INSTANTONS GRAVITATIONNELS



CHAPITRE 4. FLOTS GÉOMÉTRIQUES ET INSTANTONS GRAVITATIONNELS

évoqués, rappelons le concept debolt et denut . Pour cela, nous suivons la présenta-
tion de [40], [41] et considérons la métrique diagonale la plus générale pour Bianchi
IX :

ds2 = d� 2 + a(� )2� 2
1 + b(� )2� 2

2 + c(� )2� 2
3: (4.27)

La variété décrite par ces coordonnées est régulière, par opposition àsingulière,
quand les fonctionsa; b; csont �nies, non singulières à distance� �nie. Cependant,
il peut parfois apparaître des singularités dans la métrique, mais ces singularités
peuvent être éliminées par changement de coordonnées (telle que la métrique de
Schwarzschild et sa singularité au rayon de Schwarzschild) et la métrique rester
régulière. Nous classi�ons dans la suite les comportements de la métrique lorsque
� ! 0 et � ! 1 . On dira qu'une métrique a une singularité de typenut éliminable
en � = 0 si au voisinage de� = 0 :

a2 = b2 = c2 = � 2: (4.28)

Cette singularité n'est pas physique et peut être éliminée en reparamétrant la variété
avec des coordonnées cartésiennes proches du point� = 0 car la métrique résultante
n'est autre que celle du plan en coordonnées polaires. Une métrique a une singularité
de type bolt jetable proche de� = 0 si

a2; b2 sont �nis,

c2 = n2� 2; n 2 Z: (4.29)

La métrique ainsi obtenue, dans le cas de BianchiIX avec la paramétrisation donnée
en annexeB au moyen des angles d'Euler, est

ds2 = d� 2 +
n2� 2

4
d 2 + d� 2 + sin( � )2d� 2

| {z }
S2

: (4.30)

En choisissant tel que n 
2 2 [0; 2� [, la singularité est une fois de plus une singularité

de coordonnées du planR2 à l'origine. En choisissant des coordonnées cartésiennes
on peut éliminer cette singularité.

En ce qui concerne l'étude asymptotique� ! 1 , on distingue trois cas :l'in�ni
Euclidien, l'in�ni Taubien , et l'in�ni en cône . Ces trois possibilités sont données
respectivement par

a; b; c;!
�
2

; � ! 1 ; 0 �  � 4�;

a; b;! �; � ! 1 ; c ! const.4�;

a; b; c;!
�
2

; � ! 1 ; 0 �  � 2�:

(4.31)

Dans la métrique (4.26), posantt = m + � , nous obtenons au voisinage det = m

ds2 = d� 2 + � 2(� 2
1 + � 2

2 + � 3
3); � =

p
2m�: (4.32)
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Cette singularité est donc une singularité de typenut éliminable. De même, pour la
métrique (4.25), nous avons pourt � a avec� et � �xés

ds2 =
1
4

�
du2 + u2d 2

�
; u2 = t2

�
1 �

� a
t

� 4
�

; (4.33)

qui est un bolt si l'on choisit le domaine de variation standard pour :  2 [0; 2� [.

On peut également trouver des instantons axisymétriques à plusieurs centres
(plusieurs singularités apparentes). Un exemple est donné par ( [42])

ds2 = V � 1(x)(d� + ! � dx)2 + V(x)dx � dx; r V = �r � !; V = � + 2m
kX

i =1

1
jx � x i j

:

(4.34)
Le cas� = k = 1 est la métrique (4.26) dans un système de coordonnées di�érent
alors que pour� = 1 et k général nous obtenons la métrique multi Taub-NUT. De
manière générale, cette solution multi-centres possèdek nuts à l'origine.

Instantons anisotropes Ces instantons sont plus compliqués à trouver. En
e�et, l'ansatz axisymétrique simpli�e beaucoup le système d'équations à résoudre.
La plupart du temps, les solutions des équations d'auto-dualité ont des singularités,
c'est pourquoi on fera attention de ne pas les appelerinstantons. Le cas le plus
simple a priori est la branche de Lagrange, qui correspond comme on va le voir à
la solution de Belinski et al8. La branche d'Halphen donne des solutions variées et
plus complexes comme on va le voir.

La solution de Belinski est la métrique (analytiquement simple)

ds2 =
1

p
F1(r )F2(r )F3(r )

�
dr2 +

r 2

4

�
F2(r )F3(r )� 2

1 + F1(r )F3(r )� 2
2 + F1(r )F2(r )� 2

3

	
�

;

(4.35)
où Fi (r ) = 1 � 16x i

r 4 ; i = 1; 2; 3 et x i 2 R. Cette métrique est asymptotiquement
euclidienne, mais lorsque nous nous approchons desx i , des singularités apparaissent
rendant la solution incomplète. Pour que la solution décrivent un espace anisotrope,
il faut que x i 6= x j pour i 6= j .

Si cela n'est pas le cas ; soitx1 = x2 = x3 et nous retrouvons le cas de l'espace
plat, soit deux seulement desx i sont égaux. Supposons alors que lesx i satisfont
x1 � x2 � x3, deux cas sont à considérer

� x1 = x2, nous obtenons la métrique d'Eguchi-Hanson de typeII ,
� x2 = x3, nous obtenons la métrique d'Eguchi-Hanson de typeI .
Les structures globales des métriquesI et II ne sont pas les mêmes. Première-

ment, bien que dans le cas général la courbure diverge en un desx i , ces divergences
s'annulent lorsque deuxx i sont égaux. La métrique de typeI ressemble au cas géné-
ral et est incomplète. D'un autre côté, la métrique de typeII peut être complétée [44]
en une solution sans singularités mais nous n'irons pas plus loin dans cette direction.
La solution de la branche d'Halphen est quand à elle bien plus compliquée et a été

8que nous appelonssolution de Belinski pour simpli�er
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décrite pour la première fois récemment dans [43]. Les résultats présentés dans cette
section sont donc partiellement nouveaux.

Les équations régissant cette solution sont données par le système, après trans-
formations9, 8

<

:

_
 1 = 
 2
 3 � 
 1(
 2 + 
 3);
_
 2 = 
 1
 3 � 
 2(
 1 + 
 3);
_
 3 = 
 1
 2 � 
 3(
 1 + 
 2);

(4.38)

où 
 i =  j  k ; � ijk = 1. Ce système d'équations est le système d'Halphen tel qu'étudié
au 19ème siècle. Ce système fut d'abord découvert par Darboux [45] dans son étude
des surfaces triplement orthogonales puis étudié et résolu par Halphen, [46, 47]. Ce
système d'équations est apparu à de nombreuses reprises depuis en physique. En
introduisant Y = � 2(
 1 + 
 2 + 
 3) nous obtenons l'équation

_•Y = 2Y •Y � 3 _Y 2; (4.39)

connue sous le nomd'équation de Chazy .

Ces équations (Halphen, Chazy), mais aussi bien d'autres issues de la théorie
des systèmes intégrables, ont la particularité d'intervenir dans l'étude des solutions
auto-duales de la théorie de Yang-Mills10. De plus ces équations ont des propriétés
remarquables facilitant la recherche de leur solution la plus générale. En particulier,
si ! � (z) est une solution du système d'Halphen pourz 2 C, alors

~! � (z) =
1

(cz + d)2
! �

�
az + b
cz + d

�
+

c
cz + d

(4.40)

est aussi solution, avec
�

a b
c d

�
2 PSL(2; C) = SL (2;C)

Z2
. Une solution particulière

est donnée par

! � (z) = �
1
2

d
dz

logE � (z) (4.41)

où E � forme un triplet de formes modulaires de poids2, c'est à dire se transformant
comme

z ! �
1
z

:

0

@
E1

E2

E3

1

A ! z2

0

@
E2

E1

� E3

1

A (4.42)

9Ces équations sont celles obtenues par le �ot de Ricci de la métrique

ds2 =  i � 2
i (4.36)

et par l'auto-dualité de la métrique

ds2 = (  1 2 3)2dT2 +  i (T)2� 2
i : (4.37)

10à tel point que des conjectures stipulant que chaque système intégrable doit être une réduction
des équations de Yang-Mills auto-duales ont vu le jour. Aucune preuve n'existe à ce jour et cette
conjecture cesse d'être vraie en dimension supèrieure à 3.
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et

z ! z + 1 :

0

@
E1

E2

E3

1

A ! �

0

@
E3

E2

E1

1

A : (4.43)

Notons que cette étude n'est valable que lorsque les! � sont tous di�érents, or c'est
précisément la situation qui nous intéresse le plus. Un exemple de triplet de formes
modulaires est donné par

E1 =
d�
dz

�
; E2 =

d�
dz

� � 1
; E3 =

d�
dz

� (� � 1)
; (4.44)

où � est solution de l'équation de Schwartz

d3�=dz 3

d�=dz
�

3
2

�
d2�=dz 2

d�=dz

� 2

= �
1
2

�
1
� 2

+
1

(� � 1)2
�

1
� (� � 1)

� �
d�
dz

� 2

: (4.45)

Une solution particulièrement connue de l'équation de Schwartz est données par la
fonction modulaire elliptique� = � 4

2
� 4

3
. Bien que les résultats présentés soient en terme

de fonctions! � (z) complexes, les résultats physiques que l'on cherche doivent être
réels. Nous introduisons alors le temps réelT de telle sorte que les solutions
 � (T)
soient données par


 � (T) = �
1
2

d
dT

logE � (iT ): (4.46)

On montre que pour des conditions initiales positives telles que

0 < 
 10 < 
 20 < 
 30; (4.47)

nous avons
0 < 
 1(T) < 
 2(T) < 
 3(T); 8T: (4.48)

Ce résultat est très intéressant dans l'optique de l'analyse du �ot de Ricci (dont
nous parlerons dans un moment) et de la connexion entre �ot de Ricci et instantons
gravitationnels étudiée dans le chapitre suivant. Le comportement numérique d'une
solution est donné par la �gure 4.1.

Si 
 i 0 est �ni alors 
 i = 1
T + o

�
1
T

�
; T ! 1 . La conséquence naturelle pour

la solution obtenue est une singularité de typenut. Une autre solution existe avec

 1 < 0 < 
 3 < 
 2 et est dé�nie pour T > 0 et caractérisée par


 1 � �
�

2T2
; 
 2;3 �

1
T

; T ! 0 (4.49)

et

 1;3 � � 4�e � �T ; 
 2 �

�
2

+ 4�e � 2�T ; T ! 1 : (4.50)

Les transformations (4.40) peuvent néanmoins bouger le pôle
 1 = 0 en T0 6= 0 et
restaurer la positivité de
 1. Pour cela il nous su�t de prendre a; c tels que a

c > 0
et tels que la géométrie enT ! 1 soit donnée par unnut avec 
 i (T) � 1

T . Cette
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Fig. 4.1 � Comportement de la solution anisotrope avec
 1(0) < 
 2(0) < 
 3(0). De
haut en bas nous avons
 3(T), 
 2(T) et 
 1(T).

solution a deux pôles, enT0 = � b
a et T1 = � d

c avec T0 > T 1 . En approchant T0

nous avons

 1 � �

�
2a2

1
(T � T0)2

; 
 2;3 �
1

T � T0
: (4.51)

Les fonctions
 i (T) sont dé�nies pour T > T0 et T < T1 avec des comportements
miroirs l'un de l'autre. Nous pouvons donc étudier sans perdre de généralités le cas
T > T0 uniquement. Il est alors facile de montrer qu'il existeT� tel queT0 < T � < 1
et pour T � T� on ait 
 1(T) � 0. L'ordre de départ : 
 1 < 
 3 < 
 2 est alors
préservé. Comme pour la solution de Belinski, un Nut est présent enT ! 1 ,
mais T0 (l'in�ni pour notre solution) est protégé par une singularité de courbure en
T� > T 0. Lorsque nous passons du cas anisotrope au cas axisymétrique, il est facile
de constater l'absence de singularités de courbures.

On peut cependant obtenir une solution régulière des équations d'auto-dualité
dans le cas anisotrope : l'instanton d'Atiyah-Hitchin [48]. Cet instanton est donné
par


 H
1 =

�
6i

� �E2 � � 4
2 � � 4

3

�


 H
2 =

�
6i

� �E2 + � 4
3 + � 4

4

�


 H
3 =

�
6i

� �E2 + � 4
2 � � 4

4

�
(4.52)

(4.53)

où �E2(z) = 12
i�

d
dz log� .

Continuons ce chapitre par quelques rappels sur les �ots géométriques.

3 Flots géométriques

Considérons une variété non pathologiqueM , nous pouvons munir cette va-
riété de coordonnées, dé�nir des outils de géométrie di�érentielle, calculer di�érents
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estimateurs de la courbure de cette variété,� � � . Supposons que nous voulions étudier
la déformation de cette variété sous un �ot géométrique quelconque, c'est à dire sa
déformation dictée par l'équation

@Rc
@t

jP 2M = F (M )P 2M ; (4.54)

où Rc(p) est un rayon caractéristique de la variété enP, t un paramètre d'évolution
arbitraire, P un point arbitraire de M et F (M ) une fonction de la courbure de
M . La courbure d'une variété11 dicte son évolution. Un endroit de courbure nulle
ne subira aucune déformation, alors que les lieux de courbure maximale seront les
plus modi�és. Un point �xe naturel de ces équations de �ot est donc l'ensemble des
variétés sans courbure. La conjecture naïve que l'on peut faire est que sous un �ot
géométrique, les variétés tendent à ne plus avoir de courbure. Cette conjecture est
plus puissante qu'il n'y parait.

Pour une variété en dimensionsD il existe di�érentes notions de courbure. La
courbure moyenne, la courbure de Gauss, la courbure de Riemann, celle induite par
le tenseur de Cotton (D = 3), par le tenseur de Weyl(D > 3) � � � . Ces di�érents ten-
seurs sont détaillés dans l'annexeB. Dans cette thèse nous nous sommes concentrés
avec mes collaborateurs sur les trois derniers tenseurs nommés, ceux de Riemann,
Cotton et Weyl.

Par convention nous dirons qu'une variété estplate, ou de courbure nulle, si son
tenseur de Riemann s'annule. En dimensionD > 3, le tenseur de Weyl est très utile
pour étudier les variétés plates à une transformation conforme près car il s'annule
pour ces dernières. En dimension4 ce tenseur peut se dériver du tenseur de Bach alors
qu'en dimension3 le tenseur de Weyl n'est plus dé�ni, c'est le tenseur de Cotton qui
l'est et lui est équivalent dans son principe. Dans cette section nous nous contentons
de dé�nitions et résultats standards concernant les �ots géométriques. Les résultats
nouveaux obtenus pendant cette thèse sont reportés au chapitre suivant.

Le �ot de Ricci est certainementle plus connu des �ots géométriques. Il consiste
en l'équation

@g��
@T

= � R�� ; (4.55)

où R�� est le tenseur de Ricci. Cette équation ressemble, comme on peut le montrer,
à une équation de la chaleur. Le �ot de Ricci peuta priori être étudié en dimension
arbitraire, mais le cas tridimensionnel est particulier par sa simplicité et son intérêt
physique et mathématique. Le �ot de Ricci a beaucoup été utilisé pour étudier la
conjecture de Thurston, dé�nie ci dessous, qui pour la première fois a été exprimée
en dimension3.

La plupart des �ots géométriques ont des propriétés similaires, notamment la
ressemblance avec une équation de la chaleur.

11ceci est un abus de langage, il s'agit en fait de la courbure de la connexion dont est munie la
variété
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Bref Historique Le �ot de Ricci est apparu en 1982 dans le travail de
R. Hamilton sur les variétés tridimensionnelles avec courbure de Ricci positive. Ce
travail avait pour but la preuve de la Conjecture de Géométrisation au travers
du �ot de Ricci. Introduite par W. Thurston, cette conjecture stipule grossièrement
que chaque variété de dimension3, fermée, admet une décomposition géométrique,
soit une décomposition en briques élémentaires admettant des métriques localement
homogènes. L'idée derrière cette conjecture est de pouvoir approximer une variété
très compliquée par une succession de sous-variétés plus simples. Di�érentes versions,
a�aiblies, de la conjecture de géométrisation, ont été proposées et prouvées dans la
littérature. Récemment, les travaux de G. Perelman [49] ont apporté des avancées
considérables dans le domaine. Il est depuis admis qu'au travers du �ot de Ricci, ce
dernier a réussi à prouver la conjecture de Thurston. Ce travail monumental utilise
pleinement le �ot de Ricci et la théorie des déformations qui lui est associé. En e�et,
certaines parties de variétés peuvent tendre vers des singularités, des pincements,
sous le �ot de Ricci, il convient donc de zoomer ces zones de manière appropriée pour
pouvoir les étudier. Bien que cet explication heuristique soit très facile à comprendre,
la technique derrière tout ceci est autrement plus compliquée et nous n'avons pas eu
besoin de l'utiliser pendant cette thèse.

Extensions du Flot de Ricci Il est possible d'étendre le �ot de Ricci et de
dé�nir de nouveaux �ots. Dans cette thèse nous avons étudié des �ots géométriques
de la forme

@gij
@T

= � �R ij + �Rg ij + g ij + �C ij : (4.56)

Par Renormalisation du tempsT nous pouvons bien entendu poser� = 1, néanmoins
laissant � arbitraire permet de décomposer ce �ot très général en di�érents �ots
étudiés dans la littérature.

� � =  = � = 0 : �ot de Ricci,
� � =  = � = 0 : �ot de Yamabe,
� � = � = � = 0 : �ot de constante cosmologique,
� � =  = � = 0 : �ot de Cotton,
�  = � = 0; � = �

3 : �ot de Ricci normalisé.
Outre le �ot de Ricci, une attention particulière a été apportée dans cette thèse au
�ot de Ricci normalisé auquel on ajoute le terme de Cotton, soit = 0. Le �ot de
Ricci normalisé possède la particularité que le volume de la variété est conservé sous
le �ot, tout comme le �ot de Cotton, d'où le mélange naturel des deux. En revanche,
excepté des ajustements très �ns de conditions initiales et/ou paramètres, le �ot
de Ricci non normalisé, le �ot de constante cosmologique et le �ot de Yamabe ne
préservent pas le volume de la variété.

Flot géométrique et algèbres de Bianchi Une remarque fondamentale doit
être apportée sur le �ot géométrique agissant sur une variété de groupe de Bianchi.
Si l'algèbre de Bianchi sous-jacente est unimodulaire, la métrique sur la variété peut
être prise diagonale et le restera sous l'évolution du �ot. Si par contre l'algèbre est
non-unimodulaire, il n'existe pas de preuve permettant de diagonaliser la métrique
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et considérer ce cas comme le plus général. Pour les cas BianchiIV et V II h6=0 , nous
pouvons même observer qu'une métrique diagonale n'est pas préservée par �ot de
Ricci et/ou �ot de Ricci normalisé.

En 1992, [36] étudia les propriétés des huit géométries de Thurston, donc entre
autre des variétés de groupes de la classeA de Bianchi et deux variétés de groupes de
la classeB, sous le �ot de Ricci normalisé. A titre de travail non publié, nous avons
également fait cette étude pour le �ot de Ricci quelconque (non normalisé, incluant
donc le �ot de Yamabe) pour l'ensemble des algèbres de Bianchi en supposant la
métrique la plus générale à chaque fois. [50] retrace le même type d'étude concernant
le �ot de Cotton cette fois ci. Les techniques utilisées sont assez simples et standard,
en e�et ces études portant principalement sur des métriques diagonales, deux cas se
dégagent : le cas axisymétrique et le cas totalement anisotrope. Le premier est plus
simple à résoudre que le second et peut en général se résoudre analytiquement. Le
cas anisotrope nécessite souvent des techniques numériques, bien que des estimations
de convergences puissent être obtenues analytiquement.
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Chapitre 5

Flots géométriques et systèmes
gravitationnels

Ce chapitre est l'avant dernier de ce rapport, et le dernier à présenter des
résultats nouveaux développés durant cette thèse.

La première partie fournit une présentation assez détaillée d'une application
des �ots géométriques à la physique : comment le �ot de Ricci peut aider à décrire
des espaces auto-duaux. Ce sujet a fait l'objet des publications 4 et 5. Dans la sec-
tion 1 nous détaillerons le travail de la publication 5 où nous avons étudié une classe
d'espaces homogènes auto-duaux de dimension quatre vus comme des foliations d'es-
paces de dimension trois avec des algèbres tridimensionnelles y agissant librement.
Ensuite nous montrerons dans la section 2 que certaines de ces solutions s'obtiennent
également par des �ots géométriques bien précis, nous établirons les notations et
traiterons le cas de l'algèbre tridimensionnelle de Bianchi IX. Nous mentionnerons
également des résultats obtenus pour les autres algèbres de la classi�cation.

Le reste de ce chapitre sera consacré à l'étude d'un �ot géométrique de la forme

dg��

dt
= � R�� + �C �� + � ; (5.1)

où R�� est le tenseur de Ricci de la métriqueg, C�� son tenseur de Cotton,� une
constante et� une constante. Ce �ot intervient dans la théorie non relativiste de la
gravitation d'Hor�ava-Lifshitz. Le mélange des �ots de Ricci et de Cotton est étudié
dans la section 3 avant de mentionner quelques résultats quand nous avons en plus
� 6= 0. Ces résultats sont basés sur les publications 6 et 7. Les résultats concer-
nant les �ots non normalisés et la recherche d'attracteurs non triviaux ont nécessité
beaucoup de travail numérique, et moins de travail analytique. Néanmoins,tous les
résultats analytiques utilisant des approximations/hypothèses obtenues numérique-
ment ont été véri�és plusieurs fois et sont en parfaite adéquation avec les observa-
tions numériques. Les codes informatiques utilisés ici sont des algorithmes standard
de résolution d'équations di�érentielles couplées. La méthode de Runge-Kutta avec
un pas adaptatif a été choisie, et adaptée de [51].
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1 Espaces auto-duaux en quatre dimensions

Dans cette section on reporte les résultats majeurs obtenus dans la publica-
tion 5 où nous avons étudié les espaces homogènes quadri-dimensionnels auto-duaux
avec un groupe de symétrie de dimension trois agissant librement sur un feuillet
tridimensionnel associé.

Bien que de prime abord réductrice, cette étude est en faite très puissante et
très générale car elle permet de classi�er les espaces auto-duaux d'une importante
et large gamme d'espaces homogènes. Cette étude a été commencée dans le passé,
notamment dans [52] mais aussi dans beaucoup d'autres travaux. Cependant il y
a dans tous ces travaux un manque certain de généralité qui implique la nécessité
d'aller au delà de ce qui a été fait et de proposer une classi�cation exhaustive des
espaces auto-duaux, et rigoureuse, pour cette large gamme de variétés homogènes.
Le travail [52], bien qu'incomplet, est cependant le plus complet à ce jour sur le
sujet. L'objectif de la publication 5 était de retrouver les résultats de [52] tout en
présentant ceux qui manquaient, et ceci dans un cadre rigoureux et exhaustif. Cette
section reprend une large partie de la publication 5.

1.1 Rappels du chapitre 4

Considérons une variété de groupeM munie de coordonnéesx � . Munissons là
d'une métrique (les formes de Maurer-Cartan de la variété sont notées� � )

ds2 = g�� � � � � ; (5.2)

et dé�nissons des formes� a = � a
� � � telles que

ds2 = � ab� a� b = � ab� a
� � b

�| {z }
g��

� � � � : (5.3)

On a vu que la condition nécessaire et su�sante pour avoir des équations d'auto-
dualité du premier ordre est

_� i� = � g��
_� �
i : (5.4)

On montre alors que les équations d'auto-dualité s'écrivent

_� i� = � i

�
(n� � a� � �� )g�� �

1
2

� 
� n�

�

�
� I i�

q
det(g�� ); (5.5)

où lesI i� sont des constantes véri�ant deux contraintes.

Première contrainte. D'abord nous avons des contraintes sur lesI i� eux mêmes

I i� c�
� = � � jk

i I j� I k : (5.6)

Nous avons introduis ci dessus les constantes de structurec�
� issues de la relation

d� � =
1
2

c�
� � � ^ �  (5.7)
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et qui s'écrivent également, en introduisant une matrice symétriquen et un vecteur
a :

c�
� � �� = 2( n�� + � ��� a� ): (5.8)

D'après la relation (5.6), on peut interpréterI i� comme un homomorphisme entre
l'algèbre de Lie du groupe d'isométrie de la variétéM , ghom , et l'algèbre so(3) :

I : ghom ! so(3): (5.9)

En fonction du rang de cette application on a di�érentes solutions auto-duales, et le
but de la publication 5 était de classi�er ces solutions. Les algèbres admettant des
espaces homogènes auto-duaux sont alors données par

� rang 3 (maximal) type IX ,
� rang 2 impossible,
� rang 1 types I; II; III; IV; V; V I; V II ,
� rang 0 toutes les algèbres de Bianchi.

Seconde contrainte. La seconde contrainte sur lesI i� vient de l'existence même
d'équations du premier ordre, elle est d'ailleurs plus une contrainte sur les compo-
santes de la matrice� �

k impliquant notamment que certaines s'annulent,

I i� � �
j � I j� � �

i = � 2a� � �k � kij : (5.10)

Dans la suite nous donnons la classi�cation complète des solutions auto-duales.
Pour la plupart des cas la matrice� et la métrique� T � peuvent être prises diagonales
en considérant les libertés de transformations dues aux transformations de rotations
et de Gl(3; R). Uniquement dans le cas de Bianchi III au rang 1 nous devons consi-
dérer une métrique plus générale.

1.2 Classi�cation

Rang de l'application I Si le rang est nul, alorsI i� = 0 de sorte qu'il est
possible de montrer (voir publication 5) que le cas le plus général est une métrique
diagonale. Dans le cas où le rang vaut3, on montre que seule Bianchi IX fonctionne
et que la métrique peut encore être prise diagonale. En�n, dans le cas de rang1, le
plus compliqué, pour Bianchi I, II, VI� 1, et VII 0 nous pouvons nous ramener à une
métrique diagonale alors que pour Bianchi III nous avons une solution non-diagonale
qui ne peut se ramener au cas diagonal. Cette dernière solution pour une algèbre
non unimodulaire est nouvelle.

Liste des solutions

Bianchi I La solution est

ds2 = e� 2 � t dt2 + e� 2 � t (� 1)2 + ( � 2)2 + ( � 3)2 (5.11)

et décrit un espace plat pour les solutions de rang� (� = 0; 1).
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Bianchi II La solution générale, où le rang� apparaît, est

ds2 =
t e2 � t=b 0

b2
0 c2

0
dt2 +

1
t
(� 1)2 +

t
b2

0
(� 2)2 +

t e2 � t=b 0

c2
0

(� 3)2: (5.12)

Bianchi III Les solutions auto-duales pour Bianchi III sont forcément de rang 1.
Si a 6= r alors la solution est donnée par

ds2 =
F (t)

32c4
0 cosh4

�
t � t �

� dt2 +

�
K t � 1

�
tanh

�
t � t �

�
� K

c2
0

(� 3)2

+
g1(t)
F (t)

(� 1)2 +
g2(t)
F (t)

(� 2)2 + 2
g3(t)
F (t)

� 1 � 2; (5.13)

où nous avons introduis les fonctionsF (t), g1(t), g2(t) et g3(t) données par

F (t) = 8 c2
0 cosh

�
t � t �

�
�
�
K t � 1

�
sinh

�
t � t �

�
� K cosh

�
t � t �

�
�
;

g1(t) = ( K 2 + 1) cosh
�
2(t � t � )

�
+ 2 K sinh

�
2(t � t � )

�
+ 2K 2 t2 + K 2 � 1;

g2(t) = ( K 2 + 1) cosh
�
2(t � t � )

�
� 2K sinh

�
2(t � t � )

�

+2K 2 t2 � 8K t + K 2 + 7;

g3(t) = ( K 2 � 1) cosh
�
2(t � t � )

�
+ 2 K 2 t2 � 4K t + K 2 + 1: (5.14)

La solution aveca = r est donnée par

ds2 =
L (B � 1)

4
tanh(t)
cosh2(t)

dt2 + L (B � 1) tanh(t)
�
� 3

� 2

+
L

4 (B � 1)

n �
2B 2 csch(2 t) + tanh( t)

� �
� 1

� 2
+

� 2 [tanh(t) � 2B (B � 2)csch(2 t)] � 1 � 2

�
csch(2 t)(cosh(2t) + 2 ( B � 2)2 � 1

� �
� 2

� 2
o

: (5.15)

Bianchi VI 0 La métrique générale de rang� , auto-duale, est donnée par :

ds2 = sin(2 t)
e2 � Z t

c2
0

�
dt2 +

�
� 3

� 2
�

+ tan( t)
�
� 1

� 2
+ cot( t)

�
� 2

� 2
; (5.16)

où t 2 [0; �= 2].

Bianchi VII 0 La métrique générale de rang� , auto-duale, est donnée par :

ds2 = sinh(2 t)
e2 � Z t

c2
0

�
dt2 +

�
� 3

� 2
�

+ tanh( t)
�
� 1

� 2
+ coth( t)

�
� 2

� 2
(5.17)

On observe également que la limite à grandt de la solution de rang1 donne
une autre solution des équations d'auto-dualité donnée par

ds2 = c2
0 e2(1+ Z )t

�
dt2 +

�
� 3

� 2
�

+
�
� 1

� 2
+

�
� 2

� 2
: (5.18)
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Bianchi VIII Il n'y a que la solution de rang 0 :

ds2 =
P � 1=2

4
dx2 + P1=2

�
(� 1)2

x1 � x
+

(� 2)2

x2 � x
+

(� 3)2

x

�
(5.19)

avecP = ( x1 � x)(x2 � x)x où x1, x2 sont positifs et0 � x � minf x1; x2g.

Bianchi IX Nous avons des solutions à la fois de rang0 (équations deLagrange)
et de rang 3 (équations deDarboux-Halphen). Ces solutions ont été présentées et
étudiées avec de nombreux détails dans le chapitre précédent.

Dans la publication 5 nous donnons toutes les étapes de cette classi�cation.
nous n'avons pas souhaité les introduire ici pour alléger le débat. Une extension
naturelle de ce travail serait de considérer des espaces homogènes plus généraux ou
bien d'inclure la constante cosmologique. Une extension triviale serait de considérer
une métrique de signature(� � ++) où Bianchi VIII jouerait alors un rôle analogue
à celui de Bianchi IX dans notre cas.

Les espaces homogènes auto-duaux obtenus ci-dessus sont des foliations d'es-
paces de dimension 3 et véri�ent des équations d'auto-dualité bien précises. On peut
écrire un de ces espaces de la formeR � M 3. Dans la section suivante, on montre
qu'en général, on peut associer simplement à toute variétéM 3 une autre variété,
N3(M 3), telles que les équations du �ot de Rici (éventuellement légèrement modi�é)
de la variété N3(M 3) redonnent les équations d'auto-dualité de l'espaceR � M 3.
Nous montrons, qu'à une exception près, nous pouvons réinterpréter les solutions
auto-duales ci-dessus à l'aide de �ots de Ricci.

2 Espaces homogènes auto-duaux et �ots de Ricci

2.1 Posons le problème...

Nous avons décris dans le chapitre précédent di�érents espaces homogènes
auto-duaux. Ils ont tous la particularité d'être obtenus pour une variété quadridi-
mensionnelle, homogène, et associée à l'algèbre de Bianchi IX. Un espace auto-dual,
solution des équations d'Einstein dans le vide dans l'euclidien, est une solution réelle
(par opposition à complexe) mais parfois très compliquée à trouver. En e�et, les équa-
tions d'Einstein sous-jacentes sont du second ordre. Pour simpli�er, il est possible
d'imposer des symétries supplémentaires a�n de réduire le nombre de degrés de li-
bertés, c'est pourquoi les solutions axisymétriques d'Eguchi-Hanson et Taub-Nut ont
été trouvées avant les solutions anisotropes. Nous allons voir dans ce chapitre qu'il
est possible de décrire certains espaces auto-duaux par des équations bien connues
des mathématiciens car obtenues à partir de �ots géométriques.

Nous supposerons que l'espace-temps euclidien est en quatre dimensions, et
obtenu par foliation d'un espace de dimension trois. Les di�érentes copies de cet es-
pace de dimension trois lorsque le temps évolue sont appelées desfeuillets d'espace.
Sur chaque feuillet, un groupe de symétrie de dimension au moins 3 est supposé agir
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transitivement : nous imposons alorsl'homogénéité. Nous ne requérons aucune hypo-
thèse de symétrie supplémentaire. L'extension de l'étude menée dans les publications
4 et 5 aux espaces inhomogènes est un projet intéressant qui mérite développements.

Les espaces qui nous intéressent peuvent se construire à partir des algèbres
tridimensionnelles qui ont été classi�ées par Bianchi dans [37] et revus (en rendant
la présentation plus moderne) par Taub [53]. De nombreux résultats, obtenus par
exemple par [54] et [36], ont été obtenus concernant les propriétés de ces variétés
homogènes le long de �ots géométriques comme le �ot de Ricci

dgij

dt
= � Rij : (5.20)

Dans ce projet, nous avons été amené à modi�er légèrement ce �ot pour rendre notre
classi�cation plus aboutie. Cette modi�cation, comme on le verra, consiste à ajouter
un terme de connexion de jauge au tenseur de Ricci.

Nous allons chercher à comprendre comment le comportement des espaces
homogènes en trois dimensions étudiés ici, sous des �ots géométriques, est relié
au comportement des espaces auto-duaux en quatre dimensions obtenus en foliant
simplement les variétés homogènes de dimension trois précédentes. On peut tenter
de justi�er cette approche de plusieurs façons.

� Tout d'abord, il y a dans la notion d'espace auto-dual celle d'évolution d'une
solution euclidienne des équations d'Einstein par rapport à une variable tem-
porelle : le temps euclidientE . Dans la notion de �ot géométrique, il y a aussi
la notion d'évolution d'une variété sous l'e�et d'un paramètre, le paramètre
d'évolution du �ot Tf . Parfois les �ots géométriques sont des approximations
de �ots de renormalisation (d'échelle de renormalisation� ). Nos résultats
peuvent permettre de mieux comprendre le lien entre les deux échellestE et
� , et plus généralement entre les paramètrestE et Tf .

� Il y a ensuite cette théorie non relativiste de la gravitation d'Hor�ava [17].
Nous donnerons plus de détails sur cette théorie dans la section 4 de ce cha-
pitre. L'idée de base est de considérer notre espace-temps quadri-dimensionnel
comme ayant une direction temporelle privilégiée et possédant la forme d'une
foliation de surfaces en trois dimensions (hypothèses similaires aux espaces
auto-duaux considérés ici). La dynamique de ces feuillets d'espace est décrite
par un �ot géométrique mélangeant les tenseurs de Ricci et de Cotton. Ce
type de �ot est étudié avec beaucoup de détails dans les publications 6 et 7.

Avant de partir dans un exposé moins qualitatif, mentionnons que dans la
publication 4 nous avons également entrevu le cas d'une constante cosmologique
non nulle, � 6= 0 ; mais pour des raisons diverses nous n'avons pas souhaité inclure
pleinement ce cas dans ce rapport. Globalement on peut dire que toute l'étude
faite dans cette section et la suivante peut s'étendre avec beaucoup de problèmes
supplémentaires au cas de l'auto-dualité de la deux-forme de Weyl et non plus celle
de Riemann. On donnera de temps en temps quelques remarques sur le cas� = 0 ,
sans toutefois trop entrer dans le vif du sujet1.

1Les résultats obtenus sont d'ailleurs préliminaires.
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Notons également que nous avons le choix de travailler avec des formes auto-
duales ou anti auto-duales. Un tel choix n'est que pure convention évidemment et
nous choisissons de travailler avec la convention d'auto-dualité qui sur une deux-
forme X ab s'énonce

� X ab =
1
2

� cd
ab X cd = X ab: (5.21)

Le groupe d'homéomorphismes de la variété de dimension trois, foliée par le temps
dans le cas de l'espace auto-dual, ou évoluant sous l'e�et d'un �ot géométrique dans
le cas éponyme, est notéGhom.

Lorsque la courbure de Riemann est auto-duale, il en va de même pour la
connexion de spin à une transformation de repère locale près à valeur dansSU(2) �
SO(4) �= SU(2)sd 
 SU(2)asd, compatible avec la foliation.2. L'ensemble des trans-
formations locales agissant sur la connexion de spin est donné par les plongements
non équivalents deGhom dans SU(2). Ces transformations ont la remarquable pro-
priété de ne pas être dépendantes du temps, contrairement au cas où� 6= 0. C'est
cette absence de dépendance en le temps qui rend le problème globalement plus
facile. A�n d'illustrer cette histoire de plongements de groupes, utilisons le chapitre
précédent pour le cas de Bianchi IX et remarquons que les deux solutions axisymé-
triques, Eguchi-Hanson et Taub-Nut, correspondent aux deux façons évidentes de
plongerGhom = SU(2) dansSO(4) � SU(2) � SU(2) (respectivement le plongement
non-trivial et le plongement trivial).

Le principe même de foliation permet de mettre en valeur la décomposition
SU(2)sd 
 SU(2)asd de SO(4) qui est à la base du succès de notre entreprise. Les
équations du premier ordre résultant de l'auto-dualité de la connexion de spin sont
les équations d'un �ot géométrique très simple mélangeant le �ot de Ricci et une
connexionSU(2). Cette combinaison que l'on va voir dans la suite permet de créer
le gradient qui transporte l'information du �ot de la métrique tri-dimensionnelle.
Quand cette connexionSU(2) s'identi�e avec la connexion de spin, le �ot n'est pas
de Ricci, mais presque (voir la suite), alors que quand le plongement de départ est
trivial (annulation de la connexion SU(2)), le �ot est de Ricci. Bien que la discus-
sion paraisse simple, il n'est pas évident que tous les groupes de Bianchi amènent à
des variétés de dimension trois permettant toute cette gymnastique. Nous montrons
dans la suite que les seuls groupes de Bianchi qui permettent de plongerGhom par-
tiellement ou totalement dansSU(2)(a)sd � SO(4) sont les groupes de Bianchi I, II,
VII h=0 et IX.

Nous présentons la classi�cation dans la suite de cette section et analysons les
résultats obtenus pour Bianchi IX avant de présenter les autres cas qui fonctionnent
dans la section suivante. Nous verrons également des subtilités supplémentaires pour
les algèbres Bianchi VI� 1 et VIII. L'extension de cette classi�cation au cas non-
unimodulaire est un problème intéressant mais qui apparaît di�cile.

2Pourquoi SO(4) au lieu de O(4) ? voir la publication 4.
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2.2 Notre classi�cation

Nous considérons des espaces-temps quadri-dimensionnels admettant des sec-
tions spatiales homogènes. Pour simpli�er la discussion nous considérons une mé-
trique diagonale (pour les algèbres de Bianchi considérées ici, il existe toujours une
base où cette approximation est consistante, [38]. La métrique est alors prise de la
forme

ds2 = d t2 +
X

i

�
 i � i

� 2
(5.22)

où les i (t) sont des fonctions à déterminer et lesf � i ; i = 1; 2; 3g sont les formes de
Maurer-Cartan deGhom. Ces formes obéissent à

d� i =
1
2

C i
jk � j ^ � k ; (5.23)

où les vecteurs duauxei (� i (ej ) = � i
j ) forment une algèbre avec les relations de

commutation
[ei ; ej ] = � C i

jk ek : (5.24)

Les vecteurs de Killing� i génèrent le groupe d'isométrieGhom et satisfont à

[� i ; � j ] = C i
jk � k : (5.25)

Nous utilisons un repère orthonormal en quatre dimensionsf � a; a = 0; : : : ; 3g où

ds2 = � ab� a� b = gij � i � j : (5.26)

Les équations de structure de Cartan pour une métrique et une connexion sans
torsion ! a

b sont
! ab = � ! ba; d� a + ! a

b ^ � b = 0; (5.27)

alors que la deux-forme de Riemann s'écrit

R a
b = d ! a

b + ! a
c ^ ! c

b �
1
2

Ra
bcd�

c ^ � d; (5.28)

et satisfait à l'identité de Bianchi

R a
b ^ � b = 0: (5.29)

La un-forme de Ricci est quand à elle donnée par

R b = R a
b (ea) = Rbc� c; (5.30)

où Rbc sont les composantes du tenseur de Ricci. Pour les espaces considérés (mé-
trique (5.22)), la base orthonormale naturelle est� 0 = d t et � i =  i � i , donnant lieu
à

d� 0 = 0; d� i =
_ i

 i
� 0 ^ � i +

1
2

 i

 j  k
ci

jk � j ^ � k : (5.31)

La un-forme de connexion a pour composantes

! i
0 =

_ i

 i
� i (5.32)
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et

! i
j =

1
2 1 2 3

��
 2

i C i
jk �  2

k Ck
ij �  2

j C j
ik )

�
� k + 2 i  kC i

ji � i � 2 j  kC j
ij � j

�
(5.33)

où l'indice k n'est pas sommé et les indicesi , j et k prennent des valeurs di�érentes.
L'action d'Hilbert-Einstein peut être exprimée comme

S = �
1

32�G

Z

M 4

� abcd

�
R ab �

�
6

� a ^ � b

�
^ � c ^ � d; (5.34)

où � est la constante cosmologique. Cette action est un extremum quand
�

R ab �
�
3

� a ^ � b

�
^ � c� abcd = 0: (5.35)

Nous pouvons alors introduire la deux-forme de Weyl, on-shell,

W ab = R ab �
�
3

� a ^ � b �
1
2

W ab
cd�

c ^ � d (5.36)

et sa forme duale
~W ab =

1
2

� ab
cdW

cd: (5.37)

Les équations du mouvement (5.35) donnent alors

~W c
d ^ � d = 0: (5.38)

Une condition su�sante pour que (5.38) soit véri�ée est

~W ab = �W ab; (5.39)

comme conséquence de l'identité de Bianchi (5.29). Les équations (5.39) sont du
second ordre, mais des équations du premier ordre peuvent être obtenues en consi-
dérant la connexion de spin. Cette connexion de spin et la forme de courbure appar-
tiennent à la représentation antisymétrique6 de SO(4). Sous une rotation locale de
SO(4) du repère orthonormal

� a0 = � � 1 a
b�

b; (5.40)

elles se transforment selon

R a0
b = � � 1 a

cR
c
d� d

b; (5.41)

W a0
b = � � 1 a

cW
c
d� d

b (5.42)

et
! a0

b = � � 1 a
c!

c
d� d

b + � � 1 a
cd� c

b: (5.43)

En décomposantSO(4) commeSU(2)sd 
 SU(2)asd, les formes ci dessus à valeurs
dansSO(4) peuvent se décomposer en parties à valeurs dansSU(2)(a)sd . Nous avons
aussi (6 = ( 3sd; 3asd)) :

$ a
bj(a)sd =

1
2

($ a
b � ~$ a

b) (5.44)
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où
~$ ab =

1
2

� ab
cd$

cd; (5.45)

$ signi�e ! , R ou W et le signe+ est associé à la représentation auto-duale. En
utilisant cette décomposition, nous pouvons décomposer la dynamique sur deux un-
formes, vecteurs deSU(2)(a)sd : ! a

bjsd et ! a
bjasd. Nous les notons comme

! 0
1

�
�
asd

= ! 3
2

�
�
asd

= A1; ! 1
0

�
�
sd

= ! 3
2

�
�
sd

= � 1;
! 0

2

�
�
asd

= ! 1
3

�
�
asd

= A2; ! 2
0

�
�
sd

= ! 1
3

�
�
sd

= � 2;
! 0

3

�
�
asd

= ! 2
1

�
�
asd

= A3; ! 3
0

�
�
sd

= ! 2
1

�
�
sd

= � 3:
(5.46)

Jusqu'à la �n de cette section nous travaillons principalement avec l'auto-dualité de
la 2-forme de Riemann3. Nous pouvons toujours nous ramener localement àA i ! 0
ou � i ! 0, et la loi de transformation de la formeA dé�nie en (5.46), sousSU(2)asd �
SO(4), est donnée par (5.43). Une connexion anti auto-duale de pure jauge est
nécessairement de la forme� d�� � 1. Elle dé�nie alors un triplet de générateurs de
SU(2) réalisés par les formes� i apparaissant dans (5.22, 5.23) :

A i =
1
2

� i � i ; i = 1; 2; 3: (5.47)

Nous avons introduit un lot de paramètres� i pouvant prendre les valeurs 0, 1 ;
dépendant des formes de Maurer-Cartan deSU(2)asd, si elles peuvent se réaliser en
les � i (� i = 1) ou non (� i = 0). La solution � 1 = � 2 = � 3 = 0 revient à imposer
l'auto-dualité dans le repère considéré, alors que dans les autres cas, l'auto-dualité est
obtenue après une transformation deSU(2)asd appropriée. Comme mentionné plus
haut, les valeurs des paramètres� i dépendent du plongement deGhom dansSU(2).
Si aucun plongement n'est possible, comme pour le cas de Bianchi VIII, alors seule
la solution � i = 0 est autorisée. Du point de vue de l'espace auto-dual, les� i sont des
constantes d'intégration venant du passage des équations d'auto-dualité du second
ordre aux intégrales premières du premier ordre. Les relations que doivent satisfaire
ces constantes sont données par les trois équations de contraintes associées.

Si nous avions une constante cosmologique non nulle, il su�rait alors de rem-
placer la connexionA i par

A i =
1
2

� i (t)� i ; i = 1; 2; 3: (5.48)

Dans ce cas ci, nous aurions un couplage des fonctions i aux fonctions� j , et notre
solution auto-duale pour la deux-forme de Weyl serait donnée par les nouvelles
équations (en plus des équations du premier ordre sur les j standard)

_� i +
� c

3
 i = 0; i = 1; 2; 3 (5.49)

et
� i C i

jk + � j � k +
� c

3
 j  k = 0 (5.50)

(i; j; k permutation cyclique de1; 2; 3, pas de sommation suri ).

3La classi�cation des algèbres de Bianchi avec tous les outils nécessaires est donnée dans l'annexe
B.
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Liens avec les �ots géométriques

Nous considérons les mêmes espaces-temps en quatre dimensions que ceux
étudiés plus haut, et nous nous intéressons plus particulièrement à leurs feuillets
tri-dimensionnels décris par la métrique

ds2
3D =

X

i

 2
i (� i )2 =

3X

�;� =1

g�� � � � � : (5.51)

Cette métrique est celle d'un espace de dimension trois,M 3. A cet espace associons
la variété N3(M 3) dont la métrique est

ds2
3D;N 3

=
X

i

~ i (� i )2 =
3X

�;� =1

~g�� � � � � : (5.52)

Nous utilisons ensuite un �ot de Ricci modi�é donné par

d~g��

dt
= ~R�� [~g] + A � A � (5.53)

ou pour le cas diagonal considéré ici :

d~ i

dt
= ~Rii [~g] + A2

i : (5.54)

La connexionA est une pure jauge et ses composantes� i sont des constantes et
satisfont les contraintes (5.58). Avec nos conventions en annexe B, les constantes de
structure des algèbres unimodulaires ont la propriétéC i

jk = 0 quand i = j ou i = k.
Par conséquent, les équations de �ot obtenues de (5.54) peuvent s'écrire comme

_~ i

~ i
= �

3X

j;k =1

1
4~ 1~ 2~ 3

�
C i 2

jk ~ 2
i � 2C j 2

ki ~
2
j + 2C j

ki Ck
ij ~ j ~ k

�
+

1
2

� ijk ~ j ~ kA2
i ;

� ijk = 1 : (5.55)

De façon similaire, les équations d'auto-dualité associées à l'espaceM 3 de métrique
(5.51) (avec constante cosmologique� ) peuvent s'écrire comme

_ i

 i
=

3X

j;k =1

� ijk

2 1 2 3

�
�

C i
jk

2
 2

i +
1
2

(C j
ki  2

j + Ck
ij  2

k ) + � i  j  k

�
; � ijk = 1;(5.56)

_� i = �
�
3

 i ; i = 1; 2; 3 (5.57)

avec les contraintes
� i C i

jk = � � j � k �
�
3

 j  k ; � ijk = 1: (5.58)

Dans le cas où� = 0 , en utilisant l'annexe B, les équations (5.55) et (5.56) sont les
mêmes pour les algèbres de Bianchi I, II, VII0 et IX. Pour les algèbres de Bianchi
VI � 1 et VIII, les équations d'auto-dualité de la métrique (5.22) sont les mêmes que
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celles du �ot de Ricci associées à la métrique (5.52) de la variétéN3, où ~ j = � j et
� = � 1 dépendant dej et des conventions.4. Pour les algèbres de Bianchi I, II, VII0
et IX, (5.55) montre que le �ot de Ricci pur (A i = 0) sélectionne la branche non
triviale de l'espace auto-dual correspondant (i.e.(� 1; � 2; � 3) 6= (0 ; 0; 0)) quand

9 j 6= k 6= i 6= j tel que C i
jk Ck

ij 6= 0; (5.59)

soit pour les algèbres VII0 et IX. Pour les deux autres cas, le �ot de Ricci pure
sélectionne la branche triviale. Dans chaque cas, les autres branches sont facilement
obtenues en jouant sur la connexion de pure jaugeA i . Dans le paragraphe suivant
nous donnons l'exemple de Bianchi IX avant de traiter les autres algèbres unimodu-
laires dans la section suivante.

Cas de SU(2)

Nous avonsGhom = SU(2). Les équations de l'auto-dualité, (5.48,5.49,5.50)
donnent

_ 1 =
( 2 �  3)2 �  2

1

2 2 3
� � 1 + 1; _� 1 = �

�
3

 1;

_ 2 =
( 3 �  1)2 �  2

2

2 3 1
� � 2 + 1; _� 2 = �

�
3

 2;

_ 3 =
( 1 �  2)2 �  2

3

2 1 2
� � 3 + 1; _� 3 = �

�
3

 3;

(5.60)

et

� i = � j � k +
�
3

 j  k (5.61)

(i; j; k permutation cyclique de1; 2; 3). Nous posons� = 0 . Deux branches di�érentes
existent alors dans les équations ci-dessus. La première est obtenue avec� i = 0
(annulation de la partie anti auto-duale de la connexion de spin). Les équations
(5.60) peuvent être résolues et donnent les solutions axisymétriques ( 1 6=  2 =  3),
Eguchi�Hanson I et II [55, 56]. Une solution totalement anisotrope est également
possible et donnée par [44]. La seconde branche correspond à� i = 1 (seule solution
possible par symétrie). Ici, la partie anti auto-duale de la connexion de spin est une
pure jauge et re�ète le fait queGhom � SU(2) avec un unique plongement dans
SU(2)asd. Une fois de plus, le système est intégrable et donne la solution de Taub-
Nut et celle d'Halphen�Atiyah�Hitchin [46, 47] (solution régulière). Plus de détails
sur ces deux solutions peuvent être trouvés dans le chapitre introductif précédent.

Le point le plus remarquable de notre travail est que les équations (5.60) et
(5.61), décrivent aussi l'évolution d'une famille de surfaces de Bianchi IX sous �ot
géométrique. Considérons une telle famille avec la métrique (5.52) où les i sont
fonctions d'un paramètret (qui n'a plus rien d'une coordonnée, c'est le paramètre
d'évolution le long du �ot). Comme annoncé plus hautla solution euclidienne auto-
duale est équivalente à celle donnée par le �ot de Ricci pur. Ceci est vrai lorsque la

4Il est immédiat de voir, pour des raisons dimensionnelles, pourquoi la métrique du feuillet
tri-dimensionnel doit être la racine carrée de celle de l'espace-temps en quatre dimensions
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connexion de spin anti auto-duale de l'espace auto-dual est une pure jauge,� i = 1,
soit dans le cas de Taub-Nut. Pour tout autre cas, le �ot géométrique décrivant
l'évolution de la surface tri-dimensionnelle correspondante n'est pas le �ot de Ricci
pur, un champ de jaugeSU(2) étant couplé au système :

A i = � � i : (5.62)

2.3 Les autres algèbres unimodulaires de la classi�cation

On donne les résultats sans commentaires particuliers, l'intérêt de cette partie
est de montrer que Bianchi IX n'est pas un cas isolé, mais que l'on peut avoir
des phénomènes similaires pour d'autres algèbres de Bianchi. Pour les expressions
explicites des formes de Maurer-Cartan et des constantes de structure, voir l'annexe
B.

Bianchi I Dans ce casGhom est isomorphe au groupe des translations en dimension
3, T3. Les équations d'auto-dualité sont données par

_ 1 = � � 1 + 1; _� 1 = �
�
3

 1;

_ 2 = � � 2 + 1; _� 2 = �
�
3

 2;

_ 3 = � � 3 + 1; _� 3 = �
�
3

 3;

et

� j � k = �
�
3

 j  k (5.63)

(ijk permutation cyclique de1; 2; 3). Si � = 0 , la solution triviale � i = 0 implique
_ i = 0, qui est aussi l'équation triviale de �ot de Ricci de Bianchi I. La branche non
triviale

9!j; � j 6= 0 et � k6= j = 0 (5.64)

peut être obtenue avec une connexion de jaugeSU(2) appropriée.

Bianchi II C'est l'algèbre d'Heisenberg. Les équations d'auto-dualité sont

_ 1 =
�  2

1

2 2 3
� � 1 + 1; _� 1 = �

�
3

 1;

_ 2 =
 2

1

2 3 1
� � 2 + 1; _� 2 = �

�
3

 2;

_ 3 =
 2

1

2 1 2
� � 3 + 1; _� 3 = �

�
3

 3;
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et

� 1� 2 = �
�
3

 1 2;

� 1� 3 = �
�
3

 1 3;

� 1 = � 2� 3 +
�
3

 2 3:

(5.65)

Si � = 0 , (5.65) implique qu'outre la solution triviale � i = 0, il existe une solution
non triviale donnée par

9j 6= 1; � j 6= 0 et � k6= j = 0: (5.66)

Dans ce cas, le �ot de Ricci donne les équations correspondant au cas trivial� i = 0.
Les branches non triviales décrites par� i 0 6= 0; � i 6= i 0 = 0 pour i 0 = 2; 3, peuvent être
obtenues à partir d'un �ot de Ricci modi�é comme pour Bianchi I.

Bianchi VII 0 C'est l'algèbre de Lie du groupe de symétries du plan. Les équations
d'auto-dualité sont données par

_ 1 =
 2

1 �  2
2

2 2 3
� � 1 + 1; _� 1 = �

�
3

 1;

_ 2 =
 2

2 �  2
1

2 3 1
� � 2 + 1; _� 2 = �

�
3

 2;

_ 3 = �
( 1 +  2)2

2 1 2
� � 3 + 1; _� 3 = �

�
3

 3;

(5.67)

et

� 1 = � � 2� 3 �
�
3

 2 3;

� 2 = � � 1� 3 �
�
3

 1 3;

� 1� 2 = �
�
3

 1 2: (5.68)

Quand � = 0 nous avons la solution triviale� i = 0 alors qu'il existe une solution
non triviale donnée par

� 3 6= 0; � 1;2 = 0: (5.69)

C'est cette branche non triviale qui est sélectionnée par le �ot de Ricci. La branche
triviale est obtenue par le �ot de Ricci modi�é standard ici.

Nous avons obtenu bien d'autres résultats, en commençant par la généralisation
de cette étude au cas� 6= 0. Pour plus de détails, voir les publications 4 et 5.

Dans la suite nous parlons d'une autre utilisation des �ots géométriques en
physique : l'étude de la théorie d'Hor�ava-Lifshitz. Nous avons étudié cette théorie
en long et en large dans le cas où la condition de balance détaillée est imposée.
Nous verrons dans la section suivante que de nombreux résultats nouveaux tant sur
la physique de la théorie que sur les mathématiques des �ots géométriques induits,
peuvent être obtenus.
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Fig. 5.1 � Principe de la décomposition ADM. On peut voir cette dernière comme
une généralisation du théorème de Pythagore, et on comprend mieux le sens physique
des di�érents termes de cette décomposition.

3 Théorie d'Ho°ava et �ots géométriques

La théorie d'Hor�ava est une théorie non relativiste de la gravitation, complète
dans l'UV. Ce dernier point est un grand succès de la théorie. La théorie des cordes
avait d'ailleurs pour but lors de son introduction et du début de son étude, de pro-
duire une théorie de la gravitation qui soit régulière dans l'UV. La raison principale
étant la nature étendue des cordes qui était censée éliminer les divergences UV qui
gênent considérablement toute approche de théorie des champs. La théorie d'Hor�ava
se distingue de la RG par le fait qu'elle n'est pas invariante sous le groupe des dif-
féomorphismes complet, mais au contraire sous un groupe réduit correspondant à la
décomposition ADM d'une métrique.

Décomposition ADM La �gure 5.1 illustre mes propos. Elle est tirée de [57]. La
décomposition est la suivante :

ds2 = � N (t; x )2dt2 + gij (dxi + N i dt)(dxj + N j dt): (5.70)

Dans cette décomposition nous avons introduit les fonctionsN (t; x ) et N i (t; x ).
L'action d'Hilbert Einstein d'espace-temps,

S =
Z

d4x
p

� gR; (5.71)

se réécrit alors comme

S3 =
Z

dt
Z

�
d3x

�
� ij _gij � N i H i � NH

�
; (5.72)

où nous avons introduit les variables

� ij =
p

g(K ij � gij K ); H i = � 2r j �
j
i ; H =

1
p

g
gij gkl (� ik � jl � � ij � kl ) �

p
gR: (5.73)

3. THÉORIE D'HO•AVA ET FLOTS GÉOMÉTRIQUES 97



CHAPITRE 5. FLOTS GÉOMÉTRIQUES ET SYSTÈMES GRAVITATIONNELS

Cette décomposition permet entre autre d'interpréter dans certains cas l'évolution
de l'Univers comme le mouvement d'une particule dans un potentiel. L'étude de ce
potentiel révèle des propriétés parfois très intrigantes sur l'Univers, ses conditions
initiales, � � � . De plus, on peut mettre l'action résultante sous la forme

S3 =
Z

dt
Z

�
d3x

�
� ij _gij � H (gij ; � kl )

�
; (5.74)

où la fonction H(gij ; � kl ) fait o�ce de densité hamiltonienne décrivant l'Univers. De
façon tout à fait naturelle, les équations d'Hamilton tirées de cette densité hamilto-
nienne doivent être les équations du mouvement de notre système.

On paramètre ensuite la métrique du feuillet d'espace,gij , comme étant dia-
gonale et donnée par

g11 = e� + +
p

3� � +
 ; g22 = e� + �
p

3� � +
 et g33 = e� 2� + +
 : (5.75)

On a alorsdet(g) = e3
 , le volume du feuillet d'espace. L'avantage de cette paramé-
trisation, par rapport à simplement gii =  i , est de mettre en valeur de nouveaux
points �xes dans les coordonnées(� � ; 
) qui ne sont pas présents dans les coordon-
nées i . Bien sur, ces nouveaux points �xes correspondent à des solutions précises
qui existent aussi avec la paramétrisation des i ; mais dans ce cas ci les i sont
dépendant du temps et ne tendent plus vers des constantes mais vers des fonctions
dépendant du temps et parfois compliquées.

Ces attracteurs n'apparaissent que lorsque le �ot étudié n'est pas normalisé
de sorte que le volume puisse évoluer. Ils sont très compliqués à déterminer, et il
est très di�cile de prétendre les avoir tous trouvés. Néanmoins, dans le cas où la
constante cosmologique� est nulle et pour une métrique axisymétrique, on prétend
les avoir tous trouvé tous ces attracteurs. D'après leur étude, il apparait que très
souvent, une paramétrisation de la métrique autre que les i les transcrit en termes
de points �xes du �ot, et non plus d'attracteurs compliqués.

Un avantage plus certain de la paramétrisation avec les(� � ; 
) est l'étude de
solutions à rebonds où le volume du feuillet d'espace diminue dans un premier temps
puis augmente ensuite. Nous parlons ici de solutions avec rebonds dans le cas de la
gravité d'Hor�ava pure, non pas dans le cas de la gravité d'Hor�ava avec la présence
de matière en plus.

Si on étudie la cosmologie d'un espace homogène, alors nous pouvons poser
N = 1 et N i = 0. Dans ce cas la discussion est simpli�ée et la densité hamiltonienne
est la suivante :

H (p� ; � � ) =
q

p2
+ + p2

� + W(� � ); (5.76)

où _� � = @H
@p�

et _p� = � @H
@��

.

Théorie d'HL Dans la théorie d'Hor�ava, sous une transformation de changement
d'échelle, le temps ne se comporte plus comme une dimension d'espace, au contraire
nous avons la transformation

t ! l3t; x ! lx: (5.77)
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C'est cette transformation particulière qui donne à la théorie son caractère non
relativiste. La théorie d'Hor�ava utilise la décomposition ADM d'une métrique où les
variables dynamiques sontN; N i et gij .

ds2 = � N (t; x )2dt2 + gij (dxi + N i dt)(dxj + N j dt): (5.78)

Sans entrer dans les détails, cette théorie qui est �nie dans l'UV (donc renorma-
lisable, ceci est du à la présence de termes impliquant le tenseur de Cotton) donne la
Relativité Générale dans l'IR. On a donc un moyen de modi�er la RG pour la rendre
�nie dans l'UV (la RG n'est maitrisée que dans l'IR, tout parait ainsi consistent).
Dans cette thèse nous n'avons pas cherché à véri�er si oui ou non la théorie d'Hor�ava
s'accorde avec l'expérience. De nombreux travaux ( [58] par exemple) ont montré
que l'absence de symétries aussi nombreuses qu'en RG entraine des problèmes avec
la théorie d'Hor�ava. Il existe un mode physique supplémentaire par exemple. On ne
retrouve également pas la solution de Schwarzschild.

L'action de la théorie d'Hor�ava est la somme d'un terme cinétique et d'un
terme de potentiel :S = SK + SV où

SK =
2
� 2

Z
dtd3x

p
gN(K ij K ij � �K 2); (5.79)

avec K ij = 1
2N ( _gij � r i N j � r j N i ) la courbure extrinsèque etK = gij K ij . La

Relativité Générale est retrouvée dans cette théorie pour� = 1. Pour l'action SV ,
Hor�ava a choisi une action obéissant à une condition debalance détaillée. Cette
action est donnée par

SV =
Z

dtd3x
p

gNV (5.80)

où (nous introduisons diverses constantes dans un souci de comparaison avec la
littérature, mais la plupart de ces constantes vont être absorbées par exemple dans
une redé�nition du temps)

V =
� 2

2w2
CS

C ij Cij �
� 2

wCS� 2
W

C ij Rij +

� 2

2� 4
W

�
Rij Rij �

4� � 1
4(3� � 1)

R2

�
+

� 2� W

2(3� � 1)� 4
W

(R � 3� W ) : (5.81)

La super-métriqueGij ;kl dépend d'un paramètrea priori arbitraire � , son inverse
est donnée par

Gij ;kl =
1
2

(gik gjl + gil gjk ) �
�

3� � 1
gij gkl : (5.82)

Une conséquence majeure de la présence dela condition de balance détailléeest que
les équations du mouvement se réduisent à des équations du premier ordre donnant
lieu à un �ot géométrique :

1
N

@tgij = �
� 2

� 2
W

�
Rij �

2� � 1
2(3� � 1)

Rgij +
� W

1 � 3�
gij

�
+

� 2

wCS
Cij : (5.83)
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Dans les publications 6 et 7 nous avons analysé ce �ot compliqué sous beaucoup
d'aspects. Ici, on se contentera de l'appliquer au cas de Bianchi IX. Après avoir
rappelé des résultats standards pour le �ot de Ricci normalisé (� = 1 ; � W = 0; � =
1 ), on parlera du �ot de Cotton pur et du cas beaucoup plus intéressant quand
� W = 0 uniquement. On s'attardera sur ce cas ci en étudiant en partie le cas d'un
�ot non normalisé (c'est à dire ne maintenant pas le volume constant). En�n, nous
donnerons quelques résultats sur le cas� W 6= 0, beaucoup plus compliqué bien
entendu.

Le fait de pouvoir écrire des équations du mouvement du premier ordre indique
des propriétés très particulières de la théorie d'Hor�ava, et même contradictoires ! En
e�et, on s'attendrait à obtenir des équations du second ordre, comme celles de la
RG, mais moins bien déterminées que celles de la RG, car on a moins de symétries
dans la théorie d'Hor�ava avec un groupe de di�éomorphismes particulier comparé à
la RG. Cependant c'est le contraire qui se passe, nous avons des équations mieux
déterminées car du premier ordre ! On a besoin de moins de conditions initiales !
Ceci est évidemment dû à cette intrigantecondition de balance détailléequi n'est pas
sans rappeler une condition d'auto-dualité en gravitation relativiste standard. Il faut
cependant garder à l'esprit que lacondition de balance détailléedonne des équations
du premier ordre, solutions des équations du second ordre dans le Lorentzien, alors
que l'auto-dualité donne des équations du premier ordre solutions de celles du second
ordre dans l'euclidien.

Les di�érents travaux qui ont eu lieu sur la théorie d'Hor�ava ont montré que
pour qu'elle soit plus proche de la vérité expérimentale, il fallait oublier cettecondi-
tion de balance détaillée. Nous augmentons dans ce cas la complexité des équations
du mouvement, mais nous ne traitons pas ce cas ici.

Lors de l'étude du �ot géométrique (5.83), nous avons introduis, en suivant [50],
une méthode graphique de visualisation des di�érents résultats assez intéressante.
Cette méthode permet une étude plus complète et enrichissante.

Dans cette section, nous développons certains résultats obtenus dans la publi-
cation 7. A�n d'éviter un rapport trop long et trop catalogue, on omettra volon-
tairement d'autres résultats. En particulier on ne dira quasiment rien à propos de
l'approche canonique à la théorie d'HL, sujet de la publication 6, et nous ne men-
tionnerons que l'étude de Bianchi IX. Pour plus de détails, voir les publications 6 et
7.

3.1 Flot de Ricci+Cotton normalisé

Le �ot le plus général intervenant dans la théorie d'HL peut dans le cas d'une
métrique diagonale standard (g00 = N 2; gii =  i ) être considéré de la forme5

d i

dt
= � Rii +

�
� � 1

2

3� � 1

�

| {z }
�

R i +
� W

3� � 1
 i +

1
�

Cii : (5.84)

5Nous introduisons � = wCS
� 4

W
et redé�nissons le tempsdt ! dT = N� 2

� 4
X

dt.
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La relation entre � et � est illustrée par la �gure 5.2 Dans ce paragraphe nous allons

Fig. 5.2 � � (� )

nous restreindre à� W = 0 et � = 1
3 . Dans ce cas le �ot préserve le volume car

d'une part le tenseur de Cotton est sans trace (donc le �ot de Cotton préserve le
volume) et d'autre part la partie du �ot impliquant le tenseur de Ricci est également
sans trace lorsque� = 1

3 . L'avantage de ce type d'hypothèse est que l'on peut alors
se limiter à deux fonctions indépendantes sur trois initialement, nous posons alors
 3 = L 6

64 1  2
où L est une constante et 1;2 sont les deux variables indépendantes.

Nous considérons une variété de groupe deSU(2) décrite par la métrique

ds2 = Ndt2 +
X

i

 i � 2
i (5.85)

où les formes de Maurer-Cartan sont données en annexeB. Les composantes du ten-
seur de Riemann, de Cotton et le scalaire de courbure s'obtiennent par permutations
circulaires à partir de

R =
1

2 1 2 3

�
2 1 2 + 2 2 3 + 2 3 1 �  2

1 �  2
2 �  2

3

�
; (5.86)

R11 =
1

2 2 3

�
 2

1 � ( 2 �  3)2
�

; (5.87)

C11 = �
 1

( 1 2 3)
3
2

�
 2

1 (2 1 �  2 �  3) � ( 2 +  3) (  2 �  3)2�
: (5.88)

Lorsque� = 1 nous obtenons le �ot de Ricci normalisé tel qu'étudié par [36] par
exemple. Le �ot de Cotton pure a lui aussi été étudié dans le cas de Bianchi IX,
par [50]. Mettre les deux �ots en compétition au sein d'un même et unique �ot est
très intéressant car de nouveaux phénomènes vont apparaître.
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Il est commode de poser

 1 =
xL 2

4
;  2 =

yL2

4
;  3 =

L2

4xy
; (5.89)

ainsi que

� =
4

L2
T ; � =

wCSL
� 2

W
: (5.90)

Les équations à étudier dans le cas de Bianchi IX sont donc données par

dx
d�

=
1

�x 2y3

� �
1 +

�
3

xy + xy2
� �

1 � xy2
� 2

+
� �

3
+ x

� �
1 + xy2 � 2x2y

�
x3y2

�
; (5.91)

dy
d�

=
1

�x 3y2

� �
1 +

�
3

xy + x2y
� �

1 � x2y
� 2

+
� �

3
+ y

� �
1 + x2y � 2xy2

�
x2y3

�
: (5.92)

De manière générale nous ne savons pas intégrer ces équations en toute géné-
ralité. Ceci n'est possible que si� = 1 ou bien  1 =  2 par exemple. Cependant
l'étude du cas axisymétrique 1 =  2, bien qu'intéressante, est assez pédestre, et on
renvoie le lecteur à la publication 7 pour tous les détails. En fait nous allons voir que
l'on peut parfaitement étudier en grande partie le cas général de manière analytique.
L'idée est d'utiliser la théorie des systèmes dynamiques.

Il existe des solutions simples aux équations du �ot, lespoints �xes . Il peut y
en avoir de trois types : isotrope, axisymétrique et anisotrope. Nous montrons dans
la publication 7 qu'il n'en existe pas d'anisotrope, et nous classi�ons ces points �xes,
ce qui est reporté ici.

On notera (x; y) = ( x0; y0) un point �xe, si nous linéarisons autour de ce point

x(t) = x0(1 + �x (t)) ; y(t) = y0(1 + �y (t)) ; (5.93)

nous obtenons
d
d�

�
�x
�y

�
=

�
a b
c d

�
;
�

x
y

�
; (5.94)

où b = c = 0 et a = d = �
�

1 + 3
�

�
. Le système linéarisé est automatiquement

diagonalisé dans le sens oùb = c = 0. La stabilité de ce point �xe dépend alors de
� :

� 1 + 3
� > 0 ! f � < � 3 ou � > 0g : le point �xe isotrope est stable,

� 1 + 3
� < 0 ! � > � 3 : le point �xe isotrope est instable,

� � = � 3 : les e�ets du tenseur de Ricci et de celui de Cotton se compensent,
tous les points dans un voisinage du point �xe sont des points d'équilibre.
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On peut retrouver ce résultat en regardant le temps caractéristique d'isotropi-
sation � dans le cas du �ot de Ricci normalisé et dans celui du �ot de Cotton, nous
avons

� R =
1
4

; � C =
j� j
12

: (5.95)

Le point �xe isotrope est stable si et seulement si� R > � C quand � est négatif,
autrement dis, si le �ot de Ricci est su�samment rapide pour rendre le système
isotrope avant que le �ot de Cotton n'impose l'anisotropie. On retrouve alors les
mêmes résultats que ceux présentés plus haut.

Pour � négatif, nous avons d'autres points �xes : des points �xes axisymé-
triques. Étant donné que nous avons trois choix possibles pour l'axisymétrie, il n'est
pas curieux de trouver trois copies du même point �xe. Dans le plan(x; y) ces points
�xes sont situés

� sur la diagonale x = y avecx? =
q

� 3
� ,

� sur la branche x2y = 1 avecx? =
q

� 3
� ,

� sur la branche xy2 = 1 avecy? =
q

� 3
� .

Quand � = � 3, ces points �xes se confondent avec le point �xe isotrope.

Pour déterminer la stabilité de ces points �xes, nous devons une nouvelle fois
linéariser. Des propriétés de symétrie nous enseignent que nous pouvons nous limiter
au premier, sur la diagonalex = y. La linéarisation autour de ce dernier est alors
donnée par

d
d�

�
�x
�y

�
=

1
2

�
� 1 + � 2 � 1 � � 2

� 1 � � 2 � 1 + � 2

� �
�x
�y

�
(5.96)

où

� 1 =
2
3

r

�
�
3

� �
�

�
3

� 3
2

� 1
�

; (5.97)

� 2 =
2
3

r

�
�
3

" �
�

3
�

� 3
2

� 1

# "

4
�

�
3
�

� 3
2

� 1

#

: (5.98)

Les deux� i s'annulent quand � = � 3 alors que� 2 a une autre racine pour
� = � 6 3

p
2 � � 7:56. Par conséquent

� si � < � 6 3
p

2 : 0 < � i ,
� si � 6 3

p
2 < � < � 3 : � 2 < 0 < � 1,

� si � 3 < � < 0 : � 1 < 0 < � 2.

On constate ainsi que les trois points �xes axisymétriques ne sont jamais
stables : ils sont instables pour� < � 6 3

p
2 et point selle autrement.

Résumé Pour � > 0 il y a un unique point �xe, qui plus est isotrope et stable,
qui attire toutes les trajectoires en son voisinage (voir Fig. 5.3).

Pour � < 0 nous avons des points �xes axisymétriques ainsi qu'un point �xe
isotrope. Leurs propriétés de stabilité ont été étudiées et pour� = � 3 tous les
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Fig. 5.3 � Point �xe isotrope pour � > 0 (� = 2 ici).

points �xes coalescent. Les �gures 5.4,5.5,5.6 illustrent les propriétés de ces points
�xes pour diverses valeurs de� . On trouvera également dans la publication 7 des
détails concernant un point �xe complètement anisotrope quand� < � 6 � 21=3.

Fig. 5.4 � Points �xes pour � 3 < � < 0 (ici � = � 2).

Pour plus de détails concernant le �ot de Ricci+Cotton normalisé, voir la
publication 7.
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Fig. 5.5 � Points �xes pour � 6 � 21=3 < � < � 3 (ici � = � 5).

Fig. 5.6 � Points �xes pour � < � 6 21=3 (ici � = � 10).

3.2 Flot de Ricci+Cotton non normalisé

Dans le paragraphe précédent nous avons pu constater que malgré l'hypothèse
de volume préservé, le �ot global était relativement compliqué à décrire, il est facile
de comprendre que c'est encore plus le cas quand on relaxe l'hypothèse de conser-
vation du volume. Dans ce cas ci, l'hypothèse simpli�catrice qu'il convient de faire
est l'axisymétrie :  2 =  3. Des résultats sur le cas complètement anisotrope ont été
obtenus, mais nous n'en parlons pas ici.

Il y a deux types de �ots non normalises que l'on peut construire avec le �ot
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de Ricci et celui de Cotton, correspondant aux deux choix de paramètres

(� = 1 ; � 6=
1
3

); (� 6= 1 ; � 6= 0) : (5.99)

Curieusement, le premier type de �ot n'a pas été étudié dans la littérature. C'est
pourtant un exemple très simple de �ot non normalisé qui permet de poser les
conventions. On remarque ainsi que ce �ot, dans le cas de Bianchi IX, entraine
toujours l'isotropie, avec le volume qui diverge pour� > 1

3 et qui tend vers 0 pour
� < 1

3 . On ne peut pas avoir axisymétrie uniquement avec ce �ot, il faut un �ot plus
compliqué.

Si on considère le second type de �ot il est alors possible d'obtenir une variété
de phénomènes plus vaste. Comme le volume n'est plus conservé, les points �xes ne
sont plus qu'une partie des solutions possibles, d'autresattracteurs existent. A�n
d'éviter toute ambiguïté de terminologie, on dira qu'unattracteur est une classe de
solutions présentant des similitudes. Les points �xes sont des attracteurs au même
titre que des solutions ne tendant pas vers des constantes. Par exemple on verra
que la solution isotrope est un attracteur qui soit diverge soit tend vers 0 quandt
augmente.

Nous allons présenter les di�érents attracteurs obtenus pour le cas axisymé-
trique en insistant sur le fait que nous ne proposons pas ici de classi�cation. Une
telle classi�cation reviendrait à dire que suivant telles valeurs de� et � , telles valeurs
des conditions initiales, nous avons telle solution. Nous ne sommes pas loin d'un tel
résultat et laissons ceci pour un travail ultérieur.

Point �xe Demander _ i = 0 implique d'une part

� < 0; (5.100)

et d'autre part

 1 =
36
� 2

= 4 2 =  0
1: (5.101)

L'axisymétrie de ce point �xe est en accord avec le fait que� < 0. On pose ensuite
(où les ~ i sont des petites perturbations)~ 1 = �x

 0
1

et ~ 2 = �y
 0

2
et

 1(t) =  0
1 (1 + ~ 1(t)) ;  2(t) =

 0
1

4
(1 + ~ 2(t)) : (5.102)

Les équations linéarisées donnent

� _~ 1
_~ 2

�
= M

�
~ 1

~ 2

�
(5.103)

avec

M =

 
4(5� 6� )

3 0
1

4(� 8+6 � )
3 0

1
2(1� 12� )

3 0
1

2(2+12 � )
3 0

1

!

: (5.104)
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Les valeurs propres deM sont réelles pour� > 0 et complexes pour� < 0.
Elles sont données par

� � =
1 �

p
3�

36
� 2; � � =

1 � i
p

� 3�
36

� 2; (5.105)

respectivement.

La stabilité de ce point �xe est alors facile à étudier
� � < 0 ) Re(� � ) > 0 : il est instable ;
� � > 0 : il est instable si0 < � < 1

3 et point selle si� > 1
3 .

On constate que ce point �xe n'est jamais complètement stable, ce qui est cohérent
avec le fait que� < 0 et ce que l'on a vu plus haut.

Il est évident qu'il existe d'autres solutions que ce point �xe qui n'est jamais
stable. Dans la suite nous présentons les quatre solutions di�érentes que nous avons
obtenu dans la publication 7. On tient à préciser que beaucoup de travail numérique
a été nécessaire.

Autres attracteurs Nous avons trouvé un point �xe quand� < 0, mais que se
passe-t-il pour � > 0? De même, que se passe-t-il quand le point �xe n'est pas
stable (c'est à dire tout le temps) ? Le �ot tend alors vers un attracteur dépendant
explicitement du temps.

Attracteurs isotrope et quasi-isotrope Pour commencer supposons l'iso-
tropie :  i (t) =  0(t). Nous obtenons alors la solution (valable même pour le cas
� = 1 )

 0(t) =
3� � 1

2
t + ~ 0: (5.106)

Les composantes de la métrique s'annulent pourt = tv = 4~ 0
1� 3� . Quand � > 1

3 , le �ot
est dé�ni pour t > t v et le volume croît de zéro entv à l'in�ni pour des temps plus
longs. Au contraire, sit < t v, le �ot est dé�ni pour t < t v et le volume tend vers 0
en tv.

Nous pouvons ensuite linéariser les équations autour de cet attracteur en posant

 i (t) =  0(t) + � i (t) =  0(t) (1 + ~ i (t)) : (5.107)

Une nuance doit cependant être précisée. En e�et on étudie dans la suite des at-
tracteurs dépendant explicitement du temps, et une analyse perturbative de telles
solutions est relativement ambigüe. On se contentera du fait que les solutions pré-
sentées peuvent être obtenues comme de simples points �xes dans d'autres choix de
paramétrisation, et que la dépendance temporelle dans notre problème n'en est pas
un. Pour faciliter la discussion et éviter une multiplication des notations nous avons
choisi de ne pas parler des di�érentes paramétrisations donnant lieu à des points
�xes.
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� � > 1
3 .

Après su�samment longtemps, nous pouvons négliger~ 0, obtenant ainsi la
matrice simpli�ée

M (t) =
1

 0(t)

�
� 1+ �

2 1 � �
1� �

2 � �

�
: (5.108)

Dans cette approximation, on notera queM dépend seulement de� . Les
valeurs propres deM sont alors données par

� 1 = �
1

2 0(t)
et � 2 =

1 � 3�
4 0(t)

; (5.109)

qui sont toutes les deux négatives pour� > 1
3 . Les signes des valeurs propres

ne sont pas a�ectés car leurs dépendances temporelles sont factorisées et
de signes constants. L'attracteur isotrope apparaît donc comme stable pour
des petites �uctuations. Il est important cependant de mettre en exergue
le côté local de notre étude. En e�et on peut montrer numériquement qu'il
existe des exemples de solutions stables localement mais pas globalement.
Il y a encore une autre subtilité, tout aussi importante. En e�et on montre
que dans une large classe de paramètres,~ i (t) � 1, mais on ne dis rien sur
~ i (t) 0(t), qui peut croître ou décroître. Nous pouvons alors obtenir

~ {̂(t) / t ~� i ; ~� 1 =
2

1 � 3�
; ~� 2 = � 1: (5.110)

Par conséquent

� {̂(t) =  0(t)~ {̂(t) / t � i ; � 1 =
3 � 3�
1 � 3�

; � 2 = 0: (5.111)

Comme nous supposons ici� > 1
3 alors � 1 < 1. On peut alors voir sim-

plement que si� < 1, la di�érence  1(t) �  2(t) tend vers 0 et le système
est vraiment isotrope, alors que pour� > 1 cette di�érence diverge et l'on
obtient un attracteur quasi-isotrope. Il est isotrope dans le sens où 1

 2
! 1

mais axisymétrique dans le sens où 1 �  2 ! 1 . Pour distinguer ces deux
solutions on parlera d'attracteur isotrope dans le cas strictement isotrope
� < 1 et d'attracteur de type I pour l'attracteur quasi-isotrope. Notons éga-
lement que l'on pourrait dé�nir un attracteur de type Ibis pour � = 1 où il
est facile de montrer que 1(t) �  2(t) ! cst..

� � < 1
3 .

La solution isotrope asymptotique (5.106) est maintenant limitée au domaine
de dé�nition t < t v = 2~ 0

1� 3� . Autour de ce point particulier les équations
de perturbations peuvent se linéariser et nous obtenons~ 2 = � ~ 1

2 + C0 et
_ 1 / � 1

� . Maintenant c'est � qui apparaît dans la linéarisation, sans� . Pour
� > 0 (5.106) est stable alors que pour� < 0 c'est instable.

L'analyse ci dessus montre que si� < 1
3 l'attracteur isotrope apparaît si 0 < � ,

alors que pour1
3 < � , quelque soit� , l'attracteur isotrope est stable jusqu'à� = 1,

où l'attracteur de type I semble prendre le relais pour1 < � .
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Jusqu'à présent nous n'avons découvert que deux types d'attracteurs, et no-
tamment aucun attracteur axisymétrique non bizarre. Dans la suite de cette partie
nous présentons les deux autres attracteurs que nous avons découvert, et qui eux
sont totalement axisymétriques.

Attracteurs axisymétriques Les deux attracteurs que nous présentons ici
ont été trouvés numériquement avant de véri�er analytiquement certaines de leurs
propriétés. Il n'y a aucun doute sur leur existence et leur véracité. Cependant nous
ne comprenons toujours pas dans quelles gammes de conditions initiales, paramètres,
ces attracteurs apparaissent. Nous ne pouvons également pas certi�er que les quatre
attracteurs et le point �xe présentés ici et dans la publication 7 sont les seuls. S'il est
certain qu'il n'y a pas d'autres points �xes, nous ne pouvons pas a�rmer qu'il n'existe
pas d'autres attracteurs. Cependant, des calculs et des simulations numériques as-
sez poussées nous indiquent que nous avons très probablement une classi�cation
exhaustive. Nous présentons maintenant les deux attracteurs axisymétriques.

� Tout d'abord nous avons l'attracteur

 2(t) �

 

3


3
2
0

�
t +  0

2

! 1=6

;  1(t) �
 0

 2(t)2
; (5.112)

( 0 est une constante) nommé attracteur de typeII . Dans ce cas, le temps
est borné supérieurement partv = �  0

2 �

3
3
2

0

et  2;3 tendent vers 0 alors que 1

diverge. Le volume asymptotique, par contre, tend lui vers une constante :
V ! 16� 2p

 0.
� L'autre attracteur, nommé attracteur de type III , est donné par

 1(t) �
�
 0

1 � !t
� 2

;
 1(t)
 2

2(t)
�  0: (5.113)

L'ansatz (5.113) résout les équations asymptotiquement si

 0 = � 2

�
� � 1

2

� 2

et ! =
p

 0(1 � 3� ): (5.114)

Une nouvelle fois le temps est borné supérieurement partv =  0
1

! . Dans ce
cas le �ot se traduit par le fait que tous les i s'annulent mais à des taux
di�érents.

Pour plus de détails concernant le �ot avec� W = 0, consulter la publication 7.

3.3 Quelques résultats quand � W 6= 0

Dans ce cas il est quasiment impossible de trouver l'ensemble des attracteurs.
Par contre il est possible, dans l'hypothèse d'axisymétrie, de trouver l'ensemble des
points �xes.
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Point �xe isotrope Si on suppose 2 =  3 les équations du �ot deviennent alors

1
 1

d 1

dt
= �

p
 1

�  3
2
( 1 �  2) �

8� � 3
4(3� � 1)

 1

 2
2

+
2� � 1
3� � 1

1
 2

+
� W

3� � 1
; (5.115)

1
 2

d 2

dt
=

p
 1

2�  3
2
( 1 �  2) +

4� � 1
4(3� � 1)

 1

 2
2

�
�

3� � 1
1
 2

+
� W

3� � 1
: (5.116)

L'existence et la nature du point �xe dépendent de manière cruciale de� W ; � et � .
En particulier, � W > 0 permet un point �xe isotrope et un point �xe axisymétrique
alors que� W < 0 ne permet qu'un point �xe axisymétrique. Dans le cas� W = 0
nous avons trouvé un point �xe axisymétrique dans le paragraphe précédent.

Indépendamment de� nous avons un point �xe isotrope si� W > 0, correspon-
dant à une sphèreS3 de rayon2

p
� W :

 1 =  2 =  3 =
1

4� W
: (5.117)

En linéarisant autour de ce point �xe

 1(t) =
1

4� W
(1 + ~ 1(t)) ;  2(t) =

1
4� W

(1 + ~ 2(t)) ; (5.118)

Il est alors facile de montrer que pour� > 0 et � < � 6 � 21=3 ce point �xe est
absolument stable, alors que sinon il est point selle. En particulier, il n'est jamais
complètement instable.

Il existe ainsi des valeurs critiques� = 1=3 et � 2 = 36� W où � 1 et � 2 s'annulent
et séparent la stabilité de l'instabilité. Ces deux valeurs critiques sont très impor-
tantes dans la théorie d'HL. Par exemple, il a été montré que la cette théorie n'est
bien dé�nie quantiquement parlant que si� < 1

3 .

Point �xe axisymétrique Quand � W > 0 et � < 0 il y a un autre point �xe,
axisymétrique

 1 =
36� 2

(� 2 + 27� W )2 ;  2 =  3 =
9

� 2 + 27� W
: (5.119)

Si � W < 0 et � < 0 le même point �xe existe mais avec la restriction� 2 > � 27� W .
On remarquera que ce point �xe axisymétrique redonne celui que l'on a trouvé pour
� = 0 quand on remplace� W par 0 dans (5.119). Nous pouvons étudier les petites
�uctuations autour de la position d'équilibre en linéarisant selon

 1(t) =
36� 2

(� 2 + 27� W )2 (1 + ~ 1(t)) ;  2(t) =
9

� 2 + 27� W
(1 + ~ 2(t)) ; (5.120)

ce qui donne les équations_~ i = M j
i ~ j avec

M =
1

27(3� � 1)

�
(9� � 2)� 2 � 36� W (3� � 1) � (18� � 5)� 2 + 36�(6 � � 1)

� 1
2(9� � 5)� 2 + 27

2 � W (3� � 1) (9� � 4)� 2 � 36� W (3� � 2)

�
:

(5.121)
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Les valeurs propres deM sont alors

� � =
1

18(3� � 1)

h
2(3� � 1)� 2 � 27� W (2� � 1) �

p
�

i
; (5.122)

où

� = 6(3 � � 1)(2� � 1)� 4 � 72� W � 2(3� � 1)2 + 243� 2
W (12� 2 � 6� + 1) : (5.123)

Dans la publication 7 nous montrons que ce point �xe n'est stable que si� 6� 21=3 <
� < 0. De manière générale, une des conclusions de la publication 7 est qu'il est très
di�cile pour un point �xe axisymétrique d'être stable, plus que pour un point �xe
isotrope.

3.4 Approche canonique de la théorie d'HL

Dans la publication 6 nous étudions la théorie d'HL sur le modèle de l'Univers
Mixmaster introduis dans [59]. Cette étude revient à considérer l'action de la théorie
d'HL en utilisant le formalisme hamiltonien de la gravitation. On peut ainsi mettre
en exergue la présence d'un hamiltonien décrivant le modèle de gravitation considéré.
Cet hamiltonien peut ensuite être considéré comme celui d'une particule se déplaçant
dans un potentiel, inclus dans l'hamiltonien. L'étude de ce potentiel permet ainsi
d'étudier les propriétés de chaoticité de cette théorie de la gravitation. Nous n'en
dirons pas plus ici, voir pour cela la publication 6.
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Chapitre 6

Conclusions et ouvertures

Dans cette conclusion on ne présentera pas de résumé des chapitres précédents.
En e�et dans chacun d'eux on a pris soins de mentionner les di�érentes ouvertures
et pistes de ré�exion futures associées.

Ce très court chapitre est l'occasion de parler de pistes de recherches à venir
qui feraient suite à [11]. MOND est une phénoménologie de la gravitation introduite
par Milgrom [60] dans les années 1980. Elle suppose que l'équation fondamentale de
la dynamique de Newton est remplacée par la relation plus générale

�
�

a
a0

�
�! a = �

�!
r � N (6.1)

où a0 est une constante qui doit être �xée par les observations (de l'ordre de
10� 10m:s� 2) et � N est le potentiel de gravitation Newtonien. La fonction� est laissée
arbitraire, sauf aux limites de grande et petite accélération :

a � a0 ! � (x) � x;

a � a0 ! � (x) � 1: (6.2)

TeVeS est une tentative pour rendre MOND relativiste introduite par Bekenstein [61]
en 2004 et qui repose sur l'action générale

S =
Z

d4x
p

jgjL +
Z

d4x
p

jĝjL̂ (6.3)

où g est la métrique géométrique,̂g la métrique physique,L le Lagrangien de la
théorie et L̂ le lagrangien de matière. Nous avonsL = Lg + L s + L v où

Lg = �
1

16�G
R; L s = �

1
2

�
� 2h�� @� �@� � +

G
2l2

� 4F (kG� 2)
�

; (6.4)

L v = �
K

32�G

�
g�� g�� (B �� B �� ) +

2�
K

(g�� u� u� � 1)
�

: (6.5)

Nous avons introduis le tenseurh�� = g�� � u� u� où u� est un champ vectoriel, les
constantesl; k; K , les champs scalaires� et � , une fonction indéterminéeF et un
champ B �� = @u� � @u� . Le lien entre les deux métriques est alors donné par

ĝ�� = e2� g�� � 2u� u� sinh(2� ): (6.6)
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Certes cette action est compliquée et présente un certain nombre de paramètres
arbitraires, mais il est remarquable de pouvoir obtenir une version relativiste de
MOND.

Dans [11], bien avant cette thèse, nous nous sommes intéressés avec P. Fer-
reira, D. Motta et C. Skordis aux prédictions de TeVeS, une théorie relativiste de la
gravitation obtenant MOND et Newton dans sa limite non relativiste, à la cosmolo-
gie. Nous avions montré que par exemple les di�érents champs introduis dans TeVeS
pouvaient engendrer une constante cosmologique et permettre à l'Univers d'accélérer
après la domination par la matière. L'intérêt de TeVeS pour la physique était alors
des plus évidents : expliquer à la fois la matière noire et la constante cosmologique
dans l'Univers.

Soucieux de véri�er certaines prédictions de MOND et TeVeS, de nombreux
expérimentateurs ont cherché à étudier les prédictions de TeVeS pour la quantité et
la distribution de matière noire dans les amas de galaxies. Des résultats concernant
le Bullet Cluster [62] ont montré que TeVeS ne pouvait pas expliquer tous les phéno-
mènes dus à la matière noire. Dés lors beaucoup de voix se sont levées pour critiquer
une théorie qui avait seulement trois ou quatre ans d'âge : TeVeS.

De nombreux travaux, notamment dus à P. Ferreira et son équipe, voir [63]
par exemple, ont permis de montrer que TeVeS n'était qu'un exemple de théorie
relativiste généralisant MOND. Il est possible de construire ainsi des modèles plus
simples que TeVeS et présentant moins de degrés de liberté. Il convient de préciser
que toutes les expériences qui ont pu à un moment ou à un autre obtenir des résultats
contradictoires à ceux prévus par TeVeS sont des critiques de TeVeS, et non MOND.
L'objet de recherches futures devrait ainsi être l'obtention d'une théorie relativitse
de la gravitation incluant MOND et Newton, et ne possédant pas les problèmes de
TeVeS.

De très récents travaux dus à Milgrom [64] ont notamment illustré de telles
théories. Cependant ces théories présentent tellement d'arbitraire qu'il est très di�-
cile d'en tirer des prédictions. Il serait peut être plus judicieux de regarder du côté
des modi�cations de la description géométrique de l'espace-temps plutôt que du côté
de la modi�cation du contenu en champs de l'espace-temps.
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Annexe A

Savoir utiliser les fonctions
modulaires

Les résultats de cette annexe sont tirés de [?, 30] et ne présentent en aucune
façon un contenu exhaustif des fonctions modulaires de Dedekind et Jacobi entre
autre. Pour plus d'informations, se référer à [?, 30]. On a volontairement choisi de
présenter plus de résultats et détails que nécessaire.

1 Fonctions �

Pour a; b2 R nous introduisons lafonction elliptique de Jacobi

� [ab](� j� ) =
X

n2 Z

q
( n � a= 2) 2

2 e2i� (� � b=2)(n� a=2); (A.1)

où q = e2i�� . Il est fréquent en théorie des cordes d'utiliser ces fonctions évaluées en
� = 0, nous introduisons alors les notations de Jacobi/Erderlyi

� 1(� ) = � [11](0j� ); � 2(� ) = � [10](0j� ); � 3(� ) = � [00](0j� ); � 4(� ) = � [01](0j� ); (A.2)

Cette annexe est ici pour présenter des résultats fondamentaux sur ces fonctions
ainsi que celle de Dedekind qui leur est intimement reliée. Sous les transformations
modulaires, dont deux générateurs sont

T(� ) = � + 1; S(� ) = �
1
�

; (A.3)

les fonctions� [ab](0; � ) se transforment selon

� [ab](�; � + 1) = e� i�
4 a(a� 2) � [aa+ b� 1](�; � ) (A.4)

� [ab](
�
�

; �
1
�

) =
p

� i�e
i�
12 ab+ i� � 2

� � [b� a](�; � ): (A.5)

La dé�nition (A.1) faisant intervenir une somme, il est également possible d'obtenir
une expression en terme de produits. Cette dernière peut parfois être plus appro-
priée :
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� nous avons souvent besoin de tronquer ces fonctions en ne gardant que le
terme principal, et seule un développement en produit permet d'isoler ce
terme,

� Parfois les fonctions � apparaissent dans des logarithmes, une formulation
en produit est dans ce cas plus agréable.

Nous avons les développements

� 1(� j� ) = 2 q
1
8 sin(�� )

1Y

n=1

(1 � qn )(1 � qne2�i� )(1 � qne� 2�i� ) ) � 1(0j� ) = 0 ;(A.6)

� 2(� j� ) = 2 q
1
8 cos(�� )

1Y

n=1

(1 � qn )(1 + qne2�i� )(1 + qne� 2�i� ); (A.7)

� 3(� j� ) =
1Y

n=1

(1 � qn )(1 + qn� 1=2e2�i� )(1 + qn� 1=2e� 2�i� ); (A.8)

� 4(� j� ) =
1Y

n=1

(1 � qn )(1 � qn� 1=2e2�i� )(1 � qn� 1=2e� 2�i� ): (A.9)

Dé�nissons maintenant la fonction de Dedekind� :

� (� ) = q1=24
1Y

n=1

(1 � qn ); (A.10)

reliée aux fonctions� par @�1
@� (� )j � =0 = 2�� 3(� ). Sous les transformations modulaires,

nous avons

� (� + 1) = e
i�
12 � (� ) �

�
�

1
�

�
=

p
� i� � (� ): (A.11)

Les fonctions modulaires jouissent en général de propriétés de périodicités remar-
quables. Ces propriétés impliquent qu'il est inutile de parcourir l'ensemble des valeurs
de leur domaine de dé�nition, un sous-espace su�t. On a accès à l'ensemble des pa-
ramètres par une succession d'applications de transformations modulaires. Ceci est
illustré sur la �gure A.1 Un exemple de propriétés de périodicité est

� [ab](� +
� 1

2
� +

� 2

2
j� ) = e(� i��= 4)� 2

1 � ( i�� 1=2)(2 � � b)� i�
2 � 1 � 2 � [a� � 1

b� � 2
](� j� ): (A.12)

Deux relations utiles peuvent être données par

2� 3(� ) = � 2(� )� 3(� )� 4(� )

� 4
2(� j� ) � � 4

1(� j� ) = � 4
3(� j� ) � � 4

4(� j� ): (A.13)

où la seconde est appeléerelation étrange de Jacobi. Dans le cas d'orbifold, il est
fréquent de devoir utiliser les relations

� 2(2� ) =

r
� 2

3(� ) � � 2
4(� )

2
� 3(2� ) =

r
� 2

3(� ) + � 2
4(� )

2
; (A.14)

� 4(2� ) =
p

� 3(� )� 4(� ) � (2� ) =

r
� 2(� )� (� )

2
: (A.15)
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Fig. A.1 � E�ets de transformations modulaires S et T successives sur le domaine
fondamental en gris. L'ensemble des valeurs de� 1; � 2 peut ainsi être atteint. Tirée
de [?].

Une autre relation importante est l'identité de Jacobi :

1
2

1X

a;b=0

(� 1)a+ b+ ab
4Y

i =1

� [a
b](� i ) = �

4Y

i =1

� 1(�
0

i ); (A.16)

où �
0

1 = 1
2(� � 1 + � 2 + � 3 + � 4), �

0

2 = 1
2(� 1 � � 2 + � 3 + � 4), �

0

3 = 1
2(� 1 + � 2 � � 3 + � 4)

et �
0

1 = 1
2(� 1 + � 2 + � 3 � � 4).

Nous donnons maintenant une série de résultats. On retiendra notamment l'équation
(A.19) qui ressemble à une équation de la chaleur :

1
2

1X

a;b=0

(� 1)a+ b+ ab
4Y

i =1

� [a+ h i
b+ gi

](� i ) = �
4Y

i =1

� [1� h i
1� gi

](�
0

i ); (A.17)

1
2

1X

a;b=0

(� 1)a+ b
4Y

i =1

� [a
b](� i ) = �

4Y

i =1

� 1(�
0

i ) +
4Y

i =1

� 1(� i ); (A.18)

�
1

(2�i )2

@2

@�2
�

1
i�

@
@�

�
� [ab](� j� ); (A.19)

1
4�i

�
00

2

� 2
= @� log� 2 =

i�
12

(E2 + � 4
3 + � 4

4);

1
4�i

�
00

3

� 3
= @� log� 3 =

i�
12

(E2 + � 4
2 � � 4

4);

1
4�i

�
00

4

� 4
= @� log� 4 =

i�
12

(E2 � � 4
2 � � 4

3): (A.20)

Les séries d'Eisenstein introduites dans (A.20) sont dé�nies par

E2 =
12
i�

@� log� = 1 � 24
1X

n=1

nqn

1 � qn
; (A.21)

1. FONCTIONS � 117



ANNEXE A. SAVOIR UTILISER LES FONCTIONS MODULAIRES

E4 =
1
2

(� 8
2 + � 8

3 + � 8
4) = 1 � 240

1X

n=1

n3qn

1 � qn
; (A.22)

E6 =
1
2

(� 4
2 + � 4

3)( � 4
4 + � 4

3)( � 4
4 � � 4

2) = 1 � 504
1X

n=1

n5qn

1 � qn
: (A.23)

Pour obtenir un développement en série de ces fonctions, il est préférables d'utiliser
les développements

1 � E2

24
=

1X

n=1

d2(n)qn E4 � 1
240

=
1X

n=1

d4(n)qn ; (A.24)

et
1 � E6

504
=

1X

n=1

d6(n)qn ; (A.25)

où nous avons dé�ni
d2k(N ) =

X

njN

n2k� 1; k = 1; 2; 3: (A.26)

2 Resommation de Poisson

C'est un outil fondamental en théorie des cordes. Soit une fonctionf (x) dont la
transformée de Fourier~f est ~f (k) = 1

2�

R1
�1 f (x)eikx dx. La formule de resommation

de Poisson stipule que X

n2 Z

f (2�n ) =
X

n2 Z

~f (n): (A.27)

Si f est une gaussienne, nous avons alors

X

n2 Z

e� �an 2+ �bn =
1

p
a

X

n2 Z

e� (�=a )( n+ ib=2)2
; (A.28)

X

n2 Z

ne� �an 2+ �bn = �
i

p
a

X

n2 Z

(n + ib=2)
a

e� (�=a )( n+ ib=2)2
(A.29)

et
X

n2 Z

n2e� �an 2+ �bn =
1

p
a

X

n2 Z

�
1

2�a
�

(n + ib=2)2

a2

�
e� (�=a )( n+ ib=2)2

: (A.30)

La généralisation au cas multidimensionnel est

X

m i 2 Z

e� �m i m j A ij + �B i m i =
1

p
detA

X

m i 2 Z

e� � (mk + iB k =2)(A � 1 )kl (m l + iB l =2): (A.31)

Dans la section suivante nous expliquons comment certaines intégrales sur le domaine
fondamental du tore peuvent se ramener à des intégrales plus simples, sur un domaine
d'intégration semi-in�ni plus standard : demi plan ou rectangle. Cette technique est
extrêmement utile pour calculer nombre d'intégrales et a été utilisée dans cette thèse.
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3 Comment intégrer sur le domaine fondamental ?

Les bornes d'intégration du domaine fondamental sont données par� 1 2
�
� 1

2 ; 1
2

�

et � 2 2 [
p

1 � � 2
1 ; 1 [. Cependant, dans un nombre important de cas physiquement

intéressants, il est possible de simpli�er ces bornes et calculer les intégrales expli-
citement. Ce paragraphe est adapté de [31]. Pour être très général, supposons que
nous ayons

X

A2 Mat (2� 2;Z)

e� 2i�T det(A ) T2

� 2
e� �T 2

� 2U2
j(1;U)A( �

1 ) j2 (A.32)

à intégrer sur le domaine fondamental. Considérons en plus de la matriceA, la
matrice A

0
telle queA

0
= AV avec

V =
�

a b
c d

�
2 SL(2; Z): (A.33)

Ces deux matrices donnent la même contribution à l'intégrale de (A.32), moyennant
une transformation modulaire�

0
= a� + b

c� + d . Ainsi, au lieu d'intégrer (A.32) avecA
0
,

ainsi que la mesure standardd
2 �
� 2

2
sur le domaine fondamental ; nous intégrons (A.32)

avec A dans l'action de V sur le domaine fondamental. Notre stratégie est par
conséquent de partitionner toutes les matricesA en orbites du groupe modulaire,
choisir un représentant de chaque orbite,A0, et intégrer les contributions sur l'union
des actions deV sur le domaine fondamental pour tousV dans le groupe modulaire
donnant lieu à des matricesA0V distinctes. Dans le groupeGL(2; Z), le groupe
modulaire a trois types d'orbites.

� L'orbite nulle, qui consiste en la matriceA = 0.
� Les orbites non-dégénérées, composées des matrices de déterminant non nul.

Pour ces orbites,V
0

6= V
00

implique A
0

6= A
00
. Par conséquent, le domaine

fondamental devient
2 � f � 2 C : � 2 > 0g: (A.34)

Un représentant de cette orbite est donné par

a0 = k; b0 = j; c0 = 0; d0 = p; (A.35)

aveck > j � 0; p 6= 0. Il y a une unique matrice de cette forme dans toute
orbite non dégénérée.

� Les orbites dégénérées consistant en les matrices non nulles avec un détermi-
nant nul. Elles peuvent toutes s'écrire sous la formeA =

�
j
p

�
� (c; d). Toutes

les matrices dans la même orbite dégénérée ont les mêmes valeurs dej et p
modulo un signe global. Par contre,(c; d) parcourent l'ensemble des paires
d'entiers premiers entre eux. Un représentant de ce type d'orbite est donné
par c = 0 et d = 1. Nous avons ainsi

A
0
= A

00
() V

0
=

�
1 m
0 1

�
V

00
() �

0
= �

00
+ m; (A.36)

avecm 2 Z. La région d'intégration n'est donc plus le domaine fondamental
mais la semi-bande �

� 2 C : � 2 > 0; j� 1j <
1
2

�
: (A.37)
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Cependant il y a une subtilité dans ce calcul. Nous devons sommer unique-
ment sur les paires(j; p) 6= (0 ; 0) en tenant compte également que la paire
(� j; � p) donne la même contribution que la paire(j; p).
En guise de dernière remarque on peut mentionner la subtilité venant de
l'inversion somme-intégrale lors du calcul de cette dernière. Nous avons à
calculer l'intégrale d'une somme qui n'est pas la même chose que la somme
d'une intégrale. Dans toutes les intégrales que nous avons eu à calculer, il
était évident que l'inversion somme-intégrale sera bien dé�nie. En e�et, la
présence d'exponentielles assurait toujours la possibilité de l'inversion.
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Annexe B

Classi�cation de Bianchi

Dans cette annexe nous donnons les informations essentielles concernant la
classi�cation des algèbres tridimensionnelles de Bianchi ainsi que les dé�nitions des
di�érents tenseurs utilisés dans cette thèse et le formalisme de Cartan en géomé-
trie di�érentielle. La classi�cation de Bianchi peut également être obtenue à partir
de [38]. Pour toutes les algèbres nous donnons un lot de formes invariantes à gauche
et l'algèbre qu'elles satisfont. Nous séparons les algèbres en deux classes, lesunimo-
dulaires (classeA), et les non unimodulaires (classeB).

1 Classi�cation de Bianchi

Classe A
� Bianchi I : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3 nous

avons
� i = dxi ; d� i = 0: (B.1)

� Bianchi II : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3 nous
avons

� 1 = dx2 � x1dx3; d� 1 = � 2 ^ � 3;
� 2 = dx3; d� 2 = 0;
� 3 = dx1; d� 3 = 0:

� Bianchi VI � 1 : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3
nous avons

� 1 = dx1; d� 1 = 0;
� 2 = e� x1

dx2 + ex1
dx3; d� 2 = � 3 ^ � 1;

� 3 = e� x1
dx2 � ex1

dx3; d� 3 = � � 1 ^ � 2:

� Bianchi VII 0 : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3 nous
avons

� 1 = Cdx2 � Ddx3; d� 1 = � � 2 ^ � 3;
� 2 = Ddx2 + Ddx3; d� 2 = � 1 ^ � 3;
� 3 = dx1; d� 3 = 0:
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où
C = cosx1; D = � sinx1 (B.2)

� Bianchi VIII : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3 nous
avons

� 1 = dx1 + (1 + x1 2)dx2 + ( x1 � x2(1 + x1 2))dx3; d� 1 = � � 2 ^ � 3;
� 2 = 2x1dx2 + (1 � 2x1x2)dx3; d� 2 = � 3 ^ � 1;
� 3 = dx1 + (1 � x1 2)dx2 + ( x1 + x2 � x1 2x2)dx3; d� 3 = � 1 ^ � 2:

� Bianchi IX : L'algèbre est

� 1 = sin # sin d' + cos d#; d� 1 = � 2 ^ � 3;
� 2 = sin # cos d' � sin d#; d� 2 = � 3 ^ � 1;
� 3 = cos# d' + d  ; d� 3 = � 1 ^ � 2

;

avec les angles d'Euler0 � # � �; 0 � ' � 2�; 0 �  � 4� .

Classe B
� Bianchi III : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3 nous

avons
� 1 = e� x1

dx2 d� 1; = � 1 ^ � 2;
� 2 = dx3 d� 2; = 0;
� 3 = dx1 d� 3; = 0:

� Bianchi IV : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3 nous
avons

� 1 = e� x1
dx2 � x1e� x1

dx3 d� 1; = � 1 ^ � 3 + � 2 ^ � 3;
� 2 = e� x1

dx3 d� 2; = � 2 ^ � 3;
� 3 = dx1; d� 3 = 0:

� Bianchi V : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3 nous
avons

� 1 = e� x1
dx2 d� 1; = � 1 ^ � 3;

� 2 = e� x1
dx3 d� 2; = � 2 ^ � 3;

� 3 = dx1; d� 3 = 0:

� Bianchi VI h6= � 1 : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3
nous avons

� 1 = e� x1
dx2; d� 1 = � 1 ^ � 3;

� 2 = e� hx 1
dx3; d� 2 = h� 2 ^ � 3;

� 3 = dx1; d� 3 = 0:

� Bianchi VII h6=0 : Dans une base de coordonnées cartésiennesx i ; i = 1; 2; 3
nous avons

� 1 = ( C � kD)dx2 � Ddx3; d� 1 = � � 2 ^ � 3;
� 2 = Ddx2 + ( C + kD)dx3; d� 2 = � 1 ^ � 3;
� 3 = dx1; d� 3 = 0:

où

C = e� kx 1
cos(ax1); D = �

1
a

e� kx 1
sin(ax1); k =

h
2

; a =
p

(1 � k2) (B.3)
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2 Quelques tenseurs

Outre le tenseur de Riemann bien connu, nous avons utilisé dans cette thèse
le tenseur de Weyl

Wabcd = Rbacd �
2

n � 2

�
ga[cRd]b � gb[cRd]a

�
+

2
(n � 1)(n � 2)

Rga[cgd]b; (B.4)

dé�ni en dimensionn > 2 et le tenseur de Cotton

Cijk = r kRij � r j Rik +
1

2(n � 1)
(r j Rgik � r kRgij ) : (B.5)

Le tenseur de Weyl est invariant conforme pourn � 4, mais nul pour n = 3. C'est
alors le tenseur de Cotton qui est bien dé�ni enn = 3 et invariant conforme.

3 Formalisme de Cartan

Supposons que nous ayons une métrique dans l'euclidien donnée dans un repère
quelconque :

ds2 = gMN dxM dxN ; (B.6)

nous pouvons introduire une base orthonormale� A = � A
M dxM telle que

ds2 = � AB � A � B : (B.7)

La connexion de spin est alors donnée par l'équation de structure de Cartan

d� A + ! A
B ^ � B = 0: (B.8)

La 2� forme de courbure de Riemann est donnée par

R A
B = d! A

B + ! A
C ^ ! C

B =
1
2

RA
BCD � C ^ � D : (B.9)

L'identité de Bianchi dans ce formalisme est

dR A
B + ! A

C ^ R C
B � R A

C ^ ! C
B = 0; (B.10)

alors que l'identité cyclique est

R A
B ^ � B = 0: (B.11)
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1. Introduction

A sensible theoretical description of cosmology has certainly to take into account bo
quantum and thermal effects. It is naturally the case for an early phase of the history, c
the Planck time, where quantum �uctuations are of same order of magnitude as the who
of the universe and where the temperature is extremely high. It has to be the case as
very late times, where the description of the cosmology should involve the electroweak
transition and provide the missing link to the quantum particle physics of the standard mo
its supersymmetric stringy extension), account for realistic large scale structure formatio
well as describe correct temperature properties of the cosmic microwave background.

In the framework of strings, the theory of quantum gravity is well de�ned[1] (at least in
certain cases) and can be considered at �nite temperature as well[2–4]. Thus, in the stringy
framework it is natural to attempt to describe the cosmological evolution of our univers
the very early times and when the temperature approaches the so-called Hagedorn tem
[2–5], we are faced to non-trivial stringy singularities indicating a high temperature non-t
phase transition. In the literature, there are many speculative proposals concerning the n
this transition[2,4,6–8].

Conceptually, it is quite exotic to understand the early stringy phase utilizing the standar
theoretical geometrical notions[8–11]. Indeed, following for instance Refs.[9,11], the notions
of geometry and even topology break down in this very early-time era. Only by consid
stringy approaches based on 2-dimensional conformal �eld theory techniques, there is a
analyze further this phase. Actually, some conceptual progress in this direction has been a
recently[11], but we are not yet in a position to give quantitative descriptions of our str
universe at these very early times. This stringy-conceptual obstruction however is not an o
to the study of the cosmological evolution of our universe for much later times than the Hag
transition era, namely for late times such thatt � tH [12–14].

A way to bypass the Hagedorn transition ambiguities consists in assuming the emerg
three large space-like directions fort � tH , describing the three-dimensional space of our u
verse, and possibly some internal space directions of an intermediate size, characterizing t
of the spontaneous breaking of supersymmetry, via geometrical �uxes, or even other (ga
else) symmetry breaking scales[15]. Within this assumptions, the ambiguities of the “Haged
transition exit attE ” can be parametrized, fort � tE , in terms of initial boundary condition da
at tE . This is precisely the scope of the present work, were we focus on the intermediate c
logical era:tE � t � tw, namely, after the “Hagedorn transition exit” and before the electrow
symmetry breaking phase transition attw.

Modulo the initial boundary condition data attE , the stringy description of the intermed
ate cosmological era, turns out to be under control, at least for the string backgrounds
supersymmetry is spontaneously broken by “geometrical �uxes”[16,17]. These �uxes are im-
plemented by a “stringy Scherk–Schwarz mechanism” involvingn-internal compacti�ed dimen
sions which are coupled non-trivially to some of the R-(super-)symmetric charges[8,13,14,
18–20]. Furthermore, the �nite temperature effects are also implemented by a stringy Sc
Schwarz compacti�cation attached to the Euclidean time circle of radius� = 1/T [2–4,8,13,14].
Here, the R-symmetry charge is just the helicity, so that space–time bosons are periodi
fermions are anti-periodic along theS1 Euclidean time circle.

The breaking of supersymmetry and the quantum canonical ensemble at temperatureT give
rise to a non-trivial free energy at the one-loop string level. The latter is evaluated in a large
larized 3-space volumeV3. This amounts to considering the free energy of a gas of approxim
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free strings,

(1.1)F = Š
ln Z
�

� Š
Z (string)

1-loop

�
,

whereZ = TreŠ�H is the partition function at �nite temperature andZ(string)
1-loop is the one-loop

connected graph i.e. genus one vacuum to vacuum string amplitude computed in the Eu
background. In these equalities, we use the fact that the free energy of an in�nite number
grees of freedom can be found by a single string loop computation[12–14,21]. The pressure de
rived from the free energy,P = Š �F/�V 3, has been computed for heterotic and type II mode3

Supersymmetry is spontaneously broken by introducing geometrical �uxesà la Scherk–Schwar
involving n internal directions and by �nite temperature effects. The pressure acts as a
occurring at 1-loop that backreacts on the original classical space–time metric and modu
background. In some cases, the perturbed equations of motion for the metric and mod
shown to admit a cosmological evolution describing a radiation-like dominated era[12–14,23].
The latter is characterized by a time evolution where the temperatureT (t), the supersymmetr
breaking scaleM(t) and the inverse scale factor 1/a(t) remain proportional[12–14,23]:

Radiation dominated solution:

(1.2)T (t) � M(t) � 1/a(t) and H 2 �
�

�a
a

� 2

�
1
a4 .

Very different time evolutions also exist when temperature effects are neglected[14]. In this case
the supersymmetry breaking scale evolves like:

Moduli dominated solution:

(1.3)M(t) � 1/a(t) 2+ 4/n with T (t) � M(t) andH 2 �
1

a8(n+ 2)/n .

In this work we would like to examine the late time evolution of the universe in the i
mediate cosmological era,tE � t � tw, in terms of initial boundary conditions (IBC) after th
“Hagedorn transition exit attE ”. We show that the Radiation Dominated Solution (RDS)
the Moduli Dominated Solution (MDS) obtained for particular IBC are actually generic
instance, forn = 1, there is a whole basin of IBC such that the resulting cosmological e
tions converge – depending on the model – either to the RDS or to the MDS. The �rst att
corresponds to an expanding evolution controlled by a Friedmann equationH 2 � 1/a 4, where
H is the Hubble parameter. The second one describes a Big Crunch behavior dominate
non-thermal radiative corrections. In addition, all models admit a second basin of IBC that
to another Big Crunch behavior, dominated by the moduli kinetic energy i.e. whereH 2 � 1/a 6.
Within the scope of our present work, the Big Crunch evolutions can be trusted as long as
dorn like singularities are not reached. Our analysis is also limited to the cases where th
supersymmetry is higher or equal to two,N � 2. Although theN = 1 case is quite similar in
some respects, it is much more involved in issues like the appearance of an effective cosm
term. It will be analyzed elsewhere.

Restricting to cases withN � 2 initial supersymmetry, the attraction to the radiation era
pends on the IBC: The convergence to the RDS is either exponential or via damping oscil

3 Type I models realized as orientifolds of type IIB can also be considered. They can be dual to heterotic ones
initially N = 4, 2 or even 1 supersymmetry[22].
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During this process, periods of accelerated expansion can occur. However, they are ch
ized by ane-fold number of order 0.2, which is too low to account for realistic astrophys
observations. It would be very interesting to extend our analysis to models withN = 1 initial
supersymmetry and see if thee-fold number is larger enough for an in�ation era to occur.

In Section2, the case of a supersymmetry breaking using a single internal direction (i.e.n = 1)
is studied in details. We classify the models and �nd local basins of attraction. This analy
completed by a more general exploration of the set of IBC by numerical simulations. In Sec3,
the attraction mechanism to the RDS is extended to models wheren = 2 internal directions
participate in the supersymmetry breaking. We determine in Section4 thee-fold number of the
periods of acceleration. Our results, their limitations and our perspectives are summar
Section5.

2. Susy breaking involvingn = 1 internal dimension

In this section, we summarize �rst the results and notations introduced in Ref.[13] and then
we analyze the attractor mechanism. The starting background can be the heterotic, ty
type II superstring compacti�ed on a 6-dimensional spaceM that can be eitherS1(R4) × T5 or
S1(R4) × S1 × K 3. The sizes ofT5 andS1 × K 3 are chosen to be of order the Planck leng4

The supersymmetry breaking is introduced by “geometrical �uxes” via the coupling of the
mentum and winding numbers of the Scherk–Schwarz circleS1(R4) to an R-symmetry charg
[3,13,14,18–20]. The radius of the circleR4 controls the supersymmetry breaking scaleM . In
all applications, we will replaceK 3 by its orbifold limit,K 3 � T4/ Z2.

In the heterotic and type I cases initiallyN = 4 or N = 2, the geometrical �uxes brea
spontaneously all the supersymmetries,N 	 0. In type II, when theS1(R4) coupling involves
non-trivially left- and right-moving R-symmetry charges, all initialN = 8, N = 4, orN = 2 su-
persymmetries are spontaneously broken. When theS1(R4) coupling is left/right-“asymmetric”
i.e. involves non-trivially a left- (or right-) moving R-symmetry charge only, half of the su
symmetries still survive:N 	 N / 2.

2.1. General setup, gravity-moduli equations

In all cases the computation of the free energy involves for the heterotic or type II supe
the background:

(2.1)S1(R0) × T3 × S1(R4) × M 5 with eitherM 5 = T5 or M 5 = S1 × T4/ Z2.

The T3 factor stands for the external space with regularized volumeV3 sent to in�nity once
the thermodynamical limit is taken.S1(R0) is the Euclidean time circle of period� = 2�R 0
that de�nes the inverse temperature (in the string frame). In this direction, the Scherk–Sc
circle amounts to coupling the momentum and winding numbers of the Euclidean time
to the space–time fermion number[2–4,8,13,14]. The computation of the free energy density
well de�ned if the moduliR0 andR4 responsible for the spontaneous supersymmetry brea
are larger than the Hagedorn radiusRH , which is of order 1 in string units. At the Hagedo
radius, some winding modes become tachyonic so that the free energy develops a se
divergence[2–4,8,13,14]. If our goal is not to describe the phase transition that is occurrin

4 We relax this hypothesis in Ref.[15].
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the Hagedorn radius, we can suppose that in the intermediate cosmological era,R0 andR4 are
large. In Refs.[13,14], it is shown that up to exponentially small terms of ordereŠ�R 0 or eŠ�R 4,
the pressure derived from the free energy density takes the following form[12–14,23],

(2.2)P = T4p(z) whereez =
M
T

,

with the temperatureT and supersymmetry breaking scaleM de�ned as

(2.3)T =
1

2�R 0



ReS
, M =

1

2�R 4



ReS
.

In these expressions, the factors involving the dilaton in 4 dimensions, ReS= eŠ2� D , arise when
we work in Einstein frame. In(2.2), p is a linear sum of functions ofz with integer coef�cients
nT andnV [13,14],

(2.4)p(z) = nT f (z) + nV �f (z),

where

(2.5)f (z) =
�( 5/ 2)
� 5/ 2

�

m0,m4

e4z

[(2m0 + 1)2e2z + (2m4)2]5/ 2 , �f (z) = e3zf ( Šz),

and the sums are over the integers inZ. nT is the number of massless states of the mode
the Scherk–Schwarz circleS1(R4) acts non-trivially on the left- and right-moving R-charg
nV satis�es the inequality:

(2.6)Š1 �
nV

nT
� 1,

and depends on the choice of R-symmetries used to spontaneously break all the super
tries [13,14]. For an asymmetricS1(R4) coupling i.e. trivial on the left- (or right-) movin
R-symmetry charges, the supersymmetry breaking is partial and thus, there is no cont
�f to p. In that case,M is the mass of theN / 2 massive gravitini. In the following, we tre

both kinds of models keeping in mind thatnV = 0 for asymmetric R-symmetry coupling to th
momenta and windings of the 4th internal direction.

From a low energy effective �eld theory point of view, the pressureP is minus the effective
potential at �nite temperature. It is a source for the quantum �elds, namely the dilaton� D and
the modulusR4, coupled to gravity[12–14,23]. It also introduces the “thermal �eld”R0 to which
there is no associated quantum �uctuation, as can be seen from the string model in ligh
gauge where oscillator modes in the direction 0 are gauged away. The sourceP is a 1-loop
correction that backreacts on the classical 4-dimensional Lorentzian background, via the e
�eld theory action,

(2.7)S=
�

d4x



Šg
�

1
2

R Š gµ�
�

� µ � D � � � D +
1
2

� µ R4� � R4

R2
4

�
+ P

�
,

where we write explicitly the �elds with non-trivial backgrounds only. Note that computing
1-loop correction to the kinetic terms is not needed. Indeed, the wave function renormal
of the moduli (to recast the kinetic terms at 1-loop in a canonical form), would introduc
additional correction to the pressure at second order only. Thus, the full low energy dyna
�rst order in string perturbation theory is described by the above action(2.7).
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Before writing the equations of motion, it is useful to rede�ne the �elds,

(2.8)� :=

�
2
3

(� D Š ln R4), � � :=
1



3

(2� D + ln R4),

so that the action becomes:

(2.9)S=
�

d4x



Šg
�

1
2

R Š
1
2

	
(��) 2 + (�� � )2


+ P
�
,

where the pressure and the supersymmetry breaking scaleM take the form,

(2.10)P = M 4eŠ4zp(z), ez =
M
T

, M =
e��

2�
with � =

�
3
2

.

This shows that in the 2-dimensional moduli space(� D ,R4), the effective potential lifts the “no
scale modulus”� , while keeping �at the orthogonal direction� � . Assuming an homogeneou
and isotropic cosmological metric with a �at 3-dimensional subspace,

(2.11)ds2 = Š N(t)2 dt2 + a(t)2	
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3


,

the Friedmann equation in theN(t) = 1 gauge takes the form,

(2.12)3H 2 =
1
2

�� 2 +
1
2

�� 2
� + 	,

where the energy density	 is de�ned by the identity,

(2.13)	 + P = T
�P
�T

,

andP is understood as a function of the independent variablesT andM . As shown in Ref.[14],
the expression of	 follows from the variational principle applied to a gauge choice of the fu
tion N = 1/T . It is fundamental to stress here that the energy density de�ned by the varia
principle is identical to the one derived from the second law of thermodynamics. From Eqs(2.2)
and (2.13), it follows that:

(2.14)	 = T4r(z) wherer = 3p Š pz,

wherez-indices stand for derivatives with respect toz = ln(M/T ) . Varying the action with re
spect to the scale factora or the scalar �elds� and� � , we obtain:

(2.15)2 �H + 3H 2 = Š
1
2

�� 2 Š
1
2

�� 2
� Š P,

(2.16)�̈ + 3H �� =
�P
��

� �( 3P Š 	),

(2.17)�̈ � + 3H �� � = 0 � �� � =



2
c�

a3 ,

wherec� is an arbitrary integration constant. Note that the last identity in Eq.(2.16) is a con-
sequence of the fact thatP is a dimension four object,(M� M + T � T )P � 4P, and from the
de�nitions (2.10) and (2.13). The conservation of the total energy–momentum tensor foll
from the Einstein equations(2.12) and (2.15):

(2.18)
d

�
1 �� 2 +

1 �� 2
� + 	

�
+ 3H

	
�� 2 + �� 2

� + 	 + P



= 0.

dt r2 2
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Using further the equations of the �elds� and� � , we obtain from Eq.(2.18) that the{	,P }-
system is not isolated but is coupled non-trivially to the “no-scale modulus �eld”,� [24,25]:

(2.19)�	 + 3H(	 + P ) + � ��( 3P Š 	) = 0.

2.2. Classi�cation of the models, effective potential approach

Our aim is to analyze the time behavior of the system described above. For this pu
one can choose four independent non-linear equations, for instance: Eqs.(2.12), (2.16), (2.17
and (2.19), any other choice being equivalent. Furthermore, we �nd convenient to expres
dependence in time in terms of a dependence in the logarithm of scale factora(t):

(2.20)
 := lna(t) � � y �
dy
dt

= H
dy
d


� H
�
y,

for any functiony. In particular, the de�nitionz = �� Š ln(2�T ) implies �T /T = H(�
�
� Š

�
z)

that can be used to write

(2.21)�	 = HT 4	
4r�

�
� + (rz Š 4r)

�
z


.

This equality is useful to express the conservation of energy–momentum(2.19) into a relation

giving
�
� in terms ofz and

�
z,

(2.22)�
�
� = A z(z)

�
z Š 1 whereA z(z) =

4r Š rz

3(r + p)
.

Integrating, one obtains

(2.23)M =
eA (z)

a
,

whereA(z) involves an integration constant. Using the above relations, the Friedmann eq
(2.12)becomes

(2.24)3H 2 =
3
8

H 2		
A z(z)

�
z Š 1


 2 Š 1



+
9
8

e4(A (z)Šz)

a4 r(z) +
9
8

c2
�

a6 ,

or

(2.25)H 2 = T4 r(z)

3 Š K(z,
�
z,

�
� � )

with K =
1

2� 2

	
A z(z)

�
z Š 1


 2 +
1
2

�
� 2

� .

The equations for� and� � , (2.16) and (2.17), take the form,

(2.26)

�
��

���

r(z)

3ŠK (z,
�
z,

�
� � )

(A z(z)
��
z + A zz(z)

�
z2) + r(z)Šp(z)

2 A z(z)
�
z + Vz(z) = 0,

r(z)

3ŠK (z,
�
z,

�
� � )

��
� � + r(z)Šp(z)

2

�
� � = 0.

For the derivation of the above equations, we used the relationÿ = �H
�
y + H 2��

y for y = � or
� � as well as Eqs.(2.22), (2.25)and the linear sum of(2.12) and (2.15). As in Ref. [23], we
have introduced the notion of an effective potentialV (z), de�ned by its derivative (and usin
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Fig. 1. The shape of the potentialV (z) in Eq. (2.26)depends on the rationV /n T . The Cases (a), (b) and (c) correspo
to Š1 � nV /n T � Š1/ 15,Š1/ 15< n V /n T < 0 and 0� nV /n T � 1, respectively.

� 2 = 3/ 2):

(2.27)Vz(z) = r(z) Š 4p(z).

We are going to see in the following section that any solution of the system with constz,
i.e. z � zc wherezc is an extremum ofV (z), is giving rise to a particular RDS. The existence
such a critical point depends drastically on the shape of the potentialV (z), which is determined
by its asymptotic behaviors forz 	 ±� . It is obvious from Eq.(2.4) and the de�nition(2.13)
of 	 that V (z) depends only on two parameters, namely,nT andnV . The asymptotic behavio
z 	 ±� can be easily derived:

€ (nV /n T ) �= 0,

(2.28)V (z) � z	+� Še4z
�

nV

nT

��
5
4

nT co
5

�
, with co

5 =
�( 5/ 2)
� 5/ 2

�

m

1
|2m + 1|5

,

€ (nV /n T ) �= Š1/ 15� Š (
� �

m
1

(2m)4
)/(

�
m

1
(2m+ 1)4 ),

(2.29)

V (z) � z	Š� Še3z
�

nV

nT
+

1
15

��
4
3

nT co
4

�
, with co

4 =
�( 5/ 2)
� 5/ 2

2
3

�

m

1
(2m + 1)4 .

According to the rationV /n T , three distinct cases can actually arise (seeFig. 1),

€ Case(a): Š1 � (nV /n T ) � Š1/ 15
V (z) increases monotonically from 0 to+� .

€ Case(b): Š1/ 15< (n V /n T ) < 0
V (z) admits a unique minimumzc, with p(zc) positive. When(nV /n T ) 	 0Š the critical
valuezc goes to+� ; when(nV /n T ) 	 (Š1/ 15)+ the critical valuezc 	 Š� .

€ Case(c): 0� (nV /n T ) � 1
V (z) decreases monotonically from 0 toŠ� .

Qualitatively, one can expect that the system represented byz can slide along its potential. It ma
run away inCase(a),z(t) 	 Š� , be stabilized inCase(b), z(t) 	 zc, and run away inCase(c),
z(t) 	 +� . Moreover, these behaviors should imply new ones by time reversal. In parti
other run away behaviors are expected:z(t) 	 +� in Case(a), z(t) 	 ±� in Case(b), and
z(t) 	 Š� in Case(c). However, the study of the run awayz 	 Š� is out of the scope of th
present work. This is due to the fact that this limit amounts toR4 � R0 > 1, so that the therma
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system should be studied in 5 dimensions. In the following, we will only consider the
behaviors, namely the stabilization ofz and the run awayz 	 +� . Since the latter amounts
R0 � R4 > 1, it is consistent with our analysis in four dimensions but with negligible the
effects.

2.3. Local attraction to the RDS

Clearly, the �rst equation in(2.26)admits a constantz solution wheneverV has an extremum
i.e. in Case(b). It follows from Eq.(2.23)thatM , T and 1/a are proportional during the evolu
tion,

(2.30)M(t) = ezcT (t) =
eA (zc)

a(t)
.

The time dependence of the scale factor is dictated by the Friedmann equation(2.24)that sim-
pli�es to:

(2.31)3H 2 =
c2

r

a4 +
c2

m

a6 wherec2
r =

9
2

e4(A (zc)Šzc)p(zc), c2
m =

9
8

c2
� .

Integrating,t can be expressed in terms of the scale factor,

(2.32)t (a) = t0

a/a0�

0

x2 dx



1+ x2
, t0 =



3

c2
m

|cr |3
, a0 =

�
�
�
�
cm

cr

�
�
�
�, � a � 0,

up to an overall sign. There are thus two monotonic solutions mapped to one another b
reversal. For the expanding one, the universe life starts in a “moduli kinetic energy dom
era” characterized by a total energy density� c2

m/a 6, followed by a “radiation dominated era
with total energy density� c2

r /a 4. For large enough times, the evolution always enters in
radiation era: It is asymptotic to the critical solutionz � zc, cm = 0 i.e.(2.30)where

(2.33)a(t) =



t ×
�

4
3

c2
r

� 1/ 4

, �� � = 0.

To study the stability of this solution, we analyze its behavior under small perturbatio
terms of the variable
 = ln a, we de�ne

(2.34)z(
) = zc + �(
),
�
� � (
) =

�
� � (
),

for small � and
�
� � . At �rst order, the system(2.26)becomes

(2.35)

� ��
� +

�
� + � � = 0 where� = 10 pŠpzz

19p+ pzz
|zc,

��
� � +

�
� � = 0.

The coef�cient� is actually a function of the model dependent parameternV /n T , since the latte
appears explicitly in the de�nition ofp and implicitly via zc. Numerically, one �nds that� is
always positive. It increases from 0 to+� whennV /n T varies fromŠ1/ 15 to 0. The solution
of the system(2.35)is
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�
� � (
) = c3eŠ
 ,

(2.36)�(
) =

�
�

��

c1eŠ
( 1+



1Š4� )/ 2 + c2eŠ
( 1Š



1Š4� )/ 2 if 0 < � < 1/ 4,
eŠ
/ 2(c1 + c2
) if � = 1/ 4,
eŠ
/ 2(c1 cos(




� Š 1/ 4) + c2 sin(




� Š 1/ 4)) if � > 1/ 4,

wherec1,2,3 are integration constants determined by the IBC. Since�(
) and
�
� � (
) converge to 0

for large
 in all cases, the critical solution is stable under small perturbations. In other w
the solution arising for arbitrary IBC such that�( 0),

�
� (0) and

�
� � (0) are small is attracted towar

the critical one,z � zc, �� � � 0. The behavior of�(
) is oscillating with damping when 0<
� < 1/ 4, and exponentially convergent when� � 1/ 4. The special value� = 1/ 4 corresponds to
nV /n T � Š 0.0246.

2.4. Global attraction to the RDS

Since we have shown the existence of a local basin of attraction around the critical so
given in Eqs.(2.30)and (2.33), we want to know if this property is valid for more generic IB

Actually, any initial values(z0,
�
z0,

�
� � 0) at 
 = 0 are allowed, as long as the positivity of t

right-hand side of the Friedmann equation(2.25)is guaranteed,5 i.e.

(2.37)
r(z0)

3 Š K(z0,
�
z0,

�
� � 0)

� 0.

We have studied numerically the system(2.26) for generic IBC satisfying the previous boun
Implementing in the code a positive increment for
 = ln a simulates the phases of the evolutio
where the scale factor increases. We observe that the right-hand side of(2.25) never change
of sign. This means that the scale factora(t) is monotonic.6 We always �nd that the solution

satisfyz(
) 	 zc and
�
� � (
) 	 0 as
 	 +� , after possible oscillations. To illustrate the co

vergent behavior for large oscillations, we present a numerical example onFig. 2. It is obtained

for nV /n T = Š 0.02 that corresponds tozc � 0.272, with IC(z0,
�
z0,

�
� � 0) = (0.4, 0.8, 0.5). We

conclude that for generic IBC, the expanding evolutions are attracted by the RDS that s
z � zc, �� � � 0 i.e. 3H 2 = c2

r /a 4 in Eq.(2.30).
The local behavior(2.36) also shows that the trajectoryz � zc, �� � � 0 is repulsive, when


 decreases i.e. for evolutions where the scale factor is contracting. The Big Crunch s
obtained by time reversal on(2.33) is thus only formal, since it is highly unstable under sm
�uctuations. What we observe by numerical simulations is that for generic IBC, when we c
a negative increment for
 , then eitherz 	 +� , or z oscillates with a greater and greater amp
tude. To understand better the dynamics of the contracting evolutions, we are thus led to
carefully the system in the regimez � 1.

5 IBC such that the right-hand side of(2.25)is negative correspond to solutions in Euclidean time.
6 In general, a change of sign in the Friedmann equation during a simulation would be a numerical artifact m

thatH actually vanishes when the scale factor reaches an extremum.
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Fig. 2. Examples of damping oscillations ofz(
) (solid curve) and convergence to zero of
�
� � (
) (dotted curve) illus-

trating the dynamical attraction toward the critical solutionz � zc � 0.272, �� � � 0, obtained fornV /n T = Š 0.02. The

initial conditions are(z0,
�
z0,

�
� � 0) = (0.4, 0.8, 0.5).

2.5. Attraction to Big Crunch eras

We have seen that when the potential(2.27) admits a minimumzc (Case(b)), the expand
ing cosmological evolutions for arbitrary IBC satisfyz(t) 	 zc. The shape of the potential
Case(c) of Fig. 1 suggests that whennV � 0, the dynamics could admit a run away behav
z(t) 	 +� . We also noticed at the end of the previous subsection that the contracting evo
in Case(b) involve the large and positive value regime ofz. For these reasons, we need to stu
the system forz � 1. In this limit the thermal effectsO(T 4) are sub-dominant compare to t
supersymmetry breaking effectsO(M 4). The expansion ofp(z) contains two monomials inez,

(2.38)p(z) = nV e4zco
5 +

	
nT co

4 + nV ce
4



+ · · · wherece

4 =
�( 5/ 2)
� 5/ 2

2
3

�

m

� 1
(2m)4

,

andco
5, co

4 are de�ned in Eqs.(2.28) and (2.29). The dots stand for exponentially suppressed te
O(eŠez

). It follows that A z(z) � 1 and the conservation of the energy–momentum Eq.(2.22)
becomes

(2.39)
�
z =

�
M /M + 1 �

�T
T

= Š H i.e. aT = a0T0,

wherea0T0 is a positive constant depending on the IBC. From the expansion ofp(z) for largez
in Eq. (2.38), it is clear that the behavior of the system is drastically different whennV �= 0 and
whennV = 0.

€ nV �= 0, z � 1:

We have	 � Š P � Š M 4nV co
5. The Friedmann equation(2.12)and the linear sum of Eqs.(2.12)

and (2.15), together with the matter �eld equations(2.16) and (2.17), become

(2.40)3H 2 =
1
2

�� 2 +
1
2

�� 2
� Š M 4nV co

5,

(2.41)�H + 3H 2 = Š M 4nV co,
5
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(2.42)� �̈ + 3H � �� = 4� 2M 4nV co
5, �̈ � + 3H �� � = 0.

The above equations would also arise if we had considered the system at zero temperatu
is due to the fact that when temperature effects are not taken into account, the sources of
gravity always satisfy	 = Š P equal to minus the effective potential (see Eq.(2.13)). However,
this does not mean that in our case we shall �nd thatT (t) 	 0. Actually, the regimez � 1 i.e.
M � T corresponds to thermal effects screened by radiative corrections, even if the temp
can be large. Combining Eqs.(2.41) and (2.42)one determines the scalar �elds in terms of t
scale factor (with� =



3/ 2 ),

(2.43)� �� = Š 4� 2H +
c�

a3 � M =
e

c�
� t dt�

a(t� )3

a6 and �� � =



2
c�

a3 ,

wherec� andc� are constants depending on the IBC. The Friedmann equation(2.40)takes then
the form

(2.44)3H 2 =
1
3

�
6H Š

c�

a3

� 2

+
c2

�

a6 Š M 4nV co
5.

We will consider separately the casesc� = 0 andc� �= 0.

(i) c� = 0:

(2.45)M = M0

�
a0

a

� 6

, 3H 2 = Š
c2

m

a6 +
c2

M

a24, with cm =
c2

�

3
, c2

M =
nV

3
M 4

0co
5a24

0 ,

whereM0a6
0 is a positive constant. This solution exists only fornV > 0. If we also havec� = 0,

up to time reversal, the evolution describes a Big Crunch occurring at a �nite timetBC,

(2.46)a(t) = a0(tBC Š t)1/ 12 ×
	
16M 4

0nV co
5


 1/ 24, t < t BC.

Sincea � 1/T , it follows thatez � aM � 1/a 5, which is large ift � tBC and implies a run awa
of z, consistently with our hypothesisz � 1. However, close to the Big Crunch, the scaleM (as
well asT , even ifT � M ) is formally diverging. This implies that the present analysis has t
restricted to the regime whereM < M H i.e. z < ( 5/ 6) ln MH , whereMH is the supersymmetr
breaking scale above which a Hagedorn-like transition occurs. To bypass this limit, one co
to extend our study to Hagedorn singularity free models[8].

For c� �= 0, the time can be expressed as a function of the scale factor,

(2.47)t (a) = ± tBC

1�

a/amax

x11dx



1 Š x18
wheretBC =



3

|cM |
a12

max, � a � amax =

�
�
�
�
cM

cm

�
�
�
�

1/ 9

.

Formally, this solution describes a Big Bang att = Š tBC that initiates an expansion era. T
latter stops when the scale factor reaches its maximumamax at t = 0. The universe then contrac
till t = tBC, where a Big Crunch occurs. As before, the last era of this evolution can be tr
for t � tBC, where the solution(2.47)is asymptotic to(2.46). Thus, we have shown that for IB
such thatz0 � 1 andc� = 0, the dynamics is attracted to the MDS described by the Big Cru
solution of Eq.(2.46)with c� = c� = 0 and 3H 2 = cM /a 24.
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(ii) c� �= 0:
We consider IBC such thatz0 � 1, with genericc� �= 0. The sign ofnV �= 0 is arbitrary and

we want again to �nd the basins of attraction of the dynamics. Instead of Eq.(2.40), it is more
convenient to use the combination of Eqs.(2.40) and (2.41),

(2.48)�H = Š
1
2

�� 2 Š
1
2

�� 2
� ,

that becomes, utilizing the expressions(2.43)for �� and �� � :

(2.49)�H = Š
1
3

�
6H Š

c�

a3

� 2

Š
c2

�

a6 .

Introducing the quantity ,

(2.50) =
9

4c�
a2 �a =

3
4c�

	
a3
 · =

9
4c�

a3H,

Eq.(2.49)takes the form:

(2.51)
d

 2 Š  + 3
16(1 + 3(c� /c � )2)

= Š 9
da
a

,

valid in thez � 1 limit. In the same limit the �eld equations become:

(2.52)

�
��

���

1
1
3(

�
M /M) 2+ 1

2

�
� 2

� Š3
(

�
M /M) � Š

�
M /M Š 6 = 0,

1
1
3(

�
M /M) 2+ 1

2

�
� 2

� Š3

��
� � Š

�
� � = 0.

where the signs ofnV and the fractions in front of the second derivatives must be the sam
that the right-hand side of Eq.(2.25)is positive. This condition is required to study the evolutio
in real time (and not Euclidean). This differential system is easily shown to be equivalent

(2.53)

�


�

3(
�

M /M) � = (
�

M /M + 6)P(
�

M /M),
�
� � =



2c�

c�
(

�
M /M + 6)

wherec� /c � is an arbitrary constant denoted this way to make contact with the conventio
Eq.(2.43), and the polynomial

P(x) =
�
1 + 3(c� /c � )2�

x2 + 36(c� /c � )2x

(2.54)+ 9
�
12(c� /c � )2 Š 1

�
is of the sign ofnV .

Using the �rst equation in(2.43), one obtains

(2.55) =
9
4

1
�

M /M + 6
,

that can be used to identify consistently(2.51)with the �rst equation of(2.53). By the way, the
real time condition translates to the condition thatnV and the denominator of the left-hand si
of (2.51)have a common sign. We are going to solve this equation separately fornV > 0 and
nV < 0.
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Fig. 3.  , de�ned in Eq.(2.50) versus the scale factora. (a) corresponds to(c� /c � )2 > 1/ 9 and (b) corresponds t
(c� /c � )2 � 1/ 9. The solid lines are associated to the casenV > 0, while the dashed one is associated to the c
nV < 0.

– FornV > 0:

(i) When(c� /c � )2 > 1/ 9, the denominator of(2.51)has no real root. Integrating, one obta

(2.56)
a
a0

=
exp(Š 2

9



9(c� /c � )2Š1
tanŠ1( 4 Š2


9(c� /c � )2Š1
))

( 2 Š  + 3
16(1 + 3(c� /c � )2))1/ 18

,

that is used to draw versusa onFig. 3(a). Supposec� > 0. If at some time > 0, the de�nition
of  in Eq.(2.50)implies thata increases. Thus, the scale factor reaches a maximumamax where
 vanishes. We then pass into the < 0 lower half plane wherea decreases and converges to
Since 	 Š� anda 	 0, one has�a 	 Š� , which is interpreted as a Big Crunch occurri
at a �nite timetBC. Similar arguments apply whenc� < 0: If  < 0, the scale factor increases
to amax before converging to 0. This corresponds to a Big Crunch occurring at some �nite
tBC. To summarize, when the IBC are such thatc� > 0 (c� < 0), the system follows the curve o
Fig. 3(a) from up to down (down to up). The universe starts from a Big Bang, reaches a max
size, and ends with a Big Crunch. Of course, only the parts of this evolution consistent w
hypothesisz � 1 can be trusted. In particular, when we approachtBC, one has 	 Š s� , where
s = sign(c� ), and Eq.(2.56)implies,

(2.57)a(t) � (tBC Š t)1/ 12 ×
	
(16/ 3)|c� |a9

0es9�/ 2
 1/ 12, t � tBC.

This result can be used to show that the integral inM in Eqs.(2.43)is bounded whent 	 tBC so
that a consistent run awayez � 1/a 5 	 +� is found. An important remark then follows. Th
behavior(2.57)implies thatc� /a 3 is dominated byH in Eq. (2.43), showing that the dynamic
for (c� /c � )2 > 1/ 9 is always attracted by the solution forc� = c� = 0.

(ii) When(c� /c � )2 � 1/ 9, the left-hand side of Eq.(2.51)has two real roots. Integrating, on
has

(2.58)for
�

c�

c�

� 2

<
1
9

:
a
a0

=
| Š  Š |

 Š
9( + Š Š )

 +
9( + Š Š )

,  ± =
1
2

± ±
1
4

�
1 Š 9(c� /c � )2,
| Š  + |
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(2.59)for
�

c�

c�

� 2

=
1
9

:
a
a0

=
e

1
18( Š1/ 2)

| Š 1
2|1/ 9

,  ± =
1
2

,

where Š <  <  + . Fig. 3(b) shows as a function ofa.7 Whenc� > 0, the arguments used
case (i) apply on the branch <  Š , where the system evolves from up to down. The scale fa
grows up toamax before converging to 0. Similarly, whenc� < 0 and the system follows th
branch >  + , the scale factor converges to 0. In both cases, a Big Crunch occurs attBC and the
behavior(2.57), with s = 0, is valid. The dynamics is again attracted by the solution assoc
to c� = c� = 0.

Some new features occur forc� < 0, when <  Š (seeFig. 3(b)). The scale factor increas
up to its maximumamax before converging to 0, while 	  Š , implying �a 	 Š� . A Big
Crunch at a �nite timetBC occurs but since 	  Š , one has

(2.60)a(t) � (tBC Š t)1/ 3 ×
	
(4/ 3)|c� | Š


 1/ 3, t � tBC.

However, this behavior can be trusted as long asez � aM � | tBC Š t|
3

4 Š
Š 5

3 	 +� . This con-
dition implies that the scaling(tBC Š t)1/ 3 exists when

(2.61)c� < 0 and
1
9

(1 Š 1/ 25) <
�

c�

c�

� 2

�
1
9

.

In this case, the evolution is not attracted by the solutionc� = c� = 0. Actually, Eq.(2.43)can
be rewritten as

(2.62)�� � Š
�

2 Š
3

4 Š

�
ln |tBC Š t| + c 	 +� whent 	 tBC,

so that the integration constantc is negligible. There is thus a new basin of attraction, to
solution(2.60)with c = 0 i.e. such that

(2.63)3H 2 �
c2

m

a6 wherecm =
1
27

c2
�  2

Š , c = 0.

As for the previous Big Crunch behavior, the divergence ofM (and T) is only formal since
the present analysis supposesM < M H , where a Hagedorn-like transition occurs. On the c
trary, for (c� /c � )2 smaller than the lower bound of the range(2.61), we formally haveez �

|tBC Š t|
3

4 Š
Š 5

3 	 0, which shows that the system actually exits from the regimez � 1 we
started with. Similarly, ifc� > 0 and the system evolves along the branch >  + of Fig. 3(b),
one hasa 	 +� and 	  + . This impliesa � t1/ 3 × ((4/ 3)c�  + )1/ 3 andt 	 +� . However,

for large positivez, this impliesez � aM � t
3

4 +
Š 5

3 	 0, which shows that the system actua
exits in the regimez � 1.

Summary fornV > 0:
We have shown analytically that whenz0 � 1, eitherz 	 +� or z quits the regimez � 1.

To study the dynamics at �nitez, we use again a code that implements Eqs.(2.26). The phases o
expansion are simulated when a positive increment for
 is chosen. For generic IBC, we obser
that the right-hand side of the Friedmann equation(2.25)changes sign at some �nitea = amax.

7 To be precise, the slope at the point(a,  ) = (0,  Š ) is in�nite when (1 Š 4/ 361)/ 9 < (c � /c � )2 � 1/ 9, �nite when
(c� /c � )2 = (1 Š 4/ 361)/ 9 and vanishing when(c� /c � )2 < ( 1 Š 4/ 361)/ 9.
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This actually means that the scale factor has reached a maximum (the Hubble paramH
vanishes), and that the evolution enters into a phase of contraction. Such eras are simu
choosing a negative increment for
 and we observe that for generic IBC,z ends by running
away. As a conclusion, the generic IBC admit two basins of attraction to MDS. The evolu
converge either to the solution wherec� = c� = 0 i.e. such that 3H 2 = c2

M /a 24, or to the solution
with c = 0 and 3H 2 = c2

m/a 6.

– For nV < 0:

For IBC such thatz0 � 1, the real time condition translates to Š <  <  + (seeFig. 3(b)).
If c� > 0, the de�nition of in Eq. (2.51)reaches�a > 0. It follows thata 	 +� and 	  + .

Thus,a � t1/ 3 × ((4/ 3)c�  + )1/ 3 wheret 	 +� , andez � aM � t
3

4 +
Š 5

3 	 0. We conclude
that the system exits the regimez � 1. WhenŠ1/ 15 < n V /n T < 0 (Case(b)), this result is
compatible with Section2.3, where we found that the expanding evolutions satisfyz 	 zc.

If on the contraryc� < 0, one has�a < 0. It follows fromFig. 3(b) thata 	 0 and 	  Š , so
that �a 	 Š� . The dynamics is attracted by the Big Crunch solution(2.60) i.e. (2.63)that can
be trusted when the conditions(2.61)are satis�ed. For smaller values of(c� /c � )2, the system
exits the regimez � 1. These conclusions are compatible with the numerical simulations o
contracting evolutions described at the end of Section2.4, for generic IBC inCase(b). We found
there that eitherz 	 +� , as expected from the existence of the Big Crunch solution(2.60), or
z oscillates with a larger and larger amplitude, implying that whenz is large and positive, it ca
exit the regimez � 1.

€ nV = 0, z � 1:

We argued in Section2.3 that whenŠ1/ 15 < n V /n T < 0, the expanding evolutions are su
that z is attracted by a critical valuezc. Sincezc 	 +� whennV /n T 	 0Š , we expect the
expanding solutions fornV = 0 to satisfyz(t) 	 +� . Actually, this run away may be natur
since the potential in Eq.(2.27) decreases linearly for large positivez, V � Š znT co

4. In fact,
a numerical study of the differential system(2.26)with nV = 0 con�rms that for generic IBC
z enters the regimez � 1 when we simulate the expanding solutions. On the other hand, fo
evolutions where the scale factor decreases, we �nd eitherz 	 +� or z oscillates with a large
and larger amplitude. In all these cases, we are thus invited to consider analytically the sy
the regimez � 1.

In this limit, the thermal effective potential for� in Eq. (2.16)vanishes (up to exponential
small terms inz). Both � and� � are �at directions, and their kinetic energies involve two co
stantsc� , c� , determined by the IBC,

(2.64)� �� =
c�

a3 , �� � =



2
c�

a3 .

The energy density in the Friedmann equation(2.12)is 	 � 3T4nT co
4 and, using(2.39), one has

(2.65)3H 2 =
c2

r

a4 +
c2

m

a6 wherec2
r = 3nT co

4(a0T0)4, c2
m = c2

� +
c2

�

3
.

This equation admits two monotonic solutions (see Eq.(2.32)), mapped to one another und
time reversal. However, one can only trust them as long asz � 1.
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– For the expanding evolutions, sincea(t) 	 +� when t 	 +� , Eq. (2.64) implies that
M(t) converges to a constantM0. It follows thatez = M/T � a 	 +� , showing the valid-
ity of the solution for large enough time. We conclude that for generic IBC, the expa
evolutions are attracted to the RDS, Eq.(2.33), with M = M0.

– For the contracting evolutions, depending onc� andc� , we have

a(t) � (tBC Š t)1/ 3 ×
	
3c2

m

 1/ 6,

(2.66)M � M0

�
1 Š

t
tBC

� Š 1
[1+ 3(c� /c � )2]1/ 2

, t � tBC,

if the constraints

(2.67)c� > 0 and
�

c�

c�

� 2

<
8
3

are satis�ed (so thatz 	 +� whent 	 tBC). Alternatively, if c� = c� = 0, the solution

(2.68)a(t) �



tBC Š t ×
�

4
3

c2
r

� 1/ 4

, M � M0

is also consistent with a run away ofz. For all other values ofc� andc� , z exits the regime
z � 1. Our conclusions for the contracting evolutions are that there are two sets of g
IBC. The �rst gives rise to a run away ofz that corresponds to the Big Crunch solutions(2.66)
or (2.68). The second yields an oscillation regime inz, with larger and larger amplitude.

3. Susy breaking involvingn = 2 internal directions

In this section we extend our analysis to models where the supersymmetry breaking is i
by n = 2 Scherk–Schwarz circlesS1(R4) × S1(R5) in the 4th and 5th internal dimensions as
Ref. [14]. Thus, we are considering the heterotic or type II superstrings on

(3.1)S1(R0) × T3 × S1(R4) × S1(R5) × M 4,

whereM 4 is eitherT4 or K 3 � T4/ Z2. As shown in[14], such models allow cosmologic
evolutions that describe radiation dominated eras, with stabilized complex structure m
R5/R 4 [14]. The present analysis could certainly be extended to the other classes of mod
scribed in[14], where asymmetric Scherk–Schwarz compacti�cations in the directions 4 a
5 are considered. These models would involve run away solutions in the spirit of theCases(c)
and (a) forn = 1.

R0, R4, R5 are restricted to be large enough in order to avoid Hagedorn-like phase trans
In this regime, the free energy and pressure are computed in Ref.[14]:

P = T4p(z,Z) whereez =
M
T

, T =
1

2�R 0



ReS
,

(3.2)M =
1

2�



R4R5



ReS
, eZ =

R5

R4
.

T is the temperature in the Einstein frame,M is the supersymmetry breaking scale which is gi
in terms of the geometric mean of the moduliR4 andR5, andZ parametrizes the complex stru
ture modulusR5/R 4. The quantityp(z,Z) is a linear sum of functions, with model-depend
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integer coef�cients,

(3.3)p(z,Z) = nT p100(z, Z) + n010p010(z, Z) + n001p001(z, Z) + n111p111(z, Z),

wherenT is again the number of massless states and

(3.4)p �g0 �g4 �g5 =
2

� 3

�

�m0, �m4, �m5

e4z

[(2 �m0 + �g0)2e2z + (2 �m4 + �g4)2eŠZ + (2 �m5 + �g5)2eZ ]3
.

3.1. Gravitational and moduli equations

The low energy effective action(2.7) with the kinetic term ofR5 taken into account can b
written in terms of rede�ned �elds as:

(3.5)S=
�

d4x



Šg
�

1
2

R Š
1
2

�
(��) 2 + (�� � )2 +

1
2

(�Z) 2
�

+ P
�
,

where

� := � D Š ln
�

R4R5, � � := � D + ln
�

R4R5,

(3.6)P = M 4eŠ4zp(z,Z), M =
e�

2�
.

For evolutions satisfying the metric ansatz(2.11), the Friedmann equation is

(3.7)3H 2 =
1
2

�� 2 +
1
4

�Z2 +
1
2

�� 2
� + T4r wherer(z,Z) = 3p Š pz,

while the equation for the scale factor,

(3.8)2 �H + 3H 2 = Š
1
2

�� 2 Š
1
4

�Z2 Š
1
2

�� 2
� Š T4p,

can be replaced by the conservation of the energy–momentum in a form similar to Eq.(2.19),

(3.9)�	 + 3H(	 + P ) + ��T 4(3p Š r) + �ZT 4pZ = 0.

For the scalar �elds, one has

(3.10)�̈ + 3H �� = T4(3p Š r),

(3.11)Z̈ + 3H �Z = T42pZ ,

(3.12)�̈ � + 3H �� � = 0 � �� � =



2
c�

a3 .

We proceed by introducing the variable
 of (2.20)as in Section2.2to express

�
� = A(z, Z)

�
z + B(z, Z)

�
Z Š 1

(3.13)whereA(z, Z) =
4r Š rz

3(r + p)
, B(z, Z) = Š

rZ + pZ

3(r + p)
,

that reaches, by integration,

(3.14)M =
eF (lna)

a
where

�
F (
) := A(z, Z)

�
z + B(z, Z)

�
Z .
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This result can be used to rewrite the Friedmann equation(3.7) in either of the following forms,

(3.15)3H 2 =
3
5

H 2
�

(A
�
z + B

�
Z Š 1)2 +

1
2

�
Z Š 1

� 2

+
6
5

e4[F (ln a)Šz]

a4 r(z,Z) +
6
5

c2
�

a6 ,

or

H 2 = T4 r(z,Z)

3 Š K(z,
�
z,Z,

�
Z ,

�
� � )

(3.16)whereK =
1
2

	
A (z, Z)

�
z + B(z, Z)

�
Z Š 1


 2 +
1
4

�
Z 2 +

1
2

�
� 2

� ,

while the equations for the scalars become

(3.17)

�
���

����

r
3ŠK (A

��
z + B

��
Z + A z

�
z2 + (A Z + Bz)

�
z

�
Z + BZ

�
Z 2) + rŠp

2 (A
�
z + B

�
Z) + V (z)

z = 0,

r
3ŠK

��
Z + rŠp

2

�
Z + V (Z)

Z = 0,

r
3ŠK

��
� � + rŠp

2

�
� � = 0

where we have de�ned

(3.18)V (z)
z (z, Z) =

r Š 5p
2

and V (Z)
Z (z, Z) = Š 2pZ .

3.2. Attraction to the RDS

A wide range of behaviors can emerge from this system of differential equations. Howe
the spirit of Section2.3, we choose to look for cosmological solutions with stabilized com
structuresez = R0/



R4R5 andeZ = R5/R 4 i.e. satisfying(z, Z) � (zc,Z c). From the system

(3.17), such solutions exist if the following conditions are simultaneously satis�ed,

(3.19)V (z)
z (zc,Z c) = 0 i.e. 2p(zc,Z c) + pz(zc,Z c) = 0,

(3.20)V (Z)
Z (zc,Z c) = 0 i.e.pZ (zc,Z c) = 0.

These equations de�ne two sets of curves in the(z, Z) -plane, whose intersections determ
the critical points(zc,Z c). Supposing such a solution exists, the corresponding cosmolo

evolution is characterized by
�
F = 0 in Eq.(3.14)and thus

(3.21)M(t) = ezcT (t) =
eF

a(t)
whereF = cst., R5(t) = eZcR4(t),

together with the Friedmann equation(3.15),

(3.22)3H 2 =
c2

r

a4 +
c2

m

a6 wherec2
r = 6e4(F Šzc)p(zc,Z c), c2

m =
6
5

c2
� .

The latter is qualitatively identical to the one found forn = 1 in Case(b). The evolution with
expanding scale factor is asymptotic to the critical solution(z, Z) � (zc,Z c), cm = 0, wherea(t)
is given in(2.33).

To study the local stability around a critical solution withcm = 0, we de�ne small perturba
tions around it,

(3.23)z(
) = zc + �(
), Z(
) = Zc + E(
),
�
� � (
) =

�
� � (
),
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and consider the system(3.17)at �rst order in � , E and
�
� � . The latter can be brought into th

form

(3.24)

�
���

����

��
� +

�
� + � � + �E = 0 where� =

9p(4pŠpzz)+ 2p2
zZ

2p(26p+ pzz)
|(zc,Z c), � = pzZ (2pZZ Š9p)

2p(26p+ pzz)
|(zc,Z c),

��
E +

�
E + �E + �� = 0 where� = Š pZZ

p |(zc,Z c), � = Š pzZ
p |(zc,Z c),

��
� � +

�
� � = 0.

To proceed, we specialize on the set of models whose R-symmetry charges coupled to th
ing and momentum numbers in the directions 4 and 5 are identical. For this set, it is sh
[14] that the functionp in Eq.(3.3) takes the form,

(3.25)p(z,Z) = nT [p100+ p111] + nV [p010+ p001], Š1 �
nV

nT
� 1,

and that the range ofnV /n T can be divided in four phases whose frontiers are given
{Š 0.215, Š1/ 31, 0} [14].

€ For nV /n T � Š0.215, the constraint(3.19)has no solution.
€ For Š0.215� nV /n T < Š1/ 31, the constraint(3.19)de�nes a non-trivial curve, while the

condition(3.20)is satis�ed on the axisZ = 0. The two loci intersect at a point(zc, 0).
€ For Š1/ 31< n V /n T < 0, the constraint(3.19)de�nes a non-trivial curve, while the cond

tion (3.20)corresponds to 3 curves, one of which being the axisZ = 0. There is a unique
intersection point(zc, 0).

€ For 0< n V /n T , the constraint(3.19)has no solution.

Thus, a solution to the equations of motion with constant complex structures(zc,Z c) exists when
Š0.215� nV /n T < 0.

The class of models we consider have a symmetryR4 � R5 that translates toZ � Š Z . This
impliespzZ(zc, 0) = 0 and

(3.26)� =
9
2

4p Š pzz

26p + pzz

�
�
�
�
(zc,Z c)

, � = 0, � = Š
pZZ

p

�
�
�
�
(zc,Z c)

, � = 0.

As in then = 1 case, one �nds numerically that� and� are always positive. They increase fro
0 to+� whennT /n V varies from� Š 0.215 to 0, which shows that�(
) , E(
) (and

�
� � (
) ) are

always converging to zero. This means that in the class of models under investigation,
solution(zc,Z c) exists, it is stable under small perturbations.

A numerical study of the exact system(3.17)shows that for generic IBC(z0,
�
z0,Z 0,

�
Z 0,

�
� � 0)

such that the right-hand side of Eq.(3.16) is positive, the expanding cosmological solutio
satisfy(z(
), Z(
)) 	 (zc,Z c) when
 	 +� . We conclude that the dynamics of the expand
evolutions is attracted by the RDS described by the critical solution(z, Z) � (zc,Z c), �� � � 0
i.e. 3H 2 = c2

r /a 4 (Eq.(3.21)).

4. An inßation era?

We have described how cosmological evolutions can be determined by the R-charge
massless spectrum. In particular, we found that the dynamics can be attracted to a ra
era, with stabilized complex structures. In standard cosmology, such an era follows a pe
in�ation introduced to explain the observed �atness and homogeneity of our universe, or
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the topological defect problem. It is thus important to analyze if our attraction mechanism a
periods of accelerated cosmology.

Using the Einstein equations, the in�ation conditionä > 0 or �H + H 2 > 0 can be translate
into an inequality between the thermal sources	 , P and the scalar kinetic energies (take�Z = 0
for n = 1),

(4.1)
1
2

�
P +

1
3

	
�

< Š
1
3

�
�� 2 +

1
2

�Z2 + �� 2
�

�
.

Using the variable
 and Eq.(2.25)(or (3.16)), we obtain

(4.2)p Š
1
6

pz < Š2
�

p Š
1
3

pz

�
1

3
K Š 1

� 0,

where there are two conditions in one: First,p Š pz/ 6 has to be negative, and second it has to
negative enough compared to the right-hand side that depends on the kinetic energies.

For the classes of models we considered forn = 1 (see Eq.(2.4)) andn = 2 (see Eq.(3.25)),
one can show that a necessary condition to havep Š pz/ 6 < 0 is nV < 0. We thus carry on ou
discussion in this case. It then follows that the quantityp Š pz/ 3 in (4.2) is always positive
Altogether, a necessary and suf�cient condition for an accelerated cosmology is:

(4.3)nV < 0 and K < I whereI = Š
3p Š 1

2pz

p Š 1
2pz

.

Actually, when deriving(4.3) from (4.2), one also �nds thatI � 3. However, this is an empt
constraint since the functionI satis�esI � 1.

For a susy breaking withn = 1

From (4.3), in order to have solutions, we needI (nV /n T , z) > 0. This condition de�nes a
domain in the(nV /n T , z)-plan where, by de�nition,I = 0 on the boundary. However, it happe
that I � 1 in the interior, as can be seen onFig. 4(a). We can thus estimate thee-fold number
by consideringz large and positive. In particular, whenŠ1/ 15< n V /n T < 0, thez’s allowing
periods of accelerated cosmology are always larger thanzc. Whenz � 1, the condition(4.3)
simpli�es to

(4.4)K �
1
3

(
�

M /M) 2 + (c� /c � )2(
�

M /M + 6)2 � 1,

where we have used the second equation of(2.53). An era of acceleration exists if(c� /c � )2 <

1/ 33. It begins and ends at most when
�

M /M saturates the inequality(4.4) i.e. equals

(4.5)lb,e =
Š18(c� /c � )2 ±

�
3[1Š 33(c� /c � )2]

1 + 3(c� /c � )2 .

To �nd the scale factorsab andae when this arises, we integrate the �rst equation of(2.53),

ln
�

a
a0

�
� 
 Š 
 0

(4.6)= � ln |
�

M /M + 6| + � + ln |
�

M /M Š l+ | + � Š ln |
�

M /M Š lŠ |,
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Fig. 4. For one modulusz, (a): In the domainI > 0 of the(nV /n T , z)-plane (Š1/ 15< n V /n T < 0), I can be approxi-
mated by 1, its value forz � 1. For two moduli(z,Z) , (b): For any �xedŠ0.215� nV /n T < 0, in the domainI > 0 of
the(z,Z) -plane,I can be approximated by 1, its asymptotic value in the sectors II, III, IV, V de�ned in Eq.(4.9). (b) is
drawn fornV /n T = Š 1/ 63.

where

l± =
Š18(c� /c � )2 ± 3

�
1Š 9(c� /c � )2

1+ 3(c� /c � )2 ,

� =
3

1+ 3(c� /c � )2

1
(l+ + 6)(l Š + 6)

,

(4.7)� ± = ±
3

1+ 3(c� /c � )2

1
(l± + 6)(l + Š lŠ )

.

Inserting the particular values(4.5) in (4.6), the maximume-fold number is found to be

(4.8)e(c� /c � ) = ln
ae

ab
= � ln

�
�
�
�
le + 6
lb + 6

�
�
�
� + � + ln

�
�
�
�
le Š l+
lb Š l+

�
�
�
� + � Š ln

�
�
�
�
le Š lŠ
lb Š lŠ

�
�
�
�,

that satis�ese(c� /c � ) � e(0) � 0.227. Thus, even if periods of accelerated scale factor ar
lowed, they do not give rise to in�ationary eras.
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For a susy breaking withn = 2

For any �xed nV /n T < 0, the conditionI (nV /n T , z,Z) > 0 de�nes a domain in the(z, Z) -
plan, as shown onFig. 4(b). Using the notations of[14], this zone spans four asymptotic sect
de�ned as follows,

II: Z 	 Š� , z � �Z, |� | <
1
2

, III: Z � �z 	 Š� , Š2 < � < 0,

(4.9)IV: Z � �z 	 +� , 0 < � < 2, V: Z 	 +� , z � �Z, |� | <
1
2

,

inside of whichI � 1. We will evaluate thee-fold number by approximatingp(z,Z) by its
asymptotic expansions, which are well de�ned in each sectors[14]:

pII = e4zeŠ3Z nV So
6 + eŠzeŠZ/ 2	

nT So
5 + nV Se

5



+ e3ze3Z/ 2(nT + nV )

	
So

4 + Se
4



+ · · · ,

pIII = e4zeŠ3Z nV So
6 + e4ze2Z nV

	
So

5 + Se
5



+ 2

	
nT So

4 + nV Se
4



+ · · · ,

pIV = e4ze3Z nV So
6 + e4zeŠ2Z nV

	
So

5 + Se
5



+ 2

	
nT So

4 + nV Se
4



+ · · · ,

(4.10)
pV = e4ze3Z nV So

6 + eŠzeZ/ 2	
nT So

5 + nV Se
5



+ e3zeŠ3Z/ 2(nT + nV )

	
So

4 + Se
4



+ · · ·

where the dots stand for exponentially suppressed terms and the coef�cientsSo,e
4,5,6 are constants.8

It is interesting to note that the behavior of the temperature depends drastically on the lo
of the representative point of the system in the(z, Z) -plan. In sectors III and IV, one �ndsA � 1,
B � 0 as in the 1 modulus case, while in sectors II (or V), one hasA � 4/ 3, B � 1/ 6 (or Š1/ 6).
Using the energy–momentum conservation in the form of Eq.(3.13), this reaches

(4.11)II:
M 2eZ

a6T8 = cst., III � IV: aT = cst., V:
M 2eŠZ

a6T8 = cst.

However, the equations of motion for the scalar �elds are identical in all these asymptotic s

(4.12)

�
������

�������

1
1
2(

�
M /M) 2+ 1

4
�Z2+ 1

2

�
� �

2Š3
(

�
M /M) � Š

�
M /M Š 4 = 0,

1
1
2(

�
M /M) 2+ 1

4
�Z2+ 1

2

�
� 2

� Š3

��
Z Š

�
Z + 6 = 0,

1
1
2(

�
M /M) 2+ 1

4
�Z2+ 1

2

�
� 2

� Š3

��
� � Š

�
� � = 0

where the fractions in front of the second derivatives must have the sign ofnV i.e. negative

When
�

M /M + 4 �= 0, it is easy to show that there exist constantsc� �= 0, cZ , c� such that

(4.13)

�
���

����

2(
�

M /M) � = (
�

M /M + 4)P(
�

M /M),
�
Z Š 6 = 2cZ

c�
(

�
M /M + 4),

�
� � =



2c�

c�
(

�
M /M + 4)

8 Their precise values are not needed in the following but can be found in the appendix of[14].
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y

tions.

merge,
s. The
large
where

P(x) =
�
1 + 2(cZ /c � )2 + 2(c� /c � )2�

x2 + 4
�
4(cZ /c � )2 + 3cZ /c � + 4(c� /c � )2�

x

(4.14)+ 4
�
8(cZ /c � )2 + 12cZ /c � + 8(c� /c � )2 + 3

�
is of the sign ofnV .

The condition(4.3) is also identical in all asymptotic sectors II, . . . , V,

(4.15)K �
1
2

(
�

M /M) 2 +
�
(cZ /c � )(

�
M /M) + 3

� 2 + (c� /c � )2(
�

M /M + 4)2 � 1,

where we have used the second and third equations of(4.13). A period of accelerated cosmolog
exists if

(4.16)(c� /c � )2 <
1
14

, cŠ < c Z /c � < c + wherec± =
Š6± 2

�
2[1Š 14(c� /c � )2]

7
.

It begins and ends at most when
�

M /M saturates the inequality(4.15)i.e. equals

(4.17)lb,e =
Š2[4(cZ /c � )2 + 3cZ /c � + 4(c� /c � )2] ±

�
14(c+ Š cZ /c � )(cZ /c � Š cŠ )

1+ 2(cZ /c � )2 + 2(c� /c � )2 .

To �nd the corresponding scale factorsab, ae, we integrate the �rst equation of(4.13),

(4.18)ln
�

a
a0

�
� 
 Š 
 0 = � ln |

�
M /M + 4| + � + ln |

�
M /M Š l+ | + � Š ln |

�
M /M Š lŠ |,

where

l± =
Š2[4(cZ /c � )2 + 3cZ /c � + 4(c� /c � )2] ±

�
10(C+ Š cZ /c � )(cZ /c � Š CŠ )

1+ 2(cZ /c � )2 + 2(c� /c � )2 ,

with C± =
Š6±

�
7[3 Š 10(c� /c � )2]

5
,

� =
2

1+ 2(cZ /c � )2 + 2(c� /c � )2

1
(l+ + 4)(l Š + 4)

,

(4.19)� ± = ±
2

1+ 2(cZ /c � )2 + 2(c� /c � )2

1
(l± + 4)(l + Š lŠ )

.

Inserting(4.17)in (4.18), the maximume-fold number is found to be

(4.20)e(cZ /c � , c� /c � ) = ln
ae

ab
= � ln

�
�
�
�
le + 4
lb + 4

�
�
�
� + � + ln

�
�
�
�
le Š l+
lb Š l+

�
�
�
� + � Š ln

�
�
�
�
le Š lŠ
lb Š lŠ

�
�
�
�,

that satis�ese(cZ /c � , c� /c � ) � e(Š3/ 2, 0) � 0.189. The order of magnitude of thee-fold num-
ber forn = 1 andn = 2 is thus the same. They cannot account for the astrophysical observa

5. Summary, limitations and perspectives

The present work focuses on an intermediate cosmological era,tE � t � tw. The timetE cor-
responds to the exit of an Hagedorn phase i.e. after the notion of topology and geometry e
with 3 large space-like dimensions and possibly internal directions of intermediate scale
characteristic timetw is associated to the electroweak phase transition, occurring before
scale structure formations in the universe.
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To describe the intermediate era, we consider �at classical 4-dimensional space–times
the context of superstring theory, whereN = 8, 4, 2 supersymmetry is spontaneously brok
Our aim is to determine the different cosmological behaviors that can be induced when
kinds of effects are taken into account. Namely,

– statistical physics effects at temperatureT ,
– radiative corrections of magnitudeM , the spontaneous supersymmetry breaking scale,
– the presence of moduli �elds, whose kinetic energies scale as 1/a 6.

We determine the low energy effective action at the one-loop level and parametrize data
exit tE of the Hagedorn phase by a set of IBC.

To be speci�c, whenn = 1 internal radius is involved in the supersymmetry breaking,
show that, depending on the R-symmetry charges of the massless spectra, the model
grouped in differentCases(a), (b) or (c). For each, there exists a partition of the set of I
whose classes yield cosmological evolutions that share a common behavior.

€ In Case(a), one class of IBC seems to induce a spontaneous decompacti�cation of the
nal direction involved in the breaking of supersymmetry. It is out of the scope of the pr
paper.

€ In Case(b), the evolutions of the scale factor are monotonic. The expanding solutions b
to the same class and are attracted to a radiation dominated era. Asymptotically, o
3H 2 � 1/a 4 � T4 � M 4, wherea(t) �



t .

€ In Case(c), a class of IBC reaches solutions attracted to a Big Crunch era domina
the radiative corrections to the initially vanishing vacuum energy. Asymptotically, on
3H 2 � M 4 � 1/a 24 � T24, wherea(t) � (tBC Š t)1/ 12.

€ In all cases, a class of IBC reaches solutions attracted to a Big Crunch era dom
by the classical moduli kinetic energy. Asymptotically, one has 3H 2 � 1/a 6 � T6 �
M 1/( 1Š3/( 8 Š )) , where Š is given in Eq.(2.57)anda(t) � (tBC Š t)1/ 3.

Our analysis has some limitations. First of all, we have supposed that the radii involved
spontaneous breaking of supersymmetry and the radius of the Euclidean time are large en
avoid Hagedorn like singularities in the partition functions. Since we found Big Crunch beh
whereT � M are formally diverging, these evolutions must be restricted toM lower than a
maximum Hagedorn bound. It would be interesting to relax this constraint by considering m
free of such singularities[8].

Also, we have studied the thermal and quantum corrections at the one-loop level in �at
grounds where moduli have some kinetic energy. This means that the induced sourcesP, 	 and
their backreactions on the “cold” classical backgrounds we start with must be small. Th
need afterwords to check the consistency of our approach.

– For the RDS, we have

(5.1)P (t) � 	(t) �
1

a(t)4 �
1
t2 Š	 0,

which shows its validity.



252 F. Bourliot et al. / Nuclear Physics B 816 (2009) 227–255

m

as

l. The
oned

can try
to �nd
tion in

d by
s should
both
d.

hat for
odulus
d.
e
llowed.

ith
ing to

thanks
is for

-02.
1, and

Mathe-
– For the Big Crunch attractora(t) � (tBC Š t)1/ 12 of the MDS, both the thermal/quantu
sources and the classical moduli kinetic energy are diverging. Formally, one has

(5.2)P (t) = Š 	(t) � M 4 �
1

a(t)24 �
1

(tBC Š t)2 �
1
a6 �

1



tBC Š t
,

which shows that this solution has to be restricted to times whereP and	 do not exceed too
much the classical kinetic energy.

– This limitation does not exist for the Big Crunch behaviora(t) � (tBC Š t)1/ 3. Even if the
thermal/quantum sources and the classical moduli kinetic energy are diverging, one h

(5.3)P (t) = Š 	(t) � M 4 �
1

a(t)24Š9/ Š
�

1
(tBC Š t)8Š3/ Š

�
1
a6 �

1
(tBC Š t)2 ,

since Š < 1/ 2. Thus, the backreaction on the classical background is always smal
dynamical attraction to this solution is only limited by the Hagedorn transitions menti
previously.

To go beyond the constraint that the thermal/quantum corrections must be small, one
to compute the higher string loop corrections and, if possible, use string–string dualities
the non-perturbative corrections to the effective action. For the models under considera
this work, the extended supersymmetry is only broken spontaneously, at the scaleM and/or by
thermal effects at the scaleT . This means that the UV behavior of the theories is not affecte
these soft breaking and that the renormalization theorems for extended supersymmetrie
persist. To �nd the cosmological evolutions beyond the �rst order in perturbation theory,
the thermal effective potential and the corrections to the kinetic terms have to be compute

The attraction phenomena we found can be generalized to models wheren internal radii are
involved in the spontaneous breaking of supersymmetry. In particular, we have shown t
n = 2, the attraction to the radiation era persists. In the process, the complex structure m
associated to the ratio of the two radii converges to a constant i.e. is dynamically stabilize

During the convergence to the radiation dominated era, the ratioM/T reaches its critical valu
exponentially or with damping oscillations. Periods of accelerated expansions are also a
However, thee-fold number seems to depend weakly onn and, at least forn = 1, 2, does not
give rise to enough periods of in�ation (e-fold � 0.2). Since we have considered models w
N = 8, 4, 2 initial supersymmetry (i.e. before spontaneous breaking), it would be interest
extend our work toN = 1 models and see if the order of magnitude of thee-fold is higher.
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Abstract

In a superstring framework, the free energy densityF can be determined unambiguously at the full str
level once supersymmetry is spontaneously broken via geometrical �uxes. We show explicitly tha
the moduli associated to the supersymmetry breaking may give relevant contributions. All other sp
moduliµ I give exponentially suppressed contributions for relativelysmall(as compared to the string scal
temperatureT and supersymmetry breaking scaleM . More concisely, forµ I > T andM , F takes the form

F (T ,M ; µ I ) = F (T ,M) + O
�
exp

�
Š

µ I
T

�
, exp

�
Š

µ I
M

��
.

We study the cosmological regime whereT andM are below the Hagedorn temperature scaleTH . In this
regime,F remains �nite for any values of the spectator moduliµ I . We investigate extensively the ca
of one spectator modulusµ d corresponding toRd, the radius-modulus �eld of an internal compacti�e
dimension. We show that its thermal effective potentialV (T ,M; µ) = F (T ,M ; µ) admits �ve phases
each of which can be described by a distinct but different effective �eld theory. For late cosmological
the Universe is attracted to a “Radiation-like evolution” withM(t) � T (t) � 1/a(t) � tŠ2/d . The spectato
modulusµ(t) is stabilized either to the stringy enhanced symmetry point whereRd = 1, or �xed at an
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arbitrary constantµ 0 > T ,M . For arbitrary boundary conditions at some initial time,tE , µ(t) may pass
through more than one effective �eld theory phase before its �nal attraction.
� 2010 Published by Elsevier B.V.

1. Introduction

String theory provides a framework to obtain a sensible theoretical description of th
mological evolution of our Universe. Nowadays, it is the only known framework in which
quantum gravity effects are under control[1], at least for certain physically relevant cases. F
lowing the stringy cosmological approach developed recently in Refs.[2–4], the classical string
vacuum is taken to be supersymmetric with a �xed amount of supersymmetries de�ned
space–time.

This initial choice does not give rise to any cosmological evolution. In the presence
persymmetry, the quantum corrections to the gravitational background would lead to
space–time, or would modify it at most to Anti-de Sitter, domain walls or gravitational w
backgrounds respecting a time-like or light-like killing symmetry. The above cosmologica
structions are however physically irrelevant for two fundamental reasons:

€ Firstly, supersymmetry is broken in the real world (at least spontaneously and not expl
at a characteristic supersymmetry breaking scaleM .

€ Secondly, in the case of thermal cosmologies, the supersymmetry is effectively (s
neously) broken at the temperature scaleT .

Both the M and T supersymmetry breaking scales induce at the quantum level a
trivial free energy densityF (T , M) , which plays the role of an effective thermal poten
V (T ,M) = F (T , M) that modi�es the gravitational and �eld equations, giving rise to non-triv
cosmological solutions, as has been explicitly shown in Refs.[2,3,5]. Both the supersymmetr
breaking and �nite temperature phenomena can be implemented in the framework of supe
[6–8] by introducing non-trivial “�uxes” in the initially supersymmetric vacua. Furthermore
the case where supersymmetry is spontaneously broken by “geometrical �uxes”[9,10], the free
energyF (T , M) is under control and is calculable at thefull string level, free of any infrare
and ultraviolet ambiguities[2,3]. This is true, providedT andM are below a critical value clos
to the string mass scale, the so-called Hagedorn temperatureTH [6–8,11]. In the framework of
stringy-thermal cosmologies,T � TH corresponds to very early times when we are facing n
trivial stringy singularities indicating a non-trivial phase transition at high temperatures[6,8,12,
13,15]at timetH . In the literature, there are many speculative proposals concerning the
of this transition[6,8,12–16].

A way to bypass the Hagedorn transition ambiguities was proposed in Ref.[4]. It consists of
assuming the emergence of (d Š 1) large space-like directions for timest � tH , describing the
(d Š 1)-dimensional space of the Universe, and possibly some internal space direction
intermediate size characterizing the scaleM of the spontaneous breaking of supersymmetry
geometrical �uxes[9,10]. Within these assumptions, the ambiguities of the “Hagedorn trans
exit attE ” can be parameterized, fort � tE , in terms of initial boundary condition data attE � tH .
In this way, the intermediate cosmological eratE � t � tW, i.e. after the “Hagedorn transitio
exit” and before the electroweak symmetry breaking phase transition attW, was extensively
studied in Ref.[4] in the case ofd = 4. An output of the present analysis is that the cosmolog
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“radiation-like” evolution found in Refs.[2,3,5,17]generalizes to a “Radiation-like Dominate
Solution” (RDS) ind-dimensional space–time,

RDSd: M(t) � T (t) � 1/a(t) � tŠ2/d , for tE � t � tW, (1.1)

and is unique at late times in certain physically relevant supersymmetry breaking scheme
necessary and suf�cient consistency requirement, we note that in this intermediate cosmo
regimeTH � T ,M � TW, the smallness of the space–time curvature scales,H 2 = ( �a/a)2 and
�H , the dilaton and the evolving radii scales,�� 2

dil , �̈ dil , ( �RI /R I )2, R̈I /R I , are guaranteed to b
small (� O(T d,M d)), thanks to the “attractor mechanism” towards the RDS in late cosmo
cal times. In particular, they are all decreasing at late cosmological times and so our quas
approximation becomes better and better as time passes. In addition, our perturbative a
mation becomes better and better as time progress due to the falling of the dilaton.

We point out that the evolution is radiation-like in the sense that the external space–time
lution is identical to that of a radiation dominated universe. However, in our case the exp
is driven not only by radiation, but also by the coherent motion of the supersymmetry bre
modulusM . We would also like to stress that a key result of[4] was that the RDS4 is actually
an attractor of the dynamics. The important consequence of this attractor, is to wash out
pendence of the cosmological evolution on the choice of initial boundary conditions, which
used to parameterize our ignorance of the physics involved in the Hagedorn transition.
paper we show that the attractor naturally extends to the higher-dimensional RDSd.

Although this analysis was done in the framework of initial vacua withN4 = 2 supersymme
try, the claim is that it will still be valid in more realistic models with initialN4 = 1 supersym-
metry[18]. We would like to stress here that the limitationt � tW in the infrared regime follows
from the appearance in the low energy effective �eld theory of a new scale, namely the “in
renormalization group invariant transmutation scaleQ”, at which the supersymmetric standa
model Higgs (mass)2 becomes negative (no-scale radiative breaking ofSU(2) × U(1) � U(1)em
[19,20]). Q is irrelevant as long asM,T � Q; however it becomes relevant and stops theM(t)
evolution whenT � Q at t � tW i.e.when the electroweak breaking phase transition takes p
Although the physics fort � tW is of main importance in particle physics and in in�ationa
cosmology attW, it will not be examined in this work. The main reason for us is its strong de
dence on the initial vacuum data which screens interesting universality properties.We therefore
work in the intermediate cosmological eratE � t � tW or TH � T � Q, i.e. after the Hage-
dorn phase transition and before the electroweak one. In this regime the transmutation scaleQ
can be consistently neglected and, furthermore, the Hagedorn transition ambiguities ar
into account in terms of initial boundary conditions (IBC) after the “Hagedorn transition ex
tE . This scenario gives a dynamical explanation of the smallness of the supersymmetry
ing scale as compared to the string or Planck scales. Indeed, extrapolating the RDSd= 4 up to
the low energy regime whereT = O(1 TeV) one �nds (thanks to the attractor mechanism), t
the natural value of the supersymmetry breaking scaleM(t) is naturally small and around th
electroweak phase transition, independently of its initial value at early cosmological times

The only known supersymmetry breaking mechanism that can be unambiguously ada
the string perturbative level, is the one we consider here where supersymmetry is sponta
broken via “geometrical �uxes”. This choice implies the existence of at least one relatively
compact dimension (the one which is associated to supersymmetry breaking). This is
not in contradiction with experimental results both in particle physics and cosmology. Fo
eral years, the possibility of “large extra dimensions” has attracted the attention of the p
physics community; the future data analysis at the LHC and elsewhere includes searches
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Fig. 1. Qualitative shape of the effective potentialV versus lnRd, with T , M (and the dilaton in Einstein frame) �xed
When lnRd varies, �ve distinct phases can arise in the heterotic case. i) The Higgs phase I, ii) the �at potential
II, IV and iii) the higher-dimensional phases III, V. The phases IV and V are T-dual to II and III. In the type II cas
phase I does not exist and the plateaux II and IV are connected. The plot is valid forT > M , for T < M one simply
replacesR0 with R9.

nals indicating the existence of large extra dimensions at scales 1/R � O(1 TeV), which is the
characteristic prediction of supersymmetry breaking via geometrical �uxes.

Many other choices for supersymmetry breaking exist. However in most cases it is no
known, in our days, the precise stringy corrections to all orders in� � that are necessary in order
study the intermediate cosmological regime. In all other supersymmetry breaking mech
we are forced to work in the effective supergravity framework. Our results may help to
more general stringy approaches possible in the future. There are indications that our res
be converted to other string vacua, utilizing string/string and M-theory dualities. In part
the geometrical �uxes are mapped to other types of �uxes, for instance the three form
and NS–NS �uxes in type IIB — orientifolds. In this respect, the exact stringy approa
the intermediate cosmological regime gives us profound (non-perturbative) information v
theory and string dualities.

In addition to generalizing the results of[4] to arbitrary dimension, we analyze the time b
havior of the spectator moduli not participating in the breaking of supersymmetry. Following
Refs.[2,3,5], one can show that only the supersymmetry breaking moduliM(t) andT (t) can
give a relevant contribution to the free energy densityF . Intuitively, all other moduliµ I are ei-
ther attracted and stabilized to the “stringy” extended gauge symmetry points, close to the
scaleµ I � Mstring, or are effectively frozen to an arbitrary value such thatµ I � T andM , giving
rise to exponentially suppressed contributions:

F (T , M ; µ I ) = F (T , M) + O
�
exp

�
Š

µ I

T

�
, exp

�
Š

µ I

M

��
. (1.2)

One point of the present paper is to explicitly verify this intuition for the moduli coming from
spectator tori. Indeed, the supersymmetry breaking moduli generate a non-trivial potential
spectator moduli and freeze them as expected. Considering the effect on a single specta
ulus (µ � 1/R d) in the case of the heterotic string, the thermal effective potentialV (T ,M; µ)
admits �ve distinct phases, each of which can be described by a different effective �eld th
The interesting result is that by using a string theory framework and working at thefull string
level, we are able to link together, within a single framework, the different effective �eld theo
Furthermore, the main result of this paper is to derive at the string perturbative level (ho
exact in� �), the full string free energyF (T , M ; µ I ) as a functional of the supersymmetry bre
ing moduli T ,M , the string coupling constant modulus dil and “spectator moduli”µ I , for a
certain class of string vacua where the spontaneous breaking of supersymmetry is indu
geometrical �uxes.

The form of the potential is sketched inFig. 1 and the phases are summarized as foll
(T � 1/R 0,M � 1/R 9):
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I. Higgs phase: With |Rd Š 1
Rd

| < 1
R0

and/or 1
R9

.
This phase contains the stringy extended symmetry point at the self-dual pointRd = 1. The
appropriate effective �eld theory description of this phase is in terms of ad-dimensional
theory of gravity coupled to anSU(2) gauge theory.Rd is dynamically stabilized at thi
point. Such a notion of moduli stabilization, has been studied in the literature before[21,22,
13]. Here we demonstrate such moduli stabilization in the context of the heterotic supe
by an explicit computation of the effective potential.

II. Flat potential phase: With 1
R0

and 1
R9

< R d Š 1
Rd

< R 0 andR9.
Here, the appropriate effective �eld theory description is in terms of ad-dimensional theory
of gravity coupled to anU(1) gauge �eld.

III. Higher-dimensional phase: With R0 and/orR9 < R d.
For macroscopic values of the spectator modulusRd, the appropriate effective �eld theor
description is the(d + 1)-dimensional theory of gravity. The modulusRd becomes the�gdd
component of the metric,�gdd = (2�R d)2 and the evolution is attracted to that of an RDS
d + 1 dimensions.
One may also consider the case in which the radiusRd is still internal. For large enoug
values ofRd so that we can neglect terms of order(R0/R d)d and(R9/R d)d, the evolution is
attracted to an RDSd+ 1 for a long period of time. However, at late timesR0 andR9 always
catchRd and the solution is ultimately attracted to the RDSd of phase II.

IV. Dual ßat potential phase: With 1
R0

and 1
R9

< 1
Rd

Š Rd < R 0 andR9.
The effective theory description is T-dual to that of phase II. The light degrees of fre
are the winding modes instead of the Kaluza–Klein momenta of phase II.

V. Dual higher-dimensional phase:With R0 and/orR9 < 1
Rd

.
This phase is T-dual to phase III. Its properties are derived from the ones of phase III
the replacementRd � 1/R d and phase II� IV. In particular, the dual effective �eld theor
is a(d + 1)-dimensional theory of gravity, with�gdd = (2�/R d)2.

The above different phases of a common string settingcannot be described in the context
a single �eld theory. This is due to the necessary presence of the string winding modes
�eld theory framework, only the phases II and III (or IV and V) can be described by a com
�eld theory. The winding modes are particularly important for the stabilization of the mod
in phase I at the extended symmetry point, and furthermore for the description of the
phases IV and V. In contrast to �eld theory, string theory naturally interpolates between
various phases, due to the generation of an effective potential in the presence of tempera
spontaneous supersymmetry breaking.

For each phase, there exists an RDS as in(1.1). We show that these solutions are stable aga
small perturbations and that for arbitrary IBC close to an RDS, the cosmological evolut
attracted to this RDS. In[4], the spectator moduli were taken to be frozen and it was sh
that under this hypothesis the RDS is a global attractor. Taking into account the existe
gravitational friction for an expanding universe, we expect in the present work with dyna
spectator moduli such asRd, the results of[4] to generalize so that the evolution is alwa
attracted to the RDS of one of the �ve phases.

In the case of type II strings, the phase I does not exist perturbatively, so that the phase
IV combine into a single plateau. This is due to the lack of massless states necessary to
theU(1) to SU(2). However, by heterotic-type II duality, we expect such an enhancement to
non-perturbatively, so that all �ve phases should exist at the non-perturbative level. The e
correspond to the addition of branes whose separation is governed by the spectator mod
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The organization of the paper is as follows. In Section2, we discuss in more details th
speci�c setup analyzed in this paper. The thermal effective potential is given and it is s
to have the �ve phases discussed above. In Section3, we show that an RDS solution exists
each phase. In addition, we show the stability of the solutions against small perturbatio
Section4, we brie�y discuss the role of non-perturbative objects in the type II string theor
Section5, we summarize our results and discuss further avenues of research. InAppendix A, the
thermal partition functions for the heterotic and type II strings are presented, together wit
asymptotic properties to be used in the different phases. The gravity and �eld equations ar
for each effective �eld theory phase inAppendix B.

2. Effective thermal potential in superstrings with spontaneously broken supersymmetry

In the presence of temperature, the one-loop partition function of both the heterotic and
superstrings is non-vanishing and yields the one-loop effective potential at �nite temperat
addition, spontaneous supersymmetry breaking is induced by the presence of geometric
[2,3] along the internal cycles of the background manifold. We introduce these �uxes v
generalization to the context of string theory of Scherk–Schwarz[23] compacti�cations in �eld
theory[24,25]. They induce further contributions to the one-loop partition function, which pe
even at zero temperature[2,3]. Due to various ways of introducing the �uxes, there are mult
supersymmetry breaking con�gurations for the same initially supersymmetric backgrou
[2,3], such one-loop thermal effective potentials were derived in the limit of small temperatT
and small supersymmetry breaking scaleM for the heterotic and type II superstrings compa
�ed on T6 andT2 × T4

Z2
orbifolds. The partition functions were calculated for small but otherw

arbitrary temperature and supersymmetry breaking scale, while the remaining moduli wer
to be frozen close to the string scale.

We want to relax the latter hypothesis and examine the behavior of the spectator mo
the presence of temperature and supersymmetry breaking. InAppendix A, we compute the par
tition functions for the heterotic(A.16) and type II(A.21) cases. The background manifold
of the formS1

E × TD × Tn (or S1
E × TD × T4

Z2
× Tn in the orbifold models), whereS1

E is the
compact Euclidean time circle and theTn torus involves the geometrical �uxes which gener
the breaking of supersymmetry. TheTD spectator moduli are not participating in the breaking
supersymmetry. We take both the temperature and supersymmetry breaking scales to b
while allowing theTD spectator moduli to remain arbitrary. This enables us to study the res
effects of the effective thermal potential on theTD moduli.

For simplicity, we specialize to the following 10-dimensional Euclidean background tha
tains:

€ The Euclidean time direction, with radiusR0 which determines the temperatureT .
€ The 1, . . . , d Š 1 directions, which are taken to be very large and form, together with

time, ad-dimensional space–time.
€ The circleS1(Rd), with arbitrary radius. For smallRd, S1(Rd) is considered as part o

the internal compacti�ed space. For macroscopicRd, however,S1(Rd) becomes part of
space–time of dimensiond + 1. By macroscopic we mean that we can probe it with cur
experiments.Rd is the only “spectator” radius whose dynamics is taken into account.

€ The n = 1 circle involved in the spontaneous breaking of supersymmetry. We take it
along the compact direction 9, with radiusR9.
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€ The remaining compact directions, with radiiRd+ 1, . . . ,R8. They are taken to be �xed clos
to the string scale. (In the orbifold models, theT4

Z2
factor spans the directions 5, . . . , 8. Its

dynamics are consider in the companion paper[18].)

Utilizing the general expressions associated with the heterotic and type II partition fun
given inAppendix A, we can easily obtain the ones associated to the background chosen
namely

S1(R0) × TdŠ1 × S1(Rd) × M × S1(R9), (2.1)

whereM = T8Šd or T4Šd × T4

Z2
. The heterotic (type II) models admit a supersymmetry c

acterized by 16 or 8 (32 or 16) supercharges, which are spontaneously broken by the “
Scherk–Schwarz compacti�cations” in the directions 9 and 0[2,3]. The scales of supersymmet
breakingM and temperatureT are characterized by 1/R 9 and 1/R 0, respectively. We takeR0
andR9 to be large, but still much smaller than the radii of theTdŠ1 torus so that we have th
following inequality

R1, . . . ,RdŠ1 � R0,R9 � 1. (2.2)

As long asRd is smaller than the size of the external spaceTdŠ1, it is more convenient to
express the effective �eld theory actionS in terms of �elds, which have a natural interpretation
d dimensions. We are interested in isotropic and homogeneous backgrounds. More spec
we take the gauge �elds to be pure gauge and the remaining scalar �elds and the spac
metric to depend only on time. This will have the advantage that after such a reductio
different effective �eld theories will be describable within a single framework. The backgro
we will consider are non-trivial for thed-dimensional metricgµ� , thed-dimensional dilaton� dil ,
and the moduli �elds. However, since we allowRd to vary arbitrarily in size, it may become o
the order of the externalTdŠ1 radii, so thatS1(Rd) should be considered as a part of a(d + 1)-
dimensional space–time. In this case the effective actionS is naturally expressed in terms
rede�ned �elds and space–time metric ind + 1 dimensions.

In Appendix B, the dimensional reduction from 10 dimensions tod dimensions is carried ou
explicitly and the resulting action in Einstein frame is given in(B.7). The case we are considerin
here hasn = 1, � = 9 Š A Š d (whereA = 0 in the toroidal models andA = 4 in the orbifold
ones) andD = d. The resulting action is

S=
�

ddx
	

Šg
�

R
2

Š
1
2

(��) 2 Š
1
2

(�� 
 )2 Š
1
2

(�	 ) 2 + P
�

, (2.3)

where we have de�ned the normalized �elds,

� :=
2

	
(d Š 2)(d Š 1)

� dil Š

�
d Š 2
d Š 1


, � 
 :=
2

	
d Š 1

� dil +
1

	
d Š 1


 (2.4)

along with

	 := ln Rd, 
 := lnR9. (2.5)

The remaining moduli are taken to be �xed close to the string scale.
The sourceP is a pressure equal toŠF , the free energy density (see Eq.(B.12)). It is the

opposite of the one-loop effective potential at �nite temperature and is related to the on
partition function as,

P = e
2d

dŠ2 � dil
Z

, (2.6)

V0,...,dŠ1
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whereV0,...,dŠ1 is thed-dimensional Euclidean volume (in string frame) andZ is the partition
function computed inAppendix A. In the next sub-section we shall give the exact form ofP in
terms of a convenient set of variables.

2.1. Speci�c form of the effective thermal potential

For the heterotic case, the partition function is given in Eq.(A.16) which can be re-written in
the following convenient form

Z =

�
dŠ1	

i = 0

Ri




R9
24

2

�

�g0+ �g9= 1

(Zgeneric+ Zenhanced). (2.7)

For the type II case, Eq.(A.21), there is no contributionZenhanced.
In the heterotic case,Zenhancedis generically suppressed except whenRd is close to its self-

dual point, where an enhancement of the gauge groupU(1) � SU(2) occurs. The contributio
Zgeneric for genericRd can be written in two equivalent forms,3 related to one another by
Poisson resummation of the momentum lattice indexmd of the circleS1(Rd).

In the Einstein frame, the temperatureT and supersymmetry breaking scaleM are dressed b
the dilaton �eld � dil and are given by Eqs.(B.10) and (B.5):

T =
e

2� dil
dŠ2

2�R 0
, M =

e
2� dil
dŠ2

2�R 9
�

e

�
dŠ1
dŠ2 �

2�
. (2.8)

Observe that in the ratioMT = R0
R9

, the � dil dependence drops out. The expression forP gets
simpli�ed drastically once it is written in terms of the complex structure modulusz,

z := ln
M
T

= ln
R0

R9
. (2.9)

In terms of the independent variables{T , z, 
, 	 }, the pressureP takes the factorized form

P (T , z, 
, 	 ) � Tdp(z, 
, 	 ), (2.10)

with 	 and
 de�ned in (2.5). Furthermore,p can be written in terms of functions with natur
interpretations either ind or d + 1 dimensions. (In Eq.(A.16), the �rst case corresponds
� = 9Š A Š d and the second to� = 8Š A Š d.) In the heterotic case, the two equivalent for
for p are:

p(z, 
, 	 ) = nT


�f (d)
T (z) + k(d)

T

�
z, 
 Š | 	 |

��
+ nV


�f (d)
V (z) + k(d)

V

�
z, 
 Š | 	 |

��

+ �nT g(d)
T

�
z, 
, |	 |

�
+ �nV g(d)

V

�
z, 
, |	 |

�

= e|	 |Š 
 Šz nT f (d+ 1)
T

�
z, 
 Š | 	 |

�
+ nV f (d+ 1)

V

�
z, 
 Š | 	 |

��

+ �nT g(d)
T

�
z, 
, |	 |

�
+ �nV g(d)

V

�
z, 
, |	 |

�
, (2.11)

with the functions de�ned below. For the type II case, one simply takes�nT = �nV = 0. Note that
p is an even function of	 , as follows from T-dualityRd � 1/R d. In this expression,nT is the
number of massless boson/fermion pairs of states in the originally supersymmetric backg

3 In the notations ofAppendix A, these two forms correspond to� = 9Š A Š d and� = 8Š A Š d, whereA = 0 for
the toroidal models andA = 4 for the orbifold ones.
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for genericRd. �nT is the number of additional ones at the enhanced gauge symmetry
The value ofnV is given by the sum over thenT pairs, with each pair weighted by a sign. T
distribution of signs depends on the speci�c supersymmetry breaking con�guration and can
a negativenV . For the heterotic models we consider, one has

nT =
24

2
D0, Š1 �

nV

nT
� 1,

�nT

nT
=

2
D0

, �nV = �nT . (2.12)

The de�nitions of the various functions appearing in Eq.(2.11)are given by

�f (d)
T (z) =

� ( d+ 1
2 )

�
d+ 1

2

�

�k0, �k9

edz

[e2z(2�k0 + 1)2 + (2�k9)2]
d+ 1

2

,

k(d)
T

�
z, 
 Š | 	 |

�
=

�

md

�
|md|

d+ 1
2 e

d+ 1
2 (
 Š| 	 |)edz

×
�

�k0, �k9

2K d+ 1
2

(2� |md|e
 Š| 	 |
�

e2z(2�k0 + 1)2 + (2�k9)2 )

[e2z(2�k0 + 1)2 + (2�k9)2]
d+ 1

4

,

g(d)
T

�
z, 
, |	 |

�
=

�
e2|	 | Š 1

� d+ 1
2 e

d+ 1
2 (
 Š| 	 |)edz

×
�

�k0, �k9

2K d+ 1
2

(2�(e 2|	 | Š 1)e
 Š| 	 |
�

e2z(2�k0 + 1)2 + (2�k9)2 )

[e2z(2�k0 + 1)2 + (2�k9)2]
d+ 1

4

,

f (d+ 1)
T

�
z, 
 Š | 	 |

�
=

� ( d
2 + 1)

�
d
2 + 1

�

�k0, �k9, �md

e(d+ 1)z

[e2z(2�k0 + 1)2 + (2�k9)2 + eŠ2(
 Š| 	 |) �m2
d]

d
2 + 1

,

(2.13)

whereK � (z) are modi�ed Bessel functions of the second kind. The remaining functions
lower indexV are related to those with lower indexT by M � T duality transformations (z �
Šz):

�f (d)
V (z) = e(dŠ1)z �f (d)

T (Šz),

k(d)
V

�
z, 
 Š | 	 |

�
= e(dŠ1)zk(d)

T

�
Šz, 
 Š | 	 | + z

�
,

g(d)
V

�
z, 
, |	 |

�
= e(dŠ1)zg(d)

T

�
Šz, 
 + z, |	 |

�
,

f (d+ 1)
V

�
z, 
 Š | 	 |

�
= edzf (d+ 1)

T

�
Šz, 
 Š | 	 | + z

�
. (2.14)

We will �rst focus on the dynamics of the modulusRd, and so we consider the behavior
ŠP = Š Tdp(z, 
, 	 ) at �xed T , z and 
 . Note that when the functionsg(d)

T andg(d)
V can be

neglected, the pressure only depends on two quantities,z and
 Š | 	 |.

2.2. The �ve heterotic effective �eld theory phases

Considering the effect on a single spectator modulusRd in the case of the heterotic string, t
thermal effective potentialŠP admits �ve distinct phases corresponding to different effec
�eld theories. The form of the potential is sketched inFig. 1 and the phases are summarized
follows:
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€ I: Higgs phase
�
�
�
�Rd Š

1
Rd

�
�
�
� <

1
R0

and/or
1

R9
. (2.15)

This phase contains the stringy extended symmetry point at the self-dual pointRd = 1. The
appropriate effective �eld theory description is in terms of ad-dimensional theory of gravit
coupled to anSU(2) gauge �eld. We will see that the modulusRd can be stabilized at th
self-dual point which turns out to be the minimum of the effective thermal potential. Ind
considering the expression ofp in (2.11), the functionsg(d)

T and/org(d)
V are of the same

order as �f (d)
T and �f (d)

V , while k(d)
T andk(d)

V are exponentially small due to the behavior
the modi�ed Bessel functionsK d+ 1

2
. In particular, one has at the origin	 = ln Rd = 0 the

following behavior,

p(z, 
, 	 = 0) = (nT + �nT ) �f (d)
T (z) + (nV + �nV ) �f (d)

V (z) := �p(z). (2.16)

This is precisely the form obtained in[2], when the dynamics ofRd was ignoredi.e. Rd
was taken to be stabilized close to the string scale. In Eq.(2.16), the contribution ofnT and
�nT is of the same form since both contributions come from massless states when	 is at
the enhanced gauge symmetry point	 = 0. Due to the fact that�nT and �nV are positive, the
extremum ofŠP at 	 = 0 is always a minimum.

€ II: The ßat potential phase

1
R0

and
1

R9
< R d Š

1
Rd

, and Rd < R 0 and R9. (2.17)

For this range of the modulus, there exists a description in terms of ad-dimensional theory
of gravity coupled to aU(1) gauge �eld. Note that the range of this region grows asR0 and
R9 increase. Modulo exponentially suppressed termsO[exp(Š µ

T ), exp(Š µ
M )], the potentia

for the modulus is �at. We will see that for certain IBC, the modulusRd may be frozen to an
arbitrary value on this plateau, due to the gravitational friction of the expanding univers
exponentially suppressed terms are irrelevant in this phase and cannot modify this be
In this range(2.17), the contributions ofk(d)

T andk(d)
V , as well asg(d)

T andg(d)
V are expo-

nentially small compared tof (d)
T and f (d)

V , so thatŠP is independent of	 = ln Rd. The
pressure reproduces the result ind dimensions fornT massless boson/fermion pairs in t
originally supersymmetric model (as opposed to phase I which hasnT + �nT massless pairs
Physically, we are away from the enhanced symmetry point and so the previousSU(2) states
are no longer massless. More concretely, along the plateau we have

p(z, 
, 	 ) � nT �f (d)
T (z) + nV �f (d)

V (z) := �p(z). (2.18)

Either sign of this quantity is allowed whennV < 0. Indeed, considering the large|z| behav-
ior, (2.18)implies

ŠP �
z�Š

ŠTdnT eŠzSo
d+ 1 �

z�Š
Š ,

�
z�+

ŠTdnV edzSo
d+ 1 �

z�+
sign(ŠnV ) , (2.19)

whereSo
d (andSoe

d for later use) is a constant,

So
d =

� ( d
2)
d
2

� 1
|2m + 1|d

, Soe
d =

� ( d
2)
d
2

� � 1
|m|d

, (2.20)

� m � m
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and we see thatŠP may take any value.
€ III: Higher-dimensional phase

R0 and/or R9 < R d. (2.21)

For large values of the spectator modulusRd, the appropriate effective �eld theory de
scription is the(d + 1)-dimensional theory of gravity. The modulusRd becomes the�gdd
component of the string frame metric,�gdd = (2�R d)2.
All contributions of|md| in k(d)

T and/ork(d)
V are substantial, and the behavior ofp is better

understood in terms of its second expression in(2.11). In addition,g(d)
T andg(d)

V are expo-
nentially small. In particular, forR�

d � R9 andR0 (which are both� 1),4 one has

p(z, 
, 	 ) � e|	 |Š 
 Šz
�

nT �f (d+ 1)
T (z) + nV �f (d+ 1)

V (z) + ed(z+ 
 Š| 	 |)(nT + nV )
Soe

d

4

�
,

(2.22)

where the termed(z+ 
 Š| 	 |) � (R0/R �
d)d is power-like subdominant. In this expression,

neglect terms that are exponentially small in(R�
d/R 0) or (R�

d/R 9). The appearance of th

functions �f (d+ 1)
T and �f (d+ 1)

V con�rms that it is more natural to consider the system ind + 1
dimensions. This is the case since, in this limit, the circle of radiusRd is very large. InFig. 1,
the exponential growth ofŠP when	 � + is decreasing. This is always the case wh
nV > 0 but fornV < 0 is only true whenz i.e. M/T is small enough. This can be seen
considering the large|z| limit of (2.22),

ŠP �
z�Š

ŠTde|	 |Š 
 nT eŠ2zSo
d+ 2 �

z�Š
Š ,

�
z�+

ŠTde|	 |Š 
 nV edzSo
d+ 2 �

z�+
sign(ŠnV ) , (2.23)

whereSo
d+ 2 is de�ned in (2.20). We will see that the attraction to the RDSd+ 1 impliesz to

evolve such that the potential for	 ends by being exponentially decreasing. The RDSd+ 1 will
then correspond to a run away behaviorRd(t) � + . The RDSd+ 1 is stable only when the
subdominant term(R0/R �

d)d can be neglected. This is always true whenRd is macroscopic
since we restrict our study to temperatures above the electroweak scalei.e.R0 not very large
compared to the internal space andR9 in particular.
If Rd is internal and the subdominant term is not negligible, we will �nd that the univ
is attracted back to phase II, whereRd becomes static and the evolution becomes tha
an RDSd. Finally we note that at early times, whereT andM are well above the electro
weak scale, it is possible to haveRd internal while keeping(R0/R �

d)d negligible for a large
amount of time. In this case at early times the evolution is initially attracted to an RDSd+ 1.
However, at late times(R0/R �

d)d will always become relevant and the evolution always e
in an RDSd.

€ IV: T-dual ßat potential phase

1
R0

and
1

R9
<

1
Rd

Š Rd, and
1

Rd
< R 0 and R9. (2.24)

The effective theory description is T-dual to the phase II where the light degrees of fre
are the winding modes instead of the Kaluza–Klein momentum modes of the phase II

4 We introduce� = sign(	 ) which is 1 in phase III andŠ1 in the T-dual phase V.
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€ V: T-dual higher-dimensional phase

R0 and/or R9 <
1

Rd
. (2.25)

This phase is the T-dual of phase III. The light degrees of freedom are the winding m
ŠP has the same form as in case III, after one transforms	 � Š 	 . The effective �eld theory
is naturally described ind + 1 space–time dimensions, with�gdd = (2�/R d)2 in string frame.

We have to stress here that the above phases arise from a common string setting bucannot
be described in the context of a single �eld theory, due to the lack of the string winding mode
In �eld theory, only the phases II and III (or their T-dual IV and V) can be described b
single �eld theory. In phase I, the string winding modes play a particularly important rol
the stabilization of the radiusRd at the extended symmetry point, as shown in Section3.1. In
contrast to �eld theory, string theory naturally interpolates between these various phases.

2.3. The type II �eld theory phases

The perturbative type II structure ofŠP can be derived from the heterotic one by tak
�nT = �nV = 0, so that phase I is now equivalent to phases II and III. The local minimu
ŠP at 	 = 0 is not present anymore and there is a single plateau I� II � IV (see Fig. 1).
In phase III (or V), whenR�

d � R9 and R0 (which are both� 1), the functionp in type II
is identical to the heterotic one given in Eq.(2.22). Thus, in type II, the �eld	 admits �at
potential phases II and IV ind-dimensions, and the higher-dimensional phases III and V ind + 1
dimensions. Again the higher-dimensional phases III and V are stable only to the exte
we can neglect the(R0/R �

d)d contribution in Eq.(2.22), which is always valid for macroscop
values ofR�

d. However, whenR�
d is internal, the �nal evolution is always attracted to the RDd

of phase II or IV. In addition, during the times for which(R0/R d)d may be ignored, the univers
admits an earlier evolution well approximated by an RDSd+ 1. Since there is no enhanceme
of U(1) � SU(2), the “SU(2) Higgs phase” does not exist perturbatively for type II theor
However, by heterotic-type II duality, we expect non-perturbative effects which may en
theU(1) � SU(2) and imply an “SU(2) phase” I. The non-perturbative effects can corresp
to the addition of branes whose separation is governed by the spectator modulus. This
discussed in more details in Section4. Alternatively, branes wrapped on a vanishing cycle wh
size is �xed by the spectator modulus provide another dual type II set up.

3. Radiation-like dominated solutions (RDS) of the Universe and stabilization of the
spectator moduli

In Section2.2, �ve distinct phases for the thermal effective potentialŠP were identi�ed for
the heterotic string. Here, we analyze in detail the behavior of the system in the �rst three p
The behavior of phases IV and V is found from that of phases II and III by T-dualityRd � 1/R d
and we do not consider them explicitly. We show that the radiusRd can be constant, either
the minimum of the potential in phase I or at any value along the �at region II. In phase IIRd
initially increases along with the expansion of the space–time. When the quantities(R0/R d)d

and(R9/R d)d can be neglected, this evolution continues and is well described by an RDd+ 1.
For values ofRd which are internal,Rd is always caught byR0 and R9 and after which the
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evolution is attracted back to phase II. A distinct RDSd exists in regions I, II and IV, while in
region III and V there exists an RDSd+ 1 for macroscopic values ofR�

d.
Next we show that these cosmological evolutions are stable against small perturbati

particular, for phase I, the spectator modulusRd is stabilized at the self-dual point, while fo
phases III (and V) it becomes part of the space–time metric. For phases II (and IV) the
tator modulus is weakly stabilized due to the presence of gravitational friction arising fro
expansion of the universe. From these results, one expects in general that when the d
of all spectator moduli are taken into account, the radii that are not dynamically decom
�ed are (weakly) stabilized at scales smaller than the ones characterizing the temperatu
supersymmetry breaking.

For the type II string case described in Section2.3, there is no phase I, due to the absence
the heteroticU(1) � SU(2) enhancement at the self dual point. The remaining type II ph
are identical to the heterotic ones.

3.1. Case I: Higgs phase

In this case, the radiusRd is naturally interpreted as a scalar Higgs �eld for anSU(2) gauge
group coupled to gravity ind dimensions. As mentioned before, our analysis is restricted to
con�gurations which are isotropic and homogeneous. We thus look for extrema of the
(2.3)whose metric, temperature and scalars satisfy the ansatz

ds2 = Š dt2 + a(t)2��
dx1� 2 + · · · +

�
dxdŠ1� 2�

, T (t), z(t), � 
 (t), 	 (t). (3.1)

The Einstein equations involve a thermal energy–momentum tensor whose components
energy density and pressureP. Using(2.10) and (B.11), the energy density takes a factorized
form

 = Tdr(z, 
, 	 ) with r = (d Š 1)p Š pz, (3.2)

wherepz denotes the partial derivative with respect toz. Given solutions to the scalar equatio
of motion, we may always �nd corresponding solutions to the Einstein equations. We
fore focus �rst on solving the scalar equations. Their reduction on the ansatz(3.1) is given in
Eqs.(B.35), (B.38) and (B.39)and summarized here as

hF (
��
z ,

��
� 
 ,

��
	 ,

�
z,

�
� 
 ,

�
	 ) + Vz = 0, (3.3)

h
��
� 
 +

1
d Š 2

(r Š p)
�
� 
 Š

1
	

d Š 1
p
 = 0, (3.4)

h
��
	 +

1
d Š 2

(r Š p)
�
	 Š p	 = 0, (3.5)

whereh is de�ned in Eq.(B.33) andF (
��
z ,

��
� 
 ,

��
	 ,

�
z,

�
� 
 ,

�
	 ) is a function which vanishes whe

all of its arguments vanish. We have reparameterized our �elds in terms of the scale facta

so that time-derivatives have been replaced with(ln a)-derivatives denoted as
�
f .

3.1.1. Radiation-like dominated solution
To start off, we note that the fact the model is invariant under the T-dualityRd � 1/R d implies

p(z, 
, 	 ) is an even function of	 , so that the �rst derivative ofp with respect to	 vanishes a
	 = 0. Thus,	 � 0 is a solution to Eq.(3.5). Next, from Eq.(2.16), the sourceP is independen
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 at 	 = 0, so thatp
 (z, 
, 0) � 0. As a consequence, Eq.(3.4) is solved for any constan
� 
 � � 
 0, and we �nd that� 
 remains a modulus.

It is convenient to introduce the quantities�p(z) and �r(z), which are related to the pressureP
and energy density at 	 = 0 as

P (z, 
, 0) = Tdp(z, 
, 0) = Td �p(z), (z, 
, 0) = Tdr(z, 
, 0) = Td �r(z). (3.6)

Eq. (3.3) implies the complex structurez can be a constant,z � � zc, as long as�zc is a root ofVz.
As in Eq.(B.40), hereVz takes the simple form

�Vz(z) := Vz(z, 
, 0) =

�
d Š 2
d Š 1

( �r Š d �p). (3.7)

The shape of�V (z) depends drastically on the model dependent parameternV + �nV
nT + �nT

� [Š 1, 1] and
can be inferred from the behavior for large positive or large negativez,

�V (z) �
z�Š

Še(dŠ1)z
�

1
2d Š 1

+
nV + �nV

nT + �nT

�
× (nT + �nT )

d
2(d Š 1)

�
d Š 2
d Š 1

So
d,

�
z�+

Šedz(nV + �nV ) ×
�

1 +
1
d

� �
d Š 2
d Š 1

So
d+ 1, (3.8)

with So
d de�ned in Eq.(2.20). Three cases arise:

€ Case( �a): For nV + �nV
nT + �nT

< Š 1
2dŠ1

, �V increases monotonically.

€ Case( �b): For Š 1
2dŠ1

< nV + �nV
nT + �nT

< 0, �V has a unique minimum�zc, and �p( �zc) > 0.

€ Case( �c): For 0< nV + �nV
nT + �nT

, �V decreases monotonically.

We choose to concentrate on models wherez can be stabilized. This corresponds to theCase( �b)
[4],5 so that

Case( �b): Š
1

2d Š 1
<

nV + �nV

nT + �nT
< 0, (3.9)

which guarantees the possibility to �xz at the critical value�zc such that (see Eq.(3.7)),

�r( �zc) = d �p( �zc). (3.10)

This is the state equation for radiation ind + 1 dimensions.6 The scalar equations of motio
have now been satis�ed and the remaining Einstein equations are easily solved. The
dependence on time is determined from the Friedmann equation(B.33)which takes the form

1
2

(d Š 2)(d Š 1)H 2 =
�cr

ad where�cr =
(d Š 1)2

d(d Š 2)
�r( �zc)eŠd�zc( �a0 �M0)d, (3.11)

5 The models inCase( �c) admit a so-called “Moduli Dominated Solution” corresponding to a contracting Univ
(wherez(t) � + is running away)[4]. The models inCase( �a) are analyzed in[18] and admit an RDS ind + 1
dimensions, after dynamical decompacti�cation of the internal radiusR9 involved in the supersymmetry breaking (i.e.
z � Š 1).

6 As explained in[2,3], once taking into account the kinetic energy density of the scalar� , one recovers the sta
equation for radiation ind dimensions, as expected for an RDSd.
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and is easily integrated. Here,�a0 and �M0 are integration constants. Using the remain
Eq.(B.28), the full solution we �nd is,

a(t) =
�

t
�t0

� 2/d

�a0 where
�a0

�t2/d
0

=
�

d2 �cr

2(d Š 2)(d Š 1)

� 1/d

,

T (t) = M(t)eŠ�zc =
1

a(t)
eŠ�zc �a0 �M0, � 
 (t) = � 
 0, 	 (t) = 0, (3.12)

where� is related toM by the de�nition (2.8). This particular evolution is characterized by
temperatureT , a spontaneous supersymmetry breaking scaleM , and an inverse scale factor th
are proportional for all times. From the form of the Friedmann equation, Eq.(3.11), this solution
is to be interpreted as a radiation-like era ind dimensions, with frozen internal radiusRd � 1
and a modulus� 
 . In the next sub-section, our aim is to analyze the stability of this hete
solution and show that it is an attractor of the dynamics for an open set of generic initial bou
conditions.

3.1.2. Attraction to the radiation-like era and spectator modulus stabilization
To analyze the stability of the radiation-like era(3.12), we consider small �uctuations aroun

it,

z = �zc + � (z), � 
 = � 
 0 + � (� 
 ) , 	 = 0 + � (	 ) , (3.13)

where |� (z)|, |� (� 
 ) | and |� (	 ) | are � 1. The equations of motion for the scalars given
Eqs.(B.35), (B.38) and (B.39)become at �rst order,

��
� (z) +

1
2

(d Š 2)
�
� (z) + �C� (z) = 0 where �C =

1
2

(d Š 2)2(d + 1)
�rz Š d �pz

d�r Š �rz

�
�
�
�
�zc

, (3.14)

��
� (� 
 ) +

1
2

(d Š 2)
�
� (� 
 ) = 0, (3.15)

��
� (	 ) +

1
2

(d Š 2)
�
� (	 ) + �E(
)� (	 ) = 0 where �E(
) = Š

(d Š 2)2

2(d Š 1)
p	 	 ( �zc, 
, 0)

�p( �zc)
. (3.16)

It is important to note that even ifp	 vanishes andp is independent of
 when	 = 0, this is not
the case forp	 	 , and indeed we �nd

p	 	 (z, 
, 0) = 32� 2e2(
 + z)� �nT �f (dŠ2)
T (z) + �nV �f (dŠ2)

V (z)
�
. (3.17)

Due to the friction term1
2(d Š 2), the solutions of Eq.(3.14) for arbitrary IBC converge to

0 ast � + (with eventually damped oscillations), if and only if�C > 0. This is precisely the
case when the condition(3.9)is satis�ed. Similarly, all solutions to Eq.(3.15)also converge to 0
Finally, the generic solution of Eq.(3.16)is

� (	 ) =
�

a1

a

� dŠ2
4

�
c+ J dŠ1

4

�
d Š 1
d Š 2

�
a
a1

� dŠ2
dŠ1

�
+ cŠ JŠ dŠ1

4

�
d Š 1
d Š 2

�
a
a1

� dŠ2
dŠ1

��
, (3.18)

whereJ� are Bessel functions of the �rst kind, whilec+ , cŠ (anda1) are constants determine
by the IBC. Ast � + or equivalentlya � + , the above solution converges to 0 w
damped oscillations, due to the behavior of the Bessel functions. We thus conclude t
spectator modulus is stabilized at the self-dual point and that the radiation-like era(3.12) is a
local attractor.
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3.2. Case II: Flat potential phase

We now analyze the phase II. In this case,	 is a �at direction of the thermal effective potenti
ŠP which takes the simple form given in Eq.(2.18). There is no enhancement of the gauge gr
to SU(2) and the spectator modulusRd is simply a �at direction. Although there is no potenti
for 	 in this phase, �uctuations in	 are still suppressed due to the gravitational friction cause
the expansion of the universe. In addition, we are going to see that depending on the IBC
if the evolution starts in phase II, it may exit from it and enter either phase I or phase III
result is non-trivial due to the fact that as the universe expands, so does the size of the pl
the �at potential phase.

As in Section3.1, we restrict our analysis to isotropic and homogeneousd-dimensional uni-
verses. We take the same ansatz as in(3.1), and consequently all of the equations of motion
AppendixB.1 are valid in the case considered here. On the plateau,p(z, 
, 	 ) is equal to �p(z)
given in Eq.(2.18), where the dependencies on
 and	 are exponentially small inR0 or R9 and
are thus neglected. As a consequence,p	 (z, 
, 	 0) � p
 (z, 
, 	 0) � 0, for any	 0 on the plateau.

3.2.1. Radiation-like dominated solution
Up to the replacement	 (t) � 0 � 	 (t) � 	 0, the vanishing ofp	 (z, 
, 	 0) andp
 (z, 
, 	 0)

were the only ingredients used at the beginning of Section3.1 to derive the radiation-like dom
inated solution ind dimensions(3.12). Thus, in the present case a similar solution exists.
obtained by de�ning�p and �r as �p and �r , but with �nT and �nV set to zero

�p = �p| �nT = �nV = 0, �r = �r | �nT = �nV = 0. (3.19)

The condition similar to(3.9) for the existence of a solution with stabilizedz is now,

Case( �b): Š
1

2d Š 1
<

nV

nT
< 0, (3.20)

in which case there is a unique�zc satisfying

�r( �zc) = d �p( �zc). (3.21)

In phase II, the radiation-like era can be written as

a(t) =
�

t
�t0

� 2/d

�a0 where
�a0

�t2/d
0

=
�

d2 �cr

2(d Š 2)(d Š 1)

� 1/d

,

T (t) = M(t)eŠ�zc =
1

a(t)
eŠ�zc �a0 �M0, � 
 (t) = � 
 0, 	 (t) = 	 0, (3.22)

where�a0 and �M0 are integration constants,�cr is de�ned as in Eq.(3.11)but with “hat” quantities
and� is related toM by the de�nition(2.8).

3.2.2. Attraction to the radiation-like era withRd constant
The study of the stability given in Section3.1.2can also be applied in the present case. M

explicitly, the equations of motion for the perturbations of the scalars become

��
� (z) +

1
2

(d Š 2)
�
� (z) + �C� (z) = 0 where �C =

1
2

(d Š 2)2(d + 1)
�rz Š d �pz

d�r Š �rz

�
�
�
�
�zc

, (3.23)

��
� (� 
 ) +

1
(d Š 2)

�
� (� 
 ) = 0, (3.24)
2
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��
� (	 ) +

1
2

(d Š 2)
�
� (	 ) = 0, (3.25)

where the analogue of�E(
) in Eq. (3.16)vanishes, sincep	 	 ( �zc, 
, 	 0) � 0. The positivity of �C
is again guaranteed by the condition(3.20)and all perturbations� (z), � (� 
 ) , � (	 ) converge to 0 as
t � + .

We conclude that if	 is initially in the range where its potential is �at, some generic IB
imply an attraction to a regime where	 and� 
 are constant moduli. Even if the potential of t
spectator modulusRd and� 
 are �at, these �elds are nevertheless “stabilized in a weak se
since the expansion of the universe dilutes their kinetic energies which then vanish for late
Physically, the friction terms proportional toH freeze them in place at late times. After this h

occurred,Rd(t) is a constant, whileR9(t) andR0(t) behave asa
dŠ2
dŠ1 and are thus increasing su

that the complex structure-like ratioez = R0(t)/R 9(t) is stabilized.

3.2.3. Falling off the plateau
We now show that despite the expansion of the plateau and the friction terms, for suf�c

large initial velocities, it is always possible for	 to escape from the plateau and enter region
or I. To show this, we will simply �nd particular IBC that yield this precise behavior.

Suppose	 is somewhere along the plateau and choose, as in Section3.2.1, z � � zc and� �

� 
 0, which are trivial solutions to Eqs.(3.3) and (3.4). Eq.(B.30)gives
�
� = Š

�
dŠ2
dŠ1, so that the

de�nition (2.4) implies
�

 = (

�

 +

�
z) =

d Š 2
d Š 1

, (3.26)

which is nothing but the “constant velocity” of the right edge of the plateau. This de�ne

escape velocity and we now wish to know if it is possible for
�
	 to be larger than this speed for

long enough time to reach the edge of the plateau. One can see that taking	 as,

	 = 	 0 + (d Š 2)

�
d

d Š 1
ln a, (3.27)

solves the	 -equation of motion(3.5).7 We see that	 is rolling at approximately (see the previo

footnote) “constant velocity” given by
�
	 � (d Š 2)

�
d

dŠ1, and in particular we have
�
	 >

�

 . As a

result, for initial values	 init , 
 init andainit , there is always a scale factorafall where	 reaches the
right boundary of the plateau. It is de�ned by

min(
 init , 
 init + zc) Š 	 init =
�

(d Š 2)

�
d

d Š 1
Š

d Š 2
d Š 1

�
(ln afall Š lnainit ) > 0. (3.28)

Another solution with opposite velocity
�
	 is also allowed, so that	 can roll and enter phase

3.3. Case III: Higher-dimensional phase

Here we analyze phase III of Section2.2. WhenRd is comparable to the size ofTdŠ1, it is
natural to interpret the model ind+ 1 dimensions. The �elds with non-trivial vacuum expectati

7 One may worry that this solution yields a singularH . To remedy this, one can introduce a perturbation
�
� (	 ) := cadŠ2

to 	 , such that|cadŠ2| � 1, whereafall is de�ned in Eq.(3.28).
fall
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value are the Einstein frame metricg�
µ� and dilaton� �

dil in d + 1 dimensions, coupled to th
scalar
 de�ned in (2.5). We use primes here to denote that the �elds are now normalize
d + 1 dimensions and are not the same as the �elds appearing in the two previous section
that 	 = lnRd is now one of the degrees of freedom ofg�

µ� . In the notations of AppendixB.2,
we are now in the casen = 1 and� = 8 Š A Š d (whereA = 4 for toroidal models andA = 4
for orbifold ones), so that the effective space–time dimension isD = d + 1.

The actionS in (2.3)can be written equivalently as

S=
�

dd+ 1x
�

Šg�

�
R�

2
Š

1
2

�
�� �� 2 Š

1
2

�
�� �



� 2 + P �

�
, (3.29)

where we have introduced the canonically normalized �elds

� � :=
2

	
d(d Š 1)

� �
dil Š

�
d Š 1

d

, � �


 :=
2

	
d

� �
dil +

1
	

d

. (3.30)

The pressureP� de�ned in d + 1 dimensions is the free energy densityŠF � (see Eq.(B.12)). It
is related to the partition functionZ by,

P � = e
2(d+ 1)

dŠ1 � �
dil

Z
V0,...,d

, (3.31)

where the partition function is given as before in Eq.(2.7). In d + 1 dimensions, the temperatu
T � and supersymmetry breaking scaleM � (both measured in Einstein frame, see Eqs.(B.10)
and (B.5)) have different normalizations compared to their counterparts in Eqs.(2.8), but the
complex structurez remains the same,

T � =
e

2� �
dil

dŠ1

2�R 0
, M � =

e
2� �

dil
dŠ1

2�R 9
�

e

�
d

dŠ1 � �

2�
, ez :=

M �

T � =
R0

R9
. (3.32)

We are interested in extrema ofS that can be interpreted as homogeneous but anisot
space–times with rotation groupSO(d Š 1). We consider the ansatz

ds� 2 = Š dt2 + a�(t)2��
dx1� 2 + · · · +

�
dxdŠ1� 2�

+ b(t)2�
dxd� 2,

T �(t), � �(t), � �

 (t), (3.33)

where the metric scale factorb along the directiond is related to	 by8

b := e|	 |Š
2� �

dil
dŠ1 . (3.34)

The thermal part of the energy–momentum tensor involves an energy density �, the pressureP�

(associated to the directions 1, . . . , d Š 1) and a pressureP� + b(�P �/�b) in the directiond (see
Eqs.(B.11)–(B.13)). They are more conveniently written as functions of{T �, z, 
, 	 } in terms of
which they take a factorized form,

P � � T � d+ 1p�� z, 
, |	 |
�
,  � � T � d+ 1r �� z, 
, |	 |

�
. (3.35)

The functionsp� andr � are related to their counterparts ind dimensionsp andr (Eqs.(2.10) and
(3.2)) as,

8 We introduce absolute values|	 | � �	 for our analysis to also be valid in the T-dual phase V.
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t

e

e

ll
p�� z, 
, |	 |
�

= e
 Š| 	 |+ zp
�
z, 
, |	 |

�
, r �� z, 
, |	 |

�
= e
 Š| 	 |+ zr

�
z, 
, |	 |

�
,

r � = dp� Š p�
z. (3.36)

The equations of motion reduced on the ansatz(3.33)are derived in AppendixB.2. There are
three independent Einstein equations, coupled to two scalar equations. It is relevant to in
a modulus� as

e� :=
b
a� , (3.37)

which is a “complex structure for the external space”. Then, one can replace one of the E
equations by the equation for the scalar� . Effectively, we have three scalars, whose equat
of motion (B.59), (B.61) and (B.62)can be solved, before considering the remaining Eins
equations. The scalar equations of motion are summarized here as

h�F �� ��
z ,

��
� �


 ,
��
	 ,

�
z,

�
� �


 ,
�
	

�
+ V �

z = 0, (3.38)

h�
��
� �


 +
1

d Š 1

�
r � Š p� Š p�

|	 |
� �
� �


 Š
1

	
d

�
p�


 + p�
|	 |

�
= 0, (3.39)

h�
��
� +

1
d Š 1

�
r � Š p� Š p�

|	 |
� �
� Š p�

|	 | = 0, (3.40)

whereh� is de�ned in Eq.(B.57)andF �(
��
z ,

��
� �


 ,
��
	 ,

�
z,

�
� �


 ,
�
	 ) is a function which vanishes whe

all of its arguments vanish.

3.3.1. Radiation-like dominated solution ind + 1 dimensions
Our aim is to study the dynamics when the characteristic size of the directiond is larger than

the scale of the internal space. WhenRd � R9 andR0, one observes from Eqs.(3.36) and (2.22)
that if we neglect the subdominant termed(z+ 
 Š| 	 |) = (R0/R �

d)d, the pressureP� is independen
of 
 and	

p�� z, 
, |	 |
�

� nT �f (d+ 1)
T (z) + nV �f (d+ 1)

V (z) := �p�(z) when|	 | � 
 and
 + z. (3.41)

In this regime, we de�ne similarly�r �(z) := r � and observe that sincep�

 � p �

|	 | � 0, constant
� �


 � � �

 0 and � � � 0 solve trivially Eqs.(3.39) and (3.40). � �


 and � are thus moduli in this
limit. Note that neglecting the power-like term(R0/R �

d)d is justi�ed if Rd is macroscopic, sinc
we restrict our analysis to temperatures above the electroweak scale. In particular, ifRd takes
values such that(Rd/R 0)d � e2�R 0 and(Rd/R 0)d � e2�R 9 it is of the order of terms which w
have already dropped.

A constantz � � z�
c is allowed by Eq.(3.38)if V �

z = 0. In the regime we focus on withRd �
R9,R0, the de�nition (B.60)simpli�es to

V �
z
�
z, 
, |	 |

�
�

�
d Š 1

d

�
�r � Š (d + 1) �p�� := �V �

z(z), (3.42)

which is identical to(3.7) in d + 1 dimensions.�V �(z) admits a critical point in what we ca
Case( �b�) (by analogy with(3.20)), de�ned by the condition

Case
�
�b�� : Š

1
d+ 1 <

nV < 0. (3.43)

2 Š 1 nT
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When this is satis�ed,�z�
c is the unique solution to

�r �� �z�
c
�

= (d + 1) �p�� �z�
c
�
, (3.44)

which is the state equation of radiation ind + 2 dimensions.9

The scalar equations of motion Eqs.(3.38), (3.39) and (3.40)have now been satis�ed. Th
remaining Einstein equations are easily integrated. The overall time dependence is dete
by the Friedmann equation(B.57), which becomes

1
2

(d Š 1)dH � 2 =
�c�
r

a� d+ 1 where�c�
r =

d2

(d + 1)(d Š 1)
�r �� �z�

c
�
eŠ(d+ 1) �z�

c
�
�a�
0

�M �
0
� d+ 1. (3.45)

The full solution we obtain is,

a�(t) =
�

t
�t �
0

� 2
d+ 1

�a�
0 where

�a�
0

�t �
0

2
d+ 1

=
�

(d + 1)2 �c�
r

2(d Š 1)d

� 1
d+ 1

,

T �(t) = M �(t)eŠ�z�
c =

1
a�(t)

eŠ�z�
c �a�

0
�M �

0 =
1

b(t)
e� 0Š�z�

ca�
0M �

0, � �

 (t) = � �


 0, (3.46)

where� � is related toM � by de�nition (3.32), and �a�
0, �M �

0, � 0 and� �

 0 are arbitrary integration

constants. For this particular evolution, it is useful to rescale the space coordinatexd to bring the
metric(3.33)in an isotropic form,

x� d := e� 0xd �� ds� 2 = Š dt2 + a�(t)2��
dx1� 2 + · · · +

�
dxdŠ1� 2 +

�
dx� d� 2�

.

(3.47)

This shows that there is an enhancement of the local rotation group,SO(d Š 1) � SO(d). We
learn from the effective Friedmann equation(3.45) that this evolution of the universe can
interpreted as a radiation-like era ind + 1 dimensions. The temperatureT � and supersymmetr
breaking scaleM � are inversely proportional to the isotropic scale factora�, while � �


 remains a
modulus. Next, we study the stability and attraction properties of this solution.

3.3.2. Attraction to the radiation-like era ind + 1 dimensions via decompacti�cation ofS1(Rd)
To study the stability of the solution(3.46) (which is valid when the subdominant ter

(R0/R �
d)d is negligible in Eq.(2.22)), we analyze the behavior of the small �uctuations arou

it,

z = �z�
c + � (z), � �


 = � �

 0 + � (� �


 ) , � = � 0 + � (� ) , (3.48)

where|� (z)|, |� (� �

 ) | and|� (� ) | are� 1. The scalar equations of motion, Eqs.(B.59), (B.61) and

(B.62), in this regime become

��
� (z) +

1
2

(d Š 1)
�
� (z) + �C�� (z) = 0, (3.49)

��
� (� �


 ) +
1
2

(d Š 1)
�
� (� �


 ) = 0, (3.50)

��
� (� ) +

1
2

(d Š 1)
�
� (� ) = 0, (3.51)

9 One has to take into account the classical kinetic energy part of the stress tensor to recover the equation o
radiation ind + 1 dimensions.
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where

�C� =
1
2

(d Š 1)2(d + 2)
�r �
z Š (d + 1) �p�

z

(d + 1) �r � Š �r �
z

�
�
�
�
�z�
c

. (3.52)

We �nd that �C� always satis�es �C� > 0 in Case( �b�) de�ned in (3.43). This implies that for
arbitrary IBC, the solutions of Eq.(3.49)converge to 0 (with eventually damped oscillations)
t � + . In addition, all solutions to Eqs.(3.50) and (3.51)also converge to 0, whent � + .

Thus, the radiation-like era ind + 1 dimensions(3.46) is stable under small �uctuations
when the subdominant term(R0/R �

d)d in Eq.(2.22)is neglected. There is an open set of IBC
particular whenRd is initially macroscopic, such that the solutions are attracted by this evolu
which is characterized by an enhanced local rotation group. The Kähler modulusRd is better
understood in terms of the “external space complex structure” ratioe� = b/a = Rd/R , whereR
is the radius of one of thed Š 1 space-like dimensions. This is similar to what is happenin
the Kähler modulusR9 that we consider through the complex structure-like ratioez = M/T =
R0/R 9. However, whilez is dynamically stabilized to the value�z�

c, � is a modulus� 0. This
last remark is due to the fact that we consider local equations of motion only. An addi
choice of global boundary conditions on the relative sizes of the large external dimensions
specify� 0. Only astrophysical observations may be sensitive to moduli such as� 0, but not “local”
experiments encountered in particle physics.

3.3.3. Residual force and attraction back to phase II
Here, we want to study the effect of the subdominant term in Eq.(2.22). We take it small

compared to 1 but not negligible and in particular, we want to analyze how it perturbs the
of the previous subsection, namely the attraction to the RDSd+ 1. We �rst introducey as

ey := ez+ 
 Š| 	 | =
�

R0

R�
d

�
. (3.53)

It will be convenient to express the conservation of the energy–momentum tensor(B.52) in the
following form,

edy = eŠ(dŠ1)� �
r � + p�� × cst. (3.54)

Let us consider a generic perturbation around the RDSd+ 1,

z = �z�
c + � (z), � �


 = � �

 0 + � (� �


 ) , � = � 0 + � (� ) , y = y0 + � (y) , (3.55)

where|� (z)|, |� (� �

 ) |, |� (� ) |, |� (y) | and the constantedy0 are� 1. At order one, the equations fo

� (z) and� (� �

 ) are identical to(3.49) and (3.50), whenedy0 was neglected. However, the equati

for � (� ) becomes

��
� (� ) +

1
2

(d Š 1)
� �
� (� ) + c1edy0

�
= 0 wherec1 = (nT + nV )

(d Š 1)Soe
d

4 �p�( �z�
c)

> 0, (3.56)

while Eq.(3.54)gives

�
� (y) = Š c2

�
� (� ) + c3

�
� (z)

wherec2 =
1Š 1

d

1 Š eŠ(dŠ1)� 0(n + n ) Soe
· cst

> 0, c3 =
�r �
z + �p�

z

�r � + �p�

�
�
�
�

�
. (3.57)
T V 4 z z �zc
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This implies that
�
� (z) and

�
� (� �


 ) are converging to zero when the scale factora�(t) is ex-

panding. However,
�
� (� ) � Š c1edy0 and

�
� (y) � c1c2edy0. We conclude thatey = R0/R �

d and
eyŠz = R9/R �

d are slowly increasingi.e. the distance betweenR�
d and the plateau decreases. T

interpretation of the evolution in terms of RDSd+ 1 remains valid untiledy anded(yŠz) cease to
be� 1. As said in the previous subsection, this cannot happen ifRd is initially macroscopic and
we are interested in temperature and supersymmetry breaking scales larger than the ele
scale.10 However, if initiallyR�

d is larger thanR0 andR9 but still microscopic, the above analys
suggests that it will be “caught by the plateau” and the cosmology is attracted back to p
i.e. the RDSd.

4. Non-perturbative cosmologies in type II

As discussed in Section2.3, the thermal effective potential in type II theories does not g
rise to a Higgs phase I as in the heterotic string. The reason for this difference is that
self-dual point, there is no enhancementU(1) � SU(2) and thus no growth of the number
massless degrees of freedom. However, we expect by heterotic-type II duality that such
should be possible in type II at the non-perturbative level. A natural candidate setup to p
this effect in type II is to introduce a pair of D-branes, whose separation is related to the sp
modulusRd. The stabilization ofRd at the self-dual point in the heterotic case suggests in
dual type II picture that the effect of the thermal effective potential is to �x the D-branes o
of each other, thus producing anU(1) � SU(2) enhancement. This attractive force between
D-branes will only be local, in the sense that if we separate the D-branes from each o
that Rd is in the range of phase II of Section2.2, the thermal effective potential should allo
stable �nite distances between the D-branes. If we further increase the separation, we
to reach a point where the thermal effective potential induces a repulsive force that pus
D-branes away from each other and we are entering phase III. However,R0(t) andR9(t) are
increasing faster thanRd(t). When they catch it, the force between the D-branes vanishe
the distance between them becomes static and we are back in phase II. On the contra
distance between the D-branes is macroscopic, the effective potential induces a repulsi
that pushes the D-branes away from each other and we are in the higher-dimensional ph

Another set up dual to the heterotic gauge group enhancement can be considered in
singularities in the internal space. For instance, a type IIA D2-brane wrapped on a vanishinCP1

cycle of radius dual toRd can give rise to anSU(2) gauge theory and admits a mirror descript
in type IIB [26]. The equivalence between the brane-world and geometrical singularity pi
can be analyzed along the lines of Ref.[27].

5. Conclusion and discussion

In this work, we have considered string theory models in �at space, where geometrical
induce a spontaneous breaking of supersymmetry and �nite temperature. We have comp
1-loop free energy density, which is nothing but the effective potential at �nite temperatur
�rst order in perturbation theory. It depends on the temperatureT , the supersymmetry breakin

10 In non-realistic models (such as the ones considered in this work) where no new physics arises at the ele
scale, considering macroscopic but �niteR0 andR9 catchingRd would correspond to a phase of the universe ind + 2
dimensions with the temperature effectively zero.
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scaleM and “spectator moduli” that characterize the internal space butare notinvolved in the
breaking of supersymmetry. Our aim was to analyze the dynamics of these spectator mo
the presence of both temperature and supersymmetry breaking.

We have analyzed in many details heterotic and type IIB models where the dynamics o
one of the spectator radii,Rd, is taken into account. More precisely, we have considered
clidean backgrounds which are of the formS1(R0) × TdŠ1 × S1(Rd) × M × S1(R9), where
S1(R0) andS1(R9) both contain �uxes. The �ux along the Euclidean time cycleS1(R0) intro-
duces temperatureT � 1/R 0 and the �ux alongS1(R9) implies the spontaneous breaking
supersymmetry at a scaleM � 1/R 9. The torusTdŠ1 is very large, while the internal manifol
M is eitherT8Šd or T4Šd × T4

Z2
, with �xed radii close to the string length.

In heterotic models, we found �ve distinct phases of the thermal effective potential
Fig. 1). In phase I, the potential plays a role in con�ning the spectator modulus by givi
an effective mass in addition to the gravitational friction effects.Rd plays the role of a Higgs
�eld stabilized at the enhanced gauge symmetry pointRd = 1, whereU(1) � SU(2). In phase
II (or IV), Rd converges to an arbitrary constant. This is simply due to the gravitational fri
arising from the expansion of the universe. Thus, while the modulus may take any value, it
tations always die off as the universe expands. In phase III (or V), ifRd (or 1/R d) is macroscopic
meaning that we may always neglect the sub-dominant term in the effective potential(2.22), then
Rd increases proportionally to the expansion of the universe. In this case, the dynamics
modulus is better understood in terms of a complex structure characterizing the anisotro
(d + 1)-dimensional universe. As in phases II and IV, the excitations of this complex stru
die off due to gravitational friction. If insteadRd is internal, it always enters phase II (or IV).

The analysis of the type IIB case is qualitatively the same, up to an important differenc
heterotic Higgs phase does not exist, since there is no gauge symmetry enhancement aRd = 1
in type II superstrings, at least in a perturbative approach. However, we expect by het
type II duality that such a gauge theory enhancement should occur once taking into a
non-perturbative effects in type II superstrings. In particular, the modulus governing the di
between D-branes or the size of some cycle on which a brane is wrapped could play the d
of the heterotic radiusRd.

The heterotic picture of phase I naturally generalizes to the case where all spectator
are allowed to vary. Although we did not consider this case explicitly, one may analyze m
with non-diagonal tori. We expect the existence of local minima of the thermal effective pot
at each enhanced symmetry point, as a consequence of the increase in the number of lig
The lowest such point should be given by the most symmetric point.

For the backgroundsS1(R0) × TdŠ1 × S1(Rd) × M × S1(R9), the thermal effective potentia
has a universal form, up to model-dependent integer parameters (nT ,nV ). nT is the number
of massless boson/fermions pairs in the original supersymmetric modeli.e. before the �uxes
are switched on.nV depends on the precise prescription chosen to break supersymmetry.
heterotic phase I,(nT , nV ) has to be replaced by(nT + �nT ,nV + �nV ) to account for the additiona
massless states arising at the enhanced symmetry point. Depending on the IBC, we fou
the dynamics of the Universe can be attracted to either of the �ve Radiation-like Domi
Solutions associated to the �ve phases, provided the following conditions are ful�lled:

phase I: Š
1

2d Š 1
<

nV + �nV

nT + �nT
< 0,

phases II� IV: Š
1

d <
nV < 0,
2 Š 1 nT
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phases III� V: Š
1

2d+ 1 Š 1
<

nV

nT
< 0. (5.1)

When some (or all) of these conditions are not satis�ed, different histories of the Univer
possible. For instance, suppose a model satis�es the second of the above conditions, bu
third, with Rd macroscopic and thus initially in phase III. Depending on the remaining in
boundary data, we conjecture at least three different late time behaviors to arise, which
correspond to Radiation-like Dominated Solutions:

€ A dynamical compacti�cation of the spectator radiusRd to enter phases II, I, or IV. Th
attractor is an RDSd, whereM � 1/R 9.

€ A dynamical decompacti�cation of the radiusR9 that participates in the spontaneous bre
ing of supersymmetry. This mechanism was conjectured in[4] and is shown in an explic
example in[18]. The attractor solution is an RDSd+ 2, where supersymmetry is spont
neously broken by thermal effects only (noM ).

€ A (non-perturbative) connection to a cousin model with �ux in some of the previously s
tator directions. For instance, ford + 1 = 4 and �ux in two internal directions, say 8 and
the constraintŠ 1

15 < nV
nT

< 0 is replaced by the less restrictive oneŠ0.215< nV
nT

< 0 (see

[3]). The attractor solution is an RDSd+ 1, whereM � 1/
	

R8R9. The interesting point her
is that the solution is stabilized by the spontaneous generation of topological �ux.

In this work, we restricted our discussion of orbifold models to cases whereT4

Z2
did not contain

�ux and had its radii �xed close to the string scale. In the companion paper[18], we �ll this gap
and extend the analysis to cases where an orbifold action is non-trivial on dynamical circ
whose radii are either participating in the breaking of supersymmetry or are spectators.

We would like to conclude by giving a summary of the results which have been made in
ing the intermediate cosmological regime within the framework of string theory, as develo
[2–5] as well as the current paper:

€ The �rst result is the discovery of the Radiation-like Cosmological Solutions (RDSd). These
RDSd solutions are not the “usual” radiation solutions de�ned by thermal= (d Š 1)Pthermal,
but instead satisfy total = (d Š 1)Ptotal only after the contribution from the coherent evo
tion of the supersymmetry breaking modulus is included. These solutions, are also con
in that the evolution of the space–time curvature scales,H 2 = ( �a/a)2 and �H , the dilaton and
the evolving radii scales,�� 2

dil , �̈ dil , ( �RI /R I )2, R̈I /R I , is such that they decrease as ti
progresses. Thus if one starts with small curvature and small coupling, at later times
guaranteed to remain within the regime of small curvature and small coupling.

€ The second result is the discovery of the “attractor mechanism” which is valid in th
termediate cosmological regime (after the Hagedorn transition or alternatively the in
era but before electro-weak symmetry breaking); within this era the RDSd cosmological
solutions are not only stable under small �uctuations but also are the only solutions (“a
tors”) at late cosmological times. Furthermore, thanks to this attractor mechanism, m
the Hagedorn exit ambiguities are washed out in later cosmological times.

€ The third result, is the fact that it is possible to derive at the string perturbative level (ho
exact in� �), the full string free energyF (T , M ; µ I ) as a functional of all moduli (includin
the SUSY breaking moduliT ,M , the string coupling constant modulus dil as well as
“spectator moduli”µ I ), at least for a certain class of string vacua where the spontan
breaking of supersymmetry is induced by geometrical �uxes.
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There are two main directions in going further with this approach. First, one may car
our analysis with four-dimensional heterotic models, whose internal spaceT6

Z2× Z2
in the presence

of �uxes breaks spontaneouslyN4 = 1 supersymmetry. Depending on the details of the inte
space and spontaneous supersymmetry breaking con�guration, it is possible for an add
scaleQ to appear at very late cosmological times.Q is the “infrared renormalisation grou
invariant transmutation scale” induced at the quantum level by the radiative corrections
soft supersymmetry breaking terms at low energies[19,20]. WhenT (t) � Q, the electroweak
phase transition takes place,SU(2) × U(1) � U(1)em. This starts to be the case at a timetW
and, for t > t W, the supersymmetry breaking scaleM is stabilized at a value close toQ. In
earlier cosmological times whereM(t),T (t) � Q, the transmutation scale is irrelevant and d
not modify our analysis. An important consequence of this scenario, is a dynamical expla
of the supersymmetry breaking scale. Indeed, extrapolating the RDSd= 4 up to the low energy
regime whereT = O(1 TeV) one �nds (thanks to the attractor mechanism), that the nat
value of the supersymmetry breaking scaleM(t) is naturally small and around the electrowe
phase transition, independently of its initial value at early cosmological times.

The above statement is absolutely correct, if one assumes that there are no other ma
created in the infrared, like for instance the various “infrared renormalization group inv
scalesQ” associated with: (i)� G of hidden gauge group(s), or (ii) the transmutation scal
QH (induced in the infrared), by the renormalized structure of the “supersymmetry bre
terms”. The existence of non-trivial dynamical scale(s)Q modify the very late cosmologica
evolution, namely after the electroweak phase transition aroundT = TW � QH � O(1 TeV).
Due to this, the intermediate cosmological regime which we study in this paper is de�ne
TE � T (t), M(t) � TW.

Obviously, the physics fort � tW is of main importance in (astro)particle physics and l
time cosmology. Unfortunately, the infrared phase att � tW depends strongly on the speci
choice of four-dimensionalN4 = 1 superstring vacuum and the way of spontaneously brea
supersymmetry. A lot of work is necessary to determine the initial superstring vacua tha
in late-times to the precise structure of our Universe. On the other hand, we would like to
here that the qualitative infrared behavior of the effective stringy “no-scale” �eld theory[20,28]
strongly suggests that we are in an interesting string evolutionary scenario after the “Hag
transition exit”,t > t E , connecting cosmology to particle physics.

Secondly, in the regime close to or at the Hagendorn transition, the conventional n
of General Relativity such as geometry and topology are well de�ned only in the low en
and/or small curvature approximations of a string theory setup[29]. In the very early times of th
Universe,t < t E , purely stringy phenomena at very small distances and strong curvature
imply that the physics could be quite different from what one might expect from a “naive”
theory point of view[29]. In this early epoch, classical gravity is no longer valid and has t
replaced by a more fundamental singularity-free theory such as (super-)string theory[16]. Thus,
the main obstruction in such a stringy cosmological framework is the Hagedorn tempe
limitation T < TH . Actually, this is not a pathology but rather the signal that a phase trans
from a previous vacuum is taking place. The Hagedorn-like singularities have to be re
either by a stringy phase transition[6,8,12,13]or by choosing Hagedorn-free string vacua in
early stage of the universe[16,15].

In this work, we have bypassed the Hagedorn transition ambiguities by considering ar
initial boundary conditions (IBC) attE , the “Hagedorn transition exit time”. Thanks to the
traction to “Radiation-like Universes” in late times, most of the ambiguities are washed ou
however of fundamental interest to investigate further the early non-geometric era of our un
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and to show that the induced IBC attE solve naturally the “�atness” and “entropy” problem
late cosmological times. This stringy scenario would be an alternative (or at least comp
tary) to the conventional in�ationary scenarios proposed in �eld theory.
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Appendix A. Partition function

A.1. Heterotic string on tori

We �rst focus on the heterotic string compacti�ed on a Euclidean toroidal space, while
erotic and type IIB orbifolds will be considered in AppendixA.2. Our starting point is the
heterotic string in a backgroundS1

E × TD × Tn (n = 9 Š D), whereS1
E (R0) is the Euclidean

time compacti�ed on a circle of radiusR0. For simplicity, we choose the toriTD andT9ŠD to
be products of circles

� D
p= 1 S1(Rp) and

� 9
i = D+ 1 S1(Ri ). The partition function vanishes, du

to supersymmetry:

Z =
�

F

d� 1 d� 2

2� 2

1
2

�

a,b

(Š1)a+ b+ ab� 4 a
b

� � (0,16)


 12
̄ 24 × � (1,1)(R0)

×
D	

p= 1

� (1,1)(Rp) ×
9	

i = D+ 1

� (1,1)(Ri ). (A.1)

To implement �nite temperature, we deform the� (1,1)(R0) lattice by coupling the space–tim
fermion numberQF � a to the momentum alongS1

E (R0). We also introduce a spontaneo
supersymmetry breaking by coupling R-symmetry chargesa + Qi (i = D + 1, . . . , 9) to the
momenta along theTn directions. Spin statistics and modular invariance then determine
precise replacement of the lattices as

� i � I b = { 0,D + 1, . . . , 9},

� (1,1)(Ri ) �
Ri

	
� 2

�

�m,n

eŠ�
R2

i
� 2

| �mi + ni � |2(Š1) �mi (a+ Qi )+ ni (b+ L i )+ � i �mi ni . (A.2)

I b is the set of labels associated to directions with �uxes that break spontaneously supers
try. In practice, theQi ’s (i � I b) are linear combinations of charges of theE8 × E�

8 lattice, for
which � i is determined to be 0 or 1. In our notations,Q0 = L 0 � 0 and� 0 = 1. A convenient
rewriting of the phases in Eq.(A.2) is done by de�ning �mi = 2�ki + �gi , ni = 2li + hi and summing
over �gi , hi � { 0, 1} and �ki , l i over all integers. We may evaluate the sum over the spin struc
a andb by rede�ninga = �a +

�
i � I b

�hi andb = �b +
�

i � I b
�gi . The phases from(A.1) and (A.2)

combine to give
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a + b + ab+
�

i � I b

�
�gi (a + Qi ) + hi (b + L i ) + � i �gi �hi

�

= �a + �b + �a �b +
�

i � I b

�gi (1 + Qi ) + P (��g, �h, �Q, �L, ��) (A.3)

whereP (��g, �h, �Q, �L, ��) consists of terms which vanish whenhi = 0 (� i � I b). We may now make
use of the Jacobi identity

1
2

�

�a, �b

(Š1) �a+ �b+�a �b� 4 �a+
�

i hi
�b+

�
i �gi

�
= Š � 4 1+

�
i hi

1+
�

i �gi

�
(A.4)

to obtain the result

Z = Š
�

F

d� 1 d� 2

2� 2

�

�gj ,hj (j � I b)

(Š1)
�

k �gk(1+ Qk)(Š1)P (��g, �h, �Q, �L, ��) � 4 1+
�

q hq
1+

�
q �gq

�

×
	

i � I b

� (1,1)
 hi

�gi

�
(Ri ) ×

D	

p= 1

� (1,1)(Rp) ×
� (0,16)


 12
̄ 24, (A.5)

where we have introduced the shifted lattices

� (1,1)
 hi

�gi

�
(Ri ) =

Ri
	

� 2

�

�ki ,l i

eŠ�
R2

i
� 2

|2�ki + �gi + (2li + hi )� |2. (A.6)

Important simpli�cations can be made, using the fact thatRi � 1 (i � I b):

– When 2li + hi �= 0 in Eq.(A.6), the integrand in the partition function(A.5) contains a facto
eŠ�R 2

i (2li + hi )� 2 implying an exponentially suppressed contribution after integration. We
restrict to the sectors withli = hi = 0 (i � I b).

– The sectors
�

i hi =
�

i �gi = 0 mod 2 are supersymmetric and therefore do not contrib

as can be seen from the presence of a� 4[ 1
1

] factor in (A.5). We thus only keep the secto

hi = 0 (i � I b),
�

i �gi = 1 mod 2.
– All of them, have at least onei � I b such that�gi = 1, so that the integrand in(A.5) contains

a factoreŠ�
R2

i
� 2 . This implies that we can extend the integral over the fundamental dom

to an integral over the full upper half strip. The error introduced this way is exponen
suppressed.11

Altogether, the partition function reduces to

11 Note that if the model before introducing temperature and internal �uxes was not supersymmetric, the
hi = �gi = 0 (� i � I b) would not vanish. Its integral over the fundamental domain would not be suppressed b

e
Š�

R2
i

� 2 (i � I b) factor and could not be replaced by the integral over the strip. The result would imply a very larg
�nite) contribution to the vacuum energy, proportional to the number of massless bosons minus the number of m
fermions.



F. Bourliot et al. / Nuclear Physics B 830 (2010) 330–373 357

ttice

mode
s

ve
sless
ve been

p

cement
n to
m-
ion
Z =
� 	

k� I b

Rk

�
1
2�

Š 1
2

d� 1

+�

0

d� 2

2�
n+ 3

2
2

�

�kj , �gj (j � I b)�
j �gj = 1mod 2

eŠ �
� 2

�
i R2

i (2�ki + �gi )2

× (Š1)
�

k �gkQk

� 4
 1

0

�


 12
̄ 24� (0,16) ×
D	

p= 1

� (1,1)(Rp). (A.7)

In this expression, the low lying contributions from the oscillators and right moving la
� (0,16) are

(Š1)
�

k� I b
�gkQk

� 4
 1

0

�


 12
̄ 24� (0,16) = 24
�

1
q̄

+ D0(��g, �Q) + O(q, q̄)
�

, (A.8)

whereq = e2i� � andD0(��g, �Q) is the sum over massless degrees of freedom with each
weighted by the factor(Š1)

�
k �gkQk . De�ning I s = { 1, . . . ,D } the set of “spectator” direction

i.e. that do not break supersymmetry, the lattice ofTD can also be expanded as

D	

p= 1

� (1,1)(Rp) =
�

mq,nq(q� I s)

e
Š�� 2

�
p ((

mp
Rp

)2+ (np Rp )2)
eŠ2i� � 1

�
p mp np . (A.9)

The change of variable� 2 = x�(
�

i � I b
R2

i (2�ki + �gi )) in the� 2-integration shows that the massi
contributions in Eqs.(A.8) and (A.9)are exponentially suppressed, compared to the mas
ones. We thus concentrate our attention on the light degrees of freedom. Because we ha
able to replace the fundamental domain with the half strip, the integration over� 1 now simply
enforces the level matching condition. The constant term in the r.h.s. of Eq.(A.8) combined with
Eq.(A.9) implies that it is enough to keep for eachp � I s,

�
���

���

np = 0 if Rp � max
i � I b

Ri ,

mp = 0 if Rp �
1

maxi � I b Ri
,

mp = np = 0 else.

(A.10)

Similarly, theq̄Š1 term in Eq.(A.8) combined with Eq.(A.9) implies that it is enough to kee
for eachq � I s,

mq = nq = ± 1 if Rq � 1 with mp,np given in Eq.(A.10), � p � I s, p �= q. (A.11)

Physically, the above two winding modes are responsible for the gauge symmetry enhan
U(1) � SU(2) atRq = 1. Away from the self dual point, they are massive: Their contributio
Z becomes exponentially negligible, while theSU(2) is Higgsed. The enhancement of the sy
metry will play an important role in stabilizingRq around one. The following reduced express
for the partition function whenRp � 1 (� p � I s) is then obtained,

Z =
� 	

k� I b

Rk

�
24

2

�

�kj , �gj (j � I b)�
�g = 1mod 2

24

2

+�

0

d� 2

�
n+ 3

2
2

exp
�

Š
�
� 2

�

i � I b

R2
i (2�ki + �gi )2

�

j j
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at
×
�

D0(��g, �Q)
�

mr (r � I s)

exp
�

Š� � 2

�

p� I s

�
mp

Rp

� 2�

+ 2
�

q� I s

exp
�

Š� � 2

�
1

R2
q

+ R2
q Š 2

��

×
�

mr (r � I s,r �=q)

exp
�

Š� � 2

�

p� I s,p �=q

�
mp

Rp

� 2��
. (A.12)

The companion expressions when anyRp � 1 (p � I s) is obtained by replacingRp � 1
Rp

.
The above result can be rewritten in various forms. We introduce an integer parameter� and

split theTD torus asTDŠ� × T � . Correspondingly, the “spectator” indicesI s are divided in two
sets,

I l
s = { 1, . . . ,D Š � }, I s

s = { D Š � + 1, . . . ,D }, (A.13)

and we perform a Poisson resummation on theTDŠ� zero mode lattice. The reason for th
is that when someRp (p � I s) is “small” i.e. Rp � infi � I b Ri , the Hamiltonian formulation
of Eq. (A.12) is relevant, while when someRp (p � I s) is “large” i.e. Rp � maxi � I b Ri , the
Lagrangian formulation is more convenient. The alternative forms for arbitrary� are:

Z =
� 	

k� I b

Rk

�� 	

s�� I l
s

Rs�

� �

�kj , �gj (j � I b)�
j �gj = 1mod 2

24

2

+�

0

d� 2

�
DŠ� + n+ 3

2
2

exp
�

Š
�
� 2

�

i � I b

R2
i (2�ki + �gi )2

�

×
�

D0(��g, �Q)
�

�mr � (r � � I l
s)

mr (r � l ss)

exp
�

Š
�
� 2

�

p�� I l
s

( �mp� Rp� )2 Š � � 2

�

p� I s
s

�
mp

Rp

� 2�

+ 2
�

q� I s
s

exp
�

Š� � 2

�
1

R2
q

+ R2
q Š 2

��

×
�

�mr � (r � � I l
s)

mr (r � l ss,r �=q)

exp
�

Š
�
� 2

�

p�� I l
s

( �mp� Rp� )2 Š � � 2

�

p� I s
s ,p �=q

�
mp

Rp

� 2�

+ 2
�

q�� I s
s

	
� 2

Rq�
exp

�
Š� � 2

�
1

R2
q�

+ R2
q� Š 2

��

×
�

�mr � (r � � I l
s,r � �=q�)

mr (r � l ss)

exp
�

Š
�
� 2

�

p�� I l
s,p ��=q�

( �mp� Rp� )2 Š � � 2

�

p� I s
s

�
mp

Rp

� 2��
. (A.14)

Using the integral form of the modi�ed Bessel function of the second kindK� (z),
+�

0

d� 2

� �
2

exp
�

Š
�
� 2

F
�

exp(Š� � 2G) =
�

G
F

� (� Š1)
2

2K � Š1(2�
	

F G ), (A.15)

one obtains
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k� I b

Rk

�� 	

s�� I l
s

Rs�

�
24

2

�

�kj , �gj (j � I b)�
j �gj = 1mod 2

�
D0(��g, �Q)

�

�mr � (r � � I l
s)

�
� ( DŠ� + n+ 1

2 )

(�F 1)
DŠ� + n+ 1

2

+
� �

mr (r � l ss)

�
G1

F1

� DŠ� + n+ 1
4

2K DŠ� + n+ 1
2

(2�
�

F1G1 )
�

+ 2
�

q� I s
s

�

�mr � (r � � I l
s)

mr (r � l ss,r �=q)

�
G2

F1

� DŠ� + n+ 1
4

2K DŠ� + n+ 1
2

(2�
�

F1G2 )

+ 2
�

q�� I l
s

�

�mr � (r � � I l
s,r � �=q�)

mr (r � l ss)

1
Rq�

�
G3

F3

� DŠ� + n
4

2K DŠ� + n
2

(2�
�

F3G3 )
�

, (A.16)

where we have de�ned

F1 =
�

i � I b

R2
i (2�ki + �gi )2 +

�

p�� I l
s

( �mp� Rp� )2,

G1 =
�

p� I s
s

�
mp

Rp

� 2

, G2 =
�

1
Rq

Š Rq

� 2

+
�

p� I s
s ,p �=q

�
mp

Rp

� 2

,

F3 =
�

i � I b

R2
i (2�ki + �gi )2 +

�

p�� I l
s,p ��=q�

( �mp� Rp� )2,

G3 =
�

1
Rq�

Š Rq�

� 2

+
�

p� I s
s

�
mp

Rp

� 2

. (A.17)

In the second line of Eq.(A.16), the “primed” sum in the brackets means thatmr = 0 (� r � I s
s )

is excluded. We remind the reader that Eq.(A.16) is valid whenRp � 1 (� p � l ls � l ss). The
expressions with someRq’s such thatRq � 1 is obtained by T-dualityi.e. by exchanging them
with their inverses,Rq � 1

Rq
, in Eqs.(A.16) and (A.17).

It will be convenient to have the rules for decompactifying directions ofTDŠ� as well as the
rules for freezing one of theT � radii.

€ For decompactifying a radiusRs� (s� � I l
s), one simply keeps only the terms with�ms� = 0

in (A.16). In the last line, one also discards the term withq� = s�. The net result is a remainin
overall factor ofRs� in the �rst line.

€ In order to freeze a radiusRs (s � I s
s ) at the self dual pointRs = 1, one keeps only the term

with ms = 0 in (A.16). In addition, one discards the term withq = s in the third line and
shiftsD0 � D0 + 2.

€ In order to freeze a radiusRs (s � I s
s ) at an arbitrary value such that 1/R s and Rs �

infi � I b Ri , one keeps only the terms withms = 0 in (A.16). In addition, one discards th
term withq = s in the third line.
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A.2. Heterotic and type IIB orbifolds

We next consider the heterotic string onS1
E × TD × T4

Z2
× Tn (n = 5 Š D). The partition

function vanishes, due to the 8 conserved space–time supercharges,

Z =
�

F

d� 1 d� 2

2� 2

1
2

�

H,G

1
2

�

a,b

(Š1)a+ b+ ab� 2 a
b

�
�

 a+ H
b+ G

�
�

 aŠH
bŠG

�
Z(4,4)

 H
G

� � (0,16)
 H

G

�


 8
̄ 20

× � (1,1)(R0) ×
D	

p= 1

� (1,1)(Rp) ×
9	

i = D+ 5

� (1,1)(Ri ), (A.18)

whereH , G are equal to 0 or 1.Z(4,4)[
H
G ] is the block that accounts for theT

4

Z2
part of the back-

ground and the right moving� (0,16)[
H
G

] lattice is consistentlyZ2-twisted to guarantee modula

invariance, thereby breaking part of the initial gauge group. Temperature and supersym
breaking are again introduced by modifying the lattice sums alongS1

E andTn as in(A.2). How-
ever, the left moving chargesQi may now also involve the “orbifold twist number”H .

The analysis of the toroidal case can be applied the same way. De�ningI b = { 0,D + 5, . . . , 9},
any sector with somehi �= 0 (i � I b) is exponentially suppressed and the sectors with

�
i � I b

hi =
0 and

�
i � I b

�gi = 0 vanish due to supersymmetry. We may again replace the fundamental d

with the full upper half strip. We treatT
4

Z2
as part of the internal sector, with frozen moduli mu

smaller than infi � I b Ri . As before, the non-exponentially suppressed contributions to the par
function arise from the massless modes (and their light towers of KK (or winding) states
explicit examples, see[2]. The net result is that the partition function is of the same form a
(A.16) except that the numbersD0(��g, �Q) are different.

The type IIB partition function onS1
E × TD × T4

Z2
× Tn (n = 5Š D) takes the form

Z =
�

F

d� 1 d� 2

2� 2

1
2

�

H,G

1
2

�

a,b

(Š1)a+ b+ ab� 2 a
b

�
�

 a+ H
b+ G

�
�

 aŠH
bŠG

�

×
1
2

�

ā,b̄

(Š1)ā+ b̄+ āb̄�̄ 2 ā
b̄

�
�̄

 ā+ H
b̄+ G

�
�̄

 āŠH
b̄ŠG

�

×
Z(4,4)


 12
̄ 12 × � (1,1)(R0) ×
D	

p= 1

� (1,1)(Rp) ×
9	

i = D+ 5

� (1,1)(Ri ). (A.19)

Temperature and supersymmetry breaking are again introduced by modifying the lattice
alongS1

E andTn. However, in the type IIB case, we may introduce phases similar to Eq.(A.2)
but involving either left moving R-chargesa + Qi (i � I b), or right moving ones̄a + Q̄i , or
both. In the present paper, we consider cases where both left and right charges are non
Some models in this class where shown to allow critical cosmological evolutions correspo
to radiation-like eras[3,4].
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For Ri � 1 (� i � I b), the manipulations used in the heterotic case can be applied sim

up to an important difference. In the sector[ H
G

] = [ 0
0

], the analogue of the heterotic contributi

given in Eq.(A.8) is in type IIB,

(Š1)
�

k� I b
�gk(Qk+ Q̄k)

� 4
 1

0

�
�̄ 4

 1
0

�


 12
̄ 12 = 24�
1 + O(q, q̄)

�
. (A.20)

Consequently, there is no massless winding mode arising when someRq = 1 (q � I s), as opposed
to the heterotic states given in(A.11). The �nal form of the partition function is then formall

identical to the two �rst lines of the heterotic one(A.16), with coef�cient D0(��g, �Q, �̄Q) ,

Z =
� 	

k� I b

Rk

�� 	

s�� I l
s

Rs�

�
24

2

�

�kj , �gj (j � I b)�
j �gj = 1mod 2

�
D0(��g, �Q, �̄Q)

�

�mr � (r � � I l
s)

�
� ( DŠ� + n+ 1

2 )

(�F 1)
DŠ� + n+ 1

2

+
� �

mr (r � l ss)

�
G1

F1

� DŠ� + n+ 1
4

2K DŠ� + n+ 1
2

(2�
�

F1G1 )
��

, (A.21)

whereF1, G1 are de�ned in Eq.(A.17).

Appendix B. Equations of motion

In this appendix, we derive the equations of motion in our thermal backgrounds. The 9
like directions areTD × Tn in the toroidal models andTD × T4

Z2
× Tn in the orbifold ones. To

unify the two cases, we de�nen = 9 Š A Š D, whereA = 0 in toroidal compacti�cations an
A = 4 in orbifold ones. Geometrical �uxes in theTn torus break spontaneously supersymme
A TdŠ1 sub-torus ofTD is taken to be isotropic and very large, to be interpreted as part o
spatial directions of the space–time. In practice, this means that the radii ofTdŠ1 are proportiona
for all time t and that the associated KK states are continuous, implying the convergence
partition function. The remainingTDŠd+ 1 sub-torus is allowed to have arbitrary radii. Wh
they are all small, we interpret them as internal and the space–time dimension isd. When only
� of the TDŠd+ 1 radii (D Š (d Š 1) � � � 0) are small, the space–time dimension is t
D � D + 1 Š � . However, this space–time with enhanced dimension is anisotropic since
part of its space-like radii are evolving proportionally.

Our starting point is the standard 10-dimensional dilaton-gravity theory,

S=
1
2

�
d10x

�
Š �g10eŠ2� dil 10


�R10 + 4� µ � dil 10� µ � dil 10

�
Š

�
d10x

	
Šg10 �F10. (B.1)

The hats denote that we are in string frame and the numerical subscripts, here 10, indi
space–time dimension.� dil 10 and �F10 are the dilaton and free energy density in 10 dimensi
The latter is related to the partition function by�F10 = Š Z

V10
, whereV10 is the 10-dimensiona

volume of the Euclidean background in which we computedZ . We split theTD torus asTDŠ1 ×
T � and dimensionally reduce onT � andTn (or T4

Z2
× Tn in the orbifold models). The actio

becomes

S=
1
2

�
dD x

�
Š �gD eŠ2� dil D

�

�RD + 4� µ � dil D � µ � dil D
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Š
D�

p= DŠ� + 1

� µ Rp � µ Rp

R2
p

Š
9�

i = D+ 1

� µ Ri � µ Ri

R2
i

�

Š
�

dD x
�

Š �gD �FD , (B.2)

where the dilaton inD-dimensions is� dil D = � dil 10 Š 1
2

� 9
� = DŠ� + 1 ln2�R � and �FD = Š Z

VD
.

In some instances, we will suppose for simplicity that some internal radii are frozen. Thi
be the case for some radii ofT � , and the radii ofT

4

Z2
in the orbifold models. Then, the corr

sponding kinetic terms would simply disappear from the action(B.2). Performing the conforma
transformationgD = exp(Š 4

DŠ2� dil D ) �gD brings us to Einstein frame and the action become

S=
1
2

�
dD x

	
ŠgD

�

RD Š
4

D Š 2
� µ � dil D � µ � dil D Š

D�

p= DŠ� + 1

� µ Rp � µ Rp

R2
p

Š
9�

i = D+ 1

� µ Ri � µ Ri

R2
i

�

Š
�

dD x
	

ŠgD FD , (B.3)

where FD = exp( 2D
DŠ2� dil D ) �FD . The supersymmetry breaking scale measured in Ein

frame,MD , is given by the inverse volume ofTn,

MD = e
2� dil D
D Š2

9	

i = D+ A+ 1

1
(2�R i )1/n =

1
2�

exp

�
2� dil D

D Š 2
Š

1
n

9�

i = D+ A+ 1

lnRi




. (B.4)

It is convenient to introduce an explicit �eld notation,� D , for the supersymmetry breaking sca
as

MD =
e�� D

2�
where� 2 =

1
D Š 2

+
1
n

. (B.5)

The coef�cient� is chosen so that� D has a canonically normalized kinetic term. We can in
duce other �elds,� 
 D and� i (i = 1, . . . , n Š 1), to describe the remaining degrees of freed
among the dilaton and radii ofTn. The explicit transformation law is given as

�

�
�
�
�
�

� D
� 
 D
� nŠ1

...
� 1

 

!
!
!
!
"

=

�

�
�
�
�
�
�
�
�

1
�

	
DŠ2

Š 1
�n Š 1

�n . . . Š 1
�n�

DŠ2
D+ nŠ2

1	
D+ nŠ2

1	
D+ nŠ2

. . . 1	
D+ nŠ2

0 nŠ1	
n(nŠ1)

Š 1	
n(nŠ1)

. . . Š 1	
n(nŠ1)

...
. . .

...
0 . . . 0 Š 1	

2
Š 1	

2

 

!
!
!
!
!
!
!
"

�

�
�
�
�
�

2	
DŠ2

� dil D

ln R9
ln R8

...
lnRD+ A+ 1

 

!
!
!
!
"

.

(B.6)

Finally, we denote the� degrees of freedom ofT � as	 p = lnRDŠ� + p (p = 1, . . . , � ). In terms
of these �elds, the action takes the canonical form12

S=
�

dD x
	

ŠgD

�
RD

2
Š

1
2

� µ � 
 D � µ � 
 D Š
1
2

� µ � D � µ � D Š
1
2

nŠ1�

i = 1

� µ � i � µ � i

12 One could also introduceA = 4 more scalars associated to the radii ofT4/ Z2 in the orbifold models. However, a
announced before, we consider from now on these radii to be internal and constant.
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��

p= 1

� µ 	 p � µ 	 p

�

Š
�

dD x
	

ŠgD FD . (B.7)

The metric variation gives the standard Einstein equation in terms of the stress energy
It is convenient to single out the terms coming from the thermal corrections and so we de�
thermal energy–momentum tensor as

TD µ� = Š gD µ� FD + 2
� FD

�(g D )µ� . (B.8)

We are interested in space–times which are homogeneous but anisotropic, since the radii oTDŠd

are allowed to vary independently of the radii of the very largeTdŠ1. In this case, the �elds ar
only allowed to vary with time and we take the metric to be of the form

ds2
D = Š dt2 + a(t)2

dŠ1�

l= 1

dx2
l +

DŠd�

k= 1

bk(t)2 dx2
dŠ1+ k. (B.9)

The bk are the scale factors of theTDŠd torus in Einstein frame and are related to the rad
string frame bybk = e

Š2
D Š2 � dil D 2�R k if Rk � 1 (exchangeRk � 1/R k if Rk � 1). It is also

convenient to introduce the temperature related to the radius of the Euclidean time use
computation ofZ as

TD �
e

2
D Š2 � dil D

2�R 0
(B.10)

(not to be confused with the stress energy tensor). De�ning the thermal energy density D �
TD 00 and pressurePD � aŠ2TD ll (no sum onl = 1, . . . , d Š 1), the thermal energy–momentu
tensor can be expressed as13

TD 00 = FD + 2T2
D

� FD

�T 2
D

=
�

TD
�P D

�T D
Š PD

�
, (B.11)

TD ll = Š a2FD = a2PD , (B.12)

TD d+ k,d+ k = Š b2
kFD + 2

� FD

�b Š2
k

= b2
k

�
PD + bk

�P D

�b k

�
. (B.13)

Note that the thermal energy density D satis�es the thermodynamical identity D = TD
�P D
�T D

Š

PD . The Ricci tensor can be expressed in terms ofH � �a
a andKk �

�bk
bk

(k = 1, . . . , D Š d). The
off-diagonal elements automatically vanish, as well as those of the thermal energy–mom
tensor(B.11). The remaining diagonal Einstein equations become

0 = (d Š 1)
�

�H + H 2�
+

DŠd�

k= 1

�
�Kk + K 2

k
�

+ �� 2

 D + �� 2

D +
nŠ1�

i = 1

�� 2
i +

��

i = 1

�	 2
i

13 The extra temperature factor ofT2
D in the second term of the �rst equation in(B.11) can be seen as follows. Th

variation of the free energy density can be taken when the coordinates are such that the metric is just the
continuation of the Euclidean background,ds2

D = Š TŠ2
D dt2 + a(t)2

�
l ds2

l +
�

k bk(t)2 dx2
dŠ1+ k. The factor ofT2

D
then comes from changing the metric coordinates to have(B.9).
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the
+
D Š 3
D Š 2

 D +
d Š 1
D Š 2

PD +
1

D Š 2

DŠd�

k= 1

�
PD + bk

�P D

�b k

�
, (B.14)

0 = (d Š 1)H 2 + �H + H
DŠd�

k= 1

Kk Š
1

D Š 2
 D Š

D Š d Š 1
D Š 2

PD

+
1

D Š 2

DŠd�

k= 1

�
PD + bk

�P D

�b k

�
, (B.15)

0 = �Kk + K 2
k + (d Š 1)K kH + Kk

DŠd�

j = 1(j �=k)

K j Š
1

D Š 2
 D Š

D Š 3
D Š 2

�
PD + bk

�P D

�b k

�

+
d Š 1
D Š 2

PD +
1

D Š 2

DŠd�

j = 1(j �=k)

�
PD + bj

�P D

�b j

�
(k = 1, . . . , D Š d), (B.16)

whereD = D + 1Š � . The equations of motion for the scalars reduce to

¨� D + (d Š 1)H �� D +
DŠd�

k= 1

Kk �� D =
�P D

�� D
, (B.17)

�̈ 
 D + (d Š 1)H �� 
 D +
DŠd�

k= 1

Kk �� 
 D =
�P D

�� 
 D
, (B.18)

	̈ p + (d Š 1)H �	 p +
DŠd�

k= 1

Kk �	 p =
�P D

�	 p
(p = 1, . . . , �), (B.19)

�̈ i + (d Š 1)H �� i +
DŠd�

k= 1

Kk �� i =
�P D

�� i
(i = 1, . . . , n Š 1). (B.20)

B.1. Reduced equations of motion for phases I and II

Here, we apply the above results to the background of Sections3.1 and 3.2. We haven = 1
internal direction that breaks supersymmetry andD = 8 Š A “spectator” directions (A = 0 for
the toroidal models andA = 4 for the orbifold ones). We splitTD � TdŠ1 × (S1(Rd) × TDŠd),
whereTdŠ1 is very large, the radii ofTDŠd are small and frozen, and we are interested in
regime whereRd and 1/R d are smaller than infi � I b Ri . We thus choose� = 9 Š A Š d and
�nd an effective space–time dimensionD = d. Beside the temperatureTd, the independent �elds
are the scale factora and the scalars� d, � 
 d and	 1 = ln Rd, whose expressions follow from
Eq.(B.6), with � =

	
(d Š 1)/(d Š 2),

� d �
2

	
(d Š 2)(d Š 1)

� dil d Š

�
d Š 2
d Š 1

ln R9,

� 
 d �
2

	
d Š 1

� dil d +
1

	
d Š 1

ln R9,

	 1 � ln Rd. (B.21)
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To simplify the notations, we will denote the �elds asT , a, � , � 
 , 	 and the thermal energ
density and pressure as , P .

The two Einstein equations(B.14) and (B.15)simplify and can be replaced by the Friedma
equation and an equation expressing the conservation of energy,

1
2

(d Š 2)(d Š 1)H 2 =
1
2

�
�� 2 + �� 2


 + �	 2�
+ , (B.22)

� + (d Š 1)H( + P ) + ��
�P
��

+ �� 

�P
�� 


+ �	
�P
�	

= 0, (B.23)

where the sourcesP,  satisfy (see Section2.1)

P = Tdp(z, 
, 	 ),  = T
�P
�T

Š P

��  = Tdr(z, 
, 	 ) with r = (d Š 1)p Š pz, (B.24)

where
 = ln R9 andez is the ratio of temperature to supersymmetry breakingi.e.z =
�

dŠ1
dŠ2� Š

ln(2�T ) .14 The scalar �eld equations(B.17)–(B.19)reduce to

¨� + (d Š 1)H �� =
�P
��

= Td
� �

d Š 1
d Š 2

pz Š

�
d Š 2
d Š 1

p


�
, (B.25)

�̈ 
 + (d Š 1)H �� 
 =
�P
�� 


=
Td

	
d Š 1

p
 , (B.26)

	̈ + (d Š 1)H �	 =
�P
�	

= Tdp	 . (B.27)

Note that Eq.(B.23) can easily be integrated. Writing�P = �� �P
�� + �� 


�P
�� 


+ �	 �P
�	 + �T �P

�T , one
derives from Eq.(B.23)and the relation between andP in Eq.(B.24),

� + �P + (d Š 1)H( + P ) =
�T
T

( + P ) �� (aT )dŠ1�
r(z, 
, 	 ) + p(z, 
, 	 )

�
= cst.

(B.28)

It is useful to parameterize our functions in terms of lna and thereby replace time-derivativ
by (lna)-derivatives, in which case we have

�f = H
df

d ln a
:= H

�
f , (B.29)

for any functionf . Critical solutions do not have constant� but rather constantz and so it is
relevant to change variables from� to z in Eq. (B.25). Physically, this corresponds to the fa
that for stable solutions the ratio of the supersymmetry breaking scale to the temperatu
must be a constant. In order to proceed, we �rst express the derivative of the energy dens in

T , z, 
 and	 variables as� = TdH(dr
�
T /T + rz

�
z+ r


�

 + r	

�
	 ) and note from the de�nition ofz

that
�
T /T =

	
(d Š 1)/(d Š 2)

�
� Š

�
z. Using these two expressions, Eq.(B.23)can be reexpresse

as
�
� = A (z)

�
z + A (� 
 )

�
� 
 + A (	 )

�
	 + B, (B.30)

14 In this section, it is understood that partial derivatives ofp are with respect toz, 
 or 	 with the remaining variable
held constant.
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where

A (z)(z, 
, 	 ) =
dr Š rz

E
, A (� 
 )(z, 
, 	 ) = Š

1
	

d Š 1

r
 + p


E
,

A (	 ) (z, 
, 	 ) = Š
r	 + p	

E
, B(z, 
, 	 ) = Š (d Š 1)

r + p
E

, (B.31)

and

E =

�
d Š 1
d Š 2

(dr + pz) Š

�
d Š 2
d Š 1

(r 
 + p
 ). (B.32)

Eq. (B.30) can now be used to eliminate� from the equations. We �rst use it to write th
Friedmann Eq.(B.22) in the form,

H 2 = hTd whereh(z, 
, 	 ;
�
z,

�
� 
 ,

�
	 ) =

r
1
2(d Š 2)(d Š 1) Š K

(B.33)

and

K =
1
2


(A (z)

�
z + A (� 
 )

�
� 
 + A (	 )

�
	 + B)2 +

�
� 2


 +
�
	 2�

. (B.34)

Next, noting that ¨� = �H
�
� + H 2��

� , one can express�H in terms ofH ,  , P using Einstein’s
equations and bring(B.25) into the form,

h

#

$
%A (z)

��
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��
� 
 + A (	 )

��
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�
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�
� 
 ,

�
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�
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"
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 )B)


�
+

1
d Š 2

(r Š p)A (� 
 )

�
�
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+
�
h

�
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�
d Š 2
d Š 1

(A (	 ) B)


�
+

1
d Š 2

(r Š p)A (	 )

�
�
	 + Vz = 0, (B.35)

where the matrixC is
�

�
�
�
�

A (z)z Š
�

dŠ2
dŠ1A (z)A (z)
 A (z)
 ( 1	

dŠ1
Š

�
dŠ2
dŠ1A (� 
 ) ) A (z)	 Š

�
dŠ2
dŠ1A (	 ) A (z)


A (� 
 )z Š
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dŠ2
dŠ1A (z)A (� 
 )
 A (� 
 )
 ( 1	

dŠ1
Š

�
dŠ2
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 ) ) A (� 
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�
dŠ2
dŠ1A (	 ) A (� 
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dŠ2
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(B.36)

and we have introducedV (z, 
, 	 ;
�
z,

�
� 
 ,

�
	 ), whose derivative with respect toz is

Vz = Š

�
d Š 1
d Š 2

pz +

�
d Š 2
d Š 1

p
 +
1

d Š 2
(r Š p)B Š

�
d Š 1
d Š 2

hB
 B. (B.37)

Similarly, Eqs.(B.26), (B.27)for � 
 and	 become,
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(r Š p)
�
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 Š

1
	

d Š 1
p
 = 0, (B.38)

h
��
	 +

1
d Š 2

(r Š p)
�
	 Š p	 = 0. (B.39)

Finally, note that for	 = 0, Vz de�ned in (B.37)does not depend on velocities anymore,

Vz|	 = 0 =

�
d Š 2
d Š 1

�
r(z, 
, 0) Š dp(z, 
, 0)

�
. (B.40)

B.2. Reduced equations of motion for phase III

We want to write the �elds and equations of motions in the regime of Section3.3. Again,
n = 1 andD = 8 Š A. We split TD as(T dŠ1 × S1(Rd)) × TDŠd, whereTdŠ1 is very large,
the radii ofTDŠd are small and frozen, and we are interested in the regime whereRd (or its
inverse) is large. We thus take� = 8Š A Š d, which implies an effective space–time dimens
D = d + 1. The independent �elds are the temperatureTd+ 1, the scale factor associated to t
torusTdŠ1, the scale factorb1 of the spatial circleS1(Rd) and� d+ 1, � 
 d+ 1. The de�nitions of
the scalars is derived from Eq.(B.6), with � =

	
d/(d Š 1),

� d+ 1 �
2

	
d(d Š 1)

� dil d+ 1 Š

�
d Š 1

d
ln R9,

� 
 d+ 1 �
2

	
d

� dil d+ 1 +
1

	
d

lnR9. (B.41)

We introduce simpler notations for the �elds ind + 1 dimensions,T �, a�, b, � �, � �

 , and for the

thermal energy density and pressure, �, P �.
There are three Einstein equations(B.14)–(B.16)which simplify as,

Š(d Š 1)
�

�H � + H � 2�
Š

�
�K + K 2�

= �� � 2 + �� � 2

 +

1
d Š 1

�
(d Š 2) � + dP� + b

�P �

�b

�
,

(B.42)

�H � + (d Š 1)H � 2 + H �K =
1

d Š 1

�
 � Š P � Š b

�P �

�b

�
, (B.43)

�K + (d Š 1)H �K + K 2 =
1

d Š 1

�
 � Š P � + (d Š 2)b

�P �

�b

�
, (B.44)

whereH � = �a�

a� andK = �b
b. The dependencies of the thermal sourcesP� and � are as follows

(see Section3.3),

P � = T � d+ 1p�� z, 
, |	 |
�
,  � = T � �P

�

�T � Š P�

��  � = T � d+ 1r �� z, 
, |	 |
�

with r � = dp� Š p� , (B.45)
z
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n-

s

where
 = lnR9, 	 = lnRd is related to the de�nition ofb via |	 | = lnb + 1	
d(dŠ1)

� � + 1	
d

� �



andez is the ratio of temperature to supersymmetry breakingi.e. z =
�

d
dŠ1� � Š ln(2�T �).15

The scalar equations of motion given in(B.17) and (B.18)become in the present case,

¨� � +
�
(d Š 1)H � + K

�
�� �

=
�P �

�� � = T � d+ 1
� �

d
d Š 1

p�
z Š

�
d Š 1

d
p�


 +
1

	
(d Š 1)d

p�
|	 |

�
, (B.46)

�̈ �

 +

�
(d Š 1)H � + K

�
�� �

 =

�P �

�� �



=
T � d+ 1
	

d

�
p�


 + p�
|	 |

�
. (B.47)

Again, it is convenient to derive from Eqs.(B.42)–(B.47)the Friedmann equation and the co
servation of the energy–momentum tensor,

1
2

(d Š 1)
�
(d Š 2)H � 2 + 2HK

�
=

1
2

�
�� � 2 + �� � 2



�

+  �, (B.48)

� � +
�
(d Š 1)H � + K

��
 � + P �� + �� � �P �

�� � + �� �



�P �

�� �



+ �b
�P �

�b
= 0. (B.49)

To obtain a useful form for the remaining independent equations, we �rst de�ne

e� :=
b
a� �� K � H � + �� , (B.50)

and then subtract Eq.(B.43) from (B.44) to obtain,

�̈ +
�
(d Š 1)H � + K

�
�� = b

�P �

�b
= T � d+ 1p�

|	 |. (B.51)

Eq.(B.49)can be integrated by writing�P � = �� � �P �

� � � + �� �



�P �

� � �



+ �b�P �

�b + �T � �P �

�T � to obtain,

� � + �P � +
�
dH � + ��

��
 � + P �� =

�T �

T �

�
 � + P ��

��
�
a�T �� de� �

r �� z, 
, |	 |
�

+ p�� z, 
, |	 |
��

= cst. (B.52)

As in AppendixB.1, we introduce(ln a�)-derivatives, where for any functionf ,

�f = H � df
d lna� := H �

�
f . (B.53)

Proceeding in an analogous manner as the derivation of(B.30), Eq.(B.49)can also be rewritten
as

�
� � = A �

(z)
�
z + A �

(� �

 )

�
� �


 + A �
(� )

�
� + B�, (B.54)

where

15 In this section, it is understood that partial derivatives ofp� with respect toz, 
 or |	 | are with the two other variable
held constant.
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A �
(z)

�
z, 
, |	 |

�
=

(d + 1)r � Š r �
z

E� , A �
(� �


 )

�
z, 
, |	 |

�
= Š

1
	

d

r �

 + p�




E� ,

A �
(� )

�
z, 
, |	 |

�
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r � + p� + r �
|	 | + p�

|	 |

E� , B�(z, 
, 	 ) = Š
d(r � + p�) + r �

|	 | + p�
|	 |

E� ,

(B.55)

and

E� =

�
d

d Š 1

�
(d + 1)r � + p�

z
�

Š

�
d Š 1

d

�
r �

 + p�



�

+
1

	
(d Š 1)d

�
r �
|	 | + p�

|	 |
�
. (B.56)

Eq.(B.54)can be used to recast the Friedmann equation(B.48) in the form,

H � 2 = h�T � d+ 1 whereh�� z, 
, |	 |;
�
z,

�
� 
 ,

�
�
�

=
r �

1
2(d Š 1)d Š K�

, (B.57)

where

K� =
1
2
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(z)
�
z + A �

(� �

 )

�
� � 2


 + A �
(� )

�
� + B�� 2 +

�
� � 2


 Š(d Š 1)
�
� 2�

. (B.58)

For the scalar� �, its equation becomes
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z = 0, (B.59)

where the components of the matrixC� are collected below, in Eqs.(B.63)–(B.65) and

V �(z, 
, |	 |;
�
z,

�
� 
 ,

�
	 ) is de�ned by

V �
z = Š
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d

d Š 1
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z +
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(B.60)
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The remaining equations(B.47) for � �

 and(B.51) for � take the form

h�
��
� �
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1

d Š 1

�
r � Š p� Š p�
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� �
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1

	
d

�
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= 0, (B.61)

h�
��
� +

1
d Š 1

�
r � Š p� Š p�

|	 |
� �
� Š p�

|	 | = 0. (B.62)

For completeness, we collect all entries of the matrixC� that appears in Eq.(B.59):
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, (B.63)
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Abstract
In this work, we review the results of Refs [1] { [5] dedicated to the description of the
early Universe cosmology induced by quantum and thermal e�ects in superstring theories.
The present evolution of the Universe is described very accurately by the standard �-CDM
scenario, while very little is known about the early cosmological eras. String theory provides
a consistent microscopic theory to account for such missing epochs. In our framework,
the Universe is a torus �lled with a gas of superstrings. We �rst show how to describe
the thermodynamical properties of this system, namely energy density and pressure, by
introducing temperature and supersymmetry breaking e�ects at a fundamental level by
appropriate boundary conditions.

We focus on the intermediate period of the history: After the very early \Hagedorn era"
and before the late electroweak phase transition. We determine the back-reaction of the gas
of strings on the initially static space-time, which then yields the induced cosmology. The
consistency of our approach is guaranteed by checking the quasi-staticness of the evolution.
It turns out that for arbitrary initial boundary conditions at the exit of the Hagedorn era,
the quasi-static evolutions are universally attracted to radiation-dominated solutions. It is
shown that at these attractor points, the temperature, the inverse scale factor of the Uni-
verse and the supersymmetry breaking scale evolve proportionally. There are two important
e�ects which result from the underlying string description. First, initially small internal
dimensions can be spontaneously decompacti�ed during the attraction to a radiation domi-
nated Universe. Second, the radii of internal dimensions can be stabilized.

y Unit�e mixte du CNRS et de l'Ecole Polytechnique, UMR 7644.
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