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Résumé

Les appro ches markoviennes en imagerie et vision par ordinateur o�rent un cadre mathéma-

tique élégant p our résoudre certains problèmes complexes. Des mo dèles de formation des données

observées ainsi que des mo dèles décrivant le contexte spatial des images à reconstruire sont alors

nécessaires p our exploiter de telles appro ches. Le plus souvent, la fonction d'énergie globale obtenue

demeure di�cile à minimiser en raison de ses propriétés mathématiques et de la grande dimension

des données. On est alors confronté d'une part à des problèmes combinatoires et d'autre part aux

limites en puissance des machines actuelles.

C'est dans ce cadre que s'inscrit le premier ob jectif de ces travaux de thèse, où nous prop osons

des algorithmes d'optimisation e�caces d'une classe d'énergies markoviennes multi-étiquettes de

premier ordre qui p ermet de mo déliser un nombre imp ortant d'applications en imagerie. C'est la

classe d'énergies ayant comme attache aux données une fonction quelconque, et comme a priori

une fonction convexe. Les algorithmes prop osés rep osent d'une part sur une technique assez récente

d'optimisation discrète en vision, à savoir la coup e-minimum sur graphe, et d'autre part sur une

stratégie d'optimisation itérative par des mouvements de partitions. De nouveaux mouvements,

que nous avons app elés mouvements de partitions larges et multi-étiquettes (MPLM), p ermettent

alors d'avoir un compromis entre la qualité de l'optimum atteint et la complexité algorithmique.

Appliqués et validés sur une série d'exp ériences traitant de la restauration d'images naturelles et

radar, ils ont pu montrer de b onnes p erformances comparés aux algorithmes d'optimisation de

l'état de l'art.

Le cadre applicatif principal de cette thèse est la reconstruction du relief par interférométrie

radar à synthèse d'ouverture. Cette métho de de calcul de mo dèles numériques de terrain est con-

frontée le plus souvent à la nature très bruitée des données interférométriques radar et aussi à la

complexité des scènes naturelles et urbaines à recontruire. Les appro ches markoviennes trouvent

alors leur justi�cation p our s'appliquer à ce typ e de problèmes, grâce à des mo dèles bien adaptés

au typ e de bruit sur ces données et au contexte spatial des scènes. Ainsi, le deuxième ob jectif de

ces travaux de thèse consiste à prop oser des mo dèles markoviens robustes face à la diversité des

scènes à reconstruire dans le cas général. Un mo dèle a été alors prop osé dans un premier temps

qui rep ose d'une part sur un ensemble d'observations multicanaux de phase et d'autre part sur

la variation totale comme a priori , p our parvenir à une reconstruction précise du relief. Ce mo d-

èle est validé tout d'ab ord sur des données de synthèse et testé ensuite sur des données réelles

de scènes naturelles acquises par le capteur radar ERS-2, avec prise en compte de p erturbations

atmosphériques globales.

Confrontés à des scènes urbaines nécessitant une meilleure précision et lo calisation des struc-

tures non-naturelles, un deuxième mo dèle a été exploré, exploitant cette fois-ci conjointement

l'information de la phase et de l'amplitude. Des algorithmes d'optimisation conjointe bien appro-

priés à cette nouvelle forme d'énergie vectorielle sont alors nécessaires. Appliquée à des données

radar aériennes d'une scène urbaine, acquises par le capteur E-SAR, cette appro che conjointe ap-

p orte une meilleure reconstruction en terme de précision et o�re des p ersp ectives p our exploiter

conjointement d'autres données de natures di�érentes.
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Abstract

The MRF in computer vision and image analysis is a p owerful framework for solving complex

problems using the MAP estimation. First of all an energy function that enco des b oth the noise

a�ecting the observed data and the a priori on the estimated solution has to b e �xed. Then

an appropriate optimization algorithm of this energy is necessary in order to solve the problem

e�ciently. However, some image pro cessing problems deal with high dimensional data and require

complex MRF energy functions. Thus, optimization pro cess b ecomes a hard task.

One of the main contributions of this thesis is developing new e�cient optimization algorithms

of a class of �rst order multi-lab el MRF energies : any likeliho o d terms and convex prior. This

energy form characterizes a large set of image pro cessing applications. The prop osed algorithms

rely on the combinatorial optimization technique, called graph-cut, and an iterative strategy to

converge toward a lo cal optimum, called partition move. We prop ose new moves, called large

and multilab el partition moves (LMPM), that o�er a trade-o� b etween optimum quality and

algorithm complexity. The graph-cut technique is adapted and used to compute the optimal moves

in e�cient way. These new algorithms are tested in the case of image denoising task, showing us

go o d p erformances compared to the state of the art algorithms.

The main application of our work is the digital elevation mo del (DEM) estimation using inter-

ferometric synthetic ap erture radar (InSAR) data. This problem is usually considered as a complex

and an ill-p osed one, b ecause of the high noise rate a�ecting interferograms and the complex struc-

tures qualifying real natural and urban area. Therefore, MRF approaches are well adapted to deal

with this task, since sp eci�c statistical and a priori energy functions could b e prop osed to well

enco de several problems a�ecting these data and also to well describ e the complex knowledge on

the estimated solution. So, a �rst mo del is prop osed in this work that relies on a multichannel

interferometric likeliho o d density function and the total variation regularization. Optimizing this

mo del using the prop osed LMPM based algorithms leads to a precise DEM. This approach is tested

on several synthetic and real InSAR ERS-2 images, and also adapted to deal with multichannel

data even if global atmospheric p erturbations characterize them.

To reconstruct DEM in urban area, esp ecially the buildings, more precise mo del is required.

Therefore, a second MRF mo del is prop osed that lies in b oth amplitude and phase images. This

new joint mo del preserves well the discontinuities in the reconstructed pro�les. However, a new

class of vectorial energy minimization algorithms has to b e studied, in order to minimize e�ciently

the joint mo del. The prop osed approach is then applied to E-SAR interferometric and amplitude

images of urban area, showing us a more precise reconstruction than the previous approach.
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Liste des abréviations

Pour des raisons de lisibilité, la signi�cation d'une abréviation ou d'un acronyme n'est

souvent rapp elée qu'à sa première apparition dans le texte d'un chapitre. Nous donnons

ainsi la liste complète des abréviations utilisées dans ce manuscrit de thèse. Certaines cor-

resp ondent à des mots en anglais, leur traduction est aussi fournie.

FastDC Fast Discrete-Continuous

(Algorithme d'optimisation rapide mixte : discrète-continue)

ICM Iterated Conditional Mods

(Modes Conditionnels Itérés)

InRSO Interférométrie radar à synthèse d'ouverture

LGMRF Local Gaussian Markov Random Fields

(Modèle markovien-gaussien local)

MAP Maximum a posteriori

MCPAR Multi-Channel Phase and Amplitude Reconstruction

(Reconstruction multi-canal d'images de phase et d'amplitude)

MCPAR+TV Multi-Channel Phase and Amplitude Reconstruction with

Total Variation prior on phase and amplitude

(Reconstruction multi-canal d'images de phase et d'amplitude avec

un a priori de type variation totale sur la phase et l'amplitude)

MCPU Multi-Channel Phase Unwrapping

(Déroulement de phase multi-canal)

MCPU+TV Multi-Channel Phase Unwrapping with Total Variation prior

(Déroulement de phase multi-canal avec un a priori de type variation totale)

MNT Modèle Numérique de Terrain

MPLB Mouvement de Partition Large et Binaire

MPLM Mouvement de Partition Large et Multi-étiquette

QPBO Quadratic Pseudo-boolean Optimization

(Optimisation de fonction quadratique pseudo-booléenne)

RSO Radar à Synthèse d'Ouverture

TV Total Variation

(Variation totale)
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Intro duction générale

Contexte général et ob jectifs

De nombreux problèmes de traitement d'image p euvent être résolus par une appro che

markovienne, c'est à dire qu'ils s'appuient sur une information contextuelle. En e�et, les

champs de Markov, asso ciés à la théorie bayesienne de décision, o�rent un cadre mathé-

matique cohérent et élégant p our résoudre ces problèmes. Le princip e est de se ramener à

un problème d'étiquetage, dont la résolution consiste à asso cier des étiquettes aux pixels

de l'image de façon à minimiser un critère bien dé�ni. Un tel formalisme nécessite tout

d'ab ord le choix de la fonction de coût à minimiser en fonction des données traitées et des

contraintes de l'application visée. Le plus souvent, cette fonction (communément app elée

énergie) rep ose à la fois sur les statistiques du bruit qui a�ecte les données et sur le contexte

spatial de l'image à reconstruire. Il est ensuite nécessaire de disp oser d'un outil d'optimisa-

tion qui soit capable de calculer la con�guration qui minimise cette fonction. L'espace des

con�gurations étant extrêmement vaste, et augmentant en taille exp onentiellement avec la

taille des données, requiert des stratégies de recherche e�caces. C'est l'une des raisons qui

a motivé le développ ement de techniques d'optimisation markovienne e�caces en imagerie

et vision par ordinateur.

La minimisation de certaines classes de fonctions non-convexes et de grandes dimen-

sions est désormais p ossible. Les algorithmes prop osés dans la littérature varient entre

algorithmes d'optimisation exacte et d'autres d'optimisation non-exacte ou approximative.

L'avantage des premiers est la qualité de l'optimum vers lequel ils convergent, qui est un

optimum global, mais au prix d'une complexité algorithmique qui explose avec la taille des

données et même avec la nature de la fonction d'énergie qui doit par ailleurs satisfaire cer-

taines conditions. En contrepartie, les algorithmes d'optimisation approximative o�rent de

b onnes p erformances de calcul, au prix de la qualité de l'optimum obtenu. Le compromis

entre la qualité de l'optimum et la complexité algorithmique constitue alors le c÷ur des

métho des récentes d'optimisation markovienne appliquées aux problématiques d'imagerie

traitant des données de grandes dimensions et des formes d'énergies non-convexes.

Nos travaux s'inscrivent dans le cadre applicatif de l'interférométrie satellitaire p our

fournir des mo dèles numériques de terrain (MNT). Une telle problématique est d'un in-

térêt grandissant puisque ces mo dèles nourrissent d'autres problématiques en télédétection

comme l'interférométrie di�érentielle p our la détection et le suivi de mouvement de terrain,

ou la reconstruction de mo dèles numériques d'élévations et de structures 3D dans un mi-

lieu urbain. Plusieurs appro ches existent dans l'état de l'art p our parvenir à reconstruire le

relief, telles que la stéréovision à partir d'images optiques et la radargrammétrie (ou stéréo

radar) à partir d'images radar, ainsi que l'interférométrie radar. Dans cette dernière ap-

pro che, le calcul du MNT se fait à partir de données de phase interférométriques, app elées

interférogrammes. Ces données obtenues après une chaîne d'acquisition et de pré-traitement

sont caractérisées par un fort taux de bruit qui rend leur exploitation complexe. De plus,
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ces mesures de phases étant enroulées dans [� �; � [, illustrées sous forme de franges dans

les interférogrammes, nécessitent un pro cessus de déroulement p our retrouver la b onne

altitude. Cette étap e, connue sous le nom de déroulement de phase, se transforme en un

problème di�cile à résoudre en présence d'un fort bruit ou lorsqu'il existe de fortes dis-

continuités dans le milieu à reconstruire. Les métho des markoviennes trouvent alors leur

intérêt dans ce cadre, où il est p ossible grâce à des mo dèles de formation de ces données

bruitées (ou observations) et des mo dèles app ortant une information contextuelle (notam-

ment les discontinuités et les structures) de bien reconstruire le relief d'une scène imagée.

Ces appro ches p ermettent également de dé�nir un cadre général supp ortant l'intro duc-

tion de nombreuses informations. En revanche, elles sont confrontées aux problèmes qui

sont liés à la nécessité d'une mo délisation précise des phénomènes physiques contribuant

à la formation des données et à l'optimisation numérique des fonctions d'énergie qui en

découlent, qui demeurent le plus souvent di�ciles à minimiser.

L'ob jectif de ces travaux de thèse est donc double :

1. Un premier ob jectif est d'étudier et prop oser de nouveaux algorithmes d'optimisa-

tion non-convexe qui o�rent un compromis entre la qualité de l'optimum atteint et

la complexité algorithmique. Une telle étude est voulue générale et adressée à toute

problématique en imagerie et vision par ordinateur qui nécessite un algorithme d'op-

timisation e�cace et robuste à des mo dèles de fonctions d'énergie complexes. Les

algorithmes prop osés exploitent l'e�cacité d'une technique assez récente en optimi-

sation numérique dans le cadre de la vision par ordinateur, à savoir la coup e-minimum

sur graphe. De plus, des métho des d'optimisation continue sont aussi utilisées a�n

d'améliorer en précision l'estimation et en e�cacité la convergence de l'algorithme.

2. Un second ob jectif plus applicatif consiste à prop oser de nouveaux mo dèles markoviens

p our la reconstruction de mo dèles numériques de terrains en imagerie radar. Ces

mo dèles rep osent sur les sp éci�cités des données radar interférométriques (images de

phase, amplitude et cohérence) et sur le contexte spatial des divers milieux à recon-

struire : milieux naturels et milieux urbains. Ils s'inscrivent par ailleurs dans le cas où

plusieurs acquisitions de la même scène sont disp onibles, a�n d'ab outir à des MNT

précis. Disp osant d'algorithmes e�caces d'optimisation non-convexe, l'optimisation

de ces mo dèles est désormais p ossible.
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Organisation du manuscrit

Le manuscrit de thèse est réparti sur deux axes selon les deux ob jectifs �xés.

La première partie traite de l'optimisation multi-étiquettes des énergies markoviennes

de premier ordre.

Un bref ap erçu des principaux algorithmes d'optimisation d'énergies markoviennes est

prop osé dans le premier chapitre. Nous nous fo calisons sur les algorithmes rep osant sur les

techniques de coup e-minimum sur graphes et les mouvements de partitions. Nous illustrons

brièvement au départ les di�érentes constructions de graphes selon les mo dèles étudiés.

Ensuite, une analyse critique de ces métho des est prop osée à la �n du chapitre illustrant

leurs limites et situant les problèmes auxquels nous nous attaquons.

Une nouvelle appro che d'optimisation d'une classe de mo dèles markoviens non-convexes

de premier ordre, où la fonction d'attache aux données est quelconque et celle de régularisa-

tion est convexe, est alors intro duite dans le deuxième chapitre. Cette appro che rep ose sur

la technique de coupure minimale sur graphes et o�re un ensemble d'algorithmes d'opti-

misation e�cace grâce à des nouveaux mouvements de partitions, dits mouvements multi-

étiquettes. Ces algorithmes sont b eaucoup moins coûteux en complexité que les optimiseurs

exacts et convergent vers des optima de meilleure qualité que ceux des optimiseurs approx-

imatifs de l'état de l'art. Nous illustrons les contributions de ces nouveaux algorithmes

dans le cadre de la restauration d'images bruitées, où le mo dèle de bruit est fortement

non-convexe.

Pour améliorer d'avantage la qualité de l'optimum, nous prop osons dans le troisième

chapitre un algorithme mixte d'optimisation discrète et continue. Cet algorithme exploite

les avantages des optimiseurs discrets déjà développ és et ceux continus de l'état de l'art

a�n d'ab outir à une solution algorithmique qui p ermet à la fois de converger vers des

optima de b onne précision tout en conservant un asp ect rapide et non encombrant en

mémoire. L'app ort de cet algorithme est illustré à travers la restauration d'images radar

en télédétection, où le b esoin d'une b onne précision sur l'estimation de la ré�ectivité de

la scène et la nécessité d'une e�cacité dans le traitement se font de plus en plus ressentir

p our des futurs traitements et interprétations de ces données.

La deuxième partie est consacrée à la reconstruction de mo dèles numériques de terrain

en imagerie radar, et particulièrement en interférométrie.

Les études réalisées dans ce cadre d'application sont nombreuses, exploitant di�érents

formalismes. Après une bref ap erçu des principaux travaux présents dans la littérature,

nous nous fo calisons dans le quatrième chapitre sur les appro ches de reconstruction de

relief par interférométrie. Une étude de telles appro ches est réalisée a�n d'éclaircir les

problèmes fondamentaux auxquels elles sont confrontés.

Un premier mo dèle markovien est alors prop osé dans le cinquième chapitre. Ce mo dèle

rep ose sur les données de phases interférométriques et exploite les p oints forts de certaines

appro ches prop osées dans la littérature, à savoir la technique multicanal en interférométrie

p our réduire l'ambiguïté de la reconstruction du relief et la technique de régularisation

par variation totale en imagerie p our conserver le mieux p ossible les structures du milieu

reconstruit, tout en réduisant le bruit qui a�ecte les données. Le recours aux optimiseurs

e�caces de la première partie du manuscrit de thèse nous a été d'une grande utilité p our

mieux optimiser le mo dèle prop osé. Des résultats sur des données synthétiques variées vali-

dent dans un premier temps le mo dèle et l'algorithme de résolution. Ensuite, des résultats

sur des données interférométriques réelles sur une zone de Serre-Ponçon, jugées complexe
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en raison de l'imp ortance de la top ographie et de la p erte de corrélation, montrent la

robustesse et l'e�cacité de l'appro che prop osée.

Pour élargir notre étude à des scènes variées, urbaines ou non urbaines, nous prop osons

dans le sixième chapitre un deuxième mo dèle markovien. Ce dernier rep ose en plus des don-

nées de phase interférométrique sur les données d'amplitude p our app orter une information

encore plus précise sur les structures à conserver dans le MNT reconstruit. Cep endant, vue

la nature conjointe de ce mo dèle, des algorithmes d'optimisation de nature di�érente de

ceux utilisés jusqu'à ce stade du manuscrit de thèse sont nécessaires. Nous prop osons ainsi

une nouvelle famille d'algorithmes d'optimisation conjointe qui s'appuient sur les idées de la

première partie de la thèse, pro�tant donc de l'e�cacité des techniques de coup e-minimum

sur graphe et des mouvements de partitions. La robustesse du mo dèle et l'e�cacité de

ces algorithmes nous ont p ermis de fournir des mo dèles numériques de terrains de scènes

urbaines avec une b onne précision. Une zone urbaine de Dresde a alors été reconstruite par

cette métho de, partant de données radar aériennes de phase et d'amplitude. Les résultats

de reconstruction sont encourageants.

Le dernier chapitre conclut le manuscrit de thèse et présente un ensemble de p ersp ec-

tives et idées qui découlent du travail réalisé.
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Première partie

Minimiseurs multi-étiquettes

d'énergies markoviennes de premier

ordre
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Chapitre 1

Appro che markovienne et

algorithmes d'optimisation

Ce chapitre est consacré à l'étude bibliographique des appro ches d'optimisation des

énergies markoviennes utilisées en traitement d'image et vision par ordinateur.

En premier lieu, la formulation de certains problèmes d'imagerie en un problème d'éti-

quetage, résolu ensuite par une estimation bayésienne par maximum a posteriori (MAP),

est décrite.

En deuxième lieu, l'appro che markovienne est intro duite p our mo déliser l'information

a priori de l'image.

En troisième lieu, des algorithmes d'optimisation du critère probabiliste MAP sont

analysés. Plus particulièrement, nous étudions les algorithmes rep osant sur la technique

du �ot-maximum/coup e-minimum sur un graphe. Dans des travaux récents, ces algo-

rithmes ont montré leur e�cacité et robustesse p our minimiser di�érentes formes d'énergies

markoviennes utiles p our la vision par ordinateur.

1 Problème d'étiquetage

Di�érents problèmes en traitement d'image p euvent être reformulés sous la forme d'un

problème d'étiquetage ( label ling ). C'est par exemple le cas p our la restauration d'images

bruitées, la segmentation des images, la reconstruction 3D à partir d'observations 2D d'une

même scène, etc.

Désignons par P = f p1; p2; :::; pn g l'ensemble des sites de l'image ou du graphe considéré

et L = f l1; :::; lkg l'ensemble des étiquettes qui leur sont asso ciées. Le problème d'étiquetage

consiste à mettre en corresp ondance une étiquette de l'ensemble L à chaque site de P .

Estimer une solution p our une application donnée revient à trouver le meilleur étiquetage

selon un critère bien choisi.

1.1 L'estimation bayésienne

Il existe dans la littérature di�érentes appro ches d'estimation. Parmi celles-ci, nous

trouvons la classe des appro ches probabilistes par inférence statistique bayésienne. Dans

ce cadre, l'estimation consiste à inférer la solution du problème à partir d'un mo dèle

probabiliste.

Partant d'une observation ou un ensemble d'observations, indiquées resp ectivement par

y = f y1; y2; :::; yn g ou y = f y1; y2; :::; yn g (avec yp un vecteur d'observations du site p), la

solution à estimer x = f x1; x2; :::; xn g est obtenue en considérant x et y comme étant des
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Chapitre 1 : Appro che markovienne et algorithmes d'optimisation

réalisations d'un champ aléatoire z = f z1; z2; :::; zn g et en dé�nissant une fonction de coût

sur les erreurs de la solution.

Un des estimateurs largement utilisé en traitement d'image est l'estimateur bayésien

MAP (Li , 2001 ). A cet estimateur corresp ond une fonction de coût en tout ou rien dans la

solution globale. L'estimation consiste donc à maximiser p our x la densité de probabilité

a posteriori P(xjy) :

ex = arg max
x2X

P(xjy) ; (1.1)

avec ex la solution estimée et X = L � L � ::: � L = L n
l'espace des solutions candidates.

Grâce à la règle de Bayes, ce problème se ramène à chercher la con�guration x qui max-

imise le pro duit de la densité de probabilité a priori P(x) par la fonction de vraisemblance

P(yjx) :

ex = arg max
x2X

P(yjx)P(x) : (1.2)

Pour un problème donné, la fonction de vraisemblance corresp ond au mo dèle de formation

des données (observations). En pratique, ce mo dèle est le plus souvent tiré d'une étude

statistique sur ces observations tout en faisant une hyp othèse d'indép endance condition-

nelle entre les éléments yp :

P(yjx) =
nY

p=1

P(ypjxp) ; (1.3)

avec P(ypjxp) une loi connue (estimée statistiquement).

Par ailleurs, la distribution a priori , qui corresp ond au mo dèle qui décrit l'image, est

déterminée à partir de la connaissance contextuelle a priori de l'estimation. En traitement

d'image, un mo dèle p ermettant de formaliser cette information a priori dans une scène

naturelle imagée est le mo dèle markovien. Ce dernier rep ose sur la lo calité des interactions

entre observations.

1.2 La mo délisation markovienne

Intro duite en imagerie dans (Geman et Geman, 1984 ), cette appro che consiste à mo d-

éliser la cohérence spatiale dans l'image, selon laquelle la probabilité de la con�guration xp

d'un site donné p de l'image est déterminée à partir de la con�guration des sites voisins.

Un tel mo dèle est communément app elé mo dèle de régularisation p ermettant de lier la

distribution globale P(x) à des p otentiels lo caux.

Un système de voisinage, que l'on notera par N , est alors dé�ni de la façon suivante :

Np = f q 2 Pg tels que

(
p =2 N p ;

q 2 N p ) p 2 N q :
(1.4)

A titre d'exemple, en considérant les pixels d'une image, un système de voisinage p ossible

est le système de 4-connexité . Chaque pixel est voisin des pixels auxquels il est connecté

dans la grille régulière.

Le système de voisinage est ensuite utilisé p our dé�nir les sous-ensembles de sites en

interaction spatiale, app elés cliques, que l'on notera par c. Une clique p eut être par exemple

un seul site c = f pg, une paire de sites voisins c = ( p; q) , etc. L'ensemble que forment les

cliques de même ordre m (c.-à-d. m +1 sites par clique) sera indiqué par Cm . Par exemple,
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1 Problème d'étiquetage

C0 = f pjp 2 Pg , C1 = f (p; q)jp 2 P ; q 2 Npg, etc. L'ensemble de toutes les cliques

p ossibles sera noté par C=
S

i 2 N Ci .

En reprenant le formalisme bayésien, une image p eut être alors considérée comme étant

une réalisation d'un champ aléatoire bien particulier, à savoir un champ de Markov, dé�ni

par :

Dé�nition 1.1. Champ de Markov

z est un champ de Markov sur P relativement au système de voisinage N si et seulement

si z est un champ aléatoire qui satisfait les deux critères suivants :

� Positivité : P(x) > 0 ; 8x 2 X
� Markoviannité : P(xpjxP�f pg) = P(xpjxNp ) . Avec, xNp = f xqjq 2 N pg.

où x est une con�guration du champ z .

Comme cette mo délisation markovienne de l'image rep ose sur un ensemble d'interac-

tions entre les sites voisins, il est alors nécessaire de les dé�nir. La dé�nition et le théorème

suivants p ermettent donc de manipuler en pratique les mo dèles markoviens sur les images.

Dé�nition 1.2. Champ de Gibbs

z est un champ de Gibbs sur P relativement au système de voisinage N si et seulement si

toute con�guration x de ce champ suit une distribution de Gibbs, c.-à-d. P(x) = exp (� U(x))
Z ,

avec Z =
P

x2X exp (� U(x)) est une constante de normalisation appelée fonction de par-

tition et U(x) =
P

c2C Ec(x) est une fonction d'énergie égale à la somme des potentiels Ec

de toutes les cliques possibles dans C. Le potentiel d'une clique dépend de la con�guration

locale associée à cette clique.

Théorème 1.1. Hammersley-Cli�ord (1971)

Un champ z est un champ de Markov dé�ni sur un ensemble de sites P relativement à un

système de voisinage N si et seulement si z est un champ de Gibbs sur P relativement au

système de voisinage N .

Cela nous amène à conclure que la distribution a priori de x selon un mo dèle de Markov

est une distribution de Gibbs déterminée à partir de p otentiels d'interactions dé�nis sur

des cliques selon la relation suivante :

P(x) =
1
Z

exp

 

�
X

c2C

Ec(x)

!

: (1.5)

En injectant (1.3) et (1.5) dans (1.2 ), on voit que le problème de l'estimation MAP revient

à résoudre le problème suivant :

ex = arg max
x2X

8
<

:

nY

p=1

P(ypjxp) exp

 

�
X

c2C

Ec(x)

! 9
=

;
: (1.6)

Nous p ouvons reformuler cette dernière expression par :

ex = arg min
x2X

E(x) ; (1.7)

avec :

E(x) =
nX

p=1

� log (P(ypjxp)) +
X

c2C

Ec(x) : (1.8)

E est app elée fonction d'énergie markovienne asso ciée au problème d'étiquetage.
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Chapitre 1 : Appro che markovienne et algorithmes d'optimisation

Par la suite, nous considérons la notation suivante :

E(xp) = Ep(ypjxp) = � log (P(ypjxp)) ; 8p 2 P : (1.9)

Ces termes sont dits termes d'attache aux données ou de vraisemblance. Ils p ermettent

de contraindre notre estimation à ressembler aux observations. Ainsi la fonction Ep doit

p énaliser une variation imp ortante entre l'estimation xp et l'observation yp .

Par ailleurs, le choix des p otentiels des cliques Ec ainsi que l'ordre des cliques utilisées

conditionnent directement l' a priori imp osé à la solution. Souvent en imagerie, des cliques

de premier ordre su�sent p our avoir une solution bien régularisée. On parle alors de modèles

markoviens de premier ordre .

Dans certaines applications, telles que celles qui manipulent de la texture dans l'image,

des cliques d'ordre sup érieur deviennent nécessaires (Winkler , 2006 ). On utilise alors des

modèles markoviens d'ordre supérieur .

Quant au choix des p otentiels de cliques, il est souvent conditionné par la nature de la

solution à estimer : homogène, lisse, lisse par morceaux, etc. Généralement, c'est ce dernier

cas qui mo délise une grande panoplie de scènes naturelles, où il est nécessaire de dé�nir

des p otentiels qui p ermettent à la fois de régulariser la solution et de préserver les discon-

tinuités. Les deux grandes familles de représentation des fonctions a priori mo délisant ce

typ e de connaissance sur l'image sont :

� La famille des p otentiels faisant intervenir les discontinuités explicitement. Cer-

tains le font à travers des variables auxiliaires app elées pro cessus de lignes b o oléens

(Geman et Geman , 1984 ) marquant ces discontinuités. D'autres le font par des hy-

p erparamètres lo caux (Saquib et al. , 1998 ) estimés lo calement. Typiquement p our

ce dernier cas, sur des cliques de premier ordre, on p eut retrouver cette forme de

p otentiels :

Ep;q(xp; xq) = � p;qjjxp � xqjj ; (1.10)

où � p;q est un hyp erparamètre lo cal et jj :jj est une distance p énalisant une variation

imp ortante entre les con�gurations de sites voisins.

� La famille des p otentiels faisant intervenir les discontinuités implicitement par la

fonction qui dé�nit le p otentiel lui même (Besag, 1986 ), (Heb ert et Leahy , 1989 ),

(Charb onnier , 1994 ). A titre d'exemple, nous trouvons les p otentiels sur des cliques

de premier ordre de typ e � � fonctions telles que :

Ep;q(xp; xq) =
(xp � xq)2

1 + ( xp � xq)2 ; (1.11)

ou de typ e quadratique tronquée telles que :

Ep;q(xp; xq) = min
�

(xp � xq)2; b
	

; (1.12)

avec b une constante de troncature évitant de p énaliser les discontinuités à partir

d'une valeur donnée.

A noter que quelques équivalences entre certains mo dèles des deux familles sont disp onibles

(Winkler , 2006 ).

Ayant dé�ni les distributions de vraisemblance et a priori du mo dèle bayésien, le prob-

lème de l'estimation MAP se ramène donc à un problème de minimisation de la fonction

d'énergie E .
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1 Problème d'étiquetage

1.3 Résolution par minimisation d'énergie

Minimiser la fonction E relève du domaine de l'optimisation numérique. Un algorithme

de minimisation utilisé devrait rép ondre aux critères suivants :

� E�cacité : l'algorithme doit être de faible complexité en temps de calcul et en mé-

moire ;

� Précision : l'algorithme doit converger vers un optimum de b onne qualité, idéale-

ment un optimum global de la fonction.

Dans la littérature, di�érentes métho des d'optimisation existent. Ces métho des p eu-

vent être classées selon plusieurs critères. A titre d'exemple, nous distinguons les appro ches

continues v.s. discrètes (combinatoires) ou celles linaires v.s. non-linéaires, ou celles déter-

ministes vs. sto chastiques, ou encore celles d'optimisation de fonctions convexes vs. non-

convexes, etc.

Intéressons nous aux métho des qui ont été prop osées p our maximiser le critère MAP,

ou minimiser la fonction d'énergie markovienne, dans le cadre des applications en imagerie.

Nous retrouvons parmi les appro ches les plus utilisées dans la littérature :

� Le recuit simulé, initialement exploité en traitement d'image dans (Geman et Geman ,

1984 ), est une appro che d'optimisation discrète, sto chastique, qui en théorie p ermet

d'optimiser exactement toute fonction ob jectif. Cep endant, en pratique, cette méth-

o de s'avère très lourde en temps de calcul p our converger vers un b on optimum,

même si la convergence vers un optimum global est prouvée théoriquement.

� L'algorithme ICM ( Modes Conditionnels Itérés ), intro duit en imagerie dans (Besag,

1986 ), est une appro che d'optimisation discrète, déterministe, sous-optimale, c.-à-d.

qui converge vers un optimum lo cal de la fonction. La technique consiste à minimiser

lo calement la fonction d'énergie en chaque site. La convergence est rapide et dans le

cas d'énergies convexes, de b ons optima sont obtenus (pas nécessairement globaux

p our de b onnes initialisations). En revanche, dans le cas non-convexe, cette métho de

n'est plus robuste. Elle est très sensible à l'ordre de balayage des sites ainsi qu'à

l'initialisation et risque de converger vers un optimum de mauvaise qualité.

� L'algorithme GNC ( Graduated Non Convexity ), intro duit en vision dans

(Blake et Zisserman , 1987 ), est une appro che d'optimisation déterministe qui con-

siste à dé�nir une suite de problèmes d'estimation partant d'un mo dèle plus simple

à optimiser, p our lequel la solution est unique, et convergeant vers le mo dèle désiré.

Typiquement, dans le cas d'une optimisation non-convexe, la métho de part d'une

fonction convexe à optimiser que l'on déforme progressivement. Cette technique est

plus e�cace en temps de calcul que l'appro che sto chastique par recuit et plus robuste

que l'appro che déterministe par ICM. Cep endant, il n'est pas toujours p ossible de

l'utiliser.

� La descente de gradient, utilisée dans le cadre des appro ches variationnelles de régu-

larisation (Rudin et al. , 1992 ), est une appro che d'optimisation continue, détermin-

iste. Dans le cas de fonctions convexes, elle converge vers un optimum global. Cep en-

dant, dans le cas non-convexe, la métho de n'est plus intéressante en terme de qualité
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d'optimum. Des versions sto chastiques de cette technique existent en utilisant par

exemple les échantillonneurs de Gibbs p our éviter les optima lo caux (Younes , 1988 ).

� La propagation de croyances ou Belief propagation , intro duite en imagerie dans

(Weiss et Freeman , 2001 ), est une métho de récente d'optimisation discrète et déter-

ministe. Elle est utile p our optimiser di�érentes formes de mo dèles de fonctions d'én-

ergies. Elle rep ose sur une technique de propagation de messages entre les sites de

l'image dans le but d'évaluer p our chaque site sa croyance en une étiquette donnée.

En revanche, la convergence p eut s'avérer lourde en temps de calcul dans la pratique.

� La coup e-minimum sur graphes ou graph-cut , intro duite en vision dans (Greig et al. ,

1989 ) p our le cas binaire et reprise et étendue à la �n des années 90, est aussi une

technique assez récente d'optimisation discrète et déterministe. Elle p ermet d'op-

timiser exactement certaines formes d'énergies et approximativement d'autres. Elle

rep ose sur la construction d'un graphe sp éci�que à la fonction d'énergie à optimiser

et le calcule de la coup e de p oids minimal sur ce graphe. Cette métho de est connue

par son e�cacité en temps de calcul et sa robustesse p our la ma jorité des formes

d'énergies utilisées en traitement d'image (Szeliski et al. , 2006 ).

Toutes ces techniques d'optimisation, et bien d'autres moins utilisées, sont plus adaptées

à certaines fonctions ob jectifs ou problèmes d'optimisation que d'autres et présentent dans

certains cas des limites et dans d'autres cas de b onnes p erformances. Toutefois, nous nous

fo calisons dans la suite sur les techniques d'optimisation par coup e-minimum sur graphes

p our les raisons suivantes :

� la p ossibilité d'adapter l'appro che à di�érents mo dèles markoviens selon une con-

struction de graphe sp éci�que ;

� le choix entre une optimisation exacte ou non-exacte (approximative) du mo dèle

selon la construction choisie ;

� et les progrès réalisés récemment dans le domaine de l'optimisation combinatoire,

app ortant des algorithmes e�caces de coup e-minimum sur des graphes sp éci�ques

aux problèmes de vision par ordinateur.

2 Algorithmes de minimisation par coup e-minimum sur graphe

La problématique d'étiquetage en imagerie, intro duite au début de ce chapitre, p eut

être p erçue aussi comme étant un problème d'étiquetage dans un graphe. L'étiquetage

consiste alors à faire corresp ondre les sites P de l'image aux n÷uds d'un graphe G orienté

et à estimer ensuite la b onne étiquette p our chaque n÷ud de ce graphe de manière à avoir

la meilleure con�guration p ossible des n÷uds au sens du critère établi.

En théorie des graphes, ce problème corresp ond à un problème de coup e multiterminal

minimum sur ce graphe ; où un terminal corresp ond à une étiquette et la coup e regroup e

les n÷uds du graphe en sous-ensembles partageant une même étiquette. Étant donné alors

un graphe G = ( V; E) avec V l'ensemble de ses n÷uds et E l'ensemble de ses arcs à p oids

p ositifs, cherchons la coup e optimale, c.-à-d. celle dont la somme des p oids des arcs coup és

est minimale. Ce problème, que l'on app ellera par la suite ( k-coupe-minimum ), est connu

en combinatoire (Hu, 1969 ), où k désigne la cardinalité de l'ensemble des étiquettes con-

sidérées. Sa résolution fait l'ob jet de plusieurs études dans les domaines de l'optimisation

discrète et de la théorie des graphes. En général, il s'agit d'un problème NP-di�cile. Tout

de même, p our certains cas particuliers de graphes, sa résolution en temps p olynômial
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est p ossible, tel est le cas des graphes planaires (Yeh , 2001 ), (Chen et Wu , 2004 ). Pour

d'autres, des auteurs prop osent des appro ches de résolution approximative.

Dans le cas où deux n÷uds terminaux sont dé�nis, cela corresp ond à k = CardfLg = 2 ,

la k-coup e-minimum est connue sous le nom de s,t-coupe-minimum ou tout simplement

coupe-minimum . Cette coup e répartit les n÷uds du graphe en uniquement deux ensembles

de n÷uds. L'un corresp ond au terminal s, app elé source , et l'autre corresp ond au terminal

t , app elé puits . Sous certaines hyp othèses sur la construction du graphe, ce cas particulier

de coup e multiterminal minimum p eut être résolu en un temps p olynômial en passant au

problème dual, qui est le calcul de �ot-maximum sur le graphe G (Ford et Fulkerson , 1956 ),

(Elias et al. , 1956 ).

Dans la suite, nous présentons brièvement ce problème de coup e-minimum/�ot-maximum

sur un graphe et son adaptation à la problématique d'étiquetage en traitement d'image.

2.1 Coup e-minimum / �ot-maximum

Pour intro duire ce problème, on considère le graphe G = ( V; E) ainsi que les deux n÷uds

terminaux s et t , resp ectivement la source et le puits. On dé�nit une coup e Cs;t = fS ; T g
dans un graphe par une partition (S; T ) de l'ensemble des sommets telle que :

8
>>>><

>>>>:

S [ T = V ;

S \ T = ; ;

s 2 S ;

t 2 T :

(1.13)

Le p oids d'une coup e jCs;t j est dé�ni par le réel p ositif de valeur :

jCs;t j =
X

u2S
v2T

(u;v )2E

w(u; v) ; (1.14)

où w(u; v) est le p oids asso cié à l'arc orienté reliant les deux n÷uds u et v , considéré p ositif.

La coup e-minimum dans le graphe G est donc la coup e de p oids minimal dans ce graphe

parmi toutes les coup es p ossibles.

On dé�nit ensuite un réseau par le couple (G; f ) , où G est le graphe précédemment

dé�ni et f : V � V ! < est une fonction app elée �ot dé�nie par les contraintes suivantes :

8
><

>:

8(u; v) 2 V 2 ; f (u; v) � w(u; v) ;

8u 2 V � f s; tg;
P

v2V f (u; v) = 0 ;

8(u; v) 2 V 2 ; f (u; v) = � f (v; u) :

(1.15)

La première contrainte stipule qu'un arc ne p eut contenir un �ot qui dépasse sa capacité.

La seconde est une contrainte de conservation de �ot en chaque n÷ud (loi de Kircho� ). La

dernière est dite contrainte de symétrie.

La valeur du �ot jf j est dé�nie par :

jf j =
X

v2V

f (s; v) =
X

v2V

f (v; t) ; (1.16)

et elle indique le �ot total que l'on p eut faire transiter de la source vers le puits.

Le �ot maximum dans un réseau corresp ond alors au �ot de valeur maximale que l'on

p eut faire passer de la source au puits.
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La dualité entre les deux problèmes �ot-maximum et coup e-minimum a été prouvée

indép endamment dans (Ford et Fulkerson , 1956 ) et (Elias et al. , 1956 ).

Théorème 2.1. Dans un graphe G, comme dé�ni précédemment, la valeur d'une coupe-

minimum est égale à la valeur d'un �ot-maximum dans un réseau associé à ce graphe. De

plus, tout arc contenu dans la coupe est un arc saturé (c.-à-d. on ne peut pas y faire passer

plus de �ot).

De nombreux travaux dans la littérature ont été consacrés à la recherche e�cace du

�ot-maximum dans un réseau. Un ap erçu sur les grandes familles de ces algorithmes est

présenté dans l'annexe C.

Dans le cadre des problèmes de traitement d'image, si les sites de P sont les pix-

els de l'image, nous disp osons alors de graphes G réguliers et bien structurés. D'où l'in-

térêt d'adapter ces algorithmes classiques de calcul de �ot-maximum/coup e-minimum à

ces graphes particuliers en vue d'améliorer leurs p erformances.

Dans la suite, nous présentons une variété d'algorithmes d'optimisation par coup e-

minimum sur graphes en imagerie. Pour di�érents mo dèles markoviens asso ciés à certains

problèmes d'étiquetage en imagerie, nous décrivons les structures des graphes corresp on-

dants ainsi que les algorithmes de minimisation qui rep osent sur ces constructions. Nous

considérons p our la clarté du texte la répartition des champs markoviens entre champs de

Markov binaires et champs de Markov multi-étiquettes. Pour chacune de ces deux classes,

nous traitons séparément les cas des cliques de premier ordre et le cas des cliques d'ordre

sup érieur.

2.2 Champs markoviens binaires

Les champs markoviens binaires ou b o oléens sont utiles p our certaines applications en

traitement d'image telles que la restauration d'images binaires (Greig et al. , 1989 ) et la

segmentation d'images en ob jet/fond (Rother et al. , 2004 ). L'ensemble des étiquettes est

dans ce cas de �gure une paire d'étiquettes, que l'on notera par L = f 0; 1g.

Ainsi étiqueter l'ensemble des sites P revient à minimiser la fonction d'énergie markovi-

enne pseudo-b o oléenne E dé�nie sur des variables binaires f xpgp2f 1;2;:::;n gpar :

E(x) =
nX

p=1

Ep(xp)
| {z }

= Ep (yp jxp )

+
X

c2C

Ec(x) : (1.17)

2.2.1 Fonctions de B2

Traitons en premier lieu les mo dèles markoviens de premier ordre. Nous noterons la

classe de fonctions d'énergies pseudo-b o oléennes de tels mo dèles par B2
. Elles s'écrivent

sous la forme suivante :

E(x) =
nX

p=1

Ep(xp) +
X

(p;q)

Ep;q(xp; xq) : (1.18)

La minimisation de cette forme de fonction pseudo-b o oléenne a été traitée initialement

dans (Picard et Ratlif, 1975 ) ensuite dans (Greig et al. , 1989 ). Elle a été reprise en détails

dans (Kolmogorov et Zabih , 2004 ).

La résolution par coup e-minimum parait immédiate dans ce cas de �gure puisque l'ob-

jectif est d'étiqueter les sites de P par 0 ou 1, de façon à avoir une con�guration binaire

qui minimise E .
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La construction d'un tel graphe est néanmoins restreinte à une classe de fonctions de

B2
dites fonctions sous-modulaires . Pour les autres fonctions de B2

, la recherche de la

coup e-minimum devient un problème NP-di�cile (Kolmogorov et Zabih , 2004 ).

Les termes de vraisemblance (à une variable) sont toujours sous-mo dulaires, tandis que

les termes d'interaction de paires de variables ne sont sous-mo dulaires que si la relation

suivante est véri�ée :

Ep;q(0; 0) + Ep;q(1; 1) � Ep;q(0; 1) + Ep;q(1; 0) : (1.19)

Le cas de fonctions sous-mo dulaires de B2

Si nous disp osons de fonctions d'énergies markoviennes sous-mo dulaires de B2
, la min-

imisation est désormais p ossible grâce aux algorithmes de calcul de �ot-maximum appliqués

sur un graphe particulier. De plus, le minimum obtenu est un minimum global. Pour con-

struire le graphe, considérons la reformulation suivante de la fonction d'énergie :

E(x) =
nX

p=1

�
Ep(1)xp + Ep(0)(1 � xp)

�

+
X

(p;q)

�
Ep;q(0; 1) + Ep;q(1; 0) � Ep;q(0; 0) � Ep;q(1; 1)

�
(1 � xp)xq

+
X

(p;q)

�
Ep;q(1; 0) � Ep;q(0; 0)

�
xp +

�
Ep;q(1; 1) � Ep;q(1; 0)

�
xq ; (1.20)

avec Ep(1) = Ep(ypjxp = 1) et Ep(0) = Ep(ypjxp = 0) . On p eut ainsi construire le graphe

directement à partir de ces termes de l'énergie de la façon suivante :

� chaque n÷ud vp du graphe, corresp ondant à un site p, est relié à la source par un arc

orienté

���!
(s; vp) de p oids Ep(0) et au puits par un arc orienté

���!
(vp; t) de p oids Ep(1) .

Ces arcs sont app elés arcs de données (cf. FIG. 1.1). Une construction équivalente

présentée dans la même �gure est prop osée dans (Kolmogorov et Zabih , 2004)

Figure 1.1 � Structure rép étitive du graphe sur tous les sites de P . Exemple des deux

constructions p ossibles.

� p our chaque couple de n÷uds voisins (vp; vq) , corresp ondant à un couple de sites

voisins (p; q) , nous créons un arc orienté

����!
(vp; vq) de p oids

�
Ep;q(0; 1) + Ep;q(1; 0) �

Ep;q(0; 0) � Ep;q(1; 1)
�

. Cet arc est app elé arc d'interaction . Ensuite, un arc ori-
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enté

���!
(s; vp) de p oids

�
Ep;q(1; 0) � Ep;q(0; 0)

�
si ce p oids est p ositif, sinon

���!
(vp; t)

de p oids �
�

Ep;q(1; 0) � Ep;q(0; 0)
�

, est construit. On a joute ensuite un arc orienté

���!
(vq; t) de p oids

�
Ep;q(1; 1) � Ep;q(1; 0)

�
si ce p oids est p ositif, sinon

���!
(s; vq) de p oids

�
�

Ep;q(1; 1) � Ep;q(1; 0)
�

. Ces deux arcs sont app elés arcs de bord et sont souvent

fusionnés avec les arcs de données (cf. FIG. 1.2) .

8
>>>>>><

>>>>>>:

cs;p = max f 0; Ep;q(1; 0) � Ep;q(0; 0)g;

cp;t = max f 0; Ep;q(0; 0) � Ep;q(1; 0)g;

cs;q = max f 0; Ep;q(1; 0) � Ep;q(1; 1)g;

cq;t = max f 0; Ep;q(1; 1) � Ep;q(1; 0)g;

cp;q = Ep;q(0; 1) + Ep;q(1; 0) � Ep;q(0; 0) � Ep;q(1; 1) :

Figure 1.2 � Structure rép étitive du graphe p our chaque couple de sites voisins de P telle

que p < q .

On remarque la condition de sous-mo dularité qui intervient dans cette construction

p our assurer un arc à p oids p ositif cp;q entre les deux n÷uds voisins (vp; vq) .

La �gure 1.3 illustre le graphe total corresp ondant à une image de taille 3 � 3 avec un

système de voisinage 4-connexité.

Figure 1.3 � Construction du graphe total corresp ondant à une image de taille 3� 3 avec

un système de voisinage en 4-connexité.

La taille du graphe est donc de l'ordre de O(n) et la complexité de l'algorithme de

calcul du �ot-maximum est p olynômiale.

La résolution d'un problème de vision par une telle appro che, en supp osant que les

p otentiels des cliques de premier ordre sont sous-mo dulaires, est donc très e�cace en temps

de calcul. De plus, un minimum global est obtenu. En revanche, si les p otentiels ne sont

pas tous sous-mo dulaires, la construction prop osée n'est plus appropriée. Dans ce cas, des

appro ches de minimisation non-exacte ou approximative ont été prop osées.
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Le cas de fonctions non sous-mo dulaires de B2

Une première métho de d'optimisation approximative a été présentée dans (Kwatra et al. ,

2003 ), (Agarwala et al. , 2004) et (Rother et al. , 2005). Elle consiste à ignorer les termes

non sous-mo dulaires ou les approximer par d'autres sous-mo dulaires p our p ouvoir faire

app el à la construction de graphe décrite précédemment et minimiser approximativement

l'énergie globale par coup e-minimum sur ce graphe. Néanmoins, cette métho de n'est valable

qu'en présence d'un nombre restreint de termes d'interactions non sous-mo dulaires. Le cas

échéant, l'approximation de la fonction d'énergie risque de détruire le vrai mo dèle.

Une deuxième métho de qui a montré son e�cacité et qui reste à ce jour la plus util-

isée est celle prop osée dans (Kolmogorov et Rother, 2007 ). Cette métho de rep ose sur la

technique de minimisation de fonctions quadratiques pseudo-b o oléennes par �ot-maximum

parue dans (Hammer et al. , 1984), app elée roof duality . Cette technique consiste à pro-

p oser un étiquetage partiel des n÷uds du graphe. Dans le cas où les termes de l'énergie

sont sous-mo dulaires, un étiquetage b o oléen est prop osé aux n÷uds qui leurs corresp on-

dent, et les autres n÷uds restent sans étiquetage (ou p ortent l'étiquette ? ). Un algo-

rithme de construction de graphe approprié et d'étiquetage par calcul de �ot-maximum,

app elé QPBO , est initialement prop osé dans (Boros et al. , 1991 ). Ensuite, les auteurs de

(Kolmogorov et Rother , 2007 ) l'ont adapté aux problèmes de vision par une construction

de graphe plus e�cace. Cep endant, cet algorithme reste encore non �able quand plusieurs

termes de l'énergie ne véri�ent pas la condition de sous-mo dularité. Une extension a été

alors prop osée dans (Rother et al. , 2007 ) p our étiqueter le maximum p ossible de n÷uds

corresp ondant aux termes non sous-mo dulaires. L'idée rep ose sur la technique prop osée

dans (Boros et al. , 2006 ) et qui consiste à partir de l'étiquetage partiel donné par QPBO

et à étiqueter itérativement les n÷uds qui restent, un par un, de façon à minimiser l'én-

ergie globale. L'algorithme reste toujours rapide puisqu'il s'agit de minimisations binaires

et converge vers un optimum lo cal de meilleure qualité.

Ainsi minimiser e�cacement une fonction d'énergie markovienne b o oléenne de premier

ordre quelconque est désormais p ossible par coup e-minimum sur graphe, dans la mesure

où un nombre faible de termes de l'énergie sont non sous-mo dulaires.

2.2.2 Fonctions de Bq

Considérons maintenant la famille des mo dèles markoviens d'ordre sup érieur. Nous

noterons la classe de fonctions d'énergie pseudo-b o oléenne de tels mo dèles par Bq
, avec q

l'ordre de la clique de cardinalité maximale du mo dèle. Elles s'écrivent sous la forme :

E(x) =
nX

p=1

Ep(xp) +
X

c2C

Ec(x) ; (1.21)

avec C =
S

i � q Ci .

Cette classe de fonctions d'énergie s'avère utile p our mieux mo déliser des images de

scènes naturelles texturées. Cep endant, leur optimisation est complexe. Des travaux récents

en optimisation par coup e-minimum ont adressé cette problématique. L'idée fondamentale

consiste à réduire les cliques d'ordre sup érieur en cliques d'ordre 0 et 1 et à optimiser le

nouveau mo dèle réduit par les optimiseurs décrits précédemment.

Une première appro che de réduction a été prop osée initialement dans (Kolmogorov et Zabih ,

2004 ) p our des cliques d'ordre 2. Ensuite, elle a été généralisée dans (Freedman et Drineas,

2005 ) p our tout ordre. La réduction consiste à transformer les termes à 3 variables b o oléennes

ou plus en termes à une ou deux variables.
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Exemple : Les termes d'ordre 2 de l'énergie de la forme f (x1; x2; x3) = ax1x2x3 , avec a
un réel et x1; x2 et x3 des variables binaires p euvent s'écrire sous la forme :

f (x1; x2; x3) = ef (x1; x2; x3; y) (1.22)

=

(
ay(x1 + x2 + x3 � 2) si a < 0;

a (y(x1 + x2 + x3 � 1) + ( x1x2 + x2x3 + x3x1) � (x1 + x2 + x3) + 1) si a > 0;

avec y une variable binaire auxiliaire à a jouter à l'ensemble des variables xp sur lesquelles

la fonction E est dé�nie.

En revanche, une telle transformation de la fonction d'énergie E n'est généralisable que

si les co e�cients a des termes d'ordre sup érieur sont négatifs, autrement une telle réduction

n'est p ossible que p our certains ordres. Pour les autres, la transformation est encore plus

compliquée p our p ouvoir minimiser e�cacement l'énergie totale. Dans un travail récent

(Ishikawa , 2009a ), l'auteur prop ose une extension à cette appro che p our tout ordre, quelque

soient les signes des co e�cients des termes d'ordre sup érieur. En revanche, la métho de

intro duit un nombre imp ortant de variables auxiliaires. Son utilisation reste en pratique

restreinte aux mo dèles markoviens d'ordre sup érieur assez faible.

Une deuxième appro che par substitution a été prop osée initialement dans (Rosenb erg,

1975 ), ensuite reprise dans (Boros et Hammer , 2002 ) et appliquée en vision dans (Ali et al. ,

2008 ). Elle pro cède par transformation de toute fonction pseudo-b o oléenne en fonction

pseudo-b o oléenne quadratique. La réduction consiste à substituer tout pro duit de deux

variables binaires x1x2 par une nouvelle variable binaire y ayant la même valeur que le

pro duit en minimisant la fonction globale.

Exemple : Les termes d'ordre 2 de l'énergie de la forme f (x1; x2; x3) = x1x2x3 , avec

x1; x2 et x3 des variables binaires p euvent s'écrire sous la forme :

f (x1; x2; x3) = ef (x1; x2; x3; y) = yx3 + bD(x1; x2; y) ; (1.23)

avec

D(x1; x2; y) = x1x2 � 2x1y � 2x2y + 3y ; (1.24)

et b un réel p ositif. On remarque que si y = x1x2 alors D est minimum ( = 0 ), sinon D > 0.

Ainsi minimiser la nouvelle forme réduite de l'énergie p ermet de minimiser aussi la forme

d'énergie d'origine, à condition que b soit �xé très grand.

Le problème de cette réduction est que le plus souvent le mo dèle obtenu présente un

nombre imp ortant de termes non sous-mo dulaires ; ce qui laisse un grand nombre de sites

non-étiquetés après recours aux appro ches d'optimisation non sous-mo dulaire (QPBO).

En conclusion, optimiser e�cacement les énergies markoviennes pseudo-b o oléennes

d'ordre sup érieur reste à ce jour un problème ouvert et d'une grande imp ortance p our ré-

soudre certaines applications de haut niveau en vision. Ces applications font intervenir des

primitives à la place des pixels de l'image, tel est le cas p our la reconstruction des réseaux

routiers en imagerie satellitaire à partir des primitives routes (Stoica , 2001 ) et la recon-

naissance automatique des sillons corticaux en imagerie médicale à partir des primitives

linéiques (Rivière, 2000 ). Dans ce cadre, la mo délisation de l' a priori nécessite le recours

à des cliques d'ordre sup érieur dont les p otentiels ne sont pas forcément sous-mo dulaires.

2.3 Champs markoviens multi-étiquettes

Les mo dèles markoviens multi-étiquettes mo délisent un nombre plus imp ortant d'appli-

cations en imagerie, comparés aux mo dèle binaires. L'ensemble des étiquettes est alors de
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cardinalité sup érieure à 2. Optimiser par coup e-minimum les mo dèles d'énergie asso ciés de-

vient une tâche plus complexe et dans le cas général, il s'agit d'un problème d'optimisation

combinatoire NP-di�cile.

2.3.1 Fonctions de F2

Similairement à l'étude des fonctions b o oléennes, nous commençons par traiter le cas

des mo dèles markoviens de premier ordre. La classe des fonctions d'énergie markovienne

asso ciées à de tels mo dèles sera notée par F2
. La forme de l'énergie est la même que celle

indiquée dans (1.18 ), mais en considérant cette fois-ci L = f l1; l2; :::; lkg.

L'optimisation exacte par coup e-minimum d'une fonction de la classe F2
p eut être ef-

fectuée par deux appro ches. La première a été initialement prop osée dans (Roy et Cox,

1998 ; Roy, 1999 ) ensuite étudiée en détails dans (Ishikawa et Geiger , 1998a ,b ; Ishikawa ,

2000 , 2003 ). La deuxième a été prop osée dans (Darb on , 2005 ; Darb on et Sigelle , 2006a ,b;

Darb on , 2008 ) exploitant la technique de décomp osition d'une variable sur ses ensem-

bles de niveaux (Guichard et Morel , 2002 ). Une appro che similaire a été aussi présentée

indép endamment dans (Zalesky, 2003a ).

Ces appro ches prop osent di�érentes constructions de graphe p our minimiser exactement

la famille de fonctions sous-mo dulaires de F2
. Dans cette classe de fonctions, si l' a priori

Ep;q p eut s'écrire sous la forme de Ep;q(xp; xq) = g(xp � xq); 8(p; q) , g est alors une fonction

convexe (Ishikawa , 2003; Darb on, 2008 ). La taille des graphes construits est de l'ordre de

O(nk) et le calcul de �ot-maximum est de complexité pseudo-p olynômiale. Dans l'annexe B,

le cas de la construction du graphe multi-étiquette d'Ishikawa est présenté.

Pour les autres fonctions de F2
, c.-à-d. ayant un a priori non-convexe, di�érentes

stratégies d'optimisation ont été prop osées dans la littérature. Les appro ches développ ées

rep osent sur la technique de mouvement de partitions . Cette technique est initialement

intro duite dans (Otten et Van Ginneken , 1989 ) p our décrire l'algorithme de minimisation

par recuit simulé. Ensuite, elle a été reprise dans (Veksler , 1999 ) en prop osant une nouvelle

classe de mouvements de partitions dits larges . L'idée consiste en fait à minimiser itérative-

ment la fonction d'énergie E , de façon à prop oser à chaque itération i une con�guration

x(i )
des sites de P plus optimale (c.-à-d. ayant une énergie plus faible) par rapp ort à la

con�guration courante x(i � 1)
. L'algorithme converge quand aucune con�guration p ossible

par le mouvement considéré n'est optimale par rapp ort à la con�guration courante.

Un mouvement de partition est dit large si plusieurs sites sont concernés par le mou-

vement, en une itération donnée de l'algorithme. Ces sites sont app elés des sites actifs .

Les mouvements larges souvent exploités dans la littérature sont des mouvements bi-

naires (Boykov et al. , 2001 ), que l'on notera par MPLB (Mouvements de Partitions Larges

et Binaires). A chaque itération, le mouvement de partition consiste à ne prop oser à cha-

cun des sites actifs que deux étiquettes, p our p ouvoir exploiter les techniques e�caces

d'optimisation par s,t-coup e-minimum présentées dans le paragraphe 2.2 .

Trois classes de mouvements binaires sont le plus souvent utilisées dans la littérature :

Échange : Un échange d'étiquettes est un mouvement de partitions large p ermettant

de passer d'une con�guration à une autre en prop osant aux sites actifs d'échanger leurs

étiquettes. Le mouvement binaire corresp ondant est app elé �� -échange et consiste à faire

échanger les étiquettes courantes des sites actifs (c.-à-d. ceux dont les étiquettes sont dans

f �; � g, avec �; � 2 L ) de façon à minimiser l'énergie de la con�guration courante. Un

mouvement optimal p eut être obtenu grâce à la technique de coup e-minimum en consid-

érant l'étiquetage par � ou � comme étant un étiquetage binaire. Ainsi un graphe similaire
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au graphe binaire présenté dans le paragraphe 2.2 est construit sur l'ensemble des sites

actifs. Les p oids des arcs orientés sont dé�nis de façon à faire corresp ondre une coup e-

minimum sur le graphe à une con�guration d'énergie E minimale (voir l'annexe A p our

les détails de la construction). Comme la construction de ce graphe nécessite la condition

de sous-mo dularité, une classe de fonctions a priori véri�ant cette contrainte est la classe

des semi-métriques, c.-à-d.

8
><

>:

Ep;q(xp; xq) > 0 ; 8(xp; xq) 2 L 2 ; and xp 6= xq ;

Ep;q(xp; xp) = 0 ; 8xp 2 L ;

Ep;q(xp; xq) = Eq;p(xq; xp) ; 8(xp; xq) 2 L 2 :

(1.25)

L'algorithme de minimisation de E par �� -échange est un algorithme itératif. En par-

tant d'une con�guration initiale x(0)
, un couple d'étiquettes (�; � ) 2 L 2

est choisi à chaque

itération. Étant donné ce couple, le graphe est construit et le calcul de �ot-maximum donne

le mouvement optimal des étiquettes. L'algorithme itère sur tous les couples d'étiquettes

p ossibles p our �nir un cycle. Les cycles reprennent jusqu'à ce que la con�guration �nale

des sites, obtenue à la �n d'un cycle, ne change plus. L'algorithme converge alors vers un

optimum lo cal de E .

Extension : Une extension est un mouvement de partitions large p ermettant de passer

d'une con�guration à une autre en prop osant à tous les sites de nouvelles étiquettes. Le

mouvement binaire corresp ondant est app elé � -extension et consiste à prop oser à chacun

des sites de P soit de garder l'étiquette courante, soit de la remplacer par l'étiquette � 2 L ,

de façon à minimiser l'énergie totale de la con�guration. Un mouvement optimal p eut être

obtenu grâce à la technique de coup e-minimum en considérant l'étiquetage par � ou �
(c.-à-d. étiquette courante) comme étant un étiquetage binaire. Ainsi un graphe similaire

au graphe binaire est construit sur tous les sites de P . Les p oids des arcs orientés sont

dé�nis de façon à faire corresp ondre une coup e-minimum sur le graphe à une con�guration

d'énergie E minimale (voir l'annexe A p our les détails de la construction). De la même

façon que p our le mouvement d'échange, la construction du graphe binaire nécessite la

condition de sous-mo dularité. Une classe de fonctions a priori véri�ant cette contrainte est

la classe des métriques, c.-à-d.

8
>>>><

>>>>:

Ep;q(xp; xq) � 0 ; 8(xp; xq) 2 L 2 ;

Ep;q(xp; xp) = 0 ; 8xp 2 L ;

Ep;q(xp; xq) = Eq;p(xq; xp) ; 8(xp; xq) 2 L 2 ;

Ep;q(
; � ) � Ep;q(
; � ) + Ep;q(�; � ) ; 8(
; �; � ) 2 L 3 :

(1.26)

L'algorithme de minimisation de E par � -extension est un algorithme itératif. En par-

tant d'une con�guration initiale x(0)
, une étiquette � 2 L est choisie à chaque itération

et le graphe est construit p our le calcul de �ot-maximum donnant le mouvement optimal

des partitions. L'algorithme itère sur toutes les étiquettes p ossibles p our �nir un cycle.

Les cycles reprennent jusqu'à ce que la con�guration �nale des sites, obtenue à la �n d'un

cycle, ne change plus. L'algorithme converge alors vers un optimum lo cal de E .

Saut : Un saut est un mouvement de partitions large p ermettant de passer d'une con�g-

uration à une autre en prop osant aux sites actifs d'a jouter une quantité à leurs étiquettes

courantes. Le mouvement binaire corresp ondant est app elé � -saut et consiste à prop oser

à chacun des sites de P soit de garder l'étiquette courante soit de l'augmenter ou de la
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diminuer d'une quantité � , de façon à minimiser l'énergie totale de la con�guration. La

nouvelle étiquette doit être toujours dans L . Puisqu'il s'agit d'un mouvement binaire, le

mouvement optimal est obtenu en deux étap es : la première consiste à prop oser un saut

p ositif (augmenter l'étiquette de � ) et la deuxième est un saut négatif (diminuer la nouvelle

étiquette de � ). A chaque étap e, un mouvement optimal est obtenu grâce à la technique

de coup e-minimum en considérant l'étiquetage binaire par � � ou +0 (c.-à-d. étiquette

courante, puisque la quantité a joutée est nulle). Ainsi un graphe similaire au graphe bi-

naire est construit sur les sites actifs de P . Les p oids des arcs orientés sont dé�nis de façon

à faire corresp ondre une coup e-minimum sur le graphe à une con�guration d'énergie E
minimale (voir l'annexe A p our les détails de la construction). De même, comme la con-

struction de ce graphe nécessite la condition de sous-mo dularité, une classe de fonctions a

priori véri�ant cette contrainte est la classe des fonctions convexes, c.-à-d.

Ep;q(xp; xq)+ Ep;q(xp+ �; x q+ � ) � Ep;q(xp+ �; x q)+ Ep;q(xp; xq+ � ) ; 8(xp; xq; xp+ �; x q+ � ) 2 L 4 :
(1.27)

L'algorithme de minimisation de E par � -saut est un algorithme itératif. En partant

d'une con�guration initiale x(0)
, une quantité � est choisie à chaque itération et le graphe

est construit p our le calcul de �ot-maximum donnant le mouvement optimal des partitions.

L'algorithme itère sur toutes les quantités p ossibles (en supp osant un pas de quanti�cation

�xe dé�ni) p our �nir un cycle. Les cycles reprennent jusqu'à ce que la con�guration �nale

des sites, obtenue à la �n d'un cycle, ne change plus. L'algorithme converge alors vers un

optimum lo cal de E .

Ces di�érentes stratégies de mouvements de partitions p ermettent de minimiser dif-

férentes classes d'énergies de F2
en ayant recours à une même structure d'algorithme de

minimisation. En revanche, ces algorithmes ne garantissent pas la convergence vers un

optimum global. En pratique, avec des mo dèles d'énergies E non fortement convexes, l'op-

timisation est e�cace et converge en un nombre �ni d'itérations. Souvent, un optimum

lo cal de b onne qualité est obtenu (voir même global).

A noter que des mo di�cations et améliorations app ortées à ces mouvements ont été

adressées dans des travaux récents, dans le but soit d'accélérer encore la minimisation soit

d'adapter la stratégie de mouvement de partitions à la nature des données et de l'ensemble

des étiquettes. Nous citons parmi ces travaux :

� le mouvement de saut dichotomique, initialement intro duit dans (Darb on, 2005 )

p our minimiser des mo dèles markoviens convexes d'une manière très e�cace. Au

cours d'un cycle, des sauts binaires sont e�ectués en partant d'un pas de valeur max-

imale et en le divisant par 2 itérativement, jusqu'à atteindre un pas de quanti�cation

�xé. Les cycles s'enchaînent jusqu'à converger vers une con�guration optimale. Ce

mouvement a aussi montré de b onnes p erformances p our minimiser certains mo d-

èles markoviens non-convexes. C'est le cas p our le mo dèle markovien utilisé p our la

restauration d'images radar en amplitude dans (Denis et al. , 2009b ), où la fonction

de vraisemblance est une fonction quasi-convexe et l' a priori est choisie comme étant

une fonction convexe.

� le mouvement de saut multi-précision (Valadão et Bioucas-Dias , 2009 ) qui consiste

à e�ectuer, au cours d'un cycle, des sauts binaires de pas � � , où � est considéré
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�xe dans un cycle, jusqu'à ce que la con�guration ne change plus. Un nouveau cycle

enchaîne avec un pas de saut égal à la moitié du précédent, ainsi de suite. L'algo-

rithme s'arrête à un pas �xé initialement qui corresp ond à la précision désirée sur

l'étiquetage. Cette technique est utile p our estimer des données à étiquettes dans un

ensemble continu, dont la quanti�cation entraîne une p erte d'information.

Les mouvements par échange, extension et saut nécessitent des p otentiels d'interaction

resp ectivement semi-métrique, métrique et convexe. Pour les autres classes de p otentiels,

l'optimisation est aussi p ossible grâce à la technique d'optimisation partielle décrite dans

le paragraphe 2.2.1, où à chaque itération, le mouvement binaire optimal est obtenu en

utilisant la technique QPBO.

Une généralisation de ces di�érents algorithmes d'optimisation par MPLB est présen-

tée dans (Lempitsky et al. , 2009 ). Un mouvement qui les généralise, app elé mouvement

par fusion de partitions , est intro duit. A chaque itération, la con�guration courante est

fusionnée avec l'étiquetage prop osé selon une stratégie de fusion (extension, échange, saut,

ou autre). Pour traiter le cas des fonctions a priori non sous-mo dulaires relativement au

mouvement prop osé, le mouvement binaire optimal à chaque itération est obtenu par la

technique de QPBO.

2.3.2 Fonctions de Fq

Considérons maintenant la famille des mo dèles markoviens multi-étiquettes d'ordre

sup érieur. Nous noterons la classe de ces fonctions d'énergies par Fq
, avec q l'ordre de la

clique de cardinalité maximale du mo dèle. Elles s'écrivent sous la même forme que (1.21 )

mais en considérant cette fois-ci L = f l1; l2; :::; lk g.

Optimiser cette famille de fonctions d'énergie est une tâche b eaucoup plus complexe.

Quelques travaux lui ont été consacrés et qui rep osent d'une part sur la technique de pro-

jection des cliques d'ordre sup érieur en cliques d'ordre 0 ou 1 et de l'autre part sur la

technique d'optimisation par des mouvements de partition binaires de l'énergie markovi-

enne de premier ordre obtenue. Nous citons parmi ces travaux :

� dans (Kohli et al. , 2007 , 2009 ), les auteurs étendent les algorithmes d'optimisation

par � -extension et �� -échange p our minimiser e�cacement une classe de fonctions de

Fq
. Cette classe de fonctions est dé�nie à partir de p otentiels de cliques généralisant

le mo dèle de Potts à des cliques d'ordre sup érieur :

Ec(x) =

(

 k si xp = lk ; 8p 2 c


 max sinon ;
(1.28)

avec 
 max � 
 k ; 8lk 2 L .

� dans (Ishikawa , 2009b ), l'algorithme de minimisation pro cède par des minimisations

successives avec des mouvements binaires. A chaque itération, le mouvement opti-

mal est obtenu en réduisant les cliques d'ordre sup érieur en cliques d'ordre 0 ou 1
et en utilisant la technique par fusion de partitions. L'algorithme QPBO est utilisé

à chaque itération puisque l'étiquetage prop osé ne garantit pas la sous-mo dularité

de la fonction a priori . En e�et, le nouveau mouvement binaire par fusion intro duit

consiste à prop oser aux sites soit de garder leur étiquetage courant soit de prendre

l'étiquetage obtenu par une descente de gradient à partir de la con�guration courante.
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2.4 Bilan

Minimiser une fonction d'énergie markovienne par coup e-minimum est désormais p os-

sible grâce aux di�érentes appro ches et algorithmes prop osés dans la littérature. Toutefois,

l'optimisation exacte n'est pas toujours p ossible, des optimiseurs non-exacts sont dès lors

utilisés. En pratique, ces algorithmes convergent vers un optimum lo cal de faible énergie

(pro che du global).

Dans le tableau 1.1 , un récapitulatif de ces métho des est prop osé présentant di�érents

mo dèles d'énergie avec des optimiseurs p ossibles. A chaque fois, le ou les algorithmes par

coup e-minimum sur graphe appropriés et le(s) plus utilisé(s) en vision sont indiqués tout

en précisant si l'optimisation est exacte ou non-exacte et si p ossible la complexité algo-

rithmique. Fo calisons nous sur les mo dèles markoviens de premier ordre et les algorithmes

de minimisation par coup e-minimum qui leur sont dédiés. Les appro ches que nous venons

de présenter le long de ce chapitre ont montré leur utilité, robustesse et e�cacité dans

di�érents travaux en vision et traitement d'image. Cep endant, elles ont un certain nombre

de limites, notamment p our les fonctions d'énergies non-convexes.

2.4.1 Limites de ces algorithmes

Un cas courant de fonctions d'énergie non-convexes en pratique est celui où l'énergie

d'attache aux données est non-convexe et l'énergie de régularisation est convexe. Ce cas

de �gure caractérise di�érentes applications en imagerie. Nous citons à titre d'exemple,

le débruitage des images corrompues par un bruit de typ e multiplicatif (tel est le cas du

chatoiement en imagerie radar ou d'échographie, le bruit impulsif, etc.) et le déroulement

de phase interférométrique où le mo dèle de vraisemblance est multimo dal, c.-à-d. plusieurs

optima lo caux caractérisent la fonction d'énergie. Pour ces problèmes, d'un côté les al-

gorithmes de minimisation exacte p ermettent d'atteindre le minimum global de l'énergie

au prix d'une imp ortante consommation de mémoire, nécessaire p our la construction des

graphes. De l'autre côté les algorithmes de minimisation par MPLB, compte tenu de leur

asp ect itératif, convergent vers des solutions non satisfaisantes. La qualité du minimum

obtenu dép end à la fois de la fonction de l'énergie et du déroulement de l'algorithme

(initialisation de la solution à estimer, parcours des étiquettes, etc.). Il est donc souvent

nécessaire de recourir aux optimiseurs exacts p our garantir une b onne solution au problème

traité. A l'heure actuelle, la seule alternative au problème de complexité en mémoire des

appro ches exactes est la décomp osition de l'ensemble de variables de la fonction (l'ensemble

des sites P ) en sous-ensembles et la résolution du problème par minimisation exacte sur

chacun d'eux. A la �n, la solution au problème est obtenue en regroupant les solutions des

sous-problèmes résolus. Cette appro che est aussi en pratique p eu appréciée compte tenu

de la p erte de l'information contextuelle globale qu'elle engendre sur les données.

Pour illustrer plus clairement ces di�érentes problématiques, nous présentons dans la

suite deux exp ériences montrant les di�cultés à minimiser certains mo dèles markoviens

par les algorithmes prop osés dans la littérature.

2.4.2 Quelques exp ériences

La première exp érience (cf. FIG. 1.4 ) illustre la di�culté que rencontrent les optimiseurs

par MPLB à converger vers un optimum de b onne qualité. Le recours dans ce cas aux op-

timiseurs exacts est nécessaire p our obtenir une solution satisfaisante, mais au prix d'une

construction de graphe coûteuse en mémoire. L'application en question est la reconstruc-

tion de la phase interférométrique en radar à synthèse d'ouverture. Les mesures de phase
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observées sont bruitées et enroulées dans [� �; � [. Ce problème sera présenté clairement plus

tard dans le manuscrit. Nous nous contentons ici de présenter quelques résultats illustrant

la di�culté à converger vers un b on optimum par un algorithme à MPLB. La fonction de

vraisemblance asso ciée à ce problème est une fonction non-convexe et multimo dale. Cette

particularité engendre la présence de plusieurs optima lo caux. Ainsi un algorithme de min-

imisation itératif risque de stagner dans l'un de ces optima. Ce que con�rme le résultat

dans la �gure 1.4(d) .

La deuxième exp érience (cf. FIG. 1.5 ) illustre la di�culté que rencontre les optimiseurs

exacts en présence de données de grandes dimensions p our minimiser la fonction d'énergie

et le recours à une résolution du problème en décomp osant les données d'origine en d'autres

de tailles plus p etites. Ensuite, la solution au problème de départ est reconstruite à partir

des solutions aux sous-problèmes. Elle montre bien l'e�et de blo cs qui apparaît, dû à la

p erte du contexte global décrivant les données d'origine. L'application considérée est le

débruitage des images radar à synthèse d'ouverture. Le mo dèle de vraisemblance considéré

est non-convexe, tiré des statistiques du chatoiement pleinement développ é caractérisant

ces données radar. Le recours à l'optimisation exacte est aussi nécessaire p our converger

vers un optimum global de l'énergie.

2.5 Conclusion

Compte tenu des limites en terme de qualité de l'optimum et de complexité algorith-

mique en minimisant certaines formes d'énergies markoviennes (vraisemblance quelconque

et a priori convexe) par les appro ches de coup e-minimum sur graphes, nous prop osons

dans ce travail de thèse de relever ce dé�.

Dans le chapitre suivant, nous intro duisons de nouveaux algorithmes de minimisation

non-exacte p ermettant à la fois de converger vers de meilleurs minima lo caux de ces formes

d'énergie, comparés à ceux atteints par les MPLB, tout en consommant de faibles espaces

mémoires, nettement inférieurs à ceux nécessaires p our les optimiseurs exacts. Cette con-

tribution est d'un intérêt double. D'une part, il est désormais p ossible d'obtenir une b onne

solution (voir même l'optimale) à certains problèmes inverses en imagerie, mo délisés par

une fonction markovienne avec une régularisation convexe. D'autre part, il est aussi p os-

sible de contrôler conjointement la complexité (en mémoire et en temps de calcul) de l'al-

gorithme de minimisation ainsi que la qualité de la solution que l'on cherche. En pratique,

ce contrôle est d'autant plus nécessaire en présence d'applications traitant des données de

grandes dimensions, comme c'est le cas en télédétection.

Remarque : Dans la suite du manuscrit, nous désignons par une énergie markovienne

non-convexe tout mo dèle d'énergie ayant un attache aux données quelconque et un a priori

convexe. Le cas général de fonctions markoviennes non-convexes où l' a priori est aussi non-

convexe dépasse notre étude.
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2
Algorithmes

de
minimisation

par
coup

e-minim
um

sur
graphe

Énergies markoviennes

Pseudo-b o oléennes : B Multi-étiquettes : F
1er

ordre : B2 qeme

ordre : Bq 1er

ordre : F2 qeme

ordre : Fq

Sous-mo dulaires Graphe binaire Réduction + Graphe binaire MPLB Pro jection + MPLB

(exacte, p olynômial) (non-exacte) (non-exacte, pseudo-p olynômial) (non-exacte, pseudo-p olynômial)

(Kolmogorov et Zabih, 2004 ) (Freedman et Drineas, 2005 ) (Boykov et al. , 2001 ) (Kohli et al. , 2009 )

Ishikawa, Darb on

(exacte, pseudo-p olynômial)

(Ishikawa , 2003 )(Darb on , 2008 )

Non sous-mo dulaires QPBO Réduction + QPBO Fusion Réduction + Fusion

(non-exacte, p olynômial) (non-exacte) (non-exacte) (non-exacte)

(Kolmogorov et Rother , 2007 ) (Ishikawa , 2009a ) (Lempitsky et al. , 2009 ) (Ishikawa , 2009b )

Table 1.1 � Algorithmes d'optimisation de di�érentes énergies markoviennes en vision.
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Chapitre 1 : Appro che markovienne et algorithmes d'optimisation

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figure 1.4 � Déroulement et débruitage de la phase interférométrique en imagerie radar.

Le mo dèle markovien est dé�ni par une attache aux données multimo dal et une régularisa-

tion convexe par variation totale. (a) Image de synthèse d'un pro�l gaussien ( n = 64 � 64,

k = 113 ), (b) sa visualisation en 3D, (c) image de phases bruitée et enroulée, résultats de

la minimisation de l'énergie par (d) � -extension, et (e) par un optimiseur exact.
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2 Algorithmes de minimisation par coup e-minimum sur graphe

(a)

(b) (c)

Figure 1.5 � Débruitage d'une image radar à synthèse d'ouverture. Le mo dèle markovien

est dé�ni par une attache aux données non-convexe et une régularisation convexe par

variation totale. (a) Image radar ( n = 600 � 600, k = 256 ), (b) image régularisée par blo cs

de 200� 200 (une minimisation exacte est e�ectuée sur chaque blo c), (c) image régularisée

en entier (un optimiseur multi-étiquette qui sera intro duit dans le chapitre suivant est

utilisé. La minimisation exacte sur une telle image nécessite une mémoire physique et un

temps de calcul prohibitifs).
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Chapitre 2

Optimisation par des mouvements de

partitions multi-étiquettes

Malgré les avancées en minimisation d'énergies markoviennes multi-étiquettes de pre-

mier ordre, présentées dans le chapitre précédent, la classe des algorithmes d'optimisation

non-exacte demeure encore limitée p our converger vers des optima d'énergies markoviennes

non-convexes à énergies pro ches d'un optimum global. Le recours aux optimiseurs exacts

est alors nécessaire p our obtenir des résultats satisfaisants (optimum global de l'énergie),

au prix d'une complexité algorithmique qui explose avec la taille des données.

Dans ce chapitre, nous prop osons de nouveaux algorithmes d'optimisation de ces én-

ergies dont l' a priori est convexe et l'attache aux données est quelconque. Les nouveaux

optimiseurs sont plus robustes que les optimiseurs approximatifs qui existent dans l'état

de l'art et plus e�caces que ceux exacts en termes de mémoire requise. Ils p ermettent de

converger vers des optima lo caux de b onne qualité (voir même globaux). La robustesse est

obtenue grâce à de nouveaux mouvements de partitions que l'on app ellera mouvements de

partitions larges et multi-étiquettes (MPLM) . Par ailleurs, l'e�cacité est due au recours

à la technique de coup e-minimum sur des graphes de taille réduite comparée à celle des

graphes des optimiseurs exacts.

Des travaux ont été réalisés récemment, indép endamment du nôtre, p our explorer des

mouvements multi-étiquettes (Veksler , 2007 , 2009 ) (Carr et Hartley, 2009 ) dans un con-

texte di�érent. Les auteurs cherchent en fait à dé�nir ces mouvements p our la minimisation

des mo dèles markoviens ayant un a priori quasi-convexe (par exemple : quadratique tron-

quée). Les mouvements prop osés généralisent la technique d'échange d'étiquettes. Tandis

que les mouvements que nous prop osons dans ce chapitre généralisent tous les mouvements

MPLB a�n de mieux optimiser di�érentes formes d'énergie markoviennes sous-mo dulaires.

Ce chapitre présente une des contributions imp ortantes de cette thèse. Une partie de

ces travaux a été publiée dans les actes de la conférence internationale IEEE International

Conference on Image Processing (ICIP'09) (Shab ou et al. , 2009). La totalité de ce travail

a été soumise à la revue Image and Vision Computing .

1 Optimisation multi-étiquette

Nous considérons dans ce chapitre les mo dèles markoviens multi-étiquettes de premier

ordre dé�nis par :

E(x) =
nX

p=1

Ep(xp) +
X

(p;q)

Ep;q(xp; xq) ; (2.1)
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Chapitre 2 : Optimisation par des mouvements de partitions multi-étiquettes

tout en gardant les mêmes notations qu'au chapitre précédent.

Dé�nition 1.1. Optimisation MPLM

Optimiser une fonction d'énergie markovienne multi-étiquette par des mouvements de par-

titions larges et multi-étiquettes (MPLM) consiste à proposer aux sites actifs, à chaque

itération de l'algorithme d'optimisation, soit de conserver leur étiquette courante soit d'en

prendre une nouvel le dans un sous-ensemble L m de L , avec m un entier dénotant la tail le

de ce sous-ensemble ( 2 � m � k ).

Étant donnée cette dé�nition, nous prop osons une classi�cation (cf. FIG. 2.1) des al-

gorithmes d'optimisation par des mouvements de partitions selon les deux paramètres

suivants :

� la largeur du mouvement ou son domaine spatial qui dé�nit l'ensemble des sites actifs

selon le mouvement,

� la taille du sous-ensemble d'étiquettes L m ou son domaine radiométrique.

Figure 2.1 � Classi�cation des algorithmes d'optimisation par mouvement de partitions.

Nous retrouvons dans ce tableau les MPLB ( � -extension, �� -échange et � -saut), les

algorithmes d'optimisation exacte et un exemple d'algorithme classique à mouvement de

partitions non-large et multi-étiquettes, l'ICM. La partie rayée de ce tableau corresp ond

aux mouvements de partitions non encore explorés dans la littérature p our l'optimisation

markovienne par coupure minimale sur graphes. C'est l'ob jet d'étude de ce chapitre.

Parmi les mouvements de partitions multi-étiquettes p ossibles, nous considérons les

mouvements particuliers ci-après comme extension aux dé�nitions des mouvements binaires

MPLB intro duits dans le chapitre précédent.

Dé�nition 1.2. � m -extension

Le mouvement de partition � m -extension consiste à proposer, à une itération donnée, à
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1 Optimisation multi-étiquette

Initialisation de ex ;

Pour chaque cycle c faire

�n := faux ;

Pour chaque itération i faire

1. Création de l'ensemble d'étiquettes de taille m : L (i )
m ;

2. Recherche du mouvement de partition optimal :

x(i ) = arg min
x2X

E(x) ;

Si ( E(x(i ) ) < E (ex) ) Alors

ex := x(i )
;

�n := vrai ;

Fin Si

Fin Pour

Si (�n == faux) Alors

retourner ex ;

Fin Si

Fin Pour

Figure 2.2 � Algorithme d'optimisation par MPLM.

tous les sites soit de garder leurs étiquettes courantes, soit de prendre une étiquette de

l'ensemble L m = f � 1; � 2; :::; � m g � L .

Dé�nition 1.3. � m -échange

Le mouvement de partition � m -échange consiste à proposer aux sites actifs, ceux dont les

étiquettes sont dans L m = f � 1; � 2; :::; � m g � L , d'échanger leurs étiquettes.

Dé�nition 1.4. � m -saut

Le mouvement de partition � m -saut consiste à proposer aux sites actifs de diminuer/aug-

menter leurs étiquettes courantes par les quantités

L m = f� � bm=2c; � � bm=2c� 1; :::; � � 1; 0; + � 1; :::; + � bm=2c� 1; + � bm=2cg, avec b:c l'opération par-

tie entière. Ces sites actifs sont les sites ayant des nouvel les étiquettes toujours dans L .

Pour chacun de ces mouvements, le mouvement optimal p ermet d'obtenir une con�g-

uration ayant une énergie minimale par rapp ort à celle courante.

L'algorithme général d'optimisation par ces mouvements MPLM, illustré dans la �g-

ure 2.2, consiste alors à e�ectuer une série de mouvements optimaux partant d'une con-

�guration initiale. Chaque mouvement diminue progressivement l'énergie globale de la

con�guration x , jusqu'à converger vers un optimum ex de la fonction d'énergie E .

En e�et, à chaque itération (i ) , un ensemble d'étiquettes de taille m , noté par L m ,

est construit à partir de L selon la nature du mouvement (extension, échange ou saut).

Ensuite, un mouvement de partition optimal est obtenu selon le mouvement choisi et

l'ensemble d'étiquettes construit, qui décroît nécessairement l'énergie. Un cycle s'achève

si toutes les étiquettes de L ont été prop osées aux sites. Un nouveau cycle commence si
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Chapitre 2 : Optimisation par des mouvements de partitions multi-étiquettes

l'énergie a diminué au cours du dernier cycle. Autrement, l'algorithme a convergé vers un

optimum de E .

Le problème du choix des étiquettes de L m selon le typ e de mouvement sera discuté

plus loin dans le chapitre. La détermination du mouvement optimal est détaillée dans le

pro chain paragraphe.

2 Construction du graphe d'un MPLM optimal

Pour réaliser un mouvement optimal, à une itération donnée de l'algorithme 2.2, nous

nous rep osons sur la technique de coup e-minimum sur graphe. La réalisation d'un mou-

vement multi-étiquette nécessitera ainsi la construction d'un graphe particulier que l'on

app ellera graphe multi-étiquette et que l'on notera par Gm .

En nous inspirant de la construction du graphe multi-étiquette d'Ishikawa (cf. annexe B)

p our la minimisation exacte des énergies markoviennes multi-étiquettes de premier ordre

(Ishikawa , 2003 ), nous généralisons une telle construction p our des mouvements multi-

étiquettes faisant intervenir des graphes ayant les particularités suivantes :

� Les n÷uds étiquettes asso ciés à un site donné, à une itération donnée, tiennent

compte de l'étiquette courante du site p our p ouvoir optimiser itérativement l'énergie

globale.

� A chaque site est asso cié un sous-ensemble d'étiquettes de L propre à lui, di�érem-

ment de la construction d'Ishikawa, où le même ensemble L est prop osé à tous les

sites.

� Le graphe n'est construit que sur les sites actifs.

Pour la suite, on notera par L m (p) l'ensemble d'étiquettes asso cié au site p de P p our

un MPLM de taille m . Cet ensemble sera considéré ordonné et de cardinalité kp . Ainsi on

a :

L m (p) = f lp1; lp2; :::; lpkp
g; (2.2)

avec (
lp1 < l p

2 < ::: < l p
kp

; 8p 2 P ;

lpi 2 L ; 8(i; p) 2 L � P :

Le graphe Gm = ( Vm ; Um ) est un graphe orienté, où Vm et Um représentent resp ectivement

l'ensemble des n÷uds et l'ensemble des arcs du graphe. A ce graphe on a joute deux n÷uds

sp éciaux s et t , resp ectivement la source et le puits, a�n de p ouvoir y calculer le �ot-

maximum. La construction du graphe est réalisée de façon à ce qu'une coup e sur le graphe

corresp onde à une con�guration p ossible de x et que la coup e minimum corresp onde alors

à la con�guration optimale obtenue par le mouvement MPLM considéré, en partant d'une

con�guration courante.

Dans un premier temps, nous dé�nissons l'ensemble des n÷uds Vm comme suit :

Vm =
n

Vm (p)jp 2 P
o

; (2.3)

avec

Vm (p) =
n

vp;i ji 2 f 1; 2; :::; kpg
o

: (2.4)
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2 Construction du graphe d'un MPLM optimal

Ainsi à chaque site actif p corresp ond kp n÷uds corresp ondants aux étiquettes de L m et

celle courante.

Ensuite, nous dé�nissons l'ensemble des arcs Em comme suit :

Em = ED
m [ E C

m [ E P
m ; (2.5)

où ED
m dénote l'ensemble des arcs d'attache aux données (ou tout simplement arcs de

données), EC
m corresp ond à l'ensemble des arcs de contraintes, et EP

m corresp ond à l'ensemble

des arcs de p énalité ou d'interaction.

Les arcs de données ED
m corresp ondent aux termes de vraisemblance de l'énergie et se

décomp osent ainsi :

ED
m =

[

p2P

ED
m (p) ; (2.6)

avec

ED
m (p) =

n
(s; vp;1)

o
[

n
(vp;i ; vp;i+1 )ji 2 f 1; 2; :::; kp � 1g

o
[

n
(vp;kp ; t)

o
; (2.7)

et leurs capacités sont dé�nies comme suit :

8
><

>:

c(s; vp;1) = + 1 ;

c(vp;i ; vp;i+1 ) = Ep(xp = lpi ); i 2 f 1; 2; :::; kp � 1g;

c(vp;kp ; t) = Ep(xp = lpkp
) :

(2.8)

A�n de garantir la corresp ondance exacte entre une coup e sur le graphe et une con�g-

uration x (c.-à-d. p our chaque site p, uniquement un arc d'attache aux données est coup é),

nous avons b esoin de dé�nir des arcs de contraintes, EC
m . Ces arcs sont répartis comme

suit :

EC
m =

[

p2P

EC
m (p) ; (2.9)

avec

EC
m (p) =

n
(vp;i+1 ; vp;i )ji 2 f 1; 2; :::; kp � 1g

o
; (2.10)

et leurs capacités sont �xées à une valeur in�nie, c.-à-d.

c(vp;i+1 ; vp;i ) = + 1 ; 8i 2 f 1; 2; :::; kpg: (2.11)

En�n, les arcs d'interaction EP
m corresp ondent aux termes de régularisation de l'énergie

et sont répartis comme suit :

EP
m =

n
(vp;i ; vq;j )j(p; q) 2 N ; i 2 f 1; 2; :::; kpg ; j 2 f 1; 2; :::; kqg

o
: (2.12)

Pour dé�nir les p oids sur ces arcs, nous commençons par étudier la valeur de la coup e dans

Gm entre deux sites voisins.

Considérons deux pixels voisins p et q en interaction. Une coup e quelconque sur le

graphe Gm fera intervenir en plus des arcs de données asso ciés à ces deux pixels les arcs

d'interaction, telle que la valeur de la coup e sur ces derniers arcs vaut :

C(i; j ) =
a= iX

a=1

b= kqX

b= j

c(vp;a; vq;b) +
a= kpX

a= i

b= jX

b=1

c(vq;b; vp;a) ; (2.13)
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Chapitre 2 : Optimisation par des mouvements de partitions multi-étiquettes

où C(i; j ) corresp ond à la p énalité de l'interaction entre les deux pixels, c(vp;a; vq;b) est la

capacité sur l'arc orienté e = ( vp;a; vq;b) avec a et b deux indices d'étiquettes qui vivent

toutes dans L m (p) et L m (q) , et (i; j ) est le couple d'indices d'étiquettes asso ciées au couple

de sites voisins (p; q) résultant de la coup e. En d'autres termes, la valeur C(i; j ) est la

somme des p oids sur les arcs que rencontre la coup e entre deux sites voisins sans compter

les p oids des arcs de données.

Similairement au raisonnement adopté dans (Ishikawa , 2003), on se prop ose dans la

suite de dé�nir l'expression analytique des p oids sur ces arcs d'interaction en fonction

des termes de régularisation de l'énergie. Dans un premier temps, nous montrons que si

une telle construction existe alors la fonction de régularisation est nécessairement convexe .

Dans un second temps, en considérant l'hyp othèse de convexité de cette fonction, nous

prop osons une expression analytique p ossible des p oids d'interaction dans le graphe. Cette

expression généralisera le cas particulier de p oids prop osé dans (Ishikawa , 2003 ).

A. condition nécessaire de convexité :

Prop osition 2.1. Si la capacité de la coupe C(i; j ) obtenue en sommant toutes les capacités

des arcs coupés entre deux sites voisins p et q peut s'écrire sous la forme d'une fonction g
de la di�érence entre les étiquettes lpi et lqj , associées respectivement aux sites p et q après

la coupe, alors la fonction g de cette di�érence est une fonction à une variable convexe sur

< .

Avant de donner la preuve de cette prop osition, nous mentionnons une propriété d'une

fonction convexe discrète, à valeurs réelles, qui nous intéressera dans la preuve.

Lemme 2.1. Soit f une fonction discrète unidimensionnel le : f : < ! < . On a l'équiva-

lence entre ces deux propositions :

1. f est convexe,

2. 8x ; 8y � x ; 8d � (y � x) ; f (x) + f (y) � f (x + d) + f (y � d) .

La preuve de la prop osition 2.1 est comme suit :

Preuve . Soit a = dp
i = lp

i � lp
i � 1 � 0 représentant la di�érence entre les deux étiquettes successives lp

i � 1
et lp

i asso cié au site p. La p ositivité est justi�ée par l'ordonnancement choisi ascendant des étiquettes dans

L m (p) . De même notons par b = dq
j = lq

j � lq
j � 1 � 0 qui représente la di�érence entre les deux étiquettes

successives lq
j � 1 et lq

j asso ciées au site q.

On a bien : a + b � 0.

Soit x = lp
i � lq

j un réel. On a toujours : x + b � x � a.

Notons par X = x + b et Y = x � a.

Soit g une fonction discrète unidimensionnelle : (g : < ! < ) . On a :

g(X ) + g(Y ) � g(X � b) � g(Y + b)

= g(x + b) + g(x � a) � g(x) � g(x � a + b)

=
�

g(x + b) � g(x)
�

�
�

g(x � a + b) � g(x � a)
�

=
�

g(lp
i � lq

j + dq
j ) � g(lp

i � lq
j )

�
�

�
g(lp

i � lq
j � dp

i + dq
j ) � g(lp

i � lq
j � dp

i )
�

=
�

f (lp
i ; lq

j � dq
j ) � f (lp

i ; lq
j )

�
�

�
f (lp

i � dp
i ; lq

j � dq
j ) � f (lp

i � dp
i ; lq

j )
�

=
�

f (lp
i ; lq

j � 1) � f (lp
i ; lq

j )
�

�
�

f (lp
i � 1 ; lq

j � 1) � f (lp
i � 1 ; lq

j )
�

=
�

C(i; j � 1) � C(i; j )
�

�
�

C(i � 1; j � 1) � C(i � 1; j )
�

:
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2 Construction du graphe d'un MPLM optimal

En développant l'expression �nale de cette égalité, utilisant l'équation (2.13 ), nous obtenons :

�
C(i; j � 1) � C(i; j )

�
�

�
C(i � 1; j � 1) � C(i � 1; j )

�
= c(vp;i ; vq;j ) + c(vq;j ; vp;i ) � 0 :

La p ositivité est due au fait que les p oids des arcs du graphe sont nécessairement p ositifs. Ainsi on a :

g(X ) + g(Y ) � g(X � b) � g(Y + b) � 0

) g(X ) + g(Y ) � g(Y + b) + g(X � b) ;

où X � Y et (X � Y ) = ( b+ a) � b ( puisque a � 0) :

Cela conclut la convexité de la fonction g selon le lemme 2.1 .

B. Expression analytique des p oids d'interaction :

Considérons maintenant une fonction g(x) convexe et paire (dans le cas non paire, nous

p ouvons toujours prendre la fonction dé�nie par

g(x)+ g(� x)
2 qui est aussi convexe et paire).

On dé�nit les p oids sur les arcs d'interaction du graphe Gm comme suit :

c(vp;a; vq;b) =
1
2

�
g(lpa � lqb� 1) + g(lpa� 1 � lqb) � g(lpa� 1 � lqb� 1) � g(lpa � lqb)

�
: (2.14)

En reprenant la propriété de convexité citée dans le lemme 2.1 et la preuve précédente,

nous p ouvons conclure que ces capacités sont toujours p ositives grâce à la convexité de la

fonction g.

En injectant cette expression de capacités dans les deux sommes de l'équation (2.13 ),

nous obtenons l'égalité suivante :

C(i; j ) = g(lpi � lqj ) � Dq;p(j ) � Dp;q(i ) + Cst ; (2.15)

avec :

8
>>><

>>>:

Dp;q(i ) = 1
2

�
g(lpi � lq1) + g(lpi � lqkq

)
�

;

Dq;p(j ) = 1
2

�
g(lqj � lp1) + g(lqj � lpkp

)
�

;

Cst = 1
2

�
g(lp1 � lqkq

) + g(lq1 � lpkp
)
�

:

(2.16)

Ainsi la capacité d'un arc d'interaction est bien dé�nie par l'expression (2.14 ) puisque

la somme des capacités des arcs d'interaction coup ées, entre deux sites voisins, est égale au

terme d'interaction de la fonction markovienne dé�nie sur ces deux sites, à une constante

près. Les termes Dp;q(i ) et Dq;p(j ) p euvent être a joutés resp ectivement aux arcs de données

asso ciés aux pixels p et q, puisqu'ils ne dép endent que de leurs étiquettes séparément. On

les app ellera par la suite des termes de bord .

Ayant dé�ni les b onnes capacités sur les di�érents arcs du graphe Gm , nous obtenons

le théorème suivant :

Théorème 2.1. Soit Gm un graphe multi-étiquette construit comme il a été indiqué précédem-

ment. Étant donnée une con�guration xC
des sites p et un ensemble de labels L m , il existe

une correspondance terme à terme entre une coupe C sur ce graphe et un étiquetage des

sites dans l'ensemble L m . De plus, nous avons l'égalité suivante : jCj = E(xC ) + Cst , où

jCj est le poids de la coupe C et Cst est une constante.

Preuve . Soit C une coup e dans le graphe Gm qui lui corresp ond un étiquetage unique xC
. L'étiquette

xC
p asso ciée au site p par cette coup e indique quel arc de données est coup é (unique arc par site p). Le

p oids sur cet arc est égal à un terme d'attache aux données et un terme de b ord. Pour deux sites voisins

(p; q) , la coup e C passe par des arcs de p oids dé�nis précédemment dont la somme est égale au p otentiel

d'interaction asso cié aux deux étiquettes (xp ; xq) à une constante près.
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Notons par f dp
i ; i 2 f 1; 2; :::; kpg ; p 2 Pg l'ensemble des arcs de données et par f ep;q

i;j ; i 2 f 1; 2; :::; kpg ; j 2
f 1; 2; :::; kqg ; (p; q) 2 N g l'ensemble des arcs d'interactions entre deux sites voisins (p; q) .

On a :

jCj =
X

p2P

jC \ f dp
i ; i 2 f 1; 2; :::; mgg j +

X

( p;q ) 2N

jC \
�

ep;q
i;j ; i 2 f 1; 2; :::; kpg ; i 2 f 1; 2; :::; :kqg

	
j ; (2.17)

tel que :

jC \ f dp
i ; i 2 f 1; 2; :::; kpgg j = jdp

a j ; si dp
a 2 C

= E p (xp = lp
a ) �

X

( p;q ) 2N

D p;q (a)

= E p (xC
p ) � Cst1 ;

et

jC \
�

ep;q
i;j ; i 2 f 1; 2; :::; kpg ; j 2 f 1; 2; :::; kqg

	
j =

a= iX

a=1

b= k qX

b= j +1

jep;q
a;b j +

a= k pX

a= i +1

b= jX

b=1

jeq;p
b;a j ; si dp

i 2 C et dq
j 2 C

= E p;q (xp = lp
i ; xq = lq

j ) + D p;q (i ) + D q;p (j ) + Cst

= E p;q (xC
p ; xC

q ) + Cst2 :

Ainsi on a :

jCj =
X

p

�
E p (xC

p ) + Cst1

�
+

X

( p;q ) 2N

�
E p;q (xC

p ; xC
q ) + Cst2

�

=
X

p

E p (xC
p ) +

X

p� q

E p;q (xC
p ; xC

q ) + Cst

= E (xC ) + Cst :

D'où le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Un MPLM optimal partant d'une con�guration x donne une con�guration

xC
, où C est la coupe-minimum sur le graphe Gm .

Dans la �gure 2.3, la construction des structures rép étitives du graphe Gm est présentée.

Une illustration 1D du graphe total est présentée dans la �gure 2.4 .

3 Propriétés de convergence

Pour étudier les propriétés de convergence d'un algorithme d'optimisation, on se ramène

à étudier les caractéristiques suivantes :

1. la complexité algorithmique en temps de convergence et o ccupation en mémoire,

2. la qualité de l'optimum vers lequel il converge.

3.1 Complexité algorithmique

Il est clair que l'algorithme prop osé e�ectue un nombre �ni d'itérations par cycle.

Ce nombre est strictement lié à la taille m des sous-ensembles d'étiquettes ainsi qu'à

la stratégie de parcours des étiquettes. A chaque itération, nous cherchons la coup e-

minimum sur le graphe Gm de taille nm en n÷uds. Elle p ourrait être estimée à une

complexité pseudo-p olynomiale, en utilisant l'algorithme de �ot-maximum prop osé dans

(Boykov et Kolmogorov , 2004)

1

.

1. Co de source disp onible sur http : ==vision:csd:uwo:ca=code=
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