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Résumé 

L'objet de cette thèse est l'analyse multifractale des fonctions autosimilaires et î'étude 
de la validité du formalisme multifractai. Il s'agit d'abord de déterminer la régularité Höl-
derienne ponctuelle exacte pour des fonctions dont le graphe localement est grossièrement 
une contraction du graphe complet, à une fonction erreur près; ensuite de calculer les di­
mensions de Hausdorff des ensembles de points où la fonction présente la même singularité; 
et enfin de vérifier les conjectures de Frish et Parisi et celle d'Arneodo, Bacry et Muzy, 
qui relient ces dimensions à des quantités moyennes extraites de la fonction. Nous étudions 
plusieurs types d'autosimilarités, et montrons (en reformulant parfois) que l'analyse par 
ondelettes permet d'étudier la validité de ces relations. 

Summary 

The aim of this thesis is the multifractai analysis of selfsimilar functions and the study 
of the validity of the multifractai formalism. First, we determine the exact pointwise Holder 
regularity for functions such that locally the graph is roughly a contraction of the global 
graph, modulo an error; then we compute the Hausdorff dimensions of the sets of points 
which have the same Holder exponent; and finally we verify the conjectures of Frish and 
Parisi and the one of Arneodo, Bacry and Muzy, which relate these dimensions to some 
averaged quantities extracted from the function. We study different types of selfsimilarities, 
and prove (by reformuling some times) that the wavelet analysis is a good tool to study 
the validity of these relations. 
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Introduction 

Un problème ouvert important est la détection et l'identification des structures qui ap­
paraissent dans les écoulements turbulents. L'énergie associée aux petites échelles n'est pas 
répartie de façon uniforme, dans l'espace (cf [30] et ¡42]). Cette observation d'une intermit­
tence spatiale du support des transferts d'énergie a conduit plusieurs auteurs à supposer 
que ce support est multifractal (cf [30]) : la vitesse $ de l'écoulement est assez régulière 
sur de grandes régions et a un comportement singulier sur des petits ensembles. Ces der­
niers ensembles contiennent une information importante sur la nature, le comportement 
local et la géométrie de l'écoulement. Le caractère singulier de la vitesse en un point XQ 
est décrit par un exposant de singularité a(xo) qui correspond au fait que le signal ê est 
approximativement a(xo)-Hölderienne 

| d{xQ + h,t)- i?(x0)t) |~ \h\a{xo) quand \h\ »-»• 0 . 

Des recherches actives ont été menées pour calculer les singularités et mesurer pour a 
donné la "taille" d(a) (la dimension fractale ou de Hausdorff ) de l'ensemble Ea des points 
où le signal présente la même singularité a. Il s'agit alors de l'étude multifractale du signal. 

L'objet mathématique que l'on cherche à déterminer est le spectre des singularités 
d(a). Il est clair qu'il est à peu près impossible de le déterminer directement à partir de la 
définition mathématique de la dimension de Hausdorff, qui conduit à des calculs énormes et 
numériquement instables. Les physiciens ont alors essayé de le relier à des quantités faisant 
intervenir des moyennes extraites du signal et numériquement plus stables. Des arguments 
heuristiques ont permis à Frisch et Parisi de proposer une formule qui relie le spectre d(a) 
pour a compris entre 0 et 1 à l'ordre de grandeur des lAmodules de continuités de la 
vitesse 

0{x + h,t) -û{x,t) \P dx~ \h\^ quand \h\ •-• 0 . 

La conjecture de Frisch et Parisi fournit le spectre à partir d'une transformée de Legendre 
de C(p) - 3 

d ( a ) = i n f ( a p - C ( p ) + 3 ) . 

Cette conjecture est appelée le Formalisme Multifractal. 
Une formule plus générale a été proposée par Arneodo, Bacry et Muzy (cf [2]) dans 

laquelle la fonction Ç(j?) a été remplacée par une quantité r){p) qui donne des estimations 
globales sur la transformée en ondelettes du signal 

[ \Ca,b{$)\p db ~ a^ quand a >-> 0 

L 
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où rappelons 

Qi J (X 

Mathématiquement, la formule d'Arneodo et ses collaborateurs coïncide avec celle de 
Frisch et Parisi pour les singularités comprises entre 0 et 1, et fournit des résultats nu­
mériques plus stables sans doute parce qu'elle fait intervenir des moyennes de la fonction 
(sa transformée en ondelettes) et non pas ses valeurs ponctuelles; Notons aussi que la can­
cellation, la localisation spatiale et la régularité des ondelettes permettent de caractériser 
les singularités ponctuelles d'un signal via la décroissance de sa transformée en ondelettes 
au voisinage du point. Ainsi, à priori, l'analyse par ondelettes est (comme nous le verrons 
dans cette thèse) l'outil le plus adapté à l'étude multifractale des signaux. 

La plupart des signaux multifractals sont grossièrement des fonctions dont le graphe 
est localement une contraction du graphe complet, à une erreur près; plus précisément ce 
sont des fonctions satisfaisant des équations fonctionnelles de type 

d 

f (x ) = ^ A i F ( 5 - 1 ( x ) ) + g ( x ) 

avec des |A¿| < 1 et 5, des contractions dans un domaine borné fi. On parle alors de 
fonctions autosimilaires. Pour l'instant, du côté théorique, la fonction ip qui intervient 
dans la construction des ondelettes et des fonctions historiques comme celles de Polya (cf 
[36]) et de Rham (ou Cesaro) (cf ¡5] et ¡47]) sont autosimilaires; du côté appliqué, certains 
physiciens estiment que la turbulence présente certaines autosimilarités (au moins en un 
sens statistique). 

Nous nous intéressons à deux problèmes principaux : l'analyse multifractale des fonc­
tions autosimilaires et l'étude de la validité du formalisme multifractal. Notons que des cas 
particuliers ont été déjà étudiés : Arneodo et al pour les primitives des mesures de probabi­
lités invariantes sur fi —]0,1[ avec la condition de séparation dite forte: "Sj(fi) í~l5¿(fi) = 0 
pour i T¿ j " (cf [3]); Daubechies et Lagarias (cf [24]) pour une certaine famille de fonctions 

d'échelle <p{x) = Y^n=Qcn^x ~ n ) a v e c co = ß> c i = \ + ß, c2 = 1 - ß, es = \ - ß et 
1/2 < ß < 3/4; et Jaffard (cf [33]) pour les exposants de Holder inférieurs à la régularité 
globale de g, quand les Si sont des similitudes (donc en quelque sorte linéaires) et véri­
fient la condition de séparation: ''S¿(fi) fî Sj(fi) = 0 pour i 4- j " st g est régulière et bien 
localisée. 

Nous nous proposons dans cette thèse d'étudier la multifraetalité et la validité du for­
malisme multifractal pour les fonctions autosimilaires dans le cas où telles restrictions ne 
seront plus satisfaites. Le plan de cette thèse est le suivant: 

Le premier chapitre contient les diverses notions mathématiques essentielles dans notre 
étude et montre comment les ondelettes interviennent tout naturellement pour extraire ces 
informations locales et globales à la fois en temps et en fréquence. 

Dans le second chapitre, nous généralisons les résultats de Jaffard dans le cas où les Si 
sont des contractions monodimensionnelles non linéaires et en 2 dimensions quand les Si 
sont des fonctions analytiques de z = x + iy (cf [7]) : l'estimation, partout, de la taille de la 
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transformée en ondelettes Ca,b de la fonction autosimilaire F permet de déterminer exac­
tement la régularité de F en tout point. Ainsi les ensembles de singularités Ea sont bien 
caractérisés. Pour calculer leurs dimensions, donc le spectre des singularités, on construit 
sur ces ensembles une certaine famille de mesures de probabilités invariantes ayant cer­
taines propriétés de "scaling locaux". Ces propriétés permettent de majorer le spectre; de 
plus l'une de ces mesures fournit la bonne minoration. On montre ainsi que ces fonctions 
sont multifractales. L'estimation de la taille de Ca¿ permet également de calculer exacte­
ment la fonction r/(p) et enfin on prouve que le spectre des singularités correspond bien 
à la transformée de Legendre de r¡(p) — m, ou de ((p) — m, m = 1 pour les contractions 
monodimensionneîles, 2 pour les contractions analytiques de z — x + iy. 
Localement nos contractions sont dans un certain sens (précisé dans le Lemme 1 du cha­
pitre 2) "presque linéaires" lorsque qu'on est en 1 dimension, et contractent presque de 
la même façon en 2 dimensions. Ainsi, grâce à des procédés bien adaptés à l'analyse par 
ondelettes, le travail reprendra certaines techniques développées dans (cf [33]). 

Le troisième chapitre sera consacré à l'étude des fonctions autosimilaires de Rm, m > 2, 
avec des contractions non homogènes, c'est à dire des Si qui contractent de façons diffé­
rentes selon chaque direction. En prenant des modèles bien précis (cf [6]), nous montrerons 
que contrairement aux fonctions r¡{p) et (,{p), le spectre des singularités d(a) dépend de la 
disposition géométrique des 5¿(0); ces modèles sont multifractals mais le formalisme multi-
fractal échoue. On se propose alors de le reformuler afin qu'il soit compatible avec ce genre 
d'anisotropie. En pratique, la transformée en ondelettes classique, qui est homogène en 
fréquence ne parvient pas à détecter les singularités des séries non homogènes, et sera rem­
placée par une transformée en ondelettes ayant la même anisotropie que celle des fonctions 
autosimiiaires. Ces ondelettes ont été déjà utilisées par Calderón et Torchinsky (cf [12] et 
[13]), Folland et Stein (cf [29]) afin de caractériser les espaces W(R m ) non homogènes. En 
faisant des modifications analogues pour les notions mathématiques qui apparaissent dans 
le formalisme multifractal, nous fournirons les bonnes caractérisations pour les nouvelles 
singularités, nous déterminerons le spectre des singularités qui convient pour une famille 
plus large de fonctions autosimilaires non homogènes et enfin nous prouverons la validité 
du nouveau formalisme. 

Le quatrième chapitre fera l'objet de l'extension des résultats obtenus par Daubechies 
et Lagarias (cf [24]) à une classe plus large de fonctions d'échelle <p(x) = 5^n=ocn(^(^x~*n)' 
Dans [24], les c„ vérifient X!n=o c n ( ~ l ) n n ' ~ 0 P o u r / = 0 , . . . , L avec L = N — 2, alors que 
le filtre de nos fonctions a moins de règles de somme, on a en fait L < N — 2. Ces fonc­
tions sont autosimilaires avec des contractions ne respectant pas la condition de séparation 
(c'est à dire que les Sn(fl) se recouvrent). On prouvera aussi qu'aux points rationnels, ces 
fonctions manifestent des comportements oscillatoires que l'on qualifie de chirps logarith­
miques. Enfin, nous vérifions que la fonction de de Rham (ou Cesaro) se ramène à une 
fonction autosimilaire avec une fonction d'erreur g discontinue et nous fournirons une mé­
thode différente de celle de Meyer (cf [47]) pour montrer sa multifractalité et le formalisme 
multifractal. 

Nous nous proposons dans le cinquième chapitre de ce mémoire d'étudier la multifrac­
talité et la validité du fomalisme multifractal pour les exposants de Holder supérieurs à 
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la régularité uniforme de la fonction d'erreur g. L'exemple de la fonction de de Rham est 
un cas résolu dans le chapitre 4. Mais en prenant les deux contractions affines qui trans­
forment l'intervalle [0,1] en [0,1/2] respectivement [1/2,1] et g égale à la fonction A(x) de 
la base de Schauder, nous montrerons que les fonctions autosimilaires qui en découlent ré­
vèlent plusieurs changements au niveau de l'aspect multifractal et la validité du formalisme 
multifractal. 
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Chapitre 1 

Analyse Multifractale et Formalisme 
Multifractal 

Suite à des études expérimentales, les physiciens ont mis en évidence l'existence de 
phénomènes d'intermittence interne (ou intermittence de dissipation) dans la turbulence 
pleinement développée, et ont eu l'idée d'interpréter ces structures en terme d'une hiérarchie 
de singularités portées par des ensembles fractals ayant des dimensions différentes. La 
détermination des singularités est dite analyse multifractale et le calcul des dimensions des 
ensembles des singularités donne le spectre des singularités. On peut trouver des résultats 
intéressants concernant l'analyse multifractale des mesures dans [11], [20], ¡28], [38], [41], 
[43], [44], [50], [51], [52], ¡53], [54]...; Nous rappèlerons et utiliserons ce formalisme dans le 
chapitre 4. Plus récemment, une analyse multifractale a été introduite pour les capacités 
de Choquet qui sont en fait des fonctions d'ensembles croissantes et régulières mais non 
additives (cf [40]). Ce dernier formalisme est très important dans le champ de l'analyse des 
images et surtout pour la détection des contours (cf [14]). 
En ce qui concerne les fonctions, des arguments heuristiques ont permis à des physiciens 
de relier ce spectre à des moyennes spatiales extraites de la vitesse de l'écoulement. Ces 
relations sont appelées Formalisme Multifractal. 

On se propose dans ce chapitre de rappeler ce formalisme ainsi que les diverses no­
tions mathématiques qui y apparaissent, à savoir la régularité Hölderienne ponctuelle, les 
ensembles des singularités, le spectre des singularités, les .//-modules de continuités, la 
transformée en ondelettes et les espaces de Besov. On précisera comment les ondelettes 
interviennent tout naturellement pour extraire ces informations locales et globales à la fois 
en temps et en fréquence. 

Soit xo un point de Rm et F une fonction définie au voisinage de XQ. Alors on cherche 
les exposants a tels qu'il existe un polynôme P de degré strictement inférieur à a, un 
voisinage de XQ et une constante C, tels que l'on ait 

\F(x) - P(x - x0)\ < C\x - x0\
a . (1-1) 

On dit alors que F est a-Hölderienne au point XQ et on note F € Ca(x(j). 
Remarquons que le polynôme P(x — XQ) correspond au développement en série de Taylor 
de F autour du point XQ jusqu'à l'ordre [a] (s'il existe), où [a] est la partie entière de a. 

Si \x - XQ\ < 1 et ß < a, on a |x - xo\a < | i — xof; donc F G Ca{xo) implique que 
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F S C^(xo) et cela explique la définition suivante. 

Définition 1 On définit l'exposant de Holder ponctuel a(xo) comme la borne supérieure 
des a pour lesquels (1.1) est vérifiée. O(XQ) est aussi dit la régularité Hólderienne ponctuelle 
de F en XQ, ou encore la singularité de F en XQ. 

On dit que F appartient à l'espace de Holder global Ca(Rm) si (1.1) est vraie pour 
tout x et XQ avec une constante C uniforme. 

La détermination de l'exposant de Holder ponctuel fournit une information importante 
sur le comportement local de la fonction F: Cet exposant peut être très régulier comme 
pour la fonction de Weierstrass ^a"cos7r6nx, 0 < a < 1. b > 1 et ab > 1, les escaliers 
du diable, ou le Brownien qui conduisent à a(x) égale à une constante pour tout x; ou au 
contraire très irrégulier; dans ce dernier cas, on peut s'intéresser à la "taille" des ensembles 
des points ayant un exposant de Holder donné. 

Définition 2 Le spectre des singularités de la fonction F est l'application qui à tout a 
fixé associe la dimension de Hausdorff de l'ensemble Ea des points x où a(x) = a (dit 
ensemble des singularités). 

La dimension de Hausdorff permet de définir la dimension des ensembles de mesure (de 
Lebesgue) nulle. Soit E C Rm un ensemble non vide (par convention, la dimension de 
Hausdorff de l'ensemble vide est égale à — ce); Pour tout e > 0 on considère tous les 
recouvrements dénombra bles de E par des boules B\,B2,...,Bn,... de diamètre inférieur 
à e. On considère alors Md¿{E) = inf{^Z^Li diam{Bn)

d}. la borne inférieure étant calculée 
sur ces recouvrements. Quand e tend vers 0. il y a de moins en moins de recouvrements et 
donc Md,e(E) S Md{E). 
On définit la d-mesure de Hausdorff de E par M¿(E). La dimension de Hausdorff de E est 

dH{E) = sup{d > 0 : Md(E) = oo} = inf{d > 0 : Md(E) = 0}. 

On la note aussi dimij(E) ou d(E). 
D'autres dimensions plus simples ont été introduites, mais donnent moins d'informa­

tions. Par exemple la dimension de capacité introduite par Kolmogorov (voir [39]) et définie 
par 

dc(E) - hmsup™——— 
€^o log 1/e 

où N((E) est le nombre de cubes d'un pavage Pt de Rm par des cubes de volume em, qui 
contiennent une partie de E, ne permet pas de distinguer entre un ensemble ouvert et sa 
fermeture. Ceci pose des problèmes. 

Si elle est bien définie mathématiquement, la dimension de Hausdorff est cependant 
difficile à calculer et se prête mal à des estimations numériques. Les physiciens ont alors 
essayé de relier le spectre des singularités à des quantités faisant intervenir des moyennes 
extraites du signal et numériquement plus stables. Des arguments heuristiques ont permis 
à Frisch et Parisi de proposer une formule qui relie le spectre d(a) à l'ordre de grandeur 
des ZAmodules de continuités 

/ \F{x + h)- F(x) \p dx ~ \h\^p) quand \h\ ^ 0 , (1.2) 
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c'est à dire 

La conjecture de Frisch et Parisi fournit le spectre pour les singularités comprises entre 0 
et 1 à partir d'une transformée de Legendre de ((p) — m 

d(a) = inf (ap — ({p) + m) . (1.4) 
p 

L'idée intuitive est la suivante: on décompose l'intégrale (1.2) successivement sur les dif­
férents ensembles des singularités Ea\ on utilise |/i|~^Q^ boules de diamètres inférieurs à 
\h\ pour recouvrir Ea. Ainsi la contribution de l'ensemble des singularités Ea à la valeur 
moyenne de \F(x + h)- F(x)\p est de l'ordre de grandeur de \h\~d^\h\aP\h\m c'est à dire 
|Ä|ap-d(o)+m_ Q u a n d |Äj t e n d 

vers 0, le terme dominant est celui dont l'exposant est le plus 
petit possible, ce qui conduit à 

((p) = inf(ap — d(a) + m) (1.5) 
Of 

et si le spectre d(a) est concave, la relation (1.4) en découle. 
Arneodo, Bacry et Muzy (cf [2]) ont remarqué que cette conjecture souffre de plusieurs 

limitations: si le signal étudié est assez régulier (par exemple C1), alors ({p) — p et ne 
tient pas compte des singularités qui peuvent exister dans les dérivées d'ordre supérieur. 
Ils ont alors proposé de remplacer ((p) par une quantité r){p) qui donne des estimations 
globales sur la transformée en ondelettes du signal 

/ \Ca<b(F)\p db ~ aiW quand a M- 0 ; (1.6) 

Cette estimation fournit le sup des exposants s tels que F appartient à l'espace de Besov 
Bp (Rm) dont la caractérisation par la transformée en ondelettes est donné par (cf [45]) 

/ 
\Cab{F)\pdb < Cas pour a assez petit. (1.7) 

J 

Ainsi 
•nip) = sup{s : F € ^ ( R " 1 ) } 

(1.8) 

- IiminioH+o — i^z • 

Définition 3 Soit xp une ondelette analysatrice. On appelle transformée d'ondelette d'une 
fonction F de L2(Rm) à l'échelle a > 0 et à ¡a position b g Rm la quantité 

Ca,b(F) = ~ i F{x)$(—) dx . (1.9) 
a V/R"* a 

L'ondelette analysatrice ip{x) (cf [45]) est une fonction assez régulière (par rapport à la 
fonction qu'on veut analyser), localisée (t/> est à décroissance rapide à l'infini ainsi que 
toutes ses dérivées supérieures) et oscillante (ip a assez de moments nuls). Cela veut dire 
que %f)(x) est bien localisée à la fois dans l'espace et dans l'espace de Fourier. 
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Arneodo et al proposent donc pour tout a positif la relation suivante 

d(a) =• inf (ap — r¡(p) + m) . (1.10) 
p 

Expliquons le rapport entre ((p) et r¡(p). Pour s > 0; s non entier, s = [s] + a avec [s] 
la partie entière de s; et p > 1, on note iP>p(Rm) l'espace de Nikol'skij des F € i7(Rm ) 
telles que pour tout multi-indice 7 tel que ¡7I = [5] et \h\ assez petit 

/ \d"<F{x + h)~ d'yF{x)\p dx < C\h\ap : (1.11) 

On considère 
C(p) = sup{s : F € H"™{Rm)} . 

Il est clair que pour p > 1 et ((p) < p, on a ({p) — Ç(p). D'autre part, grâce aux injections 

V e > 0 Hs+c'p(Rm) «-> ̂ ° ° ( R m ) -+ i îs~£ 'p(Rm) (1.12) 

pour p > 1 et s > 0 (cf [1]), on aura 

Ç(P)=V(P) p o u r p > l . (1.13) 

Ainsi, pour p > 1, si r)(p) < p (ou £(p) < p) alors ((p) = rç(p) et les formules (1.4) et (1.10) 
sont équivalentes pour 0 < a < 1. 

Si C(p) > p, alors (1.3) doit être modifiée comme suit pour qu'elle soit compatible avec 
(1.11): si elle est égale à p, on doit utiliser la même formule mais avec le gradient de F, et 
ainsi de suite jusqu'à ce que Ç(p) soit comprise entre deux entiers multipliés par p. Après 
ces modifications, la relation 

d(a) = inf (ap — £(p) + m) (1.14) 
p 

peut être vue comme une généralisation de la conjecture de Frisch et Parisi et coïncide 
exactement avec celle d'Arneodo et al, grâce à (1.13). 

La conjecture d'Arneodo et al est donc plus générale que celle de Frisch et Parisi. A 
priori elle fournit des résultats numériques plus stables parce qu'elle fait intervenir des 
moyennes de la fonction (sa transformée en ondelettes) et non pas ses valeurs ponctuelles 
qui peuvent être entachées d'erreurs. Mais le grand avantage est que comme la fonction 
rj(p), la régularité Hölderienne ponctuelle est aussi liée à la transformée en ondelettes. Ce 
dernier rapport fait intervenir la notion des espaces 2-microlocaux introduits pour étudier 
la propagation des singularités des solutions de certaines équations aux dérivées partielles 
non linéaires (cf [8] et [9]); Définissons ces espaces; 

Définition 4 Une distribution tempérée F appartient à l'espace 2-microlocal Ca,a (XQ) si 
pour 0 < a < 1 et \b — XQ\ < 1 

\Ca,b(F)\ < Ca« (l + ^ — ^ ) a - (1.15) 
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Cette définition (qui utilise la transformée en ondelette continue) ne dépend pas de la base 
d'ondelette choisie. 

Le théorème fondamental qui relie la régularité Hölderienne ponctuelle aux espaces 
2-microlocaux a été découvert par Jaffard (cf [34] ou [37j) et s'énonce comme suit 

Théorème 1 Soit ip une ondelette dans Cfe(Rm), localisée et dont les moments d'ordre 
inférieur à k s'annulent; Soit a < k. Alors on a 

- (i) Si F € Ca(x0), alors F € Ca~a(x0). 

- (ii) Si F € Ca'-a'{xQ) avec a' < a, alors F e Ca(xö). 

- (iii) Si F e Ca>~a(xQ) et F e C0(Rm) pour un ß > 0, alors il existe un polynôme P 
de degré au plus a, un voisinage de XQ et une constante C, tels que 

\F(x) - P(x - x0)\ < C\x - x0\
a log ( ü Z ~ J ) (1-16) 

(en particulier F 6 Ca~e(xa) Ve > 0). 

Pour comprendre comment les propriétés des ondelettes interviennent dans ce théorème, 
on va rappeler la preuve du point (i). Grâce à la cancellation de l'ondelette on a 

|Ca,6(F)| = ~ \ f {F(x)-P{X-x0))1,(—)dx\ 

I f T — h 
< c\x-x0\

a H>(~-~)\dx, 
am J a 

en utilisant la localisation de l'ondelette, on majore le dernier terme par 

<C(aa + \b-x0\
a). 

Pour la preuve des points (ii) et (iii), on n'utilise que la régularité et la localisation de 
l'ondelette et des estimations sur les termes W(a,x)(F) (et leurs dérivées supérieures) qui 
apparaissent dans la formule de reconstruction 

F(x) = C* [ [ Ca,b(F)^(^)db^ 
JaXiJbeK.™ \ a / a 

= C* I W(a,x)(F) - | L 
Ja>0 a 

où Cy¡, est une constante ne dépendant que de l'ondelette %¡>. Cette remarque sera d'une 
importance capitale lorsque l'objet à analyser sera une série engendrée par une fonction 
régulière et localisée mais n'ayant pas de moments nuls. 
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Nous venons de voir que la transformée en ondelette permet pour un signal, d'extraire 
des informations locales et globales : 

- En supposant que le signal F ait une certaine régularité globale positive, les points 
(i) et (iii) donnent la valeur exacte de l'exposant de Holder ponctuel a(xo) 

a(xo) = sup{a : F € Ca ' - Q(xo)} 

(1.17) 
= s u p { a : |Ca ,6(F) |< Ca« ( l + i ^ ) " } 

- La transformée en ondelette caractérise aussi certaines "normes" fonctionnelles comme 
la fonction r¡{p) pour les espaces de Besov (ou £(p) pour les espaces de Nikoî'skij). 

Donc à priori, l'analyse par ondelettes est l'outil idéal pour l'analyse multifractale. 
Signalons que les fonctions £(p) et r¡(p) peuvent être étendues aux p compris entre 0 et 

1; La moyenne qui figure dans (1.11) a un sens pour 0 < p < 1 et d'autre part la propriété 
(1.7) pour 0 < p < 1 caractérise les espaces de Besov-Hardy. Signalons aussi que les critères 
portant sur la décomposition continue en ondelettes se traduisent sans modification (avec 
toujours a < k dans le Théorème 1) sur les coefficients "discrets" Cj^ en prenant a = 2~J 

etb = k2~i. 
Maintenant, le formalisme multifractai est la propriété qui fournit le spectre des singu­

larités à partir des formules (équivalentes) suivantes 

d(a) = inf(ap — £(p) + m) pour a < 1 ; d(a) = inf(ap — £{p) + m) (1.18) 

et 
d{a) = inf(ap — r){p) + m) , (1.19) 

En général, le formalisme multifractai n'est pas vrai; En utilisant les critères de ré­
gularité ponctuelle et la caractérisation de r\(p) par les coefficients d'ondelettes, Jaffard a 
construit deux séries d'ondelettes ayant la même fonction r?(p) mais des spectres des sin­
gularités différents (cf [32]). Ceci prouve que la fonction r¡{p) ne contient pas assez d'infor­
mation pour déterminer le spectre des singularités. Cependant si la condition r¡(p) > m Vp 
est satisfaite alors on a d(a) < inf(ap — r¡(p) + m) (cf [32]). 

Ainsi le problème de la validité du formalisme multifractai n'est pas trivial, on doit 
donc chercher des hypothèses convenables sur le signal à partir desquelles le spectre des 
singularités peut être calculé grâce au formalisme précédent. 
Les fonctions autosimilaires constituent une classe de fonctions pour laquelle ce problème 
est non seulement très intéressant mais en plus accessible : d'une part ces fonctions s'ex­
priment explicitement sous la forme de séries "semblables" aux séries d'ondelettes; ceci 
facilite en quelque sorte le calcul de l'exposant de Holder ponctuel a(x) et de la fonction 
T¡(p); d'autre part, ces fonctions sont définies à partir d'une analogie avec les ensembles (dits 
autosimilaires) qui sont des unions finies de sous ensembles disjoints se déduisant par simi­
litudes contractantes, comme par exemple le Cantor triadique et la courbe de Von Koch; 
ces ensembles ont été très étudiés ainsi que les mesures qu'ils portent; ils interviennent 
dans la modélisation de nombreux phénomènes physiques (cf [2], [27], [31]); grâce à des 
propriétés de "scaling locaux" (cf [27]), ces mesures permettent un calcul plus simple pour 
les dimensions de Hausdorff des ensembles des singularités des fonctions autosimilaires. 
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Signalons enfin que ces dernières permettent de modéliser les structures turbulentes des 
écoulements. 
Voici la définition d'une fonction autosimilaire qui a été prise par Jaffard (cf [32]) 

Définition 5 Une fonction F : Rm -» R est autosimilaire (d'ordre k > 0) si: 

~ II existe un domaine borné O et des similitudes contractantes Si,... ,S,¡ (Si est le 
produit d'une isométrie par l'homothétie x M- ßiX où 0 < ßi < 1) vérifiant 

Si(Q) C Ü (1.20) 

Si(Ü) n Sj(Ü) = 9 si i^j. (1.21) 

- Il existe Ai,...,Ad tels que 0 < ¡A¿¡ < 1 Vi = l , . . . , d et une fonction g Ck et à 
décroissance rapide à l'infini ainsi que ses dérivées d'ordre au plus k tels que 

d 

F(x) = J2XiF^(^)) + 9(x). (1.22) 

- La fonction F n'est pas uniformément Ck dans un fermé non vide de il . 

L'autosimilarité décrite dans (1.22) s'interprète par le fait que le graphe de F est localement 
une contraction de son graphe complet, à une erreur régulière g près; Et Jaffard a prouvé 
la validité du formalisme multifractal pour cette classe de fonctions pour les exposants de 
Holder inférieurs à k (cf [33]). 

Notre but dans cette thèse est de faire l'analyse multifractale et d'étudier la validité du 
formalisme multifractal pour les fonctions "autosimilaires" dans le cas où telles hypothèses 
ne seront plus satisfaites. Dans le prochain chapitre, nous commençons par généraliser les 
résultats de Jaffard dans le cas où les Si sont des contractions monodimensionnelles non 
linéaires et en 2 dimensions quand les Si sont des contractions analytiques de la variable 
complexe z = x + iy. 
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Chapitre 2 

Formalisme Multifractal pour les 
Fonctions Autosimilaires Non 
Linéaires 

Résumé. On montre que le formalisme multifractal est vrai pour les fonctions autosi­
milaires associées à des contractions non-linéaires. L'idée fondamentale est que localement, 
ces contractions se comportent "presque comme" des similitudes. 

2.1 Introduction 

La validité du formalisme multifractal a été vérifiée pour les fonctions autosimilaires 
définies à la fin du premier chapitre (cf [33]). Chacune des contractions S¿ associées est une 
similitude, c'est à dire produit d'une isométrie par une homothétie x >-* /i,-x où 0 < /i¿ < 1, 
donc linéaire en quelque sorte. Dans ce chapitre, on se propose d'étudier le cas non linéaire. 
On va commencer par une extension très simple des résultats de Jaffard, puis on étudiera 
des cas beaucoup plus importants. 

Soit F : R —» R une fonction autosimilaire d'ordre k selon la définition 5 

d 

F(x)^^2\1F(S-1(x)) + g(x); (2.1) 
¿ = l 

Les Si sont donc des contractions affines, donc de la forme ß\x + o¿ avec ¿t¿ < 1. 
Soit <p une fonction bijective de R ayant des dérivées classiques continues bornées 

jusqu'à l'ordre k et telle qu'il existe une constante c > 0 telle que |<¡O'(ÍE)¡ > c V Ï É R (on 
dit alors que <p est un Cfc-difTéomorphisme de R); Supposons que 

„ ! ! ! ^ < 1 V I . W (2.2) 
înf <//(xj 

et posons 
Û-tp^iiï) ; Ti = (fi~1 oSiOip; 

g = g o tp et F — F o ¡p ; 
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Grâce à (2.2), les applications Tj sont alors des contractions non affines de R et vérifient 

Ti(Ù) C Ù 

et la condition de séparation 

Ti{Ù)r\Tj(Ùi) = Q si i¿j; 

g est Ck et est à décroissance rapide ainsi que ses dérivées d'ordre au plus k; 
F n'est pas uniformément Ck dans un fermé non vide de Û et satisfait l'équation 

d 

F W ^ ^ W ' W ) + 9(x); (2.3) 
i = l 

Donc F est "autosimilaire" sous l'action des contractions non affines T¿. 
Le Cfc-difféomorphisme ¡p conserve l'exposant de Holder ponctuel pour a < k parce que 
dans ce cas il y a une équivalence triviale entre F G Ca(xo) et F & Ca((p~l(xa)). Il 
s'ensuit que la fonction F a le même spectre des singularités que celui de F. D'autre part, 
les espaces de Besov sont stables par composition à droite par le difféomorphisme (p; on a 
en fait (cf [10], [56] et [57]) l'équivalence entre F <E Bp'p(R) et F € Bp'p(R) pour 0 < s < k. 
Ainsi la fonction rj(p) (respectivement ((p) et £(p)) est la même pour F et F. 
Il en résulte donc que le formalisme multifractal est aussi vrai pour la fonction F\ D'après 
[33], le spectre des singularités de la fonction "autosimilaire" F est donc concave, il est 
porté par l'intervalle [oimin,amax] avec 

• f l 0ëlA ' l t _ „ lQglAii 
(X-min — IUI ! 61 Qmai — SUp 

i=l,...,d log fr i=l,...,d log / i i 

et est égal à in f a (aa-r (o) ) pour a € {armn, ocmax}^ a < k; où T(O) est définie implicitement 

parE?=iMVr(a) = l-
í infla a- X(a)) 

0 
a 

a, 

Ce résultat se généralise sans aucune difficulté aux fonctions "autosimilaires" non li­
néaires en dimension supérieure construites comme auparavant. 

Maintenant, on peut poser la question suivante: quelles conditions doivent satisfaire 
des contractions non linéaires (i.e qui ne sont pas des similitudes) T¿ (i ~ l , . . . , d ) de 
Rm, vérifiant pour il un ouvert borné I¿(fi) C Ô et la condition de séparation, pour qu'il 
existe un Cfc-difféomorphisme <p sur Rm (notons que pour k = 1, il suffit de trouver <p 
uniformément bilipschitzienne sur Rm et "C^-difféomorphisme presque partout" dans le 
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sens que c'est un C^-difféomorphisme sur un ouvert de Rm de complémentaire négligeable 
pour la mesure de Lebesgue) et des similitudes contractantes S¿ de telle façon que l'on ait 

Ti = <p~l o Si o <p pour tous les i . 

Pour simplifier ce problème, on va supposer que Tj et T2 sont deux contractions non 
affines définies seulement sur / = [0,1], et vérifient T\(I) C i", T2(I) C / et la condition de 
séparation Ti(I) f]T2{I) = 0. Le sens de l'autosimilarité devient alors 

( ) ~ U ( x ) axtUj^Tjiil); { ' 

avec Çl =]0,1[. Ce sens correspond bien à l'autosimilarité décrite dans (1.22) pour le cas 
des similitudes lorsque g est à support compact dans Ù. De ce fait, on aura uniquement 
besoin des valeurs de la fonction g sur J, et l'hypothèse de la décroissance rapide de g à 
l'infini sera par contre remplacée par le fait que g devrait être à support compact dans I. 

La réponse (condition nécessaire et suffisante) à la question précédente pour k = 1 est 
fournie par la proposition suivante 

Proposition 1 On suppose que T\ et T2 sont de classe C1 et strictement monotones sur 
I. On pose 

h^ndO,!}) ; J2 = T2([0,lj) 

et 
r=/\(T1( ]O, l [ )UT20O> l [ ) ) ; 

S'il existe une constante C > 1 telle que pour tout x appartenant à l'intérieur (topologique) 
o 

de T que l'on note T, tout n € N et tout n-uplet (i\,... , in ) € { l ,2} n 

C~l\In\...\Iin\ < \(Ttlo...oTin)'(x}\ < C\Iil\...\Iin\ (2.5) 

(où \I{\ représente la longueur de Ii); alors il existe ¡p uniformément bilipschitzienne sur 
I et "C1 -difféomorphisme presque partout" sur I, et des similitudes contractantes Si telles 
que 

Tj = (p~x o Sj: o <p pour j = 1,2 . 

Preuve : 
Evidemment, la condition (2.5) est possible, il suffit pour cela de prendre l'exemple précé­
dent avec ¡ii ~ \Ii\). 
La preuve de cette proposition découle d'une construction géométrique et du théorème du 
point fixe. Sans perdre la généralité, on peut supposer que T\ et T2 sont strictement crois­
santes et que T\{\) < T2(0) (vu la condition de séparation). Pour construire les contrac­
tions affines S¿, on doit distinguer les quatre cas géométriques suivants: Ti(0) > 0 et 
T2(l) < 1 ;Ti(0) = 0 et T2(1) < 1 ;Ti(0) > 0 et T2(1) = 1 ;Ti(0) = 0 et T2(1) = 1. 
On se contente de donner la preuve pour le premier cas, les autres cas sont analogues. 

On pose ßi = |Ji| et ¿¿2 = \h\', et on prend ai et a2 tels que 

ai > 0 
H2 + 0.2 < 1 (2-6) 
/il + ai < a2 
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Tels ai et a2 existent : on munit le plan affine R des coordonnées (x, y) et on considère 
les droites D\, D-¿ et D3 d'équations respectives x = 0, y = 1 — ¿i2 et y — x + /xi; On pose 
A = Di n Z>2 = (0,1 - / i2), ß = A n D3 = (0, /ii) et C = D2 DD3 = (1 - m - H2,1 - A*2). 
L'ensemble des points (ai, 02) vérifiant le système (2.6) est l'union de l'intérieur du triangle 
plein (ABC) avec le segment ]B, C[. 

Maintenant les contractions affines 

Si(x) = ß\x + ai et 52(x) = /¿2x + a2 

vérifient pour O =]0,1[ 
Si(Q) C il et 5i(íl) n 52(ÎÎ) - 0 . 

Passons maintenant à la construction de la fonction bilipschitzienne cp; on va utiliser le 
théorème du point fixe; On considère une fonction W de classe C1 sur [0,1] telle que 

W(0) = 0 , W(l) = 1 ; (2.7) 

et 
f W(Ti(0)) = Si(W{0)) = ai 

Wffifl)) = Si(W(l)) = a i + z ü 
W'(T2(0)) = S2(W(0)) = a2 

t W{T2(\)) = S2(W(1)) = a2 + /i2. 

On suppose aussi qu'il existe une constante c > 1 telle que 

(2.8) 

c"1 < Wr'(x) < c Va; € [0,1] . (2.9) 

On pose 
£ = { / : [ 0 , l ] - 4 R ; / continue et / = W dans T} . 

E muni de la distance 
d(f,g) = sup \f(x)-g{x)\ 

x€[0,l] 

induite par C([0,1],R) est complet car il est fermé. E est aussi non vide. 
On définit un opérateur P sur E par 

<™-{2Öor 
si l e í 

1(ac))) si x £ l ¿ . 

P est bien défini grâce à (2.8). 
P est un opérateur contractant sur E; en effet si / et g appartiennent à E, on a pour 
X € T : 

\Pf(x)-Pg{x)\=Q 

et pour x € J¿ : 

|P/(X)-PS(X)| = wl/PT^N-irtirHs))! 
< /it d( / ,s) ; 

11 en résulte que 
d(Pf,Pg) < sup(¿ti,¿¿2) d{f,g) . 
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Donc, grâce au théorème du point fixe, il existe une unique fonction u) € E telle que 
Pu = uj. On a donc u — W dans T et u¡ = S{ o w o 7¿ sur chaque i¿. 

Si n G N et (ii,...,in) G {1,2}" alors pour x appartenant à l'intérieur (topologique) 
o 

de TJ! o . . . o Tï„(T) que l'on note Tu,...,»«, on a 

u{x) =ail + ß%lat2 + WiMt2o»s + • • • + Wi •••A»»„-i<1««+Wi • • •Mi»Wr((ï<l o . . . o T ^ ) " 1 ^ ) ) 

a? est donc de classe C dans Tii,...,i„ et y est strictement croissante. 
LU étant continue sur [0,1] donc par densité u> est une bijection bicontinue de [0,1]. 

Maintenant, dans chaque Th,...,in, on a 

¿{x) = VUTT O T w w y » ^ ' ( Œ i o - o T i , . ) - 1 ^ ) ) ? 
{Tn o . . .oT¿J' ( (T¿ 1 o . . .oT i „ ) Ha:)) 

Donc, grâce à la propriété (2.9) de la Proposition 1, on obtient 

c-lC~x < u/(x) < cC . 

o 
uj est donc uniformément bilipschitzienne dans chaque composante connexe de Th ,...,»„ j et 

o 

grâce à la bicontinuité, la croissance de u et la densité de l'union de tous les "trous" Tij. ....,»„ 
dans [0,1], on conclut que LÚ est uniformément bilipschitzienne dans [0,1]. 
Maintenant, La la fonction 95 = w convient pour la Proposition 1. 

On se propose dans ce qui suit d'étudier des fonctions autosimilaires associées à des 
contractions qui ne font pas partie du cas précédent. On montre que si les dérivées premières 
des contractions T\ et Ti sont majorées et minorées par des constantes comprises entre 0 
et 1, et si les dérivées secondes sont bornées, alors on a une relation qui "ressemble" à 
(2.5), dans laquelle le produit ¡/¿J... |/¿J sera remplacé par la longueur de l'intervalle 
Iii,...,in = Tix o... oTin(I) que l'on note T¿(/), ou encore la constante C sera remplacée par 
Cn et x prendra n'importe quelle valeur de [0,1]. Bien sûr, le difféomorphisme ip ne peut 
pas exister dans ce cas parce que Cn tend vers l'infini, mais en remarquant que localement 
la composition de ces contractions se comportent "presque" comme des similitudes et en 
supposant de plus que les dérivées d'ordre 3 , . . . , k + 1 des contractions T\ et T2 sont 
bornées, on parvient à faire l'analyse multifractale et montrer la validité du formalisme 
multifractal pour les fonctions "autosimilaires" associées grâce à des procédés bien adaptés 
à l'analyse par ondelettes, non seulement dans le cas monodimensionnel mais également 
en 2 dimensions lorsque ces contractions sont en plus C analytiques. 

Avant de passer aux hypothèses, il faut d'abord noter que contrairement au cadre linéaire 
(c'est à dire celui des similitudes contractantes), les contractions non-linéaires n'ont pas généra­
lement un sens sur Rm tout entier. Ainsi, on se restreindra à des contractions définies seulement 
sur un domaine borné O. De ce fait, on aura uniquement besoin des valeurs de la fonction g sur 
Û, et l'hypothèse de la décroissance rapide de g à l'infini sera par contre remplacée par le fait 
que g devrait être à support compact dans Ù, qui avec l'hpothèse que les Tj(Ù) soient inclus 
strictement dans Q, assurent une certaine régularité uniforme pour la fonction autosimilaire 
associée F. Le sens de l'autosimilarité correspond bien alors avec (2.4). 
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On suppose donc que les contractions T\ et T<i sont de classe Ck+l dans l'intervalle 
I = [0,1] (respectivement Ck+2 analytiques dans un ouvert borné il du plan complexe C) 
et satisfont : 

Tj(I)C ]0,1[ V j = 1,2 (2.10) 

T i ( / )nT 2 (J ) = 0 (2.11) 

- il existe des constantes %•> P e t C telles que 

0 < x < | ^ ( Î E ) | < P < 1 Vj = l,2 et xel (2.12) 

et 
¡ Tf\x) \<C V j = 1,2 ; i = 2 , . . . , Jfc + 1 et i e J (2.13) 

On suppose aussi que g est à support compact dans 2". On suppose enfin que F n'est pas 
uniformément Ck sur une certaine partie non vide et fermée de ]0,1[. 
Les conditions pour ie cas 2 dimensionne! sont identiques à celles du cas monodimensionnel 
(k -f 1 doit être remplacé par k + 2) et à partir de maintenant, les lettres x et I peuvent être 
remplacées par z et la fermeture de Í2, et ie long de ce chapitre, les résultats seront analogues 
pour les deux cas. Signalons aussi que le fait de ne prendre que deux contractions n'a aucun 
effet sur la suite, mais cela permet d'alléger les notations. 

Grâce à Hutchinson (cf [31]), il existe un unique compact non vide K tel que 

K = Ti(K)UT2{K). 

Pour i = (ii,... , Î „ ) S {1,2}", on note 7¿ l'intervalle T^ o . . . o T¿n(7). Alors on a 

K = {xel : ( T i l o . . . o T i n ) - 1 ( x ) e I i U / 2 , V (n , . . . ,iB) e {1,2}"} 
(X) 

= ndu>-
n= l ¡t]=n 

De la condition de séparation (2.11), il existe bijection n de {1,2}R dans Ä", donnée 
par 

7r ( ï i , . . . , î n , . . . ) = lim Th o . . . o Tin (t) 
W-i-OO 

00 

= H I(n,...,in) • 

La valeur de rr( t i , . . . , i n , . . . ) est indépendante de i, et on appelle la séquence (¿ i , . . . , ¿n,...) 
le code de 7r(¿i, . . . , ? „ , . . . ) . 

Dans la prochaine section, on va étudier l'existence et l'unicité de la solution l'équation 
(2.4), puis on caculera sa régularité uniforme. 

Dans la troisième section, on détermine l'exposant de Holder a{x) de F en tout point. 
Dans la quatrième section, on calcule le spectre des singularités. 
Finalement, dans la cinquième section, on prouve la validité du formalisme multifractal. 
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2.2 Existence, uniqueness and global Holder regularity 

We begin by the study of the existence and uniqueness for the solution of the equation 

,w_/yprw> + «w "'i1',., (2.14) 
I g(x) úx^Ii\JI2 

which by the convention F(T~1(x)) = 0 if x $. 1¿ coincide with the usual equation 

2 

F(x) = ¿Twrrl(x)) + g(x). (2.15) 

Let now 
Bj = {i : 2 - J <| Ii |< 2.2-J '} ; (2.16) 

. . . , . , log | At | log | A* | 
"min = lim ml ml - r - r and amax — limsup sup ¡-r-r , 

j->oo ¿6Bj log | h | j-400 i e B j - log ¡ i¿ | 

with A¿ = A¿! . . . Ain for i = (¿i, . . . , i„). 
We will prove the following theorem 

Theorem 1 The self similar equation (2.14) has a unique solution which is a bounded 
function supported in I and given by the series 

oo 

*"(*) = £ E A*,.-. A* ¡r ( T r i . . . ^ ( s ) ) . ( 2 1 7 ) 

n=0( i i , . . . , i n ) 

(where here by convention g{T~n .. .T~ (x)) = 0 if x ^ Iii,...,in-) 
If furthermore 0 < a m j n < k, then F € C a m i n _ s (R) , Ve > O (respectively F € 

C a - " - £ (R 2 ) Ve > OJ. 

Proof: 
Iterating (2.14), we obtain for x 6 Iji,...,jN, 

F(x) = ' ¿ A* . . . AiB 9 ( r r i o . . . o T ^ s ) ) + A,-, . . . XJN F ( ï r » o . . . o T~ V ) ) . 
71=0 

So, if x is in the "hole" Iju...,JN\(Ih,...,3N,i l U i i , . . . ^ ) , then l ^ o . . . o T r 1 ^ ) € I\(h\Jh) 
and thus F ^ - 1 o . . . o T~\x)) = g ^ " 1 o . . . o T " 1 ^ ) ) , hence 

AT 

F(x) = £ Xh • • • Aj. 5 ( r ^ 1 o . . . o 2 r i ( x ) ) . 

And finally, if a; € i i then 
oo 

F(x) = X : A i l ( l ) -.. A in(x) g (T-¡x)... T7¡x){x)) , 
n=0 
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where (*i(x),... ,in{x),...) is the code of x. 
Whence, F is weli defined and unique; bounded since |Ài| < 1 and |A2¡ < 1, supported in 
7, and satisfies (2.14). 
Remark that by the convention g(T~^ ...T~l(x)) = 0 if x £ Iilt...,in, we can write 

oo 
FW = Y, E K-'-KgiT-'.-.T-^x)) for any xeR; 

n=0(i1,...,t„) 

and %vith the convention Fföf1.. . T^^x) ) = 0 if x £ iti,...,*„> w e can also write for any 
integer AT: 

J V - l 

FW = E E kl...K9(T-1o...oT-Hx)) 
B S B 0 ( i l-- i- ) (2.18) 

+ £ A t l . . . A t N F ( ^ o . . . o ^ ) ) . 
( t i , . . . , i jv) 

The fundamental idea is that locally our non-linear contractions Tî can be uniformly 
approximated by similitudes in the following sense (see [50] and [53]): 

Lemma 1 There exists a constant D > 1 such that 

T>~l\h\~l< \(T~l)'{x)\ <V\h\-x V x G / ¡ , í G { l , 2 } n a n í i n e N 

where |J¿| denotes the diameter of lx and Ti = T^ o . . . o T¿„. 

Proof: 
We have 

| / ¿ | = sup \Ti{x)-Ti(y)\; 
x,yel 

Using the mean value theorem, we get 

\x - y\ inf \T>(u)\ < \Ti{x) - Tt(y)\ <\x-y\ sup |T/(u)|. 

Let 
m ^ i n f K i ; - 1 ) ' ^ ) ! and Mi = SMp\(Tr1)'{t)\ ; 

Then 
mí-\T¡(u)\ = M~l and sup \T¡{u)\ = m~l • 

Hence 
M " 1 | I ¡<| Ii |< m" 1 ! I \ . (2.19) 

For the complex case, we can assume that |Qj = 1. so in the two cases 

M~l <\ Ii \< m;1 . (2.20) 
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Let now 4> : h U h -+• R be the function defined by <f>(x) = log \{T~lY(x)\ for x € /,-. 
Thanks to the asumption (2.12) and the fact that T" and T!l are bounded, $ is uniformly 
Lipschitz on each Ir 

\T''{u)\ 
Let C,p be the uniform Lipschitz constant of <f> (C^ < maz j-1,2 supu € / . |rf, yi) aQd set 

JV-1 

n=0 j i |=n 

(with the convention 4>{Tfl(x}) = 0 if a; £ J¿). 
For x and y € I¡ with i = ( i i , . . . , ijv) 

JV'-l 

n=0 

n = 0 

- ^ E !Jin+l->Nl 
n = 0 

b U t ^ . . . . . í n j í 1 ) a n d ^T,1,...,^)^') b e l 0 Q g t 0 4.+1-..ÍN' S 0 

A T - 1 

5AT¿(S) - SN4>(y) \ < C^Y, PN~n (because of (2.12) ) 
n~Q 

< ~ — < CO. 
1-p 

Hence 

SN<f>(x) ~~ SN<p{y) ¡< - ™ ^ V JV e N*, | i |= JVandx,y G J¡ . (2.21) 

But 

N-l 

AT-1 

n = 0 
/N-l 

= ^ n i^wx)'^1,..,.-)^))! 
\n-0 

hence 

= logfliTf1)'^)!) 

Sjv^x) - S¿v¿(y) = log ^ - i y ^ • 
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Thus, since m| and M\ are reached, we deduce from (2.21) that 

— < e ^ . (2.22) 
m¡ 

Finally (2.20) and (2.22) imply Lemma 1 with V = e7^. 

As a consequence of Lemma 1 and the mean value theorem, we have the following 
Lemma (often called Distortion Lemma) 

Lemma 2 There exists a positif number V such that for any branchs i = (i\,... ,in) and 
J ~ U l i • • • ijm! 

V~l \Ii\\ I, \<\ lij \<-D\Ii\\Ij\, 

(with ij the branch (¿i,.. .,in,ji, • - • ,jm)-) 

Let us now prove that F is Cûm '"~e(R) for any e > 0. For that we will use the 
Littlewood-Paley characterization. 

We split F as a sum 

F(x) = J2FA*) where F^x) = £ \g{Tr\x)) , 
i>o ieBj 

(recall that B3 is defined by equation (2.16).) 

Let tp be a function in the Schwartz class such that 

^ ( 0 = 0 for U | < 1 and | Ç |> 8 

to = l for 2 < | £ | < 4 . 

Let i>i{x) = 2lip(2lx) , ÙJIJ = Fj * ipi and h^i = ((/ o T¿_1) * tp¡ . 
We recall that a function F belongs to Cr (R) if and only if 

I F*il/t(x) \<C2~Tl V i e R . 

We have 

Denote by Pk9x(h) the Taylor expansion of order k of g at x: 

Pkgx(h) = YJ
i-^rhq- (2-23) 

q<k 9 ' 

It follows from the cancellation and the localization of t/>, and the fact that g is supported 
in I that for x S J¿ 

IM*)I=2'| / {9(T-l(y))-Pk-i(9°Trl)x(y~x)) i>(2l(x-
Jii 

y)) dy\ 
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g being a Ck function, then 

I M * ) I < 2 ' ¡ml{x-y))\ ( s u p |(5 o T ; - 1 ) ^ ) ! ) \x~y\kdy. 

J \u€[x,y\ J 

We wiil use the following result 

Lemma 3 There exists a constant C > 0 such that 

|3 ; { , ) (x ) |<C| / i | V i € { l , 2 } n , n e N ; ¿ = 2,...,fc + l and xel, 

and 

| (Trl)W(x) \< C\U\~l V t 6 { l , 2 } " , n e K ; i = 2 , . . . , H l and x 6 J¿ . 

Proof: 
For ¿ = (¿i , . . . ,in) and x € / 

ri(x)=ril(Ti2,...,in{x))ri2(Th,...,in(x)) ...T'inJTln{x))T'tn{x) 

so 

!? ( * ) = T^Tl2_ln{x)). (T¡2_ín(x)f 
n - l 

^ ¿_^^h,...,iv-l\^ip,-,in\X))- •Hp(-*tp+ i , . . . , tn( :E)) • (-* ip+ 1 , . . . , i „(a ;)) 

+7;'1,...,in„1(îninW)-3tl(^) 

It follows from Lemma 1 that 

\T¡'{x)\ < C|/ t2,...,J2 

n— 1 

~*~ ZLi l-'Û.-.ip-ll • |M P J . I , . . . ,¿ „ | 

+C,¡J¿j,...!Ín_j¡ 

but 

n—1 n—1 

¿ ^ |-«ii,...,ip_li • |-»ip+l,...,inl ^ ¿ j ^ ' | - ' »1 , —,tp-ll • Uip\ • \*ip+l, — ,in\- l*»p+l i—,»n I 
p=2 p=2 

which by Lemma 2 will be bounded by 

n - l n ~ l 

£cMi....,d.iw-*.i ^ c\in,-,in\Y,pn~p 

p=2 p=2 

< C|Jii,...,»J ; 

hence 
|ï?'(*)l < C|7<| . 
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Now, for I = 3, 

Tf>{x) = T¡?(Tl2 tn(x)). e?L..,i»)3 

+K(Tia,...ttn(x)). 2TH2_in{x). T'i2 in(x) 

+ E TL-,iP-i Œ,,...,i» (*)) • ^ ,...*. ( s ) . %(Tlp+1_ln (x)). (T¡p+l_in (x))2 

n-1 

+ ¿~t »i.-..,ip-iv-^*p»->«ii(x)) • -̂ ip ( ï i p + i , . . , i n W ) • -%+ l l . . . . in ( ; E ) • (^¿p+1,...,¿n(a;)) 

n -1 

p=2 

+2t:,..^_!(^„{^))-nl(
a;)-ît^) 

+3Î1 , . . . , i .- l(r i .(*))-ïÎ ,3)(x); 

It follows that 

| ï f 0r)| < C|I¿2,...,J
3 

+ C\Ii2,...,Ín\ • \Ii2,-4n\ 
n - 1 

+ k / ._, |-'ti,...,ip_il • l-'ip,...,i„! • l-*ip+i)...,t„l 
p-2 

n - 1 

+ ^ , 2 _ ^ ¡•'¿i,-i»p-i! • M»p+i,..-,tn! 
p=2 

n - 1 

+ C" ¿_, l^*li—>»p-íl ' l-'tp+l,—.»ni 

p—2 

+C|/ti,...,t„_i¡ 

+C'H¿1 , . . . , Í„-II ; 

so we conclude that 
\TP(X)\ < C\h\ . 

Now, it is easily seen that this result holds for I > 4: remark that any YTpZl • • • *iH be 
bounded by ¡/¿j and that C does not depend on jt| because we can say that intuitively 
we have 8 indexes ¿i, (¿2,---,in), (h, •••,iP-i), (iP,---,in), ip, (iP+i,- •• ,*n), (¿i,--- ,%-i) 
and in. 

Now, let i G J¿; we have 

(T-iy(*)~T,{T-Hx)) 

so 
'll(rn-l/\\ (rr-l\l 

{T-'fix) =, Jrc^T1^))-^"1)^) 
(T^ -HZ) ) ) 2 

= -T?{T-\x)).{{T-l)'{x)f 
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thus, using the first part of Lemma 3 

\(T-l)"(x)\ < C\Ii\.\Ii\-* 

< c\h\-2. 

For I = 3; 

-vfCrrH*))- (T-l)"(x). ((T~1)'(X))2 

hence 

\(T~vf3Hx)\ < c\it\.\h\-' 
+c\h\.\ii\-

2.\ii\~
2 

\{T~^{x)\<C\k\S. 

The proof for I > 4 is similar, and C does not depend on i nor jtj. 

Lemma 1 implies that for i € Bj and u € Ij 

v~l23~l <p-1]/,!"1 < K T ; - 1 ) » ! <v\ii \~l<V2j. (2.24) 

Thanks to the second part of Lemma 3 and the fact that g is Ck and supported in i", 
we get 

\(goTri)W{u)\ < C\I%rk 

< C2kj ; 

Therefore 

| hitl(x) ¡< C2knl j \^{2l{x - y))\ \x - y\k dy . 

Hence for j < I 
| hij(x) |< C2kj2~kl . 

Whence, for j < I 

£ \hiji{x)\<C J2 I A* | 2*0-') . 
¿€B,:z6/ , i£Bj:x£li 

Lemma 4 Let x¿ = I¿(0); I> large enough and set Bj(x) — { i G Bj : | x — Xi |< L2 - J ' } . 
ÏYie cardinality of Bj (x) is bounded independently of x and j by CL (CL2 for the complex 
case). 

Proof: 
Thanks to the separation condition (2.11), we can suppose that the intervals /¿ for i G B¿(x) 
are disjoint and are all included in the interval of lenght ~ L2~~3, centered on x. Thus 

2~J cardBj(x) < CL2~j. 
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Hence Lemma 4. 
Using Lemma 4 and the fact that for x € li, \x — x¿| < C2 - J , we obtain for j < I 

Y I M * ) I < C(sup | Ai |)2*ü-') 

Thus 

£ Y ¡ Äit,(ar) | < C2~kl Y 2(-Q-"'+£+feW 
Q<j<li€Bj :xeh 0<j<l 

Now, if re 0 /¿; it follows from the localization and cancellation of X/J, that -0 = ty(k+1) 
where $ has fast decay so that 

U M ( * ) | = *2-lk+1)i\J(9°T-1f+1Hy)*(2!{x-y))dy\ 

< 2i2-ik+i)i [ 2(k+i)j CN , 
Jh (l + 2l\x-y\)* yi 

So since \x — y\ > dist(x,Ii) and j < I, then 

IM^)l<^(1 + 2 i Ä j r t ( a . i / i ) ) W 

but by argument similar to [33], we have for Ar large enough 

V I <c 
¿¿ (l + VdistixJi))"- ' 

hence as above, we get 

Y Y i M x ) i^ C2í-u™"»+e)¡. 

o<j<¡ ieBj-.x$ii 

On the other hand, for j > I, we have for any x € R 
|WIJ(ÍC)! < Csup|Fj(x)| 

< C sup ¡ A, | 
i€Bj 

thus 
Y ! WÍJ(Z) l< C2(-a™-+e>' . 

Whence for any e > 0 and x £ R 

I i7 * ^ I ( I ) |< C2-(Q"»"-e)' . (2.25) 
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And so F € Cö m i"_ e(R) for any e > 0. 

For the complex case, set z — x\ + ix>¿, with i2 = —1, T{(z) = Ui(xi,X2) + iVt{x\,X2) 
and t$>i{x\,X2) = (Ui(x,X2),Vi(x,x2))\ Since T{ is complex analytic then $¿ = (Ui,Vi) is 
C1 on R2 and has the properties that 

dXl Ui = dX2 Vi, dX2Ui = -dXl Vi (2.26) 

T¡{z) = dXlTi{z) = dXlUi(Xl,x2) + idXlVi(xux2) (2.27) 

and 
7?(*) = -idX2Ti(z) = -i(dxiUi(xx,x2) + id^ViixuXo)) ; (2.28) 

The same arguments give us 

E I M z ) 1̂  C2(-Qmi"+e)l , 

and 

3>l 

For Z £ fli, 

\hiyl(z)\=22l\ / <7(*r1 (y i .V2))^(2 ' ( (x1 ,x2 ) - (y1 > W ) ) )dy1dW | . 

It follows from the localization and cancellation of ip, that there exist (^ba)a well localized 
such that ip - I2Q6{I,2}*+2 ¿ ^ a i Hence 

1^(2)1 < 22!2-(*+2) i| ! Y. da(9o^-1)(yuy2)^(2l((xl7x2)~(y1,y2)))dy1dy2\ . 
Jtti ae{l,2}*+ï 

And by similar argument, we deduce that 

E E I M*) l< C72(-a-"-+e)' . 
0<j<l ieBjiziiii 

Whence F € Ca™~E(R2), We > 0. 
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2.3 Pointwise Holder regularity 

We will now compute the Holder regularity of F at every point. 

Proposi t ion 2 If x g K then F is Ck in a neighbourhood of x. 

Proof: 
Let XQ £ K; if XQ $ I then F = g = 0 in a neighbourhood of xc¡; 
If XQ € / then there exist N and i = (i\,...,i^) € {1,2}A such that XQ E Ii\Ui'e{i 2} ^»¿'i 

in this neighbourhood of ar0, F(x) = £ ¡ L o A*, • • • Ain g((T¿1 o . . . o T U " 1 ^ ) ) 6 C*(x). 

Now we give the value of the pointwise regularity a(x) for any point x of K. 

Theorem 2 Suppose that amin > 0. Let x G K and define 

i , ,. . f l og | \ i ( i ) - - - ^ n ( i ) l a m = limini —-—r~ — : 
n-^co \0g\Ih{x)...in{x)\ 

If a(x) < k then 
a(x) = a(x) ; (2.29) 

(this is the case for any x € K when a r a M < k). 

Proof: 
We divide the proof into two steps: 

2.3.1 U p p e r b o u n d for po in tw ise Ho lde r regu la r i t y 

We shall first prove the upper bound for a(x) using the wavelet transform size charac­
terization (the so-called two-microlocal condition) in Théorème 1 (i) of the first chapter. 

Let ip(x) be a wavelet, set 

i'a,b{x) = -i>( ) 
a a 

and let Ca¿(F) be the wavelet transform of F. From the functional equation (2.18) satisfied 
by F, we get 

N-i f f 

Ca,t(F) = E E M 4>aAt)9(TrHt))dt + E \i / ^a,b(t)F(T-l(t))dt 
n=0 |ij=:n Jli \i\=N !i 

thus 
N-i 

Ga,b{F) = E E A« í^a,b(Ti(t))9(t)T¡(t)dt 
" - 0 \i\=n J l 

E A¿ ítpa!b(Tdt))F(t)T¡(t)dt 
n=0|i|=n - ' (2.30) 

+ 
|i!=Ar 

To estimate the size of the wavelet transform, we will give asymptotic developments for 
the composition of a wavelet by a contraction T¿. These developments will be well adapted 
with the wavelet analysis. 



2.3. POINTWISE HOLDER REGULARITY 35 

Lemma 5 Let ip be an even real compactly supported wavelet with enough smoothness and 
vanishing moments. Let h G I¿ and 0 < a < \Ii\, then 

+ E E ^ ' ^ W ^ i y ^ - ^ W (2-31) 

iPatb(Ti(t)) - \{T-")'{b)\ 1>aHT~*ym\,T~*wM 

k-lk-l+p 

E E 
p=l l~2p 

where ^p^{t) =tl^(t) is a compactly supported wavelet; 

9i+-.+gP=i m ~ 1 

and (i?^'6)(i) ¿s a function supported in \ t — T~ (b) \< Ca\Ii\~l such that 

!(K',Í)(*)I < Ca*"1!/*!"* Vi (2.32) 

and 
\\{RÍ¿k

b)(t)\\L^m<Cak\Il\-
k-1 . (2,33) 

Proof: 
The support of ipa,b(Ti{t)) is given by | T¡(¿) — b \< C'a. Since b € J¿, then the mean 
value theorem and Lemma 1 imply that | t — T~l(b) \< Ca\Ii\"1 . 

For A; — 1, 

a \ a J 

1 ÍT¡(T-l(b))(t - TfHb)) + 0¡2)(\t - T~l{b)\2) ' 
a \ a 

where 
O H l * - ^ ~ W ) < l < - ? T W sup|r¿¡ 

which by Lemma 3 is bounded by Ca2\Ii\~K Thus 0¡2)(|í - 7;_1(^)i2) = Ofa2]!^1). 
Hence 

_ i ;»?m-w)(.-»r1w)') + ioji^ni-)) 
a \ a J a * 

where OÍ (u) < ¡ni sup l^'l; thus since ip is even then 

V«,6(3i(t)) = \(T-l)\b)\^a]{T-iymT-Hb)(t) + (ñ¡¿)(t) 
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with (ti¡¿,)(t) = Od/i!"1). And since (Ä^)(i) is supported in | í - T~l{b) \< Ca\Ii\~l, 
then 

Hence Lemma 5 for k = 1. 

Now, for k > 2 

- M* 
a \ a 

¿ i^CT-Hft)) (t - T-Hb))« + 0¡k+1)(\t - T-l(b)\k+1) 
0 = 1 

where Of+ I )( | i -1; -1(6)|*+1) < |i - 3V"1(i»)|fc+1 sup|i;(fc+1)| which by Lemma 3 is equal 
to 0(ak+1\li'rk). Thus 

1 , l A l 
TM3i(t)) = ^ £ E T ^ P T ^ » (* - ^ ( W + 0(afc|7¿r*) a \a^íi 

û ^ Î P ! W T - W ) a ¿—' o 
<j=2 H 

1 E Vi?)^_1(fe)) (* - ^ W + 0{ak\li\~k) 
a a (1-g=2 

where OÍ * (u) < \u\ sup |^'^|; 

Since ¡T^iT-Hb)) (t - Tr\b))<t\ < C\Ii\a*\Ii\-*, then 

k 

- Y ~T^HT~l(b)\ (t - Trl(b))i + 0{ak\li\-k) 

k 

< Ca\h\-1 

because o < j/¿|. Hence 

I pi*) 
1 * ^ 

- E ^\T-l(b)) it - T'\bW + 0{ak\h\-k) = -0(0*1^1"*) a 

= oio*-1!/*!-*) 
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Remark that 

k 

- Ê ^T¡q\T-l(b)) (t ~ T-\b)Y + 0(a*|J4|-*) 

iL 
adP 

+ 0{ak'l\li\'k) f^i-T^{T~Hb)){t-T~l{b)Y 

\~i E f{T^\Tr\b)){t-T^\b))qm + Oia^lir") aar *—* -*•-*• om! 
..,qp<k m~l w i 

E ft 2i«-)(2ri(6)) (t-T-y)^ 
Qrtf fn= l 

2<qi,...,qp<k m~l 

iL P 

aaP 
2<qi,...,qP<k 

q\+...+qp<k+p 

qi+...+qp>k+p 

+0(ak~l\lirk) 

and that for any 1 < p < k — 1 and any 2 < q\,.,. ,qp < k such that gi + . . . + qp > k + p, 

~ ft l̂ 'PT'W)! " ' ! ? " ' " s c i l n ftl-^W-' "Cm 

m = l m = l 

,1 1 < (7±_Lj/¿|Pa?l+-+9P|/j-(?l+-+9P) 

l í a 

qi + -..+qp-p 

< c 

Hence Vv>Ci(*)) is equal to 

p=l f l i=2p ^ V ° ^ i W / P - 2<gi,...,9p<* m = 1 «"»' 

+(K*)(*) 
qi + -+qP=l 

with (i?^6)(i) a function supported in | t—Ti
 l(b) |< Co|J¿| 1 and bounded by Cafc 1 | / j | fe, 

thus 

!i(<í)(í)i^(ii) < ̂ i / r * - 1 • 
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For p = 1 , . . . , k — 1 and 2p < l < k — 1 + p, set 

^ 0 ( í ) = tí^(p)(í) 

and 

AW)w-¿[(^-3)'wr !>«."*** n ^m)51( fe ) ) 

Hence (2.31) and 

qi+.-+qP=l m - i 

|AJ"'l)(6)|< Cl/il"-'-1. 
Whence Lemma 5. 

We will now show that we have similar result for the complex case; Let %p be a radial 
wavelet of R2 with compact support and enough smoothness and cancellation. Let b = 
b\ +162 S Q] and 0 < a < ¡Ojj and denote by 4>a,b(z) the function 

1 f(u,v) — (6i,62) ,
| , 

-'• ' ! for z = « + 1« ^a,i,(Z) = ^ (̂  

Set d = I ^ ô ) = di + id2i Í = (¿1,^2), £ = («,«) and let D$ j = 2?(17,-, l̂ -) be the 
differential of $ ; (recall that $j(x,y) = Tj(x + iy)), then 

^ ( r ) ( 2 ) ) = ^ ( » i t - . « ) - ( * • • * . ) ) 

_ 1 / * , ( { ) - » , « ) 
a-1 \ a 

1 /P*j(J).fé-¿) + O f (HC -¿|12)\ 
a2 I a J 

1 /£ * ; ( * ) • (£ -J )+ Q(fl2l"jl~1 A 
~~ a2 V V o J 

= ¿*(5MLilzi)) + (Jläi)W 

w i t h ( ü Í J ) ( z ) = 0 ( o - 1 j í í i r
1 ) , s o 

li(<l)WÜL.^)<^l^i"3-
It is easy to show that properties (2.26), (2.27) and (2.28) imply that 
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Thus, since ip is radial then 

ifiaMz)) - \(Tr*)'{b)\2 <PaKTfiymT-i{b)(z) + (Rtl)(z) . 

For k = 2, 

1 /D^ (J ) . (Ç-5 ) + 1/2 D2$ i(í).(C»¿)2 + O f (!|e~á¡|3)\ 
t M W ) - ¿2^r I 

where Of](M - ¿II3) < M - <J||3Bup||£>3*j|| = O(a3|0jj~2). Hence, 

+o(|%r2) 

where y ^ denotes the gradient of %¡> and (,} the inner product. 
Thanks to the fact that ip is radial, we obtain 

^ 6 (T , (z) ) = ^ ( ^ ^ ) 

+ 1 / 2 ¿ ^ ( í P T ^ W í ) ¿ ^ ( 5 ) . ( , - d 2 ) 2 

+o( |n i | -
2 ) . 

Hence the following Lemma 
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Lemma 6 Let ip be a radial wavelet of R2 with compact support and enough smoothness 
and cancellation. Let b = b\ +i&2 6 Oj and 0 < a < \ílj\ and denote by ipa,b(z) the function 

1 f{u,v) ~{biM)\ t 
fa,b{z) = - ^ I J for Z = U + IV. 

Then 

+ E E E ^ ' ^ ^ W ^ » « (2.34) 
a p I 

lüAere í/ie ̂ »^^'''(x) are compactly supported wavelets; and {RJa¡¡)(z) is a function supported 
in | 2 — T -1{6) |< Calf i j i - 1 suc/t iAa< 

|(/C{)(*)|<Ca*-a|íy-fc (2.35) 

and 
\W{k)(z)\\IA(p)<Cak\ili\-

k-3 . (2.36) 

Now, let, C^p¿ (F) be the t/^'^-wavelet transform of F. Using Lemma 5 and equation 
(2.30), the t/î-wavelet transform of F will satisfy the following equation 

¿ V ' - l 

Ca,b(F) = E E A > IPT'W)! C
aKT-^(b)i,T-H^Tl) 

n=0 ¡i|=n 

k-lk-l+p iV-1 

+E E «-' E £ * "¡"""M CSS-HWWOT) 
p= l ¡=2p n=0 |j|=n 

fe-lfc-1+p 

+E E °"> E M"0») ^-.mi,Tr,n("i) 
p = l ¿=2p |i|=JV 

(2.37) 

J V - l 

+ 
n=0 |t|=n 

E E A * í(K,b)
ík)(t)9(t)Tl(t)dt 

-1=0 \i\zzn 

Y,\ij(Ri,b)
ikHt)F(t)Tl(t)dt + 

H\=N 
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For the complex case, using Lemma 6, we get an equation similar to the previous one 
{\(T~l)!(b)\ will be replaced by KT;"1)'^)!2, T¡ by ¡I?!2 and the indexes (p,J) by the 

(a.P.O)-
Now, define 

Aj(x) — sup | Aj | 

and 
i 

Ljix) = J2 A/(x)2-/lü_í) with A > amax . 
l=i 

And let us first estimate the order of the magnitude of the A, for i € Bj. 

Lemma 7 

1 . m i n f l c 1 ^ = l i m i n f l o g A i ( ^ = H m i n f . n f logjA^ 
j-+oo ~J log 2 j-too "J log 2 ¿-+0O i£Bj(x) log I Ii | 

. log l-^ti(x) • • • ^*„(x)l 
= lim inf -

n~*oo log|J i l ía.)„ ÍB(T)¡ 

and Vx € R and i € Bj 

| Ai |< CLj(x)(l + 2j | x - Xi \ ) A . (2.38) 

Proof: 
Clearly because Lj(x) > Aj(x), it suffices to show that 

Hminf ^ • ( g
0

) > l i m i n f 1 P 8 . y g
0

) ; 
J-»«, - j log 2 ¿-+0O - j log 2 

this holds because 2~Al < Aj(x). Now, inequality (2.38) is trivial for i € Bj(x) because 
A¿ < A-j(x) < Lj(x). And for i $ Bj(x), let i be the largest subbranch such that ¡x — x¿| ~ 
\l:i\ and |Aj| < A/(a;) with Z such that |7j| ~ 2 - ' , (because all the \\j\ are < 1), so that 

|A¿! < Lj(x)^~\ < Lj{x)2A^ < Lj{x)(C2>\x - Xi\)
A 

Lj(X) 

hence Lemma 7. 
We are now ready to estimate the size of the wavelet transform near each point of K. 

We shall prove the following proposition: 

Proposi t ion 3 Let x 6 K, J 6 N large enough such that Aj(x) > ^Lj(x), then there 
exists a branch j° ~ (j°, • -., j°) in Bj(x), h € Ijo and a ~ 2~J such that 

\b - x\ < Ca 

and 
I Ca,b(F) |> CAj(x) . 
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Proof: 
Let j° be a branch of Bj(x) for which Aj(x) = sup i eB j(x j |A,| is reached (j° exists because 
of Lemma 4) and a ~ 2~J. 

We can write equation (2.37) differently 

j - i 

CaAF) = E E A* i ^ " 1 )» ! ^ I P T 1 ) ' « ! . ^ 1 « ^ (2-39) 

+ E A« K2*"1)'̂ )! ̂ i c r , - ^ » ^ - ^ M (2-40) 

k-lk-l+p J - l 

p= l ¿=2p j =0 teB j 

+ £ E »'"' £ * 4*>> ca5-mw-w(JP I i ) <2-42> 
p= l ¿=2p ¿€ßj 
J - l .. 

+ E E A > (K^)(t)g(t)T¡(t)dt (2.43) 
i = o ¿eBj ^ 

+ £ A¿ Í(Kfi)(t)nt)T¡(t)dt . (2.44) 

We will show that the wavelet transform of F is large near the branch j°. For that 
we shall first estimate the part of the term (2.40) corresponding to the branch i = j°: by 
asumption, F is not uniformly Ck on a non-empty closed subset K of ]0,1[; thus thanks to 
the characterization of the Holder regularity by the wavelet transform, there exist an -4 0, 
6„ G K and Cn -> +oo such that 

\Can,bn(F)\>Cna
k
n. (2.45) 

Take 6 = Tjo(bn) for n large enough and a = an\T'.0(bn)\; then 

a ~ 2~ ; 

I x - b \< \x - xj0\ + \xjO -b\< LTJ + \Ij0\ < C2~J < Ca 

and 

I C4V$n*)[??wW & Cna
k\(J^)'(b)\k . (2.46) 

On the other hand, 

1 Í (i-T-*l{b)\ 
l(^X)'(6)l I ̂ |(T-y(6)|,T-(b)(^o) 1= - \j * [^Ay^¡) F ^ TJ^)dt\ 
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with 

< q / i o | | i - r ^ 1 ( 6 ) | 

< C\T'f{T70\b))\ \t-T~0\b)\. 

Thus 

It follows from (2.46) and the fact that F is bounded and aKTZ1)1^)] ~ 1 that 

I C ^ J ' W I | C^-iy^j^^iFTjo) \> Cna
k\(T-Q

l)'(b)\k - C . 

Thus for n large enough 

M \{T^)'{b)\ \CaKT-íymT-oHb)(FT¡o)\ > tfAj(x) . (2.47) 

Now, let us estimate the righthand side of (2.39). For i € Bj (here we take i 6 Bj(b)) 
and 0 < j < J - 1 

IC^T1)»! ! ^tt|p;-i)'(6)i,7r1w^:z*) I 

Using the mean value theorem, the previous term will be bounded by 

\ MVT^WM)1 ( SUP \(9T¡)^(u)\]\t~T-\b)fdt; a J \a(Tt
 l)'(b)J \ue[t,T-i{b)] J 

It follows from the formula {gT¡){k\u) = £ j = 0 C £ g{k-q){») T¡q+l)(u), Lemmas 1 and 3 
and the fact that g has compact support, that \(gT¡)^(u)\ < C¡I¿|; so 
¡(T-'Yib)] | Cal{TrymT-i{b)(gT>) | is bounded by 

C / ^ (UliJM] | |f _ Tri(b)\kdt < Cak2ki . 
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Thus for 0 < j < J - 1 

E \Xi\\(Tri)'(b)\ |C7B | ( 7 . - iy ( 6 ) | i r- i ( 6 )OT)|<C J2 \^\akZkJ 

which by Lemma 4 and the second part of Lemma 7 will be bounded by Cak2k^Lj(b). 
Therefore, it follows from the first part of Lemma 7 and the asumption a(x) < k, that 

E E |Ai| \(T^Y(b)\ \Cal(TriymTrl{b)(gT>)\ < Cak £ 2<%(6) 
j<J-lieBj 3<J-1 

< Cak2kJLj{b) 

< CLj(b) (2.48) 

Consider now the term (2.40) (for which we exclude i — j°); since a\{T{
 l)'(b)\ ~ 1, 

F is bounded and the fact that we consider only the indexes i G Bj(b), then 

.g |Ai| IPTW)! \CaÁTrymT-Hb)(FT^ ï CL^ • (2-49) 

Let us now estimate the terms (2.41) and (2.42); thanks to the property \Af' '\ < 
| / i |P~' - 1

) the previous arguments give us 

E ' E ' " ' - ' E M M.W,WI ICÎS-WW-.W("Î)I 
p=l ¡=2p if-Bl 

k-lk-l+p 

p—1 ¿:=2p 

<CXj(&) 

and 

fc-lAi-l+p J - l 

E E »'-'E E M i4Mwi icSS-.miír.wtoií)i 
p=l ¡=2p j=0 i£Bj 

P = I ;=2P j=0ieBj-(6) 

fc-ifc-i+p j - i 

p=l ¿=2p ¿=0 

k-lk-l+p J-l 

^ C E E afc+*-pEL^)2i(fc+i~p) 

p=l ¡=2p j=0 
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k-l k-ï+p 

p=l i=2p 

< CLj(b) . 

On the other hand, since F is bounded, then 

k-ifc-i+p fc-ik-i+p 

E E «'̂ IVI I^WI l^ywi.T-.V»)«^)' * C E E ^A j ( .K -^a 
p=l Z=2p J J p-i ¿_2p 

< CAj(x) . 

For the term (2.43), we bound it by 

Ë E M [\(Kim\\Tm\dt 
j=0içBj(b) 

<cJ2 E lA.MK<t)WIÎ (R)2-J 

j=0ieß^{6) 

which by (2.33) and Lemma 7 will be bounded by 
j - i 

C £ Li(&)a*2(*+1fc'2"-' < CLj(fe) . 
j=o 

For the term (2.44), we use the boundedness of F to estimate it by 

C J2 |Ai|afc2^+1)J2~J < CLj(b) . 
i£Bj(b) 

From the previous estimations, we get 

| Ca,b{F) - Xf \(T/Y(b)\ Cal{T1>Yib%T-l{b)(FT>0) |< CLj(b) . 
J J 

Choose Cn large enough, then (2.47) yields 

\CaAF)\ > \ M \(T^)'(b)\ | CaKT~lYmT-i(b)(Frj0) \ . (2.50) 

Whence (2.47) and (2.50) yield Proposition 3. And thanks to Théorème 1 (i) of the 
first chapter, this Propsition yiels the upper bound for the Holder exponent. 

2.3.2 Lower bound for pointwise Holder regulari ty 

Using definition (1.1), we will show the lower bound for the Holder exponent a(x). 
Let x € K; for ß < a(x), define 

00 

PmFx(h) = £ ]T kPm(goTr%(h) ; 
3=0 i€Bj 
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as in (2.23). Thanks to Lemmas 3 and 4 
Où 

\P[ß]Fx{h)\<YJL3{x)2^ 
j=o 

and since ß < a(x), then the first part of Lemma 7 implies that PFx(h) converges. 
Let J such that 2~J < \h\ < 2 .2 _ J and let JV be the largest integer such that x + h € 

^i(x),.-,tjv(i)- S o \h\ = \x + h-x\ < jl^x),,..,^^)! and x + h g JÍJ(I)!...)¿,1V(X),¿/V+I(I); 

Now, remark that if {I — H)i, (m — H)i and (r — H)i denote the left, middle and right 
"holes" in /¿, i.e. 

Ii = (l- H)i U Ii,x U (m - ff)i U /¿,2 U (r - H"^ 
then it follows by argument similar to the one given in the proof of Lemma 1 that Vv € 
{f, m,r} ,xe(v-H)i ,i£ {1,2}n and n € N 

D- 1 J (v - ff)i r 1 ^ \(T-l)'(x)\ <V\{v- H)i I"1 ; 

Thus, Lemma 1 yields that 

\{v-H)i\>V-2\Ii\ V«e { / ,m , r } ,¿ € { l ,2} nandn 6 N ; (2.51) 

Now, it follows from (2.10) that ]A| > |(f - ÍÍ)Í1(X) !...,¿JY{IJ,Í^+1(I)! if / i < 0, and 
¡/ij >j (r - H),-1(a;),...,iAr(i),iw+1(i) | if /i > 0; Thus, using (2.51), we obtain 

\h\ > V |/j i( I),...,iJV( I),iw+1(x)! 

so 

\h\ > T>~ V~ |/j1( I),...)jAr{i)||/i /V+1(X)| 

> 2>_3xl^1(i),...,iN(i)! • 

Hence if J ' is such that 2~J < |ii1(x),...,tN(x)l < 2 .2 - - / , then J ' —J < C, with Ĝ  a constant. 
Now, we can write 

F(X+h)~ pmFx(h) = 53 E A* i ^ c * + Ä ) ) - %](9 o3;_1)x(ft)) 

{¿eBj, : i£ / i } 

For each j of the series of the first term, there is a finite terms (because of Lemma 4), thus 
if jo is such that Lj(x) < 2~^W2)~e) for all j > jo, then using the mean value theorem and 
Lemma 3, the first term will be bounded by 

cJ2Lj{x)\h\w+ww+» < c\hji«+1 Y.H^m+1) 

j<J' J<JO 

+C\h\W+l J2 2-«2J'^+1) 
3o<j<J' 

< C\h\W+l + c\h\W+l2-ßJ'2J'Wl+D 

< C\hf 
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because J ' — J < C. 
It follows from the fact that F is bounded that the second term is bounded by CAj> (x), 

so by C2~J (@~^ ( because of the first part of Lemma 7), hence by C\h\@~e. 

The third term is bounded by 

E E iA¿ iEi*r« ih\< < E £ J ( * ) E 2 ° ' ^ 
j>J>i£Bj(x) 9=0 ¿>J ' 9=0 

< C E 2 - « 2 ^ 2 - M J 

<C\hf 

The proof of Theorem 2 is now achieved. 

2.4 Computation of the spectrum of singularities 

To determine the spectrum of singularities, we will construct special probability mea­
sures supported by the sets of singularities, and then use the following Lemma (see [27]): 

Lemma 8 Let A4s be the Hausdorff measure of dimension s andB(x,r) the ball of diameter 
2r centered on x. Let v be a probability measure on Rm , A C Rm and C such that 0 < C < 
oo 

I / l imsup* / ( g ^ , r ) ) <C \/x<EA thenM,{A)>^. 
r-»0 r 

If limsup " ( B f r ' r » . > C \/x€A then MS(A) < £ . 
r-K) r" 

Let. ¡i be the probability measure on [0,1] which associates the weight | A^...^ | A _ n 

(with A = |Ai[ + ¡A2I) for each interval hx...in • This measure is supported by K and satisfies 

~ {A\) There exists a constant C > 1 such that for any branchs % = ( t i , . . . , i j ) and 

3 = Uif-Jp) 

C~1fi(Iil...i,)fi{Ij1...jp) < ß(Ii1...iijl...jP) < CfM(Ii1...i,)li(Ijl...jp) (tere C = 1) 

We will denote the previous property by p(Ii¿) « ß{Ii) ß(Ij)-

On the other hand, we have 

- (A2) 
I lij l~l h II Ij I (because of the Distortion Lemma) 

and 

- (A3) 

lim sup - log I sup [ li \ J < 0 . 
n->oc n \\i\=n J 
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By subadditivity argument, Brown, Michon and Peyrière (see [11], [49] and [52]); Col­
let, Lebowitz and Porzio (see [20]) proved that asumptions (.Ai) and (A2) imply that 

the sequence Cn{x,y) := ^ log (£ i j | - n M-^ ) x + 1 I U \~y) û a s a finite limit C(x,y) for any 

(x,y) G R2, that C(x,y) is C2 and D2C(.,.) ^ 0. It results that the sequence 

C„(x,y):=^log( 2 |A i | a 

\\i\=n 

|X+1 I T. 
-»t 

goes to 
C(x, y) := C(a:, y) + (x + 1) log A 

for any (x,y) G R2, besides C(x,y) is C2 and D2C{.,.) ^ 0 on R2. 
Consider the set A — {(x,y) € R2 : C(x,y) < 0}. A is not empty because of (.A3). On 

the other hand, since C(x.y) is convex, nonincreasing as a function of x (because the \Xj\ 
are < 1) and nondecreasing as a function of y, the set A, if it contains a point (a, b), also 
contains the whole quadrant {(a + x,b — y) : x > 0 and y > 0}. It results that there exists 
a function ip ; R -> R nondecreasing and concave (thus almost everywhere differentiable) 
such that the interior of A is identical to the set {(x,y) G R2 : y < <p{x — 0)}. Moreover, 
C(£, <£>(£)) = 0,V£ G R. Thus the implicit function theorem yields that for £ such that 
D2C{t,v{t)) ¿0, ip is CK 

In [49], Michon proved that for every (x,y) G R2, there exists a probability measure 
fj,Xyy on the tree {1,2}F such that for any branchs i and j : 

/**,»(», ¿) ~ Mx.yW flx,y(j) (2.52) 

and 

Ml,y(i) « M/*)**1 I /i I"" e-l^^-") . (2.53) 

Thanks to the bijection n between the tree {1,2}N and K, denote by ßX}V the associated 
probability measure supported in K. Hence for any branchs i and j 

ßx,y{Iij) « ßxA^ßxM) (2-54) 

and 
ßx,y(h) « \Xi\x+1 I Ii rv e-N^*.») . (2.55) 

This measure is called a Gibbs measure and was studied by Rand (see [53]). The Gibbs 
measure will be used in Lemma 8 in order to compute the Hausdorff dimension of the sets 
of singularities for our selfsimilar function F. 

Proposi t ion 4 Let a < k and d(a) be the Hausdorff dimension of the set Ea of points 
x where a(x) = a; Then d(a) is concave, equals to —00 outside [otmim&max], and on this 
interval for a — ip'{q) (hence a-a a G [otmím®max]) 

d{a) = inf (ap - <p(p - 1)) . 
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Proof: 
Let x € K such that a(x) = a , r > 0 , s > 0 , p e R and j such that 2"j <r< 2.2~J. 
We have 

ßP-i,vb-i)(B{x,r)) ^ ^ ßP-i,<p{p-i)(Ii) 
rs ~ 2-*, i j \s 

i e ß j ( i ) ' • 

~ sup —?-~-'-̂ g-~.—— (because the cardinality of Bj(x) < C) 

~ sup \Xi?\Ii\-^-^-s (because of (2.55) and the fact that C(t, <p{t)) = 0) . 

ieBj(x) 

Suppose that s > —<p{p — 1) 4- pa then Theorem 2 implies that 

,. £p-i,<pip-i) (-BO^r)) 
hm sup —— = +oo 

r-K) r5 

thus, using the second point of Lemma 8, we get Ms(E
a) — 0. 

Hence 
d(a) <ap- ip(p - 1), Vp G R 

so 
d(a) < inî{ap~<p(p-l)) . 

pel. 
And in order to prove Proposition 4, we have to find p such that ßp-it^(p.-i)(Ea) > 0. 
Using the same proof as in [52] pages 5 and 6, we can show that for a = (p'(p) and 

Ea = {xe[0,l[: lim J 2 l M = a } , 
n->oc l o g j / j j 

|t¡=n,a:e/, 

we have 
ßp-\,<p{p-l)(Ea) > 0 . 

Whence this result with the fact that Ea C Ea yield the desired proposition. 

2.5 Proof of the Multifractal Formalism 

We shall prove that 
d(a) = inf (ap — rj(p) + 1) 

where r¡(p) is the function defined in (1.8). To give the order of the magnitude of Tj(p), we 
have to estimate the size of the wavelet transform everywhere. For i = (¿ i , . . . , in), consider 

Ii(a) ~ Ii+] - o , c [ 

and 
Ci = hil ¿n - l ) ( a ) - ^(il,...,ín-l,*»)(°) • 

If ¿ G Bj and a <| J¿ | then \ /¿(a) |~| h | , j C¿ |<¡ 2¿ \ and inequalities (2.47) 
and (2.50) show that there exists a ~ 2~i and a point b of /¿(a) for which the order of 
magnitude of Catb(F) is Aj(b). 
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We can also deduce the following lemma from (2.18) and an argument similar to the 
proof of Proposition 3. 

Lemma 9 If i G Bj , a ~ | J¿ | and b G Ii{a) then \Ca>b{F)\ < CLj(b) . 
If a < | I¿ | and b G Q then \C*,b{F)\ < Cak\Ii\-kLj(b) . 

On the other hand, remark that 

^ r> — ̂  ñ 
ab a 

where Ca¡b is the wavelet transform due to ipt, and 

3_C'Q,6 = Co,6 H Cah da a a 

where Ca,b is the wavelet transform due to xrp'. 
We deduce that there exists an interval of lenght ~ a on which the order of magnitude 

of Ga¿(F) is Aj(b). Thus if we denote by Aj the interval [\2~i,2~i], then for each branch 
i G Bj there exists a ball of radius ~ 2~-7 in the time frequency half-space R+ x R, located 
near x¡ and in frequency in the interval Aj and where 

I Ca,b(F) \>C'\Xi\ . 

Lemma 9 and the previous remark yield 

C Y 2~2i|A¿|p < f \CaJ,{F)\*da db (2.56) 

< C Y 2-^lAil" + O I 2-i Y I 7* ! iA¿|"2-fc« ! J, |~fcp 

iefl> \ |ii|>2.2-.> 

<C2" £ 2"J'|Ai|P + 0 Y 1~kpi\Mp \ h \l~kp 

ieBj \ | / t |>2.2-J 

(2.57) 

where 0{.) is positive. 
We have 

o = c(p-i,v»(p-i))= um -iog\ Ywnur^-A 
\l»l=n / 

so we can write 

thus 

íogí^r^n/ir^Uoíi) 
\|ii=n / 

Y w i * rv<p"x)= eo(« 
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Define 
G(j) = £ |Atr I h I"*"-1) ; 

ieBj 

It follows from (2.12) that for t € Bj, 

log2 log2P log2 | logî> 
lo f fv - 1 loffv"1 I f ipo - 1 loe-« - 1 (2.58) 
l og * - 1 logX"1 logp"1 logp-

(where |i'| = n for i •= (t ' i , . . . ,t„)); Hence 

C"eo(^ < G(j) < C j e 0 ^ . (2.59) 

Therefore 

2~j J2 2~~j\\l\
p - 2-J'2-<1+*'ù'-1>W £ jAil^l/i!-^-1^ 

_ 2-J2-(i+v(p~i))i(j^) 

< Cjeo(J )2- , '2-(1+*' (p-1)W (2.60) 

and 
2~j ] T 2~j\xi\p > C'eoilJ}2~i2-{1+,p(p~1))j. (2.61) 

ieBj 

The term 

2~jO i ] T lA¿¡P2_fcpi ¡ U \X'kp ] (2-62) 
\¡/,!>2.2-í / 

is positive and bounded by 

C2-32-kpj J2 \^\p\ii\1~kp 

\I,\>2.2-i 

= C2-i2-k" Yl Y2 \*i\P\Ii\l~kp 

Kj -22- ! - 1 <¡ / ¡ |<2~ 1 

~ C2~-?2_fcp-? V^ 2~t(ï~kp+v(p~xÏÏ y™* IA¿¡p|I¿r'^p~1) 
l<}-2 2~ , - i< ] / i |<2-1 

i<i 

thus if ¥>(p - 1) + 1 < kp then (2.62) is bounded by Cje^h^1^?-1»^^. 
Hence 

C2-jeoiJ)2-(-l+vto-1M < f \Ca,b\
pdadb<Cj2~Jeo{1J)2-(l+vti>-1Vj . (2.63) 

J Aj xR 

For the complex case, if <p(p — 1) + 2 < kp then 

C,'2-'eo{i)2-(2+¥'ö'-1>fc" < / |CQifc|
pda db < Cj2^eo{J]2^2+^p-1^ . (2.64) 

J Aj xR2 
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and 

Whence the following proposition: 

Proposition 5 If <p(p — 1) + 1 < kp then n{p) = ip(p — 1) + 1. 
For the complex case, if <p(p — 1) + 2 < kp then r¡(p) — (p(p — 1) + 2, 

Proof: 
o(i) 

Using (2.63) and the fact that l im^oo —j~ = 0, we obtain 

limsupa- (1+** ( , '-1))eo( i5b ) / \Ca,b\
p db > C > 0 (2.65) 

lim s u p — ¡ — e 0 ( ^ } / \Cab\
pdb<C < +oo . (2.66) 

<w0 I log a | yR 

Finally we have the following Theorem: 

Theorem 3 Let (Tj) be a system of d contractions defined on a bounded open domain Q 
in a one dimensional line (respectively the complex plane C) and satisfying the asumptions 
(2.10), (2.11), (2.12) and (2.13). Let g be a Ck function supported in Ù and F be the 
unique (selfsimilar) function satisfying 

J \jF(Tfi{x)) + g(x) ifxETjiÜ) 
[) \g{x) tfxtUjTjitl); 

Suppose that ü¡m¿n > 0 and that there exists XQ £ O such that F ^ Ck(xo); then for 

xeK such that liminf„_»oo >¡>¿&Í*)"'A<''(*|1 < * 

a{x) = hminf • w M • 
n-+w log|íl i l ( l)... ÍB(z)| 

For a <k, a£ [am¿n, amax] 

d(a) = inf (ap — ip{p — 1)) . 

Set m — 1 for the one dimensional case and 2 for the complex case. If g is Ck then for p 
such that <p(p ~ 1) + m < kp, rf(p) = <p{p — 1) + m. 
Moreover, let po such that (p(po — 1) -f m = kpo and ato the value of the inverse Legendre 
transform of tp(p — 1) at po, then for a < k, a € [ctmin, ctmax] such that a = <p'(p — 1) and 
ct < QQ (thus a-a a < CXQ) 

d(a) = inf (ap — r¡(p) + m) = inf (ap — Ç(p) + m) . 

Whence the multifractal formalism is valid. 
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Chapitre 3 

Formalisme Multifractal pour les 
Fonctions Autosimilaires Non 
Isotropes 

Résumé On montre que le formalisme multifractal dépend des propriétés d'isotropie 
de l'autosimilarité. 

3.1 Introduction 

Dans le second chapitre, on a étendu la validité du formalisme multifractal pour des 
fonctions autosimilaires associées à certaines contractions non linéaires. En dimension 2, 
ces contractions contractent localement presque de la même façon. On se propose dans ce 
chapitre d'étudier des autosimilarités qui ne possèdent pas cette propriété. Nous montre­
rons que contrairement aux fonctions r?(p) et Ç(p), le spectre des singularités d(a) dépend 
de la disposition géométrique des Si(iî); que les fonctions autosimilaires associées sont 
multifractales mais le formalisme multifractal échoue. En pratique, la transformée en on-
delettes classique, qui est homogène en fréquence ne parvient pas à détecter les singularités 
des séries non homogènes, et sera remplacée par une transformée en ondelettes ayant la 
même anisotropie; La norme euclidienne utilisée dans la définition (1.1) de la régularité 
Hölderienne ponctuelle sera également remplacée par une "norme" (plus exactement une 
pseudo-norme) qui tient compte de l'anisotropie. En faisant des modifications analogues 
pour les notions mathématiques qui interviennent dans le formalisme multifractal, nous 
déterminerons le bon spectre et vérifierons la validité du nouveau formalisme multifractal. 
Le plan de ce chapitre est le suivant. 

Dans la prochaine section, on prouve l'existence et l'unicité de la solution de l'équation 
(1,22) pour les contractions non homogènes et on calcule sa régularité uniforme. 

Dans la troisième section, on signale que les relations entre les estimations de la taille de 
la transformée en ondelettes et la régularité Hölderienne ne sont pas compatibles avec les 
séries non homogènes; elles donnent en effet un minorant et un majorant qui sont différents. 
On se restreint alors à des modèles précis pour bien estimer les incréments de la fonction 
et déterminer ainsi la valeur exacte de l'exposant de Holder ponctuel. 

Dans la quatrième section, on calcule le spectre des singularités pour ces modèles et on 
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montre que contrairement aux fonctions autosimilaires homogènes, ce spectre dépend de 
la disposition géométrique des Sj(Sl). 

Dans la cinquième section, on calcule Ç(p) et T¡(p) et on prouve l'échec du formalisme 
multifractal. 

Dans la sixième section, on remplace la norme euclidienne utilisée dans la définition 
de Ta régularité Hölderienne par une autre "norme" qui sera compatible avec l'anisotropie; 
en faisant des modifications analogues pour les notions qui apparaissent dans le forma­
lisme multifractal, on montre comment on peut obtenir des bonnes caractérisations pour 
la nouvelle régularité Hölderienne en termes de conditions sur la taille de la transformée 
en ondelettes anisotrope. 

Finalement, dans la septième section, on prouve la validité du nouveau formalisme 
multifractal pour une classe plus large de fonctions autosimilaires non homogènes. 

3.2 Anisotropie Selfsimilar Functions: existence, uniqueness 
and global Holder regularity 

For the convenience of the notations, we consider only the case m — 2 although the 
statements and proofs extend to the general case without any difficulties. Let s and t be 
two integers with s < t. We choose a finite subset A of { 0 . 1 , . . . , s — 1} x { 0 ,1 , . . . , t — 1} 
and for each pair u> = (i,j) € A, we consider the affine map Su : R2 -» R2 , given by 

\ s s t tj 

We construct a kind of anisotropic Sierpinski carpet K as follows: we divide the unit 
square 9? = [0, l ]2 into a uniform grid of rectangles of height 1/f and width 1/s; Each Sw 

maps the unit square K into the rectangle 

fc. = li,ü±]x[¿,i±¿]. 
a s t t 

K will be the unique non-empty compact set (see |31j) satisfying 

K = ¡J SU(K). (3.1) 

We have 

K = { i e » : ^ o - o S j - ^ e U ^ v(w1,...,w„)eAn} 

00 

= nc u ^) 
n=0 \u\=n 

where 
8w = (Sm o - o S J ( 8 ) for v = (wi,...,u)n) . 

There is a natural onto application ir from AK to K given by 

7r(ci;i,..., u)n,...) - Iim 5W1 o • • • o SUn (v) (for any v € U) 

~ I j °(wi,...,Wn)-
71 
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FlG. 3.1 - The two first steps of the construction of the Sierpinski Carpet associated to the 
subdivision A - {(0,1), (2,2), (1,6)}, s = 4 and t = 8 

7T will be a bijection in the case where the "separated open set condition" 

3^0 3 ( ^=0 if u # J (3.2) 

holds. 
Let g be a Ck function with all derivatives of order less than k having fast decay. We 

will call a "selfsimilar" function adapted to the subdivision A, a function F satisfying: 

F(x) = ^ A w F ( S - 1 ( x ) ) + g(x). (3.3) 

Note that since the S™1 have a sense for any x € R2, then the F(S~1 {x)) are well defined, 
and so we don't make any convention on their values. 

Remark : If s = t then the maps Su are similitudes and this case was studied by 
Jaffard (see [33]) which proved the validity of the multifractal formalism for the associated 
selfsimilar functions. 

Iterating (3.3), we obtain for any N: 

n = 0 (uji,.,.^jn) 

(wi,...,u>N) 

(3.4) 



56 CHAPITRE 3. F.M POUR LES AUTOSIMILARJTÉS NON ISOTROPES 

*S l ,S) . ¡0.1] 

F lG. 3.2 — A zoom in for the third step of the construction of the Sierpinski Carpet associated to the 

subdivision A = {(0,1), (2, 2), (1, 6)}, s = 4 and t = 8 

We will now show the existence and the uniqueness in L^R2 ) of the solution of (3.3) 
under some hypothesis on the Â , and then we will determine its global Holder regularity. 

Define 
\Mmax = rnaxu€A\K>\ » \Mmin = minuiç.A\K>\ ; 

logjAI 
max i 

log ¡Aj 
min 

»mm = i—;— and amax = —• 

log t log t 

Proposi t ion 6 Suppose that Y^u-'A I -^ !< s^> then the functional equation (3.3) has a 
unique solution in Ll(r\2} given by the non-homogeneous series 

oo 

^ ) = E E ^•••>^«9{S¿---SZ}{X)). (3.5) 
n=0(wi,...,uj„) 

If furthermore t~k < |Ajm a i < 1, then F G CQmi"(R2). 

Proof: 
Distribution (3.5) verifies (3.3), its L1 norm is bounded by 

oo . 

E E I V • • 'x^ ! J I s(s^\_Wn)(x)) ! dx 
n=0 (ui,...,Un) 

PC /. 

- E E ¡^•••A.J / ¡ 9(S¿u^Jx)) | dx 
n=0(W l , . . .^„) J R -

oo 

^CE E I V - V , I M « ( 
n=0(uii,...iu>n) 

oo 

n=0 VUJ€J4 / 

< c. 
For the uniqueness of the solution of (3.3) in L^R 2 ) , remark that if there was two 

solutions, it follows from the fact that (3.4) holds for any N that their difference is a 
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distribution supported by K and is a solution of the homogeneous equation 

F^Y^X^FoS-K (3.6) 

But 
WFoS-'iy^s-h-'WFiy^ 

hence if Y^weA I ̂  !< s*> equation (3.6) has zero as a solution in ZiT(R2). 

Let us now prove that F G Ca" l i n(R2). For that we will use the Littlewood-Paley 
characterization. We split F as a sum 

F(x) = E FJW where Fi(x) = E ^9(S-\x)). 
i>o aeAJ 

Let ip be a function in the Schwartz class such that 

îi() = 0 for | £ |< 1 and \( \> 2a 

^ ( 0 = 1 for 2 <| £ !< s, 

Set ipi(x) = s2lip(slx) , Wij = Fj*ilfl and h,M<i = (g o S j 1 ) * ^,. 
Recall that a function F belongs to C ( R 2 ) if and only if 

! F * ^ ) | < C s ~ r i VxGR2 . 

We have 

K¿{x) = s2lJ9(S-l(y)) Msl(x - y)) dy. 

Let Pk-\9x{y) be the Taylor expansion of g at the order k — 1 at the point x, i.e 

|7|<fc-l 

It follows from the properties of g and 0, and the fact that S j 1 is affine in each direction 
that for u) € A>', 

Ki{x) = s71 ¡ {g{S-l{y))-~Pk~i{goSzlUy-x)) i>(sl(x-y))dy ; 

Thus using the mean value theorem, we obtain 

KJ(X)\ < s21 f [ sup Y.^^oS-1)^)]) \x~~y\ktP(S
l(x~y)dy; 

J \*e[x,v) ¡a¡=k J 
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Now, because the derivatives of g of order k have fast decay, we obtain for JV iarge enough 

tkj 

< CN 

< Cjv 

{\+\szi{u)\r 
t*i{\ + \Szl{u)~S-Hx)\)N 

{\ + \S¿\x)\)N 
ffcj (i + gj'im - xx\ + P\u2 - x2\)

N 

(l + \S¿l(x)\)X 

tM (1 + 8>\xi - i/i] + t^îxa - wt\)N 

[i + \sz\xW 
hence \huti(x)\ is bounded by 

n ^J-i, uût / i x - y\k msl{x -y))l ( 1 + s j [ x i -yi1+íi|a:2 - y 2 Í ) d?/ 

{l + \Su
l{x)\)N J 

< - ^ L _ / ¡* - V|» ¡,(A* - y»l (i + ^ - ml + ^ - „ I )»* ; 
(l + ISt/ ix)!)^ j 

So. for j < crZ with a = log s/ log t 

s~kltkj 
\hUii{x)\ < CN 

< CN 

S-Htkj 

(l + \S^(x)-S^(SA0))\)N' 

Thus 

\Wu(x)\ < C / t f lA^a - * ' ^ ' y ; w 

where (5w(0))i and (5U)(0))2 are the coordinates of 5^(0). 
We have the following lemma 

Lemma 10 Let D large enough and denote by BjtD(x) the set of u> 6 A* such that 

\xi - (Su{0))i\ < Ds-J 

and 
\x2-(Su{0)h\<Dt-j 

The cardinality of Bjti)(x) is bounded independently of x and j by AD2. 

Proof: 

The %t, for w G BjtD(x) are disjoints, thus they are all included in the rectangle 

Rj = [xi - Ds'^xx + Ds~i] x [xi - Dt-i,x2 + Dt~j] 

hence 
a-ir* card BjtD(x) < 4D W J 
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whence Lemma 10. 

Thanks to this Lemma and an argument similar to [33], 

1 
(1 + si\Xl - (S,A0))i\ + ti\x2 - (5W(0))2|)" 

hence 

\Wu(x)\ < C s - W ^ . 

Hypothesis t~k < |A|moi implies that for a — logs/logt 

E \wltj(x)\ < cs-kitk°i\\r±x 
Q<j<al 

= M'Mmax 

On the other hand, for j > al 

\Wu(x)\ < Csup\Fj(x)\ 

x 

— ^ I'M max 

<c, 

consequently 

Hence 

Whence Proposition 6. 

j>erl 3>&l 

^ Climax 

\F*ipi(x) \<Cs~lamin . (3.7) 

3.3 Point wise Holder regularity 

We want to compute the Holder regularity of F at every point. 

Proposi t ion 7 If x £ K then F is Ck in a neighbourhood of x. 

Proof: 
It suffices to show that for any a such that \a\ < k, the series 53?io llweAJ ^^Í9 ° ^w1) 
converges uniformly in a neighbourhhood of x. 
This series is in modulus bounded by 

U£í> (' + 5 ,>' - ^{fiM + »\x2- (S„(0))2¡)" 
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but, since x £ K, \xi - (Su{0))i\ > C or \x2 - (5w(0))2| > C, thus 

T ,jg tkj 
<N — 

< Qlik~amin-Na)j 

(1 + 3J\Xl - {S„(0))i\ + P\x2 - (Sw(0))2|)' 

Choosing N large enough, Proposition 7 holds. 

Let us now compute the Holder exponent a(x) of F at each point s of Ü"; recall that 

a(x) = sup{/3 : F € C ^ i ) } . (3.8) 

For technical reasons, we will restrict to a function g which is supported in the square SR. 
So the associated selfsimilar function (which satisfies (3.3)) will be also supported in 3?, and 
satisfies 

pM _ / K,F(S^(x)) + g{x) if x 6 ÏL 
l j I <?(*) ¡f x i U,€A «« • 

Í/.Ó,' —F<x)=*{1.6) W(1,6)M) + «W 

- 1 \ / 

(3.9) 

FlG. 3.3 - The two first steps of the construction of the "selfsimilar" function adapted to the 
subdivision A ~ {(0,1), (2,2), (1,6)}. s = 4 and t = 8 and a function g supported in 3? 
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FlG. 3.4 — The condition (3.10) for the construction of the "selfsimilar" function 

Now, we will assume the "separated open set condition" (3.2) for the subdivision A, 
and that 

Vw G A, 3L C [1/a, (s - l ) /s] x [1/i, (t - l ) / i ] . (3.10) 

Define for x 6 K, UJ(— LÛ(X)} G Av by w — ir~l{x). 

If w = (wi,W2,...,ù;n j...) withw / = (*J, j {)€i4 then x = ( S / * i J ' E S i # ) • 
For notational convenience, set 

a?(n,z) = (u»i,... ,u>„) ; Aw(niI) = \Wl - • • AWn 

and 
5o>(n,i) — ^wx = S^, o • • • o S, Un-

Now let 

an(x) = l°gl\;(n,x)l 
logi~n 

and 
a(x) = liminf an(x). 

Til-» DO 

Proposi t ion 8 Let g supported in 3Î; let F be a "selfsimilar" function adapted to a sub­
division A satisfying the "separated open set condition" and the condition (S.10). If x € K 
and a(x) is not integer and a(x) < k, then 

a(x) > a(x) . 

Proof: 
Let e > 0, there exists no so that an(x) > a{x) — e for all n > no, implying 
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Let íi e R2, |li| < r n o and n G N such that r n ~ 2 < \h\ < i _ n _ 1 , then thanks to the 
"separated open set condition" and condition (3.10), we get 

u>(n,x + h) = uj{n,x). 

LeL,Pagx{h) be the Taylor expansion of g at the order a =.[a(x)] at the point x (where 
[a(x)] denotes the integer part of a(x)) 

«*<*> - £ ^ " 7 -
Í7¡<a 

Consider 
00 

PFx(h) = ^ A ^ i V s « 5j(liäE))x(Ä) ; 
i=0 

PFx(h) is well defined. 
Using (3.4). we obtain 

n - l 

F(x + h)~ PFx(h) = £ A"(W \9 (SZIX)(X + hj) - Pa(g o S'^Uh)] 

1=0 

+ ^(n,z) F (S-{nx)(x + h)) 

It follows from the mean value theorem that the first term is in modulous bounded by 

n—1 no —1 n—1 

c £ iAu,<i.«)i i,(B+i> iÄia+i < ci fcr1 x IA^,X)¡ í i{a+i) + ^ r 1 x ¡A«,«,*)! t i (a+i) 

í=0 í=0 í=no 
n - l 

< C'|/i|a+1 + <7|/i|a+1 X t* i ( a ( ï ) _ e ) t , (a+1) 

í=no 

< C'\h\a+1 + C\h\a+1 i»(«+i-«(*)+0 

< C"|h|a ( l )-£ . 

Thanks to the boundedness of F, the second term will be bounded by CjAw(„)X)|, so 
by Cr«^~^ i.e by C\h\a^-£. 

And the third term is bounded by 

< C\h\aY,t~l(a{x)~e) tla-
l>n 

which is bounded by C'\h\a^~e for 0 < e < a(x) — a, (a(x) > a because a(x) is not 
integer). 



3.3. POINTWISE HOLDER REGULARITY 63 

3 — 

Í » 

e 

1 

f " " t * ' t 

! • i 
r 

• 

m 
! 

t "T Í 

FlC. 3.5 - The condition (3.11) for the construction of the "selfsimilar" function 

Whence Proposition 8. 

We shall now give an upper bound for the pointwise regularity a(x) of the "selfsimilar" 
function adapted to the subdivision A. Unfortunately, it is very difficult to use the relation­
ships between the two-microlocalization condition (1.15) in (i) of Théorème 1 to compute 
the exact Holder exponent : the reason is that unlike the wavelet transform which is homo­
geneous in frequency, the contractions which appear in the non-homogeneous selfsimilar 
function have different rates in each direction. We can only prove that a(x) < a~1a(x) 
which is much larger than the lower bound a(x). Thus, we must come back to Defini­
tion 1 of the first chapter to determine the exact value of the pointwise Holder regularity. 
Obviously, this is not easy, so we will restrict to our couterexamples for the multifractal 
formalism. We take g(x) = A(ii)A(x2) with A(u) = min(u,l — u) if u € [0,1] and 0 
else. Here g is C1 (in the sense that it is uniformly Lipschitz). We suppose that the A^ are 
positive and that 

VwGA, St» C [1/s, (s - 1)/«] x [l/t, 1/2] (3.11) 

or 
V w e i , ÎL C [ l /s, (s - l)/a] x [1/2, (t - l ) / i ] . (3.12) 

Remark: in the sixth section, we will prove that if we take anisotropic contractions in the 
wavelet transform, then we can find good relationships between estimates of the size of the 
wavelet transform and the "anisotropic Holder regularity". 
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FlG. 3.6 - A geometric justification for the property ui(n,x + hn) — ui(n, x) 

Proposi t ion 9 Let F be the L solution of 

F(x) = £ X^FiS-Hx)) + K{xl)K{x2) 
u>eA 

wtáh YlueA l-̂ -u;! < s* o.nd the asumptions (3.2) and (S.11) or (3.12). Then for x G K and 
a(x) < 1, we have 

a(x) < a(x). 

Proof: 
Let S > 0; In the case of the asumption (3.11), we choose hn = (0, — í - (n + 1 ) ) with n large 
enough so that, Xw{ntX) > í~"W*H¿). 
Since ¡jj(n,x + hn) = u>(n,x), then 

Fix + K) - F(x) = f i À^,*) \s (Sjltjx + hn)) - g (S-Í!x)(x))} 

1=0 

+ K(n,x) [F (S^nx)(x + hn)) - F (S-^X)(X))}. 

Set yi = S'^ix) = (M,I,M,2) for I = 0 , . . . ,n. We have 

VI e Kl+l(x) C [I/a, (s - l)/s] x [1/i, 1/2] 

and 
S^liX)ix + hn) = yi + (0}~tl-(n+% 

so for 0 < I < n — 1 
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= A(y u ) (A (y I f 2 - í í -< n + 1 >) -A( t t f 2 ) ) 

= A(W,i) {via - t ' - ( n + 1 ) - yl>2) (because of (3.11)) 

= - i / - { n + 1 )A(W > 1 ) . 

Vn + (0, - i " 1 ) £ L U ¿ «w thus F(yn + (0, - i - 1 ) ) = g((yn + (0, - t " 1 ) ) and from (3.3) 

F(Vn) = \jn+1(x)P(yn+l)+g(yn)-

Thus 

F {s:L4x+*»)) - F teWx)) = Fiyn+(0' -*"1)) - F{yn) 

= A(yn,i) (A(yn,2 - i"1) - A(yn>2)) - AWn+l (x )F(yn+1) 

= ~t~l A(yB,i) - Au>n+ l ( l )F(yn+ i ) . 

And since F is positive then 

n—1 
\F(x + hn)-F(x)\ = £A w ( i j r ) A(y u ) t ' -<«+ i ) 

+ ^(n,*) (*"* A(j/„,i) + Kn+i(x)F{Vn+l)) 

but A(yn>i) > 1/s, thus 

|F(a; + Ä n ) - F ( i ) | > a - 1 « - 1 ^ , * ) 

> C\hn\<
x)+S. 

In the case of the asumption (3.12), we choose hn = (0, t - ( n + 1 ) ) and the proof is identical. 
The lower and upper bounds for a(x) yield the following theorem 

Theorem 4 Let F he the L1 solution of 

F(x) = Y, Ao,F(5(;
1(x)) + A(n)A(x2) 

weA 

with YlueA I Aw | < st and the asumptions (3.2) and (3.11) or (3.12). Then for x € K and 
a(x) < 1 

a(x) = a(x), 

3.4 The spectrum of singularities 

We want now to determine the Hausdorff dimension of the set of points x where a(x) 
is equal to a given a e]0,1[. 
For technical reasons, we shall assume another separation condition 

if w = {i,j)eA then ( : ± l , j ) g A . (3.13) 
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FlG. 3.7 ~ The condition (3.1 S) for the construction of the "seïfsimilar" function 

This condition requires that if column i of the grid contains points of K, the two adjacent 
columns do not. 

On the sets of singularities Ea, we will concentrate a suitable family of probability 
measures with certain scaling properties and then use the Lemma 8 to estimate the di­
mension of these sets: each measure gives us an upper bound and one of them will give the 
equality. 

For q € R, define r(q) by £ w 6 A \lsT^ - 1; i.e r(q) = - log(£ u € j 4 X%)/ log s. 
Set Pu(q) = \isT^ and let ßq be a probability measure on K such that 

V(U,<Î,. . , ,uin) e A® , ^(Ku;i,...^„) = Pui(q)• • • pwn(q)-

The construction of such measure by induction is straightforward (see [31], [38] or [51]). 
For r > 0 and u> = (UJ\, ... ,un....) € Av with ujn = (in>jn) € A, define the approxi­

mate square Q(w,r) with approximate side r by 

Q(u,r) 
s + 

lki(r 

S*l(r) ' S 
< 1 + - + ^ S + l 

sfcj(r) ofei(r) 

Jl 
4-

• 3k2(r) ¿i jfca(r) 1 
Í fM' ) ' í i*2(r) "•" t*2(r) 

where fci(r) and Ä2(r) are the unique integers such that 

a-( fc i(r)+l) < r < 5-fci(r) a n d t - ( * a ( r )+ l ) < r < ¿ - M O . 

In [51 j , we have 

kl£) ^ k£) p (a) 
»q(Q(^r))=n[ E ^(W)(Î)] n v — P Wov• (3-14) 
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FlG. 3.8 - First case: each column of the grid contains at most one it^ 

By considering the two cases below, we will show that the spectrum of singularities 
depends on the geometrical arrangement of the K ,̂ , u> G A. 

3.4.1 F i r s t case: each c o l u m n of t h e g r id con ta i ns a t m o s t o n e S?w 

Proposi t ion 10 Assume that each column of the grid contains at most one 3 ^ . 
Let a < 1 and d(a) be the Hausdorff dimension of the set Ea of points x where a(x) = a. 
Then d(a) is concave, equals to —oo outside [otmin,amax] and on this interval 

d(a) =:inî(qo-~~1a-T(q)) 

and it is analytic. 

Proof: 

In this case (3.14) implies that for u> = (wi , . . . ,wn , . . . ) € A® and r > 0 

ki(r) 

f*q(Q{u,r)) = I J PU|fo) 
l=i 

* i(r) 

S *l(r)T(<7) n^ 
j = i 

Thus 
logp,(Q(fa;,r)) fei(r) t l o g ü S a ^ . 

log r log r log r 

(3.15) 
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Since -jĵ jf log s i-> — 1 as r \ 0, then 

r \ o îogr v ; * v v " 

Denote by J5(x,r) the ball of center x and diameter 2r. In [38] and [51], the following 
lemma was proved 

Lemma 11 IfuE ÂF and n G N, then 

B(ir(w),s~n) DKC Q{w,s~n) C B(n{u), {s + t)s~n). 

Thanks to the previous Lemma 

liminf tog^(g(^M,r)) = ^ ^ tog^(Q(o,,r)) 
r \ o logr r \ o logr 

whence 
/i,(S(7r(w),r)) , . 

hmsup r i -i t , \\. = +°° Ve > 0. (3.17) 

Let 2?° = {a; : a(:r) = a} ; We can assume that amax < 1, so Theorem 4 implies that 
for a < 1, Ea = {TT{LÜ) : a(ir(uj)) — a}. Equation (3.17) and the second part of Lemma 8 
imply that 

d(a) < qa~la - r(q) Vç e R 

so 

d(a) < mî(qa~1a — r(q)). 

We wall now prove that the previous infimum is reached. For that we will look for the 
good measure that will give the equality. 

We can easily show that r(q) is strictly concave and analytic, so for ß g]—-0([ ™x, — •°f0,"'
n [, 

there exists a unique q € R such that ß = r '(ç). Hence for a E]amin,amax[ there exists 
a unique g € R such that v~la = r'{q). 

With the probability fiq = \xq o 7r, the Xj — logP^,,. (q) are a sequence of i.i.d random 
variables; the strong law of large number implies that for ßq—a.a w = (u>\,..., uin....) 6 ^4F 

1 " 

ñ S log P^ ̂  ^ S P-'' ̂  log P"' (q) as n "* °° 
= T(g)loga-gT'(g)loga (3.18) 

n • 

because 

= T(ç) logs-gr ' (g) logs. 
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Thus for ßg — a.a w 6 i 8 

logAiç(Ç(u>,r)) ki(r) 1 " l ( f3 

1 KJ^ = ^rhT,]o*P'>M)»*>-1a-T(q) asr\0. 
logr logr ki(r) ¿-f ' 

It follows from Lemma 11 that for ßq — a.a u> E 

,. log ßJB {IT (u}),r)) , , „ , . , 
r \ o log r 

Take E = {IT(UJ) : l im^o ' " « ^ H ^ ) ) = Ç C T - i a _ T ( g ) } ; then (3.19) implies that 
ßq(E) = 1 and Lemma 8 yields that the Hausdorff dimension of 1? is equal to qa~la~r{q). 
But for a < 1, a €]amin,amax[ , E C -£?a, whence d(a) > ça™1« - r(g). 

We conclude that d(a) — mfq(qa~'1a — r(q)). 

3.4.2 Second case: on ly one c o l u m n con ta in ing al l t h e $lu , us £ A 

Proposition 11 Assume that there is only one column containing all the ¡R^ , to E A. 
Then for a < I, d(a) is concave, equals to — oc outside [am¿n, am o i ] and on this interval 

d{a) = int(qa - ariq}} 

and it is analytic. 

Proof: 

In this case, we have 

Mr) 
Hq(Q(u>,r)) = l[Put(q) (3.20) 

Mr) 
= a*>lrM«) J ] A«,. 

i=i 

Thus 
rMr) kg^qo"''-» = T(g) bw iogs + >n,:i\ 

log r log r log r 

Since M ^ l o g t H-r - 1 as r \ 0, then 

hminf -, = —aria) + qaiiriu))) 
r \ o logr 

and thanks to Lemma 11 

lim inf losM^M^)) = lim inf hgMQfor)) 
r \o logr r \o logr 
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FlG. 3.9 - Second case: only one column containing all the 9?̂  , u> € A 

whence 

hmsup — : ,,—, , U-L = +00 Ve > 0. 
r \ 0 r~<TTl l?)+W' r i1J^+£ 

(3.22) 

It follows from Lemma 11 and (3.22) that 

d(pt) < qa~ (TT(q) Vg G R 

i .e 

d(a) < inf(ga — ar(q)). 

On the other hand, for a < 1, a £}amin,amax[, there exists a unique q € R such that 
a = crr'(g), thus for jxq — a.a UJ € A® 

log ¡Jq{Q(<,0-r)} _ fc2(r) 1 Mr) 
Ï W a ' . ' reo r i i. v - ^ _ , ., , < ^ 
', ' U = r ^ - m E lo§ P">i 9 ^ 9« - ^ g as r \ 0 logr logr K2\r) i—d 

j=\ 

whence by argument similar to the one of the first case, we deduce that 

d{a) = inf(ga — ar(q)). 

Remark: The spectrum of singularities of the second case is different from the one of 
the first case, whereas for an homogeneous selfsimilar function (i.e if s = t) the spectrum 
of singularity and the I^-mean Holder index £(p) are the same in the two cases; this means 
that they don't depend on the choice of the 3 ^ . We will now prove that unlike d(a), the 
I^-mean Holder index £(p) does not depend on the geometrical arrangement of the chosen 
Ru, and so the multifractal formalism will fail. 
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3.5 The failure of the Multifractal Formalism 

We will now prove that the equivalent formulas (1.18) and (1.19) for a < 1, that have 
been proposed for the computation of the spectrum of singularities d(a) fail for the two 
previous cases. 

In order to compute Ç(q) — l iminf^^o logifti ' w e n e e ^ *° nQd g°0<i 
upper and lower bounds for Sp(h) = J \F(x -f h) — F{x)\pdx. 

Lemma 12 Letp > 0 such that ar{p) + 1 + a <p. For any e > 0, there exist C > 0 and 
a sequence of h^¡ ^ (0,0) with limjv^oo |^Ar| = 0 so that 

Sp(hN) > C\hNr^+l+ff+e . 

Proof: 
For n e N* and w = (wj.,... ,wn) 6 An, let Aw = %j\\Ju'eA ^ " W f l e r e t n e notation 9 ? ^ 
denotes the rectangle 9?(Ul,...)a,niU,'). Set A@ = M \ ¡Jw'eA ^ ' -

We have 

Sp(h) = Í \F(x + h) - F(x)\p dx + Y\ f \F(x + h) - F{x)\p dx. 

By iteration, we get for any integer N 

N r r 
W = EE \F(x + h)-F(xWdx + £ / \F(x + h)-F{x)\*dx. 

n=QueAn JA« Ü}€AN+1 ^ 

Consider 

K,u, = {xGA w : x + he ( J ¿ w } ; 
uj'eA 

Take hN = (0, t~^N^) in the case where asumption (3.11) holds (and hN = (0, - H ^ 2 ) ) 
for asumption (3.12)), then 

SP(hN)>Y,J2 I , \F(x + hN)~F(xWdx. 

For x E A'h w with u> ~ (u\,... ,un) G An, we have u>(n,x + hp{) = u>(n,x) = u, hence 

n 

| F ( X + M _ F ( X ) | P = I^Ai^^^^^^j^ + M) 

n 

" E A ( ^ ^)5(5(-
1

1>...)W.)(ï))!
p-

¿=0 
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FlG. 3.12 -~ A u , Rw, $tw,w>, A'h u in the case of asumption (3.11) 

If j < n — 1 then 

9(S^ uj){x + hs)) - giS^^x)) 

= A ( ( ^ . . . ^ + M ) i ) [A ((¡tf^ix + hN)h) - A ((S^_Uj)(x)h)} 

> « - ' [ ( ^ . . . . ^ j i x + M ) 2 - (5(-
1

l,...>^)(x))2] 

And for j = n, S ^ ^ x ) G A0 and ^ . . . ^ ( s + hN) G AWfl+l(x+fcw), so since 
hN = (0,H*+ 2)) and n < JV then S ^ ^(x) G [l/a.1/2] x [0,1/2], hence 

^sr1 , .(x + M) - g(S7l . >(*)) >s"1¿nr<w». 

And since the Aw and 5 are positive, then if r(n,p) = 1 if p > 1 and (n + l ) p _ 1 if 0 < p < 1. 
we get for x G A'̂  with u> € ./P 

\F(x + hN) - F[x)\> > \'¿,\Ul,...*,i)[g(S¡¿w^j)ix + hN)) ~ giS^^ix))} 
vJ'=° 

* EAL,...,.^"PíiPí-(A '+2)^(«^)-
j=0 

Hence 
AT 
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> EEs"n!^¡E^ i(.^)S-vi%rr(n,p). 
n=lw€An j=0 

Let a denotes the cardinality of A, It follows from the equality 

EE^^^rE^tE«3 

N n 

SP(hN) > Cp\hN\?+l ^ 5 - V { n , p ) ^ ^ a n ^ ( ^ Xiy . 
n = l j=Q u£A 

that 

If 

we obtain 

and if 

we get 

.V 

SP(M > CP|M*+1 j>-*r(n,p)i'v(£ *£)" 

> cp¡Mp+^nM-p iM f f r (p)+£ 

> Cpi^vr r i p )+ l+ f f +e . 

Remark that ar(p) -rl + a<p is equivalent to t~ls~ltp YlweA ^P > 1 a n ¿ *ÜUS yields 
(3.24), and since the cardinality of A is smaller than st, it yields (3.23). 
Whence, for p > 0 such that CTT(P) + 1 + a < p, we obtain 

C(p)(= liminf ^ ^ ) < <xr(p) + 1 + a . (3.25) 
|/ijt-*o log ¡n| 

Now, we shall prove that ar(p) H- 1 +cr is the exact value of £(p). For that we will prove 
the upper bound for Sp(h); We can assume that |A|m¿n > 1/í, (i.e the Holder regularity of 
any point is smaller than 1). 

Lemma 13 Let p > 0 such that ar(p) +1 + cr < p. Then for any e > 0, there exists C > 0 
suca í/iaí /or \h\ small enough 

sP(h) < qh r^ p ) + 1 + f f - £ . 
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FIG. 3.13 - A*, 3ÎW; R^>, AJ^, *Z» A ^ = A« \ (A'M U A £ J 

Proof: 
Let í-íA'+2) < |/i| < i-(A'+1); for u = (uu...,wn), define 

A ' ^ = {x 6 Au, : i + h e M i 

and 
*^h,w ~ Ia ' S ^ w ' X + tl <E ^a)i,...,a>n_i/ • 

W e h a v e A ^ U A ^ = Aw\Ai iU),so 

N 

W = E E / , |F(x + /»)-F(x)|Pdx 

TV 

+ E E /„ i^+^-F^rdi 
n=0u>eAn Aft,w 

TV 
+ E E /,„ i^+^-^xji'dr 

+ E / !^(^ -S- /») - -P(x)jp rfa:. 
w€4'v+1 

For a; G A ^ with w € An 

\F(x + h)- F(xW =1 £ A^....^, [ r f S ^ „,,(* + h)) - ^ . „ . ^ ( s ) ) 3 |' 
3=0 
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p -n+-n 

Consider r'(n,p) = 1 if 0 < p < 1 and (n + l ) p _ 1 if p > 1. 
Thanks to the fact that g is C1 (uniformly Lipschitz) 

n 

\F(x + h) - F(xW < ^J(^P)\^l<...,.])\
ptjp\h\J> . 

Thus 

¿ E i , , \F(x + h) - F(x)f dx < C ¿ J2 f^r'(n,p)\X{wi_iû]ft^\h\Ps~-t 
n=zO í¿eAn jAh,u, n=0 u€An j-Q 

N n 
ra=0 j~0 uGA 

hence if (3,23) holds then the previous term will be bounded by 

N 

71=0 ¡¡j£A 

and if ar(p) + 1 + o < p., then it will be estimated by C|/i|ffT(p)+1+ff~-. 

We will now estimate the term Ylu¡eAN+1 /R \F(X + ^) _ F(x)\p dx\ for that, remark 
that w(N, x + h) = u(N, as) = (wi,...,U>N), so 

\F(x + h)- F(x)\ < | £ W . M ) {rtSÛ^ix + h)) - g(S^i}(x))) | 
1=0 

+ |A(W1,...^)| (lW(-í,...^)(x + *))l + ¡W¿...,w/V)(*))!) -

From the fact that g is C1 and F is bounded, the previous quantity will be bounded by 

c\h\-£\x{^.M)\t
l+ 01x^^1 

Thanks to the asumption jA|mjn > 1/t, we get 

\F{x + h)-F(x)\ < C\h\N\\{uit...„N)\t
N + C\\(uit„.„N)\ ; 

hence 
\F(x + h) - F(xW KC'N^X^.^f. 

Hence 

£ Í \F(x + h)-F(x)\>dx < CN*S-Nt-N J2 lA^,...^.)!' 

< C|/irT(p)+1+<r"e. 
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Let us now estimate the term X^=o J2u>eAn J&' \^(x + M — F{x)\pdx. By analogous 
arguments, for x e A'hiû and w £ An, \F(x + h) - F(x)\p will be bounded by 

Cp I |A(a. lPl»(^!Wll+l(^fc))(* + Ä))|' + X;r'(n,p)|A(wi i...^)P**|Ä|' ; 

thus 

E E / , l ^ + M-^)lpdx 

N 

* C E E / , Í V ^ ^ ^ H ^ U * ^ ) ) ^ + Ä))|P d* (3.26) 

N n 

+C\h\Y,*~n E E^^PJIVi-^jI'^l^r (3-27) 

Whence, the term (3.27) is smaller than Cj/i|<"-(p)+i+«T-i_ Now, for the term (3.26), we have 

/ l^(u»lW„+1(x+/.))l
p!fl(5(-^B+l{x+fc))(x + h))\p dx 

< C8-»t-»\K,\' f \g (s^+liSu(y)+h)(y + (s-h^h,))) fdy 

with 
A M = S~\AU = {y 6 A0 : y + (snhut

nh2) € | J A - ' > • 
¡se A 

And by integrating the previous integral respectively on 

{y 6 A M : S-l+i(SAy)+h){y + ( ^ , ^ 2 ) ) € ¡0, \) x [0, | ] } ; 

{y e Aft,n : S£+i{Su{y)+h)(y + (snhut
nh2)) E [0,1] x [1,1]} ; 

{y G A M : ^ x W - i v W » ' + ( a " * ! , ^ ) ) 6 [1,1] x [0,1]} ; 

and 
{ y € A M : ^ ^ ^ ^ ( y + ^ ^ J ^ ^ G ^ l l x r i , ! ] } ; 

we can easily show that 

• ' A t 

and thus the term (3.26) is bounded by C|fc|<TTW+1+ff. 
Finally, by a change of variable, A{|'w will be analogous to A^ w, and so by similar argu­
ments, the part of Sp(h) corresponding to AJJ'̂  will be bounded by C\h\crT^+1+(T. 
Lemmas 12 and 13 yield the following proposition 



78 CHAPITRE 3. F.M POUR LES AUTOSIMILARJTÉS NON ISOTROPES 

Proposi t ion 12 Assume that |A¡m¿n > 1/í. Let po > 0 such that Tlu>eA(^^)Po = s^ ft-6 

0"T{PO) + 1 + o = po); then for p > PQ, we have «TT(P) + 1 4- a < p and so 

C(p) = <rr(p) + 1 + a . 

If we define / (a ) by 
f(a)= inf (ap - C(p) + 2) (3.28) 

P>Po 
then for a = <JT'{q) with ç > po, the infimum in the previous Legendre transform is 
attained for q, and 

f(a) = acq- ar{q) + 1 ~ a 

> aq — crr(q) 

> inf(ûp — OT(P)). 
P 

Thus, in the second case, 
d{a) < f(a). 

So the multifractal formalism doesn't hold. 

In the first case, since the cardinality of A is smaller than s, then for any 0 < p < 1. 
t~ls~ltp YlueA ^ < ^' n e n c e Po > 1 and so for a = ar'(g) with ç > po, we get 

infp>p0(ap-C(p) + 2) > ad(a) + 1 - a 
> d{a) 

because d(a) < dimK = ¡2|~ < 1. So the multifractal formalism fails too. 
Remark: Even the version of the multifractal formalism studied by Daubechies and 

Lagarias in [24], which says that C(p) is the Legendre transform of d(a) — 2, fails for 
the previous two cases. Indeed, for the first case, since d(a) = infq(qa~la — r(g)) and 
r(q) is concave and continue, then ar{q) — in{a(qa — ad(a)); thus for p > 1 such that 
0T (P ) + 1 + a < p, (3.25) implies that 

C(p) < inî(qa - ad(a) + 1 + a), 
a 

but d(a) < 1, so 
C(p) < inf(qa — d(a) + 2) . 

a 
Identically for the second case. 

3.6 The Anisotropic Multifractal Formalism 

We have shown that the multifractal formalism fails for the two previous cases: the 
Euclidean norm used in the definition of the pointwise regularity does not interact in a 
good way with the anisotropic contractions. 
We propose instead an "homogeneous norm" that was used by Calderón and Torchinsky 
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on one side (see [12] and [13]), Folland and Stein on the other one (see [29]) to develop a 
theory of anisotropic W spaces. 
We begin by defining the homogeneous norm and describing some of its basic properties, 
for proofs and more details we refer to [29]. 

For r > 0, consider the dilation group of anisotropic linear transformation of RTO 

Ar\Xl, • • • s Xm) = (T X\, . . . , 7' Xrn) 

where 1 = d\ < d<¿ < . . . < dm. We define the homogeneous norm of x G Rm by: p(x) — 0 
if x = 0, and for i ^ O , p(x) is the unique value of r for which ¡.A"1^)] = 1, |a;j denoting 
the Euclidean norm of x. The function p is continuous and homogeneous in the sense that 

p(AT(x)) = rp(x). (3.29) 

Remark that in the isotropic case di = 1 = ¿2 = • • • = dm and p(x) coincides with the 
Euclidean norm. 

Lemma 14 There exist positive constants C\,C2 and 7 such that 

Ci\x\ < p(x) < C2|a;| i /dm whenever p(x) < 1 (3.30) 

Cl/dn\x\1/dm < p(x) < C$m\x\ whenever p(x) > 1 (3.31) 

p{x + y) < l{p{x) + p(y)) Vx,yERm (3.32) 

\p(x + y)- p(x)\ < 1P(y) Vx, y e Rm ; p(y) < p(x)/2 (3.33) 

(l+p(y))~s <ys(l + p(x))~s(l+p(x-y)y Vx, y G Rm and s > 0. (3.34) 

The p-Mean Value Theorem: there exist C > 0 and v > 0 such that for all function 
/ of class CW on Rm and all x,y € Rm 

m 

\f(x + y)-f(x)\<Cj^p(y)di sup \dxJ(x + h)\. 
j=\ p{h)<"p(y) 

We adopt the following multiindex notation for higher order derivatives. For J = 
(h,...,im) £ Nm , we set d1 = d%

x\ • • • <%" and xl = xl{ ...xl™. Further we set |/j = 
ii 4-. . . + im and d(I) — d\ii +... + dmim. Thus ¡7¡ is the order of the differential operator 
d1, while d(I) is its degree of homogeneity, or, as we shall say, its homogeneous-degree. We 
shall denote by A the additive sub-semigroup of R generated by 0, d\,... and dm. In other 
words, A is the set of all numbers d(I) as I ranges over Nm . We observe that N C A since 
di = 1. 
Let now P be a polynomial i.e P — ^2¡ 0,1x1 , o / E R . We define its homogeneous degree 
to be max{d(I) : a¡ ^ 0}. There is a version of Taylor's theorem with remainder for the 
homogeneous norm p. 
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The p-Taylor Inequality: suppose 6 e A (ô > 0), and k — [8]. There is a constant 
Ci > 0 such that for all functions / of class C^ + 1 ) on Rm and all x,y € Rm, 

\f(x + y)-Px(y)\<Cs £ P(y)d{1) sup \d*f(x + h)\ 
\I\<k+l,d(I)>6 P(h)<»k+xPiv) 

where Px is the Taylor polynomial of / at x of homogeneous degree 5. 

We will now replace the Euclidean norm by the homogeneous one in the terminology 
that appear in the formulation of the multifractal formalism, in order to be adapted to the 
anisotropy. We will also modify the wavelet transform. Then we will show that the ani­
sotropic wavelet transform gives "good" characterizations for the new pointwise regularity 
for a large class of anisotropic selfsimilar functions. 

Definition 1 Let a > 0 and XQ 6 Rm ; by definition a function F : Rm -4 R belongs to 
C®(XQ) if there exists a polynomial P of homogeneous degree smaller than a such that 

\F(x)~P(x-xo)\<Cp{x-x0)
a. (3.35) 

The ß-Hölder exponent of F at x is defined by 

ap{x) = sup{/3 : F € C¡{x)}. (3.36) 

And we say that F belongs to C®(Rm) if (3.35) holds for any x and XQ in Rm with 
uniform constant C. 

Let us now define the anisotropic wavelet transform. 
Let %p in the L.Schwartz class 5(Rm), supported in jx| < 1, and with vanishing moments; 
and let tp be another function of S(Rm) whose Fourier transform (p has compact support 
disjoint of the origin and has the property that for all x ^ 0, 

oo 

ip(Arx)4'{Arx) dr/r = 1. (3,37) 

Let x = (2dl,... ,2dm); <p(x) = ip{x — x); ${x) — tp(x -f x), and for a > 0 set 

'Paix) = ~ñ'fi{Aalx) where Q = d\ + ... + dm. 
oH 

Given a tempered distribution F, a > 0 and b € Rm, the anisotropic wavelet transform 
of F is defined by 

Cp(a,b)(F) - (F*ipa)(b) = ~ j F{x)${A-\x~b))dx. (3.38) 

F is reconstructed from its anisotropic wavelet transform by (see [12]) 

F(x)=[ Í Cp(a,b)(F)ipa{x-b)dbda/a (3.39) 
Ja>0jRm 

i.e 

F(x) = - ^ [ [ Cp{a,b){F)î>{A-l{x~b))dbda 

L 
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One of the fondamental properties of the anisotropic wavelet transform is that it cha­
racterizes the ^-Holder regularity by conditions analogous to those of the classic wavelet 
transform for the isotropic case. 

Proposi t ion 13 1. F € C*(Rm) if and only if 

\Cp(a,h)(F)\<Cas. (3.40) 

2, IfFeCs
p(xd) then 

| C p ( a , 6 ) ( F ) l < C a ^ l - h P ( b ~ X o ) y . (3.41) 

3. If (3.41) holds and if F S CJ, (Rm) for ß > 0, there exists a polynomial P such that 
if p(x -x0) < 1/2, 

\F(x) - P(x -x0)\< Cp(x - xo)s log ( ' J . (3.42) 

Proof: 

1. I f F € C ; ( R m ) 

\Cp{aMF)\ = ~ \ j F{x)<p{A~l{x~b))dx\ 

= ~ \ j F{xMA-\x-b)-x)dx\ 

= ~\jF{x + Aax)<e{A~\x-b))dx\; 

Since (p has compact support disjoint of the origin then 

\Cp(a,b)(F)\ = ~\J(F(x + Aax)-P(x + Aax-b)MA-l(x-b))dx\ 

< ^Jcp(x + AaX-b)'\ip(A-l(x-b))\dx 

which by property (3.32) will be bounded by 

C~JY(p(Aax)+P(x-b)y\<p(A;l(x-b))\dx 

- Ch l{p{Aa¡t)S + p{x ~ lO'JM^iz - b))\ dx 

< Ca' + C~f p{A-a
l{x - b)Y\V{AZl[x - b))\dx 

< 2Cas. 

Conversely, F is expressed in terms of Cp(a,b)(F) as in (3,39). Let 

W{a,x) = \ f Cp{aMF)HA-\x-b))db. 
av jKm 



82 CHAPITRE 3. F.M POUR LES AUTOSIMILARJTÉS NON ISOTROPES 

If (3.40) holds then 
\W{a,x)\<Caa . (3.43) 

and 
|ô /W(a,a: ) |<Co a -< i ( / ) . (3.44) 

Let XQ € R"\ and set ô = max{d(I) : d(I) < s} and PWa(x - XQ) the Taylor 
polynomial of W(a,.) at XQ of homogeneous degree 6 

pwa{x ~x0)= 2_j —j r~^ ( x - x°) 
I:d{I)<S 

and P(x — XQ) the one of F, then 

\F(x) - P(x - x0)\ = \f (W{a,x)-PWa(x-x0))da/a\ 
Ja>0 
rpix-xo) 

< / {\W{a, x)\ + \PWa(x - x0)\) da/a 
Jo 
+ / \W{a,x) - PWa{x - x0)\da/a. 

Jp(x—xo) 

J
rp(x-xo) f \ 

(x — XQ) \ J da/a 
0 \ T.JIT\^„ I 

It follows from (3.43) and (3.44) that the first term is bounded by 

rp(x-xo) 
\Cas + 
\ r-.d(i)<s 

but from the definition of p 

\(x~x0y\<p(x-x0)
dw 

hence the previous term is estimated by 

/•p(x-xo) / \ 
C / a i _ 1 + S Ca'-dW-lp(x - x0)

d{1) da 

< Cp(a;-aro)s. 

Let I — \5], since W(a,.) is of class &l+1\ then using the p-Taylor inequality, the 
second term will be bounded by 

too 

Cs Y, p{x-xQ)d{J) sup \dJW(a,.)(xo + h)\da/a 
Jp(x-x0) | j [<¡+i yd(J)>5 i>(/ï)<t/ !+V(i-ïo) 

a*-rf(J) da/a 
¡J|S<+l,«H^J>i r(*-*0) 

< Cp(x - xo)s-
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2. If FeC* (s0), then 

\Cp(a,b)(F)\ = -^\i(F(x + Aax)~P(x + Aax-xo))<p(A-l(x-b))dx\ 

< - ç / C p{x + Aax-xQy\<p(A~l{x-b))\dx 

< C~Q l {p(Aax)s + p{x - xQY)\ip(A-l{x ~ b))\dx 

< Ca' + C~Y J(p(b - x0y + p(x - bY)\V{A-l(x - b))\dx 

< Cas + Cp(b-x0y + Cas 

< Ca'[l + 
( | p(b-x0)V 

3. Conversely if (3.41) holds and if F € C¡(Rm) for an ß > 0, then 

\W(a,x)\ < ± J Ca' (l + p{b~Xo)y \$(A?(x-b))\db 

< ^ J c a ^ l + ^^ymA:l(x-b))\db 

+C~p(x-xQy ¡^{A^ix-b^db. 

Hence 

and similarly 

Thus 

\W(a,x)\ < Cas (l + P^X X ° ^ (3.45) 

| ö V ( a , s ) j < Cas~dW (l + piX~X0)Y • (3.46) 

rp(x-x0)"^ 
\F{x) - P(x - x0)\ < / \W(a,x)\da/a 

Jo 
rp(x-Xo) 

+ / \W(a,x)\da/a 

rp(x-xo) 
+ \PWa(x-xQ)\da/a 

' J o 

+ / \W(a,x) - PWa(x — xo)| da/a. 
Jp(x-xo) 

Using (3.43) (with s remplaced by ß), the first term will be bounded by 

rp(x-x0)'
/ß 

C / aß daja 
Jo 
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so by Cp(x - XQ)S. 

(3.45) implies that the second term is estimated by 

fp(x~Xo) 

lp(x-x0)'/
ß 

rp(x—xol 
/ C{as + p{x - XQ)S) da/a 

Jpix-xoY'l3 

pp{x-xo) 
< 2Cp(x - XQ)S / da/a 

Jolx-XftV1® I p{x—xo) 
1 

< Cp(x — XQY log 
p(x - XQ) 

also, from (3.46) the third term will be bounded by 

/ C T a s ^ 7 M l + - j p(x~x0)
d{r)da/a 

J° I:d(I)<s V a ) 

< Cp{x - x0y 

and we use the Taylor inequality to estimate the fourth term by 

/ Cf S p(x-xQ)d^ sup \dJW{a,.)(x0 + h)\da/a 
Jp(x-xo) ¡ j j < / + i i d ( j ) > i p(/i)<«/'+>p(x-io) 

< cs Y, ^ - x^d{j) r as~d(j) SUP f i + — ) s dai 
\J\<l+l,d(J)>S Jp(x-xo) p(fc)<i^+>p(x-xo) V a / 

/ •CO 

< c J2 p(x~ x^d{J) / aS~diJ) daia 

\J\<l+l,d(J)>6 Jp{x-x0) 
< Cp(x-x®y. 

Whence (3.42). 

The proof of Proposition 13 is now achieved. 
Now we will make similar modifications for the Besov spaces. 

Definition 2 Suppose s 6 R and p > 0, we say that F belongs to the homogeneous aniso­
tropic Besov space Bp!

,|°(Rrri) if for a small enough 

Í \Cpla, b)(F)\pdb < Casp; (3.47) 

This definition does not depend on the choice of the wavelet, <p nor t/>: let $ and $ 
be two other functions satisfying the same properties, since the supports of ¡p and # are 
disjoint of the origin then there exist two positive numbers a and ß such that tpt * $¡ = 0 
for t/l <£ [a,ß]. Thanks to the property (3.37) 

F*$l = F* 
roo 

$1*1 <Pt * Ipt dt/t 
JO 
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/•oo 
= F * $ j * / <plt*4>udt/t 

Jo 
rß 

= / F * (pu * $¿ * i>H dt/t 
J Ct 

fß 
- / F*<Plt{-- Atx) *$i* int dt/t ; 

Ja 

hence 
fß 

II^**/IILP(R»)<II*IILI|MILI / \\F*<fu\\LP(R^)dt/t, 
Jat 

whence using the Young inequality in the multiplicative group R+, we obtain 

rß 
lir'iiF**,^.»)!!*«^;) < c t'dt/t \\rs\\F*^\\L^m)\\Lx^.+) 

Ja 

< C¡|Z—^Hi1' * < l̂|i¿J»(H.m)ll£,~0K.+)-
Now, we set 

f}p{p) = sup{r : F E 5;)J
,-00(Rm)} . (3.48) 

We also modify the definition of the Hausdorff dimension and Hausdorff measure in 
order to be adapted to the anisotropy as follows (see [55]), 

Definition 3 Let E C Rm and Re the set of all coverings of E by sets of p-diameter at 
most e. Let 

then, by definition the d-dimensional p-Hausdorff measure of E is 

(p-M)d{E) = UmBup(p-M)d ,e(J5). 
E-rO 

The p-Hausdorff dimension of E is 

dp{E) = inf {ci : (p - M)d{E) = 0} = sup {d : (p - M)d{E) - +oc} . 

Finally we call the anisotropic multifractal formalism the property that the /»-Hausdorff 
dimension dp{a) of the set of-points x where ap{x) = a is equal-to-the Legendre transform 
of r¡p(q) - Q 

dp{a) = M(aq - r,p(q) + Q). (3.49) 

Now we will introduce the class of anisotropic selfsimilar functions for which the ani­
sotropic multifractal formalism will be proved to be valid. This new class will contain the 
family of "selfsimilar" functions of the two previous cases. 
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3.7 Validity of the Anisotropic M.F for Anisotropic Selfsi-
milar Functions 

Let 1 = dx < d2 < • • • < dm; /iX < 1, . . . ,ßL < 1 and Vi € Rm , . . . , VL G Rm; Consider 
the m anisotropic contractions on Rm : Si(x) — Aßi (x) + V¿. Let O be a bounded open set of 
Rm and k > 0; Assume that (1.20) and (1.21) hold and let g be a Ck

p function such that all 
its derivatives of order less than k have fast decay. We will call a (d\,..., d^-fc-selfsimilar 
function, a function F satisfying: 

L 

F(rC) = ^ A l F ( 5 - 1 ( x ) ) + g{x) (3.50) 

such that F is not uniformly C* in a certain non-empty closed subset of 0. 

The "selfsimilar" functions given in the first part of this chapter are (1, ¡^|)-l-selfsimilar. 
Let 

am i n = inf and amax = sup - ; — • (3.51) 
J=I,...,L log/ij ¿=I,...,L log M¿ 

We will study the existence of the solutions of (3.50) in the anisotropic W£(Rm) spaces 
defined by Calderón as follows. 

Definition 4 Let for a > 0 the maximal function associated with F be 

Ma(x) = sup |Cp(a, x + b)(F)|. 
^j(fe)<ra 

For 0 < p < oo 
F g ^ ( R m ) i/ Ma(x) G i / (R m ) . 

T/us property of Ma(x) is independent of the choice of <p and a. We define the Wp(Rm) 
norm of F as the norm of Ma(x) in 27(Rm), 

A k-atom <p is a bounded function with compact support and with vanishing moments 
of all orders less than or equal to k. The p-norm of the atom <p is defined as 

\\4>lP - inf M\B\1/p (3.52) 

where M is a bound for \<p\ and \B\ is the measure of a ball B = {x : p(x — XQ) < r} 
(which is an ellipse in the euclidean space) containing the support of <j>. If 0 < p < 1 and 
k>Q/p~ 1, then <j> G ftJ(Rm) and 

¡l*ll*5(E») < CU\\P ' (3.53) 

where the constant C depends on k and the choice of the norm in %p(Rm). 

In the case where the solution will be a function, we will compute its global and point-
wise anisotropic Holder regularity and then we will show that the anisotropic multifractal 
formalism holds. 
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We are now ready to state our main results. 

Proposi t ion 14 Suppose that Y^j=\ I ^j I A4? < 1/ *n ^ " s m j s e (3.50) has a unique 
distribution solution, which is an L1 function and given by the non-homogeneous series 

oo 

£ E K---Kg(s~!---srlHx)). (3.54) 
1=0 (1 ! ,...,!„) 

If furthermore 0 < a m j n < fe, íAis function belongs to C*min(Rm). 

Suppose that Ylj=i I ^i I Mj — 1> m ^al* c a s e (3-50) may have several distribution 
solutions; let p < 1 such that X^=i | Aj |p ¿Ç < 1; j / g is Cp with k > Q/p — 1, and if the 
moments of g of order less than k vanish, (3.54) converges in the anisotropic Hardy real 
space %Pp(Krn), so that (3.50) has at least one solution in that space of distributions. 
Furthermore, these results are optimal. 

Proposi t ion 15 Let K be the unique non-empty compact set satisfying K = Uj=i Sj{K). 
If x £ K, F is Cp in a neighbourhood of x. 

Proposi t ion 16 Suppose that am¿„ > 0. Let T be the tree constructed in the 'time-
frequency half-space": the root is conventionally the point (0,1) € Rm x R+ , this root 
is linked to the L first nodes, which are the {Sj(0)tßj}, each point (SJ(0),¡J,J) is linked to 
the (SjSk{0), ßjßk),---
Let x € K and Bj(x) be the set of branches (i\, ...,in) of the tree such that 

p(Sh • • • Sin(0) - x) < / i i , . . . / i i n 

and 

Then 

a p (x )=Umin f inf ^ 1 M . (3,55) 
j-»oo teBj(x) Log m 

Proposi t ion 17 Define a function T by the equation 52/= i \^j\aPj T — 1- Let OL <k and 
define dp(a) as the p-Hausdorff dimension of the set of points x where ap(x) = a. Then 
dp{a) equals —oo outside [amtn, amax], and on this interval, 

dp(a) = inf(aa — r(a)). (3.56) 
a 

Proposi t ion 18 Let F be-a (<¿i,.-.. ,-dm)-k-selfsimilar and let q ¿uch that r(ç) < kq — Q. 
Then 

Veiq) = r(q) + Q-

Theorem 5 Let F be a (d\,... ,dm)-k-selfsimilar. If am¿n > 0, the function dp(a) equals 
—oo outside the interval [am¿n,aTOaI] and is analytic and concave on this interval. Its 
maximal value dPimax satisfies 
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Let otQ be the value for which this maximum is attained. 
If g is C£°; if a < ÜQ, dp(a) can be obtained by computing the Legendre transform of 

VP(<l) - Q-
If g is Cp, let po be defined by r(po) + Q = &Po and, let ct\ be the Legendre transform at 

po of the function r(q) (i.e a\ = T'(J>O)); if a < ct\ then for a < ot\, dp(a) can be obtained 
by computing the Legendre transform of r]p(q) — Q, 

Notice that in order to show that F belongs to T-Lp
p, we split F as a sum F = 5Zj>i Fj 

where Fj is the series (3.54) restricted to the indexes i € Ij such that 2~-? < m < 2~^~^ 
and that the regularity and the cancellation that we requested for g is consistent with the 
atomic decomposition of the FJ; thus the %p

p norm of Fj , using (3.52), (3.53) and the fact 
that a + b<(aP + V)1^ for a > 0, b > 0 and 0 < p < 1, is bounded by 

I/P 

\jp 

this quantity is exponentially decreasing with j , so that F belongs to Up1. 

The solution F given by the series (3.54) looks like an anisotropic wavelet decompo­
sition. The proofs of Propositions 14, 15, 16 17 and 18, and Theorem 5 follow from the 
properties of the homogeneous norm p, Proposition 13 and arguments similar to those of 
Jaffard's paper [33]; in all situations Q served as a substitute for the space dimension m: 
the anisotropic wavelet transform of F satisfies a functional equation similar to (3.50) 

J 

Cp(a,b)(F) = E E Wp{±S-Hb))(g) 
3 = l2-3<pi<2.2-3 

+ E *iCpi-,S-l(b))(F), 
2-J<Mi<2.2-J 

hence, we prove that its order of the magnitude near the tree is large, more precisely, near 
(Si, ...5¿n(0),/i¿1 ...ßin), it is ~ ¡^¡...¡XiJ. 
The dimensions of the singularities will be obtained by constructing invariant measures on 
the sets of singularities and using the analogous of Lemma 8 for the "norm" p ( the ball 
Euclidean B(x, r) will be replaced by the /»-ball (p - B)(x, r) which is an ellipse of axis of 
lenghts 2r, 2rdi,... and 2rdm, centered on x. 
For the proof of the anisotropic mulifractal formalism, we show that for q such that r(q) < 
kq-Q 

r\Cp{a,b){F)\qdb~aQ+r(q) 

/ ' 
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Chapitre 4 

Formalisme Multifractal pour les 
Fonctions d'Echelles 

Résumé. On montre que le formalisme multifractal s'applique aussi pour une large 
classe de fonctions d'échelle. Celles ci sont autosimilaires sous l'effet de contractions ne 
vérifiant pas la condition de séparation. On vérifie aussi le caractère "presque-oscillant" 
pour ces fonctions en certains points. Enfin, on donne une méthode différente de celle de 
Meyer pour l'analyse rnultifraetale de la fonction d'échelle de de Rham (ou Cesaro); Celle 
ci peut se transformer en une fonction autosimilaire avec une fonction d'erreur discontinue. 
On prouve également la validité du formalisme multifractal. 

4.1 Introduction 

Le formalisme multifractal a été prouvé pour des fonctions autosimiîaires satisfaisant 
des équations d'autosimilarité de type 

d 

F ( I ) = ^ A i F ( 5 - 1 ( x ) ) + s ( x ) 
r=i 

avec |Ajj < 1, Si des contractions sur un domaine borné SI de Rm vérifiant la condition de 
séparation 

SÍ(Ü) n Sj(n) = iè (4.1) 

et g une fonction assez régulière et à support compact dans Ù (cf [4], [7] et [33]). 
Ce formalisme a été étendu pour des cas où les Sj(iï) se recouvrent; plus précisément 

pour les fonctions d'échelle tp(x) = £)n=o Cnip(kx — n) avec k = 2, N — 3, CQ = ß E 
]l/2,3/4[, ci = \ + ß, ci — 1 — ß et es = 5 — ß (voir {24j).-Le filtre de-ces fonctions satisfait 
les règles de somme ^ n _oCn(~ l ) " n ¿ = 0 pour / = 0, . . . ,N — 2. Dans ce chapitre, on se 
propose d'étendre la validité de ce formalisme dans le cas où on n'a pas assez de règles de 
somme. 

On s'intéresse dans un premier temps à des fonctions Fp, 0 < p < 1, p *£ 1/2, de Ll(R), 
satisfaisant l'équation fonctionnelle : 

Fp(x) = pFp(2x) + pFp(2x - 1) + (1 - p)Fp{2x - 2) + (1 - p)Fp{2x - 3) (4.2) 
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et la condition de normalisation 

ÍFp(x)dx = l . (4.3) 

Rappelons que ces fonctions font partie d'une large classe de fonctions, solutions dans 
Ll(R) des équations d'échelle 

N 

ip(x) = ^2 Cn'^(kx - n) (4.4) 

avec 

/ tp(x) dx = 1 (4.5) 

et interviennent dans la construction des ondelettes à support compact (cf [19]). 
Dans [22] et [23], Daubechies et. Lagarias ont étudié l'existence, le support, la régularité 

globale en termes de conditions sur les Cn (voir Théorème 2 et Proposition 19 dans ce 
chapitre) et ont trouvé des renseignements sur la minoration de la régularité ponctuelle 
en certains points. D'autres types de régularité ont été étudiés dans [17] et [18]. Signalons 
que si l'on omet la condition <p G Ll(R), alors l'espace des solutions de l'équation d'échelle 
(4.4) aura une dimension infinie. La condition ip G Ll{K) nous permet de prouver que la 
dimension d'un tel espace est au plus égale à 1 et, lorsque cela est le cas, <p sera définie de 
façon unique par la condition de normalisation (4.5); celle ci implique que 5Z^L0CAT = k 
et ceci permet de prouver que ip est supportée par l'intervalle [0, jrx]-
La solution tp(x) sera représentée en termes d'un produit infini de matrices (k matrices 
Mo, . . . , Mk-i) dont les coefficients sont les c„. La représentation dépend du développement 
fe-adique de x (pour x G [0,1]), on obtient en fait (cf [23]) pour x € Y2^i^(x)^~l (avec 
¿ ,€ {0 ,1 , . . . ,A ; -1 } ) 

<p(x) = lim < ( M i l ( l ) . . . Min(x))* e, (<¿>(0),..., tp(k - 1)) > 

avec e = (1,0, . . . ,0) G Rk, M¡ désigne la matrice transposée de M¿ et < , > le produit 
scalaire. Pour le cas qui nous intéresse, k = 2, N — 3 et on a 

( c o O O \ / ci co 0 \ 

c2 ci co et Mi = c3 c2 ci j . 
0 ça c2 / V 0 0 c3 / 

La régularité globale de ip résulte de certaines estimations uniformes sur la norme de 
tout produit fini de telles matrices. 
L'inconvénient de la majorité de ces équations est que leur solution ne possède pas une 
forme analytique explicite. Ce problème résulte du fait que le produit infini de matrices 
n'est pas en général explicite. 
Dans [24], Daubechies et Lagarias ont choisit des Cn de telle façon que dans une certaine 
base de R3, MQ soit diagonale et M\ triangulaire. Ce choix permet de calculer tout pro­
duit des matrices Mo et M\, et de contrôler ainsi l'accroissement de la fonction d'échelle 
associée afin de déterminer la fonction Q{q) et l'exposant de Holder ponctuel pour tout 
x G [0,1]. Ce dernier dépendra nécessairement de la proportion des codes binaires 0 et 1 
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dans le développement binaire de z. Si en plus on a "suffisamment" de règles de somme 
(53 n_ 0c n (~ l ) nn i = 0 pour l = 0 , . . . ,N — 2) alors on peut trouver des relations entre 
le graphe de <p sur [1,2], [2,3] et son graphe sur [0,1]. D'autre part, la dimension de 
Hausdorff des ensembles des points dont la proportion des codes binaires 0 et 1 dans leur 
développement binaire existe et admet une limite p (0 < p < 1) est connue (cf [26]); Ainsi, 
Daubechies et Lagarias ont pu vérifier le formalisme multifractal (cf [24]). De telles règles 
sont d'une importance capitale, elles permettent en fait, comme Daubechies nous l'avait 
signalé (dans [21]) de transformer la fonction d'échelle en une fonction autosimilaire dans 
le sens de Jaffard (i.e celui de la définition 5 du premier chapitre) et de retrouver le forma­
lisme multifractal. Les fonctions Fp n'ont pas assez de règles de somme, toutefois on vérifie 
que telles relations sont aussi possibles. 

Signalons que pour p = 1/2, (4.2) et (4.3) admettent une solution unique donnée par 
la fonction 

{ x/2 si x E [0,1] 

1/2 si x €[1,2] 
( 3 - x ) / 2 si xe[2,3) 
0 ailleurs. 

Fi étant uniformément Lipschitzienne donc le formalisme multifractal n'a aucun sens dans 
2 

ce cas. 
Dans la prochaine section, on vérifie l'existence et l'unicité de la solution de l'équation 

(4.2) pour p T¿ 1/2, sous la condition de normalisation (4.3) et on donne sa régularité 
globale et son support. La solution Fp sera supportée par l'intervalle [0,3]; ainsi en posant 
fi =]0,3[ et Sj(x) = \x + | , pour j = 0,1,2 et 3, Fp sera autosimilaire avec des Sj(Q.) qui 
se recouvrent. Puis, on donnera explicitement cette solution et on montrera les relations 
entre son graphe sur [1,2], [2,3] et [0,1]. 

Dans la troisième section, on calcule la régularité ponctuelle et le spectre des singularités 
et on prouve le formalisme multifractal. 

Dans la quatrième section, on signale le rôle important des règles de somme dans 
l'autosimilarité des fonctions d'échelle et la vérification du formalisme multifractal. On 
vérifie aussi qu'aux points rationnels, la solution admet des chirps logarithmiques après 
avoir présenté ces notions et rappelé leur caractérisation par les ondelettes. 

Dans la cinquième section, on vérifie que la fonction d'échelle de de Rham n'a pas aussi 
suffisamment de règles de somme. On montre qu'elle est autosimilaire avec, une fonction 
d'erreur g discontinue, on étudie sa multifractalité en utilisant une méthode différente de 
celle de Meyer (cf [47]) et enfin on prouve la validité du formalisme multifractal. 

4.2 Existence, unicité, support, régularité globale et calcul 
explicite de la solution 

Pour p T¿ 1/2, les matrices Mo et M\ associées à l'équation d'échelle (4.2) s'écrivent 

p 0 0 \ / p p 0 
Mo = | 1 - p p p j et M ] = 1 - p 1 - p p 

0 \-p \~p) \ 0 0 1 - p 
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On considère les vecteurs e\ — (1,1,1), ei = ((p — l)2,p(p— l),p2) et e% — (1,0,0), et 
on note P la matrice de passage de la base canonique de R3 dans la base (ei,e2,e3). 

La matrice de l'endomorphisme associé à MQ est diagonale dans la base (ei,62,63), et 
est donnée par 

/ 1 0 0 ' 
P~1M¿P = 0 0 0 

V 0 0 p 

Celle de l'endomorphisme associé à M* est triangulaire supérieure et est égale à 

P~lM¡P = 

Un calcul facile nous fournit 

/ i o /¿EZ-iúIltÍAi, 
p-l(Mh...MiJP=[ 0 0 -inUViK 

avec Ao = p et Ai = 1 — p. 
D'après la remarque de [23] page 1048, en posant E\ le sous espace vectoriel de R3 

orthogonal à e\, la restriction de la matrice PtMj(Pt)"1 (j = 0 ou 1) au sous espace 
PlEi, que Ton notera PtMj(Pt)~1 ¡PtE\ est obtenue en éliminant la première ligne et 
la première colonne de PtMj{Pt)~l (donc en éliminant la première ligne et la première 
colonne de P"~lMJP puis en transposant). Ce qui donne 

PtM0{P
t)-1/PtEl = ( °0 M et PtMl{P

t)-l/PtEl 
0 0 

- 1 1 - p 

De la même manière, on obtient 

P*Mil...MiR{Pt)-1/PtEl=( J L i A U n \ ) • 

Donc la norme de la matrice PtMii .., Min(P
t)~'l/PtEi est ~ []fc=i Kk-

On va utiliser les résultats suivants (voir [22] page 1395 et [23] pages 1037-1038, 1043 
et 1053) 

Théorème 2 Supposons que les coefficients cn, n = 0 , . . . , N satisfaient 53n=o £n — 2 ef 

En=o( - 1 ) n n ' c n = ° P°ur Í = 0 , 1 . . . . , L. 
Pour chaque m = 1,. . . , L + 1, on pose Em le sous espace vectoriel de KN orthogonal à 
Vect{u\,.,., um) où Uj = (1,2-*' -1,..., A r j _1). Supposons qu'il existe 5 < A < 1, 0 <l < L 
(I € N) et C > 0 tels que, pour toute suite binaire (tj)j'elî' • e^ t°ut "^ € N*, 

| |M i l . . .M i f B / JE? l + 1 | |<CÄm2- ' n i . (4.6) 

Alors 

- Il existe une solution f continue non triviale et appartenant à L1, pour l'équation 
d'échelle f{x) = J2n^o°^f^x ~ n)"> 
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- f est à support compact dans [0, j^rj], f(x) + / ( x + 1) + . . . 4- / ( x + N — 1) = 1 pour 
tout x € [0,1], et f est l fois continûment derivable 

- Si À > | . alors la dérivée d'ordre l, / " ' appartient à C lo»2 (R); 
Si À = \, alors fW satisfait 

\fV)(x + t)-f(l)(x)\<C\t\\log\t\\. 

Proposition 19 L'estimation (4-6) est équivalente à la propriété suivante: 
il existe m G N* et une matrice N x N, B de déterminant non nul, tels que 

max \\Mil...Mim/BEL+i\\<2 
ij =0 ou 1 
3=1,..., m 

—ml 

avec Mi = BM{B - 1 

Ces résultats s'étendent aussi pour les équations d'échelle f(x) = $3n=o °ni i^x ~ n) P o u r 

k¿2. 
Comme || PtMil ... Min(P

l)~l jP%E\ ||~ n¡t=i *̂*» al°rs5 d'après la Proposition 19 et 
le Théorème 2, il existe une unique fonction continue F = Fp appartenant à Ll(R) et 
satisfaisant (4.2) et (4.3). 

De plus F est Hölderieune d'exposant de Holder amin = min{ \^W, ^ "fL^ }• P a r 

conséquent, en prenant Q = [0,3], on peut dire que F est autosimilaire avec des Sj(fl) ne 
vérifiant pas la condition de séparation. On a par ailleurs, pour tout x € [0,1] 

F(x) + F(x + 1) + F(x + 2) = 1 . (4.7) 

On va chercher une forme analytique explicite pour la fonction F. Pour x € [0,1], on 
considère la décomposition dyadique 

oo 

k-1 

et on définit l'opérateur de shift r par 

oo 

TX = Y^ik(x)2~ -Jfc+1 

k=2 

TX-S~l (x)-i 2X SixE [0,1/2] 

TX - ^tfW - \ 2 x - l s i x G [1/2,1]. 

V(x) = (F(x),F(x + l),F(x + 2)). 

Observons que 

On pose 

Il vient alors 
V(x) = Mh(x) V(TX) 

donc par itération, on aura pour tout n € N, 

V(x)^Mh{x)...Min{x)V(Tnx) 
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0.8 - ! ] ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1—T 1 p - i 1 1 1 — ¡ — i r 

On a 

FlG. 4.1 - Le graphe de Fp pour p = 0.25 

F(x) = <e3,V{x)> 

= < e3, l imMj l ( x ) . . . Min{x) V(0) > 

= lim < (M ¿ l ( l ) . . . M ^ ) ) 4 e3, V(0) > 

n k—\ n—1 n 

= um < P2 53 ** n Xi<ei "in n x ^ e 2 + n A i * **>v^> • 
Grâce au fait que Ao et Ai sont compris entre 0 et 1 et à la propriété (4.7), on obtient 

oo k—1 

Vx € [0,1], F(x) = p2 5^tjfc(ar) [ ] Ai((x) 
Jfc=i i=i 

(4.8) 

Regardons maintenant les relations entre le graphe de F sur [1,2], [2,3] et son graphe 
sur [0,1]. Pour x G [0,1], comme F est supportée par [0,3], l'équation (4.2) donne 

F(~±)=pF(x + l)+pF(x) 
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donc 

F(x + l) = -F(^)~F(x) 
P ¿ 

Or si x — "£AL\ H(X)% alors 

donc 

par conséquent 

oo 

i=2 

n(—TT") = 1 e t id—TT-) = U-i(x) pour l > 2 

x 4- 1 
^ ( ~ -«—) = P2 i1 + h(x)X\ + i2('£)XiXil{x) + ...+ ik(x)\iXi^x)... Xik_x(x) + •••) 

2 

soit donc 

Par conséquent, 

donc 

F(^41)=p2 + (l-p)F(x). (4.9) 

F(x + 1) = p + i ( l - p)F{x) - F(x) 
P 

F{x + l)=p+-——F(x). (4.10) 

Et on conclut grâce à (4.7) que 

F(x + 2) = 1 - p - — - F ( x ) . (4.11) 

Remarquons que pour x € [0,1], ^F(x) est la primitive de la mesure de probabilité 
binomiale p construite sur [0,1] par le procédé itératif suivant : à l'étape n = 0, on affecte 
à l'intervalle [0,1] le poids 1; à l'étape n — 1, on attribue un poids AQ = p à-l'intervalle 
[0,1/2] et le poids Aj = 1 — p à l'intervalle [1/2,1]; à l'étape n, on divise [0,1] en 2n 

intervalles égaux en longueur, on repère chacun de ces 2" intervalles par une séquence 
symbolique (¿i, . . . ,in) où ¿/¿ = 0 ou 1 selon que l'intervalle considéré soit l'un des 2k~1 in­
tervalles à gauche (i^ = 0) ou l'un des 2 fc_1 intervalles à droite (ik = 1) de la décomposition 
des 2k intervalles obtenus à l'étape k, on attribue alors un poids A¿x . . . A¿n à l'intervalle 

Ai....,.-. - E L i **2~fe, E L i ¿*2-* + 2-»]. 
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4.3 Régularité ponctuelle, spectre des singularités et forma­
lisme multifractal 

Dans cette section, on fournit la valeur exacte de la régularité ponctuelle, le spectre des 
singularités et la preuve du formalisme multifractal. Il y a plusieurs façons de faire ceci : on 
peut se ramener au cas des fonctions autosimilaires classiques et en déduire directement le 
résultat mais comme ^F(x) est la primitive d'une mesure de probabilité binomiale, nous 
préférons faire appel au formalisme multifractal pour les mesures et appliquer les résultats 
de certains auteurs à notre cas; l'autosimilarité de F sera utilisée dans la troisième section 
afin d'analyser la présence de chirps logarithmiques. 

On pose 

, . ,. . c iogAi1(x)---A in(I) 
aix) = limmf ~ - — 

n—»oc log 2~n 

= l i m i n f f £ I L l ¿ i ( z ) | l 0 g ( 1 ~ p ) l 1 (1 S f e i f r f r ) ) ! 1 * * ^ • 
H-+OC y n log 2 n log 2 / ' 

On a le théorème suivant 

Théorème 3 Soit 0 < p < l, p ^ \ et F la solution de l'équation (4-2) sous la condition 
de normalisation (4-3). Alors pour x € [0,1] tel que a(x) < 1, on a 

x + 1 
a{x -r 2) = a(x + 1) = a ( — — ) = a{x) = a(x) . (4.12) 

2 

En plus, pour a 6 [amîJÎ, 1] 
d(a) — inî(aq — a(q)) 

g 

avec *{q) =-WiÇr'W . 
Et pour a £}amin, - (p logp + (1 - p ) l og ( l -p ) ) / l og2 ] , 

d{a) = inf\{aq - Ç(q) + 1) 

et le formalisme multifractal s'applique. 

Preuve : 
On va d'abord rappeler le formalisme multifractal pour les mesures et montrer le rapport 
avec le formalisme multifractal des fonctions. 
Pour x £ [0,1], on note In(^) l'unique intervalle dyadique de longueur 2~n contenant 
x, c'est à dire l'intervalle E"=i*'(a:)2-'s5D£=i*i(a:)2~"i + 2~n\ et on définit la régularité 
ponctuelle de la mesure /J en x par : 

Q U ( S ) = lim——•• " •'-•- (si cette limite existe) . 

Posons 
Eß(a) = {xe [0,1) : aM(x) = a} 

et 

g M = 1 i m
l 0 S ^ ( " " f c 2 ' " ' ( f e + " 2 ' " » > ' . 

W / n log2~n 



4.3. RÉGULARITÉ PONCTUELLE, SPECTRE DES SINGULARITÉS ET F.M 97 

Alors le formalisme multifractal pour les mesures dit que : 

dH{Eß{a)) = inî{aq - a{q)) . 

Brown, Michon et Peyrière (cf (11]); Collet, Lebowitz et Porzio (cf [20]); et Mandel­
brot et Riedi (cf [44] et [54]), ont montré la validité de ce formalime pour les mesures 
inultinomiales. Par ailleurs, si / désigne la primitive de la mesure /¿, c'est à dire 

f(x) = / dii = p([0,x]), 
Jo 

alors pour a < 1 , on a l'équivalence triviale 

x G Eß(a) <=> af(x) = Q . 

Si d(a) désigne le spectre des singularités de / , il s'ensuit alors que pour a < 1 

d(a) = inf\aq - a{q)) . (4.13) 

D'autre part, on a 

YJ{vm-nÀk + i)2-<i])y = ^¡/(Ä2-")-/((fe+i)2-R)r 
k k 

~ 2nJ\f(x + 2-n)~f(x)\'1dx: 

Par conséquent, si 1 + a{q) < q alors 

Ç(q) = 1 + a(q) . 

Pour notre mesure, on a 

log(l - p)£"=i *'(a:)pn-Er=i *«(*) 
a„( i ) = lim inf = a(x) ; 

M ' n log2~n V ' 

Soit donc Q(X) = a(x) si a(x) < 1. 
Ainsi (4.12) découle de (4.10) et (4.11) et du fait que o f 3 ^ ) = a(x). 

D'autre part, on a 

, ^ r l 0 6 ^ N = n l ^ l g .. log(p* + (1 - p ) T log(p« + (1 - p)«) 
ala) = hm T-—- = hm ;— = :—~ ; 

w n log 2 - " n log2~n log 2 
Par conséquent, 1 +<r{q) < q pour tout-g > 1 et on en déduit grâce ÎIUX relations (4,10) et 
(4.11) que 

C M - 1 - ^ ( 1 . - ^ V , > 1 . (4 ,4) 
log 2 

Finalement, le Théorème 3 découle du fait que pour amin < a < 1, infg(ag+ P |og2 ) 

est atteint en log Í ~ -̂ f¿̂ av,"y ) / log j ^ qui est supérieur à 1 seulement pour a G 

Kmn, - ( p l o g p + (1 - p)log(l - p))/log2]. 
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4.4 Autosimilarité, chirps logarithmiques et analyse par on-
delettes 

4.4.1 C h i r p s l oga r i t hm iques e t ana lyse p a r onde le t t es 

Rappeions qu'une fonction f(x) d'une variable réelle est Hölderienne d'exposant a en 
XQ s'il existe un polynôme P de degré au plus a tel qu'on ait au voisinage de XQ 

\f(x0 + h)-P(h)\<C\h\a . 

Cette majoration, ne permet pas de décrire les oscillations de | J(XQ + h) — P{h) |. 
Des comportements très oscillatoires ont été étudiés dans [37] et [48], lorsque par exemple 

/(xo + h) - P{h) ~ ha sin --$ ; 

l'indice a étant l'exposant de Holder en XQ tandis que ß mesure la rapidité des oscillations 
qui vont s'accélérer quand h tend vers 0. 
Une situation moins oscillante apparaît lorsque / est "approximativement autosimiîaire" 
au voisinage de XQ, plus précisément lorsque (si a < 1) 

/ (x 0 + h) - f(xQ) = A-û ( / (x0 + Xh) - /(x0)) + 0(\h\a) 

avec À < 1. Cette égalité implique bien sûr que 

/ {x0 + h)- /(xo) = \h\aG±(log ±h) + 0(\h\a) 

où le ± désigne le signe de h et G+ et G_ sont des fonctions log À périodiques, 
introduisons donc la définition suivante 

Définition 6 On dit qu'une fonction f a un chirp logarithmique d'ordre a en XQ , de 
périodicité log À et de régularité r > 0, s'il existe un polynôme P de degré au plus a et 
deux fonctions G+ et G_ appartenant à l'espace de Holder C, périodiques de période log A 
et bornées telles que 

/ ( x 0 + h) - P(h) = \h\aG±(log±h) + 0(\h\a) 

ou de façon équivalente, si 

/ (x 0 + h) - P(h) = À~û(/(x0 + Xh) - P{Xh)) + 0{\h\a) . 

Dans [35], Jaffard a établi des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de 
chirps logarithmiques, portant sur la transformée en ondelettes de la fonction. De plus il 
a trouvé une formule qui fournit explicitement les coefficients de Fourier des fonctions G+ 
et G„ aux points où les fonctions autosimilaires ont des chirps: soit a > 0, considérons 
une ondelette ip € CW+1(R) telle que pour tout 0 < / < [a] + 1, \ip(l)(%)\ < (l+iJßM+a e t 

J xl4'{x) dx = 0 et de plus (par exemple) %p paire, ou impaire, ou $(£) = 0 pour £ < 0 (et 
i¡> non identiquement nulle). Voici les énoncés des théorèmes de Jaffard ([35]). 
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Théorème 4 Si f a un chirp logarithmique d'ordre a en XQ , de périodicité log À et de 
régularité r, alors la transformée en ondelettes de F vérifie 

CaM) = aaH(loga, 5 — ^ ) + 0(aa + \b~ x0 jû) (4.15) 
CL 

avec H(x,y) log A périodique en la première variable, 

\H(x,y)\<C(l + \y\T~r (4.16) 

et 
\H(x,y) - H{x',y)\ < C\x - * 7 ( 1 + \y\)a . (4.17) 

Réciproquement, supposons qu 'il existe ß < a tel que 

Ca,b(f) = aQ i i ( loga ;
 b-^) + O(o°(l + l^^f) (4.18) 

avec H(x,y) satisfaisant (4-16) et (4-17). Alors f a un chirp logarithmique d'ordre a en 
XQ, de périodicité log A et de régularité r ~ e, Ve > 0. 

4.4.2 Chirps logar i thmiques pour les fonct ions autosimî la i res 

Soit maintenant / une fonction fe-autosimilaire sur [0,1], i.e vérifiant 

d 

/(a ;) = E A i / ( S r 1 ( * ) ) + 9(x) (4.19) 

avec ¡Ajl < 1 pour i = 1 , . . . , d, Si des applications affines de [0,1] dans [0,1] de rapports 
de contraction m, telles que 

5¿0O,l[)n5 i(]O,l[)= si i?j 

et g est Ck à support compact dans [0,1]. On suppose en plus que / n'est pas Ck en un 
point XQ. 
Alors les points où / n'est pas Ck appartiennent au compact K invariant par les Si (K = 
\JSi(K)). 
Chaque point de ce compact peut s'écrire 

x = lim SU o . . . o & (t) 
n>-Kx> 

où t est un point quelconque de [0,1]. On peut donc coder x par la suite (¿x,..., in,,..), 
ou encore par le nombre 

X = X(x) = Yli"(rn 

n 
dont le développement diadique est précisément la suite in. 

Théorème 5 Soit f une fonction k-autosimilaire et x un point codé par un rationnel; 
{il,..., im, / i , . . . , lp(x),h, - - •, lp(x), • • •); Notons 

\{x) = Aj , . . . A/ 
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et 
p(x) = nh ... WpW • 

Alors f a un chirp logarithmique d'ordre a = ffi JA en x, de périodicité log ¿¿(a:) et de 
régularité k. 

Notons que la détection des chirps découle directement de l'équation fonctionnelle (4.19). 

Dans ce qui suit, nous appliquons les résultats de Jaffard pour la solution F = Fp 

de l'équation (4.2) (sous la condition de normalisation (4.3)) afin de détecter ses chirps 
logarithmiques. Pour cela on va d'abord la transformer en une fonction 1-autosimilaire. 

y -i 

£ &dK 

UM ijw tsn îsn \m* 

FlG. 4.2 - Graphe et autosimilarité de F0.25 autour de 1.6 

Pour x G [0,1/2], l'équation (4.2) s'écrit 

F{x) = pF(2x) . (4.20) 

Pour x G [1/2,1], on a grâce à (4.9) 

F(x) = (l-p)F(2x~l) + p2 . (4.21) 

On a F(0) = 0 et F(l) = p, on définit alors une fonction continue F qui s'annule en 0 
et 1 par F(x) = F(x) — px pour x G [0,1] et 0 ailleurs. 
En réécrivant (4.20) et (4.21) pour F, on aura 

pF{2x) + (2p2 - p)x si x£ [0,1/2] 
F(x) = { {1- p)F(2x - 1) - (2p2 - p)x + 2p2 - p si a; G [1/2,1] 

0 ailleurs. 
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En posant 

et 

On aura alors 

avec 

fi=]0,l[; 

l j 
SAX) ~ 2X + o p0Ur 3' ^ °'1 ' 

(2p2 - p)x si x e [0,1/2] 
5 ( . -E)=<( -(2p2~/3)a; + 2 p 2 ~ p si x € [1/2,1] 

0 ailleurs. 

i 

F(x) = ^ À j J P ( 5 - 1 ( x ) ) + «,(*), 

Sj(fi) Cf i pour j = 0,1 ; 

So(fi)nSi(f i) = 0 

et g est une fonction uniformément Lipschitzienne et à support compact dans [0,1]. 
F est doue une fonction 1-autosimilaire. Par conséquent, en tout point x codé par un 

rationnel, F a un chirp logarithmique d'ordre a = ñ(xfi0g2 e n x' ^ e Périodicité —p(x) log 2 
et de régularité 1. 

Vu que F est égale à F modulo un monôme, il en résulte des relations (4.10) et (4.11) 
qu'en tout point rationnel x tel que a(x) < 1 (ainsi que ses translatés de 1 et 2) F a un 
chirp logarithmique d'ordre a = ~(^s

t0g2 ' ^ e périodicité —p(x)log2 et de régularité 1. 
C'est à dire qu'on a pour \h\ assez petit 

F(x + h)- F(x) = \{x)[F(x + 2-pW/i) - F(x)} +Ol\h\ ^"™ J . 

4.4.3 A u t o s i m i l a r i t é des fonct ions d 'échel le e t fo rma l i sme mu l t i f r ac ta l 

On vient, de voir que modulo un monôme, la fonction d'échelle Fp est 1-autosimilaire. 
Ainsi elle vérifie le formalisme multifractal sur une partie de l'intervalle [am¿n , l j . 

Dans [21], Daubechies nous a signalé que toute fonction d'échelle dont les coefficients 
Cn vérifient les L 4-1 règles de somme 

N 

J ^ C Í - i r n ^ O pour l = 0,...,L, 
n=0 

peut se transformer en une fonction autosimilaire N—L — l dimensionnelle; c!est-à dire que 
les Xj seront des matrices N — L~lx N — L — l e t l a fonction d'erreur devient une fonction 
vectorielle de Rf,'~L~l. Ainsi, si L = Ar — 2 alors modulo un polynôme de degré N — 2, 
la fonction d'échelle devient (N — 2)-autosimilaire dans le sens classique et le formalisme 
multifractal pour a < N — 2 en résulte. 
Toutefois, il faut remarquer que la famille d'exemples Fp fait partie du cas L < N — 2, 
en effet L ~ 0 et N = 3, alors qu'on n'a eu aucune difficulté pour transformer Fp en une 
fonction autosimilaire et de vérifier le formalisme multifractal. 
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u 

-«.s 

• . i • < 1 i i i i I i , i i ! i . . . , . . . . , . , . . 

; / \ \ 

/ \ 

Í \ , _ ^ v _ _ 
N y V 

. . , . 1 , , . , 1 . . . , ! . , , . 1 . . , . 1 , . . , 

1JS 23 

FlG. 4.3 - Le graphe de <p pour ß = 0.683 

FlG. 4.4 - Graphe et auto similarité de (p sur [0.49,0.54] 

Nous allons maintenant prouver que ceci est presque aussi le cas pour la fonction de de 
Rham (ou Cesare) qui vérifie 

F(x) = F{3x) + \{F{-&x - 1) + F{Zx + 1)] + | [ F ( 3 i - 2) + F(3x + 2)] (4.22) 
3 ó 

avec toujours F £ L1 et J F{x) dx = 1. On montre en fait que cette fonction est autosimi-
laire, mais avec une fonction d'erreur discontinue. 

4.5 Formalisme multifractal pour la fonction de de Rham 

La fonction de de Rham (ou de Cesaro) a été introduite dans le but de construire des 
fonctions continues nulle part dérivables (cf [15] et [25]). 
On se propose de montrer que cette fonction est multifractale et de vérifier le formalisme 
multifractal. 
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Pour cela, on va tout d'abord, en posant / (x ) = F(x — 1), se rendre à l'équation 
d'échelle classique. / satisfait alors 

4 

/ ( * ) = £ c „ / ( 3 : r - n ) (4.23) 
Tl=0 

avec CQ = C4 = | , c.\ — c$ = | et c-i — 1. 
On a une seule règle de somme qui s'écrit sous la forme CQ + c% = c\ + c\ = c> = 1. 
Considérons les trois matrices 

Considérons aussi les vecteurs ei = (1,1) et &2 — (1,0) et notons P la matrice de 
passage de la base canonique de R2 dans la base (ei,e2). 

On a 

P-l¡&-(\ j ) ,P- '« í i» . (J J , ) e« P-'AÍ|P=(¿ | ) . 

Un raisonnement par récurrence nous permet d'établir que pour tout (» i , . . . , t n ) € 
{0,1,2}n 

p - 1 ( M i l . . . M i J * P e 1 = e1 

et 

. n—1 / k \ 
p-x{Mn...MlnfPe2 = - - £ M Q A Í , ]¿ f c + l C l 

fc=0 \ /= l / 

avec A0 = A2 = | et Ax ~ -\; 5 = 0, ï = - 2 et 2 = - 1 . 
Ce qui donne 

p - 1 ( M i l . . . M i J
t P e 2 = J^r-W>W+W\-\)WnMex 

+3-n2JV»(0)+JV„(2)^_1jiVI,(l)C2 ? 

avec AT^(Î) (t — 0,1,2) le nombre des indices valant i, dans le n-uplet (i\,...,in). 

En utilisant alors la Proposition 19 et le Théorème 2, on prouve que / est à support dans 
[0,2] et qu'elle est Hölderienne d'exposant de Holder am¿n = log(3/2)/log3 = 1 — J2|| ~ 
0,36907.... et que / (x ) + f{x + l) = l pour tout x € [0, l j . 

Il en résulte que la fonction de de Rharn F € C l o g5' l o g 3(R) et est à support compact 
dans [—1,1] et que F(x) + F(x — 1) = 1 pour tout x € [0,1]. Ainsi, on peut remplacer F 
par sa restriction à [0,1] pour l'analyse multifractale. 
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Ä 0.5 
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-1.5 -0.5 0.5 1J 

FlG. 4.5 - Le graphe de la fonction de de Rham. 

Ces résultats sur le support ainsi que l'équation fonctionnelle satisfaite par / nous 
permettent aussi d'écrire 

i | / (3x) si x E [0, i ] 
f(x) = { - i / ( 3 x - l ) + | si xett,}] 

2 fin 0 \ _._ I ci ™ CL f2 H | / ( 3 x - 2 ) + f si a ; e [ f , l ] 

que l'on peut aussi écrire sous la forme 

2 

f{x) = J2*jf(S71(x)) + 9{x), 

avec 

et 

3=0 

5j(x) = i a r + | pour j = 0 ,1 ,2 ; 

g(x) = < 

(4.24) 

( 0 si x G [0,1/3] 
2/3 si x €[1/3,2/3] 
1/3 si x € [2/3,1] 
0 ailleurs. 

/ est alors du type autosimilaire, respectant la condition de séparation, mais la fonction 
d'erreur g n'est même pas continue. 
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FlG. 4.6 - Graphe et autosimilarité de la fonction de de Rham autour de 0 

On essaye alors l'argument utilisé pour les fonctions Fp : on a /(0) = 0 mais / ( l ) = 1 ^ 0 , 
on définit alors une fonction f(x) qui s'annule en 1 aussi, par f(x) = f(x) — x. 
Il vient donc 

C § / (3z )+s si x e [ 0 , | j 
f(x)=l -±f{3x-l)-x + l si s t € [ | , f ] 

[ jf {Sx - 2) + 2x - 1 si XG [|,1] 

/ est aussi du type autosimilaire, avec toujours une fonction d'erreur discontinue. 
On vient donc de prouver que malgré le "manque" de règles de somme, on peut trans­

former la fonction d'échelle de de Rham en une fonction de type autosimilaire satisfaisant 
la condition de séparation, mais avec une fonction d'erreur discontinue. 

Signalons que la fonction de de Rham a une forme analytique explicite, en effet, pour 
x S [0,1], on considère la décomposition triadique 

x = ]Ttfe(x)3 k 

k=i 

et on définit l'opérateur de shift r par 

TX = ^ î f c ( x ) 3 " •Jfc+i 

k-2 
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FlG. 4.7 - Graphe et autosimilarité de la fonction de de Rham autour de 0.3 

TX = shU(x) = \ 
f 3a: si x € [0,1/3] 

3 x - l s ix G [1/3,2/3] 
{ 3 x - 2 s ix 6 [2/3,1]. 

F(x) = ( / (x ) , / (x + l)) 

Observons que 

On pose 

Il vient alors 
V(x) = Afil{x) V'(TX) 

donc il en résulte par itération que pour tout n S N, 

V{x) = Mil{x)...Min{x)V(Tnx). 

Ainsi pour x 6 [0,1] 

F(x-1) = f(x)=<e2,V(x)> 
= < e2, lim Mi! (s ) . . . MÍB ( l ) V (0) > 

= lim < (Aí t l ( x ) . . . Min{x))
1 e2, V'(0) > 

fe=o \/=i / 
= _I^3-fc2JV*.-<°>+JV*.-(2)(-l)JV*--W¿Jt+i(x) ; 

(4.25) 

(4.26) 
fc=0 
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FlG. 4.8 - Graphe et autosimilarité de la fonction de de Rham près de 1 

où Nk,x{i) désigne le nombre d'indices valant i dans les k premiers termes du code triadique 
de x. 

On voit clairement que pour x G [0,1], 

oo / k \ 

F(x-l) = f(x) = Y, n A ' K x ) )g((Silo...oSik)~Hx)) 
k~Q \ i = l / 
oo / fc \ 

Ce résultat était prévisible, car il s'agit en fait de l'expression de toute fonction auto­
similaire. D'autre part, en utilisant soit la propriété (4.25) ou de nouveau (4.27), on peut 
vérifier que lorsque x et x +t ont les mêmes n premiers termes du code, alors 

F(x + t) - F{x) = -[F(x + t-l)-F(x- 1)] 

= -*i(n*)[F{Tn(x + * ) - ! ) - F(TnX - 1)] (4.28) 

En utilisant le fait que |A i (n i l )| = (I)^»(i)(|)"»W+^«(2) et que Nn(0)+Nn(l)+Nn(2) = 

n, on aura (voir ¡23] p:1069) pour x 6 [0,1] tel que rx( l ) := liron^oo ' "'̂  ' existe, 

\F(x + t) - F(x)\ = \F(x +1 - 1) - F(x - 1)| < C\t\b{x)-E , 

avec 
b(x) = 1 - j ^ ( l - rx(l)) = amm + r * ( l ) £ l 2 

log 3 log 3 
(4.29) 

Cela veut dire que pour un tel x 
a(x) > b(x) . 

D'autre part, pour majorer l'exposant de Holder, on doit minorer le terme \F(x +1) — 
F(x)\; le développement triadique de x peut contenir des chaînes très longues de 0, 1 ou 
2, de telle façon que |t| doit être très petit devant 3~n pour que x et x +1 ont les mêmes 
n premiers termes du code. Pour cela, on pose pour J G N, l^(x) (respectivement lj (x)) 
la longueur de la chaîne (non interrompue) de 1 (respectivement de 0 ou 2) précédant (et 
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i0,2(x) fiix) 
incluant) ij{x). On prend x tel que lim¿ -1—-— = 0 = linij -*-?— et on fixe S > 0, il existe 
alors f tel que pour j > j ' 

Par ailleurs, si 

Ô2(x) lUx) J--~ < S et -¿V- < 
3 3 

i , i og¡ \ (J ,x) l . i \ v • t i \ 
«JW = —j—pĵ  e t a(x) = ammf aj(x) ; 

alors pour tout j , il existe j " > j tel que ajn(x) < a(x) + S, soit donc 

\K(j",x)\ > '3 - J ' " ( a ^ + i ) . 

On pose j = j — l-.' (x) avec j = j " — ¿L(x); on aura i-Ax) = 1 et i--+x{x) — 0 ou 2. De 

plus si on se restreint à j > j \ = (1 — <5)-1j'. alors j " > j > j \ > j1 et j = j " — l^,i{x) > 

j"{\ -S)> j ' . et donc Ûa{x) < S]. Il en résulte que 

]>j"-Sj"-ôj>(l~2S)j"; 

Par conséquent 

l*i(5»l > ¡A»ü",*)l > 3-í"'<a^+tf) > 3-W-)+Ä)(i~2i)-»5 _ 

Si h+1(x) — 0, on prend hj = §3~J, on a alors i{j,x + hj) = i(j,x) et par conséquent 

\F(x + hj) - F{x)\ = |F(x + / i j - l ) - F ( x - l ) | 

= 1^)1 I ^ + I -D -F ÎV Î -D I 

a v e c ^ = % * ) ( * ) • 
Mais Î - - + 1 (S) = 0 implique que y, = jj/j+j- Donc 

|F(x + h j ) - F ( x ) | = |A.ö i l ) | | f ( ^ + 1 + | - l ) - F ( | y j + 1 - l ) | 

= 3ÍA¿(í,x)i 

> C7|ÄJ-|
a(r)+tf' . 

On aura le même résultat en prenant hj = — §3~-', si fc+i(x) = 2. 
J'(x) ¿0,2(x) 

Comme le fait que rx(i) pour i = 0,1,2 existe implique que îirr^ J-y- — 0 et lim¿ -1—-— = 
0, alors on a le Théorème suivant 
Théorème 6 Pour x G [0,1] tel que rx(ï) pour i = 0,1,2, on a 

a(x - 1) = a(x) = amin + r a ( l Ä = 1 - £ i 2 ( l - r , ( l ) ) . 
log d log 3 
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Remarquons aussi que lorsque rx(l) = 0, on a a(x — 1) = a(x) — amin; et que lorsque 
rx(l) = 1 (par exemple les points de la forme 3~J(I 4-1)), on a a(x — 1) = a(x) = 1. Donc 
ce Théorème nous affirme que la fonction de de Rham est multifractale : il y a tout un 
intervalle [amj„,l] de singularités supérieures à la régularité globale amin. 
Pour un point normal, c'est à dire tel que rx(0) = r x ( l ) = rx(2) = | , a(x — 1) = a(x) — 

. , I log 2 ^ n 57030 «mm "I" s j o g 3 - U, Of y jö . . . . 

Ce Théorème nous permet aussi de minorer le spectre des singularités de F. Pour cela, 
il suffit de calculer la dimension de Hausdorff de l'ensemble des points i tels que r x ( l ) 
existe, et vaut une certaine valeur r ( l ) . 
Il y a une réponse élémentaire à ceci dans un théorème établi par G.Eggleston [26] dont 
l'énoncé dans le cas triadique est le suivant 

Théorème 7 Etant donnés trois nombres positifs r(G), r ( l ) et r(2) tels que r(0) + r( l ) + 
r(2) = 1; alors la dimension de Hausdorff de l'ensemble ¿2(r(o),r(i),r(2)) des points x tels 
que rx(i) existe, et vaut r(i), i = 0,1,2 est 

1 (r(0) log r{0) + r( l ) log r( l ) + r(2) log r(2)) . 
log 3 

En utilisant ce Théorème et celui d'avant, on aura en posant pour a € [amin. 1], r 0 ( l ) = 
log 3 / _ \ 
log 2\a arnin) 

d(a) > - sup Q l ° g Q + (1 - o - r t t ( l ) ) l o g ( l - a - r t t( l)) + r a ( l ) logrQ ( l ) 
~ 0<a<l-r„(l) l o g3 

Ce sup est atteint au point aa :— ~ r^' ' qui est bien dans [0,1 — rQ( l) ] , il en résulte donc 
que 

A( v ^ 1 ^ogS lo%3\i t l o S 3 l o ë 3 \ 
d{a) - - Í c ^ ( í o Í 2 - a i o ^ 2 ) I O g ( 2 l o Í 2 - a 2 1 o Í 2 ) 

1 , log3 log3 , , , . log3 log3 , , 
log3v log2 îog2 ' oy log2 log2 

Soit donc 

d{a) > __L_ (1_a) log( ig (1-Q))__L_ (a.1 + |2| | ) l o 6(g| ( a .1 ) + 1). («o) 
Passons maintenant à la majoration du spectre des singularités. On va tout d'abord cal­

culer Ç(q), puis on applique le théorème de Jaffard suivant (cf [32]) qui donne la majoration 
de d(a) par la transformée de Legendre de ((q) — 1. 

Théorème 8 Soit q>0ets>^.Sif£ Ba
q'°°{R

m), alors d{a) <aq-sq + m. 
Ainsi, si m < ((q) < q, alors d{a) < aq — Ç(q) + m. 

On va prouver le résultat suivant 

Proposi t ion 20 Vg > 0, 

log 3 
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Preuve : 
On prend 3~^+l) < h < 3 ^ , A, = [-1 - 3 ^ , - 1 ] U [ -3^,0] U [1 - 3^,1] et Bj = 
[ -1 ,~3^ ]U [0 ,1 -3^ ' ] . 

/ \F(x + h)~ F(x)\q dx < I \F(x + h)~ F(x)\q dx + f \F(x + h) - F{x)\q dx. 
J JAj JBj 

Dans un premier temps, on a grâce au fait que F € Camin(R) 

/ \F{x + h) - F(x)f dx < C\h\1+a™inil, (4.31) 
JAj 

et grâce au fait que F(x) + F(x — 1) = 1 pour x G [0,1] 

f \F(x + h) - F(x)\q dx = 2 f \F(x + h - 1) - F(x - l)\q dx. 
JBj JO 

En remarquant que l'intervalle [0,1 — 3~i] est l'ensemble des points x € [0,1] tels que l'un 
des ik{x), k = 1,...,j aumoins, est égal à 0 ou 1, on écrit [0,1 — 3--?] comme partition 
des ensembles Bj^, k — 1 , . . . , j , avec B¡¿ = {x € [0,1] : ik(x) = 0 ou 1, et ik+i(x) = 
ifc+2(-̂ ) = • • • =ij(x) = 2}. Pour x € Bj¿, x + het x ont les mêmes k — 1 premiers termes 
du code, donc 

f \F(x + h-l)-F(x-l)\*dx < (3*"1 |Ä|)'ara<- / \Mk-i,x)\
qdx 

< (3fc-i ¡ h i ) ^ » 3-j+*-i (1 |A o j ? + 1 |Al | f l + 1 ¡A 2 | 9 ) . 

Ce qui donne 

/ |F(a; + /i) - F(x)|* < C|h|1+92 i ?(2 + 2-9)J , 

ou encore 
, , „ log(2.2«+l) 

(x + h)- Fix)]* < C\h\1+q~ u.,3 . (4.32) 
JBj 

Ainsi, comme 1 + qamin > 1 + q— }0„3—-, (4.31) et (4.32) impliquent que 

Sq(h) < C ' | / I ¡ 1 T 9 " »»i3 . (4.33) 

En ce qui concerne la minoration de Sq(h), on prend hj = 3 _ J _ 2 , et on se restreint au 
domaine B'j = {x S [\, §] : ij-i(x) = ¿j+i(x) = ^+2(2) = ij+s{x) = ¿¿-¡^(z) = ¿¿+50*0 = 
0 et Î J ( I ) = 2}. Pour x € B',, x + hj et x ont les mêmes j + 1 premiers termes du code, 
donc 

\F(x + hi) - F(x)\ = \Xi{j+hx)\ \F(S7¿+l^(x+hj) - 1) - F(S-{^lx)(x) - 1)| . 

0 r sHj+i<z)(x) G í°> F Í ^ c a r »i+íí1) = ?;j+3(z) = Jj+4(a;) = ij+s(x) = 0) et ^ + l j l ) ( x + 
/ij) = 3 + •Sî^

1
+liX)(^) G [5, 3 + 3V], donc en posant y = S~{j+lx)(x), on aura 

\F(saU4x+M - !) - ̂ w * * -1)¡ 
= j A! F(S^(^+y) - 1) + «/(i + y) - A0 F(S^(y) - 1) - 2Ù/) I , 
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donc 

^(S^,^ + hj)) - F(S-{¡+lJx))\ = | - I iT(3t f - l )+¡ - ¡ F ( 3 y - l ) | 

- | | - F ( 3 y - l ) ! 

^ 2 1 6 n 
* 3 - 2 7 > 0 

et par suite 

Sq(hj) > C'\h£+q- W (4.34) 

Ainsi comme Vç > 0, 1 + q ~ tog\2
0g3+1^ < Ç, on en déduit que Vq > 0, Ç(q) = 1 + q -

;3 
)onc grâce au théorème de Jaffard. le spectre des singularités sera majoré par infç>i (aq— 

Ç(q) + 1). Un calcul facile nous montre que cet inf est atteint en qa = [log((l — a) log3) — 
log{2 log 2 — 2(1 — a) log 3)]/ log 2, et que qa > 1 si et seulement si a € [am¿n, 1 — g ¡~|§ — 
0,6554587...] et que la valeur de aq — Ç(q) + 1 en qa est 

( 1 ~a) l o g ( ( l - « ) l o g 3 ) - [ r ^ - + ^ = ^ ] log(21og2-2( l -a) log3) + ¿ l o g ( 2 1 o g 2 ) 
log 2 ° " ' ' ° " ' ulog3 log2 

qui coïncide bien avec le minorant de d(a) dans (4.30) 

log 3 

1 
•((1-x)/log{|))-«¡og«1-x)*log(3)))-(1/iog(3}+(x-1)/log<2))*l 

0.95 

0.85 

0.75 

0.65 

0.6 

1-xriog{3))+(Mog<3))' fiog(2*to8{2jr--=^! 

0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 

4 log2 FlG. 4.9 - Le spectre de la fonction de de Rham sur [ocmin, 1 — | 

On vient donc de vérifier le formalisme rnultifractal pour la fonction de de Rham pour 
tout a € [a m i n , ! - £ § [ § ] . 
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Il faut noter que d(amin) = log2/log3 et que puisque F € Cû m m(R) alors d(a) — —oo 
pour a < amin. 

Signalons aussi que les résultats concernant la régularité ponctuelle et la détermination 
du spectre des singularités ont été établis par Meyer (cf [47J) avant que nous fassions ce 
travail, en partant d'un changement de temps de la forme s = h(t), dû à Mandelbrot, où h 
est un homéomorphisme croissant de [0,1] dans [0,1] de sorte que, Foh~l soit une fonction 
Ca en tout point, a étant à la fois l'exposant de Holder ponctuel et global. 
Donc notre travail permet de retrouver les résultats de Meyer avec une autre méthode et 
également d'achever l'étude de la validité du formalisme multifractal. 

Signalons enfin que la fonction de de Rham est aussi autosimilaire, mais avec une 
fonction d'erreur discontinue et pourtant elle est C i o g5' i o g 3(R) et vérifie le formalisme 
multifractal (cf [5]). On montre dans le prochain chapitre que ceci n'est pas le cas toujours 
et que les singularités de g peuvent perturber la nature multifractale de F. 
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Chapitre 5 

Multifractalité et Formalisme 
Multifractal pour les Fonctions 
Autosimilaires avec g pas assez 
régulière 

Résumé. Le formalisme multifractal a été prouvé pour les fonctions autosimilaires 
pour les exposants de Holder inférieurs à la régularité globale de la fonction d'erreur g. On 
se propose d'étudier le problème pour les exposants de Holder supérieurs. On montre qu'il 
y a plusieurs changements au niveau de la nature fractale et la validité du formalisme mul­
tifractal: les singularités de g perturbent le spectre des singularités de F , et le formalisme 
multifractal est faux dans certains cas. 

5.1 Introduction 

Dans les chapitres 2 et 3, on s'est restreint à l'analyse multifractale et la validité du 
formalisme multifractal pour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Holder 
inférieurs à ¡3 régularité globale de la fonction d'erreur g. Cette restriction vient du fait que 
pour la détermination de l'exposant de Holder ponctuel, on a utilisé le critère qui relie la 
régularité ponctuelle et la transformée en ondelettes (continue ou discrète) via la notion 
des espaces 2-microlocaux, qui n'est pratique que lorsque l'exposant de Holder cherché est 
plus petit que la régularité de l'ondelette choisie pour l'analyse. 
Mais on peut rencontrer des décompositions sur des bases d'ondelettes peu régulières, voir 
même discontinues comme le cas du système de Haar; Malheureusement, dans ce cas la 
version discrète du critère précédent ne suffit pas, -et il sera fort intéressant de déduire 
des renseignements de régularité correspondants à des exposants de Holder supérieurs à la 
régularité de la base. Un premier moyen pour faire ça est de réécrire cette décomposition 
sur une base d'ondelettes plus régulières, en effet, il existe des formules de reconstruction 
plus générales que celle qui fait intervenir uniquement l'ondelette d'analyse (on prend 
F : R - • R) 

F(x) = Ci> f f C+(a,b)(F) i'(3LZ^) db^ (5.1) 
Ja>oJbeiL V o / « 
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ainsi 

dans lesquelles interviennent deux ondelettes, l'une pour l'analyse, l'autre pour la synthèse. 
On peut montrer que si *& est telle que 

Cp f $(a) ft(-a) — = Ci>f i£(-a) Â(a) — = 1 , 
Ja>Q a Ja>0 a 

alors F peut être reconstruite en remplaçant ij) dans (5.1) par la fonction ty; on obtient 

F(x) = Ci> f I C^{a,b)(F) * ( — 1 db~ . (5.2) 
Ja>oJb&BL \ a J a1 

Un second moyen est de caractériser les espaces 2-microlocaux par des "ondelettes" 
singulières. Comme la définition de ces espaces qui utilise la transformée en ondelettes 
continue ne dépend pas de î'ondelette choisie (et plus généralement de la décomposition de 
Littlewood-Paley choisie), alors en prenant "I'ondelette du pauvre" tp = ¿i — ÔQ (les masses 
de Dirac concentrées aux points 1 et 0) qui est singulière, on aura alors 

C(a,b)(F) = (±.ti>(-)*F)(b) = F(b-a)-F(b); 
\a a J 

ce qui permet de caractériser les espaces 2-microlocaux Ca,a (io), 0 < a < 1 et —a < a' < 
1 — a par la relation (cf [46]) 

\F{b-a) -F{b)\ <Caa (l + l b ~ a ° l j s i 0 < a + \b- x0\ < 1 et a > 0. (5.3) 

Cette caractérisation est "très voisine" de la définition de la régularité Hölderienne ponc­
tuelle "au point zo", ceci confirme le rapport qui existe entre les espaces 2-microlocaux et 
la régularité ponctuelle, mais elle est nettement plus difficile à vérifier. 
On peut aussi donner des critères pour la régularité ponctuelle entre 1 et 2 par "I'ondelette" 
(<5i — SQ) * (¿i — ÔQ) = ¿2 — 25i + ¿o qui a deux moments nuls, on a en fait l'équivalence 
entre F € CQ 'Q '(z0), l< a <2 et ~a < a' <2 - a et 

( IL _ i \ - a ' 
l + J 21J Si o < a + \b - xQ\ < 1. (5.4) 

La version discrète (pour a — 2~J'"1 et b = k2~:>) de cette relation est 

\F(k2'j + 2~3) - 2F{k2-J + 2-Í-1) + F(k2~j)\ < C2~aj (l + ^ H - i - ^ H (5.5) 

ñO < 2~i + \k2~i - x0\ < 1. 
Or pour F définie sur [0,1], continue et s'annulant aux points 0 et 1, le terme 
F{k2~i+2~i)-2F(k2~:i+2~i~1)+F(k2~j) correspond bien au coefficient C,-,* du dévelop­
pement de F sur la base de Schauder Aj¿{%) = A (2-* x — k) pour j G N et k = 0 , . . . , 2?' — 1, 
où rappelons A(x) = inf(x, 1 — x) si x S [0,1]; 0 sinon, qui est uniformément Lipschitzienne. 
La relation (5.5) ne suffit pas pour caractériser les espaces 2-microlocaux Ca,a (XQ) pour 
a > 1 pour la raison suivante : si elle l'était alors elle caractériserait aussi la régularité 
ponctuelle; or, les fonctions Fi(x) = A(x) et F2(:r) = A(x) + \h.(2x) + ^A(2x — 1) ont les 
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mêmes coefficients sur la base de Schauder pour j > 2 et pourtant F\ n'est pas derivable au 
point 1/2 alors que F2 y est C°°. Voici un autre problème : la fonction x2 est C°° alors que 
ses coefficients Cjtk =• 2~2j ne décroissent pas rapidement, en effet le système biorthogonal 
de la base de Schauder a seulement 2 moments nuls. 
Le même problème se pose pour les fonctions exprimées dans le système de Haar hj^(x) = 
2^2h(2^x — k) pour j € N et k = 0 , . . . , 2J' — 1; les points dyadiques sont des points de 
discontinuités pour ces fonctions. Pour les points "suffisamment loin" des dyadiques, ces 
fonctions sont C°° et le critère de la régularité ponctuelle marche; pour les points "bien 
approximés" par les dyadiques, ce critère ne s'applique pas. Dans [36], Jaffard a montré 
comment l'exposant de Holder ponctuel dépend aussi de la qualité de l'approximation par 
les points dyadiques. Nous évoquerons l'un de ses résultats dans ce chapitre. La version 
discrète ne suffit pas pour la caractérisation des espaces 2-microlocaux par les ondelettes 
peu régulières. Les résultats de Jaffard concernant le critère de régularité ponctuelle et les 
relations entre ces espaces et la régularité ponctuelle donnent une réponse élémentaire à 
ce problème. 

Signalons enfin que les espaces de Besov (et donc t}(p)) peuvent être caractérisés par 
des critères sur les coefficients d'ondelettes singulières telle que le système de Haar. 
C'est avec ces "outils" qu'on part maintenant vers l'étude multifractale et du formalisme 
multifractale pour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Holder supérieurs à la 
régularité globale de g. 

On va prendre comme fonction d'erreur g la fonction de Schauder A (a;) qui est C1 

selon notre définition pour la régularité Hölderienne uniforme; on définit sur [0,1] deux 
contractions SQ et ¿»i par SQ(X) — \x et S\{%) = \x + 5. Les fonctions autosimilaires 
qui en découlent vont révéler plusieurs changements au niveau de la nature fractale et la 
validité du formalisme multifractal. 

En itérant l'équation (1.22), on obtient le développement explicite de F sur la base de 
Schauder 

00 

Wx) = ^K(x)---\j(x)&((Sii(x)o---oSij(z))~1(x)) ; (5-6) 
3=0 

(il(x),...,ij(x),...) étant le code binaire de x € [0,1] : x = Y^^i $ ( ^ n'est pas nécessaire 
d'interdire ici i[ = 1 à partir d'un certain rang). 

Notons 
*0'> x) = (ii,..., ij) , Ai(jiZ) = A¿1... A¿i , 

^i(j.x) — "*i ° • • • ° Sij ; 

et définissons l'opérateur de shift r par 
00 

TX = £ ¿ * ( X ) 2 - * + 1 . 

jfc=2 

Observons que 

rx-S-1 (x)-! 2X s i z e [0,1/2] 
TX - öü(x) W - | 2x - 1 si x e [1/2,1]. 

On a alors 

j=Q 
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ou encore 

oo 

3=0 

On pose 
|A|max = moa;{|Ao¡, |Ai|} et |Ajmin = mm{|A0|, ¡Ai|} ; 

Considérons 
max , v — ;—^— e* w = :—-— 

log 2 log 2 
Dans la prochaine section, on montre que dans certains cas, les singularités des fonc­

tions de la base de Schauder aux points dyadiques perturbent la nature fractale de F: 
la régularité ponctuelle de F en un point x dépend de la "qualité" de son approximation 
par les points dyadiques. Dans d'autres cas, on trouve des résultats semblables à ceux 
de l'analyse multifractale des fonctions autosimilaires avec une fonction d'erreur g assez 
régulière. 

Dans la troisième section, on donnera la valeur exacte du spectre des singularités. 
Dans la quatrième section, on déterminera les fonctions r)(p) et Ç(p) et on étudiera la 

validité du formalisme multifractal. 

5.2 Régularité ponctuelle 

Le critère qui relie la régularité ponctuelle et les coefficients d'ondelettes via la notion 
des espaces 2-microlocaux, n'est valable que pour les exposants de Holder inférieurs à la 
régularité de la base, donc pour les exposants de Holder inférieurs à 1 pour le cas de la base 
de Schauder. Ce critère ne permet pas d'estimer les exposants de Holder supérieurs aux 
points dyadiques et ceux qui sont "bien approximés par les dyadiques". Dans [36], Jaffard 
a trouvé des renseignements pour ce problème; en particulier, il a prouvé que la régularité 
aux points dyadiques est assurée si on adjoint à la condition 2-microlocale classique une 
condition "algébrique" sur les coefficients qui exprime le fait que le graphe de F n'est pas 
"anguleux" au point, dyadique considéré. 

On définit le "taux d'approximation de x par les points dyadiques" par 

. , . loedisi(x,2 - !N) 
rix) = limsup—-—:———-. : 

Remarquons que r(x) > 1 pour tout x, 

Théorème 9 Soit f(x) — £} Cj^h-fëx — k). Si f € Ca(x) pour a < 3, alors il existe une 
constante A € R telle que 

| Cj¡k - A2~2j \< C2~aj(l + \2jx - k\)a . (5.7) 

Inversement, supposons que les coefficients Cjyk vérifient pour une constante A appar­
tenant à R, la condition 2-microlocale 

| Cjjk - A2~2j |< C2~ai(l + \2jx - k\f (5.8) 
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avec ß<aetl<a<3. 
Alors 

- Si x est non dyadique, alors 

a — 1 
a(x) > 1 + — - ; (5.9) 

r(x) 

(en particulier, si r(x) = 1 alors a(x) > a). 
On a en fait un résultat plus précis pour r(x) > 1; Pour chaque j , on définit kj = 
kj(x) par 

\kj2~j - x\ = inf \k2-j - x\ 
J ' k€L 

et S C N* par 

j GS si kfi-i ¿ kj-tf-V-V et kfi-i = kj+l2~^+l\ 

Soit J £ S et J' le premier indice tel que \kj2~J — x\ > 2~J /4. 
On pose 

J' 

Ej(x) = Cj-ntj^ß -22<¿j~J(Cj,2i2--'kj-i + Gj,V2~Jkj)-

On pose aussi 

rj{x) = log\kj2-J-x\ et QJ{X) _ log\EÁx)\ 
l og2 - ' JK~' log 2 - ' ' 

Si a > lim inf jgs ( 1 + °r ¡xV ) > l'exposant de Holder de f en x est 

a(x) = liminf f 1 + ^ ' l) ; (5.10) 
Jes \ rj{x) ) 

sinon 

a(x) > a . (5.11) 

- Si x est dyadique (donc J' = co), alors si 

Ej(x) = 0 (5.12) 

alors f G Ca(x) (donc a(x) > a); sinon f n'est pas derivable en x (donc a(x) < 1). 
Il faut noter que pour a > 3 le théorème précédent marche de la même façon en 

retranchant B{x- A;o2~:7)3 (ko = fâx}) des coefficients Cj¿ pour 3 < a < 4; C(x — ko2~i)4 

pour 4 < a < 5 ... 
Remarquons aussi qu'on n'a aucune perte de régularité par rapport aux résultats sur une 
base s'ondelettes arbitrairement régulière si r(x) = 1, ainsi par exemple en tout point x 
normal en base 2 (c'est à dire que la proportion des 0 dans son développement binaire est 
égale à celle des 1). 
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Passons maintenant à l'application de ce résultat. Pour cela, on va d'abord chercher la 
condition 2-microlocale. Pour k2~i = X)¿=i *t2~', on a Cjtk = I"Ii=i ^»r 

On pose 
Lj(x) = sup \Cjtk\ , 

\k2-i-x\<2.2-i 

0.(X) - l^M 

et 
ß{x) = liminf/3j(a;) . 

Considérons l'unique entier j tel que 

2~'J < |Jb2_J - z| < 2.2 - ' . (5.13) 

Si j ' > j alors |fc2-J - x\ < 2.2-* < 2.2"*, donc 

\Cj,k\ < Lj(x) 

< C2~~i0ixî~B)j{l + \2^x - k\F 

pour tout 7 > 0. 
Par ailleurs, si j < j alors 

\Chk\ < L}(x)\Xg¿ 

< Lj{x) 2-vV-b 

< C2-WW-e)i \2jx - k\ß{x)-'~v . 

Ainsi, on a la condition 2-microlocale 

\Cj,k\ < C2-W-eV (1 + \2>x - k\)0W-e-v. (5.14) 

Passons maintenant à l'estimation de Ej. 
De la définition de J', il vient 

r 
Ej{x) - A i (j_ l tJ) - y^2:'~J[Ai(j_1>I)A

J
1~ A0 +A¿(j„i:I)AiA¿~ ] 

- ^ - * > (2 - r ^ 1 - W- ' + 1 > " Ï ^ 1 " <2^'"J+1>) • 

On pose 

a j í = —¡—-~ZJ- ; 

log 2 J 
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On a alors le résultat suivant 

Théorème 10 Soit 0 < \XQ\ < 1 et 0 < \Xi\ < 1; Soit F la fonction donnée par ¡a série 

oo 

F(x) = Y2 A*0» M^x) 

solution de l'équation autosimilaire 

F(x) = \0F(2x) + XiF(2x - 1) 4- A(x) ; 

Alors pour x € [0,1], on a 

- 1. Si XQ + X\ j£ 1/2, alors 

- (a) si |Ajmax < 1/2 (donc v > 1), alors ß(x) > 1 pour tout x, et 

- A. si r(x) > 1 et x n'est pas dyadique, alors 

a(x) — îim inf ( 1 H 7— 1 
V rJ\x) rAx)J 

= 1 + lim inf, °^, j y , x ) ,. (5.15) 
log \kj2"J ~ x\ ' 

- B. si r(x) = 1 alors a(x) = ß(x). 
- C. si x est dyadique, alors a(x) < 1. 

- (b) si ¡A|mai > 1/2 (donc v < 1) alors 

a(x) = ß(x) . 

2. Si A0 + Ai = 1/2, alors 
a(x) = ß(x) . 

Preuve: 
Remarquons d'abord que dans le cas r(x) — 1, la condition 2-microlocale (5.14) et la 
propriété (5.9) du Théorème de Jaffard nous donnent 

a(x) > ß(x) ; 

Et que d'autre part, si ß(x) < 2 alors grâce à la première partie du Théorème 9, a(x) ne 
peut pas être supérieure à ß(x). 
Si 2 < ß(x) < 3, remarquons que la première partie du Théorème 9 implique que 

\Cjtk - CjJe+l\ < C 2 - ^ ( l + |2>x - k\)a ; 

Pour notre cas, la différence de deux valeurs consécutives de Cj¿ est de l'ordre de grandeur 
de Cjtk, donc 

a(x) < ß(x) ; 
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Des différences d'ordre supérieur pour les C^k sont du même ordre de grandeur que celui 
de Cjtk, donc pour ß(x) > 3, on obtient aussi a(x) < ß(x). Ainsi 

a{x) = ß(x). 

Maintenant, on va calculer l'exposant de Holder pour les autres x; 

1. Si Ào + Ai T¿ 1/2, alors 

(a) si ¡A|TOQX < 1/2, on a alors 

i. Si r(x) > 1 et x n'est pas dyadique, on a 

\Ej(x)\~\\iUx)\; (5.16) 

Donc 

log 2 J log 2 J 

il s'ensuit que 

1 + M * ) - ! ~ x _ _ J _ + 1 l oelA¿(^)l = x + _ L _ ( ( ¡c ) _ 1} 
rj{x) ~ r j ( i ) o ( x ) log2~J r j(z) 

où « signifie que les deux suites ont la même limite inférieure; et puisque 
rj(x) « J'¡J alors 

, , OJ(X)-1 _ J , loglV,x)L 

^ log2^|A l (J,s)| 

~ 1 + 1 o i 2 ^ - -

Comme r(x) > 1 et ß(x) > 1 alors pour e > 0 assez petit (tel que ß(x) > 
1 + e) il existe une infinité de J telle que lfrj(x) < 1 — e; pour tels J on 
a ßj(x) > 1 + e et donc comme jAjmax < 1/2, alors \\\max < f P o u r u n 

certain p < 1, et 

Lj'(x) < \\i(J,x)\ \Mmàx 

< ¡A¿(j,i}| (ij)* " 

donc grâce à (5.16) 

et par suite 

donc 

a,(x\<
 l o e ¿ J ' ( x ) +(L- l)(l^£ - 1) 

aj{x}- \og2-J +(J 1 ) ( log2 1 } 

t , aj{x) - \ ^ g , , , 1 , J o g P 
1 -i < /3.7'(x) - (—r-T - 1 ) :—-

rj(x) r j(x) log 2 

jgfa;) - e > liminf f 1 + Q J ^ 7 1 j ; 
V w ) y 
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La propriété (5.10) du Théorème de Jaffard donne 

f \ v • *(y L aj{x)-l\ . log2J |A i ( J ) l ) | 
alx) = hminf 1 H ~ T — = 1 + hminf—:—„ \, ' •; 

V rj{x) J log2~ / 

donc 
a(x) - 1 + hminf, _,, ] 

log \kj2~J — x\ ' 

ii. Si x est un point dyadique, comme Ej(x) ^ 0 alors a(x) < 1. 

(b) si |A|max > 1/2 alors dans ce cas, 

i. si x n'est pas dyadique, on a 

\Ej(x)\ < C2J'-JLj,(x) 

soit donc 
aj(x) - 1 

1+ , , >fl/'(a) 
r j (xj 

et donc on aura 
a ( i ) = 0(x) . 

ii Si x est dyadique, comme ,0(x) = v est inférieure à 1, alors le théorème 
classique de la caractérisation de la régularité nous donne a(x) = v. 

2. Si AQ + Ai = 1/2, alors 

(a) si x n'est pas dyadique, on a 

Ej(x) = ~A i ( J_ l i l } ((2A1)J '-J- !-1 + (2A 0 ) J ' - J + 1 ) 

donc, on aura comme auparavant 

\Ej(x)\<C2J'-JLj,(x) 

et 
a{x) = ß{x) , 

(b) Si x est dyadique, alors Ej = 0, donc la condition 2-microlocale (5.14) nous 
donne a(x) > v et l'égalité découle grâce au même raisonnement que celui du 
cas r(x) = 1 pour |A|max < 1/2. 

La preuve du Théorème 10 est donc achevée. 

5.3 Spectre des singularités 

On va prouver le résultat suivant 

Proposi t ion 21 - (i) Si XQ + Ai ^ 1/2, alors 

~ (i-1) si \\\max > 1/2 (donc v < 1) alors pour a E [v,w] 

d(a) = mf {aq - 7(c)) avec j(q) = j — 
g log ¿ 

et d(a) — —00 ailleurs. 
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- (i-2) si \\\max < 1/2 (donc v > 1) alors pour a G [ l ,mtn{ l+ ^îe<r}] avec ea = 

-(¡2A0riog|2A0 | + ¡2A1| irlog|2Ai|}/log2 et a l'unique réel vérifiant \2X0\
a + 

I2A1I" = 1, on a 
d(a) = cr(a — 1) . 

- (ii) Si XQ + Ai = 1/2, alors pour a G [v,(J] 

d(a) = inf(ag — 7(g)) 

et d(a) = —00 ailleurs. 

Preuve : 
Dans cette preuve, on ne va pas tenir compte des points dyadiques puisque leur contribu-

idíaH?m-l) 

FlG. 5.1 - spectre des singularités pour les cas (i-1) et (ii) (à gauche) et (i-2) (à droite) 

tion donne une dimension de Hausdorff nulle. 
Vu la forme de l'expression de l'exposant de Holder, la preuve des cas (i-1) et (ii) est exac­
tement la même que celle faite dans [33]. Remarquons d'autre part que si x est un point 
normal dans la base binaire alors lim; °g " g2 - '— = 1 et donc le Théorème 10 implique 
que l'exposant de Holder en x est (v + io)/2. Comme presque tout point est normal en base 
2, alors pour presque tout point l'exposant de Holder est (v + u))/2; donc d((v + uj)/2) = 1. 

Il nous reste maintenant à étudier le cas (i-2); on va d'abord caractériser les ensembles 
des singularités. Pour x non dyadique tel que r(x) > 1, on a a(x) — a si et seulement si 

1 
\kj2 J -x\ = \Xi(j,x)\° x avec limsup#j(:r) = 

avec A¿(jX) = Xis(x) • • • A¿.(x) où Ao = 2AQ et Ai = 2Ai; cela se traduit comme suit : 

Ve > 0, {J : \kj2~J -x\< ¡ Â ^ J ^ I ^ H ^ } est infini 

et 
VA > 0, 3JS tel que V J > Js , \kj2~J ~x\> |À i (J j l }|^î=7 . 

Ainsi, de la définition de kj, il vient 

a(x) = a & x € ( f] Es )\( \J Es ) 
5<~±T 6>-

(5.17) 
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avec 

et 

E,= n 4 m ) > Í ^G^UG^U. . . 
m > l 

(j(S) _ I I r(<*) 
m , ,V-f l™,1 »l,- .*m 

¡Aĵ  ...A¿m j <2 

m m 

C A . =] E i«2"' -&,-•• J U ' , E*<2_l +1̂ 1 - ^-1* i 

OD pose £^a) l'ensemble des singularités d'ordre a, on a alors 

<¿(a) = dirrifíE^ < inf dirnuEg . 
a —l 

On va donc estimer la dimension de Eg; remarquons qu'on peut recouvrir Eg par les 
intervalles /,- ,• ,n> m: ce qui donne 

n>m ii,...,in—Qoul 
i i , . . . , i „~0ot i l . 

n>m ,^ A | * < 2 - n n - m * i i—i*n=0oul 

n>m 

si ¡A|max < 1/2, ceci est uniformément borné si et seulement si ¡Ao|id + ¡Ai|M < 1, c'est à 
dire pour d > dg avec dg l'unique réel vérifiant \\Q\6ÍS + \Xi\Sds ~ 1. 
Comme dg en tant que fonction de ö est décroissante (car dg = a/ô) alors 

d(a) < d_u = <r(a - 1) . (5.18) 
or— 1 

D'autre part, pour donner une bonne minoration pour le spectre des singularités, on 
va dans un premier temps supposer que ¡AQ| = |AI] := A € [1/4, l/2[. La dépendance en x 
dans le numérateur de la formule (5.15) disparaît, et les ensembles de singularités seront 
les ensembles de points ayant la même approximation par les points dyadiques. Dans ce 
cas v — u) = — J2|~ := a\ > 1, donc pour a G [1,O<A3 

E^ = { fi Eg )\( (J Et) 

avec 

m>l n>m 

et Fn l'ensemble de toutes les sommes i\2~l +¿22_ 2+.. .+in2~n où ij = 0 ou 1. On a dans ce 
cas d i = - ( a - l ) ^ = ( a - l ) / ( a , \ ~ l ) . Donc pour a E [l,a\],d(a) < (a-ï)/{a\-l). 

Pour minorer le spectre des singularités, il suffit de construire une mesure de probabilité 
fi dont le support est l'ensemble des singularités E^ (ou une partie de E^), qui vérifie 
la propriété de "scaling" : "pour tout intervalle / C R, de longueur \I\ < 1/2, on ait 

li(I) < C\I\d^~*, Ve>0". 
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Soit m\ < rn.2 < ••• une suite croissante d'entiers qui tend assez rapidement vers l'infini, 
disons que pour tout n > 1, mn+i > exp(m„). Posons 

t\a-ï l 
U 

n>l 

avec 

K_^ = f]G^n~
l] (5.19) 

a —1 * • 

GLO1I ) = Fm+] - Âm^r , Âm^î[. (5.20) 

On applique alors le résultat suivant (voir [27]: Example 4.7 p:59-60) 

Proposi t ion 22 Soit G < s < 1 fixé et n\ < ri2 < ... une suite d'entiers qui croit 
rapidement (teile que. par exemple rik+i > max{n^, 3nk } pour chaque k). Pour chaque k, 
soit i4jfc C R constitué d'intervalles de longueur nk chacun, tels que la distance entre les 
milieux de deux intervalles consécutifs est n^ . Alors dirán f \ > i -^-k = s. 

(—) Pour notre cas, Ak = Gmk
 l , n* = 2m* et s — (a — \)l{a>\ — 1), donc dimtjK i = 

( a - l ) / ( a A - l ) . 
Î 

On pose N/. le nombre d'intervalles de longueur 2Am*"-1 que l'on peut trouver dans 

Hk = Gmi x H.. . P G ^ * ; et ßk Ia mesure de probabilité qui, à chacun de ces Nk intervalles, 
associe le poids N¿1dx/2\mk^, D'après [27] (Example 4.6 p:58-59 et Example 4.7 p:59-
60), on a ¡ik —*• ß quand n -> oc, où // = / i_j_ est supportée par Ä"_i_, et il existe une 
constante C > 0 telle que pour tout intervalle L \I\ < 1/2, on a 

/*(/) < C ¡ J l ^ - 1 ) / ^ - ! ) l o g 1 . (521) 

D'autre part, on a 
£!(*) D JE?_!_\( M £ ¿ ) (5.22) 

Q —1 S ~ / 

<S>; 

et 
(i{Es) = 0 pour tout S > . 

a — 1 
Comme la réunion de ces ensembles peut être écrite comme une réunion dénombrable, la 
mesure de leur réunion s'annule, donc pt_i_(E^) — ß_k_{E_±_) = 1 car K i C E i . 

a™l a ~ l a —1 a—1 a —1 

Le lemme suivant nous permet alors de conclure que d(a) = (a — l)/(ax — 1) pour 
a 6 [l.a>]. 
Lemme 1 Soit A C R m et Re l'ensemble de tous les recouvrements de A par des ensembles 
de diamètre au plus e. Soit 

Me.d{A) = inf Y (di&mAi)dlog(l/(diäm Ai)) 
r£Rt f—' 

-•4;€r 

CÍ SGî£ 

Mes^A) = limsup MSia(A) 
s-»0 
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la d-mesure de Hausdorff measure modifiée (évidemment, cette modification ne change pas 
la dimension de Hausdorff de A qui est D = inf {d : Mes¿{A) = 0} = sup {d : 
Mesd(A) — +oc}j. 

Soit ß une mesure de probabilité sur Rm et E C Rm . 

Si lim sup ^ f ^ l <C VxeE, alors Mess(E) > ^ß. 
r_»o rs log(l/r) c 

Revenons maintenant au cas général, on va écrire l'ensemble des singularités sous la 
forme d'une partition d'ensembles de points ayant la même approximation par les points 
dyadiques, puis minorer la taille de ces nouveaux ensembles. 

On écrit 
£(«>= {jAßf)E^ 

ß>i 

avec 

On a aussi 

avec 

Donc 

Aß r r log|fc/2 J-x\ 
Aß = {x : hm sup '-——~: = /?} . 

log 2~J 

E{a)D ( J AßnD{a.l)ß 

„ r ,. log|Aj(jx)| 
D(a-i)ß = {% • h m i o g 2-J =(Q- l)ß) • 

d{oî) > sup dimjjA^ f\D^a_i)ß. (5.23) 
ße{rnax{l,^\},^} 

On va montrer que la dimension de Hausdorff de A^DD^Q_i^ß est supérieure au produit 
des dimensions de Hausdorff de A@ et i?(a_i)^ et que le suprémum précédent coïncide avec 
CT(Q-I). 

Un raisonnement analogue à celui du cas ¡AQ| = J Ai [ nous donne 

A* = (f)As)\(\jAs), 
6<ß 6>ß 

avec 
A í = n U Fn+]-2-nS , 2-"¿[ 

m>l n>m 

et dimHAß = 1/0. 
D'autre part la dimension de Hausdorff de -D(a_i)0 est bien connue (cf [27] ou [33] par 

exemple) et vaut infa(a(a — l)ß — r(a)) avec r(a) = — log2(|Ao|° 4- |Ai|°). 
On pose Kß = f)n^ Ôffi avec 0$ = Fm+} - 2~m^ , 2~m% Pour la minoration de la 

dimension de A13 r\D^a_^ß on va construire sur l'ensemble Kß, une famille de mesures de 
probabilités invariantes, analogue à celle qui intervient dans le calcul des dimensions des 
D{a-\)ß (°f ¡33]) et utiliser Lemma 8 du second chapitre. 
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On pose PQ = ! Â 0 | O 2 T W et Pi = |Ài|a2T( f l\ alors P0 + Pi = 1- Construisons sur öffi 
une mesure de probabilité /j.n telle que pour tout (¿ i , . . . , ¿TOn), 

(mn \ 

J2 iß~l + ] - 2-"»'», 2—•'[ J = P¿ 1 . . . P imn. 
Alors ßn -^ ß quand n -> oc, où ß = /z^a est une mesure de probabilité supportée par 

Soient x € Kß il Dja- i j^ et I(x, r) un intervalle de centre x et de rayon r. Comme 

x € I>(a_i)/? alors il existe n tel que pour i = (h(x),... , im„(x)), ^¿1-^« - ( a - l ^ + e, 

donc pour rn = 2~m"^ et a > 0, on a /i(I(a;,rn)) ~ PU . . . P¿mtl = |Âi|a2m»r<fl\ donc 

logß(I{x,rn)) ,\.„c r i ° ) —•— 3— < a(a — 1) + ae — 

Donc pour tout a > 0 et e > 0 

¿¿(1(2, r)) 

ri-»0 r û ( a - - l ) - - ^ + £ 

donc, d'après Lemma 8, Ms(KßC\D^a^ß) ~ 0 et dimHKßC\D^a_i^ß < a(a — 1) — ̂ p- Vo > 
0. 

Soit maintenant r > 0. on prend j tel que |2~ J < 2r < 2~J et i = (¿i , . . . ,ij) le code 
de l'intervalle dyadique de longueur 2 _ J contenant I{x,r) alors 

ß(I{x,r)) < Plx...Pi} 

= |Â i |
B2 J 'T ( t t ) 

< 2~ia^a~l^~^2^a)- — 2 ~ ^ a ^ a ~ 1 ^ - ^ ~ T ^ ' p o u r a > 0 

< 2 - , - [ f l ( a - l - e ) - ^ i ] 

donc Ve > G 

En prenant 

ß(I(x,r)) 

a — log -
log¡Ái¡ + (a - l ) jS log2 

<C . 

/ logV-1 

|Ai| 
•~a.ß (5.24) 

log|A0| + (a- l ) /31og2 y 

on aura alors r'(a) = (a — l)ß et l'infimum de a(a — 1) — Ap est atteint pour a = aß] 
De plus, grâce à des arguments analogues à ceux de [33] on a ß(Kß il ß(a_i)^) > 0 (avec 
ß = ßßAß)\ donc en utilisant Lemma 8, on aura l'égalité 

í \ 
dimHKß fi Z?(a-i)0 = ¿ïjj(0(a - 1) - —j-) 

Du travail précédent, on en déduit que 

d(a) > sup — ini{a(a — l)/3 — r(a)) 

(5.25) 

(5.26) 
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On pose 
ip(ß) = inf(o(a - 1)0 - T(O)) = aß{a - l)ß - r(a0) 

a 

et 

Un calcul facile nous donne 

*,{/3) = ~ ^ 2 l 0 g ( i À ° r + | À i r ) -

Donc $'(/3) — 0 si et seulement si \\o\aß + \\i\aß = 1, c'est à dire que aß = o, ou 

encore ß = - ^ ' ' ^ f f ^ l ^ 1 0 * 1 * 1 1 * ; = ß. 0 l ß e [max{h ^ } , a=i] s i e t seulement si 

a € [ l , - ( | Â 0 r loglÀol + jÂxr log|Â1|)/log2] donc 

sup $(/3) = a(a — 1) . 

Ce qui achève la preuve de la Proposition 21. 
Ainsi, on constate que les singularités des fonctions de la base Schauder aux points 

dyadiques (bien que leur réunion soit dénombrable et ait une dimension de Hausdorff 
nulle) changent complètement la nature fractale de la fonction autosimiîaire associée. 

5.4 Validité du formalisme multifractal 

Remarquons que la dérivée (au sens des distributions) de la fonction F est donnée par 

la série F'(x) = Yl'jLo^^i(j,x) ^ [Sî(l
x)(

x)) o u Hx) es* Ia fonction de Haar qui vaut 0 

pour x < 0, 1 sur [0, l/2[, - 1 sur [1/2,1[ et 0 pour x > 1. 
Dans [16], on a le résultat suivant 

Proposi t ion 23 Soit 0 < s < 1/p < 1 et f = £ Cjíkh(2^x -k¡). Si f elf et 

sup 
0<t<5 

f \f(t + e)-f(t)\*dt 
Jte[0,l]:t+£6[0,1] 

-f l/p 

= 0(6') , Ö M- 0 (5.27) 

alors 

Ahp := J ^ K * Í J ] I2-ÍC,-,kf j ' = 0(2-J ' ) , ¿ -> oo. (5.28) 

Réciproquement, (5.28) implique que la série de Haar correspondante converge vers f 
dans IP satisfaisant (5.27). 

Ainsi la Proposition 23 est identique à la caractérisation des séries d'ondelettes régu­
lières dans les espaces de Besov (cf [45]) et donne rj/ip) = Çjip) = sp. 
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Appliquons ce résultat pour F' , on a 

_-i/î_MU£iE±lAiEl\ 
_ 2 J V P P ' ° Ï 2 / ; 

1. Si Ac + Ai Í 1/2, alors 

(a) si |A|max > 1/2, alors pour tout p > 1, on a ¡Ao|p + jAi|p > 1 et donc pour tout 

P > 1 1f'(p) = (F'(P) = 1 - log^A?!gt > a i n s i comme rç(p) = TJF'CP) + p et 
C(p) =

 CF'(P) + P Î
 a l ° r s pour a G [u,w] 

• 1 ) 

= d(a) 

mf(ap-C(p) + l) = inf(ap-t7(p) + l) = mf log2((2a |A0 |) '+ (2a|Ai|)P) 
p > i p > i p>\ 

et le formalisme multifractal est valide. 

(b) si \\\max < 1/2, alors 

i. si ¡Ao| + ¡Ài| > 1/2, on pose po l'unique p tel que |Ao|p + |Ai|p = 1, (c'est à 
dire po = a); alors pour tout 1 < p < po, on a |Ao|p + ¡Ai|p > 1 et par suite 

VF'ip) = ÇF>(P) = 1 - Ü * " * © ^ , ainsi 

inf (ap - ((p) + 1) = inf (ap - r¡(p) + 1) 
l <p<po l<P<Po 

= inf log2((2^-1>|Âo|)i9 + (2^-1)|Â1|)P) 
l <p<po 

= inf log2((2"|A0|)p + (2û iA1|)p). 
l<P<Po 

Cependant pour p > po, on a Ajj, < C2~JS, VO < s < 1/p, donc CF'(P) > 15 

et comme F ' n'est pas continue alors F' $• Bp'°° pour s > 1/p, et par suite 
•r¡F<ip) = CF'(P) = 1, donc 

inf (ap — rj{p) + 1) = inf (ap — Ç(p) + 1) = (a — l)po . 
p>po p>po 

Pour 1 < a < v, on a 2°|ÀQ¡ < 1 et 2ajAij < 1, il s'ensuit alors que 

inf (ap — î](p) + l) = inf ( ap -£ (p ) + l) 
l < p < p o 1 < P < P O 

= log2((2<a-1>|Â0j)«> + (2(Û-1)|Â1|))P0 

= (a - l)po ; 

Or par définition, (a — l)po = d(a) pour a > 1. ainsi pour 1 < a < v 

d(a) = inf ((a - l)p - C(p) + 1) = inf ((a - l)p - r¡(j>) + 1) (5.29) 

p>i P>I 

et pour v < a < min{\ + ¿:,-(|Âo|»log |Â0| + |Â1|£rlog|Â i|)/log2} 

d(a) = inf (ap - ((p) + 1) = inf (ap - r?(p) + 1) . (5.30) 
P>PO P>PO 
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ii. si maintenant ¡ÀQ| 4- |Ai| < 1/2, aiors pour tout p > 1, ¡Âo|p + \Xi\p < 1 et 
donc r¡{p) — ((p) = 1 + p. Il s'ensuit que 

inf (ap — ((p) + 1) = inf (ctp — rj{p) + 1) = a — 1 . 

Comme a < 1 alors 

tf(ûr) < inf (op - C(P) + 1) = inf (ap - r¡(p) + 1) , 
p>i p>i 

et le formalisme multifractai échoue dans ce cas. 

2. Si Ao + Ai = 1/2, alors 

(a) si |A|mQX > 1/2 alors comme précédemment le formalisme multifractai est valide. 
(b) si ¡A|maz < 1/2 alors le formalisme multifractai est valide pour tout a € [u,u>] tel 

que l'infimuin dans infp>i k ^^^Ao ! ) * 1 + (2Q|Ai})p) est atteint pour p 6 [l,po]-

D'où la conclusion suivante 

Théorème 11 Soit F la fonction donnée par la série 

oo 

3=0 

solution de l'équation autosimilaire 

F{x) = \0F(2x) + A I F ( 2 J - 1) + A(x) ; 

Alors 
1. Si Ao + Ai yí 1/2, alors 

(a) si ¡A|mai > 1/2 (i.e v < 1) alors le formalisme multifractai est valide sur [v,u>]. 

(b) si \X\max < 1/2 (i.e v > 1), alors 

i. si |Ao| + |Ai| > 1/2, alors le formalisme multifractai est valide sur [1, min{l+ 
i , - ( |Âor iog|Âo r+|Â1 | ' log|Â1 | ) / log2} ] . 

ii. si jAo| + ¡Aij < 1/2, alors le formalisme multifractai échoue. 

2. Si A0 + Ai = 1/2, alors 

(a) si |A|mQI > 1/2 (i.e v < 1), alors le formalisme multifractai est valide sur [u,u>]. 

(b) si ¡A|mQX < 1/2 (i.e v > l), alors le formalisme multifractai est valide pour tout 
a G [v,(J\ tel que l'infimum dans infp>ilog2((2a|Ao|)p + (2a|Ai|)p) est atteint 
pour p G [1, cr]. 
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Conclusion 

Daos ce mémoire, on a fait l'analyse multifractale et on a étudié la validité du forma­
lisme multifractal pour certaines extensions du modèle linéaire et isotrope de Jaffard pour 
les fonctions autosimilaires F(x) = Xà=i ^i^(S^l{x)) -f g(x). Ces extensions concernent 
les structures des contractions (non-linéarité, anisotropie), la condition de séparation, et 
la régularité de la fonction d'erreur g. 

On a montré que le formalisme multifractal reste vrai pour des autosimilarités associées 
à des contractions non-linéaires; qu'il dépend des propriétés d'isotropie des contractions; 
qu'il est vrai pour certaines fonctions autosimilaires dont les contractions se recouvrent; et 
enfin que les singularités de g perturbent le spectre de F et le formalisme multifractal est 
faux dans certains cas. 
Perspect ives: 

- Combiner ces résultats pour l'étude d'autosimilarités plus générales. 

- Essayer de mettre en oeuvre ces résultats pour l'analyse multifractale des images 
médicales ou radar satellite. 
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