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INTRODUCTION 1

Introduction

Un bras souple, également appelé mécanisme en chaine ouverte souple, est un sys-
teme de corps flexibles (maillons) reliés par des articulations permettant divers types
de mouvements relatifs, qui sont des mouvements de corps rigides non infinitésimaux,
mais d’amplitudes généralement limitées par des butées mécaniques. Ce type de
systeéme intervient dans 1'étude des structures spatiales déployables (Fig. 0.7}, des
satellites, des pales d’hélicopteres (Iig. 0.8) ou des bras manipulateurs de robots
(Fig. 0.6). L'étude de leur comportement mécanique et leur simulation numérique
représente donc un probleme d’ingénierie important.

L’intérét pour la modélisation et ’étude du positionnement ou du mouvement des
bras rigides ou assimilés est apparu depuis fort longtemps (Fig. 0.9) et c’est un sujet
bien cerné par la communauté scientifique. La modélisation la plus couramment
utilisée est celle de Denavit-Hartenberg [1955], étendue et améliorée par Khalil
& Kleinfinger [1986]. Elle permet d’établir facilement le modéle géométrique direct.
donnant la position de ’extrémité du dernier maillon du bras a partir des parametres
caractérisant les articulations de la chaine. Le modéle géoméirique inverse a fait
I'objet des travaux de Pieper [1968], Paul {1981] qui linéarisent la matrice de
passage du mécanisme et emploient un solveur du type Newton-Raphson, ou plus
récemment de Sciavicco & Siciliano [1987]. Quant aux problémes dynamiques,
deux types de formalismes sont couramment utilisés pour les traiter:

— Formalisme de Lagrange - basé sur des méthodes énergétiques : Paul {1981].
Megahed {1984], Renaud [1985]. Ce formalisme est bien adapté i 1’étude
du modele dynamique direct, donnant la trajectoire de I'extrémité du dernier
maillon du bras a partir de I’évolution des parametres caractérisant les articu-
lations de la chaine.

~ Formalisme de Newton-Fuler - basé sur 'étude des équations d’équilibre:
Hartoch, McGhee, Orin & Vukobratovié {1979}, Khalil & Kleinfinger
[1987], Renaud [1987]. Ce formalisme est bien adapté a P'étude du modéle
dynamique inverse, donnant I’histoire des parametres articulaires & imposer
pour obtenir une trajectoire donnée de 'extrémité du dernier maillon du bras.

Cependant, les nouveaux besoins technologiques de 'industrie spatiale et de la robo-
tique font croitre la demande en simulations numériques précises des performances
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des bras articulés. Les tendances actuelles dans la conception des nouveaux méca-
nismes sont I'utilisation de composants tres légers, tres élancés et de matériaux nou-
veaux, de type composites. De la méme facon, I'accent est mis sur les performances
de ces équipements en matiere de grandes vitesses d’utilisation et de précision accrue
dans le positionnement de composants a flexibilités non négligeables.

L’étude mathématique du mouvement de ces systemes flexibles fait cependant partie
des probléemes ouverts.

Le but de ce travail est de donner un cadre mathématique a I’étude (dans le cas
statique et dans le cas dynamique évolutif} des déplacements et des déformations
d’'un bras souple pesant, portant une charge utile a son extrémité. Notre étude
s’articule autour de deux types de problemes:

- Probléme direct: Le chargement de la structure est connu. On cherche a
calculer la position (ainsi que la vitesse et accélération & un instant T donné
dans le cas dynamique) de 'ensemble de la structure et particulierement de
Pextrémité du dernier maillon du bras.

- Probleme inverse (cas dynamique): La trajectoire que l’on souhaite im-
q
poser a 'extrémité du dernier maillon du bras est connue. On cherche a déter-
miner le chargement & imposer pour ’obtenir.

Il importe tout d’abord de choisir un bon modele mécanique pour décrire les maillons
composant le bras. A priori, ces maillons sont des corps tridimensionnels. Cepen-
dant, d’apres ce qui a été dit plus haut, notre étude n’a d’intérét que dans le cas de
composants élancés. Ceci nous amene a considérer des modeéles unidimensionnels
de poutres évoluant dans un espace tridimensionnel.

Du fait des grands déplacements de corps rigide des maillons, les problemes envisa-
gés sont a priori géométriquement non-linéaires. Le développement de méthodes
numériques appropriées pour modéliser ces non-linéarités géométriques a été 'ob-
jet de nombreuses études au cours des derniéres années.

Une premiére approche consiste a se placer dans ’hypothese ou les poutres consti-
tuant la chaine sont animées de grands mouvements rigides, auxquels se superposent
de petits déplacements élastiques. On associe a chaque poutre un repere R qui suit
son mouvement rigide. La déformation élastique de la poutre est alors décrite rela-
tivement a ce repere (Agrawal & Shabana [1986], Cardona, Géradin [1989]).
De cette fagon, des codes d’analyse de multi-corps rigides ont pu étre étendus pour
tenir compte de la flexibilité de la structure (Haug & Yoo [1986)).
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Pour des structures consistant en un corps rigide auquel est relié un corps flexible, le
repére & est animé du méme mouvement rigide que le corps rigide. Pour des struc-
tures quelconques, pour lesquelles le choix des reperes R n’est pas simple, on peut
les construire de fagon a suivre un mouvement rigide moyen de la structure, afin de
minimiser la déformation relative (Kane & Levinson [1981]).
L’approche précédente - que nous nommerons approche convective dans toute
la suite de ce travail - est limitée par I'hypothese de petites déformations élastiques
qu’elle implique. Cependant, il peut étre intéressant, pour certaines applications, de
considérer un modele mécanique et des mesures de déformation qui soient compa-
tibles avec de grandes déformations. Des mesures de déformation non-linéaires ont
ainsi été introduites dans la modélisation précédente, notamment par Christensen

& Lee [1986).

Une autre approche - 'approche corotationnelle - se base sur une discrétisation de
type élément fini des maillons de la structure et sur I'introduction de repéres de réfé-
rence au niveau local de chaque élément fini. Les reperes locaux représentent ainsi le
mouvement rigide d’ensemble de 'élément auquel ils sont attachés. Cette approche
a été employée pour modéliser les grandes déformations d’éléments de poutres en
utilisant des formulations lagrangiennes de la mécanique des milieux continus en
grandes déformations (Bathe & Bolourchi {1979)]). Elle est identique a I’approche
introduite par Belytschko, Klein & Schwer [1977], qui consiste a extraire les dé-
placements rigides d’'un élément de son déplacement total, et ceci avant de calculer
ses déformations élastiques.

Basé sur des travaux antérieurs d’Antman & Kenney [1981] et de Simo [1985],
un troisieme type de modélisation a été envisagé récemment. Le déplacement de
la poutre est référencé par rapport a un repere inertiel fixe et une configuration
de référence, et il n’est pas fait de séparation entre sa partie élastique et sa partie
rigide. Moyennant un choix correct des variables servant a décrire ce déplacement,
on montre que dans le cas dynamique les équations du mouvement ont la méme
forme que dans le cas des bras rigides (Downer [1990]). Outre cet avantage, cette
modélisation prend en compte sans approzrimation tous les types de déformations
élastiques {Bourgat, Le Tallec & Mani [1988]), y compris le cisaillement trans-
verse et la torsion. Nous nous référerons a cette approche sous le nom d’approche
globale dans toute la suite de ce travail.

Un autre point essentiel de la modélisation consiste & adopter un modele pour les
jonctions entre les poutres composant le systeme. Pour ce faire nous devons d’abord
choisir un modele géométrique pour notre jonction. Les modeles géométriques les
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plus courants sont recensés ci-apres.

Liaison prismatique

transistion : w3

FiGg. 0.1 - Géometrie de la liaison prismatique
Ce type de liaison ne laisse libre que la translation relative uz suivant 'axe de Par-
ticulation {figure 0.1).

Liaison pivot

Ce type de liaison ne laisse libre que la rotation 6 suivant ’axe de ’articulation

(figure 0.2).
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8§ : angle de rotatio

Corps & + 1

F1G. 0.2 - Géométrie de la liaison pivot

Liaison cylindrique

Ce type de liaison est la composée des deux précédentes. Elle laisse deux degrés de
liberté, translation us et rotation @ suivant ’axe de D’articulation (figure 0.3).

Joint de Cardan

Ce type de liaison laisse deux degrés de liberté en rotation, et aucun en translation

(figure 0.4).

Liaison sphérique

Ce type de liaison ne laisse aucun degré de liberté en translation (figure 0.5).

Notre modele de jonction doit étre physiquement réaliste, doit permettre un trai-
tement numérique efficace et doit enfin se préter a 'analyse mathématique du pro-
bleme. Toutes ces considérations nous ont amenés aux deux hypotheses suivantes:

- Hypothése géométrique: Les articulations sont du type pivot ou sphé-
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F1G. 0.4 - Géométrie du joint de Cardan
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F1G. 0.5 - Geéométrie de la liaison sphérique

rique: les seuls mouvements relatifs possibles sont des mouvements de rota-
tion.

-~ Hypothése mécanique: Nous supposons que l'articulation transmet in-
tégralement les efforts et les déplacements. Nous supposons également que
s'exerce a ’articulation un moment de type “moment de rappel”. Ce moment
a la direction de I’axe de 'articulation et il est proportionnel a la rotation arti-
culaire. L’expression de ce moment dépend essentiellement du type d’approche
(convective ou globale) et nous y reviendrons plus loin.

Notre étude est divisée en trois parties:

La premiere partie est consacrée au probleme direct statique. Elle est elle-méme
divisée en deux chapitres. Le premier chapitre est consacré a I’approche convective
pour le probleme statique direct. Nous faisons quelques rappels de théorie de poutres
en petites déformations. Nous écrivons ensuite les équations d’équilibre et la formu-
lation variationnelle correspondante et nous établissons un théoreme d’existence et
d’unicité du déplacement élastique. Nous donnons enfin les détails de I'implémenta-
tion et quelques résultats numériques.

Dans le second chapitre, nous étudions P’approche globale du probleme statique
direct. Nous donnons un théoreme d’existence et nous détaillons I'implémentation



dans un cas simple (modeéle sans allongement ni cisaillement).

La seconde partie est consacrée au probléme direct dynamique. Elle est également
divisée en deux chapitres. Le premier traite de 'approche convective. Nous consi-
dérons, dans ce chapitre, que le mouvement de corps rigide de la structure est une
donnée du probleme. Ceci correspond par exemple a la situation ou, connaissant les
caractéristiques mécaniques d’une structure, on cherche a déterminer I'importance
de sa flexibilité en fonction de conditions d’utilisation connues a priori. Les seules in-
connues du probléme seront donc les déplacements élastiques de la structure. Nous
établissons la formulation vanationnelle des équations du mouvement ainsi qu’un
résultat d’existence et d’unicité des déplacements élastiques.

La second chapitre est consacré a l'approche globale. Nous réduisons le probleme 2
une suite de problemes statiques et nous donnons quelques résuitats de simulations
numériques.

Enfin, la troisieme partie est consacrée a un probléeme inverse type. Nous nous
plagons dans le cadre de 'approche convective dynamique et dans le cas d’une
seule poutre entrainée en rotation. En nous basant sur une discrétisation en espace
du probieme direct, nous montrons qu'il est possible de minimiser sur 'espace des
vitesses angulaires admissibles, un critére concernant le suivi d’une trajectoire par
Pextrémité libre de la poutre.
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Partie A

Probleme statique direct






Chapitre 1

Approche convective

1.1 Introduction et notations

Nous considérons une chaine ouverte simple, constituée de nt poutres flexibles. Nous
supposons que la chaine est encastrée dans un support rigide fixe en 1'une de ses ex-
trémités, et nous attribuons l'indice 1 a la poutre ainsi encastrée. Nous numérotons
ensuite les poutres de la chaine par ordre croissant a partir de la poutre encastrée.

Nous devons garder a l'esprit que la poutre ¢, solide monodimensionnel, modélise
la barre ¢, solide tridimensionnel élancé. Nous nous donnons donc une configura-
tion de référence physique (configuration non déformée), dans laquelle chacune des
barres associées aux poutres de la chaine est considérée comme un cylindre droit,
d’axe moven constitué par la poutre associée. Nous pouvons définir, pour la barre i,
une base principale d’inertie {e'} = (c}.eb,€}), le vecteur ¢} étant choisi de facon
a orienter la poutre i [supposée droite et donc assimilable & un segment {0,/;]] en
configuration de référence. Le point de contact O; entre la poutre 7 et la poutre
i — 1 est choisi comme origine du repére principal d’inertie {0;, {¢'}] de la barre 1.
Les coordonnées dans [O;, {¢'}] sont notées (z;,y;, 2;). Nous introduisons de plus les
quantités mécaniques suivantes:

- ¢'(yi, 2,): fonction de gauchissement de la barre ¢

- EY v N pt: module d’Young, coefficient de Poisson et coefficients
de Lamé de la barre 1;

- u'(z;): champ de déplacement élastique de la ligne moyenne de la
barre i, de composantes (u},u}, u}) dans [O;, {e'}];

- #'(z;): champ de rotation élastique de la section d’abscisse z; de la
barre ¢, de composantes (6, 85,6%) dans [O;, {e'}];
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- f(z:): densité linéique d’efforts extérieurs exercés sur la barre i, de
composantes {3, f3, f3) dans [O;, {e'}]:

- JF:force appliquée a I'extrémité du dernier maillon de la chaine, de
composantes (Fy, Fp, F3) dans [On, {€™}],

- M : moment appliqué a 'extrémité du dernier maillon de la chaine,
de composantes (My, M3, M3) dans [Oy, {€™}].

ainsi que les quantités géométriques:

- l;: longueur de la poutre ¢}

- w¥(a;): section droite d’abscisse z; de la barre 1,

§ = [dydz, I = /‘(zg}zdyidzi, I = /‘(y.;):‘dy,,-dzi, Jo= T4 I

Nous introduisons le repere ésien a u [0, {e*}] = [0,(e%,€3,€%] e us no-
N troduisons ! cart bsolu [0, {e* O.(e},€5,¢€5%)] et no
tons enfin par un la dérivation par rapport a z;, ¢t = 1,...,nt.

Nous nous restreignons dans la suite de ’étude, au cas ol w' ne dépend pas de
T

& )
83
S
u ol | !
R W L *} |
ul
Uny ! l
=
i V\\
£3 /
o

F1G. 1.1 - Déplacements d’une barre

1.2 Modélisation mécanique

Nous rappelons dans cette section la démarche classique d'obtention des lois de
comportement pour une poutre droite, lois qui seront utilisées dans I’analyse mathé-
matique et I’étude numérique du probleme. Cette démarche consiste a écrire I’énergie
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de déformation d'un solide élancé en le considérant successivement comme un milien
curviligne monodimensionnel (poutre) puis comme un milieu tridimensionnel élancé
{barre).

Une poutre droite, milieu curviligne monodimensionnel, étant un modele idéalisé
d’une structure tridimensionnelle, il est d’usage de représenter le déplacement du
point courant de cette poutre par un torseur de résultante u(z) et de moment §{z),
x € [0;0].

On montre alors {Salengon [1988.2], Chap. XI, 3.2) que les efforts intérieurs au
point courant de la poutre sont représentés par un torseur de résultante X (z) et de
moment ['(x}). On décompose les éléments de réduction de ce torseur dans la base
principale d’inertie {e¢} de la barre et on écrit :

X(z) = N(z)g + Va(x)ey + Va(z)ea,

(1.1)
T{z) =C(2)e; + Ma(z)e, + Ms(z)es.

L’interprétation physique, relativement a la base {e}, de ces quantités est la sui-
vante:

e N{z) représente un effort de traction-compression;
o Vo(z) et V5(x) représentent des efforts de cisaillement ;
o C'(x) représente un moment de torsion ;

o M,(x) et M3(z) représentent des moments de flexion.

Une classe particuliere de déplacements admissibles est constituée par les dépla-
cements de Navier-Bernoulli, pour lesquels toute section normale a ’axe moyen de
la barre le reste au cours de la déformation. On montre que cette condition s’écrit :

(1.2) Ve € (0,0 1 0x(x)es + fa(z)es ~ & Au(2)

Sous la condition (1.2), I'énergie élastique de déformation du milieu curviligne se
réduit a:
1 i ] i . "
Wo= 5 [ (N@u(@) + C)b(e) = Ma(e)ug(e) + Mslo)us(e) ) da

F

La distribution des efforts intérieurs restant la méme, on peut envisager le solide
modélisé sous son aspect tridimensionnel. Il est d'usage de considérer, pour une
abscisse x donnée, la tranche de milieu tridimensionnel élancé, comprise entre les
sections droites d’abscisses ¢ — ¢ et z + € et de s'intéresser a 1’équilibre de cette
tranche, soumise a la distribution (1.1) d’efforts intérieurs. Si le parametre € est
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suffisamment petit, on peut considérer que la tranche est en équilibre sous leffet
de deux torseurs d'efforts surfaciques: un torseur de résultante N{z) et de moment
résultant [C(z), Mz(z), M3(x)] appliqué sur la section d’abscisse = + € et un torseur
de résultante —N{(z) et de moment résultant [—C(z), — Ma(z), — Ma(z)] appliqué sur
la section d’abscisse T — €.

f Mz (<)

-Mas(z)

-C(z) 1/\ //\\ [/\\\ N(z) C{z)
{ YRR RN

A A
. , Ms(z)
—My{z) : .

- N2

|

Fic. 1.2 - Efforts dans la tranche tridimensionnelle

On peut alors montrer {Salengon [1988.2], Chap. XII, 2.4) que le tenseur des
contraintes de Cauchy g _dans la tranche a pour expression:

N(z)  Ms(z) N My(x)

Ge 11 = S 2 y 7 Zy
_Clzx) 00
Cel12) = T~ (ay Z) 3
= O¢[21],
C(z)  0¢
Oc1,3) = 7= (;3_; )a
Ge,[3,1]
Tel2,2) = 0,
0¢12.3) =Ue,[32]‘_07
Oe¢i3,3] = 0,

ol on a posé:
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Le tenseur des deformations linéarisé £ associé a g_par la loi de comportement

tridimensionnelle : B
14 v v
— —tracelg )
==/

AR

a pour expression:

bl FTpe T TEL EL
Clz) 0¢
€2 = T (5—y - z)
= E¢l21]
C(z) 6 0¢
Ee,j1,3) = Q#J,), (—z +u),
= E£e[31]
Cef2,2) = —V & 1)
€e,12,3] = ¢ [3,2] = 0,
€efzn] = —V &1}

Ces deux tenseurs ne dépendent pas de ’épaisseur 2 ¢ de la tranche. Ils caractérisent
donc la répartition de contraintes et la déformation pour la section d’abscisse z. On
peut donc supprimer 'indice .. L’expression de ’énergie élastique de déformation
du milieu tridimensionnel est alors:
. 1
W = =

[
2 Jjolixw ™

dz dy dz.

fitn

D’apres les propriétés du repere principal d’inertie, les trois intégrales

/zdyd:,/ydyd:: et/ yzdydz

sont nulles. On obtient donc:

oL (NP MR M Ol
* 7 2Jog ES El; EI, wJ=

) dzx

On procede alors par identification entre les énergies tridimensionnelles et curvilignes
pour obtenir la loi de comportement :

N(z) = ESuy(z)
Cla) = p"6(z)
A’Iz(.’r) = —Ejgug(l‘)
Ms(z) = Elzuy(x)

(1.3)
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Remarque: Si 'on néglige le gauchissement des sections droites, ou si I'on travaille
avec des barres a section circulaire pour lesquelles la fonction de gauchissement est
exactement nulle, on peut confondre les valeurs de J et de J*. C’est ce que nous
faisons pour la suite de cette étude.

Nous nous interessons maintenant a ’écriture des équations d’équilibre. On montre
(par ex. Salengon [1988.2]) que les équations traduisant 1’équilibre de la poutre
s'écrivent sous la forme:

X'(z) + f(z) =0,
C'iz)+e AX(z) =0.

Nous pouvons éliminer les efforts de cisaillement V,(z) et V3{z) des équations pré-
cédentes. Les équations d’équilibre sécrivent alors sous la forme:

N'(z)+ filz) =0,

M, () =0,

M;(z) = falz) =0,

M (z)+ fa(z) =0,

(1.4)

et on doit tenir compte de la condition de compatibilité:

{ My(z) - V4

(
1.5 )
= M) + Vi(z) =

1.3 Conditions aux limites et de jonction

1.3.1 Conditions aux limites

La premiére poutre de la chaine est encastrée en r; = 0. Nous avons donc les
conditions aux limites :

u'(0) =0,

6'(0) = 0.

Ces conditions s’écrivent également sous la forme:

(1.6) ,
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Le champ d’efforts internes doit étre compatible avec le chargement extérieur. Compte
tenu de la condition (1.5}, nous avons donc:

]\mi(lm) = f],
MPY (L) = Fa,
M3 () = —Fa,

(1 = M.

(1.7)

1.3.2 Modele de jonction

Nous postulons la continuité des déplacements élastiques et des efforts intérieurs
aux jonctions entre les poutres de la chaine. Nous écrivons donc:

(1.8) Vi=1,---,nt -1 u'(l;) = ' (0),

(1.9) Vi=1,---,nt—1  X'(L)= X"*(0).

7

En ce qui concerne les rotations et les moments aux jonctions, nous postulons 'exis-
tence d’une suite {(k;, %5, k3)}i=1,..nt—1 de constantes strictement positives telles
que:

Viel---nt—1: L) ELM(O)

1.10 3 o . o
e - 30K (E(1) - 0(0) ) ¢

Le coefficient £ s’interprete comme la raideur caractéristique de l'articulation entre
les poutres ¢ et ¢ + 1, dans la direction ¢;

Ce modele de jonction correspond a la généralisation, dans un contexte tridimen-
sionnel, du modele de charniére €lastique (Fayolle [1987], Bernadou, Fayolle,
Léné [1989]).

Remarque: Sous la forme ci-dessus, ce modele de jonction correspond a la situation
ot P'articulation laisse trois degrés de liberté en rotation. Le modele (1.8,1.9,1.10)
correspond donc a une liaison sphérique. Nous verrons plus loin comment particu-
lariser ce modele pour le cas d’une liaison pivot.
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1.4 Formulation variationnelle

1.4.1 Cadre fonctionnel

Nous définissons les espaces fonctionnels:
Vl1 ={ve Hlmnll])v(o) = 0},
V) = {v e H*0,0],v(0) = 0,v'(0) = 0},
VIZVIIX%‘[XV;,IXVZI.
ainsi que pour tout indice 1 > 1,7 < nt:
Vi ={ve H'0.L]},
Vi = {ve B0, L]},
Vi=Vix Vi x Vi xVj,
et enfin:
Wenasrigee = {(¥, W) = (¥}, w}), -, (¥ w™)) € VI x -+« x V™ tel que:
i=1-ont=-1: w'(l)=wTH0)}

<

Nous montrons d’abord le lemme:

Lemme 1.4.1 L'espoce Wrigstique €5t un sous-espace vectoriel fermé de Vix...x

v,

Démonstration :

Nous définissons 'application linéaire:

G: Vix..ex ¥V 5 RY!
4

(Q’w ‘V) —% {wi(li) - _w.é+1(0”i:1,...,nt-‘i~
L’espace Wgiastique apparalt comme le noyau de G. Les injections continues:
Vi €210, L])et V5 — CT([0, L))

permettent en outre de conclure a la continuité de G ce qui achéve la démonstration
du lemme 1.4.1.
a

L’espace WEiastigue €8t donc un espace de Hilbert.

Soit : .
(67 U) = (((ji‘gl)? T (O?t’ynt)) € valastz‘que
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la solution éventuelle des équations d’équilibre de la chaine.

Compte tenu de la loi de comportement (1.3) et des équations d’équilibre (1.4),
le champ (0,17} vérifie les équations:

#i-]i[gl]” =0

E«.'Sz 7 + =0
(111) . {ul]ml fl

Eiliju =0

alup)
Eifi[ug]""—f3 =0 pouri=1,...,nt

On multiplie les équations du mouvement (1.11) par une fonction ((¢},0'), - - -, (875 2™))

/

appartenant & Wgigstigue. En se servant de la loi de comportement (1.3) et apres in-
tégration par parties, on obtient:

(i [ ]1ei) de = (Coil,
. N
E&Awﬁmwm = (Noill + [ fi] da,

R Jaite o8t
Et]é/; (o] [v3] dzy = UMQ%]] + [~ M’]'Lzm +/ fivs day,

o 80

B [ s i) dme = ~ (Mo + M40 + [ find

Par sommation et en se servant des conditions de raccord (1.8), (1.9) et (1.10) ainsi
que de la condition (1.7), on obtient alors la formulation variationnelle :

Z/uﬂl (6] + BS ) + BE) ] + B ] da

(112 nt-1 3 - nt L )
+ Y kA2, VIAO,T) = Z/ Fivdz; + F v (l)
1=2] j=1 =170

+ Mot (L) — M5t (1) + Ma[wdt] (L),

ou on a posé, pour tout (P, ‘7) € WElastique

AY(®, V) = [i(L) — ol 11857 (0) + a2 1 [05TT(0) — o, [03™1)'(0)],

—

('@ V)=[~ [U3] L) — e :+1¢'+1(0)+°‘2 1+1[U1+1]l(0) Q21+1[U1+1] (0)],
AL(®, V) = [[vi] (1) — ad 418571 (0) + 03 41 [051](0) — 03,4 (05711 (0)).
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avec:
J PR S
(1.13) Qpivr = &7 " &

On note alors a[(©, I7), (®, V)] le membre de gauche de (1.12) et I[(®, V)] le membre

de droite. On est alors ramené au probleme:

Trouver (O, l-j} € WElastique tel que:

(1.14) ; } . . .
VD, V) € Whnstigee : al(0,T), (8. V)] = 1[(®, V)]

1.4.2 Existence et unicité

Nous définissons une semi-norme sur Wgjqssigue par:

— I‘ N
(@, 7) 2 Z/ oV drt [ (it e+ [V drt [ de,

ni—1

+Z LD,V + [AL(®, V]2 + [AL{(D, V))?

Nous munissons 'espace V! x -+ x V™ de la norme:
- nt i Lty "
l@nE =% / 1) dei = (63)? + (3] + (05)F + (o) )2 + ([e3))?

3 [+ ()7 + (3] de
1]
Nous allons montrer le théoreme:

Théoréeme 1.4.1 La semi-norme |
la norme || . |l.

. | est une norme sur Wgiastigue, €quivalente a

Démonstration:

Soit (@,17') € Wkeiastigue tel que | (@,V} |= 0. Par définition de Wigiesigue, ceci
entraine ;

Vi=1,...
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les égalités précédentes devant s'entendre au sens des distributions. Il existe donc
des constantes réelles {e;}izq nts {Bi}iz1ney {{@is0i) =10t €L {(a“ z)}‘;zlum telles
que:

Vi=1,...,nt ¢} =a

[ R
v =B
vy = a4z + b,
; ’ £
vy =ar;+ b,

De plus, nous avons:
Vi=1,...,nt =1 Ai(®, V) =0,
Ay(®,
Ay(®,V) =0,

ce qui se traduit, pour tout ¢ € {1,...,nt} par la relation:
) : . : » .
(1.15) aig) — agh + aicy = aielt! = ag 6 +aiadt

La condition de raccord (1.8) se traduit quant a elle par la relation:
(1.16)  Bied + (aili + bi)e) + (G;li +b)es = Bt + bipaeyt + bl+182+1-

Or, les conditions aux limites (1.6) entrainent:

i

op =B =a;=b =a = b =0.
On vérifie alors que les relations (1.16) et (1 ]5) entrainent que toutes les constantes

{ou}iztnty {Bi}im1.nts {(@0,0) }iz1.ne €t {(a],5)}i=1 5 sont nulles, ce qui entraine la
nullité de (@, V") au sens des distributions, donc au sens usuel.

La semi-norme | . | est donc une norme sur Wgiastigue.

Nous montrons I'équivalence des normes en deux étapes. Nous montrons ainsi le
lemme:
Lemme 1.4.2

dR) > 0 tel que:
(@, V) € Wriastigue ¢ K1 || (8, V) [[2<](®,V) |?
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Démonstration:

Pour un indice 1 > 2, ¢ < nt, nous avons:
W L | .,
L+ (w07 + )7 e <28 [T + (3] + (1)) e
F2L{(v1)*(0) + (v3)*(0) + (v5)*(0)}.

En utilisant la condition de raccord (1.8), on en déduit:
/ (v}) vi)? + (vi)? dr; <20 {/ [0 + (i))? + ([vi])? dai}

4Ll | / o7+ () (7] daiea)
411 {{07)20) + (05713(0) + (v57)(0)).

En itérant le processus et en tenant compte des conditions aux limites (1.6}, on
établit finalement la majoration:

(@, 7) i /2/ 8% + (1)) + (i )7 + ()" )? + (Rd] ) + (23] )? d

+Z/ v11>2dx+2212{/ (6] + (3] + (3] 2 e}

=2

+2 hZz“-" i /Q "(od) Y 4 (] )2 + ([0l )? day)

41O+ (2 + (4])?) dar

Puisque v vérifie I'inégalité de Poincaré, il existe une constante K > 0 telle que:

S S ,nt 1," i1’ TRl 11 1
0.7 P <KD [0+ (60 + ()7 + (3] d

LK 1607 + (il + (i) de

1=1

On peut écrire, pour un indice 1 > 2,7 < nt:
1‘ . YN P AN 1! (11! ;17 ;17!
L0+ () + (o8] e <28 [T + () + (1)) dn
+21:{(41)%(0) + ([v3])*(0) + ([v3] )*(0)},
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3 .
soit en se servant de la condition de raccord (1.10) et de la relation Y (o} ;)* = 1:
=1

L ; iyt ! " IiA Y i lt Y
[0+ )+ ()1 de <28 [0+ (18] + (1ed)")? da
HALIATHE, VI + [A57(®, V) + (AT (8, V))7)
L@ (lima) + (05712 (lim) + (o2 1) (lima) )
(1.17)
La relation (1.17) nous permet d’écrire:
i : VNS Tyt I N c i 7
/0 (¢1)* + ([w3] )? + (fvs] ) dor; < 21?/0 (1631 + (foa] )* + ([v3))? da:
+4 L{IATH®, V)2 + fAf"l(@,x?)}? + AT, V)12
HEL)(2 L) [T + ) 4 () e
+8L{(#777)%(0) + (w3 ™1)2(0) + ([v57'])%(0)}

En itérant le processus et en tenant compte des conditions aux limites (1.6}, on

établit finalement la majoration:
L ; rogqf PP z', TRl " i1"y2
L@ + i + () dee <202 / (&3] + (3] ")7 + ([v3]")* des

2T, [+ (o) + (o),

1=t

MDA, T + (A8, T + (A8, V).

=1

Il existe alors une constante C' > 0 telle que:
(@, V)1 <k Z / D0+ () + (] da,

RO 82 + (ol + (2] d

+R3 [0 [T+ (i P+ ('
—Q'QI 222 ] / + ( v ] )2 ([USJ )2 dSCJ

TP A0, V) + (A0, TP + (14, T

i=1
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. , . .. oy . , b o s , ] i
L’existence de cette constante provient des inégalités de Poincaré vérifiées par ¢1 , [v]] et [vi].

On peut donc trouver une constante K, > 0 telle que:
(@, V)P K [(@.V)

et on conclut en posant:

K, =1/K,

Nous allons maintenant montrer le lemme:
Lemme 1.4.3 3K; > 0 V(®,V) € Wepasigue © | (@, V) 2< K, || (8, V) |2

Démonstration:

Les seuls termes qui posent probléme sont les termes de raccord (TR):

ni-1

TR = Y U64(1)) + (6571(0))% + ([wd] (1)) + (5T (0)) + (o3 (1)) + ([v3™ '] (0))?
1=1
nt—1

-2 Z 7@1 m 0)01 i+l T Ql(l:}tvéﬂi (0)a§,i+1 éz( )W{H (O)aiiﬂ]

nt—1

=2 1= ()87 (0)eg pq + 03] (D [5HT (0)3 14y — [3) (1) [v3] (0)a3 4]
1=1
nt—1 ) L

—2 Z U {H’O)a3 i+1 ['Uzi )’b:;rl] {O)Clg,ié—l + [”5] (Z'i:’[i"‘zﬂ} (O)Qg,ﬁ—l-}

Or nous avons:

TR <6 3 (il +(a™(0)? + ([w3] (1))* + ([ (0))?

1<i<nt~1
+([va] (1)) + (o3t (0))2

Les injections continues H[0,1;] — C'0,1,] et H[0,[;] — C]0,1;], permettent alors
de majorer TR par:

TR<C ||(2,7) ]
et en posant I, = Sup(1,C"), on obtient le résultat annoncé.

O

Nous savons d’autre part, d’apres (1.12), qu'il existe deux constantes T; > 0 et
T, > 0, dépendant des parametres mécaniques de la chaine, telles que:

V(®,V) € Wrlastigue = T1}(9,V) ’< al(@,V),(®, V)] <121 (®,V) 2.
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La coercivité de al...] sur Wgjystigue découle alors du lemme 1.4.2, avec une constante
de coercivité égale a Y1 K, la continuité de aj.,.] sur Wgigstigue découlant quant a
elle du lemme 1.4.3.

Le théoreme de Lax-Milgram est alors applicable et nous permet d'énoncer le
résultat :

Théoréme 1.4.2 Sous 'hypothése :

(fl’vafS, (L2 0, l]) pour toutt =1 - nt

la continuité de I{.) sur Wgiastigue €t atteinte et le probléme (1.14) admet une solu-
tion unique, pour tous F € IR*, M € IR°.

1.4.3 Retour sur le modele de jonction
Nous supposons maintenant que, pour chaque indice ¢ dans {1,...,nt}, le saut:
(0°(L) - 8+(0))

du vecteur rotation élastique n’a de composante non nulle que suivant un axe fixe,
qui est 1’axe de I'articulation entre la poutre : et la poutre 2 + 1.

Pour un indice 7 donné, i < nt — 1, soit @' un vecteur directeur normé de I'axe de
Particulation entre la poutre i et la poutre z 4 1. On construit une base orthonormée
(b", ¢') du plan orthogonal a a* de la fagon suivante:

bt = a'Ael

=Jr?

¢ = a Ab,

avec j; tel que o o
la' A gillpe = max |la" A gl e

On introduit les composantes {b}};=1,23 €t {c}}j=1,2,5 des vecteurs b* et ¢' dans la
base {¢'} et on considere I'espace fonctionnel:

I ?Ea'iastique = {(q’7ﬁ) € VVE.’astique . Zb ‘I’ VV = 0,

3
Z AU, W) = 0,i =1.nt —1}.

Nous considérons alors le probleme variationnel :

Trouver (0,0) ¢ WiElastique tel que:

(1.18) L S .
V(CI), V) € u/g'lastique : a[(eﬁ U)’ (Q’ ‘/)] = Z[(q)v ‘/7)]
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Théoreme 1.4.3 Sous 'hypothése

(fi, fa, f2) € (L*[0,1))° pour tout i =1 -~ ni
le probléme (1.18) admet une solution unique.

Démonstration:

Nous pouvons munir W2

Elastique 9€ la norme | . |, équivalente a la norme || . ||

nt
définie sur H V'. La démonstration du théoréme 1.4.3 sera achevée si nous mon-
=]
ni
trons que W 0, €5t un sous-espace vectoriel fermé de H V*. Or, nous pouvons
. . . . i=1
construire 'application :

nt
ga. . Hvi . IRSW'I)

48]

(O, W) — [w(l)—w*( Z L0, W), Zc AN, W) )izt meer.
=1

L’espace Wiy, 0. @Pparait comme le noyau de G°. Les injections continues:
Vi o €00 1)) et 1 < ([0, 1)

permettent de conclure a la continuité de G* ce qui acheve la démonstration, par
analogie avec la démonstration du théoreme 1.4.2.

1.5 Approximation par éléments finis

On définit un ensemble de partitions réguliéres des nt poutres de la chaine:

M )
Ulela] i=1..

=1

ou les points ay et a},, ont pour abscisses respectives 0 et [; sur la poutre 3

Pour chacune de ces partitions, on définit un espace Ui = Ul x Uiy x Uly x Up,
d’éléments finis. Les espaces U} et U] 12 sont définis de la fagon suivante:

- sur chaque intervalle [a}_,, a}], les fonctions de Uhl appartiennent & P ([a’_,,a]);

JI’J

~ sur chaque intervalle | 1a7_1, ¢1, les fonctions de U}, sont déterminées par leurs
valeurs en a}_, et a};
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- Ui € Co([0,4]);
et:

- sur chaque intervalle [a! 1, les fonctions de U}, appartiennent & Ps{[a}_;. al]);

3—1» _}J

- Sur chaque intervalle [a}_y,a}], les fonctions de U}, sont déterminées par leurs
valeurs en aj ; et @} et par les valeurs de leurs dern ées premieres en ces points;

- Ui C CY([0, L]).
On définit ensuite les espaces d’approximation par:
Vi= Vi x Vi x Via x Vi
tels que: ‘ _ ,
VicVv, ViCu;
et on introduit enfin le sous-espace W2, ... prenant en compte les conditions de
raccord :

Whiastigue = {((¥1,, ), -, (015, 7)) € Vi x - < Vi
Vi=1-nt—1: wi(l)=w(0)}
Soit alors le probleme approché:
Trouver (04, Un) € Wi, iue tel que
{ V(@a, Vi) € Whingtigue 1 al(On, Un), (@0, Vi) = 1{(@4, Vi)

Nous disposons alors du théoreme:

(1.19)

Théoréeme 1.5.1 Le probléme approche (1.19) admet une solution unigue dans
W}%lastique

Démonstration : Le théoréme résulte de la W} ellipticité de a[., .|

lastique ~

O

Un résultat d’approximation conforme donné notamment dans Fayolle [1987], nous
permet d’affirmer que le théoreme suivant est vérifié:

Théoreme 1.5.2 Si la solution (@,(7) du probléme (1.14) appartient a ’espace :
WElastique N ﬁ(Hz[(), LN x (H?[0,1])?
i=1
alors il existe une constante C > 0 indépendanie de h, telle que :
1(0,0) = (O, Un) Weraungue < C 110, U) |
[IC?(0, 1) < (H°[0, 1])*

i=1

ou (@h,ﬁh) est la solution du probléme approché (1.19).
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Dans la suite de cette section, on note x; et r, les abscisses respectives, sur la poutre
i, des points a} et a},; et soit A la coordonnée barycentrique attachée a aj, sur le

segment [a’ soit :

7 J+‘J’
) = 11':"—17}
Ig — 21°

On approche les fonctions § et u} & ’aide d’éléments finis P; - Lagrange. D’aprés
'expression des fonctions de base de I’élément, nous avons, pour chaque élément de

poutre {a;_q, ]J

{ uy, = ui(z)(1 = A) + ui(z2),
61, =6i(z1)(1 =)+ 6i(z2).

On approche les fonctions uj et uy a ’aide d’éléments finis P53 - Hermite. Nous avons
donc:

uh, = uh(zy)(1— A)2(1 + 2X) + ub(z2) A (3 ~ 2))

Hug) (z1)(@2 = 2L = M) =[] (25) (22 — 21)A*(1 = V),
wh, = () (1= A1+ 20) + ub(z2) A3 — 2))

Hud] (#1)(22 = 22)A(1 = A\)? = [ub] (o) (22 — 21) A} (1 = A),

Posons: ‘
{Ui}t = {61,,101,) 0, [uy, ) su,  Tub 1 Tub ) [l ) Tud, 17,
{V}:}t = {Olzﬁ [d)ih}!? U;h, [Uih}” vé;,? [U%hy’ {'L’éh}”, U;}h’ {’Uéh]!, [véh]”}7
R, = Diag{ﬂ,yiJi,U,EiSi,0,0,Eifé,0,0,Eilé},

Taiail = [7 U [R]- W) dot

La forme bilinéaire approchée a[(©4, Ux), (&4, V3,)] s’écrit sous la forme:

(04, T), (04, V3)] = Tu(libre) + T, (raccord),

avec:
i nt M1-1 ) )
To(libre) = Iag,ay] + T{ajine_y, ajpnd] + Z Z I{a}_q,0}]
=1 j=2
et
ni—1 )
T.(raccord) Z Iy, @] + e, @it
i=1
ni—1 3

+ 30 S ki[AY(Ok, Ur) - AL{®y, Vi)

i=1 j=1
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Posons:;

[FRl] = Dl&g{0,0,f{,Df;,0,0fé,(),O],

Tajpai]l = [71FRI- (Vi) da

=1

La forme linéaire approchée I[(®;, V4)] s'écrit sous la forme:

(@4, V)] = Ty(libre) + Ty(raccord),

avec:
nt M1-1 ‘ ) )
Ti(libre) = 3 3 Jiaj_y, ajl+Jlag, ar]+ TRy, afpmd +F (05 (), 3y (ne), 05, (1))
1=l j=2
et , . . :
Ti(raccord) = > Jlahy_q,aypl + Jagtt, ey

1<i<nt—1

Ces écritures ont pour avantage de séparer les degrés de liberté mis en jeu dans les
raccords avec des poutres €lastiques. La rigidité et le second membre €lémentaire
associés a de tels degrés de liberté sont différents de ceux associés a des degrés de
liberté qui ne sont pas mis en jeu dans des raccords. C’est pourquoi nous nous servons
dans la suite de deux types d’éléments de poutre tridimensionnels, I'un classique de
poutre en traction-compression, torsion, flexion extrait de la bibliotheque Modulef
et I'autre de raccord tridimensionnel de poutres, que nous allons définir maintenant.

Rigidité de I’élément de raccord

Nous nous intéressons au raccord entre la poutre 2 et la poutre ¢t +1,2 € {1.... nt—
p p b ¥ 2
1}. Nous définissons un élément de raccord a trois nceuds dont les degrés de liberté
sont les suivants:
i Qg i i i1y i i1 0
- U;(“Miq)v uy(@hig)s uslah_q), 0y(ah ), [wa] (ah ) et [ug] (ahy ) en
1
aM.'_l.
i1 DT TS P FOT RS Py P i+l 5
- ull(\a:’\/p)a Uy (_f;}\.qfll)a “E(GM-% Ug (ani)v ﬁ%(’a}v[‘)ﬁ Uz ((l}vft)a 9;((1?’&1‘)3 91 (a}\y[v)a
AT S L N A L i Py i
[“’21 (aM,), [“2 ] (GM,), [ua] (an‘) et [uy (GM:) €Nl Apri.
R RN TS s | i1y i1 i1y i1 17 il 417 ]
- U (@i), uym (a7 ), vyt {al™), 677 (aiT), Jupm}(aiT) et {uz ] (ay") en
i+1
q
Pour construire la matrice de rigidité de 1’élément, nous devons d’abord calculer la
7
matrice de rigidité élémentaire des deux éléments de poutre qui composent ’élément

de raccord. On effectue le calcul pour I'élément {an._l ,ajw] par exemnple. On obtient,
tous calculs faits:

(1.20) Hahyoy, i) = {dan U3} - [BS] - {dlanV5)
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avec:

{diM'[’rii} = [u;(aM'—l)’ ﬂajw)’ei(afﬁ'q) {'Ji(aiw) Ué(a%' 1) u ( m”)
[“é]’( Apgi_ 1) l“%é (aéw)v“é(ajw«q) ( M‘) [“3] (aM= 1, [u3 (aM )i
{dlM‘Vhi} = [t’i(aMt v 2‘(ai\/;«) ¢i(a1}ut 1) ‘151(‘11\1') v2(aM'—1)’v2(aM‘)’

]

[Ué. (aqu) "’23 (aM,),'v3( Aar_ 1) Ua( ,w) [Ug]'(ajwml)a{Ugj!(aj\/p)]

et ou:
B 0 0 0
0 Bl 0 0
(7] =
0 0 B[373l 0
0 0 0 Bl
avecl
E's _ES
B 1, Iy
ny = | . e
L
S
Bt = 7, ]
!\'2'2] - * IJ»"JI
l,
E1} ErI E i E'IN 7
1255 —1255 65 6550
E'T Bl E* I
1L _¢EL 6%
BEB’S] = ‘ \;: . ‘:
4E,. QElfa
ty i
* 4E;I£
B Er I AE L ErI E'L 7
1224 _12BL 6EL eEL
Ei]: T T8 17
DEL EL ol
B{‘l“l] = ‘ ] ‘l t 'I‘
4EII2 QEIIZ
= 45;12'
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(I; est ici la longueur du segment [a}_,,a},], liy1 est la longueur du segment

[a}. ai*']). Nous posons:

(B} 0

[Re] = :
0 [R)

Nous devons ensuite des termes de couplage entre les rotations élastiques des poutres
du raccord. On considere la matrice [K] de taille 24x24 constituée comme suit :

- K{4.4) = K(8,8) = K(12,12) = K(15,15) = K(19,19) = k;
- K(23,23) = k;

- K(4.15) = K(15,4) = ~kjof ;4

- K(4,19) = K(19.4) = —kie} .,

- K{4,23) = K(23,4) = kjo},,,

- K(8,15) = K(15,8) = —kio} 4

- K(8,19) = K(19,8) = —kiad ,,
- K(8,23) = K(23.8) = kjof ;1

- K(12,15) = K(15.12) = kioq 4y
- K(12,19) = K(19,12) = kiad,,,
- K(12,23) = K(23,12) = —kiad,,,
- autres K(z,7) nuls.

La rigidité élémentaire du raccord vaut:

Second membre du raccord

On calcule le second membre élémentaire des deux éléments de poutre qui composent
Vélément de raccord. Pour 'élément [a),._,,a},.], en supposant que les efforts répartis
sont des constantes, on obtient, tous calculs faits:

(1.21) @iy @] = (B {dly Vi)
en posant:

z 12 l" l' 11;2
[ ] [f)2 flz 0 0 f 7f22 f212 21()’f32 f3r)7f312 31-5]'
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Le second membre élémentaire du raccord est :

[F] = [[F] [Fin]]

IR

Ajouteons enfin que les conditions de raccord
3 . . —
PIRAE AW, W) =0
=1

3

Yo A T, W) =0
3=1
définies a la section (1.4.3) ainsi que les conditions de raccord {1.8) sur les déplace-

ments sont prises en compte en tant que conditions aux limites en relation linéaire
par le logiciel Modulef, dans lequel notre élément de raccord s’insere.

1.6 Tests numériques

Sauf pour le dernier cas de cette section, les poutres étudiées, de sections carrées,
possedent les caractéristiques mécaniques communes suivantes:

Module d"Young: E = 200000 M Pa
Module de cisaillement: g = 150000 M Pa
Section : S = 0.0001 m?®
1
Inerties: [h=1;= 2 10°8m*; J=5L+1;

Nous validons notre élément de raccord sur trois exemples de structures a deux
poutres chargées dans leur plan et nous présentons ensuite trois exemples de struc-
tures (& deux et trois poutres) sous un chargement général.

Dans la suite de cette section, les déformées sont représentées en traits continus et
les maillages en traits pointillés.

1.6.1 Structures chargées dans leur plan

Nous considérons une structure a deux poutres, contenue dans le plan (O, €3, €3).
Les parametres géométriques de cette structure (cf. Fayolle [1987]) sont les suivants:
T
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£
-
>

Fic. 1.3 - Structure a¢ deuz poutres

Les champs de déplacement dans le repére absolu, notés avec un exposant & sont
donnés par les relations:

u)® = cos(f)ul — sin(6;)ul,

[}

9]

u = sin(f;) v} + cos(6;)ul,

(u})

(w)® = —u,
(u)

(

Q

01)° = cos(6:) 6y + sin(6:) [u3],
[u3] ) = [u3]
2

([ug])® = sin(6;) 63 — cos(6:) [u]

o~

Nous avons de plus les conditions de raccord des efforts a 'articulation :

A

EL[w]"(h) = EL[43]"(0),
ES[l(h) = -EL )" (0),
Els[u]"(h) = ES[u3](0),
ainsi que les conditions de raccord des moments:
EL" (L) = EL[E](0),
pB) (L) =-EL[u}"(0)
~EL )" (h) = pJ[8i](0).
Enfin les tests sont effectués avec un maillage analogue a celui de Fayolle [1987],

soit 15 éléments tridimensionnels de poutres pour la poutre 1, 7 pour la poutre 2 et
un élément de raccord.
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¢ Charnieére “rigide”

Il s’agit d'un cas particulier simple du modele de jonction: on considere que la
jonction transmet intégralement les déplacements et les rotations élastiques. Le mo-
ment articulaire n'est toutefois pas nul, ce qui impose k] — oo , j = 1,2,3. Les

caractéristiques du test sont les suivantes:

Chargement

fi =-V2N/m,
f} =—V2N/m.

Les autres composantes des efforts répartis sont nulles et il n’y a pas d’effort, ni de
moment ponctuel en bout de structure.

Conditions de raccord

(u})¥(h) = (u})%(0)
(wp)9(h) = («§)5(0)
(w3)9(L) = (u§)9(0)
01 = (67)°(0)
([ud]15(0) = ([ud] )°(0)
(] 15(0) = ({u3])%(0)
Résultats

Nous comparons notre solution éléments finis avec celle de Fayelle [1987] ainsi
qu’avec la solution analytique:

122
T EL’
4:4/2 1

ES  24FEI3

(ui)(z2)

2 (V223 — 822 +12v2x, + 224).

(ud)(z2) =



)

L6,

TESTS NUMERIQUES

' i

1 1

0.5 1

1.5

2 2.5

F1G. 1.4 - Mailiage initial et déformée: Cas rigide

Eléments finis

12,99979664 mm

(u})e (L) (u3)4(L)
Analytique 12,9998 mm —131,0002 mm
Fayolle [1987] | 13,0003 mm —131,005 mm

—131,000197 mm
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e Charniere “élastique” - Premier cas

On considere que le saut de la rotation élastique a lieu suivant ’axe dirigé par
le vecteur e3. Nous prenons k3 = 10 N.m ainsi que k} — oo, j = 1,2. Les carac-

téristiques du test sont les suivantes:

Chargement
/2
VL

.7:1 = "‘2— N,
V2

rEagh

Fs =0.

Les efforts répartis et le moment en bout de structure sont nuls.

Conditions de raccord

(up)®(h) = (u])%(0)
(u3)%(h) (u3)%(0)
(wi)f(h) = (ud)%(0)
(61)°(h) = (6])°(0)
(3] )%y =( (

1

2

E13[U%jﬁ(zl) =

Résultats

Nous comparons notre solution éléments finis avec celle de Fayolle [1987] ainsi

qu’avec la solution analytique:

9 \/E 4
(up){zz) = SELD + 5EL
1
(u)(zy) = 12E13$§("V/§ff2 +6) + i

1 2
IT2 T 5
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1

]

1

1.5

2 2.5

F1G. 1.5 - Maillage initial et déformée: Cas €lastique 1

(u})(12) (u3)C(12)
Analytique 108.4854 mm | 97,1716 mm
Fayolle {1987} | 108,486 mm | 97,1715 mm

Eléments finis

108, 48539 mm

97,17161 mm
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e Charniere “élastique” - Deuxiéme cas

Les conditions de raccord sont identiques au cas précédent. Les nouvelles carac-

téristiques du test sont les suivantes:

Chargement
M; =0,
M, =0,
.M3 =1N.m.

Les efforts répartis et l'effort en bout de structure sont nuls.

Nous comparons notre solution éléments finis avec celle de Fayolle [1987] ainsi

qu’avec la solution analytique:

Résultats

(2)(as) = =

(Wh)(es) = gppasles +4V2) + s

(u3)° (L)

Analytique
Fayolle {1987

#

Eléments finis

104, 2426 mm
104. 243 mum

104, 24265 mm

138,1838 mm
138,185 mm

138,18376 mm
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5 T T T T T T
2 F /-
/l \\\\
L4 AY
57 AN
/, s
a AN
- ~
‘4 Y
/ N
5 h
e \\
A N
v A
5 |- 5 \\
g
7 \“‘\
/’, \\
// $\\
N
N
~
N
N
~
N
Y

1+ S
.5 F
s 1 I 1 1 1

0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3

FiG. 1.6 - Maillage initial et déformée : Cas €lastique 2
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1.6.2 Structures sous chargement général

Structures a deux poutres

e Charniére “élastique” - Cas avec torsion et effort ponctuel

Nous considérons la structure a deux poutres de la figure (1.3), et nous conservons
le maillage défini a la section (1.6.1).

Fi1G. 1.7 - Repére absolu et repéres locauz

On considere que le saut de la rotation élastique a lieu suivant 1'axe dirigé par le
vecteur ej. Nous prenons ki = 10 N.m ainsi que k] — oo, j = 2,3. Les caracté-
ristiques du test sont les suivantes:

Chargement
Fi =0,
F, =0,
Fs = —-1N.

Les efforts répartis et le moment en bout de structure sont nuls.
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Conditions de raccord

(ui){h)® = (uf)%(0)
(uz)(h)Y = (u3)%(0)
(u3)()% = (u§)(0)
([wd] )y = (63)(0)

(] )(h) = ([w3])(0)

pJ(03) (h) = —k} (61 (L) + ([u3] )(0))

Résultats

Nous comparons notre solution éléments finis avec la solution analytique:

Fsl

0i(z1) = ""‘i}szh
ui{zy) =0,
uy(zy) =0,

| _ Fsh o, Fz 5
ui(e) = 5EL% T GELY

Fl?

9%(‘12) = 251121
U (JJ2) = O,
U (T'Z) = 07

— f3l§ 1 L
= 3E7, + 232 fdl2(k} + #J)

Fsly 2 _ Fa 3
2FL,"%  6EIL ¥

(u3)%(l2) (63)6(L2)

Analytique | 273.5391 mm | 0.098585786

Eléments finis | 273.53908 mm | 0.09858579
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-0

[

Oy
)

(]

.08%

28]

[B%)

W
LS

1 1.5 2

F1G. 1.8 - Maillage initial et déformee : Plan (fj,ggj

[

5 i ] A

0 0.05 0.1 0.15 0.2
F1G. 1.9 - Maillage initial et déformée : Plan (€5, €%)

¢

.25
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e Charniere “élastique” - Cas avec torsion, moment ponctuel et effort
réparti

Nous considérons la structure a deux poutres définie a la section précédente.

Nous faisons encore 'hypothese que le saut de la rotation élastique a lieu suivant 'axe
dirigé par le vecteur ¢;. Nous prenons k{ = 10 N.m ainsi que k} — oo, j = 2,3.
Les caractéristiques du test sont les suivantes:

Chargement

F =0,

Ml = 0?

M, =1Nm,

Mz =0,

i = ,,g N/m,

9
f21 - _—\‘/__H N/m,
2
fs =0

Conditions de raccord

(u)(h)® = (u})%(0)
(up)(l)® = (ud)%(0)
(u)(l)® = (u3)%(0)
([u3))(h) = (62)(0)
([usl)(h) = ([ud])(0)
pJ (B3] (L) = =k (63(1) + ([«3])(0))
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Résultats
Nous comparons notre solution éléments finis avec la solution analytique:
M,
9%("{:1) = /Lv] I,
\ 1 1
oy R fih s
win) = iEL T REL S T BEL Y
ué(T1) :0‘,
83(zy) =0,
174
27 - _fah
ui(z2) SME]B-
172 173
_ Ji4 243
wilea) = opg tgEL
ui(z) ’\/!(1+21)
e = —I v Y
LS| 2 2 = P,
_ /‘\42 1‘2
2B Y
(h(hL) | @d)(L) | (WD)(h)
Analyvtique 8mm !163.42136 mm | —40 mm
Eléments finis | 7.99 mm | 163.42135 mm | —40 mm
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/
el e e e e e L
1. 1 i i
0.5 1 1.5 2 2.5 3.
Fi1G. 1.10 - Maillage initial et déformée: Plan (g}, €3)
1 4 ] ¥ ¥ i ' 1
~—
§ i 1 ) I 1 ] 1
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 ©0.14 0.16 0

FiG. 1.11 - Maillage initial et déformée: Plan (€5, €3)

.18
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Structure a trois poutres

Nous considérons la structure a trois poutres suivante:

8.

oG
=3

FiG. 1.12 -  Repere absolu et repéres locaux

Les trois poutres de la chaine sont de sections carrées. Les poutres d’indices 1 et 3
possedent les caractéristiques mécaniques suivantes :

Module d’Young: E' = E® = 200000 MPa

Module de cisaillement: p!' = 3 = 150000 M Pa

Section St = $% == 0.0001 m?

Inerties: II=I§=I§=I§=—£IO'8W14; =T =0+1.

12
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La poutre d'indice 2 possede quant & elle les caractéristiques mécaniques :

Module d"Young: E* =2 x 10" MPa
Module de cisaillement: pu* = 1.5 x 10" M Pa
Section: 5% = 0.0001 m?

: 2 1
Inerties:: I=1= o —107°

Les parametres géométriques de la structure sont les suivants:

T 3r
91=Z‘7 92:_21_’ 03=

11:2\/§T1’L 22:177'1 13:05771

o)A

Les champs de déplacement dans le repére absolu sont donnés par les relations:

(W)®  =ui,
(ug)G = "'Ug-,
(u})G = —\{é;j(ui — u%), (ug)G = u%v
(u%)G — _ué’ (9%>G = 912,
o ((W3)° = [l
NG V2, o 1
(w3)” = (m+w) (W) =—[ull,
) , 3\G — 3’
@r = Loy, =
, (U‘?) = Uy,
/i ’ l-.i
(fd))? =506 - 1)), (BD)° = [udl,
(3¢ = -85,
(3 = [l

Les conditions de raccord des efforts aux articulations s’écrivent :

ETSVd) () = V2(E*S [u]](0) - E*I3 [u}]"(0)).
E'I3 [uj)"(h) = V2(E*S* [u]](0) + E* I} [u3]"(0)),
E'I3 [u3)" () = E*13[u}]"(0),
E2S?[ul] () = —E°*I3[u3]"(0),
E*I3 [u}]"(l) = E°I3 [u3)"(0),
E2I3 [ud]" (k) = E®S°[ul](0).

1
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Les conditions de raccord des moments aux articulations s’écrivent :
BT (L) = V202 T6](0) - BPIE [u3](0)),
E'I [ud"(h) = V2(u*J(8]] (0) + E*13 [u](0)),
E'L [yl (L) = E*I3[u3]"(0),
W01 (L) = EPIS [u3) (0),
E* [l () = E°I3 [u3]"(0),

33

E*I3[u3)" (1) = —p°J°(63] (0).

Les axes des deux charnieres de la structure sont respectivement el et e?. Nous
prenons k3 = 10N.m et k} = 10N.m ainsi que k} — oo, j = 1,2 et kf —
o, J = 2,3.

Les caractéristiques du test sont les suivantes:

Chargement
Ny 4 f fi =-10%§N, i =,
{ F,=2N, 3=1,2.3 f 2_191/2—5-]\[’ iZEU, fzg ;;IOA’
L7 =0,
Conditions de raccord
(uy) ()% = (u})%(0)
(wp)(1:)° = (u3)°(0)
(i) (1)© = (u2)¢(0) i=1,2
(61)° (1) (63)°(0)
(w3l )%(h)y = ([ug)%(0)
([l )(h) = ([w3])%(0)
((3)°(L) = ([u])°(0)
E'Flu3}’(h) = -k ([u3] (W) = [«31(0))
WO (L) = —kf (63 (L) — 63(0))

Enfin le test est effectué avec un maillage comprenant 13 éléments de poutre droite
pour la poutre 1, 10 pour la poutre 2 et 5 pour la poutre 3 ainsi que deux éléments
de raccord.
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<
o

[ =]
i

0.5 1 1.5 2 2.5 3.5
FiG. 1.13 - Maillage initial et déformée: Plan (e, e3)

[

] | i i A

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0
a

Fi1G. 1.14 - Maillage initial et déformée: Plan (€3, €})

.5 0.

wn
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Chapitre 2

Approche globale

2.1 Introduction et notations

Nous considerons une chaine ouverte simple, constituée de nt poutres flexibles et
nous adoptons le méme principe de numérotation des poutres de la chaine que celui
adopté pour 'approche convective. Nous envisageons le cas ou la premiére poutre
de la chaine est encastrée dans un support rigide fixe et le cas ou il existe une liaison
pivot entre la premiére poutre de la chaine et un support rigide fixe. Nous nous
restreignons en outre au cas ol les articulations entre les poutres de la chaine sont
de type pivot.

Nous nous donnons une configuration de référence, physique, dans laquelle chacune
des barres associées aux poutres de la chaine est considérée comme un cylindre droit,
d’axe moyen constituée par la poutre associée, supposée rectiligne en configuration de
référence. La barre d’'indice ¢ en configuration de référence peut ainsi étre identifiée
au domaine de IR® défini par:

0, ={(X1,'X2,%),0 < s < L, (1 X1,°Xy) € Qi('s)}

ou [; et Q;(*s) désignent respectivement la longueur et la section droite de la barre
. Comme pour 'approche convective, nous associons a la barre ¢ la base principale
d’inertie {¢'} = (e}, ¢l €}), le vecteur ¢} étant choisi de fagon a orienter la poutre ¢
en configuration de référence. Le point de contact O; entre la poutre ¢ et la poutre
i — 1 est choisi comme origine du repére principal d’inertie {O;, {€'}] de la barre 1.

Suivant Bourgat, Le Tallec & Mani [1988], nous adoptons alors la représentation
suivante:

(2.1) x(PX1,' X, %) = 'r(s) + X1 'd () + X 'da(Ps) Y(TXy, ' Xo,'s) €
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ou on note:

- 'xX le vecteur-position, aprés déformation, d’une particule de la barre
repérée en configuration de référence par les coordonnées (*X;.*X;,%s)

dans [O;, {e'}].

- 'r{’s) le vecteur-position du centroide la section ou se trouve cette parti-
cule.

Y

- {4d} = ('di(*s),'dy(s),'ds(*s) la base orthonormée, dépendant de la
section ou se trouve la particule, dont deux directions sont les directions
principales d’inertie de cette section, la troisieme étant orthogonale a la
section.

Cette représentation permet la prise en compte de 'allongement et des flexions
de la barre 7, mais ausst des cisaillements transverses et de la torsion. Le vecteur
‘ds(‘s) n'est en effet pas astreint, a priori, a étre tangent & I'axe moyen de la poutre
- les sections peuvent donc tourner librement autour de leurs centroides. Cependant,
cette représentation rn’autorise pas les déformations dans le plan de la section - ce gui
revient a supposer les sections suffisamment raides ou raidies & 'aide de raidisseurs.

Nous introduisons de plus les quantités mécaniques suivantes:

- ‘E.'G: module d'Young et module de cisaillement de la barre ¢

- f(*s): densité linéique d’efforts extérieurs exercés sur la barre ¢, de
~ Hnelque _ ;
composantes (*fy,*f2,f3) dans [O;, {€'}];

- F:{orce appliquée a I'extrémité du dernier maillon de la chaine, de

composantes (Fy, Fa, F3) dans [Oyy, {€™}].

ainsi que les quantités géométriques:

is =/ diX,d' X,
a.00s)

=
-
f

/_ (X)X dTX,
£,(%5)

1L / (X)X dEX,
0il’s)

iT =00, .

Nous introduisons le repére cartésien absolu [0, {e®}] = [0, (2, €3, €3)] et nous no-

i P . N
tons enfin par un la dérivation par rapport a 's.
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Nous nous restreignons dans la suite de ['étude, au cas ou (; ne dépend pas de
i
s.

Fic. 2.1 -  Configurations et repéres

2.2 Modele mécanique

Suivant Bourgat, Le Tallec & Mani [1988], nous introduisons les mesures de
déformations:

. 1 .,
(2.2) fu; = 5 epkg dy - d
et: _ o
(2.3) o = 'r - tdy

oll €[k, est la signature de la permutation qui envoie [1,2,3] sur [j, k,{]. L'inter-
prétation mécanique de ces quantités est la suivante: dans la base locale {'d}, les
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quantités ‘uy et "u, mesurent la flexion, *us la torsion, ‘v et ‘v, le cisaillement et "v3
I’allongement de la fibre moyenne.

Nous nous restreignons au cas de barres a sections circulaires et nous adoptons, pour
la densité linéique d’énergie de déformation, I'expression suivante :
'G'S 'E'S ‘ET

(24fu(s) = —= (v} + 98 + —= (v = P + — (el +'ud) + ‘GT'd

ou ‘I est la valeur commune de 'I; et de ‘I, supposée indépendante de ‘s.
Nous adoptons, pour chaque poutre de la chaine, le modéle mécanique de Simo [1985].

e Loi de comportement

. . dws . . . o
‘m('s) = —("s,'uy, 've) 'di(*s)
azu,!
(2.5) |
i Fw g
‘n(s) (*s, “uy, "ok ) 'dy(*s)

8‘@1
Mécaniquement, la quantité 'n s’interpréte comme une densité d’efforts intérieurs,
la quantité ‘'m comme une densité de moments intérieurs.

e Equations d’équilibre

o,

‘m +'r A'n=90
(2.6)

L,
‘n +=0

2.3 Conditions aux limites, contraintes, condi-
tions de jonction

2.3.1 Conditions aux limites et contraintes

Dans le cas ou la premiére poutre de la chaine est encastrée dans un support rigide
fixe, nous avons les conditions:

r(0) = 0,

2.7
27) 1d;(0) = d° Vj € {1,2,3).

ou (d?,d$, d3) est une base orthonormée fixe.
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2.3. CONDITIONS AUX LIMITES, CONTRAINTES, CONDITIONS DE JONCTION

Dans le cas ou il existe une lialson pivot, entre la premiere poutre de la chaine
et un support rigide fixe, nous supposons que 1'un des vecteurs {d;{0)};=1,. 3 se
confond avec un des vecteurs directeurs normeés, noté g, de 'axe de cette lLiaison.
Nous écrivons donc :

1r(0) = 0,
(28) ', (0) = o
'm(0) - 'd;,(0) = 0, pour un jo € {1,2,3}.

Nous avons également des conditions de compatibilité des champs d’efforts et de
moments internes avec le chargement extérieur:

{ “n(l,) = F,

(29) “m(l,;) = 0.

Enfin, I'orthonormalité des vecteurs {'id]‘}j—_-l,__,g, se traduit par les contraintes:

Vi:L...,nt id]‘~idk = 5;”

(2.10) TR
(id; Aidy) - ids > 0

2.3.2 Modeéle de jonction

Les articulations de la chaine transmettent intégralement les déplacements, ainsi que
les efforts et moments intérieurs. Nous avons donc les conditions de raccord :

Vi=1,....,nt—1 °r(l;) =T 4+ *p(0),
(2.11) ‘n(l;) = *'n(0),
‘m(l;) = "*'m(0).
Soit i un indice appartenant a {2,....nt}. Nous devons exprimer le fait que I’arti-
culation entre la poutre 7 et la poutre 2 — 1 est de type pivot. Nous nous restreignons

au cas ou les axes des articulations des poutres de la chaine sont choisis parmi les
vecteurs ‘d;,z = 1,...,nt, j = 1,2,3. Nous faisons I’hypothese que I’égalité:

(2.12) "doj‘(()) =¢'d (liy)

!'-l]'s—-l

a lieu pour un couple (Oj,-,l"“j,-_l) donné dans {1,2,3}* et un réel ¢; donné dans

Soient (%k;,°%l;) € {1,2,3}° tels que la famille

{d, (0),d,, (0).°d,, (0))

K
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constitue une base orthonormée directe. Soient ("=k;_y,":1;) € {1,2,3}? tels que
la famille

{Td L, )7, ()T

t—i

EUSY

=1 kt—l (

constitue une base orthonormée directe. De par la nature de ’articulation, le mou-
vement relatif entre les poutres ¢ et 7 — 1 a lieu dans le plan commun aux quatre
vecteurs

{(d,, (01,4, ()07, (Ler), 7, (o))}

et nous faisons 'hypothese fondamentale que le moment articulaire est du type mo-
ment de rappel, opposé au mouvement relatif des deux poutres. Nous postulons donc
Vexistence de trois réels x,_; (strictement positif ), °0; et "-16,_; (indépendants des
inconnues {{‘r,'d;)}.=;. . du probléme) tels que:

‘m(0) = ~lm{l,_,),

(2.13)
= —£Ki-1 A A B,

avec:

H

A = (cos{gé];)id% (0) + sin(cé’i)*’dw (0Y),
B;

= (COS(I‘—:gi_I)i_ld[t_ l(l,‘,,l) + sin("‘"l(?i_l)i_ld“_s] _l(zz;})).

Py I,
Les deux réels °9; et “-10,_; sont choisis de facon a annuler le moment articulaire
en configuration de référence. Nous illustrons ci-apres notre construction par un
exemple (Figures 2.2 et 2.3).

L’expression de ce moment articulaire permet de ramener la formulation va-
riationnelle des équations d’équilibre de la structure & un probléme de
minimisation, comme nous le verrons plus loin.
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tdy(d)

A, =B,

Kda(f.-z)

1A, (Ner)

‘dg(OL

& ida(li1) =1ds(0)

lag(,_y)

fda(0)

&Q Trayoy) = da(0)

FiGc. 2.3 - Configuration déformée
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2.4 Formulation variationnelle

2.4.1 Cadre fonctionnel

Soient les espaces:

ni
(2.14) H;=H'(0,l; R, H =[] H, Ha; = HY(0,1:; R>)

=1

On s'intéresse a I'espace des configurations cinématiquement admissibles. Compte
tenu de ce qui précede, cet espace s’identifie a:
K= {{r{d;};=123}=1,.n¢ = (‘r,’d;) € H vérifiant les conditions:
r(0)=0et 'v(l)) =T + Flp(0)si1 <i<nt—1;
'd;(0) =d? Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;
1d;,(0) = up si (2.8) est imposé ;

i e{2,... nt) idﬂji(o) = ¢'7d, (Lioa)

vie{l,...,nt},Y(j,k) € {1,2,3}* ‘d; Sy = 5;2
vie{l,...,nt} (di A'dy)-'ds > 0)

-l

Nous allons montrer que cet espace possede une structure de sous-variété de classe
C* de Pespace de Hilbert H. Nous rappelons d’abord deux résultats importants:

Lemme 2.4.1 Abraham & Robbin [1967/, Bourgat, Le Tallec & Mani [1988] :
Sl existe H un Hilbert, S un sous-espace affine fermé de H, M un ouvert de § et
G une application C™ (resp. différentiable) operant sur M, a gradient surjectif et
telle que £ est le noyau de G, alors £ est une sous-vari€té différentielle de classe C>°
{resp. différentiable) de M. L’espace tangent a £ en un point P de £ est le noyau
du gradient de G en P.

Lemme 2.4.2 Poschel & Trubowitz [1985]: Si £ est un ouvert (resp. un fermé)
d’un espace de Hilbert H, alors £ est une sous-varicté différentielle de classe C™° de
H. de H. En particulier, si € est un fermé d’un espace de Hilbert H, H est lespace
tangent a £ en tout point de £.

Nous cherchons a rejoindre le lemme 2.4.1. Nous construisons successivement un
sous-espace affine fermé S de 'espace de Hilbert H défini par (2.14), un ouvert M
de § et une application G, définie sur M, a gradient surjectif et dont K est le noyau.
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Nous introduisons ainsi les trois espaces:

S={('r,'d;) € H vérifiant les conditions:
r0)=0et r(l) =T + Fr(M)sil <i<nt—1;
'd;(0) = d? ¥j € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;
'd;, (0) = ug si (2.8) est imposé ;

Vi€ {2,...,nt}'d, (0) =&d, (li1)}

M= {(r,'d;) € § vérifiant:¥i € {1,...,nt} ('dy A'dy)-'ds > 0},

=l

et

N= {{B,...,"B,W,....,"V) € [Ha1]* x ... x [Hzn]* vérifiant:
Vi € 1,...,nt ‘B symétrique;Vi € 1,...,nt iB(O)‘:O;

ainsi gue 'application:

M—‘?.N’
G =

] . 1 1 71 rnt t 7
(r,'d;) — {[di-'dj = &hcijcs- o [Mdi Mdj — §licij<a)
Nous admettons provisoirement le lemme:
Lemme 2.4.3 L’espace M est une sous-variété de classe C™ de l'espace

M, = {(ir,idj) € H verifiant les conditions :
'r(0) =0 ;

Vi€ {2,...,nt}'d, (0) =&''d (lio1)

"_1.15:-1

Vie {1,...,nt} (dy A'dy) - 'ds > 0},

dont lespace tangent M en un point (‘r,'d;), indépendant du point (‘r,'d;) consi-
déré, est donné par:
M= {{p, {igj}j-_—l,Z,S}izl,...,nt = (iPa’g_,-) € H wverifiant les conditions :
p(0)=0cet'p(l)=""p(0)sil <i<nt—1;
g (0} = 0Yj € {1,2,3} 5i (2.7) est imposé ;
'g. (0) = 0 si(2.8) est impose ;
Vie{2,...,nt} "goj'(O‘) = ei""lg,‘_lj'_l(li_l)}
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et nous montrons le lemme suivant :
Lemme 2.4.4 G est de classe C™° sur H et V
(r,’d;) de K.

Démonstration:

(r.d,) G est surjectif pour tout point

e Régularité

G est de classe C* sur H en tant quapplication polynomiale définie sur un pro-
duit d’algebres.

e Surjectivité du gradient

1! suffit de remarquer que, pour tout (*B,...,™B) € A/, on a:

s l n ITL n Y
(ll‘?ngj,kldk!..., tr,; tijk tdk) e tM
et:
ST L) 1 11 1 nt lnt nt ) 1 nt
V('r'gd")g(( r, d}))( I‘,;_; Bj!k di,. ... I‘,—2— B]“k dk) = ('B,..., B)

0

D’apres le lemme 2.4.1, le lemme 2.4 4 suffit pour montrer que X est une sous-variété
de classe C* de M. D’apres ’expression de G, son espace tangent 6X(('r,’d;)) en
un point (*r,'d;) est donné par:
5»*:((ir,édj)) = {(ip,igj) € 6M tel que: iidj-igk+fgj-idk]1§j,k53 =0Ve e{l,...,nt}}
ce quil s’écrit encore:
EX(('r,'d;)) = {(ip,igj) & H vérifiant les conditions:

'p(0)=0et ‘p(li)="p0)sil<i<nt—1;

'g;(0) = 0Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;

'g;,(0) = 0 si {2.8) est imposé ;

Vi e{2,...,nt} s‘goj"(O) =¢' g, (li-1)}

B T
Vie{l,...,nt} 3U € H; tel que: ‘g, = U; A'd; V) € {1,2,3}}

Enfin le lemme 2.4.3 est une conséquence directe des lemmes 2.4.1 et 2.4.2 et se
démontre comme le lemme 2.4.4. L'espace de Hilbert S; défini par:

S = {(r,’d;) € H vérifiant les conditions:
'r(0)=0;

Vi€ {2,...,nt} "dgi.(O) = ¢'71d, (L_1)}

=1 g
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est un sous-espace afhne fermé de I'espace de Hilbert H et 'espace M, est un ouvert
de §;. Enfin, I'espace M est le noyau de 'application G, définie sur M, par:

Grl(ir. )= {{4,(0) = %oz, (r(1) = 0(0) = P T Yy i)
si (2.7) est veérifiée, et par
Gi(('r,"d;))= {15 (0) — o, {'r(l) = 1e(0) = T H ot me1y)

si (2.8) est vérifice.

2.4.2 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant montrer le théoreme:

Théoréme 2.4.1 Les équations d’équilibre (2.6) sont équivalentes au probléme va-
riationnel [P]:

Trouver (‘'r.'d;) € K tel que:V (*p,’g;) € 6K(('r,'d;)):

8.7 (('r, d; |
e (pg) +m | (o0, [0+ sinC0)d, (0)
(lie1) + sin("“‘ﬁf-ux)i"lg:,_],l_l (lis)}

(lis) + Sin(z’_lgi-l)ihld;,__ (lic1)}

{cos("-18,_, ) g,
1—1 k'_l
+ {cos(*-16,_;)"'d

hmt gy Ty

{cos(°0:)'g,, (0) + sin(°6:)'g,, (0)} }
nt L. ) .

= Z/ f-'pd's + F-"p(lu)
=170

ou l'on a posé:

- . nt ll . N . -
(2.15) J((r,id;)) = Z/G ot (s, g, og) d's
=]

Démonstration D’apres 'expression (2.4) de la densité d’énergie ‘w®, nous pouvons
affirmer que les deux hypotheses de régularité suivantes sont vérifiées:

e Pour tout ¢« € {1,...,nt}:

(2.16) ‘w('s,.,.) € CY(IR®) p.p sur |0; 1]
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e Pour tout j € {1,...,nt} et pour tout (Yuy,’vg, Uy, Vi) € L*(0,1; R'):

diwe . @iwe
Iaju aj'sﬂjuks"i"f)]ui + m(ﬂsav!ukai?vl)‘lv{i S
1 2

PCo + Gy (Puf + e 2] PUE + 7V

(2.17)
ou ’Cg et 7C; sont des constantes réélles strictement positives.

On calcule ensuite les gradients:
o

’lu . alu} (Z 1 Ay
1T Gir.d) P8
- Bévf . .
1V' = N .. - ﬂz 1
J ﬁizr,’dj) ( p g])
On obtient. tous calculs faits:
i 1 i iy i
Uy = gequn (g 'di + 'dy )

(2.18)
WV, = 'p - idy 4 'r gy
Nous avons donc, d'apres la définition de §K((*r,'d;)), les relations:

: 1 o Caty ; -
U, = -r-)—egjy,;_..l}{[ul Atdg + U Ad )Ty + U AT -t

solt : .
Uy = seprplde Al U = U -,
et donc: o
(2.19) U, ="U;'d;
De méme: _ o _
(2.20) ‘= WVidy + U AT

Pour tout indice ¢ dans {1,...,nt}, on consideére (iuj,ivk,iélj,ivk) € L*0,l; R*)
et on introduit opérateur:

i
- [lwf(

A w('s) = s tuy 4 T UL o + TV = et (s, g, o))

ol 7 est un parametre réel vérifiant |7| < 1.
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~

D’apres le théoréme des accroissements finis et U'hypothese (2.16), nous avons 1’éga-
lité:

A (is)] =
|(3w . o o dfwe

5_872}7(’8.’“;' + 70U o + TIVIU + i

(s,fu; + 70U, oe + 7OV,
ou # est un parametre réel vérifiant [0} < 1
D’apres ’hvpothese (2.17), nous pouvons en déduire la majoration :
z'ez|<_j ai (3.2 F.2 0, G742 4 dvi2aiyousesz L vk
A wt('s)] < PCo + 27C (ul + Tof + UE + IVEE FUE + V]
Le membre de droite de I'inégalité précédente est intégrable par hypothése, et indé-

pendant de 7. On peut donc appliquer le théoréme de la convergence dominée a la
suite A.'w® sur ]0; L, et donc:

hm {A W (s)}d's =

o 70

L dtwe Olwe . .. . _
/(;{ d (5 u], ’bk)z,{z : ('5,1uj,’vk)'V1}daS

62 (9’v1
. . , . . Lo . .
= hr% -—{/ ,1u]' -+ Ttu]‘,:vk -+ T’Vk)d*s - / zw‘p’(’S,"u}',lw‘;)dts}
T—0 T 0

= e s s s (2,0

solt encore:

Lo9twe Jtwe . . ,
/ (‘s,’uj,’vk)'V;} d's =

: i ,1 oYU .
T (*s,"uj, o) U + EE%
0

0 (fuj, ok, ...

I . .. . .
ntu mvk)[/ Ill/‘e(t.i‘,zu]',l’vk) dls] . (luj,lvk’ o ’muj’ntvk)

les déformations définies par (2.2),(2.3) sur la poutre ¢ étant indépendantes des dé-
formations correspondantes sur les poutres j, j # ¢.

Par dérivation de fonctions composées - loisible, car d’aprés (2.18), les fonctions
(‘u;, v sont de classe C' de H} vers L*(0.1;; R'?), on obtient :

aJ(('r,'d;))
—“‘("'—,'c# (P, SJ)
(2.21) aj Sins
w® w® .. . . )
ZL {6"{“(8 u_,, Lk) UI 31‘01 (15,1u}-,1vk)ivl}d'.$
i=1
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D’apres ce qui précede, le probleme variationnel [P] peut se réécrire :

Trouver ('r,’d;) € K tel que: V (*p,’'g;) € 6K(('r,'d;)):

nt i, we . . ) aiwc ) ) ) ] ]
ZA { 5%: (‘s,’uj,’vk)‘L{g + aiv (15?“uj,‘vk)’v,v}dzs
1=1 ! !

nt

+> kit { {00‘5(1'“16’:‘-1)“1&,_1,c (lica) +sin(*=6,0) g, (Le1)}
= t—1

-{Cos(oﬁi_)idOk (0) + sin(gﬂg‘)idﬁi'((])}

Fleos(m0) 7, () # sin( 0 ), (lecy))

1—1 kz—l

{cos(°0,)'g,, (0) +sin(°6.)'g, (0} }

nt Lo ) )
=Y [Tiipdis + F ()
tm=1 0

D’apres les relations (2.19), (2.20) et le modele (2.6), on peut aussi écrire ce probleme
sous la forme:

Trouver (‘r,’d;) € K tel que: V('p,ls Ald;,...."p, U A™d;) € 6K(('r,"'d;)):
;/0 {m-U + 'n-'p —U;A'T)}d’s

nt

+Y ki { {005(1"’9{—1)’._1&,_% (limg) + Siﬂ(l'—lgi—l,)i_lgzl_” (=)}
i=2 - -t
-{cos(ot?,-)ido;c (0) + sin(OGi)“dﬁll(O)}

+ {cos("-16:11)'71d, (lie1) +sin("-26;-1)"'d,,

t=1 [‘-_1

. (fi-1)}

{eos'g, (0)+n(g, 0) |

ni A ) .
= Z/O f-'pd's + F-"p(l)
i=1"
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On opere ensuite une intégration par parties pour obtenir:

Trouver ('r,'d;) € K tel que: V('p, 2, A1, ... . "p, U A™d;) € SK((r,'d,)):

otooeL . L
Z/ {~'m —'r A'n}-U; — {'n + '} -‘pd's
=170
nt nt
+3 [m-U)g + [n-'plg = Z/ fo'pd's + F-"p(l,
i==1
nt ]’ i ) . , .
—Z"Cz-l 1 {cos( ’"191'”1)"1&,_%!_] (lica) + Siﬂ("_‘91-1)1_1811_”_4 (Li-1)}
-{cos(ogiy)’»dck (0) + sin((’é’i)idoz (0)}

+ {cos("—6,_;}"1d, (Lioy) + sin("‘lﬁiml)i“ldt._lli_q (li-1)}

=] k:—l
.{cos(oﬁg)igckﬁ(()) + sin(oﬁi)igoll(O)} }

soit encore, en se servant de la relation (2.13):

Trouver (‘r,'d;) € K tel que: V('p, 2 Ald;,..., " p,Uu A™d;) € 6K(('r,'d;)):

ntoopl S, . , ) .
Z/ {-m-"r A'n}- U — {'n +f} -'pd's =0
1=l 0
et on retrouve la formulation variationnelle des équations d’équilibre (2.6).

2.4.3 Résultat d’existence

Nous allons montrer le théoreme:

Théoréme 2.4.2 5i les forces extérieures {‘f},_ nt Sont indépendantes des va-
riables (‘r,'d;) et appartiennent a [’espace H H™Y(0,1; IR?), alors le probléme va-

t=1
riationnel [P] admet une solution.

Démonstration

Le principe de la démonstration est le suivant: on montre que le probléme varia-
tionnel [P)] se rameéne a un probléme de minimisation d’une fonctionnelle sur une
variété différentielle et on applique le théoreme de Weierstrass (voir Bourgat, Le
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Tallec & Mani [1988]}.

Nous introduisons une norrme sur H:

nt 3
i 2 12 i1 12
(2.22) [(r.td ) = :2_; ||!r||H1{o,1i;R3) + ; i!zd‘jHHl(O,l,-;F)
et nous démontrons le lernme:

Lemme 2.4.5 Sous les hypothéses du théoreme 2.4.2, les opérateurs Q et L définis
sur 'H par:

Q((ir,’d,)) Zﬂ —1{ {cos(°6:)'d, (0) +sin(°0:)'d,, (0)}
9.23)

{
\

-{cos(l‘—lﬂi_l)é"ld,‘_lk . (li—1) + sin(l'—léi_l)"‘ld;‘_” _l(t’,—_l)} }

et

(2.24) L{{ Z/ e dis + F ()
i=1

sont différentiables sur H.

Démonstration (du lemme 2.4.5):

Nous disposons de l'injection continue:
nt
(2.25) H — []iC%0,1; R%)}*
=1
Si les forces extérieures {if}2 =1,..n¢ SO0t indépendantes des variables ('r,'d;) et ap-
partiennent a l'espace H H™Y(0,1;; R®), nous pouvons affirmer, grace & Pinjection

=1
(2.25), que la fonctionnelle linéaire £ est continue, donc différentiable sur H.

Soit ensuite (‘r,'d;) dans H. Pour tous ¢ € {1...nt — 1}, j,k € {1,2,3} et pour
tout (*p,'d;) dans H, nous avons:
(idi(5) + '8;(1)) - (F1de(0) + F16(0)) = d; (L) - T di(0)
+D(r,'d;) - (*p,*5;)
+165(L) - T84 (0)
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ot 'application linéaire D('r,'d;) définie sur H par:
D(irvidj) : (ipﬂi6j) - id](li) . £+16§:(0) + H_ldk{o) ) lgj(lj

est continue sur H de par l'injection {2.25). Toujours grace a l'injection (2.25), nous
avons également :

6, (L) - H6u(0)] < ey 8%
Nous pouvons donc conclure a la différentiabilité de @ sur H. Nous avons, en tout
point (‘r,'d;) de H et pour tout (’"p,’gj) dans H:

8¢ i .id"\ ) . nt
-—g%‘-{;—]—) ('p,'g;) = ;Ki_l{ {cos(%8;)'d (O) + sin(%6; ', (O)}
Aeos(t10,1) g, (len) Fsin(t20i) Mg (L)

+ {cos(-16;.,)"'d, (lica) + sin("'"‘t?i—l)*"ldz'_]1!_1 (lis1)}

-1 k._1
.{cos(OGi)igOk'(O) + Sin(0¢9{)ig0“(0)} }

Nous avons également, en tout point (‘r,'d;) de H et pour tout (‘p, igj) dans H:

5£((ir,idj) i
9 ('r,'d;) (pe;) Z/ f'pd's + F-"pli)

(]

Nous reprenons maintenant la démonstration du théoreme 2.4.2 et nous notons
(*u;,'vg) Vopérateur ("uj,  vg, ..., ™uy, "vg) défini sur H.

s Faible continuité de (‘u;, vi) sur H.

Soit {(*r",'d")}, . pv une suite faiblement convergente dans M. La suite {(['t"]') }nen

i
et chacune des trois suites {([id?]')}neﬂr converge alors faiblement dans [] L*(0,1;; R®).
=1
Or nous avons: ! y
(2.26) [TH' (IR — J[C°0,L; R
i=1 =1

avec injection compacte. Nous pouvons donc conclure a la convergence forte de

chacune des trois suites {(*d})} .pv dans T1¢%(0,%; R®). Chacune des six suites

=1

nt
produit {(iu?)}ngﬂr et {("of)}, v converge donc faiblement dans I12%0.4; R),

i=1
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ce qui permet de conclure a la faible continuité de I’application {‘u;,'v,) définie sur

ni
H et & valeurs dans [] L%(0,4; R®).

=1
¢ Faible semi-continuité inférieure.

Les densités d’énergie *w®('s, u;, ‘v ) définies par (2.4) sont convexes, quadratiques,
et & coeflicients bornés sur IR®. Les fonctions:

(luj,lb’k) - /Ollu’e(lsyzuj717~’k)d:3

sont alors convexes et continues. donc séquentiellement faiblement semi-continues
nt

inférieurement, sur H L*(0.1;; IR®). Par sommation, composition et d’apres les pro-
izl ’

priétés de l'operateunr {1u,, v, .. .,

par:

"u;,™ui }, on en déduit que I'opérateur J défini

ni !
. . LR 2N . . N .
J o (r,'dj) - Z/ (s, uy, vr) dts
: —1-0
=1
est séquentiellement faiblement semi-continu inférieurement sur H.

Considérons maintenant 'opérateur Q défini par (2.23). Soit {(ir”?id?)}neﬁ\r une
suite faiblement convergente dans H. D'apres I'injection compacte (2.26)}. nous pou-

vons conclure & la convergence forte de chacune des trois suites {(*d})}
nt

H C%(0,;; IR*). Nous en déduisons la convergence forte de toutes les suites produits
i=1

du type {(id;l(O) . "1dZ(l,-_l))tgs__qm}nd;V. Ceci nous permet de conclure & la faible
continuité de @ sur H. par composition avec ’opérateur linéaire a coefficients bornés
défini sur R*™-1 par:

‘ZRAI(M:A}} — IR

N dans

ne

ni
(a4, @5, 05 @iz memt ):fﬁ_l{ {cos(°0:) cos("6i_y )a™!
=2
+ cos(%8;) sin("~16;_1 Jab !
+ sin(%6;) cos('- 9i~1)a§_l
+ sin(%8;) sin("-10;_1 a1} }

D’aprés la démonstration du lemme 2.4.5, la fonctionnelle linéaire £ définie par
(2.24) est continue sur H sous les hypothéses du théoréeme 2.4.2. On en déduit la
faible semi-continuité inférieure sur H de ’application Jy définie sur H par:

(2.27) Jo(('r.'d;)) = J(('r,'d;)) + Q((r,'d;)) — £L((’r."'d;))
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o Coercivité de J, sur X.

Nous avons par construction:

J{{'r, d;)) 2

nt /[' 1
=1 0

Les relations (2.2) et (2.3) nous permettent d’écrire la relation précédente en fonction
des seuls éléments de K.

J((r.'d))) z

3 1R nis
St BRI |
k=1

k=1

nt i i

':Gi S i, ‘i 3 Qo
2 { T e, = T isiosaty + CTE N o e }

Nous admettons provisoirement le lemme suivant :

Lemme 2.4.6 [l existe deur constantes Cy et C, strictement positives, ne dependant
que de la géométrie de la configuration de référence et telles que:

Eﬂrllwozﬁ) CIZ!' [

D’autre part, puisque pour tout (‘r,'d;) dans K, nous avons

id' 2 =1
I J“L?(O.I.;Bs)
nous pouvons écrire:

Nous en déduisons donc:

J((r,*dy)) 2

ik zGt 1EZS 12 2 7

=1

nt
En tenant compte en outre de Vinjection continue H «— J[IC%0,1; R*)}*, nous
=1
obtenons la minoration :
Jo(('r, idj)) 2
nt SEZS
z )2 Y I'p [
el TR N L
+'G IZ(II Al oty ~ 1) — Uk sup Z il g oy} = €

} e
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On en conclut a la coercivité de Jp sur K pour la norme de H définie par (2.22).

e Existence.

Par définition, P'espace X est égal au noyau de Papplication Gy définie sur H par:

gO((irv td])) = {{id_;' * idk - 6;6}{i:l,...,ni,j,k=1,2,3}) {(idl A id2) . id3 - 1}{i=1,...,nt}7
'r(0), {*d;(0) — A3} =120, (L) = F1r(0) = 1T Yoz, nee),
{idoj'(()) - E"'iuld“ﬂlj.'_z (lic1) }gi=2, im0} }

si (2.7) est vérifiée, et par
go((ir’ ed])\ = {{1d3 ’ idk - 5_?}{i:l,...,nt,j,k:l,Z.?a}-, {(idl A idZ) b id-?; - 1}{i=1,...,nt}w

r(0), *d;, (0) — o, {'r(1;} = Fr(0) = 1T Yimt,nt=11s
{fdoji(o) — ff-ld!‘_ul_z (L1} i=2,mt}

si {2.8) est vérifiée.

En raison de l'injection compacte:

nt ni
T1# (0,15 R®y — T] C°(0, 1; R?)

i=1 i=1

I’application Gg est faiblement continue sur H, ce qui entraine que K est faiblement
fermé dans H. Le théoreme de Weierstrass permet alors d’affirmer que [J;, coercive
et séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement sur X pour la norme
lllix définie ci-dessus, atteint son minimum en un point (‘r*,'d}) de K.

L’application Jy étant en outre différentiable, d’apres (2.21) et le lemme 2.4.5, sur

la variété différentielle K, son gradient au point (ir*,*d;) est orthogonal a 'espace
tangent & K en ce point. Ceci se traduit par:

YV (p,ig,) € SK((r,'d3)):

‘La‘am(’rl‘,idj) (p7 g_]) + a(,‘r’id;‘) (p! gj) - a(ir,id]‘) (p7 g]) =0
d’oli I'on déduit que ('r*,*d}) est solution du probléme variationnel [P)].

|
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Il reste & démontrer le lemme 2.4.6. Pour un indice 7 € {1..nt}, nous avons:

s

iv(is) = ir(0) +/0 it (0)do
= =gl — T + / ‘(o)

, lioq | , . s,
= "Ir(0) + /(; “le(o)do - T + /0 ‘r(o)do
— i-2r(li_2) . i—-lr]' _ iT

+/'2' da+/ cr)dcr+/

ou nous avons fait appel aux conditions de raccord (2.11):
Vi=1,...,nt—1 ‘v(l;) =T + *r0)
En itérant le processus, nous arrivons a la relation:

o s, -l o,
r('s) = / T(o)de + > T + /er(a)da
0 = 0

ce qui entraine:

r(s)? < (21 — 1 {X:HJJ”’TH2 + Zl / 'r' (<) ||2dc’}

On en déduit, par intégration sur {0,[;], I'existence de deux constantes strictement
positives, C! et C%, ne dépendant que de la géométrie de la configuration de référence,
et telles que:

Il € G2+ G Z““‘ [

On obtient alors par sommation:

2- IyrHL?(OI IR = C * C Z”tr ”Iﬂ 0.1:07)

ou C; et C, sont des constantes strictement positives, ne dépendant que de la géo-
métrie de la configuration de référence. On obtient alors le lemme 2.4.6 avec:

1 C,
= t Oy = Z_
G = 1+ T 15C
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2.5 Un cas simplifié: le modeéle inextensible

2.5.1 Cadre fonctionnel

Nous avons par définition des mesures de déformation :

Les cisaillements sont mesurés par 'vy et ‘vg, l'allongement par 'vy — 1.

En introduisant dans la définition de I'espace des configurations admissibles K, la
contrainte d’inextensiblité:

coT

(2.28) 'r = ‘ds
on se restreint donc aux déformations sans cisaillement, ni allongement.

Nous définissons J'espace fonctionnel:

nt
H™ =] H*0,0; R*) = [H'(0,1; R*)]?

=1
Notre nouvel espace des configurations admissibles est alors:

K™= {('r,'d;) € H™ vérifiant les conditions:
r0)=0et ‘r(l;) =T + Fr(0)sil <i<nt—1;
'd;(0) =d j€{1,2,3} si (2.7) est imposé ;
'd;,(0) = up si {2.8) est imposé ;
Vie{2,...,nt} idoj',-(m =¢ 714, (A
Vie{l,...,nt},V({j,k) € {1,2,3}% *d; - 'dy = & ;
Vie {l,...,nt} ('dy A'dy)-'ds > 0
Vie{l,...,nt}'r = ids}

=1 iy

Il s’agit d'une sous-variété de classe C* de ’espace de Hilbert H**, dont I’espace
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tangent au point (‘r,'d,) est:

K™((*r,'d;)) = {(fp,igj») € H™ vérifiant les conditions :
p(0) = 0et 'p(l;) =Fp(0)sil1 <i<nt—1;
'g;(0) = 0 Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;
'g,.(0) = 0si (2.8) est imposé ;
Vi e {2,...,nt} g“goji(O) =¢ g, (l,1)}

Vie {l,...,nt} 3U; € H; tel que:'g; = U; A'd; V5 € {1,2,3};
Vie{l,...,nt}'p = ‘gs)

=g

2.5.2 Formulation variationnelle

Nous particularisons le probleme variationnel [P] afin de rechercher des solutions
des équations d’équilibre (2.6) vérifiant de plus la condition d’inextensibilité (2.28).
Nous cherchons donc & résoudre le probleme variationnel [P]'" :

Trouver (‘r,'d;) € K™ tel que: V (*p.'g;) € 6K™(('r,'d;)):
aj((irﬂ id ) ; . ;
Serd) dj; (p."g;) +§M 14 {cos(®6i)'d,, (0) +sin(°4:)'d,, (0)}
{eos("10i1) gy, (i) +sin("=100) g, (L)}

+ {(:os(['“‘l91-_1)"‘1(1;’_l k'_l(liﬂl) + sin(l’—19i_1)i‘ld,‘_lli_l(11_1)}

{cos(%0:)'g,, (0) +sin(°;)'g,, (0)} }
ntooo

= Z/o f-'pd's + F-"p(l)
1=1

Dans ce qui précede, on a posé:

(2.29) J((r,'d;)) = Z/ (s, s, fox) dis

ainsi que:
esi . 1 i _,_tinZ i, 2 éGiIiZ
w(svujavk)—T(ul+u2)+ Ua

On remarque que pour tout élément (‘r,'d;) de K*", on peut écrire:

- o (E~'G)L , »,  ‘GT .,
(230) (s, uy o) = I [P + = (PP + ')
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ou ||.|| désigne la norme usuelle dans IR>.

Grace a des arguments de régularité de la densité d’énergie, analogues a ceux déve-
loppés a la section 2.4, et d’apres les relations (2.19), (2.20), on peut aussi écrire ce
probléme sous la forme:

Trouver (‘r,'d;) € K™ tel que: ¥V (*p,i; Ald;,...,"p, U A™d;) € 6K (('r,'d;)):

Z/ m-U d's TZ;K, 1{ {cos(°6,)'d_, (O)-Lsm(oﬁ)d%(())}

{ cos( "“95—1)i'181,_1 RCEY + sin(*-16; RV TR UNY)

+ {cos("-16;_1)""1d (lie1) + sin(“"@i_l)i'ld,l_}i‘al(li_l)}

!'—}kl—l
s, (0)+5nC0)g, O} |
nt L i )
=Y [ e dis + Fevpll)
1=1 0
On pose:
. . ll . .
(2.31) Fs) = / ‘flo)do + 'N.

Nous avons:
‘F(s) = ~"('s)

et nous opérons une intégration par parties qui nous permet d’écrire notre probléme
sous la forme:

Trouver ('r,'d;) € K™ tel que: V ('p,2h Ald;....."p, U A™d;) € §K™(('r,'d;)):

Z/ {(~'m~r AF} -Ud's +S“[m Uls + ['F-pl

i=1
—i—Zr;i_l { {cos(ﬁei)"dOkr(O) + sin(oﬂi)édol (0)}
{eos(t0i0) gy, (hon) Fsin(t0i,) g, (L))

+{cos("10,0) 70, (hey) Fsin(*20,0) 0, (he))

{eos(,, (0) + 505, ©) | = F- bl



2.5. UN CAS SIMPLIFIE: LE MODELE INEXTENSIBLE 77

soit encore en utilisant (2.13):

Trouver (‘r.’d;) € K™ tel que: V('p, Ui A'd;, .. M p U AT € K™ {(('r,'d;)):

477

ntooop L . ntoo ,
S [M =t ATt 3 PE s = F i)

et on reconnait la formulation variationnelle des équations d’équilibre (2.6) a condi-
tion de faire I'identification :

(2.32) ‘F('s) = ‘n(’s)

2.5.3 Reésultat d’existence

Nous disposons du théoreme:

Théoréme 2.5.1 Si les forces extérieures {f};=1. . . sont indépendantes des va-

nt
riables (‘r,'d;) et appartiennent & l’espace H H™Y0,1;; R®), alors le probléme va-
. i=1
riationnel [P1'"" admet une solution.

La démonstration du théoreme 2.5.1 est analogue a celle du théoréme 2.4.2 et nous
ne la reprenons pas ici. Nous posons:

SN A E-'G)T L, GT NERIIT
To" =¥1/0 9 e il® + 2 (Hd1|'2+lld2“2)ds

ntooel )
"Z/ 1f~’ra”3 _ }'_*”tr(lng)
- J0
(2.33) =

T

nt ) _
+ Y { {cos(*6:)'d,, (0) + sin(*0))'d,, (0))
{cos("=16;_1)7'd, _, s (li1) + sin(“—l9,-_1)"“]dlﬁ_”;_j(15-1)} }

et le probléeme variationnel [P}'" s’interpréte comme le probléme de recherche des
extrémas de la fonctionnelle 73" sur K**. La démonstration de la coercivité de J3"
sur K" pour la norme:

nt 3
i 1 12 — tpell2 K 2
I e = ST, + 2 il
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o . 1 » «, . ’
repose sur l'existence de deux constantes C' et C strictement positives, ne dépen-
dant que de la géométrie de la configuration de référence et des caractéristiques
mécaniques des matériaux, et telles que:

k3
’

nt
2.34) L ey 2 € 2 M, — €
e =1 Y

i=1

-~

La majoration (2.34) est établie en se servant du lemme 2.4.6, ainsi que de la majo-
ration:

R RPN . ll 1
I e <2 {wr OF + 1[I o) o

<2 {1 + l’j{, ilir”(o)ii2da}

que P'on obtient grace a la contrainte {2.28).

2.6 Résolution numérique pour le cas inexten-
sible

Nous nous plagons dans le cadre du modele inextensible décrit a la section précé-
dente. Nous devons donc résoudre un probleme de minimisation sous contraintes.
Nous choisissons de ne pas introduire de multiplicateurs de Lagrange - facteurs
d’instabilités numériques en dyvnamique, par exemple. Ceci requiert des procédures
spéciales d'interpolation et d’actualisation a chaque itération, procédures que nous
détaillerons par la suite.

2.6.1 Approximation par éléments finis

D’apres Uexpression (2.30), 'énergie de déformation est quadratique dans les va-
riables de déformation ('r,’d;). Le probléme variationnel [P]'* est un probléme
linéaire, d'ordre 2 dans les variables {ir}{,zli.__,m} et d'ordre 1 dans les variables
{*d,}i=1...nv.j=123). En conséquence, nous choisissons une interpolation P; pour
les variables {idj}{,'___l,__"nt;J=1'2’3} et Ps pour les variables {il“}{i.—.x,...,m}- Plus préci-
sément, on définit un ensemble de partitions réguliéres des nt poutres de la chaine:

M'
Ulei,al] i=1,...,nt
i=1

ou les points g et a’,; ont pour abscisses respectives 0 et [; sur la poutre 1.

Pour chacune de ces partitions, on définit des espaces U}, et U;, d’éléments finis
par:

- sur chaque intervalle [a}_,, a}], les fonctions de U}, appartiennent & Pi([a_,a}]);
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- sur chaque intervalle [a}_,, a}], les fonctions de U}, sont déterminées par leurs
y ‘ i
valeurs en a;_;etal;

- (Jr}il C CG([O~ [1])*
et:

— sur chaque intervalle [a}_,, a}]. les fonctions de U}. appartiennent a Fs(la}_y,a%);
%_1,a%], les fonctions de Uy, sont déterminées par leurs

— Sur chaque intervalle [a
valeurs en a’,_; et a; et celles de leurs dérivées premieres en ces points;

- U;La C CV]([O Zz])

Nous notons {M; } l.’ensemble des points {a}} =1, et nous définissons les espaces
d’approximation K}* par:

nl
K= (" {dl maadimtm = (T50d?) € TT{ULY % {UL)® tel que:

=1
MOy = 0et vl =T + M) si1 <i<nt—1;
'd?(0) = d? Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;
1d;‘-lo(O) = Ug si (2.8) est imposé ;

Vi€ {2,...,nt} 'd’ (0) =¢ 'd]

'_lj«—l (li*l) ;
Vie {l,...,nt},V(j,k) € {1,2,3}°,Y M € {M;} ‘d}(M)-‘dy(M) = §F ;
Vie{l,...,nt},YM € {M;} ((d}M)Aidi(M))-‘d (M) > 0

Vie{l,...,nt},YM € {M;} [r"]' (M) = ‘di(M)}

et H;ﬂ par:

. . - N . . nt . -
H,'((r",'d)) = {(p" UM )i=1m = (P"UM) € [L{UsY x (U}

i=1
vérifiant les conditions:
pM0) =0 et ‘ML) =PpPMO)si1 < i<nt—1;
UMNO0) = 0 si(2.7) est imposé ;
U0y A ld;-lo (0) = 0 si (2.8) est imposé ;

Vi€ {2..,nt} UHO)AT] (0) = e UL (L) AT
h

t=igy

(li-1)}
Vie {l,...,nt} Y M e {M;} ['p"] (M) = Ur(M) A'dE(M)}
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ainsi que l’espace tangent §K{((*r*, ’di‘)) :

SKM((r, ') = {('p%, ’gj‘ € H{Uég}g x {U},}® vérifiant :

Vie {1,...,nt} VM € {M;} ‘g*(M) = UH(M) A'd5(M) V)€ {1,2.3} ;}

Remarque: 1l est important de noter que nous choisissons d’imposer toutes les
contraintes {inextensibilité, orthonormation} en chaque neeud du matllage, nous dif-
férenciant en cela de Le Tallec, Mani, Rochinha [1992].

Nous écrivons le probléeme approché [P sous la forme:

Trouver {'r",'d?) € Ki* tel que: ¥V (‘p*,'gh) € sKM((r",'d})):

2

S [UB—GT (Y IR+ G (el + [ el ds
=1

nt
+3 Kiot { {cos('oﬁi)id:k’(()) + sin(oﬁi}"d:l'(())}

1=2

{eos("=20,0) gl (La) +sin(i 8y gl (L))

=1 -1

+ {cos("~16,_,)"1d" (Ziﬂl) + sin(*-16;_y ) 1d® 5_1)}

el gy -1 -1

{cos("F; )’ghk (0) + sin(°6;)* g (0)} }
nf 4 o ] L ‘

= 3 [Tt ds + F (i)
i=1 70

2.6.2 Résultats de convergence

Nous commengons par montrer le lemme:
Lemme 2.6.1 Soit {{‘r" "d”)}h une suite telle que:

Vh>0, (rhid]) € K

(’rh,id?) — ('r,'d;) dans H™ faible lorsque h tend vers 0.
Alors :

Vie{l,...,nt}, V(5. k) € {1,2,3}%, Vs € [0.1] *d;('s) - “di('s) = &F ;
Vie {1,...,nt},¥Vis €0,1] r'(‘s) = ‘ds(’s)}
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Dérnonstration :

Soit
l;

Mi—1
le pas du maillage de la poutre d’indice i. Soit s € [0,1;] et soit @ ( s) le point du

maillage de la poutre d’indice ¢ le plus proche du point d’abscisse *s, et soit '§ son
abscisse. Nous avons:

[ (s) - 1d5('s) — [rP(8) - 'd5('8) = [r"]'('3) - ['d3('s) — *di('3)]

hi =

soit encore:

Fe) () A Cs) — [e(5) - dh(3) = [r(5)- [Tl (o) do

En nous servant de l'inégalité de Holder et de:
lig — iSE S hi,
nous en déduisons la majoration :
[ Cs) - diCs) = (208 509 < e (IEAST Naogoany + 1P aagoun)
+ kA5 Hezgoay HIT") iL2qoayy-

D’une fagon analogue, on établit la majoration :

[di(is) - 'di('s) — 'di('8) - d(a)l < /_{Wd Mezgoagy + L 20}
+hi || d?] 2oy HI' dj) L2 o.a))

Par hypothése, la suite {(‘r® ’dh\}h converge faiblement dans H'". Elle est donc
bornée indépendamment de h dans H'™. On obtient alors le résultat annoncé en
faisant tendre A; vers 0 dans les deux majorations précédentes.
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.y o : . s vy, , .
Pour tout élément (‘r",*d}} de K. nous pouvons considérer les opérateurs d’inter-

polation définis par:

4 Hx: ir Uis,
Hg ir(is;:) = I‘I‘(‘.S,zc) Yi= 1, vy A'Ii,

(T

E ) () = Csn) Vh= 1,0, M,

H}EI idJ' € Uélv
Hg 'di(tss) ='d;("sp) Vhk=1,...,M', pourj=1,2,3.

\

ol ‘s désigne I'abscisse. sur la poutre 7, du point a}.

Nous avons:

LRI i B I o

et nous disposons de plus (voir par exemple Ciarlet [1978]) des résultats de conver-
gence:

A

. d i - :
;llli%im’ d;, — deHJ(ﬂ,l. Ry = 0 pourj=1,2,3.

Nous pouvons alors démontrer le théoreme:

Théoréeme 2.6.1 Tout minimum is0l€ de la fonctionnelle .,’73” sur K'™ est la limite
forte dans H'™ d’une suite de solutions locales du probléme approché [P]i".

Démonstration:

La démonstration du théoreme 2.6.1 repose sur des arguments classiques de compa-
cité. Nous nous contentens d’en donner les principales étapes et les points spécifiques
a notre probleme. Le lecteur est renvoyé a Le Tallec, Mani, Rochinha [1992] pour
plus de détails.

Nous remarquons d’abord que la fonctionnelle J§* est différentiable donc continue
sur H*. La démonstration s’effectue alors en cing étapes.
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s Interpolation du minimum

Soit (*f.’d;) un minimum isolé de J§* sur K", et soit (IIf ’f',H? ‘d;) son inter-
polateur, défini par (2.35). Alors il existe une boule fermée B dans H*", centrée sur
('r,'d;) et telle que:

Jo"((F,1dy)) < J”‘(("rx"gj)) V('p,'g;) € BNK™, (p,'g;) # (T.'d;),
(nf e, 01d ‘q;) € Bk,

limJ5"(10] , 11f idm - 737 'd0),

e Suite minimisante

En se servant de la continuité de J:*, on démontre 1'existence d’'une suite:
[
{ 1 h ldh\)}

de solutions du probleme [P]i*, dont tous les éléments appartiennent & la boule
fermée B. On en déduit 'existence pour cette suite, de suites extraites faiblement
convergentes dans H™. Soit (‘r*,'d} 7) la limite faible de I'une de ces suites extraites.
En se servant du lemme 2.6.1, on peut alors établir:

(’r‘,id;) e BnK™".
o Caractérisation

Nous nous servons du fait que la fonctionnelle 7" est séquentiellement faiblement
semi-continue inférieurement, ainsi que de la définition (2.35) des opérateurs d’in-
terpolation pour établir que la limite faible (‘r*,’d}) d’une suite extraite faiblement
convergente de la suite {{‘r", id?)}h construite a I’étape précédente, vérifie:

(il‘*, Id;) - (if’ 1dj)

et que de plus: o L
(2.36) lim 75" (('r",'d})) = Jg"(('F,*d;)).

e Convergence forte
Les fonctionnelles

nt

. 7

(1r’id].) - ZHII‘ “L"’(O,&',;RS)’
=1

nt
(zrvzdj) - ;lild;iI'L?(O,l.;F)’
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sont faiblement semi-continues inférieurement sur H™. D’apreés la définition (2.33)
de J3", et d’apres (2.36), on en déduit:

nt
{F dhl biztne — | d iVi=1,.me  dans J] L*(0,1; R®) fort, h — 0,

=1

nt
{(v"] Vst = {F bizi,one  dans [] L3(0,5; R®) fort, h — 0.

=1

Par application du théoreme de Rellich-Kondrachov (Brézis {1988]), ainsi que du
lemme (Ciarlet [1988]):

Lemme 2.6.2 Soient V' et W deuxr espaces de Banach, et soit A un operateur
linéaire compact de V' vers W. Alors si la suite {u,} converge vers u dans V faible,
la suite {A(u,)} converge vers A(u) dans W fort,

on en déduit ;

nt
{id?}i= vt T {iaj}izl,m,nt dans HHI(O, ZUBB) fOI't, h - Dw

i=1

rfbicine — {'Phizt,ne dans HHZ(U,L; IR?) fort, h — 0,

=1

et donc: A , - ;
(r", ‘d?) — (°f,'d;) dans H'™ fort, h — 0.

e Solutions locales

D’apres la convergence forte prouvée a 1’étape précédente, nous pouvons en déduire
que, pour k sufisamment petit, ’élément (*r” 2'dh) se trouvera dans ['intérieur de B.
Puisque par construction J§* atteint en ("r*, ’d” 7y son minimumsur Ki*N B, (v, ‘dh
est une solution locale du probleme approché [ Jir_ mis sous forme du pr obleme de

minimisation de jg” sur K™

Remarque: Le résultat de convergence précédent reste valable si I'on remplace,
dans la définition de K}, les espaces U}, par les espaces U}, définis par:

— sur chaque intervalle [a}_,, a¢], les fonctions de U}, appartiennent & Py([a}_,.e}]);

- sur chaque intervalle la}_y, J] les fonctions de U}, sont déterminées par leurs

valeurs en a’_,, a; et au point milieu de I'intervalle;

J—1

- Uje © C([0.L]);
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2.6.3 Linéarisation de la formulation variationnelle

Nous revenons, dans cette section, a la formulation variationnelle du probleme
continu. Nous devons garder a |'esprit que nous ne cherchons pas un point d’annulation
du gradient de Jo sur K", mais un point (‘r*,'d}) de K" tel que le gradient de Jo
en ce point soit orthogonal & P'espace tangent 61Ci”((ir","d;)) en ce point.

Soit (*r,*d;) un point de K et soit I'espace fonctionnel :

. ) ) ] nt R .
ﬂm((lr:zdj)) = {(tpvui)i=1---nt = (p3l’{) € H H-(Oali; Rs) X Hl(oﬁli; JRa)

i=1

vérifiant les conditions:

'p(0) =0 et *p(l) = "*'p(0)sil <i<nt ~1;

Ui (0) = 0 si (2.7) est imposé ;

Uy(0) A'd;, (0) = 0 si (2.8) est imposé ;

Vi€ {2,...,nt} U(0) Aidojg(O) = ¢ {Ui_1(l;1) /\f-ld“_ljl_}(zl—_l)}

Vie{l,...,nt}'p = U A'ds}

L'espace tangent §K"((*r,'d;)) & K™ au point ('r,’d;) est paramétré par un vecteur

arbitraire (p,U) appartenant & I:Im(("r,"dj)), par la formule:

SK™((r,'d;)) = {('p,'s,) € H™ vérifiant
vie{l,...,nt}'g; = U A'd; Vj€{1,2,3} ;}

En prenant en compte cette paramétrisation particuliere de l'espace tangent, la
condition d’orthogonalité du gradient de Jy au point {'r,'d;) & I'espace tangent
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SK™(('r,'d;)) s'écrit :
V(p,U) € H"((r,'d;)) x H"((’r,'d;)):

Z]('E G)T " pds+2/ ‘G i) - [t Aidy] ds

t=1

+Z/”G*I id, - [ A dy] s

+Zx, 1 { {cos(oﬁib)id%(()) + sirl(oag)idOl‘(O)}
{cos(’ =) [Uica A t'_ld,t_”c Wlioy) + sin(5=20,_1) [ty A0
+ {cos(4-14,_,)""'d ‘ (L) + sin(z'-19§_1)i‘1d,£_li . (Li_1)}

Iy !I_l]{ii—l)}

bl

. A ) nt [ ]
{cos(6:) [ A, 1(0) + sin(°8;) U, A *d, 1(0)} } = Z/ foipdts + FMplly)
! ! =170

(2.37)

Notons que le second membre:

ni [ ) ] »
(2.38) Z)C if.oindis 4+ F-"p(ly)
=1

de I'équation (2.37) s’écrit également :

(2.39) 2/ U AP ds,

ou *F est défini par (2.31) et (2.32). Dans la suite, nous ferons référence a ’équation
(2.38) sous le nom de forme symétrigue du sccond membre et & Péquation (2.39)
sous le nom de forme non syméiriqgue du second membre.

Nous procédons par lin€arisation de la condition d’orthogonalité (2.37). Le principe
de cette linéarisation est le suivant : nous remplagons symboliquement, dans (2.37),
la variable

(‘r.'d;)
appartenant a K", par:
([i [1duk1 + (1P7“
ou

(rle, ['djls) € K7

('p.'g;) € SK™((['rh, ['ds]r))
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Le terme d’énergie élastique

E(('r,'d;).('p,t)) =

Z/ ‘GYT " pdis +Z/‘G1‘d U ARy ds

=1
NG d, - U Ay d
e e
fournit alors les deux fonctionnelles:
E{(('p,Us)) =

Z/ ‘E—'GJI [r], - p dis + Z /"GI Fduel - [ ATdy)e] ds

i==1

+\;/0 ‘G [[dali] - [t A Pdali] d's

ES(('p,24), (P U:)) =

nt l' . 1 i
E/ (zE_zG)zI 14 zp dS
/o
nt ) , . . , . , ]
+ Z/ G ([ A Td] - U A Tl + [0 ATdal] - [ A [dale] ) d's
1—*1
+3 [10B =G el A BT ds
1= ] 0

+Z/ G ([dilu] - A U A FA)] + (Tl A @ A P ) d's

Le terme de moment ponctuel :

M((’r,'d;), ('p,U)) =

z Ky { {008(00i+1)i+1d0k,+1(0) + sin(°0;+1)“’1d01 (0)}

1
-{COS(‘,'HZ') [Zl'l A idt,k ]([1) + sin(l’(%) [L{, N idl,l,](li)}

+ {cos("6; )’d (l ) + sin("4; )’d (l )}

{cos(®0is1) Uipr AN, H0) + sin (%) [Uigr A :’+1d01‘+l](0)} }

Kigl
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fournit les deux fonctionnelles:

Mi(('p.U)) =

ni=1

Sk { {cos(*0:42)[ 1, Ju(0) + sin(*0)[1d,, 1u(0))
i=1 r+1 141

{eos(“60:) s AT, Tel(E) + sin(h6:) (U4 A [, ] (1)}

+ {cos("8;)['d" k] (L) + sin(“6;)[*d, e}

‘{C05(09é+1) Uisr A ["“d%ﬂ]k](O) + Sin(ogiﬂ) [Z/{,-.H A [Hldo, +}k](m} }

M;((ip*ui)5 ‘:if)aé{e\)) =
nt—1

Z: Ki { {U:(1;) — Ui1(0)}

{cos(®is) cos(M8) U AT, T1J(0) A [d L0V A [ AT, )]

T Gl + [d “

-+ COS(995+1) Sin(l'eg)ﬁai_,,] A {i+1dok'+ ]k](O) A [idl l]k(l;) + [H’ldok }K(O) A [Zf}l A {id, ) ],-]”1)]
i41 Biy t+1 tiy

+ sin(%41) cos(M0) [[Uisn A 1¥7d,, Jul(0) AL, Tkl + [F1d, k(0) A [T A, 1)(00)]
1

1|+l S t Ry 1+

0k:+1

+ sin(®0ig1) sin(0)([Uiea A [, TH0) A A, Te(l) + [P, T(O) A [ AL, 1))}

fiys ligs?

Sous sa forme non syméirigue, le second membre:

o . ool C
F((r,'dy), (p.h)) = 3 [ F - nir)d's
i=1

fournit les deux opérateurs:

Fip) = 3 [T A at

=1~
et
F5((p ), (P, 0 = Z/ U A @ A TR ds,
Nous introduisons enfin les opérateurs:
, R =Ef + M} - F}
(2.40) . i . .
H" =E; + M; - F;

Avec ces notations, la version linéarisée de 1'équation (2.37) est:

(2.41) H*(('p,u:), ('p, 1)) + R¥(('p,Us)) = 0
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Remarque: L'équation d’orthogonalité (2.37) utilise une paramétrisation particu-
liere de J'espace tangent qui dépend du poin! de tangence considere. La linéarisation
de {2.37) fait donc intervenir également la dérivée de la paramétrisation de 'espace
tangent par rapport au point de tangence, ce qui détruit la symétrie de 'opérateur
Jinéarisé H*, sauf si le cofacteur de cette dérivée est nul. On montre cependant que
la partie antisymétrique:

. ~

AF(('p, L), (B, 1K) ~{Hk ((ps2e), (B, Uh)) — HE((p,U:), ('p,24))}
de l'opérateur H* vaut :

Ak(( pvli)(lf)vz:{l)) =

(242) 1 s o i N : - .

3 Z/o 'm, + ‘r, AF] U AU A s
=]

olt ‘my est la densité de moment intérieur associée a la configuration (['r]i, ['d;]x).

L’opérateur A* est donc nul lorsque (['r]s, ['d,]x) est une configuration d’équilibre
du systéme. En un tel point, 'opérateur H* correspond & la raideur du systéme, qui
est symétrique par construction, le probleme étant conservatif.

2.6.4 Résolution du probléme approché

Notre algorithme de résolution s’écrit de la fagon suivante:

1. Initialisation

On choisit (['r"]o, [id?]o) dans Ki".
2. Résolution du probleme
Trouver (‘p",U%) € H(([r]i, ['d!]x)) tel que
v ('phut) € By ([T, ['d)]i))
HF((ph,ul), (9", U)) = —RM((p*, Ul))

3. Test d’arrét

- Le test d’arrét est satisfait: Fin.
- Le test d’arrét n’est pas satisfait: Actualisation de (['r*];, ["d;-‘]k) al'aide
de ('p", UM, k — k + 1 et retour & I'étape 2.
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Remarque: L'intérét de 'utilisation de {2.41) a I'étape 2 est de pouvoir prendre
en compte la courbure de I'espace tangent dans le calcul de la direction de descente,
ce qui conduit, d'aprés nos observations numériques, & un algorithme plus robuste.

Nous allons maintenant détailler les étapes de cet algorithme.

¢ Interpolation
On note 's; et *s;4; les abscisses respectives, sﬁr la poutre ¢, des points a§ et a;-“
et soit A la coordonnée barycentrique attachée & a},; sur le segment [a. agﬂ} :
yo 2T
Sie1 =8,
Nous posons alors:
[r'e =T [rl
= [r]e(Ps;) (1420 (1 = A)2 + [rli(s;41) (3= 2X) X\
+ [l (') (fs;01 = "5} A (1 = A — [ir];(isjﬂ) (sjan —'s,) (1= A) A2
(e =0 [ds
ainsi que:
‘P" ="p(s;) (1+2X) (1= 1) + 'p(’s;01) 3 —24) N2
U AT )0 (spn = 1s5) A1 = AP = (U ATE]) Csan) (sjpn = Ts5) (1= A) A2
‘gl =) Andd ] =12

PPr =) (120 (1 = A 4+ P(Psiaa) (3= 20) M
+ (U AT)Cs) (s = ) ML= N2 = (@ ATl Cspm) (sjan = F85) (1= A) A7
g =nfa)anddl) =12

Commentaire: Si les interpolations des variables ['r]; et ['d,}x sont des inter-
polations P; et P, classiques, celles des variables 'p, ‘g, 'p et *p sont modifiées de
facon a tenir compte des contraintes ponctuelles qui interviennent dans la définition
de 'espace des configurations admissibles.
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¢ Initialisation

La démarche que nous avons adoptee est la suivante: pour chaque poutre de la
chaine, nous choisissons une configuration géométrique raisonnable, caractérisée par
des parametres de forme que nous détaillerons plus loin et nous imposons a priori
les conditions aux limites ponctuelles (encastrement, conditions de raccord).

Pour construire la configuration géométrique initiale, nous nous sommes inspirés
du cas d'une poutre en flexion donné par Le Tallec, Mani, Rochinha [1992]
(figure (2.4)) pour lequel la configuration initiale est circulaire et située dans le plan

5

I Configuration non déformée

Configuration initiale

Fic. 2.4 - Configuration initiale

détermin€ par la structure et la résultante des efforts extérieurs. De fagon explicite, la
configuration initiale est donnée, en composantes dans le repére absolu (O, e}, €3, €3),
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par:

L . 2rs 2mSs. o,
r(s) = -2—;{SZH(T)§1 -+ ("'1 + COS(T))—e-?
d](S) :‘“Eg
. . 27s, 2Ts. .
da(s) = sin(——)er + cos(—~)ez
27 s 2
| dsfs) = cos( et ~ sin( s

Nous avons développé cette idée en introduisant le parametre de forme a, réel non
nul, qui permet de “dérouler” la configuration initiale précédente:

¢ L L 2ras
r(s) = g —{sin(==)ef + (—1+ cos(——))e3}
di(s) = —¢€
27 2 .
d2(s) = sin( TQS)Q‘I’ + cosf ms)gg
270 s 2
da(s) = cos(=—)ef — sin(~—")e3

puis le parametre de forme 8 qui permet de traduire la torsion d’'une configuration
rectiligne (qui correspond au cas limite ot & est nul):

ris) =s¢f
. 278s, 2rBs .,
difs) = —sin(0)es — cos( T )eh
2r8s., , . 2rfBs.
da(s) = cos(——)e; ~ sin(——)es
di(s) =¢f

Pour généraliser de facon plus complete cette initialisation, nous avons introduit la
notion de plan de charge de la poutre z. Ce plan est engendré par deux vecteurs non
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colinéaires a; et b; : a; est un vecteur directeur normé de la poutre 7 en configuration
de référence et b; est une vecteur directeur normé d’une approximation raisonnable
de la direction de la résultante des efforts extérieurs qui s’exercent sur la poutre 2.

Dans un cas simple, tel que celui de la figure (2.4), le plan de charge est le plan
(e7,€3), le vecteur e} étant un vecteur directeur de la poutre encastrée en configu-
ration de référence et le vecteur €3 dirigeant 'effort ponctuel appliqué.

Nous posons alors:
b' - bis

i
¢ = a;Ab,

st le produit scalaire (a; ; b;} des vecteurs a; et b; est nul et :

g‘a: ;a:!b
' a; — -b )
(a‘l Y !)
b = ,
Sl P Trn Ty
! ! (av b)) 70
'
C; = a; A bia

dans le cas contraire. Soit F;_; le point extrémité de la poutre ¢ — 1 en configuration
initiale et soit le vecteur:

T,y =0FE;, .

Nous choisissons alors la configuration initiale suivante de la poutre ¢:

l; 2rats. 2ra;ts
‘ ‘ =Ty + ;s i - )
r| () i+ g {sin(=p—)a + (=14 cos(——))b)
d]]ﬂ(iS) = —C;
(2.44)
. . Irants 2Qra; s,
‘dg] 's) = sin( Ya; + cos( é’)bt-
-0 l; l;
{’dg,jo(’s) = cos rz i a; — sin 772 ° ;
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lorsque le réel o; n'est pas nul et :

(9 =T + 54

. . o 2nBits 2nBits

[Edl]o (*s) = —sin{ ] )b, — cos{ T )i
(2.45)

. % 2 zi : 2 @1

I’dz{ (*s) = cos( Ll S)bi - sin(~—wg—j—)ci

- -0 Zz li

[idgjo (s} =a

dans le cas contraire.

La configuration initiale approchée (['r"]o, {’df]g) est obtenue a partir des valeurs
des configurations initiales (2.44) et (2.45) aux noeuds du maillage et par imposition
des conditions aux limites et de jonction.

e Résolution

L’interpolation du probleme (2.43) nous amene a la résolution d’un systéme linéaire
de la forme:

p
(2.46) K - = | Rs

u |
dont la matrice et le second membre dépendent des variables (['r*];, [id?]k) (ce qui
est rappelé par l'indice ;) et dont les inconnues sont les valeurs et les dérivées des
variables {“p, ) aux nceuds du maillage. La matrice de ce systéme est non symé-
trique. Cependant, la norme de sa partie antisymétrique décroit avec la norme du
vecteur [Ry], comme on pouvait le prévoir grace a I’équation (2.42). Nous inversons
cette matrice par une méthode de Gauss.

Les conditions aux limites et de raccord sont prises en compte suivant la méthodo-
logie Modulef. '
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s Actualisation

En chaque nceud M du maillage de la poutre ¢, nous opérons 'actualisation :
[Tl (M) = [r%(M) + Mp(M).

L’actualisation des variables {['d’];} ainsi que des dérivées {[{(r')*];} se fait selon
un processus particulier (voir par exemple Hughes & Winget [1980]):

!

‘dh | dj

|
[ (M)

! b1

!
|
= MM MU M))a Ml(M)]5) - | 1P id’;'{irhy (M)

i k
ou: 1 )
(2.47) MUy, Uy Us) = 1d + E[z} + gziﬁ]
avec: ) . )
D= g W)U Us)
4
et :
i 0 —Us Us
U= U 0 U
U, U 0

Remarque 1: Dans ce qui précede, le scalaire Ay est choisi {par recherche linéaire
sur {0;1]) de fagon & minimiser la norme du vecteur [Ri41].

Remarque 2: Dans ’équation (2.47), les quantités (U, U, U3) apparaissent comme
les parametres de Rodrigues d’une matrice de rotation. Il s’agit d'un paramétrage
algébrique des rotations finies. On en trouvera d’autres exemples dans ’annexe A.

e Test d’arrét

Nous choisissons un test d'arrét sur la norme du second membre du systéme (2.46),
soit :

HIReJll < €
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2.7 Tests numériques

2.7.1 Cas sans raccord

Cas 1: effort ponctuel

Nous testons d’abord notre algorithme sur un cas sans raccord, celui d’'une seule
poutre encastrée, soumise a un effort ponctuel en son extrémité libre. Nous avons
adapté notre algorithme & ce cas en annulant les termes les termes M¥ et M5 dans
Pexpression des opérateurs R* et H* (équation (2.40)).

On suppose que la poutre est chargée dans son plan et qu’elle ne travaille donc qu’en
flexion pure (Fig. 2.5).

Fi1G. 2.5 - Poutre encastrée en flexion : effort ponctuel

La poutre est caractérisée par son module d'Young E, son moment d’inertie & la
flexion I et sa longueur L. On dispose d’une solution exacte (Bisshopp & Dru-
cker [1945]). Nous représentons ici cette solution ainsi que ’écart avec la théorie
linéaire classique (figure 2.6).

Nous testons notre algorithme avec les parametres suivants:

ElI = 1000N xm?
L =10m

Nous prenons f# = 0., ¢ = 107> et nous travaillons avec 30 éléments de poutre. Les
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10 ; T T

T T T T ¥ T
Théorie noy-linéaire <—
Théorng hinéaire
8+ ]
6 - ]
PL?
EI
4 L N
2+ _
0(\1/ i I ! ] i L I | 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 2.6

5/L

Solution ezacte
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résultats obtenus sont les suivants:

PL? |

I calculé i analytique | Erreur relative | Nombre d’itérations | «
1. 0.3017 0.306 1.4% 21 0.1
2. 0.4935 0.495 0.3% 15 0.15
3. 0.6034 0.6037 0.04% 19 0.15
4. 0.6702 0.6704 0.03% 16 0.2
3. 0.7141 0.7132 0.1% 21 0.2
6. 0.7450 0.7461 0.15% 26 0.25
7. 0.7679 ! 0.7685 0.07% 23 0.25
5. 0.7556 0.7853 0.04% 24 0.25
9. 0.7997 0.8 0.04% 26 0.25
10. 0.8114 0.810 0.17% 28 0.25

i

Nous avons également examiné 'effet d'un raffinement du maillage:

Nombre d’éléments i calculé | Nombre d’itérations

10 0.8175 9
20 0.8123 17
30 0.8113 28
50 0.8109 56
PL?
} == = 2 = {J.
ceci pour 10.a=0255=0

Cas 2 : moment ponctuel

En dehors des moments aux articulations construits a la section 2.3.2, nous n’avons
pas considéré le cas des structures chargées a ’aide de moments ponctuels. En effet,
les moments ponctuels les plus courants sont les moments d’axe fixe, et les mo-
ments s’exercant suivant un axe solidaire de la structure (dits également follower
moments). On montre (Argyris [1982], Simo & Vu-Quoc [1986.2]) que ces deux
types de moments ne constituent pas un chargement conservatif en général et n'en-
trent donc pas dans le cadre de la théorie d’existence développée aux sections 2.4.3
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et 2.5.3. Certains auteurs (Ziegler {1952], Beck [1955], Argyris [1982]) ont déve-
loppé des expressions de moments conservatifs, qui ne sont cependant valables que
sous des hypotheses mécaniques restrictives et pour des chargements particuliers.

Cependant, pour montrer 'efficacité de notre algorithme, nous présentons le cas
d’une poutre de module d"Young E, de moment d’inertie I et de longueur L. encas-
trée en 'une de ses extrémités et chargée avec un moment ponctuel M = Mej.

&

FiG. 2.7 - Poutre encastrée en flexzion : moment ponctuel

Soient les espaces fonctionnels:

H™ = HY0,L; R®) x [HY(0, L; R*)}?

K™= {(r.d;) € H™ vérifiant les conditions:
r(0)=0;
di(0) = €5 : d2(0) = €5 5 ds(0) = €7 ;
V{j, k)€ {1,2,3}* d;-d; = & ;
(di Adz)-ds > 0
r = ds}

SK'™(r,d;)) = {(p,g;) € H™ vérifiant les conditions
'p(0) =0
'g;(0) = 0Vje{1,23};
3U € H'(0,L; R®) tel que: g; = U Ad; V)€ {1,2,3};
p = 83}
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Le probléme variationne! a résoudre s’écrit :

Trouver(r.d;) € K™ tel que: ¥(p,g;) € éK™((r,d;)) :

(2.48)
L 12 1 N
/EI v op’ = Med-U(L).
JO

On recherche la valeur de M correspondant & une déformée circulaire dans le plan

(e7,€%). c’est & dire telle que le champ (r,d;) défini par:

L . 2rs 27rs

r(s) = 2_7r(8m( 7 et + (1- COS(T))Q%)
di(s) =¢3
{2.49) . 27 2ms
da(s) = —sin(——)ef + cos(— )&
218 i 2ns. a
da(s) = COS(-L—b)EC{ + sin( 7 )€3

soit solution du probleme (2.48). Cette valeur est:

. 2EIx
L

Nous quantifions ’écart a la solution exacte par la variable:

M-©

-

| Slintss) = relsi) i

_ =1
7= N
Hy (. )112
Hre(’bi)ilﬂ{*
=1
ou N est le nombre de nceuds du maillage, s; ’abscisse curviligne du i€ poeud du

maillage et r.(s;) la solution exacte prévue par (2.49).

Pour EI= 1000. N x m?, ¢ = 10™° et pour un maillage comprenant 30 éléments,
nous obtenons ainsi les résultats suivants:

EII— o Nombre d’itérations pour a = 0.95
10. | 2.416107¢ 24
100. | 2.4161072 22
1000. | 2.4161072 23
10000. | 2.4161072 23
|
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Nos tests numériques semblent indiquer que la valeur de o ne dépend que de la
finesse du maillage. Les parametres mécaniques jouent également un role: lorsque

le rapport T est trop faible (de 'ordre de l'unité, ou inférieur), notre algorithme

ne converge plus que pour des valeurs de « tres proches de 1.

Nous avons également testé notre algorithme pour — = 10N xm, ¢ = 107° et
a=1.: ’
Nombre d’éléments o Nombre d’itérations
20 5.5651072 5
30 2.4161077 4
50 8.5751073 4
100 2.1271073 3

Cas 3: torsion

Pour prouver la capacité de notre algorithme a prendre en compte les effets de tor-
sion, nous 'appliquons a un cas test présenté dans Bourgat, Le Tallec, Mani [1988]:
une poutre flexible, de longueur 1, située dans le plan (e}.¢e}) est suspendue par ses
extrémités encastrées verticalement et soumise a une densité linéique d’efforts. Elle
présente alors une configuration plane. On impose ensuite une rotation de 90° a son
extrémité supérieure.

Nous ne pouvons pas estimer a priori les valeurs de la torsion uz(s) le long du flexible.
Cependant, nous pouvons faire la remarque suivante: I’équation d’équilibre
r

m +r A'n=20

jointe a la condition d’inextensiblité (2.28) nous permet d’affirmer qu’a ’équilibre,
la relation:

Vs e (0,1 :m'(s) -ds(s) = 0

est vérifiée. La lot de comportement :
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jointe a l'expression

El
wi(s) = 5 (ui(s) + ui(s)) + GLui(s)
de la densité d'énergie w® nous fournit 'expression de la densité de moments inté-
rieurs:

m(s) = EI{ui(s)di{s) + uz(s)da(s)) + 2GIus(s)d;(s)

Puisque pour tout s la base {d;{s),dz(s),ds(s)} est orthonormée, nous avons éga-
lement les conditions :

Vs e [0,0 : di(s) -ds(s) =0
da(s)-ds(s) =0
(2.50) #4s) ?( "
da(s)-di{s) =0
ds(s) ds(s) =1

Nous en déduisons:

Vs € [0,0] :m'(s)-dsis) =2GTuy(s)

(2.51 CL gt
+ El{us ()] (5) + ua(s)d)(s)) - do(s)
Or: ’
up(s) = dy(s) - dals) et uz(s) = dy(s) - dils)
Donc:

ur{s)dy(s) + ua(s)dy(s)) - dals) = (dy(s) - da(s)){d)(s) - da(s) + dy(s) - di(s))
= () d’apres (2.50)

La relation (2.51) nous permet alors d’affirmer qi’a 1'équilibre nous avons:

Vs €10,0] : ug(s) = 0.

1

Nous prévoyons donc une torsion constante dans la longueur du flexible.

Nous avons du également modifier notre algorithme de résolution. En effet. dans sa
version de base, notre algorithme exige la connaissance explicite des efforts et des
moments ponctuels en bout de chaine, et ceci méme lorsque cette chaine est réduite
a une seule poutre comme c’est le cas pour le systeme mécanique de la figure 2.5.
Nous avons remplacé 'opérateur H* par opérateur symétrique S*:

- I, A a0 "
S*((p,1), (5,) = [(E-G)I p"-p"ds

! -~ I3 I - 13 ]
+ [GT (A [ - @A [ + A (dala] - A (2] ) d s
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Nous avons également modifié |'expression de 'opérateur R* pour prendre en compte
la forme symétrique (2.38) du second membre:

R*(p,U)) =
i " i} l [ - o
/O(EWG)I ]l p'ds + / GI [[di]ul - [t A ldyli] ds
0
! ‘ ’ / { ‘
+ [ Gl Ay ds ~ { [£pds + Fop() }
o JO

Cette expression ne requiert pas la connaissance de 'effort ponctuel F en raison de
la condition de blocage p({) = 0.

Les parametres mécaniques du test sont les suivants:

EI = 4350 N x m?
GI = 4000 N x m*
| =32.6m
f=T75N/m

Les extrémités ont pour coordonnées:
r(0) = (0,0,10), r(I) = (1.8,0,25).

Notre maillage comprend 100 éléments de taille égale. La configuration plane est
obtenue en 34 itérations pour o = 0.,8 = 0. La configuration déformée apres
torsion est obtenue en 201 itérations, et nous nous servons de la configuration plane
pour initialiser I'algorithme. Nous donnons ici la configuration plane (figure 2.8) ainsi
que les trois projections de la déformée, dans les plans (e}, e3) (figure 2.9), (€3.€%)
(figure 2.10) et (€], €%) (figure 2.11). Nous choisissons pour ce test, une interpolation
P, des variables d;, afin d’assurer une meilleure approximation de la torsion us(s).
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Fic. 2.8 - Configuration plane
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Ces déformeées présentent un bon accord avec le cas test présenté dans Bourgat,
Le Tallec, Mani [1988] ([BLTM.88]), en particulier en ce qui concerne le gau-
chissement de la barre sous U'effet de la torsion imposée (plans (e3,€5) et (e7,€5)).
Cependant les valeurs de la torsion calculées en quelques points du maillage semblent
plus en accord avec la physique du probleme (torsion constante le long du flexible).

Valeurdeus | s =9 s=20 | s=326

Calculée |0.01782 | 0.01787 ; 0.01792

[BLTM.88] | 0.0184 | 0.0197 | 0.0203

2.7.2 Cas avec raccord

Cas 1: Poutres en flexion

Nous considérons maintenant une structure formée de deux poutres, chargée dans
son plan, le plan (e7,€3), par une force ponctuelle F de direction e}. Les parametres
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mécaniques du test sont les suivants:

EI = 166.67 N x m?
L1=2V2m,L2=2m

L’articulation, d'axe ¢ a pour raideur x; = 10N X m. Notre maillage est formé de
10 éléments par poutre. La configuration initiale est caractérisée par les parametres

= 0.1, 3 = 0.1 {identiques pour les deux poutres): elle est & dessein tres éloignée de
la configuration non déformée, ceci afin de montrer la robustesse de notre algorithme.
Nous donnons ici successivement les configurations initiale (en trait continu) et non
déformée (en trait pointillé) puis pour les valeurs —1 N, +1 N, +10N, +100 N de
F les configurations déformée (en trait pointillé) et non déformée (en trait continuj.

g N ‘ini’ ——
e o !]:!0: .....

s N I

-0.5 F 1

Fic. 2.12 - Configuration initiale et configuration non déformée
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Les équations d’équilibre de notre structure ne possedent pas. a notre connaissance,
de solution analytique. La démarche que nous avons adoptée est la suivante: nous
avons cherché une solution approchée des équations d’équilibre a 'aide du logiciel de
calcul formel Maple V.3, en remplagant les termes non linéaires par une approxi-
mation grossiere. Nous avons ainsi pu “vérifier” certains de nos résultats, au moins
dans le cas de petits efforts. A titre d’exemple, voici ce que nous avons obtenu dans

lecas F = +1 N:

F=+1IN Ah Av

, i
Eléments finis | +0.094480 m | +0.088459 m

|
Maple V.3 i + 0.094766 m | + 0.088972 m
|

les quantités Ah et Av désignant respectivement les déplacements suivant g7 et €3
de Uextrémité de la seconde poutre.
Cas 2: Poutres en flexion-torsion

Nous considérons maintenant une structure formée de deux poutres, chargée or-
thogonalement a son plan, le plan (e}, e3), par une force ponctuelle F de direction

l ;

€5.

Les parametres mécaniques du test sont les suivants:

EI = 90N x m?
GI = 100N x m?
L1 =2\/§m,L2=\/§m
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L’articulation, d’axe 'd3(L;) = —2?d;(0) a pour raideur x; = 10N x m. Notre
maillage est formé de 10 éléments par poutre. La configuration initiale est caracté-
risée par les parametres o = 0.1, 3 = 0. pour les poutres 1 et 2.

Nous avons testé les valeurs +1 N, +10 N, +100 N de F. Nous donnons pour chacune
de ces valeurs la projection de la déformée de la structure dans les plans (3, €5) (plan

de face, figure 2.17) et (e}, ¢e3) (plan de profil, figure 2.18).

2.8 Comparaison avec 'approche convective

Nous montrons dans cette section comment passer de 'approche globale & I'approche
convective. Nous examinons pour ce faire les équations d’équilibre d'une poutre
droite P, de longueur [, encastrée en 'une de ses extrémités et soumise a une densité
linéique f d’efforts. Nous supposons que la barre B qu’elle modélise est a section
circulaire constante.

Dans le cadre de 'approche convective, nous faisons '’hypothese que le déplacement
réel w = (wi(z,y.2),w{z,y,2), w3z, y,z)) de la barre modélisée par notre poutre
vérifie I'hypothese de Timoshenko et est donc donné par:

= wui(z) —ybs(r) + 2 8:(x)
= ws(z) — z6(2)
us(z) +y b(z)

wq(r,y. 2
wa(z,y, 2
w;g(l', y.z

il

en composantes dans le repére principal d’inertie (O, ¢,, e,, €3) de la barre, z, y et =
étant les coordonnées dans ce repere. La position aprés déformation p(x,y,z) d'un
point de la barre repéré par les coordonnées (z,y, z} en configuration non déformée

est donc:
pi(z,y,2) =+ us(x) —ybs(x) + z 0(x)

(2.52) p5(z,y.2) =y + uz(z) — 20:(z)
ps(z.y,2) =z +usla) +ybi(z)

en composantes dans le repére principal d’inertie (O, ¢,, €5, €3).

Dans le formalisme de 'approche globale, la position aprés déformation p?(x,y, z)
d’'un point de la barre repéré par les coordonnées (z,y,z) en configuration non
déformée est donnée par:

(2.53) Plz,y,z) = r(z) + ydi(z) + 2dy(z)

ou (d;(z),dz(z)) représente la base (orthonormée) d’inertie de la section droite
d’abscisse z de la barre.
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Fic. 2.19 - Approche convective

Les cinématiques (2.52} et {2.53) autorisent toutes les deux les cisaillements trans-
verses, les flexions, la torsion et !'allongement de la barre. Elles ne permettent ce-
pendant pas de représenter les déformations dans le plan des sections droites.

Les correspondances entre les cinématiques (2.52) et (2.53) sont les suivantes:

r(r) = (z+wu(2))e + ua(z)e; + us(z) e
di{z) ~ —Oi(z)e; +e,+ Oi{z)ey

dq () {z)ey — Bilz) e + &5

)

&

Comme le cadre de 'approche convective est celui des petits déplacements élastiques,
nous avons également la correspondance:

d3($) = d](l’)/\dz(sc)

~ e+ O3(z)er — Oa(x)es

Nous avons de méme, en négligeant les produits de quantités infinitésimales, la
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correspondance des mesures de déformation :
(z) = dy(z)-da(z)

~ by(x)
da(z) = dglz) di(z)

~ O,(x)

8

=)

. e
e~
Wa
~—

&
2
[
—
&
—
!
D
«.
=
~—

dao(r) = r'(x)-da(z)

b3(z) = r'(z)-ds(z)
~ 1 4+ u{x)

ou  désigne la dérivation par rapport a x. La loi de comportement adoptée pour
I’approche globale, a savoir:

m(z) = EI{4(z)di(z) + G2(z)d2(z)) + 2Gld3(z)da(x)

n{z) = GS{01(z)di(z) + v2(z)d2(z)) + ES(03(z) - 1)ds(z)
devient, en négligeant les produits de quantités infinitésimales:

m(z) = EIL(6,(z)e; + 03(z)es) + 2GIL8,{z) e

n(z) = GS ({uy(x)—0s(z)] ez + [uzz) + Oy(z)] €3) + ESuy(z) s
Les équations d’équilibre
m'(r) + r(z) A n(z) =0
(2.54)
n'(z) + flz) =0
associées a ’approche globale s’écrivent :
EL6(z) — GS[uy(e) - Os(2)] = 0
(2.55) El0,(z) + GS[ug(z) + 02(z)] = 0
GId(z) =0
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S [ug(z) = 3(2)] + foz) = 0
(2.56) GS [ug(z) + 8;(2)] + fa3(z) = 0
ESu;(z) + fi{z)= 0

ou {fi(xz),f2(z),f3(x)) sont les composantes de f(z) dans le repére (O, e, €4, £5).

Les équations d’équilibre (2.55) et (2.56) correspondent aux équations classiques
d’équilibre d’une poutre de Timoshenko, que 'on retrouve donc a partir de Pap-
proche globale.

On peut éliminer les quantités
[uaf2) = Bs(a)] et [ug(x) + Oa(z)]
entre les équations {2.55) et (2.56) pour obtenir:

ESul(:c + fi(z)=10
E16, (z) + f3(x) = 0
E16; (z) + fgm =0
GI6,(z) =

dont on peut déduire les équations classiques de poutre sans cisaillement (hypothese
de Navier-Bernoulli) en se servant des conditions géométriques:

[uylz) = Ba(2)} = 0 et [ug(z) +0z(z)] = 0

On obtient alors ,
( ESuy(z) + fi{z) =0

12

Elu, (z) — f3(z) = 0

Elu, (z) — f(a) = 0
GIf(z) =0

Le modele global inextensible est un modéle pour lequel:

(z) =
62(.’)3) =
’(')3(1') =
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c’est a dire, dans le formalisme de 1'approche convective:

et I’éguation d’équilibre:

s’écrit : . o, )
2GI0,(z) = na(z)us(z) — na{z)u,(z)
2

(
Elu, (z) = m(x)uy(z) — na(z) (1 + uy(z))
a(T

Elus(z) = m(z)us(z) — nalz) (1 + u1($))

Le modele convectif limite correspondant au modele global inextensible serait donc:

2GI6;(z) = mna(z)us(z) — na(e)uy(z)

tit

Eluj(s) = mi{z)uj(z) — na(c)

"

EL(x) = m(e)uy(z) — ns(2)
uy () =

Le modele (2.58) est donc incapable de représenter des cas ou le déplacement longi-
tudinal uy(z) est non nul. Sauf cas particuliers, il n'est donc pas exploitable.

Pour conclure sur le cas statique, nous pouvons dire que si ’on doit considérer un
modele avec allongement (avec ou sans cisaillement) et si les efforts sont suffisam-
ment faibles pour que I’hypothese des petits déplacements élastiques soit vérifiée,
Papproche convective s'impose car elle conduit a des équations linéaires. Dans tous
les autres cas (grands déplacements élastiques, modeles sans allongement), c’est
I’approche globale qui doit étre utilisée.
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Partie B

Probleme dynamique direct






Chapitre 1

Approche convective

1.1 Introduction et notations

Nous considérons maintenant I’évolution au cours du temps, d’une chaine ouverte
simple, constituée de nt poutres flexibles. Nous nous fixons une durée d’observation
[0; T} et nous notons ¢ 'instant courant, appartenant a {0; 7.

Nous sommes ainsi amenés a modifier certaines notations par rapport au cas sta-
tique, et a en introduire de nouvelles. Ces modifications sont rassemblées dans le
tableau suivant:

- 0;(): point de la barre ¢ appartenant a la section de la barre ¢ en
contact avec la barre 7 — 1, situé sur I’axe moyen de la barre 7 et
choisi comme origine de son repere principal d’inertie & 'instant ¢.

- 10:(), {1 (t)}] = [O:(1), (eL(t), €5(1), €5(t))] : repere principal d’iner-
tie de la barre 7 a 'instant .

Zi,Yi, 2:) : coordonnées dans ce repere.

(
[0:(0),{€'(0)}] : repere principal d’inertie de la barre 7 a I'instant
t = 0. Ce repere, dit également repére de référence, sert & définir la

configuration de référence de la barre ¢. Le vecteur O0,(0)0U;(¢) est
noté T"(t).

- u'{zi,t): champ de déplacement élastique de la ligne moyenne de
la barre 1.

- Qi(:ci, t): champ de rotation élastique de la section d’abscisse z; de
la barre 1.
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- C'(t): configuration de la barre i & I'instant t.
- R'(t) la matrice de rotation telle que:
{e'(t)} = R (1) {e'(0)}.

- p': masse volumique de la barre 1.

On définit la matrice antisymétrique Wi(t) par:
0 wi(t) —wy)
Wit = B R = | w0 wi()
wy(t) —wi(t) 0

on " désigne la dérivation par rapport au temps t. Le vecteur de composantes (w} (1), wh(#), wilt})

dans la base {¢'(1)} est noté w'(t}. Clest le vecteur rotation de la base {e'(t)} par
rapport a la base {'(0}}.

1.2 Modélisation mécanique

On considere une poutre appartenant a la chaine {pour alléger les notations, on ne
tient pas compte dans cette section, de son indice 7). Nous reprenons I'hypothese
selon laquelle le déplacement du point courant de cette poutre est représenté par un
torseur de résultante u(x,t) et de moment 8(z,1).

Nous adoptons donc le modele suivant pour la position ®(z,vy, z,t) d’un point M(t)
de la configuration C'(¢):

O(z,y.2.1) =O(0)M(2),

£ 2o
(1.1) . LT
= {"T)} {e(0)} +{ | y+vz |} {e(t)}
z 4+ v3
ou:
vi{z,y,2,1) = wup(z,t) —ybs(z,t)+ 28:(z,t)
(1.2) vo(z,y,2,t) = wuy(z,t) - z6,(z,t)

03(1‘5 Y,z t} =~ UB(‘T’ t) + Yy 01(1:7 t)
Remarque: Le déplacement v ne se confond pas avec le déplacement réel de la
barre associée a notre poutre: si 'on applique un chargement réel a un solide tridi-

mensionnel élancé, et si I'on calcule le déplacement élastique associé par la méthode
des contraintes, on ne retrouve pas, sauf cas particulier, la forme (1.2), du fait du
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gauchissement des sections planes et de 'effet Poisson. Ceci n'empéche pas de pos-
tuler la forme (1.2} du déplacement, comme nous le faisons ici.

On définit la matrice A{x,t) par:

1 03(1‘,‘” “gg(lf,t)
Mz, t) = | —fs(z,8) 1 8:(z,t) |- R(1).
Or(z.t) —bi(z,1) 1

NOUS avons alors:
B(z,y.2.t) — 8(2,0.0,4) = [0 y 2| {A(z,1) {e(0}}}.

Remarque: Les vecteurs:

—8361(t) + &ft) + 61 e5(t),
2 6,(t) — Orex(t) + ea(?),

fob

(2.1
z,1)

~
&

!
A

5

que l'on peut supposer orthogonaur €t normés dans Uhypothése de petits déplacements
€lastiques, s’interpréetent comme la base principale d'inertie de la section d’abscisse
x. La normale n(z,t) @ cette section est alors donnée par:
.?.Z.(I*,i) = 22(I>t) A t3(1:7t)$
~ ey(1) + b3e5(t) — 62 es(t).
Nous avons de plus:
[t} = A-{e(0),

ou:
{t} = {nlz,t),t(z,t).t3(z,1)}.

Dans le cadre de 'hypothese de petits déplacements €lastiques, ou nous nous plagons,
la matrice:

Qz.1) = A(z,t)-PA(z,1)

peut étre considérée comme antisymeétrique

0 wa(z,t)  —wfz,t)
Qz,t) = | —walz,t) 0 wi(z,t)
wolz,t)  —wi(z,t) 0

et on désigne par w(zx,t) le vecteur de composantes {w;(z,t)};=1, .3 dans {t}. C’est
le vecteur rotation élastique de la base {t} par rapport a la base {e(0)}.
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1.2.1 Conservation de la quantité de mouvement

On définit la densité linéique £(z,1) de quantité de mouvement linéaire par:

C(w,t)z/pé(m,y,z,t\)dydz

En se servant des propriétés du repere principal d’inertie, on obtient 'expression :

t T+ U t ’&1
03 L @+ e | W0 ||} )
Uz ﬁ3

Onu définit la densité linéique H{z,t) de quantité de mouvement angulaire par:
H(z,t) = / p(®{r,y,z,1) — ®(x,0.0,1)) A (@(m Y, z,t) ~ @(1‘,0, 0,t))dy d-

On linéarise cette expression en tenant compte de I'hypothése de petites déforma-
tions élastiques pour obtenir finalement :

t J(é1 + wy) + Lawb; — Twsb,
{ I'z(é2 + wo) + Taunbs + (12 — I3)wsb, b {e(t)}
_[3(93 4— w3) —_ 12w1‘92 + (12 —_ I3)UJ291

14y D

Soit P(z,y, z) le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff relatif & la section de la
barre d’abscisse r en configuration de référence.

P(z,y,2) = Ti(2,9,2) @ &(0) + T2(z,y,2) ® £2(0) + Ta(z,y, 2) ® &5(0)

On définit la densité linéique d’efforts intérieurs dans la configuration courante par:
(1.5) X{z.1) = / Ti(z,y.2)dyd =

De méme, la densité linéique de moments intérieurs dans la configuration courante
est définie par:

(1.6) L(z,1) = / [®(z,y,2,t) — ®(2,0,0,0)] A Ty(z,y,2)dydz

On montre alors (Simo [1985]) qu'en l'absence de chargement réparti sur la surface
extérieure de la barre, on peut écrire les équations de conservation de la quantité de
mouvement sous la forme:

X'(z,t) + f(z,t) = L(z,1)
(L.7)

L'(z, )+ ey(t) A X(=,1) = H(z, 1)
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1.2.2 Loi de comportement - Equations du mouvement

Soit V P'opérateur:
t

oo [2 2 2]
dz Oy Oz
et soit F le gradient de la déformation:

F = V&(z,y,2z,1).

La puissance volumique des efforts intérieurs est alors définie par:

II= P :Fda:dydz.

wX{O;l]
Nous allons montrer le lemme:

Lemme 1.2.1

(1.8) Il ~ / X(z,1) Diy(e, 1)) + D(z.1) - Dlw(z, )} dz
i o]

oUu 0N a posé:

y(z,t) = ®'(z,0,0,t) — n(x, 1),

w = w + Oi(z.t) () + Oa(z, 1) ex(t) + bafz.1) ealt),
D) = gl) - WAQ);

Démonstration: Sous 'hypothese de petites déformations élastiques, nous pouvons
écrire:

14wy
F ~ Uy Ae(t)} + wlz, ) A (D(z,y,2,1) — B{z,0,0,8)) | ®,(0)
ug

+{=0361(1) + ex(t) + 01 e5(t)] © €2(0) + [f2ea(t) — 81 e2(t) + e3(t)] @ 3(0).
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Q%]
-1

Négligeant les produits de quantités infinitésimales, nous faisons 'approximation :

D(L(I t)) 0 1= 2733
(1.9) D(n(x,t)) = 0.
Nous obtenons donc:
F oo [wAL(2.0)] ®@e(0) + [wAts(z,1)] @ g4(0)
Fle(e ) Alyt(e,t) + 2t(z, 0] + wle, ) A A [y b(e,t) + 2t O]} © €(0)

t71 + 1y
0 )
-+ E Uqg {e(t)} ® &,(0).
ug

Nous en déduisons:
P . F =w-{t(z,t) A T2 + ts(z,1) A T3}
+ Ty {wl(z, ) A A fytale, t) + zta(z, 1)1}
+{lyta(z, 1) + 245(x, )] A Th} - w(x, )

1.10)
( ) tri1+ u;
d ,
+ T - 77 uy - {e(t)}
us

Or la déformation ®{x,y, z,t) vérifie I'équation :
(1.11) divP + pf = p®,
qui traduit la conservation de la quantité de mouvement dans la théorie classique

tridimensionnelle.

Dans le cas qui nous occupe, une des conséquences de 'équation (1.11) est la rela-

tion : 50 5
q),/\Tl -+ 5‘3; /\T;g + —S'—;:/“\Ts = 0.

Nous avons donc:

W {L(z, ) AT, + t3(z, ) AN T3} = w- {%%/\Tz + (—9—?/\'1‘3}
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s0it :
W {t(z. YAT, + taf{z, 1) A T3}
14w
~Ty | wh vy | {et) + wl(a,t) Alyta(a,1) + 2 ta(e,1)]

12

us
En faisant appe! a 'identité:
Vi{gow) € (R unfviw —oAuAw = uAv]Aw,
on peut alors réécrire 1'équation (1.10) sous la forme:
P :F =T, {{ulz,) AW} Alytlr i) + zts{z,1)]}
+{lytalz,t) + 28a(z, )] A Th} - w(z,t)
01+
+T,-D u, {e(t)}

soit encore :
P :F = {{®le,y,z.1)— O(2.0,0.£)} ATy} - Diw(z, 1))
tr 144
+T,-D uy | {e(t)}
s
soit enfin, en utilisant {1.9):

P F = {{Oz,y,2,1) - 8(x,0,0,6)} A Ty} - D{wla,t))
+ Ty - Divy(z. 1))

La relation (1.8) vient alors des définitions (1.5) et (1.6).

a

Nous introduisons maintenant les densités X™ et I'™ d’efforts et de moments inté-
Tieurs :

, X = AX"
(1.12)

L =AL"

Les densités X™ et '™ sont les équivalents maiériels, c’est a dire repérés dans la
configuration de référence, des densités X et I’ qui sont des densités spatiales, c’est
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a dire repérées dans la configuration courante (Simo [1985]).
De méme, nous introduisons les quantités matérielles v™ et w™:

= Alm

= /\Em

(1.13) 1

&

On montre alors la relation:

[ X0 Dlata, 1))+ Lo t) - Dlasle, ) dx = [ X7 (a,0) 57w, 1) + L1} - & (x. ) dx,
4] - N

0
et donc:

!
(1.14) I~ /0 X" (z,) - 3™(2,t) + D™ (2, 1) - & (2, ) d z.

Une conséquence de la relation (1.14) est que I'on doit chercher les densités linéiques
d’efforts et de moments intérieurs materiels sous la forme:

o we
X" = z, 7", W)
X 3lm( 7w
dwe
I—'\m — J:’ T'll’w'ﬂl
i agm( l = )

ou w® est une densité linéique admissible d’énergie élastique, c’est a dire soumise a
des conditions d’'invariance par rapport aux mouvements rigides. Grace notamment
a I'invariance des déformations matérielles ™ et w™ par rapport aux mouvements
rigides (Simo & Vu-Quoc {1986.1]), un choix possible (Simo [1985]) pour la densité
d’énergie w® est celui d'une densité d’énergie quadratique dans les variables 7™ et
w™. Plus précisément, nous prendrons, suivant en cela Simo & Vu-Quoc [1986.2]
et en négligeant le gauchissement des sections droites:

J*we ) 1
oy Diag|ES, G52, GSa,
*we ' '
(115) agmag’m = Dlag[GJ, EIZ,EIS]‘,
8211)? _ 82u,e
ag_zmr')lm - (91’”(99.1’”’

= (.

D’apres les définitions des quantités matérielles (par exemple {1.12) ou (1.13)), on
constate que les coordonnées dans la base {€(0)} d'un vecteur matériel sont iden-
tiques aux coordonnées dans la base {t} du vecteur spatial associé. Avec le choix
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d’énergie {1.15}, nous adopterons donc la loi de comportement suivante:
{X  ti}izmi2s = DiaglES,GS,,GSs) {1 L}i=123
{L-t:}izi2a = Diag[GJ,EL El] - {w - Li}imi23

On montre qu'avec la cinématique (1.1), et en négligeant les produits de quantités
infinitésimnales, on peut écrire:

Yz, 1) = we(t) + (uy — 03)ex(t) + (uj + 02)es(t)
= (1+uw)a(t) + ue(t) + vaes(t) — 4
2wl + (uy—Oa)tp + (w5 + 02)ts
w(z.t) =0t + 05ty + Oyt
On en déduit la loi de comportement :
X = ESujt; + GSo(uy —03)ty + GSs(uy + 615,
{ I =GJb e + ELOe, + EI; 8¢5,

que l'on peut également écrire de fagon approchée:

g | X ® ESwald - G5 —Bald) + G5 (1 + fe(?),
o I ~ GJ6e(l) + ELGey(t) + Elsb;es(t).

On peut alors formuler les équations (1.7) en termes de déplacement. Les six équa-
tions obtenues sont ainsi:

ESulll + f = pS{Tl Rpap + T, Ry g + Ty Ry
(117) -E-u; -+ 2(1)37.02 e ﬁg‘LUa} - ('LU% +U)§)(1‘+U1)

+{(—~13 + wiwy) uz + (wWy + wyws)uz}

GSQ (U;I - 93) —+ fg = pS{Tl R[QJ] + Tz R{Q!zi + 1‘;,3 R[zyg} + UQ + 2(&1 Wz — '(‘.13 w;)

+ (s + wywa)(z + uy) + (=0 + wpwslus — (wi + wiug}
(1.18)

GSs(us +0)) + fs = pS{Ti Ry + T2 Ry + T3 Ry + ila + 2(daun — tyw;)
+ (=t + wiws)(z + w) + (1 + waws)uz — (Wi + wi)us}
(1.19)
GJ O, = p{J (0, + 1in) +2(Tsw; 05 — Iywsb;)
(1.20) + (wy — wyws) I3 03 — (w3 + wiws) 12 6;
+ (I3 — L)wows + {1y — I3) (w3 — w?)8,}
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ELG, — GSs(uy + 62) = p{lf, + 2wsl,6,
(121) + 12('&’2 + w1w3) -+ Igag(wf - UJ%)

~+ 1303(11./‘1 -+ 'U)g'w3) + (]2 - I3)91(‘lb3 - U?lll/‘g)}

El 6, + GSy(uy — 03) = p{ls0; — 2wy I3,
(122) -+ Is(lbg - wlwg) + ]393(10% - w%)
+ IOy (—wy + wowa) + (12 — I3)01(wn + wyws)}

Nous nous limitons aux mouvements satisfaisant la condition de Navier-Bernoulli:

(1.23)W¢t € [0, T} Vo € 10,1} : O2(z,t)ey(t) + Oa{z.1)es(?)

R

Ql(i) A EI(Iat)

et nous éliminons les efforts de cisaillement dans les équations (1.7} pour obtenir la
forme finale des équations du mouvement :

GJO, = p{J (b + ) +2(Tswytiy + I wsty)
(124) + (w2 — w1w3) 13 u; -+ (UJ3 + wlwg) ]2 u;
+ (Is = L)waws + (12 — Is)(w} — w})6,}

ESu, + fi = pS{TiRuy +T2aRug + T3 Ry
(1.25) + Uy + 2uzwe — Uy ws) — (wi + wi){x + up)
+ (s + wywa ) up + (Wy + wiws) uz}
—FEI U’zm + fa = PS{TI Ry q + T, Rz 9 + T3 Rza) + iz + 2(u; ws — Uswy)
(1.26) + (w3 + wiws)(z + jul) + (=t + waws)us — (w] + wi)us}
— o {L3ily — 2walsb; + Luy(w? —wd) — Lug(—un + wows)

+ (I — -[3}9’1(11')2 + wiws)}

ELLLs

—ELuy + fs =pS{TiRgy + T2 Rz + T3 Rz g + tis + 2(tiawy — G wy)
+ (= + wyws)(z + u1) + (W + wows)up — (Wi + whlua}
+p{~hily + 2wsl0, — Lug(w? — w?) + Isu) () + waws)
+ (I = I3} (w3 — wiwy)}

(1.27)
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1.3 Conditions aux limites et de jonction

1.3.1 Conditions aux limites

La premiere poutre de la chaine est encastrée en r; = 0. Nous avons donc les
conditions aux limites:

Vt e [0,T] »*0,t)=0,
61(0,1) = 0,
[u3] (0,2) = 0.
[u3]'(0,1) = 0.

La compatibilité avec les efforts extérieurs se traduit par la relation:

Yt e [0,T] E“5™uit] (I, t) = Filt),
EM I U (L, t) = — Fat),
Entlnt{ ;]’”(lnt’ ) — —-fg(t)
Fnt( niy ) (i)

1.3.2 Modele de jonction

Nous postulons la continuité des déplacements élastiques et des efforts intérieurs
aux jonctions entre les poutres de la chaine. Nous écrivons donc:

{1.31) Vte [0,T),Vi=1---nt—1 i(f )Eiﬂ((}f

En ce qui concerne les ro'ra,tions et les moments aux jonctions, nous postulons I'exis-
tence d'une suite {(k}, k%, k5)}izi. . ne-1 de constantes strictement positives telles
que:

Vie [0,7),¥i=1,---,nt =1 : ['(l;,t) zF”“(O t)

—Z{’»‘ (1) = 470, 1)) - €5(1)) €5(1)

(1.32)
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1.4 Formulation variationnelle

1.4.1 Cadre fonctionnel

Nous introduisons les espaces fonctionnels :
V= {ve HY0,L],v(0) = 0}
Vi = {v e H?*[0,13),v(0) = 0,v'(0) = 0}
V=V x V< VI x Vi
ainsi que pour tout indicez > 1, 7 < nt:
Vi ={ve H'[0,L]}
Vi = {ve H*0,L]}
Vi=VixVixVixVy
et enfin:
Vo= {(\1}@) = ((],w'), -, (WM, w™) € VEx -- x V™ tel que:
Vi=1--nt—-1: w({l)=w*(0)}

Hi = L0.1) x L2[0,1] x H'[0,1,] % H'{0, 1]

nt
H =1] H
t=1
On remarque (Lions & Magenes [1968]) que 'on a les injections denses:
V-H
H’ s ‘//,l

ot V' est le dual de V et H' est le dual de H. Les espaces V et H étant des espaces
de Hilbert, on fait 'identification classique de H et de son dual, et on est donc dans
la situation:

Ves Hea V'

avec injections denses.

On introduit les produits scalaires sur V et H :

. - L P ST P P
< (@*U)v ((I), ‘/) >V = Z/(; u; ‘U; + [’U;] [vl] + 81 ¢1 + [01] [@1]
=1
+ugvh + [uj) [vd] + [us)” [vd]” + us vl + [ud] (3] + [ud]” [v3]” d o
- - oo . o o L o .
<(0,0),@,V) >n =3 [Muivi + 006 +ujoh +uf o] + (] [} + ] (] da
=1

ainsi que les normes ||.||v et ||.||g associées a ces produits scalaires.
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1.4.2 Formulation variationnelle

On multiplie les équations du mouvement (1.25) a (1.27) par un élément (&, V) de
V. Apres intégration par parties, on obtient pour chaque indice z:

r i ; 3 l' : 1
/ ES ) [} da + (5ol + [ fividas =

(39) pise ["(F Ry 4+ 2w — iy d) — (0 + () 1)

+tﬂ%+wuwﬁua+(w;+wh%hé}ﬁdxi

/ I de, + Nty = o (8 +waf’[ 3+ w1 fa)

+ (5 + wiws) I [us] + () — wiwh) I3 us)
+ (15 — Iwywy + (I3 — I3)({w})? — {ws)?)8;
+Jiii} ¢t d

(1.34)
[: . - Son R . . . “:' .
~ [T BT ) de o+ TR0+ 4 (Xl + [ Fivide =
0 0
o' S [T, Rppy + s + 2005w — i w))
By a4 wiw )i+ ) + (=0 wpwbul = ()" + ()2} vi da
N iy i rigi Qi i i I IUTINEY i
‘\LP:/O (L) — 2wl30; + Ii(ws ~ wiwy) + Llug) ((w1)? — (w3)?)

— Tfus] (= + wiwd) + (I} — B)O5 () + wiws)} [vf] d z;

N - ] N i
[ B Tl da o+ T30 4+ (Xiolh + [ Feldas =

Y L 1] ; ; ; ; i
o5 [ By + 8+ 20— i)

(1:36) 4 (b whacd Y+ ud) + (0 + whwd g — ((wh)? + (w})2)u) v da,

[ regt FTEAL L Fif, i1 i, i1’y 2 ¢
-—psjl(; {-LIES] + 203538 + LW + wiws) = Llug] ((w)® — (w3)?)
+ L] (0} + whwd) + (I - )63 (5 — wiwi)} [vi] dz;

On effectue ensuite la sommation sur ¢ des équations (1.33) & (1.36), en se servant des
conditions aux limites (1.28), des conditions de raccord (1.30), (1.31) et (1.32) ainsi
que des conditions de compatibilité (1.29). Si I'on se donne des conditions initiales
appropriées f € V et g, € H, nous aboutissons & une formulation variationnelle du
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type:
Etant donnés les vecteurs f,eVetg €H
Trouver (0, U) € L0,T;V) tel que:
i) (6,0) € L¥0,T; V)
i) V(B VeV :
(1.37) d

L 6. 09,8, VN + b((), (6,0, (@, 1))

dit )
+ a((.),(0,0),(2,.V)) =< E(),(®,V) >v

au sens de D'(]0; T])

1.4.3 Existence et unicité

Nous énongons d'abord un théoreme abstrait d’existence et d'unicité pour le pro-
bleme (1.37), qui est une variante d’un résultat énoncé dans Artola, Cessenat,
Dautray, Lions & Scheurer [1988.8] (p. 667 et suivantes).

Théoréme 1.4.1 Sous les hypothéses :
1)Vt € [0,T] : a(t,(.),{.)) est continue de V x V vers IR,
2) a((.),(0,0),(2,V)) = ao((.),(0,0),(,V)) + a1((-),(8,0),(,V)) avec:

i/

2.1.1) la fonction t — ao(t,(G,(}),(Q,f})) est une fois continiment différentiable
dans {0,T],

2.1.5)V ((0,0),(®,V)) € VxV,¥t € [0,T] : ao(t,(0,0),(®,V)) = ao(t, (®.V),(©,0)),

PR

V(0,0) € Vvt € [0,T] : ao(t,(0,0),(0,0)) 2 all(©,D)]}} — A|(0,T)]l%,
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2.2.i) la fonction t — a;(¢,(0,0),(®,V)) est continue dans [0,7T],

2.2.11) il existe un réel strictement positif ¢; tel que:

V((0,0),(9,V)) € VxV, ¥t € [0,T] : |ai(t,(©,0),(®, V)i < al|(0,D)lv]|(®, V)

|5
3Vt e [0,T] : b(t,(.),(.)) est continue de V x V vers R,
9.1) la fonction t — b(t,(©.0),(®,V)) est continue dans [0,T),

3.ii) il existe un réel strictement positif ¢, tel que:

V((0,0).(2,V) € VxV, ¥t € [0,T] : {b(t, (8,1, (2,V))| < e2fi(®, D)l[w]{(®, V)|ln,

1) c((0,0),(2,V)) = (C-(0,0),(9,V)) avec:

4.1} C est une application linéaire sur H,
L)V ((0,0),(8,V)) € HxH. ¥t € [0,T) : clt,(0,0).(®,V)) = e(t, (®,V),(0,0)).
4.131) il existe un réel 4 strictement positif tel que :

V(©.0) e H :(C-(8,0),(0,0)) >~li(@,0),

5) F € L*(0,T: H).

le probleme (1.37) admet une solution unigue

Démonstration:

Démonstration de Punicité

Soit (O,ﬁ} une solution du probléme (1.37) correspondant & f =0, g, = 0 et
F =0. 1l est suffisant de montrer que (0,0) = 0.

On montre que, pour tout ¢ € [0,T}:

2 [ (0©,0))(0), (6,0 (0))do = ((6,0)1), (6, D)),
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— . —4 —

t d A )
2 [ (7 lao(o3 (0.0))(@). (6. )(o)] do = aolt:(0, 0)(1),(O, (1)

t d - . ‘
— :i—o.—ag( (@’Ll)(g)’(e’br)(a_)).

On en déduit:

(0, 0)(1). (6.T)(1)) + aolt; (0, T)(1), (0, T)(1))

=2 “ax(05(0,T)(0), (6, 1)(0))do

+ / -=ao(03(0,0)(2), (0, 0)(0))do

- 2/ {(O.0)(0),(0,0)(s))do

En utilisant 2.1.1), 2.2.i1) et I'inégalité 2ab < a? + b%, on peut conclure & I’existence
d’une constante M > 0 telle que:

=2 [ a(o:(8,0)(0), (6.0)(0))do + [ as(e (6, 0)(0), (0, 0)(0))do]

<M / &(0)do
0

ou: . }
(0) = (0, U)(e) + 110, U)a)liv

et par utilisation de 3.11):
'/ 2 b(o (O, [)(0). (O, l/}(a))dal < zczf 1O, T (o) 1%, do
Le second membre de (1.38) est donc majoré par:
(M + QCQ)/; d(0)do
En utilisant 2.1.ii1) et 4.11), on minore le premier membre de {1.38) par:

(6, DY) + (. DD — 810, D))

et on en déduit:

min(y, @).8(¢) < 6(0, Y ()[1% + (M +2¢5) /0,, &(c)do.
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Nous avons, pour tout (O, ﬁ) dans H

—

t oL
©,0)(t) = /(@,U)(a)do.
o
On en déduit:
— t .o i
1O, Tty <t [ 1O, 0)0kde ST [ @(o)do,
0 0
ce qui donne, M, étant une constante strictement positive,
1
O(1) < M, / ®(s)do.
0

Le Lemme de Gronwall implique

ce qui entraine l'unicite.
Existence d’une solution
e Etape n° 1. Probléeme approché.

Soit {V,, }men+ une suite de sous-espaces vectoriels de dimension finie, chacun des
V.. réalisant une approximation de Galerkin d’ordre m de V.
On peut montrer qu’il existe deux suites

f €V, f —f, dansV

g. dans H.

=1 —
gm ~ 1"“ —g-m

£

On note

dy, = dimV,,, {W;n}, j =1,...,d,, une base de V,,.



1.4. FORMULATION VARIATIONNELLE 139

Le probléme approché est alors:

| Trouver

(0,0)m(t) Zgﬂ,{t Wi

j=1
vérifiant
1.39 ) . -5 .
U3 (0,0 Wim) + 805 (0.0, W)
+a(t: (0,0 ), Win) = (E(1),W;) 1< <dn

(0,0)n(0) = £, (0,0)n(0) =g_.

Remarque (Artola, Cessenat, Dautray, Lions & Scheurer [1988.8] p. 675):
(e systéme linéaire peut se ramener a un systéme du premier ordre qui admet une
solution unique.

11 existe donc une solution unique au probleme (1.39) vérifiant
(0, 0)n € C[0,T}: Vi), (6,01),, € C[0,TY; Vin), (8, D) € LA(0, T3 Vin).
e Etape n° 2. Estimations a priori.
On multiplie les deux membres de 1’équation (1.39) par ¢;.(t) et on somme sur j
del ad,. Il vient:
(&1 (0. 0)n(®) (O, 0)n(t)]in®)) + 8t (8, U)n(1), (8, U (1)

+a(t3 (0, D) (1), (0, 0)n(t)) = (E,(0,D)(t)

,__1

soit en intégrant de 0 a ¢ la relation précédente:

(6. D1 (1), (0, U)m(8)) + aolt: (8, D) (£), (0, T)m(2))do

= €(g,09,) + 0003 £,0£,) — 2 [ 01(63(2); (8, D), (6, D)(o))ids

td_d;ag( (@’ﬁ)m(a)a(@al-;)m(ﬁ))dd

—2/61(0 (0,0 (), (0, F)m(c) dor+2/ 1(0, 0 (0))do ;
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Désignant par M des constantes strictement positives, nous pouvons écrire:

4

lelg, 9. )1 < Mllg, IiH < Mligliy

lao(0; f . f NS MILNY < MIFHY

T i L
[ 2UE@), (6, Do) < [ IE@do + [ 16, D))o,

\ |

et en procédant comme pour la démonstration de 'unicité, en notant que:

~ R oL L .
10 D@l <2 LG+t [ 16, D) lado] < M (U115 + [ 14O, Dhm(o)iyde]
on aboutit a
(1.40) inf(y, )& (1) < C + w/ ®,.(c)d

avec

On(o) = 1O, D)m(o)iF + (0, 0)m(o) i}
et F.

et ou C est une constante strictement positive dépendant des données f .g,

De {1.40), on déduit d’abord, que
¢
() SC+ My [ On(o)do
0

ce qui. par l'utilisation du lemme de Gronwall, montre 'existence d’une constante
K {indépendante de m) telle que

sup (0. U)m(t)iv < K

10,7

sup (0, 0)m(t)lin < K,
LN

puis
/ (O, I:/ ) (£)]13dt < K.

On en déduit le

Lemme 1.4.1 La solution (@,lj)m du probléme (1.39) reste dans un borné de

L>(0,T;V), donc de L*(0,T; V). De méme, la dérivée (0, Zj)m reste dans un borné
de L>={0,T; H) et de L*(0,T; V).
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On montre ensuite que 'on peut extraire de la suite {{©, U)m}meN- une sous-suite
qui converge faiblement dans L%(0,T;V) - et dont la limite faible est solution du
probleme continu (1.37). Cette démonstration est en tout point analogue a celle qui
figure dans Artola, Cessenat, Dautray, Lions & Scheurer [1988.8] (p. 677 et
suivantes) pour les problemes d'évolution du second ordre en temps. Le lecteur est
renvoye & cet ouvrage pour plus de détails.

Nous vérifions maintenant que les hypotheses du théoreme 1.4.1 sont valides pour
le cas concret qui nous occupe et nous donnons pour cela 'expression des différents
opérateurs intervenant dans le probleme (1.37).

<EO@.T) >y =3 [ o de - oS [CUE By~ () + i)z
=1
(Tj sz,j] + (W5 + wiwy)z;) vg + (F Hfs_;] + (—y + wiwh)z:) v
= [T (0 = Tpwtwd) 6 + (0 — wiw}) o]
— Ti(dh + wiwd) [vy) } dz, + F(t) - 0™ (I, t)
+ M ()5 (Lats 1) — M) 02 (Lsy t) + Ma(t) 03 (Ine, t)
(1.41)
3 . . 2 .
o d(e.D) (e, 7)) = z/p > uje) + 3 L] [v)
(142) =1
+¢W@ﬁda
b(t,(0.0),(®,V)) Z] 20° S {(uhwh — uhwh)vl + (ulwh — ulwi)vy
=1
+ (ub wt — ul wh)vi}d ez,
(1.43) (up w) 3

+E/2p{ VI + w1 []) o)

- wQIBth {Uz] - wal‘iei [’Ué]l}dffi
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a(t, (@ 0),(2,V))
- / ESTui) vl da
1=1
+/ L0 (6] da
+P/ {(w5 + wiwd) I3 [us] + (b — wiwh) ud] + (I3 — B)((w5)? — (w3)?)6i} ¢l d
b [T ) R ot S [ it (b wgud — ((d)? + (wd))u) vl dz,

+ ’41/{ ((ws)? + (w3) )y + (- + wywp) uj + (W} + wiwy) ui}vida

»rp/ {LTub) (wh)? — (wh)?) — Llud] (=) + wiwh) + (I~ )8 (0] + wiwd)) [vi] d
+/ E I [us]” [13] dz;+ p'S’ / {(=u + wiwg)uy + (@) + whwg)uy — ((w§)2+(w’i)2)@}v§dri
[ B — () + Bl 6+ whs) + (1 = T84 — i)} o] d

nt—-1 3

+3° 3 kAK®, V)AN 0. 1)
=1 j=1
(1.44)

Nous faisons 'hypothese préalable:
(1.45) Yi=1,...,nt w' € H}0,T;R%, &' € H*0,T; R*).

Nous avons d’apres (1.44):

aolt, (0,0, (@ Z/ EiSi ) [v)) da
—pS’[]'« £+ i)l vi de + [ a6 (1] da
. 5 : - : : . o )] sy 4t
[0 = B ()~ (b)) 6y oy + [ B[] i) d
ook ) ) .
=o' [T ((wh)? + () o d
o [ ()~ ()R] (03] das + [ VT ) () d,
S [ () () v d

ni-1 3

.k . . )
0 () (wh) ) ] das + Y DokAN@. T)ANO, 1)

i=1 j=1
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L’hypothese 2.1.11) étant vérifiée, il reste a vérifier la coercivité 2.1.iii), la régularité
2.1.1) et la continuité de ag(t, ., .) sur V x V. Pour cela, nous introduisons Popérateur:

1"

- - t 3‘ R syt Pt A e IR L st i1 ire N2 i
a((0,0,(@.V) = ¥ [ES Wl bl + wT 0] 6] + B 0+ EL ] b da
=1

ni-1 3
+ Y Y KNP, VIAO,U)
1=1 j3=1
et nous écrivons :
- - - - nt .ol . . o
ao(t, (0.0),(0.7)) = a,((0.0),(, 7)) + & = p'5" [((w)® + (wh)?)ui v} d
1=1

ol . . . . C L 4 o i ;.
+p1/0 (I3 = I5)((w3)* — (w5)*)0y ¢y dx: — /9'35’3/G ((w3)® + (wi)*Juj vy d
. L - PR s gl St ey i‘,, - NON 5 4
0 [T = ) Il 4] das = o [T ((h)? 4 (w]))ud vl d
W APTARIY: N2\ Tila i1 [V
s [ (wh)? - i) ]

D’apres 'étude du probleme statique direct, nous savons qu’il existe une constante
K, > 0 (indépendante du temps) telle que:

a,((,0),(8,0)) > K\ [|(e.0)|i}
On pose alors:

Wi =2 max {p'S* max { max (w) (1)),

i=1,...,nt i=1.23 telo.T} ¢

9 i : i2¢
Wy =2 max {p'max/; g&}ng{tgl[%(w}) (1)},

ces deux constantes etant finies sous I’hypothese de régularité (1.45). On rejoint
alors 2.1.iii) en posant:

a = Ki, A= max(W,, W,).

De plus, d'apres ’étude du probléme statique direct, nous savons qu'il existe une
constante K, > 0 (indépendante du temps) telle que:

12,((0,0), (8, V)] < K2 ||(©,0)]|v I(®, V)|v.
Nous avons alors:
lao(t, (0, 0), (2, V)] < (K2 + N (8, D)llv (2, V)|lv

ce qui permet de conclure a la continuité de ag(t,.,.) sur V x V.
Enfin, 'hypothese (1.45) suffit pour atteindre 2.1.1).
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Nous avons d’apres (1.44):

ay(t,(0,0), (2, 7)) Zp S’/ {(—h + wiw)) uh + (W) + wiwy)ui}vide,

=1
4 [0 ) Bl + (5 wiod) 1 0] 64 d
418 [0+ wiwiul + (—if + whud)ui} o da
—4—p/ {— Llud) (= + whwy) 4+ (I3 — I (b + wiw)} [13) d z;
87 [ (g + i)+ (6 + i) v do,
-7 / {5 “21 (i + whwh) + (I3 — )8 (5 — wiws)} [vs’ dr;

L’hyvpothése 2.2.1) est vérifiée sous I'hypothese de régularité (1.45). On vérifie éga-
lement que 'hypothese 2.2.11) est atteinte avec la constante:

e = maz(A, ).

ou:
Wi =2 e S max{ max ()" (0))
= {w ‘
We =2 max {mexh; max{max @) (O)1),

X = max( ’{’,WQ},

la constante A’ étant finie sous I’hypothése de régularité (1.45).

Ce qui précede. joint a la continuité de ag(t,.) sur V' x V permet en outre de rejoindre
I’hypothese 1).

La continuité de t — b(¢,(0, ﬁ),(@, f’)) est acquise sous 'hypothese (1.45), et on
montre que:

V((0,0),(®,V) eV xV:

(1.46) = §
5(2,(0,T), (@, 7)) < M0, T)l1u 11(®, V)|

On rejoint ainsi les hypotheses 3.1) et 3.1i).
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La seule hypotheése & vérifier sur ' est 4.1i1). D’apres (1.42), I'expression de = est:

4 = min (piSi,piJi\)
=1....,nt ’

T

Enfin, 'hypothese 5) est vérifiée si en plus de ’hypothese (1.45) on fait I'hypothese
de régularité suivante:
Vi=1,...,nt f € L®0,T; R,
F e L*(0,T; R?),
(1.47) M € L=(0,T; B,
V(. k) € {1,2,3)2 T, Ri, y € L=(0,T: F°).

Nous avens donc le théoréeme:

Théoreme 1.4.2 Le probleme variationnel (1.37), défini @ laide des opérateurs
(1.42), (1.43). (1.44) et {1.41) admet une solution unigue si les hypothéses de régu-
larité (1.45) et (1.47) sont vérifiées.
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Chapitre 2

Approche globale

2.1 Introduction et notations

Nous considérons I'évolution au cours du temps, d’une chaine ouverte simple, consti-
tuée de nt poutres flexibles. Nous nous fixons une durée d’observation [0; 7] et nous
notons ¢ le temps (t € {0,7]). Nous reprenons par ailleurs pour 'essentiel les nota-
tions du chapitre 2, partie A. Nous adoptons en particulier la représentation :

or XXX =)+ X)X a0
o V(X)X ls) €

ou ‘X est le vecteur-position d’une particule de la barre ¢ repérée par les coordonnées
(*s,'X1,'X3) en configuration de référence.

Nous introduisons de plus les quantités mécaniques et géométriques suivantes:

- ‘u(*s}: masse volumique de la barre ¢;
- fi's,t): densité linéique d’efforts extérieurs exercés sur la barre ¢
- F(t): force appliquée a I'extrémité du dernier masillon de la chaine;

- T() = 0:-10; (1), ou O; est le point de contact entre la poutre 1
et la poutre ¢ — 1.

2.2 Modele mécanique

Comme au chapitre 2, partie A, on introduit les mesures de déformations:

: 1 o
(2.2) uj = §e[j,k,l}tdk’tdt’

I

(2.3) ivk =T 'idk.
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On se restreint au cas de barres a section circulaire et on conserve la densité objective
(voir Simo & Vu-Quoc [1986.1], Simo [1985]) d’énergie de déformation:

iGis ) ‘ iEiS ) BT . N
—5 (v +*2) + (fv3—1)* + —Q—(iuf +uz) + 'G'T'uj

(2.4) ‘uf =
Nous adoptons, pour chaque poutre de la chaine, le modéle mécanique de Simo [1985].

¢ Loi de comportement
O'w®
aiUg

i (<4

(is, t, éuj,tvk)idl(i.s,f)

‘m(’s,t) =

n(’s,t) = (‘s, 1, u,, o) 'dy(*s, 1)

i’U{

¢ Equations du mouvement

Jimg—r"r’A"n+ida A, =0

(2.6)
l in/ + ifg =0
ou on a noté: ‘ L
lfa :_1ﬁ(1$)111da(18,t) a=172
=) = ul's) S E('s, 1)

2.3 Contraintes, conditions aux limites et de jonc-
tion, conditions initiales
2.3.1 Contraintes et conditions aux limites

La premiére poutre de la chaine est supposée solidaire d’un support rigide fixe. Dans
le cas d’un encastrement, nous avons les conditions:

Vvie [0;77 'r(0,t) =0,
'd;(0,t) =d Vje {1,2,3}.

-
b
-1

Qg

ot (d?,d3S, d3) est une base orthonormée fixe.

Dans le cas ou il existe une liaison pivot, entre la premiére poutre de la chaine et
un support rigide fixe, nous supposons que l'un des vecteurs {!d;(0,#)};=1..2 se
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confond avec un des vecteurs directeurs normeés, noté u,, de 'axe de cette liaison.
Nous écrivons donc:

Vie [0;T] 'r{0,1) =0,
(2.8) 1d;,(0,t) = ug,
'm(0,1)-1d;,(0,¢) = 0, pour un jg € {1,2,3}.

Nous avons également des conditions de compatibilité des champs d’efforts et de
moments internes avec le chargement extérieur:

vté_r nt lny\: i,
(2.9) { 0; 7] "n{lw. t) = F(t)

”tm(t’m, t) = {.

Nous avons enfin la contrainte:
Vi = 1,...,ni idj‘idk = (S;C

(2.10) R
(3d1 A\ ldg) . zdg > 0

2.3.2 Modele de jonction

Les articulations de la chaine transmettent intégralement les déplacements, ainsi que
les efforts et moments intérieurs. Nous avons donc les conditions de raccord :

Vie[0;T)Vi=1,...,nt =1 ‘r(l;;t) ="T(t) + *1r(0,1),
(2.11) m(l,t) = "*'n(0,1),
m(l;,t) = *'m(0,1).

Soit ¢ un indice appartenant & {2,...,nt}. Nous faisons ’hypothese que 1'égalité

(2.12) 'd, (0,1) =¢'7'd (I;i_1,1).

h-1g, 4

a lieu pour un couple (°j;,%~17;.1) donné dans {1,2,3}* et un réel ¢; donné dans
{—1,+1} et pour tout instant ¢ dans [0; T}].

Soient (°k;, %) € {1,2,3}? tels que, & tout instant ¢ dans [0; 7], la famille

{'d,, (0,1),'d,, (0,1),°d,, (0,1))

constitue une base orthonormée directe et soient ("-1k;_1,"-11;) € {1,2,3}? tels que,
a tout instant ¢ dans [0;T], la famille

{i-ldl!,_}f-h—1 (li—l ) t)? imldi,_] koot (Ii-l’ t)) i—1d1'_1 1, (li-—l s t)}
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constitue une base orthonormée directe. Nous reprenons 'hypothese du chapitre 2,
partie A, selon laquelle le moment articulaire est de la forme:

'm(0,t) = ‘"'m{l,1),

(2.13)
= —rioy Ai(t) A Bi(t),

avec .
A; = (cos(°6:)'d,, (0,1) + sin(°0;)'d,, (0,1)),

B = (cos("-18,_1)'""1d, (lima, 1) + Sifl(l“‘ai—l)i_ldz,_ll_ (liz1, 1))

t=lk,

pour tout instant ¢ dans [0; T}, les deux réels °9; et i-19,_, étant choisis de facon a
annuler le moment articulaire en configuration de référence.

2.3.3 Conditions initiales

Nous reprernions les principes de construction de la configuration de référence que
nous avons énoncés pour le cas statique. Nous supposons également que la configu-
ration initicle s'identifie a la configuration de référence. Nous écrivons donc:

ir('s,0) =‘sée

id;(%s,0) =_c;j-

ot {’e} est la base principale d’inertie de la barre ¢ en configuration de référence.

Nous nous donnons en outre des champs de vitesses initiales:
ir('5,0)  =‘tve(’s)

id;(’s,0) =‘v,{'s)

2.4 Formulation variationnelle

2.4.1 <Cadre fonctionnel

Soient les espaces:

M = H'(0,1; R®)
nt

H =]lH
=1

Ha; = H*0,T: H'(0,l; R*%)
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Pour tout t € [0,T], on s'intéresse a 1'espace des configurations cinématiquement
admissibles a I'instant . Compte tenu de ce qui précede, cet espace s'identifie a:

K= {{{r.{d;};m123}im10ms = (‘r,’d;} € H vérifiant les conditions:
r(0) =0 et 'r(l) =T + Hp(0)sil i <nt—1;
'd,(0) = d} Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;
'd;,(0) = ug si (2.8) est imposé ;

Vi€ {2,...,nt} idoj,(U) = ¢'71d (1)

Vie{l,...,nt},V (5. k) € {1,2.3}* 'd; - 'dx = & ;
Vie {1,...,nt} (dy A'dy)-'ds > 0}
Comme nous l'avons vu lors de I'étude du probleme statique direct, cet espace
possede une structure de variété C™ de I'espace H. Son espace tangent 6 K,({'r,’d;))
au point (‘r,’d;) est défini par:
5}61((1‘1,’1&])) = {{{’'p. {igj}j=1,2,3}i=1...‘,nz = (ip,igj) € H vérifiant les conditions:
'p(O=0et ‘p(L)="*p@sil<i<nt—1;
'g;(0) = 0Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;

-1 Je—1

g, (0) =0 si (2.8) est imposé ;
€{2,...,nt} igoji(O‘} = 6z‘i_lgz,_1j’__l(liﬂ1)}
vie{l,...,nt} U € H; tel que: ‘g, = U; A'd; Vj € {1,2,3}}

2.4.2 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant montrer le théoreme:

Théoréme 2.4.1 Les équations du mouvement (2.6) sont équivalentes au probléme
variationnel [P] suivant:
Pour toutt € [0,T], trowver (‘r,’d;) € K, tel que:V(p,'g;) € 8K.(('r,'d;)):
3~7((i1“»1d')) : & 0 i : j
a(ir,fdjg P, gJ +Z"‘t 1 {cos("6:) dok|(0) + sin(%6;) do,i(o)}
'{COS( ‘"leé—i)i_]gz,o:k _i(l«'—ﬂ) + Sin([‘“‘ai—l)i_lgs¢;1, _1(11’—1)}

+ {Cos(l'"lé,-_l)i_ld,‘_lkl__l(li_l) + sin(“*‘@im ) 1dl i (l,_l)}
.{cos(Oﬁi)ngk'(D) + Sin(OGi)igO“(O)} }

ntooel . . . .
=3 [T P + 60 g d's + F) "plL)
1=1
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ol On a posé:

i

. WA . . . .
J((‘r,*d;)) Z./o fwe('s, by, ok ) ds
i=1

Deémonstration:

D’apres 'expression (2.4) de la densité d’énergie 'w®, nous pouvons affirmer que les
deux hypotheéses de régularité suivantes sont vérifiées :

e Pour tout ¢ € {1,...,nt}, pour tout ¢t € [0;7]:
(2.14) ‘we('s,t,.,.) € C*{R®) p.p. sur J0; L

o Pour tout j € {1,...,nt} et pour tout (“uy, ve, U, Vi) € L*(0,1;; R'?) et pour
tout ¢ € {0;7]:

iwe . , S drwe . - S
I (f)ju' (Jsatvjuka‘?vi)iyué + 6jl)“ (J'Saivjuka}w)JVJ S
i i
FCo + 1Cy (uf + T0f)7] PUf + VI
(2.15)

on 'Cq et 7Cy sont des constantes réélles strictement positives.

Les gradients

iy = ai“j (i i
3 a(ir,id‘;‘) p’ gj)
iV‘ _ 8ivj (: o )
I = Fira P8
valent
; 1 o iy i
Uy = gepng (g 'di + 'dy - &)
(2.16)

Wy, = ip’ - id, + g,
et par définition de ¢éK,, nous avons
(2.17) U, = ‘U ‘d;

ainsi que

13

(2.18) *-p = "Vk idk + U; A il‘l.
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On applique ensuite les techniques du chapitre 2, partie A, aux opérateurs { sl ) }__1 f
pour obtenir finalement :
8\7((1‘1,’:&],)) ('i t ‘\) _
Jiridy) WP &=

fp

E/{awnst u_,,vk)i’,lz+ 5

R

(‘s, 1, uy, og) Vi disdt
U

D’apres ce qui précede, le probleme variationnel [P] peut se réécrire

Pour tout ¢ € [0,T], trouver (‘r,’d,) € K; tel que: V('p,'g;) € 6K (('r,"d;)):

dz ‘e dz N4
Z/ ot (‘s,t,'uj, 've) U + -(-Er—lw( 5,1, ug, tog )V Y d s

+§:m_1 { {Cos(OH,)idOk’(O) + sin(OG:)idGli(D)}

feos(h=0,y) Mg, (liey) +sin(t ) g,

= lzﬂ—l

(lisa)}

-+ {COS(I’_IOi_l)i_ld (t!g_]) + sin(f'-lﬁi_l)"“ld, (l,,'_l)}

hovg,_, =1,

~{c,os(00g)ig0kl(0} + sin(OGi)"g%(O)} }
nt { . ] ) . -

= Z[Q [fa(t) - 'p +'fa(t) - 'ga) d's + F(t) - ™p(lu)
il

D’apres les relations (2.17), (2.18) et les équations (2.6), on peut aussi écrire ce
probleme sous la forme:

Pour tout ¢ € [0,T], trouver ('r,’d;) € K, tel que: V('p,‘g;) € 6K,(('r,'d;)):
nt L . . .y .y .
Z/ {m-U, +'n-(p —UA'r)}d's
i=1 70
ni
+§Ki_l { {COS(Ogi)ldOki(O) + Sin(aag)zdw'(())}
-{cos(i‘-’Bi_l)i"lgl'_lk. 1(l,-.;) + sin("‘-‘ﬁi_ljé"lgh_]zl_l(yli-&)}

+ {cos("-10;-1)"7d,,_ e (li_l)+sin("“lé’i_})"‘ld“_lll_l(l,'_1)}

{eos0)'g, (0)+ sin0)'s,, (0) |

_ Z/O’ [a(t) P +Ea(t) - ‘gal d's + F(1)-"p(lng)
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On opere ensuite une intégration par parties:

Pour tout t € [0,T], trouver (‘r,'d;) € K, tel que: V('p,’g;) € 6K:(('r,"d;)):
ni

Z/{-— A =d AU — {'n + ') -Tpdis = 0

et on reconnait la formulation variationnelle des équations du mouvement (2.6).

2.4.3 Discrétisation en temps

Nous remarquons d’abord que la variété K, est indépendante du temps t, ainsi que
les espaces tangents éX;. Nous la noterons dorénavant K et ses espaces tangents
seront notés 6K.

Nous procédons maintenant a une discrétisation en temps du probléme variationnel
{P]. On se donne un pas de temps At et on écrit ainsi une suite de problemes
variationnels statiques o les dérivées temporelles de (‘r,'d;) [supposé suffisamment
régulier en temps), sont remplacées par des expressions approchées.

On se donne un entier N et un pas de temps

T
T = —.
A N

On note o

(7,d7) = (r.'d;)(n At),
ou n appartient a {0,..., N}. Pour tout n dans {0,..., N}, (r",d}) appartient a K.
On introduit 'opérateur

Loi,(ir,'d,)) = Z/O (s, 4, o) dis — FUE) el — Y‘/ if(is, 1) - 'r('s)

+5 ] (o0, 0+ sinCera, )
{cos(“=0i1) gy, (i) +sin(t0i0) g, (L)}

-+ {C'OIS(;""1 ei_l)ivld,! (l,‘..}) -+ Siﬁ("’_1 0,'._ )' ld L 1, ( ,‘_1)}

“1k,_4
{cos(%6:)'g,, (0) +sin(°0:)'g,, (0)} }

et on note

L3 = Lo(nAt,r",d7).
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Supposons maintenant n > 3. Nous emplovons la méthode de Houboldt, méthode
a trois pas, inconditionnellement stable (George [1985]) et nous remplagons donc
les termes du type ‘r" par I'approximation :

1 k .
R e :)1 n 51 n—1 + 4zrn——2 . 1rn—3}

A

On suppose ‘F de classe C% en temps et on écrit donc 'estimation :

un 1 TN i n- i n—-2 7,13
r—--—AtQ{‘Zr-5r1+4r — %
5AT 0, ., At“ . A ot )
_— n-— r‘ ) n— i f n— t
5 (Bt’* r) (8t6 r) + 5 (dt“ r) + At*e(At)

ou €(At) tend vers zéro lorsque At tend vers zéro. Nous remplagons donc le probleme
variationnel {P] continu en temps par la suite de problemes [P,]:

Trouver un point critique, dans K, de la fonctionnelle

Ln ﬁn 4 Ezzﬂts/ Hzrnll2 51 n—1 + 4irn—2 _ irn-——3} _irn

+ ZAﬂ Zzl”ll‘/ 22 + [=5°dr" + 4id2“2 W idz

i=1

ceci pour n supérieur ou égal a 3.

Nous devons élaborer une procédure d’initialisation particuliere pour les deux pre-
miers itérés (n=1 et 2). Nous suivons pour cela de la méthode développée dans
Glowinski & Le Tallec [1989]. Son principe est le suivant : on remplace les termes
de dérivées secondes en temps par une approximation de Crank-Nicholson (méthode
4 un pas, d’ordre 2, précision maximale):

1

[

~ Kt_?{irn—l +z n+41 ern} 1’2—1 9

et on recherche, non plus ‘r" mais une approximation aux différences centrées de
‘r™, soit
irn-H + irn—l + 2irn
4
On utilise ensuite un développement limité en temps a 'instant ¢ == 0 pour obtenir:

ian
r =

ainsi que

it =27 = 4R — 4+ 30 4 2A0).



156 CHAP. 2. APPROCHE GLOBALE

L'étape d’initialisation consiste donc en la résolution du probleme [P]:

Trouver un point critique, dans K, de la fonctionnelle
1 nt i 0
i i 12 i 207 il
Ai?z,uS/o 2I'r’||® = 4{'r + At'r]-'r
1=1

FIN B A A ) ) . .
+ 01 2w 2R — 4l + Ard))-
a=IAt =1 0

LY=L+

puis du probleme [P;!:

Trouver un point critique, dans K, de la fonctionnelle

T - S - - o
£ = L3+ INE Z’MS/ 20ef 4+ 40471 4+ 3% + 2A10) P
- =1 0

T R L i i 5 A3ia%) i
*Zﬁ?; ,11/0 222 + 4[-4'dL + 3°d% + 2A1°d)) - idE.

2.5 Résolution numérique pour le cas inexten-
sible

Nous avons réduit le probleme dynamique de départ & une suite de problemes sta-
tiques. Les procédures de résolution de ces problemes statiques ont été détaillées
au chapitre 2, partie A et nous ne les reprenons pas ici. Nous nous contentons de
présenter quelques cas tests significatifs.

2.5.1 Cas sans raccord: Poutre en rotation

Nous considérons le cas d’une seule poutre, de longueur L, reliée & un support fixe
par une rotule. Le chargement de la structure consiste, en pius du poids propre, en
un effort ponctuel appliqué a 'extrémité libre de la poutre. Nous imposons ’angle
de rotation de la poutre a la rotule:

dl(ovt) = .‘.3.%
d2(0,t) = —sin(®(t))e} + cos(®(t))ed

4=

ds(0,0) = cos(®(1))es + sin(B(t))es

avec:
Q(t) =Esit<2.5s
=%sit> 2.55

Le maillage de la poutre comprend 25 éléments. Nous avons effectué nos tests avec
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()]
~1

’ (1)

Poids propre

IARARARARAAARARARALA i

o,

FiG. 2.1 - Poutre en flexion - Rotation imposée

les parametres suivants:

pS = 1kg/m,

L =10m,

T=10s, At=0.5s,
a=0.1,3=0.

Nous avons testé notre algorithme pour quelques valeurs de la rigidité a la flexion
El ainsi que pour quelques valeurs de I'effort ponctuel F.
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F1G.22- EI=1000N xm* F=+1N
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FIG. 2.4 - EI=10*N x m* F = +100N

10
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2.5.2 Poutres en flexion

e Cas d’une articulation élastique.

Nous considérons maintenant une structure formée de deux poutres, de longueurs
égales L, chargée dans son plan, le plan (€7, €}), par son poids propre, dirigé par €.

a
y &3

Poutre 1 Poutre 2

B

Fi1G. 2.5 - Configuration initiale

Cette structure est articulée en B. L’articulation, d’axe e} a pour raideur x; =
10N x m. Nous imposons en outre l’angle de rotation de la poutre 1 en A:

1d1(0’ t) = Qg

1d,(0,¢) = —sin(®(t))ef + cos(®(t))el
1d,(0,1) cos(®(t))ed
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avec:

G(t)y=nmt

Enfin 'extrémité C de la poutre 2 est laissée libre.

Notre maillage est formé de 25 éléments par poutre. Le pas de temps choisi vaut
At = 0.05s. Nous avons effectué nos tests avec les parametres suivants, identiques
pour les deux poutres:

EI =700 N x m?
L =163m,uS =76Tkg/m

FiG. 2.6 - Charniére élastique - Temps [0;0.53]
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FiG. 2.7 - Charniére élastique - Temps [0.55; 1 5]
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s Cas d'une articulation libre.

Nous considérons une structure formée de deux poutres, de longueurs égales L,
chargée dans son plan, le plan (ef.e3), par son poids propre, dirigé par e3. Cette

€3
3
el
A C
& -
Poutre 1 B Poutre 2

Fic. 2.8 - Configuration initiale

structure est articulée en B. Nous considérons le cas limite ou 1’articulation, d’axe

€5, a pour raideur ~x; = 0. Nous imposons en outre I’angle de rotation de la poutre

len A:
ldl(o,t) = lel

'dy(0,t) = —sin(®(t))es + cos(P(t))es
1d3(0,t) = cos(®(t))e} + sin(P(t))el
avec:
O(t) =t

Enfin l'extrémité C de la poutre 2 est laissée libre.

Notre maillage est formé de 25 éléments par poutre. Le pas de temps choisi vaut
At = 0.05s. Nous avons effectué nos tests avec les parametres suivants, identiques
pour les deux poutres :

EI = 2000 N x m?

L=3m,uS =767kg/m
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FiG. 2.10 - Charniére libre - Temps [0.5s; 14]
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Partie C

Un probleme inverse






Introduction

Nous nous basons, pour cette étude, sur 'approche convective du probléeme dyna-
mique. Nous nous plagons dans le cas d’'une poutre de longueur [, encastrée dans
un solide rigide animé d'un mouvement de rotation caractérisé par sa vitesse de
rotation w(t), dépendant du temps, et nous considérons la solution

(0,0) [0;T) -V
1 — (01(, 1), us (., 1), ua(. ), ual(., t))

du probleme dynamique direct, avec:

‘,1 = {v & Hl{O,l],v(O) = 0}
Vo = {v € H*0,1},5(0) = 0.v(0) = 0}
1/:V1><V1><VQXV2

Nous nous donnons ensuite une partition réguliere de la poutre:

U [a] 1.4

ou les points ag et a,y ont pour abscisses respectives 0 et [ sur la poutre et nous
discrétisons en espace la formulation variationnelle du probleme dynamique direct,
ce qui nous ameéne, pour une vitesse de rotation w(t) donnée, au systeme linéaire :

M X, (1) + Clw) Xy(t) + K(w) X,u(t) = Flw) VYt € [0,T]

(1.1} [S,]
(1.1} [Sy] X,(0) = Xo

Xy;(o) = X

Dans ce qui précéde X, (t) est le vecteur des degrés de liberté provenant de la discré-
tisation spatiale du probleme dynamique direct. Nous notons N DL sa longueur.
Nous nous intéressons a sa dépendance vis-a-vis de la vitesse angulaire w. Sa défini-
tion est licite car le systeme [S,] admet une solution unique si certaines conditions
de régularité de w sont vérifiées, comme nous le verrons. Nous nous donnons ensuite
une fonction objectif continue

X :[0,7) - RVPE

qui représente une trajectoire désirée de la structure et nous cherchons 3 minimiser
la fonction

k=N
1.2 fw) = 3 IXul5r) ~ X5 ligoes

k=0
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qui quantifie I'écart entre X, et la trajectoire désirée, sur 'espace fonctionnel W des
vitesses angulaires admissibles, espace que nous préciserons plus loin. Dans ’équa-
tion (1.2), IV est le nombre de pas de la discrétisation en temps du systéme [S,].

Nous montrerons d’abord que la fonction qui a w associe X, est faiblement continue
sur W. Par un argument de convexité, nous en déduirons que f est séquentiellement
faiblement semi-continue inférieurement sur W. Nous conclurons a Pexistence d’un
minimum & }'aide du théoreme de Weilerstrass.

Discrétisation spatiale du probléeme direct

Nous introduisons les espaces fonctionnels:

Vi = {v e H'0,l],v(0) = 0}
Vy = {v € H?0,0},v(0) = 0,v'(0) = 0}

V=V xVxV,xl
Nous définissons ensuite une partition de la poutre:

M
[0.0=) {aj_1,a;] avecag = 0 et apr =1
=0

On définit alors un espace Uy = Upi x Upn X Uy x Up2 d’éléments finis. Les espaces
Up: et Uy2 sont définis de la fagon suivante:

- sur chaque intervalle [a;_,. a,}, les fonctions de Uy: appartiennent a Py([a;-1,a,]);

- sur chaque intervalle {a;-1, a;], les fonctions de Uy sont déterminées par leurs
valeurs en a;_; et a;;

— Un C CY([0, 11}
et:
- sur chaque intervalle {a;_;. ¢;}, les fonctions de Uy appartiennent a Ps{[a,_1,a;]);

— Sur chaque intervalle [a;_;, a;], les fonctions de U2 sont déterminées par leurs
valeurs en a;_, et a; et leurs dérivées premieres en ces points;

- Uy C CH{[0,1]).
On définit ensuite un espace d’approximation par:

V;L.k = Vhl x th X th X th
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tel que:
V., CV
Vi CU,

Nous donnons ci-apres les expressions des matrices élémentaires servant a construire
les matrices M. C(w). K(w) intervenant dans (1.1) ainsi que celle du second membre
élémentaire servant a construire le vecteur F{w).

On désigne par [; la longueur du segment [a;, a;41]. Les autres notations sont celles
du chapitre consacré a 'approche convective du probleme dynamique direct.

Matrice M

- -
By g 0 0 0
O B[Q'Q] 0 0
M =
0 0 B{373] 0
D O 0 B{4,4}
avec
T opS pSlZ b
3 6
B =
iy ¢Sl  pSl,
L 6 3 J
= i, pJIz 1
3 6
B2y = odl,  pdl,
L. [3) 3 B
13pS 11,2442,  _ 84ph-9p517 11p51,2 + ek _13pS5i,? + 2k ]
351, 701, 210 10 420 10
_ 84pI;-9051;° 13p51,%442pl, 1308517 oI _1pSL? pn
B 701, 351, 420 10 210 10
3] = 11p51,2 I 13 51,2 L{pSL,2 1402 4, (3051,2+14012 )
P2l el 13e0hT oD AN 2 2 !
210 10 420 10 105 420
2 2
135512 A _11p8L2 o, L(3eSUP+140h)  L(pSLP 41401 )
L 420 10 210 10 420 105 4
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13p3112+42p13 _84p]3—9p5i’,2 ll,t»SiJ2 . ol _13p51 2 I els
351, 701, 20 T 10 20 T 10
_ 840l-9pS1,° 13p51,2+42 013 13p51,2 by _1pSLE on
701, 35&'7 420 10 210 10
BI4 4] = .
{4, ) 5 2, 1 2
11,812 o 13pS0L,% oIy L(pS1,2 414005 ) _ L{8eS4 +14pl3)
210 10 420 i0 105 420
135517 Loel _105L% ol _L{(3pS1,241400)  L(pS1,7+14005)
L 420 10 210 10 420 105
Matrice Clw)
U By g B g
¢ = - Bj g 0 By
— B 3 —Bp 3 | 0
L i <
avec:
r _TpSwglJ _BpSwle _pSwgs’?"’ p5w31]2
10 10 190 15
_ 3pSwsly _ 7 pSwal, _ pSwal,? pSws .’32
—_ 10 10 15 10
B[1'2] - ol ! plzwql
. 3wyl 3W2
—,013'(,{)2 p13?.b2 r < - r 2
olzwyl plywq!
| —plaun plaw,  —=5+ s - |
7 pSwal, 3pSwal, pSwa’JQ p5w21J2 7
10 i0 10 15
3 pSwayl, 708w, pSw;t'J:z _ypwaQlL
B 10 10 15 10
(1.8 plawal plywal
2u 2
—plyws  plyws r— -
, phws!, elhwsl,
| —plhws plhws - = 5 ]
3 __ZGpSwllJ _9p5w111 _11p5w1512 13pSwy{,? 7
35 325 103 210
_Q;)S’u.rlfl _iZESpSwll_, __13;7511;1142 11 pSquJ?
35 33 210 105
Bpg =
! _.11,')Sw11,2 _13p5w31]2 _QpSwlila pSw1133
145 210 105 70
L 13p5w11_72 11 pSwllJ? pSw;ijs _2pSw1i13
210 105 70 103 E
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Matrice K{u)

On remarque que cette matrice n'est pas une matrice symétrique. Nous avons:

[ T
Buy | Bpa Bug | Bpa
By Bia 2 Bz 5 Biz.a
Kl =
Bz 1 Bz 2 Bz 3 Bz 4
Bany Blag Bia ) Blaaj
] l ]
avec: )
Bny = “Pq((w‘z)‘ + (w3)*)Mn + ESMY,
By = [0]
B[Lg] = 5(—’&05'1'1171112)7\’113
Bpa = pS(wz + wiws)Mis
By = [0]
B = p(l2 — I3)((w2)® — (ws3)?) + pJ MY,
B[stl = (11)3—{-101’(1/3)1\/113
Baap = p(ty — wyws)Mi,
By = pS{ws + wlwz) Mis
By = p(ly — I3} (w2 + u’lwz)tha .
3[3.3] = = pS((w3)2 + (wl)z‘)MéS + Pfa((wl)2 - (w2)2) 753
B{3,4] = PS(”‘@EH + wzwa)Mss - .0]2(—1131 + wzwst’ég
B[4'1] = [)S( U)Q +wlw3\) M13
Bugn = —p(ly — 13)(“’3"‘“)1“)“‘) MT;
Bz = pS(wn + waws)Maz — pla(2y + wyws )Mi,
Bugy = —pS{(w1)* + (w2)*)Mas + pla((w1)? — (w3)*)ME; + ELME,
ainsi que
y b bt
IRt
6 3 Lo
o8y, LT L2 11 L L
Moo= | B B H |- |1y oA s
200 20 30 20 2 2 12 12

+ ELM,



et
13, o, uL® o 18y s _& 1L
35 0 210 430, 51, 5, 10 10
?'% 125 lfé- _1;110 F _5% Bilj_ "116 _11_0
vV, PO, /] frad ¥ J N
A I CO A S R PR T S
41232 210, 108, 140 10 1013 570
3 1 H b2
—_ Ptk SN v = _— R _
420 210 140 105 10 10 30 15
12 12 6 6
LETY Oz .7
J J 3 3
SEFI Y S
s { ! i 1,
= | ¢ s 4 2
2 I ! 1
PR
JJ 1.7‘ 2.7 IJ
Second membre F{w)
Nous avons:
H ! i
F' = [ Bi|B|Bs|Bs| + &'F,
avec: . -
By = fiFy + pS{{we)* + (w3)*)F]
B, — p(Juy + (I3 — L)waws)Fy
B3 fg Fg == pS(LL’g-{-U"l'LUz)Fg - pIg(lUg ——’U}llUQ)Fg
B4 = f3 F3 - pS\—"I‘.LQ + w1u73)F§ -+ p]g(ii'fg + ‘l,l?l'wg)Fg
ainsi que:
.l
Fi “—Eé"gl]
~r __ 1 2 1/ 2 .
Fl = [g(—ZZJ +3.T21_7)7g(“33 ";"31‘21]”
L1 42 0,2
b S R N
Fy [2’2’12’ 12]
z r1 ‘ 2, o« 1 2 o F 1 3. 2y 17973 2
3 160(—2]!4-. 1—,30121]),63(-913 +3O,1f2é]),6g(-—3lj + 8xal; ),60\253 — 5z20,%}]
P (-1,1,0,0]
) ; .
Fe = [0,0,0,@70,O,fl(t)le(?f),f.g(t),M3§i),.7'”3(t), —Mz(t)j
Remarque:

Une étude sommaire de la matrice élémentaire de masse M? montre que ses douze
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valeurs propres sont données par:

" oI L pSlL, , SBp n \/f100p25§1§—600p21313 542000015 s+9oep?$2i§+40p2ijS2+52£§p2
12 i T 16 120
ol Iy + 251 n Si3p Vf’loop2i§1§~soop2i§13 5420 p213 I3 s+900pﬁsi’i?+4op2lgs2+s21§p2
12 7 T4 T 120 120
20160 [3+8401%p I34+2040 Sp 12 +20 SI% p+20 VA
168001,

20160 p I3 +84012 p I5+2040 Sp {2420 514 p-20 VA
168001,

13 22 F2 212 FILY A 25212 2162568216 42
SBp | /10002213600 o212 5+20 p°13 I S+900 p2 S22 +40 p2 13 52452 1%

pils  pSL L
5 T T T Tm 120

Si?p \/1 00 p? 1? %2800 p? l§ I S+20 p21; I, 54900 p2 52 lj +40 ,921'; §2 4520852

120 120

20160 p I; +840 p 121, +2040 Sp 12420 SI* p+20 A
168001,

20150 0 I +840 p 12 [, +2040 Sp 12 +20 511 p-20 I
168001,

kY o R~
& a2 |2

rﬁ
©
mt: (%)

avec:

A = 1016064 p*I2 — 56448 p? 1212 + 205632 p* 315 S — 4536 p* 111 S +
1764 11p? I3 + 8415715 S + 10404 p 12 5% 4+ 120 S21%p* + S212p°

Ces valeurs propres sont strictement positives dans le cas de sections circulaires
et rectangulaires, cas dans lequel nous nous plagons dans ce chapitre. Ce résultat
persiste si nous tenons compte des conditions aux limites dans ’expression de la ma-
trice élémentaire de masse. La matrice de masse assemblée M est donc symétrique

définie positive, donc en particulier inversible.
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Faible continuité

Nous commencons par démontrer le lemme:
Lemme 1.5.1 Si w appartient @ l'espace W = H3*(0,T; R®), alors le systéme :

M X, (t) + Cw) Xo(f) + K(w) X, (t) = 0 Yt € [0,T)

S

,
w
w

(0}
X (0} -

LS

}
N

0
0

admet une solulion unique, qui est la solution nulle.

Démonstration: Le systeme [S,] peut se mettre sous la forme d’un systéme du
premier ordre, en posant : ,

iy X, (t

}Ig(t) = [ = )

Xu(t)

On obtient ainsi le svsteme équivalent, de taille 2 x NDL:

AY, () + B()Y,(t) =0 Vit € [0,T]

[Soi
Y,(0) = 0
avec: . -
M 0
A=
0 Id
et: _ d i
| Clw) K(w)
B(t) =
Id 0

D’apres Pexpression des matrices élémentaires C7 et K7, la condition w € W entraine
la continuité de 'opérateur B(t) sur [0;T]. De plus, la matrice A étant inversible,
nous pouvons en conclure (Avez {1983]) que le systeme [S;] admet une solution
unique, qui ne peut étre que la solution nulle.

]
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Remarque: On démontre de la méme facon que le systeme [S, ] admet une solu-
tion unique si w appartient a 'espace W = H3(0,T; IR®)

Nous prendrons W = H3(0,T; R*) dans la suite.

Nous considérons maintenant une suite (w,), gy telle que
w, — w dans W faible.

Soit X, ['unique solution du systeme [S, |} et soit X, I'unique solution du systéme
[Sy]. Nous définissons la suite la suite (Y, ), pv par

Kl = ‘Xg{n - AXH
La définition de cette suite entraine que pour tout n, ¥;, est solution du systeme

[ MY.(t) + Clw) Ya(t) + K(w) Yo(t) = F(w,) - Flw) + [Clw) — Clw,)] Xy, (1)

1K) — K(w,)] X, (1)
Y. (0)=0
Y, (0) =0
Puisque

w, — w dans W faible

nous avons également
w, — wdans H'(0,T;IR?) faible.

Les théoremes d'injection de Sobolev (Brézis [1988]) nous permettent d'affirmer
que

w, — wdans C°(0,T; R fort
et donc
(1.3) V{5, k) €4{1,2,3}* (w,); (w,)r — (w); (w)i dans L*(0, T; R®) faible.
Enfin, par définition de la convergence faible, nous avons
(1.4) w, — wdans H*(0,T; k) {aible.

D’apres la forme des matrices élémentaires C?, K7 et du second membre élémentaire
F7, les convergences (1.3) et (1.4) nous permettent d’affirmer que

C(w,) — C(w) dans L(0, T; RVPY) faible
K(w,) — K(w) dans L2(0, T; RVPY) faible
F(w,) — F(w) dans L*(0,T; RVPL) fajble

t € [0,T]
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Nous allons démontrer maintenant le lemme:
Lemme 1.5.2

MY, + C(w)Y, + K(w)Y, — 0dans L*(0,T; RVPLY faible

Démonstration

Nous avons

) T
VYu € L*(0,T; RVPE) - / <Flu,)-Fluju>d — 0 n — 400

JO

et
YM e £}0,T; RNPY)

ainsi que

T
: / << Clw,)-Clu)y M >>dt — 0 n > +oo
8]

. T
YM € LE(O,T;BADLE) : / << Kl{w,) -K(w);M>>dt - 0 n— +o0
0

ou < .;. > designe le prodult scalaire usuel dans RVPF et ou << .

N .
prodult scalaire dans RYPL , & savoir

<< A B>>=

{i.5}=1,..NDL

Soit alors u € L*(0,T; RVPL). Nous avons

T . .
!/ <MY“+C('~—Q}Yn+K(w)YR;u>dtl
0

et donc

—F(w)u> dt l

+ _max  {|(Xu, )ill R
j {,i}=1....NDL

_may |X )JIIL"O(OTR) 2
yoamyd {1,j}=1,...,NDL

Apg By

T w“ .
/ <MYV, + Clw) ¥, + K(w)Yyu > di gs
0

i /OT{C{!,:'](M) -

T
| {Kpg(w) - K.

. >> désigne le

[.4]

T
[ < Flw) - Fhus> d |
0

T .
[ << Clw) - Clw); Xu, () b >> i i
0 TR

T
[) << K(uw) - K(w,); Xy (1) tus> di I



Le lemme 1.5.2 sera démontré si nous parvenons a majorer les deux quantités

(
y:zmaif(ml Dllpeor Ry

et

T y l
i:leLz'%l\DL“(Xﬂn )3 ilrt’«""(O,T;]R)

indépendamment de n. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 1.5.3 Il existe une consiante K strictement positive et indépendante de n
telle que :

A
jzgl_&}]{éDL (X, ) ”Loo(o,T;B)

<K
et Y
= e ey < K

Démonstration {du lemmme 1.5.3}:

On reprend les notations du chapitre 1, partie B. On définit 'opérateur

Z(t, (00, T)(1)) = (O, U )1, (O, U)(1)) + a0(t; (O, Un)(2), (€, Tn)(1))

ou {©,,1/,) est I'unique solution (voir chapitre 1, partie B) du probleme dynamique
direct associé a la vitesse angulaire w,. Nous avons

Z((0n. 0)(1) = Z(0.(0.T) +/¥~% (00, 0)(0), (01, Tn(r)) do

-2 [ 01(03(0,, 0 )(0). (0, U,)(0)) do

0
t t

-2 Mawémﬁwuﬂwémﬁww»do+-zj(ﬂxwxemﬁaw»da
D 0

ou I, désigne 'opérateur second membre du probleme dynamique direct associé a

la vitesse angulaire w,,, 'indice n rappelant qu’il dépend notamment de w,,. D’apres
Iexpression des opérateurs ag, a; et b (chapitre 1, partie B), on dispose des majora-

tions :

¢ N l

Ot f—ao(g;(@n,ﬁn)(a),(@n,Un)(a))da =2 [ ay(0:(0,,0,)(0), (0., U,) (o)) do |

G

= "/(,t max( max _ [(w,);(@a)el, max ((i,);1)(e) §(On, U)o)} do

ikef1.2,3} 7€{1.2,3}

+/0t max(_ max _|(w,)j(wa)el, max_ (1)) (@ D))y (O, Un)(o) s do

7.k€{1,2,3} i€{1,2,3}
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et )
1‘/-—2/‘b (O, Lf(aL(GmihﬂUDdal
< 25 [ max( mas, |(w, Ja,\jzm o) (00, U)ol do

ol a, O et v désignent des constantes strictement positives dépendant uniquement
du matériau et de sa géométrie, de sorte que l'on peut écrire

ey

| [ o100, Ta)(0), (02, Ta)0)) do — 2 [ 02(01(80, T )(0), (90, U)o o

-2 [ 06,0000, (00, 00N do | < 1Ml gy [ 10w T)(o) o

0

; /O 7 12 (b |
T /; “‘\Om Ln)(")&iv do X ma}‘&”-%ﬂ!i[lco(o'l‘;ﬂs)ﬁ !i j,kg}[?,};.'i} “ur ij(—-n)kiuLoo 0,7: ]H))

+ [0, T + 160 D))y} do

X max(lig-};—n%;[,oo(oyr;ﬁ}'l H j,kg?li?gﬁ} |(&71)j(£n)ki”LC’O(Q'T;B))

soit, en se servant de l'injection continue de H'(0,T; IR®) dans L>=(0,T; IR®) (Bré-
zis [1988])

—

- ¢ — .
I/ ——--ag (00, U23(0), (0, U o)) do — 2/ a1{0;(0,,U.)(0),(0,,U,)(c))da
0

/

2 [ Wo:(60.0,)(0). (0, T)(0)) do |
]

, ‘ T
< 2 max(e,7,1) max(l ooz s 12e oo e,) [ 2(0) 0

ol on a noté

= (0, T)()E + (6. Ta)o)

D’apres le chapitre 1, partie B, nous savons qu'il existe deux constantes striciement
p P » P )

positives a™ et 4* dépendant uniquement de la géométrie et du matériau et une
constante strictement positive A* dépendant de w,, telles que

20t (0. T)(1) = v [(0m U O + & (0 TD@IE = A (00, D)D)

Nous savons de plus qu’il existe deux constantes strictement positives §* et Ko,
dépendant uniquement de la géométrie et du matériau, telles que

Z(0, (00, T )(0)) < B 11(Om, Un) (O + (K2 + 3) (00, T) (O]

Nous avons en outre

|>/(p* (O, 0)(0)) do

< / (6, U)(0)i2 dot Cy + Oollwalleor
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ou (' est une constante strictement positive dépendant de la géométrie, du poids
propre et des efforts extérieurs appliqués a la structure et C'; une constante stricte-
ment positive dépendant de la géométrie de la poutre et de son matériau constitutif.

Enfin, nous disposons des deux majorations
3 < Cs mas(laenll gy 12 o )
et .
100, Tty < Cs [ 0(0)do
0

ou 3 et (4 sont deux constantes strictement positives ne dépendant que de la géo-
métrie de la poutre.

Tous ceci nous permet d’écrire
T
min(a”.7") ®() < CaCy max(lazall o g henluo ) |, @(0)do

T
+(1+ 2 max(a, 7, 1) max({fwall s o 7. 1) ll.wnllj,sm;m))fg P(o)da

+ ma‘X(ﬁg 1\() + C’% max(“u‘HHH:& OT Rs)? ”_nhIJ‘JQQI‘R))) (I)/O)

et donc a Vaide du lemme de Gronwall :

(1.5) Vi e [0,T] : ®(t) < Cs exp(T Cs)
avec
1
Cs = e {max (87, Kz + Cs max(f|w, || oTF)"l—"liHS(OTR))) (0)

+Cl -+ C2 H--r |H3(0TR)}

et |
Cs = ———7=(Cs
min(a*,y")

+142 max(a,7,1) maxu@numﬁ O R )

|H3(0 .R’y [T H3(0,T; JRB)

Puisque la suite (wy),.pv converge faiblement dans H3(0,T; R®), elle est bornée
indépendamment de n dans cet espace. D’apres {1.5), il existe donc une constante
positive K indépendante de n et de ¢ telle que:

vt e [0,T] [(©nT)t)Iv <K
(6, U)Wilg < K.
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Les théoremes d’injection de Sobolev nous permettent d’écrire
Vie [0.71¥s € [0, (0., Ta)(s, 1) S K
(0,,U.)(s.t)| < K,

ce qui acheve la démonstration du lemme 1.5.3.
5

D’apres le lemme 1.5.3, nous savons que la suite {Y,}, . sy est bornée uniformément
dans HY(0,T; RVPL). D’aprés le lemme 1.5.2, la suite

{MY, + Clw) Y, + K(w)Ya}, . v

est bornée uniformément dans L*(0,T; IRNDL). La matrice M étant inversible, on
en déduit que la suite {¥,} . pv est bornée uniformément dans H*(0, T} RNPL),

Il existe donc une sous-suite {¥;, }m.en qui converge dans H?(0,T; RVPL) faible.
Soit Y sa limite. Nous avons les convergences

Y,.. — Y dans HY(0.T; RV"Y) faible,

et

Y,.., — Y dans L*(0,T; RVPL) faible,

et donc
MY, + Clw) Y, +K(w) Y, — MY 4+ C(w)Y +K(w)Y dans L2(0.T; R¥PL) faible.
D’apres les lemmes 1.5.2 et 1.5.1, on en déduit que

Y = O0dans H2(0,T: RVP5).

Il reste & montrer que c’est toute la suite {Y,} _ pv qui converge faiblement vers 0
dans L*(0, T IRNDL) et non pas une simple sous-suite.

On raisonne par 'absurde et on fait 'hypothese
H] : 3w € HY0,T; R"PY), 3¢ > 0,tels que Vn € N, 3Im > n

> €.

/OT{M Y + Clw) Ve + K(w)Y,) - v~ dt

Ceci nous permet de construire une sous-suite {Y;,, }de la snite {¥,} vérifiant

T - .
Vn € N I / (MY, + C(w)Yn, + K(w)Y,,} u"dt ] > €
0
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Cette sous-suite est bornée uniformément dans H2(0,T; RVPY), on peut donc en
extraire une sous-suite {¥,,, } faiblement convergente dans H?(0,T; RYPLY . Soit

Y* sa limite faible dans H?(0,T; RVPL). On peut alors montrer, toujours d’apres
les lemmes 1.5.2 et 1.5.1, que

Y™ = Odans H*(0,T; RNPH),
et donc
Vue HY0,T; RMPY), Ve> 0,31 € N, V5 > i

T .
[ M, + C) Vi, + K@) Vi) udi | < 6

ce qui contredit 'hypothése [H]. Ceci démontre la faible continuité de I'application

W — H*0,T; RVPL)

w = Xy

Existence du minimum

La fonction
H*0,T;R"PHYy - R

k=N kT _ kT
X - E IX(57) = X(S)logmn

est convexe et continue sur H2(0,T; RVPF). Elle est donc séquentiellement faible-
ment semi-continue inférieurement sur H2(0, T; RN, Par composition, on en dé-
duit que la fonction

fw —- R

k=l kT kT
w - HX (w, —) — ( Nipwoe
2 N R

est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement sur W. Nous avons
donc le théoreme:

Théoreme 1.5.1 La fonction [ définie par (1.2) edmet un minimum sur toute
partie bornée de W.
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Conclusion

Au cours de ce travail, nous avons étudié deux types de problemes liés a des chaines
ouvertes de corps élancés.

Pour le premier type de probleme (problémes directs), le chargement de la structure
est une donnée du probleme et on cherche la position (cas statique) ou la trajectoire
(cas dynamique) de 'ensemble ou d'un point particulier de la structure.

Pour le second type (problémes inverses), on souhaite imposer une position donnée.
ou une trajectoire donnée, & un point particulier de la structure et on cherche le
chargement extérieur a imposer.

Pour modéliser les corps de la chaine, nous avons choisi des modéles de poutres, en
grands déplacements et en petites déformations. Nous avons envisagé deux grands
types de modélisations:

- Une modélisation, dite convective, ou les déplacements élastiques d’un corps de
la chalne sont mesurés dans un repere solidaire de ce corps, dont le mouvement
caractérise le grand déplacement rigide de la chaine.

— Une modélisation, dite globale, de type géométriquement exacte, ou le dépla-
cement global d'un corps de la chaine est mesuré dans un repére de référence.

Nous avons fait des hypotheses d’ordre géométrique et mécanique sur notre modele
de jonction:

- Hypotheése géométrique: Les articulations sont du type pivot ou sphé-
rique : les seuls mouvements relatifs possibles sont des mouvements de rota-
tion.

- Hypothése mécanique: Les articulations transmettent les efforts et les
déplacements. Nous supposons également que s’exerce aux articulations des
moments proportionnels aux rotations articulaires.

Nous nous sommes attachés a élaborer une formulation mécanique claire des pro-
blénies rencontrés et a leur donner un cadre mathématique.
Nous avons, dans certains cas, proposé une méthodologie de résolution numérique
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simple et efficace, méthodologie que nous avons validée sur plusieurs exemples tests.

Les contributions nouvelles de ce travail sont les suivantes:

- Approche convective

— Probléme direct

Pour le cas statique, nous avons élargi a un contexte tridimensionuel
I'étude mathématique et numérique réalisée par Fayolle [1987]. Nous
avons en particulier élaboré un modele mécanique de jonctions, effectué
I'étude mathématique et implémenté un nouvel élément de raccord de
poutres dans la bibliotheque Modulef.

Pour le cas dynamique, nous avons effectue I'étude mathématique d'un
probleme de jonctions de poutres élastiques animées de grands mouve-
ments rigides.

Probléeme inverse

Nous avons traité I'étude mathématique d’un cas simplifié de probleme in-
verse : le cas d’une seule poutre entrainée en rotation. Nous avons montré
qu’il est possible de minimiser sur 'espace des vitesses angulaires admis-
sibles, un critere concernant le suivi d’une trajectoire par l'extrémité libre
de la poutre.

- Approche globale

Nous n’avons traité, pour cette approche, que les problemes directs, sta-
tique et dynamique. Nous avons élaboré un modele mécanique de jonction
qui est physiquement réaliste et qui se préte bien a 'analyse mathéma-
tique du probleme. Pour le cas statique, nous avons ainsi généralisé au
cas de jonctions, I'étude mathématique de Mani [1987]. Nous avons éga-
lement élaboré un traitement numérique simple et efficace, valable aussi
bien en statique qu’en dynamique.

Les perspectives d’extension de ce travail sont, par exemple:

— Traitement mathématique et numérique de problemes de jonctions plus géné-
raux (jonctions plaques/poutres par exemple), ceci grace a I'approche globale,
qui nous parait trés fructueuse.

— Traitement de problemes inverses, ou de problémes de controle a l'aide de
I’approche globale.

— Traitement de conditions de raccord plus générales pour des problemes de jonc-
tion 1D/1D, avec en particulier la prise en compte éventuelle de translations
relatives.



- Géneralisation des lois de comportement utilisées pour pouvoir traiter le cas
de matériaux composites, piézoélectriques etc..
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Annexe A
Représentation des rotations
finies

Une rotation est une matrice 3 x 3, comportant a priori neuf composantes indépen-
dantes. Cependant, en tant qu’élément du groupe SO(3), elle doit vérifier siz condi-
tions non-linéaires, traduisant Porthonormalité de ses vecteurs-lignes (par exemple).
La recherche d'un paramétrage minimal - comprenant un nombre de parametres le
plus proche possible de trois - a donné lieu a de nombreuses recherches. On peut
dégager trois grandes étapes successives, correspondant a trois grands types de pa-
ramétrisation.

A.1 Angles d’Euler

vy

W
i}
e

[+

Fic. A.11 - Angles d’Fuler

Comme le montre la figure, on utilise, pour passer de la base (z,y, z) d’origine a la
base (z3,v3,23) finale, une succession de trois rotations, caractérisées par les angles
@, 6 et 1. La rotation finale est donc la composée d’une rotation d’angle ¢ selon z,
d’une rotation d’angle 6 selon x; et d'une rotation d’angle v selon z,. L’expression
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finale de la rotation R{&,8,v) est donc:

cos(¢') sin{(¢b) O 1 0 0 cos{¢) sin(¢g) 0
R(¢,0,¢) = | —sin(y) cos(y) 0 |-| 0 cos(d) sin(f) |-| —sin{¢) cos(¢) O
0 0 1|0 —sin(0) cos(6) 0 0 1
soit, sous forme développée:
cos{1)) cos(¢) — sin(yp) cos()sin(¢)  cos(¢) sin(¢) + sin{¥) cos(§) cos(¢)
R = | —sin{v)cos(¢) — cos(p) cos(8)sin{¢) —sin(+)sin(¢) + cos(1) cos(f) cos(¢)
sin{8) sin( @) — sin(#) cos(¢)

L’écriture de cette représentation est assez lourde. En outre, ce n’est pas une re-
présentation intrinseque: il existe d’autres conventions de représentation avec les
angles d'Euler, qui correspondent a un ordre différent dans la composition des trois
rotations mises en jeu {Goldstein [1980]}. En outre. lorsque ’on veut traiter numéri-
quement des équations ou interviennent des rotations finies, il n'est pas souhaitable
de faire intervenir des fonctions trigonométriques - et encore moins des produits
de fonctions trigonométriques - dans les formulations. Citons enfin un autre incon-
vénient de cette représentation : il est nécessaire, toujours pour des considérations
numeriques, de pouvoir passer facilement d’une matrice de rotation donnée a la va-
leur de ses parametres caractéristiques. Or il est bien connu que l'extraction des
trois angles d'Euler & partir de la donnée de la matrice de rotation n'est pas possible
pour certaines matrices - et qu’il existe des zones d’instabilité numérique pour ce
calcul.

A.2 Vecteur-rotation

Fic. A.12 - Vecteur-rotation

Soit R une rotation. D’apres le théoreme d’Euler-Chasles, il existe un unique vec-
teur unitaire n et un unique angle § tels que R soit la rotation d’angle 8 et d’axe

sin(t ) sin(8)
cos(®) sin(8)
cos(8)
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dirigé par n. Nous avons donc ici - contrairement au cas des angles d’Euler - une
représentation intrinséque des rotations. On montre que la rotation R admet les
deux représentations matricielles équivalentes:

(A6) R = 7d 4 300 g . L—cosll) o
: 0 0?2

et :

(A.T) R = ezp('0)

ou on a noté:

O =0n=[0,,0,,0,]

et:
0 -03 O,
¢ = 3 0 —@1
-0, ©, 0

L’equivalence entre les représentations (A.6) et (A.7) est notamment prouvée par
Argyris {1982].

Cette représentation, bien que séduisante par son caractere intrinseque, présente
elle-aussi des défauts. La relation liant une rotation donnée a ses parametres carac-
téristiques est trés non-linéaire - et les non-linéarités ne sont toujours pas algébriques.
De plus le probleme des singularités dans le passage d’une rotation a ses parametres
caractéristiques n'est toujours pas résolu. On peut méme montrer que, quelle que
soit la paramétrisation choisie, les singularités seront présentes si le nombre de pa-
rametres caractéristiques vaut trois ... C’est Pobjet du paragraphe qui va suivre.

Nous allons donner ici les grandes lignes d'une démonstration écrite dans Stuelp-
nagel [1964]. Le résultat qu’il énonce est le suivant:

Théoréme A.2.1 Il n'existe pas d homéomorphisme de SO(3) vers R>.

Démonstration: Nous savons (Berger & Gostiaux {1988]) que SO(3) est une
variété de dimension 3. Tout point r de SO(3) admet donc un voisinage U, ho-
méomorphe a un ouvert de IR®. S'il existait un homéomorphisme » de SO(3) vers
IR®, alors - par un théoréme dfi & Brouwer - A(U,) serait un ouvert de IR®. L’espace
hSO3))= |J R(U,) serait alors lui aussi un ouvert de IR® - et un compact, en
reSO(3)

tant qu’image continue du compact SO(3). Or, on sait que JR® ne contient pas de
sous-espace ouvert compact - d’ou la contradiction.
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A.3 Quaternions

A.3.1 Le corps des quaternions

On définit sur Pensemble IR?, les deux opérations suivantes:
9

1) (@8, 7,6) & (a,b,6,d) = (@ +a, 8+ by +¢,6+ d)
2) (0,8,,6) @ (a,b,c,d) =(axa—Brb—qyrc—b+d,
axb+Bxa+d*xc—vyxd,

axc+ Bxd+yxa—6xb,
axd—fxc+bxa+yxb)

Théoréeme A.3.1 Le triplet Q = (IR*, ®,®) est un corps non commutatif

En effet, {[R* &) étant un groupe additif, il reste & montrer que (R*, ®) est un
groupe non commutatif, ce qui est immeédiat. L'élément neutre de ce groupe est
(1,0,0,0) et U'inverse multiplicatif d'un élément non nul p = (po, p1, p2,p3) de Q est:

1
= 5 *
pi+pi+p5+p3

’

p

(Poz ~P1. — P2, '—Ps)

Le corps @ est appelé corps des quaternions. Il contient un sous-corps comrmuta-
tif Qg , formé de tous les multiples réels de I’élément neutre et qui est isomorphe a
R. 1l contient également un sous-espace vectoriel Qv , identifié a2 B>, formé de tous
les éléments de @ ayant 0 pour premiere composante. Tout élément p de @ s’écrit
sous la forme de la somme d’un élément pr de Qg et d’un élément py de Qv, cette
décomposition étant unique.

Cette identification nous permet d’ailleurs d’interpréter le produit de deux quater-
nions en utilisant le produit scalaire et le produit vectoriel usuels de IR>.

Nous avons en effet le résultat :

Théoréme A.3.2 Etant donnés (p,q) € Q2, nous pouvons représenter s = p @ q
sous la forme:
§ = 8p+ sy
ou:
SR=PR*4r— < pv,qv >
et
SV =Ppr*qv + qr*pv + pvXqv

< .,.> et X élant respectivement les produits scalaires et vectoriels usuels précités.
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On parlera dans la suite de partie veclorielle de p € Q pour désigner ’élément de
Qv associé a p.

Enfin, il est intéressant pour la suite d’introduire le produit externe (scalaire) sur
Q et sa norme associée || . llo: Si p = (po,p1,p2.03) €t ¢ = (go, ¢1. g2, ¢3) sont deux
éléments de Q. on définit:

4
<pg>o= Y pi*qi

i=1

et la norme associée:

HPM=¢%+ﬁ+%+%

A.3.2 Représentation paramétrique des rotations

Nous allons maintenant donner une représentation sous forme paramétrique des ro-
tations; pour cela nous avons besoin de définir une endoapplication de Q préservant
le produit scalaire sur Q. Cette application est définie, d’une maniére analogue a ce
qui a été fait par Le Borgne [1987], par:

plp,.): € — €

q—p(p,g) =p®qg@p!

ceci pour tout p non nul dans Q.

Nous avons alors le résultat immeédiat suivant :

Théoréme A.3.3 La transformation p(p,.) : Q@ — Q ainsi définie est linéaire,
orthogonale et son image est incluse dans Qv

En outre, en recherchant les images par p de la base canonique de @, on obtient la
représentation matricielle suivante :

<

My, = I+ T * (W oW + po * W)
He
ot [ est I'identité de IR* et ou:
0 —-p3 p2 0°
7 ps 0 -p1 0
W =
—pPz D 0 0
0 0 0 0

Enfin, posant Ir = 6,®€; (produit tensoriel) et F= Mp(pv,)—fg, nous allons pouvoir
donner une représentation des rotations dans IR’ ; en effet, nous allons prouver que
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F s’identifie, & un isomorphisme prés , & un élément de SO(3).

Nous savons déja que M, ) est une transformation orthogonale sur Q; on vérifie
facilement que ’on a aussi:

det(Mp(?‘,}) =1

On conclut alors en observant que 'application:

T: LR RY) — L(R®, R%)

M- PMP
avec:
60 000
0100
P= 0 010
0 0 01

b~

(IR?, IR?) avec:

est un isomorphisme de Lo(R*, R*) vers
L{R* R Y=(M e L{R* R*); My ;=0 j=1---4, M, =0i=1---4)

Nous devons maintenant donner une interprétation des coefficients d’un quaternion
en fonction des valeurs caractéristiques (axe, angle) de la rotation qu’il représente.
A cette fin, nous énongons sans le démontrer le résultat fondamental suivant:

Théoréme A.3.4 Soit § € (0,(2n+ )7 ,n € N, n € Qv tel que || n ||=1. Alors
le quaternion p = (po, p1,p2,p3) avec po = IR — (0) et

py = :t” P Hz@ x s1n(f) * n
2 *po
est tel que:
plp,w) =n

En oulre, py satisfait l'équation :

4% py — 4% || p il *pg * cos(8)— || p |Ig *#sin®(6) = 0

On trouvera les détails de la démonstration dans Reyes-Avila [1990].
Ainsi, le quaternion p = (po, p1. P2, p3) représentant la rotation d’angle 8 € [0, (2n +
1)={ d’axe n (normé) s’exprimera sous la forme:

po== | plo =cos(3)
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pv =% | pllo *sin(g) *n

la norme du quaternion étant arbitraire.

Les représentations courantes

Les quaternions fournissent une représentation intrinséque des rotations et ies non-
linéarités qui apparaissent entre une rotation et son quaternion caractéristique sont
algébrigues. Cependant, comme la norme de ce quaternion est arbitraire, un certain
nombre de paramétrisations ont été introduites, qui ne different que par la valeur

r

attribuée a cette norme [ou a la partie vectorielle du quaternion, ce qui est équivalent
d’apres le théoreme (A.3.4)]. Les trois principales sont :

1.

w

Parameétres de Rodrigues. Ce paramétrage a été introduit a 'origine pour
tenter de pallier aux défauts de la paramétrisation par vecteurs-rotations en
ce qui concerne le probléme des singularités. Au lieu de se servir du vecteur:

© =6n
on emplovait le vecteur:

0
@r = tan(«i)n
pour écrire I'analogue de 'équation {A.6). Cette paramétrisation cntre dans le
cadre des paramétrisations par quaternions. Il suffit de choisir @; comme par-

tie vectorielle du quaternion associé a la rotation, la norme de ce quaternion

valant alors T
cos(3)
Cependant le probleme de singularité persiste, notamment au voisinage de

§=m.

Conformal Rotation Vector [CRV]. Ce choix, introduit dans Cardona &
Géradin [1989], consiste a prendre pour partie vectorielle du quaternion le
vecteur: 0

0. =4 tan(z)n
La norme du quaternion est:

2

HP“Q:M

Parameétres d’Euler (quaternion unitaire). Il s’agit du choix de partie
vectorielle et de norme le plus simple:

L Y

0. = sin(g)n

ipllo=1
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Les deux dernieres représentations sont d’un intérét équivalent du point de vue du
probleme des singularités - et du point de vue du nombre de parametres utiles du
paramétrage. 1l existe cependant un algorithme trés simple d’extraction du quater-
nion unitaire a partir de l'expression de la matrice de rotation (Spurrier {1978}).

Remarque La représentation par quaternions unitaires n'est pas une représenta-
tion bijective elle non plus. En effet, il est facile de montrer que si le quaternion
g représente la rotation R, alors le quaternion —gq représente également la rotation
R. Nous avons déja vu qu’il était impossible d’obtenir une représentation bijective
de SO(3) avec trois parametres réels. On peut se demander s'il existe aussi une
représentation non bijective de SO(3) avec trois parametres, qui ne présenterait pas
de singularités et serait donc plus avantageuse que les quaternions. Toujours d’apres
Stuelpnagel [1964]. ceci est impossible: en effet, le sous-ensemble de R® contenant
les parameétres représentatifs devrait étre un recouvrement de SO(3) et il est connu
que les seuls recouvrements de SO(3) sont la sphére-unité de R* (paramétrée a
I'aide de 4 parametres) et SO(3} lui-méme.



Résumé

Nous nous intéressons, dans ce travail, aux chaines ouvertes de corps élastiques,
animés de grands mouvements rigides. Nous considérons deux types de problemes:
probleme direct ot on recherche les déplacements de la chaine a chargement connu,
probléeme inverse ou la donnée est une position ou une trajectoire de Pextrémité
terminale de la chaine et ou on recherche le chargement & imposer pour obtenir
cette position ou cette trajectoire.

Nous supposons que les corps de la chaine sont bien modélisés par des poutres
élastiques et nous étudions deux types de modélisations: une modélisation linéaire
(approche convective) ou les petits déplacements élastiques sont mesurés par rapport
a un repere flottant qui suit les mouvements rigides des poutres de la chaine et une
modélisation non-linéaire (approche globale) ou 1'on n'effectue pas, au niveau de la
formulation mécanique, de découplage entre déplacement élastique et déplacement
rigide.

Notre travail comporte la formulation mécanique et 'étude mathématique du pro-
bleme direct dans les cas statiques et dynamiques, ce dans le cadre de I'approche
convective et de l'approche globale, ainsi que I'étude mathématique d’un probléeme
inverse dynamique simplifié.

Nous avons en outre réalisé un traitement numérique simple et efficace du probleme
direct, ce dans le cas statique pour l'approche convective et dans les cas statiques
et dynamiques pour 1'approche globale.

Mots-clés: Elasticité linéaire, elasticité non-linéaire, poutres, grands déplace-
ments. jonctions, variétés différentielles, éléments finis, élément de rac-
cord, probleme inverse.



