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Introduction Générale

Cette thése a pour themel'étude des méthodes de Monte-Carlo accélérdes,
parfois appelées méthodes “Quasi Monte-Carlo”. Elle comprend trois par-
ties. La premiére concerne 'étude de la suite de Van der Corput et des
suites (na) en dimension un, la seconde donne quelques remarques sur les
suites de Halton a base variable avec permutations et la suite de Faure en
dimension supérieure a un, et la troisieme étudie l'intégration numérique de
fonctions péricdiques réguliéres par les suites A discrépance faible.

La méthode de Monte-Carlo, fondée sur la simulation du hasard, permet
le calcul numérique d’intégrales. Concréetement, si 'on raméne le domaine
d'intégration 4 [* = [0,1]°,s > 1, alors, on a I'approximation suivante pour
toute fonction intégrable f:

,\’
i
f(t)dt::—\—,_zf(xn) (dt = dty . -dt,) (0.0.1)
I :
n=1
oll X1, -+ .Xn, - sont des tirages indépendants d’une variable aléatoire de

loi uniforme sur /°. La convergence presque sire de 7%2,:':1 fixn) vers
[;+ f(t)dt est garantie par la loi des grands nombres. Lorsque f est de carré
intégrable, des théorémes de probabilité permettent de préciser la vitesse de
convergence: D’aprés le théoreme centrale limite (cf. {1]) lorsque ¥V tend
vers co: la variable aleatoire

\/_(—fon)-/ F(t)dt)

n=]

converge en loi vers une gaussienne centrée de variance o avec 0? = Var(f) =

[r:(f = [7. /)% et d’apreés la loi du logarithme itéré on a presque sirement:

N
hmsup Zn 1f(xn) Nf[’f =
Ne—so V2Var(f)N loglog N

et

‘mmfZ _,f(xn — Nt

= -1
N—x /2Var(f)N loglog N

Donc, Uerreur dans "approximation {0.0.1) est en O 1—°5-'—§—5—\ ;



En fait, pour certaines fonctions, on peut avoir la convergence (0.0.1)
en remplacant les suites random par des suites déterministes. Une suite
X = (Xp)n»1 a valeurs dans I® est dite équirépartie si pour toute fonction
f intégrable au sens de Riemann la convergence (0.0.1) a lieu (cf. [15}).
Les suites random sont des suites équiréparties trés particulizres possédant
bien d’autres propriétés. Il existe des suites déterministes équiréparties
qui permettent une vitesse de convergence plus grande que les suites au
hasard et des estimations effectives de 1’erreur facilitant les critéres d’arrét.
Les méthodes de “Quasi-Monte-Carlo” sont basées sur Putilisation de telles
suites.

Lanotion de discrépance permet de mesurer I’équirépartition d’une suite.
Soit X = (Xn)np1 une suite de points de /° et soit P un borélien de [°, de
volume | P}, on note A(P, N, X ) le nombre de termes de la suite X, d’indice
inférieur ou égal a N, qui appartiennent a P et on pose:

E(P,N,X) = A(P,N,X) - |P|N.

On définit alors la discrépance de la suite X par:

D(N,X) = %;gg [E(P.N,X) (0.0.2)

et la discrépance a l'origine par:

7

D' (N, X) = %;gg‘ {E(P, N, X)i. (0.0.3)

ou P, l'ensemble des pavés de la forme [1i_;[ak,bef,0 < ax < bp < 1 et P;
I'ensemble des pavés de la forme [[7_-,[0,b0x[,0 < bx < 1. Ces deux mesures
sont reliées I’'une a 'autre par les inégalités (cf. [16]):
D*(N,X) < D(N,X) < 2°D*(N, X}.
Alors la suite X = (Xn)ap1 est équirépartie si et seulement si
lim D(N,X)=0
Neoo
ou encore, si et seulement si

lim D*(N,X) =0
N—oo



Les quantités D(N,X) et D*(N,X) apparaissent comme des mesures de
Pequirépartition de la suite X.

Rappelons que, pour les suites random, on a presque sirement: {cf.

(2],[11])
V2ND*(N)

limsup ————= =

N—oo Vioglog N
donc presque sirement D(N) = O(,/_L,VS_.]" f° Ny,

L’intérét de la quantité D*(NV, X) est qu’elle apparait dans les estima-
tions d’erreurs pour le calcul approché d’intégrales, comme le montrent le
théoreme classique suivant:

Théoréme 0.1 (cf. [i6]) Soit f une fonction & variation bornée au sens de
Hardy et Krause sur I° et X = (Xn)n>1 une suite 4 valeurs dans I°, alors

N
1
|— n)— < V(f)D*(N, 0.0.
F L Sl = [ S(0a4] S VINDTN,X) (0.0.4)
ou V{ f) est la variation totale au sens de Hardy et Krause de f.

A part ces deux mesures de I’équirépartition, on utilise souvent les mesures
suivantes:

1. Soit 1 £ p £ o0, alors la discrépance-LP est définie par
DP(N, X) = Tff(/ IC(t, N, X)|Pdt)? (0.0.5)
i Ie

ou C(t,N,X) = E(P,N,X) avec Py = [[i-;[0.t.[. Lorsque p =
+00, DH®I(N, X) = D*(N, X). On s’intéresse souvent 3 D!?'( V. \),
appelée la discrépance quadratique et notée T(N, X)

2. La diaphonie de X est définie par: (cf. {33])

F(N,X) = (2;.-) (> !/ C(t, N, X)exp2ri(h.t)dt|*)7 (0.0.6)
Is
heZ+



La discrépance quadratique et la diaphonie sont liées par la relation
suivante appelée la formule de Koksma (cf. [12]):

1

2( 7 - v
N 0.7)
(27;-)2-9}?( ,X) (0.0.7)

N s )
TN, X) = (= S [[(1 - 2d) - )2 +
Nk:lj:l 2d

Pour la discrépance-L? et la diaphonie F{N,X) il existe des inégalités
du méme genre que (0.0.4) (cf. [32],[21]).

En dimension un, le meilleur ordre possible de convergence vers 0 de ia
discrépance d’une suite est O(Eﬁfi). En effet, pour toute suite X = (X, in>1

a valeurs dans [ = [0,1] on a D(N, X) = Q(l—"%ﬁ) (c'est-a-dire qu'il existe
une constante C telle que DIN X)) > C%ﬂ pour une infinité de N). Plus

précisement, W.M.Schmit {cf. [29]) a démontré que D(N, X) > D*(N, X} >
%‘%% pour une infinité de N. Il existe des suites dont la discrépance est en

O{’lﬁiy‘z). Une des plus célebres est la suite de Van der Corput définie par

@r = (¢+(n))n>1 avec r un nombre entier > 2 et

o]
_ n;
or(n) =3 S
1=0
oun=3YiZsnirt,n; € {0,1,---,7 — 1} est le développement de n en base

r. La suite ¢; a été introduite par Van der Corput en 1935 (cf. [30]). Le

meillenr ordre possible de convergence vers 0 de la discrépance quadratique

. . . , ) g N
T(N,X) et de la diaphonie F(¥, X ) d'une suite est O( fg . On trouvera
une présentation détaillée des résultats connus en dimension un au début de

la partie 1.

En dimension plus grande que un, on ne sait pas encore le meilleur ordre
possible de convergence vers 0 de la discrépance. Ce qu’on connait pour
4

la borne inférieure (cf. [16]. p.105) est en Q(UEHZ) (c'est le méme pour

T(N,X)et F(N,X)) et pour la borne supérieure en O(’Ll—"%vh—’)—s-)k Citons les
suites les plus connues.

1. Suite de Halton (¢f {01}

Soient 7y,....r, des entiers premiers entre eux deux & deux, alors la
suite de Halton o<t :1efinie par:

R ‘Orl(n%‘ . 1¢?,(n))n21-



Elle a une discrépance

- 1 s Ty IOg(T{Nv)
D ‘\Nw ¢1‘1,...,1’,) i 'N[H ———

=1

] dés que N > max, r;.

log r;

Cette estimation a été améliorée dans (14],{3] et [21]. Remarquons
qu'une famille de suites proches de la suite de Halton a été étudiée
dans [13].

. suite de Faure (cf. [4])

On définit une application de I’ensemble des nombres r-adiques de [0, 1]
dans {0, 1{ de la fagon suivante: si

m
T:
r=y —== 0<z;<r-1,z;€N
rﬁ-l
1=0

alors on pose

avec

¥ = ZC{I; {(mod r)
2]

b . 1! H o L S AV
ot €] = ~r=y. La suite de Faure est alors définie pour ¥ > 1et r
premier au moins égal a s par

Sk, = (¢-(n = 1),C(¢e(n = 1)), C*Hdp(n = 1)) nsa

et elle a une discrépance

D*(N,Sg,) < I r-1

)= W[Nogr}s(log N +O0((log N)*71).  dés que V > max, 7,.

Les méthodes de [4] ont été généralisées par Niederreiter dans [18] [19]
et {20].
. Suite (na) (cf. [16])

Soient a = {ay, .} un point de R® et a4, -+, 0, des nombres
algébriques tels que 1.a;. -, a, soient linéairement indépendants sur
Q, alors la suite

(na) = ({nag},- -, {nas})as



(o {z} désigne la partie fractionnaire du réel z), a une discrépance
telle que quel que soit ¢ > 0, il existe une constante C{a,¢) telle que
pour tout N > 1

D*(N,(na)) < C’(a,s)m

Pour les suites finies, 'une des plus célébres est la suite de Hammersley
qui est définie par 'ensemble des points:

(F+én(n) . 6r,y(n) pour 1<n <N

ol rq,...,75—1 sont des entiers positifs premiers entre eux deux a deux. Elle
a une discrépance

1 5y i log(riN)
SN < =] i ¢ 1
ity s NLH log r;

=1
Pour d'autres suites finies intéressantes, nous renvoyons a [17].[5] et [28].
: ) ) e

Le point de départ de notre travail a été1'étude de 'intégration numérique
des fonctions périodiques. Nous avons été motivé par un résultat de Nieder-
reiter sur les suites (na) (cf. théoréme 0.2 ci-dessous). Rappelons qu'un
point @ € R*® & coordonnées irrationnelles est dit de type 7 (pour un réel
n > 1) si:

inf{a € R{3C(a,a) > 0 telle que r{h)*(h - a) > Cla,a}} =y

Yy = min |t —-mipourt € R
(t) mig | | p

Alors, étant donné une constante ¢ > 0 et un réel k > 1 si £5(¢) divgne la
classe des fonctions périodiques sur [0, 1]* dont le développement dv bourier:

fix) = Z ey exp(2mih - x) 10.0.9)
heZ:

vérifie

lepl < crih}™* pour tout h # 0,



ol

r(h) = fI max(1, |k,

=1

)?

on a le théoréme suivant:

Théoreme 0.2 Sotent s > 1, a@ € R® un vecteur a4 coordonnées irra-
tionnelles, de type n < oo, alors on a:

1

1 N
v > fl{na)) - /{01]’ fit)dt = O(5) (0.0.10)
n=1 '

pour toute f € £F(c) avec k > 1 (souvent on prend o de type n = 1)

Dans la troisiéme partie de cette thése nous démontrons un résultat ana-
logue en dimension un pour les suites de Van der Corput. En dimension
supérieure a un, nous n'avons pas de résultats pour les suites de Halton et
Faure, et nous avons fait une étude numérique de la vitesse de convergence
pour quelques fonctions tests (cf. I11.2). La méthode utilisée en dimension

un {cf. IIL.1) repose sur une formule explicite pour la “somme exponen-
N~-1

tielle” Sy(h) = Z exp(2mihg.(n)),h € Z, qui est présentée dans la partie
n=0

[.1. En lisant les acticles de Proinov et ses collaborateurs ([26],{27]), nous

avons pensé que cette formule pouvait faciliter ’étude de la diaphonie des

suites de Van der Corput et nous avons effectivement obtenu des résultats

améliorant ceux de [26] sur lim sup y_,o %N_pj’ pour les suites ¢, avecr > 3
og

(cf. partie L1 et {31]). Depuis, H.Chaix et H.Faure {6} [7] ont obtenu une

formule pour limsupy_. NI;‘(J\IIV pour les suites de Van der Corput avec
og

permutations; cette formule peut se calculer exactement pour r = 2.3.4 et
de fagon approchée pour les autres valeurs de r.

Nous avons ensuite étudié la diaphonie des suites (na) en dimension
un. Ces suites avaient été étudiées par Proinov dans {22],(24]. En utilisant
les propriétés des fractions continues, nous avons obtenu des estimations
plus fines de la diaphonie et, en corollaire, de la discrépance quadratique
des suites symétrisées. Dans le cas ou a est le nombre d’or nous obtenons

lim suppn_, o Ni:};{ < 2.7380 (1'estimation donnée par Proinov dans {24] est:

lim suppy_ o %::Q% < 9.5036). Cette étude fait I’objet du paragraphe [.2.
0g



Dans la deuxiéme partie nous étudions les suites de Halton 4 base vari-
able avec permutation: nous montrons que les estimations déja connues pour
les suites de Halton classiques restent valabes, et nous donnons quelques
résultats numériques. Puis, nous présentons les résultats de H.Faure [4], en
essayant de préciser certaines estimations.

10
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Partie I

Les Suites a discrépance
faible unidimensionnelles

Dans cette partie, on étudie la suite de Van der corput et les suites {na).
Il est connu que le mejlleur ordre possible de convergence vers zéro de la

R , . . N , N

discrépance d'une suite X = (2,),»1 & valeurs dans {0, 1] est O{12E¥). Les
JONINT . . _ . ND(N. X)

spécialistes ont essayé de trouver la suite X = (z,)ny1 aveclimsupy_ o, —foi5—

le plus faible possible. Notons

) ND(N,X) . ND* (N, X)
X)=1l —2— et s$(X)=14 —_—
$(X) =limsup —2-5— et &7(X) = limsup ==
Pour la suite ¢, de Van der Corput, S.Haber {cf. [10]) a démontré en 1966
que
1 —
3log2
puis R.Bejian et H.Faure (cf. [3]) ont montré s(¢2) = s°(¢.). En 1981,
H.Faure (cf. [4]) a trouvé une formule qui permet de calculer s et s" ex-
actement pour une classe de suites de Van der Corput avec permutations,
contenant toutes les suites ¢, avec r entier positif quelconque, et il a obtenu
a aide de cette formule deux suites a,, o, (obtenues a partir de la suite &)
qui vérifient:

s°(s) = 0.48---,

0.375 < s(o;) < 0.38

et
1819

- ="  =(.223.--,
$(02) = e iTogra = 028
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qui sont les estimations les meilleures obtenues jusqu'a présent.

Le calcul de s et s* a pu étre fait pour d’autres suites, notamment les
suites (na). Y.Dupain, V.T.Sos et L.Rawshow ([1],[2],{25]) ont obtenu les
meilleurs estimations pour cette classe de suites:

1

— = 0283..-,
4log(V2 + 1)

iI;f s*(a) = s7(V2) =

et

. 1+v5 1
ualf.s(a) = s( 5 )= 5log(i)
2

=0.415---.

{ici s(a) signifie s({na)) de méme pour s*{a))

Sur la discrépance quadratique on sait que O(Eiﬂ) est le meilleur ordre
possible de convergence vers zéro pour les suites de Van der Corput et les
suites (na). C'est Proinov {cf. [20]) qui a2 montré que le meilleur ordre pos-
sible de convergence vers zéro de la discrépance quadratique et la diaphonie

: , N . o
d’une suite est O(@)‘ Les exemples connus de suites dont la discrépance
. log N - .
quadratique est en O(-”;E) sont obtenus en symétrisant les suites dont la

diaphonie est en O(l—of—v) En notant

v NT(N,X)
W00 =l sup ooy
, N’T*(N, X)
WA= TN
et
. . N?F}N,X)
f(X) = limsup ——"—

Neoo logN

on peut faire le bilan suivant, concernant successivement ¢,, f et t,:
Pour ¢;, on déduit de résultats de S.Haber (cf. [10]) et Sobol™ (cf. {26])
que:

1
!i((f)g) = m =0.240.--.

15



Proinov et Atanassov ont montré (cf. [24})

S(r4lliogr
ri-1

, SEr=2 i ¢ est pair
tl((pr) =
8riogr

si T est impair

Sur les suites {na) on a un seul résultat donné par Niederreiter en 1973
(cf. [17]):

{
: M 2 M
t < -
wa) < \j log{ M + 1)(1‘3&(&25) * 3log(M + 1))
ol a admet un développement en fraction continue: a = {as;a;, -, s,

avec a; < M,i > L.

En ce qui concerne la diaphonie Proinov et Grozdanov donnent en 1986
{cf. [23]) un résultat sur la suite de Van der Corput:

mr? - 1)

flo.) <
for) Jlogr

r> 2,

ensuite, Proinov a démontré avec Atanassov en 1988 (cf. [24])

2

f(92) = o
T 9l0g 2

Dans [27], nous avons obtenu pour r > 3:

i -1)

] Tz 2’
27logr

flo) <
{Nous avons repris les résultats de [27] dans le premier chapitre de cette
partie et précisé un peu cette estimation sous la forme:

e+ 12 -1)

flo.i < -
- 12r?logr

v

r > 2),

En méme temps. H Chaix et H.Faure (cf. [7],[8]) ont obtenu une formule
donnant f exactement pour des suites de Van der Corput avec permutations
et & l'aide de cetre formuie ls ont calculé f(¢,) pour r = 2,3,4 et ont donné
une suite S {obtenu par permutation a partir de la suite ¢g) telle que:

/15 < 1.451,

16



ce qui donne la diaphonie asymptotique la plus faible actuellement connue.

Sur les suites (na) avec & = [ag; a;, -, G, - - -] un nombre irrationnel tel
que a; < M,t > 1, Proinov a montré en 1986: (cf. [21])

fla) < (16 + 2—g—z)(M +1)7=22579 (M + 1)%

Dans le deuxieme chapitre de cette partie, nous montrons que:

3 4/M
M? 4+ 4M 4 WITEMAM) o
M ! ((l+\/1+4/M)2) ag2 .
fla) < TR < 5.496({M? + 4 M)
log( 5 )

o §{z) = 5% 75y et dans le cas du nombre d’or:

(1+a*)? +85(1-a)

7.496
—2a*log o <

fla) <

Pour t,, la meilleure estimation est donnée par H.Faure (cf. [9]) en
symétrisant la suite ¢,, il a en effet:

0.089 < t5(¢7) < 0.103.

Pour la suite (n(—'t;@)), nous obtenons:

1+V5
2

t((n( ))) < 0.7597.
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1 Quelques propriétés des sommes exponentielles
et des sommes partielles de la suite de VDC

1.1 Introduction

Soit une suite ¢ = (€, )n>0 a valeurs dans [0, 1]. Rappelons que la discrépance
quadratique est définie par:

.1.
T(N,o) (/ FC(N/N -t |? dt) (1.1.1
ol
CN,t)=Card{ & | &, <t,0<n <N ~ 1},
et la diaphonie, définie par:

_1.

20 N-1
1. ! 2 .
F(N.o) = v (2 ’;:1 = i E exp (2mih€,n) | ) : (1.1.2)

n=0
Remarque : La diaphonie donnée ci-dessus peut s’écrire ausst sous la
forme suivante {cf. [23]):

N
1
F(N.o) = (53 Z (€ — &a))2 11.1.3)

-

ol g(z) = n%(2z? - 2|z| + 3).
Notons que les conditions suivantes sont équivalentes {cf. [23}):
1. 0 = (£ )n>0 est équirépartie.
2. limy .o T(N,0) = 0.
3. imy—o F(N,o) =

Les quantités F(N,o) et T( v fr\, sont lides par la relation suivante. wppelée
formule de Koksma (cf. {171

/ N - 2z .2
T”’V L ! le/c 1 I 11:'\/ \\ 114
(ol =ly 2 73 50 (] ,U)/j : BRIy
T on=0

18



Nous nous proposons d’étudier F(N,o) et T(N,0) quand ¢ = ¢, est la suite
de VAN DER CORPUT en base r > 2, (abr. suite-VDC) définie par:

=94

ny
=0
ot n =32, n;r estle développement de n en baser, 0 < n; < r—1. Dans

1.1.2, nous donnons une formule explicite de la somme exponentielle pour
la suite-VDC, qui permet d’obtenir des estimations portant sur F(N, ¢, )
(I1.1.3), puis sur T(N, ¢,) (1.1.4). Cette formule sera utilsée dans la partie
IIT de cette thése. Dans 1.1.5. nous déduisons des résultats précédents des
estimations pour la discrépance quadratique de la suite de Van der Corput
symétrisée.

19



1.2 Formule explicite pour la somme exponentielle
L’objet de ce paragraphe est d’étudier l'expression:
N-1
Sn(h) = ) exp(2mihs,(n)), heZ. (1.2.1)
n=0

Notatlions:

1. v.{h) = max(t € N |r’ divise ) ol 7 et h sont des entiers > 0.

[usy

2. bm(h) = X Z exp(2rihn/m).

n=0
Remarque :

1. En notant alb si a divise b et a /b si a ne divise pas b. on a:
1. si m1!h.
Sm(h) = { 0, si o m fh.
2.u(hy<M-1 & M th & h#O0modr.

3o (hy>M & ™| h & A=0modrM,

Le lemme suivant, qui est la clé des estimations de Sy{h), se trouve daus
[23].

Lemme 1.1 :
. 0 st (h) < M~ L.
( 1 _ b Y —
St (h) { ™M, s ve(h) > M.
Autrement dit: S.m(p) = Mo ().

Le lemme suivant est classique, un résultat analogue se trouve dans {23].
Pour la clairté de 'exposé, nous en donnons la démonstration.

Lemme 1.2 :
Soient P = 0 mod M et 1 € Q < M guec m entier positif. alors

P+Q-1
Z exp(2mihe,(n)) = exp(2rihé.{ P))Sq(h).
n=P

20



e

‘3\‘ %‘J.ﬁ,

.‘ﬂy‘& %
K ﬁi&j \j}
e 8 ‘\"‘ i

© Dg “‘;‘/
) 5
\ﬁﬂﬂu A3

Démonstration : D’aprés 'hypothése sur P et Q, il est facile de vérifier
que

$e(P+n)=6(P)+6e(n),  VOSn<Q-1,

il en résulte:

P+Q-1 Q-1
Y ezp(2rihd (n)) = Y exp(2nihé (P)+ ¢.(n))
n=P n=0
= ezp(2rihé.(P))So(h)

La convention 3_!"' = 0 sera utilisée par la suite.

Corollaire 1.3 :
Soit a un entier positif ou nul, alors

2—1

aMih) = [Z ezp(2rihe, (krM)]S m(h).

k=0

S

Démonstration : Sia = 0, c'est évident. Si @ # 0 d’aprés le lemme 1.2

5

(k+1)rM
Samih) = ( > czp(Zﬂihg&r(n)))

=0 \ n=krM /

x
1]

3-1

= Zea:p(?mh(ﬁ),( Mﬂs m{h).

&
Proposition 1.4 : |/ Formule ezplicite | Soient
s N = Z?io n,r'
. N’ = Z::O n!ré
alors
"ur(h)”‘l
Sn(h) = erpvi N - N DS T eap(2mihe, (ke )
k=0
+erpm iy .‘n)rm(h)))er(h)—l}- (1.2.3)
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Démonstration : Posons:

alors

D'apres

Sn(h)

m = [log N?
logr*
Nt —1
Sn(hy = 3 ezp(2rmihe.(n)) (1.2.4)
n=0
m et T dednrten, et
+ > ezp(27ihd,(n)).
=1 =M,

le lemme 1.2, le coroilaire 1.3 et en remarquant N, = N,

= S...m(h)+ Z ezp(2mihd (nmr™ + -+ + n{rij)Sn__l,._x(h}

1=1
T —1
= ( e:cp(?rrihcb,(krm))) Sem(h) (1.2.5)
k=0
m Nim1—1 .
+ Ze:z:p(?rrihdor{N - Ni))( Z exp(2mihd.(kr' ") S -1 (h)
1=l k=0
m+1 i —1
= exp(2mihe (N — No_1)) Z exp(2mihe, (kr'~1))S .. (h).
i=1 k=0

1) Si v.{h) > m, il est évident que:

Sn(h) = N,

qui satisfait le (1.2.3).
2) Si v.(h) < m, d’apres le lemme 1.1 et (1.2.5),

Sn(h)

‘U'-(h)-i-l Nyo1—1
= Z erp(27itho N = Niy))( E exp(2mihe, (kr'"1))S, 21 (A)
i=1 k=0

n‘,r(h)—l
exp(2rithort N - N, (n))) ( Z ezp(?wihc’)r{kr“'(h)))) rer(h)
\ k=0 /
vrlA) ny.y3~1

+ Z ermltibia g N o~ Nur(h)—l)) Z exp(2rihe, (kr' ™ ))r !
=3 k=0
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Tiyp(h) =1

= ezp(2mihe (N = Ny m){r"® S exp(2mihg, (krvrth)y)

k=0
vr(h)} ' i1 | |
+ Z BZp(QFihqbr(nu,_(h)rv’(“))) }: exp(2rihg.(kr'=))r 1}
=1 k=0
n"r(,h)—l )
= ezp('27rih¢r(z'\/-er(h))l){,-vr(h) Z ea:p(?wihq‘b,(kr“'(h)})
k=0
vp{h)

tezp(2mihd,(n, (' ")) Y nior)
i=1

nu;(h)"l
= exp(2riho.(N - er(h))){r”'(h) Z exp(2miho. (kM)
k=0

+exp(2mihdy (ny, (™ ™)) Ny, (k)1 } (1.2.6)
d’ol le (1.2.3). <&
Remarque :
c v N, st vr(h) > m.
ibN(h}i - { 61‘])(27”}'&(0,(;\[ - lN'v,-(h)-—l))N‘Ur(h)-—l’ Si vr(h) < m et nvr(}” = 0.

Corollaire 1.5 : Sit = 2, alors |Sn(h)| est un entier positif on nulVh € Z.
log N

Plus précisément, si et m = [—1—0g—2], on a:
N, st va(h) > m.
ISv(R)f = ¢ 220 = Ny yo1s Si gy = 1
Nosihy=1» st vg(h) < m et n,, (1) = 0.

Démonstration : C'est une simple application de la formule explicite de
la somme exponentielle au cas r = 2. <

Corollaire 1.6 St N = 0 mod r*, avec k entier positif tel que . h1 < k.
alors,

Sy(h)=0.

23



Démonstration : Puisque v.(h) < k on a n, () = 0, et en remarquant

que ‘er(h)—l = 0,
Sn(h)=20

d’apreés la formule explicite de la proposition 1.4.

log V.
log 7 b

Corollaire 1.7 : Sotent h # 0 et m = | alors,
1ostny ny =0,

Sy (h) < rorthd — 1,
2. s n,,r(;l, ?/-' 0,

‘ r+1
ISn(h)] € ——r¥rh),

0
&~

|Sn(hj] < 221,

Démonstration : D’aprés la proposition 1.4,

1. si My (h) = O,U,-(h) > m,

[Sn(h}f = N
S Tm-H — 1
< el
si ny,(n) = 0,0:(h) < m,
ISnih)l = Ny (ny-1
S T‘L‘r(h) - 11

d’oti le {1.2.7).

24
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2. si nvr(h) ;ﬁ G:
a) si ’Nur(h)-—l = 0,

Rye(n)=1

Tb'r(h)l Z ezp(fZTriR(h)k/T){
k=0
Tvr(h)

sin(rR(h)/r)’

1Sn(h)l

I

En utilisant sin(7t) > 2t si 0 < t < 1/2, sin{7wt) > 2(1 —t)si 1/2 <
t<1l,ona
pur(h)+1

2R(h
TU'( )+1

2(r — R(h))
,,.ur(h)+1
<
- 2

Su(h) < si 1/r < R(h)/r < 1/2
SN <
sil/2< RMh)/r<(r-1)/r

(1.2.10)

b) si 0 < Ny (-1 < #or(#) /2 en utilisant la proposition 1.4 et le
résulta du a), on a:

\ por(i) Pvrih)
) < |
ISVl < mRme T T3
< THlwm, (1.2.11)

2

¢)si rr(W 2 < Ny (=1 < rvr(*) de méme que dans le cas b)

Tec(h)
ISn(R)] < 7B 3T exp(2miR(R)k/T)
k=0
+exp(2miR(h)ny (n)/T)( Ny, (1)-1 — rerlR) )

Tur(h) purih)

< (b)) Z ezp(2riR(h)k/r)| +
k=0

< rrr(h) pur(h)

SR T 2
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T + 1 TUw(h)

1
= TEl e (1.2.12)

- k)

2

d’ou de a),b) et ¢}

S

Snih) <
[Sn(h)] < 5
3. si r = 2, d’aprés le corollaire 1.5, 0n a

max{2”2(h) - 1,2“7(h)}

(Svih) <
< 21!2(/1)w

d'ott le {1.2.9).

<

Remarque : Le corollaire 1.7 implique: ¥4 # 0

{hi, sir=2.

Snih) < 1
S )l‘{ r;— [hl, sir> 3.

Ce résultat améliore celui de Proinov et Grozdanov (cf. {23}):

ISnthif<rh—1 our>2eth>0.
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1.3 Une estimation de la diaphonie de la suite VAN DER
CORPUT

Dans cette partie, on utilise les résultats pécédents pour estimer la diaphonie
de la suite-VDC.

F(N,o) = Z hi = Sn(h)|?

Lemme 1.8 Soit des entiers m et M tels gque m < M — 1, alors

CCLTd{ h l v,(h) =m et 1 < h < T‘M - 1} - (7‘ _ l),,.M—-m——l

Démonstration : Immédiate. &

Théoréme 1.9 Soit (@,(n))nno la suite-VDC en base r, alors, pour tout

N> 1:
1, sir>3:
r+1 (r+1) (r2 = 1)logrN
F(N, ¢, 3.1
or) V\/3 1r 12r2logr (1.3.1)
2. s1r =2
T log N
F{N. ¢, 3 1.3.2
(¥oor) < 513+ g (1.3.2)
Démonstration : [ suffit d’estimer:
Sn(h)i2
Z‘ "( )i (1.3.3)

log N
ogr

ot N = Y Z,nir. En notant m = | 1, (1.3.3) peut &tre développée

sous la forme

Syt |5N(h)|2
Z I = Z h2
h=1 h,0<ur(h)<m
|Sn ()}
hour(h)>m
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Comme v.(h) > m &= h = kr™*! k = 1,2,-.-, il résulte de la propositon
1.4 que

s lswE o w
/ 2 - 2Am+1)L2
hovr(h)>m h o ik
72
< —
6
Pour le premier terme de {1.3.4), on remarque que 0 < v,(h) < m = 3v €

{0.1,2,---}. 3k, avecl < k < r™+1 _ 1 tels que:

h=ovrmt &

d’olt
P R ; (m+1; , 5 .
|Sa(hjl? ~ ir — 1 ESN.(’UT‘m-rL + k)|‘)'
L 2 - pa— wptd .12
hO<ur(h)<m h »v=0 k=1 (LT N +k)
(m+1) 1 . ;
_ i %SN(k)EQ
xR

(m+1) ¢ , 5
=" ISnv{k)l®

+; 2 -——-(m.m+1 e (1.3.6)

car SN(vrm"'H-k) = Sy{k), ¥k € ZetYv € N. On va maintenant distinguer
lecasr> 3 etlecas r = 2.
1) Sir > 3. d’apres le coroilaire 1.7

b r+1 -
[Svirii g —=rM YA 0 (1.3.7)
Donc
(m+1) . {m+1)_ Y
’ 5 Hissihiit (4 1) ’"‘Z b p2er(h)
e = 2
h=1 ! 4 h=1 h
Notons, pour chaque entier !

\. {heN|v(h)=1}
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1l est clair que h € A si et seulement si il existe un entier ¢ > 0 et un entier
je{l,...,r =1} tels que h = r'(gr + j). D'ol:

rim+1) _1

Sn(h)|?
3 l—“ih(zl (1.3.8)
h=1
2 & 21
R D D -
1=0h€A(ﬂ[1 rlm+1)_q)
m—{
B (1’-‘- 1)2 m T ~ir-1
- Z Z Z(qrﬂ
(r+ 1) =&
< m+ 1)
- g;(qrﬂ
(r+ 1 &1
= ‘_—_" + 1)(2 k2 g-l T292
_ wz(r+ 1)%(r? ~1>(m+1)
- 24r?
< 2(r+ 1)¥r? - 1)logr¥N
- 24rllog T

Pour le deuxiéme terme de (1.3.6), en utilisant le corollaire 1.7. puis le
lemme 1.8:

! Sn (k)P
S T ey

(7‘+ 1 2 o0 rim+1) _3 rzvr(k)
4

L Y amem
e(m+1)_q

(r+1)? ve
= 4T2(m+1)2v2 Z i)

IA

_ mr 1) ) P2
T 94p20m+1) et
=0 ke A, (1,r(m+D 1]

_ 7’+1)2§:( 1yt

24,.2(m+1
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W2(r + 1)2 rm(rm+l
247r2(m+1)
mr+1)?

- 24r
il résulte de {1.3.4), (1.3.5), (1.3.6), (1.3.7) et (1.3.8) que

- 1)

(NF(N,9.))? =2 Z 'SN—(h)'-

T 2(7‘ + 1)2 ‘ “2(7' + 1)2(1'2 - 1)logrXN

< oA ,
( 6 24r 24riiogr
_ gl e+ 1) (r+1)P(rP - 1) logrN
= m(3 4 +
3 12r 12rilogr

2) Si r = 2, d’apres le corollaire 1.7

ISn(h) < 22M  wh#0 (1.3.9)
En utilisant le méme raisonnement que dans le cas r > 3, on a:
T Sn(R))? r?log 2N .
> =3 < STog 2 (1.3.10)
h=1
o 2ml -1 ISN(v2m L L )2 a2 o
E Z e TR S T3 (1.3.11)
Donc, de (1.3.4), (1.3.5), (1.3.6), (1.3.10) et (1.3.11), on a
. 1 log2N
NF(N,¢,))} < n%(3
(NF(Y,6.)) < 75 + o)
O

Corollaire 1.10 (Comportement asymptotique)

1)Sir>3,
lim su F(N,¢r) < m(r+1) [r?-1
N...cc.p \/Iog N - 2r V 3logr
2)Sir=2
. IVF(‘)VNbr) T
limsup ———=—= < =1.886.-.
N..mp Vieg N ~ 2/Tog?2
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Démonstration :
Ces résultats sont immédiats & partir du Théoréme 1.5. <&

Remarque :

Les deux résultats du corollaire 1.10 sont meilleurs que ceux obtenus par
Proinov et Grozdanov (cf. [23]), qui donnent:

1YSir >3,
limsupl—’v—{l(‘/\z—’d)"—2 < ol
N—co IgN = 3logr
2)Sir=2

. ]V F(]V, G_L),.) T
lim sup - <
Neso  /Iog N Viog 2
Mais dans le cas r = 2 Proinov et Atanassov (cf. [24]) donnent le résultat
le meilleur possible:

NFELN, ¢, :
limsup—f—'g—) - = 1.257 - ..

Neoo VIogN 3v/Tog 2

Corollaire 1.11 S5ir =72, on a:

.A’VF(A\[.OV-) . 2F’z(¢r) _ T

= = VYN >2 1.3.12
i[uz% \/Iogﬁ Vv'og 2 m oo ( 12)
Dot:
v mvIog N
F{N.0) € —egmme YN 22 1.3.13
(Yoo s V3log2N - ( )
Démonstration : oF
Pour N = 2 un calcul facile donne: - (%) _ _ 7

= et pour 3 <
Viog 2 v3log?2
N < 6, on vérifie, a l'aide de l'ordinateur et de la formule (1.1.3) que
NF(N,d;) < T

ViegN ~ /3log?

Pour N > 7, on vonitie tucilement que:
- log .V log N
B DA T (1.3.14)
A log 2 3log2
ce qui entraine {1.3.13 . »n utilisant le théoréme 1.9.
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1.4 Estimation de la discrépance quadratique de la suite de
VAN DER CORPUT.

Dans cette partie, on va utiliser la formule de Koksma:

T(N¢>2=(1 5 (6:(m) - ))2 - (5mFN.0 ))2
y @r N r T 5 » Pr

n=0

et les estimations de la diaphonie F(N,¢,) obtenues dans le paragraphe
1.1.3 pour estimer T (N, ¢,) dans le cas de la suite-VDC. Nous aurons donc
3 estimer le terme:

N-1

1 1
Bn(¢r) = = > (— - ¢r(n)) : (1.4.1)
N = 2
Lemme 1.12 : Soit
P(N) = Z o-(n), (1.4.2)
alors y
My _ T -1
P(r™) = 5
Démonstration : Immédiat. &

Lemme 1.13 : Soit a un entier, 1 <a<r -1, alors

g—-1

P(ar™) = g( +r™ = 1).
Démonstration :
ar™—1 a-1{v+1)rm-1
Z ¢:(n) = z Z ér(n)
n=0 =0 n=yr™
rma1
= ( S-‘ (25,-(’07‘ + k))
v=0 \ k=0
a-1
= Z rmée(vr™) + Z P(r™
v=0 v=0
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vooa, .,
= -+ (-1
2otz =1
v=1
a a-1
= -— 4. p™m Y
2( r T b
<
Proposition 1.14 (Formule explicite): Soit
(e )
N:Zn,-r, ould<n; <r -1
1=0
alors on a:
P(N) V+1§ ( 1) (1.4.3)
] — 4+ = ni{n;—-r— 1.4.3
2 o ‘
o
+ Z T’+l Ni—-la
=1
ou N; = Z;:‘.O n,r’ et N_y =0.
Démonstration : Pour faciliter la démonstration, on représente V > 1
sous la forme:
N=qr™ + @™ 4t qur™ o g™
ol 0 <my <myg < - < m,l €gy <r~1a=1--.1 et ennotant
Ny = 3"3-1q37™™? on va montrer:
P(N) & li: 1) L 44
. = — + — a—T —1 vl
{ 7 & )

[
+ Z Qa-lrmagl(br([\j - ‘Vo-—}}
a=7

golGa — 7 - 1)

I
l\«l/

_+_
S
= iM-

Mol

Ja-—-1T
pms-1

4
t
1l
3
-3
[
Q
il
»

(98]
(9%



ce qui est bien équivalent a (1.4.3).

On a:
I qrMitedqarT o dga M=l
P(N) = P(gr™)+ Y )
a=2 =g r ™ bgar e
ga—3rTa-l-]

é-(n)

= Plar™)+ Z Z Sr(qr™ + o+ gur™ + k)
a=2

=HWM+ZH%WM)
a=2
{

+ D dammT O (@™ 4 gar™e)

a=12
! I
= Z Plgar™a) + Z Joa1T o o (qr™ + -+ gar ),
a=1 a=1
d’otli, en utilisant le lemme 1.13:
%o Qo ‘
PNy = 3 S(F— L o 1)+ Y Gaert T b (@ e+ g™

a=1 =2

{
1 AY
+§_ZQQ(Q«&_T‘"1)
ra:l

=1
+an 1P G (g™ ™)
a=2
N 1<
= —+.—"an(qa—r"'1)
2 2r =
i H
Moo q3
+ un—l'i ! Z rm§+l
=2 A=«
N 1 ¢

, Qo Tt
T Z 93 rms+l :
B=2 a=2
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Remarque : : Comme H.Faure nous I’a fait remarquer, la formule (1.4.3)
est une version équivalente dun résultat de Proinov et Atanassov (cf [24]) sur
la discrépance-L! pour ¢,. On a en effet:

1
DW(N, ¢,) = / ;M ~ t|dt
0 N

ou
C(N,t)y=Card{ & | o-(n)<t, 0<n <N -1}

D’aprés H.Faure (cf. [4]),on a: t > _%v_l et par conséquent:

! Ci(N,t)

/ot—Tdt (1.4.5)
1 /N

= —[Z - p(N
N<- P(Y))

n; r+1—n, N._1
- NZ -

rl

i

DN (N, ¢,)

= RN(¢r)w
ou N = Zf;é nirt et N, = Z;.:o n,r? {(N.y = 0).
Dans la suite on va donner un résultat sur le comportement asymprtotique
de la discrépance quadratique de la suite ¢,(r). Ce résultat est da Proinov
et Atanassov (cf [24]). Puisque la démonstration n’est pas encore publiée,

nous en donnons une, obtenue grace aux indications de H.Faure avec [’aide
de D.Lamberton, en utilisant la formule explicite (1.4.5) ci-dessus.

Théoréeme 1.15 :
1) St r est impair,

. NT(Nrér) T2 -1
lim sup : =

= . 1.4.6
Ne—co log N 8rlogr (116)

2) Sir est pair,

NT , 2 -2
],imsupl (Ng) | 1747 (1.4.7)

Neoo logN = 8(r+1)logr’

Avant de commencer la démonstration, on a besoin d’un lemme qui va
étre utilisé dans le cas ou r est pair.
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Lemme 1.16 Soit la fonction:

i=1 11
S(Eos-..’fl_l):ZZE;‘E‘]WJ_‘, (148)
1=0 ;=0

ou ¢ € {-1, 1},4=0,...,0 = 1, alors quels que soient les ¢;, on a:

S(egy -+ vei_y) 2 S(=1), (=12, (=DN. (1.4.9)

Démonstration : Puisque
S((=1), (=1 (= 1))y = SU=1)"teo, (=0 Pasy, ey,

il suffit de démontrer que, pour k = 0,1,...,{ =2

SU=1)F e (= 1) " ler, - (= 1)€xv €k oo €o1) (1.4.10)
k ,
> S((=1) ey (=D erpr, 0 (= L)€kgrs 6ot €1m1).
Or:
5((_1)k€kv("1}k¢!6kv 7( 1 €k7€k"" E-l} (1411)
k 3-1 -1 , .
= Z (—1)“‘""' ir" . Z Ze, k TIeriT!
1=0 ;=0 i=k+1 ;=0
[ =1 )
+ Z €677
1=k+13=k+1
Mais
k 11 ‘ k -1
I ETEEERENS o
1=0 ;=0 =0 7=0
et
-1 &
POIDDEACI TN €fc(E( DFIr ) Z
t=k+13=0 1= lc«‘-l
> -€k+1(2(- ] Z
=0 1= k+1
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k i~1
car Z(—-l)""%’ >0 et Z —:— est du signe €,4; d’olt en changeant €, par
7=0 t=k+1 r
—€441 dans (1.4.11), on a (1.4.10). O

Démonstration : du théréme 1.15.

D’apres la formule de Koksma et la diaphonie F(N,®,) de la suite VDC,
on voit qu'il suffit d’estimer Rn(¢,) pour étudier T(N.¢,). On va donc
estimer N Rn(,).

Puisque

i =1 T+ 1-—mn, i1 -
rNRN{(dr) = Zni(—2—— - Z n;r’7t),
=0 j=0

on introduit la fonction de { variables réelles définie par:

-1 r+1 -z =1 .
A(zg,...,z,_l)=Zz,—(——_)—-—‘-zz]ﬂ—'). (1.4.12)
1=0 = 1=0

La fonction A vérifie les propriétés suivantes:
1. pourk=0,...,0-1
-1

dA(zg.....zi1_1) r+1 = '
( o -1} _ LS ZI].T]—!V _ Z 2R (1.4.13)
Jdzy 2 =0 i=k+1

2. La matrice des dérivés secondes de la fonction 4 est donnée par: — .M
ou M est la matrice symétrigue:

| 1 1
r ri-1
1 1
T L -2
r = (1.4.14)
! 1 .
PR
. ! ‘ . s Lo
On vérifie que e determinant de M est égale 3 (1 ~ —) et que,
r
puisque r > l. le~ ~ou~ Jdéterminants principaux de M sont positifs. 1l
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en résulte que la fonction A est concave. Et en résolvant le systéme

d’équations:
— 5 —k — s T+ 1 p
2oty o TE 4 3 et s om k=00 - 1(1405)
1=k+1
on voit que A(zg,...,7/_1) atteint son maximum au point (g, - .2]_)
r _
avec rg =7}, = — et z7 = ourl<j<i~1
) -1 =3 7 5 P J
3. Quand on fixe toutes les variables z; pour j # &, la fonction 7, ——
A(zg,....Tk,....Z(~1) est un polynome du seconde degré qui atteint
sOn maximuim en:
k=1
. : r -3 r4+1, .
= 2 Y‘l‘rjk er - 7 ] (1.4.16)
= 0 1=k+1

Puisque en ce qui concerne nos problemes, les n; sont a valeurs dans

{0,1,--+,7 — 1}, on va discuter selon les cas suivants.
) ) r—1
1) Si r est impair. en prenant n, = 5 on a:
'—‘r—l r+3 I
NRy(e,) = er" (1.4.17)
1=0

(r—l)(r+3) (r-l 1

: 8r 2(1_

(r=1{r+1)
8r

= | +0(1).

D’autre part, d’aprés la propriété 2) de la fonetion A{zg... .. Ij_y).ona

r—1 1‘-»11')
2 T2 2

, X r+3 -1 S or
= 5 Z( 1 - 2 ZT —51‘ ) = 1)

-1
= ol — +0(1)

r
A(nﬁs-"anl—ﬁ) S “‘(')'

-1
= I + O(1),
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qui entraine

NRy(or) <z L Lo, (1.4.18)

D’ol de (1.4.17) et (1.4.18) le (1.4.6) en remarquant [ — 1 < log N < [.
. L . ' .
2) Si r est pair, en prenant n; = 3 si t est pair et n; = % — 1siiest
impair avec { = 2k + 1, on obtient:

k 2p-1
1. r+2 1 .
NRn(¢r) = 25( raag Z n;r) (1.4.19)
p=0 =
k-1 p
1, r r+4 1
> -(5-1) =2
p=0 2 4 repT 1=0
Mais
.] - - e 21+1
= i=
N 1 rP -1 ro ¥~ 1}
T 2p2-10 oy )= TZP( r? -1
3 2 _1 (1 1 )
T o {r=1Dr-102 0 r 41
_ T 1
To2r4+1) 2r+ 1)1
et
1 & : Rinde roa
'fzp_foner = sz Z n, 7’ 2p+1 3"
J=0
B 1 1 N 1
To2(r+1) 2r+ 1) 2
_ 742 1
Co2(r+1) 2Ar+ )P
d’ou
VRwo) = SEEEL L L )
Py ‘N( T — 9 4 2(1’+' 1) 2(1‘+ 1)7‘2p —1 el

p=0

39



1 r r+4 r+2 1
+§)F(§"1)( PR e R TE g e
_ (rP+r+2) (r2 + 1 —6) o
(k+ 1) ST D) + k( ST 1) + O(1)
_ (ri4r—2)
RN(¢r (T +T"2)

V

Il en résulte que lim sup

Noco logN T 8(r+ l)logr’
Pour la majoration, on note E' = {§ — 1,Z} et d’aprés la propriété 3) de
ia fonction A(zg,...,zi_1),0n a
Alng,....ni—y) < max A(mo,ny, ..., nio1)

mo€EE

< max _A(mg,my,...,n-1)
mo,m1 EE

< ax A(mg,my,...,my_y).
mDvmlr"'iml-—leE ’

Donc pour majorer N Rn{¢,), dans la suite il suffit de considérer le cas o

ng,...,nj_; € E.

On peut alors écrire n; sous la forme:

n; =

avec g € {—1,1} pour t = 0,1,...,

en utilisant le lemme 1.16, on a

r—1-—g¢

T3+ ’if,r—l—e]

5 ) {

{ — 1, et donc en écrivant r.

=1
. rT—1-¢ . o
rNRn(4) = D ( s Y RIS
=0
_ f(r—l)(r+3)—4e,~—-l
=0 8
=1 14— \ \
I ) By et ML U RS U R L
1=0 y=0 4
(7‘— 1)(r+ l 1!—} r— 1) 1 i—1

8

3—wl
Sy s

1=0 =0
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r—l i-1 ‘ r_lllzl ‘ L=t
1 ZOG:ZOT‘J ZOZ(N EZZelqr
' 1= =0 3=0 1=0 =0
7‘2——2 l 1:=1
= I— —-—Z\_‘e,ejrj f+0()
i=0 ;=0
rt -2 2 i \
S [ 3 —S((_l)v(—1)~~(_1))+0(1)
1r2—2 [ o
= + 1
8 ST (1)
r(r® +r-2) \
= |——— .
B(r+1) to)
ou
SU=1 (=1 (1)) = —— (1 (‘1)1>
’ o TS ri
définie par {1.4.9). Donc
VRyloy) < 1ET=2 L o), (1.4.23)

8(r+ 1)

Dol de (1.4.20) et {1.4.23) le (1.4.7) en remarquant [ — 1 <logN <{. ©

Remarque : A partir du lemme 1.16, on peut obtenir |'égalité

NF(N
limsup (N da) _ _ T

Nesx VIogN = 3log2

donnée par Proinov et Atanassov dans [24].
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1.5 Estimation de la discrépance quadratique de la suite de
VAN DER CORPUT symétrisée
Définition 1:

Soit 0 = (€n)n>0 une suite infinie de [0,1], on dit que o est symétrique
st ¥n > 0,

£2n + E2n41 = 1.
Définition 2:

Soit & = (y,) une suite symétrique de (0,1}, alors on dit que & est en-
gendrée par la suite infinie o = (z,) si Vn > 0:

Tn = Yon ou Tn = Y2n+1l-

Lemme 1.17 [c¢f. [22]): Soit & une suite symétrique de [0,1] engendrée
par o, alors VN > 1,

1 .
(NT(N,5))* < (;nFn(U) +a)? + b2,

oun=[5], a=b=0,si Nestpareta= ﬁé‘ b=1 si N est impair.
Théoréme 1.18 :

Soit ¢, une suite symétrique engendrée par la suite-VDC en base r, alors
YN >2

1)
. - 1 (r+ 12 (r+1%*r*-1)logrN | ,
NT(N,¢,) < \/5 + o + o log 7 +1, sir >3
- 1 log N
NT(N,¢;} < S\3+ ;ggQ +1, sir=2.

2)

] Y 2 _
Hmsupw < rtl T 1, sir> 3.
N —oo \/Tog N 2r 3logr

N’T(N° ¢-1') < 1

lim sup —s——
N_,cop Vieg N = 2/log?2

~ 0.8005.-. | 1T =2
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Démonstration : En utilisant le lemme 1.17 et 'estimation de la dia-

phonie de la suite-VDC, on obtient directement ces résultats.

Remarque : Soit

. NT(N, )
C = lim sup ——————r—.

Proinov et Grozdanov (cf. [23]) ont obtenu la mnajoration:

1
og

C < ~ 1.201--- .

(3]

Avec le lemme 1.17, Proinov et Atanassov déduisent (cf. [24]):

€< —n
- 3ylog

~ 0.4000- .- .

[\

Pour la suite particuliére:
& = (92(0),1 = 92(0), d2(1), 1 = (1), -+,
H.Faure (cf. [5]) obtient:

029 < C <v0.11 =0.331--- .

S

Corollaire 1.19 : Soit o, la suite symétrigue engendrée par lu ~iuite-VDC,

alors
1) si N est pair,

2) st N >3 est impair,

- N
NTIN 6 < o[B8
"\ log3
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Démonstration :
1) Si N est pair, d’aprés le lemme 1.17, il suffit de démontrer pour k > 1
entier:

sup kF.(¢2) _ 1
e>1 m/Iog2k  /3log2

et cela équivaut a d’apres le théoréme 1.9:

(1.5.3)

]

Llgylogk 1 ioeor (1.5.4)
_\/ log?2 =~ /3log?2 o8 =F-

Par un calcul direct, on voit que ceci est vrai si

3 —4(7—l )2 log2
k > exp( i ) 2 38.1. (1.
Yt~
V/3log?2 log 2

Fi(¢,) _
T/log 2 T V3log?2
k < 38, on vérifie, & Paide de 'ordinateur et de la formule (1.1.3) que
kFe(#2] 1
mlog2k T /3log2

2) Si N est impair, de méme que dans le cas ou N est pair, d'apres le
lemme 1.17, il suffit de démontrer pour & > 1 entier:

0

n
wn
—

4

Pour £ = 1 un calcul facile donne: et pour 2 <

/
z(kafféz) +a)? + b

1
8 = ;
kgp viog(2k + 1} Viog 3’

et cela équivaut a d’apres le théoreme 1.9:

1 log k 1 ST -
- Fa)t 4+ b2 < log(2k + 1), 1.5.
(2,/3+10g27a) +6° < vl_ogB\/og( +1), (1.5.7)

qui est vrai si

1 og k
(\/l%)?{log?.k)—(a\/3+iZ§2+a)2—bz20 (1.5.8)
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Puisque c’est une fonction croissante en k et supérieure a 0.2 lorsque £ = 13,
d’olt (1.5.7) est vrai pour k > 13.

\/(Fl(¢2) +a)2+bz

1
Pour k=1lona il = par un calcul facile et

Vieg 3 Viog3

s . T 1
pour 2 < k € 12, on vérifie directement ——memee——u——— <

v/1og(2k + 1)

par 'ordinateur.

Remarque : Ce résultat améliore celui de Proinov et Grozdanov {22}:

NT(N,5) < 2/Tog M.
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2 Suites (no)

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on travaille sur la suite ¢ = ({na}),>1 et sa symétrisée
& = ({(-1)"*'{(n+1)/2]a})np1, olt {.} est la fonction partie fractionnaire et
« € R est un nombre de type constant, ¢c’est & dire qu'il existe une constante
C > 0 telle que

|hitha) > C, Yh € Z - {0} (2.1.1)
ol (.} est la fonction définie par:

. = min|. - t}.
() =min| -1
Dans la suite on notera C{a} la plus grand réel C vérifiant (2.1.1).

Rappelons {cf: [16]) que @ € R est un nombre de type constant si et seule-
ment si les quotients partiels de fraction continue de @ = [ag; a1, -, an, - -]
sont bornés, c'est a dire qu’il existe un entier positif M tel que:

angﬁf, nZl.

Dans [20] et [21], Proirov a obtenu des estimations de la diaphonie et de
la discrépance quadratique de ces suites en fonction de la borne supérieure
A des quotients partiels de o. Nous nous proposons d’une part d’affiner les
estimations de Proinov et d’autre part d’étudier plus précisément le cas oll
les quotients partiels sont constants, en particulier le cas du nombre d'or.

Nous donnons ausst une estimation sur la constante C(«) dans [.2.1.
Pour alléger les énoncés. nous nous limiterons a 1’étude du comportement

asymptotique de la diaphonie et de la discrépance quadratique de ces suites
et nous noterons pour r > 0.

o0 l
Sirho= ———
N
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Théoreme 2.1 Soit a = [ag;a1,as, -, -] un nombre irrationel dont les

quotients partiels sont bornes par un entier M > 0; on a alors:

limsu NEWN,9) (2.1.2)
N_.mp Vieg N L
1

1+v5.\

log(~——)
< 23445V M? +4M,

et

(VMZ¥4M + M)?S( a/M )

M? + 4M +
‘ 4 (1+/I+4/M)?

IA

NT(N, 5) (2.1.3)

lim sup ——ze=e-
N-oop Y ng N

(VMTT 1M + M)? s 4/M

1 |
< e M2+ 4M + )
= e 2
W\/log(l-{-\/g)% 4 (1+ V1 +4/M)
2

< 0.7463V M? + 4M.

Remarque : Dans [21], Proinov donne les résultats suivants:

. NF(N,o) [ 22
ki —_——— < (M +1 16 + —) =4,751814...(M + 1),

N~

N rsd' 16 2
T3 ey (5 +73) = 1512549...(M + 1).

li
Il\’ln—?:op Viog N 3
) NF(N,o)
Rappelons également {cf. [21]) que pour toute suite o, on a lim sup ——=— >
PP g (21]) quep mSup ey
1 et Lim su NT(N. o) S 1
68 N_.oop Vieg ¥ T 214

Dans le cas ou les quotients partiels de a sont constants, les résuitats

peuvent étre précisés sous la forme suivante:
Théoreme 2.2 Soit o = 0:a.---,a, -] un nombre irrationnel a quotients
partiels constants.
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1. Sia>2 ona:

NF(N,o) < Vil+a4)t + 5(1 - a)

lim su 2.14
N_*cop vTog N - ay/—~loga ( )
o NIV, T F S
1}51_?:,? Vviog N s Tay/ —loga (2.15)

2. Sia =1 (a est alors égal au nombre d’or: o = @)

) NF{N.,o 1+ a%)s 4+ S(1 —
limsup YLV 0) V1T )+ (A —a) oy gagy (2.1.6)
N—oo \/log JV v/ =2 Iog «
NT(N. &Y /(1 S+ S(1
limsup b0 VAT QTS0 o6 a0
Neoo V10g:V Tay/-2log a
Remarque :

1. L’estimation de Proinov donne, dans le cas du nombre d’or:

NE(N,
timsup L 9) g 2036,
Neso IogN
 NT(N,5)
lim sup '

N o VIOg x;

2. Pour la suite symétrisée & de la suite de Van der Corput, H.Faure a
obtenu dans [5]:

< 3.0250.

02983 < lim sup L&)
N—oo VI ;

Les démonstrations Jes théorémes 2.1 et 2.2 seront données dans la
troisieme partie de ce cnapitre. la deuxiéme partie étant consacrée a quelques
résultats préliminares

< 0,3317.

48



2.2 Résultats préliminaires

Dans toute la suite, nous noterons (z) la distance du nombre réel z 4 l’entier
le plus proche:

z} = miniz - t|.
{z) mip | |

Nous nous appuierons, comme Proinov, sur le lemme classique suivant:

Lemme 2.3 (cf. [12], Chap.7). Pour tout nombre réel § et pour tout entier
n>1:

n
| Z ¥ %1 < min(n

L
k=1 - ’ 2(6)

De ce lemme on déduit immédiatement I'inégalité: F2(N,o) < 2Gn{0o) ot
Gn{o) est définie par:

)

é’i 1 1
— " b I8 hay
Les estimations de F{N,o) seront déduites de ’étude de Gn{o).

Nous allons maintenant rappeler quelques résultats classiques sur les
fraction continues. Soit a = [ag;ay,a2,**,@n, -] un nombre irrationnel,
on introduit les suites (pn)n>-1 et (gn)n>—1 définies par:

Patl = Gn1Pn +Pn-t, 120, p_y =1, po = ag; (2.2.1)
et
Gn+t = Cn+ifn + qn~i, N 2 0, g1 = 0-, do = 1. (222\)
' p'\ Qn—l . ‘
On a alors pour n > 1 — = [agiaq,a2, - ,an] €t , = [0;an, - ,aq).
gn n
Dans la suite, nous noterons:
ta = [05an, -+, a1], (2.2.3)
et
91 = qnlgn@ — pal. (2.2.4)

Nous utiliserons les proprietés classiques suivantes: (cf. [12], Chap.10)
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1. Pour go1 < h < ¢q:

(ha) > {gn-10). (2.2.5)
2. Pourn> 1:
ja - 22 < - (2.2.6)
dn dndn+1
3. Pourn > L.
Padn-1 = Pao1dn = (=1)"1, (2.2.7)

4. 5im < a; £ M pour tout 7 > 1, alors pour tout n > 0:

m+\/m5+4)n_1 < M+\/M2+4)n

< ( —————— 2.8
5. Sim € a; £ M pour tout ¢ > 1, alors:
limsupén, < [Oim,M,m,M,.--. m, M, ] (2.2.9)
N=—tO0
_ 2M
T mM 4+ VmIM? +dmM’
et
ligx_x}gf&n > M,m,Mm,---.m, M, (2.2.10)

2m
mM +vVmiM? + amM

Remarquons que pour n > 1, |gha — pa| < a—‘: < 1 et par conséquent:
n = gn(gna).

Dans toute la suite nous supposerons ap = 0, de sorte que a €]0,1[. Soit
T la transformation définie par:

T(z)= 1. [i] pour z €]0,1].
z T
Alors on a:

T([0;a1,a2,...,8n,...]) = (082,83, ... ,8n,...] (2.2.11)
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et

1
1 Gn-1
e —— + —
I™(a) * gn
Cette formule est utilisée par H.Jager dans [13], qui renvoie & [14]. Elle se
déduit facilement de la démonstration du théoreme 2.4, p.253 de [12].

6, = T (2.2.12)

Proposition 2.4

1. Soit a un nombre irrationnel g quoiients partiels bornés par M, on a

alors:

liminf 0, > ——— (2.2.13)

n—oo = M'2+4M o

2. Dans le cas particulier ot « = [0;a,-+-,a,--+}, a 2 1, on a:
. a N
nango()n = 1Ta7 (2.2.14)
_ 1
VoEey

Démonstration :

1) En remarquant que dn-]

n

= é'n. = [O;Gnvan-l»"'7a23al]v et Tﬂ(a) =

(0; Gnt1,ane2,.- ) = [ , et en utilisant la formule (2.2.12), on

Qr41; Gng2y .- ]

a:
gni{gna) = 6, (2.2.15)
_ 1
(@415 8ns2, .. ]+ 6n
1

v

M1, M.1,.. 1+ 6n

_ M+ VM2 4+4M
2

car [an+1; Gnt2, .- S{MILM L) = . D'ou
liminf6, > 1 (2.2.16)
n—co  ~ (M;1,M.1,...] + limsupé,

Ty OO
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1

D e—— e s
T M+VMTraM  VMI+aM - M
2 ™ 2

1
VM?T{4M

2) Conséquence immédiate du fait que 7"(a) = a et du fait que lim, .o n =
a. <

Le lemme suivant permet de passer des estimations de F(N,o) & des
estimations portant sur 7(N,d).

Lemme 2.5 (cf [22))
Soit & la suste syméirisée d’une suite o, alors pour tout N > 1, on a:

(NT(N,8) < (znFu(0) + )" + 8%,
], a=b=0, si N est paireta = 271/-5 b= % si N est impair.

Pour terminer, nous énongons un lemme qui se trouve essentiellement
dans [20].

Lemme 2.8 Pour tout réel X > 1:
12

1 1
— minfl Yy <L .
:L; . 72 ™M ¥y € XNC(a)

(2.2.17)

Démonstration : ( La méthode est la méme que dans [20] )
Soit (z; )j>0 une suite strictement croissante de réels telle que zo = X.
On a:

1 . 1
hgxﬁmln(l,m) (2.2.18)

21 . 1
s ;zz > mia(l gras)

J-1 ;1 Sh<z;

Notons A; ’ensemble des réels de la forme (ha), avec h € {z;_1,z;{. T est
clair que si z € A;:

z> S

Z;
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De plus, en remarquant que pour tous réels a et b

I(a) — (b)| = min((a + b}, (a - b))
(cf. [20]), on voit que:
Cla)

V:l:,yEAj,x;‘-‘y=>|:r—yi> .
2z

D’oti:

1
Z min(1, iN(ha )2)

z,_1Sh<z,

)

IA
™
E'

1], ————
L] Cla)
4N (kLY
z?

= &m0 pwcEy)
Par suite:

mm(l (2.2.19)

1
4N2(ha)2)
) 2’.2
g il NIty

‘é

Pour estimer la somme sur k£, on écrit:
0 $2_
Y- min(1, i) (2.2.20)
= kINC(a)
2
I d
]
Z 1 + Z N?C'Z(a)k2
k2SkSgabmy  A>max(l,gabey)

. 2
z z;

1
J ——
NC(a) T NiC(a) X m
k=1+mx(l.[m])
T; 17;; 1
NC(a) N2C?(a) —
max(1, {5z

IA

IA

IA
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3273'
NC{a)

( la derniére inégalité est évidente si —=— NC( 3 < 1; dans le cas contraire elle

résulte de I'inégalité: |
(2.2.19), on obtjent:

z;
NC ( ] 2 SNC() ). En reportant dans !'inégalité

: T
< : (2.2.21)
L 7o ) S Wom & o N
et, si I'on prend z; = X2/:
1 3 — 2 12
min{1, —- ) < = (2.2.22)
hg;\’ h? "4 N2 ha)? XNC(a) = 2=t XNC(a)
<

2.3 Démonstrations des théorémes 2.1 et 2.2

Nos estimations reposent sur les observations suivantes:

Lemme 2.7
1) Soit @ = [ag:ay.az, -, -+] un nombre irrationel et soit n > 1. Si
h € [gn—1,gn[, 1l existe un entier r(h) > 1 tel que:

{Eh}=rﬂﬂ- (2.3.1)
in gn

Sih # b avec h.h' € [qu_y,qn[, on a:

rih) # r(A'). (2.3.2)
2)Sia=ap;l.l. . . ona, avec les mémes notations:
Gnot <h < yo = 2<r(h)< g —2. (2.3.3)

Et sih #h', avec h. W' - . q:l:

- = (k)] 2 2. (2.3.4)
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Démonstration :

1) L’existence de r(h) > 1 résulte du fait que p, et g, sont premiers
entre eux et du fait que h est inférieur & ¢,. Si h et A’ sont deux entiers
distincts dans [gn_1,¢n[, on 2 |h = A’| < gn = gn-1, donc (A — A')p, n’est pas
divisible par g,. Dot r{h) # r(h').

2) Dans le cas du nombre d’or, si on a |r(h) — r(h')| = 1, alors on peut
supposer, quitte a échanger les roles de h et A':

(h-h)pp,=1 (mod g,).
Par la propriété (2.7)
(h= k) =(-1)"""gny (mod gn).
Ce qui entraine selon la parité de n:
h-h =goy (mod ga) ou h—h'=gn - gnoy (mod gn).
Dans les deux cas on aura:
lh = h'| = gn-1 (mod ¢s) ou |h—h'| = gn = gnei (mod gn).

Ce qui est impossible car (h — A'| < gn = gn-1 = @n-2 < qn-1.
Un raisonnement analogue conduit &: 2 < r{h) € ¢, ~ 2 pour gn.q <
h < gn. o

Lemme 2.8 Pour tout entier n > 1:

Y e <28t i - )
gn-1Sh<qn <ha>2 - ot 0121-1 k=2 (kén - 6n5n+1}2 )

De plus, si a est le nombre d’or: on peut supprimer le facteur 2 dans le
membre de droite.

Démonstration :  On remarque, en utilisant (2.2.6), que, pour h €
[qys—MQn]:

hpn h

(ha) 2 <9n —9n9n+1
> (A
qn In+1

- (h_p_g __6n6n+1

N dn dn-1 ’
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Soit alors

n 1 hgn_ 1
H} = {h € [qu-lsqn] ‘ q—n < {%} < 5}’

et soit
n — hgn-1 1
sz{hE[Qn-hQnJi‘2'<{ }<l-—=}.
In n
On a, en utilisant (2.2.5) et le lemme 2.7:
S o (235
2 3.0
gn-1SAh<qn (ha)
2¢2 1 1
I
- 2 2 2
an—l hGH{' (ha) hEH{' (ha)

S 2%21—1 + Z + Z 1

1
: h 6,8, n nbnria
qn Gn-1 qn In—1

Du lemme 2.7, on déduit que si h,A’ € A} ( resp.h,h’ € H} ) avec h # k',
on a:

th h'p 1
(=) = (=) 2 —

4n Gn ‘Iﬂ7
De plus, pour h € H}|JH3:

(A 5 2
dn n
D’ou pour j = 1,2:
1 bad 1
<
heHD ((.’ﬁ) - iﬁ.my - ; Kk bnbnas )2
gn qn gn gn--1

o0

2 Ga-1 ‘
2y (Rbn = 8abnsr)?

et en reportant dans (2.3.3), on obtient le résultat annoncé.
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Dans le cas du nombre d’or, on remarque que compte-tenu du lemme 3.1
{hlgn-1 S h <gn}={gn-1 JUHT UHT et que, pour j = 1,2,si h,h' € H?
avec h # h' on a:

hpn
K gn ) ( an dn

De plus, si {""‘”’"} <1 s et h# qn_1,on a:

hps fn-1Pn, 2
(—) 2 (/——=)+—
In ( dn > n
_ 3
T ga
Donc:
- In-1
heZH;' tha kE=:1 ((2k + 1)6n — bnbns1)?
et
1 qn—-l
s & R i
,.Ez;;; (ha)? = :‘; (2kép, — 8pbny1)?
D’ou:
1 2 1 = 1 .
< qn- ('— + )
Qn-lg(m; <ha>2 ' 91?5"1 kgé (kén - 6n6n+1)2
- 1
Un raisonnement analoque dans le cas ol {quﬂ} > 3 conduit au méme
résultat. " O

Démonstration du Théoréme 2.1:
Comme nous l'avons vu dans la deuxiéme partie, on a:

FI(AV,U) < 2GN(U)7

=1 i 1
=2 R 4N2(ha) 7 (236)

h=1t



Dans la suite on va estimer Gy(c). On écrit:

Gw(0) = GY)(9) + GV (). (2.3.7)
ou:
) &t 1
GN (U) = hgl ﬁrmn(la 4N""""_2(ha)2), (238)
et
x\r =, h?' 4y 4N2<ha>2}. I
Par le lemme 2.6:
12
G«(z) < . 23
INACIRS NiC(a) (2.3.10)
Pour estimer Gx)(a'}, on écrit, grace au lemme 2.8:
n(l Nvie) < Z > hlz min{1, —-;—171——7) (2.3.11)
nvqﬂ-ISAVQn—1£h<q" 4N < a)
1 1
< Y = Y =
ngn_1 SN n-1 In=1<h<gn 4N2(h0‘>2
1 2‘131-1 1
< =)
< n,qESN gi_, 4N? (03_ Z (k6 6 SE
1 1
= vz ( + ) ).
N7 nfq,.}_:;gv 82_, ,;_2 (kén — 5n0n+1)2
D’ou:
o) 1 S ol i 1 -
10gN - log ; e “ N 2— P (kén — (sn6n+1:|2} L lad

1 — 1 1
S 1 .Y L L(ké‘ _6 671&1) )




)*~? d’aprés (2.8). Quand NV tend vers oo, en utilisant

car gqn-1 2 {

14+v5
2

(2.9), (2.10) et (2.13) la lim sup du membre de droite peut étre majorée par:

1 1 +§ 1 )
1 + s/!' hminfﬁﬁ lxmmfé2(k — limsup 62)°
lOg( n—o0 n—00
2
< 1 (M2+4M+(»/M§+4M+M) 5 4 )
+ NG 4 1(/1+4]M + 1)2
log( )
MZ+4M w2
< 2 a4 D
1+f 5
log(

2
< 5.4965(M? + 4M).

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.1.
Démonstration du théoréme 1.2:

La démonstration de ce théoreme est identique a celle du théoreme 2.1
jusqu’a (2.3.12) (sauf que dans le cas du nombre d'or, on peut encore di-
viser le membre de droite par un facteur 2). On utilise ensuite les relations
sujvantes:

lim 8, = ——
n—00 1+ a?
lim 6, = a,
n— oG
et
a+\/a7+ ne? 1
Gny 2 (———pg—— ) e 2
(a4
Dou:
INIG () 1 140, &
i < 2.3.13
lim sup log v~ nloga(( a )+l§2(ka—a2>2l )
1
= ——({1 H2 451 - a)).
_azloga(( tat) + 5 )

59



et dans le cas du nombre d’or, on a:

2 3
lim sup ——2N Gnla)

o e N (2.3.14)
— O a

1 VE+1,& 1
< ————=(5+( 23 =)
21og(1+2‘/5) = (k+——3'2‘/5)2
_ 1 V5+1, .
= —TT A G 2S((3 - V5)/2))
2log(—5—)
< 7.4966

car S((3 — v/3)/2) < 0.8460. Ce qui achéve la démonstration du théoréme
2.2.

2.4 Estimations sur la constante C(a)

Soit a un nombre de type constant. Nous avons vu, dans ce qui précéde
I'importance de la constante C{a) (cf. lemme 2.6). I est intéressant d’avoir
un nombre a avec C(a) grand. Nous donnons donc dans la suite quelque
résultats sur les estimations de C{a).

Rappelons que C{a) intervient aussi dans d’autres cas, par exemple,
pour estimer la discrépance quadratique de la suite (na) {cf. [20]), pour
estimer l’erreur de }'intégration numérique d’une fonction périodique par la
suite (na) {cf. [18]), etc.

Théoréme 2.9 Soit a = [ap;a1,82, -+, -+] un nombre irrationel dont les
quotients partiels du développement en fraction continue vérifient: m < g, <
M, 12> 1, oum et M sont deuz entiers positifs, alors:

2m
Cla) > — , (2.4.1;
R YRV vy S o
et c’est une estimation la meilleure possible. En effet sia = {ag;m, M. .- ,m. M, -],
alors:
2m
C(a) = m{ma) = {2.4.2)

mM + VmiM? +4mM + 2
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Démonstration : On prend ap = 0. D’aprés (2.5) et (ha) = (~ka), on
a:

Cla) = inf gn(gna).

D’aprés (2.2.12) pour n > 1

gn{gna) = 6
_ 1
[an+1;an+2y---] +5n.
Puisque
bn = [0j@n, - 4]
< [Om,M,m M,
< [05m]
_ 1
T om
et
[an+l§an+2,---} < [M;mﬂM~m’M""}
. mM+ vmfM? +4mM
h 2m ’
d’ol pour n > 1:
(qna) 2 =
W\ = M+ VmiME £ amM NE
2m m
2
= ________m______ (2.4.3)
mM + VmIM? + 4mM + 2
D’ailleur en remarquant que si m > 2, {a) = aetsim = 1, (a) =
min{a,1 - a}, on a pour m > 2:
{a) > [O;M,m,M,m,- ] (2.4.4)
2m

T mM 4+ VmiM? + amM
2m

mM + vVmiM? + 4mM + 2
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et pour m = 1:

<a> 2 mjn{[o;levMaly"']yl - [O;IanlvM,"']}

2
M+VMZ+aM+2

Dot de (2.4.3), (2.4.4) et (2.4.5):

C(a)

it

;121{) gn{gna)
Zm
mM + vVmiM? +4mM + 2

En prenant a = [0;m, M, m, M,.. ], on a:

ni{qa) = m(ma)
1
(Mim,M, -]+ 6
2m
mM + VmiM? «~ amM + 2’

2m

Cla) = e
@) = TV i+ 2

D’aprés ce théoréeme on a immédiatement:

Corollaire 2.10 Soit a = {ag;a.a,---,a,---], a > 1, alors on a:

2a
a?+aval+4+2

C(a) = a{aé) =

Remarque :

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.8)

(2.4.9)

1. Sur la constante C(a), Proinov (cf: [20]) donne I’estimation suivante:

Soit a@ = [ag,a;,4az,...] un irrationel tel que 1 < a; < M, 1 > 1, o

M > 0; alors

. 1
7 e ¢
Cle) 2 WM+ 1)
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2. Dans [13], l'inégalité (2.3):
1
Vo T4

attribuée par les auteurs a N.Obrechkoff et F.Bagemihl-J.R.McLaughlin
(ol 8, définie par (2.2.4)) entraine:

mjn(gn—lvensgn+l) <

. 1
C < —————,si M = sup{an,n > 3}.
(@ < 75 o J

Mais on ne sait pas si elle est la meilleure possible ou non lorsque
1<a, < M,i>1?
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Partie 11

Les Suites a discrépance
faible multidimensionnelles

1 Ladiscrépance de la suite de Halton généralisée
dans le cas s > 2

1.1 Introduction et notations

On estime dans ce chapitre la discrépance a !'origine de suites de Hal-
ton généralisées (& base variable avec ou sans permutations) par la méme
méthode que pour estimer la suite de Halton classique (cf. {17]). On obtient
une estimation de la discrépance du méme ordre, c'est & dire:

D*(N,S%r Ry = O(N~Y(log NY’), s2>1, n>1, (1.1.1)

oi STr1ER¢ représente la suite qui va étre définie plus loin, s étant la
dimension.

Dansle cas s = 1, d’aprés W.M.Schmit (cf. [17]) D*(N,X) = Q(N~{log N))
pour X = (Zn)np»; une suite quelconque. Donc la discrépance d'une suite
Van der Corput généralisée a le meilleur ordre de convergence possible;
H.Faure (cf. [8]), P.D.Proinov et E.Y.Atanassov (cf. [1] et [15]) ont des
résultats plus précis pour cette suite.

Pour s > 2, H.Faure a donné une estimation du méme ordre de grandeur
que (1.1.1) pour la discrépance a l'origine de la suite de Halton a base
constante avec permutations (cf. [9]); puisque l'on ne sait pas quel est le
meilleur ordre pour la borne inférieure de la discrépance {on sait seulement
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pour toute suite X, D*(N,X) = Q(N~'(log N)}) par Roth (cf. [16])) on
peut simplement dire que la famille des suites de Halton généralisée s a pour
I’instant le meilleur ordre de convergence connu. Rappelons que, pour s > 2,
on ne connait pas de suite X dont la discrépance vérifie:

D(N.X) _
et N-1(log N)* 0

Depuis H.Niederreiter (cf. [14]), on croit fortement que pour la suite de
Halton classique, O(n~'(logn)*), s > 2 est le meilleur ordre. mais jusqu’a
maintenant il semble que ce soit une conjecture trés difficile.

On montre d’abord un résultat sur l'estimation de la discrépance a
’origine de la suite de Halton a base variable avec permutations dans la
section 2, ensuite on donne quelques résultats expérimentaux sur les suites
de Halton & base constante avec permutations dans la section 3.

Soit U un ensemble fini de pavés tel que & € U, [0,1[°€ U. Quel que soit
P € P, on définit:

u(P) = min (1P2| = | A1), (1.1.2)
Py Peld el PLCPCP:
b = sup 6u(P) (1.1.3)
PeP,
et
by = sup Su(P). (1.1.4)
PeP;
On pose
Ay(N) = sup |E(P, N, X}|. {1.1.5)
Peu
Proposition 1.1 (¢f. [17], Chap. 1)
YD(N. XY < Au(N)Y+ Néy (1.1.6)
et
NDUN X)) < Au(N)Y+ N6, (1.1.7)
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Base variable et Suite de Halton généralisée
Soit 1 = ro, 7y, --, une suite d'entiers tels que r; > 2 pour ¢ > 1. Sion
note:

J
Ri=][]r, 21 Ro=1, {1.1.8)

t=2]

alors Vn > 0 entier, on a une représentation unique sous la forme: (cf. {12]}

o0
n=3 nR, n;€{0,1,...,741 —1} (1.1.9)
1=0

Notant R la suite (r;);>0. on parle de systéme de numération R-adique, et
la base R = (r,),>0 ainsi définie est une base variable.

Soit, pour chaque j > 0, UJR une permutation de l'ensemble {0,1,..., 7,41 —
1}, A lasuite Lg = (U}q)]zo on associe la swite de Van der Corput & base
variable avec permutations en base R = (r;);>0, notée SER et définie par:

0 Uan,
SER(n):Z—-J—L—J—), n=1,2,--. (1.1.10)
1=90 Rj+'l
Considérons maintenant s bases variables R} = (r})jzo, .. RF = (Tf)jzo, N

r*).>0 et posons: R = []'_, %, 1 < k < s. On suppose les R* premiers
1732 P 7 e=0 't pp 7

enfre eux au sens suivant:
pg.cd(RF R ) =1, YiLip>1letl<k <k <s. (1.1.11)

Si pour chaque £ € {l. -.s}, on a une suite de permutations SR =

(a?“ );>0, alors on peut definir la suite de Halton a base variable avec per-
mutations de la fagon suivante:

-

STa Cee :SSR‘(H),'“,SER’(H))ngl- (1.1.12)

1.2 Estimation de la discrépance
Lemme 1.2 (cf "/t ~.t 4 un nombre entier positif, alors

Card(k & = . ~im) 1<k<n}=(=] ou[=]+1
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Lemme 1.3 (cf. [13]) (Théoréme chinois)
Sotent ay,---,a, 8 nombres entiers. St mq,---,m, sont des entiers pre-
miers deuz 6 deuz, alors le systéme d’équations congruentes:

k=a;, (modm), 1<i<s
a une solution unigue modulo ™My X + -+ X My.

Théoréme 1.4 Soient SEri"Ta* g suite de Halton & base varicble avec
permutations définie dans le paragraphe 1, si elle vérifie:

ir}":O(N), 1<v<s, (1.2.1)
i=1
alors
ND*(N,S*rivErey = O((log ¥ )*). {1.2.2)
Si on suppose plus précisement pour tout k € {1,---,s} il eziste C} > 1 tels

que pour tout N > 1

N
Sorf < CiN (1.2.3}

=1
et 1l eziste By > log2 tels que pour tout M > 1

eBxM < RE (1.2.4)
alors

IOg N
By

+1)4s. (1.2.

[V}
(1]
—

.’VD.(A‘Y, SERI"'WEH’) < H(Ck - 1)(
k=1

Démonstration :
Si hq,---,h, sont des entiers positifs, on note P*(hy,--- ., As) 'ensemble

b
des pavés de la forme [];_,[0, -RTk[ ou, pour chaque k, bg est un entier tel
A

que 0 < b < R‘,Ek. Alors, comme le montre W.M.Schmit {cf. [17] page 3):
3
65 (hy, ) S 2 Or () (1.2.6)
k=1

70



olt P;(hi) est 'ensemble des intervalles de la forme [0, 1—2’:—[ It est clair gue,

hg
pour l €k < s
b3 < ! 1.2.7
Prlhe) S 727:: (1.2.7)
d’ou
~ 1
Epethy ) S 2 T (1.2.8)
k=1 "Rk
Donc d’apres la proposition 1.1
b « 5 1.
ND*(N, S S8 ) € Apeg oy + Y T3 (1.2.9)
k=1 hi
On va ensuite estimer Apegs, . 5 )-
On appelle pavé élémentaire de type (R,---, R*) un pavé de la forme:
S
U U 1
H€Tz?k"%[’ (1.2.10]
k=1 Px Pk

ol u; et px sont des entiers positifs ou nuls tels que u, < R’gk. On démontre
up up + 1.

k]
d’abord que quelque soit B = H [—k_’ —=7— |, un pavé élémentaire de type
= RPk RP‘:

k=1
(R',---,R*)on a
|E(N, B, §¥ Ty < 1, th2
Eneffet pour 1< n < ¥
SERE""'ERS(H) c B Pl

si et seulement si pour tout £ € {1,---, s}

up up + 1,
SERk(nEE[—R: , qu (1.2.13)
Pk Pk
Puisque on peut écrire
k k k
Uk ag | 9y Gp, -1 ,
I S AR D21
% k k
Rpk R'lc RQ Rm



avec 0 < af < iy, =0, pp— 1, et

of'(no) o' (my)

Sznk(n) - ORI; + Rg 4o (\1'2'15>
ko k
+Uﬁ—1{n?’k-1)+ i U,'R_1(ni—1)
k k
R, impep1 R

on voit que la relation (1.2.13) est équivalente 2 pour 1 < £ < s et : =
0‘. P — 1

o (n;) = af {1.2.16)
et (1.2.16) est vérifié si et seulement si, pour tout £ € {1,---,s}:

re~1
n= Y (oF)"Yaf)RE (mod RE). (1.2.17)
1=0

Donc d’aprés le théoréme chinois (1.2.12) est vrai si et seulement si n se

3
trouve dans une classe de congruence modulo H R;;* fixée, d’ol en utilisant

k=1
le lemme 1.2
N
|E(B,N,S%a-T80)| = [A(B, N, STa ey - 21 <
1—I/¢=1 RPk
- b
Soit P = [}]0, R: [ € Ape(sy,....h,)> alors on décompose P en au plus
k=1 Fig

s hg
T[T F ~he) (1.2.18)

k=1 t=1

pavés élémentaires de type {R!,..., R*). Pour cela, il suffit de démontrer
(':'

que pour toute base variable R, on peut décomposer un intervalie {0, 7 (
: h

h
avec 0 < b < Rj en au plus Zr,- — h pavés élémentaires de type R et on va

=1

le démontrer par récurrence.

. b
Pour h = 1, c’est trivial si b = 0 ou b = ry; dans 'autre cas {0, —[ peut
I

étre décomposé en b < ry — 1 pavé élémentaire de longueur —.
™1
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s . b
On passe de A a h + 1 de la facon suivante. Pour [0, =——{, on écrit
ht1
. U1
[oe (0, !
=Y =0
_ . ) ' Rps [ Ry,
on peut appliquer I'hypothése de réurrence, si v; = 0, le résultat est évident.
On peut donc supposer vg > O et vy > 0. Puisque & < Kpyq, on a alors:
v] < Ry. Or

b =g+ v1rp4q avec vg < Thyp et vp < Ry, Sivg =0, {0, et

0 b =1 _’U_LUUITh+1 Yot ViThtiy (1.2.19)

"Ripr [ "Ry Rhy1’ Resa

h
v
d’aprés I'hypothese [0, R_1[ se décompose en a plus E r;—h pavé élémentaire
A

=]

de type (RY,...,R*) et

. vo . }
ViTht1 U + VT4 = ViThyr T2 — 1 O17ppy + 1

) = ) \ {1.2.200
Rh+1 Rh+1 i=1 Rh+1 Rh+1 [
b h h+1
Donc, on peut décomposer [0, -R———[ en au plus Z ri—h+vg < Z rm—{h+1)
h+1 i=1 1=1
pavés élémentaires de type (R!,---, R*).
De (1.2.9), (1.2.18) et I'additivité de E(P, N), on déduit:
s hg ‘ 3 1
ND*(N,SEaEey < TTOCrf - b))+ N Y = (1221
k=1 =1 k=1 ""hg
En prenant hy tel que:
R, _; <N <Rj,, (1.2.22)
fV
et en utilisant Z ¥ < CpN. eBM < Rk, on obtient (1.2.5). &
t=1

Remarque :

Nous ne savons pas si la condition (1.2.1) du théoréme 1.4 est aussi
nécessaire pour que la discrépance soit de ’ordre de O(Ui‘ivwi). Dans le cas
s = 1, pour les suites de Van der Corput a base variable avec permutations.
cette condition (1.2.1) est nécessaire (cf. [1] et {10}).

En ce qui concerne la discrépance D(N,STrtEr7 ) Pestimation est la
méme a une constante prés.



1.3 Quelques résultats expérimentaux

On voit que les estimations de la discrépance de la suite de Halton & base
constante avec les permutations sont idendiques a celles de la suite de Halton
classique. En dimension 1, H.Faure (cf. [8]) a obtenu des valeurs exactes de
. ND(N,SE)
lim sup —————=
N—oo log ¥
exhibé les permutations qui minimisent la lim sup dans cette classe {commu-
nication personnelle}. Mais il n'y a pas de résultat analogue en dimension
supérieure a 1. Remarquons que H.Eaure {cf. [10] et [7]) a ‘gbtenu aussi des
valeurs exactes de lim sup NN, 57) ,5" ) et limsup NEIN, 57) F(N’.ST )
N lOg N N oo log N
et F(N,SE) sont respectivement la discrépance quadratique et la diaphonie
de la suite de ST, pour une classe de permutations particulieres.

pour une classe de permutations particuliéres et nous a

,oi T(N,SY)

Le but de cette partie est de tester numériquement quelques suites de
Halton & base constante avec permutations en les comparant avec la suite de
Halton classique, en dimension s > 2. Ce travail a été aidé par N.Bouleau
et G.Pagés.

Trois types de permutations ont été testés et comparés a la suite de
Halton classique. Dans les trois cas, les permutations sont constantes (Uf‘ =

o pour tout j)

1. Les permutations ci-dessous données par H.Faure, minimisernt tes lim sup
N—ao
en dimension un pour les bases correspondantes et les suites de Halton

généralisées associées seront appellées HALPER.F.

Permutation de Faure

r=2 o =d

r=3 7 =d

r=2>5 a=113)
r=7 T o= 01 32 5)
r=11 T ool T2

3

1)(3 9)(6 8)
24)310)(56117)
2137151012143 9)(5 11}
r=0n - I~ 151421376)(341651112 17 10}

{
It

1 X
r= 17 T 0B
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2. Les permutations suivantes sont données par E.Braaten et G.Weller

(cf. [5]) et les suites de Halton généralisées associées seront appellées
HALPER.B. Notant

Notation o sera notée [0{0),0(1),---,0(r — 1}]. pour la suite de
HALPER.B.

Permutation de Braaten et Weller

Premiers Permutation de (012...7 - 1)

2 {0 1]

3 021]

5 (03142

7 0426153

11 (05821036197 4]

13 (0610284121951137]

17 [0813311516110714412215869|

19 f09143176111157124 188216105 13]

23 01117420713222915518 11410216 16
3198 12)

29 015724 112222791842213265 161023
11928614 173 2512 8 21]

31 (0152352791822912207251117330 14
221218261016 284196 24 13]

37 [0182862311343251431820361 162710
22133242917 735192261230924 1533 5 21]

‘ 41 [02031726123832334141729540 10241
L 3518289331521 437133083922227 16 32
11 25 6 36 19]

43 (021327381325335172810415 23301537
11933112642818294391422346241240
2312027 9 36 16]

47 [024 123963320443 291636 1042 223 31 26
1446 13518 285401937 11 254343015 34945
21232174113 277 38 23]

53 (026 409 33 16 49 4 36 21 45 12 29 6 51 23 33 14
431301947 10 34 24 423 27 52 1518 39 7 6 31
11352048 2 28 41 8 22 50 13 32 17 44 5 37 27

3. Le troisieme type de permutations est obtenu en prenant les permuta
tions de Braaten et Weller comme des cycles, par exemple pour » = 3,
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on prend le cycle (0 3 1 4 2). Les suites associées seront appellées
HALPER.X.

Le calcul numérique de la discrépance exacte en dimension grande semble
hors de portée. Donc, on introduit la pseudo-discrépance:

1

Dy(N.X) = 5

sup |E(P, N, X)|

Pet

avec £ un ensemble fini de 2000 pavés de la forme []{_, [0, z;], tirés au hasard
indépendamment les uns des autres de la fagon suivante: les coordonnés r,
sont des variables aléatoires indépendantes équidistribuées dent la loi est
celle de exponentielle de — X ou X suit une loi gamma de paramatres * et
1 dont la densité est donné par:

i_
T lexp(—x)lmm{(z).
La raison de ce choix est que la distribution du volume du pavé aléatoire
ainsi défini est uniforme sur {0, 1}.
On a testé:

VZNDI(N, X)
Viog(log N +2)’

Fn(X) = 1< N<2%©

avec les dimensions s = 2.3,5,7,9,10,11,13,15,20. Pour les dimensions
s > 8, on ne disposait pas des suites permutées de H.Faure. Nous présentons
seulement ici les résultats pour s = 5 et 8 = 7 qui sont les dimensions les
plus grandes pour lesquelles on ait pu testé tous les types de permutation.
Noter que pour les suites de nombres aléatoires,

limsup Fv(X) =1 p.s,

N —co
par la loi du logarithme itéré.

Les résultats numériques font apparaitre le classement suivant quand on
ordonne les suites par ordre croissant, en fonction de la quantité moy s o v <oz F e

1. La suite HALPER.B.
2. La suite HALPER.F,
3. La suite HALPER.X.
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4. La suite de Halton.

Les tableaux ci-dessous donnernt les résultats pour s = 5 et s = 7. Dans
ia colonne moyFy, (resp. mazFy) on fait apparaitre la moyenne (resp. le
max) de Fiy pour N variant successivement entre 1 et 2!, 2} et 22, 2!8
et 219, 219 et 220, On va analyser les résultats principalement a partir de
moyFy. Les valeurs avec * signifient les meilleures dans les lignes.
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dimension s = 5

Suite HALPER.B HALPER.F HALPERX

Halton

N moyFy | mazFn | moyFn | mazFn | moyFn | mazFy | moyFy | mazky

I<N<2 3.160" 3.603 3.247 4.047 3.707 4.595 3.927 4.495

2L <N <2 1.808* 2.053 2.204 2.216 2.054 2.269 3.030 3.058

2°<N<2 1.519" 1.707 1.789 1.960 1.867 1.996 2.429 2614

22 <N <2Y | 1.301" 1.522 1.345 1.469 1.521 1.725 1.849 2033

BN 1.025" 1.212 1.066 1.394 1.429 1.593 1.492 1.922

<IN 0.902 1.114 0.814" 1.063 1.087 1.260 1.135 1.359

<N <Y 0.682 0.883 0.646" 0.776 0.835 1.054 (.920 1.138

20N < 2% 0.545° 0.731 0.547 0.663 0.771 0.576 0.666 0.313

BN 0.452 0.551 0.392° 0.509 0.616 0.738 0.558 $.708

2 < N g2l? 0.334 0.441 0.318" 0.463 0.529 0.664 0.425 0.582

2PN <2V 0.278 £6.372 0.247° 5.363 0.389 0511 0.325 0.413

MM N2 0213 0.313 0.207" .268 0.280 0.392 0.288 0.372

TN <209 | 0.182 | 0242 | 0.149° | 0.206 | 0229 | 0307 | 0214 | 0272

2PN S22 0167 0.247 0.122" 0.160 4.170 0.216 0.155 0.219

2R < N <28 0137 0.193 0.098* 0.144 0.120 0.166 0.125 0.172

2 <N <2 0.166 0.165 0.079° G.111 0.087 0.146 $.095 0.138

210 < N <2V 0.071 0111 0.055° 0.079 0.072 0.100 0.072 0.183

2 < N <218 ] 0.055 0.094 {1.044" 0.062 0.055 0.681 0.033 0.084

2B < N <29 1 0.037 0.058 | 0.037° 0.053 0.045 0.065 0.045 0.061

27 < N <240 | 0.026 G.044 0.029 0.043 0.035 0.047 0038 0.060

En dimension s = 5, en fonction de moyFn. la suite HALPER.B et [a
suite HALPER.F sont meilleures dans 'ensemble que la suite HALPER.X
et la suite de Halton. Pour la suite HALPER.B et la suite HALPER.F. on
observe que quand 1 < N < 2% et 2'% <« N < 2% la suite HALPER.B est la
meilleure, et que quand 2% < N < 219 cest la suite HALPER.F qui est la
meilleure. Pour la suite HALPER.X et la suite Halton, quand 1 < V < 2°
et 214 « N < 2% |a meilieure est la suite HALPER.X, et dans les autres
cas c’est la suite de Halton qui i'emporte. On a remarqué ausst que pour
214 < N < 2% |3 suite HALPER.X est meilleure que la suite HALPER.B,
mais moins bonne que celle HALPER.F.
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dimension s = 7

Suite HALPER.B HALPER.F HALPER.X

Halton

N moyFy | mazFyn | moyFn | marFn | moyFn | mazFy | moyFyv | marfy

<N <2t 3.343" 4049 3.345 4.053 3732 4.576 3.956 4.544

2V <N <29 1.916" 1.920 2.330 2.380 2.307 2491 3.256 3.261

22 < NP 1.665" 2.010 2.020 2.490 2.192 2.268 3.016 3133

PN 14T 1.627 1.574 1.843 1.597 2.086 2.14 2707
NP 1.253 1.441 1.183" 1.392 1.204 1.352 1.647 1.331
B < N<2® 0.968 1.18% | 0.505~ 1.127 0.990 1.143 1.392 1534
<N <27 | 0715 0.928 | 0.707° 0.843 0.764 1.104 1.207 1.447

20 < N <2F 0.606 0.726 0.593* 0.718 0.689 0.815 0.838 1054

BN 0.486 0.620 0.449* 0.530 0.538 0.684 0.674 0.823

27 < N <2 | 0407 0.483 0.416 0.509 0.435 0.552 0.581 0.771

20 N <217 | 0311° | 0463 | 0313 | 0436 | 0.349 | 0414 | 0521 | 0687

2 < N <20 ] 0.24%7 0 348 0.277 0.414 0.278 0.365 0.384 0.549

2 < N <29 09lt 01252 0.213 0.277 0.212 0305 0.273 0370

2B N < 2F T o0as1° 0217 0.182 0.252 0.174 0.239 0.224 0.290
M N <P ) 0 0159 0.135 0.189 0.139 0.193 0.171 0.223
BN <2 | 0105 0.150 g.101* 0.139 0.105 0.147 0158 0.217

217 < N <28 | 0.080 0124 0.086 0.123 0.079° 0116 NYE 0172

BTN < 2'% ] 0.0627 0089 0.069 0.107 0.062° 0.095 0.033 0124

2% < N <2V 1 0.046" 0073 0.053 0.089 0.055 0.084 0.076 0.111

2« N <299 0.036° D051 0.047 0.073 0.049 0.073 0.050 0.070

En dimension s = 7, en fonction de moyFy, on observe que la suite
de Halton est toujours moins bonne que les autres suites, et que la suite
la meilleure entre HALPER.B et HALPER.F est toujours meilleure que
HALPER.X sauf dans le cas ou 2'% < N < 2'7, Pour la suite HALPER.B
et la suite HALPER.F. quand 1 € N < 2% et 2° < N < 2% clest la
suite HALPER.B qui gagne. quand 2% < N < 29 la suite HALPER.F est
meilleure. Pour 2 < v < 27 la suite HALPER.X est meilleure que la suite
HALPER.B mais moin~ bonne que cellede HALPER.F. Pour 213 < .V < 218,

la suite HALPER.X ot pratiguement la meilleure parmi ces quatre suites.
Par contre, pour 2'* <« v ! la suite HALPER.B est la meilleure. Pour
les méme valeurs de M - .oit que les trois autres suites ont a peu pres
la méme moyFn. mws o ax 0 vegeo Fiy est plus petit pour la suite de

Halton que pour HAT 't it b .« {ALPER.X.




2 Une remarque sur la suite de Faure

Dans son acticle [9], H.Faure a trouvé une suite X = (&.)n>1 € [0,1]°,
appelée depuis suite de Faure, avec une discrépance trés faible, on a en effet:

1

ND'(N,X) S 210g

)(log N +0((logN)*™Y) VN >1

Cette discrépance est trés intéressante d’une part parce que son ordre est le
meilleur que 'on connaisse, et d’autre part parce que la constante —( ‘_ro'g—r)s
est trés petite et en fait tend vers zéro lorsque s tend vers Vinfini. Mais
puisqu’il n’a pas estimé la constante devant (log N )°~}, on peut se demander
si cette constante est trés grande (notamment en lisant [4][11][3]).

Dans cette remarque, on reprend le raisonnement de H.Faure pour dou-

ner une estimation globale de D* et étudier le O({log N)*~').

2.1 Notations et Résultats de H.Faure

1) Pavé élémentaire en base r:
Soit r un entier > s, on appelle pavé élémentaire en base r un pavé de

la forme: ,

H Uk Uk + 1.
rPk rp l

avec ug et pi entiers positifs ou nuls tels que uy < rPx, vk,

2) Suite de type P/, et P,

Soient m un entier > 0 et )& = {Xy, - ,X,m ) une suite de »™ points de
[0,1[°, on dit que X est une suite de type P, (noté: X ~ P} si tout pavé
élémentaire en base r de volume r~™ contient un terme et un seul de ia suite
X.

Soit X = (Xn)n>1 une suite infinie dans [0, 1{*; on dit que X est une suite
de type P, s ( noté: X ~ P,.,)siVm,[entiers > 0, X o= (Xpmgq, - X(lp 1)y ) ™
P
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Théoréme 2.1 (cf. [9])
Soient s > 2 et r > s impair; alors VX ~ P:

(m +s)*~1
(s — 1)}

ND (LX) < (1= Lyo-t

Théoréme 2.2 (¢f. Théoréme 3 de [9])

Sotent s 2 2 et v > s impair; alors VX ~ P, ;:

i r—-1
NDYN, X)) < = ({—2)° Ny Nyt N>
D™{. ’\)‘s!(Qlogr) (log N)* + O({log N )y*™7) YN > |

Remarque : Les suites de Faure [9] sont des exemples de suites de type
P
Dans le Théoreme 2.2, si 'on suppose que r est le plus petit nombre
premier > s, alors
im l‘ -1 )?
s—x ¢! 2logr

2.2 Une estimation globale de D*

Lemme 2.3 Soient m, s et j sont des entiers positifs, alors

m

G+ 1<= (m+s+1)’
=1

Lemme 2.4 Soit {T,};=1..n 'ensemble des ensembles d’entiers positifs g
Vi<i#jsn
'ﬂﬂT] =¢ oul; ouT,

alors

[E(K. | T.. X)| Z E(K,T;,X)| VK€,

=1 1=1

Remarque :
Le lemme 2.3 et le lemme 2.4 sont utilisés implicitement par . Faure [9]
sans démonstration, on ne les démontre pas non plus puisqu’ils i+ ~out pas

difficiles.
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Lemme 2.5 Pour tout r > 67 il existe un nombre premier entre r et (1 +
2

Tog z—3/2) ).

Démonstration : En utilisant pour tout z > 67 [2]

log z 3< z < logz )
g 3 g 2

7(z)

ol m(z) est le nombre de nombre premier inférieur ou égale 3 z, on peut
facilement obtenir ce lemme. <

Proposition 2.6 Soient s > 2 et r > s impair, alors VX ~ P, ; on a
1)
r—1,n+s+1%

ND{N,X) < )

2 sl
ot n = {log, 2N]
2) Silog, N > s+ 2

1 r—-1 .

NDYN, XY € —{ log NY?

DN, X} < s!tzlogr)(og )

(s+2)(r—-1),r=1,4, .

( Hlog NY?
T 8! \logr) (log &)

Démonstration : On reprend la démonstration du théoreme 4 (ii}) de [9].
1) On utilise ici le systéme de numération dont la base est
(r—-1) (r—1)

v, =1,0,1, -0, -
2 b Y ¥ ? b 2 }

‘ . T . pntl : : o A7
YN 2 130 2 6tq 5 < N < D5~ ( cela implique n = [log, 2] ). on

peut donc écrire N par

n
N = Z Nor™ avec N, € B, et Ny, > 0 (2.2.1)

m=0

Posons T, =0, N,r™], et pour 0 < m < n — 1, on définit T}, comme un
intervalle d’entiers, ouvert a gauche:

Ty =)dm, bm] (2.2.2)
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avec
n

dm ::min{znj N, Z N}

i=m j=m+1
et
bm =max{)_ N;7, > N;r'}
j=m j=m+1

alors I'ensemble de {Tin Jogm<n Vérifie 'hypothese du lemme 2.4 et [1. V] =
Um =g Tm donc

\E(P,N.X)| < > |E(P,Tn,X)| VPeP; (2.2.3)
m=0
en remarquant que Ty, est lui-méme réunion (disjointe) de |N,,| intervalles
Tymstb =1, [Npj du type Jir™ (I + 1)r™],0on a

INm |
|E(P. T, X)| € Y |E(P,Tym.X)| VPeP; (2.2.4)
u=1
Mais la suite X étant de type P, , d’aprés le Théoréme 2.1, pour chaque
intervalle T},

{(m+s)*!
(s - 1)

-1
|E(P, Ty X)) < (—5=)" (2.2.3)
Cette inégalité est I’estimation de (9] (ligne 7, page 349). A partir de cette
inégalité Faure obtient le théoreme 2.2. On peut expliciter le ~O” qui ap-
parait dans ce théoréme de la facon suivante:

n  |Nm|

-1 s—1
EPNX < (L Y B e
m=0 u=1 ’
F—l, o= (m+s)*!
< (5L o
< (r—l),(n-{-s-f-l)’

2 8!

la derniére étape provient du lemme 2.3.
2) Pourr >2,0n a

n = {log, 2N] <log, N +1
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et donc lorsque log, N > s+ 2

L8 s
(n+s+1j < (log, N +5+2) (2.2.7)
s! s!
log, N)* 1
= U8 VL L (tog, N)=1(s +2) + Cllog, ¥ 1o 2(s + 27

st 8!
+ooo 4 O Ylog, N)(s+2)"71 + (s +2)°]
(i

_ (log, N og, Ny¥-(s+2) 5 5+ 2
h s! i s! €+ C log, .V
N C_+_2).s—2 (s+2)s-—1
cp ot 8 1
TS Tog, Myt T Tlog, Ny
o Lo V@ (g ¥) s +)
- s! ‘ 3! ?
Ci+ +C+1]
< (log, Vi . (s +2)2°(log, N)*-1
- s! ' s!
d’aprés 1), on a
NDUN.X) € =21y (log N)*
- (N s ‘210ng 8-
o 2 _ —
NS S N
s! logr

o

Corollaire 2.7 Soit ' un réel strictement plus grand que e et soit D =
{(s,N) e NxN|V > (1'«*}. En notant D*(s,N, X} = D{N. X} alors
on a

fin D, N, X} =0.
s Nill— - atec (s, N}ED

ou “” est la norme Fuclidie nne.

Démonstration : ) .« -+~ proposition 2.6

r—-1 3(77,-{'—3-}-1)“J

[l- - \ \ }
2 ) Ns!
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ou n = {log. 2N] et r est le premier nombre premier > s. Donc en utilisant
le lemme 2.5 pour s > 67:

s+ =t~ 1 ¢ N "

D*(s.N,X) g (—— L=l yo L8 2le ot
2 _Ly, JBEE s+
logs~3/2 s 29N s!
33(1 + ]05,2_.372 - %)’(lﬁ%‘—f + 8+ 2)°

Nv2rs(32)s

e’ (1 + 2 (‘[00‘ /N L + 2
N23\/2ms logs — 3/2 5) log s ’

= f(S,lV),

IA

s*(1

2

car sl =~ v2mws(2)°

1ysyslogC
fls,N) = e (14 obm — 3P (8E + 25+ 2)°
7 2rs Csg9

, 2 1\s(logC 2ys
e’ (1+logs—372’—;) (%gs +2+;)
2ms Css®
2 1., logC |
—-)° 1 Sl O el - R I
(C) \/21rs( + logs — 3/2 s) (210g3 i s
Le membre de droite de cette égalité tend vers 0 si et senlement si ' > e.
En effet, si C > e,

).

2
log C +1 1

)( +o)y=< <1
logs - 3/2 s’ 2logs s’ C '

et par conséquence:
. sy
Sh_{rolo f(s,(Cs)®)=0.

Si C = e, alors
1 2 1 1
s, NV 1 - - 1
f(: 8 Vvar <+iogs—3/2 s 2logs+
(1+2log3)
2rs

1 + s5b—
2lo§s — 0.

\/27rs

i
N’
o
—~—

v
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file:///f2nH

lergo f(s,(2es)®) = .

et il est clair que lim,—. o f(s,(2€es)°) =00 si C < e. o

Remarque : Dans le cas 2), si r est le premier nombre premier > s, alors
en utilisant que Yz > 0 réel, il existe un nombre premier entre z et 2z, et la
formule de Stirling, on peut encore montrer

3+ 2)(r-1),r-1

: s—1 __
511913 s! ( ) =0

log v

Mais la condition log, N > s + 2 impose que .V soit trés grand, lorsque la

dimension devient élevée.

Remarque :

I est tentant d’essayer de construire des suites associant la suite de
Halton et la suite de Faure (par exemple la suite (&2(n), C{¢s(n)})n>; ot O
est définie par (0.0.8) avec r = 5). Les tests que nous avons fait sur ce type
de suites donnent des resultats décevants et méme, dans certains cas moins
bons qu’avec les suites random.
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Partie 111

Quelques résultats
expérimentaux sur
I’intégration numérique des
fonctions périodiques par les
suites a discrépance faible

1 Introduction

Pour estimer l'erreur dans l'approximation, avec des suites & discrépance
faible, de l'intégrale d'une fonction & variation bornée au sens de Hardy et
Krause, on peut utiliser |'inégalité de Koksma:

N

IFL, Z filxar - /0,1]: f(t)dtt < V(FID*(N,X) (1.0.1)
n=1] . 1

ot X = (Xp)n»i est une ~te a valeurs dans [0,1]%, V(f) est la varia-
tion totale au sens Jde H.urdyv ot Krause de la fonction f et D*( .V, X} est
la discrépance & !"origiuve «fe la suite X. Les meilleures estimations con-
nues actuellement donnent tone, pour les suites de Halton et de Faure, une

majoration de l'erreur vn o L";\&).
Mais on sait au~~ ., .- .rertaines fonctions plus réguliéres et certaines
suites & discrépance {1 4 des estimations d’erreur meilleures que celles
données par l'inega,. ' v " asma. Etant donné une constante ¢ > 0 et un
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réel k > 1, nous noterons Eg(c) la classe des fonctions périodiques sur [0, 1]°
dont le développement de Fourier:

flz)= Z chexp(2mh - z) (1.0.2)
heze
vérifie
lea| < er(h)™® pour tout A # 0,
ou

r(h) = H max(1,|h;]).
j=1

Rappelons qu’un vecteur a coordonnées irrationnelles a € R* est dit de
type n (= 1) si:

inf{a € R|3C(ex.a) > 0 telle que r(h)*||h - all > Cla,a)} =
olt
it = min{t — m|pourt € R
mezZ
Théoreme 1.1 Scient s > 1, @ € R* un point @ coordonnées irrationnelles
de type n < oo et (na) la suite définie dans l'introduction générale, alors on
a:
1 ¢ 1, o
¥ 2 f((na)) = f(Hydt = 0(<) (1.0.3)

n=1 fo,4)°

pour toute f € Er{c) avec k > n { souvent on prend o de type 7= 1)

Remarque : Le grand “O” devant “+” est souvent difficile a estimer 3
cause a la fois de a et de f.

Pour les suites arithmétiques a discrépance faible ( suite de Halton, suite
de Faure, etc ), on n’a pas de résultats analogues a (1.0.3), sauf en dimension
1, pour la suite de Van der Corput (cf. I11.2). Mais on peut conjecturer que
pour f € Eu(c) avec k assez grand ( k > 1 par exemple ), on aura ce type
de résultat, ou bien on peut espérer que l'on a:

N P
%;f((na))—/{o:u'f(t)dt = 0((105TA)) (1.0.4)
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ce qui serait une meilleure estimation que ce qu’on obtient & partir de
Vinégalité de Koksma, puisque:

Dy, x) = o2,

pour toute suite X.

Pour les raisons ci-dessus, dans III.2 nous montrons un résultat ana-
logue au théoréme 1.1 pour la suite de Van der Corput et nous donnons des
résultats numériques pour des fonction particulieres; dans I11.3 on teste par
I'ordinateur:

i.

Si on a une bonne convergence en (ﬁ) en utilisant la suite de Halton
pour des fonctions périodiques appartenant & Fy(c} avec & assez grand.

. A défaut d’une convergence en (ﬁ), si on a mieux qu’une convergence

en (LI—O%V-L&)

. deux fonctions périodiques moins réguliéres, déja étudiées par Fox (cf.

[2]), Braaten et Weller (cf. [1]) :

® pour savoir si on obtient une convergence plus rapide que celle
déduite de 'inégalité de Koksma.

e pour compléter les études de Fox, Braaten et Weller en restant.
sur les mémes fonctions, la suite (na) aveca = (V2. /3. --. /75)
ol p, désigne le s-iétme nombre premier.

Les fonctions qu'on va employer sont:

1.

3
fl(’)(x) = sin 271'(2 z;) (1.0.5)

=1
qu’on appellera "Sinus™. Cette fonction appartient a £ ¢ pour ¢
assez grand. Cette fonction est surtout intéressante en Jimeusion >
1, ou on ne connait pas de formule explicite ni d’estimation précise
pour la somme exponentielle des suites de Halton ( rappelons qu'un
résultat classique, di & Erdos permet d’estimer 1a discrépan extréme

en fonction de la somme exponentielle ).

91



s
()(x) = (1.5)° . L, |
(%) = (1.5)° ] (221 - 1) exp(rei—o (1.0.6)
1 e
ol t(x) = (2r1 =1, -, 2z, — 1) et ||xl| = (jz1|° + - -+ + |z s)f cette
|

fonction appartient & Fi(c) pour ¢ assez grand, quel que soit k, et sera
appeliée “Expo”.

3

£ x) = ] 14z: - 2| Lo

1=l

qui appartient & E1(c)[)Co pour ¢ assez grand et n’appartient pas a
Cy, et qu'on appelie “Poly”. C’est la fonction déji testée par Fox.

f(x) = I1exp(-2(z: - 0.5)%) (1.0.8)

=1

qui appartient & Ey{c)(VCy pour ¢ assez grand et n’'appartient pas
a Cy. et qu'on appellera “Gauss”. C’'est la fonction déja testée par
Braaten et Weller.

La suite de Halton est définie par:
((ﬁ?(n)V ¢’3(n)s R} ¢p,(n),)ﬁ.21

ol (¢p,(n))n>1 est la suite de Van der Corput en base p; et p, est le i-éme
nombre premier. La suite (na)ola = (\/5, NZTI /Dy i sera appelée suite
“Racine”.

Le programmie est congu par tester si pour une suite X = (X, }p>1:

N
En(X)= n)— N t)dt
¥(X) = 3 (x) Jor 7®

est borné et dans le cas contraire, si

: En(X)
Lyl X) = ———r—or
N{X) Tog(N + 2}
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tend vers zero lorsque N tend vers infini. Le nombre maximum d’itération
est 2500 pour s = 1 et 10% pour s > 2. Les résultats sont présentés sous
forme de dessins et tableaux.

Les résultats semblent confirmer en général, une vitesse de convergence

en O(Mﬁ), avec chacune des suites. En fait, la convergence semble étre
en O(4) en dimension petite (s = 2,3), mais en dimension plus grande les
résultats ne permettent pas de conclure & une convergence en O(+). De
plus, la suite “Racine” donne en général de meilleurs résultats, mais il v a
des exceptions.

2 Intégration des fonctions périodiques en dimen-
sion un

2.1 Un résultat pour la suite de Van der Corput

Soit ¢» = (¢-(n))n>o0 la suite de Van der Corput en base r et 7 > 2 un entier
quelconque.

Théoréme 2.1 : Pour N > 1 quelconque, f € Ey(c)j eta>1, ona

1 A 2acCy 1 2 1
[ s - 5 L S S Rt e e

ou Cy est une constante qui ne depend que de r.

Démonstration : Un calcul facile donne: Vf € E,(¢)

1 Nzl X 1 1 N-1 o
ﬁn};,ofhiu(n))=/0 f(t)dz+N};c(k);ezp(zmk@,m)).

En notant

1 N1
In(gr) = = D c(k) Y exp(2mike,(n))

N k#£0 n=0
1
= 5 2 ck)Swk),
k#0
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donc, pour estimer l'erreur de cet intégrale approchée. il suffit d’évaluer

IN(GSr)-
Un calcul direct donne:

1 3
In(¢-} = v > c(k)Sn(k)

TaglklgN

+-i— Y elk)Sn(k)

N+1<iki
= In(1) + In(2),

avec

Ity = — c{k)Snik),
Iv(2y = c(k)Sn(k).

Pour Ix(2), on a

. 1
2]l < v ST etk

N+1< ik

1
QC—r Z —
N N+1<|K] ke

144

2c

’V—a+1
a-1 ’

(7N

ou Ch(ar) = 2¢/{ax — 1).

I reste donc & evaluer /v(1). D’aprés le corollaire 1.1.7 | il existe une
constante 1 > 0 qui ne Jdepend que de r telle que

\\J\? Sclikl, Vk‘#O

D’ol

2601 N 1
/ <
- N - o1
< 2CC1 F 4 4 )
- N ‘a-17




et donc

A

Un(e )l < (D] + iIn(2)]
2eCy 1 2¢ 1
(a-1)N T (@ =1) Na-1

IA

IA

1 1
Cla)(5 + Nos1)

avec C(a) = max(2acCy/(a - 1),2¢/{a - 1}). <&

Remarque :

1) Si r = 2, on peut prendre Cq = 1. { le corollaire {.1.7 )

2) D’aprés le théoréme suivant (cf. [3]): VYo = (£,) une suite a valeurs
dans {0,1}, on ne peut pas obtenir une estimation meilleure que:

1 N
/0 fl)dt - < 30 f(€) = O(N™Y), VS € Bo(e),
n=1

ol “O” ne dépend que de f, o et c. Notre résultat est optimal a une constante
pres.

3) G.Pages a remarqué que la condition o > 2 peut &tre remplacée par
a > 1 (cf. [4]).

4) L’estimation des erreurs de l'intégrale approchée par la suite-VDC en
dimension > 2 (on ’appelle aussi suite de HALTON) est encore un probleme
ouvert.
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2.2 Résultats numériques
Les dessins ci-dessous font apparaitre
N+,

i
Ev=max| Y flza) = (¥ +)) [ flzidz
n=1

1,88
pour tous les nombres N muitiples de 3, strictement inférieurs 4 2500.
Remarque : Pourla fonction sin 27z avec la suite de Van der Corput. on

sait calculer explicitement E} et supy EX = 1 est évidente: avec la suite
‘({n\/i})nz;. on peut aussi donner la forme explicite de £},

Présentation graphique:

vdc-Sinus!

Courpe pontiiies Rangom. CIurce noire vde.

Vdc-Sinusi signifie qu 'on utilise [a suite de Van der Corput pour la fonc-
tion Sinus en dimension 1. Dans les dessins suivants. on adopte une conven-
tion analogue.
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| Racine-Stnus!

2 63680

WW A R et i

23¢Ce

Course pointillae: Rangom. Caurte noire: Racine.

L [1 |
o vaemtnao!
| l,

Recine~-Expo!

Courte pointilies 2angom Courde notra: Racine.
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} Racine-Paoly! - I

I; ;‘ \ |

li |T
| o }93 23 5 , -
GG R PR

bin

{
i

2%00
N
Courve pointilles: Rencam. Courte naire: Racine.
EY l ‘] g
4 )
{

‘ ] vde-Palyl

Ccurve pointiiiee Rangom. Courte nairs: vde,

vec-Gauss!

Zourne pointiiiee Rangom. Courpe noire: Vde.
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Racine-Gauss!

v |
z,
> 24900

L U

2300

j\[

Course pointillee Rangom Courte noire: Racine.

Commentaire:

On observe que pour la fonction “Sinusl1”, “Racine” est meilleure; mais
pour la fonction “Expol”, la suite de Van der Corput est meilleure. Donc
la comparaison des suites dépend de la fonction.

Pour la fonction “Poly1” et la fonction “Gaussl”, qui sont moins réguliéres
que les deux fonctions précédentes on observe aussi des erreurs en O({y).
Pour ces deux fonctions, i'erreur la plus petite est obtenue avec la suite
“Racine”. Dans tous les cas. on remarque de grandes oscillations deE?;
pour la suite de Van der Corput.

Comine prévu, les suites Randoms ne marchent pas.
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3 Intégration numérique en dimension supérieure

b3

a un

Dans cette partie, on reprend les fonctions “Sinus”, “Expo”, “Poly™ et
“Gauss” définies respectivement par (1.0.5), (1.0.6), (1.0.7) et (1.0.8). Dans
les dessins, on fait apparaitre

N+j _
Eiv =, gyl 3 fx) =V +5) [ stona

pour N muitiple de 10°, inférieur & 108,
Présentation générale des résultats: En dimension2, on observe, pour les

4 fonctions, que Ej; reste bornée et que les résultats sont meilleurs avec la
suite “Racine”. Les résultats sont & peu prés idendiques en dimension 3.

Grach=-51nus2

. 7393c0 . , ) . o
M s AN YA A A A A A L O ot o b ¢

- 1 xsan

1000020

N

Courne ¢~ see -eitcn Courte noire Recine.
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Gracn-Expol

A A A b L e R A

- ~c
1000002
N
Courpe grisee mMalton Courte noire: Racine
- t
N
| Graon~Pely2
t
770 o . : e IO
P I A e 0 T L) Dot Dol o o)
!
{
T
10009¢0
N
Courps grisee Haiion. Courte noire: Recine.
.
EN
: Sreon-Gauss2
)
i 07187
: I, G e Wt § Ty b, o - ——
! A~ 291
i
!
i 19g0ces
\
LY

Courte grisee Maiton Courde nowe: Ragine
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En dimension 3, pour les 4 fonctions, les résultats suggérent que £’y reste
borné pour la suite “Racine”. Dans le cas des fonctions “Sinus” et “Expo”,
c’est une simple confirmation du théoréme 1.1, le cas des fonctions "Poly”
et “Gauss” suggeére que le théoréeme 1.1 est encore vrai sous des hvpotheéses
plus faibles.

Pour la suite de Halton, appliquée aux fonctions “Sinus” et “Expo”. on
observe un assez bon comportement jusque vers NV = 200.000, puis de fortes
augmentations de E}; et de grandes oscillations. Tout ce qu’on peut conclure
c'est que méme si £ reste bornée, la borne supérieure sera élevée. au moins
dans le cas de la fonction ~Sinus™. Dans ces condition. il est intéressant de

tester une vitesse de convergence en o(ﬁﬁ%v-ﬁ} ( voir tableaux plus loin ).
On notera que les résultats obtenus pour les fonction “Poly™ et “Gauss”
donnent pius une impression de bornitude, mais on ne peut évidemment pas
dire plus.

Graon~SinussS

TUBEZIOO . L oot e e e et et e
."i“w’-
T
! ‘l"gi"‘h‘;" » *J“ 1
} l‘ L!‘g",j&’*' ) "‘!" g 1
, . '1)" v T ?-"‘ [ . {J‘_l
‘ghu.:' ‘ f" ! ”\‘k; .
. ¢ ! "r' "';‘i
3' W oo
, o VAL 4
Ly 7\‘4 F i
U gqeme ) 1 oonECo
h’

Zourne grotee melton. Courde nore: Racine,
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Grapn-€x00S

oy o Moo
;‘%'?MJH}"L j#klﬁ[lg
P, I
!ﬂ M?”' bflu
;,hl,,] gif'ﬂ‘.‘ ¥ ‘
M ...................................... s
Courte grisee: Helten. Courpe noire: Racine. .
Ey
Grapn-Polys
xl&ki b N
if i ¢ e J it rll" '“Jl
.&L‘f’i'm t J Yy Al LV

fslelelvioie]

N

Courne grisae: Halton. Courne noire: Recine.

Grapn-Geusss

Courne grisae: Maiton. Courte noire: Recire.
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En dimension 10, la bornitude de E% pour les fonctions “Sinus” et
“Expo” avec la suite “Racine” est confirmée (cf. théoreme 1.1}. Mais, pour
les fonctions “Poly” et “Gauss”, on observe un moins bon comportement de
la suire “Racine™: grandes oscillations, constante élevée { pour ta fonction
“Poly”; ce dernier point est dit peut-étre & la grande variance de la fonction
“Poly” quand la dimension augmente ). Sur le Graph-Poly10, on observe
qu’au départ la suite “Racine” est meilleure que la suite de Halton ( jusque
vers N = 200.000 ), puis la suite “Racine™ se comporte moins bien autour
de N = 500.000, alors que la suite de Halton reste & peun prés au méme
niveau. avee toujours de grandes oscillations. Pour la fonction *Gauss™. les
deux suites se comportent a peu pres de la méme fagon.

N

Grapn-Sinus!o

. 228311C3 . I S
~ 3%
, : L . ..
. 3
I 4 ¥ AL f‘ N -‘,’ \
4 1
AN 1 / :
. ' L . . S . )
| / N - J , . \‘ 1 .
' ) N
1 ‘\ ¢ N l‘
| I v . : “r
\ ' . s ;
R , N <
L Ny P Lor of
. r N v 4 ’
S \J
Y atiann 1000000
N

Zaurce 3—sese ~aitgn Caurbe nolre: Recine.
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Grepn-£xp0i0Q

Courpe grisee: Halton Courbe noire: Recine.

! Grapn-Poly10

.. 1236.1930Q

. 1083.0980Q

' vcﬁgocd

N
Courte grisee: Haiton. Courte noire: Racine.
.
N
Gragn-GeussiQ

T 20188

1008000
N

Couroce grises: Halten. Courde notre: Racine.

105



En dimension 30. la bornitude de EY; pour la suite “Racine” est confirmé
pour les 4 fonctions, pour la fonction “Expo”, la suite de Halton donne de
meilleurs résultats pour les grandes valeurs de N. La courbe de la suite
“Racine” pourrait méme nous faire penser que En n'est pas borné. con-
trairement au théoréme 1.1.

Pour la fonction “Poly”, on observe une trés grande valeur de E3, méme
pour les petites valeurs de NV et de faibles variations de £%,. C'est di aux
faits suivants: 1) la fonction a une grande variance, 2) prend des valeurs
trés grandes sur un ensemble de mesure trés petite, 3) la suite de Halton
prend ses premiéres valeurs dans cet ensemble. Ceci pourrait étre évité en
utilisant des suites de Halton mélangées.

Dans tous les cas. la suite “Racine” est nettement meilleure que la suite
de Halton pour N < 10°. D’un point de vue pratique, la suite "Racine”
parait donc intéressante.
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Dans les tableaux suivants, on fait apparaitre les valeurs maximales de
E,. et L,. pour n variant dans les 10 premiers intervalles de longueur 10°.

On considére uniquement les fonctions “Sinus” et “Expo”™. La convagence

Q"_Sgl?.) semble confirmée, dans le cas de la fonction “Sinus™: pour

{
en gy
la fonction "Expo”, c’est beaucoup moins net en dimension 5. Mais pour
les dimensions élevées, c’est clair. Cependant, il faut remarquer que quand
3 1 N - - » *
s augmente 1/(log N)7 devient trés petit et est méme négligeable devant

1/ﬁ pour N de I'ordre de 108 et s > 10. Pour tester une convergence en

é » . & 1 4
ot o ‘M‘ } en dimension élevé. il faudrait donc atteindre des valeurs de )
plus grandes.

SinusNums
HALTON BACINE
n = nombre de Simuiations Max/E n) | MaxiL ny Max{€ m | MaxiL ni
n= 1 & 100000 40.892 0.785 0.813 0.645
n= 100001 4 200000 35.380 0.079 <t 0.5018
n= 200001 3 300000 §2.687 0.111 = 0.0018
n= 300001 & 400000 81.556 0.136 e 3.0014
n= 400001 & 500000 87.322 0.140 ‘¢ 0.00138
n=_ 500001 3 500000 109.3%87 0,169 e $.00133
n=_ 600001 a 700000 119.523 0.184 te 0.00128
n= 700001 § 800000 88.279 3.132 vt 5.00128
n=_ 800001 a 90CCA0 74,524 0.107 te 0.00122
n= 500001 3 1000000 §9.279 2.099 Ut 2.00119
ExpoNum5
HALTON IACINE
In = nombre de simuiations Max{E m J MaxiL m MaxiE : *Aavie m
na 1 2 100000 1.221 $.0083 0.875 J 0091
ns= 100001 & 200000 1.549 0.0032 0.817 0.0013
n= 200001 a 300000 1.7583 0.0032 0.432 7 0008
n= 300001 3 400000 3.055 0.0051 0.557 ) ¢009
n= 40000t 3 500000 3.155 2.0052 0.481 9.0007
n=_500001 & 800000 3.490 2.0054 0.836 70008
n= 600001 & 700000 4.773 0.0073 0.602 70008
n=_ 700001 3 800000 4.327 0.0064 0.458 J 0028
n=_800001 & 200000 5.198 0.0074 ¢.603 3 0008
n= 900001 & 100C000C 5.088 0.0073 7.654 72008
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SinusNumi0

HALTON RACINE
n = Nombre de simuiations Max(E n) Max(L_n) Max(E n) MaxtL n)
n=1 3 100000 161.19 0.1378 0.719 0.4080
n« 100001 _a 200000 203.56 0.0007 *c 0.0000
n=_200001 3 300000 192.30 0.0007 P tee
n=_ 300001 a 400000 200.48 0.0008 et c
n=_400001 3 500000 180.63 0.00048 bl e
n=_500001 3 600000 203.38 0.000439 P . o
n= 600001 _3 700000 213.17 0.00048 s T
n=_ 700001 & 800000 202.50 0.00045 rar rr
n= 800001 a& 300000 228.31 0.00048 e I
n= 900003 a 1000000 194, .81 0.00039 ‘T v
ExpoNumi10
HALTON RACINE
n_= nombre de simulanons Max(E n) Max(L_n) MaxiE n) MaxiL n)
n= { 4 100000 J.102 0.002305 1.9958 0.000338
n=_ 100001 _4 200000 §.202 0.000023 1.834 0.000007
n=_ 200001 _a 300000 7.043 0.000023 1.255 0.000003
ne 300001 a 400000 3.170 0.000023 1.246 0.000003
n=_ 400001 3 500000 8.953 0.000023 1.375 0.000003
n=_500001_3& 600000 §.764 0.000022 0.634 0.000001
n= 600001 a 700000 5.600 0.000013 0.881 0.000002
n=_ 700001 & 800000 2.117 0.000004 0.819 0.000001%
n=_ 800001 & 900000 4 263 0.000008 0.823 0.000001
n=_$00001 & 1000000 4 403 ¢.000008 1.829 2.000003
SinusNum30
HALTON RACINE
n = nOombre de simuianons MaxtE 1) | Maxilb m MaxiE n) | Maxtb n)
n=_1 3 100000 72.59Q 0.1975 3.218 0.1411
n=_100001 3 200000 7113 0.0000 Lt 0.0000
n=_ 200001 & 300000 284 63 e . e
n= 300001 3 400000 466.15 st
n=_ 400001 3 500000 645.82 * e e e
n=_ 500001 2a 600000 713.09 hii
n= 600001 a 700000 802 02 e " e
n=_700001 _a 800000 785 Q02 ° v et rre
n=_800001_a 900000 T3 24 hh T *
n= 900001 3 1000000 “24 01 D .. ..
£ xpoNum30
} =ALTON RACINE
n = nombre de simuianons | g€ v | Maxil_n) MaxE n) | MaxiL n)
n=_1 3 100000 N > 238 0.000002 0.072 2.000000
n=_100001 a 2000090 ! 2373 0.000000 0.099 cc
n=_200001 & 300000 | . 288 v Q0.098
n=_300001 a 400000 2129 t et 0.047
n=_ 400001 a 500000 3 30 ' 0.039 -
n=_500001 a 600000 3 104 ot 0.038
n=_ 600001 a 700000 J 113 ° 0.03% M
n=_700001 a 800000 3 099 ct e 0.100 :
n=_800001 a 900000 0 041 tte 0.130 .
n= 300001 & 1000000 7 042 tct 0.188 :
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