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Introduction

Le premier objectif de recherche qui m'ait été proposé par mon futur directeur de thèse
Olivier Hudry, qui encadrait alors mon stage de Master 2, a été de tenter d'étendre une
propriété des graphes sansr -jumeaux. Ce résultat, que j'ai prouvé de façon assez complexe
(une meilleure preuve a été obtenue par la suite, voir 2.10),se trouve déjà au carrefour
des deux thématiques que nous avons développées dans le cadre de cette thèse :

� les problèmes d'identi�cation des sommets dans les graphes, car les graphes sansr -
jumeaux forment une classe de graphes admettant certains systèmes qui identi�ent
leurs sommets, que nous appelons codesr -identi�ants ;

� les problèmes de puissances de graphes, et plus généralement de distance dans les
graphes, car le �r � de � r -identi�ant� signi�e �à distance r �.

Au départ, notre étude des puissances de graphes avait pour but d'établir certaines pro-
priétés liées au codesr -identi�ants, puis nous avons développé cette thématique pour son
intérêt propre. Par conséquent, cette thèse se compose de deux parties, la première re-
groupant les résultats liés à l'identi�cation des sommets dans les graphes, et la seconde les
résultats ayant trait aux puissances de graphes. La plupartde nos résultats ont été publiés
dans des articles de recherche ou ont été soumis pour publication ; nous fournissons tous
ces articles dans des versions préliminaires en annexe de cette thèse (annexes A à J), en
anglais à une exception près.

Les six premiers chapitres exposent en français nos résultats regroupés par thématique,
ainsi que l'arrière-plan nécessaire à leur compréhension.Bien souvent, nous ne fournissons
pas les preuves de ces résultats après les énoncés mais renvoyons à l'annexe où on pourra
les consulter. Nous avons ajouté quelques résultats n'ayant pas été publiés, ceux-là avec
leur preuve, pour compléter notre étude.
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Chapitre 0

Préliminaires

Sommaire
0.1 Graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
0.2 Chaînes et cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
0.3 Couplages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
0.4 Voisinages, distance, boules et sphères . . . . . . . . . . . . . . . 6
0.5 Diamètre et rayon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
0.6 Graphes partiels et sous-graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
0.7 Couverture et ensembles dominants . . . . . . . . . . . . . . . . 7
0.8 Étoiles et graphes hyperoctaédraux . . . . . . . . . . . . . . . . 7
0.9 Puissances de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
0.10 Graphes orientés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Nous donnons ici les dé�nitions des objets qui seront utilisés et étudiés dans le reste
de ce travail ; nous précisons aussi certaines notations. Nous ne pourrons redé�nir toutes
les notions utilisées (e.g. les notions d'adjacence, d'incidence ou les di�érents niveaux de
connexité dans un graphe) et nous renvoyons à [16] et [21] pour tout ce qui relève de la
théorie des graphes.

0.1 Graphes

Par graphe on entendra en général un graphe non orienté �ni, sans boucles ni arêtes
multiples, c'est-à-dire un couple G = ( V; E) où V , l'ensemble des sommets deG, est un
ensemble �ni et E , l'ensemble des arêtes deG, est une partie de l'ensemble des paires
d'éléments deV . Une arêtef x; yg, où x et y sont des sommets deG, sera notée indi�érem-
ment xy ou yx. Si G est un graphe, nous ferons respectivement référence à ses ensembles
de sommets et d'arêtes parV (G) et E(G). Rappelons que l'ordre de G est le nombre de
sommets deG alors que sataille désigne son nombre d'arêtes. Nous renvoyons à [16] ou
[21] pour la dé�nition des graphes complets àn sommets ainsi que des graphes complets
bipartis à p+ q sommets, que nous notons respectivementK n et K p;q. Dans le reste de ces
préliminaires, G désigne un graphe non orienté.

0.2 Chaînes et cycles

Une chaîne élémentairedans G est une suite de sommets distinctsv1; v2; � � � vk (où
k � 1) de G tels que, pour tout i 2 f 1; 2; � � � ; k � 1g, on ait vi vi +1 2 E(G). La longueur
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d'une telle chaîne estk � 1 et nous la noterons plus simplementv1v2 � � � vk : Les extrémités
de cette chaîne sontv1 et vk ; on dira aussi que cette chaînejoint , ou relie, les sommetsv1

et vk . Pour tout k � 1, on dé�nit (à isomorphisme près) la chaîne àk sommetsPk (ou la
chaîne de longueurk � 1) comme le graphe àk sommetsv1; v2; � � � ; vk dont les arêtes, au
nombre dek � 1, sont lesvi vi +1 pour i 2 f 1; 2; � � � ; k � 1g.

Un cycle élémentairedans G est une suite de sommetsv1; v2; � � � vk , où k � 3, telle
que v1v2 � � � vk soit une chaîne élémentaire et de plusv1vk 2 E(G). La longueur d'un tel
cycle estk. On parlera du cycle Ck pour le graphe construit comme la chaînePk ci-dessus,
auquel on ajoute l'arête v1vk . La maille de G est le minimum des longueurs des cycles de
G.

0.3 Couplages

Un couplagedans G est un ensemble d'arêtesM � E(G) qui sont deux à deux non
adjacentes. Ce couplage est dit maximal s'il n'est pas strictement contenu dans un autre
couplage deG.

0.4 Voisinages, distance, boules et sphères

L'ensemble desvoisins d'un sommet x, i.e. l'ensemble des sommets adjacents àx dans
G, sera appelévoisinage ouvertde x et noté NG(x). Le voisinage ferméde x, quant à lui,
est l'ensembleNG[x] constitué des voisins dex ainsi que dex lui-même. Cette notation
s'étend aux sous-ensemblesA de V(G) en posant

NG [A] =
[

x2 A

NG[x]:

Étant donnés deux sommetsx et y de G, la longueur minimale d'une chaîne reliantx à
y dansG est appeléedistance dex à y dansG et notéedG(x; y). Si une telle chaîne n'existe
pas cette distance est considérée in�nie. SiG est connexe, il est immédiat de constater
que l'application dG constitue une distance surV (G).

Pour tout sommet x et tout entier r � 0, on note BG(x; r ) la boule de centrex et de
rayon r dansG, c'est-à-dire l'ensemble des sommetsy de G tels quedG(x; y) � r . La boule
BG(x; 1) est donc égale au voisinage ferméNG[x].

0.5 Diamètre et rayon

Le diamètre diam(G) d'un graphe connexeG est la quantité

diam(G) = max
x;y 2 V (G)

dG(x; y):

On appelle égalementdiamètre de G une chaîne d'extrémitésx et y tels que dG(x; y) =
diam(G). Le rayon � (G) du graphe G est lui ainsi dé�ni :

� (G) = min
x2 V (G)

max
y2 V (G)

dG(x; y):

Autrement dit, � (G) est le plus petit entier r tel qu'il existe un sommet c de G véri�ant
BG(c; r) = V (G). Un sommet c tel que B (c; � (G)) = V (G) s'appelle un centre de G.



0.6 Graphes partiels et sous-graphes

Si G est un graphe, ungraphe partiel de G est un grapheH tel que V(H ) = V(G)
et E(H ) � E(G) ; on obtient donc les graphes partiels deG en supprimant uniquement
des arêtes à partir deG. En revanche, un sous-graphede G, ou sous-graphe induit, est
un graphe H tel que V (H ) � V (G) et dont les arêtes sont précisément les arêtes de
G ayant leurs deux extrémités dansV(H ). Si A � V (G), on peut donc parler du sous-
graphe de Ginduit par l'ensemble de sommetsA, que nous noteronsG[A] ; dans le cas
où A = V(G) n f xg, nous utiliserons l'abréviation G n x. En combinant les notions de
sous-graphe et de graphe partiel, on obtient celle desous-graphe partielde G, qui sont les
graphes dont les ensembles de sommets et d'arêtes sont des sous-ensembles de ceux deG.

0.7 Couverture et ensembles dominants

On dit qu'un sommet x d'un graphe G couvre (ou domine) un autre sommet y de G si
x 2 NG[y]. Un ensemble dominant(ou couvrant) de G est un sous-ensembleC de V(G) tel
que tout sommet deG soit couvert par au moins un élément deC, ce qui est équivalent
à dire que NG [C] = V (G). Le cardinal minimal d'un ensemble couvrant deG est appelé
nombre de dominationde G et noté  (G). Nous renvoyons aux ouvrages [57] et [56] pour
un panorama des di�érentes questions liées aux ensembles dominants.

0.8 Étoiles et graphes hyperoctaédraux

Présentons deux autres types de graphes auxquels nous ferons plusieurs fois référence.
Si V est un ensemble �ni et v 2 V , l' étoile sur V de centre v est le graphe dontV est
l'ensemble des sommets et dont les arêtes sont lesvx pour x 2 V n f vg. À isomorphisme
près ce graphe ne dépend que du cardinal deV et si n � 1, on pourra parler en ce sens de
l'étoile à n sommets, qui n'est autre que le graphe biparti complet K 1;n� 1.

bb

bb

bb bb

bb

bb
v

Figure 0.I � Une étoile à 6 sommets, de centrev.

Pour tout n � 1, le graphe hyperoctaédrald'ordre n, aussi appelécocktail party graph,
est dé�ni (à isomorphisme près) comme étant un graphe complet d'ordre n auquel on a
supprimé un couplage maximal. On noteH n ce graphe. Sin = 2k est pair, on peut le
décrire comme ayant pour ensemble de sommets

V = f v1; v2; � � � ; vkg [ f v0
1; v0

2; � � � ; v0
kg

et ayant toutes les arêtes possibles sauf entre les sommetsvi et v0
i pour 1 � i � k.

Si n = 2k + 1 est impair avec k � 1, on obtient le graphe hyperoctaédral d'ordren en
ajoutant au graphe hyperoctaédral H 2k d'ordre 2k un nouveau sommet adjacent à tous
les sommets deH 2k (voir la �gure 0.II).



b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

Figure 0.II � À gauche, le graphe hyperoctaédralH 8 d'ordre 8 : tous les sommets sont reliés deux
à deux, à l'exception de quatre paires de sommets. À droite, le grapheH 9 obtenu
en ajoutant à H 8 un sommet de degré8.

0.9 Puissances de graphes

Pour tout r � 1, la puissancer -ième d'un graphe G est le graphe notéGr , ayant le
même ensemble de sommetsV(G) que G et tel que deux sommets distinctsx et y sont
reliés par une arête dansGr si et seulement sidG(x; y) � r . Ainsi, G est un graphe partiel
de G2, qui est un graphe partiel de G3, et ainsi de suite. Pour r supérieur ou égal au
diamètre de G, le grapheGr est complet. SiH est un graphe tel queH r = G, on dit que
H est une raciner -ième deG. Nous reviendrons en détail sur cette notion dans la partie II.

0.10 Graphes orientés

Nous n'envisageons des graphes orientés que dans la section5.4 du chapitre 5. Un
graphe orienté D sera pour nous la donnée d'un ensemble de sommetsV (D) et d'un
ensembleA(D) de couples de sommets, lesarcs deD. Dans le cas présent nous supposerons
que le graphe ne contient pas ne boucle (pas d'arc du type (x; x )) et pas d'arc multiples
(au plus un arc (x; y) quand x; y sont deux sommets �xés) ; en revanche,D pourra contenir
à la fois les arcs (x; y) et (y; x).

Un chemin de x à y dans D est l'analogue d'une chaîn dex à y dans un graphe non
orienté : c'est une suite d'arcs

(x0; x1)(x1; x2) � � � (xk� 1xk )

où x0 = x et xk = y, notée plus simplementx0x1 � � � xk et dont la longueur est k, son
nombre d'arcs. La longueur du plus court chemin dex à y dansD est la distancedD (x; y) ;
elle est a priori di�érente de dD (y; x) (ce n'est donc pas une distance au sens habituel).
Les notions de diamètre, rayon et de puissance se dé�nissentalors de façon analogue au
cas non orienté. Rappelons en�n qu'un graphe orientéD est dit fortement connexe s'il
existe, pour tout couple de sommetsx et y de D , un chemin dex à y (et donc aussi un
chemin dey à x) dans D .



Première partie

Identi�cation des sommets dans
les graphes
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Les codes identi�ants ont été introduits par M.G. Karpovsky, K. Chakrabarty et
L.B. Levitin dans l'article séminal [65], a�n de modéliser la détection et localisation de
pannes dans les réseaux multi-processeurs. En un peu plus d'une dizaine d'années, ils
ont donné lieu à de nombreuses publications (plus d'une centaine à ce jour) ; on pourra
consulter une bibliographie quasi-exhaustive, méticuleusement maintenue à jour par A.
Lobstein, à l'adresse électronique [73]. Cette liste recense aussi les articles concernant les
codes localisateurs-dominateurs, une notion antérieure et assez proche (voir 1.5.1 à ce su-
jet). Citons également la thèse de J. Moncel ([74]) qui constitue une bonne introduction
au sujet.

Les dé�nitions concernant les codes identi�ants et graphessans jumeaux se trouvent
dans le chapitre 1 ; nous ne pourrons y faire un état de l'art complet mais présenterons
les résultats fondamentaux, ainsi que ceux directement liés à nos travaux. Les résultats
de ce chapitre concernent essentiellement le cardinal minimal d'un code identi�ant dans
un graphe : nous y verrons quelques bornes inférieures et supérieures, ainsi que quelques
graphes où ce cardinal minimal est connu exactement (ou presque). Les questions relatives
aux graphes sans jumeaux, intrinsèquement liés aux codes identi�ants, seront abordées
dans le chapitre 2, puis le chapitre 3 traitera de la questionde la complexité algorithmique
du calcul de codes identi�ants. En�n, le chapitre 4 présenteune nouvelle notion, celle des
systèmes de contrôle, qui constitue une généralisation de la notion de code identi�ant.
Rappelons que la plupart des preuves de nos résultats ne seront pas données ici mais
peuvent être consultées dans les annexes en troisième partie de cette thèse.



Chapitre 1

Codes identi�ants

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.1 Identi�cation des sommets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Identi�cation des ensembles de sommets . . . . . . . . . . . .. . 16

1.4 Graphes sans jumeaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.5 Liens avec d'autres notions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.5.1 Ensembles dominants et codes localisateurs-dominateurs . . . . . 18
1.5.2 Puissances de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.6 Valeurs extrémales de  id
r;` (G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.6.1 Borne inférieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.6.2 Borne supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.7 Chaînes et cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.8 Grille du roi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.1 Introduction

Les codes identi�ants ont été introduits a�n de modéliser des problèmes de localisation
dans des réseaux, par exemple la recherche de pannes dans lessystèmes de processeurs
([65]). Une autre application possible est la détection et localisation d'un incendie dans
un bâtiment ([81]), que nous allons ici utiliser pour présenter le problème.

Prenons l'exemple d'un musée, représenté sur la �gure 1.I (partie gauche), que nous
voulons équiper de détecteurs de fumée. Ce musée est composéde huit pièces dénommées
selon les huit premières lettres de l'alphabet ; certaines de ces pièces communiquent par
une porte et d'autres non. Nous modélisons ce musée par un graphe G1 comportant huit
sommets correspondant chacun à une pièce ; deux sommets de cegraphe sont reliés par
une arête si et seulement si les deux pièces correspondantesdu musée communiquent par
une porte. Ce graphe est également représenté sur la �gure 1.I (partie droite).

Le cadre étant posé, supposons que nous disposions de détecteurs de fumée dont chaque
pièce puisse être équipée. Ces détecteurs ont une portée d'une pièce, c'est-à-dire qu'ils
détecteront de la fumée si un feu se déclare dans la pièce où ils se trouvent, ou dans une
pièce immédiatement adjacente. Par exemple, un détecteur placé dans la pièceG pourra
détecter si un feu se déclare dans les piècesE, F , G et H ; en revanche il ne détectera pas
un feu en B ou en D. Le concept mathématique correspondant à celui d'un détecteur de
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Figure 1.I � Le musée où nous allons placer des détecteurs de fumée et le graphe G1 qui lui est
associé.

fumée est celui demot de code. Nous indiquons le choix d'un mot de code sur les �gures
en noircissant le sommet correspondant. Nous dirons ainsi par exemple que les sommets
e, f , g et h sont couverts par le mot de codeg : voir la �gure 1.II.

A

B

C

D

E

F

G H

Le musée

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

a

b

c

d
e

f

g h

NG[g]

Le grapheG1

Figure 1.II � Un détecteur de fumée dans la pièceG détecte les feux dans la zone grisée composée
deG et des pièces adjacentes. Dans le modèle mathématique, le mot de codeg couvre
les sommets de son voisinage ferméNG [g] (zone grisée).

Une première condition à remplir, si nous voulons pouvoir détecter un feu dans n'im-
porte quelle pièce du musée, est de placer su�samment de détecteurs de façon qu'une
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pièce, si elle ne comporte pas de détecteur, soit adjacente àau moins une pièce en com-
portant un. La notion correspondante dans le grapheG1 est celle d'ensemble dominant
(voir 0.7 page 7 pour une dé�nition) : tous les sommets doivent être couverts par au moins
un mot de code. Il est facile de se convaincre qu'ici trois mots de code au moins sont
nécessaires pour couvrir tout le graphe. Une solution est présentée sur la �gure 1.III ; il y
en a d'autres.

A

B

C

D

E

F

G H

Le musée

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

a

b

c

d
e

f

g h

Le grapheG1

Figure 1.III � Un exemple d'ensemble dominant composé des sommetsb, c et g dans le grapheG1.
Dans le musée, les trois détecteurs de fumée correspondantssu�sent à surveiller
toutes les pièces.

Déterminer un ensemble dominant de cardinal minimum dans ungraphe donné est
un problème di�cile (voir le paragraphe 1.5.1). Ici, nous voulons cependant faire plus que
surveiller l'intégralité du musée : nous voulons être capables de localiser les feux. Pour cela,
supposons qu'au poste de commandement du gardien de musée setrouvent des voyants
lumineux, un par détecteur de fumée, ces voyants s'allumantsi le détecteur correspondant
détecte de la fumée. En reprenant l'exemple de la �gure 1.III, et en supposant qu'il y ait
au plus un départ d'incendie dans notre musée, dressons une table indiquant, pour chaque
pièce où un feu pourrait se déclarer, quels voyants s'allumeraient dans ce cas (table 1.I).

Comme on peut le constater, les mots de codes choisis formentbien un ensemble domi-
nant car toutes les lignes de la table 1.I signalent au moins un voyant allumé. Considérons
maintenant plusieurs hypothèses, toujours dans le cas où iln'y aurait qu'un seul départ
d'incendie :

� supposons que seul le voyantB s'allume : c'est qu'alors un feu s'est déclaré dans le
musée, et ce feu se trouve nécessairement dans la pièceA, car c'est l'unique cas où
seul le voyant B s'allume ;

� de même, si seul le voyantC s'allumait, ou si les deux voyantsB et G s'allumaient
simultanément, alors nous pourrions localiser l'incendie(respectivement enD et en
E) ;

� toutefois, dans les autres cas, par exemple si les voyantsB et C s'allumaient, nous
saurions qu'il y a un feu enB ou C, mais serions incapables de distinguer les deux
cas avec ces seules informations, car les lignes correspondantes de la table 1.I sont
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Piècen Voyants B C G

A �
B � �
C � �
D �
E � �
F �
G �
H �

Table 1.I � Voyants allumés suivant les di�érents départs d'incendie dans l'exemple de la �gure
1.III. On constate qu'aucune ligne n'est vide : le code formeun ensemble dominant.

égales.
Dans le grapheG1, nous dirons que le code choisi, à savoirC = f b; c; gg, n'est pas

su�sant pour séparer le sommet b du sommet c. Le même problème se présente avec les
trois sommets f , g et h. Il nous faut pour ce faire davantage de mots de code, réalisant
ainsi ce que nous appellerons uncode identi�ant , c'est-à-dire un choix de mots de code tel
que la table correspondante, en plus de ne pas comporter de lignes vides, ne contienne pas
deux lignes égales. Pour ce graphe, il nous faut au minimum quatre mots de code a�n de
réaliser un code identi�ant. Un exemple optimal est donné sur la �gure 1.IV, et on pourra
véri�er les conditions requises pour être un code identi�ant sur la table 1.II.

A

B

C

D

E

F

G H

Le musée

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

a

b

c

d
e

f

g h

Le grapheG1

Figure 1.IV � Un exemple de code identi�ant composé des sommetsb, c, e et h dans le grapheG1 ;
les mots de code sont les sommets noirs. Dans le musée, les quatre détecteurs de
fumée correspondants su�sent à surveiller toutes les pièces et localiser les départs
d'incendie.

Nous généraliserons la notion de code identi�ant dans un graphe à celle de code (r; � `)-
identi�ant où r et ` sont des entiers strictement positifs : intuitivement, un tel code remplit
les mêmes fonctions qu'un code identi�ant, à ceci près que lazone de couverture des mots
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Piècen Voyants B C E H

A �
B � � �
C � �
D � �
E � �
F �
G � �
H �

Table 1.II � Voyants allumés suivant les di�érents départs d'incendie dans l'exemple de la �gure
1.IV. On constate qu'aucune ligne n'est vide et qu'elles sont deux à deux distinctes :
le code est identi�ant.

de codes (i.e. la portée des détecteurs en nombre portes à franchir) estr et non plus 1, et
que le code permet de détecter et localiser jusqu'à̀ feux simultanés.

1.2 Notations

Comme nous venons de le mentionner, la notion de code identi�ant se décline de
plusieurs manières et on parlera de codes identi�ants, de codesr -identi�ants ou de codes
(r; � `)-identi�ants. Il se trouve que le terme �code identi�ant� d ésigne aussi bien ce genre
de codes dans son ensemble qu'un code (1; � 1)-identi�ant ; on peut également parler de
code 1-identi�ant, car le terme �code r -identi�ant� signi�e la même chose que �code
(r; � 1)-identi�ant�. A�n d'y voir clair dès maintenant et pour év iter de nous répéter par
la suite, lorsqu'un paramètre lié aux codes identi�ants (par exemple  id

r;` (G), cf. 1.3.2 )
dépend d'un couple noté (r; � `) ou (r; ` ), nous le déclinerons (dans l'exemple en id

r (G)
et  id (G) ) avec la convention suivante :

Convention 1.1. Lorsque ` = 1 le couple (r; � `) (ou (r; ` )) peut juste être noté r et
lorsqu'on a égalementr = 1 , la référence à(r; � `) peut être omise.

Ainsi �code ( r; � 1)-identi�ant� et �code r -identi�ant� ont la même signi�cation ; de
même pour �code (1; � 1)-identi�ant�, �code 1-identi�ant� et �code identi�ant� . Nous
utiliserons la même convention pour les graphes sans (r; � `)-jumeaux ainsi que pour les
systèmes de (r; � `)-contrôle au chapitre 4. Dans tout le chapitre, r et ` désignent des
entiers naturels strictement positifs.

1.3 Dé�nitions

1.3.1 Identi�cation des sommets

Soit G un graphe non orienté. Uncodede G est simplement une partieC de l'ensemble
V(G) des sommets deG, et ses éléments sont appelésmots de code. Soient x et y des
sommets deG et c 2 C un mot de code. On dit que :

� le sommet x est r -couvert par le mot de codec si dG(c; x) � r ;
� les sommets x et y sont r -séparéspar le mot de codec si l'un de ces deux sommets

est r -couvert par c et l'autre ne l'est pas.
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On dira que x est r -couvert par le codeC s'il est couvert par au moins un mot de code
appartenant à C, et nous parlerons de même der -séparation de deux sommets parC. Un
sommet à la foisr -couvert et r -séparé de tous les sommetsy 2 V(G) n f xg par C sera
dit r -identi�é . On notera I r

C (x) l' ensemble identi�ant de x, qui est constitué des mots de
codes quir -couvrent le sommetx, c'est-à-dire

I r
C (x) = BG(x; r ) \ C:

Dé�nition 1.2. Un code C � V (G) est dit r -identi�ant pour le graphe G si l'une des
deux conditions équivalentes qui suivent est véri�ée :

(i) tous les sommets deG sont r -identi�és par C ;

(ii) les ensemblesI r
C (x) pour x 2 V (G) sont tous non vides et deux à deux distincts.

Conformément à la convention 1.1, lorsquer = 1 on écrit code identi�ant pour �code
1-identi�ant�, � I C (x)� pour � I 1

C (x)�, �séparés� pour �1-séparés�, etc.

1.3.2 Identi�cation des ensembles de sommets

Si C est un code du grapheG et A � V (G) est un ensemble de sommets deG, on
dé�nit I r

C (A) comme l'ensemble des mots de coder -couvrant au moins un sommet deA,
c'est-à-dire :

I r
C (A) =

[

x2 A

I r
C (x):

On a donc, pour tout sommet x, la relation I r
C (f xg) = I r

C (x), ainsi que I r
C (; ) = ; . Les

codes identi�ant les ensembles de sommets, ou codes (r; � `)-identi�ants sont alors ainsi
dé�nis :

Dé�nition 1.3. Étant donnés deux entiers strictement positifsr et `, un codeC � V (G)
est dit (r; � `)-identi�ant pour le graphe G si les ensemblesI r

C (A) sont deux à deux
distincts pour toutes les partiesA de V(G) de cardinal au plus`.

Remarquons que siA 6= ; on aura alors toujours I r
C (A) 6= ; ; pour ` = 1, on retrouve

donc la notion de coder -identi�ant. Nous noterons  id
r;` (G) le cardinal minimum d'un code

(r; � `)-identi�ant dans un graphe G, en appliquant la convention 1.1 qui donnera les
abréviations  id

r (G) et  id (G).

1.4 Graphes sans jumeaux

Si deux sommets distincts d'un grapheG ont le même voisinage fermé, alors aucun mot
de code ne pourra les séparer ; deux tels sommets d'un graphe seront appelés 1-jumeaux,
ou plus simplement jumeaux (voir �g. 1.V). Ainsi, un graphe contenant deux jumeaux ne
saurait admettre de code identi�ant. Plus généralement, deux r -jumeaux dans un graphe
G, où r � 1, sont deux sommets distinctsx et y de G tels que

BG(x; r ) = BG(y; r )

(voir la �gure 1.VI pour un exemple de 2-jumeaux dans un graphe). Un graphe ne conte-
nant pas der -jumeaux est tout bonnement appelégraphe sansr -jumeaux.
Le lien précis avec les codes identi�ants est donné par le théorème suivant (dont la preuve
est élémentaire) :
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b b

b

b

b bb b

b

b

b b

a

b

Figure 1.V � Les sommetsa et b sont jumeaux ; ce graphe ne peut admettre de code identi�ant.

b

b

b b b b

b

b

b b b b

a

b

Figure 1.VI � Un graphe sans jumeaux, mais où les sommetsa et b sont 2-jumeaux.

Théorème 1.4. Un graphe admet des codesr -identi�ants si et seulement s'il est sans
r -jumeaux.

Autrement dit, un graphe G admet des codes identi�ants si et seulement siV (G) est un
code identi�ant de G ; la �gure 1.VII montre un exemple de code 2-identi�ant dans un
graphe sans 2-jumeaux. Le fait qui précède se généralise auxcodes (r; � `)-identi�ants :

Théorème 1.5. Pour tous r � 1 et ` � 1, un graphe G admet des codes(r; � `)-
identi�ants si et seulement si pour tous les ensembles distincts A; B � V (G) de taille au
plus ` on a [

x2 A

BG(x; r ) 6=
[

x2 B

BG(x; r ):

Les graphes satisfaisant la condition du théorème précédent sont appelés graphes sans
(r; � `)-jumeaux; les jumeaux en question sont ici des ensembles de sommets que le code
ne peut distinguer. Le chapitre 2 sera entièrement consacréà l'étude des graphes sans
(r; � `)-jumeaux ; dans la suite du chapitre présent nous étudierons les propriétés des
codes identi�ants dans ces graphes.

b b b

b b b

b

bbb

bb

b b

b

a b c

d e f

g

hij

Figure 1.VII � Un graphe sans2-jumeaux muni d'un code2-identi�ant (sommets noirs).
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1.5 Liens avec d'autres notions

1.5.1 Ensembles dominants et codes localisateurs-dominat eurs

Rappelons qu'un ensemble dominantdans un grapheG est un codeC � V (G) tel
que tout sommet de G soit couvert par au moins un mot de code (voir 0.7) ; un code
identi�ant est donc en particulier un ensemble dominant. Un code C dans un graphe
G est dit localisateur-dominateur si les ensemblesI C (x) sont tous non vides et deux à
deux distincts pour tous lesx 2 V(G) n C. On peut donc imaginer un code localisateur-
dominateur comme un code identi�ant où les mots de code seraient automatiquement
identi�és. On remarque donc qu'un code identi�ant est un code localisateur-dominateur,
et que les codes localisateurs-dominateurs sont aussi des ensembles dominants. En notant
 L (G) la taille minimale d'un code localisateur-dominateur dans G et  (G) le nombre de
domination de G, il vient donc

 (G) �  L (G) �  id (G):

Les codes localisateurs-dominateurs ont été introduits par P.J. Slater en 1988 ([87]) et ont
donné lieu à de nombreux développements. Nous renvoyons à [73] pour une bibliographie
quasi-exhaustive les concernant, ainsi qu'au chapitre quis'y rapporte dans [57].

Notons que calculer le cardinal minimum d'un ensemble dominant, ou d'un code
localisateur-dominateur, dans un graphe donné constitue un problème N P -di�cile (voir
respectivement [64] et [41]) ; nous verrons au chapitre 3 quec'est aussi le cas pour la
recherche de codes identi�ants.

1.5.2 Puissances de graphes

La notion de puissance de graphe (voir 0.9) est commode pour ramener l'étude des
codes (r; � `)-identi�ants à celle des codes (1; � `)-identi�ants, puisqu'on a le résultat
suivant (dont la preuve est immédiate) :

Théorème 1.6. Pour r � 1 et ` � 1, un graphe G est sans (r; � `)-jumeaux si et
seulement siGr est sans(1; � `)-jumeaux, et un codeC � V (G) est (r; � `)-identi�ant
pour G si et seulement s'il est(1; � `)-identi�ant pour Gr .

Nous étudions cette notion plus en détail dans la seconde partie de cette thèse.

1.6 Valeurs extrémales de  id
r;` (G)

1.6.1 Borne inférieure

Une borne élémentaire, en fonction du nombre de sommets, estla suivante.

Théorème 1.7 (Karpovsky, Chakrabarty, Levitin [65]) . Soit G un graphe sansr -jumeaux
d'ordre n. Alors

dlog2(n + 1) e �  id
r (G):

S. Gravier et J. Moncel ([76]) ont caractérisé les graphes pour lesquels cette borne est
atteinte, dans le casr = 1. I. Charon, O. Hudry et A. Lobstein ont montré ([37]) que po ur
tout k satisfaisant

dlog2(n + 1) e � k � n � 1

il existait un graphe sans jumeauxG d'ordre n tel que  id
1 (G) = k.
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1.6.2 Borne supérieure

Étant donné un graphe sansr -jumeaux G, quelle est la valeur maximale de id
r;` (G) en

fonction de l'ordre n de G ? Le résultat suivant a été trouvé indépendamment plusieurs
fois :

Théorème 1.8 (Gravier, Moncel [54], Bertrand, Charon, Hudry, Lobstein [33]). Soit r � 1
et G un graphe sansr -jumeaux connexe d'ordren � 3. Alors

 id
r (G) � n � 1:

Le théorème 1.8 peut aussi être vu comme une conséquence du théorème suivant dû à
A. Bondy, dont nous fournissons une esquisse de preuve.

Théorème 1.9 (A. Bondy [20]). Soient

S1; S2; � � � ; Sn

n parties distinctes d'un ensemble �ni non videX , avec n � j X j. Alors il existe x 2 X tel
que les parties

S1 n f xg; S2 n f xg; � � � ; Sn n f xg

soient encore distinctes.

Preuve. Par l'absurde : supposons qu'un tel élémentx n'existe pas. Nous construisons un
graphe non orienté dont les sommets sont les ensemblesSi , et nous ajoutons pour chaque
y 2 X une arête dans le graphe entre deux partiesSi et Sj tels que Si n f yg = Sj n f yg;
deux telles parties doivent exister par hypothèse. Il est facile de constater qu'un tel graphe
ne peut avoir de cycle, et doit donc avoir moins d'arêtes que de sommets : soit

jX j < n;

une contradiction. �

Ce théorème est optimal, comme le montrent sur l'ensembleX = f 1; 2; � � � ; ng les familles

; ; f 1g; f 1; 2g; f 1; 2; 3g; � � � ; f 1; 2; : : : ; ng

et
; ; f 1g; f 2g; f 3g; � � � ; f ng

qui comptent chacunen + 1 éléments.

Preuve du théorème 1.8. Les boulesBG(v; r ) pour v 2 V(G) sont deux à deux distinctes
et de cardinal supérieur ou égal à 2 puisqueG est sansr -jumeaux, connexe et compte au
moins trois sommets. Appliquons le théorème 1.9 à la famille

f BG(v; r ) : v 2 V (G)g

de n sous-ensembles deV(G) : il existe un sommet x tel que lesn ensembles composant
la famille

f BG(v; r ) n f xg : v 2 V(G)g

soient deux à deux distincts. Étant également non vides, on en déduit que V (G) n f xg est
un code identi�ant de G. �

Notons que ce théorème n'est valable que pour̀ = 1 ; lorsque ` � 2, on peut avoir
 id

r;` (G) = n, comme le montre l'exemple du cycle : pourn � 4r + 3 et ` = 2 on établit
facilement

 id
r; 2(Cn ) = n:
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1.7 Chaînes et cycles

Les graphes les plus simples pour lesquels on peut tenter de calculer les valeurs de
 id

r;` sont les chaînes et les cycles, et ceci constitue déjà un problème combinatoire assez
complexe. La chaînePn est sansr -jumeaux dès quen � 2r + 1. Des résultats partiels
ont été obtenus dans [17], et le casr = 2 a été traité dans [82]. Finalement Junnila et
Laihonen ont traité les cas restants ([63]). Les di�érentesvaleurs de id

r (Pn ) sont données
par la table 1.III.

n condition  id
r (Pn )

n = 2 r + 1 2r
2r + 2 � n � 4r + 1 2r + 1

n = 4r + 2 2r + 2

n � 4r + 3 avec

n = q(2r +1)
2 + p où

1 � p � 2r + 1

q pair et 1 � p � r + 1 q(2r +1)
2 + p

q pair et 2r + 1 < p q(2r +1)
2 + p � 1

q impair et 1 � p � 2r (q+1)(2 r +1)
2

q impair et 2r < p (q+1)(2 r +1)
2 + 1

Table 1.III � Taille minimum d'un code r -identi�ant dans Pn

La chaîne Pn ayant des sommets de degré 1, elle n'admet aucun code (r; � `)-identi�ant
dès que` � 2 (voir 2.4.1), sauf dans le cas élémentairen = 1.

Passons maintenant au cas des cyclesCn . Le casr = 1 a été traité dans [55], et le cas
r = 2 dans [82]. Le cas général a été terminé il y a peu. Les résultats sont résumés par les
tables 1.IV et 1.V. Les références sont données en fonction du premier article ayant établi
les valeurs.

n  id
r (Cn ) référence

n = 2r + 2 n � 1 [17]
n � 2r + 4, n pair n

2 [17]

Table 1.IV � Taille minimum d'un code r -identi�ant dans Cn pour n pair

Le cycle Cn est sans (r; � 2)-jumeaux dès quen � 4r + 3, son unique code (r � 2)-
identi�ant contenant tous les sommets. En�n, dès que ` � 3, le cycleCn n'admet plus de
codes (r; � `)-identi�ants.

1.8 Grille du roi

La grille du roi est un graphe non orienté in�ni, dont l'ensemble des sommetsest Z2, et
tel que deux sommets distincts (i; j ) et ( i0; j 0) sont adjacents si et seulement siji � i0j � 1
et jj � j 0j � 1 ; ainsi deux sommets sont adjacents si, sur l'échiquier in�ni Z2, un roi peut
se déplacer en un coup d'un sommet à l'autre. Le �gure 1.VIII représente un morceau de
ce graphe. Nous présentons ici quelques résultats sur les codes identi�ants de ce graphe,
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n conditions  id
r (Cn ) référence

n = 2r + 3
j

2n
3

k
[55]

2r + 5 � n � 3r + 1

pgcd(2r + 1 ; n) = 1 et
n = 2mp + 1 ou

n = (2 m + 2) p � 1 avec
n = 2r + 1 + p et m � 2

n+1
2 + 1 [63]

pgcd(2r + 1 ; n) = 1
autres cas

n+1
2 [63]

pgcd(2r + 1 ; n) > 1 pgcd(2r + 1 ; n)
l

2
pgcd(2r +1 ;n)

m
[63]

3r + 2 � n

pgcd(2r + 1 ; n) = 1 et
n = 2m(2r + 1) + 1 ou

n = (2 m + 1)(2 r + 1) + 2 r
avec m � 1

n+1
2 + 1 [55] et [89]

pgcd(2r + 1 ; n) = 1
autres cas

n+1
2 [55] et [89]

pgcd(2r + 1 ; n) > 1 pgcd(2r + 1 ; n)
l

2
pgcd(2r +1 ;n)

m
[55]

Table 1.V � Taille minimum d'un code r -identi�ant dans Cn pour n impair

essentiellement pour les comparer aux résultats analoguespour les systèmes de contrôle
(chapitre 4).

On dé�nit les codes identi�ants dans la grille du roi de manière analogue au cas �ni :
un code identi�ant est un ensembleC de sommets de la grille du roi qui couvre tous les
sommets et sépare toutes les paires de sommets distincts. Ongénéralise de même au cas
in�ni la notion de code ( r; � `)-identi�ant pour r � 1 et ` � 1. Soit pour n � 0 l'ensemble
Tn dé�ni par

Tn = f (i; j ) : � n � i � n et � n � j � ng:

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

bb

Figure 1.VIII � La grille du roi (extrait).
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Figure 1.IX � Un code 1-identi�ant de densité minimale dans la grille du roi ; les mots de code
sont les sommets noirs.

La densité d'un code C de la grille du roi est alors dé�nie par

lim sup
n! + 1

jC \ Tn j
jTn j

= lim sup
n! + 1

jC \ Tn j
(2n + 1) 2 :

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 1.10 (Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [32] & [40]). Soit D1;1 la borne
inférieure des densités des codes identi�ants dans la gril le du roi. On a

D1;1 =
2
9

:

La �gure 1.IX représente un code 1-identi�ant de densité optimale dans la grille du roi :
comme la plupart des codes trouvés en pratique ce code est périodique.
Pour r > 1, nous avons le résultat suivant :

Théorème 1.11 (Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [28]). Pour tout r � 2, la borne
inférieure D r; 1 des densités des codes(r; � 1)-identi�ants dans la gril le du roi est égale à

D r; 1 =
1
4r

:

Plus généralement, on dé�nira D r;` comme la borne inférieure des densités des codes
(r; � `)-identi�ants dans la grille du roi. Notons que la grille du r oi admet des (r; � 3)-
jumeaux pour tout r � 1 : on a toujours l'inclusion

B ((0; 0); r ) � B (( � 1; 0); r ) [ B ((1; 0); r )

et les ensemblesf (� 1; 0); (1; 0)g et f (� 1; 0); (0; 0); (1; 0)g ne peuvent donc pas êtrer -
séparés.

Nous reproduisons la table dressée par M. Pelto dans [80], qui donne les meilleures
bornes pour surD r;` connues à ce jour (table 1.VI).
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` = 1 ` = 2 ` � 3

r = 1 D1;1 = 2
9

5
12 � D2;1 � 3

7 n'existe pas

[32, 40] [80] [60] [60]

r = 2 D2;1 = 1
8

31
120 � D2;2 � 2

7 n'existe pas

[28] [60] [80] [60]

r � 3 D r; 1 = 1
4r D r; 2 = 1

4 n'existe pas

[28] [60] [60]

Table 1.VI � Valeurs connues à ce jour concernant les densités minimalesD r;` des codes(r; � `)-
identi�ants dans la grille du roi
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Nous avons vu que la notion de codes (r; � `)-identi�ants appelle immédiatement celle
de graphes sans(r; � `)-jumeaux, qui sont précisément les graphes admettant de tels codes
(voir 1.4). Rappelons que nous utilisons, comme dans toute cette partie, la convention 1.1
pour les notations.

2.1 Réduction des graphes sans jumeaux

Nous commençons ce chapitre par une propriété des graphes sans 1-jumeaux, qui étend
un résultat de [36]. La preuve reprend l'idée utilisée par J.Moncel et S. Gravier dans [54].

Théorème 2.1. Soit G un graphe connexe sans jumeaux ayant au moins4 sommets. Il
existe un sommetv0 2 V(G) tel queG n v0 soit aussi sans jumeaux et connexe.

Preuve.
Soit A l'ensemble des sommetsv deG tels que le grapheGnv soit connexe. L'ensemble

A est non vide : par exemple, les extrémités d'un diamètre deG, ou d'une chaîne deG
de longueur maximale, appartiennent àA . Choisissons un sommeta 2 A dont le degré
soit le plus grand possible. SiG n a est sans jumeaux, on posev0 = a ; sinon, c'est qu'il
existe deux sommets distinctsb1 et b2 de G tels que

NG[b1] = NG[b2] [ f ag: (2.1)

Dans ce cas, puisque tout sommet adjacent àb2 l'est aussi àb1, on a b2 2 A . Supposons
donc à nouveau queG nb2 ait des jumeaux (sinon, nous pouvons poserv0 = b2) : il existe

24
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deux sommets distinctsx et y dans G, tels que

NG[x] = NG[y] [ f b2g: (2.2)

Puisque x 2 NG[b2], d'après (2.1) on a aussix 2 NG[b1]. De façon à avoir (2.2), on a
nécessairementy 2 NG[b1] n NG[b2] et donc y = a. Ainsi,

NG[x] = NG[a] [ f b2g: (2.3)

Montrons que x 2 A , contredisant alors le choix dea par 2.3. Si x = b1, par (2.1) et
(2.3), les sommets n'appartenant pas àf b1; b2; ag peuvent soit être adjacent, à ces trois
sommets, soit à aucun des trois. Puisquen � 4, le premier cas se produit pour au moins
un sommet deG : il est alors immédiat de véri�er que G n b1 est connexe, doncb1 2 A .

Si x 6= b1, alors par (2.3) on a aussix 6= a et x 6= b2. Ainsi, x 2 A puisque les sommets
adjacents àx sont tous adjacents àa, à part b2 mais ce dernier est relié àa par la chaîne
b2b1a. �

On peut aussi formuler ce résultat de la façon suivante, permettant de construire un graphe
sans jumeaux en ajoutant les sommets un à un.

Corollaire 2.2. Soit G un graphe connexe sans jumeaux ayantn sommets,n � 4. Alors
il existe une suite de graphes connexes sans jumeaux

G3; G4; � � � ; Gn

où G3 est une chaîne à3 sommets etGn = G, telle que pour3 � i � n � 1, le grapheGi

ait i sommets et soit un sous-graphe induit deGi +1 .

En combinant ce résultat avec le lemme suivant et le fait que id
1 (P3) = 2, on trouve une

nouvelle preuve du fait qu'un code identi�ant dans un graphe sans jumeaux d'ordren
nécessite au plusn � 1 sommets (théorème 1.8).

Lemme 2.3 (Charon, Hudry, Lobstein (communication personnelle)). Soit G un graphe
sans jumeaux connexe etv 2 V(G) tel que le grapheG n v soit aussi connexe et sans
jumeaux. Alors

 id (G) �  id (G n v) + 1 :

Preuve du lemme 2.3 . Soit C un code identi�ant de taille minimale de G n v, et
considérons-le comme un code deG. Etant donné que pour toute paire de sommets dis-
tincts x et y dans V(G) n f vg, les sommetsx et y sont couverts et séparés parC, seul v
peut, ou bien n'être pas couvert parC, ou bien ne pas être séparé d'un unique sommet
v0 6= v. Dans le premier cas, il su�t d'ajouter v à C pour faire de C un code identi�ant de
G, et dans le deuxième cas il su�t d'ajouter un sommet de NG[v]� NG [v0], non vide par
hypothèse. �

2.2 Paramètres extrémaux des graphes sans r -jumeaux

Ce travail avait été commencé par Charon, Honkala, Hudry et Lobstein dans [30] et
[31] ; nous nous sommes joints à eux pour le poursuivre dans [6]. Nous ne présentons ici
que les résultats concernant la taille et le degré minimal ; se reporter à l'article [6] (annexe
A) pour les autres paramètres.
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2.2.1 Ordre et taille

Rappelons que l'ordre d'un grapheG est son nombre de sommets (ici notén) et sa
taille est son nombre d'arêtes (ici noté� ). Le résultat qui suit peut être vu comme une
conséquence des théorèmes 2.8 et 2.10 qui seront abordés dans la prochaine section.

Théorème 2.4. Soit r � 1 et G un graphe connexe sansr -jumeaux d'ordre n � 2 et de
taille � . Alors n � 2r + 1 et � � 2r , et le seul de ces graphes admettant2r + 1 sommets ou
2r arêtes est la chaîneP2r +1 .

Notons qu'aucun autre paramètre n'étant contraint, il existe des graphes sansr -jumeaux
connexes ayant un ordre ou une taille arbitrairement grands; en revanche, trouver la
valeur maximale de la taille � devient plus di�cile quand l'ordre n du graphe est �xé.
Commençons par le casr = 1 :

Théorème 2.5 (Auger, Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [6] & annexe A). Soit G un
graphe connexe sans1-jumeaux d'ordre n � 3 et de taille � . Alors

� �

 
n
2

!

�
�

n
2

�
;

et le seul de ces graphes satisfaisant l'égalité est le graphe hyperoctaédralH n .

Pour r > 1, le problème est plus délicat et les résultats précis complexes à énoncer ;
nous renvoyons à l'article [6] (annexe A) pour les détails. Néanmoins, nous pouvons donner
l'ordre de grandeur asymptotique suivant :

Théorème 2.6 (Auger, Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [6] & annexe A). Soit r � 3
�xé et soit Fr;n (� ) la taille maximum d'un graphe connexe sansr -jumeaux d'ordre n. Alors

:63(r � :915)n log2 n -

 
n
2

!

� Fr;n (� ) - rn log2 n;

où la notation f (n) - g(n) signi�e

lim sup
n!1

g(n)
f (n)

� 1:

2.2.2 Degré minimal

Il est clair qu'il existe pour toutes valeurs den et r (avec n � 2r + 1) des graphes sans
r -jumeaux connexes de degré minimal 1 : une simple chaîne convient. Une question plus
intéressante est de déterminer la valeurmaximale du degré minimal � min d'un tel graphe.
Voici un des résultats :

Théorème 2.7 (Auger, Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [6] & annexe A). Soit G un
graphe connexe sansr -jumeaux d'ordre n � 2 et de degré minimal � min � 2. Pour tout
r � 6 on a

� min � min

(
n

br
2c + 1

� 1;
3n � r + 2

2r � 5

)

:
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2.3 Longues chaînes dans les graphes sans r -jumeaux

Deux sommets distincts x et y d'un graphe sansr -jumeaux doivent être r -séparés,
d'où l'existence d'un sommet dont la distance àx, ou à y, est au moinsr + 1. Ceci laisse
présager l'existence de longues chaînes dans un tel graphe ;et en e�et la propriété suivante
a été établie :

Théorème 2.8 (Charon, Hudry, Lobstein [29]). Pour tout r � 1, un graphe sansr -
jumeaux d'ordre au moins3 contient une chaîne à2r +1 sommets en tant que sous-graphe
partiel.

Les auteurs ont conjecturé dans [29] qu'il existerait en fait une telle chaîne en tant que
sous-grapheinduit dans un graphe sansr -jumeaux, c'est-à-dire un chaîne de la forme

x1x2 � � � x2r +1

où deux sommetsx i et x j ne peuvent être adjacents dès queji � j j > 1.
Nous avons prouvé cette conjecture dans [5], en reprenant l'idée d'une preuve due à

F. Chung dans l'article [46].

Théorème 2.9 (Auger [5]). Un graphe de rayon� � 1 et contenant un centre c dont
aucun voisin n'est un centre admet une chaîne à2� + 1 sommets en tant que sous-graphe
induit.

De ce résultat, nous déduisons facilement la conjecture :

Théorème 2.10. Pour tout r � 1, un graphe sansr -jumeaux d'ordre au moins 3 contient
une chaîne à2r + 1 sommets en tant que sous-graphe induit.

Un corollaire intéressant du théorème 2.10 est le suivant :

Corollaire 2.11. Pour tout r � 1, la chaîne P2r +1 à 2r + 1 sommets est le plus petit
graphe sansr -jumeaux d'ordre au moins 3.

Nous avons volontairement laissé une ambiguïté ci-dessus dans le superlatif �le plus petit� :
il peut s'entendre au sens du nombre de sommets, ou des relations d'ordre �être un sous-
graphe induit de� ou �être un sous-graphe partiel de� ; pour c es di�érentes relations la
chaîneP2r +1 est un élément minimal de l'ensemble des graphes sansr -jumeaux d'ordre au
moins 3.

Une autre preuve du théorème [5], n'utilisant pas [46] mais plus complexe, peut aussi
être consultée dans [4].

2.4 Structure des graphes sans (1; � `)-jumeaux

2.4.1 Graphes sans (1; � 2)-jumeaux

Il est immédiat de constater qu'un grapheG sans (1; � 2)-jumeaux ne peut posséder
de sommet de degré 1 : en e�et, sia est un sommet de degré 1 ayant pour unique voisin
un sommet b, on a toujours

NG[b] = NG[f a; bg]:

Il s'ensuit qu'un graphe sans (1; � 2)-jumeaux d'ordre au moins 3 possède nécessairement
un cycle. Nous avons prouvé le résultat suivant :
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Figure 2.I � Un graphe sans(1; � 2)-jumeaux et dont le plus grand cycle sans corde est de lon-
gueur 5

Théorème 2.12 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [14], [9] & annexe C). Un graphe sans
(1; � 2)-jumeaux d'ordre au moins 3 contient un cycle de longueur au moins7 en tant que
sous-graphe partiel.

Puisque le plus petit cycle sans (1; � 2)-jumeaux compte 7 sommets, ce résultat est l'ana-
logue des théorèmes 2.8 et 2.10 dans le cas (r; ` ) = (1 ; 2). Le plus petit cycle sans (r; � 2)-
jumeaux étant le cycle de longueur 4r + 3, il n'y a de là qu'un pas pour conjecturer ce qui
suit :

Conjecture 2.13. Pour tout r � 1, un graphe sans(r; � 2)-jumeaux d'ordre au moins 3
contient un cycle de longueur au moins4r + 3 en tant que sous-graphe partiel.

Cependant, contrairement au cas du théorème 2.10, un tel cycle ne saurait toujours exister
en tant que sous-graphe induit, en e�et déjà pour r = 1 on peut trouver un graphe
sans (1; � 2)-jumeaux, ayant plus d'une arête, dont le plus grand cyclesans corde est de
longueur 5 (voir sur la �gure 2.I).

Quant à la structure des graphes sans (1; � 3)-jumeaux, peu de choses sont connues à
l'heure actuelle. Le plus petit de ces graphes actuellementconnu a été donné par T. Lai-
honen dans [68] et est représenté sur la �gure 2.II. Ce graphepossède 16 sommets et
tous ses sommets sont de degré 3. Il paraît cependant prématuré de penser que tous les
graphes sans (1; � 3)-jumeaux pourraient contenir un sous-graphe apparenté àcelui-ci. La
généralisation des théorèmes 2.10 et 2.12 au cas` � 3 est donc encore à imaginer.

bb
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bbbb
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Figure 2.II � Un graphe sans(1; � 3)-jumeaux.
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2.4.2 Cas général

On en sait encore peu au sujet des graphes sans (r; � `)-jumeaux, et ce même quand
r = 1. La propriété suivante est due à J. Moncel et T. Laihonen.

Théorème 2.14 (Moncel, Laihonen [69]). Soient ` � 1 et G un graphe sans(1; � `)-
jumeaux, connexe, ayant au moins une arête. Alors pour tout sommet v 2 V(G), le voisi-
nage ouvertN (v) contient un stable de cardinal`.

En particulier, le degré minimal d'un graphe sans (1; � `)-jumeaux est supérieur ou égal à
`, ce qui a déjà été observé dans [75]. Un autre résultat permetà l'inverse d'établir qu'un
graphe est sans (1; � `)-jumeaux :

Théorème 2.15 (Moncel, Laihonen [69]). Si ` � 1, les graphes`-réguliers de maille
supérieure ou égale à7, ainsi que les graphes(` + 1) -réguliers de maille supérieure ou
égale à5, sont sans(1; � `)-jumeaux.

Prouvons un résultat recouvrant partiellement ceux qui précèdent :

Théorème 2.16. Soit ` � 1.
� Si G est un graphe connexe sans(1; � `)-jumeaux connexe d'ordre au moins3 et

si x 2 V(G), alors toute partie A � V (G) n f xg couvrant NG[x] est de cardinal
supérieur ou égal à` ;

� réciproquement, si G est un graphe tel que pour tout sommetx 2 V(G), toute partie
A � V (G) n f xg couvrant NG [x] soit de cardinal supérieur ou égal à̀ + 1 , alors G
est sans(1; � `)-jumeaux.

Preuve. Soit G sans (1; � `)-jumeaux, connexe, comportant au moins deux sommets
et soit A � V (G) n f xg couvrant NG[x] où x 2 V (G). Alors NG[A] = NG[A [ f xg] donc
jA [ f xgj � ` + 1. Réciproquement, soit G un graphe véri�ant l'hypothèse de la seconde
partie du théorème, et soientX et Y deux ensembles d'au plus̀ sommets deG, tels que

NG[X ] = NG[Y ]:

Si X et Y sont distincts, sans perte de généralité on peut supposer qu'il existe x 2 X nY .
Alors NG [x] est couvert par la partie Y , contredisant notre hypothèse. �

On retrouve aisément la seconde partie du théorème 2.15. D'autre part, un stable maximum
de NG(x) couvre nécessairementNG[x] et on retrouve donc le theorème 2.14.
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3.1 Introduction et état des lieux

Dans ce chapitre, nous tentons d'évaluer la complexité algorithmique des problèmes
de calcul de codes identi�ants dans les graphes. Est-il envisageable de programmer un
ordinateur pour calculer un code identi�ant optimal dans un graphe à 1000 sommets ?
Serait-ce plus simple si le graphe avait une structure particulière, par exemple s'il était
un arbre ? Les di�érents problèmes que nous allons envisagerpeuvent être décrits par le
problème de décision générique suivant, qui dépend de deux entiers r � 1, ` � 1 et d'une
classeH de graphes :

Min (r; � `)-IdCode dans H
Instance : Un graphe G 2 H et un entier k ;
Question : G admet-il un code (r; � `)-identi�ant de taille au plus k ?

Le terme IdCode est bien entendu une abréviation pourcode identi�ant , et comme d'ha-
bitude nous omettrons les références superfétatoires àr ou ` dans les cas où ils sont égaux
à 1 (convention 1.1), ainsi que celle àH si la classe en question est celle de tous les
graphes. Après un rappel des résultats déjà connus quant auxproblèmes relevant de ce
type, nous présenterons de nouveaux résultats deN P -complétude pour di�érentes valeurs
der; ` et di�érentes classesH de graphes. Ceci fait, nous exhiberons un algorithme linéaire
permettant de calculer e�cacement un code identi�ant de tai lle minimale dans un arbre
donné. Nous renvoyons à [50] pour les dé�nitions des notionsrelatives à la complexité
algorithmique utilisées dans ce chapitre.

30
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Les résultats précédemment établis sur la complexité algorithmique des problèmes de
minimisation des codes identi�ants concernent tous le cas̀ = 1 ; à notre connaissance un
seul [34] aborde le casr > 1.

Théorème 3.1 (Cohen, Honkala, Lobstein, Zémor [39], Charon, Hudry, Lobstein [34]).
Pour tout r � 1, le problèmeMin r -IdCode est N P -complet.

La recherche d'un coder -identi�ant de taille minimale dans un graphe donné est doncun
problème algorithmiquement di�cile. Sous réserve de validité de l'hypothèse P 6= N P ,
qui est au moins satisfaite dans la pratique jusqu'à preuve du contraire, un algorithme qui
calculerait un code r -identi�ant de taille minimale dans tout graphe donné ne pourrait
fonctionner qu'en un temps exponentiel (dans le pire des cas) par rapport à la taille du
graphe.

Quand un problème estN P -complet, il est d'usage d'étudier lesalgorithmes polyno-
miaux d'approximation pour ce problème. Un tel algorithme doit fonctionner en temps
polynomial par rapport à la taille du graphe et retourner un code identi�ant ; on mesure
la �marge d'erreur� de cet algorithme par son rapport d'approximation qui est le quotient,
dans le pire des cas, entre la taille du code identi�ant retourné par l'algorithme et la taille
optimale d'un code identi�ant dans le graphe. Ainsi, ce rapport est d'autant plus proche
de 1 que l'algorithme est e�cace.

Dans le casr = 1, Gravier, Moncel et Klasing sont allés plus loin que le théorème 3.1
en prouvant que Min IdCode est APX-di�cile ([52]). Rappelons que ceci implique, sous
réserve de l'hypothèseP 6= N P , que Min IdCode n'admet pas d'algorithmes d'approxi-
mation de rapport constant en dessous d'une certaine valeurc > 1. Ainsi, on ne saurait
concevoir des algorithmes e�caces avec une marge d'erreur arbitrairement petite.

Avec une hypothèse plus forte, Laifenfeld et Trachtenberg ([67]) ont prouvé queMin
IdCode n'admettait pas d'algorithme polynomial d'approximation dont le rapport d'ap-
proximation serait en deçà de (1� � ) log n, où n est l'ordre du graphe, et ce pour tout
� > 0. L'hypothèse en question est la non-inclusion suivante :

N P 6� DT IME (n log log n ):

Si cette hypothèse était fausse, elle signi�erait que tous les problèmes de la classeN P
admettent un algorithme déterministe les résolvant en temps O(n log log n ). On voit donc
que cette hypothèse est plus forte que l'hypothèseP 6= N P .

Finalement, di�érents auteurs ont remarqué qu'un algorith me glouton appliqué au pro-
blème Min r -IdCode fournissait un algorithme polynomial d'approximation de rapport
d'approximation O(log n) ([67], [88]).

3.2 Des résultats de N P -complétude

Pour pousser l'analyse de la complexité au-delà de la constatation de N P -complétude,
nous avons choisi une autre direction que celle qui a été empruntée dans [52] et [67] : nous
étudions la complexité deMin (r; � `)-IdCode dans H pour di�érentes classesH de
graphes. Les classes qui nous concernent sont les suivantes:

� la classe P � � 3 des graphes planaires de degré maximal inférieur ou égal à 3 ;
� pour tout k � 3, la classeP m� k

� � 4 des graphes planaires de degré maximal au plus 4
et dont la maille est au moinsk ;

� la classe F des forêts.

Commençons par un résultat valable pour̀ = 1 et ` = 2 :
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Théorème 3.2 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [7] & annexe D). Pour tout r � 1 et
` 2 f 1; 2g, le problèmeMin (r; � `)-IdCode dans P � � 3 est N P -complet.

Ce résultat étend ainsi le théorème 3.1 en prouvant que même le fait de limiter les instances
à la classeP � � 3, pourtant beaucoup plus restreinte, fait toujours de la recherche d'un
code r -identi�ant de taille minimale un problème N P -di�cile. Il constitue aussi à notre
connaissance, dans le cas̀= 2, le premier résultat concernant la complexité algorithmique
de la recherche d'un code (r; � `)-identi�ant optimal quand ` > 1 (sujet ayant par ailleurs
fait l'objet de nombreuses recherches d'un point de vue combinatoire, voir le chapitre 1).
On pourrait d'ailleurs se contenter d'énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Pour tout r � 1, le problèmeMin (r; � 2)-IdCode est N P -complet.

Dans le cadre de notre recherche d'un algorithme e�cace dansla classe des arbres, nous
avons établi une variante de ce résultat dans le casr = 1 et ` = 1, en nous intéressant à la
classeP m� k

� � 4 des graphes planaires de maille au moinsk et de degré maximal au plus 4 :

Théorème 3.4 (Auger [3] & annexe E). Pour tout k � 3, le problèmeMin IdCode dans
P m� k

� � 4 est N P -complet.

La raison de l'étude de ces classes de graphes est qu'elles constituent des approximations,
en un certain sens, de la classe des arbres, ces derniers pouvant être considérés comme
ayant une maille in�nie. Plus précisément, ces classes forment une suite décroissante au
sens de l'inclusion, et leur intersection pourk � 3 est la classe des graphes planaires
de degré au plus 4 ne contenant aucun cycle : une sous-classe de celle desforêts. Or nous
verrons dans la prochaine section un algorithme qui résout le problèmeMin IdCode dans
F en un temps linéaire, donc polynomial, en l'ordre du graphe.Autour de cette classe,
nous disposons de l'in�nité des classesP m� k

� � 4 , en un certain sens aussi proches que l'on
veut de F , où le problème de minimisation resteN P -complet.

Avant de terminer cette partie, notons qu'il n'existe pour l 'instant aucun résultat sur la
complexité algorithmique des problèmesMin (r; � `)-IdCode lorsque ` � 3, et ce même
pour r = 1. Toutefois, il serait très surprenant que ces problèmes soient faciles et ce n'est
pas faire preuve d'une bien grande témérité que de risquer cequi suit :

Conjecture 3.5. Pour tout r � 1 et tout ` � 3, le problèmeMin (r; � `)-IdCode est
N P -complet.

3.3 Un algorithme linéaire pour les arbres

3.3.1 Principe de l'algorithme

Nous présentons ici un algorithme permettant de calculer uncode identi�ant de taille
minimale dans un arbre ou une forêt donnés, en un temps linéaire par rapport à l'ordre du
graphe. On se limitera sans perte de généralité à la description de l'algorithme lorsque le
graphe donné en instance est un arbre. Le détail de l'algorithme peut être trouvé dans [3]
(annexe E), nous allons juste ici en expliquer le principe. Considérons un arbreA et une
arête v1v2 de A , nous voulons procéder de manière récursive comme illustrésur la �gure
3.I :

� on supprime l'arête v1v2 de A , obtenant ainsi deux arbresA 1 et A 2 contenant res-
pectivement les sommetsv1 et v2 ;

� on applique récursivement l'algorithme dans les sous-arbresA 1 et A 2, obtenant pour
chacun d'eux un code identi�ant ;
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Figure 3.I � Principe de l'algorithme de calcul d'un code identi�ant optimal dans un arbre. Les
sommets noirs sont les mots de code.
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Figure 3.II � Un problème pour la récursivité

� on calcule l'union des deux codes obtenus, espérant ainsi obtenir un code identi�ant
pour A .

Bien entendu, appliqué tel quel, l'algorithme ne peut fonctionner et comme indiqué sur
la �gure 3.I ce ne sont pas des codes identi�ants que l'on va chercher dansA 1 et A 2 mais
des codes satisfaisantcertains critères, que nous allons maintenant détailler. Le principal
problème que nous rencontrons, outre le souci de minimalité, est qu'en considérant au
départ un code identi�ant de A , les codes obtenus dans les sous-arbresA 1 et A 2 après
suppression dev1v2 ne sont pas nécessairement des codes identi�ants, comme illustré sur
la �gure 3.II.

3.3.2 Codes presque identi�ants

Ainsi, en gardant les notations du paragraphe précédent, uncode identi�ant pour A ,
s'il était l'unique code identi�ant minimal, ne saurait êtr e obtenu directement comme
union de codes identi�ants de A 1 et A 2 et il nous faut introduire une notion plus souple
que celle de code identi�ant :

Dé�nition 3.6. Si G est un graphe etv un sommet deG, un code v-presque identi�ant
est un sous-ensembleC de V(G) tel que les sous-ensembles

NG[x] \ C

pour tout x 2 V(G) n f vg soient non vides et distincts.

Ainsi dans un codev-presque identi�ant, le sommet v peut être choisi comme mot de code
et donc utilisé pour couvrir et séparer, mais nous n'avons pas à identi�er v. Cette fois-ci,
on peut véri�er facilement que si C est un codev1-presque identi�ant de A , alors les codes
C \ V (A 1) et C \ V (A 2) sont respectivement des codesv1-presque identi�ant de A 1 et
v2-presque identi�ant deA 2.

Pour assurer la réciproque et calculer un code minimal, il vanous falloir en fait cal-
culer plusieurs types de codes presque identi�ants à chaqueétape, 10 pour être précis,
satisfaisant di�érentes combinaisons des propriétés suivantes, par exemple pour un code
v1-presque identi�ant :



3.3 Un algorithme linéaire pour les arbres 35

� on peut exiger que le code soit en fait identi�ant ;
� on peut exiger que v1 lui-même soit un mot de code ;
� on peut exiger que v1 soit adjacent à au moins un mot de code ;
� on peut en�n exiger qu'il existe un voisin préféré de v1, c'est-à-dire un sommet

adjacent à v1 qui ne soit couvert que par le mot de codev1.
Ces propriétés sont su�santes pour établir des formules de récurrence entre les tailles
minimales de ces di�érents codes dansA , A 1 et A 2, nous fournissant un algorithme qui
fonctionne en un temps linéaire par rapport à la taille de l'arbre passé en instance. Nous
renvoyons à [3] (annexe E) pour les détails de l'algorithme.

3.3.3 Généralisation aux graphes de largeur d'arbre bornée

Dans sa thèse [74], Moncel a remarqué qu'un théorème assez général dû à Arnborg,
Lagergren et Seese et concernant l'algorithmique dans la classe des graphes de largeur
d'arbre bornée ([2]), impliquait plus généralement :

Théorème 3.7 (Moncel [74]). Pour tout k � 1, il existe un algorithme qui calcule en
temps linéaire un code identi�ant de taille minimale pour tout graphe de largeur d'arbre
au plus k.

Pour la notion de largeur d'arbre, nous renvoyons (par exemple) à [21]. Contentons-
nous de dire que les forêts ont précisément une largeur d'arbre 1, et que ce théorème
implique donc l'existence d'un algorithme comme le nôtre. Ceci dit, le théorème 3.7 donne
l'existence théorique d'un algorithme, et ne permet pas de calculer e�ectivement un code
identi�ant.
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4.1 Introduction

L'idée à la base des systèmes de contrôle dans les graphes estd'étendre la notion
de code identi�ant en apportant un peu de souplesse au rôle des mots de code, en leur
o�rant en particulier la possiblité de ne pas couvrir un sommet pourtant à portée de
l'être. Nous allons voir que, paradoxalement, donner moinsde sommets à couvrir à chacun
des mots de code peut amener à des codes bien plus e�caces. Expliquons-nous grâce à
un nouvel exemple de musée, que l'on pourra trouver sur la �gure 4.I. À ce musée est
associé un grapheG, construit en utilisant le même principe que dans le chapitre 1. Si
l'on voulait surveiller ce musée (pour détecter du feu, du mouvement, ou autre) avec un
système modélisé par un code identi�ant, nous aurions besoin de cinq détecteurs, carG
n'est autre que le graphe hyperoctaédral d'ordre 6 (voir 0.8), qui nécessite de considérer
tous les sommets comme des mots de code, sauf un seul, a�n de former un code identi�ant.

Faisons maintenant l'hypothèse suivante :on peut décider d'exclure certaines pièces de
la zone de couverture des détecteurs.En orientant les détecteurs d'une certaine manière, en

36



4.2 Dé�nitions 37

Le Musée

AB

C

D

E F

bb

b

b

b b

bb

b

b

b b

ab

c

d

e f

Le grapheG associé

Figure 4.I � Un nouveau musée à surveiller, et le grapheG associé.

coupant certains circuits ou autre manipulation, on suppose donc que l'on peut assigner au
détecteur une zone de contrôle plus petite que l'ensemble des pièces qui seraient à portée.
Dans notre modèle mathématique, ceci signi�e que l'on peut assigner à chaque mot de
codec un ensemble de sommetsZ (c) � NG [c] qui seront couverts parc. Les sommets de
NG[c] n Z (c) sont considérés comme non couverts parc, et pour le reste tout fonctionne
comme pour un code identi�ant. Nous parlerons alors decontrôleurs au lieu de mots de
codes, et decontrôle au lieu de couverture. L'ensemble des contrôleurs qui ont encharge
un sommet x s'appelle l'étiquette de x. La �gure 4.II montre une manière optimale de
procéder dans notre musée, utilisant trois contrôleurs, aulieu des cinq nécessaires pour un
code identi�ant. Dans cet exemple, tout se passe en fait comme si l'on était en présence
d'un code identi�ant sur un cycle de longueur 6 : on n'a pas tenu compte des arêtes qui
ne nous intéressaient pas.

Nous nous autorisons, dans le cas des systèmes de contrôle, àplacer plusieurs contrô-
leurs au même endroit, avec des zones de contrôle di�érentes. On pourrait considérer qu'il
s'agit d'un seul détecteur avec plusieurs zones di�érentesà observer ; mais un tel équipe-
ment aurait besoin de plus de bits pour transmettre ses observations, et c'est ce nombre
de bits (un par zone) que nous prenons en compte. Considéronsun deuxième exemple, là
encore un graphe extrémal où tous les sommets sauf un seraient nécessaires pour un code
identi�ant : il s'agit de l'étoile à 15 sommets K 1;14. La �gure 4.III présente pour ce graphe
un code identi�ant optimal de taille 14, et un système de contrôle optimal de taille 4.

Comme pour les codes identi�ants, nous étendrons les systèmes de contrôle à l'identi�-
cation à distance d'ensembles de sommets et dé�nirons ainsiles systèmes de (r; � `)-contrôle.

4.2 Dé�nitions

Dans tout le chapitre, r et ` sont des entiers strictement positifs etG un graphe non
orienté connexe. Unr -contrôleur de G est un couple

w = ( c; Z)
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où c est un sommet deG et Z un sous-ensemble deBG(c; r). Nous disons que ler -contrôleur
w est localisé en c, ou est en c, et que c est le centre de contrôlede w. L'ensemble Z est
la zone de contrôle de w. Etant donné un r -contrôleur w, on notera respectivementc(w)
et Z (w) le centre de contrôle et la zone de contrôle dew. Si x est un sommet deG et
x 2 Z (w), nous disons quew contrôle x.

Si W est un ensemble (�ni) de r -contrôleurs de G, nous dé�nissons l'étiquette d'un
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sommet x de G dans W comme l'ensemble des contrôleurs deW qui contrôlent x. Nous
notons

L W (v) = f w 2 W : x 2 Z (w)g

cet ensemble. SiA est un ensemble de sommets deG, on pose alors

L W (A) =
[

x2 A

L W (x);

ainsi L W (; ) = ; . Un ensemble der -contrôleurs W est alors dit système de(r; � `)-
contrôle de G si les étiquettesL W (A), pour toutes les partiesA de V(G) de taille au plus
`, sont deux à deux distinctes. Comme dans le cas des codes identi�ants, si W est un
ensemble de contrôleurs dansG, nous dirons qu'un sommetx 2 V(G) est identi�é par W
si L W (x) 6= L W (y) pour tous les y 2 V(G) distincts de x.

Nous notonswr;` (G) la taille minimale d'un système de (r; � `)-contrôle dans un graphe
G ; on abréviera wr; 1(G) en wr (G).

4.3 Premières propriétés

4.3.1 Lien avec les codes identi�ants

Un code (r; � `)-identi�ant C dans un graphe sans (r; � `)-jumeaux G dé�nit de
manière naturelle un système de (r; � `)-contrôle de G, en associant à chaque mot de code
c 2 C le contrôleur (c; BG(c; r)). Ainsi, quel que soit le graphe sans (r; � `)-jumeaux G
considéré, on a l'inégalité

wr;` (G) �  id
r;` (G):

En ceci, les systèmes de contrôle constituent bien une extension des codes identi�ants.

4.3.2 Existence de systèmes de contrôles

Contrairement aux cas des codes identi�ants, tout graphe admet des systèmes de
(r; � `)-contrôle pour toutes les valeurs der et `. En particulier, dans tout graphe G
l'ensemble des contrôleurs de la forme (x; f xg) pour tous les sommetsx de G est un sys-
tème de (r; � `)-contrôle pour tous r � 1 et ` � 1 ; nous appelonstrivial ce système de
contrôle, et par extension tout système de contrôle contenant autant ou plus de contrôleurs
que de sommets à contrôler.

4.3.3 Lien avec les ensembles dominants

Si D est un ensemble dominant d'un grapheG, on peut aisément construire à partir de
D un système de (1; � 1)-contrôle pour G : il su�t de placer su�samment de contrôleurs
sur chaque élémentx de D pour qu'il puisse identi�er les sommets deNG [x], et tous les
sommets deG seront alors identi�és. Il su�t clairement de dlog(k + 1) e pour identi�er
par des 1-contrôleurs une étoile de taillek (comme dans le cas de la �gure 4.III) ; nous
obtenons donc l'inégalité suivante :

w1(G) �
X

x2D

dlog(d(x) + 2) e;

où d(x) désigne le degré du sommetx. On a ainsi

w1(G) �  G � dlog(� max + 2) e;

où  G et � max sont respectivement le nombre de domination et le degré maximal de G.
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4.3.4 Lien avec les codes superposés

Si S = f S1; S2; � � � ; Skg est une famille de parties d'un ensembleX , nous disons queS
est une famille `-superposée si, dès queI et J sont deux parties distinctes def 1; 2; � � � ; kg
de taille au plus `, on a

[ i 2 I Si 6= [ j 2 J Sj :

Si W est un système de (r; � `)-contrôle de G, alors l'ensemble des étiquettesL W (x) des
sommets x 2 V(G) est une famille `-superposée. Ces familles ont été introduites dans
[66] (sous la forme équivalente decodes`-superposés) , et leur lien avec les codes (r; � `)-
identi�ants a été observé par exemple dans [53].
Le résultat suivant nous sera utile :

Théorème 4.1 (D'yachkov, Rykov [44]). Soit sw;` la taille maximale d'une famille `-
superposée dans un ensemble de taillew. Il existe deux constantesk1 et k2 telles que pour
tous w et ` strictement positifs on ait

2k1
1

` 2 w � sw;` � 2k2
log `
` 2 w :

4.3.5 Propriétés de monotonie

Les systèmes de contrôle sont beaucoup plus souples que les codes identi�ants, et en
particulier ils jouissent de propriétés de monotonie. En particulier :

� si r � r 0 et ` � `0, un système de (r; � `)-contrôle de G est un système de (r 0; � `0)-
contrôle de G et donc

wr;` (G) � wr 0;`0(G):

� si G est un graphe partiel deG0 alors pour tous r � 1 et ` � 1

wr;` (G0) � wr;` (G):

Autrement dit, ajouter une arête à un graphe ne fait que fournir de nouvelles possibilités
pour les systèmes de contrôle et fait donc décroître la taille des systèmes minimaux. Ceci
rend possible l'étude de graphesmaximaux, où l'ajout de toute arête fait strictement
décroître le cardinal des systèmes de contrôle optimaux ; c'est ce que nous ferons en 4.4.2.

4.3.6 Compression

On dira qu'un système de contrôle W d'un graphe G est compressési, pour tout
sommet x 2 V (G) et toute partie non vide A � L W (x), il existe un sommet y 2 V (G) tel
que L W (y) = A.

Étant donné un système der -contrôle deG, il est toujours possible d'obtenir un système
de r -contrôle deG qui soit compressé et de même taille queW : il su�t, dès qu'il existe un
sommet x 2 V(G) et une partie A non vide telle queA � L W (x) mais ne correspondant à
aucune étiquette, de supprimerx des zones de contrôle des contrôleurs deL W (x) n A. On
obtient alors un système de contrôle pour lesquels tous les sommets ont même étiquette
qu'avec W, sauf x ayant maintenant l'étiquette A. En répétant ce procédé, on obtient en
un nombre �ni d'étapes un système de contrôle compressé.

Si W est un système der -contrôle compressé deG, alors pour tout sommet x on a

jL W (x)j � b log(jB (x; 2r )j + 1) c;

que l'on déduit immédiatement de la propriété de compression. Un système compressé
peut donc être utile pour l'estimation de la taille de certains systèmes de contrôle.
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4.3.7 Complexité algorithmique

Sans surprise, la recherche d'un système de (1; � 1)-contrôle optimal dans un graphe
donné est un problèmeN P -di�cile. Mais nous allons un peu plus loin en prouvant un
résultat analogue au théorème 3.2 concernant les codes identi�ants :

Théorème 4.2 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Le problème consistant à
déterminer, étant donné un entier k et un grapheG planaire et de degré maximal au plus
3, si G admet un système de contrôle de cardinal au plusk, est N P -complet.

Notons que, pour l'instant, les casr > 1 ou ` > 1 sont ouverts.

4.4 Bornes en fonction du nombre de sommets

4.4.1 Bornes inférieures

Pour ` = 1, la borne du théorème 1.7 s'étend clairement au cas des systèmes de
contrôle :

Théorème 4.3. Soient G un graphe d'ordre n et r � 1. Alors

dlog(n + 1) e � wr (G):

L'égalité est atteinte, par exemple, pour tous les graphes de diamètre inférieur ou égal à
r . Lorsque ` > 1, nous faisons appel au théorème 4.1 pour obtenir :

Théorème 4.4. Il existe une constante strictement positivec1 telle que pourr > 0, ` > 1
et tout graphe G d'ordre n on ait

c1
`2

log `
logn � wr;` (G):

La borne inférieure du théorème 4.1 peut, elle, être utilisée pour construire des systèmes
de (r; � `)-contrôle de petite taille dans des graphes particuliers (par exemple des graphes
de diamètre inférieur à r ).

4.4.2 Bornes supérieures

Un code identi�ant dé�nissant de manière naturelle un système de contrôle (voir 4.3.1),
le théorème 1.8 prouve que dans tout graphe sansr -jumeaux connexe àn sommets, avec
n � 3, un système de contrôle minimal est au plus de cardinaln � 1. On peut prouver en
fait bien mieux :

Théorème 4.5 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Soit G un graphe connexe
d'ordre n. Alors

� si n = 1 , w1(G) = 1 ;
� si n = 2 ou n = 3 , w1(G) = 2 ;
� si n = 4 ou n = 5 , w1(G) = 3 ;
� si n 62 f1; 2; 4g, w1(G) � b 2n

3 c.

Grâce à la propriété de monotonie, il su�t de prouver la borne supérieure de2n
3 dans le

cas des arbres. D'autre part, la valeurb2n
3 c est atteinte pour tout n 62 f1; 2; 4g ; nous avons

caractérisé, dans [8], les graphes qui l'atteignent. Toujours grâce à la monotonie, il nous
su�t de caractériser les graphes G d'ordre n tels que w1(G) = b2n

3 c et dont le nombre



4.4 Bornes en fonction du nombre de sommets 42

d'arêtes est maximal ; tous les graphes satisfaisant exactement cette borne seront alors
exactement les graphes partiels connexes de ces graphes maximaux.
Le résultat dépend du reste den modulo 3. Si ce reste est 0, le résultat est simple à
énoncer :

Théorème 4.6 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, [8]). Les graphes connexesG d'ordre n
divisible par 3 tels quew1(G) = 2n

3 sont précisément les graphes partiels connexes du graphe
H construit de la manière suivante : on considère l'union den

3 triangles K 3 disjoints,
on choisit un sommet dit point d'attache sur chaque triangleet on relie tous les points
d'attache entre eux.

La �gure 4.IV représente le grapheH du théorème ci-dessus, ainsi qu'un exemple de sous-
graphe connexe qui atteint la borne de2n

3 ; chaque triangle nécessitant au moins deux
contrôleurs, il est immédiat de constater que la borne est atteinte.
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Figure 4.IV � À gauche, le grapheH d'ordre 18 dont tous les graphesG d'ordre 18 atteignant
la borne w1(G) = 12 sont des graphes partiels connexes. Les sommets représentés
par des carrés sont les points d'attache des triangles. À droite, un arbre atteignant
cette borne.

Nous appelonsgadgets les triangles qui composent le grapheH du théorème 4.6.
Lorsque n n'est pas divisible par 3, la situation se complique et de nouveaux gadgets
apparaissent.

Théorème 4.7 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Soit G un graphe connexe
d'ordre n = 3k + 2 où k � 3. Alors w1(G) = 2 k + 1 si et seulement siG est un graphe
partiel connexe de l'un des graphes suivants :

� la clique d'ordre k + 1 , sur laquelle sont rattachés chacun par un sommetk triangles
K 3 ainsi qu'une arête K 2 ;

� la clique d'ordre k, sur laquelle sont rattachés chacun par un sommetk � 1 triangles
K 3 ainsi qu'une clique K 5.

Le premier des graphes ci-dessus est donc construit à partirde k + 2 gadgets, qui sont des
triangles K 3 et une arête K 2. Le deuxième est lui construit à partir de k + 1 gadgets, à
savoir des triangles et une cliqueK 5. Dans chaque cas chacun des gadgets est muni d'un
seul point d'attache, et tous les points d'attaches sont deux à deux adjacents. Les deux
graphes extrémaux correspondant au casn = 20 sont représentés sur la �gure 4.V.

Dans le casn � 1 mod 3, de nouveaux gadgets apparaissent, certains disposant de
deux points d'attache. Aux arêtes K 2, triangles K 3 et clique K 5 nous devons ajouter :
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Figure 4.V � Les deux graphes maximaux d'ordre20 tels que w1 = 13. Tout graphe connexe
d'ordre 20 atteignant la borne du théorème 4.6 est un graphe partiel connexe de
l'un de ces deux graphes. Les sommets représentés par des carrés sont les points
d'attache des gadgets.

Figure 4.VI � Les trois gadgets d'ordre7. Les carrés indiquent les points d'attache des gadgets.

� la clique K 4, qui dispose de deux points d'attache ;
� les trois gadgets d'ordre 7 représentés sur la �gure 4.VI. Les deux premiers ont un

seul points d'attache et le troisième en a deux.
Le casn � 1 mod 3 n'est pas terminé à ce jour. Nous caractérisons dans cecas les arbres
atteignant la borne (voir l'annexe D), et donnons des constructions avec ces gadgets que
nous pensons su�santes pour recouvrir tous les cas. Nous conjecturons :

Conjecture 4.8. Soit G un graphe connexe d'ordren = 3k + 1 où k � 3. Alors w1(G) =
2k + 1 si et seulement siG est un graphe partiel connexe d'un graphe construit à partir
de gadgets pour un des cas suivants :

� k � 1 triangles K 3 et deux arêtesK 2 ;
� k � 2 triangles K 3, une arête K 2 et une cliqueK 5 ;
� k � 3 triangles K 3 et deux cliquesK 5 ;
� k � 1 triangles K 3 et une cliqueK 4 (avec deux points d'attache) ;
� k � 2 triangles K 3 et un gadget d'ordre7 (�g. 4.VI).

4.5 Systèmes de contrôle dans les chaînes et les cycles

Pour r = 1 et ` = 1, un système de contrôle dans la chaînePn ne peut faire mieux
qu'un code identi�ant (voir la table 1.III) :
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Théorème 4.9 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Pour tout n � 0, on a

w1(Pn ) = d
n + 1

2
e:

Pour ` = 2, nous savons que la chaînePn admet des 2-jumeaux puisqu'elle a des sommets
de degré 1. En revanche, elle admet comme tout graphe des systèmes de (1; � 2)-contrôle
et nous prouvons :

Théorème 4.10 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). On a w1;2 (Pn ) = n pour
1 � n � 10 et

w1;2 (Pn ) = d
5(n + 1)

6
e

pour n � 11.

La �gure 4.VII présente un système de (1; � 2)-contrôle de cardinal 10 dans une chaîne à
11 sommets, généralisable en un système de taille 5k dans une chaîne à 6k � 1 sommets.
Le même type de construction existe pour les chaînes ayant d'autres longueurs.

b b b b b b b b b b b

1 2 3 4 5 10 20 30 40 50

1, 2
1, 3

2, 4
3, 5

4, 5
5, 1'

1', 2'
1', 3'

2', 4'
3', 5'

4', 5'

Figure 4.VII � Un système de (1; � 2)-contrôle optimal dans les chaînes.

Pour les valeurs supérieures dè, nous ne pouvons faire mieux qu'utiliser un système
de contrôle trivial dans la chaîne :

Théorème 4.11 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Pour tout n � 0 et tout
` � 3, on a

w1;` (Pn ) = n:

Nous obtenons des résultats sensiblement équivalent dans les cycles :

Théorème 4.12 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Pour tout n � 1 on a

w1 (Cn ) = d
n
2

e:

D'autre part w1;2 (C6) = 6 , et pour n 6= 6 on a

w1;2 (Cn ) = w1;2 (Pn ) = d
5n
6

e:

4.6 Systèmes de contrôle dans la grille du roi

Les résultats de cette section ont été obtenus en collaboration avec Iiro Honkala lors
d'un séjour doctoral à l'université de Turku, Finlande. Ce travail est encore en cours.

Nous renvoyons au chapitre 1 pour la dé�nition de la grille du roi. Ce graphe est in�ni
mais toutes les dé�nitions données pour les sytèmes de contrôles dans les graphes �nis s'y



4.6 Systèmes de contrôle dans la grille du roi 45

généralisent sans problème. Comme pour les codes identi�ants, nous nous intéressons à la
densité des systèmes de contrôle plutôt qu'à leur cardinal (qui seraégalement in�ni). La
densité d'un système de contrôleW de la grille du roi est dé�nie de manière analogue à
celle d'un code identi�ant (voir 1.8).

4.6.1 Identi�cation des sommets

À distance 1, nous pouvons montrer que les codes identi�antssont optimaux comme
systèmes de (1; � 1)-contrôle dans la grille du roi (voir le théorème 1.10). Plus précisément :

Théorème 4.13 (Auger, Honkala). La densité optimale d'un système de(1; � 1)-contrôle
dans la gril le du roi est 2

9 .

La preuve de ce résultat est une adaptation de la preuve du résultat analogue pour les
codes identi�ants, issue de [40].

Quand r grandit, les systèmes de (r; � 1)-contrôle deviennent rapidement bien meilleurs
que les codes identifants, dont la densité optimale est14r pour r > 1 (voir la table 1.VI).

Théorème 4.14 (Auger, Honkala). Soit D r la densité optimale d'un système de(r; � 1)-
contrôle dans la gril le du roi. On a pour tout r � 1

log r
2r 2 (1 + o(1)) � D r �

dlog((2r + 1) 2 + 1) e
(2r + 1) 2

et donc

D r �
r !1

log r
2r 2 :

Preuve . Pour la borne supérieure, nous utilisons le même principe que dans la partie
4.3.3, mais à distancer : l'ensemble

C = (2 r + 1) Z � (2r + 1) Z

est tel qu'il contient un élément à distance inférieure àr de tout sommet de la grille ;
autrement dit, l'union des boules de centrer centrées sur les sommets deC couvre en-
tièrement Z2. Or il su�t de dlog((2r + 1) 2 + 1) e contrôleurs au centre de chacune de ces
boules pour en identi�er les (2r + 1) 2 éléments. La densité deC étant par ailleurs égale à

1
(2r +1) 2 , nous obtenons ainsi le majorant annoncé.

Considérons maintenant� > 0. Pour identi�er les sommets d'une boule de centrex �xé
et de rayond�r e, le nombre de contrôleurs nécessaire est au moins égal à log((2�r +1) 2+1) ;
d'autre part ces contrôleurs sont nécéssairement centrés dans la boule de centrex et de
rayon d�r + r e. En pavant la grille avec des boules de ce rayon on voit donc que

log((2�r + 1) 2 + 1)
(2d(1 + � )r e+ 1) 2 � D r :

Ceci étant vrai pour tout � > 0, un peu d'analyse permet d'établir simplement le minorant.
�

4.6.2 Identi�cation des ensembles de sommets

Résultats d'impossiblité

Comme tout graphe, la grille du roi admet des systèmes de (r; � `)-contrôle pour toutes
les valeurs der et ` ; cependant il est raisonnable de penser que pour̀ grand, quand r
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est �xé, ces systèmes seront tous triviaux, c'est-à-dire dedensité supérieure ou égale à
1. Nous avons commencé par le casr = 1, en nous intéressant à la question suivante :
jusqu'à quelle valeur dè la gril le du roi admet-elle des systèmes de(1; � `)-contrôle non
triviaux ?

Si W est un système de contrôle d'un grapheG, nous appelonsermite un sommet
h 2 V(G) tel qu'il existe un contrôleur w 2 W qui contrôle uniquement h. Remarquons
qu'il est alors inutile que tout autre contrôleur contrôle h, et qu'on peut ainsi supposer
que l'étiquette L W (h) est un singleton. On peut aussi supposer que le centre de contrôle
du contrôleur d'un ermite h est le sommeth lui-même, ce que nous ferons désormais.

Nous avons besoin d'utiliser, pour les propriétés à venir, la notion d' ensemble couvrant
une famille de parties. SiX est un ensemble �ni et F est une famille de parties deX ,
un ensemble couvrantF est un sous-ensembleC de X tel que, pour tout F 2 F , on ait
F \ C 6= ; . Cette notion généralise celle d'ensemble de sommets couvrant un ensemble
d'arêtes, ou d'ensemble dominant un graphe.

Supposonsr �xé. Soient G un graphe, x un sommet de G et w1; w2; � � � ; wk des r -
contrôleurs deG. Nous notons

� x (f w1; w2; � � � wkg)

le nombre minimal de sommetsdistincts de x nécessaires pour couvrir l'ensemble des
parties

f Z (wi ) : 1 � i � kg:

Clairement, on a � x (f w1; w2; � � � wkg) < + 1 si et seulement si les contrôleurswi , pour
1 � i � k, contrôlent x et au moins un autre sommet.
Nous pouvons alors énoncer un lemme qui nous sera utile :

Lemme 4.15. Soit W un système de(r; � `)-contrôle dans un grapheG. Alors pour tout
x 2 V(G), si x n'est pas un ermite, on a

� x (L W (x)) � `

et en particulier on a jB (x; 2r )j � ` + 1 .

Preuve. Si x n'est pas un ermite, alors on a� x (L W (x)) < + 1 : soit A � V (G) n f xg
couvrant L W (x) et de taille minimale. Par dé�nition, tout contrôleur w 2 L W (x) contrôle
un élément deA ; on a doncL W (x) � L W (A) et ainsi L W (A) = L W (A [f xg) ; ceci implique
que jAj + 1 > ` .

Remarquons maintenant que tous les contrôleurs dex ont leur centre dans BG(x; r ),
et donc que leur zone de contrôle est incluse dansBG(x; 2r ). Ainsi BG(x; 2r ) n f xg couvre
L W (x) et est donc de cardinal au moins̀ .

�
Ce lemme implique, par exemple, que dans un graphe de degré maximal �, tous les

systèmes de (1; � `)-contrôle avec` > � 2 sont triviaux. Pour la grille du roi, nous obtenons
une borne plus �ne :

Théorème 4.16 (Auger, Honkala). Pour ` � 6, tous les systèmes de(1; � `)-contrôle
dans la gril le du roi ont une densité supérieure ou égale à1.

Preuve. Soit ` � 6 et W un système de (1; � `)-contrôle dans la grille du roi. Considérons
qu'un contrôleur (c; Z) confère un poids de 1

jZ j à chaque sommet deZ ; le poids d'un
sommet étant alors la somme des poids qui lui sont conférés par chacun des contrôleurs
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Figure 4.VIII � Motif M utilisé pour créer un système de(1; � 4)-contrôle, composé des cinq
sommets noirs.

qui le contrôlent. Il su�t alors, pour prouver qu'un système de contrôle a une densité
supérieure ou égale à 1, de montrer que tous les sommets ont unpoids supérieur ou égal
à 1.

Considérons d'abord un sommetx tel que jL W (v)j = 1 ; alors, puisque ` > 1 le contrô-
leur qui contrôle x ne peut contrôler d'autre sommet (ainsix est un ermite). Ce contrôleur
confère donc un poids de 1 àx. D'après le lemme 4.15, six n'est pas un ermite alors nous
devons avoir jL W (x)j � ` � 6.
� Supposons quejL W (x)j � 9 : alors le poids dex est au moins égal à 9� 1

9 = 1.
� Supposons maintenantjL W (x)j = 8, et posons

L W (x) = f w1; w2; � � � ; w8g:

Si trois de ces contrôleurs, sans perte de généralitéw1, w2 et w3 contrôlent un même
sommet distinct de x, alors � x (f w1; w2; w3g) = 1 et donc � x (f w4; w5; w6; w7; w8g) � 5.
Les cinq contrôleurs wi pour 4 � i � 8 doivent donc avoir des zones de contrôle ne
s'intersectant deux à deux qu'en x ; ces cinq zones sont incluses dans la bouleB (x; 2),
de cardinal 25. Étant disjointes, à part en x, elles confèrent àx un poids minimum de
5 � 1

1+ 24
5

= 25
29. Les contrôleurs w1; w2 et w3, quant à eux, confèrent àx un poids d'au

minimum 3 � 1
9 = 1

3 . Le poids dex est donc au moins25
29 + 1

3 > 1.
Si, en dehors dex, trois des huit contrôleurs ne contrôlent jamais un même sommet,

alors les éléments deB (x; 2) n f xg appartiennent à au plus deux zones de contrôles ; ainsi
la taille moyenne de ces zones de contrôle est d'au plus 1 +48

8 = 7, d'où un poids d'au
moins 8

7 pour x.
� Supposons maintenant quejL W (x)j = 7. Parmi ces sept contrôleurs, cinq au moins
doivent avoir des zones de contrôle deux à deux disjointes endehors dex, de façon à avoir
� x (L W (x)) � 6. Ces cinq contrôleurs confèrent àx un poids d'au moins 25

29, et les deux
autres un poids d'au moins 2

9 , d'où un poids supérieur à 1 pourx.
� En�n, si jL W (x)j = 6, les six zones de contrôle doivent être disjointes en dehors de x et
ainsi le poids dex est d'au moins 6� 1

1+ 24
6

= 6
5 > 1.

�

Une construction pour ` = 4

Proposons maintenant une construction qui prouve qu'il existe des systèmes de (1; � 4)-
contrôle de densité strictement inférieure à 1 dans la grille du roi. Notre construction utilise
le motif M représenté sur la �gure 4.VIII. Notons f m1; � � � ; m5g les sommets deM dans
un ordre indi�érent ; rappelons ce ces sommets sont des éléments de Z2. Notre motif M a
la propriété suivante :



4.6 Systèmes de contrôle dans la grille du roi 48

Propriété 4.17. Les di�érences mj � mi , où les entiersi et j sont tels que1 � i < j � 5,
sont deux à deux distinctes.

Cette propriété nous permet de prouver :

Théorème 4.18. Si C est un ensemble de sommets deG tels que deux sommets distincts
x et y n'appartenant pas à C sont au moins à distance5, alors l'ensemble de contrôleurs

W = f (c; c+ M ) : c 2 Cg

est un système de(1; � 4)-contrôle de G.

Un tel ensembleC avec une densité optimale est par exemple

Z2 n (5Z � 5Z)

qui nous fournit un système de contrôle de densité24
25 < 1.

Preuve. L'intérêt de la propriété 4.17 est qu'elle assure que si les sommets x et y sont
distincts, alors (x + M ) \ (y + M ) contient au plus un sommet. Soit C comme dans
l'énoncé ; on remarque de plus que pour tout sommetx, l'ensemble x � M contient au
plus un élément deC. Par conséquent, l'étiquette L W (x) de tout sommet x est de taille
au moins 4.

Soient X et Y deux ensembles distincts de sommets de taille au plus 4 et prouvons
que L W (X ) 6= L W (Y ) ; c'est clairement le cas siY est vide. Supposons doncY non vide,
et aussi dans un premier temps quejX j < 4. Soit y 2 Y ; puisque pour tout x 2 X on
a jL W (x) \ L W (y)j � 1, on en déduit qu'il existe au moins un sommet deL W (y) qui
n'appartient pas à L W (X ). On a donc L W (Y ) 6= L W (X ).

Nous pouvons ainsi supposer quejL W (X )j = jL W (Y )j = 4. Il existe alors un sommet
x1 2 X n Y et un sommet y1 2 Y n X . Si jamais nous avionsjL W (x1)j = 5, alors par un
argument similaire au précédent nous ne pourrions avoirL W (x1) � L W (Y ), et inversement
si jL W (y1)j = 5. On peut donc supposer que

jL W (x1)j = jL W (y1)j = 4 :

Si ces deux étiquettes ne sont pas de cardinal 5, c'est qu'il existe deux sommets de la
forme x1 + m1 et y1 + m2, où m1 et m2 sont dans M , qui n'appartiennent pas à C. Si
ces sommets sont distincts, alorsdG(x1 + m1; y1 + m2) � 5, et donc dG(x1; y1) � 3 d'où
L W (x1) \ L W (y2) = ; . Mais alors L W (x1) � L W (Y n f y1g) et nous pouvons appliquer le
même argument que précédemment.

Si jamais x1 + m1 = y1 + m2, alors l'intersection de x1 � M et y1 � M est précisément
réduite à ce sommet. On a doncL W (x1) \ L W (y1) = ; , et encore une fois le même argu-
ment implique qu'il est impossible d'avoir L W (x1) � L W (Y ). �

Plus généralement, on peut prouver le résultat suivant, où l'hypothèse dedi�érences dis-
tinctes est la généralisation de la propriété 4.17.

Théorème 4.19 (Auger, Honkala). Soit ` � 2 et M = f m1; m2; � � � ; m`+1 g un sous-
ensemble de la boule de rayonr et de centre 0 de la gril le du roi, ayant des di�érences
distinctes. Alors il existe un système de(r; � `)-contrôle dans la gril le de densité

D = 1 �
1

(4r + 1) 2

où toutes les zones de contrôle sont de la formex + M pour un sommetx.
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Le cas` = 5 est pour l'instant encore ouvert, car nous ne disposons nid'une construction,
ni d'une preuve d'inexistence, d'un système de (1; � 5)-contrôle non trivial dans la grille
du roi.



Deuxième partie

Puissances de graphes

50
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Dans les deux parties précédentes, nous avons utilisé la notion de puissanceGr d'un
graphe G a�n de nous ramener, de l'étude des codes (r; � `)-identi�ants ou des systèmes
de (r; � `)-contrôle dans G pour r > 1, à l'étude des codes (1; � `)-identi�ants ou des
systèmes de (1; � `)-contrôle dans Gr . Les puissances de graphes nous permettent donc
d'intégrer les di�cultés liées aux calculs de distances au graphe considéré et de se focaliser
sur l'étude des codes ou systèmes. Ils permettent ainsi de transposer de nombreux résultats,
établis dans le casr = 1, au cas général oùr est quelconque, simplement en les appliquant
à Gr au lieu de G.

Au-delà de cet aspect pratique, les graphes qui sont des puissances jouissent de certaines
propriétés combinatoires intéressantes. Citons par exemple le résultat suivant, dû à H.
Fleischner, dont il existe plusieurs variantes :

Théorème 4.20 (Fleischner [47]). Le carré d'un graphe2-connexe admet un cycle hamil-
tonien.

Nous présenterons dans cette partie nos di�érents résultats concernant les puissances de
graphes. Le chapitre 5 expose des résultats de type extrémal: nous étudions quelles con�-
gurations présentent un nombre d'arêtes maximum ou minimumpour certaines propriétés
liées aux puissances. Le chapitre 6 présentera des résultats algorithmiques et combinatoires
liés plus particulièrement à la notion de carré d'un graphe.

Rappelons la dé�nition de la puissancer -ième d'un graphe non orientéG adoptée ici :
c'est le grapheGr , dont l'ensemble des sommets est le même que celui deG et tel que
deux sommets distinctsx et y sont reliés par une arête dansGr si et seulement si leur
distance dG(x; y) dans G véri�e

dG(x; y) � r:

Notons que le diamètre deG peut être interprété comme le plus petit entier r tel que
toutes les composantes connexes deGr soient des graphes complets. A titre d'exemple, la
�gure 4.IX présente les di�érentes puissances d'un graphe.

Remarquons queG1 = G et qu'on dispose des relations habituelles justi�ant la notation
exponentielle : (Gs)t = Gst pour tous les entiers naturels non nulss et t. PuisqueV(G) =
V(Gr ), les arêtes deG sont des arêtes deGr lorsque r � 1 : ainsi G est un graphe partiel
de Gr . Plus généralement,Gs est un sous-graphe partiel couvrant deGt si s � t.
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Figure 4.IX � Un graphe G et ses puissancesG2, G3 et Gr pour r � 4.

Si H est un graphe tel queH r = G, on dit que H est une raciner -ième deG ; dans
le cas r = 2, on parle de carré et de racines carrées. Deux racinesr -ièmes distinctes
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H1 et H2 d'un graphe G (pour la même valeur de r ) seront appeléescoracines. Deux
coracines étant dé�nies sur le même ensemble de sommets queG, on pourra par exemple
considérer des opérations ensemblistes telles queE(H1) \ E (H2). Dans toute cette partie,
et particulièrement dans le chapitre 6, il faut garder à l'esprit que l'on travaille sur un
ensemble de sommets �xé et pas à isomorphisme près : deux coracinesH1 et H2 d'un graphe
G, même si elles sont isomorphes, seront considérées comme des racines distinctes dès lors
que E(H1) 6= E(H2). Par exemple, la �gure 4.X représente le graphe hyperoctaédral
d'ordre 6, qui admet quatre racines carrées, toutes isomorphes à un cycleC6.
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5.1 Introduction

Considérons un réseau social, comme les réseauxFacebook, Twitter ou MSN. Supposons
qu'à un instant donné, chaque personne ajoute comme amis lesamis de ses amis : alors
un certain nombre de nouvelles amitiés (connexions) vont secréer dans le réseau. Peut-on
évaluer le nombre minimal de connexions qui seront créées, et le nombre minimal d'amitiés
qui existeront au �nal ? Quels sont les cas extrémaux ? On peutaussi répéter l'opération
plusieurs fois avant d'envisager ces questions.

Ces di�érents problèmes se formulent naturellement en termes de puissances de graphes.
Voici précisément ce que nous nous proposons d'étudier :

Questions

(I) Quelle est la taille maximale d'un graphe G d'ordre n de diamètre d?

(II) Quelle est la taille minimale de la puissancer -ième d'un grapheG connexe d'ordre
n ?

(III) Étant donné un graphe connexe G d'ordre n et de diamètre d > r , quelle est la
valeur minimale de

jE(Gr )j � j E (G)j ;

autremement dit combien d'arêtes sont ajoutées au minimum quand on passe deG
à sa puissancer -ième ?

Dans chaque cas, nous cherchons la liste exhaustive des graphes réalisant l'extremum. Nous
envisagerons ensuite, dans la section 5.4, ces questions dans le cas des graphes orientés.

5.2 État des lieux

Un théorème d'Ore donne la réponse à la question (I) :

53
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Théorème 5.1 (Ore [79]). Soit G un graphe d'ordre n et de diamètre d � 2. Alors la
taille de G véri�e

jE (G)j �
n(n � 1)

2
� b(n; d � 1) � 1;

où
b(n; r ) = ( r � 1)(n � 1 �

r
2

):

Autrement dit, quel que soit r � 1, si le nombre d'arêtes qui manquent à un graphe d'ordre
n pour être complet est inférieur ou égal àb(n; r ), alors son diamètre est au plusr , i.e.
Gr est complet. Ore caractérise aussi les graphes réalisant l'égalité dans le théorème 5.1,
c'est-à-dire les graphes de diamètre �xé ayant le plus d'arêtes possible. Nous retrouvons
ce résultat comme conséquence de notre réponse à la question(III), mais il peut être
intéressant de considérer dès maintenant ces graphes extrémaux. Pour cela, nous appelons
chaîne de cliques de longueurq et notons (W0; W1; � � � ; Wq) un graphe G (voir �g. 5.I) tel
que :

� les ensemblesW0; W1; � � � ; Wq forment une partition de V(G) ;
� pour tout i véri�ant 0 � i � q � 1 le grapheG[Wi [ Wi +1 ] est une clique ;
� si i + 1 < j , il n'y a aucune arête entreWi et Wj .

On peut construire toute chaîne de cliques de longueurq en partant d'une chaîne de
longueur q et en remplaçant chaque sommet par une clique, reliant entreeux tous les
sommets de deux cliques correspondant à des sommets initialement adjacents. Le diamètre
d'une telle chaîne de clique est égal àq.

b

b b

b b

b b

b

b

b b

b b

b b

b

b

b b

b b

b b

b

b

b b

b b

b b

b

cliques
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Figure 5.I � Une chaîne de cliques, cas non orienté

Avec ce vocabulaire, les graphes extrémaux correspondant àla question (I) sont aisé-
ment décrits. Il convient de distinguer les graphesdiamètre-critiques, pour lesquels l'ajout
de toute arête diminuerait strictement le diamètre, et les graphes maximum diamètre-
critiques, qui de plus ont le nombre maximum d'arêtes possible (et qui sont précisément
ceux qui nous intéressent dans le cadre de la question (I)) :

Théorème 5.2 (Ore [79]). Pour tout d � 2, un graphe de diamètred est diamètre-critique
si et seulement s'il est une chaîne de cliques de longueurd, et est maximum diamètre-
critique si et seulement s'il est une chaîne de cliques de longueur d où toutes les cliques
sont réduites à un seul sommet, sauf éventuellement deux cliques consécutives ne pouvant
se trouver aux extrémités de la chaîne de cliques.
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Figure 5.II � Un graphe maximum diamètre-critique à11 sommets et de diamètred = 7 .

La �gure 5.II illustre ce théorème en présentant un exemple de graphe maximum diamètre-
critique de diamètre 7 à 11 sommets. On pourra véri�er que ce graphe comporte 19 arêtes,
et que la borne du théorème 5.2 vaut

11� 10
2

� 5 � (11 � 1 �
6
2

) � 1 = 19:

Passons maintenant à la question (II). La réponse à cette question est également
connue, mais nous prouverons que les chaînes sont les seuls graphes réalisant l'égalité.
Le théorème suivant est cité dans le livre de F. Buckley et F. Harary ([22]) comme corol-
laire d'un résultat non publié de M.O. Albertson, D. Berman et F. Buckley. Le cas r = 2
y est attribué à M. Capobianco.

Théorème 5.3 (Albertson, Berman, Buckley, Capobianco, Harary [22]). Soit r � 1 et G
un graphe connexe d'ordren. Alors

jE(Gr )j � nr �
r (r + 1)

2
:

La question (III), quant à elle, n'a été abordé que dans le casparticulier r = 2 :

Théorème 5.4 (Aingworth, Motwani, Harary [1]) . Si G est un graphe d'ordren et de
diamètre au moins 3, alors

�
�
�E(G2)

�
�
� � j E (G)j � n � 2:

Les auteurs prouvent que l'égalité est possible, mais ne caractérisent pas les graphes réa-
lisant le maximum, ce que nous ferons.

5.3 Nouveaux résultats dans le cas non orienté

La question (I), comme précisé ci-avant, a été entièrement résolue par Ore ([79]). Pour
la question (II), nous avons caractérisé les graphes réalisant l'extremum, complétant ainsi
le théorème 5.3 :

Théorème 5.5 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [11] & appendice H). Soit r � 1 et G
un graphe connexe d'ordren � 1 et de diamètred < r . Alors

jE(Gr )j = nr �
r (r + 1)

2

si et seulement siG est une chaîne.
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Ce résultat est aussi une conséquence du théorème 5.6, qui répond à la question (III). Le
voici :

Théorème 5.6 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [11] & appendice H). Soit r � 1. Si G
est un graphe connexe d'ordren et de diamètre au moinsr + 1 , alors

jE(Gr )j � j E (G)j � b(n; r );

où
b(n; r ) = ( r � 1)(n � 1 �

r
2

):

Si Gr n'est pas complet alorsG gagne donc au moinsb(n; r ) arêtes lorsqu'il est élevé
à la puissancer , et donc le nombre d'arêtes qui manquent àG pour être complet est
strictement supérieur à b(n; r ). On retrouve ainsi le théorème 5.1.

Décrivons maintenant les graphes pour lesquels il y a égalité, en termes de chaînes de
cliques (cf. section 5.2).

Théorème 5.7 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [11] & appendice H). Les seuls graphes
réalisant l'égalité dans le théorème 5.6 sont les chaînes decliques (W0; W1; � � � ; Wq) ap-
partenant à l'un des types suivants :

� type 1 : q = r + 1 et il existe au plus deux entiersj tels quejWj j > 1, qui doivent
alors être consécutifs.

� type 2 : q � r + 1 et jWi j = 1 dès que2 � i � q � 2 ; de plus si q = r + 1 alors
jW1j = 1 et jWq� 1j = 1 , et si q = r + 2 alors jW1j = 1 ou jWq� 1j = 1 .

Notons que le théorème 5.5 est une conséquence immédiate desthéorèmes 5.6 et 5.7,
car on véri�e que

n � 1 + b(n; r ) = nr �
r (r + 1)

2
:

Ainsi, un graphe réalisant l'extremum du théorème 5.5 est nécessairement une chaîne de
cliques ayant exactementn � 1 arêtes, et ne peut donc être qu'une chaîne.

Les graphes décrits dans le théorème 5.7 sont aisément compris avec une description
conditionnelle : ce sont les chaînes de cliques (W0; W1; � � � ; Wq) avec q � r + 1 telles qu'un
sommet d'une cliqueWi véri�ant jWi j � 2 admette dans le graphe exactement un sommet
à distancek pour tout k véri�ant 2 � k � r .

Parmi les graphes de type 1, on retrouve les graphes maximum diamètre-critiques
évoqués dans la section précédente (théorème 5.2, voir la �g. 5.II pour un exemple) puisqu'il
leur manque exactementb(n; r ) + 1 arêtes pour êtres complets et qu'il ne manque qu'une
seule arête à leur puissancer -ième pour être un graphe complet. À ces graphes s'ajoutent
ceux de type 1 ayant une clique comportant plus d'un sommet sur une clique extrême
(voir un exemple sur la �gure 5.III), ainsi que ceux de type 2. Les di�érentes possibilités
pour les graphes de type 2 sont illustrées sur la �gure 5.IV. Notons que les deux types ne
sont pas exclusifs.

5.4 Nouveaux résultats dans le cas orienté

Dans le cas orienté, nous avons établi des résultats similaires. Les preuves sont cepen-
dant plus complexes ; en e�et, les notions de connexité dans un graphe orienté sont plus
subtiles que dans le cas non orienté. En particulier, l'hypothèse qui nous permet ici de
généraliser nos résultats est celle de forte connexité.
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Figure 5.III � Un graphe de type 1 à11 sommets pour r = 6 (diamètre r + 1 ), qui n'est pas
maximum diamètre-critique.
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Figure 5.IV � Di�érents graphes de type 2, dans le casr = 6 .

Nous appelonsclique orientéedans un graphe orientéD un sous-ensemble de sommets
K de D tel que, pour tous x et y distincts dans K , les arcs (x; y) et (y; x) soient dans
A(D). Si V (D) est une clique orientée, on dira queD est un graphe orienté complet.

Nous adaptons la notion de chaîne de cliques du cas non orienté (voir section 5.3)
en la notion de chemin de cliques: un chemin de cliques de longueurq également noté
(W0; W1; � � � ; Wq), est un graphe orientéD (voir �g. 5.V) tel que :

� les ensemblesW0; W1; � � � ; Wq forment une partition de V(D) ;
� pour tout i véri�ant 0 � i � q � 1, si x 2 Wi et y 2 Wi +1 alors (x; y) 2 A(D) ;
� pour tous les entiers i et j véri�ant 0 � i � j � q, si x 2 Wi et y 2 Wj sont distincts

alors (y; x) 2 A(D) ;
� il n'y a aucun arc de Wi vers Wj si j > i + 1.

Un chemin de cliques est donc une suite de cliques orientées,telle que tous les sommets
d'une clique soient reliés aux sommets de la suivante, et telle qu'on ait tous les arcs
retour, c'est-à-dire tous les arcs des sommets d'une cliqueWj vers les sommets des cliques
Wi lorsque j > i . Notons qu'un chemin de cliques est bien évidemment un graphe orienté
fortement connexe.
L'analogue du théorème 5.5 dans le cas orienté est dû à A. Ghouila-Houri. Nous caracté-
risons dans l'article [10] (appendice I) les graphes atteignant l'extremum.
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Figure 5.V � Un chemin de cliques

Théorème 5.8 (Ghouila-Houri [51]). Soit D un graphe orienté fortement connexe d'ordre
n et de taille m. Alors diam(D) � n � 1 si n � m � n2+ n� 2

2 et sinon

diam(D) � b n +
1
2

�

r

2m � n2 � n +
17
4

c:

Nous prouvons aussi l'analogue des théorèmes 5.6 et 5.7 dansle cas orienté. On a premiè-
rement la borne :

Théorème 5.9 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [10] & appendice I). Soit r � 1. Si D
est un graphe orienté fortement connexe, d'ordren et de diamètre au moinsd > r , alors

jA(D r )j � j A(G)j � b(n; r );

où
b(n; r ) = ( r � 1)(n � 1 �

r
2

):

Voici les graphes extrémaux (plus simplement décrits à l'aide du cas non orienté) :

Théorème 5.10 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [10] & appendice I). Les graphes orien-
tés réalisant l'extremum dans le théorème 5.9 sont obtenus en prenant une chaîne de cliques
(W0; W1; � � � ; Wk ) satisfaisant les conditions du théorème 5.7 (pour la même valeur de r )
et en considérant le chemin de cliques correspondant(W0; W1; � � � ; Wk ).
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Racines carrées de graphes
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6.1 Introduction et état des lieux

Nous revenons au graphes non orientés dans ce chapitre. La notion de coder -identi�ant
nous ayant naturellement amenés à celle de puissances de graphes et à l'étude de résultats
extrémaux les concernant (chapitre 5), on ne peut maintenant s'empêcher de se poser les
questions suivantes :

(I) Un graphe peut-il admettre plusieurs racines r -ièmes distinctes ? Quel est leur
nombre ? Quelles sont alors les relations entre ces racines ?

(II) Existe-t-il un algorithme e�cace permettant de déterm iner si un graphe donnéG
est une puissance d'un autre graphe ?

Plus généralement, on peut se poser les mêmes questions quand on impose aux racines
d'appartenir à une classe de graphes �xée. Le casr = 2 est déjà non trivial. Présentons
quelques-uns des résultats déjà connus sur les carrés et racines carrées de graphes lorsque
nous avons commencé cette étude. Un des premiers résultats publiés, à notre connaissance,
est le suivant :

Théorème 6.1 (Ross, Harary [85]). Un graphe admet, à isomorphisme près, au plus une
racine carrée dans la classe des arbres.

Nous allons étendre ce résultat en montrant qu'en fait, à quelques exceptions près, un
graphe admet au plus une racine carrée dans une classe contenant strictement celle des
arbres, et ceen tant que graphe partiel, ce qui est plus restrictif qu'à isomorphisme près
(théorème 6.5). D'autre part, il existe ([72]) un algorithme de complexité linéaire dû à Lin
et Skienna permettant de savoir si un graphe est le carré d'unarbre et de déterminer, le cas
échant, cette racine carrée. Dans le cas général, les carrésde graphes ont été caractérisés :

59
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Théorème 6.2 (Mukhopadhyay [78]). Un graphe G d'ordre n, avec

V(G) = f v1; v2; � � � ; vng

est un carré si et seulement s'il existe des ensembles de sommets

K 1; K 2; � � � ; K n

véri�ant :

1. quel que soit1 � i � n, on a vi 2 K i ;

2. quel que soit1 � i � n, le grapheG[K i ] est une clique ;

3. quels que soient1 � i � n et 1 � j � n, on a vi 2 K j si et seulement sivj 2 K i ;

4. en�n E(G) = [ n
i =1 E(K i ).

Malheureusement, on peut aisément se rendre compte que cette caractérisation ne conduit
pas à un algorithme e�cace pour reconnaître les carrés de graphes. Et en e�et, on a le
résultat suivant :

Théorème 6.3 (Motwani, Sudan [77]). Le problème de décision consistant à déterminer
si un graphe donné est un carré estN P -complet.

La reconnaissance des carrés de graphes quelconques est donc di�cile, alors que la recon-
naissance des carrés d'arbres peut se faire en temps linéaire. Il existe aussi un résultat de
Lau s'intéressant à la classe des graphes bipartis (qui étend la classe des arbres), stipulant
qu'on peut reconnaître les carrés de graphes bipartis en temps polynomial ([71]).

6.2 Résultats algorithmiques

Une autre façon d'étendre les résultats connus pour la reconnaissance des carrés d'arbres
est de considérer la classe des graphes ayant une maille au moins k, l'entier k étant �xé
(les arbres pouvant être considérés comme ayant une maille in�nie, c'est-à-dire n'ayant
aucun cycle). Nous noteronsGk cette classe. Les valeurs qui vont particulièrement nous
intéresser sontk = 6 et k = 7. Nous allons voir que les résultats connus pour la classe des
arbres s'étendent pour la classeG7 ; pour G6, les choses se compliquent nettement.

Nous renvoyons à l'article ([12] , appendice J) pour les détails, en nous contentant ici
de citer le principal résultat de nature algorithmique :

Théorème 6.4 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Il existe un algo-
rithme polynomial qui détermine si un graphe donné admet desracines carrées dansG6 et,
le cas échant, calcule la liste de ses racines. Cet algorithme fonctionne en tempsO(n2� 2

min )
dans le pire des cas, oùn et � min sont respectivement l'ordre et le degré minimal du graphe
constituant l'instance.

Cet algorithme peut être amélioré pour être plus rapide dansG7. En revanche, la recon-
naissance des carrés de graphes deG5 reste un problème ouvert ; nous conjecturons que ce
problème estN P -complet.
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6.3 Multiplicité des racines carrées

6.3.1 Unicité des racines de maille au moins 7

Le théorème 6.1 stipule que les racines carrées d'un graphe qui appartiennent à la
classe des arbres sont toutes isomorphes. Nous avons étenduce résultat :

Théorème 6.5 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Les seuls graphes
admettant strictement plus d'une racine carrée dans la classe G7 (en tant que graphes
partiels) sont :

� les graphes complets ;
� les graphes formés en considérant deux graphes complets detaille au moins 3 parta-

geant une unique arête (voir �g. 6.I).
De plus, les racines carrées dansG7 de ces graphes sont isomorphes.

On peut facilement se rendre compte que les racines carrées du graphe complet K n ap-
partenant à G7 sont les n étoiles centrées sur les di�érents sommets du graphe. Quant
au deuxième type de graphe exceptionnel, ses racines carrées appartenant à G7 sont au
nombre de deux, du type de celles qui sont représentées sur la�gure 6.I. Notons que dans
chaque cas, les racines carrées sont des arbres. Les autres graphes, en particulier tous les
graphes de rayon au moins 2, admettent au plus une racine carrée dansG7.
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Figure 6.I � Le deuxième type de graphe exceptionnel du théorème 6.5, ainsi que ses deux racines
carrées dansG7

6.3.2 Deux familles de graphes

Si les racines carrées dansG7 sont en général uniques, à l'opposé un graphe peut avoir
de nombreuses racines dansG6, qui seront cependant isomorphes. Dans ce paragraphe nous
allons présenter de tels graphes. L'exemple fondamental est celui du graphe hyperoctaédral
d'ordre 6, que l'on préférera ici voir comme le carré d'un cycle : celui-ci admet exactement
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4 racines carrées distinctes dansG6, toutes isomorphes à un cycle de longueur 6 (voir la
�gure 4.X).

b

bb

b

b b

b

bb

b

b b

v1

v2v3

v4

v5 v6

Figure 6.II � un cycle v1v2v3v4v5v6v1 de longueur6 et une de ses coracinesv1v3v2v4v6v5v1.

Sur la �gure 6.II, nous avons superposé deux coracines de ce graphe. On peut remarquer
qu'un isomorphisme simple échange les deux coracines : c'est l'application qui échange v2

avecv3 et v5 avecv6, tout en laissant stablesv1 et v4. Remarquons également que les deux
paires de sommets échangés par cet isomorphisme correspondent aux deux arêtesv2v3 et
v5v6 qui sont les seules à appartenir aux deux cycles. Cette situation est en fait tout à fait
générale. Nous avons prouvé :

Théorème 6.6 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Soit G un graphe
admettant deux racines carrées distinctesH1 et H2 dans G6. Alors les arêtes appartenant
à E(H1) \ E (H2) forment un couplage dansG et l'application qui échange deux à deux les
sommets des arêtes de ce couplage et laisse stables les autres sommets est un isomorphisme
de H1 sur H2.

En particulier, si un graphe admet plusieurs racines dansG6, elles sont toutes isomorphes.
En fait, on peut aller plus loin et caractériser exactemement ce type de couplage dans les
racines. Précisément :

Théorème 6.7 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Soit G un graphe
admettant une racine carréeH1 2 G6 et soit D � E(G) un ensemble d'arêtes deG. Alors
il existe une racine carréeH2 2 G6, distincte de H1 et telle queD = E(H1) \ E (H2) si et
seulement siD véri�e les conditions suivantes :

(i) D est un couplage deG ;

(ii) si e 2 E(H1) n D , alors e est adajcente à une unique arête appartenant àD ;

(iii) si abca0b0 est une chaîne dansH1 avecab2 D et a0b0 2 D, alors il existe un sommet
c0 tel queabca0b0c0a forme un cycle de longueur6 dans H1.

Ces conditions donnent aux graphes admettant plusieurs racines carrées distinctes
dansG6 une structure très particulière. Nous présentons un exemple, plus complexe qu'un
simple cycle, sur la �gure 6.III. Il s'agit d'un graphe appar tenant à G6, ainsi qu'une de ses
coracines.

Ce graphe admet en fait 4 coracines (toujours dansG6), ce qui porte à 5 le nombre de
racines dansG6 de son carré. Ce type de graphe peut en fait être généralisé dela façon
suivante : considérons, pour un choix dea � 2 et b � 2 les ensemblesA et B des parties
ayant respectivementa et b éléments parmi lesa + b� 1 éléments

1; 2; � � � ; a + b� 1
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Figure 6.III � Deux coracines (l'une en noir et l'autre en pointillés). On passe d'un graphe à
l'autre par échange des sommets sur chacune de leurs trois arêtes communes.

(si a = b, les ensemblesA et B sont deux copies disjointes du même ensemble). Étant
donnésA 2 A et B 2 B , les ensemblesA et B ont au moins un élément en commun. On
dé�nit alors un graphe R a;b sur l'ensemble de sommetsA [ B , en le munissant des arêtes
de la forme AB pour tous A 2 A et B 2 B tels que jA \ B j = 1. Les deux graphes de la
�gure 6.III sont en fait isomorphes à R 2;3 comme on peut s'en apercevoir sur la �gure 6.IV
(et le cycle de longueur 6 était isomorphe àR 2;2). En considérant l'ensemble des arêtes de
la forme AB avec A \ B = f ig, où i est �xé, on obtient un couplage correspondant à une
coracine de ce graphe.
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234
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Figure 6.IV � Le grapheR 2;3. Sur les arêtes sont indiquées les étiquettes, correspondant à l'in-
tersection des deux extrémités. L'ensemble des arêtes ayant une étiquette donnée
forme un couplage correspondant à une coracine deR 2;3.

On montre, plus généralement :
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Théorème 6.8 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Pour tous a � 2
et b � 2, le grapheR a;b admet exactementa + b racines carrées dansG6.

Il existe une autre famille de graphes, les graphesR a pour a � 3, qui sont dé�nis d'une
façon analogue et jouissent de propriétés similaires.

6.3.3 Décomposition et borne sur la multiplicité

On peut montrer, réciproquement, que les deux familles de graphes que nous avons dé-
�nies, les familles fR a;bga;b� 2 et fR aga� 3, sont les briques de base permettant de construire
des graphes deG6 admettant de nombreuses coracines. Voici précisément le résultat :

Théorème 6.9 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Soit H0 2 G6 un
graphe connexe admettant exactemementr coracines H1; H2; � � � H r dans G6, où r � 3.
Soit

D = E(H0) \

( r[

i =1

E(H i )

)

:

Alors les composantes connexes du graphe(V (H0); D ) sont :
� soit des sommets isolés ;
� soit des étoiles à r + 1 sommets ;
� soit isomorphes à R a;r +1 � a pour un a tel que2 � a � r � 1 ;
� soit isomorphes à R r +1

2
(si r est impair).

De plus, si H0 n'est pas une étoile, on rencontre au moins un des deux derniers cas.

De ce résultat, nous déduisons la borne suivante :

Théorème 6.10 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Un graphe connexe
d'ordre n qui n'est pas un graphe complet admet au plus

r (n) =
1
2

+

r
1
4

+ 2n

racines carrées dansG6. Si n � 11, alors G admet exactementr (n) racines carrées dans
G6 si et seulementr (n) est entier et G est isomorphe au carré deR 2;r (n)� 2.

Par exemple, le graphe (R 2;7)2 est celui qui possède le plus de racines carrées dansG6

parmi tous les graphes non complets à 36 sommets, à savoir 9.
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A.1 Introduction

A.1.1 De�nitions and notation

Given an integer r � 1 and a graph G = ( V; E) which is connected, undirected and
�nite, we de�ne B r (v), the ball of radius r centred at v 2 V , by

B r (v) = f x 2 V : d(x; v) � r g;

where d(x; v) denotes the number of edges in any shortest path betweenv and x.
Whenever d(x; v) � r , we say that x and v r -cover each other (or simply cover if there

is no ambiguity). A set X � V covers a setY � V if every vertex in Y is covered by at
least one vertex inX .

Two distinct vertices v1; v2 2 V such that B r (v1) = B r (v2) are called r -twins or twins.
If G has nor -twins, that is, if

8 v1; v2 2 V with v1 6= v2; B r (v1) 6= B r (v2); (A.1)

then G is said to ber -twin-free or twin-free.
Twin-free graphs are of interest and have been studied because they are strongly

connected with identifying codes[65], which we now de�ne.
A codeC is a nonempty set of vertices, and its elements are calledcodewords. For each

vertex v 2 V , we denote by
K C;r (v) = C \ B r (v)

the set of codewords whichr -cover v. Two vertices v1 and v2 with K C;r (v1) 6= K C;r (v2)
are said to ber -separated, or separated, by codeC.

A code C is called r -identifying, or identifying, if the sets K C;r (v); v 2 V , are all
nonempty and distinct [65]. In other words, all vertices must be covered and pairwise
separated byC.

Remark A.1. The graph G = ( V; E) admits at least oner -identifying code if, and only
if, it is r -twin-free.

Indeed, if for all v1; v2 2 V , B r (v1) and B r (v2) are di�erent, then C = V is r -
identifying. Conversely, if for some v1; v2 2 V , B r (v1) = B r (v2), then for any codeC � V ,
we haveK C;r (v1) = K C;r (v2). This is why r -twin-free graphs are also calledr -identi�able .

For instance, there is no r -identifying code in a complete graph, orclique, with at least
two vertices.

A connected r -twin-free graph has one vertex or at least2r + 1 vertices (cf. Proposi-
tion A.2).

In the following, n will denote the number of vertices in G. For any integer q > 0, Pq

will denote the path on q vertices, and the length ofPq will be equal to q � 1, its number
of edges. Moreover, ifv1, v2, : : :, vq denote the vertices inPq, we shall assume that these
vertices are numbered in such a way that the edges inPq are f vi ; vi +1 g for 1 � i < q . The
cycle of length q (with q vertices and q edges,q � 3), consisting of Pq to which we add
the edgef vq; v1g, will be denoted by Cq.

The radius of a graphG = ( V; E) is de�ned by � (G) = min
x2 V

max
y2 V

d(x; y). The diameter,

� (G), of a graph G is the largest possible distance between two vertices. A subset of vertices
is said to beindependent, or stable, if no two of its vertices are adjacent in G.

The following graph will be used in the sequel : we shall call it the star, and it consists
of n vertices 0; 1; : : : ; n � 1, and n � 1 edgesf 0; ig, 1 � i � n � 1. The graph with n vertices
and all possiblen(n � 1)=2 edges is called theclique and denoted byK n .
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Given a connected graphG = ( V; E) and an integer ` � 2, the `-transitive closure of G,
denoted by G[` ], is the graph with vertex set V [` ] = V and edge setE [` ] = ff i; j g : i; j 2
V;0 < d (i; j ) � `g, where d(:; :) refers to the distance in G. Given two graphs G = ( V; E)
and G� = ( V � ; E � ), the product G � G� of G and G� has vertex setV � V � and edge set

ff (u; u� ); (v; v� )g : (u = v and f u� ; v� g 2 V � ) or ( f u; vg 2 V and u� = v� )g:

Finally, we recall that a matching in G = ( V; E) is any subsetE0 of E such that no two
edges inE0 have a vertex in common.

A.1.2 Illustration

The motivations for identifying codes come, for instance, from fault diagnosis in a
multiprocessor system [65]. Such a system can be modeled as agraph G = ( V; E) where the
vertices are the processors and the edges are the links between the processors. Assuming
that at most one of the processors is malfunctioning, we wishto test the system and
locate the faulty processor. For this purpose, some processors (constituting the code C)
will be selected and assigned the task of testing theirr -neighbourhoods (i.e., the vertices
at distance at most r ) : to every codeword c 2 C we ask the query �Is there a faulty
vertex in B r (c) ?�. If all the answers are no , then, becauseC r -covers V , we know that
there is no malfunctioning processor ; in case ofyes answers, we know that there is one
malfunctioning processor and we can locate it, because there is a unique vertexv 2 V
such that f c 2 C : c answeredyesg = K C;r (v).

Identifying codes were introduced in [65], and since then they have grown into a com-
binatorial and graph-theoretical topic of their own, studi ed in a large number of various
papers, investigating particular graphs or families of graphs (such as certain in�nite regu-
lar grids, trees, chains, cycles, planar graphs, or the hypercube), dealing with complexity
issues, using heuristics such as the noising methods for theconstruction of good codes, or
de�ning new notions such as robustness or (r; � `)-identifying codes, : : : For a bibliography
on identifying codes and related concepts, with already more than 150 items, see [73].

Therefore, it is quite natural to study some of the parameters of twin-free graphs, since
these graphs, and only these graphs, admit identifying codes.

A.1.3 Scope of the paper

We intend to investigate the extremal values that some parameters, classical in graph
theory, can achieve in any connected twin-free graphG. More precisely, for a parameterp
(such as : the number of edges, the maximum degree, the diameter, : : :), we �x r and
search for the smallest value,f r (p), that this parameter can reach in G, or we �x r and n
and search for the smallest and largest values,f r;n (p) and Fr;n (p) respectively, that this
parameter can reach inG, n being the number of vertices inG :

f r (p) = min f p(G) : G 2 Gr g;

where Gr = f G : G connected,r -twin-free with at least 2r + 1 verticesg ;

f r;n (p) = min f p(G) : G 2 Gr;n g and Fr;n (p) = max f p(G) : G 2 Gr;n g;

where Gr;n = f G : G connected,r -twin-free with n � 2r + 1 verticesg.
The function Fr (p) = max f p(G) : G 2 Gr g would present much less interest, since, for

the parameters that we deal with, Fr is not bounded by above.
In this paper, we are interested in the following �ve parameters :
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� number of edges, " ,
� minimum degree, � min ,
� size � of a maximum stable set,
� radius, � ,
� diameter, � ,

and study, for each of them, the functionsf r , f r;n , and Fr;n . Each of the Sections A.2�A.6
deals with one parameter ; at the beginning of each section, for comparison, the extremal
values of the parameter are given for connected graphs. Section A.7 recapitulates our
results in three tables (r = 1, r = 2, r � 3). Note that we have all the exact values when
r = 1.

The same study was run in [30] for the following four parameters : number of vertices,
minimum size of anr -identifying code, r -domination number, maximum size of a clique,! ,
and in [31] for the maximum degree, � max .

In the caser = 1, the number of edges had already been investigated in [74,Sec. 4.1.2],
and the minimum degree in [70, 53].

Of course, some of these parameters are connected in some way. For instance, a graph
containing a large clique will have a quite large number of edges (cf. Lemma A.7). More
interestingly, in Theorems A.22 and A.25, we use the very same construction, which gives
a graph with a rather large minimum degree and a rather small maximum stable set, and
this construction also has a rather small diameter, see Remark A.35 ; in Theorem A.34,
we use two constructions in order to obtain the smallest possible diameter, and these
constructions also contain a rather small maximum stable set, see Remark A.26. And in
Lemma A.20, we obtain an inequality linking n, f br

2 c;n (� ) and Fr;n (� min ).

A.2 The number of edges

Of course, in any connected graph withn vertices, the number of edges lies between
n � 1 (trees) and n(n � 1)=2 (clique).

The following proposition, together with the connectivity of the graphs considered, will
immediately give Proposition A.3.

Proposition A.2. [36, 74, 29] Let r � 1 and G be any connectedr -twin-free graph with
at least two vertices. Then we have :n � 2r + 1 . Moreover, P2r +1 is the only connected
r -twin-free graph with 2r + 1 vertices.

Proposition A.3. For all r � 1, we have :f r (" ) = 2 r .

Proposition A.4. For all r � 1 and n � 2r + 1 , we have :f r;n (" ) = n � 1.

Démonstration. Let r � 1 andn � 2r +1 ; because we consider connected graphs,f r;n (" ) �
n � 1. On the other hand, the fact that any path Pn , n � 2r + 1, is r -twin-free shows that
f r;n (" ) = n � 1.

More interesting and di�cult is the study of Fr;n (" ), although the exact value is already
known for r = 1.

Proposition A.5. [74] Let G be any connected 1-twin-free graph with" edges andn
vertices, n � 3. Then we have :" � n(n� 1)

2 � b n
2 c. Moreover, there is only one connected

1-twin-free graph with this number of edges : the clique minus a maximum matching.

Corollary A.6. For all n � 3, we have :F1;n (" ) = n(n� 1)
2 � b n

2 c.
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The following result is easy but will be helpful.

Lemma A.7. For all r � 1 and n � 2r + 1 , we have :

Fr;n (! ) � (Fr;n (! ) � 1)
2

+ n � Fr;n (! ) � Fr;n (" ) �
n � Fr;n (� max )

2
; (A.2)

where ! stands for the maximum size of a clique and� max for the maximum degree.

Démonstration. The upper bound is immediate. For the lower bound, constructan r -twin-
free graph with n vertices, containing a clique of sizeFr;n (! ) ; in addition to the edges
inside the clique, there must be at leastn � Fr;n (! ) edges in order to connect the remaining
vertices.

The lower bound is rough : we only used the fact that the graph is connected, not
that it is r -twin-free. However, we believe that this could bring only asmall improvement,
through heavy complications.

The previous lemma, together with the following two theorems from [31] and the
forthcoming [30], gives the lower and upper bounds of Corollary A.10 for Fr;n (" ).

Theorem A.8. [30, Th. 27] For all r � 2 and n � 2r + 1 , we have :

k! � Fr;n (! ) � k! + 1 ;

where k! is the largest integer such thatk! + r dlog2 k! e � n � 1.

Actually, [30, Th. 27] states when Fr;n (! ) = k! and whenFr;n (! ) = k! + 1, but this is
not very relevant here.

Theorem A.9. [31, Th. 3] For all r � 2 and n � 2r + 1 , we have :

Fr;n (� max ) � k� ; (A.3)

where k� is the largest integer such that

k� + ( r � 2)dlog3(k� + 1) e+ dlog2(k� + 1) e � n � 1:

Corollary A.10. For all r � 2 and n � 2r + 1 , we have :

k! � (k! � 1)
2

+ n � k! � Fr;n (" ) �
n � k�

2
; (A.4)

where k! and k� are de�ned in Theorems A.8 and A.9, respectively.

For r > 2 and with conditions on n and r , the upper bound in (A.4) can be improved
using the following lemma and corollary ; from now on, we set

` = log 2 3 (` t 1:585):

Lemma A.11. [31, proof of Th. 3] For r � 2 and n � 2r + 1 , let G = ( V; E) be any
connected r -twin-free graph with n vertices, and let v be any vertex in V , the degree of
which we denote bydeg(v). Let also V0 be the set of vertices adjacent tov, and, for
i = 1 ; 2; : : : ; r; : : : , Vi = f x 2 V nf vg : d(x; V0) = ig, where as usuald(x; V0) is the smallest
distance betweenx and the vertices in V0. Then for i = 1 ; : : : ; r � 1;

jVi j � log3(deg(v) + 1) and jVr � 1j + jVr j � log2(deg(v) + 1) :

Moreover, the verticesVi , i � 0, partition V n f vg and there is no edge between two non-
consecutive setsVi .
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Corollary A.12. For r > 2 and n � 2r + 1 , let G = ( V; E) be anyr -twin-free graph with
n vertices, and let v be a vertex whose degreedeg(v) is maximum in G. Then the number
of edges inG is at most

(
(a) n deg(v)

2 if deg(v) � n� 2
2 ;

(b) n deg(v)� (2 deg(v)� n+2)( r � 3+ `) log3 deg(v)
2 if deg(v) � n� 2

2 :
(A.5)

Démonstration. In all cases, sincev has maximum degree, we havejE j � n deg(v)=2.
Using the notation of Lemma A.11, and letting t =

P
i � 2 jVi j, we know that t � (r �

3) log3(deg(v) + 1) + log 2(deg(v) + 1) = ( r � 3 + `) log3(deg(v) + 1), because r > 2. For
simplicity, we slightly weaken this result, to obtain

t � (r � 3 + `) log3 deg(v): (A.6)

Because there is no edge between two non-consecutive setsVi , a vertex in Vi , i � 2, cannot
be adjacent to v nor to any vertex in V0 � and is not adjacent to itself ; so its degree is
at most n � j V0j � 2 = n � deg(v) � 2. The fact that v has been chosen with maximum
degree leads to :

2jE j =
X

w2 V

deg(w) (A.7)

� t(n � deg(v) � 2) + ( n � t) deg(v) (A.8)

= n deg(v) � t(2 deg(v) � n + 2) : (A.9)

If deg(v) � n� 2
2 , then 2 deg(v) � n + 2 � 0 and we can combine (A.6) and (A.9), which

leads to
2jE j � n deg(v) � (r � 3 + `)(2 deg(v) � n + 2) log 3 deg(v): (A.10)

We shall need to know the behaviour of the right-hand side of inequality (A.10), and
to do so, we need a condition onr ; note that we did not try to get the best possible
condition.

Lemma A.13. Let gr;n (x) = nx � (r � 3 + `)(2x � n + 2) log 3 x. If 2 < r � n=3 log3 n,
then gr;n (x) in an increasing function for x between1 and n � 1.

Démonstration. Computations show that g0
r;n (x) can read :

g0
r;n (x) =

�
n � 3(r � 3 + `) log3 x

�
� (r � 3 + `)

2x � n + 2 � x ln x
x ln 3

:

Now x(2 � ln x) � n + 2 < 0 when 1� x < n � 1, and r � 3 + ` > 0, so

g0
r;n (x) > n � 3(r � 3 + `) log3 x > n � 3r log3 x > n � 3r log3 n � 0:

Till the end of this section, we assume, for simplicity, that r is �small� with respect to
n, so that we can use the following approximations fork! and k� :

k! t n � r log2 n [30, Prop. 28]; (A.11)

k� t n � (r � 2 + `) log3 n [31, (13)]. (A.12)

Moreover, we can also useFr;n (� max ) & n � r log3 n [31, (12)], which shows that in this
case,k� is a not too bad estimate ofFr;n (� max ).
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Corollary A.14. Assume that r > 2 is small compared ton. Then

Fr;n (" ) �
nk � � (2k� � n + 2)( r � 3 + `) log3 k�

2
(A.13)

t
n2

2
� n ` � 1(r + ` � 5=2) log2 n: (A.14)

Démonstration. Let G = ( V; E) be any connectedr -twin-free graph with n vertices and
maximum degree �( G).

If �( G) � n� 2
2 , then by Corollary A.12 we know that G has at most n(n� 2)

4 edges.
If �( G) � n� 2

2 , then by the same corollary, G has at most 1
2gr;n (�( G)) edges, with

gr;n de�ned in Lemma A.13. Now, using (A.3), (A.12) and the fact th at gr;n is increasing,
we have

1
2gr;n (�( G)) � 1

2gr;n (Fr;n (� max ))

� 1
2gr;n (k� ) = nk � � (2k � � n+2)( r � 3+ `) log3 k �

2

t 1
2gr;n (n � (r � 2 + `) log3 n),

which gives approximately, for r su�ciently small compared to n,

n2

2
� n ` � 1(r + ` � 5=2) log2 n;

a quantity which is greater than n(n� 2)
4 for small r .

So among all connectedr -twin-free graphs with n vertices, the number of edges is at
most

nk � � (2k� � n + 2)( r � 3 + `) log3 k�

2
t

n2

2
� n ` � 1(r + ` � 5=2) log2 n:

Now, we estimate the gap between the lower bound given by (A.4) and the upper
bound given by (A.2) (caser = 2) or by (A.14) (case r > 2, r �small�).

First, we consider the caser = 2. Theorem 5 in [31] states that

F2;n (� max ) = n � p1 � 2;

where p1 is such that 2p1 + p1 + 1 � n � 2p1+1 + p1 + 1 ; so that p1 is close to log2 n. On
the other hand, surveying the three possible cases forn :

n = 2 p2 + 2p2 + 1 ; n = 2 p2 + 2p2 + 2 ; and 2p2 + 2p2 + 3 � n � 2p2+1 + 2p2 + 2 ;

we can see from the de�nition ofk! in Theorem A.8 that k! = n � 2p2 � 1; k! = n � 2p2 � 2;
and k! = n � 2p2 � 3; respectively, with p2 close to log2 n.

We can therefore approximate the lower bound in (A.4) by replacing k! by n � 2p2,
and the upper bound in (A.2) by replacing F2;n (� max ) by n � p1, obtaining

(n � 2p2)2

2
+ 3p2 �

n
2

. F2;n (" ) .
n(n � p1)

2
;

which, when n grows, yields

n2

2
� 2n log2 n . F2;n (" ) .

n2

2
�

n log2 n
2

; (A.15)
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the gap between lower and upper bounds being32n log2 n.
Now we assume thatr > 2 is �xed or grows slowly with respect to n ; in this case,

plugging (A.11) into (A.4) and using (A.14) ultimately lead to

n2

2
� rn log2 n . Fr;n (" ) .

n2

2
� n ` � 1(r + ` � 5=2) log2 n;

which, with the numerical value of `, reads :

n2=2 � rn log2 n . Fr;n (" ) . n2=2 � 0:63 (r � 0:915)n log2 n: (A.16)

Here, the gap between the bounds is approximately (0:37r + 0 :58)n log2 n.
To have an intuitive grasp of the lower bound in (A.16), the reader must imagine a

construction very similar to the one in Figure A.II, with a cl ique in place of the stable
set V1.

Example A.15. Let r = 10, n = 59 153; then k! = 58 992 and k� = 59 048. By [30,
Th. 27], we obtain F10;59 153(! ) = 58 993. The fact that 59 153� 59 151

4 � 1
2g10;59 153(59 048)

shows, see proof of Corollary A.14, that (A.13) is a valid upper bound. So, together with
the lower bound in (A.4), we obtain

1 740 057 688� F10;59 153(" ) � 1 743 902 958;

with a di�erence of 0:2% between lower and upper bounds. The estimates given by (A.16)
lead to 1 740 161 000� F10;59 153(" ) � 1 744 172 000:

A.3 The minimum degree, � min

In any connected graph with n vertices, the minimum degree is obviously comprised
between 1 (e.g., trees) andn � 1 (clique).

The study of f r (� min ) and f r;n (� min ) is easy. Note that the caser = 1 is mentioned
in [70], as part of a more general result.

Theorem A.16. For all r � 1, we have :f r (� min ) = 1 . For all r � 1 and n � 2r + 1 ,
we have :f r;n (� min ) = 1 .

Démonstration. The minimum degree is at least one because we consider only connected
graphs. It is equal to one in everyr -twin-free path.

More challenging is the functionFr;n (� min ). We have the exact values forr = 1 ; r = 2.

Theorem A.17. For all n � 3, we have :F1;n (� min ) = n � 2.

Démonstration. Since the clique with n � 2 vertices is not twin-free, we see thatn � 2 is
an upper bound. The clique with n vertices minus a maximum matching is a connected
1-twin-free graph (see Proposition A.5) with minimum degree equal ton � 2.

Theorem A.18. For all n � 5, we have :F2;n (� min ) = bn� 2
2 c.
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Démonstration. In order to prove the lower bound, we construct a complete bipartite graph
deprived of a maximum matching : let n = 2p or 2p+1, and G = ( V; E), with V = V1 [ V2,
V1 = f v1; : : : ; vpg, V2 = f vp+1 ; : : : ; vn g, E = ff vi ; vj g : 1 � i � p; p + 1 � j � ng n E0,
where E0 is any matching with p edges. It is not di�cult to see that G is connected and
2-twin-free, and has minimum degreep � 1, so that F2;n (� min ) � p � 1 = bn� 2

2 c.
On the other hand, take any connected 2-twin-free graph,G = ( V; E), with n vertices,

n � 5. Consider two vertices x; y 2 V at maximum distance from one another in G.
Necessarily,d(x; y) � 3 (otherwise, condition (A.1) with r = 2 could not be ful�lled � see
also the proof of Theorem A.33 on the diameter). Let �( G) be the minimum degree inG.
There are at least �( G) vertices adjacent to x, at least �( G) vertices adjacent to y, and
a vertex adjacent to x cannot be adjacent toy, and vice versa. So, together withx and y,
there are at least 2 + 2�( G) vertices in G, and �( G) � n� 2

2 .

We now give two lemmas, the latter establishing an interesting relation between maxi-
mum stable set and minimum degree, and a strong result from [45]. They will be used in
the proof of Theorem A.22 onFr;n (� min ) for r > 2.

Lemma A.19. Let G = ( V; E) be a connected graph withn vertices. For all r; s; t � 1
and n � 2r + 1 , if r = st and G is r -twin-free, then the s-transitive closure of G, G[s], is
t-twin-free.

Démonstration. In this proof as well as in the proof of Lemma A.20, to avoid ambiguities
we shall use the notation dG(x; y) (respectively, dG[s] (x; y)) when the vertices x; y are
considered inG (respectively, in G[s]).

By de�nition, 0 < d G[s] (x; y) � 1 if and only if 0 < d G(x; y) � s, which in turn implies
that 0 < d G[s] (x; y) � t if and only if 0 < d G(x; y) � st = r .

Lemma A.20. For all r � 2 and n � 2r + 1 , we have :

f br
2 c;n (� ) � (1 + Fr;n (� min )) � n: (A.17)

Démonstration. Let G = ( V; E) be any connected graph with n vertices, minimum de-
gree �( G) and no r -twins. First we assume that r is even. Then, by Lemma A.19,G[2] is
r
2-twin-free. Let S = f s1; : : : ; smg be a maximum stable set inG[2] :

m � f r
2 ;n (� ):

We shall see in Theorems A.24 and A.25 that we always havef r;n (� ) � 2, but anyway the
end of the following argument also works ifm = 1.

For i 6= j , let si ; sj be two elements ofS, and let BG;1(x) = f y 2 V : dG(x; y) � 1g for
x 2 V . We have the following implications :

si ; sj 2 S =) dG[2] (si ; sj ) � 2 =) dG(si ; sj ) � 3

=) BG;1(si ) \ BG;1(sj ) = ; =)
P m

p=1 jBG;1(sp)j � n

=) m � (1 + �( G)) � n =) f r
2 ;n (� ) � (1 + �( G)) � n.

If r is odd (r � 3), then, sinceG is a fortiori (r � 1)-twin-free, we can repeat the above
argument with r � 1 and obtain f r � 1

2 ;n (� ) � (1 + �( G)) � n.

Therefore, f br
2 c;n (� ) � (1 + �( G)) � n. Since this is true for all r -twin-free graphs G

with n vertices and minimum degree �( G), inequality (A.17) is veri�ed.
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Figure A.I � A partial representation of the graph G constructed in the proof of Theorem A.22,
for odd k : the neighbours ofi and the vertices notr -covering i .

Theorem A.21. [45] Let G = ( V; E) be a graph with n vertices and minimum de-
gree �( G) � 2. Then

� (G) = min
x2 V

max
y2 V

d(x; y) �
3n � 3

2�( G) + 1
+ 5 :

Theorem A.22. For all r � 3, we have :Fr; 2r +1 (� min ) = 1 .
For all r � 3 and n � 2r + 2 , let k = bn� 2

r c. Then we have :

k � 1 � Fr;n (� min ) if k is odd, and k � Fr;n (� min ) if k is even. (A.18)

For r = 3 ; 4; 5 and n � 2r + 2 ; Fr;n (� min ) � n
br

2 c+1 � 1 ; for all r � 6 and n � 2r + 2 ,

Fr;n (� min ) � min

(
n

br
2c + 1

� 1;
3n � r + 2
2(r � 5)

)

:

Démonstration. If n = 2 r + 1, then necessarilyG = P2r +1 (cf. Proposition A.2) and G has
minimum degree one, so we assume from now on thatn � 2r + 2. An equivalent de�nition
of k readsn� 2 = kr + � , with 0 � � < r , k � 2. The lower bounds involvingk are obtained
through the following construction : the graph G has vertex setV = f 0; 1; : : : ; n � 1g and
edge setE = ff i; i + j mod ngg; where i 2 V ,

j 2

(
f� k=2; : : : ; � 1; 1; : : : ; k=2g if k is even,

f� (k � 1)=2; : : : ; � 1; 1; : : : ; (k � 1)=2g if k is odd,

cf. Figure A.I. In both cases, the graph is regular, with degree eitherk (if k is even) ork � 1
(if k is odd).

We now prove that G is r -twin-free, which will establish (A.18). For further use of this
construction, note that the proof also works for r = 1 and r = 2. If k is even, then for
every i 2 V ,

B r (i ) = f i � kr=2; : : : ; i � 1; i; i + 1 ; : : : ; i + kr=2g;

where operations are carried modulon. Now let B r (i ) = V n B r (i ) : if one pictures G as
the k

2 - or k� 1
2 -transitive closure of the cycleCn , then B r (i ), which is the set of vertices not
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r -covering i , is an interval situated opposite i , and it is quite straightforward to see that
this set contains n � 1� kr = � +1 elements, a number which ranges between 1 andr . If k
is odd, then, similarly, B r (i ) contains n � 1 � kr + r = � + 1 + r elements, a number lying
betweenr + 1 and 2r . As a consequence, in both cases, all the setsB r (i ) are di�erent.

The upper bound n
br

2 c+1 � 1 comes directly by combining inequality (A.17) with the

left-hand side of the forthcoming inequality (A.19), applied to br
2c, with r � 4 ; if r = 3,

we combine (A.17) andf 1;n (� ) = 2 from Theorem A.24.
Now let G = ( V; E) be any connectedr -twin-free graph with n vertices, minimum

degree �( G) � 2 and radius � (G). Then r � � (G) (see the proof of Theorem A.30), and,
using Theorem A.21, we obtainr � 3n� 3

2�( G)+1 + 5, which leads to the upper bound 3n� r +2
2(r � 5) ;

when r � 6.

Let A = n
br

2 c+1 � 1 and B = 3n� r +2
2(r � 5) ; when r � 23 is odd or r � 26 is even, the

coe�cient 3
2(r � 5) of n in B is smaller than or equal to the coe�cient 1

br
2 c+1 of n in A , and

therefore B becomes better thanA .
Based on the values forr = 1 and r = 2, we venture to conjecture that the exact

value is bn� 2
r c for all r , which would mean that the construction in Theorem A.22 is

quasi-optimum.

A.4 The size of a maximum stable set, �

In any connected graph with n vertices, the maximum size of a stable set ranges
between 1 (clique) andn � 1 (star).

Thanks to a recent result, we know, for all r � 1, the exact value for f r (� ).

Theorem A.23. For all r � 1, we have :f r (� ) = r + 1 .

Démonstration. Let G be any connectedr -twin-free graph with n vertices. It was conjec-
tured in [29], and it is now proved in [4],[5], that there exists a chordless path with 2r + 1
vertices in G. Taking in this path r + 1 vertices constituting a stable set proves the lower
bound.

The paths P2r +1 ; P2r +2 and the cyclesC2r +2 ; C2r +3 are connectedr -twin-free graphs
containing stable sets of maximum sizer + 1.

We know f r;n (� ) when r = 1, but we have only bounds in the general case.

Theorem A.24. For all n � 3, we have :f 1;n (� ) = 2 .

Démonstration. To prove that f 1;n (� ) � 2, use the lower bound of Theorem A.23 with
r = 1.

The upper bound comes from the clique withn vertices deprived of a maximum mat-
ching E0 (which is 1-twin-free, see Proposition A.5) : any three vertices, which formed
a triangle in the clique, cannot have been disconnected whenremoving the edges ofE0 ;
therefore, they cannot constitute a stable set.

Theorem A.25. For all r � 2, we have :f r; 2r +1 (� ) = r + 1 .
For all r � 2 and n � 2r + 2 , let k = bn� 2

r c. Then

r + 1 � f r;n (� ) �

(
(a) b 2n

k+2 c if k is even;

(b) b 2n
k+1 c if k is odd:

(A.19)

In both cases, we have :
f r;n (� ) � 2r: (A.20)
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Démonstration. See Theorem A.23 for the lower bound. The casen = 2r +1 is easy, so we
turn to n � 2r + 2. The two upper bounds are obtained through the graphG constructed
in the proof of Theorem A.22. SinceG is r -twin-free for all r � 2, all we have to establish
is the size of a maximum stable set inG.

Consider a stable setS of G and an elements of S. Following the very de�nition of G,
no other vertex in S can belong to the setf s � k=2; : : : ; s � 1; s; s+ 1 ; : : : ; s + k=2g if k is
even, and to the setf s � (k � 1)=2; : : : ; s � 1; s; s + 1 ; : : : ; s + ( k � 1)=2g if k is odd, with
computations carried modulo n. Now a packing-type argument immediately gives that

jSj �

$
n

k
2 + 1

%

if k is even andjSj �

$
n

k� 1
2 + 1

%

if k is odd.

From (A.19a) and (A.19b) we easily get the inequality

f r;n (� ) � 2r
n

n � 1
;

and sincen is at least 2r + 2, the right-hand side is always smaller than 2r + 1, which
gives (A.20).

Remark A.26. It is not di�cult to see that both constructions described in Cases 1 and 2
of the proof of Theorem A.34 also contain a maximum stable setof size at most2r . The
construction used in Case 1 is liable to give an even better upper bound for f r;n (� ), but
this would be valid only for2r + 2 � n � 4r + 3 .

Corollary A.27. (a) We have : f 2;5(� ) = 3 .
(b) For all n � 6, let k = bn� 2

2 c. Then

f 2;n (� ) = 3 if k is even, and3 � f 2;n (� ) � 4 if k is odd.

Démonstration. Simply apply the equality n � 2 = 2k + � , � 2 f 0; 1g; k � 2, to the two
cases (A.19a) :k even, and (A.19b) : k odd.

We now turn to the function Fr;n (� ). When r = 1, the obvious upper bound n � 1 is
the exact value for F1;n (� ).

Theorem A.28. For all n � 3, we have :F1;n (� ) = n � 1.

Démonstration. Use the star, de�ned in the Introduction.

Finally, we study the general case forFr;n (� ):

Theorem A.29. For all r � 2 and n � 2r + 1 , we have :

max
��

n
2

�
; k + dlog2 ke

�
r
2

��
� Fr;n (� ) � n � r;

where k is the largest integer such thatk + r dlog2 ke � n � 1.

Démonstration. Let G be any connectedr -twin-free graph with n vertices, and let p =
dlog2 ke. There exists in G a path with 2r + 1 vertices ([29] ; see also the proof of Theo-
rem A.23, which contains a stronger statement), which showsthat at least r vertices cannot
belong to a stable set inG. The upper bound follows.

For the lower bound, either we use the pathPn , or we construct the following graph
G = ( V; E) with n � 2r + 1 vertices.
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Figure A.II � Partial representation of the graph constructed for Theorem A.29.

If 2p� 1 < k < 2p, then p = dlog2 ke = dlog2(k + 1) e, k + rp � n � 1 and (k + 1) + rp >
n � 1 ; therefore, we obtain :

rp + 1 = n � k: (A.21)

If k = 2 p, then, since (k + 1) + r dlog2(k + 1) e = k + 1 + r (p + 1) � n, we obtain :

rp + 1 � n � k � rp + 1 + r: (A.22)

Now let G1 = ( V1; E1) be a stable set with k vertices : jV1j = k and E1 = ; . To V1 we add
a set V2 of n � k vertices, where

V2 = f w0g [ f vi;j : 1 � i � p;1 � j � r g [ f zj : rp + 2 � j � n � kg;

see Figure A.II. Note that by (A.21) and (A.22), there are between 0 andr vertices zj

in V2. We construct the edgesf vi;j ; vi;j +1 g for 1 � i � p; 1 � j � r � 1, and f zj ; zj +1 g for
rp + 2 � j � n � k � 1, to which we add the edgesf w0; zrp+2 g and f w0; vi;r g, 1 � i � p:

Then we create new edges as follows : we link each of thek vertices in V1 to a di�erent
subset of vertices taken among the verticesvi; 1, 1 � i � p. This is possible becausek � 2p,
and this may include the empty set for a particular vertex v1 2 V1. Obviously, this can be
done in such a way thatG is connected, unlessv1 exists ; in this case, we may choose to link
v1 to zn� k , or to w0 if there is no vertex of type zj , and we consider thatv1 2 V2 = V nV1

and that jV1j becomes equal tok � 1.
The graph G is r -twin-free : one can see that two vertices inV1 are not r -twins, since

by construction the vertices vi;r , 1 � i � p, all contribute di�erently to the balls of radius r
centred at the vertices in the stable set ; one vertex inV1 and one vertex in V2 cannot be
r -twins, becausew0 r -covers all the vertices inV2, except maybev1, and no vertex in V1,
but obviously v1 has no twins in V1. Finally, we have to consider two vertices in V2. If
p = 1, then k = 2 and we have constructed the pathPn consisting of one vertex inV1, r
vertices v1;i , the vertex w0, at least r � 2 vertices zj , r + 2 � j � n � 2, and the vertex v1,
which we linked to zn� 2 ; this path is r -twin-free since n � 2r + 1.

If p > 1, we �rst show that w0 and a vertex vi;j are not twins : this is so becausew0 is
r -covered byvh;r � j +1 (h 6= i ), vi;j is not ; next, vi;j and vi 0;j 0 are not twins : if i = i0, then
vh;r � j +1 (h 6= i ) r -coversvi;j 0, but not vi;j ; and if i 6= i0, then vi 0;r � j +1 r -coversvi 0;j 0, but
not vi;j . Lastly it is easy to check that the vertices zm and v1 are twins neither between
themselves, nor with w0, nor with any vertex vi;j , because the balls of radiusr centred
at the vertices zm and v1 either cut the branches vi; 1; : : : ; vi;r at di�erent vertices vi;j ;



A.6 The radius, � 79

v
1,1

v
1,r

v
t,1

v
t,r

0 t+1,1
v v

bt+1,

Figure A.III � A generalization/subdivision of the star.

r � j > 1, or do not cut any of these branches, whereasw0 r -covers all the full branches
and a vertex vi;j r -covers the whole branchi ; the vertices not cutting any branch are
necessarilyzn� k = zrp+1+ r or v1, which are not twins either.

In this graph G, whether or not v1 exists, there is a stable set of sizek + pbr
2c:

In [30], we observed that if r grows slowly with respect to n, e.g., if r is �xed and n
grows, then k behaves approximately liken � r log2 n and p like log2 n, and so k + pbr

2c
behaves like

n �
r
2

log2 n:

A.5 The radius, �

In any connected graph with n vertices, the radius ranges between 1 (clique, star) and
bn

2 c (paths Pn , cyclesCn ).
Compared to other parameters, the study of the radius is easy, and we obtain the exact

values for all three functions f r (� ), f r;n (� ), and Fr;n (� ).

Theorem A.30. For all r � 1, we have :f r (� ) = r .

Démonstration. The paths P2r +1 show that f r (� ) � r . For the lower bound, consider any
r -twin-free graph G = ( V; E), and assume that there is a vertexx 2 V such that for
all y 2 V , we have d(x; y) < r . Then any neighbour z of x is within distance r from all
vertices, and x and z are r -twins. This shows that the radius of G is at least r , and the
inequality f r (� ) � r follows.

Theorem A.31. For all r � 1 and n � 2r + 1 , we have :f r;n (� ) = r .

Démonstration. For the lower bound, see the previous theorem. For the upper bound,
we use a graphG = ( V; E), called the generalized star, which is built as follows : �rst,
we divide n � 1 by r , so n = tr + � + 1, with t � 2 and 0 � � < r . Then we set
V = f 0g [ f vi;j : 1 � i � t; 1 � j � r g [ f vt+1 ;j : 1 � j � � g, and E = ff 0; vi; 1g,
f vi;j ; vi;j +1 g : 1 � i � t; 1 � j � r � 1g [ ff 0; vt+1 ;1gg [ ff vt+1 ;j ; vt+1 ;j +1 g : 1 � j � � � 1g ;
see Figure A.III. In other words, starting from 0, we have t �branches� with r edges, and
one with � edges. This graph hasn vertices, n � 1 edges, radiusr and is r -twin-free.

Theorem A.32. For all r � 1 and n � 2r + 1 , we have :Fr;n (� ) = bn
2 c.

Démonstration. For the lower bound, use the pathsPn , n � 2r + 1, or the cycles Cn ,
n � 2r + 2. As an upper bound, bn

2 c is valid for all connected graphs with n vertices,
whether they are twin-free or not.
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Figure A.IV � The construction (Case 1) for r = 2 and n = 9 .

A.6 The diameter, �

In any connected graph with n vertices, the diameter obviously lies between 1 (clique)
and n � 1 (paths Pn ).

The exact value of f r (� ) is easy to obtain.

Theorem A.33. For all r � 1, we have :f r (� ) = r + 1 .

Démonstration. For the lower bound, observe that if a graph G has diameter r , this
means that all vertices are within distancer from each other, and condition (A.1) cannot
be satis�ed : G is not r -twin-free. For the upper bound, consider the cycleC2r +2 , which is
r -twin-free and has diameterr + 1.

We are also able to give the exact values forf r;n (� ) and Fr;n (� ).

Theorem A.34. (a) For all r � 1, we have :f r; 2r +1 (� ) = 2 r .
(b) For all r � 1 and n � 2r + 2 , we have :

f r;n (� ) = r + 1 : (A.23)

Démonstration. (a) When n = 2r +1, the graph is necessarily the pathP2r +1 , the diameter
of which is n � 1 = 2r .

(b) For the lower bound, see Theorem A.33. We now turn to the upper bound.
For r = 1 and n � 3, we can simply use the star withn vertices, so assume from now

on that r � 2 and n � 2r + 2. Note that Cases 1 and 2 given below are overlapping.
Case 1 : 2r + 2 � n � 4r + 3. Denote k = n � (2r + 2) ; then k < 2r + 2. Take �rst the

cycle C2r +2 , with vertices vi , 1 � i � 2r + 2. Add k more verticesu1, u2, . . . , uk , and for
i = 1 ; : : : ; k, add the edgesf ui ; vi g and f ui ; vi +1 g; furthermore, add the edgesf ui ; ui +1 g
for i = 1 ; : : : ; k � 1. Figure A.IV illustrates the case r = 2, n = 9, k = 3.

We claim that this graph G with n vertices is r -twin-free and has diameterr + 1.
To prove that G is r -twin-free, we show that for each vertexv 2 G, the intersection

B r (v) \ C 2r +2 is unique. Indeed, for everyvi 2 C2r +2 this intersection consists of all the
vertices in C2r +2 except vi + r +1 (we always consider indices modulo 2r + 2) and for the
vertices uj , the intersection consists of all the vertices ofC2r +2 except f vj + r +1 ; vj + r +2 g.

We prove that the diameter of G is r + 1. We have already seen that it is at leastr + 1.
Consider �rst a vertex vi 2 C2r +2 . Every vertex in C2r +2 is trivially within distance r + 1.
Take any uj . Sinceuj is adjacent with vj and vj +1 , and at most one of these two vertices
can be at distancer + 1 from vi , while the other must be within distance r , we see that
uj is within distance r + 1 from vi . It therefore su�ces to prove that d(ui ; uj ) � r + 1
for all i < j . This is clear, if j � i � r + 1, because of the edgesf ui ; ui +1 g, f ui +2 ; ui +3 g,
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Figure A.V � The construction (Case 2) for r = 3 and n = 15.

. . . , f uj � 1; uj g. Consider the casej � i > r + 1. Then uj is adjacent with vj +1 and ui is
adjacent with vi , and (j + 1) � i � r + 3. Hence d(vj +1 ; vi ) � 2r + 2 � (r + 3) = r � 1, and
so d(ui ; uj ) � r + 1 also in this case.

Case 2 : n � 4r . Consider �rst the product K s � C2r of K s and C2r , where s � 2 : in
other words, we takes cycles

C(i ) = f v(i; 1); v(i; 2); : : : ; v(i; 2r )g; for i = 1 ; 2: : : ; s;

where the second index is considered modulo 2r , and glue these together by adding the
edgesf v(i; k ); v(j; k )g for all k and i 6= j . Compare with Figure A.V : one can think of this
graph as an example fors = 3 where three vertices from the top cycle have been deleted.

The resulting graph K s � C2r is r -twin-free. Indeed, if we look at any vertex v = v(i; t ),
then B r (v) contains all the vertices of the cycleC(i ) and all the vertices of C(j ) except
v(j; t + r ) � the vertex diametrically opposite to v(j; t ) � when j 6= i . So, there is exactly
one cycleC(i ) whose vertices are all inB r (v) and this tells us i , and then by looking at
any other cycle C(j ) and determining which vertex of C(j ) is not in B r (v), we �nd t.

Clearly, the diameter of K s � C2r is r + 1.
Consider now the general case, wheren = s � 2r + k for somes � 2 and 0� k < 2r . It

su�ces to consider the case 0< k < 2r .
In this case we take the productK s+1 � C2r and delete the 2r � k consecutive vertices

v(s + 1 ; k + 1), . . . , v(s + 1 ; 2r ) from the top-most cycle C(s + 1). The case whenr = 3,
n = 15 (when s = 2 and k = 3) is illustrated in Figure A.V.

We claim that this graph is r -twin-free and has diameterr + 1.
We �rst show that the graph is r -twin-free by again showing that we can uniquely

identify v if we know B r (v).
Assume that v = v(i; t ). If i � s, then B r (v) contains exactly one of the full cycles

C(1), C(2), . . . , C(s), namely C(i ), the one containing v ; if i = s + 1, then B r (v) does
not contain any of the cyclesC(1), C(2), . . . , C(s). So, we can determinei .

In both cases, look at any cycleC(j ) not containing v. Then B r (v) contains every
vertex of C(j ) except the one diametrically opposite tov(j; t ), and so we can determinet.

It remains to prove that the graph has diameter r + 1. Assume �rst that v 2 C(i ) for
some 1� i � s. Clearly we can reach every other vertex by taking at mostr + 1 steps
along the edges : to reachv(j; t ), at most r steps take us fromv to v(i; t ), and then we just
take the one step tov(j; t ) if j 6= i . Consider �nally two vertices u and v of the top layer.
If the distance betweenu and v in the original full cycle C(s + 1) (of which we removed
some vertices) wasr � 1 or less, we can simply move one layer down fromu, use some at
most r � 1 edges ofC(s), and move back up to v. If the distance betweenu and v in the
original C(s + 1) was r , then the fact that we removed a set of consecutive vertices from
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C(s + 1) guarantees that all the vertices of exactly one of the half-cycles from u to v are
still all in our graph, and we are done.

Remark A.35. The reader could check that the construction used in TheoremA.22 can
also give a graph with diameterr + 1 , but only whenbn� 2

r c � 2r + 2 , which is not as good
a condition on n as that in Theorem A.34.

Corollary A.36. For all n � 3, we have :f 1;n (� ) = 2 .

Corollary A.37. We have : f 2;5(� ) = 4 and for all n � 6, f 2;n (� ) = 3 .

Démonstration. When n = 5, the graph is the path P5, cf. Theorem A.34(a). When n � 6,
apply (A.23).

Finally, for Fr;n (� ), the obvious upper boundn � 1 is the exact value.

Theorem A.38. For all r � 1 and n � 2r + 1 , we have :Fr;n (� ) = n � 1.

Démonstration. Again, we make use of the pathsPn , n � 2r + 1.

A.7 Recapitulatory

The tables below give a summary of the results obtained in theprevious �ve sections,
for r = 1, r = 2, and r � 3. The speci�c conditions on n or r are not always given. Note
that we have all the exact values whenr = 1.

r = 1 f 1(:) f 1;n (:) F1;n (:)

edge number" 2 (Pr. A.3) n � 1 (Pr. A.4) n(n � 1)=2 � b n=2c (Cor. A.6)
min. degree � min 1 (Th. A.16) 1 (Th. A.16) n � 2 (Th. A.17)
max. stable set� 2 (Th. A.23) 2 (Th. A.24) n � 1 (Th. A.28)

radius � 1 (Th. A.30) 1 (Th. A.31) bn
2 c (Th. A.32)

diameter � 2 (Th. A.33) 2 (Cor. A.36) n � 1 (Th. A.38)

r = 2 f 2(:) f 2;n (:) F2;n (:)

" 4 (Pr. A.3) n � 1 (Pr. A.4) & n2=2 � 2n log2 n (ineq. (A.15))

. n2=2 � (n log2 n)=2 (ineq. (A.15))

� min 1 (Th. A.16) 1 (Th. A.16) b(n � 2)=2c (Th. A.18)
� 3 (Th. A.23) 3 or 4 (Cor. A.27) � n � 2 (Th. A.29)

� d n
2 e; k + dlog2 ke; with k largest

s.t. k + 2 dlog2 ke � n � 1 (Th. A.29)

� 2 (Th. A.30) 2 (Th. A.31) bn
2 c (Th. A.32)

� 3 (Th. A.33) 3; for n � 6 (Cor. A.37) n � 1 (Th. A.38)
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r � 3 f r (:) f r;n (:) Fr;n (:)

" 2r (Pr. A.3) n � 1 (Pr. A.4) & n2=2 � rn log2 n
(ineq. (A.16)), r small w.r.t. n

. n2=2 � :63(r � :915)n log2 n
(ineq. (A.16))

� min 1 (Th. A.16) 1 (Th. A.16) � k or k � 1, with
k = bn � 2

r c (Th. A.22)

� n
b r

2 c+1 � 1; 3n � r +2
2( r � 5) (Th. A.22)

� r + 1 (Th. A.23) � b 2n
k+2 c (k even), �d n

2 e; k + dlog2 kebr
2 c;

� b 2n
k+1 c (k odd), with with k largest s.t.

k = bn � 2
r c (Th. A.25) k + rdlog2 ke � n � 1 (Th. A.29)

� r + 1 (Th. A.25) � n � r (Th. A.29)

� r (Th. A.30) r (Th. A.31) bn
2 c (Th. A.32)

� r + 1 (Th. A.33) r + 1 (Th. A.34) n � 1 (Th. A.38)
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Abstract

Let G = ( V; E) be a simple, undirected graph. Given an integerr � 1, we say that G is
r -twin-free (or r -identi�able ) if the balls B (v; r ) for v 2 V are all di�erent, where B (v; r ) denotes
the set of all vertices which can be linked tov by a path with at most r edges. These graphs are
precisely the ones which admitr -identifying codes. We show that if a graphG is r -twin-free, then
it contains a path on 2r + 1 vertices as an induced sugbraph, i.e. a chordless path.

Keywords : graph theory ; identifying codes ; twin-free graphs ; induce d path ; radius.
2000 Mathematics Subject Classi�cation : 05C12, 05C99.

B.1 Notation and de�nitions

Let G = ( V; E) be a simple, undirected graph. We will denote an edgef x; yg 2 E
simply by xy. A path in G is a sequenceP = v0v1 � � � vk of vertices such that for all
0 � i � k � 1 we havevi vi +1 2 E ; if v0 = x and vk = y, we say that P is a path between
x and y.

The length of a path P = v0v1 � � � vk is the number of edges between consecutive
vertices, i.e. k. If x; y 2 V , we de�ne the distance d(x; y) to be the minimum length of a
path between x and y. Then a shortest pathbetween x and y is a path betweenx and y
of length precisely d(x; y). If r � 0, B (x; r ) will denote the ball of centre x and radius r ,
which is the set of all verticesv of G such that d(x; v) � r .

If P = v0 � � � vk is a path in G, a chord in P is any edgevi vj 2 E with ji � j j 6= 1. A
path is chordlessif it has no chord ; in this case there is an edge between two vertices of the

1. Institut TELECOM - TELECOM ParisTech & Centre National de la Recherche Scienti�que - LTCI
UMR 5141, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France

84
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path vi and vj if and only if i and j are consecutive, i.e.ji � j j = 1. It is straightforward
to see that any shortest path is chordless.

If x 2 V , we de�ne the excentricity of x by

exc(x) = max
v2 V

d(x; v):

The diameter of G is the maximum excentricity of a vertex in G, whereas theradius rad(G)
of G is the minimum excentricity of a vertex in G. A vertex x such that exc(x) = rad( G)
is a centre of G. So G has radius t � 1 and x is a centre ofG if and only if B (x; t ) = V
whereasB (v; t � 1) 6= V for all v 2 V .

If W � V , the sugbraphof G inducedby W is the graph whose set of vertices isW and
whose edges are all the edgesxy 2 E such that x and y are in W . We denote this graph by
G[W ] ; if W = V n f vg, we simply write G[V � v]. An induced pathin G is a subsetP of V
such that G[P] is a path ; equivalently, the vertices in P de�ne a chordless path in G. All
these terminology and notation being standard, we refer to [43] for further explanation.

Two distinct vertices x and y are called r -twins if B (x; r ) = B (y; r ). If there are no
r -twins in G, we say that G is r -twin-free.

B.2 Motivations and main results

The notion of identifying code in a graph was introduced by Karpovsky, Chakrabarty
and Levitin in [65]. For r � 1, an r -identifying code in G = ( V; E) is a subsetC of V such
that the sets

I C(v) = B (v; r ) \ C for v 2 V

are all distinct and non-empty. The original motivation for identifying codes was the fault
diagnosis in multiprocessor systems ; we refer to [4], [65] or [74] for further explanation
and applications. The interested reader can also �nd a nearly exhaustive bibliography in
[73].

Given a graph G = ( V; E), it is easily seen that there exists anr -identifying code in
G if and only if V itself is an r -identifying code, which precisely means thatG is r -twin-
free. Di�erent structural properties which are worth inves tigating arise when considering
a connectedr -twin-free graph with r � 1. For instance, it has been proved in [29] that
an r -twin-free graph always contains a path, not necessarily induced, on 2r + 1 vertices.
In the same article, the authors conjectured that we can always �nd such a path as an
induced subgraph ofG. We prove this conjecture as a corollary from Theorem B.1.

Let us denote by p(G) the maximum number of vertices of an induced path in G.
We prove the following theorem and corollary, which we formulate for connected graphs
without loss of generality.

Theorem B.1. Let G = ( V; E) be a connected graph with at least two vertices, and with
a centre c 2 V such that no neighbour ofc is a centre. Then

p(G) � 2 rad(G) + 1 :

This implies :

Corollary B.2. Let G be a connected graph with at least two vertices, andr � 1. If G is
r -twin-free then

p(G) � 2r + 1 :
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B.3 Proof of the theorem

A di�erent proof for Corollary B.2 can be found in [4]. The one we present here is
much shorter and is based on the article by Erdös, Saks and Sós[46] where the following
theorem can be found. The authors give credit to Fan Chung forthe proof.

Theorem B.3. (Chung) For every connected graphG = ( V; E) we have

p(G) � 2 rad(G) � 1:

We require the following lemma, inspired by [46], in order toprove Theorem B.1.

Lemma B.4. Let t � 2 and G = ( V; E) be a graph such that there are inG two vertices
v0 and vt with d(v0; vt ) = t, a shortest pathv0v1v2 � � � vt betweenv0 and vt , and a vertex
w such that d(v0; w) � t � 1 and d(v2; w) � t (see �g. B.I). Then there exists an induced
path on 2t � 1 vertices in G.

b b b b b

b

v0 v1 v2 vt

w

d(v0 ;w)� t � 1 d(v2 ;w)� t

Figure B.I � The path v0 � � � vt and w in Lemma B.4.

Proof. In the caset = 2, the shortest path v0v1v2 itself is an induced path on 2t � 1 = 3
vertices ; so we suppose now thatt � 3. First observe that since d(v2; w) � t we have
w 6= vi for all i 2 f 0; 1; � � � ; tg. Consider a shortest path P between v0 and w, and let
u 2 P, distinct from v0. Let i � 2 ; we show that d(u; vi ) � 2. First we have

d(v0; vi ) = i � d(v0; u) + d(u; vi )

and second
t � d(v2; w) � d(v2; vi ) + d(vi ; u) + d(u; w)

with d(v2; vi ) = i � 2 becausei � 2. Summing these two inequalities we get

t + i � d(v0; u) + d(u; w) + 2 d(vi ; u) + i � 2

and since
d(v0; u) + d(u; w) = d(v0; w)

we deduce
t + 2 � d(v0; w) + 2 d(u; vi ):

But we have d(v0; w) � t � 1 and so

d(u; vi ) �
3
2

:

Let us note that since d(v2; w) � t, we haved(v0; w) � t � 2 and soP consists ofv0

and at least t � 2 � 1 other vertices, i.e. at leastt � 1 vertices. We proved that u satis�es
d(u; vi ) � 2 for i � 2, so u is distinct from all the vi 's and furthermore can be adjacent
only to v1 or v0 (see �g. B.II).

Now consider two cases :
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b b b b b

b

v0 v1 v2 vt

w

bu

P

Figure B.II � The vertex u can only be adjacent tov1 or v0 in Lemma B.4.

� if no vertex u 2 P nf v0g is adjacent to v1, then P extended byv1 � � � vt is an induced
path of G on at least (t � 1) + t = 2 t � 1 vertices ;

� if there is a vertex u 2 P n f v0g adjacent to v1, then

t � d(v2; w) � d(v2; v1) + d(v1; u) + d(u; w)

and sod(u; w) � t � 2. Since we haved(v0; u) + d(u; w) = d(v0; w) � t � 1, it follows
that we must have d(v0; u) = 1 and d(u; w) = t � 2. The path w � � � uv1 � � � vt is then
an induced path of G on 2t � 1 vertices. �

For sake of completeness, we rephrase the end of the proof of Theorem B.3 in [46].
Consider a connected graphG of radius t � 1 ; if t = 1, then the result is trivial. Suppose
now that t � 2 ; we show that the verticesv0; v1; � � � vt and w as in Lemma B.4 exist. To
see this, consider the collection of connected induced subgraphs H of G whose radius is
at least t, and choose one with the smallest possible number of vertices. Let VH be the
vertex-set of H .

There exists in H a vertex vt which is not a cutvertex ; by minimality of H , the
connected induced subgraphH [VH � vt ] of H must have radius at most t � 1. If we
consider a centrev0 of H [VH � vt ], we must haved(v0; w) � t � 1 for all the vertices w 6= vt

in H ; but since H has radius at least t we also haved(v0; vt ) = t. Let v0v1v2 � � � vt be a
shortest path betweenv0 and vt . SinceH has radius t, there exists a vertexw such that
d(v2; w) � t, and we haved(v0; w) � t � 1 becausew cannot be vt . So we can choose this
w and apply Lemma B.4.

Proof of Theorem B.1. Let G = ( V; E) be a graph of radiust � 1 with a centre c 2 V such
that no neighbour of c is a centre. We will apply Lemma B.4 with t + 1 instead of t ; to do
this, we have to �nd vertices v0; v1; � � � vt+1 and w ; so let us denote the centerc by v1. We
de�ne N (v1) to be the set of neighbours ofv1. We can choose a vertexv0 in N (v1) such
that B (v0; t) is not strictly contained in another B (x; t ) for x 2 N (v1) : take for instance
v0 2 N (v1) such that B (v0; t) is of maximal cardinality. Since v0 is not a centre, there exists
a vertex vt+1 2 V such that d(v0; vt+1 ) = t + 1. Then we must have d(v1; vt+1 ) � t , and
so d(v1; vt+1 ) = t becausev1 is a centre. Consider a shortest pathv1v2 � � � vt+1 betweenv1

and vt+1 ; then v0v1v2 � � � vt+1 is a shortest path betweenv0 and vt+1 . Now, if we show that
there exists a vertexw such that d(v2; w) � t + 1 and d(v0; w) � t, we can apply Lemma
B.4. So, assume that such a vertexw does not exist : this means that all the verticesw
with d(v0; w) � t must satisfy d(v2; w) � t, and so B (v0; t) � B (v2; t). By maximality
of B (v0; t), we must then have B (v0; t) = B (v2; t) ; but this is impossible, since we have
vt+1 2 B (v2; t) n B (v0; t). This contradiction shows that we can apply Lemma B.4, and so
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there exists in G an induced path on 2(t + 1) � 1 = 2t + 1 vertices ; thus we have

p(G) � 2rad(G) + 1 :

�
Proof of Corollary B.2. Let G be a graph,x a center of G and y a neighbour of x. Then
by de�nition B (x; rad(G)) = V , and for all z 2 V we have

d(y; z) � d(z; x) + d(x; y) � rad(G) + 1 :

So
B (x; r ) = B (y; r ) = V

for all r � rad(G) + 1. Suppose now that G is r -twin-free ; then we must have rad(G) � r .
Now, either rad(G) � r + 1 and we can apply Theorem B.3, or rad(G) = r . But in the

latter case, centers arer -twins so there can only be one inG ; in particular we can apply
Theorem B.1 and so

p(G) � 2rad(G) + 1 = 2 r + 1 :

�

B.4 Conclusion and perspectives

For n � 1, we denote by Pn the path on n vertices, i.e. the graph consisting ofn
vertices v0; v1; � � � ; vn� 1 and the n � 1 edgesvi vi +1 for 0 � i � n � 1. As the path P2r +1

on 2r + 1 vertices is itself r -twin-free, the previous results show that P2r +1 is the only
minimal r -twin-free graph for the induced subgraph relationship. Indeed, we have :

An r -twin-free graph contains a path P2r +1 as an induced sugbraph, andP2r +1 is r -
twin-free.

One could wonder how these results could be extended to di�erent cases. For instance,
we have :

An r -twin-free and 2-connected graphG contains a cycle with at least2r + 2 vertices
as a subgraph ; and the cycleCk on k vertices is r -twin-free if and only if k � 2r + 2 (and
is, of course, 2-connected).

Let us recall that a graph G is 2-connected if and only if for every pair (x; y) of distinct
vertices, there exist at least two pathsP1 and P2 between x and y in G, such that there
are no common vertices toP1 and P2 except x and y (see [43], pp. 55-57 for more details).
Since anr -twin-free graph has a diameter at leastr + 1, the result above easily follows.
This shows that the cyclesCk with k � 2r + 2 are the minimal graphs for the subgraph
relationship in the class of 2-connected,r -twin-free graphs. But in this case, the result
cannot be extended to the induced subgraph relationship. Indeed, for r � 1 consider the
Cartesian product of a path P2r +1 with K 2 (see �g. B.III). One can check that this graph
is 2-connected,r -twin-free and does not contain a cycle with more than 2r + 2 vertices as
an induced subgraph. Forr = 1, see the counterexample on �g. B.IV

As a conclusion, we leave open the same problem in the class ofk-connected graphs
with k � 3 :
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a1 a2 a3 a2r +1

b1 b2 b3 b2r +1

b b b b b

bbbbb

Figure B.III � A 2-connected, r -twin-free graph which does not contain a cycle Ck with k � 2r + 2 as
an induced subgraph (r � 2).

Figure B.IV � A 2-connected, 1-twin-free graph which does not contain a cycle Ck with k � 4 as an
induced subgraph.

what are the minimal elements of the class of3-connected, r -twin-free graphs, for the
subgraph relationship, or the induced subgraph relationship ?

A �rst step would be to determine the smallest cardinality fo r a k-connectedr -twin-free
graph.
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Résumé

On considère un grapheG simple non orienté. On appelle boule d'un sous-ensembleY de
sommets deG l'ensemble des sommets deG à distance au plus 1 d'un sommet deY . On suppose
que les boules des sous-ensembles des sommets deG de cardinal au plus 2 sont toutes distinctes.
On montre qu'alors G possède un cycle de longueur au moins 7.

Mots-clés : graphe non orienté, sous-ensembles jumeaux, graphe identi�able, code identi�ant, cycle de lon-
gueur maximum.

C.1 Introduction

On s'intéresse à un graphe non orienté, simple, �niG = ( X; E ), où X désigne l'ensemble
des sommets deG et E l'ensemble de ses arêtes.

Si r est un entier positif et x un sommet deG, on nomme boule dex de rayon r , ou
r -boule dex, et on note B r (x) l'ensemble constitué des sommets deG à distance au plusr
de x. Si Y est une partie deX , on dé�nit la boule deY de rayon r , ou r -boule deY , et on
note B r (Y ) l'ensemble :

B r (Y ) =
[

y2 Y

B r (y):
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ParisTech, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France
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Pour tout sommet x, on poseB (x) = B1(x) et on appelle cet ensembleboule dex : en
d'autres termes, la boule dex est constituée dex et de ses voisins ; pour toute partieY
de X , on poseB (Y ) = B1(Y ) et on appelle cet ensembleboule deY .

Deux parties deX sont dites séparéessi leurs r -boules sont distinctes. Pour un entier
` � 1, le graphe G est dit sans (r; � `)-jumeaux si deux quelconques sous-ensembles
distincts de X de cardinal au plus` sont séparés. Dans un graphe sans (r; � `)-jumeaux,
pour toute partie V de X , il existe au plus un sous-ensembleY de X , de cardinal au plus`,
pour lequel B r (Y ) = V : les sous-ensembles deX de cardinal au plus ` sont caractérisés
par leur r -boule. On dit aussi dans ce cas queG est (r; � `)-identi�able , ou qu'il admet
un code(r; � `)-identi�ant . Voir, parmi d'autres, les références [53] [61] [69] [70] [74]].

Nous nous restreindrons ici au casr = 1 ; ` = 2. On sait peu de choses sur la structure des
graphes sans (1; � 2)-jumeaux ; l'objectif de cet article est de prouver qu'un graphe non
orienté, connexe, d'ordre au moins 2 sans (1; � 2)-jumeaux possède un cycleélémentaire
(ne passant pas deux fois par le même sommet) de longueur au moins 7.

Nous rappelons ici quelques dé�nitions classiques pour un graphe G = ( X; E ) [16],[43].
Etant donné un sous-ensembleX 0 � X de sommets deG, le sous-graphe deG induit ou
engendré parX 0 est le grapheG0 = ( X 0; E 0) où

E 0 = ff u; vg 2 E : u 2 X 0; v 2 X 0g:

Un sous-graphe partielde G est un grapheG00= ( X 00; E 00), avec X 00� X et

E 00� ff u; vg 2 E : u 2 X 00; v 2 X 00g:

Un point (ou sommet) d'articulation de G est un sommetu de X tel que le sous-graphe
induit par X n f ug voit son nombre de composantes connexes augmenter par rapport
à G. Un isthme de G est une arêtea de E telle que le sous-graphe partiel (X; E n f ag)
voit son nombre de composantes connexes augmenter par rapport à G. Lorsque G est
connexe, la suppression d'un point d'articulation ou d'un isthme déconnecte le graphe.
Plus généralement, un grapheh-connexe, h � 1, est un grapheG pour lequel le nombre
minimum de sommets à supprimer pour déconnecterG, ou pour le réduire à un singleton,
est au moinsh. Une composanteh-connexede G est un sous-graphe induith-connexe et
maximal, pour l'inclusion, dans G.

On appelle bloc de G tout sous-graphe induit maximal sans sommet d'articulation, et
on appellepont un sous-graphe induit constitué de deux sommets adjacents,reliés par une
arête qui est un isthme deG.

En�n on utilisera la notation Ci (respectivement, C� i ) pour un cycle de longueur i
(respectivement, au moinsi ), i � 3.

Dans tout cet article, les chaînes ou les cycles considérés seront élémentaires, etG = ( X; E )
sera un graphe non orienté, simple, d'ordre au moins 2, et qu'on supposera connexe : siG
n'était pas connexe, le résultat serait obtenu en choisissant une composante connexe deG
ayant au moins 2 sommets.

C.2 Choix d'un bloc feuil le de G

Les blocs deG sont des composantes 2-connexes ou des ponts. Le graphe représenté à
gauche de la �gure C.I possède cinq blocs :f a; b; c; dg, f c; e}, f g; h; ig, f e; f; gg, et f f; j g,
qui sont entourés en pointillé. Deux blocs deG soit ont une intersection vide, soit s'in-
tersectent en un sommet d'articulation de G. Considérons le grapheG0 dont les sommets
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Figure C.I � Exemple de graphesG et G0.

correspondent aux blocs deG, et tel que deux sommets sont adjacents s'ils correspondent
à deux blocs ayant un sommet en commun : le grapheG0 est un arbre. Nous appelons
bloc feuille de G un bloc de G correspondant à une feuille deG0. Le graphe représenté à
gauche de la �gure C.I possède trois blocs feuilles.

On introduit la dé�nition suivante :

Dé�nition C.1. Soient G = ( X; E ) un graphe non orienté,Y � X un sous-ensemble de
sommets,y un sommet dansY , et s un sommet deX n Y . On appelle (G; s; Y; y)-chaîne
une chaîne deG dont une extrémité ests, l'autre extrémité, t, appartient à Y n f yg, et
dont les sommets autres quet sont dansX n Y .

On utilisera de manière répétée la proposition suivante :

Proposition C.1. Soient G = ( X; E ) un graphe non orienté connexe,H une composante
2-connexe deG, Y un sous-ensemble d'au moins 2 sommets dansH , y un sommet deY
qui n'est pas sommet d'articulation de G, et s un voisin de y qui n'appartient pas à Y .
Alors, le sommet s appartient à H et il existe une (H; s; Y; y)-chaîne.

Preuve. On note G n f yg le graphe obtenu à partir de G en retirant le sommet y. Le
sommet y n'étant pas sommet d'articulation, le graphe G n f yg est connexe. Il existe donc
dans G n f yg une chaîne reliants et un sommet t de Y n f yg dont les sommets autres que
t sont dans X n Y , c'est-à-dire une (G; s; Y; y)-chaîne ; si on concatène cette chaîne avec
l'arête f s; yg, on obtient une chaîneC entre y et t qui sont deux sommets distincts de la
composante 2-connexeH ; l'union de H et de C est encore 2-connexe ; la maximalité de
H en tant que sous-graphe 2-connexe entraîne que la chaîneC est une chaîne dansH .

La proposition C.1 exprime que, si on cherche à<< sortir >> d'un sous-ensembleY de 2
ou plus sommets d'une composante 2-connexeH à partir d'un non point d'articulation y,
alors on reste dansH et on << revient >> dans Y , ailleurs qu'en y.

On suppose maintenant et dans toute la suite que G est sans ( 1; � 2)-
jumeaux .

Remarquons d'abord queG ne peut pas avoir de sommet de degré 1 ; en e�et, supposons
qu'il existe un sommet x de degré 1 et notonsy son unique voisin : l'ensemblef yg ne serait
pas séparé de l'ensemble {x; y} ; ceci fait d'ailleurs partie d'un résultat plus général sur les
graphes sans (1; � `)-jumeaux, dont le degré minimum est au moins` ([70], Th. 8). En
conséquence, un bloc feuille deG ne peut pas être un pont : les blocs feuilles deG sont
des composantes 2-connexes. On pourra en particulier leur appliquer la proposition C.1.
Nous notonsH un bloc feuille deG ; le grapheH possède au moins un cycle.
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Figure C.II � Le grapheL du lemme C.2.

Le grapheH est soit G tout entier et dans ce cas ne possède pas de point d'articulation,
soit possède un et un seul sommet,� , qui soit sommet d'articulation de G. Dans toute la
suite, on garde ces notations pour le graphe (composante 2-connexe) H et le sommet �
s'il existe .

C.3 Le plus long cycle de H n'est pas de longueur 6

Le lemme C.2 sera utilisé de manière répétée pour démontrer les lemmes C.3�C.5, les-
quels stipulent que siH admet certains sous-graphes partiels, alors, sous certaines condi-
tions, H admet un C� 7 comme sous-graphe partiel. Le lemme C.6 conclut cette section,
de loin la plus longue de cet article, en établissant que le plus long cycle deH n'est pas
de longueur 6.

Lemme C.2. On suppose que le plus long cycle deH est de longueur 6 ; siH possède le
graphe L représenté sur la �gure C.II comme sous-graphe partiel, avec x 6= � et y 6= � ,
alors le sommett est adjacent àx ou y mais pas aux deux, et les sommetsx et y n'ont
pas d'autres voisins dansG que z, u, et, pour exactement l'un d'entre eux,t.

Preuve. On suppose queH n'admet pas de cycle de longueur au moins 7 et qu'il possède
le grapheL comme sous-graphe partiel, avecx 6= � et y 6= � . Notons Y l'ensemble des 7
sommets deL .

On montre d'abord que les voisins dansG de x et de y sont dans l'ensemblef z; u; tg.
Supposons au contraire que le sommetx a un voisin s appartenant à X n f z; u; tg.

Si s appartient à Y , il s'agit de y, v, ou w.
Si s n'appartient pas à Y , puisquex n'est pas le sommet d'articulation, on peut utiliser

la proposition C.1 : le sommets appartient à H et il existe une (H; s; Y; x)-chaîne.
Que le sommets appartienne ou non àY , il existe donc une chaîneC de longueur au

moins 1 reliant x et Y nf xg, autre que les arêtesf x; zg, f x; ug et f x; t g, et dont les sommets,
sauf les extrémités, n'appartiennent pas àY ; on examine les di�érents cas envisageables,
qui sont représentés sur la �gure C.III.

� (a) Si C relie x et z, C est de longueur au moins 2 ; en la concaténant avec la chaîne
z; v; t; w; u; x , on a un cycle de longueur supérieure ou égale à 7, représentéen gras
en �gure C.III(a) ; ce cas est impossible, de même que le cas oùC relie x et u.

� (b) Si C relie x et y, cette chaîne concaténée avec la chaîney; z; v; t; w; u; x forme
un C� 7 ; ce cas est impossible.



C.3 Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 6 94

t

w

u

x

z

v

t

w

u

x

z

v

t

w

u

y

x

z

v

t

w

u

x

z

y

y
y

(a) (b)

(c) (d)

v

Figure C.III � Illustrations pour la preuve du lemme C.2.

� (c) Si C relie x et v, cette chaîne concaténée avec la chaînev; t; w; u; y; z; x forme
un C� 7. Il est de même impossible queC relie x et w.

� (d) En�n, si C relie x et t, alors C est de longueur au moins 2 et en la concaténant
avec la chaînet; w; u; y; z; x , on forme un C� 7, encore une contradiction.

Aucun cas n'est donc possible, et les voisins dex sont dans l'ensemblef z; u; tg ; il en est
de même pour le sommety.

Par ailleurs, on a : B (f z; xg) � f x; y; z; ug et B (f z; yg) � f x; y; z; ug. Pour que les
ensemblesf z; xg et f z; yg soient séparés, il est nécessaire d'utiliser le sommett, et donc un,
et un seul, des sommetsx et y est adjacent àt, ce qui achève la preuve du lemme C.2.

Lemme C.3. Si le grapheH admet le grapheL représenté par la �gure C.II avec x 6= �
et y 6= � comme sous-graphe partiel, alors le grapheH possède un cycle de longueur au
moins 7 comme sous-graphe partiel.

Preuve. On suppose queH ne possède pas deC� 7 et admet le grapheL avec x 6= � et
y 6= � comme sous-graphe partiel. On nomme encoreY l'ensemble des 7 sommets deL .

On peut supposer que, si� n'appartient pas à Y , il n'existe pas la chaînez; �; t ; en
e�et, s'il existe la chaîne z; �; t avec � hors deY , on supprime deL la chaînez; v; t qu'on
remplace par la chaînez; �; t et le sommet� prend le nom dev. On peut de même supposer
que, si � n'appartient pas à Y , la chaîneu; �; t n'existe pas.

Si le sommet � se trouve enz ou en w, on renomme les sommets en échangeant les
noms z et u ainsi que les nomsv et w ; on peut donc supposer, sans perte de généralité,
que le sommet� n'est ni en z, ni en w.

Le grapheL considéré dorénavant possède les propriétés suivantes :
� L correspond à la �gure C.II,
� x 6= � , y 6= � , z 6= � , et w 6= � ,
� s'il existe la chaîne z; �; t , alors � appartient à Y ,
� s'il existe la chaîne u; �; t , alors � appartient à Y .
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Figure C.IV � Le grapheL avec l'arête {y; t}.
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Figure C.V � Lemme C.3, illustrations pour le résultat 1.

On peut supposer en outre, d'après le lemme C.2, quey est adjacent àt et on sait qu'alors
les sommetsx et y n'ont pas d'autres voisins dansG que ceux représentés sur la �gure C.IV.
Le graphe H possède donc le graphe représenté sur la �gure C.IV comme sous-graphe
partiel.

Pour établir le lemme C.3, on procède par étapes, en établissant des résultats intermé-
diaires, de 1 à 7.

1. Le sommetw n'a aucun voisin hors deY .
Supposons quew ait un voisin s n'appartenant pas à Y (voir �gure C.V) ; w étant
di�érent de � , il y a une (H; s; Y; w)-chaîne C. D'après le lemme C.2, les sommets
x et y ont tous leurs voisins dansY : la chaîneC ne peut pas arriver enx ou y. La
chaîneC ne peut arriver ni en u ni en t, sans quoi on aurait unC� 7, représenté en
gras en �gure C.V(a) dans le cas où la chaîne arrive enu. Si la chaîneC arrivait
en v, on aurait un C� 8 et si elle arrivait en z, on aurait un C� 7 : la chaîneC ne peut
arriver en aucun sommet deY . En conséquence,w n'a pas de voisin hors deY .

2. Si le sommetv est di�érent de � , alors v n'a aucun voisin hors deY .
Ce résultat s'obtient exactement de la même manière que le résultat 1.

3. Il n'existe pas de sommet n'appartenant pas àY et di�érent de � qui soit adjacent
à la fois à z et u.
En e�et, supposons qu'un sommets di�érent de � et hors deY soit adjacent à la fois
à z et u (voir �gure C.VI) ; d'après le lemme C.2, le sommet x n'étant pas adjacent
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Figure C.VI � Lemme C.3, illustration pour le résultat 3.

à t et ni x ni s n'étant point d'articulation, le sommet s est adjacent à t. Ni s ni
y n'étant point d'articulation, le fait que s et y soient adjacents àt contredit le
lemme C.2.

4. Si v est di�érent de � et si le sommetz a un voisin s n'appartenant pas à Y , alors
s est le sommet� et on a la chaînez; �; u .
On suppose quev est di�érent de � et on rappelle que le sommetz est di�érent de � ;
on suppose que le sommetz a un voisin s hors de Y . Le sommet z étant di�érent
de � , la proposition C.1 montre qu'il existe une (H; s; Y; z)-chaîne, qu'on nommeC.
La chaîne C ne peut arriver ni en x, ni en y, ni en v, car on aurait alors un C� 7.
Pour la même raison, elle ne peut pas non plus arriver enw, cf. �gure C.V(c).
Supposons maintenant que la chaîneC arrive en t ; nécessairement,C est de lon-
gueur 1 (il s'agit de l'arête f s; tg), sinon on aurait un C� 7 ; or on a choisiL de sorte
que, si la chaînez; �; t existe, alors � 2 Y : le sommet s est donc di�érent de � ;
d'après le lemme C.2, appliqué às et v, soit v, soit s doit être adjacent à u et les
sommetss et v n'ont aucun voisin n'appartenant pas à f z; t; ug. On va montrer que
v ne peut pas être adjacent àu ; pour cela, on suppose que le sommetv est adjacent
au sommet u. En rappelant que le sommety n'a aucun voisin n'appartenant pas
à f z; u; tg, on a (voir �gure C.VII) :

B (f t; yg) = B (f t; vg) = f y; z; t; u; vg [ B (t):

Les paires de sommetsf t; yg et f t; vg ne sont donc pas séparées. Le sommetv ne
peut donc pas être adjacent àu. On montrerait de même que, sis était adjacent à u,
les pairesf t; yg et f t; sg ne seraient pas séparées. Niv, ni s ne peut être adjacent
à u : la chaîneC ne peut pas arriver ent.
Il reste l'éventualité que C arrive en u. Alors, comme précédemment, on voit queC
est nécessairement de longueur 1 : on a la chaînez; s; u. Le résultat 3 montre que le
sommet s est � , ce qui achève la preuve du résultat 4.

5. Si u est di�érent de � et si u a un voisin s n'appartenant pas à Y , alors s est le
sommet � et on a la chaîneu; �; z .
On suppose queu est di�érent de � et, par hypothèse,w est di�érent de � . La preuve
du résultat 4 s'appuie sur la propriété que les sommetsz et v sont autres que� . On
peut reprendre cette preuve pour démontrer symétriquementle résultat 5.
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Figure C.VII � Lemme C.3, illustration pour le résultat 4, lorsqueC arrive en t.
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Figure C.VIII � Lemme C.3, illustration pour le résultat 6.
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Figure C.IX � Lemme C.3, illustrations pour le résultat 7.

6. � est enu ou v.
Supposons queu et v soient di�érents de � . D'après les résultats 1 et 2, les sommets
v et w n'ont alors aucun voisin hors deY ; d'après les résultats 4 et 5, les sommets
z et u peuvent seulement avoir le sommet� comme voisin hors deY , voisin qui leur
est alors commun (voir �gure C.VIII). On a :

B (f w; zg) = B (f v; ug) = Y ou B (f w; zg) = B (f v; ug) = Y [ f � g.

Les paires {w; z} et { v; u} ne sont pas séparées. On en déduit donc que soitu soit v
est égal à� .

7. Les paires {x; t } et { z; w} ne sont pas séparées.
D'après le résultat précédent,t est di�érent de � . On a :

B (f x; t g) \ Y = B (f z; wg) \ Y = Y .

Rappelons que les sommetsx; y; et w n'ont aucun voisin hors de Y (lemme C.2 et
résultat 1). Pour séparer les paires {x; t } et { z; w}, il faut que t ou z ait un voisin
hors deY qui les sépare.
Supposons d'abord quet ait un voisin s hors de Y qui sépare les paires {x; t } et
{ z; w} ; d'après la proposition C.1, t n'étant pas sommet d'articulation, il y a une
(H; s; Y; t)-chaîne, C, qui ne peut arriver ni en v, ni en w, car on aurait un C� 7 ;
elle ne peut arriver non plus ni enx, ni en y, car ces sommets n'ont pas de voisins
n'appartenant pas à Y . Supposons queC arrive en u, voir �gure C.IX(a) ; cela
signi�e que C se réduit à la chaîneu; s; t (sinon, existence d'unC� 7), et, d'après les
hypothèses surL ou d'après le résultat 6,s est di�érent de � ; d'après le lemme C.2
appliqué à w et s, il faut que w ou s soit adjacent à z. Supposons qu'il s'agisse dew ;
on a :

B (f t; yg) = B (f t; wg) = f y; z; t; u; v; wg [ B (t):

Commey et w n'ont aucun voisin hors deY , seul x pourrait séparer f t; yg et f t; wg,
mais on sait déjà que les seuls voisins dex dansG sont z et u. Les paires de sommets
f t; yg et f t; wg ne sont donc pas séparées. Le sommetw ne peut donc pas être adjacent
à z ; on montrerait de même que sis était adjacent à z, les pairesf t; yg et f t; sg ne
seraient pas séparées. La chaîneC ne peut donc pas arriver enu, et ne peut alors
plus arriver qu'en z, et elle est de longueur 1 : voir �gure C.IX(b), où s et z sont
voisins. Ceci contredit toutefois le choix des, qui devait séparer f x; t g et f z; wg.
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Figure C.X � Le grapheK du lemme C.4.

Supposons maintenant quez ait un voisin s hors deY qui sépare les paires {x; t } et
{ z; w} ; d'après la proposition C.1, z n'étant pas sommet d'articulation, il y a une
(H; s; Y; z)-chaîne C, qui ne peut arriver ni en v, ni en x, ni en y, sinon on aurait
un C� 7 ; d'après le résultat 1, elle ne peut pas non plus arriver enw. Supposons que
la chaîneC arrive en u ; elle serait alors de longueur 1 et, le sommets n'étant pas le
sommet d'articulation, cela contredirait le résultat 3. La chaîne C arrive donc en t
et elle est de longueur 1 ;s et t sont voisins, ce qui contredit à nouveau le choix de
s.
On ne peut pas séparer les paires {x; t } et { z; w}.

L'hypothèse queH ne possède pas deC� 7 est contredite, et la démonstration du lemme C.3
est ainsi achevée.

Lemme C.4. On considère le grapheK représenté par la �gure C.X et on suppose que, si
� existe, il est enu ou v. Si le grapheH possède le grapheK comme sous-graphe partiel,
alors H possède un cycle de longueur au moins 7 comme sous-graphe partiel.

Preuve. On note Y l'ensemble des 8 sommets deK . On suppose que le grapheH possède
le grapheK comme sous-graphe partiel et que, si� existe, il est enu ou v.

Le graphe G étant sans (1; � 2)-jumeaux, les ensembles {x; t } et { y; p} sont séparés.
Par symétrie entre {x; y} et { p; t}, puis par symétrie entre x et y, il su�t de supposer
que le sommetx possède un voisin qui n'appartient pas àB (f y; pg). Or B (f y; pg) �
f x; y; z; p; t; wg. On a alors les possibilités suivantes :

� x est voisin des 2 X n Y , s 6= � . Comme x 6= � , il existe une (H; s; Y; x)-chaîne C.
Si C arrive en w; y; p; t; v; ou u, alors on a unC� 7 ; et si C arrive en z, alors soit on
a directement un C� 7, soit C est de longueur 1, ce qui signi�e que les arêtesf x; sg
et f s; zg existent, avec y 6= �; s 6= � , et on peut appliquer le lemme C.3.

� f x; vg est une arête ouf x; ug est une arête. Dans les deux cas, il existe unC� 7.
Dans tous les cas ci-dessus, on obtient unC� 7, et le lemme C.4 est ainsi démontré.

Lemme C.5. On considère le grapheK 0 représenté sur la �gure C.XI et on suppose que,
si � existe, il est en u ou v. Si le graphe H possède le grapheK 0 comme sous-graphe
partiel, alors H possède un cycle de longueur au moins 7 comme sous-graphe partiel.

Preuve. On note Y l'ensemble des 7 sommets deK 0; on suppose que le grapheH admet
le grapheK 0 comme sous-graphe partiel et que, si� existe, il est enu ou v. Le grapheG
étant sans (1; � 2)-jumeaux, les ensembles {p; x} et { p; y}, dont les boules contiennent
toutes deux les sommetsx; y; z; w; et p, sont séparés ; on peut, sans perte de généralité,
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Figure C.XI � Le grapheK 0 du lemme C.5.
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Figure C.XII � Illustration pour la preuve du lemme C.5, avec l'arêtef x; vg.

supposer que le sommetx admet un voisin qui n'est pas dansB (f p; yg). On a alors les
possibilités suivantes :

� (a) x est voisin des 2 X nY , s 6= � . Commex 6= � , il existe une (H; s; Y; x)-chaîneC.
Si C arrive en w; y; p; v; ou u, alors on a unC� 7 ; et si C arrive en z, alors soit on
a directement un C� 7, soit C est de longueur 1 et on peut appliquer le lemme C.3,
cf. preuve du lemme C.4.

� (b) f x; ug est une arête ; alors il existe unC� 7.
� (c) f x; vg est une arête, voir �gure C.XII ; les ensembles {z; x} et { z; w}, dont les

boules contiennent tous les sommets deY , étant séparés, le sommetw ou le sommet
x doit avoir un voisin n'appartenant pas à Y . S'il s'agit de x, l'étude faite ci-dessus
en (a) s'applique à nouveau. Examinons donc maintenant le sommet w, un voisin s 2
X n Y de w qui ne soit voisin ni de x ni de z, et une (H; s; Y; w)-chaîne, C. Si C
donne naissance à une chaîne de longueur 3 entrew et z dont seules les extrémités,
w et z, sont dansY , on applique le lemme C.4 ; dans tous les autres cas, on observe
directement que H contient un C� 7.

Tous les cas conduisent à l'existence d'un cycle de longueurau moins 7. Le lemme C.5 est
ainsi démontré.

On peut maintenant montrer :

Lemme C.6. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 6.

Preuve. On procède par l'absurde en supposant que le plus long cycle de H est de
longueur 6 ; siH possède unC6 contenant le sommet� , on choisit un tel cycle, sinon on
choisit un C6 quelconque. On notea; b; c; d; e;et f les sommets de ce cycle, et on pose
Y = f a; b; c; d; e; fg. Si le cycle contient le sommet� , on suppose que le sommet� est enf
(voir �gure C.XIII). Les lemmes C.3, C.4, et C.5 ainsi que l'i nexistence d'unC� 7 montrent
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a ?f = 

a

b d

e

c

Figure C.XIII � Le cycle de longueur 6 considéré pour le lemme C.6.

x a

y az
u

vw

Figure C.XIV � Le grapheM du lemme C.7.

qu'il n'y a pas d'autre chaîne de longueur au moins 2 ayant sesextrémités dansY et son
(ses) autre(s) sommet(s) hors deY que :

� une éventuelle chaîne de longueur 2 entre les sommetsa et e;
� une éventuelle chaîne de longueur 2 ou 3 entre les sommetsc et f .

En e�et, si une chaîne relie 2 sommets consécutifs du cycle, elle donne unC� 7 ; si elle relie
2 sommets à distance 2, autres quea et e, ou bien on a un C� 7, ou bien le lemme C.3
s'applique ; si elle relie 2 sommets opposés autres quec et f , soit elle donne unC� 7, soit
le lemme C.4 ou C.5 s'applique ; en�n si elle est de longueur aumoins 4 entrec et f , alors
H contient un C� 7.

Les boules des ensembles {a; d} et { b; e} contiennent Y ; ces ensembles ne sont pas
séparés, car on vient de voir queb et d n'ont pas de voisin hors deY , et que a et e
soit n'ont pas de voisin hors deY , soit ont un seul voisin hors deY , voisin qui leur est
commun.

C.4 Le plus long cycle de H n'est pas de longueur 5

Lemme C.7. Si le grapheH possède le grapheM représenté par la �gure C.XIV comme
sous-graphe partiel avecx 6= � et y 6= � , alors H possède un cycle de longueur au moins 6
comme sous-graphe partiel.

Preuve. Supposons queH admette le grapheM , avecx 6= � et y 6= � , comme sous-graphe
partiel. Les ensembles {z; x} et { z; y} étant séparés, il faut que le sommetx ou le sommety
ait un voisin s assurant cette séparation. Supposons, sans perte de généralité, qu'il s'agisse
du sommet x. S'il y a une arête entrex et v ou w, on a un C� 6. Sinon, le sommetx a un
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e = a  ?

a

b c

d

Figure C.XV � Le cycle de longueur 5 considéré pour le lemme C.8.

c

a b

 ?ad =

Figure C.XVI � Le cycle de longueur 4 considéré pour le lemme C.9.

voisin s n'appartenant pas à M ; le sommetx n'étant pas sommet d'articulation, il existe
une (H; s; M; x )-chaîne qui dans tous les cas va engendrer unC� 6.

Lemme C.8. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 5.

Preuve. On suppose que le plus long cycle deH est de longueur 5 et donc qu'il n'y a pas
de C� 6. S'il existe un C5 contenant l'éventuel sommet d'articulation � , on choisit ce cycle
et sinon on choisit un C5 quelconque ; on nommea; b; c; d; eles sommets du cycle, et, si le
cycle contient � , on suppose que� = e (voir �gure C.XV).

Comme précédemment, l'inexistence d'unC� 6 et le lemme C.7 montrent que la seule
chaîne possible de longueur au moins 2 dont les extrémités sont dans le cycle et les autres
sommets n'appartiennent pas au cycle est une chaîne de longueur 2 entre a et d. Cela ne
permet pas de séparer les ensembles {a; c} et { b; d}, ce qui achève la preuve du lemme C.8,
grâce au fait quea; c; b; dne sont pas point d'articulation.

C.5 Le plus long cycle n'est pas de longueur 4 ou 3

Lemme C.9. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 4.

Preuve. Supposons que le plus long cycle deH soit de longueur 4. On choisit un tel cycle,
on nomme a; b; c; d ses sommets et on suppose sans perte de généralité que le sommet
d'articulation n'est ni en a, ni en b, ni en c (voir �gure C.XVI).

Les ensembles {b; a} et { b; c} étant séparés, il existe une chaîne de longueur au moins 2
dont une extrémité est a ou c, l'autre extrémité, distincte de la première, est sur le cycle
et les autres sommets n'appartiennent pas au cycle ; la seulepossibilité, pour ne pas avoir
de C� 5, est une chaînea; s; c où s n'appartient pas au cycle, mais alors le sommets ne
sépare pas les ensembles {b; a} et { b; c}, ce qui achève la preuve du lemme C.9.

Lemme C.10. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 3.
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Figure C.XVII � Deux graphes sans (1; � 2)-jumeaux et sansC� 7 sans corde.

Preuve. Supposons que le plus long cycle deH soit de longueur 3 ; on choisit unC3

quelconque, on nommea; b; c ses sommets et on suppose sans perte de généralité que
l'éventuel sommet d'articulation n'est ni en a, ni en b. Il n'y a alors pas moyen de séparer
les ensembles {c; a} et { c; b} sans créer deC� 4, d'où une contradiction.

C.6 Existence d'un cycle de longueur au moins 7

Theorem C.2. Tout graphe non orienté connexe d'ordre au moins 2 sans (1; � 2)-
jumeaux possède un cycle élémentaire de longueur au moins 7 comme sous-graphe partiel.

Preuve. On a vu, peu avant la Section C.3, que le grapheH admet un cycle ; d'après les
lemmes C.6,C.8�C.10, son plus long cycle ne peut pas être de longueur 6, 5, 4, ou 3 : le
plus long cycle deH , et donc le plus long cycle deG, est de longueur au moins 7.

C.7 Conclusion : remarques et questions ouvertes

On va mettre en parallèle certains résultats obtenus sur lesgraphes sans (1; � 2)-
jumeaux et les graphes sans (r; � 1)-jumeaux, en laissant ouvertes ces questions dans le
cas des graphes sans (r; � `)-jumeaux, r � 1; ` � 1.

On véri�e facilement qu'un graphe réduit à un cycle de longueur 7 (ou plus) est sans
(1; � 2)-jumeaux, et qu'un graphe constitué d'un C7 et d'une ou plusieurs cordes possède
des (1; � 2)-jumeaux. Ainsi,

� tout graphe connexe d'ordre au moins 2 sans (1; � 2)-jumeaux est d'ordre au moins 7
et le seul graphe connexe d'ordre 7 sans (1; � 2)-jumeaux est le graphe réduit àC7.

De manière similaire, on sait que
� tout graphe connexe d'ordre au moins 2 sans (r; � 1)-jumeaux est d'ordre au moins

2r + 1 et le seul graphe connexe d'ordre 2r + 1 sans (r; � 1)-jumeaux est la chaîne
à 2r + 1 sommets [35],[74]],[3].

Considérons maintenant les deux graphes de la �gure C.XVII.Ces graphes sont sans
(1; � 2)-jumeaux et ne possèdent pas deC� 7 sans corde. Ainsi,

� on ne peut pas ajouter au théorème C.2 la propriété d'avoir un C� 7 comme sous-
graphe induit .

Cela di�ère du cas des (r; � 1)-jumeaux, dans lequel il a été montré que
� tout graphe connexe d'ordre au moins 2 sans (r; � 1)-jumeaux contient la chaîne à

2r + 1 sommets comme sous-grapheinduit [5].
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Finalement, on peut observer que le plus petit cycle possible, C3, peut apparaître dans un
graphe sans (1; � 2)-jumeaux, ainsi qu'en atteste par exemple le deuxième graphe de la
�gure C.XVII.
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Abstract

Let G be a simple, undirected, connected graph with vertex setV (G) and C � V (G) be a set
of vertices whose elements are calledcodewords. For v 2 V (G) and r � 1, let us denote byI C

r (v)
the set of codewordsc 2 C such that d(v; c) � r , where the distanced(v; c) is de�ned as the length
of a shortest path betweenv and c. More generally, for A � V (G), we de�ne I C

r (A) = [ v2 A I C
r (v),

which is the set of codewords whose minimum distance to an element of A is at most r . If r and
l are positive integers,C is said to be an (r; � l )-identifying code if one has I C

r (A) 6= I C
r (A0)

wheneverA and A0 are distinct subsets ofV (G) with at most l elements. We consider the problem
of �nding the minimum size of an ( r; � l )-identifying code in a given graph. It is already known
that this problem is NP -hard in the class of all graphs whenl = 1 and r � 1. We show that it is
also NP -hard in the class of planar graphs with maximum degree at most three for all ( r; l ) with
r � 1 and l 2 f 1; 2g. This shows, in particular, that the problem of computing th e minimum size
of an (r; � 2)-identifying code in a given graph isNP -hard.

Keywords : graph theory ; identifying codes ; planar graphs ; complexit y ; NP-completeness ; NP-hardness.
2000 Mathematics Subject Classi�cation : 68Q17, 05C99, 94B65.

D.1 Notation and de�nitions

By graph we mean an undirected graph without loops nor multiple edges. If G is a
graph, we denote respectively byV(G) and E(G) the sets of vertices and edges ofG. An
edgef x; yg 2 E(G) with x; y 2 V (G) will be simply denoted by xy. We refer to [43] for
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basic notions such as adjacent vertices, paths, cycles or the neighbourhood of a vertex. Let
us recall the distinction between asubgraphand an induced subgraph: a subgraph ofG is
a graph H with V (H ) � V (G) and E(H ) � E(G), whereas if W � V (G), the subgraph
induced byG on W is the graph G[W ] whose vertex set isW , and whose edges are all the
edgesxy 2 E(G) with x and y in W .

From now on, we consider only connected graphs ; forv 2 V and r 2 N, the ball of
radius r centered at v is the set

B (v; r ) = f w 2 V (G) : d(v; w) � r g

whered(v; w) denotes the number of edges in any shortest path betweenv and w, i.e. the
length of any shortest path betweenv and w. Whenever d(v; w) � r , we say that v and w
r -cover each other (or simply cover if there is no ambiguity). A vertex c 2 V (G) is said
to r -separate(or simply separate) vertices x and y if c r-covers one of them and does not
r -cover the other.

In this paper, what we call a code is simply a set of verticesC � V (G), and we refer
to its elements ascodewords. A code C is said to ber -covering (or r -distance-dominating)
if every vertex v 2 V (G) is r -covered by at least one codewordc 2 C. A code C is said
to be r -separating if for every pair of distinct vertices x 6= y of G there exists a codeword
c 2 C which r -separatesx and y.

An r -identifying code is a code which is bothr -covering andr -separating. Equivalently,
C � V (G) is an r -identifying code if all the sets

I C
r (v) = B (v; r ) \ C

for v 2 V(G) are non-empty and di�erent.
More generally, if C is a code andA is a subset ofV (G) we denote by I C

r (A) the set
of codewords whichr -cover at least one element ofA, i.e.

I C
r (A) =

[

v2 A

B (v; r ) \ C:

If r and l are positive integers, an (r; � l )-identifying code is a codeC such that the sets
I C

r (A) for all A � V (G) with jAj � l are di�erent. Note that, in this case, as I C
r (; ) = ; ,

then I C
r (A) 6= ; for 1 � j Aj � l ; thus an (r; � 1)-identifying code is simply an r -identifying

code.
We recall that the degreeof a vertex v 2 V(G) is the number � (v) of vertices w 2 V(G)

such that vw 2 E(G). The maximum degree ofG is de�ned as

�( G) = max
v2 V (G)

� (v):

Finally, a graph is planar if it can be drawn in the plane in such a way that its edges do
not cross. For precise de�nitions and additional background about graphs, we refer once
again to [43]. The reader will also need basic knowledge in algorithmic complexity such as
polynomial reduction and NP -completeness ; for these notions we refer to [50].

D.2 Introduction and main results

The problem of �nding an identifying code of minimum size in a graph has been
introduced and studied in [65] ; the original motivation was fault detection in processor
systems. It was shown in [34] that the computation of the minimum size of anr -identifying



D.3 Proofs of the complexity results 107

code in a given graph isNP -hard for any r � 1 ; furthermore it was proved in [52] that this
problem is AP X -hard for r = 1. In particular, this implies if P 6= NP that there exists a
constant c > 1 such that no polynomial algorithm gives an e�ciency ratio b etter than c.
Indeed there is, for all r � 1, a polynomial approximation algorithm which computes
an r -identifying code with e�ciency ratio O(log jV (G)j), but sublogarithmic ratios are
intractable (see [88]). For a nearly comprehensive bibliography about identifying codes,
see [73].

In this paper we prove NP -hardness results for the restriction of this same problem
to the class of planar graphs with maximum degree at most three ; this class is quite
restrictive, as connected graphs with maximum degree at most two are paths and cycles
where the size of a minimumr -identifying code is known exactly in most cases (see [17],
[55], [82] and [89]). We also study the problem of �nding the minimum size of an (r; � 2)-
identifying code and prove its NP -hardness in the class of planar graphs with maximum
degree at most three for allr � 1, which of course implies itsNP -hardness in the class of
all graphs. These codes have been investigated in [70], [53]and [69], but to our knowledge
at this day no complexity result is known about them : our results show, in particular,
that the problem of computing the minimum size of an (r; � 2)-identifying code in a given
graph is NP -hard.

Let us denote by � 3 the class of planar graphs with maximum degree at most three,
and let r and l be positive integers. The problem that we study is preciselythe following
one :

Min (r; � l )-ID-code in � 3

� Instance : a graph G 2 � 3 and an integer k ;
� Question : is there an (r; � l )-identifying code C of G with jC j � k ?

Our results can be summarized in the following theorem :

Theorem D.1. The problem Min (r; � l )-ID-code in � 3 is NP-complete for l 2 f 1; 2g
and all r � 1.

D.3 Proofs of the complexity results

D.3.1 The vertex cover problem

Let G be a graph. An edgee = xy 2 E(G) is said to be coveredby a vertex v 2 V(G)
if v and e are incident, i.e. if v = x or v = y. A vertex cover in G is a codeC � V (G)
such that every edge ofG is covered by a at least one codewordc 2 C. Equivalently, C is
a vertex cover if

8e = xy 2 E(G); x 2 C or y 2 C:

It is well known that the problem of �nding the minimum cardin ality of a vertex cover
in a given graph is NP -hard ([64]) ; furthermore, it was proved in [49] that this pr oblem
remains NP -hard in the class of planar graphs whose maximum degree is atmost three.
More precisely, the following problem isNP -complete :

Min Vertex Cover in � 3

� Instance : a graph G 2 � 3 and an integer k ;
� Question : is there a vertex coverC of G with jC j � k ?
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If r and l are �xed and a code C is given in a graph G, as all distances between
vertices ofG can be computed in polynomial time, we can also compute all the setsI C

r (A)
for A � V (G) with jAj � l and compare them in polynomial time, and thus check thatC
is an (r; � l )-identifying code : therefore the problemMin (r; � l )-ID-code in � 3 belongs
to NP . We will complete the proof of Theorem D.1 by showing thatMin Vertex Cover
in � 3 polynomialy reduces to the problemMin (r; � l )-ID-code in � 3 for all r � 1 and
l 2 f 1; 2g ; we will consider four cases depending on the values ofr and l : r = 1 ; l = 1
(Section D.3.2), r = 2 ; l = 1 (Section D.3.3), r � 3; l = 1 (Section D.3.4), and r � 1; l = 2
(Section D.3.5).

D.3.2 Reduction for r = 1 and l = 1

In this section, we set r = 1 and l = 1. Let us consider an instance ofMin Vertex
Cover in � 3, i.e. a planar graph G with maximum degree at most three and an integer
k. We construct a graph G0 by replacing every edgee = xy of G by the structure Ce

counting 9 vertices and 11 edges speci�ed by Fig. D.I. Note that we do not considerx and
y as elements of the structureCe ; thus Ce is not a graph (since it contains edges without
containing their ends), but we will denote by V(Ce) the set of its nine vertices as we would
have done if it were one. See also Fig. D.II for an example of transformation.
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Figure D.I � The structure Ce which replaces an edgee = xy of G in G0 .
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Figure D.II � A graph G and the graphG0 obtained through our transformation.

If G has n vertices andm edges, thenG0 has n + 9m vertices and 11m edges ; thusG0
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can be constructed fromG in polynomial time. It is easy to check that G0 is also planar
and has maximum degree three. The key-result for the reduction is the following :

Proposition D.2. With notation above, G admits a vertex coverC with jC j � k if and
only if G0 admits a 1-identifying code C0 with jC0j � k + 5m.

Proof. Let us �x our notation �rst : if G is the original graph and G0 is the transformed
one, we consider the vertex setV (G) of G as a subset ofV (G0). Therefore V (G0) can be
partitioned in jE(G)j + 1 sets :

V (G0) = V (G) [
[

e2 E (G)

V(Ce):

Let C be a vertex cover forG with jC j � k ; we construct an identifying codeC0 for
G0 by adding to C �ve vertices in each set V (Ce) for all e 2 E(G) ; thus the code C0 will
have cardinality jC0j = jC j + 5m � k + 5m as stated in the proposition. For each edge
e = xy 2 E(G), the choice of the setC0

e of �ve vertices in V (Ce) added to C will depend
on the casex 2 C or y 2 C ; recall that as we have requestedC to be a vertex cover of
G, we have at least one ofx and y in C. As the structure is symmetric, without loss of
generality let us assume thatx 2 C. Then we de�ne (see Fig. D.III)

C0
e = f s1; s2; s5; s6; s9g:

When this is done for all e 2 E(G), the code C0 is de�ned as

C0 = C [
[

e2 E (G)

C0
e:
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Figure D.III � The code C0 in Ce if x 2 C. Codewords are in black, non-codewords in white,
with the exception ofy which may be a codeword or not.

It remains to prove that C0 is a 1-identifying code ; since for each edgee = xy 2 E(G)
the set of vertices covered byf s1; s2; s5; s6; s9g is preciselyV (Ce) [ f x; yg, it is easily seen
that it su�ces to check that for every edge e = xy of G, all vertices in

V (Ce) [ f x; yg

are covered and pairwise separated byC0. We summarize in the following table which
codewords cover the di�erent vertices. Note that in Ce both x and y may belong to C ;
this has no consequence sincecontaining an identifying code is a su�cient condition for a
set of vertices tobe an identifying code.
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vertices /codewords x s1 s2 s5 s6 s9

x � �
y �
s1 � � �
s2 � �
s3 �
s4 �
s5 � � �
s6 � �
s7 �
s8 �
s9 � �

Conversely, suppose that there exists a 1-identifying codeC0 for G0 with jC0j � k+5m.
First we prove :
If neither x nor y belongs toC0, then jV (Ce) \ C0j � 6. (D.1)
We just have to recall why a 1-identifying code on a cycle on 9 vertices must have at least 6
codewords. To simplify notation, let us consider that our vertices are integers modulo 9. If
a is a vertex of the cycle, thena+ 1 and a+ 2 must be separated by a codeword, therefore
a or a + 3 must be codewords. The same argument proves that there must be a codeword
in f a + 3 ; a + 6g, and another in f a + 6 ; ag. So there must be at least two codewords in
f a; a+ 3 ; a+ 6g for each vertexa. Applied to a 2 f 1; 2; 3g, this argument shows that there
are at least two codewords in each of the setsf 1; 4; 7g, f 2; 5; 8g and f 3; 6; 9g, therefore
jV (Ce) \ C0j � 6.

Regardless of the fact thatx or y belong toC0, we havejV (Ce) \ C0j � 5. (D.2)
As in the previous case, there must be a codeword inf a; a + 3g for every a except in the
cases whenx or y can be used to separatea + 1 from a + 2, i.e. except for a 2 f 3; 4; 8; 9g.
So there must be at least one codeword in each of the pairs :

f s1; s4g f s2; s5g f s5; s8g f s6; s9g and f s7; s1g:

We consider three cases :
� if neither s1 nor s5 are codewords, thens4, s2, s8 and s7 must be, as well as one of

the pair f s6; s9g, so we need �ve codewords at least inV (Ce) ;
� if s1 and s5 are both codewords : as at least one vertex in the pairf s6; s9g is a

codeword we can suppose by symmetry thats6 2 C0; but s3 and s8 are not covered
by s1, s5, s6, x nor y ; therefore we need at least two other codewords inV (Ce) ;

� if s1 is a codeword buts5 is not (the other case being the same by symmetry), then
s2 and s8 are codewords as well as one of the pairf s6; s9g. In both cases we still
need to covers4 with a codeword in V (Ce).

Let us de�ne C as the trace ofC0 on V(G), i.e.

C = C0\ V (G):

Recall that V (G) is a subset ofV (G0) and so C is a code inG. We would like to use C
in order to build a vertex cover of G. It may happen for an edgee = xy 2 E(G) that in
G0 neither x nor y belongs toC0, and in this case the edgexy of G is not covered by the
code C. Let p be the number of edgese 2 E(G) which are not covered by C. From (1)
and (2) we have
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jCj �
�
�C0�� � 6p � 5(m � p) =

�
�C0�� � 5m � p � k � p:

As there are p uncovered edges, if we add toC one codeword on each edge uncovered
by C, we get a vertex cover ofG with at most k codewords. �

D.3.3 Reduction for r = 2 and l = 1

For r = 2, we use a di�erent strategy for the reduction. The basic idea is to replace
every edgee = xy 2 E(G) by a chain on 4 vertices and 5 edges : see Fig. D.IV. Consider
the central vertices a and b on the chain ; as a 2-identifying code has to separatea from b,
we deduce thatx or y must be a codeword. Hence the trace onG of a 2-identifying code
of G0 will be a vertex cover of G.

b bb bb bb b b bb b

x ya b

d(x; a) = 2 d(b; y) = 2

Figure D.IV � A 2-identifying code will have to contain x or y to separatea from b.

Clearly, this reduction is not entirely satisfactory because we cannot control the total
number of codewords in the identifying code. In order to do so, we will add other devices
around the chain.

Let G 2 � 3 and k be an integer. We construct fromG a graph G0 by replacing every
edgee = xy in E(G) by a structure Ce counting 11 vertices and 14 edges : see Fig. D.V,
where the chain xv5v7v8v6y plays the role of the chain in Fig. D.IV. As in the previous
case we do not considerx and y as elements ofV (Ce).
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Figure D.V � The structure Ce which replaces an edgee = xy of G for r = 2 .
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Clearly, G0 can be constructed in polynomial time from G, and G0 2 � 3. Let m =
jE(G)j. We will prove :

Proposition D.3. G admits a vertex coverC with jC j � k if and only if G0 admits a
2-identifying code C0 with jC0j � k + 5m.

Proof. Once again,V (G) is a subset ofV (G0) ; so if we consider a vertex coverC of G
with jC j � k, we can add codewords toC in order to construct a 2-identifying code for
G0. We do this in the following way : if e = xy 2 E(G), then x or y is in C. Suppose
without loss of generality that x 2 C. We add to C the 5 codewordsv3; v4; v6; v8 and v9

on the structure Ce (see Fig. D.VI).
When this is done for all e 2 E(G), we get a codeC0 on G0 with jC0j = jC j + 5m,

hencejC0j � k + 5m. To check that C0 is a 2-identifying code onG0, we just have to see
that for every e = xy 2 E(G), the vertices x, y and the 11 vertices ofCe are covered
by di�erent subsets of f x; v3; v4; v6; v8; v9g. This is clearly su�cient because for a given
e = xy 2 E(G), a vertex belongs toV (Ce) [ f x; yg if and only if it is 2-covered by v3, v4

or v9. It remains to check the following table :

vertices /codewords x v3 v4 v6 v8 v9

x � �
y � � �
v1 �
v2 � �
v3 � � �
v4 � � � � �
v5 � � � � � �
v6 � � � � �
v7 � � � � �
v8 � � � �
v9 � � �
v10 � �
v11 �

Conversely, suppose thatC0 is a 2-identifying code ofG0 with jC0j � k + 5m. Then if
e = xy 2 E(G), consider the codewords onCe :

� v1 and v2 must be separated byC0 so v4 2 C0;
� v1 must be covered byC0 so C0\ f v1; v2; v3g 6= ; ;
� v2 and v3 must be separated byC0 so C0\ f v5; v6g 6= ; ;
� v10 and v11 must be separated byC0 so C0\ f v7; v8g 6= ; ;
� v11 must be covered byC0 so C0\ f v9; v10; v11g 6= ; .
These �ve facts show that in each structure Ce, we have jC0\ V (Ce)j � 5, therefore

the trace of C0 on V(G)
C = C0\ V (G)

has cardinality at most
jC j �

�
�C0�� � 5m � k:

Moreover, in each strutureCe, v7 and v8, which play the same role asa and b in Fig. D.IV,
must be separated byC0, so x or y must belong to C0, hence to C. Thus C is a vertex
cover of G0. �
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Figure D.VI � The codewords inCe for r = 2 .

D.3.4 Reduction for r � 3 and l = 1

For r � 3 our reduction uses the same idea as forr = 2, but the structure is slightly
di�erent. It is easier to present the proof for r = 3, but the general case is essentially the
same.

Fix r = 3 and let G 2 � 3. We replace every edgee = xy of E(G) by the structure spe-
ci�ed by Fig. D.VII. In particular, there are 5 cycles with at tached paths on this structure
that we call suns. A single sun is displayed on Fig. D.VIII. There are, in Fig. D.VII, 189
vertices, not counting x and y, and our transformation is polynomial ; moreover, the new
graph G0 is clearly in � 3.
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Figure D.VII � The structure Ce which replaces an edgee = xy of G for r = 3 . Squared vertices
belong toB (a; 3)� B (b;3).

Now we will prove the following proposition, where m = jE(G)j :
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Figure D.VIII � A sun and its codewords forr = 3 .

Proposition D.4. G admits a vertex coverC with jC j � k if and only if G0 admits a
3-identifying code C0 with jC0j � k + 70m.

Proof. First suppose that we have a vertex coverC of G with jC j � k. Then we construct
a 3-identifying code C0 on G0 by adding 70 codewords toC on each structure Ce ; these
codewords correspond to 14 codewords on each sun, as in Fig. D.VIII, thus jC0j � k+70m.
We leave the readers to convince themselves that this de�nesa 3-identifying code onG0;
just note that as in the case r = 2, the central vertices a and b are separated becausex
or y belongs to C and therefore is a codeword ofC0. Once again, it will be su�cient to
check that C0 3-separates and 3-covers vertices inside each structureCe if we �rst observe
that C0 enables us, for any vertexv 2 V(G0), just by looking at the set I C0

r (v), to know if
v belongs toV (G) or to identify the structure Ce to which v belongs.
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Figure D.IX � Necessary codewords in a 3-identifying code in a sun.

Conversely, if C0 is a 3-identifying code onG0 with jC0j � k + 70m, then consider a
single sun of a structureCe (see Fig. D.IX). In order to separate verticesv4 and v5, v1

must be a codeword. In order to coverv5, we must haveC0\ f v2; v3; v4; v5g 6= ; . The same
argument holds for every ray of the sun, therefore we need at least 2� 7 = 14 codewords
in it ; as there are �ve suns in Ce we need at least 70 codewords onCe.

The code C0 being 3-identifying on G0, it necessarily separates the verticesa and b,
i.e. there is at least one codeword in the symmetric di�erence B (a;3)� B (b;3). This set is
composed of six vertices (see Fig. D.VII) :x, y and four vertices belonging toCe. Note
that none of these six vertices was counted above in the 70 codewords. Hence we have
(recall that x and y do not belong to Ce) :

� if x or y belong to C0 then jC0\ V (Ce)j � 70 ;
� if neither x nor y belongs toC0 then jC0\ V (Ce)j � 71.
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The conclusion goes exactly like in the caser = 1 : let us de�ne

C = C0\ V (G)

which is a code onG and let p be the number of edgese 2 E(G) uncovered by C. Then

jCj =
�
�C0\ V (G)

�
� �

�
�C0�� � 71p � 70(m � p) � k � p

because we supposedjC0j � k + 70m. Thus if we add to C one codeword on each of thep
edges ofG uncovered byC, we get a vertex cover ofG, whose cardinal is at mostk. �

For r � 4 our proof is exactly the same as in the caser = 3 but the structure has to be
adapted. If we consider an edgee = xy of G, we replace it by a path on 2r extra vertices
and attach �ve suns to the path as on Fig. D.X. Each sun is now a cycle on 2r + 2 vertices
with 2r +1 rays of length r +1. With this structure replacing every edge of G, we obtain a
graph G0, satisfying the same properties as in the caser = 3. One can prove the following
proposition exactly as it was done forr = 3.

Proposition D.5. G admits a vertex coverC with jC j � k if and only if G0 admits an
r -identifying code C0 with jC0j � k + 10(2r + 1) m.

d(x; a) = r d(b; y) = r

r � 3 vertices r � 3 vertices
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Figure D.X � The structure Ce in the general caser � 3.

D.3.5 Reduction for r � 1 and l = 2

For our transformation we need to de�ne a restriction of the Min Vertex Cover in
� 3 problem. Let � 0

3 be the class of graphsG such that :
� G belongs to � 3, i.e. G is planar and every vertex ofG has degree at most three ;
� no vertex of G has degree one ;
� if v1 and v2 are distinct vertices of G with degree 2, there exist verticesv0

1 and
v0

2, distinct from v1 and v2, such that v0
1 is adjacent to v1 but not to v2, and v0

2 is
adjacent to v2 but not to v1.

We de�ne a problem Min Vertex Cover in � 0
3 by analogy with the problem Min

Vertex Cover in � 3. We will prove the following result :

Lemma D.6. The problem Min Vertex Cover in � 0
3 is NP -complete.
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Before proving this lemma let us begin with three preliminary results.

Lemma D.7. Let G be a graph andxy 2 E(G) be an edge such that the degree of the
vertex x is 1, and let G0 = G[V (G) n f x; yg] be the graph obtained when we removex, y
and all their incident edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in G
equals the minimum cardinality of a vertex cover inG0 plus 1 (see Fig. D.XI).

Proof. Suppose thatC is a minimum vertex cover in G ; then exactly one ofx and y
belongs toC, because if we hadx and y in C, then C n f xg would also be a vertex cover
of G. HenceC0 = C n f x; yg is a vertex cover ofG0 and jC0j = jC j � 1. Conversely, if C0

is a (minimum) vertex cover of G0, then C0[ f yg is a (minimum) vertex cover of G. �

b b b

b

b

b b b

b

b x

y

G0

Figure D.XI � Illustration of Lemma D.7.

Lemma D.8. Let G be a graph andx be a vertex of degree 2 whose neighboursy and z
are adjacent, and letG0 = G[V (G) n f x; y; zg] be the graph obtained when we removex, y,
z and all their incident edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in
G equals the minimum cardinality of a vertex cover inG0 plus 2 (see Fig. D.XII).

Proof. Suppose thatC is a minimum vertex cover in G ; then exactly two of the three
vertices x, y and z belong to C, because we need at least two of them to cover the edges
xy, yz and zx, and if we had x, y and z in C then C n f xg would still be a vertex cover
of G. So C0 = C n f x; y; zg is a vertex cover ofG0 and jC0j = jC j � 2. Conversely, if C0 is
a (minimum) vertex cover of G0, then C0[ f y; zg is a (minimum) vertex cover of G. �

b

b b

b b b

b

b b

b b b

x

y z

G0

Figure D.XII � Illustration of Lemma D.8.

Note that the previous two lemmas could be generalized in thefollowing way : if x is
a simplicial vertex in G, i.e. a vertex x with degree � � 1 whose� neighbours induce a
clique in G, then the minimum cardinality of a vertex cover in G is equal to the mimimum
cardinality of a vertex cover in G[V n B (x; 1)] plus � . 1

Lemma D.9. Let G be a graph andx; y be two distinct vertices of G with degree 2,
sharing the same neighboursz and z0 (in particular x and y are non adjacent). Let G0 =
G[V (G) n f x; y; z; z0g] be the graph obtained when we removex, y, z, z0 and all their
incident edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in G equals the
minimum cardinality of a vertex cover in G0 plus 2 (see Fig. D.XIII).

1. We thank the referee for this remark.
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Proof. If C is a minimum vertex cover in G, then exactly two of the four vertices x,
y, z and z0 belong to C ; the fact that zz0 2 E(G) or not does not matter. The conclusion
follows as in the previous two lemmas. �

b

b b

b b b

bb

b b

b b b

bx y

z z0

G0

Figure D.XIII � Illustration of Lemma D.9.

Proof of Lemma D.6. Suppose thatG belongs to � 3, but not to � 0
3. Then either :

� there exists a vertex x of degree one inG, and we will apply Lemma D.7 ;
� there exist vertices x 6= y of degree two such that every neighbour ofx is either y or

adjacent to y. Then :
� if x and y are adjacent, let z be their common neighbour. Then we can apply

Lemma D.8 ;
� if x and y are non adjacent, let z and z0 be their (common) neighbours ; we can

apply Lemma D.9.
In the three cases, we obtain a `reduced' graphG0 and we can trivially compute the

size of a minimum vertex cover inG if we know the size of a minimum vertex cover inG0.
Clearly, the reduced graph G0 is planar and has maximum degree at most three. If this
graph does not belong to �0

3, we can reduce it once again, and so on until we obtain an
`irreducible' graph G00, i.e. a graph which belongs to �0

3. Thus we obtain by an algorithm
which is obviously polynomial a graph G002 � 0

3 and an integer k such that the size of a
minimum vertex cover in G is equal to the size of a minimum vertex cover inG00plus k.
This proves that the problem Min Vertex Cover in � 0

3 is algorithmically harder than
Min Vertex Cover in � 3. As the converse is obviously true and sinceMin Vertex
Cover in � 3 is NP -complete, we have proved Lemma D.6. �

Let us now come back to (r; � 2)-identifying codes. Let G 2 � 0
3 ; we replace every edge

e 2 E(G) of G by a structure Ce which can be seen on Fig. D.XIV. The structure Ce is
made of a cycle on 4r + 3 vertices, attached to x and y by a path on 2r + 1 vertices. As
before, we do not consider thatx and y belong to V(Ce).

Clearly, if G 2 � 0
3 then G0 2 � 3, and G0 can be computed in polynomial time from G.

The reduction of the problem Min Vertex Cover in � 0
3 to the problem Min (r; � 2)-

ID-code in � 3 will be obtained if we prove :

Proposition D.10. G admits a vertex coverC with jC j � k if and only if G0 admits an
(r; � 2)-identifying code C0 with jC0j � k + (6 r + 4) m.

In order to shorten the proof of Proposition D.10, we need twoother technical lemmas :

Lemma D.11. Let r � 1 and H be a graph consisting of a path on3r + 1 vertices

p� r +1 p� r +2 � � � p� 1 p0 p1 p2 � � � p2r +1 ;

a cycle on4r + 3 vertices
c1 c2 � � � c4r +3 c1

and the edgep2r +1 c1 which connects the path to the cycle (see Fig. D.XV). LetW be the
set of vertices

W = f p1; p2; � � � ; p2r +1 g [ f c1; c2; � � � ; c4r +3 g



D.3 Proofs of the complexity results 118

Je

b

b

b b b b b b

b

b

b b b b b bb b bb b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

x

y

p1 p2 p3 pr pr +1 p2r +1

c1

c2

c4r +3

Figure D.XIV � The structure Ce which replaces an edgee = xy of G in the casel = 2 .

and let C = V(H ) be the code consisting of all vertices inH . Then all the identifying sets
I C

r (A), for all A � W with jAj � 2, are distinct.

bbb b b b bb b bb b b

W
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b

b

b

b

b

bp� r +1 p� r +2 p� 1 p0 p1 p2 p2r +1

c1

c2

c4r +3

Figure D.XV � The graph H in Lemma D.11.

Proof. The lemma is proved if we show that I C
r (A1) 6= I C

r (A2) in the 15 cases given
by the Table below.

A1 = f pi 1 g f ci 1 g f pi 1 ; pi 2 g f ci 1 ; ci 2 g f pi 1 ; ci 2 g
(i 1 < i 2)

A2 = f pj 1 g 1 2 3 4 5
A2 = f cj 1 g 6 7 8 9

A2 = f pj 1 ; pj 2 g (j 1 < j 2) 10 11 12
A2 = f cj 1 ; cj 2 g 13 14
A2 = f pj 1 ; cj 2 g 15

The cases 2; 4; 7; 9; 11; 14 are easy to check : in cases 2; 4; 11, the codewordpj 1 � r r -
covers pj 1 and neither ci 1 nor ci 2 , so I C

r (A1) 6= I C
r (A2) ; similarly, in cases 7; 9; 14, pi 1 � r

coverspi 1 , and neither cj 1 nor cj 2 .
In case 1, assuming without loss of generality thatj 1 < i 1, pj 1 � r coverspj 1 , not pi 1 .
In case 3, if j 1 = i1, then either pi 2+ r , if it exists, or a codeword of type c coverspi 2 ,

not pj 1 ; otherwise, set� = min f i1; j 1g and considerp� � r .
In cases 5; 12, one ofci 2 � r mod 4r +3 coversci 2 , and neither pj 1 nor pj 2 .
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Cases 6; 8 are also easy to handle.
In case 10, considerpmin f i 1 ;j 1g� r if i1 6= j 1 ; if i1 = j 1, then pmaxf i 2 ;j 2g+ r , if it exists, or

a codeword of typec will do.
Case 15 is easy, both ifi1 = j 1 and if i1 6= j 1.
We are left with case 13, where, instead of showing thatI C

r (f ci 1 ; ci 2 g) 6= I C
r (f cj 1 ; cj 2 g),

we equivalently show that, given I C
r (f c1; c2g), we can uniquely recoverc1 and c2.

It is quite straightforward to observe that, with computati ons carried modulo 4r + 3,
the set I C

r (f c1; c2g) is of the form f c� ; c� +1 ; � � � ; c� + � g, plus maybe vertices of typep,
where 2r + 1 � � � 4r + 1. Then f c� + r ; c� + � � r g = f c1; c2g mod 4r + 3. �

Lemma D.12. Let r � 1 and H be a graph consisting of a path on2r + 1 vertices

p1 p2 � � � p2r +1 ;

a cycle on4r + 3 vertices
c1 c2 � � � c4r +3 c1

and the edgep2r +1 c1 which connects the path to the cycle (see Fig. D.XVI). LetC be the
code onH de�ned by

C = f pr +1 ; pr +2 ; � � � ; p2r +1 g [ f c1; c2; � � � ; c4r +3 g:

Then C is an r -identifying code on H .

bbb b b b bbb b b b bb b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

bp1 p2 pr pr +1 pr +2 pr +3 p2r +1

c1

c2

c4r +3

Figure D.XVI � The graph H in Lemma D.12. Codewords are in black.

Proof. The proof being much simpler than the proof of Lemma D.11, we leave it to
the readers who will easily convince themselves that the sets I C

r (v) are all non-empty and
distinct for all v 2 V (H ). �

Proof of Proposition D.10. Consider a vertex coverC of G with jC j � k. As in the
previous sections,V (G) is a subset ofV (G0), and so C is a subset ofV (G0). We construct
an (r; � 2)-identifying code C0 of G0 by adding to C all the vertices in V (Ce) for each
e 2 E(G) (cf. Fig. D.XIV). As each structure Ce counts 6r + 4 vertices, the codeC0 will
have cardinality �

�C0�� = jCj + (6 r + 4) m � k + (6 r + 4) m:

Before checking that C0 is an (r; � 2)-identifying code of G0, let us recall that V (G0)
is partitioned in the following way :

V (G0) = V (G) [
[

e2 E (G)

V(Ce):
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Consider a set of verticesA � V (G0) with jAj 2 f 1; 2g ; if we are given I C0

r (A), we
want to identify A. If e 2 E(G) let us de�ne Je as the following subset ofV (Ce) (see Fig.
D.XIV) :

Je = V(Ce) n f p1; � � � ; pr g:

We will repeatedly use the following obvious fact :

I C0

r (A) \ Je 6= ; if and only if A \ V (Ce) 6= ; : (D.3)

Consider three cases :

� First case : there exist two distinct edgese1; e2 in E(G) such that

I C0

r (A) \ Jei 6= ; for i 2 f 1; 2g:

By (D.3) we must have jAj = 2 and A consists of two verticesv1 and v2 respectively
belonging to V (Ce1 ) and V (Ce2 ). Since e1 6= e2, we haveI C0

r (v2) \ Je1 = ; ; if we denote
by H be the graph induced byG0 on V(Ce1 ) (cf. Fig. D.XVI), Lemma D.12 implies that
Je1 is an r -identifying code on H and thus v1 can be identi�ed. By the same argumentv2,
and thus A can be identi�ed.

� Second case : there is a single edgee1 2 E(G) such that I C0

r (A) \ Je1 6= ; .
In this case there are three possibilities :
� either jAj = 2 and A consists of two verticesx and v1, where x 2 V (G) and v1 2

V(Ce1 ) ;
� or jAj = 2 and A consists of two verticesv1; v2 2 V(Ce1 ) ;
� or jAj = 1 and A consists of a single vertexv1 2 V (Ce1 ).
We can simply detect if a vertex x 2 V (G) belongs to A : such a vertexx is r -covered

by the vertices pr in each structure Ce such that e is incident with x in G. Suppose that
x 2 A. SinceG 2 � 0

3, x has a degree at least 2 inG, and so there must exist two verticespr

and p0
r in two distinct structures Ce and Ce0 such that pr and p0

r belong to I C0

r (A). If this
happens, we easily �ndx as the common endpoint ofe and e0. Conversely, if A \ V(G) = ; ,
we know that A � V (Ce1 ) and the vertices pr in structures Ce with e 6= e1 cannot belong
to I C0

r (A).
Thus we have proved that in the above three possibilities, weknow if we are in the

�rst one and then we can identify x. It will remain to identify the vertex v1 2 Ce1 ; as x
does notr -cover the vertices ofJe1 , we know by Lemma D.12 that this can be done.

In the case A \ V (G) = ; , we must determine if jAj = 1 or jAj = 2, and then �nd
A. Let e1 = xy, with x; y 2 V(G) ; since C is a vertex cover ofG we know that x or y
belong to C, and thus to C0. Let us suppose without loss of generality thatx 2 C0. The
degree ofx in G is at least two, therefore there must exist an edgee2 = xz incident with
e1 in x. Let us denote by p0

1; p0
2; � � � ; p0

r the vertices on the path of the structure Ce2 . If
we consider the union of the pathp0

r � 1 � � � p0
1 in Ce2 , with the vertex x and the set V (Ce1 )

(see Fig. D.XVII), we �nd an (isometric) induced subgraph of G0 where every vertex is a
codeword. Since we know thatA � V (Ce1 ), Lemma D.11 can be applied, withx playing
the role of p0, and thus A can be identi�ed.

� Third case : for all e 2 E(G) we haveI C0

r (A) \ Je = ; .
Then by (D.3), A consists of one or two vertices which belong toV(G). Let us denote

by F the set of edgese = xy 2 E(G) such that the vertex pr of Ce belongs to I C0

r (A). If
e = xy 2 F , with x; y 2 V(G), we know that x 2 A or y 2 A, and the converse is also
true : thus F is precisely the set of edges ofG which are incident in G with the vertex, or
the two vertices, in A. Can we �nd A if F is given ?
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Figure D.XVII � An induced subgraph where Lemma D.11 can be applied.

Let us consider the graphG[F ] whose edge set isF and whose vertex set consists of
the elements ofV (G) incident with at least one edge in F (this is not always an induced
subgraph of G). We claim that we can identify A by looking at the degrees of its vertices
in G and in G[F ].
Note that if z 2 A, then z has the same degree inG[F ] as in G, and this degree is two or
three becauseG 2 � 0

3 ; and if z 2 V(G[F ]) nA, then z, in G[F ], can have neighbours only
in A, so its degree is one or two.
Thus if jAj = 1, every vertex of G[F ] has degree one inG[F ] with the exception of the
vertex x such that A = f xg, whereas if jAj = 2 there must exist at least two vertices in
G[F ] with degree at least two. Therefore by counting the number of vertices with degree
at least two in G[F ], we can tell if jAj is equal to 1 or 2, and identify A in the former case.

If jAj = 2, let A = f x; yg. BecauseG 2 � 0
3, we have three cases :

(i) If there is no vertex of degree three inG[F ], we have� (x) = � (y) = 2 ; then there
must exist vertices z and z0, distinct from x and y, such that z is adjacent to x and not to
y and z0 is adjacent to y and not to x. Thus z and z0 are vertices ofG[F ] and have degree
one in G[F ] : this enables us to identify x and y as the only vertices adjacent to vertices
of degree one inG[F ].

(ii) If there are two vertices with degree three in G[F ], we have� (x) = � (y) = 3 : these
are precisely the only two vertices with degree three inG[F ], and they can be identi�ed
as such.

(iii) We are left with the case when, without loss of generality, � (x) = 3 and � (y) = 2 ;
then x is identi�ed as the only vertex with degree three in G[F ].
If at least one of the neighbours ofy has degree one inG[F ], then, as in case (i),y can
be identi�ed by the fact that it is adjacent to a vertex of degr ee one inG[F ]. So now we
assume that the two neighbours ofy, z1 and z2, have degree two or three inG[F ] ; note
that if zi has degree two inG[F ] then it is adjacent to x and y in G[F ], and if it has degree
three in G[F ] then zi = x.
If x and y are non adjacent, thenz1; z2 are adjacent to x; y, and y can be identi�ed as the
only vertex in G[F ] not adjacent to x (which has already been identi�ed). If x and y are
adjacent, then we have the following edges inG[F ] : yx = yz1, xz2, yz2, xz3. Now how to
know whether it is y or z2 which belongs toA ? They cannot both have degree two inG,
because the characterization of �03 states that they should have distinct neighbours. Soz2

has degree three inG, and y is identi�ed by the fact that it has degree two in G and in
G[F ].

Given G and G[F ], let us recapitulate how we can determine the unknown setA, where
jAj � 2. If there is no edge inG[F ], then A = ; . If there is only one vertex with degree
at least two in G[F ], then this vertex is the only element in A ; otherwise, jAj = 2. If
there are two vertices with degree three inG[F ], then these vertices are the two elements
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in A. If there is no vertex with degree three in G[F ], then the elements inA are the two
vertices adjacent to vertices of degree one inG[F ]. Finally, if there is exactly one vertex
with degree three in G[F ], this vertex belongs to A, and we name it x. Then if there is
one vertex which is not adjacent to x in G[F ], this vertex is the second element inA ;
otherwise, the second element inA is the vertex with degree two in G and in G[F ].

Conversely, consider an (r; � 2)-identifying code C0 of G0 with

�
�C0�� � k + (6 r + 4) m:

First we will show that for every e 2 E(G) we must have V(Ce) � C0. To do this, note
that since C0 is an (r; � 2)-identifying code, if we �nd in G0 two distinct vertices a and b
such that

(B (a; r ) [ B (b; r)) � B (b; r) = f cg; (D.4)

where c 2 V(G0) and � stands for the symmetric di�erence of sets, then, sinc e we must
have

I C0

r (f a; bg) 6= I C0

r (b);

we conclude that necessarilyc 2 C0. Let us write (a; b) �! c if (D.4) is true for three
vertices a, b and c. The following facts are easily checked on Fig. D.XIV.

(pr +1 ; pr +2 ) �! p1

(pr +2 ; pr +3 ) �! p2

� � �

(p2r ; p2r +1 ) �! pr

(p2r +1 ; c1) �! pr +1

so we must havepi 2 C0 for i 2 f 1; 2; � � � ; r + 1g. Furthermore

(p2; p1) �! pr +2

(p3; p2) �! pr +3

� � �

(pr +1 ; pr ) �! p2r +1

and so we also havepi 2 C0 for i 2 f r + 2 ; r + 3 ; � � � ; 2r + 1g. The same argument can be
applied on the cycle :

(cr +1 ; cr +2 ) �! c1

(cr +2 ; cr +3 ) �! c2

� � �

(c4r +2 ; c4r +3 ) �! c3r +2

and in the other direction
(c2r +3 ; c2r +2 ) �! c3r +3

� � �

(c3r +3 ; c3r +2 ) �! c4r +3 :
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Thus for every edgee 2 E(G) we have V(Ce) � C0. Since jV (Ce)j = 6 r + 4, if we de�ne
C as the trace ofC0 on V(G)

C = C0\ V (G);

the cardinal of C is at most

jCj �
�
�C0�� � (6r + 4) m � k:

To conclude, note that for every edgexy 2 E(G), we have in Ce

B (pr +1 ; r )� ( B (pr ; r ) [ B (pr +1 ; r )) = f x; yg

and so we must havex 2 C or y 2 C ; thus C is a vertex cover ofG. This ends the proof
of Proposition D.10. �

In conclusion, Propositions D.2�D.5 together with Proposition D.10 cover all the cases
in Theorem D.1 and give a complete proof for it : we have therefore shown that the problem
Min (r; � l )-ID-code in � 3 is NP-complete for l 2 f 1; 2g and all r � 1.
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Abstract

LLet G be a �nite undirected graph with vertex set V (G). If v 2 V (G), let N [v] denote the
closed neighbourhood ofv, i.e. v itself and all its adjacent vertices in G. An identifying code in G
is a subsetC of V (G) such that the sets N [v] \ C are nonempty and pairwise distinct for each
vertex v 2 V (G). We consider the problem of �nding the minimum size of an identifying code in a
given graph, which is known to beNP -hard. We give a linear algorithm that solves it in the class
of trees, but show that the problem remainsNP -hard in the class of planar graphs with arbitrarily
large girth.

Keywords : Identifying Codes, Graph Theory,
Trees, NP -complete problems, Complexity, Algorithms.

E.1 Introduction

By a graph we mean a �nite, undirected graph, without loops nor multipl e edges. IfG
is a graph, we denote respectively byV(G) and E(G) the sets of vertices and edges ofG.
An edge f x; yg 2 E(G) with x; y 2 V(G) will be simply denoted by xy. We refer to [21]
for basic notions such asadjacent vertices, paths, cyclesor connectivity. Let us just recall
that a tree is a connected graph with no cycles, and that thegirth of a graph G is the
smallest possible length of a cycle inG.

1. Institut TELECOM - TELECOM ParisTech & Centre National de la Recherche Scienti�que - LTCI
UMR 5141, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France
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The closed neighbourhoodof a vertex v 2 V(G) is the set NG[v] (or simply N [v] when
there is no ambiguity) containing v and all its adjacent vertices in G. We recall that the
degreeof a vertex v 2 V (G) is the number d(v) of vertices w 2 V (G) such that vw 2 E(G).
The maximum degreeof G is the maximum possible degree of a vertex inG. Finally, a
graph is planar if it can be drawn in the plane in such a way that its edges do notcross. For
precise de�nitions and additional background about graphs, we refer once again to [21].
The reader will also need basic knowledge in algorithmic complexity such as polynomial
reduction and NP -completeness ; for these notions we refer to [50].

In this paper, what we call a codeis simply a set of verticesC � V (G), and we refer to
its elements ascodewords. A codeword c in a codeC is said to cover a vertex v if v 2 N [c] ;
we say that v is covered byC if it is covered by at least one codeword. Ifv; w are distinct
vertices in V (G), we say that a codewordc 2 C separatesv and w, or v from w, if c covers
exactly one of these two vertices.

An identifying code in G is a codeC � V (G) such that all the sets

N [v] \ C

for v 2 V(G) are nonempty and pairwise distinct.
Equivalently, C is an identifying code if every vertex v of G is identi�ed by C, i.e. if v

is covered byC and separated from every other vertex ofG by at least one codeword.
The notion of identifying code was introduced in [65] with the original motivation of

fault diagnosis in multiprocessor systems. The general idea is the following : assume that
vertices in the graph are processors, and that a codeword is aprocessor equipped with a
sensor, with the ability to detect a faulty processor if it is in its closed neighbourhood.
Then if there as most one faulty processor and if every codeword sends us one bit of
information, refering to whether it detects a faulty processor or not, the fact that C is an
identifying code enable us to know, from the thejCj bits of information received, if there
is a fault in the graph, and also to deduce its position if there is one.

It was proved in [34] that the problem of �nding the minimum si ze of an identifying
code in a given graph isNP -hard. In the next sections, we �rst provide a linear algorit hm
which computes the minimum size of an identifying code in a given tree, and then exhibit
some classes of graphs, in a certain sense as close as desiredto the class of trees, where
the problem of �nding the minimum size of an identifying code remains NP -hard. For
combinatorial results about minimal identifying codes in trees, see [18] and [19]. One can
also �nd results for identifying codes in some graphs with high girth in [68].

Algorithms for similar coding problems in trees are known : see [27] for an algorithm
computing a mininimal identifying code in an oriented tree, and [41] and [86] for algorithms
computing minimal locating-dominating codes.

For a comprehensive bibliography about identifying codes and locating-dominating
codes, see [73].

E.2 An algorithm for minimum identifying codes in trees

In this section we prove the following result :

Theorem E.1. There exists a linear algorithm which computes the minimum size of an
identifying code in a given tree.
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E.2.1 Almost identifying codes

For the algorithm mentioned in Theorem E.1 we will need the following notion : if G
is a graph andA � V (G), we say that a subsetC of V (G) is an A-almost identifying code
of G if the sets

C \ N [v]

are all nonempty and pairwise distinct for all v in V (G) nA. Thus an ; -almost identifying
code is just an identifying code.

In an A-almost identifying code, the vertices in A can be chosen as codewords and
thus used to identify vertices in V (G) n A, but do not need to be identi�ed. If v 2 V (G),
we write v-almost identifying for f vg-almost identifying.

Consider a graphG, a vertex v 2 V(G) and a v-almost identifying code C. We say
that

� C satis�es the id property (for identifying) if C is an identifying code in G ;
� C satis�es the co property (for code) if v 2 C ;
� C satis�es the adj property (for adjacent) if v is adjacent to a codeword ;
� C satis�es the fn property (for favoured neighbour) if there exists a neighbourw of v

such that N [w] \ C = f vg; in this case we say thatw is the favoured neighbour ofv,
in the sense thatv is the only codeword coveringw ; sinceC is v-almost identifying
v admits at most one favoured neighbour ;

� C satis�es id , co , adj or fn respectively if C does not satisfy propertiesid , co ,
adj or fn .

There exist dependence relationships between these properties, for instance the reader
will easily check that :

� if C satis�es fn , then it satis�es co ;
� if C satis�es id , then it satis�es co or adj ;
� if C satis�es id , co and fn , then it must satisfy adj .

E.2.2 Main and auxiliary functions

Let a tree T be given and let v 2 V(T). An identifying code of T can be viewed as a
v-almost identifying code in T satisfying property id ; we denote by

f id (v; T)

the minimum size of such a code. More generally, if �i denotes a possible property of a
v-almost identifying code for 1 � i � k (like id , co , etc.), we denote by

f � 1 ;��� ;� k (v; T)

the minimum size of a v-almost identifying code in T satisfying all the properties � i for
1 � i � k ; if such a code does not exist, the function takes the value +1 .

We need to consider 17 functions, the �rst 10 we callmain functions and the later
7 auxiliary functions. Table E.I gives the list of the main functions, whereas auxiliary
functions are given on Table E.II ; this table also gives simple formulas showing how
auxiliary functions can be computed from main functions.
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number function
1 f id ;co ;adj ;fn
2 f id ;co ;adj ;fn
3 f id ;co ;adj
4 f id ;co ;adj
5 f co ;adj ;fn
6 f co ;adj ;fn
7 f co ;adj ;fn
8 f co ;adj ;fn
9 f co ;adj
10 f co ;adj

Table E.I � List of main functions

number function

11 f co ;adj (v; T) = min

(
f co ;adj ;fn (v; T);
f co ;adj ;fn (v; T)

12 f co ;adj (v; T) = min

(
f co ;adj ;fn (v; T);
f co ;adj ;fn (v; T)

13 f co ;fn (v; T) = min

(
f co ;adj ;fn (v; T);
f co ;adj ;fn (v; T)

14 f co ;fn (v; T) = min

(
f co ;adj ;fn (v; T);
f co ;adj ;fn (v; T)

15 f co (v; T) = min

(
f co ;adj (v; T);
f co ;adj (v; T)

16 f co (v; T) = min

8
>>><

>>>:

f co ;adj ;fn (v; T);
f co ;adj ;fn (v; T);
f co ;adj ;fn (v; T);
f co ;adj ;fn (v; T)

17 f id ;co (v; T) = min

8
><

>:

f id ;co ;adj ;fn (v; T);
f id ;co ;adj ;fn (v; T);

f id ;co ;adj (v; T)

Table E.II � List of auxiliary functions
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E.2.3 The algorithm AIC

The algorithm mentionned in Theorem E.1 consists in choosing (randomly) a vertex
v1 in a given graph T and computing the values of the 17 main and auxiliary functions on
(v1; T), and then computing f id (v1; T) by

f id (v; T) = min

8
>>><

>>>:

f id ;co ;adj ;fn (v1; T);
f id ;co ;adj ;fn (v1; T);

f id ;co ;adj (v1; T);
f id ;co ;adj (v1; T):

Remember that this value is the minimum size of an identifying code inT. In order to
do this we de�ne an algorithm AIC (for almost identifying code), which returns the values
of the 17 main and auxiliary functions for a given pair (v1; T), where T is a tree andv1 a
vertex of T.

Algorithm 1 AIC

Input : a tree T and a vertex v1 of T.
Output : the list ` of the values of the 17 main and auxiliary functions on (v1; T).

1: if v1 has degree 0 inT then
2: initalize ` (Table E.III) ;
3: else
4: let v2 be a neighbour ofv1 in T ;
5: let T1 and T2 be the trees, respectively containingv1 and v2 as vertices, obtained

from T by deletion of the edgev1v2 ;
6: let l1 =AIC( v1; T1) and l2 =AIC( v2; T2) ;
7: compute the 10 main functions on (v1; T) from l1 and l2 (Table E.IV) ;
8: compute the 7 auxiliary functions on (v1; T) from the main functions on (v1; T)

(Table E.II) ;
9: end if

10: return the list ` of the values the 17 main and auxiliary functions on (v; T).

Algorithm AIC recursively computes the values of the 17 functions in smaller and
smaller trees. It uses the following facts :

� �rst, if T consists of a single vertexv1, then the values of the 17 functions are easy
to compute. These values are given on Table E.III (used on line 2 of the algorithm) ;

� second, one can compute the values of the 7 auxiliary functions on (v1; T) from the
values of the 10 main functions on (v1; T), by the formulas given on Table E.II (used
on line 8 of the algorithm) ;

� �nally, if T consists of at least two vertices, then the vertexv1 has at least one
neighbour v2 in T ; this is the central step of the algorithm where we use recursion.
If we remove the edgev1v2 from T, we obtain two trees T1 and T2 respectively
containing v1 and v2 (see Fig. E.I). We claim that the values of the 10 main functions
on (v1; T) can be computed from the values of the 17 main and auxiliary functions
on (v1; T1) and (v2; T2). The formulas showing how this can be done are given in
Table E.IV. This is used on line 7 of the algorithm.

The �rst two facts are easy to check, only the last one needs a proof. Since proving all
cases in Table E.IV could be long and tedious, we give hereafter a detailed proof of the
�rst formula as a corollary to Lemma E.2 ; the proof of all other cases is similar. However,
we give in the appendix an exhaustive list of �gures that can be used to check all cases.
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number function value number function value
1 f id ;co ;adj ;fn + 1 10 f co ;adj 0
2 f id ;co ;adj ;fn + 1 11 f co ;adj 1
3 f id ;co ;adj 1 12 f co ;adj + 1
4 f id ;co ;adj + 1 13 f co ;fn + 1
5 f co ;adj ;fn + 1 14 f co ;fn 1
6 f co ;adj ;fn + 1 15 f co 0
7 f co ;adj ;fn + 1 16 f co 1
8 f co ;adj ;fn 1 17 f id ;co 1
9 f co ;adj + 1

Table E.III � Initialization of the 17 functions on a single vertex
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Figure E.I � The trees T1 and T2 resulting from the deletion of the edgev1v2

Lemma E.2. Let T be a tree andv1v2 be an edge ofT. Let T1 and T2 be the trees,
respectively containingv1 and v2 as vertices, obtained fromT by deletion of the edgev1v2.
Let C be a code inT and Ci = C \ V(Ti ) for i 2 f 1; 2g. Then C is a v1-almost identifying
code in T with properties id ; co ; adj ; fn if and only if C1 is a v1-almost identifying code
in T1 and C2 is a v2-almost identifying code in T2, and one of the following assertions is
satis�ed :

1. C1 satis�es id ; co ; adj ; fn and C2 satis�es co ; adj ;

2. C1 satis�es co ; adj ; fn and C2 satis�es co ; adj ;

3. C1 satis�es id ; co ; adj ; fn and C2 satis�es co ; adj ;

4. C1 satis�es co ; fn and C2 satis�es co ; adj .

Proof. This case is depicted on Fig. I in the appendix.
Suppose �rst that C is av1-almost identifying code in T with properties id ; co ; adj ; fn .
Observe that when going fromT to T1, only v1 in T1 loses a neighbour in the operation

and so inT1, for v 6= v1, we haveNT1 [v]\ C1 = NT [v]\ C, thus C1 is a v1-almost identifying
code in T1 ; a similar argument shows that C2 is a v2-almost identifying code in T2.

Next consider the codeC2 ; elementary logic implies that one of the four possibilites
(co and adj ), (co and adj ), (co and adj ) or (co and adj ) must happen. In all cases,
sinceC satis�es co and v1 is a vertex of T1, the codeC1 will satisfy co .

If C2 satis�es co ; adj (top-left square on Fig. I), sincev2 62C2 and C satis�es adj , the
codeC1 must satisfy adj . Sincev2 62C, it cannot contribute to identify v1 in T and soC1
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must satisfy id . Finally, since C is v1-almost identifying and v2 is a favoured neighbour of
v1, no favoured neighbour forv1 is allowed in T1 : thus C1 satis�es id ; co ; adj and fn .

If C2 satis�es co ; adj (top-right square on Fig. I), since C satis�es id , the vertices
v1 and v2 must be separated by a codeword ofC, which is either a neighbour of v1,
distinct from v2, or a neighbour of v2, distinct from v1 ; but since C2 satis�es adj the
second possibility cannot happen and soC1 satis�es adj . Next, since C satis�es fn and
C2 satis�es co , the favored neighbour ofv1 is not v2, and soC1 must satisfy fn . Thus C1

satis�es co ; adj and fn .
If C2 satis�es co ; adj (bottom-left square on Fig. I), since v2 cannot contribute to the

identi�cation of v1 by C in T, C1 must satisfy id . Sincev2 62C and C satis�es adj , this
must also be the case forC1. Finally, by adj for C2, the favored neighbour ofv1 in T is
not v2 and soC1 satis�es fn . Thus C1 satis�es id ; co ; adj and fn .

Eventually, if C2 satis�es co ; adj (bottom-right square on Fig. I), then once again the
favoured neighbour ofv1 in T must be found in T1 and C1 satis�es fn . Thus C1 satis�es
co and fn .

For the converse implications, let us consider the �rst case: suppose thatC1 satis�es
id ; co ; adj ; fn and C2 satis�es co ; adj , and let us de�ne C = C1 [ C2, a code in T (see
the top-left square on Fig. I) :

� if v 2 V (T1) we have NT [v] \ C = NT1 [v] \ C1, and so all vertices in V (T1) are
covered by nonempty and distinct sets of codewords fromC (including v1, sinceC1

satis�es id ) ;
� a similar obervation can be made for vertices inV (T2) n f v2g;
� if v 2 V (T1) and v0 2 V(T2) n f v2g, then NT [v] \ NT [v0] is empty or equal to f v2g,

but since v2 62C we conclude that vertices inV (T1) are separated from vertices in
V (T2) n f v2g : a codeword coveringv cannot cover v0;

� it remains to settle the score for v2 : we have NT [v2] \ C = f v1g, so v2 is covered
by C ; it is separated from v1, sinceC1 satis�es adj , and separated from all vertices
in V (T1) n f v1g since these vertices cannot be covered only byv1 (C1 satis�es fn ).
Finally, v2 is separated from vertices inV (T2) n f v2g since these vertices cannot be
covered byv1.

We have proved that C is an identifying code, i.e. av1-almost identifying code satisfying
id . Moreover, C obviously satis�es co , adj and fn , with v2 as the favoured neighbour of
v1.

We skip the proofs for the three remaining cases which are very much similar to the
previous one. �

From this lemma we directly deduce the following equality :

Corollary E.3. With the notation of Lemma E.2, we have the following equality :

f id ;co ;adj ;fn (v1; T) = min

8
>>><

>>>:

f id ;co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);

f id ;co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f co ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2):

With the help of the appendix, an interested reader can easily check all formulas given
on Table. E.IV, and conclude that the algorithm is valid. Before ending this part, let us
notice that in the execution of the algorithm, when the function AIC (v1; T) is called, if the
degree ofv is at least one then an edge is removed fromT before computingAIC (v1; T1)
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1 f id ;co ;adj ;fn (v1; T) = min

8
>>><

>>>:

f id ;co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);

f id ;co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f co ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2)

2 f id ;co ;adj ;fn (v1; T) = min

8
><

>:

f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f id ;co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);

f co ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2)
3 f id ;co ;adj (v1; T) = f id ;co ;adj (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2)

4 f id ;co ;adj (v1; T) = min

8
>>>><

>>>>:

f co ;adj (v1; T1) + f id ;co ;adj (v2; T2);
f id ;co ;adj (v1; T1) + f id ;co ;adj (v2; T2);
f co ;adj (v1; T1) + f id ;co ;adj ;fn (v2; T2);

f co (v1; T1) + f id ;co ;adj ;fn (v2; T2)

5 f co ;adj ;fn (v1; T) = min

8
>>><

>>>:

f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);

f co ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2)

6 f co ;adj ;fn (v1; T) = min

(
f co ;fn (v1; T1) + f co (v2; T2);

f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2)

7 f co ;adj ;fn (v1; T) = min

(
f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2);
f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2)

8 f co ;adj ;fn (v1; T) = f co ;adj ;fn (v1; T1) + f co ;adj (v2; T2)

9 f co ;adj (v1; T) = min

(
f co (v1; T1) + f id ;co (v2; T2);

f co ;adj (v1; T1) + f id ;co ;adj (v2; T2)

10 f co ;adj (v1; T) = f co ;adj (v1; T1) + f id ;co ;adj (v2; T2)

Table E.IV � Recurrence formulas for main functions
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and AIC (v2; T2), and thus the number of calls to the function AIC is at most the number
of edges inT. Since each step can be executed in constant time, we conclude that the
algorithm runs in linear time. Let us also note that this algorithm could be easily modi�ed
in order to output an identifying code of minimal size (it wou ld be su�cient in each
computation to keep track of the functions which give the minimal values), or else to
compute the number of identifying codes with minimal size inT.

E.3 Planar graphs with large girth

We proved in the previous section that the problem of �nding t he minimum size of an
identifying code can be solved in linear time in the class of trees. Since it is known that the
problem is NP -hard in the general case (see [34]), we found interesting tonarrow the gap
between these two extremes. Without loss of generality, we restrict ourselves to connected
graphs. If H is a class of graphs, let us callMin ID-code in H the problem of deciding,
for a given graph G 2 H and an integer p, whether G admits an identifying code of size
at most p or not.

Let P4
k denote the class of connected planar graphs, with maximum degree at most 4,

and girth at least k where k � 3. It should be noted that if k is large the elements ofP4
k

are �nearly� trees, in the sense that \

k� 3

P4
k

is the class of trees with maximum degree 4.

We prove the following result :

Theorem E.4. For all k � 3, the problemMin ID-code in P4
k is NP -complete.

Let us start by a lemma.

Lemma E.5. Let P = av1v2 � � � v2kb be a path on2k + 2 vertices, wherek � 1. Then :
� the minimal size of an f a; bg-almost identifying code in P which contains neither a

nor b is k + 1 ;
� the minimal size of an f a; bg-almost identifying code in P which contains exactly

one of a and b is k + 1 ;
� the minimal size of an f a; bg-almost identifying code in P which contains a and b is

k + 2 .

Proof.
Let C be anf a; bg-almost identifying code in P. For every i such that 1 � i � 2k � 1,

the vertices vi and vi +1 must be separated by a codeword ; let us consider this as atask
that has to be ful�lled. The vertices v1 and v2k must be covered byC, giving us 2 other
tasks, for a total of 2k+1 tasks. Suppose now thatvi is a codeword : ifi 2 f 3; � � � ; 2k � 2g,
it covers neither v1 nor v2k , but it separates vi � 1 from vi � 2 and vi +1 from vi +2 ; thus vi

ful�lls exactly 2 tasks. If i 2 f 1; 2g, then vi coversv1 but only separates the verticesvi +1

and vi +2 , thus also ful�lls 2 tasks, and a similar observation can be made if i 2 f 2k � 1; 2kg,
and for the vertices a and b.

Therefore, since we have 2k + 1 tasks and since a given codeword ful�lls exactly two
of them, we need at least

l
2k+1

2

m
= k + 1 codewords in C. Now sinceC \ f v1; v2; � � � ; v2kg

is a f v1; v2kg-almost identifying code in the path P0 = v1v2 � � � v2k , the same observation
leads to conclusion that there are at leastk codewords inf v1; v2; � � � ; v2kg : so if at most
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one of the verticesa; b is a codeword, we havejCj � k + 1, and if a and b are codewords
we havejCj � k + 2.

Conversely, it is easy to see that the codes

C1 = f v2; v4; � � � ; v2kg [ f v3g;

C2 = f a; v2; v4; � � � ; v2kg

and
C3 = f a; bg [ f v2; v4; � � � ; v2kg

are f a; bg-almost identifying with the required conditions. �

Before proving Theorem E.4, let us note that one can rapidly check if a given code in
a graph is identifying, and so the problem Min ID-code in P4

k is in the class NP for
all k � 3. In order to prove its NP -completeness it remains to polynomially reduce an
NP -complete problem to Min ID-code in P4

k . We use theMin Vertex Cover in P3

problem.
Let P3 denote the class of planar graphs with maximum degree at most3. We recall that

a vertex coverin a graph G is a codeC � V (G) such that for every edgee = ab 2 E(G),
one hasa 2 C or a 2 C (or both). The following problem was proved to be NP -complete
in [49] :

Min Vertex Cover in P3

� Instance : a planar graph G 2 P 3, and an integer p;
� Question : is there a vertex coverC of G with jC j � p?

Thanks to this result we can now prove Theorem E.4.

Proof of theorem E.4 .
Let k � 3. Let G 2 P 3 and p � 0 be an instance ofMin Vertex Cover in P3 ; let n

and m respectively denote the number of vertices and edges inG. We give a polynomial
time construction of a graph G0 2 P 4

k such that

G admits a vertex cover of size at mostp if and only if (E.1)
G0 admits an identifying code of size at mostp + 3n + km.

This will settle the polynomial reduction and thus prove the theorem. The construction
goes as follows : we keep the vertices ofG but remove all edges. If two verticesa; b were
adjacent in G, via the edgee = ab, we link them in G0 by a path Pab with 2k inner vertices.
Finally, we link to every vertex v of G a structure Sv which is depicted on Fig. E.II. It
will be convenient, in this construction, to seeV(G) as a subset ofV (G0). An example of
transformation for a simple graph is depicted on Fig. E.III.

Obviously, the maximum degree ofG0 is the maximum degree ofG plus one (because
of the structures Sv) and G0 is planar if G is. We can also note that since edges ofG have
been replaced by paths of length 2k + 1, the girth of G0 is at least 3(2k + 1) � k. Thus
G0 2 P 4

k if G 2 P 3, and the construction is clearly polynomial whenk is �xed.
We now prove (E.1). First, assume that C is a vertex cover of G with size at most

p. SinceV(G) is a subset ofV (G0) we can considerC as a code inG0. Let us start with
C0 := C and add vertices to C0 in order to build an identifying code of G0 :

� for v 2 V (G), we add to C0 the vertices v0, v1 and v0
1 in the corresponding structure

Sv ;
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b

b

b b

b

bb v

v0

v1

v2

v0
1

v0
2

Figure E.II � The structure Sv linked to the vertexv of G in the proof of Theorem E.4
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Figure E.III � An example of transformation for k = 4 in the proof of Theorem E.4

� for every edge ab of G, since C is a vertex cover of G we must have a 2 C or
b 2 C. Let us denote by av1v2 � � � v2kb the vertices of the path aPabb, and suppose
for instance that a 2 C : then we add to C0 the vertices v2; v4; � � � ; v2k of Pab.

By doing so, we obtain a codeC0 with size

�
�C0�� = jCj + 3n + km � p + 3n + km:

It remains to see that C0 is an identifying code of G0. One can easily see that the
structures Sv take care of covering and identifying themselves and the vertices of G ; thus
we just have to look at what happens in the pathsPab where the conclusion follows as in
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the proof Lemma E.5. Note in particular that since C is a vertex cover of G, for every
path Pab at least one of the verticesa and b is a codeword.

Conversely, suppose thatC0 is an identifying code ofG0 with size at most p+3n + km.
Let us recall that the vertices of G0 can be partitioned in the following way :

V (G0) = V (G) [
[

v2 V (G)

V(Sv) [
[

ab2 E (G)

V(Pab):

Then :
� for every v 2 V(G), consider the vertices ofSv : v1 and v2 must be separated, so we

must have v0 2 C0, and v2, as well asv0
2, must be covered, sov1 2 C0 or v2 2 C0,

and v0
1 2 C0 or v0

2 2 C0. All in all, there are at least three codewords ofC0 in each
Sv ;

� for every edge ab 2 E(G), by Lemma E.5 the path Pab must count at least k + 1
codewords if neithera nor bbelongs toC0, whereas it must count at leastk codewords
in the general case.

Let q be the number of bad edges ofG for the vertex cover, i.e. edgesab2 E(G) such
that a 62C0 and b 62C0. Then we have

�
�C0\ V (G)

�
� �

�
�C0�� � 3n � (k + 1) q � k(m � q)

and so sincejC0j � p + 3n + km it follows that

�
�C0\ V (G)

�
� � p � q:

Thus C0\ V (G) is a code inG which may not be a vertex cover ; but if we addq vertices
to C (one for every bad edge) we get a vertex cover ofG with size at most p. �
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Appendix

On the following �gures codewords are in black, whereas white vertices are not co-
dewords. An ellipse around some vertices with the mention `fn ' means that one of these
vertices is a favoured neighbour ofv1 or v2.
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Figure I � Computation of f id ;co ;adj ;fn (v1; T ) : 4 cases
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b

b b b b

b

b b b b

bb bb

v1

v2

T1

co ; fn
T2

co

co ; adj ; fn

b

b

b b

b

b

b b b b

b

b b b b

bb bb bb

v1

v2

T1

co ; adj ; fn
T2

co ; adj

co ; adj ; fn

b

b

b b b

Figure VI � Computation of f co ;adj ;fn (v1; T ) : 2 cases



E.3 Planar graphs with large girth 138

b

b b b b

b

b b b b

bb bb b b bb b b

v1

v2

T1

co ; adj ; fn
T2

co ; adj

fn

co ; adj ; fn

b

b

b b

b

b b b b

b

b b b b

b b bb b b bb

v1

v2

T1

co ; adj ; fn
T2

co ; adj

fn

co ; adj ; fn

b

b bb

Figure VII � Computation of f co ;adj ;fn (v1; T ) : 2 cases

b

b b b b

b

b b b b

bb bb b

v1

v2

T1

co ; adj ; fn
T2

co ; adj

co ; adj ; fn

b

b

b b b

Figure VIII � Computation of f co ;adj ;fn (v1; T ) : 1 case

b

b

b

b

v1

v2

T1

co
T2

id ; co

co ; adj

b

b

b b

b

b b

v1

v2

T1

co ; adj
T2

id ; co ; adj

co ; adj

b

b

Figure IX � Computation of f co ;adj (v1; T ) : 2 cases

b

b b b b

b

b bb b

v1

v2

T1

co ; adj
T2

id ; co ; adj

co ; adj

b

Figure X � Computation of f co ;adj (v1; T ) : 1 case



Annexe F

Watching systems in graphs

David Auger � , Irène Charon � ,
Olivier Hudry 1 , Antoine Lobstein 2

f david.auger, irene.charon, olivier.hudry, antoine.lobs teing@telecom-paristech.fr

Résumé

Nous donnons la dé�nition d'un système de contrôle dans un graphe, qui généralise
celle de code identi�ant. Nous fournissons quelques propriétés de base, une borne
supérieure sur la taille minimum d'un système de contrôle ainsi que des résultats sur
les graphes qui atteignent cette borne ; nous étudions aussiles cas de la chaîne et du
cycle, et établissons des résultats de complexité.

Abstract

We introduce the notion of watching systems in graphs, whichis a generalization
of that of identifying codes. We give some basic properties of watching systems, an
upper bound on the minimum size of a watching system, and results on the graphs
which achieve this bound ; we also study the cases of the pathsand cycles, and give
complexity results.
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F.1 Introduction and de�nitions

F.1.1 Identifying systems

Many search problems, either mathematical problems or `real life' issues, come down
to determine whether a particular item lies in a given set X of possible locations, and
locate it if this is the case, by asking questions about its location. Let us suggest a simple
model for this, in the so-callednon-adaptive case, when all questions must be prepared in
advance, before getting the answers.

Consider a �nite set X and assume that we can only query whether the item lies in
certain sets S � X that belong to a given family S of subsets ofX . For x 2 X , the
S-identifying set, or S-label (or simply label if there is no ambiguity) of x is the set

L S(x) = f S 2 S : x 2 Sg:

We say that S is an identifying system of X if the labels of the elements ofX are all
nonempty and pairwise distinct.

In this case, we can simply ask if the item belongs toS for every S 2 S : either all the
answers will be negative and the item cannot be inX , or the set of questions with positive
answers will correspond to the labelL S(x) of the location x where the item is located.
Since jSj can be much larger than the minimum number of questions required to always
succeed, an interesting problem is to �nd an identifying system S0 with S0 � S and with
minimum size.

Let us mention graph theoretical problems that are particular instances of this gene-
ral framework. Karpovsky, Chakrabarty and Levitin introdu ced the notion of identifying
codes in [65] ; here, with the previous notation, X is the set of vertices of a �nite, (in
general) undirected graph andS is the set of all the closed neighbourhoods of the vertices
of the graph (see the next section for details). More generally, with the so-called (r; � `)-
identifying codes, one can identify sets of vertices withina certain distance (see for instance
[70], [69] or [75]). Honkala, Karpovsky and Litsyn, as well as Rosendahl, studied the iden-
ti�cation of vertices and edges of a graph using cycles (see [58], [59], [83], [84]). In [62],
Honkala and Lobstein considered the identi�cation of vertices inZ 2, using subsets ofZ 2.
Charbit, Charon, Cohen, Hudry and Lobstein studied the general problem of identifying
systems in a bipartite graph framework ([23], [24], [26], [25]). In this paper, we will intro-
duce a new problematics in graphs, which extends the conceptof identifying codes, and
which can be thought of as identifying vertices with subsetsof the closed neighbourhoods
of the vertices of the graph.

F.1.2 Notation

We use standard notation : by graph we mean a simple, �nite, undirected, generally
connected, graph (if the graph is not connected, we can consider separately its connected
components). If G is a graph, we denote its vertex set byV(G) and its edge set byE(G).
The closed neighbourhoodNG[v] of a vertex v consists ofv and its neighbours inG. For r �
0 and v 2 V(G), the ball of radius r and centrev is the setBG(v; r ) of all vertices x 2 V(G)
satisfying dG(v; x) � r , wheredG is the usual distance inG. Obviously, BG(v; 1) = NG[v].
For standard notions such as degree, diameter, spanning tree, etc., we refer to [16] or [21],
whereas for the notion of NP-completeness and general background about algorithmic
complexity we refer to [15] or [50].
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F.1.3 Identifying codes

Identifying codes were introduced in [65] in 1998 with the original motivation of fault
detection in multiprocessor systems. IfG is a graph, an identifying code is a subsetC �
V (G) such that the family

f NG [v] : v 2 Cg

is an identifying system of V (G). The elements ofC are usually calledcodewords.
Of course, such a system will exist if and only if the family ofall closed neighbourhoods

f NG[v] : v 2 V (G)g is itself identifying, which means in this case that distinct vertices
must have distinct closed neighbourhoods ; a graph with thisproperty is called twin-free
or identi�able .

As aforementioned, in the original motivation the graph models a �nite network of
processors, and codewords correspond to processors equipped with a monitor able to detect
a faulty processor in the closed neighbourhood of its location. Then, if there is at most one
fault in the network and if every monitor sends a one-bit message referring to whether it
detects a fault or not, we will be able to tell if there is a faulty processor in the graph, and
locate it. See the graphG1 on Figure I for an example ; one can check that a minimum
identifying code in this graph has �ve codewords. Another example is the graph G2,
depicted on Figure II, which is a star on 15 vertices. One can check that the minimum
size of an identifying code inG2 is 14.

F.1.4 Watching systems

The graph G1 (Figure I) is slightly pathological, because requiring �ve codewords to
monitor six vertices is very much to ask (in fact, n � 1 codewords is the maximum that
can be required for a graph onn vertices, see [33] or [54]). The reason why we need so
many codewords is that the closed neighbourhoods of two distinct vertices only di�er by
at most two vertices (the same phenomenon is also true for theleaves inG2 on Figure II),
and in this context a codeword has no choice but to check its whole closed neighbourhood,
so that two distinct codewords check almost the same sets of vertices.

There are problems in which this situation is close to reality. For instance, consider a
smoke detector : it has no choice but to detect smoke, regardless of the direction where
it came from. So an identifying code is a good model for a �re-monitoring system in a
building.

On the other hand, for instance in fault detection in multipr ocessor systems, it seems
plausible that we could easily assign a smaller control areato every detector by simply not
connecting it to some adjacent vertices. Let us use the termwatcher instead of codeword
for this generalization.

First, let us de�ne it informally with two examples. Assume t hat an edge between two
vertices a and b denotes the possibility for a watcher ina to watch out what happens in b,
but that we can choose not to use this possibility : thus we canassign to a watcher located
at a vertex v a watching zone, which will be any subset ofNG[v].

Let us try this on G1 and check out Figure III : we only need three watchers with this
protocol (the locations of the watchers 1, 2 and 3 are writtendown in squares, whereas the
label of each vertex, i.e., the set of watchers watching it, is written down in italics nearby,
so that the watching zone of each watcher can be retrieved), when �ve codewords were
needed previously. All we have to check is that the labels of all vertices are nonempty and
di�erent, and that each watcher only watches vertices in the closed neighbourhood of its
location.
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What we can also do is to place several watchers at the same location, with distinct
watching zones. For instance considerG2 (see Figure IV) : only four watchers are needed
whereas 14 codewords were necessary. This can be thought of as a single detector in the
centre of the star, but needing four bits instead of one to send information, since it has
15 di�erent vertices to watch. Thus watchers also enable us to model a monitoring system
where monitors could simply tell where they detect a fault, but where the cost of a monitor
is proportional to the number of bits needed to send this information.

b

bb

b

b b

b

Figure I � The graph G1 and a minimum identifying code, of size �ve. Codewords are inblack.
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Figure II � The graph G2 and a minimum identifying code, of size14. Codewords are in black.

Let us de�ne this formally :

Dé�nition F.1. A watching system in a graphG = ( V (G); E(G)) is a �nite set

W = f w1; w2; : : : ; wkg

where eachwi is a couple wi = ( vi ; Z i ), where vi is a vertex and Z i � NG[vi ], such that
f Z1; : : : ; Zkg is an identifying system.

Note that any graph G admits the trivial watching system f (v; f vg) : v 2 V(G)g.
If W is a watching system inG and w = ( v; Z ) 2 W is a watcher, we will say that v

is the location of w, or that w is located at v. The set Z is the watching zone, or watching
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Figure III � The graph G1 with a minimum watching system, of size three. Watchers' locations

are written down inside squares and labels nearby vertices,in italics.
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Figure IV � A minimum watching system in G2, of size four.

area, of w, and if x 2 Z we say that w covers x, or that x is covered byw. We say that
w separatesthe vertices x and y (or x from y) if w coversx and does not covery, or the
other way round. Therefore, W is a watching system ofG if every vertex is covered by at
least one watcher inW and any two distinct vertices are separated by at least one watcher
in W. Let us de�ne the W-label, or W-identifying set, or simply label, of a vertex v as the
set L W (v) of watchers coveringv. We will say that a vertex v is identi�ed by W if its label
L W (v) is nonempty (v is covered by one watcher at least) and there is no other vertex in G
with the same label. Thus another way to express the fact thatW is a watching system
is to say that all vertices in G are identi�ed by W.

F.2 First properties of watching systems

Let us recall that a dominating set in G is a subset � of V (G) such that every vertex
not in � is adjacent to at least one element in �. Let respectiv ely w(G),  (G) and i (G)
denote the minimum sizes of a watching system, of a dominating set and, when it exists,
of an identifying code in G. These parameters will be calledwatching number, domination
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number, and identifying number, respectively.
If we have k questions to be answered by yes or no, there are 2k � 1 possibilities to

answer all these questions without answering always by the negative, so we get a trivial
lower bound for the size of a watching system. It is known thatthis bound also holds for
identifying codes (see [65]). Noticing that an identifying code, when it exists, de�nes a
watching system in an obvious way, we have the following relationship involving jV (G)j
and the watching and identifying numbers :

Theorem F.1. For any graph G, we have :

dlog2(jV (G)j + 1) e � w(G):

For any twin-free graph G, we have :

w(G) � i (G):

We now compare the watching and domination numbers of a graph, with the following
result, where �( G) denotes the maximum degree ofG :

Theorem F.2. For any graph G, we have :

 (G) � w(G) �  (G) � dlog2(�( G) + 2) e:

Proof. If W is a watching system, then the set of the watchers' locationsin W is a
dominating set, so we have the left-hand inequality. On the other hand, if we have a
dominating set � � V (G) of size  (G), we can identify all vertices simply by locating
enough watchers at every vertex of �. One just has to notice that in order to identify
a vertex v and its (at most) �( G) neighbours, we need at mostp := dlog2(�( G) + 2) e
watchers, since a set withp elements has at least �( G) + 1 nonempty subsets. �

F.3 An upper bound for the watching number

Since it is known that i (G) � j V (G)j � 1 for any connected graph with at least three
vertices (see [33], [54]), this upper bound also holds forw(G) by Theorem F.1. In fact, we
prove much better in Theorem F.6, the proof of which will use the following three lemmas :

Lemma F.3. Let G be a graph andH be a partial graph ofG, i.e., with V (H ) = V(G)
and E(H ) � E(G). Then

w(H ) � w(G):

Proof. If W is a watching system forH , then the sameW is a watching system forG,
since two adjacent vertices inH are also adjacent inG.

Note that this monotony property does not hold in general for identifying codes.

Lemma F.4. Let T be a tree,x be a leaf ofT, and y be the neighbour ofx.
(a) There exists a minimum watching system forT with one watcher located aty.
(b) If y has degree 2, there exists a minimum watching system forT with one watcher

located at z, the second neighbour ofy.

Proof. (a) A watching system must cover x, so there is a watcherw1 located at x or y,
with x 2 Z . If w1 = ( x; Z ), then we can replace it byw2 = ( y; Z ), since NG [y] � NG[x].

(b) If y =2 Z , then one other watcher must covery, and if y 2 Z , then one must
separatex and y, since x 2 Z . In both cases, the task can be done by a watcher located
at z.
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Figure V � Trees with four vertices.
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Figure VI � The casen=5 in Theorem F.6.

Lemma F.5. Let T be a tree with four vertices, and letv be a vertex ofT ; there exists a
set W of two watchers such that

� the vertices in V (T)nf vg are covered and pairwise separated byW � in this case, we
shall say, with a slight abuse of notation, thatW is a watching system ofV (T) nf vg ;

� the vertex v is covered by at least one watcher.

Proof. On Figure V, we give all possibilities : the two trees with four vertices, and for
each of them, the two possible locations forv (v is a leaf, or v is not a leaf).

Theorem F.6. Let G be a connected graph of ordern, i.e., with n vertices.
� If n = 1 , w(G) = 1 .
� If n = 2 or n = 3 , w(G) = 2 .
� If n = 4 or n = 5 , w(G) = 3 .
� If n =2 f 1; 2; 4g, w(G) � 2n

3 .

Proof. For n = 1, n = 2, or n = 3, the result is direct. For n = 4, it is necessary to have
at least dlog2(5)e = 3 watchers and it is easy to verify that this is su�cient. For n = 5, all
possibilities are given by Figure VI and we can see that we always havew(G) = 3.

We proceed by induction onn. We assume thatn � 6 and that the theorem is true for
any connected graph of order less thann.

Let G be a connected graph of ordern. Let T be a spanning tree ofG ; we will prove
that w(T) � 2n

3 and then the theorem will result from Lemma F.3. We denote byD the
diameter of T and we consider a pathv0; v1; v2; : : : ; vD � 1; vD of T, with length D .

We distinguish between four cases, according to some conditions on the degrees ofvD � 1

and vD � 2.

� First case : the degree ofvD � 1 is equal to 3
The vertex vD � 1 is adjacent to a vertex x other than vD � 2 and vD ; becauseD is the
diameter, clearly x and vD are leaves ofT (see Figure VII). We consider the tree obtained
by removing x, vD � 1 and vD from T ; this new tree T0 has ordern � 3.

If n � 8 or if n = 6, we consider a minimum watching systemW for T0; if n = 7, then
T0 is of order 4, and, using Lemma F.5, we choose a setW of two watchers which is a
watching system for V (T0) n f vD � 2g and covers the vertexvD � 2.

Then for T, in both cases, we add toW two watchers w1 = ( vD � 1; f vD � 2; vD � 1; vD g)
and w2 = ( vD � 1; f vD � 1; xg). On Figure VII, we rename 1 and 2 these watchers. Then
W [ f w1; w2g is a watching system forT. So, w(T) � jWj + 2 � w(T0) + 2.
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Figure VII � First case of Theorem F.6 : the degree ofvD � 1 is equal to 3.
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Figure VIII � Second case of Theorem F.6 : the degrees ofvD � 1 and vD � 2 are equal to 2.

Now we use the induction hypothesis : ifn � 8 or n = 6, then w(T) � 2
3(n� 3)+2 = 2n

3 ;
and if n = 7, then w(T) � 2 + 2 = 4 < 2

3 � 7.

� Second case : the degrees ofvD � 1 and vD � 2 are equal to 2
The neighbours ofvD � 1 are vD � 2 and vD , the neighbours ofvD � 2 are vD � 3 and vD � 1 (see
Figure VIII). We consider the tree obtained by removing vD � 2, vD � 1 and vD from T ; this
new tree T0 has ordern � 3.

If n � 8 or if n = 6, we consider a minimum watching systemW for T0; if n = 7,
T0 is of order 4 ; again using Lemma F.5, we choose a setW of two watchers which is a
watching system for V (T0) n f vD � 3g and covers the vertexvD � 3. As in the �rst case, we
add to W two watchers : w1 = ( vD � 2; f vD � 3; vD � 2; vD � 1g) and w2 = ( vD � 1; f vD � 2; vD g),
and obtain a watching system for T. So, w(T) � jWj + 2 � w(T0) + 2. The end of this
case is the same as in the �rst case.

� Third case : the degree ofvD � 1 is at least 4
The vertex vD � 1 is adjacent to at least two vertices other than vD � 2 and vD : let x and y
be two neighbours ofvD � 1 distinct from vD � 2 and vD ; these two vertices are leaves of
T (see Figure IX). We consider the treeT0 obtained by removing x and y from T. By
Lemma F.4, there exists a minimum watching systemW of T0 with a watcher w1 located
at vD � 1. For T, we take the setW and add the watcher w2 = ( vD � 1; f x; yg) ; we also add
the vertex x to the watching zone of w1. The set W being a watching system forT0, the
set W [ f w2g is a watching system forT. So, w(T) � w(T0) + 1.

If n � 7, the order of T0 is at least 5 and, using the induction hypothesis,w(T) �
2
3(n � 2) + 1 < 2n

3 .
If n = 6, then n � 2 = 4 and w(T) � 3 + 1 = 4 = 2

3 � 6.

� Fourth case : the degree ofvD � 1 is equal to 2 and the degree ofvD � 2 is at least 3
The neighbours ofvD � 1 are vD � 2 and vD . The vertex vD � 2 is adjacent to vD � 3 and vD � 1

but also to at least one other vertex x (see Figure X) ; if the degree ofx is at least 3,
using the fact that the diameter of T is equal to D , we can use the �rst or third case to
conclude, with x playing the part of vD � 1.

So, we assume that the degree ofx is 1 or 2 ; if its degree is 2, it has a neighboury
other than vD � 2.
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Figure IX � Third case of Theorem F.6 : the degree ofvD � 1 is at least 4.
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Figure X � Fourth case of Theorem F.6 : the degree ofvD � 1 is equal to 2 and the degree ofvD � 2

is at least 3.

We consider the treeT0 of order n � 2 obtained by removing vD � 1 and vD from T. By
Lemma F.4, there exists a minimum watching systemW of T0 with a watcher w1 located
at vD � 2. For T, we take the setW and add the watcher w2 = ( vD � 1; f vD � 1; vD g) ; we also
add the vertex vD � 1 to the watching zone of w1. Then W [ f w2g is a watching system
for T.

The end of this case is exactly the same as in the previous case.

Moreover, we can almost characterize the graphs for which this bound is tight : in [8],
we characterize the treesT with n vertices and w(T) = b2n

3 c, then we characterize the
graphs G with n vertices and w(G) = b2n

3 c in the casesn = 3k, k � 1, and n = 3k + 2,
k � 1 ; the casen = 3k + 1 is more complex, and we are only able to state a conjecture
for k � 6.

F.4 Watching systems in paths and cycles

Let us call a watching systemW compressedif for every vertex v 2 V (G) and for every
set A such that ; ( A ( L W (v), there is v0 2 V(G) such that A = L W (v0). See for example
Figures III and IV.

If a watching system W is not compressed, then we can �ndv and A satisfying ; (
A ( L W (v) such that A is not the label of any vertex in G. Then if for every watcher (x; Z )
in L W (v) nA we rede�ne this watcher by (x; Z n f vg), we obtain another watching system
of G where the labels of all vertices are the same as before, except for v that now has label
A. Clearly, if we do this repeatedly we get a compressed watching system ofG with the
same size asW, and thus we can always require a watching system to be compressed.

The following lemma is easy but will prove useful :

Lemma F.7. Let G be a graph andW be a compressed watching system inG. Then for
all v 2 V (G), we have :

2jL W (v)j � 1 � j BG(v; 2)j :
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Proof. Since W is compressed, all the 2jL W (v)j � 1 nonempty labels that can be formed
using the watchers inL W (v) must be attributed to vertices in G. The watchers in L W (v)
having their locations in NG[v], these labels can be attributed only insideBG(v; 2).

The path Pn on n vertices is the graph whose vertex set isf 1; 2; : : : ; ng and whose edge
set is ff i; i + 1g : 1 � i � n � 1g. We prove :

Theorem F.8. For all n � 1, we have :

w(Pn ) =
�

n + 1
2

�
:

Proof. First let us prove that w(Pn ) � n+1
2 . Let W be a minimum compressed watching

system of Pn and let i be such that 1 � i � n. By Lemma F.7, sincejBPn (i; 2)j � 5, we
deduce that jL W (i )j � 2. Let us show that the vertices having a label of size 2 can be
assumed to be nonadjacent.

First, assume that two adjacent vertices i and i + 1 have respective labelsab and
cd where a; b; c and d are distinct watchers. Since W is compressed, the four vertices
around i and i + 1 must be labeled by a, b, c and d (and thus we must also havei > 2 and
i +1 < n � 2). Without adding watchers, we can changeW into a new compressed watching
system where, without loss of generality, the labels fromi � 2 to i +3 are a� ab� b� c� cd� d.

Now assume that the labels ofi and i + 1 are ab and ac; then the vertices with labels
a, b and c must be in i � 2, i � 1, i + 2 or i + 3. If, for instance, the labels in this order
are b� a � ab� ac � c, then we can replace them byb� ab� a � ac � c. It is not di�cult
to see that in all cases, we can get a watching system with the same size asW, where the
vertices with labels of size 2 are nonadjacent.

Let us also note that we can assume that the vertices 1 andn do not belong to this
set : for instance, if the labels of 1, 2 and 3 areab� a� b, we can replace them bya� ab� b,
and a similar observation can be made for the verticesn � 2, n � 1, n.

OnceW is modi�ed, the set of vertices with a size-2 label is an independent set in the
path 2, 3, : : : ; n � 1 and thus has size at most

j
n� 1

2

k
, and so the set of vertices with labels

of size 1, whose cardinality is the same asW, has size at least

n �
�

n � 1
2

�
;

which is equal to
l

n+1
2

m
.

Constructions proving that
l

n+1
2

m
is an upper bound are easy to �nd ; actually it is

su�cient to use identifying codes (cf. [17]) : on the chains, watching systems are no better
than identifying codes, except forn = 2, when no identifying code exists. �

The following result on cycles is obtained in a similar way. Let Cn denote the cycle of
length n, with vertices 1; 2; : : : ; n; and edgesf i; i + 1g for i 2 f 1; 2; : : : ; n � 1g, and f n; 1g:

Theorem F.9. We havew(C4) = 3 , and for n = 3 and all n � 5 :

w(Cn ) =
�

n
2

�
:

If we compare to identifying codes, we can see that the cycle of length three admits no
identifying code and that i (C4) = i (C5) = 3 ; then i (Cn ) = n

2 when n is even, n � 6
(see [17]), andi (Cn ) = n+3

2 when n is odd, n � 7, see [42]. Soi (Cn ) = w(Cn ) when n = 5
or n is even,n � 6, and i (Cn ) = w(Cn ) + 1 when n = 4 or n is odd, n � 7.
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F.5 Computational complexity

Let us recall what is a vertex coverin a graph G. An edgee = xy 2 E(G) is said to be
coveredby a vertex v 2 V(G) if v and e are incident, i.e., if v = x or v = y. A vertex cover
in G is a set of verticesC � V (G) such that every edge ofG is covered by a at least one
element c 2 C. Equivalently, C is a vertex cover if

8e = xy 2 E(G); x 2 C or y 2 C:

It is well known that the problem of �nding the minimum cardin ality of a vertex cover in
a given graph isNP-hard (see [64]) ; furthermore, it was proved in [49] that this problem
remains NP-hard when restricted to the class of planar graphs whose maximum degree is
at most 3, class which we denote by �3. For our proof we need to go a little further. In
all graphs, a vertex of degree one is never an issue when we arelooking for a vertex cover,
since it is easy to prove the following lemma (see [7] for instance) :

Lemma F.10. Let G be a graph andxy 2 E(G) be an edge such that the degree of the
vertex x is 1, and let G0 be the graph obtained by removingx, y and all their incident
edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in G equals the minimum
cardinality of a vertex cover in G0 plus 1.

Let � 0
3 be the class of all planar graphs where every vertex has degree 2 or 3. In addition

to the aforementioned result from [49], Lemma F.10 proves that the following decision
problem is NP-complete :

Min Vertex Cover in � 0
3

� Instance : A graph G 2 � 0
3 and an integer k ;

� Question : Is there a vertex cover forG with size at most k ?

We will use this NP-complete problem in order to study the computational complexity of
the following decision problem :

Min Watching System in � 3

� Instance : A planar graph G0, with maximum degre at most 3, and an integerk0;
� Question : Is there a watching system forG0 with size at most k0?

We prove the following :

Theorem F.11. Min Watching System in � 3 is NP-complete.

Proof. Let us observe that Min Watching System in � 3 belongs to NP, since, given
a watching system, it is polynomial with respect to the order of the graph to compute
the labels of all vertices and check that they are nonempty and distinct. Now, using a
polynomial reduction from the problem Min Vertex Cover in � 0

3, we will show that
our problem is NP-complete.

Consider a graphG and an integer k, an instance of theMin Vertex Cover in � 0
3

problem. Denote respectively byn and m the number of vertices and edges ofG. We
construct a graph G0 by replacing every edgexy of G by the structure Sxy depicted on
Figure XI, consisting of 4 vertices (including x and y) and 3 edges. ThusG0 has n + 2m
vertices and 3m edges and clearly the construction ofG0 from G can be done in polynomial
time. Moreover, if G 2 � 0

3, we clearly haveG0 2 � 3. We set k0 = k + m. The reduction
will be complete if we prove that for all k � 0 :
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G admits a vertex cover of size at mostk if and only if G0 admits a watching system
of size at mostk0.

Consider an edgexy of G and the structure Sxy replacingxy in G0, and let V 0
xy = f axy ; bxy g.

Assume �rst that C is a vertex cover ofG. We de�ne a watching system W in G0 as
follows :

� for every vertex x of V (G) such that x 2 C, we add the watcher (x; N G0[x]) to W ;
� for every edge e = xy of G, we add the watcher (axy ; NG0[axy ]) to W .

It is easy to see that W is a watching system in G0. Consider a vertex x in G ; since it
has degree at least 2 inG, it is adjacent to at least two vertices y1 and y2 in G ; so the
corresponding vertexx in G0 is covered by two watchers located ataxy 1 and axy 2 , belonging
respectively to the structures Sxy 1 and Sxy 2 , and thus x is identi�ed by W. Also note that
for every edgee = xy of G, since either x or y belong to the vertex cover C, there is a
watcher in W that separates axy from bxy . Thus G0 admits a watching system with size
jCj + m � k0.

Conversely, assume thatW is a watching system ofG0 of size at mostk0. Consider an
edgexy 2 E(G) and the watchers located in the structure Sxy of G0. Then :

� if no watcher is located at x nor y, there must be at least two watchers located
in V 0

xy ;
� if at least one watcher is located at x or y, we still need at least one watcher inV 0

xy .
So if we denote byC the set of verticesx 2 V (G) such that W contains a watcher located
at x, and by p the number of edgesxy of G with x 62C and y 62C, we have

jCj � jWj � 2p � (m � p) � k0� m � p � k � p:

Therefore if we add to C one vertex for every uncovered edge ofG, we get a vertex cover
of G of size at mostk.

b

b

b b

b b

b b

b b

Sxy
x

x

y

y

axy

bxy

Figure XI � The structure Sxy replacing every edgexy of G in the transformation.

F.6 Distance-identi�cation of sets of vertices

F.6.1 De�nitions

Let us now turn to the problem of identifying several vertices within a certain distance,
using a watching system. Forr � 1 and ` � 1, we de�ne the notion of (r; � `)-watching
systems which extends the notion of (r; � `)-identifying codes.
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De�ne a r -watcher w in a graph G as in the case of a watcherw = ( v; Z ) except for the
watching zoneZ that can now be any subset of the ballBG(v; r ) centred at the location
v of w and with radius r ; thus a 1-watcher is simply a watcher. We extend in an obvious
way the notions of covering, label, separation, identi�cation, : : : to r -watchers. Any graph
G admits the trivial ( r; � `)-watching system f (v; f vg) : v 2 V (G)g.

Let now W be a set ofr -watchers in G. If A � V (G), we de�ne the W-label of A as

L W (A) =
[

v2 A

L W (v);

and we say that W is a (r; � `)-watching systemif all the labels of the subsetsA of V (G)
with 1 � j Aj � ` are nonempty and distinct.

Note that a ( r; � `)-watching system is a (r 0; � `0)-watching system if `0 � ` and r 0 � r .
Let S = f S1; S2; : : : ; Skg be a �nite family of distinct nonempty subsets of a set X

and ` � 1. We say that S is a `-superimposed familyon X if, whenever we consider two
distinct sets I; J included in f 1; : : : ; kg with 1 � j I j � ` and 1 � j J j � `, we have :

[

i 2 I

Si 6=
[

j 2 J

Sj :

This is the notion of `-superimposed code in a set-system version. These codes were in-
troduced in [66]. They are related to (r; � `)-identifying codes, as was observed in [65]
and [48]. They are also related to watching systems since, with our de�nition, if W is
a (r; � `)-watching system in a graph G, then the family of all W-labels of the vertices
of G is a `-superimposed family onW. Note that the family of singletons of X is always a
`-superimposed family ofX for all ` � 1, and so every graphG admits a (r; � `)-watching
system for all r � 1 and ` � 1, consisting of the watchers (v; f vg) for all v 2 V (G).

Observe that if ` � 2 and i 6= j , then Si � Sj is impossible in a`-superimposed family.
From this follows that if jL W (x)j = 1 for a vertex x in the graph with watching system W,
then if ` � 2 the watcher covering x must cover only x : we will call such a watcher an
hermit. Without loss of generality, we can suppose that this watcher is (x; f xg), since its
location does not matter.

F.6.2 The case of (1; � 2)-watching systems in paths and cycles

Let us start with the following lemma.

Lemma F.12. For 1 � k � 4, the only 2-superimposed family on a set withk elements
with at least k subsets is the family ofk singletons.

Proof. The result is obvious if 1 � k � 3, so we just check the casek = 4. Let S1, S2,
S3, S4 be a 2-superimposed family onf 1; 2; 3; 4g. If there is a singleton in the family, say
S1 = f 1g, then we haveSi � f 2; 3; 4g for i > 1 and we use the casek = 3 to conclude.

If an element, say 1, is in at least three di�erent sets, sayS1, S2 and S3, then by
intersecting these sets withf 2; 3; 4g we get a 2-superimposed family of size 3 onf 2; 3; 4g,
so, using the casek = 3, we must have (up to permutations) S1 = f 1; 2g, S2 = f 1; 3g and
S3 = f 1; 4g. Then S4 cannot contain 1, and the remaining possibilities forS4 all lead to
contradictions.

If all the elements are in at most two sets and there are no singletons, then by a simple
counting argument we see that all the sets must be pairs, and so the family must be (up
to permutations) ff 1; 2g; f 1; 3g; f 3; 4g; f 2; 4gg, which is not 2-superimposed. �

In other words, with k watchers, 1� k � 4, we can producek valid labels, which will be
singletons, and not more.
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Theorem F.13. For all n � 1, the minimum size of a (1; � 2)-watching system in the
path Pn is at least 5

6n.

Proof. Let us again denote the vertices of the pathPn by 1; 2; : : : ; n. First we check the
result if 1 � n � 7.

n 1 2 3 4 5 6 7
d5n=6e 1 2 3 4 5 5 6

If 1 � n � 4, the result comes directly from Lemma F.12 : we needn watchers since the
labels of the vertices form a 2-superimposed family of sizen.

If n = 5 and we try with 4 watchers, then using Lemma F.12 on f 1; 2; 3; 4g and
f 2; 3; 4; 5g, we get a contradiction.

If n = 6, we need, as forn = 5, at least �ve watchers and the bound is satis�ed.
If n = 7, consider the following argument : we need three watchersin f 1; 2; 3; 4g if we

want to identify the sets f 1g, f 2g, f 3g, f 1; 2g, f 1; 3g and f 2; 3g, and two other watchers
in f 5; 6; 7g to identify f 6g, f 7g and f 6; 7g. So if only �ve watchers were to be used, then
using Lemma F.12 twice, for k = 3 and for k = 2, �ve vertices would have a singleton
for label, and no more labels would be available for other vertices. So we need at least six
watchers and the bound is satis�ed.

Assume now that n � 8 and that the result is true for smaller values ofn. Consider a
(1; � 2)-watching system W in Pn . We can make the following two assumptions :

� There are at least k watchers located in f 1; 2; : : : ; kg if 2 � k � 5, and the same
is true in f n � k + 1 ; : : : ; n � 1; ng. Indeed, if at most k � 1 watchers were located
in f 1; : : : ; kg, by Lemma F.12 the labels of the vertices 1; 2; : : : ; k � 1 could only
be singletons. In particular, no watcher in f 1; 2; : : : ; k � 1g would cover vertices in
f k; : : : ; ng and vice versa ; so we could use induction on these two smallerpaths,
with k � 1 vertices andn � k + 1 vertices, to obtain the bound.

� There are at least �ve watchers located in f k; k+1 ; : : : ; k+5g for every 1 � k � n� 5,
by a similar argument : if we were to have at most four watchersto identify the
verticesk+1, k+2, k+3 and k+4, then the labels of these vertices would be singletons
and these watchers would not cover vertices inf 1; : : : ; kg nor in f k + 5 ; : : : ; ng; so
we could use induction with the paths f 1; : : : ; kg and f k + 5 ; : : : ; ng.

With these assumptions we can easily prove the result : writen = 6k + � with 0 � � � 5,
and cut Pn into k pieces with six vertices and one piece with� vertices at the end of the
path.

If � = 0, since every piece with six vertices contains �ve watchers, the conclusion
follows.

If 2 � � � 5, the conclusion also follows since the last� vertices contain � watchers.
If � = 1, then we write n = 3+ 6( k � 1) + 4 and need at least 3+ 5(k � 1) + 4 watchers.

�

We o�er a construction that matches asymptotically the boun d (see Figure XII). It is a
(1; � 2)-watching system of size 5k in a path of length 6k � 1, k � 2.

Observe also that no (1; � 2)-identifying code (and more generally, no (1; � `)-identifying
code) exists in the path Pn , because, sinceNPn [1] � NPn [2], the sets of verticesf 2g and
f 1; 2g cannot be separated.

In the case of cycles, we have the following result.

Theorem F.14. For all n � 1, the minimum size of a (1; � 2)-watching system in the
cycle Cn is at least 5

6n.
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4', 5'

Figure XII � An asymptotically optimal (1; � 2)-watching system in the pathPn .

Proof. Mimicking the above proof for the path, we can see that the result is true for
1 � n � 6, and that, when n � 7, every sequence of six consecutive vertices contains at
least �ve watchers.

Consider now a watching systemW of Cn , n � 7. We consider then sequencesB i ,
i 2 f 1; 2; : : : ; ng, of six consecutive vertices, and let, for any watcherw 2 W , F i (w) = 1
if w 2 B i , F i (w) = 0 otherwise. Since any vertex belongs to exactly six setsB i , and any
set B i contains at least �ve watchers, we have :

5n �
X

1� i � n

X

w2W

F i (w) =
X

w2W

X

1� i � n

F i (w) = 6 jWj ;

and the claim follows.

If we compare to (1; � 2)-identifying codes, we can see that, becauseBCn (x; 1) and
BCn (x; 1) [ BCn (x + 1 ; 1) di�er by only one vertex, x + 2, this vertex, hence by symmetry
all vertices, must belong to the code. Starting fromn = 7, the only (1 ; � 2)-identifying
code in the cycleCn is V (Cn ).

F.6.3 The case of (1; � `)-watching systems in paths and cycles for ` � 3

Like every graph, for all n � 1 the path Pn and the cycle Cn admit for all ` � 3 a
(1; � `)-watching system, which is the trivial watching system consisting of all the hermits.
In the case ofPn and Cn , this is the best we can do :

Theorem F.15. For all n � 1 and ` � 3, the minimum size of a(1; � `)-watching system
in the path Pn or the cycle Cn is n.

Proof. Consider a (1; � `)-watching system W for Pn or Cn , where ` � 3. Let H � W
be the set of hermits in W, and let VH � V (G) be the set of vertices covered by these
hermits (as aforementioned,VH can be taken, without loss of generality, as the set of the
locations of the hermits). Now assume that there is a vertexx in V (G) n VH ; then we
have jL W (x)j > 1. Suppose that L W (x) = f w1; w2g : then w1 and w2 are not hermits
and so there exist a vertexv1 6= x covered by w1 and a vertex v2 6= x covered by w2

(though we may have v1 = v2). But in this case we haveL W (f v1; v2g) = L W (f v1; v2; xg)
(or L W (f v1g) = L W (f v1; xg) if v1 = v2), and so W cannot be a (1; � `)-watching system
if ` � 3.

Therefore, all vertices in V (G) n VH are covered by at least three watchers fromW n
H ; since a watcher can only cover at most three vertices, we clearly have jW n Hj �
jV (G) n VH j. Since we also havejHj = jVH j, the result follows.
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Observe also that for ` � 3, no (1; � `)-identifying code exists in the cycle Cn , because
the sets of verticesf 1; 3g and f 1; 2; 3g (or more generally, f x; x + 2g and f x; x + 1 ; x + 2g)
cannot be separated.
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Abstract

Abstract Let G = ( V (G); E(G)) be an undirected graph. A watcher w of G is a couplew =
(`(w), A(w)), where `(w) belongs to V (G) and A(w) is a set of vertices ofG at distance 0 or 1
from `(w). If a vertex v belongs to A(w), we say that v is covered byw. Two vertices v1 and v2

in G are said to be separated by a set of watchers if the list of the watchers coveringv1 is di�erent
from that of v2. We say that a set W of watchers is a watching system forG if every vertex v is
covered by at least onew 2 W , and any two vertices v1; v2 are separated byW . The minimum
number of watchers necessary to watchG is denoted by w(G). We give an upper bound onw(G)
for connected graphs of ordern and characterize the trees achieving this bound, before studying
the more complicated characterization of the connected graphs achieving this bound.

Keywords : Graph Theory, Watching Systems, Identifying Codes.

G.1 Introduction

Let G = ( V (G); E(G)) be an undirected connected graph (the case of an unconnected
graph can also be treated, by considering separately its connected components). Awatcher
w of G is a couplew = ( `(w), A(w)), where `(w) belongs to V (G) and A(w) is a set of
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Figure I � a graph G0 watched by the watchers 1, 2, 3 and 4

vertices of G at distance 0 or 1 from `(w) ; in other words, A(w) is a subset ofB (`(w)),
the ball of radius 1 centred at `(w). We will say that w is located at `(w) and that A(w) is
its watching areaor watching zone. If a vertex v belongs toA(w), we say that v is covered
by w.

Two vertices v1 and v2 in G are said to beseparatedby a set of watchers if the list of
the watchers coveringv1 is di�erent from that of v2.

We say that G is watched by a set W of watchers, or that W is a watching system
for G if :

� for every v in V (G), there exists w 2 W such that v is covered byw ;
� if v1 and v2 are two vertices ofG, v1 and v2 are separated byW .

Note that several watchers can be located at a same vertex, and a watcher does not
necessarily cover the vertex where it is located.

The minimum number of watchers necessary to watch a graphG is denoted byw(G).
We will often represent watchers simply by integers, as for the graph G0 represented

in Figure I : the location of a watcher is written inside a rectangle ; for each vertexv of
the graph, the list of watchers coveringv is written in italics, so that the watching area of
each watcher can be retrieved. In the example of Figure I, thewatcher 1 is located at c
and covers the verticesa, c and d, the watcher 2 is also located atc and covers the vertices
b, c and e, the watcher 3 is located at f and covers the verticesd, e, f and h, and the
watcher 4 is located at e and covers the verticesf and g. The graph G0 is watched by
these four watchers and it is easy to verify thatw(G0) = 4.

Let G be a graph of ordern. If we have a setW of k watchers, the number of distinct
non empty subsets off `(w) : w 2 W g is equal to 2k � 1. Therefore, it is necessary to have
2k � 1 � n, and so we have the inequality :

w(G) � d log2(n + 1) e: (G.1)

Obviously, watching systems generalizeidentifying codes (see the seminal paper [65],
and [73] for a large bibliography) : indeed, identifying codes are such that for anyw =
(`(w); A(w)) 2 W , we have

A(w) = B (`(w)) ;

which means that, in this case, a watcher, orcodeword, necessarily covers itself and all its
neighbours.

See also [62], [83] for similar ideas.

Watching systems were introduced in [12], where motivations are exposed at large, basic
properties are given, a complexity result is established, and the case of the paths is studied
in detail, with comparison to identifying codes ; see also [13].

In Section G.2, we give an upper bound onw(G) when G is a connected graph with
n vertices. In Section G.3, we characterize the trees of ordern which achieve this bound :



G.2 The maximum minimum number of watchers 157

1 1 21, 2 or 21 2

v or v

v v

1 22

1, 2

1

Figure II � trees of order 4

Theorems G.7, G.11 and G.12 are for the casesn = 3k, n = 3k + 2 and n = 3k + 1,
respectively. This helps to study, in Section G.4, the characterization of maximal graphs
reaching the bound, that is, graphs to which no edge can be added without decreasing the
minimum number of necessary watchers : Theorems G.13 and G.14 give the answer for
n = 3k and n = 3k + 2 respectively, and Conjecture G.3 is stated for the casen = 3k + 1.
This in turn gives results for all the connected graphs achieving the bound.

G.2 The maximum minimum number of watchers

The following three easy lemmata will prove e�cient. We recall that H = ( V (H ); E(H ))
is a partial graph of G = ( V (G); E(G)) if V (H ) = V(G) and E(H ) � E(G).

Lemma G.1. Let G be a graph andH be a partial graph ofG. Then

w(H ) � w(G):

Proof. If H is watched by a setW of watchers, the same setW watches G, since two
adjacent vertices in H are also adjacent inG.

Note that this monotony property does not hold in general for identifying codes.

Lemma G.2. Let T be a tree,x be a leaf ofT, and y be the neighbour ofx.
(a) There exists a minimum watching system forT with one watcher located aty.
(b) If y has degree 2, there exists a minimum watching system forT with one watcher

located at z, the second neighbour ofy.

Proof. (a) A watching system must cover x, so there is a watcherw1 located at x or y,
with x 2 A(w1). If w1 = ( x; A (w1)), then we can replace it by w2 = ( y; A(w1)), since
B1(y) � B1(x).

(b) If y =2 A(w1), then one other watcher must covery, and if y 2 A(w1), then one
must separatex and y, sincex 2 A(w1). In both cases, the task can be done by a watcher
located at z.

Lemma G.3. Let T be a tree of order 4 and letv be a vertex ofT ; there exists a setW
of two watchers such that

� the vertices in V (T) n f vg are covered and pairwise separated byW � in this case,
we shall say, with a slight abuse of notation, thatV (T) n f vg is watched byW ;

� the vertex v is covered by at least one watcher.

Proof. On Figure II, we give all possibilities : the two trees of order 4, and for each of
them, the two locations for v (v is a leaf, or v is not a leaf).

We are now ready to give an upper bound forw(G) with respect to n, the order of G.
Note in contrast that the upper bound for identifying codes, when they exist, is n � 1,
see [33], [54], and is reached, among other graphs, by the star.
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Figure IV � �rst case of Theorem G.4 : the degree ofvD � 1 is equal to 3

Theorem G.4. Let G be a connected graph of ordern.
� If n = 1 , w(G) = 1 .
� If n = 2 or n = 3 , w(G) = 2 .
� If n = 4 or n = 5 , w(G) = 3 .
� If n =2 f 1; 2; 4g, w(G) � 2n

3 .

The proof can be found in [12], [13], but we give it here, because the results of the four
cases into which it is divided will be frequently used in the sequel.

Proof. For n = 1, n = 2, or n = 3, the result is direct. For n = 4, it is necessary to have
at least dlog2(5)e = 3 watchers and it is easy to verify that this is su�cient. For n = 5, all
possibilities are given by Figure III and we can see that we always havew(G) = 3.

We proceed by induction onn. We assume thatn � 6 and that the theorem is true for
any connected graph of order less thann.

Let G be a connected graph of ordern. Let T be a spanning tree ofG ; we will prove
that w(T) � 2n

3 and then the theorem will result from Lemma G.1. We denote byD the
diameter of T and we consider a pathv0; v1; v2; : : : ; vD � 1; vD of T, with length D .

We distinguish between four cases, according to some conditions on the degrees ofvD � 1

and vD � 2.

� First case : the degree ofvD � 1 is equal to 3
The vertex vD � 1 is adjacent to a vertex x other than vD � 2 and vD ; becauseD is the
diameter, clearly x and vD are leaves ofT (see Figure IV). We consider the tree obtained
by removing x, vD � 1 and vD from T ; this new tree T0 has ordern � 3.

If n � 8 or if n = 6, we consider a minimum setW of watchers watching T0; if n = 7,
then T0 is of order 4, and, using Lemma G.3, we choose a setW of two watchers to watch
V(T0) n f vD � 2g and cover the vertex vD � 2.

Then for T, in both cases, we add toW two watchers w1 = ( vD � 1; f vD � 2; vD � 1; vD g)
and w2 = ( vD � 1; f vD � 1; xg). On Figure IV, we rename 1 and 2 these watchers. ThenT is
watched by W [ f w1; w2g. So, w(T) � j W j + 2 � w(T0) + 2.

Now we use the induction hypothesis : ifn � 8 or n = 6, then w(T) � 2
3(n� 3)+2 = 2n

3 ;
and if n = 7, then w(T) � 2 + 2 = 4 < 2

3 � 7.
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Figure VI � third case of Theorem G.4 : the degree ofvD � 1 is at least 4

� Second case : the degrees ofvD � 1 and vD � 2 are equal to 2
The neighbours ofvD � 1 are vD � 2 and vD , the neighbours ofvD � 2 are vD � 3 and vD � 1 (see
Figure V). We consider the tree obtained by removingvD � 2, vD � 1 and vD from T ; this
new tree T0 has ordern � 3.

If n � 8 or if n = 6, we consider a minimum setW of watchers watching T0; if n = 7,
T0 is of order 4 ; again using Lemma G.3, we choose a setW of two watchers to watch
V(T0) n f vD � 3g and cover the vertex vD � 3. As in the �rst case, we add to W two wat-
chers :w1 = ( vD � 2; f vD � 3; vD � 2; vD � 1g) and w2 = ( vD � 1; f vD � 2; vD g), and T is watched.
So, w(T) � j W j + 2 � w(T0) + 2. The end of this case is the same as in the �rst case.

� Third case : the degree ofvD � 1 is at least 4
The vertex vD � 1 is adjacent to at least two vertices other than vD � 2 and vD : let x and y
be two neighbours ofvD � 1 distinct from vD � 2 and vD ; these two vertices are leaves of
T (see Figure VI). We consider the treeT0 obtained by removing x and y from T. By
Lemma G.2, there exists a minimum setW of watchers watching T0 with a watcher w1

located at vD � 1. For T, we take the setW and we add the watcherw2 = ( vD � 1; f x; yg) ;
we also add the vertexx to the watching area of w1. The tree T0 being watched by W ,
the tree T is watched by W [ f w2g. So, w(T) � w(T0) + 1.

If n � 7, the order of T0 is at least 5 and, using the induction hypothesis,w(T) �
2
3(n � 2) + 1 < 2n

3 .
If n = 6, then n � 2 = 4 and w(T) � 3 + 1 = 4 = 2

3 � 6.

� Fourth case : the degree ofvD � 1 is equal to 2 and the degree ofvD � 2 is at least 3
The neighbours ofvD � 1 are vD � 2 and vD . The vertex vD � 2 is adjacent to vD � 3 and vD � 1

but also to at least one other vertex x (see Figure VII) ; if the degree ofx is at least 3,
using the fact that the diameter of T is equal to D , we can use the �rst or third case to
conclude, with x playing the part of vD � 1.

So, we assume that the degree ofx is 1 or 2 ; if its degree is 2, it has a neighboury
other than vD � 2.

We consider the treeT0 of order n � 2 obtained by removing vD � 1 and vD from T. By
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Figure VII � fourth case of Theorem G.4 : the degree ofvD � 1 is equal to 2 and the degree of
vD � 2 is at least 3

Lemma G.2, there exists a minimum setW of watchers watchingT0with a watcher w1 loca-
ted at vD � 2. To watch T, we take the setW and add the watcherw2 = ( vD � 1; f vD � 1; vD g) ;
we also add the vertexvD � 1 to the watching area of w1. Then T is watched by W [ f w2g.

The end of this case is exactly the same as in the previous case.

Remark G.5. In the proof of Theorem G.4, we have constructed, according to the cases,
a tree T0 with order n � 3 such that w(T) � w(T0) + 2 , or a tree T0 with order n � 2 such
that w(T) � w(T0) + 1 .

These two constructions, from T to T0, will be used several times in the sequel, e.g.,
in the proof of Theorem G.7.

G.3 Trees T of order n achieving w(T) = b2n
3 c

In this section, we characterize the treesT with n vertices andw(T) = b2n
3 c. Our study

is divided into three cases,n = 3k, n = 3k + 2 and n = 3k + 1.
We �rst de�ne some particular trees, of order 1 to 5, that we name gadgets. For each

gadget, we choose one or two particular vertex(ices) namedbinding vertex(ices), through
which the di�erent gadgets will be exclusively connected between themselves ; a vertex
which is not a binding vertex is said to be ordinary . In the sequel, we will sometimes
denote a gadget of orderi by gi , 1 � i � 5, and use the abbreviation b. v. for binding
vertex. The gadgets are depicted in Figure VIII ; we represent the binding vertices with
squares and ordinary vertices with circles.

We will use the following easy lemma, whose proof we omit.

Lemma G.6. Let T be a tree of order 3, andv and v0 be two distinct vertices in T. It is
possible to watchT with one watcher located atv and one watcher located atv0.

As a consequence, ifT0 is a tree of order 4 andx is a leaf of T0, there exists a setW
of two watchers such thatT0n f xg is watched byW and x is covered byW .

The following theorem characterizes the treesT with order n = 3k and w(T) = 2 k.

Theorem G.7. Let T be a tree of ordern = 3k for k � 1. We have :
w(T) = 2 k , T can be obtained by choosingk gadgets of order 3 and joining these gadgets
by their binding vertices to obtain a tree.

The tree T15 in Figure IX is an example of a tree reaching this maximum.

Proof. Assume that a treeT of order n = 3k is obtained by choosingk gadgets of order 3
and joining these gadgets by their b. v.'s to form a tree. It is clear that, to watch T, it is
necessary to locate two watchers on each gadget. SoT reaches the bound 2k.



G.3 TreesT of order n achieving w(T) = b2n
3 c 161

three gadgets of order 4

type dtype b
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five gadgets of order 5

type a type c
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one gadget of order 2 two gadgets of order 3

Figure VIII � all the gadgets

Figure IX � the tree T15
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Figure X � the trees of order 6 for the proof of Theorem G.7

11

Figure XI � two representations for a g3 of type a or b

We will prove the converse by induction on k. For k = 1, it is immediate. We also
examine the casek = 2, that is to say n = 6. We draw on Figure X the six di�erent
trees T on six vertices ; when a tree is not of a type described in the right part of the
equivalence, we explicitly give the watchers showing thatw(T) = 3 and, in the other
cases, we simply indicate the b. v.'s of the two gadgets involved.

We will sometimes represent a g3 of type a or b with a triangle,as on Figure XI :
a dashed edge means that the edge may exist or not, with alwaysexactly two edges in
each g3. A watcher indicated inside the triangle means that this watcher is located at one
of the three vertices of the triangle, at an appropriate vertex according to the case.

We assume now thatk � 3 and that the theorem is true for k0 < k . Let T be a tree of
order n = 3k with w(T) = 2 k.

We consider again the proof of Theorem G.4 using a pathv0; v1; v2; : : : ; vD � 1; vD of
length D , where D is the diameter of T. Here, the third and fourth cases are impossible,
because they imply that w(T) < 2n

3 = 2k, unlessn = 6, which has just been dealt with.
In the �rst case of Theorem G.4, we rename bya, b, c and d respectively, the vertices
vD � 1, vD , x and vD � 2 ; in the second case, we rename bya, b, c and d respectively, the
vertices vD � 2, vD � 1, vD and vD � 3 ; in both cases, we remove the verticesa, b and c from T
and obtain a tree T0 of order 3(k � 1) ; by Remark G.5, it appears that T0 needs at least
w(T) � 2 = 2k � 2 watchers and sow(T0) = 2( k � 1) and we can apply the induction
hypothesis to T0 : the vertex d belongs to a g3,g.

Assume that d is not the binding vertex of g. The b. v. � of g is adjacent to the b. v. �
of another g3 inT0 (cf. Figure XII). By Lemma G.6, we can locate watchersw4 and w1 at a
and � , so that d is covered byw4 and � is covered byw1 ; it is then possible to watch T
with only one watcher located on the gadgetg, as we can see on Figure XII, by choosing
the appropriate vertex of g at which we locate the watcher denoted by 3. This leads to
a contradiction on w(T), and shows that d is the b. v. of g, in which case the result is
immediately obtained, since f a; b; cg can be seen as a g3, with its b. v. ina, connected




































































































































































