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Introduction

Le premier objectif de recherche qui m'ait été proposé par m futur directeur de thése
Olivier Hudry, qui encadrait alors mon stage de Master 2, a é¢ de tenter d'étendre une
propriété des graphes sans-jumeaux. Ce résultat, que j'ai prouvé de fagon assez compte
(une meilleure preuve a été obtenue par la suite, voir 2.10)se trouve déja au carrefour
des deux thématiques que nous avons développées dans le @ade cette thése :

les problémes d'identi cation des sommets dans les graphg, car les graphes sans-

jumeaux forment une classe de graphes admettant certains sgemes qui identi ent

leurs sommets, que nous appelons codesidenti ants ;

les problémes de puissances de graphes, et plus généralemee distance dans les

graphes, car le r de r-identi ant signie a distance r.
Au départ, notre étude des puissances de graphes avait pourub d'établir certaines pro-
priétés liées au codes-identi ants, puis nous avons développé cette thématique pur son
intérét propre. Par conséquent, cette thése se compose de Wdeparties, la premiére re-
groupant les résultats liés a l'identi cation des sommets dins les graphes, et la seconde les
résultats ayant trait aux puissances de graphes. La pluparde nos résultats ont été publiés
dans des articles de recherche ou ont été soumis pour publiian ; nous fournissons tous
ces articles dans des versions préliminaires en annexe deteethése (annexes A a J), en
anglais a une exception pres.

Les six premiers chapitres exposent en francgais nos résutsaregroupés par thématique,
ainsi que l'arriére-plan nécessaire a leur compréhensioBien souvent, nous ne fournissons
pas les preuves de ces résultats aprés les énoncés mais rgoug a I'annexe ou on pourra
les consulter. Nous avons ajouté quelques résultats n'ayampas été publiés, ceux-la avec
leur preuve, pour compléter notre étude.
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Nous donnons ici les dé nitions des objets qui seront utiligs et étudiés dans le reste
de ce travail ; nous précisons aussi certaines notations. Nis ne pourrons redé nir toutes
les notions utilisées €.g. les notions d'adjacence, d'incidence ou les di érents niveux de
connexité dans un graphe) et nous renvoyons a [16] et [21] potout ce qui reléve de la
théorie des graphes.

0.1 Graphes

Par graphe on entendra en général un graphe non orienté ni, sans boucteni arétes
multiples, c'est-a-dire un coupleG = (V;E) ou V, I'ensemble des sommets dé&, est un
ensemble ni et E, I'ensemble des arétes dé&5, est une partie de I'ensemble des paires
d'éléments deV. Une arétef x;yg, ou x et y sont des sommets dé&s, sera notée indi érem-
ment Xy ou yx. Si G est un graphe, nous ferons respectivement référence a sesembles
de sommets et d'arétes paV (G) et E(G). Rappelons que lordre de G est le nombre de
sommets deG alors que sataille désigne son nombre d'arétes. Nous renvoyons a [16] ou
[21] pour la dé nition des graphes complets an sommets ainsi que des graphes complets
bipartis a p+ g sommets, que nous notons respectivemen( , et K.q. Dans le reste de ces
préliminaires, G désigne un graphe non orienté.

0.2 Chaines et cycles

Une chaine élémentairedans G est une suite de sommets distinctsvy;vo; vk (ol
k 1) de G tels que, pour touti 2 f 1;2; ;k 1g, on ait vjvj+1 2 E(G). La longueur



d'une telle chaine estk 1 et nous la noterons plus simplement/1v,  Vi: Les extrémités
de cette chaine sontv; et vy ; on dira aussi que cette chaingoint, ou relie, les sommetsvy
et vg. Pour tout k 1, on dé nit (& isomorphisme prés) la chaine ak sommetsPy (ou la
chaine de longueurk 1) comme le graphe &k sommetsvy; vo; Vi dont les arétes, au
nombre dek 1, sont lesvjvj+1 pouri 2f1;2; ko 1g.

Un cycle élémentairedans G est une suite de sommets/y;vy; vk, ou k 3, telle
quevivy Vg soit une chaine élémentaire et de plusvg 2 E(G). La longueur d'un tel
cycle estk. On parlera du cycle G, pour le graphe construit comme la chaine?y ci-dessus,
auquel on ajoute l'aréte v1vk. La maille de G est le minimum des longueurs des cycles de
G.

0.3 Couplages

Un couplagedans G est un ensemble d'arétesM E (G) qui sont deux a deux non
adjacentes. Ce couplage est dit maximal s'il n'est pas striement contenu dans un autre
couplage deG.

0.4 \Voisinages, distance, boules et spheres

L'ensemble desvoisins d'un sommetx, i.e. I'ensemble des sommets adjacents & dans
G, sera appelévoisinage ouvertde x et noté Ng(x). Le voisinage ferméde x, quant a lui,
est I'ensembleNg[x] constitué des voisins dex ainsi que dex lui-méme. Cette notation
s'étend aux sous-ensembled de V(G) en posant

NG[A] = [ Ng[x]:
X2A

Etant donnés deux sommetsx et y de G, la longueur minimale d'une chaine reliantx a
y dansG est appelédistance dex ay dansG et notéedg(x;y). Si une telle chaine n'existe
pas cette distance est considérée in nie. SG est connexe, il est immédiat de constater
que l'application dg constitue une distance surV (G).

Pour tout sommet x et tout entier r 0, on note Bg(x;r) la boule de centrex et de
rayon r dans G, c'est-a-dire I'ensemble des sommetg de G tels quedg(x;y) r.Laboule
Bs(X; 1) est donc égale au voisinage fermBg[x].

0.5 Diametre et rayon
Le diamétre diam(G) d'un graphe connexeG est la quantité
diam(G) = da(X;y):
iam(G) X;g;a\%) G(XY)
On appelle égalementdiamétre de G une chaine d'extrémitésx et y tels que dg(X;y) =
diam(G). Le rayon (G) du graphe G est lui ainsi dé ni :

G)= min max dg(X;Vy):
(©) X2V (G) y2V (G) c(xy)

Autrement dit, (G) est le plus petit entier r tel qu'il existe un sommet ¢ de G véri ant
Bg(c;r) = V(G). Un sommet c tel que B(c; (G)) = V(G) s'appelle un centre de G.



0.6 Graphes partiels et sous-graphes

Si G est un graphe, ungraphe partiel de G est un grapheH tel que V(H) = V(G)
et E(H) E(G); on obtient donc les graphes partiels deG en supprimant uniguement
des arétes a partir deG. En revanche, unsous-graphede G, ou sous-graphe induif est
un graphe H tel que V(H)  V(G) et dont les arétes sont précisément les arétes de
G ayant leurs deux extrémités dansV(H). Si A V(G), on peut donc parler du sous-
graphe de Ginduit par lI'ensemble de sommetsA, que nous noteronsG[A]; dans le cas
ou A = V(G) nfxg, nous utiliserons l'abréviation G nx. En combinant les notions de
sous-graphe et de graphe partiel, on obtient celle deous-graphe partielde G, qui sont les
graphes dont les ensembles de sommets et d'arétes sont desis@nsembles de ceux dé.

0.7 Couverture et ensembles dominants

On dit qu'un sommet x d'un graphe G couvre (ou domine) un autre sommety de G si
X 2 Ngl[y]. Un ensemble dominantfou couvrant) de G est un sous-ensembl€ de V (G) tel
que tout sommet deG soit couvert par au moins un élément deC, ce qui est équivalent
a dire queNg[C] = V(G). Le cardinal minimal d'un ensemble couvrant deG est appelé
nombre de dominationde G et noté (G). Nous renvoyons aux ouvrages [57] et [56] pour
un panorama des di érentes questions liées aux ensembles maants.

0.8 Etoiles et graphes hyperoctaédraux

Présentons deux autres types de graphes auxquels nous fesoplusieurs fois référence.
Si V est un ensemble ni etv 2 V, I'étoile sur V de centrev est le graphe dontV est
I'ensemble des sommets et dont les arétes sont lex pour x 2 V nfvg. A isomorphisme
pres ce graphe ne dépend que du cardinal dé et sin 1, on pourra parler en ce sens de
I'étoile & n sommets qui n'est autre que le graphe biparti completK 1.n ;.

Figure 0.1 Une étoile 46 sommets, de centrev.

Pour tout n 1, le graphe hyperoctaédrald'ordre n, aussi appelécocktail party graph,
est dé ni (a isomorphisme prés) comme étant un graphe compled'ordre n auquel on a
supprimé un couplage maximal. On noteH, ce graphe. Sin = 2k est pair, on peut le
décrire comme ayant pour ensemble de sommets

V= fvive v l[f viivg v
et ayant toutes les arétes possibles sauf entre les sommatset vPpour 1 i k.
Sin=2k+1 estimpair avec k 1, on obtient le graphe hyperoctaédral d'ordren en
ajoutant au graphe hyperoctaédral H,, d'ordre 2k un nouveau sommet adjacent a tous
les sommets deH 5 (voir la gure 0.11).



......................

Figure 0.11 A gauche, le graphe hyperoctaédratig d'ordre 8 : tous les sommets sont reliés deux

a deux, a I'exception de quatre paires de sommets. A droiteg IgrapheHg obtenu
en ajoutant a Hg un sommet de degres.

0.9 Puissances de graphes

Pour tout r 1, la puissancer-iéme d'un grapheG est le graphe notéG', ayant le
méme ensemble de sommet¥ (G) que G et tel que deux sommets distinctsx et y sont
reliés par une aréte dansa" si et seulement sidg(x;y) r. Ainsi, G est un graphe partiel
de G2, qui est un graphe partiel de G3, et ainsi de suite. Pourr supérieur ou égal au
diameétre de G, le grapheG" est complet. SiH est un graphe tel queH" = G, on dit que
H est une raciner-ieme deG. Nous reviendrons en détail sur cette notion dans la partie Il

0.10 Graphes orientés

Nous n'envisageons des graphes orientés que dans la sectidd du chapitre 5. Un
graphe orienté D sera pour nous la donnée d'un ensemble de sommets(D) et d'un
ensembleA(D) de couples de sommets, learcs de D . Dans le cas présent nous supposerons
que le graphe ne contient pas ne boucle (pas d'arc du typex(x)) et pas d'arc multiples
(au plus un arc (x;y) quand x;y sont deux sommets xés); en revancheD pourra contenir
a la fois les arcs X;y) et (y;x).

Un chemin de x ay dansD est I'analogue d'une chain dex ay dans un graphe non
orienté : c'est une suite d'arcs

(Xo;X1)(X1;X2) (XK 1Xk)

ou Xg = X et Xk = y, notée plus simplementxgx; Xk et dont la longueur est k, son
nombre d'arcs. La longueur du plus court chemin dex ay dansD est ladistancedp (x;y);
elle esta priori di érente de dp(y;X) (ce n'est donc pas une distance au sens habituel).
Les notions de diamétre, rayon et de puissance se dé nissemators de fagon analogue au
cas non orienté. Rappelons en n qu'un graphe orientéD est dit fortement connexe s'il
existe, pour tout couple de sommetsx et y de D, un chemin dex ay (et donc aussi un
chemin dey a x) dansD.



Premiere partie

|denti cation des sommets dans
les graphes



Les codes identi ants ont été introduits par M.G. Karpovsky, K. Chakrabarty et
L.B. Levitin dans l'article séminal [65], a n de modéliser la détection et localisation de
pannes dans les réseaux multi-processeurs. En un peu plusude dizaine d'années, ils
ont donné lieu a de nombreuses publications (plus d'une ceatne a ce jour); on pourra
consulter une bibliographie quasi-exhaustive, méticulesement maintenue a jour par A.
Lobstein, a l'adresse électronique [73]. Cette liste recese aussi les articles concernant les
codes localisateurs-dominateurs, une notion antérieuret@ssez proche (voir 1.5.1 a ce su-
jet). Citons également la thése de J. Moncel ([74]) qui condtue une bonne introduction
au sujet.

Les dé nitions concernant les codes identi ants et graphessans jumeaux se trouvent
dans le chapitre 1; nous ne pourrons y faire un état de lI'art cmplet mais présenterons
les résultats fondamentaux, ainsi que ceux directement |® a nos travaux. Les résultats
de ce chapitre concernent essentiellement le cardinal minmial d'un code identi ant dans
un graphe : nous y verrons quelques bornes inférieures et séipeures, ainsi que quelques
graphes ou ce cardinal minimal est connu exactement (ou presie). Les questions relatives
aux graphes sans jumeauy, intrinsequement liés aux codesedti ants, seront abordées
dans le chapitre 2, puis le chapitre 3 traitera de la questiorde la complexité algorithmique
du calcul de codes identi ants. En n, le chapitre 4 présente une nouvelle notion, celle des
systemes de contrblge qui constitue une généralisation de la notion de code iden@nt.
Rappelons que la plupart des preuves de nos résultats ne satopas données ici mais
peuvent étre consultées dans les annexes en troisieme partile cette thése.
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1.1 Introduction

Les codes identi ants ont été introduits a n de modéliser des problémes de localisation
dans des réseaux, par exemple la recherche de pannes dansdgstémes de processeurs
([65]). Une autre application possible est la détection et dcalisation d'un incendie dans
un batiment ([81]), que nous allons ici utiliser pour préseter le probleme.

Prenons l'exemple d'un musée, représenté sur la gure 1.| (@rtie gauche), que nous
voulons équiper de détecteurs de fumée. Ce musée est compdsehuit pieces dénommeées
selon les huit premiéres lettres de l'alphabet; certaines @ ces piéces communiquent par
une porte et d'autres non. Nous modélisons ce musée par un grae G; comportant huit
sommets correspondant chacun a une piece; deux sommets de g®phe sont reliés par
une aréte si et seulement si les deux pieces correspondanths musée communiquent par
une porte. Ce graphe est également représenté sur la gure ll{partie droite).

Le cadre étant posé, supposons que nous disposions de détot de fumée dont chaque
piéce puisse étre équipée. Ces détecteurs ont une portée dai piéce, c'est-a-dire qu'ils
détecteront de la fumée si un feu se déclare dans la piéce o8 #e trouvent, ou dans une
piece immédiatement adjacente. Par exemple, un détecteurlpcé dans la pieceG pourra
détecter si un feu se déclare dans les piécés F, G et H ; en revanche il ne détectera pas
un feu enB ou enD. Le concept mathématique correspondant a celui d'un déteeur de

11
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g )

O
e
n

N e
B
A
A
k Le musée j k Le graphe G; j
Figure 1.1 Le musée ou nous allons placer des détecteurs de fumée et laggre G; qui lui est
associé.

fumée est celui demot de code Nous indiquons le choix d'un mot de code sur les gures
en noircissant le sommet correspondant. Nous dirons ainsigr exemple que les sommets
e, f, g et h sont couverts par le mot de codeg : voir la gure 1.11.

g )

D \ \G \H
AN E
C \ F
N P
B
A
A
k Le musée j k Le graphe G; j
Figure 1.11 Un détecteur de fumée dans la piec& détecte les feux dans la zone grisée composée

de G et des piéces adjacentes. Dans le modéle mathématique, letrde codeg couvre
les sommets de son voisinage fermis[g] (zone grisée).

Une premiére condition a remplir, si nous voulons pouvoir déecter un feu dans n'im-
porte quelle piece du musée, est de placer susamment de détteurs de fagcon qu'une
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piéce, si elle ne comporte pas de détecteur, soit adjacentea moins une piéce en com-
portant un. La notion correspondante dans le grapheG; est celle densemble dominant
(voir 0.7 page 7 pour une dé nition) : tous les sommets doivehétre couverts par au moins
un mot de code. Il est facile de se convaincre gu'ici trois mat de code au moins sont
nécessaires pour couvrir tout le graphe. Une solution est g@sentée sur la gure 1.I11; il y
en a d'autres.

D \ \G \H
J\_ E
C \ F
LN P
5 E
pa
A
k Le musée j k Le graphe G, j
Figure 1.111 Un exemple d'ensemble dominant composé des sommbig et g dans le grapheG; .

Dans le musée, les trois détecteurs de fumée correspondares sent a surveiller
toutes les pieces.

Déterminer un ensemble dominant de cardinal minimum dans ungraphe donné est
un probléme di cile (voir le paragraphe 1.5.1). Ici, nous voulons cependant faire plus que
surveiller l'intégralité du musée : nous voulons étre capales de localiser les feux. Pour cela,
supposons qu'au poste de commandement du gardien de muséetsmuvent des voyants
lumineux, un par détecteur de fumée, ces voyants s'allumansi le détecteur correspondant
détecte de la fumée. En reprenant I'exemple de la gure 1.11) et en supposant qu'il y ait
au plus un départ d'incendie dans notre musée, dressons unalile indiquant, pour chaque
piece ou un feu pourrait se déclarer, quels voyants s'allunmaient dans ce cas (table 1.1).

Comme on peut le constater, les mots de codes choisis formelmien un ensemble domi-
nant car toutes les lignes de la table 1.1 signalent au moinsmvoyant allumé. Considérons
maintenant plusieurs hypothéses, toujours dans le cas ou it'y aurait qu'un seul départ
d'incendie :

supposons que seul le voyantB s'allume : c'est qu'alors un feu s'est déclaré dans le
musée, et ce feu se trouve nécessairement dans la piékgecar c'est l'unigue cas ou
seul le voyantB s'allume;

de méme, si seul le voyantC s'allumait, ou si les deux voyantsB et G s'allumaient
simultanément, alors nous pourrions localiser l'incendigrespectivement enD et en
E);

toutefois, dans les autres cas, par exemple si les voyantB et C s'allumaient, nous
saurions qu'il y a un feu enB ou C, mais serions incapables de distinguer les deux
cas avec ces seules informations, car les lignes correspantks de la table 1.1 sont
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| Piecen Voyants [ B [C | G |

Il Mmoo m>

Table 1.1 Voyants allumés suivant les di érents départs d'incendie dns I'exemple de la gure
1.1Il. On constate qu'aucune ligne nest vide : le code formeun ensemble dominant.

égales.

Dans le grapheGy, nous dirons que le code choisi, a savoi€ = fb;c;q, n'est pas
su sant pour séparerle sommetb du sommetc. Le méme probléme se présente avec les
trois sommetsf, g et h. Il nous faut pour ce faire davantage de mots de code, réalisa
ainsi ce que nous appellerons unode identi ant, c'est-a-dire un choix de mots de code tel
que la table correspondante, en plus de ne pas comporter degylies vides, ne contienne pas
deux lignes égales. Pour ce graphe, il nous faut au minimum @ire mots de code an de
réaliser un code identi ant. Un exemple optimal est donné su la gure 1.1V, et on pourra
véri er les conditions requises pour étre un code identi art sur la table 1.I1.

g )

D \ \G \H
| ®
C \ F
LN P
)
Pl
A
Le musée Le graphe G;

N AN J

Figure 1.IV Un exemple de code identi ant composé des sommelsc, e et h dans le grapheGy ;
les mots de code sont les sommets noirs. Dans le musée, les typiaétecteurs de
fumée correspondants su sent a surveiller toutes les piéce et localiser les départs
d'incendie.

Nous généraliserons la notion de code identi ant dans un gnahe a celle de coder( °)-
identi ant ol r et " sont des entiers strictement positifs : intuitivement, un tel code remplit
les mémes fonctions qu'un code identi ant, a ceci prés que laone de couverture des mots
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| PiecenVoyants [B [C |E | H |

IO Mmoo w >

Table 1.11 Voyants allumés suivant les di érents départs d'incendie dns I'exemple de la gure
1.IV. On constate qu'aucune ligne n'est vide et qu'elles sdrdeux a deux distinctes :
le code est identi ant.

de codes (e. la portée des détecteurs en nombre portes a franchir) est et non plus 1, et
que le code permet de détecter et localiser jusqu'a feux simultanés.

1.2 Notations

Comme nous venons de le mentionner, la notion de code identint se décline de
plusieurs maniéres et on parlera de codes identi ants, de a®esr-identi ants ou de codes
(r;  ")-identi ants. Il se trouve que le terme code identiant d ésigne aussi bien ce genre
de codes dans son ensemble qu'un code; (1 1)-identi ant; on peut également parler de
code l-identiant, car le terme code r-identiant signie la méme chose que code
(r; 1)-identiant. A n d'y voir clair dés maintenant et pour év iter de nous répéter par
la suite, lorsqu'un paramétre lié aux codes identi ants (pa exemple ;d (G), cf. 1.3.2)
dépend d'un couple noté ¢ ) ou (r;), nous le déclinerons (dans I'exemple en!d(G)
et '9(G)) avec la convention suivante :

Convention 1.1. Lorsque ™ = 1 le couple(r; ) (ou (r;")) peut juste étre notér et
lorsqu'on a égalementr = 1, la référence a(r; ) peut étre omise.

Ainsi code (r; 1)-identiant et code r-identi ant ont la méme signi cation ; de
méme pour code (1, 1)-identiant, code 1l-identiant et code identi ant . Nous
utiliserons la méme convention pour les graphes sans;( )-jumeaux ainsi que pour les
systemes de i  “)-contrdle au chapitre 4. Dans tout le chapitre, r et = désignent des
entiers naturels strictement positifs.

1.3 Dé nitions

1.3.1 Identi cation des sommets

Soit G un graphe non orienté. Uncodede G est simplement une partieC de I'ensemble
V(G) des sommets deG, et ses éléments sont appelémots de code Soient x et y des
sommets deG et c2 C un mot de code. On dit que :

le sommet x estr-couvert par le mot de codec sidg(c;x) r;
les sommetsx et y sont r-séparéspar le mot de codec si I'un de ces deux sommets
est r-couvert par c et l'autre ne l'est pas.
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On dira que x estr-couvert par le codeC s'il est couvert par au moins un mot de code
appartenant a C, et nous parlerons de méme de-séparation de deux sommets pac. Un

sommet a la foisr-couvert et r-séparé de tous les sommetg 2 V(G) nfxg par C sera
dit r-identi & . On notera | & (x) I'ensemble identi ant de x, qui est constitué des mots de
codes quir-couvrent le sommetx, c'est-a-dire

I6(xX) = Ba(x;r)\ C:

Dénition 1.2. Un code C V(G) est dit r-identi ant pour le graphe G si l'une des
deux conditions équivalentes qui suivent est véri ée :

() tous les sommets deG sont r-identi és par C;
(ii) les ensemblesl {(x) pour x 2 V(G) sont tous non vides et deux & deux distincts.

Conformément a la convention 1.1, lorsquer = 1 on écrit code identi ant pour code
l-identiant, Ic(x) pour 11(x), séparés pour 1-séparés, etc.

1.3.2 Identi cation des ensembles de sommets

Si C est un code du grapheG et A V(G) est un ensemble de sommets d&, on
denit 15 (A) comme I'ensemble des mots de code-couvrant au moins un sommet deA,
c'est-a-dire :

[
Ic(A)=  lc(x):
X2A
On a donc, pour tout sommet x, la relation I (fxg) = 15(x), ainsi que I&(;) = ;. Les
codes identi ant les ensembles de sommets, ou codes ( ")-identi ants sont alors ainsi
dé nis :

Dé nition 1.3.  Etant donnés deux entiers strictement positifsr et >, un codeC  V(G)
est dit (;  ")-identiant pour le graphe G si les ensembled (A) sont deux a deux
distincts pour toutes les partiesA de V (G) de cardinal au plus”.

Remarquons que siA 6 ; on aura alors toujours |- (A) 6 ;; pour * = 1, on retrouve

donc la notion de coder -identi ant. Nous noterons }d (G) le cardinal minimum d'un code

(r;,  ")-identi ant dans un graphe G, en appliquant la convention 1.1 qui donnera les
abréviations 4(G) et 9(G).

1.4 Graphes sans jumeaux

Si deux sommets distincts d'un grapheG ont le méme voisinage fermé, alors aucun mot
de code ne pourra les séparer; deux tels sommets d'un grapherent appelés jumeaux,
ou plus simplementjumeaux (voir g. 1.V). Ainsi, un graphe contenant deux jumeaux ne
saurait admettre de code identi ant. Plus généralement, deix r-jumeaux dans un graphe
G,our 1, sont deux sommets distinctsx et y de G tels que

Ba(x;r)= Ba(y;r)

(voir la gure 1.VI pour un exemple de 2-jumeaux dans un grapte). Un graphe ne conte-
nant pas der-jumeaux est tout bonnement appelégraphe sansr-jumeaux

Le lien précis avec les codes identi ants est donné par le tle¥éme suivant (dont la preuve
est élémentaire) :
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' a )
o

\_ b Y,

Figure 1.V Les sommetsa et b sont jumeaux; ce graphe ne peut admettre de code identi ant.

4 )
a
b
/‘1 h b b
b
- J
Figure 1.VI Un graphe sans jumeaux, mais ou les sommetset b sont 2-jumeaux.

Théoréme 1.4. Un graphe admet des codes-identi ants si et seulement s'il est sans
r-jumeaux.

Autrement dit, un graphe G admet des codes identi ants si et seulement sV (G) est un
code identiant de G; la gure 1.VII montre un exemple de code 2-identi ant dans un
graphe sans 2-jumeaux. Le fait qui précéde se généralise aoedes ¢; )-identi ants :

Théoréme 1.5. Pour tous r let” 1, un graphe G admet des codeqr; )-
identi ants si et seulement si pour tous les ensembles disicts A;B  V(G) de taille au
plus” on a [

Bg(x;r) 6 Bg(Xx;r):
X2A x2B

Les graphes satisfaisant la condition du théoréme précédersont appelés graphes sans
(r;  7)-jumeaux; les jumeaux en guestion sont ici des ensembles de sommetsege code
ne peut distinguer. Le chapitre 2 sera entierement consacré@ I'étude des graphes sans
(r;  ")-jumeaux; dans la suite du chapitre présent nous étudieros les propriétés des
codes identi ants dans ces graphes.

Figure 1.VII Un graphe sans2-jumeaux muni d'un code 2-identi ant (sommets noirs).
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1.5 Liens avec d'autres notions

1.5.1 Ensembles dominants et codes localisateurs-dominat eurs

Rappelons qu'un ensemble dominantdans un grapheG est un codeC  V(G) tel
que tout sommet de G soit couvert par au moins un mot de code (voir 0.7); un code
identi ant est donc en particulier un ensemble dominant. Un code C dans un graphe
G est dit localisateur-dominateur si les ensembled ¢ (x) sont tous non vides et deux a
deux distincts pour tous lesx 2 V(G) nC. On peut donc imaginer un code localisateur-
dominateur comme un code identi ant ou les mots de code serant automatiquement
identi és. On remarque donc qu'un code identi ant est un code localisateur-dominateur,
et que les codes localisateurs-dominateurs sont aussi dessembles dominants. En notant

L (G) la taille minimale d'un code localisateur-dominateur dans G et (G) le nombre de
domination de G, il vient donc

(&) (c) B ()}

Les codes localisateurs-dominateurs ont été introduits paP.J. Slater en 1988 ([87]) et ont
donné lieu a de nombreux développements. Nous renvoyons a3[7pour une bibliographie
guasi-exhaustive les concernant, ainsi qu‘au chapitre qus'y rapporte dans [57].

Notons que calculer le cardinal minimum d'un ensemble domiant, ou d'un code
localisateur-dominateur, dans un graphe donné constitue o probléme NP -di cile (voir
respectivement [64] et [41]); nous verrons au chapitre 3 que'est aussi le cas pour la
recherche de codes identi ants.

1.5.2 Puissances de graphes

La notion de puissance de graphe (voir 0.9) est commode pouamener |'étude des
codes ¢  )-identiants a celle des codes (1 )-identi ants, puisqu'on a le résultat
suivant (dont la preuve est immédiate) :

Théoreme 1.6. Pour r let® 1, un graphe G est sans(r; )-jumeaux si et
seulement siG" est sans(1; )-jumeaux, et un codeC V(G) est(r; )-identi ant
pour G si et seulement s'il est(1; °)-identi ant pour G'.

Nous étudions cette notion plus en détail dans la seconde pte de cette thése.

1.6 Valeurs extrémales de [ (G)

1.6.1 Borne inférieure

Une borne élémentaire, en fonction du nombre de sommets, ekt suivante.

Théoréme 1.7 (Karpovsky, Chakrabarty, Levitin [65]) . Soit G un graphe sang -jumeaux
d'ordre n. Alors '
dog,(n+1)e  9(G):

S. Gravier et J. Moncel ([76]) ont caractérisé les graphes po lesquels cette borne est
atteinte, dans le casr = 1. I. Charon, O. Hudry et A. Lobstein ont montré ([37]) que po ur
tout k satisfaisant

dog,(n+1)e k n 1

il existait un graphe sans jumeauxG d'ordre n tel que 9(G) = k.
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1.6.2 Borne supérieure

Etant donné un graphe sansr-jumeaux G, quelle est la valeur maximale de }d (G) en
fonction de l'ordre n de G? Le résultat suivant a été trouvé indépendamment plusieurs
fois :

Théoréme 1.8 (Gravier, Moncel [54], Bertrand, Charon, Hudry, Lobstein [33]). Soitr 1
et G un graphe sansr-jumeaux connexe d'ordren 3. Alors

9@G) n 1
Le théoréme 1.8 peut aussi étre vu comme une conséquence dwetihéme suivant di a
A. Bondy, dont nous fournissons une esquisse de preuve.
Théoréme 1.9 (A. Bondy [20]). Soient

S1;82; ;Sn

n parties distinctes d'un ensemble ni non videX, avecn | Xj. Alors il existe x 2 X tel
que les parties
S1nfxg;S; nfxg; 1 Sp nfxg

soient encore distinctes.

Preuve. Par l'absurde : supposons qu'un tel élémenk n'existe pas. Nous construisons un
graphe non orienté dont les sommets sont les ensembl&g, et nous ajoutons pour chaque
y 2 X une aréte dans le graphe entre deux partie§; et §; tels queS; nfyg= Sy nfyg;
deux telles parties doivent exister par hypothese. |l est faile de constater qu'un tel graphe
ne peut avoir de cycle, et doit donc avoir moins d'arétes que € sommets : soit

iXj<n;
une contradiction.
Ce théoréme est optimal, comme le montrent sur I'ensemblX = f1;2; ;ng les familles
 flgf1,29,£1,2,3g;, ;fL 200 ng
et
;;f19,f20;f3g;  ;fng
qui comptent chacunen + 1 éléments.
Preuve du théoreme 1.8. Les boulesBg(v;r) pour v 2 V(G) sont deux a deux distinctes

et de cardinal supérieur ou égal a 2 puisqué& est sansr-jumeaux, connexe et compte au
moins trois sommets. Appliquons le théoréme 1.9 a la famille

fBg(v;r):v2 V(G)g

de n sous-ensembles d¥ (G) : il existe un sommet x tel que lesn ensembles composant
la famille
fBg(v;r)nfxg:v2V(G)g

soient deux a deux distincts. Etant également non vides, on e déduit que V (G) nfxg est
un code identi ant de G.

Notons que ce théoréeme n'est valable que pour = 1; lorsque 2, on peut avoir
}d (G) = n, comme le montre I'exemple du cycle : poum 4r +3 et ~ = 2 on établit
facilement

;;dz(Cn) =n
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1.7 Chaines et cycles

Les graphes les plus simples pour lesquels on peut tenter dalculer les valeurs de
;d sont les chaines et les cycles, et ceci constitue déja un priéme combinatoire assez
complexe. La chaineP, est sansr-jumeaux dés quen 2r + 1. Des résultats partiels
ont été obtenus dans [17], et le cas = 2 a été traité dans [82]. Finalement Junnila et
Laihonen ont traité les cas restants ([63]). Les di érentesvaleurs de 9(P,) sont données
par la table 1.1

| n \ condition \ TP, |
n=2r+1 or
n=4r+2 2r +2
qpairetl p r+1 @+p
n  4r+3avec airet 2r +1 < q@r+1)
_ q2r+l) . ap P >—+tp 1
"2, e i i +1)(2 r+1
1 p 2r+1 gimpairetl p 2r (g )(2 r+l)
q impair et 2r <p (@@ 4 g
Table 1.111 Taille minimum d'un code r-identi ant dans P,

La chaine P, ayant des sommets de degré 1, elle n'admet aucun code ( ")-identi ant
dés que’ 2 (voir 2.4.1), sauf dans le cas élémentaira = 1.

Passons maintenant au cas des cycleg,. Le casr = 1 a été traité dans [55], et le cas
r = 2 dans [82]. Le cas général a été terminé il y a peu. Les résalis sont résumés par les
tables 1.1V et 1.V. Les références sont données en fonctiorudgremier article ayant établi
les valeurs.

\ n | 9(G,) | référence|
n=2r+2 n 1 [17]
n 2r+4, n pair [17]

NS

Table 1.1V Taille minimum d'un code r-identi ant dans G, pour n pair

Le cycle G, est sans (; 2)-jumeaux dés quen 4r + 3, son unigue code ¢ 2)-
identi ant contenant tous les sommets. En n, dés que ™ 3, le cycle G, n'admet plus de
codes ¢, )-identi ants.

1.8 Grille du roi

La grille du roi est un graphe non orienté in ni, dont 'ensemble des sommet®stZ2, et
tel que deux sommets distincts {j ) et (i%j9 sont adjacents si et seulement sji  i§ 1
etjj j9 1;ainsi deux sommets sont adjacents si, sur I'échiquier imi Z2, un roi peut
se déplacer en un coup d'un sommet a l'autre. Le gure 1.VIII représente un morceau de
ce graphe. Nous présentons ici quelques résultats sur lesdas identi ants de ce graphe,
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\ n \ conditions 9(G) | référence |
n=2r+3 J a [55]

pgcd2r +1;n) =1 et

n=2mp+1ou n+l

n=2m+2)p 1avec 2 1 [63]

n=2r+1+petm 2

pgcd2r +1;n)=1 n+l [63]
autres cas 2

] T

pgcd2r +1;n) > 1 pged2r +15n) ooty [63]

pgcd2r +1;n) =1 et

n=2m(2r +1)+1ou

2r+5 n 3r+1

n+l
n=(2m+1)Q2r+1)+2r 2 1 [55] et [89]
avecm 1
r+2 n
pgedar +1;n) =1 et [55] et [89]
autres cas 2
I m
pged2r +1;n)> 1 pgcd2r +1;n) Wzrﬂ;n) [55]

Table 1.V Taille minimum d'un code r-identi ant dans G, pour n impair

essentiellement pour les comparer aux résultats analogugsour les systémes de contrble
(chapitre 4).

On dé nit les codes identi ants dans la grille du roi de maniére analogue au cas ni :
un code identi ant est un ensembleC de sommets de la grille du roi qui couvre tous les
sommets et sépare toutes les paires de sommets distincts. @@néralise de méme au cas
in ni la notion de code (r; )-identiant pour r let™ 1. Soit pourn 0 l'ensemble
T dé ni par

To=f(i;j): n i net n j ng

IR

ARSI AN

Figure 1.VIII La grille du roi (extrait).
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\
;

<
.i’
N

g

Figure 1.IX Un code 1-identi ant de densité minimale dans la grille du ra; les mots de code
sont les sommets noirs.

La densité d'un code C de la grille du roi est alors dé nie par

. iIC\ Thj . jIC\ Thj
limsup——— =limsup ——=:
n! +1p 1Thj n! +1p (2n +1)2

Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 1.10 (Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [32] & [40]). Soit D1 la borne
inférieure des densités des codes identi ants dans la griél du roi. On a
2
Dl;l = 5:
La gure 1.I1X représente un code l-identi ant de densité optimale dans la grille du roi :
comme la plupart des codes trouvés en pratique ce code est padique.
Pour r > 1, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.11 (Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [28]). Pour tout r 2, la borne
inférieure D.1 des densités des codes; 1)-identi ants dans la grille du roi est égale a
1
Dy1= —:
"7 4

Plus généralement, on dé nira D~ comme la borne inférieure des densités des codes
(r;  ")-identi ants dans la grille du roi. Notons que la grille du r oi admet des §;  3)-
jumeaux pour tout r 1 : on a toujours l'inclusion

B((0;0);r) B(( 1,0)r)[ B((1;0);r)

et les ensembles ( 1;0);(1;0)g et f( 1;0);(0;0);(1;0)g ne peuvent donc pas étrer-
séparés.

Nous reproduisons la table dressée par M. Pelto dans [80], gdonne les meilleures
bornes pour surD: connues a ce jour (table 1.VI).
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. =1 | ‘=2 [ "~ 3 |

r=1| Dy1=2 |3 Da1 2 |n'existe pas

[32, 40] | [80] [60] [60]
r=2| Dz1=3% |25 D2z 2 |n'existe pas
[28] [60] [80] [60]
r 3| Dri= £ Dro= % n'existe pas
[28] [60] [60]
Table 1.VI Valeurs connues a ce jour concernant les densités minimaled - des codeqr; °)-

identi ants dans la grille du roi
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Nous avons vu que la notion de codes( )-identi ants appelle immédiatement celle
degraphes sangr; )-jumeaux, qui sont précisément les graphes admettant de tels codes
(voir 1.4). Rappelons que nous utilisons, comme dans touteette partie, la convention 1.1
pour les notations.

2.1 Reéduction des graphes sans jumeaux

Nous commencons ce chapitre par une propriété des graphessal-jumeaux, qui étend
un résultat de [36]. La preuve reprend l'idée utilisée par JMoncel et S. Gravier dans [54].

Théoréme 2.1. Soit G un graphe connexe sans jumeaux ayant au moingé sommets. |l
existe un sommetvg 2 V(G) tel que G nvgp soit aussi sans jumeaux et connexe.

Preuve.

Soit A I'ensemble des sommets de G tels que le grapheGnv soit connexe. L'ensemble
A est non vide : par exemple, les extrémités d'un diamétre dé&s, ou d'une chaine deG
de longueur maximale, appartiennent @A . Choisissons un sommet 2 A dont le degré
soit le plus grand possible. SiG na est sans jumeaux, on pos&p = a; sinon, c'est qu'il
existe deux sommets distinctsh; et b, de G tels que

Ng[oa] = Ng[ke] [ ag: (2.1)

Dans ce cas, puisque tout sommet adjacent &, l'est aussi ab;, on aby, 2 A . Supposons
donc a nouveau queG nhy, ait des jumeaux (sinon, nous pouvons posevy = by) : il existe

24
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deux sommets distinctsx et y dans G, tels que

Ng[x] = N[yl [f b0 (2.2)

Puisque x 2 Ng[by], d'apreés (2.1) on a aussix 2 Ng[b]. De fagcon a avoir (2.2), on a
nécessairementy 2 Ng[b] nNg[b;] et doncy = a. Ainsi,

Ng[x] = Ngla] [ bzg: (2.3)

Montrons que x 2 A, contredisant alors le choix dea par 2.3. Six = by, par (2.1) et
(2.3), les sommets n'appartenant pas & by; by; ag peuvent soit étre adjacent, a ces trois
sommets, soit a aucun des trois. Puisqu@ 4, le premier cas se produit pour au moins
un sommet deG : il est alors immédiat de véri er que G nb; est connexe, dondy 2 A .
Six 6 by, alors par (2.3) on a aussix 6 aetx 6 by. Ainsi, x 2 A puisque les sommets
adjacents ax sont tous adjacents aa, a part b, mais ce dernier est relié aa par la chaine

by a.

On peut aussi formuler ce résultat de la fagon suivante, permttant de construire un graphe
sans jumeaux en ajoutant les sommets un a un.

Corollaire 2.2. Soit G un graphe connexe sans jumeaux ayamt sommets,n 4. Alors
il existe une suite de graphes connexes sans jumeaux

G3;Ga; Gy

ou Gz est une chaine a3 sommets etG, = G, telle que pour3 i n 1, le grapheG;i
ait i sommets et soit un sous-graphe induit d&;.1 .

En combinant ce résultat avec le lemme suivant et le fait que '9(P3) = 2, on trouve une
nouvelle preuve du fait qu'un code identi ant dans un graphe sans jumeaux d'ordren
nécessite au plum 1 sommets (théoréme 1.8).

Lemme 2.3 (Charon, Hudry, Lobstein (communication personnelle)). Soit G un graphe
sans jumeaux connexe ev 2 V(G) tel que le grapheG nv soit aussi connexe et sans
jumeaux. Alors

dG)  Y(Gnv)+1:

Preuve du lemme 2.3 . Soit C un code identi ant de taille minimale de G nv, et
considérons-le comme un code d&. Etant donné que pour toute paire de sommets dis-
tincts x et y dansV(G) nfvg, les sommetsx et y sont couverts et séparés pacC, seulv
peut, ou bien n'étre pas couvert parC, ou bien ne pas étre séparé d'un uniqgue sommet
vP6 v. Dans le premier cas, il sut d'ajouter v aC pour faire de C un code identi ant de
G, et dans le deuxiéme cas il sut d'ajouter un sommet de Ng[v] Ng[v9, non vide par
hypothése.

2.2 Parametres extrémaux des graphes sans r-jumeaux

Ce travail avait été commencé par Charon, Honkala, Hudry et lobstein dans [30] et
[31]; nous nous sommes joints a eux pour le poursuivre dans][BNous ne présentons ici
que les résultats concernant la taille et le degré minimal ; s reporter a l'article [6] (annexe
A) pour les autres paramétres.
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2.2.1 Ordre et taille

Rappelons que l'ordre d'un grapheG est son nombre de sommets (ici noté) et sa
taille est son nombre d'arétes (ici noté ). Le résultat qui suit peut étre vu comme une
conséquence des théorémes 2.8 et 2.10 qui seront abordés slémprochaine section.

Théoréme 2.4. Soitr 1 et G un graphe connexe sans-jumeaux d'ordre n 2 et de
taille . Alorsn 2r+1 et 2r, et le seul de ces graphes admettarr + 1 sommets ou
2r arétes est la chainePy +1 .

Notons qu'aucun autre paramétre n'étant contraint, il existe des graphes sans-jumeaux
connexes ayant un ordre ou une taille arbitrairement grands en revanche, trouver la
valeur maximale de la taille devient plus dicile quand l'ordre n du graphe est xé.
Commencons par le cas =1 :

Théoréme 2.5 (Auger, Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [6] & annexe A). Soit G un
graphe connexe sand-jumeaux d'ordre n 3 et de taille . Alors
!
n n
2 2’
et le seul de ces graphes satisfaisant I'égalité est le graphyperoctaédralH,,.
Pour r > 1, le probleme est plus délicat et les résultats précis comekes a énoncer;

nous renvoyons a l'article [6] (annexe A) pour les détails. Manmoins, nous pouvons donner
l'ordre de grandeur asymptotique suivant :

Théoréme 2.6 (Auger, Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [6] & annexe A). Soitr 3
x€ et soit Fr, () la taille maximum d'un graphe connexe sans-jumeaux d'ordre n. Alors
]

:63(r :915)nlog,n - 2 Frn () - rnlog,n;
ou la notation f (n) - g(n) signie
. g(n)
I == 1
e PE ()

2.2.2 Degré minimal

Il est clair qu'il existe pour toutes valeurs den et r (avecn 2r +1) des graphes sans
r-jumeaux connexes de degré minimal 1 : une simple chaine cdamt. Une question plus
intéressante est de déterminer la valeumaximale du degré minimal in d'un tel graphe.
Voici un des résultats :

Théoréme 2.7 (Auger, Charon, Honkala, Hudry, Lobstein [6] & annexe A). Soit G un
graphe connexe sang-jumeaux d'ordre n 2 et de degré minimal i, 2. Pour tout
r 6ona ( )

n 3n r+2

i min 1;
mn bSc+1 2r 5
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2.3 Longues chaines dans les graphes sans r-jumeaux

Deux sommets distincts x et y d'un graphe sansr-jumeaux doivent étre r-sépareés,
d'ou l'existence d'un sommet dont la distance ax, ou ay, est au moinsr + 1. Ceci laisse
présager I'existence de longues chaines dans un tel graphet;en e et la propriété suivante
a été établie :

Théoréme 2.8 (Charon, Hudry, Lobstein [29]). Pour tout r 1, un graphe sansr-
jumeaux d'ordre au moins 3 contient une chaine a2r +1 sommets en tant que sous-graphe
partiel.

Les auteurs ont conjecturé dans [29] qu'il existerait en faiune telle chaine en tant que
sous-grapheinduit dans un graphe sang -jumeaux, c'est-a-dire un chaine de la forme

X1X2  Xor+1

ou deux sommetsx; et x; ne peuvent étre adjacents dés qu@ jj > 1.
Nous avons prouvé cette conjecture dans [5], en reprenantidée d'une preuve due a
F. Chung dans l'article [46].

Théoréme 2.9 (Auger [5]). Un graphe de rayon 1 et contenant un centre ¢ dont
aucun voisin n'est un centre admet une chaine 2 +1 sommets en tant que sous-graphe
induit.

De ce résultat, nous déduisons facilement la conjecture :

Théoréme 2.10. Pourtoutr 1, un graphe sans-jumeaux d'ordre au moins 3 contient
une chaine a2r +1 sommets en tant que sous-graphe induit.

Un corollaire intéressant du théoréme 2.10 est le suivant :

Corollaire 2.11. Pour tout r 1, la chaine P41 & 2r +1 sommets est le plus petit
graphe sansr-jumeaux d'ordre au moins 3.

Nous avons volontairement laissé une ambiguité ci-dessusds le superlatif le plus petit :
il peut s'entendre au sens du nombre de sommets, ou des relatis d'ordre étre un sous-
graphe induit de ou étre un sous-graphe partiel de ; pour c es di érentes relations la
chainePy 41 est un élément minimal de I'ensemble des graphes sangumeaux d'ordre au
moins 3.

Une autre preuve du théoréeme [5], n'utilisant pas [46] mais lus complexe, peut aussi
étre consultée dans [4].

2.4 Structure des graphes sans (1; )-jumeaux

2.4.1 Graphes sans (1; 2)-jumeaux

Il est immédiat de constater qu'un grapheG sans (I 2)-jumeaux ne peut posséder
de sommet de degré 1 : en e et, sa est un sommet de degré 1 ayant pour unique voisin
un sommetb, on a toujours

Ng[b] = Ng[fa; bg]:

Il s'ensuit qu'un graphe sans (3 2)-jumeaux d'ordre au moins 3 posséde nécessairement
un cycle. Nous avons prouve le résultat suivant :
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D

Figure 2.1 Un graphe sans(1; 2)-jumeaux et dont le plus grand cycle sans corde est de lon-
gueur 5

Théoréme 2.12 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [14], [9] & annexe C) Un graphe sans
(1; 2)-jumeaux d'ordre au moins 3 contient un cycle de longueur au moins/ en tant que
sous-graphe partiel.

Puisque le plus petit cycle sans (1 2)-jumeaux compte 7 sommets, ce résultat est I'ana-
logue des théorémes 2.8 et 2.10 dans le cas™() = (1 ;2). Le plus petit cycle sans ¢,  2)-
jumeaux étant le cycle de longueur 4 + 3, il n'y a de la qu'un pas pour conjecturer ce qui
suit :

Conjecture 2.13. Pour tout r 1, un graphe sans(r; 2)-jumeaux d'ordre au moins 3
contient un cycle de longueur au moinsdr + 3 en tant que sous-graphe partiel.

Cependant, contrairement au cas du théoreme 2.10, un tel cye ne saurait toujours exister
en tant que sous-graphe induit, en e et déja pourr = 1 on peut trouver un graphe
sans (I 2)-jumeaux, ayant plus d'une aréte, dont le plus grand cyclesans corde est de
longueur 5 (voir sur la gure 2.1).

Quant a la structure des graphes sans (1 3)-jumeaux, peu de choses sont connues a
I'neure actuelle. Le plus petit de ces graphes actuellementonnu a été donné par T. Lai-
honen dans [68] et est représenté sur la gure 2.1l. Ce graph@osséde 16 sommets et
tous ses sommets sont de degré 3. Il parait cependant prémati de penser que tous les
graphes sans (1 3)-jumeaux pourraient contenir un sous-graphe apparenté &elui-ci. La
généralisation des théorémes 2.10 et 2.12 au cas 3 est donc encore a imaginer.

Figure 2.11 Un graphe sans(1; 3)-jumeaux.
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2.4.2 Cas général

On en sait encore peu au sujet des graphes sans ( ")-jumeaux, et ce méme quand
r = 1. La propriété suivante est due a J. Moncel et T. Laihonen.

Théoréme 2.14 (Moncel, Laihonen [69]) Soient™ 1 et G un graphe sans(1; °)-
jumeaux, connexe, ayant au moins une aréte. Alors pour tout@ammetv 2 V(G), le voisi-
nage ouvertN (v) contient un stable de cardinal’.

En patrticulier, le degré minimal d'un graphe sans (1 °)-jumeaux est supérieur ou égal a
*, ce qui a déja été observé dans [75]. Un autre résultat permet l'inverse d'établir qu'un
graphe est sans (1 ")-jumeaux :

Théoréme 2.15 (Moncel, Laihonen [69]) Si ° 1, les graphes -réguliers de maille
supérieure ou égale a7, ainsi que les graphes(” + 1) -réguliers de maille supérieure ou
égale a5, sont sans(1; )-jumeaux.

Prouvons un résultat recouvrant partiellement ceux qui précédent :

Théoréme 2.16. Soit~ 1.
Si G est un graphe connexe san§l; °)-jumeaux connexe d'ordre au moins3 et
si x 2 V(G), alors toute partie A V(G) nfxg couvrant Ng[X] est de cardinal
supérieur ou égal a’ ;
réciproqguement, si G est un graphe tel que pour tout sommext 2 V(G), toute partie
A V(G) nfxg couvrant Ng[x] soit de cardinal supérieur ou égal a + 1, alors G
est sans(1; )-jumeaux.

Preuve. Soit G sans (I “)-jumeaux, connexe, comportant au moins deux sommets
et soit A V(G) nfxg couvrant Ng[x] ou x 2 V(G). Alors Ng[A] = Ng[A [f xg] donc
JA[f xgj ~ +1. Réciproquement, soit G un graphe véri ant I'hypothese de la seconde
partie du théoréme, et soientX et Y deux ensembles d'au plus sommets deG, tels que

Ng[X]= Ng[Y]:

Si X et Y sont distincts, sans perte de généralité on peut supposer glexiste x 2 X nY.
Alors Ng[x] est couvert par la partie Y, contredisant notre hypothése.

On retrouve aisément la seconde partie du théoréme 2.15. Didre part, un stable maximum
de Ng(x) couvre nécessairemeniNg[x] et on retrouve donc le theoréme 2.14.
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3.1 Introduction et état des lieux

Dans ce chapitre, nous tentons d'évaluer la complexité algithmique des problémes
de calcul de codes identi ants dans les graphes. Est-il engageable de programmer un
ordinateur pour calculer un code identi ant optimal dans un graphe & 1000 sommets ?
Serait-ce plus simple si le graphe avait une structure partuliére, par exemple s'il était
un arbre? Les di érents problémes que nous allons envisaggreuvent étre décrits par le
probléme de décision générique suivant, qui dépend de deuxiteersr 1, 1 et d'une
classeH de graphes :

Min (r; )-IdCode dans H
Instance : Un graphe G 2 H et un entier k;;
Question : G admet-il un code (; )-identi ant de taille au plus k?

Le terme IdCode est bien entendu une abréviation pourcode identi ant, et comme d'ha-
bitude nous omettrons les références superfétatoiresraou = dans les cas ou ils sont égaux
a 1 (convention 1.1), ainsi que celle 81 si la classe en question est celle de tous les
graphes. Aprés un rappel des résultats déja connus quant augroblémes relevant de ce
type, nous présenterons de nouveaux résultats dd P -complétude pour di érentes valeurs
der;” etdiérentes classesH de graphes. Ceci fait, nous exhiberons un algorithme linéeg
permettant de calculer e cacement un code identi ant de tai lle minimale dans un arbre
donné. Nous renvoyons a [50] pour les dé nitions des notionselatives a la complexité
algorithmique utilisées dans ce chapitre.

30
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Les résultats précédemment établis sur la complexité algidhmique des problémes de
minimisation des codes identi ants concernent tous le cas = 1; a notre connaissance un
seul [34] aborde le cas > 1.

Théoréme 3.1 (Cohen, Honkala, Lobstein, Zémor [39], Charon, Hudry, Lobgein [34]).
Pour tout r 1, le problemeMin r-ldCode estNP -complet.

La recherche d'un coder -identi ant de taille minimale dans un graphe donné est doncun
probléme algorithmiquement di cile. Sous réserve de validté de I'hnypothése P 6 NP,
qui est au moins satisfaite dans la pratique jusqu'a preuve d contraire, un algorithme qui
calculerait un code r-identi ant de taille minimale dans tout graphe donné ne pourrait
fonctionner qu'en un temps exponentiel (dans le pire des cas) par rapport a la taille du
graphe.

Quand un probléme estN P -complet, il est d'usage d'étudier lesalgorithmes polyno-
miaux d'approximation pour ce probleme. Un tel algorithme doit fonctionner en temgs
polynomial par rapport a la taille du graphe et retourner un code identi ant; on mesure
la marge d'erreur de cet algorithme par son rapport d'approximation qui est le quotient,
dans le pire des cas, entre la taille du code identi ant retouné par l'algorithme et la taille
optimale d'un code identi ant dans le graphe. Ainsi, ce rapport est d'autant plus proche
de 1 que l'algorithme est e cace.

Dans le casr = 1, Gravier, Moncel et Klasing sont allés plus loin que le théoréme 3.1
en prouvant que Min IdCode est APX-di cile ([52]). Rappelons que ceci implique, sous
réserve de I'hypothéseP 6 NP, que Min IdCode n'admet pas d'algorithmes d'approxi-
mation de rapport constant en dessous d'une certaine valeuc > 1. Ainsi, on ne saurait
concevoir des algorithmes e caces avec une marge d'erreurrbitrairement petite.

Avec une hypothése plus forte, Laifenfeld et Trachtenberg [67]) ont prouvé que Min
IdCode n'admettait pas d'algorithme polynomial d'approximation dont le rapport d'ap-
proximation serait en deca de (1 )logn, ou n est l'ordre du graphe, et ce pour tout

> 0. L'hypothese en question est la non-inclusion suivante :

NP 6 DTIME (n'©9'9ny:

Si cette hypothése était fausse, elle signi erait que tousds problémes de la classH P
admettent un algorithme déterministe les résolvant en temp O(n'°9'°9"). On voit donc
que cette hypothése est plus forte que I'hypothés® 6 NP .

Finalement, di érents auteurs ont remarqué qu'un algorith me glouton appliqué au pro-
bleme Min r-ldCode fournissait un algorithme polynomial d'approximation de rapport
d'approximation O(logn) ([67], [88]).

3.2 Des résultats de NP -complétude

Pour pousser l'analyse de la complexité au-dela de la congttion de N P -complétude,
nous avons choisi une autre direction que celle qui a été empntée dans [52] et [67] : nous
étudions la complexité deMin (r; )-ldCode dans H pour diérentes classesH de
graphes. Les classes qui nous concernent sont les suivantes

la classe P 3 des graphes planaires de degré maximal inférieur ou égal a 3;

pour tout k 3, la classeP ™ 4'1‘ des graphes planaires de degré maximal au plus 4
et dont la maille est au moinsk ;

la classe F des foréts.

Commencons par un résultat valable pour =1 et " =2:
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Théoréme 3.2 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [7] & annexe D). Pour tout r 1 et
*2f1;2g, le problemeMin (r; ")-ldCode dans P 3 est NP -complet.

Ce résultat étend ainsi le théoreme 3.1 en prouvant gue méme ffait de limiter les instances
a la classeP 3, pourtant beaucoup plus restreinte, fait toujours de la redherche d'un
coder-identi ant de taille minimale un probléme NP -di cile. |l constitue aussi a notre
connaissance, dans le cas= 2, le premier résultat concernant la complexité algorithmique
de la recherche d'un coder{ °)-identi ant optimal quand "> 1 (sujet ayant par ailleurs
fait I'objet de nombreuses recherches d'un point de vue comibatoire, voir le chapitre 1).
On pourrait d'ailleurs se contenter d'énoncer le corollaie suivant :

Corollaire 3.3.  Pour tout r 1, le problemeMin (r; 2)-ldCode estNP -complet.

Dans le cadre de notre recherche d'un algorithme e cace danfa classe des arbres, nous
avons établi une variante de ce résultat dans le cas=1 et ~ = 1, en nous intéressant a la
classeP ™ ff des graphes planaires de maille au moink et de degré maximal au plus 4 :

Théoréme 3.4 (Auger [3] & annexe E). Pour tout k 3, le probléemeMin IdCode dans
P ™ X estNP-complet.

La raison de I'étude de ces classes de graphes est qu'ellesgtituent des approximations,
en un certain sens, de la classe des arbres, ces derniers pantvétre considérés comme
ayant une maille in nie. Plus précisément, ces classes foremt une suite décroissante au
sens de l'inclusion, et leur intersection pourk 3 est la classe des graphes planaires
de degré au plus 4 ne contenant aucun cycle : une sous-classe aklle dedoréts. Or nous
verrons dans la prochaine section un algorithme qui résou# probléemeMin IdCode dans

F en un temps linéaire, donc polynomial, en l'ordre du graphe Autour de cette classe,
nous disposons de l'in nité des classe® ™ 4'1‘, en un certain sens aussi proches que I'on
veut de F , ou le probléme de minimisation resteN P -complet.

Avant de terminer cette partie, notons qu'il n'existe pour | 'instant aucun résultat sur la
complexité algorithmique des problémesMin (r; *)-ldCode lorsque™ 3, et ce méme
pour r = 1. Toutefois, il serait trés surprenant que ces problémesaent faciles et ce n'est
pas faire preuve d'une bien grande témérité que de risquer agui suit :

Conjecture 3.5. Pourtoutr lettout™ 3, le problemeMin (r; *)-ldCode est
N P -complet.

3.3 Un algorithme linéaire pour les arbres

3.3.1 Principe de l'algorithme

Nous présentons ici un algorithme permettant de calculer urcode identi ant de taille
minimale dans un arbre ou une forét donnés, en un temps linéaé par rapport a I'ordre du
graphe. On se limitera sans perte de généralité a la descrijpin de I'algorithme lorsque le
graphe donné en instance est un arbre. Le détail de I'algorfitme peut étre trouvé dans [3]
(annexe E), nous allons juste ici en expliquer le principe. @nsidérons un arbreA et une
aréte v,vo de A, nous voulons procéder de maniére récursive comme illustrgur la gure
3.

on supprime l'aréte viv, de A, obtenant ainsi deux arbresA; et A, contenant res-
pectivement les sommets/; et vs;
on applique récursivement l'algorithme dans les sous-arbesA; et A,, obtenant pour
chacun d'eux un code identi ant;
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Obtention par union d'un code
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Figure 3.1 Principe de l'algorithme de calcul d'un code identi ant optimal dans un arbre. Les
sommets noirs sont les mots de code.
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code identi ant de Aj : v, et V3 ne
sont pas sépares.

Figure 3.11 Un probléme pour la récursivité

on calcule l'union des deux codes obtenus, espérant ainsibbenir un code identi ant
pour A.

Bien entendu, appliqué tel quel, I'algorithme ne peut foncionner et comme indiqué sur
la gure 3.1 ce ne sont pas des codes identi ants que I'on va chrcher dansA; et A, mais
des codes satisfaisantertains critéres, que nous allons maintenant détailler. Le principal
probléme que nous rencontrons, outre le souci de minimalitéest qu'en considérant au
départ un code identi ant de A, les codes obtenus dans les sous-arbrés; et A, aprés
suppression devivo ne sont pas nécessairement des codes identi ants, commeuiditré sur
la gure 3.1I.

3.3.2 Codes presque identi ants

Ainsi, en gardant les notations du paragraphe précédent, urcode identi ant pour A,
s'il était I'unique code identi ant minimal, ne saurait étr e obtenu directement comme
union de codes identi ants de A; et A, et il nous faut introduire une notion plus souple
que celle de code identi ant :

Dé nition 3.6.  Si G est un graphe etv un sommet deG, un code v-presque identi ant
est un sous-ensembl€ de V (G) tel que les sous-ensembles

Ng[x]\ C
pour tout x 2 V(G) n fvg soient non vides et distincts.

Ainsi dans un codev-presque identi ant, le sommet v peut étre choisi comme mot de code
et donc utilisé pour couvrir et séparer, mais nous n'‘avons pa a identi er v. Cette fois-ci,
on peut véri er facilement que si C est un codev;-presque identi ant de A, alors les codes
C\ V(A1) et C\ V(A,) sont respectivement des codes:-presque identi ant de A, et
Vp-presque identi ant deA .

Pour assurer la réciproque et calculer un code minimal, il venous falloir en fait cal-
culer plusieurs types de codes presque identi ants a chaquétape, 10 pour étre précis,
satisfaisant di érentes combinaisons des propriétés suantes, par exemple pour un code
vi-presque identi ant :
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on peut exiger que le code soit en fait identi ant;

on peut exiger que v; lui-méme soit un mot de code;

on peut exiger que v; soit adjacent a au moins un mot de code;

on peut enn exiger qu'il existe un voisin préféré de vi, c'est-a-dire un sommet

adjacent av; qui ne soit couvert que par le mot de codev;.
Ces propriétés sont su santes pour établir des formules de écurrence entre les tailles
minimales de ces di érents codes dan#\, A; et Ay, nous fournissant un algorithme qui
fonctionne en un temps linéaire par rapport a la taille de I'abre passé en instance. Nous
renvoyons a [3] (annexe E) pour les détails de I'algorithme.

3.3.3 Généralisation aux graphes de largeur d'arbre bornée

Dans sa these [74], Moncel a remarqué qu'un théoréme asseméggal di a Arnborg,
Lagergren et Seese et concernant l'algorithmique dans la atse des graphes de largeur
d'arbre bornée ([2]), impliquait plus généralement :

Théoreme 3.7 (Moncel [74]). Pour tout k 1, il existe un algorithme qui calcule en
temps linéaire un code identi ant de taille minimale pour tout graphe de largeur d'arbre
au plusk.

Pour la notion de largeur d'arbre, nous renvoyons (par exemfe) a [21]. Contentons-
nous de dire que les foréts ont précisément une largeur d'arb 1, et que ce théoréme
implique donc I'existence d'un algorithme comme le nbtre. @ci dit, le théoréme 3.7 donne
I'existence théorique d'un algorithme, et ne permet pas de alculer e ectivement un code
identi ant.
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4.1 Introduction

L'idée a la base des systémes de contrble dans les graphes dditendre la notion
de code identi ant en apportant un peu de souplesse au réle demots de code, en leur
orant en particulier la possiblité de ne pas couvrir un sommet pourtant & portée de
I'étre. Nous allons voir que, paradoxalement, donner moingle sommets a couvrir a chacun
des mots de code peut amener a des codes bien plus e caces. Hixpions-nous grace a
un nouvel exemple de musée, que l'on pourra trouver sur la gee 4.1. A ce musée est
associé un grapheG, construit en utilisant le méme principe que dans le chapite 1. Si
I'on voulait surveiller ce musée (pour détecter du feu, du mavement, ou autre) avec un
systeme modélisé par un code identi ant, nous aurions besbide cing détecteurs, carG
n'est autre que le graphe hyperoctaédral d'ordre 6 (voir 0.8 qui nécessite de considérer
tous les sommets comme des mots de code, sauf un seul, a n derfer un code identi ant.

Faisons maintenant I'hypothése suivante :on peut décider d'exclure certaines piéces de
la zone de couverture des détecteur&n orientant les détecteurs d'une certaine maniere, en

36
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4 N N

Le Musée Le graphe G associé

N AN J

Figure 4.1 Un nouveau musée a surveiller, et le graph& associé.

coupant certains circuits ou autre manipulation, on suppo® donc que I'on peut assigner au
détecteur une zone de contrdle plus petite que I'ensemble deiéces qui seraient a portée.
Dans notre modele mathématique, ceci signi e que I'on peut asigner a chaque mot de
codec un ensemble de sommetZ (c) Ng|c] qui seront couverts parc. Les sommets de
Ng[c] nZ(c) sont considérés comme non couverts pae, et pour le reste tout fonctionne
comme pour un code identi ant. Nous parlerons alors decontréleurs au lieu de mots de
codes, et decontrble au lieu de couverture. L'ensemble des contrdleurs qui ont egharge
un sommet x s'appelle I'étiquette de x. La gure 4.Il montre une maniére optimale de
procéder dans notre musée, utilisant trois contréleurs, adieu des cinq nécessaires pour un
code identi ant. Dans cet exemple, tout se passe en fait comm si I'on était en présence
d'un code identi ant sur un cycle de longueur 6 : on n'a pas tem compte des arétes qui
ne nous intéressaient pas.

Nous nous autorisons, dans le cas des systémes de controleplacer plusieurs contré-
leurs au méme endroit, avec des zones de contrdle di érente®n pourrait considérer qu'il
s'agit d'un seul détecteur avec plusieurs zones di érentes observer; mais un tel équipe-
ment aurait besoin de plus de bits pour transmettre ses obseations, et c'est ce nombre
de bits (un par zone) que nous prenons en compte. Considérons deuxiéme exemple, la
encore un graphe extrémal ou tous les sommets sauf un seraierécessaires pour un code
identi ant : il s'agit de I'étoile a 15 sommets K 1.14. La gure 4.111 présente pour ce graphe
un code identi ant optimal de taille 14, et un systeme de contble optimal de taille 4.

Comme pour les codes identi ants, nous étendrons les systées de contréle a l'identi -
cation a distance d'ensembles de sommets et dé nirons ainfs systemes der(  )-contrble.

4.2 Deé nitions

Dans tout le chapitre, r et * sont des entiers strictement positifs etG un graphe non
orienté connexe. Unr-controleur de G est un couple

w=(c;2Z)
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Trois zones de controle Etiquettes correspondantes

N J

Figure 4.11 Un systéme de controle optimal dansG. A gauche, les trois zones de contrdle as-
signées aux contrdleursl, 2 et 3 respectivement placés erd, e et f. A droite, le
méme systeme de contrble représenté avec les notations queus utiliserons dans
cette partie : les localisations des contrbleurd, 2 et 3 sont indiquées par des boites,
et on indique prés de chaque sommet son étiquette, c'est-&alla liste des contrd-
leurs qui le contrdlent.

b 2,3
2,3, 4
\_ \_ 1,2,31,24 -
Figure 4.111 A gauche, un code identi ant optimal (sommets noirs) sur I'étoile & 15 sommets. A

droite, un systéme de contrble optimal sur ce méme graphe, v le méme systéme
de notation que sur la gure 4.11.

ou c est un sommet deG et Z un sous-ensemble dBg(c;r). Nous disons que la -contrbleur
w est localisé en ¢, ou esten ¢, et que ¢ est le centre de contrdlede w. L'ensemble Z est
la zone de contrdle de w. Etant donné un r-contréleur w, on notera respectivementc(w)
et Z(w) le centre de contr6le et la zone de contrdle dev. Si x est un sommet deG et
X 2 Z(w), nous disons quew contrble Xx.

Si W est un ensemble ( ni) de r-contréleurs de G, nous dé nissons létiquette d'un
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sommetx de G dans W comme l'ensemble des contréleurs d&/ qui contrélent x. Nous
notons
Lw(v)=fw2W :x2 Z(w)g

cet ensemble. SIA est un ensemble de sommets d&, on pose alors

Lw(A) = [ Lw (x);
X2A

ainsi Lw(;) = ;. Un ensemble der-contréleurs W est alors dit systeme de(r; °)-
contréle de G si les étiquettesLyy (A), pour toutes les partiesA de V(G) de taille au plus
*, sont deux a deux distinctes. Comme dans le cas des codes itieants, si W est un
ensemble de contréleurs dan§, nous dirons qu'un sommetx 2 V(G) estidenti é par W
siLw (x) 6 Lw(y) pour tous lesy 2 V(G) distincts de x.

Nous notonsw; (G) la taille minimale d'un systéme de (; )-contrdle dans un graphe
G; on abrévieraw,. 1(G) en w; (G).

4.3 Premiéres propriétés
4.3.1 Lien avec les codes identi ants

Un code (; )-identiant C dans un graphe sansr °)-jumeaux G dé nit de
maniére naturelle un systéme derf  *)-contréle de G, en associant & chaque mot de code
c 2 C le contrdleur (c;Bg(c;r)). Ainsi, quel que soit le graphe sansi{ °)-jumeaux G
considére, on a l'inégalité _

w (G)  2(G):

En ceci, les systémes de contrble constituent bien une extsion des codes identi ants.

4.3.2 Existence de systemes de controles

Contrairement aux cas des codes identi ants, tout graphe adnet des systémes de
(r;  ")-contrdle pour toutes les valeurs der et . En particulier, dans tout graphe G
I'ensemble des contrbleurs de la formex; f xg) pour tous les sommetsx de G est un sys-
teme de ; )-contrble pour tousr 1 et” 1; nous appelonstrivial ce systéme de
contréle, et par extension tout systéme de contrdle conten@t autant ou plus de contréleurs
que de sommets a contrdler.

4.3.3 Lien avec les ensembles dominants

SiD est un ensemble dominant d'un grapheG, on peut aisément construire a partir de
D un systeme de (1 1)-contrble pour G : il su t de placer su samment de contrdleurs
sur chaque élémentx de D pour qu'il puisse identi er les sommets deNg[x], et tous les
sommets deG seront alors identi és. Il sut clairement de dog(k + 1) e pour identi er
par des 1-contrdleurs une étoile de taillek (comme dans le cas de la gure 4.111); nous
obtenons donc l'inégalité suivante :

X
w1 (G) dog(d(x) +2) g
x2D
ou d(x) désigne le degré du sommex. On a ainsi

w1(G) c dog( max *2)€
olu g et max sont respectivement le nombre de domination et le degré marial de G.
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4.3.4 Lien avec les codes superposeés

SiS=1S1;Sy; ;Skgest une famille de parties d'un ensembleX , nous disons queS
est une famille " -superposée si, dés quke et J sont deux parties distinctes def1;2; ;kg
de taille au plus °, on a

[i21Si 6 [j235:
SiW est un systéeme deif ")-contrble de G, alors I'ensemble des étiquetted  (X) des
sommetsx 2 V(G) est une famille "-superposée. Ces familles ont été introduites dans
[66] (sous la forme équivalente deodes™ -superposé}, et leur lien avec les codesr{ °)-
identi ants a été observé par exemple dans [53].
Le résultat suivant nous sera utile :

Théoreme 4.1 (D'yachkov, Rykov [44]). Soit s, la taille maximale d'une famille "-
superposée dans un ensemble de taile |l existe deux constantesk; et k, telles que pour
tous w et * strictement positifs on ait

kipw Sw: ke w.

4.3.5 Propriétés de monotonie

Les systemes de contrble sont beaucoup plus souples que legles identi ants, et en
particulier ils jouissent de propriétés de monotonie. En paticulier :

sir r%et> 0 un systtme de (; )-contrdle de G est un systéme de (¢ 9-
contréle de G et donc
Wr;‘ (G) WrO;‘O(G):

si G est un graphe partiel deG®alors pour tousr let® 1
Wy, (GY W (G):

Autrement dit, ajouter une aréte a un graphe ne fait que fournir de nouvelles possibilités
pour les systémes de contrdle et fait donc décroitre la tall des systémes minimaux. Ceci
rend possible I'étude de graphesmaximaux ou l'ajout de toute aréte fait strictement
décroitre le cardinal des systémes de contréle optimaux ; €t ce que nous ferons en 4.4.2.

4.3.6 Compression

On dira qu'un systéme de contrbleW d'un graphe G est compressési, pour tout
sommetx 2 V(G) et toute partie non vide A Lw (X), il existe un sommety 2 V(G) tel
queLw(y) = A.

Etant donné un systéme der-contrble deG, il est toujours possible d'obtenir un systéme
der-contrdle de G qui soit compressé et de méme taille quiV : il sut, dés gu'il existe un
sommetx 2 V(G) et une partie A non vide telle queA L (X) mais ne correspondant &
aucune étiquette, de supprimerx des zones de contréle des contrbleurs dey (x) nA. On
obtient alors un systéme de contrble pour lesquels tous lesommets ont méme étiquette
qu'avec W, sauf x ayant maintenant I'étiquette A. En répétant ce procédé, on obtient en
un nombre ni d'étapes un systéme de contrble compressé.

Si W est un systéme de -contrble compressé des, alors pour tout sommet x on a

iLw(X)j b log(jB(x;2r)j+1)c;

que l'on déduit immédiatement de la propriété de compressio. Un systéme compressé
peut donc étre utile pour l'estimation de la taille de certains systémes de contrble.
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4.3.7 Complexité algorithmique

Sans surprise, la recherche d'un systéme de (1 1)-contréle optimal dans un graphe
donné est un problemeN P -di cile. Mais nous allons un peu plus loin en prouvant un
résultat analogue au théoréme 3.2 concernant les codes ideants :

Théoréme 4.2 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Le probléeme consistant a
déterminer, étant donné un entierk et un grapheG planaire et de degré maximal au plus
3, si G admet un systéme de contrble de cardinal au plus, est NP -complet.

Notons que, pour l'instant, les casr > 1 ou ™ > 1 sont ouverts.

4.4 Bornes en fonction du nombre de sommets

4.4.1 Bornes inférieures

Pour ° = 1, la borne du théoreme 1.7 s'étend clairement au cas des d¢snes de
contréle :

Théoreme 4.3. Soient G un graphe d'ordren etr 1. Alors
dogin+1e w(G):

L'égalité est atteinte, par exemple, pour tous les graphes @ diamétre inférieur ou égal a
r. Lorsque” > 1, nous faisons appel au théoréme 4.1 pour obtenir :

Théoréme 4.4. |l existe une constante strictement positivec; telle que pourr > 0, "> 1
et tout graphe G d'ordre n on ait

2
log™

C1 logn  w; (G):

La borne inférieure du théoréme 4.1 peut, elle, étre utilisé pour construire des systémes
de (; ")-contrble de petite taille dans des graphes particuliers fjar exemple des graphes
de diamétre inférieur ar).

4.4.2 Bornes supérieures

Un code identi ant dé nissant de maniére naturelle un systéme de contrdle (voir 4.3.1),
le théoréme 1.8 prouve que dans tout graphe sansjumeaux connexe an sommets, avec
n 3, un systéme de contréle minimal est au plus de cardinah 1. On peut prouver en
fait bien mieux :

Théoréme 4.5 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Soit G un graphe connexe
d'ordre n. Alors

sin=1,w(G)=1;

sin=2oun=3,w(G)=2;

sin=4o0un=5,w(G)=3;

si n621;24g, wi(G) b Zc.

Grace a la propriété de monotonie, il sut de prouver la borne supérieure de%n dans le
cas des arbres. D'autre part, la valeurb%”c est atteinte pour tout n 62 fi; 2; 4g; nous avons
caractérisé, dans [8], les graphes qui l'atteignent. Toujors grace a la monotonie, il nous
sut de caractériser les graphes G d'ordre n tels que wy(G) = b%”c et dont le nombre
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d'arétes est maximal; tous les graphes satisfaisant exaatgent cette borne seront alors
exactement les graphes partiels connexes de ces graphes inaux.

Le résultat dépend du reste den modulo 3. Si ce reste est 0, le résultat est simple a
énoncer :

Théoréme 4.6 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, [8]). Les graphes connexe& d'ordre n
divisible par 3 tels quew1(G) = %” sont précisément les graphes partiels connexes du graphe
H construit de la maniére suivante : on considere I'union def triangles K3 disjoints,

on choisit un sommet dit point d'attache sur chaque triangleet on relie tous les points
d'attache entre eux.

La gure 4.1V représente le grapheH du théoreme ci-dessus, ainsi qu'un exemple de sous-
graphe connexe qui atteint la borne de%”; chaque triangle nécessitant au moins deux
contréleurs, il est immédiat de constater que la borne est deinte.

- A

N /

Figure 4.1V A gauche, le grapheH d'ordre 18 dont tous les graphesG d'ordre 18 atteignant
la borne wy(G) = 12 sont des graphes partiels connexes. Les sommets représenté
par des carrés sont les points d'attache des triangles. A dite, un arbre atteignant
cette borne.

Nous appelonsgadgetsles triangles qui composent le graphed du théoréme 4.6.
Lorsque n n'est pas divisible par 3, la situation se complique et de noweaux gadgets
apparaissent.

Théoréme 4.7 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Soit G un graphe connexe
dordre n =3k +2 ouk 3. Alors wi(G) = 2k + 1 si et seulement siG est un graphe
partiel connexe de lI'un des graphes suivants :
la clique d'ordre k+1, sur laguelle sont rattachés chacun par un sommek triangles
K3 ainsi qu'une aréte K, ;
la clique d'ordre k, sur laguelle sont rattachés chacun par un sommeét 1 triangles
K3 ainsi qu'une cliqueKs.

Le premier des graphes ci-dessus est donc construit a partite k + 2 gadgets, qui sont des
triangles K 3 et une aréte K,. Le deuxiéme est lui construit a partir de k + 1 gadgets, a
savoir des triangles et une cliqgueK 5. Dans chaque cas chacun des gadgets est muni d'un
seul point d'attache, et tous les points d'attaches sont dex a deux adjacents. Les deux
graphes extrémaux correspondant au cas = 20 sont représentés sur la gure 4.V.

Dans le casn 1 mod 3, de nouveaux gadgets apparaissent, certains dispagade
deux points d'attache. Aux arétes K ,, triangles K 3 et clique K 5 nous devons ajouter :
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Figure 4.V Les deux graphes maximaux d'ordre20 tels quew; = 13. Tout graphe connexe
d'ordre 20 atteignant la borne du théoreme 4.6 est un graphe partiel coexe de
I'un de ces deux graphes. Les sommets représentés par desréarsont les points
d'attache des gadgets.

Figure 4.VI Les trois gadgets d'ordre7. Les carrés indiquent les points d'attache des gadgets.

la cligue K4, qui dispose de deux points d'attache;

les trois gadgets d'ordre 7 représentés sur la gure 4.VI. les deux premiers ont un

seul points d'attache et le troisieme en a deux.
Lecasn 1 mod 3 n'est pas terminé a ce jour. Nous caractérisons dans cas les arbres
atteignant la borne (voir I'annexe D), et donnons des constuctions avec ces gadgets que
NOUS pensons su santes pour recouvrir tous les cas. Nous cggcturons :

Conjecture 4.8. Soit G un graphe connexe d'ordren =3k +1 ouk 3. Alors w1(G) =
2k + 1 si et seulement siG est un graphe partiel connexe d'un graphe construit a partir
de gadgets pour un des cas suivants :
k 1 triangles K3 et deux arétesK ,;
2 triangles K 3, une aréte K, et une cliqueKs;
3 triangles K 3 et deux cliqguesK s ;
1 triangles K 3 et une cliqueK 4 (avec deux points d'attache);
2 triangles K 3 et un gadget d'ordre7 (g. 4.VI).

x X X X

4.5 Systemes de controle dans les chaines et les cycles

Pourr =1 et *~ =1, un systtme de contrble dans la chainé®,, ne peut faire mieux
gu'un code identi ant (voir la table 1.111) :
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Théoréme 4.9 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Pour tout n 0, on a

n+1
2
Pour * = 2, nous savons que la chaind®,, admet des 2-jumeaux puisqu'elle a des sommets

de degré 1. En revanche, elle admet comme tout graphe des sgsates de (1 2)-contrdle
et nous prouvons :

Wl(Pn) =d

€l

Théoreme 4.10 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). On a wy.2 (Pn) = n pour

1 n 10et
5(n+1)e

pourn 11

La gure 4.VII présente un systéme de (3 2)-contrble de cardinal 10 dans une chaine a
11 sommets, généralisable en un systéeme de taillk Blans une chaine ak 1 sommets.
Le méme type de construction existe pour les chaines ayant autres longueurs.

/ R

1,2 2,4 4,5 1,2 2.4 4', 5
1,3 3,5 51 1,3 3,5

N /

Figure 4.VII Un systéeme de {; 2)-contrble optimal dans les chaines.

Pour les valeurs supérieures dé, nous ne pouvons faire mieux qu'utiliser un systéme
de contrdle trivial dans la chaine :

Théoréme 4.11 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Pour tout n 0 et tout
3, 0na
wi; (Pp) = n:

Nous obtenons des résultats sensiblement équivalent dansd cycles :

Théoréme 4.12 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein, annexe F). Pourtout n 1on a
n
w1 (G) = dEe:

D'autre part w12 (G) =6, et pourn 6 6 on a

Wiz (Gh) = w2 (Pn) = d%]e:

4.6 Systemes de controle dans la grille du roi

Les résultats de cette section ont été obtenus en collaboratn avec liro Honkala lors
d'un séjour doctoral a l'université de Turku, Finlande. Ce travail est encore en cours.

Nous renvoyons au chapitre 1 pour la dé nition de la grille duroi. Ce graphe est in ni
mais toutes les dé nitions données pour les sytémes de corities dans les graphes nis s'y
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généralisent sans probleme. Comme pour les codes identi &) nous nous intéressons a la
densité des systémes de contrdle plutét qu'a leur cardinal (qui sera&galement in ni). La
densité d'un systeme de contrélewW de la grille du roi est dé nie de maniére analogue a
celle d'un code identi ant (voir 1.8).

4.6.1 Identi cation des sommets

A distance 1, nous pouvons montrer que les codes identi antsont optimaux comme
systemes de (1 1)-contréle dans la grille du roi (voir le théoréme 1.10). Pus précisément :

Théoréeme 4.13 (Auger, Honkala). La densité optimale d'un systéme dé€l; 1)-contrble
dans la grille du roi est2.

La preuve de ce résultat est une adaptation de la preuve du rédtat analogue pour les
codes identi ants, issue de [40].

Quandr grandit, les systémes derf  1)-contrble deviennent rapidement bien meilleurs
gue les codes identifants, dont la densité optimale esz pour r > 1 (voir la table 1.VI).

Théoréme 4.14 (Auger, Honkala). Soit D, la densité optimale d'un systeme dér; 1)-
contrdle dans la grille du roi. On a pour toutr 1

logr dog((2r +1)?+1)e
zﬂ(1+°u» Dr (2r +1)2
et donc |
ogr.
Dy ri1 2r2’

Preuve . Pour la borne supérieure, nous utilisons le méme principe g dans la partie
4.3.3, mais a distancer : I'ensemble

C=@2r+1)z (@2r+1)Z

est tel qu'il contient un élément a distance inférieure ar de tout sommet de la grille;
autrement dit, I'union des boules de centrer centrées sur les sommets d€ couvre en-
tierement Z2. Or il sutde dog((2r + 1)? + 1) e contrbleurs au centre de chacune de ces
boules pour en identi er les (2r +1) 2 éléments. La densité deC étant par ailleurs égale a
ﬁz, nous obtenons ainsi le majorant annoncé.

Considérons maintenant > 0. Pour identi er les sommets d'une boule de centrex xé
et de rayondr e, le nombre de contréleurs nécessaire est au moins égal & I®)¢ +1) 2+1)
d'autre part ces contrbleurs sont nécéssairement centrésaths la boule de centrex et de
rayon dr + re. En pavant la grille avec des boules de ce rayon on voit donc au

log((2r +1)2+1) .
(2d1+ re+1)2 T

Ceci étant vrai pour tout > 0, un peu d'analyse permet d'établir simplement le minorant

4.6.2 Identi cation des ensembles de sommets
Résultats d'impossiblité

Comme tout graphe, la grille du roi admet des systemes de;( *)-contrble pour toutes
les valeurs der et " ; cependant il est raisonnable de penser que pour grand, quand r
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est xé, ces systémes seront tous triviaux, c'est-a-dire dedensité supérieure ou égale a
1. Nous avons commencé par le cas = 1, en nous intéressant a la question suivante :
jusqu'a quelle valeur de la grille du roi admet-elle des systémes dl; ")-contrble non
triviaux ?

Si W est un systéme de contrble d'un grapheG, nous appelonsermite un sommet
h 2 V(G) tel gu'il existe un contréleur w 2 W qui contrdle uniguement h. Remarquons
qu'il est alors inutile que tout autre contrleur contréle h, et qu'on peut ainsi supposer
que l'étiquette L (h) est un singleton. On peut aussi supposer que le centre de dodle
du contrdleur d'un ermite h est le sommeth lui-méme, ce que nous ferons désormais.

Nous avons besoin d'utiliser, pour les propriétés a venir,d notion d' ensemble couvrant
une famille de parties. SiX est un ensemble ni et F est une famille de parties deX,
un ensemble couvrantF est un sous-ensembl€ de X tel que, pour tout F 2 F, on ait
F\ C 6 ;. Cette notion généralise celle d'ensemble de sommets coant un ensemble
d'arétes, ou d'ensemble dominant un graphe.

Supposonsr xé. Soient G un graphe, X un sommet deG et wi;wp;  ;wg desr-
contréleurs deG. Nous notons

x(fwi;wa;  wiQ)

le nombre minimal de sommetsdistincts de x nécessaires pour couvrir I'ensemble des
parties

fZzw):1 i kg
Clairement, on a 4(fwy;wye;  wgg) < +1 si et seulement si les contréleursw;, pour
1 i k, contrblent x et au moins un autre sommet.

Nous pouvons alors énoncer un lemme qui nous sera utile :

Lemme 4.15. Soit W un systéeme de(r; ")-contrle dans un grapheG. Alors pour tout
x 2 V(G), si x nest pas un ermite, on a

x(Lw(x)) -~
et en particulier on a jB(x; 2r)j ~+1.

Preuve. Six n'est pas un ermite, alors on a x(Lw(x)) < +1 :soit A V(G) nfxg
couvrant Ly (x) et de taille minimale. Par dé nition, tout contréleur w 2 L (x) controle
un élément deA ;onadoncLw(x) Lw(A)etainsiLw (A)= Lw(A[f xg); ceciimplique
quejAj+1>".

Remarquons maintenant que tous les contréleurs de& ont leur centre dansBg(X;r),
et donc que leur zone de contréle est incluse darBg (X; 2r). Ainsi Bg(X; 2r) nfxg couvre
Lw (x) et est donc de cardinal au moins'.

Ce lemme implique, par exemple, que dans un graphe de degré wimal , tous les
systtmes de (1 )-contrdle avec™ > 2 sont triviaux. Pour la grille du roi, nous obtenons
une borne plus ne :

Théoréme 4.16 (Auger, Honkala). Pour = 6, tous les systemes d€l; °)-contrdle
dans la grille du roi ont une densité supérieure ou égale &

Preuve. Soit™ 6 etW unsystémede (1 )-contrble dans la grille du roi. Considérons
qu'un contréleur (c;Z) confére un poids dejzij a chaque sommet deZ ; le poids d'un
sommet étant alors la somme des poids qui lui sont conférés pahacun des contrbleurs
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Figure 4.VIII Motif M utilisé pour créer un systéeme de(1; 4)-contrdle, composé des cing
sommets noirs.

qui le contrélent. Il sut alors, pour prouver qu'un systtme de contrble a une densité
supérieure ou égale a 1, de montrer que tous les sommets ont goids supérieur ou égal
al.

Considérons d'abord un sommetx tel que jLyw (v)j = 1; alors, puisque ™ > 1 le contrb-
leur qui contréle x ne peut contrdler d'autre sommet (ainsix est un ermite). Ce contrbleur
confére donc un poids de 1 . D'aprés le lemme 4.15, sk n'est pas un ermite alors nous
devons avoirjLw (x)j] =~ 6.

Supposons qugLw (x)j 9 : alors le poids dex est au moins égal a 9 % =1.
Supposons maintenantjLy (X)j = 8, et posons

Lw(x) = fwy;wy;  ;weQ:

Si trois de ces contrbleurs, sans perte de généralitdé;, w, et wz contrblent un méme
sommet distinct de x, alors y(fwi;wy;wsg) = 1 et donc 4 (f wa; Ws; We; W7; WgQ) 5.
Les cing contréleurs w; pour 4 i 8 doivent donc avoir des zones de contréle ne
s'intersectant deux a deux qu'enx; ces cing zones sont incluses dans la boul(x; 2),
de cardinal 25. Etant disjointes, & part en x, elles conférent ax un poids minimum de

5 l—fg = %. Les contréleurswy;w, et wg, quant a eux, conférent ax un poids d'au
5
minimum 3 1 = 1. Le poids dex est donc au moins22 + % > 1.

Si, en dehors dex, trois des huit contrdleurs ne contrélent jamais un méme sommet,
alors les éléments deB (x; 2) n fxg appartiennent a au plus deux zones de contréles ; ainsi
la taille moyenne de ces zones de contrble est d'au plus 1% = 7, d'ou un poids d'au
moins & pour x.

Supposons maintenant quejLw (X)j = 7. Parmi ces sept contrbleurs, cing au moins
doivent avoir des zones de contréle deux & deux disjointes erehors dex, de fagon a avoir

x(Lw(x)) 6. Ces cing contrdleurs conférent & un poids d'au moins g—g, et les deux
autres un poids d'au moinsZ, d'otl un poids supérieur & 1 pourx.

Enn, si jLw(x)j =6, les six zones de contrble doivent étre disjointes en dehs de x et

ainsi le poids dex est d'au moins 6 ﬁ =8> 1
6

Une construction pour " =4

Proposons maintenant une construction qui prouve qu'il exste des systemes de (1 4)-
contréle de densité strictement inférieure a 1 dans la gritk du roi. Notre construction utilise
le motif M représenté sur la gure 4.VIII. Notons fmy;  ;msg les sommets deM dans
un ordre indi érent; rappelons ce ces sommets sont des élémes de Z2. Notre motif M a
la propriété suivante :
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Proprieté 4.17. Les di érences m; m;, ou les entiersi etj sont tels quel <] 5
sont deux a deux distinctes.

Cette propriété nous permet de prouver :

Théoréme 4.18. Si C est un ensemble de sommets dg tels que deux sommets distincts
X ety nappartenant pas aC sont au moins a distance5, alors I'ensemble de contréleurs

W = f(c;c+ M):c2Cg
est un systeme dd1; 4)-contréle de G.

Un tel ensembleC avec une densité optimale est par exemple
Z2n(52z 52)

qui nous fournit un systéme de contrdle de densit% < 1.

Preuve. L'intérét de la propriété 4.17 est qu'elle assure que si lesosnmets x et y sont
distincts, alors (x + M)\ (y + M) contient au plus un sommet. Soit C comme dans
I'énoncé; on remarque de plus que pour tout sommek, I'ensemblex M contient au
plus un élément deC. Par conséquent, I'étiquette Ly (x) de tout sommet x est de taille
au moins 4.

Soient X et Y deux ensembles distincts de sommets de taille au plus 4 et pugons
queLw(X) 6 Lw(Y); c'est clairement le cas siY est vide. Supposons don& non vide,
et aussi dans un premier temps qugXj < 4. Soity 2 Y ; puisque pour tout x 2 X on
ajLw()\ Lw(y)j 1, on en déduit qu'il existe au moins un sommet delLw (y) qui
n‘appartient pas a Lw (X). Ona doncLw(Y) 6 Lw(X).

Nous pouvons ainsi supposer quéLw (X)j = jLw(Y)j = 4. Il existe alors un sommet
X1 2 X nY etun sommety; 2 Y nX. Si jamais nous avionsjLy (X1)j =5, alors par un
argument similaire au précédent nous ne pourrions avoib w (x1) Lw(Y), etinversement
sijLw (Y1)j = 5. On peut donc supposer que

jLw (x1)j = jLw (y1)j = 4:

Si ces deux étiquettes ne sont pas de cardinal 5, c'est gu'ilxeste deux sommets de la
forme x; + my et y; + my, ol my; et my, sont dans M, qui n'appartiennent pas a C. Si
ces sommets sont distincts, alorglg(x1 + my;y1 + my) 5, et doncdg(x1;y1) 3 dou
Lw(x1)\ Lw(y2) = ;. Mais alorsLw(x1) Lw(Y nfy;g) et nous pouvons appliquer le
méme argument que précédemment.

Si jamais x1 + my = y; + my, alors l'intersection dex; M ety; M est précisément
réduite a ce sommet. On a dond-w (X1) \ Lw(y1) = ;, et encore une fois le méme argu-
ment implique qu'il est impossible d'avoir Ly (X1)  Lw(Y).

Plus généralement, on peut prouver le résultat suivant, ot 'hypothése dedi érences dis-
tinctes est la généralisation de la propriété 4.17.

Théoreme 4.19 (Auger, Honkala). Soit ° 2etM = fmq;my; ;M-41 g UN sous-
ensemble de la boule de rayon et de centre 0 de la grille du roi, ayant des di érences
distinctes. Alors il existe un systeme de(r; ")-contrble dans la grille de densité

1

D=1 ——
(4r +1)2

ou toutes les zones de contrdle sont de la forme+ M pour un sommetx.
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Le cas’ =5 est pour l'instant encore ouvert, car nous ne disposons nd'une construction,

ni d'une preuve d'inexistence, d'un systéme de (L 5)-contrble non trivial dans la grille
du roi.



Deuxieme partie

Puissances de graphes

50
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Dans les deux parties précédentes, nous avons utilisé la noh de puissanceG" d'un
graphe G a n de nous ramener, de I'étude des codesr( °)-identi ants ou des systémes
de (; )-contréle dans G pour r > 1, a I'étude des codes (1 “)-identi ants ou des
systemes de (1 )-contr6le dans G'. Les puissances de graphes nous permettent donc
d'intégrer les di cultés liées aux calculs de distances au gaphe considéré et de se focaliser
sur I'étude des codes ou systémes. lls permettent ainsi degnsposer de nombreux résultats,
établis dans le cag =1, au cas général our est quelconque, simplement en les appliquant
aG" au lieu de G.

Au-dela de cet aspect pratique, les graphes qui sont des p@ignces jouissent de certaines
propriétés combinatoires intéressantes. Citons par exenip le résultat suivant, di a H.
Fleischner, dont il existe plusieurs variantes :

Théoréeme 4.20 (Fleischner [47]) Le carré d'un graphe 2-connexe admet un cycle hamil-
tonien.

Nous présenterons dans cette partie nos di érents résultat concernant les puissances de
graphes. Le chapitre 5 expose des résultats de type extrémahous étudions quelles con -
gurations présentent un nombre d'arétes maximum ou minimumpour certaines propriétés
liées aux puissances. Le chapitre 6 présentera des résubatlgorithmiques et combinatoires
liés plus particulierement a la notion de carré d'un graphe.

Rappelons la dé nition de la puissancer-iéme d'un graphe non orientéG adoptée ici :
c'est le grapheG', dont I'ensemble des sommets est le méme que celui @ et tel que
deux sommets distinctsx et y sont reliés par une aréte dansG" si et seulement si leur
distance dg(x;y) dans G véri e

de(x;y) r
Notons que le diamétre deG peut étre interprété comme le plus petit entier r tel que
toutes les composantes connexes de" soient des graphes complets. A titre d'exemple, la
gure 4.1X présente les di érentes puissances d'un graphe.

Remarquons queG! = G et qu'on dispose des relations habituelles justi ant la notation
exponentielle : G%)! = Gt pour tous les entiers naturels non nulss et t. PuisqueV (G) =
V(G"), les arétes deG sont des arétes deG' lorsquer 1 : ainsi G est un graphe partiel
de G'. Plus généralement,G® est un sous-graphe partiel couvrant deG! sis t.

- Va N
b
/‘1 h b b b b
N G JAN G? Y,
- N N
o N

\_ G3 AN G’ pourr 4 (isomorphe aKg) )

Figure 4.I1X Un graphe G et ses puissance§?, G3 et G" pourr 4.

Si H est un graphe tel queH" = G, on dit que H est une raciner-ieme deG ; dans
le casr = 2, on parle de carré et de racines carrées. Deux racines-iemes distinctes
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Hi et H, d'un graphe G (pour la méme valeur der) seront appeléescoracines Deux
coracines étant dé nies sur le méme ensemble de sommets g on pourra par exemple
considérer des opérations ensemblistes telles qigH 1) \ E(H>2). Dans toute cette partie,
et particulierement dans le chapitre 6, il faut garder a I'erit que l'on travaille sur un
ensemble de sommets xé et pas aisomorphisme preés : deux coiaesH 1 et H, d'un graphe
G, méme si elles sont isomorphes, seront considérées comms dacines distinctes dés lors
que E(H1) 6 E(Hy). Par exemple, la gure 4.X représente le graphe hyperoctadral
d'ordre 6, qui admet quatre racines carrées, toutes isomoipes a un cycleG.

4 ) 4 N\

- >

_ Y, __ Y,

Figure 4.X Le graphe hyperocatédral d'ordre6 et ses4 racines carrées isomorphes.
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5.1 Introduction

Considérons un réseau social, comme les résedeacebook Twitter ou MSN. Supposons
gu'a un instant donné, chaque personne ajoute comme amis leamis de ses amis : alors
un certain nombre de nouvelles amitiés (connexions) vont seréer dans le réseau. Peut-on
évaluer le nombre minimal de connexions qui seront créées; le nombre minimal d'amitiés
qui existeront au nal ? Quels sont les cas extrémaux ? On peubussi répéter l'opération
plusieurs fois avant d'envisager ces questions.

Ces di érents problémes se formulent naturellement en ternes de puissances de graphes.
Voici précisément ce que nous nous proposons d'étudier :

Questions

(D Quelle est la taille maximale d'un graphe G d'ordre n de diamétred?

(I) Quelle est la taille minimale de la puissancer-ieme d'un grapheG connexe d'ordre
n?

(111) Etant donné un graphe connexe G d'ordre n et de diamétred > r, quelle est la
valeur minimale de
JE(GY | E(G)i;
autremement dit combien d'arétes sont ajoutées au minimum gand on passe des
a sa puissance -ieme ?

Dans chaque cas, nous cherchons la liste exhaustive des ghags réalisant I'extremum. Nous
envisagerons ensuite, dans la section 5.4, ces questionsndde cas des graphes orientés.

5.2 Etat des lieux

Un théoréme d'Ore donne la réponse a la question (1) :

53
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Théoréeme 5.1 (Ore [79]). Soit G un graphe d'ordre n et de diamétred 2. Alors la
taille de G vérie
n(n 1)
2

JIE(G)] b(n;d 1) 1

ou ;
b(n;r)=(r L(n 1 5):

Autrement dit, quel que soit r 1, sile nombre d'arétes qui manquent a un graphe d'ordre
n pour étre complet est inférieur ou égal ab(n;r), alors son diamétre est au plusr, i.e.
G'" est complet. Ore caractérise aussi les graphes réalisanggjalité dans le théoréme 5.1,
c'est-a-dire les graphes de diamétre xé ayant le plus d'ares possible. Nous retrouvons
ce résultat comme conséquence de notre réponse a la questi@h), mais il peut étre
intéressant de considérer dés maintenant ces graphes extn@ux. Pour cela, nous appelons
chaine de cliques de longueu et notons (Wo; W1;  ;Wq) un graphe G (voir g. 5.1) tel
que :

les ensemblesWg; W1; , Wq forment une partition de V(G);
pourtout i vériant0 i g 1le grapheG[W;[ Wi.1] est une clique;
si i+1<j,ilnya aucune aréte entreW; et W;.

On peut construire toute chaine de cliques de longueuq en partant d'une chaine de
longueur g et en remplacant chaque sommet par une clique, reliant entreeux tous les
sommets de deux cligues correspondant a des sommets inihent adjacents. Le diamétre
d'une telle chaine de clique est égal &.

[toutes les aréteq \

Figure 5.1 Une chaine de cliques, cas non orienté

Avec ce vocabulaire, les graphes extrémaux correspondantla question (I) sont aisé-
ment décrits. Il convient de distinguer les graphesdiameétre-critiques, pour lesquels I'ajout
de toute aréte diminuerait strictement le diamétre, et les gaphes maximum diamétre-
critiques, qui de plus ont le nombre maximum d'arétes possible (et qui @nt précisément
ceux qui nous intéressent dans le cadre de la question (1)) :

Théoréme 5.2 (Ore [79]). Pourtout d 2, un graphe de diamétred est diametre-critique
si et seulement s'il est une chaine de cliques de longuedr et est maximum diamétre-
critique si et seulement s'il est une chaine de cliques de Igoeur d ou toutes les cliques
sont réduites a un seul sommet, sauf éventuellement deuxduies consécutives ne pouvant
se trouver aux extrémités de la chaine de cliques.
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4 )

=0 & &

N J

Figure 5.11 Un graphe maximum diametre-critique all sommets et de diamétred = 7.

La gure 5.1l illustre ce théoréme en présentant un exemple & graphe maximum diamétre-
critique de diamétre 7 a 11 sommets. On pourra Véri er que ce @phe comporte 19 arétes,
et que la borne du théoréme 5.2 vaut

11 10 6
11 1 ;) 1=19:
5 5 ( 2) 9

Passons maintenant a la question (Il). La réponse a cette qustion est également
connue, mais nous prouverons que les chaines sont les seutaphes réalisant I'égalité.
Le théoréme suivant est cité dans le livre de F. Buckley et F. Hrary ([22]) comme corol-
laire d'un résultat non publié de M.O. Albertson, D. Berman et F. Buckley. Le casr =2
y est attribué a M. Capobianco.

Théoreme 5.3 (Albertson, Berman, Buckley, Capobianco, Harary [22]) Soitr 1letG
un graphe connexe d'ordren. Alors

((r+1)
o3,

La question (I1l), quant a elle, n'a été abordé que dans le caparticulier r =2 :

JE(G"j nr

Théoréme 5.4 (Aingworth, Motwani, Harary [1]) . Si G est un graphe d'ordren et de
diameétre au moins 3, alors

E(G?) jE(G)j n 2

Les auteurs prouvent que I'égalité est possible, mais ne cactérisent pas les graphes réa-
lisant le maximum, ce que nous ferons.

5.3 Nouveaux résultats dans le cas non orienté

La question (1), comme précisé ci-avant, a été entierementésolue par Ore ([79]). Pour
la question (I1), nous avons caractérisé les graphes réafiat I'extremum, complétant ainsi
le théoréme 5.3 :

Théoréme 5.5 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [11] & appendice H). Soitr letG
un graphe connexe d'ordren 1 et de diamétred < r . Alors
. . +1
jE(Gr)j =nr %

si et seulement siG est une chaine.
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Ce résultat est aussi une conséquence du théoréme 5.6, qupoid a la question (I1). Le
Vvoici :

Théoréme 5.6 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [11] & appendice H). Soitr 1. Si G
est un graphe connexe d'ordren et de diamétre au moinsr + 1, alors

JE(GN)] | E(G)] bn;r);

ou
"

b(n;r)=(r L(n 1 E):

Si G" n'est pas complet alorsG gagne donc au moinsh(n;r) arétes lorsqu'il est élevé
a la puissancer, et donc le nombre d'arétes qui manquent aG pour étre complet est
strictement supérieur ab(n;r). On retrouve ainsi le théoréme 5.1.

Décrivons maintenant les graphes pour lesquels il y a égaét en termes de chaines de
cliques (cf. section 5.2).

Théoréme 5.7 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [11] & appendice H). Les seuls graphes
realisant I'égalité dans le théoreme 5.6 sont les chaines ddiques (Wo; W1;  ;Wg) ap-
partenant a I'un des types suivants :
type 1: q=r+1 etil existe au plus deux entierg tels quejWw;j > 1, qui doivent
alors étre consécutifs.
type 2: g r+letjWj=1desque2 i q 2;deplussig=r+1 alors
jWij=1 etjWq 1j=1,etsiq=r+2 alorsjW1j =1 ou jWq 4j = 1.

Notons que le théoréme 5.5 est une conséquence immédiate deéoremes 5.6 et 5.7,
car on véri e que
r(r+1)

5
Ainsi, un graphe réalisant I'extremum du théoréme 5.5 est néessairement une chaine de
cligues ayant exactementn 1 arétes, et ne peut donc étre qu'une chaine.

Les graphes décrits dans le théoréme 5.7 sont aisément congravec une description
conditionnelle : ce sont les chaines de cliquef\p; W1; ;Wg) avecq r+1 telles qu'un
sommet d'une cliqueW; vériant jW;j 2 admette dans le graphe exactement un sommet
a distancek pour tout k vériant2 k r.

Parmi les graphes de type 1, on retrouve les graphes maximumiametre-critiques
évoqués dans la section précédente (théoreme 5.2, voir la. .11 pour un exemple) puisqu'il
leur manque exactementh(n;r) + 1 arétes pour étres complets et qu'il ne manque qu'une
seule aréte a leur puissance-iéme pour étre un graphe complet. A ces graphes s'ajoutent
ceux de type 1 ayant une clique comportant plus d'un sommet suune cligue extréme
(voir un exemple sur la gure 5.111), ainsi que ceux de type 2. Les di érentes possibilités
pour les graphes de type 2 sont illustrées sur la gure 5.1V. Mtons que les deux types ne
sont pas exclusifs.

n 1+b(n;r)=nr

5.4 Nouveaux résultats dans le cas orienté

Dans le cas orienté, nous avons établi des résultats simila@s. Les preuves sont cepen-
dant plus complexes; en e et, les notions de connexité dansrugraphe orienté sont plus
subtiles que dans le cas non orienté. En particulier, I'nypthése qui nous permet ici de
généraliser nos résultats est celle de forte connexité.
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/

o

Figure 5.111 Un graphe de type 1 all sommets pourr = 6 (diamétre r + 1), qui n'est pas
maximum diamétre-critique.

Figure 5.1V Di érents graphes de type 2, dans le cas =6.

Nous appelonsclique orientéedans un graphe orientéD un sous-ensemble de sommets
K de D tel que, pour tous x et y distincts dans K, les arcs &;y) et (y;x) soient dans
A(D). Si V(D) est une clique orientée, on dira queD est un graphe orienté complet

Nous adaptons la notion de chaine de cligues du cas non orignt(voir section 5.3)
en la notion de chemin de cliques: un chemin de cliques de longueulq également noté
(Wo; W1; ;W) est un graphe orienteD (voir g. 5.V) tel que :

les ensemblesWq; W1; , Wq forment une partition de V(D);
pourtout i vériantO0 i g 1,six2 W,;ety2 W, alors (x;y) 2 A(D);
pour tous les entiersi etj veriant0 i j @,six2 W, ety 2 W; sont distincts

alors (y;x) 2 A(D);

il n'y a aucun arc de W; versW; sij>i +1.
Un chemin de cliques est donc une suite de cliques orientéeglle que tous les sommets
d'une clique soient reliés aux sommets de la suivante, et tkd qu'on ait tous les arcs
retour, c'est-a-dire tous les arcs des sommets d'une cliqu&; vers les sommets des cliques
W; lorsquej >i . Notons qu'un chemin de cliques est bien évidemment un grapghorienté
fortement connexe.
L'analogue du théoreme 5.5 dans le cas orienté est d0 a A. Ghda-Houri. Nous caracté-
risons dans l'article [10] (appendice ) les graphes atteigant I'extremum.
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\ [ tous les arcs de droite a gauche ] J

Figure 5.V Un chemin de cliques

Théoréme 5.8 (Ghouila-Houri [51]). Soit D un graphe orienté fortement connexe d'ordre
n et de taille m. Alors diam(D) n 1sin m W et sinon

r
. 1 17
diam(D) b n+ 5 2m n2 n+ 7C

Nous prouvons aussi l'analogue des théoremes 5.6 et 5.7 ddescas orienté. On a premie-
rement la borne :

Théoréme 5.9 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [10] & appendice I). Soitr 1. Si D
est un graphe orienté fortement connexe, d'ordren et de diamétre au moinsd > r , alors

JADN] | A(G)] b(n;r);

ou ;
bn;r)=(r 1)(n 1 5):

Voici les graphes extrémaux (plus simplement décrits a l'ale du cas non orienté) :

Théoréeme 5.10 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [10] & appendice I). Les graphes orien-
tés réalisant I'extremum dans le théoreme 5.9 sont obtenusgorenant une chaine de cliques
(Wo; W1; ;W) satisfaisant les conditions du théoréme 5.7 (pour la méme Veur de r)
et en considérant le chemin de cliques correspondarfiWg; W1;  ; Wy).
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6.1 Introduction et état des lieux

Nous revenons au graphes non orientés dans ce chapitre. Latiom de coder -identi ant
nous ayant naturellement amenés a celle de puissances de ghas et a I'étude de résultats
extrémaux les concernant (chapitre 5), on ne peut maintenans'empécher de se poser les
guestions suivantes :

(I) Un graphe peut-il admettre plusieurs racines r-iémes distinctes ? Quel est leur
nombre ? Quelles sont alors les relations entre ces racines ?

(I) Existe-t-il un algorithme e cace permettant de déterm iner si un graphe donnéG
est une puissance d'un autre graphe ?

Plus généralement, on peut se poser les mémes questions qdaon impose aux racines
d'appartenir a une classe de graphes xée. Le cas = 2 est déja non trivial. Présentons
guelques-uns des résultats déja connus sur les carrés et iraes carrées de graphes lorsque
nous avons commencé cette étude. Un des premiers résultatslgiés, a notre connaissance,
est le suivant :

Théoreme 6.1 (Ross, Harary [85]) Un graphe admet, a isomorphisme prés, au plus une
racine carrée dans la classe des arbres.

Nous allons étendre ce résultat en montrant qu'en fait, & quigues exceptions pres, un
graphe admet au plus une racine carrée dans une classe cordsh strictement celle des
arbres, et ceen tant que graphe partiel ce qui est plus restrictif qu'a isomorphisme prés
(théoréme 6.5). D'autre part, il existe ([72]) un algorithme de complexité linéaire d( a Lin
et Skienna permettant de savoir si un graphe est le carré d'uarbre et de déterminer, le cas
échant, cette racine carrée. Dans le cas général, les carrds graphes ont été caractérisés :

59
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Théoréeme 6.2 (Mukhopadhyay [78]). Un graphe G d'ordre n, avec
V(G) = fvi;vz; ;g

est un carré si et seulement s'il existe des ensembles de soetm

KKz, 5 Kn
véri ant :
1. quelque soitl i n,onav;2K;;
2. quel que soitl i n, le grapheG|K;] est une clique;
3. quelsque soient i netl j n,onavyv 2K; sietseulementsiv; 2 K;;

4. enn E(G)= [ L, E(K)).

Malheureusement, on peut aisément se rendre compte que cettaractérisation ne conduit
pas a un algorithme e cace pour reconnaitre les carrés de ggehes. Et en e et, on a le
résultat suivant :

Théoréme 6.3 (Motwani, Sudan [77]). Le probléme de décision consistant a déterminer
si un graphe donné est un carré esh P -complet.

La reconnaissance des carrés de graphes quelconques estaddicile, alors que la recon-
naissance des carrés d'arbres peut se faire en temps linéaiil existe aussi un résultat de
Lau s'intéressant a la classe des graphes bipartis (qui étena classe des arbres), stipulant
qu'on peut reconnaitre les carrés de graphes bipartis en teps polynomial ([71]).

6.2 Reésultats algorithmiques

Une autre facon d'étendre les résultats connus pour la recaraissance des carrés d'arbres
est de considérer la classe des graphes ayant une maille au im0k, I'entier k étant xé
(les arbres pouvant étre considérés comme ayant une maillen hie, c'est-a-dire n'ayant
aucun cycle). Nous noteronsG, cette classe. Les valeurs qui vont particulierement nous
intéresser sontk = 6 et k = 7. Nous allons voir que les résultats connus pour la classeed
arbres s'étendent pour la classé>; ; pour G, les choses se compliquent nettement.

Nous renvoyons a l'article ([12] , appendice J) pour les déits, en nous contentant ici
de citer le principal résultat de nature algorithmique :

Théoréme 6.4 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Il existe un algo-
rithme polynomial qui détermine si un graphe donné admet descines carrées dansG; et,
le cas échant, calcule la liste de ses racines. Cet algoritterfonctionne en tempsO(n? 2;,)
dans le pire des cas, otn et i, sont respectivement l'ordre et le degré minimal du graphe
constituant l'instance.

Cet algorithme peut étre amélioré pour étre plus rapide dansG;. En revanche, la recon-
naissance des carrés de graphes & reste un probléme ouvert; nous conjecturons que ce
probléme estN P -complet.
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6.3 Multiplicité des racines carrées

6.3.1 Unicité des racines de maille au moins 7

Le théoréme 6.1 stipule que les racines carrées d'un graphaligappartiennent a la
classe des arbres sont toutes isomorphes. Nous avons étenckurésultat :

Théoreme 6.5 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Les seuls graphes
admettant strictement plus d'une racine carrée dans la clese G; (en tant que graphes
partiels) sont :
les graphes complets;;
les graphes formés en considérant deux graphes complets tidlle au moins 3 parta-
geant une unique aréte (voir g. 6.1).
De plus, les racines carrées dan€s; de ces graphes sont isomorphes.

On peut facilement se rendre compte que les racines carrées graphe completK, ap-
partenant a G; sont les n étoiles centrées sur les di érents sommets du graphe. Quant
au deuxieéme type de graphe exceptionnel, ses racines carséappartenant a G; sont au
nombre de deux, du type de celles qui sont représentées sur lgure 6.1. Notons que dans
chaque cas, les racines carrées sont des arbres. Les autreapdes, en particulier tous les
graphes de rayon au moins 2, admettent au plus une racine cate dansG;.

4 N

H
Vi

Figure 6.1 Le deuxiéme type de graphe exceptionnel du théoréme 6.5, simue ses deux racines
carrées dansG;

6.3.2 Deux familles de graphes

Si les racines carrées dan&; sont en général uniques, a lI'opposé un graphe peut avoir
de nombreuses racines danGs, qui seront cependant isomorphes. Dans ce paragraphe nous
allons présenter de tels graphes. L'exemple fondamental eselui du graphe hyperoctaédral
d'ordre 6, que I'on préférera ici voir comme le carré d'un cyte : celui-ci admet exactement
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4 racines carrées distinctes danss, toutes isomorphes a un cycle de longueur 6 (voir la

gure 4.X).
v )
V4
\ Vg Vg /
Figure 6.11 un cycle v1V,V3VaVsVevy de longueur6 et une de ses coracines’;VaVoVaVeVsVs .

Sur la gure 6.11, nous avons superposé deux coracines de ceagphe. On peut remarquer
gu'un isomorphisme simple échange les deux coracines : ddgpplication qui échange v,
avecvs et vs avecvg, tout en laissant stablesv; et v4. Remarquons également que les deux
paires de sommets échangés par cet isomorphisme correspentlaux deux arétesvovs et
VsVg qui sont les seules a appartenir aux deux cycles. Cette sitti@n est en fait tout a fait
générale. Nous avons prouveé :

Théoreme 6.6 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Soit G un graphe
admettant deux racines carrées distinctedH; et H, dans Gs. Alors les arétes appartenant
aE(H1)\ E(H») forment un couplage dansG et l'application qui échange deux a deux les
sommets des arétes de ce couplage et laisse stables les awmmmets est un isomorphisme
deHq sur Hs.

En particulier, si un graphe admet plusieurs racines dansz;, elles sont toutes isomorphes.
En fait, on peut aller plus loin et caractériser exactememenhce type de couplage dans les
racines. Précisément :

Théoreme 6.7 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Soit G un graphe
admettant une racine carréeH; 2 Gg et soit D  E(G) un ensemble d'arétes dé&s. Alors
il existe une racine carréeH, 2 Gg, distincte de H; et telle queD = E(H;)\ E(H>) si et
seulement siD véri e les conditions suivantes :

() D est un couplage de&5;
(i) si e2 E(H1) nD, alors e est adajcente a une unique aréte appartenant 8 ;

(i) si abcdX® est une chaine dand, avecab2 D et a%’2 D, alors il existe un sommet
 tel que abcdbt’a forme un cycle de longueurs dans H 1.

Ces conditions donnent aux graphes admettant plusieurs rdnes carrées distinctes
dans Gs une structure treés particuliere. Nous présentons un exem@, plus complexe gu'un
simple cycle, sur la gure 6.111. Il s'agit d'un graphe appartenant a Gs, ainsi qu'une de ses
coracines.

Ce graphe admet en fait 4 coracines (toujours dan§s), ce qui porte a 5 le nombre de
racines dansGs de son carré. Ce type de graphe peut en fait étre généralisé da facon
suivante : considérons, pour un choix dea 2 etb 2 les ensemble®\ et B des parties
ayant respectivementa et b éléments parmi lesa+ b 1 éléments

1,2 a+b 1
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Figure 6.111 Deux coracines (I'une en noir et l'autre en pointillés). On passe d'un graphe a
l'autre par échange des sommets sur chacune de leurs troiséaes communes.

(si a = b, les ensemblesA et B sont deux copies disjointes du méme ensemble). Etant
donnésA 2 A et B 2 B, les ensembleA et B ont au moins un élément en commun. On

dé nit alors un graphe R sur I'ensemble de sommetA [B , en le munissant des arétes
de la forme AB pour tous A 2 A et B 2 B tels quejA\ Bj = 1. Les deux graphes de la

gure 6.111 sont en fait isomorphes & R 2.3 comme on peut s'en apercevoir sur la gure 6.1V

(et le cycle de longueur 6 était isomorphe & 2.2). En considérant I'ensemble des arétes de
la forme AB avecA\ B = fig, oui est xé, on obtient un couplage correspondant a une

coracine de ce graphe.

Figure 6.1V Le grapheR.3. Sur les arétes sont indiquées les étiquettes, correspontaa I'in-
tersection des deux extrémités. L'ensemble des arétes ayame étiquette donnée
forme un couplage correspondant & une coracine dR ».3.

On montre, plus généralement :
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Théoréeme 6.8 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Pour tousa 2
etb 2, le grapheR,p admet exactementa+ b racines carrées dansGs.

Il existe une autre famille de graphes, les grapheR ; pour a 3, qui sont dé nis d'une
facon analogue et jouissent de propriétés similaires.

6.3.3 Deécomposition et borne sur la multiplicité

On peut montrer, réciproguement, que les deux familles de gphes que nous avons dé-
nies, les famillesfR a.p0a:p 2 €t fR a0a 3, Sont les briques de base permettant de construire
des graphes de5 admettant de nombreuses coracines. Voici précisément le saltat :

Théoréme 6.9 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Soit Hg 2 Gg un
graphe connexe admettant exactemement coracines H1;H,;  H, dansGs, our 3.
Soit ( )
r
D = E(Hp)\ E(H))
i=1
Alors les composantes connexes du graphi® (Ho); D) sont :
soit des sommets isolés;
soit des étoiles ar +1 sommets;
soit isomorphes a Rar+1 o pour un atelque2 a r 1;
soit isomorphes a R« (si r est impair).
De plus, siHg nest pas une étoile, on rencontre au moins un des deux derm cas.

De ce résultat, nous déduisons la borne suivante :

Théoréme 6.10 (Auger, Charon, Hudry, Lobstein [12] & appendice J). Un graphe connexe
d'ordre n qui nest pas un graphe complet admet au plus
r

1 1
r(n)= z+ —+2n
(n) 2 4
racines carrées dansGs. Sin 11, alors G admet exactementr (n) racines carrées dans

G si et seulementr (n) est entier et G est isomorphe au caré deRy(n) 2.

Par exemple, le graphe R27)? est celui qui posséde le plus de racines carrées da@s
parmi tous les graphes non complets a 36 sommets, a savoir 9.
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Maximum Independent Set,
Radius and Diameter
In Twin-Free Graphs

David Auger 1, Iréne Charon 1,
liro Honkala 2, Olivier Hudry 1, Antoine Lobstein 3
f david.auger, irene.charon, olivier.hudry, antoine.lobs teing@telecom-paristech.fr, honkala@utu.

Abstract

Consider a connected, undirected grapt = (V;E) and an integerr 1 for any vertexv 2 V,
let B, (v) denote the ball of radiusr centred at v, i.e., the set of all vertices linked tov by a path
consisting of at mostr edges. If for all verticesv 2 V, the setsB, (v) are di erent, then we say
that G is r-twin-free.

In r-twin-free graphs, we prolong the study of the extremal valies that can be achieved by the
main classical parameters in graph theory, and investigatéere the number of edges, the minimum
degree, the size of a maximum independent set, as well as rai and diameter.

Keywords : Graph theory, identifying code, twins, twin-free graph, id enti able graph, minimum degree,
maximum independent set, maximum stable set, radius, diameter.
2000 Mathematics Subject Classi cation : 05C99, 05C35.

1. Institut TELECOM - TELECOM ParisTech & Centre National de la Recherche Scienti que - LTCI
UMR 5141, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France

2. Department of Mathematics, University of Turku, 20014 Tu rku, Finland. The third author's research
is supported by the Academy of Finland under grant 210280.

3. Centre National de la Recherche Scienti que - LTCI UMR 514 1 & Institut TELECOM - TELECOM
ParisTech, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France

66



A.1 Introduction 67

A.1 Introduction

A.1.1 De nitions and notation

Given an integerr 1 and a graphG = (V; E) which is connected, undirected and
nite, we de ne B (v), the ball of radiusr centred atv 2 V, by

Br(v)=fx2V:d(x;v) rg;

where d(x; v) denotes the number of edges in any shortest path between and x.
Wheneverd(x;v) r, we say that x and v r-cover each other (or simply cover if there
is no ambiguity). A set X V covers a setY V if every vertex in Y is covered by at
least one vertex inX .
Two distinct vertices vi1;Vv, 2 V such that B, (v1) = B, (v2) are called r-twins or twins.
If G has nor-twins, that is, if

8vi;vo 2 V with v 6 vy; B;(v1) 6 B (v2); (A.2)

then G is said to ber-twin-free or twin-free.
Twin-free graphs are of interest and have been studied becae they are strongly
connected with identifying codes[65], which we now de ne.
A codeC is a nonempty set of vertices, and its elements are calledodewords For each
vertex v 2 V, we denote by
Ker(v) = C\ Br(v)

the set of codewords whichr-cover v. Two vertices v; and v with K. (v1) 6 K (v2)
are said to ber-separated or separated by codeC.

A code C is called r-identifying, or identifying, if the sets K¢, (v);v 2 V, are all
nonempty and distinct [65]. In other words, all vertices mud be covered and pairwise
separated byC.

Remark A.1. The graph G = (V;E) admits at least oner -identifying code if, and only
if, it is r-twin-free.

Indeed, if for all vi;vo 2 V, B((v1) and B,(v») are dierent, then C = V is r-
identifying. Conversely, if for somevy; v, 2 V, B (v1) = B, (V2), then for any codeC V,
we haveK ¢ (v1) = Kc:r(v2). This is why r-twin-free graphs are also called -identi able .

For instance, there is nor-identifying code in a complete graph, orclique, with at least
two vertices.

A connected r -twin-free graph has one vertex or at leastr + 1 vertices (cf. Proposi-
tion A.2).

In the following, n will denote the number of vertices in G. For any integer q > 0, Pq
will denote the path on q vertices, and the length of Pq will be equal to q 1, its number
of edges. Moreover, ifvy, Vo, :::, vq denote the vertices inPg, we shall assume that these
vertices are numbered in such a way that the edges ifPq are fvi;vi;1gforl i<q. The
cycle of length g (with q vertices and g edges,q  3), consisting of Py to which we add
the edgefvg; v1g, will be denoted by G,.

The radius ofagraphG = (V;E)isdenedby (G)= T}r\', rynza\1/x d(x;y). The diameter,

(G), of a graph G is the largest possible distance between two vertices. A sudet of vertices
is said to beindependent or stable if no two of its vertices are adjacent in G.
The following graph will be used in the sequel : we shall calltithe star, and it consists
ofnverticesQl;:::;n 1,andn 1ledges0;ig,1 i n 1. The graph with n vertices
and all possiblen(n  1)=2 edges is called theclique and denoted by K.
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Given a connected graphG = (V; E) and an integer”~ 2, the "-transitive closure of G,
denoted by G, is the graph with vertex set V1 = V and edge setEll = ffi:;jg:ij 2
V;0<d(i;j) g, whered(:;:) refers to the distance in G. Given two graphs G = (V;E)
andG =(V ;E ), the product G G of Gand G has vertex setV V and edge set

ff (u;u );(v;v)g:(u=vandfu;vg2V )or(fuyvg2V andu = v )g

Finally, we recall that a matchingin G = (V;E) is any subsetEy of E such that no two
edges inEg have a vertex in common.

A.1.2 lllustration

The motivations for identifying codes come, for instance, fom fault diagnosis in a
multiprocessor system [65]. Such a system can be modeled agrmaph G = ( V; E) where the
vertices are the processors and the edges are the links betarethe processors. Assuming
that at most one of the processors is malfunctioning, we wisho test the system and
locate the faulty processor. For this purpose, some processs (constituting the code C)
will be selected and assigned the task of testing their-neighbourhoods (i.e., the vertices
at distance at mostr) : to every codewordc 2 C we ask the query Is there a faulty
vertex in B (c)?. If all the answers are no, then, becauseC r-coversV, we know that
there is no malfunctioning processor; in case oyes answers, we know that there is one
malfunctioning processor and we can locate it, because theris a unique vertexv 2 V
such that fc2 C : c answeredyesg = K¢ (V).

Identifying codes were introduced in [65], and since then tRy have grown into a com-
binatorial and graph-theoretical topic of their own, studied in a large number of various
papers, investigating particular graphs or families of graohs (such as certain in nite regu-
lar grids, trees, chains, cycles, planar graphs, or the hypeube), dealing with complexity
issues, using heuristics such as the noising methods for thmnstruction of good codes, or
de ning new notions such as robustness orr{  ")-identifying codes, : :: For a bibliography
on identifying codes and related concepts, with already mae than 150 items, see [73].

Therefore, it is quite natural to study some of the parametess of twin-free graphs, since
these graphs, and only these graphs, admit identifying code

A.1.3 Scope of the paper

We intend to investigate the extremal values that some paraneters, classical in graph
theory, can achieve in any connected twin-free graphs. More precisely, for a parameterp
(such as : the number of edges, the maximum degree, the diamest, :::), we x r and
search for the smallest valuef  (p), that this parameter can reach in G, or we X r andn
and search for the smallest and largest valuest., (p) and F., (p) respectively, that this
parameter can reach inG, n being the number of vertices inG :

fr(p)=minfp(G): G2Gg;
where G = fG : G connected,r-twin-free with at least 2r + 1 verticesg;
frn(P) =minfp(G): G2 Gyng and Frp (p) = maxfp(G) : G2 Grn g

where G., = fG : G connected,r-twin-free with n  2r + 1 verticesg.

The function F;(p) = max fp(G) : G 2 G;g would present much less interest, since, for
the parameters that we deal with, F, is not bounded by above.

In this paper, we are interested in the following ve parameters :
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number of edges,",

minimum degree, min,

size of a maximum stable set,

radius,

diameter,
and study, for each of them, the functionsf,, f..,, and F., . Each of the Sections A.2 A.6
deals with one parameter; at the beginning of each sectionof comparison, the extremal
values of the parameter are given for connected graphs. Seégh A.7 recapitulates our
results in three tables ¢ =1, r =2, r  3). Note that we have all the exact values when
r=1.

The same study was run in [30] for the following four parametes : number of vertices,
minimum size of anr -identifying code, r-domination number, maximum size of a clique,! ,
and in [31] for the maximum degree, max-

In the caser = 1, the number of edges had already been investigated in [745ec. 4.1.2],
and the minimum degree in [70, 53].

Of course, some of these parameters are connected in some wagr instance, a graph
containing a large clique will have a quite large number of edes (cf. Lemma A.7). More
interestingly, in Theorems A.22 and A.25, we use the very sam construction, which gives
a graph with a rather large minimum degree and a rather small nraximum stable set, and
this construction also has a rather small diameter, see Remiét A.35; in Theorem A.34,
we use two constructions in order to obtain the smallest posble diameter, and these
constructions also contain a rather small maximum stable s see Remark A.26. And in
Lemma A.20, we obtain an inequality linking n, fb%c;n( )and Frn (1 min)-

A.2 The number of edges

Of course, in any connected graph withn vertices, the number of edges lies between
n 1 (trees) andn(n 1)=2 (clique).

The following proposition, together with the connectivity of the graphs considered, will
immediately give Proposition A.3.

Proposition A.2. [36, 74, 29] Letr 1 and G be any connected -twin-free graph with
at least two vertices. Then we have n  2r + 1. Moreover, Py is the only connected
r-twin-free graph with 2r + 1 vertices.

Proposition A.3. For all r 1, we have :f, (") =2r.
Proposition A4. Forallr l1andn 2r+1,wehave :frn(")=n 1L

Démonstration. Letr 1andn 2r+1; because we consider connected graphs, (")
n 1. On the other hand, the fact that any path P,, n  2r +1, is r-twin-free shows that
fn(")=n 1. O

More interesting and di cult is the study of F, ("), although the exact value is already
known for r = 1.

Proposition A.5. [74] Let G be any connected 1-twin-free graph with' edges andn

vertices,n 3. Then we have :" ”(”2 D p 5¢. Moreover, there is only one connected

1-twin-free graph with this number of edges : the cligue mirsia maximum matching.

Corollary A.6. Forall n 3, we have :Fy,(") = M1 p 0c
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The following result is easy but will be helpful.

Lemma A.7. Forallr landn 2r+1, we have :

Fn ) Can®) Dy ma) Py D Tinlomad,

where! stands for the maximum size of a clique and nax for the maximum degree.

(A.2)

Démonstration. The upper bound is immediate. For the lower bound, constructan r-twin-
free graph with n vertices, containing a clique of sizeF., (! ); in addition to the edges
inside the clique, there must be at leasin F, (! ) edges in order to connect the remaining
vertices. O

The lower bound is rough : we only used the fact that the graph $ connected, not
that it is r-twin-free. However, we believe that this could bring only asmall improvement,
through heavy complications.

The previous lemma, together with the following two theorems from [31] and the
forthcoming [30], gives the lower and upper bounds of Coradiry A.10 for Fy.n ().

Theorem A.8. [30, Th. 27] Forallr 2andn 2r+1, we have :
Ki Fen (M) ke +1;
wherek; is the largest integer such thatk, + rdog, kie n 1.

Actually, [30, Th. 27] states whenF., (! ) = ki and whenF, (! ) = ki +1, but this is
not very relevant here.

Theorem A.9. [31, Th. 3] Forallr 2andn 2r+1, we have:
Fen( omax) K (A.3)
wherek is the largest integer such that
k +(r 2)dogz(k +1)e+ dogy,(k +1)e n 1L

Corollary A.10. Forallr 2andn 2r+1, we have :

k k 1 n k
A L (2! ) +n ki Fra (") 2 ;

wherek, and k are de ned in Theorems A.8 and A.9, respectively.

(A.4)

For r > 2 and with conditions on n and r, the upper bound in (A.4) can be improved
using the following lemma and corollary ; from now on, we set

=log,3 ('t 1:585).

Lemma A.11. [31, proof of Th. 3] Forr 2andn 2r+1,let G = (V;E) be any
connectedr-twin-free graph with n vertices, and letv be any vertex inV, the degree of
which we denote bydeg(v). Let also Vg be the set of vertices adjacent tov, and, for
i=1;2:0n000 , Vi = fx 2 Vnfvg:d(x; Vo) = ig, where as usuald(x Vo) is the smallest
distance betweenx and the vertices inVg. Then for i =1;:::; 1;

jVij logs(deg(v) +1) andjVi 1j+ jVij logy(deg(v) +1):

Moreover, the verticesV;, i 0, partition V nfvg and there is no edge between two non-
consecutive setsv;.
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Corollary A.12. Forr> 2andn 2r+1,let G=(V;E) be anyr-twin-free graph with
n vertices, and letv be a vertex whose degregeg(v) is maximum in G. Then the number
of edges inG is at most

(

(a) " if degl) 5% (AS5)

(b) ndeg(v) (2deg(v) n+22)(r 3+ ) log ; deg(v) if deg(v) nTZ: '
Démonstration. In all cases, sincev has maximum degree, we havgEj ndeg)=2.
Using the notation of Lemma A.11, and letting t = ; ,jVij, we know that t  (r

3)log;(deg(v) + 1) + log ,(deg(v) +1) = (r 3+ ")logs(deg(v) + 1), becauser > 2. For
simplicity, we slightly weaken this result, to obtain

t (r 3+ ")log;deg(v): (A.6)

Because there is no edge between two non-consecutive séfsa vertex in V;, i 2, cannot
be adjacent tov nor to any vertex in Vp and is not adjacent to itself; so its degree is
atmostn j Voj 2=n deg() 2. The fact that v has been chosen with maximum
degree leads to :

2Ej] = X deg(w) (A.7)
w2V

t(n degv) 2)+(n t)deg(v) (A.8)

= ndeg(v) t(2deglv) n+2): (A.9)

If deg(v) ”—22 then 2degly) n+2 0 and we can combine (A.6) and (A.9), which
leads to
2JEj ndeg(v) (r 3+ 7)(2deg(v) n+2)log;deg(v): (A.10)

O

We shall need to know the behaviour of the right-hand side of mequality (A.10), and
to do so, we need a condition orr ; note that we did not try to get the best possible
condition.

Lemma A.13. Letg.n(X) = nx (r 3+ 7)2x n+2)logsx. If 2<r n=3logg N,
then g, (X) in an increasing function for x betweenl and n 1.

Démonstration. Computations show that gﬁn (x) can read :

2X n+2 xlInx.
xIn3

@ (x)= n 30 3+ )logsx (r 3+)
Nowx(2 Inx) n+2<O0Owhenl x<n 1,andr 3+ > 0,so
ggn(x)>n 3(r 3+ 7)logzx>n 3rlogzx>n 3rloggn O
O

Till the end of this section, we assume, for simplicity, thatr is small with respect to
n, so that we can use the following approximations fork, and k

kit n rlog,n [30, Prop. 28] (A.11)
k tn (r 2+ 7)logzn [31, (13)]. (A.12)

Moreover, we can also usé ., ( max) & n rlogzn [31, (12)], which shows that in this
case,k is a not too bad estimate ofFyn ( max)-
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Corollary A.14.  Assume thatr > 2 is small compared ton. Then

nk (2k n+2)(r 3+ )logsk

5 (A.13)

Fr;n (")

2
t % n Yr+° 5=2)log,n: (A.14)

Démonstration. Let G = (V;E) be any connectedr-twin-free graph with n vertices and
maximum degree ( G).

If ( G) ”72 then by Corollary A.12 we know that G has at most”(”fﬂ edges.

If ( G) ”—22 then by the same corollary, G has at most %gr;n (( G)) edges, with
Orn de ned in Lemma A.13. Now, using (A.3), (A.12) and the fact th at g, is increasing,
we have

%gr;n (C G) %gr;n (Fen O max))
%gr;n (k ) - nk (2k n+2)2( r 3+7)logzk

t %gr;n (n (r 2+ 7)logzn),
which gives approximately, for r su ciently small compared to n,

n2
> n® Yr+° 5=2)log,n;
a quantity which is greater than M for small r.
So among all connected -twin-free graphs with n vertices, the number of edges is at
most
nk (2k n+2)(r 3+ )logsk n2

n R TP _ .
> t2 n- (r 5=2)log, n:

O

Now, we estimate the gap between the lower bound given by (AY¥and the upper
bound given by (A.2) (caser = 2) or by (A.14) (case r > 2,r small).
First, we consider the caser = 2. Theorem 5 in [31] states that

Fon( max)=N p1 2

wherepy is such that 2’ + p;+1 n  2P*1 + p; +1; so that p; is close to log n. On
the other hand, surveying the three possible cases far :

n=2P+2p,+1; n=2P2+2p,+2; and P2 +2p,+3 n 2P*! +2p, +2;

we can see from the de nition ofk, in Theorem A.8that ks = n 2p, 1;ki =n 2p, 2
andk; = n 2p, 3; respectively, with p, close to log n.

We can therefore approximate the lower bound in (A.4) by rephcing k; by n  2p,,
and the upper bound in (A.2) by replacing Fo.n( max) by n  pi1, obtaining

(n 2py)? n o NN p1)
43 5. Fan(') . —

which, when n grows, yields
n2 n2 nlog,n.

> 2nlog,n. Fon("). = ——; (A.15)
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the gap between lower and upper bounds beingn log, n.
Now we assume thatr > 2 is xed or grows slowly with respect to n; in this case,
plugging (A.11) into (A.4) and using (A.14) ultimately lead to

2

n n2
> rnlogon. Frn(").

2

which, with the numerical value of *, reads :

n® Yr+° 5=2)log,n;

n?=2 rnlog,n. Frn("). n?=2 0:63( 0:915)nlog,n: (A.16)

Here, the gap between the bounds is approximately (87r + 0:58)n log, n.

To have an intuitive grasp of the lower bound in (A.16), the reader must imagine a
construction very similar to the one in Figure A.ll, with a cl ique in place of the stable
set V.

Example A.15. Letr =10, n = 59153; then ki, = 58992 and k = 59048. By [30,
Th. 27], we obtain F10;59 153(! ) = 58993. The fact that %59151 %910;59 153(59 048)
shows, see proof of Corollary A.14, that (A.13) is a valid uppr bound. So, together with
the lower bound in (A.4), we obtain

1740057688 Figse1ss(") 1743902958

with a di erence of 0:2% between lower and upper bounds. The estimates given by (A)16
lead t0 1740161000 Fig59153(") 1744172000

A.3 The minimum degree, min

In any connected graph with n vertices, the minimum degree is obviously comprised
between 1 (e.g., trees) anch 1 (clique).

The study of f( min) and frn( min) iS easy. Note that the caser = 1 is mentioned
in [70], as part of a more general result.

Theorem A.16. Forallr 1, we have :f;( min)=1.Forallr 2landn 2r+1,

Démonstration. The minimum degree is at least one because we consider onlyromected
graphs. It is equal to one in everyr-twin-free path. O

More challenging is the functionFr., ( min). We have the exact values for =1;r = 2.
Theorem A.17. Forall n 3, we have :Fin( min)=n 2

Démonstration. Since the cligue withn 2 vertices is not twin-free, we see thain 2 is
an upper bound. The cliqgue with n vertices minus a maximum matching is a connected
1-twin-free graph (see Proposition A.5) with minimum degree equal ton 2. O

Theorem A.18. For all n 5, we have :Fon( min) = b”Tzc.
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Démonstration. In order to prove the lower bound, we construct a complete bigrtite graph
deprived of a maximum matching : letn = 2por 2p+1, and G = (V;E), with V = Vi[ V,,
Vi = fvgiinvpd, Vo = fvper;iiiivng E = ffvivig: 1 p; p+1 | ng nEo,
where E is any matching with p edges. It is not di cult to see that G is connected and
2-twin-free, and has minimum degreep 1, sothat Fon( min) p 1= b”—zzc.

On the other hand, take any connected 2-twin-free graphG = (V; E), with n vertices,
n 5. Consider two verticesx;y 2 V at maximum distance from one another in G.
Necessarily,d(x;y) 3 (otherwise, condition (A.1) with r =2 could not be ful lled see
also the proof of Theorem A.33 on the diameter). Let ( G) be the minimum degree inG.
There are at least ( G) vertices adjacent to x, at least ( G) vertices adjacent toy, and
a vertex adjacent to x cannot be adjacent toy, and vice versa. So, together withx and y,
there are at least 2+ 2 ( G) vertices in G, and ( G) ”—22 O

We now give two lemmas, the latter establishing an interestng relation between maxi-
mum stable set and minimum degree, and a strong result from [@]. They will be used in
the proof of Theorem A.22 onFy., ( min) for r> 2.

Lemma A.19. Let G = (V;E) be a connected graph witm vertices. For all r;s;t 1
andn 2r+1,if r = st and G is r-twin-free, then the s-transitive closure of G, Gl is
t-twin-free.

Démonstration. In this proof as well as in the proof of Lemma A.20, to avoid amliguities
we shall use the notation dg(x;y) (respectively, disi(X;y)) when the vertices x;y are
considered inG (respectively, in GI9).

By de nition, 0 <dg(x;y) 1lifandonly if 0 <dg(x;y) s, which in turn implies
that 0 <d g (x;y) tifandonlyif 0 <dg(x;y) st=r. O

Lemma A.20. Forallr 2andn 2r+1, we have :

fb%c;n( ) @+ Fen( min)) N (A.17)

Démonstration. Let G = (V;E) be any connected graph withn vertices, minimum de-
gree ( G) and no r-twins. First we assume thatr is even. Then, by Lemma A.19,G[? is

m  fon():

We shall see in Theorems A.24 and A.25 that we always have.,( ) 2, but anyway the
end of the following argument also works ifm = 1.
Fori 6 |, let si;s; be two elements ofS, and let Bg:1(x) = fy 2 V i dg(x;y) 1gfor
x 2 V. We have the following implications :
Si;Sj2S =) dgm(si;sj) 2=) ds(si;sp) 3
=) Bgu(si)\ Beu(sj)=: =)  p1iBgsa(sp)i n
=) m @A+(G) n=) fra() @A+(G) n
If risodd (r 3), then, sinceG is a fortiori (r 1)-twin-free, we can repeat the above
argument with r 1 and obtainf%;n( ) 1+ ( G) n.

Therefore, fb%c;n( ) (1+ ( G)) n.Since this is true for all r-twin-free graphs G
with n vertices and minimum degree ( G), inequality (A.17) is veri ed. O
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Figure A.l A partial representation of the graph G constructed in the proof of Theorem A.22,
for odd k : the neighbours ofi and the vertices notr-covering i.

Theorem A.21. [45] Let G = (V;E) be a graph withn vertices and minimum de-
gree ( G) 2. Then

(G) =min max d(x;y) 33 5:

+
X2V y2V 2(G6)+1

Theorem A.22. Forall r 3, we have :Fror+1( min) =1.
Forallr 3andn 2r+2,letk= b”Tzc. Then we have :

For r=3;4;5andn 2r+2; Frn( min) E’—% 1;forallr 6andn 2r+2,
2
( )

_ n 3n r+2
rn ( min) I b%C"‘ 1 " 2(r 5)

Démonstration. If n = 2r +1, then necessarilyG = Py 41 (cf. Proposition A.2) and G has
minimum degree one, so we assume from now on that 2r + 2. An equivalent de nition
ofkreadsn 2=kr+ ,withO <r ,k 2. The lower bounds involvingk are obtained
through the following construction : the graph G has vertex setV = f0;1;:::;n 1g and
edge setE = ff i;i + ] mod ngg, wherei 2 V,

. (f k=2;:::; 1;1;:::;k=2g if k is even,

2
: f (k 1)=2:::; L,1;:::;(k 1)=2g if k is odd,

cf. Figure A.l. In both cases, the graph is regular, with degee eitherk (if k is even) ork 1
(if k is odd).

We now prove that G is r-twin-free, which will establish (A.18). For further use of this
construction, note that the proof also works forr =1 and r = 2. If k is even, then for
everyi 2V,

Br(i)=fi kr=2;:::;1 L0 +1;:::;0 + kr=2g;
where operations are carried modulan. Now let B, (i) = V nB, (i) : if one pictures G as
the % - or "—21 -transitive closure of the cycleG,, then B, (i), which is the set of vertices not
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r-covering i, is an interval situated opposite i, and it is quite straightforward to see that
this set containsn 1 kr = +1 elements, a number which ranges between 1 and. If k
is odd, then, similarly, B, (i) containsn 1 kr+r = +1+ r elements, a number lying
betweenr +1 and 2r. As a consequence, in both cases, all the seB (i) are di erent.
The upper bound grog c+l 1 comes directly by combining inequality (A.17) with the

left-hand side of the forthcoming inequality (A.19), applied to b5c, with r 4 if r =3,
we combine (A.17) andf1.n( ) =2 from Theorem A.24.

Now let G = (V;E) be any connectedr-twin-free graph with n vertices, minimum
degree (G) 2 andradius (G). Thenr (G) (see the proof of Theorem A.30), and,
using Theorem A.21, we obtainr % +5, which leads to the upper bound %;
whenr 6. O

- — 3n r+2. ; :
Let A = b pre;r landB = Z”(r r;) ;whenr 23 is odd orr 26 is even, the

of n in B is smaller than or equal to the coe cient —W of nin A, and

coe cient 2(r 5
therefore B becomes better thanA.

Based on the values forr = 1 and r = 2, we venture to conjecture that the exact
value is b”Tzc for all r, which would mean that the construction in Theorem A.22 is
quasi-optimum.

A.4 The size of a maximum stable set,

In any connected graph with n vertices, the maximum size of a stable set ranges
between 1 (clique) andn 1 (star).
Thanks to a recent result, we know, for allr 1, the exact value forf,( ).

Theorem A.23. Forall r 1, we have :f,( )=r+1.

Démonstration. Let G be any connectedr -twin-free graph with n vertices. It was conjec-
tured in [29], and it is now proved in [4],[5], that there exigs a chordless path with 2 +1
vertices in G. Taking in this path r + 1 vertices constituting a stable set proves the lower
bound.

The paths Py 41 ; Par+2 and the cyclesGy+2; Gyr+3 are connectedr -twin-free graphs
containing stable sets of maximum size + 1. O

We know f.,( ) whenr =1, but we have only bounds in the general case.
Theorem A.24. Foralln 3, we have :[f1.n( )=2

Démonstration. To prove that f1.,( ) 2, use the lower bound of Theorem A.23 with
r=1.

The upper bound comes from the clique withn vertices deprived of a maximum mat-
ching Eq (which is 1-twin-free, see Proposition A.5) : any three verices, which formed
a triangle in the clique, cannot have been disconnected wheremoving the edges ofEg;
therefore, they cannot constitute a stable set. O

Theorem A.25. Forall r 2, we have fr.y( )=1r1+1.
Forallr 2andn 2r+2, let k: b22c. Then

(a) bZc if k is even

r+1 f,
n () (b) bZc if k is odd

(A.19)

In both cases, we have :
frn() 2r (A.20)
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Démonstration. See Theorem A.23 for the lower bound. The case = 2r +1 is easy, so we
turnto n 2r +2. The two upper bounds are obtained through the graph G constructed
in the proof of Theorem A.22. SinceG is r-twin-free for all r 2, all we have to establish
is the size of a maximum stable set inG.

Consider a stable setS of G and an elements of S. Following the very de nition of G,
no other vertex in S can belong to the setfs k=2;:::;s 1;s;s+1;:::;s+ k=2gif kis
even, and to the setfs (k 1)=2;:::;s 1;s;s+1;:::;s+(k 1)=2gif k is odd, with
computations carried modulon. Now a packing-type argument immediately gives that

$ % $ %

if k is even andjSj

if ki .
1 %+1 if k is odd

iS]

NIx

From (A.19a) and (A.19b) we easily get the inequality

n-
n 1’

frn() 2r

and sincen is at least 2 + 2, the right-hand side is always smaller than 2 + 1, which
gives (A.20). O

Remark A.26. It is not di cult to see that both constructions described in Cases 1 and 2
of the proof of Theorem A.34 also contain a maximum stable setf size at most2r. The

construction used in Case 1 is liable to give an even better ppr bound for f., ( ), but

this would be valid only for2r +2 n  4r +3.

Corollary A.27. (a) We have :f,5( ) =3.
(b) For all n 6, let k = b"2c. Then

fon( )=3 if kiseven,and3 fo,( ) 4if kis odd.

Démonstration. Simply apply the equality n 2=2k+ , 2f0;1g; k 2, to the two
cases (A.19a) k even, and (A.19b) : k odd. O

We now turn to the function F.,( ). When r =1, the obvious upper boundn 1 is
the exact value for Fy.n( ).

Theorem A.28. Forall n 3, we have :Fin( )=n 1
Démonstration. Use the star, de ned in the Introduction. O
Finally, we study the general case forF., ( ):

Theorem A.29. Forallr 2andn 2r+1, we have :

max % ; k+ dog, ke % Frn() no o

wherek is the largest integer such thatk + rdog, ke n 1.

Démonstration. Let G be any connectedr-twin-free graph with n vertices, and letp =
dog, ke. There exists in G a path with 2r + 1 vertices ([29]; see also the proof of Theo-
rem A.23, which contains a stronger statement), which showshat at least r vertices cannot
belong to a stable set inG. The upper bound follows.

For the lower bound, either we use the pathP,, or we construct the following graph
G=(V;E)with n 2r +1 vertices.
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STABLE SET
of size k

Figure A.ll Partial representation of the graph constructed for Theoren A.29.

If 2P 1<k < 2P, then p= dog,ke= dog,(k+1)e, k+rp n land (k+1)+ rp>
n 1; therefore, we obtain :
rp+1=n k: (A.21)

If k =2P, then, since K+ 1)+ rdog,(k+1)e=k+1+ r(p+1) n, we obtain :
rb+1 n k rp+l+r (A.22)

Now let G; = (V1; E1) be a stable set withk vertices :jVij = kand E; = ;. To V; we add
asetV, of n k vertices, where

Vo=fweg[f vy :1 i p;1 j rg[fz:rp+2 | n Kg

see Figure A.ll. Note that by (A.21) and (A.22), there are between O andr vertices z
in V>. We construct the edgesfv;; ;vij+1gforl i p;1 j r 1, ,andfz;z..9for
rek;+2 j n k1, towhich we add the edged wp; zp+2g and fwo;viyr g, 1 i p:

Then we create new edges as follows : we link each of tkevertices in V; to a di erent
subset of vertices taken among the vertices;:1, 1 i p. This is possible becaus&  2°,
and this may include the empty set for a particular vertex vi 2 V;. Obviously, this can be
done in such a way thatG is connected, unles¥; exists; in this case, we may choose to link
vy to z, i, or to wy if there is no vertex of type z;, and we consider thatv, 2 Vo = V nV;
and that jV;j becomes equal tdk 1.

The graph G is r-twin-free : one can see that two vertices inV; are not r-twins, since
by construction the verticesvi,, 1 i p, all contribute di erently to the balls of radius r
centred at the vertices in the stable set; one vertex inV; and one vertex inV, cannot be
r-twins, becausewg r-covers all the vertices inV,, except maybev;, and no vertex in Vy,
but obviously vi has no twins in V;. Finally, we have to consider two vertices inVs. If
p =1, then k = 2 and we have constructed the path P, consisting of one vertex inVy, r
vertices vy, the vertex wo, at leastr 2 verticesz;,r+2 j n 2, and the vertex vy,
which we linked to z, »; this path is r-twin-free sincen 2r +1.

If p> 1, we rst show that wo and a vertex v;; are not twins : this is so becausewy is
r-covered byvh, j+1 (h 6 i), vij is not; next, vij and vjejo are not twins : if i = i% then
Vhr j+1 (h 6 i) r-coversvi;o, but not vij ; and if i 6 i% then Vioy j+1 I-COVErSVjojo, but
not v;; . Lastly it is easy to check that the vertices z,, and v, are twins neither between
themselves, nor with wp, nor with any vertex v;;, because the balls of radiug centred
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\"
t+1, b
--0

tr

Figure Al A generalization/subdivision of the star.

r j> 1, or do not cut any of these branches, whereas/ r-covers all the full branches
and a vertex v;; r-covers the whole branchi ; the vertices not cutting any branch are
necessarilyz, k = Zrp+1+ r OF V1, Which are not twins either.

In this graph G, whether or not v; exists, there is a stable set of siz& + pbsc: O

In [30], we observed that ifr grows slowly with respect ton, e.g., ifr is xed and n
grows, thenk behaves approximately liken rlog,n and p like log, n, and sok + pbc
behaves like ;

n > log, n:

A.5 The radius,

In any connected graph with n vertices, the radius ranges between 1 (clique, star) and
b3c (paths Py, cyclesG)).

Compared to other parameters, the study of the radius is easyand we obtain the exact
values for all three functionsf,( ), frn( ), and Frn ().

Theorem A.30. Forall r 1, we have :f,( )=r.

Démonstration. The paths P,+1 show that f.( ) r. For the lower bound, consider any
r-twin-free graph G = (V;E), and assume that there is a vertexx 2 V such that for
all y 2 V, we haved(x;y) <r. Then any neighbour z of x is within distance r from all
vertices, and x and z are r-twins. This shows that the radius of G is at least r, and the
inequality f,( ) r follows. O

Theorem A.31. Forallr landn 2r+1,wehave :frn()=r.

Démonstration. For the lower bound, see the previous theorem. For the upper bund,
we use a graphG = (V;E), called the generalized star which is built as follows : rst,

we dividen 1byr,son = tr+ +1, with t 2 and O <r . Then we set
V=1f0og[fvy :1 i t1 |j rg [ f veer 01 ] g, and E = ff O;v;10,
fvij;vij+19:1 0 1 j r 19[ff O Vis1;200 [ff Verrj Verrj+19:1 1g;

see Figure A.lll. In other words, starting from 0, we havet branches with r edges, and
one with edges. This graph has vertices,n 1 edges, radiug and is r-twin-free. [

Theorem A32. Forallr landn 2r+1,we have :Fq,( )= bSc

Démonstration. For the lower bound, use the pathsP,, n  2r + 1, or the cycles G,,
n  2r+2. As an upper bound, bjc is valid for all connected graphs with n vertices,
whether they are twin-free or not. O
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Uy
uz
Vi V2
6 V3
V5 V4
W us
Figure A.IV The construction (Case 1) forr =2 andn=9.

A.6 The diameter,

In any connected graph with n vertices, the diameter obviously lies between 1 (clique)
andn 1 (paths Py).
The exact value off( ) is easy to obtain.

Theorem A.33. Forallr 1, wehave :f,()=r+1.

Démonstration. For the lower bound, observe that if a graph G has diameter r, this
means that all vertices are within distancer from each other, and condition (A.1) cannot
be satis ed : G is not r-twin-free. For the upper bound, consider the cycleGy > , which is
r-twin-free and has diameterr + 1. O

We are also able to give the exact values fof ., ( ) and Frn ().

Theorem A.34. (a) Forall r 1, we have :fro4+1()=2r.
(b) Forall r landn 2r+2, we have :

frn()=r1+1: (A.23)

Démonstration. (a) When n = 2r +1, the graph is necessarily the pathPy 11, the diameter
of whichisn 1=2r.
(b) For the lower bound, see Theorem A.33. We now turn to the ugper bound.
Forr=1and n 3, we can simply use the star withn vertices, so assume from now
onthatr 2andn 2r +2. Note that Cases 1 and 2 given below are overlapping.
Casel:2r+2 n 4r+3.Denotek=n (2r+2);then k< 2r+2. Take rst the
cycle Gy+2, with vertices vi, 1 i 2r +2. Add k more verticesus, Uy, ..., Uk, and for
i =1;:::;k, add the edgesf u;;v;g and fu;;vi+1 g; furthermore, add the edgesf u;; uj+1 9

We claim that this graph G with n vertices isr-twin-free and has diameterr + 1.

To prove that G is r-twin-free, we show that for each vertexv 2 G, the intersection
Br(v) \ C 42 is unique. Indeed, for everyv; 2 Cy 42 this intersection consists of all the
vertices in Gy+p except vi+r+1 (We always consider indices modulo 2+ 2) and for the
vertices u;, the intersection consists of all the vertices ofGy+2 exceptfVj+ +1;Vj+r+20.

We prove that the diameter of G isr +1. We have already seen that it is at leastr + 1.
Consider rst a vertex v; 2 Cyr4+2. Every vertex in Gy 4, is trivially within distance r + 1.
Take any u;. Sinceu; is adjacent with v; and vj.1, and at most one of these two vertices
can be at distancer + 1 from v;, while the other must be within distance r, we see that
uj is within distance r + 1 from v;. It therefore su ces to prove that d(uj;u;) r+1
forall i<j . Thisisclear,ifj i r+1, because of the edgesu;;uj+1 g, fUj+2;Ui+30,
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T

W

Figure A.V The construction (Case 2) forr =3 and n = 15.

..., fuj 1;u;0. Consider the casgf i>r +1. Then u; is adjacent with vj+1 and u; is
adjacent with vi, and (j +1) i r+3.Henced(vj+1;Vvi) 2r+2 (r+3)=r 1, and
sod(uj;uj) r+1also in this case.

Case 2 : n 4r. Consider rst the product Kgs Gy of Kg and G, wheres 2 :in
other words, we takes cycles

where the second index is considered modulor2and glue these together by adding the
edgesfv(i;k);v(j;k)g forall k andi 6 j. Compare with Figure A.V : one can think of this
graph as an example fors = 3 where three vertices from the top cycle have been deleted.

The resulting graph Ks Gy is r-twin-free. Indeed, if we look at any vertexv = v(i; t),
then B (v) contains all the vertices of the cycleC(i) and all the vertices of C(j) except
v(j;t +r) the vertex diametrically opposite to  v(j;t) when | 6 i. So, there is exactly
one cycleC(i) whose vertices are all inB,(v) and this tells us i, and then by looking at
any other cycle C(j) and determining which vertex of C(j) is not in B;(v), we nd t.

Clearly, the diameter of Kg Gy isr + 1.

Consider now the general case, where = s 2r + k forsomes 2and0 k< 2r. It
su ces to consider the case O<k < 2r.

In this case we take the productKs:1 Gy and delete the 2  k consecutive vertices
v(s+1;k+1),..., v(s+1;2r) from the top-most cycle C(s +1). The case whenr =3,
n =15 (when s =2 and k = 3) is illustrated in Figure A.V.

We claim that this graph is r-twin-free and has diameterr + 1.

We rst show that the graph is r-twin-free by again showing that we can uniquely
identify v if we know B, (V).

Assume thatv = v(i;t). If i s, then B, (v) contains exactly one of the full cycles
C@), C(2), ..., C(s), namely C(i), the one containing v; if i = s+ 1, then B,(v) does
not contain any of the cyclesC(1), C(2), ..., C(s). So, we can determinei.

In both cases, look at any cycleC(j) not containing v. Then B,(v) contains every
vertex of C(j) except the one diametrically opposite tov(j;t), and so we can determing.

It remains to prove that the graph has diameterr + 1. Assume rst that v 2 C(i) for
some 1l i s. Clearly we can reach every other vertex by taking at mostr + 1 steps
along the edges : to reactv(j;t), at most r steps take us fromv to v(i;t), and then we just
take the one step tov(j;t) if j 6 i. Consider nally two vertices u and v of the top layer.
If the distance betweenu and v in the original full cycle C(s+ 1) (of which we removed
some vertices) wag 1 or less, we can simply move one layer down frorm, use some at
mostr 1 edges ofC(s), and move back up tov. If the distance betweenu and v in the
original C(s + 1) was r, then the fact that we removed a set of consecutive verticesrébm
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C(s+1) guarantees that all the vertices of exactly one of the haf-cycles fromu to v are
still all in our graph, and we are done. O

Remark A.35. The reader could check that the construction used in Theorenh\.22 can
also give a graph with diameter +1, but only when b”Tzc 2r +2, which is not as good
a condition on n as that in Theorem A.34.

Corollary A.36. Forall n 3, we have [f1.n()=2.
Corollary A.37.  We have :fo5( )=4 and foralln 6, fon()=3.

Démonstration. When n =5, the graph is the path Ps, cf. Theorem A.34(a). Whenn 6,
apply (A.23). O

Finally, for Fr, (), the obvious upper boundn 1 is the exact value.
Theorem A.38. Forallr l1andn 2r+1,wehave :F.n()=n 1

Démonstration. Again, we make use of the path?,, n  2r + 1. O

A.7 Recapitulatory

The tables below give a summary of the results obtained in therevious ve sections,
forr =1, r=2,and r 3. The specic conditions onn or r are not always given. Note
that we have all the exact values whenr = 1.

[r=1 [ f10) | f1n () | Fin () |
edge number" 2 (Pr. A3) n 1(r.A4) | n(n 1)=2 b n=2c (Cor. A.6)
min. degree min || 1 (Th. A.16) | 1 (Th. A.16) n 2 (Th. A.17)
max. stable set 2 (Th. A.23) | 2 (Th. A.24) n 1 (Th. A.28)

radius 1(Th. A30) | 1 (Th. A.31) b%c (Th. A.32)
diameter 2 (Th. A.33) | 2 (Cor. A.36) n 1 (Th. A.38)
[r=2]10) | fan () | Fan () |
" 4 (Pr. A.3) n 1(Pr.A4) & n?=2 2nlog,n (ineq. (A.15))
. n?=2  (nlog, n)=2 (ineq. (A.15))
min || 1 (Th. A.16) | 1 (Th. A.16) b(n 2)=2c (Th. A.18)
3 (Th. A.23) | 3 or 4 (Cor. A.27) n 2 (Th. A.29)

d Sek + dog, ke; with k largest
st. k+2dog, ke n 1 (Th. A.29)
2 (Th. A.30) | 2 (Th. A.31) b%c (Th. A.32)
3(Th.A33) | 3;forn 6 (Cor. A37) | n 1 (Th. A.38)
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[r 3]0

[ frn ()

| Fen

2r (Pr. A.3)

n 1(Pr.A4)

& n?=2 rnlog,n

(ineq. (A.16)), r small w.r.t. n
. n?=2 :63( :915nlog,n
(ineq. (A.16))

1 (Th. A.16)

min

1 (Th. A.16)

kork 1, with
k= b™2c (Th. A.22)

n 1: 3n_r+2

e L3R (Th A22)

r +1 (Th. A.23)

b 22-c (k even),
b 22c (k odd), with
k= b22c (Th. A.25)

r

r+1 (Th. A.25)

d Sek + dog, kebsc;
with k largest s.t.
k+ rdog, ke n

n r (Th. A.29)

1 (Th. A.29)

r (Th. A.30)

r (Th. A.31)

blc (Th. A.32)

r+1(Th. A.33)

r+1(Th. A.34)

n 1 (Th. A.38)
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Induced Paths
In Twin-Free Graphs

David Auger 1
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Abstract

Let G = (V;E) be a simple, undirected graph. Given an integerr 1, we say that G is
r-twin-free (or r-identi able) if the balls B(v;r) for v 2 V are all di erent, where B(v;r) denotes
the set of all vertices which can be linked tov by a path with at most r edges. These graphs are
precisely the ones which admitr-identifying codes. We show that if a graphG is r-twin-free, then
it contains a path on 2r + 1 vertices as an induced sugbraph, i.e. a chordless path.

Keywords : graph theory; identifying codes; twin-free graphs ; induce d path; radius.
2000 Mathematics Subject Classi cation : 05C12, 05C99.

B.1 Notation and de nitions

Let G = (V;E) be a simple, undirected graph. We will denote an edgd x;yg 2 E
simply by xy. A path in G is a sequenceP = vgv1 Vi of vertices such that for all
0 i k 1wehavevivi;1 2 E;if vop= x and v = y, we say that P is a path between
X andy.

The length of a path P = vpvi v, is the number of edges between consecutive
vertices, i.e.k. If x;y 2 V, we de ne the distance d(x;y) to be the minimum length of a
path between x and y. Then a shortest pathbetweenx and y is a path betweenx and y
of length preciselyd(x;y). If r 0, B(x;r) will denote the ball of centre x and radiusr,
which is the set of all verticesv of G such that d(x;v) r.

If P=Vvy visapathin G, achordin P is any edgeviv; 2 E with ji jj& 1. A
path is chordlessif it has no chord ; in this case there is an edge between two véces of the

1. Institut TELECOM - TELECOM ParisTech & Centre National de la Recherche Scienti que - LTCI
UMR 5141, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France
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path v; and v; if and only if i and j are consecutive, i.eji jj = 1. Itis straightforward
to see that any shortest path is chordless.
If x 2 V, we de ne the excentricity of x by

exc(x) = n\)% d(x;v):

The diameter of G is the maximum excentricity of a vertex in G, whereas theradius rad(G)
of G is the minimum excentricity of a vertex in G. A vertex x such that exc(x) = rad( G)
is a centre of G. S0 G has radiust 1 and x is a centre of G if and only if B(x;t) = V
whereasB(v;t 1)6 V forallv2 V.

If WV, the sugbraphof G inducedby W is the graph whose set of vertices iV and
whose edges are all the edgesy 2 E such that x and y are in W. We denote this graph by
G[W]; if W = V nfvg, we simply write G[V  v]. An induced pathin G is a subsetP of V
such that G[P] is a path; equivalently, the vertices in P de ne a chordless path inG. All
these terminology and notation being standard, we refer to 43] for further explanation.

Two distinct vertices x and y are calledr-twins if B(x;r) = B(y;r). If there are no
r-twins in G, we say that G is r-twin-free.

B.2 Motivations and main results

The notion of identifying code in a graph was introduced by Karpovsky, Chakrabarty
and Levitin in [65]. For r 1, anr-identifying code in G = (V;E) is a subsetC of V such
that the sets

lc(v) = B(v;r)\C forv2V

are all distinct and non-empty. The original motivation for identifying codes was the fault
diagnosis in multiprocessor systems; we refer to [4], [65]rd74] for further explanation
and applications. The interested reader can also nd a neagt exhaustive bibliography in
[73].

Given a graph G = (V;E), it is easily seen that there exists anr-identifying code in
G if and only if V itself is an r-identifying code, which precisely means thatG is r-twin-
free. Di erent structural properties which are worth inves tigating arise when considering
a connectedr-twin-free graph with r 1. For instance, it has been proved in [29] that
an r-twin-free graph always contains a path, not necessarily iduced, on 2 + 1 vertices.
In the same article, the authors conjectured that we can alwgs nd such a path as an
induced subgraph ofG. We prove this conjecture as a corollary from Theorem B.1.

Let us denote by p(G) the maximum number of vertices of an induced path in G.
We prove the following theorem and corollary, which we formdate for connected graphs
without loss of generality.

Theorem B.1. Let G =(V;E) be a connected graph with at least two vertices, and with
a centre c 2 V such that no neighbour ofc is a centre. Then

p(G) 2rad(G)+1:
This implies :

Corollary B.2. Let G be a connected graph with at least two vertices, and 1. If G is
r-twin-free then
p(G) 2r+1:
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B.3 Proof of the theorem

A di erent proof for Corollary B.2 can be found in [4]. The one we present here is
much shorter and is based on the article by Erdds, Saks and S446] where the following
theorem can be found. The authors give credit to Fan Chung forthe proof.

Theorem B.3. (Chung) For every connected graphG = (V;E) we have
p(G) 2rad(G) 1L
We require the following lemma, inspired by [46], in order toprove Theorem B.1.

Lemma B.4. Lett 2andG =(V;E) be a graph such that there are irG two vertices
vo and v; with d(vp;vt) = t, a shortest pathvgvive V¢ betweenvg and vi, and a vertex
w such thatd(vo;w) t 1andd(ve;w) t (see g. B.l). Then there exists an induced
path on2t 1 vertices in G.

Vo Vi V2 Vit
Q—h—, be vt i [ S b
\ /
\ /
\ /
\ /
d(vow) t 1 \\ // d(vz;w) t
v
\ /
\ 7
\/
v
. w .
Figure B.I The pathvy v and w in Lemma B.4.

Proof. In the caset = 2, the shortest path vgvyVv; itself is an induced pathon2 1=3
vertices; so we suppose now that 3. First observe that sinced(vo;w) t we have
w6 v foralli2f0;1; ;tg. Consider a shortest pathP betweenvg and w, and let
u 2 P, distinct from vq. Let i 2; we show thatd(u;v;) 2. First we have

d(vo;vi) =i d(vo;u)+ d(u;v;)

and second

t d(vo;w)  d(vz;vi)+ d(vi;u) + d(u;w)
with d(vo;vi) =i 2 becausd 2. Summing these two inequalities we get

t+i  d(vo;u)+ d(u;w) +2d(vi;u)+ i 2
and since

d(vo; u) + d(u;w) = d(vo; w)

we deduce

t+2 d(vo;w)+2d(u;vp):
But we have d(vo;w) t 1 andso

d(u; vp) g:

Let us note that since d(vo;w) t, we haved(vp;w) t 2 and soP consists ofvg
and at leastt 2 1 other vertices, i.e. at leastt 1 vertices. We proved that u satis es
d(u;vi) 2fori 2, sou is distinct from all the vi's and furthermore can be adjacent
only to v1 or vy (see g. B.II).

Now consider two cases :
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Figure B.II The vertex u can only be adjacent tov; or vo in Lemma B.4.

if no vertex u 2 P nfvpgis adjacent to v1, then P extended byv: v is an induced
path of Gonatleast t 1)+ t=2t 1 vertices;
if there is a vertex u 2 P nfvpg adjacent to v4, then

t d(va;w)  d(vz;vi) + d(vy;u) + d(u;w)

and sod(u;w) t 2. Since we haved(vg;u) + d(u;w) = d(vo;w) t 1, it follows
that we must have d(vo;u) =1 and d(u;w) =t 2. The pathw uvy Vv;isthen
an induced path of G on 2 1 vertices.

For sake of completeness, we rephrase the end of the proof oh&orem B.3 in [46].
Consider a connected graphG of radiust 1; if t =1, then the result is trivial. Suppose
now that t 2; we show that the verticesvp;vi; Vv; and w as in Lemma B.4 exist. To
see this, consider the collection of connected induced sukaphs H of G whose radius is
at least t, and choose one with the smallest possible number of vertise Let V4 be the
vertex-set of H.

There exists in H a vertex v; which is not a cutvertex; by minimality of H, the
connected induced subgraphH[Vy  v¢] of H must have radius at mostt 1. If we
consider a centrevp of H[Vy  v;], we must haved(vp;w) t 1 for all the verticesw 6 v;
in H ; but since H has radius at leastt we also haved(vp;v;) = t. Let vogvivo v be a
shortest path betweenvg and v;. SinceH has radiust, there exists a vertexw such that
d(vo;w) t, and we haved(vg;w) t 1 becausew cannot bev;. So we can choose this
w and apply Lemma B.4.

Proof of Theorem B.1. Let G = (V; E) be a graph of radiust 1 with a centre c2 V such
that no neighbour of c is a centre. We will apply Lemma B.4 with t + 1 instead of t ; to do
this, we have to nd vertices vg;vi; Vi+1 and w; so let us denote the centerc by vi. We
de ne N (v1) to be the set of neighbours ofv;. We can choose a vertexg in N (v1) such
that B (vp;t) is not strictly contained in another B(x;t) for x 2 N (v;) : take for instance
Vo 2 N (v1) such that B (vg; t) is of maximal cardinality. Since vg is not a centre, there exists
a vertex vi+1 2 V such that d(vp;vi+1) = t +1. Then we must have d(vi;v+1) t, and
sod(vi;Vi+1 ) = t becausev; is a centre. Consider a shortest pathvivo Vi1 betweenvy
and vi+1 ; then vgvivo  Viep is a shortest path betweenvg and vi+1 . Now, if we show that
there exists a vertexw such that d(vo;w) t+1 and d(vg;w) t, we can apply Lemma
B.4. So, assume that such a vertexw does not exist : this means that all the verticesw
with d(vo;w) t must satisfy d(vo;w) t, and soB(vo;t)  B(vz;t). By maximality
of B(vp;t), we must then have B (vg;t) = B(vp;t); but this is impossible, since we have
Vi+1 2 B(vz;t) nB(vo;t). This contradiction shows that we can apply Lemma B.4, and ®
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there exists in G an induced path on 2¢ +1) 1= 2t +1 vertices; thus we have

p(G) Z2rad(G)+1:

Proof of Corollary B.2. Let G be a graph,x a center of G and y a neighbour ofx. Then
by de nition B(x; rad(G)) = V, and for all z2 V we have

d(y;z) d(z;x)+ d(x;y) rad(G)+1:

So
B(x;r)= B(y;r)=V

forall r rad(G)+ 1. Suppose now that G is r-twin-free ; then we must have radG) r.
Now, either rad(G) r +1 and we can apply Theorem B.3, or radG) = r. But in the
latter case, centers arer-twins so there can only be one inG; in particular we can apply
Theorem B.1 and so
p(G) 2rad(G)+1=2r+1:

B.4 Conclusion and perspectives

For n 1, we denote by P, the path on n vertices, i.e. the graph consisting ofn
vertices vg; vi; ;Vn 1 and then 1 edgesvivis; forO i n 1. As the path Py 41
on 2r + 1 vertices is itself r-twin-free, the previous results show that P, 4+, is the only
minimal r-twin-free graph for the induced subgraph relationship. Indeed, we have :

An r-twin-free graph contains a path P,+1 as an induced sugbraph, andPy+1 is r-
twin-free.

One could wonder how these results could be extended to di eant cases. For instance,
we have :

An r-twin-free and 2-connected graphG contains a cycle with at least2r + 2 vertices
as a subgraph; and the cycl€y on k vertices isr-twin-free if and only if k 2r +2 (and
is, of course, 2-connected).

Let us recall that a graph G is 2-connected if and only if for every pair &;y) of distinct
vertices, there exist at least two pathsP; and P, betweenx and y in G, such that there
are no common vertices toP; and P, exceptx andy (see [43], pp. 55-57 for more details).
Since anr-twin-free graph has a diameter at leastr + 1, the result above easily follows.
This shows that the cyclesCy with k  2r + 2 are the minimal graphs for the subgraph
relationship in the class of 2-connectedy -twin-free graphs. But in this case, the result
cannot be extended to the induced subgraph relationship. Ideed, forr 1 consider the
Cartesian product of a path Py 41 with K5 (see g. B.1lI). One can check that this graph
is 2-connected,r-twin-free and does not contain a cycle with more than 2 + 2 vertices as
an induced subgraph. Forr = 1, see the counterexample on g. B.IV

As a conclusion, we leave open the same problem in the class lofconnected graphs
with k 3
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] b, bs Bor +1
a a as Agr+1
Figure B.1lI A 2-connected, r-twin-free graph which does not contain a cycle Cx with k 2r +2 as

an induced subgraph ¢  2).

Figure B.IV A 2-connected, 1-twin-free graph which does not contain a cycle Cx with k 4 as an
induced subgraph.

what are the minimal elements of the class 08-connected, r-twin-free graphs, for the
subgraph relationship, or the induced subgraph relationgin?

A rst step would be to determine the smallest cardinality fo r a k-connectedr -twin-free
graph.
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Existence d'un cycle de longueur
au moins 7 dans un graphe sans
(1, 2)-jumeaux
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Résumé

On considére un grapheG simple non orienté. On appelle boule d'un sous-ensembl¥ de
sommets deG l'ensemble des sommets d& a distance au plus 1 d'un sommet deY . On suppose
que les boules des sous-ensembles des sommetsadde cardinal au plus 2 sont toutes distinctes.
On montre qu'alors G posséde un cycle de longueur au moins 7.

Mots-clés : graphe non orienté, sous-ensembles jumeaux, graphe identable, code identi ant, cycle de lon-
gueur maximum.

C.1 Introduction

On s'intéresse a un graphe non orienté, simple, niG = ( X;E ), ou X désigne I'ensemble
des sommets deG et E I'ensemble de ses arétes.

Sir est un entier positif et x un sommet deG, on homme boule dex de rayonr, ou
r-boule dex, et on note B (x) I'ensemble constitué des sommets d& a distance au plusr
dex. SiY est une partie deX, on dé nit la boule deY de rayonr, ou r-boule deY, et on
note B, (Y) I'ensemble : [
Br(Y) = Br(y):

y2Y

2. Institut TELECOM - TELECOM ParisTech & Centre National de la Recherche Scienti que - LTCI
UMR 5141, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France
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Pour tout sommet x, on poseB(x) = Bi(x) et on appelle cet ensembleboule dex : en
d'autres termes, la boule dex est constituée dex et de ses voisins; pour toute partieY
de X, on poseB(Y) = B1(Y) et on appelle cet ensembldoule deY.

Deux parties de X sont dites séparéessi leursr-boules sont distinctes. Pour un entier

1, le graphe G est dit sans (r; *)-jumeaux si deux quelconques sous-ensembles

distincts de X de cardinal au plus™ sont séparés. Dans un graphe sang;( °)-jumeaux,
pour toute partie V de X, il existe au plus un sous-ensembl®& de X, de cardinal au plus”,
pour lequel B, (Y) = V : les sous-ensembles d& de cardinal au plus” sont caractérisés
par leur r-boule. On dit aussi dans ce cas qué& est (; )-identi able, ou qu'il admet
un code(r; )-identi ant . Voir, parmi d'autres, les références [53] [61] [69] [70] 41].

Nous nous restreindrons ici au cas = 1; ~ = 2. On sait peu de choses sur la structure des
graphes sans (1 2)-jumeaux; l'objectif de cet article est de prouver qu'un gaphe non
orienté, connexe, d'ordre au moins 2 sans (1 2)-jumeaux posséde un cyclélémentaire
(ne passant pas deux fois par le méme sommet) de longueur au ime 7.

Nous rappelons ici quelques dé nitions classiques pour unrgphe G = ( X; E ) [16],[43].
Etant donné un sous-ensembleX ® X de sommets deG, le sous-graphe deG induit ou
engendré parX %est le grapheG°= (X% E9 ou

EC0= ff u;vg2 E :u2 X%v2 X%:
Un sous-graphe partielde G est un grapheG%= (X 9E%, avec X%° X et
EQff u;jvg2E :u2 X% 2 X%

Un point (ou somme) d'articulation de G est un sommetu de X tel que le sous-graphe
induit par X n fug voit son nombre de composantes connexes augmenter par rappo
a G. Un isthme de G est une arétea de E telle que le sous-graphe partiel X;E n fag)
voit son nombre de composantes connexes augmenter par rapp@& G. Lorsque G est
connexe, la suppression d'un point d'articulation ou d'un isthme déconnecte le graphe.
Plus généralement, un grapheh-connexe h 1, est un grapheG pour lequel le nombre
minimum de sommets a supprimer pour déconnecte6, ou pour le réduire a un singleton,
est au moinsh. Une composanteh-connexede G est un sous-graphe induith-connexe et
maximal, pour l'inclusion, dans G.

On appelle bloc de G tout sous-graphe induit maximal sans sommet d'articulation, et
on appellepont un sous-graphe induit constitué de deux sommets adjacentseliés par une
aréte qui est un isthme deG.

En n on utilisera la notation G (respectivement, C ;) pour un cycle de longueuri
(respectivement, au moinsi), i 3.

Dans tout cet article, les chaines ou les cycles considéréxent élémentaires, etG = ( X;E)
sera un graphe non orienté, simple, d'ordre au moins 2, et qoh supposera connexe : b
n'était pas connexe, le résultat serait obtenu en choisissda une composante connexe d&
ayant au moins 2 sommets.

C.2 Choix d'un bloc feuille de G

Les blocs deG sont des composantes 2-connexes ou des ponts. Le graphe ggamté a
gauche de la gure C.I possede cing blocsfa;b;c;d, fc;¢, fg;h;ig, fe;f;gg, et ff;j g,
qui sont entourés en pointillé. Deux blocs deG soit ont une intersection vide, soit s'in-
tersectent en un sommet d'articulation de G. Considérons le grapheG°dont les sommets
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ghi
abcd
efg

Figure C.I Exemple de graphess et G°

correspondent aux blocs deG, et tel que deux sommets sont adjacents s'ils correspondent
a deux blocs ayant un sommet en commun : le graph&° est un arbre. Nous appelons
bloc feuille de G un bloc de G correspondant & une feuille deG° Le graphe représenté a
gauche de la gure C.I posséde trois blocs feuilles.

On introduit la dé nition suivante :

Dé nition C.1. Soient G = ( X; E ) un graphe non orienté,Y X un sous-ensemble de
sommets,y un sommet dansY, et s un sommet deX nY. On appelle (G;s;Y;y)-chaine
une chaine deG dont une extrémité ests, l'autre extrémité, t, appartient a Y nfyg, et
dont les sommets autres qué sont dansX nY.

On utilisera de maniére répétée la proposition suivante :

Proposition C.1. Soient G = ( X;E ) un graphe non orienté connexeH une composante
2-connexe deG, Y un sous-ensemble d'au moins 2 sommets dam$, y un sommet deY
qui n'est pas sommet d'articulation deG, et s un voisin de y qui nappartient pas a Y.
Alors, le sommets appartient & H et il existe une (H;s;Y;y)-chaine.

Preuve. On note G n fyg le graphe obtenu a partir de G en retirant le sommety. Le
sommety n'étant pas sommet d'articulation, le graphe G nfyg est connexe. Il existe donc
dans G nfyg une chaine reliants et un sommett de Y nfyg dont les sommets autres que
t sont dansX nY, c'est-a-dire une G;s;Y;y)-chaine; si on concaténe cette chaine avec
l'aréte fs;yg, on obtient une chaineC entre y et t qui sont deux sommets distincts de la
composante 2-connexeH ; I'union de H et de C est encore 2-connexe ; la maximalité de
H en tant que sous-graphe 2-connexe entraine que la chai@eest une chaine dandd. O

La proposition C.1 exprime que, si on cherche &< sortir >> d'un sous-ensembley de 2
ou plus sommets d'une composante 2-connexe¢ a partir d'un non point d'articulation v,
alors on reste dansH et on << revient >> dans, ailleurs qu'eny.

On suppose maintenant et dans toute la suite que G est sans (1, 2-
jumeaux .

Remarquons d'abord queG ne peut pas avoir de sommet de degré 1; en e et, supposons
qu'il existe un sommetx de degré 1 et notongy son unique voisin : I'ensembld yg ne serait
pas séparé de I'ensembleX y}; ceci fait d'ailleurs partie d'un résultat plus général sur les
graphes sans (1 )-jumeaux, dont le degré minimum est au moins™ ([70], Th. 8). En
conséquence, un bloc feuille d& ne peut pas étre un pont : les blocs feuilles d& sont
des composantes 2-connexes. On pourra en particulier leuppliquer la proposition C.1.
Nous notonsH un bloc feuille de G; le grapheH posséde au moins un cycle.
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x71a

t
Figure C.II Le grapheL du lemme C.2.

Le grapheH est soit G tout entier et dans ce cas ne posséde pas de point d'articulain,
soit possede un et un seul sommet,, qui soit sommet d'articulation de G. Dans toute la
suite, on garde ces notations pour le graphe (composante Dunexe) H et le sommet
s'il existe .

C.3 Le plus long cycle de H n'est pas de longueur 6

Le lemme C.2 sera utilisé de maniére répétée pour démontrees lemmes C.3 C.5, les-
quels stipulent que siH admet certains sous-graphes partiels, alors, sous certan condi-
tions, H admet un C ; comme sous-graphe partiel. Le lemme C.6 conclut cette seoti,
de loin la plus longue de cet article, en établissant que le pk long cycle deH n'est pas
de longueur 6.

Lemme C.2. On suppose que le plus long cycle d¢ est de longueur 6; siH posséde le
graphe L représenté sur la gure C.Il comme sous-graphe partiel, avex 6 ety 6
alors le sommett est adjacent ax ou y mais pas aux deux, et les sommets et y n'ont
pas d'autres voisins dansG que z, u, et, pour exactement l'un d'entre eux,t.

Preuve. On suppose queH n'admet pas de cycle de longueur au moins 7 et qu'il posséde
le grapheL comme sous-graphe partiel, avex 6 ety 6 . NotonsY l'ensemble des 7
sommets del.

On montre d'abord que les voisins danss de x et dey sont dans I'ensemblef z; u; tg.
Supposons au contraire que le sommet a un voisin s appartenant a X nfz;u;tg.

Sis appartient a Y, il s'agit de y, v, ou w.

Sis n‘appartient pas a Y, puisquex n'est pas le sommet d'articulation, on peut utiliser
la proposition C.1 : le sommets appartient a H et il existe une (H;s; Y; x)-chaine.

Que le sommets appartienne ou non aY, il existe donc une chaineC de longueur au
moins 1 reliantx et Y nfxg, autre que les arétes x; zg, f x;ug et f x; tg, et dont les sommets,
sauf les extrémités, n'appartiennent pas aY ; on examine les di érents cas envisageables,
qui sont représentés sur la gure C.III.

(@) Si C relie x et z, C est de longueur au moins 2 ; en la concaténant avec la chaine
Z;v;t;w;u; X, on a un cycle de longueur supérieure ou égale a 7, représede gras
en gure C.llI(a); ce cas est impossible, de méme que le cas dD relie x et u.

(b) Si C relie x et y, cette chaine concaténée avec la chaing z;v;t;w; u;x forme
un C 7; ce cas est impossible.
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X X
(@) (b)
z
u u
v w v v
t t
X
X
(©) (d)
u
u
w
v w
t
t
Figure C.III [llustrations pour la preuve du lemme C.2.

(c) Si C relie x et v, cette chaine concaténée avec la chainet;w;u;y; z;x forme

un C 7. Il est de méme impossible queC relie x et w.

(d) Enn, si C relie x ett, alors C est de longueur au moins 2 et en la concaténant

avec la chainet;w; u;y;z; x, on forme un C 7, encore une contradiction.
Aucun cas n'est donc possible, et les voisins de sont dans I'ensemblef z; u;tg; il en est
de méme pour le sommey.

Par ailleurs, on a : B(fz;xg) f Xx;y;z;uget B(fz;yg) f X;y;z;ug. Pour que les

ensembled z; xg et f z; yg soient séparés, il est nécessaire d'utiliser le sommgtet donc un,
et un seul, des sommetx et y est adjacent at, ce qui achéve la preuve du lemme C.2.0

Lemme C.3. Sile grapheH admet le graphelL représenté par la gure C.Il avec x 6
ety 6§ comme sous-graphe partiel, alors le graphél posséde un cycle de longueur au
moins 7 comme sous-graphe partiel.

Preuve. On suppose queH ne posséde pas d€ ; et admet le graphelL avecx 6 et
y 6 comme sous-graphe partiel. On nomme encor¥ I'ensemble des 7 sommets dk.

On peut supposer que, si n'appartient pas a Y, il n'existe pas la chainez; ;t ; en
e et, s'il existe la chaine z; ;t avec hors deY, on supprime deL la chainez;v;t qu'on
remplace par la chainez; ;t etle sommet prendle nom dev. On peut de méme supposer
que, si  n'appartient pas a Y, la chaineu; ;t n'existe pas.

Si le sommet se trouve enz ou enw, on renomme les sommets en échangeant les
noms z et u ainsi que les nomsv et w; on peut donc supposer, sans perte de généralité,
que le sommet n'est ni enz, ni en w.

Le graphelL considéré dorénavant possede les propriétés suivantes :

L correspond a la gure C.II,

x6 ,y6 ,z6 ,etw6 ,

s'il existe la chaine z; ;t , alors appartienta Y,
s'il existe la chaine u; ;t , alors appartienta Y.
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x7a

v w;fa

t
Figure C.IV Le graphelL avec l'aréte {y;t}.

(@) (b) ©)

t

Figure C.V Lemme C.3, illustrations pour le résultat 1.

On peut supposer en outre, d'aprés le lemme C.2, gugest adjacent at et on sait qu'alors
les sommetsx et y n'ont pas d'autres voisins dansG que ceux représentés sur la gure C.IV.
Le graphe H posséde donc le graphe représenté sur la gure C.IV comme ssigraphe
partiel.

Pour établir le lemme C.3, on procéde par étapes, en établiast des résultats intermé-
diaires, de 1 a 7.

1. Le sommetw n'a aucun voisin hors deY.

Supposons quew ait un voisin s n'‘appartenant pas aY (voir gure C.V); w étant
di érent de , il y a une (H;s;Y;w)-chaine C. D'aprés le lemme C.2, les sommets
X et y ont tous leurs voisins dansY : la chaineC ne peut pas arriver enx ouy. La
chaine C ne peut arriver ni en u ni en t, sans quoi on aurait unC 7, représenté en
gras en gure C.V(a) dans le cas ou la chaine arrive enu. Si la chaineC arrivait
env, on aurait un C g et si elle arrivait en z, on aurait un C 7 : la chaineC ne peut
arriver en aucun sommet deY. En conséquencew n'a pas de voisin hors deY .

2. Si le sommetv est di érent de , alors v n'a aucun voisin hors deY.
Ce résultat s'obtient exactement de la méme maniére que le séiltat 1.

3. Il n'existe pas de sommet nappartenant pas & et di érent de  qui soit adjacent
a la fois az et u.

En e et, supposons qu'un sommets di érent de et hors deY soit adjacent a la fois
az etu (voir gure C.VI); daprés le lemme C.2, le sommet x n'étant pas adjacent
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t

Figure C.VI Lemme C.3, illustration pour le résultat 3.

at et ni x ni sn'étant point d'articulation, le sommet s est adjacent at. Ni s ni
y n'‘étant point d'articulation, le fait que s et y soient adjacents at contredit le
lemme C.2.

4. Siv estdiérent de et si le sommetz a un voisin s n'appartenant pas aY, alors
s est le sommet et on a la chainez; ;u .

On suppose quey est di érent de et on rappelle que le sommet est di érentde
on suppose que le sommet a un voisin s hors deY. Le sommetz étant di érent
de , la proposition C.1 montre qu'il existe une (H;s;Y; z)-chaine, qu'on nhommecC.
La chaine C ne peut arriver ni en X, ni eny, ni en v, car on aurait alors un C 7.
Pour la méme raison, elle ne peut pas non plus arriver ew, cf. gure C.V(c).
Supposons maintenant que la chaineC arrive en t; nécessairementC est de lon-
gueur 1 (il s'agit de l'aréte fs;tg), sinon on aurait un C 7; or on a choisiL de sorte
gue, si la chainez; ;t existe, alors 2 Y : le sommets est donc di érent de
d'aprés le lemme C.2, appliqué &s et v, soit v, soit s doit étre adjacent a u et les
sommetss et v n'ont aucun voisin n'‘appartenant pas afz;t;ug. On va montrer que
V ne peut pas étre adjacent au ; pour cela, on suppose que le sommet est adjacent
au sommetu. En rappelant que le sommety n'a aucun voisin n'‘appartenant pas
afz;u;tg, on a (voir gure C.VII) :

B(ftyg) = B(ft;vg) = fy;z;tu;vg [ B(t):

Les paires de sommetdt;yg et ft;vg ne sont donc pas séparées. Le sommetne
peut donc pas étre adjacent au. On montrerait de méme que, sis était adjacent a u,
les pairesft;yg et ft;sg ne seraient pas séparées. Ni, ni s ne peut étre adjacent
au : la chaineC ne peut pas arriver ent.

Il reste I'éventualité que C arrive en u. Alors, comme précédemment, on voit queC
est nécessairement de longueur 1 : on a la chaizes; u. Le résultat 3 montre que le
sommets est , ce qui achéve la preuve du résultat 4.

5. Si u est diérent de et si u a un voisin s nappartenant pas aY, alors s est le
sommet et on a la chaineu; ;z .
On suppose quau est di érent de  et, par hypothése,w est di érent de . La preuve

du résultat 4 s'appuie sur la propriété que les sommetg et v sont autres que . On
peut reprendre cette preuve pour démontrer symétriguemente résultat 5.
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X
z{a u
s w
t
Figure C.VII Lemme C.3, illustration pour le résultat 4, lorsqueC arrive en t.
s=a
z

t

Figure C.VIII Lemme C.3, illustration pour le résultat 6.
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6.

X X

a
z u z u
w w

%

S
S
t/a tfa
Figure C.IX Lemme C.3, illustrations pour le résultat 7.

est enu ou v.
Supposons queau et v soient di érents de . D'aprés les résultats 1 et 2, les sommets
v et w n'ont alors aucun voisin hors deY ; d'aprés les résultats 4 et 5, les sommets
z et u peuvent seulement avoir le sommet comme voisin hors deY, voisin qui leur
est alors commun (voir gure C.VIII). On a:

B(fw;zg) = B(fv;ug) = Y ouB(fw;zg) = B(fv;ug)= Y [f g.

Les paires {w; z} et { v; u} ne sont pas séparées. On en déduit donc que sait soit v
est égal a .

. Les paires {x;t} et { z;w} ne sont pas séparées

D'aprés le résultat précédent,t est diérentde .On a:
B(fx;tg)\ Y =B(fz;wg)\ Y =Y.

Rappelons que les sommetg;y; et w n'ont aucun voisin hors deY (lemme C.2 et
résultat 1). Pour séparer les paires ;t} et { z;w}, il faut que t ou z ait un voisin
hors deY qui les sépare.

Supposons d'abord quet ait un voisin s hors deY qui sépare les paires X;t} et
{z;w}; d'aprés la proposition C.1, t n'étant pas sommet d'articulation, il y a une
(H;s;Y;t)-chaine, C, qui ne peut arriver ni en v, ni en w, car on aurait un C 7;
elle ne peut arriver non plus ni enx, ni eny, car ces sommets n‘ont pas de voisins
n'‘appartenant pas a Y. Supposons queC arrive en u, voir gure C.IX(a); cela
signi e que C se réduit a la chaineu;s;t (sinon, existence d'unC 7), et, d'aprés les
hypothéses surl ou d'aprés le résultat 6,s est di érent de ; d'aprés le lemme C.2
appliqué aw et s, il faut que w ou s soit adjacent az. Supposons qu'il s'agisse de ;
ona:

B(ftyg) = B(ft;wg) = fy;z;t;u;v;wg [ B(t):

Commey et w n'ont aucun voisin hors deY, seulx pourrait séparer ft;yget ft;wg,
mais on sait déja que les seuls voisins dedansG sont z et u. Les paires de sommets
ft;ygetft;wgne sont donc pas séparées. Le sommwtne peut donc pas étre adjacent
a z; on montrerait de méme que sis était adjacent a z, les pairesft;yg et ft;sg ne
seraient pas séparées. La chain€ ne peut donc pas arriver enu, et ne peut alors
plus arriver qu'en z, et elle est de longueur 1 : voir gure C.IX(b), ou s et z sont
voisins. Ceci contredit toutefois le choix des, qui devait séparerfx;tg et fz;wg.
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Figure C.X Le grapheK du lemme C.4.

Supposons maintenant quez ait un voisin s hors deY qui sépare les pairesX;t} et
{z;w}; d'aprés la proposition C.1, z n'étant pas sommet d'articulation, il y a une
(H;s;Y;z)-chaine C, qui ne peut arriver ni en v, ni en x, ni eny, sinon on aurait
un C 7; d'aprés le résultat 1, elle ne peut pas non plus arriver emv. Supposons que
la chaineC arrive en u; elle serait alors de longueur 1 et, le sommes n'étant pas le
sommet d'articulation, cela contredirait le résultat 3. La chaine C arrive donc ent
et elle est de longueur 1 s et t sont voisins, ce qui contredit a nouveau le choix de
S.

On ne peut pas séparer les pairesxt} et { z; w}.

L'hypothése queH ne posséde pas d€ ; est contredite, et la démonstration du lemme C.3
est ainsi achevée. O

Lemme C.4. On considére le grapheK représenté par la gure C.X et on suppose que, Si
existe, il est enu ou v. Si le grapheH possede le graph& comme sous-graphe partiel,
alors H posséde un cycle de longueur au moins 7 comme sous-graphetipar

Preuve. On note Y I'ensemble des 8 sommets di . On suppose que le graphél posséde
le graphe K comme sous-graphe partiel et que, si existe, il est enu ou v.

Le graphe G étant sans (1 2)-jumeaux, les ensemblesX;t} et { y; p} sont séparés.
Par symétrie entre {x;y} et { p;t}, puis par symétrie entre x et y, il sut de supposer
que le sommetx possede un voisin qui n'appartient pas aB (fy;pg). Or B(fy;pg)
fx;y;z;p;t;wg. On a alors les possibilités suivantes :

x est voisin des2 X nY,s6 .Commex 6 |, il existe une (H;s;Y;x)-chaineC.

SiC arrive enw; y; p; t; v; ou u, alors on a unC 7; et si C arrive en z, alors soit on

a directement un C 7, soit C est de longueur 1, ce qui signi e que les arétebx; sg

et fs; zg existent, avecy 6 ;s 6 , et on peut appliquer le lemme C.3.

fXx;vg est une aréte ouf x; ug est une aréte. Dans les deux cas, il existe u@ 7.
Dans tous les cas ci-dessus, on obtient ug@ 7, et le lemme C.4 est ainsi démontré. O

Lemme C.5. On considére le grapheK ® représenté sur la gure C.XI et on suppose que,
si  existe, il est enu ou v. Si le grapheH posséde le graphé ° comme sous-graphe
partiel, alors H posséde un cycle de longueur au moins 7 comme sous-graphetigar

Preuve. On note Y I'ensemble des 7 sommets di %; on suppose que le graphél admet
le graphe K ° comme sous-graphe partiel et que, si existe, il est enu ou v. Le graphe G
étant sans (I 2)-jumeaux, les ensembles {; x} et { p;y}, dont les boules contiennent
toutes deux les sommets; y; z; w; et p, sont séparés; on peut, sans perte de généralité,
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v=a ? u=a ?

Figure C.XI Le grapheK °du lemme C.5.

Figure C.XII Illustration pour la preuve du lemme C.5, avec l'arétef x; vg.

supposer que le sommek admet un voisin qui n'est pas dansB (f p;yg). On a alors les
possibilités suivantes :
(@) xestvoisindes2 XnY,s6 .Commex 6 | ilexiste une (H;s;Y;x)-chaineC.
Si C arrive enw; y; p; v; ou u, alors on a unC 7; et si C arrive en z, alors soit on

a directement un C 7, soit C est de longueur 1 et on peut appliquer le lemme C.3,
cf. preuve du lemme C.4.
(b) fx;ug est une aréte; alors il existe unC 7.
(c) fx;vg est une aréte, voir gure C.XIl; les ensembles &;x} et { z;w}, dont les
boules contiennent tous les sommets d¥, étant séparés, le sommetv ou le sommet
x doit avoir un voisin n‘appartenant pas a Y. S'il s'agit de x, I'étude faite ci-dessus
en (a) s'applique a nouveau. Examinons donc maintenant le samet w, un voisin s 2
X nY dew qui ne soit voisin ni de x ni de z, et une (H;s;Y;w)-chaine, C. Si C
donne naissance a une chaine de longueur 3 entreet z dont seules les extrémités,
w et z, sont dansY, on applique le lemme C.4; dans tous les autres cas, on observ
directement queH contient un C 7.
Tous les cas conduisent a I'existence d'un cycle de longueau moins 7. Le lemme C.5 est
ainsi démontré. O
On peut maintenant montrer :

Lemme C.6. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 6.

Preuve. On procéde par l'absurde en supposant que le plus long cycleedd est de
longueur 6; siH posséde unG contenant le sommet , on choisit un tel cycle, sinon on
choisit un G quelconque. On notea; b;c;d;e;et f les sommets de ce cycle, et on pose
Y = fa;b;c;d;e;fg. Sile cycle contient le sommet , on suppose que le sommet est enf
(voir gure C.XIII). Les lemmes C.3, C.4, et C.5 ainsi que l'inexistence d'unC 7 montrent
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b d
a e
f=a?
Figure C.XIII Le cycle de longueur 6 considéré pour le lemme C.6.

W \'

Figure C.XIV Le grapheM du lemme C.7.

qu'il n'y a pas d'autre chaine de longueur au moins 2 ayant sesxtrémités dansY et son
(ses) autre(s) sommet(s) hors deY que :

une éventuelle chaine de longueur 2 entre les somme et €;

une éventuelle chaine de longueur 2 ou 3 entre les sommetset f .
En e et, si une chaine relie 2 sommets consécutifs du cycle/le donne unC 7 ; si elle relie
2 sommets a distance 2, autres qua et e, ou bien on a unC 7, ou bien le lemme C.3
s'applique; si elle relie 2 sommets opposés autres queet f, soit elle donne unC 7, soit
le lemme C.4 ou C.5 s'applique; en n si elle est de longueur amoins 4 entrec et f , alors
H contient un C 7.

Les boules des ensemblesa{d} et { b;& contiennent Y ; ces ensembles ne sont pas
séparés, car on vient de voir queb et d n'ont pas de voisin hors deY, et que a et e
soit n'ont pas de voisin hors deY, soit ont un seul voisin hors deY, voisin qui leur est
commun. O

C.4 Le plus long cycle de H n'est pas de longueur 5

Lemme C.7. Sile grapheH posséde le graph®! représenté par la gure C.XIV comme
sous-graphe partiel avex 6 ety 6 , alors H posséde un cycle de longueur au moins 6
comme sous-graphe partiel.

Preuve. Supposons quéd admette le grapheM ,avecx 6 ety 6 , comme sous-graphe
partiel. Les ensembles £; x} et { z; y} étant séparés, il faut que le sommetx ou le sommety
ait un voisin s assurant cette séparation. Supposons, sans perte de génkeg qu'il s'agisse
du sommetx. S'il y a une aréte entrex et v ouw, on a un C g. Sinon, le sommetx a un
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b c
a d
e=a ?
Figure C.XV Le cycle de longueur 5 considéré pour le lemme C.8.
a b
c
d=a?
Figure C.XVI Le cycle de longueur 4 considéré pour le lemme C.9.

voisin s n'appartenant pas aM ; le sommetx n'étant pas sommet d'articulation, il existe
une (H;s; M;x )-chaine qui dans tous les cas va engendrer u@ . O

Lemme C.8. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 5.

Preuve. On suppose que le plus long cycle de est de longueur 5 et donc qu'il n'y a pas
de C ¢. S'il existe un G; contenant I'éventuel sommet d'articulation , on choaisit ce cycle
et sinon on choisit un G quelconque ; on hommeg; b; ¢; d; eles sommets du cycle, et, si le
cycle contient , on suppose que = e (voir gure C.XV).

Comme précédemment, I'inexistence d'unC s et le lemme C.7 montrent que la seule
chaine possible de longueur au moins 2 dont les extrémités rsodans le cycle et les autres
sommets n'appartiennent pas au cycle est une chaine de longur 2 entre a et d. Cela ne
permet pas de séparer les ensemblea;c} et { b; d}, ce qui achéve la preuve du lemme C.8,
grace au fait quea; c; b; dne sont pas point d'articulation. O

C.5 Le plus long cycle n'est pas de longueur 4 ou 3

Lemme C.9. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 4.

Preuve. Supposons que le plus long cycle dd soit de longueur 4. On choisit un tel cycle,
on nomme a; b;c;d ses sommets et on suppose sans perte de généralité que le s@nhm
d'articulation n'est ni en a, ni en b, ni en c (voir gure C.XVI).

Les ensembleslf; a et { b; ¢ étant séparés, il existe une chaine de longueur au moins 2
dont une extrémité esta ou c, l'autre extrémité, distincte de la premiére, est sur le cyde
et les autres sommets n'appartiennent pas au cycle ; la seufeossibilité, pour ne pas avoir
de C 5, est une chainea;s;c ou s n'appartient pas au cycle, mais alors le sommes ne
sépare pas les ensembledia} et { b; g, ce qui achéve la preuve du lemme C.9. O

Lemme C.10. Le plus long cycle deH n'est pas de longueur 3.
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AT

Figure C.XVII Deux graphes sansi; 2)-jumeaux et sansC 7 sans corde.

Preuve. Supposons que le plus long cycle del soit de longueur 3; on choisit unG;
guelconque, on hommea; b; c ses sommets et on suppose sans perte de généralité que
I'éventuel sommet d'articulation n'est ni en a, ni en b. Il n'y a alors pas moyen de séparer
les ensembles €; a} et { c; 3 sans créer deC 4, d'oll une contradiction. O

C.6 Existence d'un cycle de longueur au moins 7

Theorem C.2. Tout graphe non orienté connexe d'ordre au moins 2 sansl 2)-
jumeaux possede un cycle élémentaire de longueur au moins @ntme sous-graphe partiel.

Preuve. On a vu, peu avant la Section C.3, que le graphéd admet un cycle ; d'aprés les
lemmes C.6,C.8 C.10, son plus long cycle ne peut pas étre dergueur 6, 5, 4, ou 3 : le
plus long cycle deH, et donc le plus long cycle deG, est de longueur au moins 7. O

C.7 Conclusion : remarques et questions ouvertes

On va mettre en paralléle certains résultats obtenus sur legraphes sans (1 2)-
jumeaux et les graphes sansr{ 1)-jumeaux, en laissant ouvertes ces questions dans le
cas des graphes sans;( )-jumeaux,r 1, 1.

On véri e facilement qu'un graphe réduit & un cycle de longuaur 7 (ou plus) est sans
(1; 2)-jumeaux, et qu'un graphe constitué d'un G; et d'une ou plusieurs cordes possede
des (3 2)-jumeaux. Ainsi,

tout graphe connexe d'ordre au moins 2 sans (1 2)-jumeaux est d'ordre au moins 7
et le seul graphe connexe d'ordre 7 sans {1 2)-jumeaux est le graphe réduit aG;.
De maniére similaire, on sait que
tout graphe connexe d'ordre au moins 2 sansi{  1)-jumeaux est d'ordre au moins
2r + 1 et le seul graphe connexe d'ordre 2+ 1 sans (r; 1)-jumeaux est la chaine
a 2r +1 sommets [35],[74]],[3].
Considérons maintenant les deux graphes de la gure C.XVIl.Ces graphes sont sans
(1; 2)-jumeaux et ne possédent pas d€ 7 sans corde. Ainsi,
on ne peut pas ajouter au théoréeme C.2 la propriété d'avoir tn C 7 comme sous-
graphe induit.
Cela di ére du cas des ¢, 1)-jumeaux, dans lequel il a été montré que
tout graphe connexe d'ordre au moins 2 sansi, 1)-jumeaux contient la chaine a
2r + 1 sommets comme sous-graphéduit [5].
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Finalement, on peut observer que le plus petit cycle possill, G, peut apparaitre dans un
graphe sans (1 2)-jumeaux, ainsi qu'en atteste par exemple le deuxiéme gphe de la
gure C.XVII.
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Abstract

Let G be a simple, undirected, connected graph with vertex se¥/(G) and C  V(G) be a set
of vertices whose elements are calledodewords For v 2 V(G) and r 1, let us denote byl E (v)
the set of codewordsc 2 C such that d(v;c) r, where the distanced(v; ¢) is de ned as the length
of a shortest path betweenv and c. More generally, forA  V(G), we dene 1€ (A) = [ v2al € (V),
which is the set of codewords whose minimum distance to an eleent of A is at most r. If r and
| are positive integers,C is said to be an ; |)-identifying code if one haslI‘(A) 6 I1C (A9
wheneverA and A are distinct subsets ofV (G) with at most | elements. We consider the problem
of nding the minimum size of an (r; |)-identifying code in a given graph. It is already known
that this problem is NP -hard in the class of all graphs whenl =1 and r 1. We show that it is
also NP -hard in the class of planar graphs with maximum degree at masthree for all (r;1) with
r landl 2f1;2g. This shows, in particular, that the problem of computing th e minimum size
ofan (r;  2)-identifying code in a given graph isNP -hard.

Keywords : graph theory ; identifying codes; planar graphs; complexit y; NP-completeness ; NP-hardness.
2000 Mathematics Subject Classi cation : 68Q17, 05C99, 94B65.

D.1 Notation and de nitions

By graph we mean an undirected graph without loops nor multiple edgeslif G is a
graph, we denote respectively by (G) and E(G) the sets of vertices and edges o6. An
edgefx;yg 2 E(G) with x;y 2 V(G) will be simply denoted by xy. We refer to [43] for
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UMR 5141, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France

2. Centre National de la Recherche Scienti que - LTCI UMR 514 1 & Institut TELECOM - TELECOM
ParisTech, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France
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basic notions such as adjacent vertices, paths, cycles or ¢hneighbourhood of a vertex. Let
us recall the distinction between asubgraphand an induced subgraph a subgraph ofG is
a graph H with V(H) V(G)and E(H) E(G), whereas ifW V(G), the subgraph
induced byG on W is the graph G[W] whose vertex set isW, and whose edges are all the
edgesxy 2 E(G) with x andy in W.

From now on, we consider only connected graphs; fov 2 V and r 2 N, the ball of
radius r centered atv is the set

B(v;r)=fw2V(G):d(v;w) rg

whered(v; w) denotes the number of edges in any shortest path between and w, i.e. the
length of any shortest path betweenv and w. Wheneverd(v;w) r, we say thatv and w
r-cover each other (or simply cover if there is no ambiguity). A vertex ¢ 2 V(G) is said
to r-separate (or simply separate vertices x and y if ¢ r-covers one of them and does not
r-cover the other.

In this paper, what we call a codeis simply a set of verticesC  V(G), and we refer
to its elements ascodewords A code C is said to ber-covering (or r-distance-dominating)
if every vertex v 2 V(G) is r-covered by at least one codeword 2 C. A code C is said
to be r-separating if for every pair of distinct vertices x 6 y of G there exists a codeword
c 2 C which r-separatesx and y.

An r-identifying code is a code which is bothr-covering andr-separating. Equivalently,
C V(G) is an r-identifying code if all the sets

1E(v)= B(v;r)\ C

for v 2 V(G) are non-empty and di erent.
More generally, if C is a code andA is a subset ofV (G) we denote byl € (A) the set
of codewords whichr -cover at least one element of;, i.e.

1C(A) = [ B(v;r)\ C:
V2A

If r and | are positive integers, an ¢ |)-identifying code is a codeC such that the sets
IC(A) forall A V(G) with jAj | are dierent. Note that, in this case, as | °(;) = ;,
thenIC(A)6 ; forl j Aj |I;thusan(r; 1)-identifying code is simply anr-identifying
code.

We recall that the degreeof a vertexv 2 V(G) is the number (v) of verticesw 2 V (G)
such that vw 2 E(G). The maximum degree ofG is de ned as

G)= max (v):
( G)= ma X (v)
Finally, a graph is planar if it can be drawn in the plane in such a way that its edges do
not cross. For precise de nitions and additional backgrourd about graphs, we refer once
again to [43]. The reader will also need basic knowledge in @brithmic complexity such as
polynomial reduction and NP -completeness ; for these notions we refer to [50].

D.2 Introduction and main results

The problem of nding an identifying code of minimum size in a graph has been
introduced and studied in [65]; the original motivation was fault detection in processor
systems. It was shown in [34] that the computation of the minimum size of anr -identifying
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code in a given graph isNP -hard for any r 1 furthermore it was proved in [52] that this
problem is AP X -hard for r = 1. In particular, this implies if P 6 NP that there exists a
constant ¢ > 1 such that no polynomial algorithm gives an e ciency ratio b etter than c.
Indeed there is, for all r 1, a polynomial approximation algorithm which computes
an r-identifying code with e ciency ratio O(logjV (G)j), but sublogarithmic ratios are
intractable (see [88]). For a nearly comprehensive bibliogaphy about identifying codes,
see [73].

In this paper we prove NP -hardness results for the restriction of this same problem
to the class of planar graphs with maximum degree at most thre; this class is quite
restrictive, as connected graphs with maximum degree at mdstwo are paths and cycles
where the size of a minimumr-identifying code is known exactly in most cases (see [17],
[55], [82] and [89]). We also study the problem of nding the mnimum size of an (; 2)-
identifying code and prove its NP -hardness in the class of planar graphs with maximum
degree at most three for allr 1, which of course implies itsN P -hardness in the class of
all graphs. These codes have been investigated in [70], [5&hd [69], but to our knowledge
at this day no complexity result is known about them : our resuts show, in particular,
that the problem of computing the minimum size of an (r;  2)-identifying code in a given
graph is NP -hard.

Let us denote by 3 the class of planar graphs with maximum degree at most three,
and let r and | be positive integers. The problem that we study is preciselythe following
one :

Min (r; I)-ID-code in 3
Instance : agraphG 2 3 and an integerk;
Question : is there an (; |)-identifying code C of G with jCj k?

Our results can be summarized in the following theorem :

Theorem D.1. The problemMin (r; 1)-ID-code in 3 is NP-complete forl 2 f 1;2g
and allr 1

D.3 Proofs of the complexity results

D.3.1 The vertex cover problem

Let G be a graph. An edgee = xy 2 E(G) is said to be coveredby a vertex v 2 V(G)
if v and e are incident, i.e. if v= x or v = y. A vertex coverin G is a codeC V(G)
such that every edge ofG is covered by a at least one codeword 2 C. Equivalently, C is
a vertex cover if
8e=xy2E(G); x2Cory2C:

It is well known that the problem of nding the minimum cardin ality of a vertex cover
in a given graph isNP -hard ([64]) ; furthermore, it was proved in [49] that this problem
remains NP -hard in the class of planar graphs whose maximum degree is ahost three.
More precisely, the following problem isNP -complete :

Min Vertex Cover in 3
Instance : agraphG 2 3 and an integerk;
Question : is there a vertex coverC of G with jCj k?
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If r and | are xed and a code C is given in a graph G, as all distances between
vertices of G can be computed in polynomial time, we can also compute all th setsl © (A)
for A V(G) with jAj | and compare them in polynomial time, and thus check thatC
isan (r; I)-identifying code : therefore the problemMin (r; [I)-ID-code in 3 belongs
to NP . We will complete the proof of Theorem D.1 by showing thatMin Vertex Cover
in 3 polynomialy reduces to the problemMin (r; 1)-ID-code in gforallr 1and
| 2 f1;2g; we will consider four cases depending on the values ofand | : r =1;1=1
(Section D.3.2),r =2;1 =1 (Section D.3.3),r 3;1=1(Section D.3.4),andr 1;1=2
(Section D.3.5).

D.3.2 Reductionfor r=1and I =1

In this section, we setr =1 and | = 1. Let us consider an instance ofMin Vertex
Cover in 3, i.e. a planar graph G with maximum degree at most three and an integer
k. We construct a graph G° by replacing every edgee = xy of G by the structure Ce
counting 9 vertices and 11 edges speci ed by Fig. D.I. Note tat we do not considerx and
y as elements of the structureCe ; thus Cg is not a graph (since it contains edges without
containing their ends), but we will denote by V (Cg¢) the set of its nine vertices as we would
have done if it were one. See also Fig. D.Il for an example of &ansformation.

€ O
X y
Figure D.I The structure C. which replaces an edge = xy of G in G°.
o}
) h o} [V‘\ b
o/
G GO
Figure D.II A graph G and the graphGP° obtained through our transformation.

If G hasn vertices andm edges, thenG®hasn +9m vertices and 1in edges ; thusG°
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can be constructed fromG in polynomial time. It is easy to check that G%is also planar
and has maximum degree three. The key-result for the reductin is the following :

Proposition D.2.  With notation above, G admits a vertex coverC with jCj k if and
only if G%admits a 1-identifying code C°with jCY  k +5m.

Proof. Let us x our notation rst:if G is the original graph and G®is the transformed
one, we consider the vertex seV (G) of G as a subset oV (GY. Therefore V(G9 can be
partitioned in JE(G)j + 1 sets :

[
V(GY= V(G) [ V(Ce):
e2E (G)

Let C be a vertex cover forG with jCj k: we construct an identifying code C° for
G%by adding to C ve vertices in each setV (C) for all e 2 E(G); thus the code C° will
have cardinality jCY = jCj+5m k+5m as stated in the proposition. For each edge
e= xy 2 E(G), the choice of the setC? of ve vertices in V(Ce) added to C will depend
on the casex 2 C ory 2 C; recall that as we have requestedC to be a vertex cover of
G, we have at least one ofk and y in C. As the structure is symmetric, without loss of
generality let us assume thatx 2 C. Then we de ne (see Fig. D.III)

CO= fs1;52;Ss; S6; SoO:

When this is done for all e 2 E(G), the code CCis de ned as
[

co=CJ[ cd
e2E(G)
S3
S4 So
@ 'Ss st O
X y
Se Sg
Sy Sg
Figure D.III The code C%in Ce if x 2 C. Codewords are in black, non-codewords in white,

with the exception ofy which may be a codeword or not.

It remains to prove that C%is a 1-identifying code ; since for each edge= xy 2 E(G)
the set of vertices covered byf s1;Sy; Ss; Sg; Sgg is preciselyV (Ce) [f X;yg, it is easily seen
that it su ces to check that for every edge e = xy of G, all vertices in

V(Ce) [f xyg

are covered and pairwise separated byC% We summarize in the following table which
codewords cover the di erent vertices. Note that in C¢ both x and y may belong to C ;
this has no consequence sinceontaining an identifying code is a su cient condition for a
set of vertices tobe an identifying code.



D.3 Proofs of the complexity results 110

vertices /codewords | X | S1 | So | S5 | Sg | So
X
y
S1
S2
S3
Sy
S5
Se
S7
Sg
Sg

Conversely, suppose that there exists a 1-identifying cod€ °for G°with jC§ k+5m.
First we prove :
If neither x nor y belongs toC? then jV(Ce)\ C§ 6. (D.1)
We just have to recall why a 1-identifying code on a cycle on 9 grtices must have at least 6
codewords. To simplify notation, let us consider that our vatices are integers modulo 9. If
ais a vertex of the cycle, thena+1 and a+2 must be separated by a codeword, therefore
a or a+3 must be codewords. The same argument proves that there muse a codeword
in fa+3;a+6g, and another in fa+ 6;ag. So there must be at least two codewords in
fa;a+3;a+6g for each vertexa. Applied to a 2 f 1;2; 3g, this argument shows that there
are at least two codewords in each of the set$l;4;7g, f2;5;8g and f 3;6;9g, therefore
jV(Ce)\ CY 6.

Regardless of the fact thatx or y belong toC?% we havejV(Ce)\ CY 5. (D.2)
As in the previous case, there must be a codeword ifia;a+ 3 g for every a except in the
cases wherx or y can be used to separata+ 1 from a+2, i.e. except fora 2 f 3;4; 8; 9g.
So there must be at least one codeword in each of the pairs :

fs1,549 fsz;859 fss;889 fse;Sog and fsz;s:0:

We consider three cases :
if neither s; nor ss are codewords, thens,, s, sg and s; must be, as well as one of
the pair fsg; Sgg, SO we need ve codewords at least iV (Ce) ;
if s; and ss are both codewords : as at least one vertex in the paiff sg; Sgg is a
codeword we can suppose by symmetry thases 2 C°; but s3 and sg are not covered
by s1, ss, Sg, X nor y; therefore we need at least two other codewords iV (Cg) ;
if s; is a codeword butss is not (the other case being the same by symmetry), then
s, and sg are codewords as well as one of the pairsg; Sgg. In both cases we still
need to covers, with a codeword in V (Ce).

Let us de ne C as the trace ofC%0n V(G), i.e.

Cc = C% V(G):

Recall that V(G) is a subset of V(G9% and so C is a code inG. We would like to use C
in order to build a vertex cover of G. It may happen for an edgee= xy 2 E(G) that in

GO neither x nor y belongs toC% and in this case the edgexy of G is not covered by the
codeC. Let p be the number of edges 2 E(G) which are not covered by C. From (1)
and (2) we have
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iCi ¢c° ep 5m p=2¢C° 5m p k p:

As there are p uncovered edges, if we add t&C one codeword on each edge uncovered
by C, we get a vertex cover ofG with at most k codewords.

D.3.3 Reductionfor r=2and I =1

For r = 2, we use a di erent strategy for the reduction. The basic idea is to replace
every edgee = xy 2 E(G) by a chain on 4 vertices and 5 edges : see Fig. D.IV. Consider
the central vertices a and b on the chain; as a 2-identifying code has to separata from b,
we deduce thatx or y must be a codeword. Hence the trace ois of a 2-identifying code
of GOwill be a vertex cover of G.

b h ) h ) b
X a b y
N\ J \ J
Y Y
d(x;a) =2 d(b;y) =2
Figure D.IV A 2-identifying code will have to containx or y to separatea from b.

Clearly, this reduction is not entirely satisfactory because we cannot control the total
number of codewords in the identifying code. In order to do spwe will add other devices
around the chain.

Let G2 3 andk be an integer. We construct fromG a graph G° by replacing every
edgee = xy in E(G) by a structure Cg counting 11 vertices and 14 edges : see Fig. D.V,
where the chain xvsv7vgvgy plays the role of the chain in Fig. D.IV. As in the previous
case we do not considek and y as elements ofV (Ce).

PV11

V10

hV3

bV

i Vl
Figure D.V The structure C. which replaces an edge = xy of G for r = 2.
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Clearly, G° can be constructed in polynomial time from G, and G°2 3. Let m =
JE(G)j. We will prove :

Proposition D.3. G admits a vertex coverC with jCj  k if and only if G® admits a
2-identifying code COwith jC§  k +5m.

Proof. Once again,V (G) is a subset ofV(G9; so if we consider a vertex coverC of G
with jCj Kk, we can add codewords toC in order to construct a 2-identifying code for
G% We do this in the following way : if e = xy 2 E(G), then x or y is in C. Suppose
without loss of generality that x 2 C. We add to C the 5 codewordsvs; va; vg; vg and vg
on the structure Ce (see Fig. D.VI).

When this is done for all e 2 E(G), we get a codeC®on G°with jCq = jCj+5m,
hencejCY k+5m. To check that C%is a 2-identifying code onG° we just have to see
that for every e = xy 2 E(G), the vertices x, y and the 11 vertices ofCe are covered
by di erent subsets of fXx;Vvs;Va;Vs; Vs Vog. This is clearly su cient because for a given
e= xy 2 E(G), a vertex belongs toV (C¢) [f X;yg if and only if it is 2-covered by v3, V4
or vg. It remains to check the following table :

vertices /codewords| X | V3 | V4 | Vg | Vg | Vg
X
y
Vi
V2
V3
\Z
Vg
Ve
V7
Vg
Vg
V1o
Vi1

Conversely, suppose thatC?is a 2-identifying code of GOwith jCY k +5m. Then if
e= xy 2 E(G), consider the codewords orCe :
v1 and v, must be separated byC%sov, 2 C9;
v1 must be covered byC%so CO\f vi:vo:vag 6 ;
V> and v3 must be separated byC%so CO\f vs;veg 6 ; ;
vip and vi; must be separated byC%so CO\f v;;vgg 6 ; ;
v11 must be covered byC°so CO\f vg;vip; V11986 ;.
These ve facts show that in each structure Ce, we havejC® V(Ce)j 5, therefore
the trace of C%on V(G)
C=C% V(G)
has cardinality at most
iCj ¢c° sm k

Moreover, in each struture Cg, v7 and vg, which play the same role asa and bin Fig. D.1V,
must be separated byC® sox or y must belong to C° hence toC. Thus C is a vertex
cover of G°
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X Vs
bV3
‘IJV2
th

Figure D.VI The codewords inC, for r = 2.

D.3.4 Reductionfor r 3and =1

For r 3 our reduction uses the same idea as far = 2, but the structure is slightly
di erent. It is easier to present the proof for r = 3, but the general case is essentially the
same.

Fix r=3andlet G2 3. We replace every edgee = xy of E(G) by the structure spe-
ci ed by Fig. D.VII. In particular, there are 5 cycles with at tached paths on this structure
that we call suns A single sun is displayed on Fig. D.VIII. There are, in Fig. D.VII, 189
vertices, not counting X and y, and our transformation is polynomial; moreover, the new
graph G@is clearly in 3.

Figure D.VII The structure C. which replaces an edge = xy of G for r = 3. Squared vertices
belong toB (a;3) B(b;3).

Now we will prove the following proposition, wherem = jE(G)j :
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Figure D.VIII A sun and its codewords forr = 3.

Proposition D.4. G admits a vertex coverC with jCj  k if and only if G° admits a
3-identifying code C%with jCY k +70m.

Proof. First suppose that we have a vertex covelC of G with jCj k. Then we construct
a 3-identifying code C°on G° by adding 70 codewords toC on each structure Ce; these
codewords correspond to 14 codewords on each sun, as in FigMDl, thus jC§  k+70m.
We leave the readers to convince themselves that this de nea 3-identifying code onG°;
just note that as in the caser = 2, the central vertices a and b are separated becaus&
or y belongs toC and therefore is a codeword ofC% Once again, it will be su cient to
check that C 3-separates and 3-covers vertices inside each structuf®, if we rst observe
that C%enables us, for any vertexv 2 V(G9), just by looking at the set | €°(v), to know if
v belongs toV (G) or to identify the structure Cg to which v belongs.

Figure D.IX Necessary codewords in a 3-identifying code in a sun.

Conversely, if C%is a 3-identifying code onG® with jC§  k + 70m, then consider a
single sun of a structureCe (see Fig. D.IX). In order to separate verticesv, and vs, Vi
must be a codeword. In order to covervs, we must haveCAf v,;va;va;vsg 6 ;. The same
argument holds for every ray of the sun, therefore we need atelhst 2 7 = 14 codewords
in it; as there are ve suns in C. we need at least 70 codewords ofe.

The code C° being 3-identifying on G°, it necessarily separates the verticesa and b,
i.e. there is at least one codeword in the symmetric di erene B(a;3) B(b;3). This set is
composed of six vertices (see Fig. D.VIl) x, y and four vertices belonging toCe. Note
that none of these six vertices was counted above in the 70 cewords. Hence we have
(recall that x and y do not belong to Ce) :

if x ory belong to C%then jC% V(Co)j 70;
if neither x nor y belongs toC%then jCO\ V(Ce)j 71.
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The conclusion goes exactly like in the case =1 : let us de ne
c=c% v(G)

which is a code onG and let p be the number of edges 2 E(G) uncovered by C. Then

iCi= cA\v@G) ¢c° 71p 70m p k p

because we supposefCy k+70m. Thus if we add to C one codeword on each of thg
edges ofG uncovered byC, we get a vertex cover ofG, whose cardinal is at mostk.

Forr 4 our proof is exactly the same as in the case = 3 but the structure has to be
adapted. If we consider an edgee = xy of G, we replace it by a path on 2 extra vertices
and attach ve suns to the path as on Fig. D.X. Each sun is now a gcle on 2 + 2 vertices
with 2r + 1 rays of length r + 1. With this structure replacing every edge of G, we obtain a
graph GO satisfying the same properties as in the case = 3. One can prove the following
proposition exactly as it was done forr = 3.

Proposition D.5. G admits a vertex coverC with jCj  k if and only if G° admits an
r-identifying code C°with jC§  k +10(2r + 1) m.

3 vertices r 3 vertices
5 h 5
X y
N J
Y Y
dix;a)=r d(biy) = r

Figure D.X The structure C¢ in the general caser 3.

D.3.5 Reductionfor r land | =2

For our transformation we need to de ne a restriction of the Min Vertex Cover in
3 problem. Let § be the class of graphsG such that :

G belongs to 3, i.e. G is planar and every vertex of G has degree at most three;
no vertex of G has degree one;
if vp and v, are distinct vertices of G with degree 2, there exist verticesv&’ and
vg, distinct from v; and v», such that v‘l’ is adjacent to vy but not to vy, and VS is
adjacent to v, but not to vi.

We de ne a problem Min Vertex Cover in 9 by analogy with the problem Min

Verntex Cover in 3. We will prove the following result :

Lemma D.6. The problem Min Vertex Cover in 9 is NP -complete.
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Before proving this lemma let us begin with three preliminary results.

Lemma D.7. Let G be a graph andxy 2 E(G) be an edge such that the degree of the
vertex X is 1, and let G°= G[V(G) nfx;yg] be the graph obtained when we remowe y
and all their incident edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in G
equals the minimum cardinality of a vertex cover inG® plus 1 (see Fig. D.XI).

Proof. Suppose thatC is a minimum vertex cover in G; then exactly one ofx andy
belongs toC, because if we hadk andy in C, then C nfxg would also be a vertex cover
of G. HenceC%= C nfx;ygis a vertex cover ofG%and jCY = jCj 1. Conversely, if C°
is a (minimum) vertex cover of G% then C°[f ygis a (minimum) vertex cover of G.

Figure D.XI Illustration of Lemma D.7.

Lemma D.8. Let G be a graph andx be a vertex of degree 2 whose neighbowsand z
are adjacent, and letG%= G[V (G) nfx;y; zg] be the graph obtained when we remove, vy,
z and all their incident edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in
G equals the minimum cardinality of a vertex cover inG° plus 2 (see Fig. D.XII).

Proof. Suppose thatC is a minimum vertex cover in G ; then exactly two of the three
vertices x, y and z belong to C, because we need at least two of them to cover the edges
Xy, yz and zx, and if we had x, y and z in C then C nfxg would still be a vertex cover
of G. SoC%= C nfx;y;zgis a vertex cover ofG%and jCY = jCj 2. Conversely, ifCVis
a (minimum) vertex cover of G° then CO[f y;zg is a (minimum) vertex cover of G.

Figure D.XII Illustration of Lemma D.8.

Note that the previous two lemmas could be generalized in thdollowing way : if x is
a simplicial vertex in G, i.e. a vertex x with degree 1 whose neighbours induce a
clique in G, then the minimum cardinality of a vertex cover in G is equal to the mimimum
cardinality of a vertex cover in G[V nB(x; 1)] plus .1

Lemma D.9. Let G be a graph andx;y be two distinct vertices of G with degree 2,

sharing the same neighbourg and z° (in particular x and y are non adjacent). Let G°=

G[V(G) n fx;y;z;z%] be the graph obtained when we remowe, y, z, z° and all their
incident edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in G equals the
minimum cardinality of a vertex cover in GO plus 2 (see Fig. D.XIII).

1. We thank the referee for this remark.
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Proof. If C is a minimum vertex cover in G, then exactly two of the four vertices x,
y, z and z®belong to C ; the fact that zz°2 E(G) or not does not matter. The conclusion
follows as in the previous two lemmas.

Figure D.XIII [llustration of Lemma D.9.

Proof of Lemma D.6.  Suppose thatG belongs to 3, but notto 9. Then either :
there exists a vertex x of degree one inG, and we will apply Lemma D.7;
there exist vertices x 6 y of degree two such that every neighbour ok is either y or
adjacent toy. Then :
if x and y are adjacent, let z be their common neighbour. Then we can apply
Lemma D.8;
if x and y are non adjacent, letz and z° be their (common) neighbours; we can
apply Lemma D.9.

In the three cases, we obtain a ‘reduced' graplG® and we can trivially compute the
size of a minimum vertex cover inG if we know the size of a minimum vertex cover inG°
Clearly, the reduced graph G%is planar and has maximum degree at most three. If this
graph does not belong to $, we can reduce it once again, and so on until we obtain an
Yirreducible’ graph G% i.e. a graph which belongs to $. Thus we obtain by an algorithm
which is obviously polynomial a graph G2 ¢ and an integer k such that the size of a
minimum vertex cover in G is equal to the size of a minimum vertex cover inG%plus k.
This proves that the problem Min Vertex Cover in 9 is algorithmically harder than
Min Vertex Cover in 3. As the converse is obviously true and sinceMin Vertex
Cover in 3 is NP -complete, we have proved Lemma D.6.

Let us now come back to ¢;  2)-identifying codes. LetG 2 ; we replace every edge
e 2 E(G) of G by a structure C. which can be seen on Fig. D.XIV. The structure Ce is
made of a cycle on # + 3 vertices, attached to x and y by a path on 2r + 1 vertices. As
before, we do not consider thatx and y belong to V (Ce).

Clearly, if G2 Jthen G°2 3, and G°can be computed in polynomial time from G.
The reduction of the problem Min Vertex Cover in 9 to the problem Min (r; 2)-
ID-code in 3 will be obtained if we prove :

Proposition D.10. G admits a vertex coverC with jCj k if and only if G®admits an
(;  2)-identifying code C°with jC§ k+(6r +4)m.
In order to shorten the proof of Proposition D.10, we need twoother technical lemmas :

Lemma D.11. Letr 1andH be a graph consisting of a path or8r + 1 vertices

Pr+1 P re2 P 1PoP1P2 Por+1;

a cycle ondr + 3 vertices
C1C Cu+3 O
and the edgep,r+1 ¢; Which connects the path to the cycle (see Fig. D.XV). LeW be the
set of vertices
W = fpy;p2; P+ 9[f cisca;  jCarv3g
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X

P1 P2 P3 Pr Pr+1 Por+1

>H h b o s b b o o

y

Figure D.XIV The structure C¢ which replaces an edge = xy of G in the casel = 2.

and let C = V(H) be the code consisting of all vertices iH. Then all the identifying sets
IE(A), for all A W with jAj 2, are distinct.

C2

b b h b b b b Cl

Prer P ore2 P1 Po P1 P2 Par+1
Car+3
N Y
Y
W

Figure D.XV The graph H in Lemma D.11.

Proof. The lemma is proved if we show thatl (A1) 6 | S(A,) in the 15 cases given
by the Table below.

AL = fp,g | fc.g | fp,;p.9 | fe,ic.0 | fpiic,9
(ip<i2)
Az =1pj,0 1 2 3 4 5
A =fg,g 6 7 8 9
Az =T ip.9(1<]2) 10 11 12
Az =1¢,;G,0 13 14
Az2=1p;,:6,9 15

The cases 24,7;9;11,14 are easy to check : in cases;#, 11, the codewordp;, , r-
covers p;, and neither ¢, nor ¢j,, so 1E(A1) 8 1E(AL); similarly, in cases 7.9;14, pi, |
coversp;,, and neither ¢, nor ¢,.

In case 1, assuming without loss of generality thaf, <i 4, pj, r coversp;,, not p,.

In case 3, ifj1 = i1, then either pi,+, if it exists, or a codeword of type c coversp;,,
not pj, ; otherwise, set =minfiy;j1g and considerp .

In cases 512, one ofG, r mod 4r+3 COVersci,, and neither p;, nor p;,.
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Cases 68 are also easy to handle.

In case 10, considePminfi,j,g r if 116 j1; if i1 =1, then pmaxsi,j,g+r, if it exists, or
a codeword of typec will do.

Case 15 is easy, both if; = j; and if i1 6 j;.

We are left with case 13, where, instead of showing that &(f ¢i,; ¢i,0) 6 15(fg, ;¢ ,0),
we equivalently show that, given | &(f ¢;; c2g), we can uniquely recoverc; and cp.

It is quite straightforward to observe that, with computati ons carried modulo 4 + 3,
the set | S(fcy; o) is of the form fc ;c +1; ;¢ + g plus maybe vertices of typep,
where 2 +1 4r +1. Then fc +r;c + 9= fcy;cog mod 4r + 3.

Lemma D.12. Letr 1andH be a graph consisting of a path or2r + 1 vertices

P1 P2 Por+1;

a cycle ondr + 3 vertices
CLC Cu+3 C

and the edgep,r+1 €1 which connects the path to the cycle (see Fig. D.XVI). LetC be the
code onH de ned by

C=1pr+1:Pr+2; P2+19[f C1;C ;Cars3 0

Then C is an r-identifying code onH .

C2

h h h b b b b Cl

P P2 Pr Pr+1 Pr+2 Pr+3 P2r+1

Car+3

Figure D.XVI The graph H in Lemma D.12. Codewords are in black.

Proof. The proof being much simpler than the proof of Lemma D.11, we dave it to
the readers who will easily convince themselves that the sstl ©(v) are all non-empty and
distinct for all v2 V(H).

Proof of Proposition D.10. Consider a vertex coverC of G with jCj k. As in the
previous sections,V (G) is a subset ofV (GY, and soC is a subset ofV (GY. We construct
an (r;  2)-identifying code C° of G° by adding to C all the vertices in V(Ce) for each
e 2 E(G) (cf. Fig. D.XIV). As each structure Ce counts & + 4 vertices, the code C° will
have cardinality

Co=jCj+(®6r+4m k+(6r+4)m:

Before checking thatCCis an (r;  2)-identifying code of G°, let us recall that V (G9
is partitioned in the following way :

[
V(GY) = V(G)] V(Ce):
e2E (G)
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Consider a set of verticesA  V(G9 with jAj 2 f 1;2g; if we are given|C°(A), we
want to identify A. If e2 E(G) let us de ne Je as the following subset ofV (Ce) (see Fig.
D.XIV) :

Je=V(Ce)nfpy; pro

We will repeatedly use the following obvious fact :

IFO(A)\ Je 6 ; ifand only if A\ V(Cg) 6 ;: (D.3)
Consider three cases :
First case : there exist two distinct edgese;; e, in E(G) such that

1C%(A)\ Jg 6 ; fori2f1;2g

By (D.3) we must have jAj = 2 and A consists of two verticesv; and v, respectively
belonging to V(C¢,) and V(Ce,). Sincee; 6 ey, we havel rco(vz)\ Je, = ; if we denote
by H be the graph induced byGP®on V(Cg,) (cf. Fig. D.XVI), Lemma D.12 implies that
Je, Is anr-identifying code on H and thus v, can be identi ed. By the same argumentvy,
and thus A can be identi ed.

Second case : there is a single edge 2 E(G) such thatIrCO(A)\ Je, 6 ;.
In this case there are three possibilities :
either jAj = 2 and A consists of two verticesx and vi, wherex 2 V(G) and v; 2
V(Ce);
or jAj =2 and A consists of two verticesvy; Vv, 2 V(Cq,);
or jAj =1 and A consists of a single vertexv; 2 V(Cg,).

We can simply detect if a vertexx 2 V(G) belongs to A : such a vertexx is r-covered
by the vertices p; in each structure C¢ such that e is incident with x in G. Suppose that
x 2 A. SinceG 2 %, x has a degree at least 2 irG, and so there must exist two verticespy
and p? in two distinct structures Ce and Ceo such that p; and p? belong to | €°(A). If this
happens, we easily ndx as the common endpoint ofe and €2 Conversely, if A\ V(G) = ;,
we know that AV (Cg,) and the vertices p; in structures C. with e 6 e; cannot belong
to | C°(A).

Thus we have proved that in the above three possibilities, weknow if we are in the
rst one and then we can identify x. It will remain to identify the vertex v; 2 Cg, ; asx
does notr-cover the vertices ofJe,, we know by Lemma D.12 that this can be done.

In the case A\ V(G) = ;, we must determine if jAj = 1 or jAj = 2, and then nd
A. Let e; = xy, with x;y 2 V(G); since C is a vertex cover ofG we know that x or y
belong to C, and thus to C° Let us suppose without loss of generality thatx 2 C% The
degree ofx in G is at least two, therefore there must exist an edges, = xz incident with
e in x. Let us denote by pd;pd;  ;p® the vertices on the path of the structure Ce,. If
we consider the union of the pathp? ;  p? in Ce,, with the vertex x and the setV (C,)
(see Fig. D.XVII), we nd an (isometric) induced subgraph of G®where every vertex is a
codeword. Since we know thatA  V(Cg,), Lemma D.11 can be applied, withx playing
the role of pg, and thus A can be identi ed.

Third case : for all e2 E(G) we havel S°(A)\ Je = ;.

Then by (D.3), A consists of one or two vertices which belong td/(G). Let us denote
by F the set of edgese = xy 2 E(G) such that the vertex p; of C¢ belongs toIrCO(A). If
e=xy 2 F, with x;y 2 V(G), we know that x 2 A ory 2 A, and the converse is also
true : thus F is precisely the set of edges o which are incident in G with the vertex, or
the two vertices, in A. Can we nd A if F is given?
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1P2 Ps3 P2r+1 ey 43
X
b Lon b b

P3r 41 PS P3Py
Y
Figure D.XVII An induced subgraph where Lemma D.11 can be applied.

Let us consider the graphG[F] whose edge set i$ and whose vertex set consists of
the elements ofV (G) incident with at least one edge inF (this is not always an induced
subgraph of G). We claim that we can identify A by looking at the degrees of its vertices
in G and in G[F].

Note that if z 2 A, then z has the same degree iIG[F] as in G, and this degree is two or
three becauseG 2 $; and if z 2 V(G[F]) nA, then z, in G[F], can have neighbours only
in A, so its degree is one or two.

Thus if jAj = 1, every vertex of G[F] has degree one inG[F] with the exception of the

vertex x such that A = fxg, whereas ifjAj = 2 there must exist at least two vertices in

G[F] with degree at least two. Therefore by counting the number @ vertices with degree
at least two in G[F], we can tell if jAj is equal to 1 or 2, and identify A in the former case.

If jAj =2, let A = fx;yg. BecauseG 2 §, we have three cases :

() If there is no vertex of degree three inG[F], we have (x) = (y) = 2; then there
must exist vertices z and z° distinct from x and y, such that z is adjacent to x and not to
y and z%is adjacent to y and not to x. Thus z and z®are vertices of G[F ] and have degree
one in G[F] : this enables us to identify x and y as the only vertices adjacent to vertices
of degree one inG[F].

(i) If there are two vertices with degree three in G[F], we have (x) = (y)=3:these
are precisely the only two vertices with degree three inG[F], and they can be identi ed
as such.

(iii) We are left with the case when, without loss of generalty, (x)=3 and (y)=2;
then x is identi ed as the only vertex with degree three in G[F].

If at least one of the neighbours ofy has degree one inG[F], then, as in case (i),y can
be identi ed by the fact that it is adjacent to a vertex of degr ee one inG[F]. So now we
assume that the two neighbours ofy, z; and z,, have degree two or three inG[F]; note
that if z has degree two inG[F] then it is adjacent to x and y in G[F], and if it has degree
three in G[F] then z = x.

If x and y are non adjacent, thenz;; z, are adjacent tox;y, and y can be identi ed as the
only vertex in G[F] not adjacent to x (which has already been identi ed). If x and y are
adjacent, then we have the following edges ifG[F] : yX = yz1, XZ2, YZ», XZ3. Now how to
know whether it is y or z, which belongs toA ? They cannot both have degree two inG,
because the characterization of J states that they should have distinct neighbours. Saz,
has degree three inG, and y is identi ed by the fact that it has degree two in G and in
G[F].

Given G and G[F], let us recapitulate how we can determine the unknown sef\, where
jAj 2. If there is no edge InG[F], then A = ;. If there is only one vertex with degree
at least two in G[F], then this vertex is the only element in A ; otherwise, jAj = 2. If
there are two vertices with degree three inG[F], then these vertices are the two elements
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in A. If there is no vertex with degree three in G[F], then the elements inA are the two
vertices adjacent to vertices of degree one itG[F]. Finally, if there is exactly one vertex
with degree three in G[F], this vertex belongs to A, and we name itx. Then if there is
one vertex which is not adjacent to x in G[F], this vertex is the second element inA ;
otherwise, the second element irA is the vertex with degree two in G and in G[F].

Conversely, consider an . 2)-identifying code C° of G° with
c® k+(6r+4)m:

First we will show that for every e 2 E(G) we must have V(Ce) C° To do this, note
that since C%is an (;  2)-identifying code, if we nd in G°two distinct vertices a and b
such that

(B(a;r) [ B(b;r)) B(b;r)= fcg; (D.4)

wherec 2 V(GY and stands for the symmetric di erence of sets, then, since we must
have . .
17 (fa;bg) 6 15 (b);

we conclude that necessarilyc 2 CC Let us write (a;b) ! ¢ if (D.4) is true for three
vertices a, b and c. The following facts are easily checked on Fig. D.XIV.

(Pr+1;Pr+2) ! P21

(Pr+2;Pr+3) ! P2

(Por;P2r+1) ' Pr
(P2r+1;€1) ' Pr+1

so we must havep; 2 COfori2f1;,2 ;1 +1g. Furthermore

(P2;p1) ' prs2

(P3;p2) ! prs3

(Pr+1:Pr) ! P2re1

and so we also havey, 2 COfori 2fr+2;r+3; ;2r + 1g. The same argument can be
applied on the cycle :

(Cr+1:G+2) ! @
(G+2;G+3) !

(C4r+2  Car+3 ) ! Car+2

and in the other direction
(Cor+3;Cr42) ! C3ra3

(Car+3;Car42) ! Car+3:
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Thus for every edgee 2 E(G) we haveV(Ce) CC SincejV(Ce)j = 61 + 4, if we de ne
C as the trace ofC%0n V(G)
Cc =Cc% v(G);

the cardinal of C is at most
jCj c (¢r+4m k:
To conclude, note that for every edgexy 2 E(G), we have in Ce

B(pr+1:r) ( B(pr;r)[ B(pr+1;r)) = fXyg

and so we must havex 2 C or y 2 C; thus C is a vertex cover of G. This ends the proof
of Proposition D.10.

In conclusion, Propositions D.2 D.5 together with Proposition D.10 cover all the cases
in Theorem D.1 and give a complete proof for it : we have theradre shown that the problem
Min (r; I)-ID-code in 3 IS NP-complete forl 2f 1;2g and all r 1.
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Abstract

LLet G be a nite undirected graph with vertex set V(G). If v 2 V(G), let N[v] denote the
closed neighbourhood of/, i.e. v itself and all its adjacent vertices in G. An identifying code in G
is a subsetC of V(G) such that the sets N[v]\ C are nonempty and pairwise distinct for each
vertex v 2 V(G). We consider the problem of nding the minimum size of an identifying code in a
given graph, which is known to beNP -hard. We give a linear algorithm that solves it in the class
of trees, but show that the problem remainsN P -hard in the class of planar graphs with arbitrarily
large girth.

Keywords : Identifying Codes, Graph Theory,
Trees, NP -complete problems, Complexity, Algorithms.

E.1 Introduction

By a graphwe mean a nite, undirected graph, without loops nor multipl e edges. IfG
is a graph, we denote respectively byv (G) and E(G) the sets of vertices and edges ob.
An edgefx;yg 2 E(G) with x;y 2 V(G) will be simply denoted by xy. We refer to [21]
for basic notions such asadjacent vertices, paths cyclesor connectivity. Let us just recall
that a tree is a connected graph with no cycles, and that thegirth of a graph G is the
smallest possible length of a cycle irG.

1. Institut TELECOM - TELECOM ParisTech & Centre National de la Recherche Scienti que - LTCI
UMR 5141, 46, rue Barrault, 75634 Paris Cedex 13 - France
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The closed neighbourhoof a vertex v 2 V(G) is the set Ng[v] (or simply N[v] when
there is no ambiguity) containing v and all its adjacent vertices in G. We recall that the
degreeof a vertexv 2 V (G) is the number d(v) of verticesw 2 V(G) such that vw 2 E(G).
The maximum degreeof G is the maximum possible degree of a vertex irG. Finally, a
graph is planar if it can be drawn in the plane in such a way that its edges do notcross. For
precise de nitions and additional background about graphs we refer once again to [21].
The reader will also need basic knowledge in algorithmic copiexity such as polynomial
reduction and NP -completeness ; for these notions we refer to [50].

In this paper, what we call a codeis simply a set of verticesC  V(G), and we refer to
its elements ascodewords A codeword ¢ in a codeC is said to covera vertex v if v2 N[c];
we say that v is covered byC if it is covered by at least one codeword. Ifv; w are distinct
vertices in V(G), we say that a codewordc 2 C separatesv and w, or v from w, if ¢ covers
exactly one of these two vertices.

An identifying code in G is a codeC  V(G) such that all the sets

N[v]\ C

for v 2 V(G) are nonempty and pairwise distinct.

Equivalently, C is an identifying code if every vertexv of G isidentied by C, i.e. if v
is covered byC and separated from every other vertex ofG by at least one codeword.

The notion of identifying code was introduced in [65] with the original motivation of
fault diagnosis in multiprocessor systems. The general ideis the following : assume that
vertices in the graph are processors, and that a codeword is processor equipped with a
sensor, with the ability to detect a faulty processor if it is in its closed neighbourhood.
Then if there as most one faulty processor and if every codewd sends us one bit of
information, refering to whether it detects a faulty processor or not, the fact that C is an
identifying code enable us to know, from the thejCj bits of information received, if there
is a fault in the graph, and also to deduce its position if thee is one.

It was proved in [34] that the problem of nding the minimum si ze of an identifying
code in a given graph isNP -hard. In the next sections, we rst provide a linear algorithm
which computes the minimum size of an identifying code in a gien tree, and then exhibit
some classes of graphs, in a certain sense as close as dedicethe class of trees, where
the problem of nding the minimum size of an identifying code remains NP -hard. For
combinatorial results about minimal identifying codes in trees, see [18] and [19]. One can
also nd results for identifying codes in some graphs with hgh girth in [68].

Algorithms for similar coding problems in trees are known : ge [27] for an algorithm
computing a mininimal identifying code in an oriented tree, and [41] and [86] for algorithms
computing minimal locating-dominating codes.

For a comprehensive bibliography about identifying codes ad locating-dominating
codes, see [73].

E.2 An algorithm for minimum identifying codes in trees

In this section we prove the following result :

Theorem E.1. There exists a linear algorithm which computes the minimum ige of an
identifying code in a given tree.
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E.2.1 Almost identifying codes

For the algorithm mentioned in Theorem E.1 we will need the fdlowing notion : if G
is a graph andA V(G), we say that a subsetC of V(G) is an A-almost identifying code
of G if the sets

C\ N|v]

are all nonempty and pairwise distinct for all v in V(G) nA. Thus an ; -almost identifying
code is just an identifying code.

In an A-almost identifying code, the vertices in A can be chosen as codewords and
thus used to identify vertices in V(G) nA, but do not need to be identied. If v 2 V(G),
we write v-almost identifying for fvg-almost identifying.

Consider a graphG, a vertex v 2 V(G) and a v-almost identifying code C. We say
that
C satis es the id property (for identifying) if C is an identifying code inG;
C satis es the co property (for code if v2 C;
C satis es the adj property (for adjacent) if v is adjacent to a codeword ;
C satis es the fn property (for favoured neighbouy if there exists a neighbourw of v
such that N [w]\ C = fvg; in this case we say thatw is the favoured neighbour ofv,
in the sense thatv is the only codeword coveringw ; sinceC is v-almost identifying
v admits at most one favoured neighbour;
C satises id, o, adj or fn respectively if C does not satisfy propertiesid, co,
adj or fn.
There exist dependence relationships between these profass, for instance the reader
will easily check that :
if C satis es fn, then it satises co ;
if C satises id, then it satises co or adj ;
if C satisesid, co and fn, then it must satisfy ad] .

E.2.2 Main and auxiliary functions

Let a tree T be given and letv 2 V(T). An identifying code of T can be viewed as a
v-almost identifying code in T satisfying property id ; we denote by

fid (v;T)
the minimum size of such a code. More generally, if ; denotes a possible property of a
v-almost identifying code for 1 i k (like id, €0, etc.), we denote by
f 1 k(V;T)

the minimum size of av-almost identifying code in T satisfying all the properties ; for
1 i k;if such a code does not exist, the function takes the value % .

We need to consider 17 functions, the rst 10 we callmain functions and the later
7 auxiliary functions. Table E.l gives the list of the main functions, whereas auxiary
functions are given on Table E.II; this table also gives simje formulas showing how
auxiliary functions can be computed from main functions.
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number function
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fid:co:adj :fn
fid.co.adj fm
fid.co.adj
id ;co;adj
fco.adj :fn
feo .adj ;fn
feo .adj;fn
feo adj;in
Co;ad]
fcoadr

Table E.I List of main functions

number

function

11

min

fco.aar(viT)

~~

fcoadpfn (Vi T);
feoaarm (Vi T)

12

min

fco:adj (V;T)

T~

fcoadj:fn (V;T);
feo.adj s (V:T)

13

min

fco.fn (V;T)

~~

fco:adj:fn (V;T);
fco.adffn (Vi T)

14

feo ;Tn_(V?T) min

T~

coadj (Vi T);

15

feg(ViT) min

f

fco TT_(V T
f .
f==

16

min

fco(v;T)

fco ,adj fn (V;T);
fco.adj (Vi T);
fco ;m]_;fn (v;T);
f co ;ml—;fn—(v; T)

17

min

fid.co(v;T)

N QO W AW @

Y

fid.co:adj:fn (V;T);
idcoadj a (V: T);

f
f id:co ;a_dT(V? T)

Table E.lI List of auxiliary functions
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E.2.3 The algorithm AIC

The algorithm mentionned in Theorem E.1 consists in choosig (randomly) a vertex
v1 in a given graph T and computing the values of the 17 main and auxiliary functicns on
(v1;T), and then computing fig (v¢;T) by

S fid.co.adj :fn (vi; T);
fid .co.adj (Ve T):

3 fid.coagr (Vi T);

© fig co-ad] (vy;T):

Remember that this value is the minimum size of an identifying code inT. In order to
do this we de ne an algorithm AIC (for almost identifying codd, which returns the values
of the 17 main and auxiliary functions for a given pair (v1;T), where T is a tree andv; a
vertex of T.

fig (v; T) = min

Algorithm 1 AIC

Input: atreeT and a vertexvy of T.
Output : the list ~ of the values of the 17 main and auxiliary functions on {; T).

1: if v; has degree 0 inT then

2: initalize ~ (Table E.lII);

3: else
4. let v, be a neighbour ofvy in T ;
5 let T1 and T, be the trees, respectively containingv, and v, as vertices, obtained
from T by deletion of the edgevyvy;
let |1 :A|C( V]_;T]_) and I, :A|C( V2;T2);

7:  compute the 10 main functions on {1; T) from |1 and |, (Table E.IV);

8: compute the 7 auxiliary functions on (v1; T) from the main functions on (v1;T)

(Table E.II);

9: end if
10: return the list ~ of the values the 17 main and auxiliary functions on §; T).

@

Algorithm AIC recursively computes the values of the 17 functions in smadr and

smaller trees. It uses the following facts :
rst, if T consists of a single vertexvy, then the values of the 17 functions are easy
to compute. These values are given on Table E.IlI (used on lia 2 of the algorithm) ;
second, one can compute the values of the 7 auxiliary functns on {/1;T) from the
values of the 10 main functions on ¥y; T), by the formulas given on Table E.II (used
on line 8 of the algorithm);
nally, if T consists of at least two vertices, then the vertexvy; has at least one
neighbour v, in T ; this is the central step of the algorithm where we use recurign.
If we remove the edgeviv, from T, we obtain two trees T; and T, respectively
containing v, and v, (see Fig. E.l). We claim that the values of the 10 main functins
on (v1; T) can be computed from the values of the 17 main and auxiliary d@inctions
on (v1;T1) and (vo; T2). The formulas showing how this can be done are given in
Table E.IV. This is used on line 7 of the algorithm.

The rst two facts are easy to check, only the last one needs a wof. Since proving all
cases in Table E.IV could be long and tedious, we give hereaft a detailed proof of the
rst formula as a corollary to Lemma E.2; the proof of all other cases is similar. However,
we give in the appendix an exhaustive list of gures that can be used to check all cases.
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number function value || number | function | value
1 |fidico:adjfn | +1 10 | feoag | O
2 |fid;cosadj fm | *1 1 Teomm | 1
3 fid.coad 1 12 | fcosadj | +1
4 fidcoiadj | *1 13| feosfn | +1
5 fco .adj ;fn +1 14 fCO SOl 1
6 fCO ;adj T +1 15 fﬁ 0
7 f coadj ;fn +1 16 fco 1
8 f co ;ﬁr;fn_ 1 17 f id:co 1
9 feoadi t1

Table E.lII Initialization of the 17 functions on a single vertex

Figure E.I The trees T; and T, resulting from the deletion of the edge/;v»

Lemma E.2. Let T be a tree andviv, be an edge ofT. Let T; and T, be the trees,
respectively containingvi; and v, as vertices, obtained fromT by deletion of the edgerivo.

Let C be a code inT and C; = C\ V(T;) fori 2f 1;2g. Then C is a vi-almost identifying

code in T with properties id;co;adj ;fn if and only if C; is a vi-almost identifying code
in T; and C, is a vy-almost identifying code in T,, and one of the following assertions is
satised :

1. C; satises id;co;adj;fn and C, satis es ¢o;adj ;
2. C; satises co;adj ;fn and C, satis es co;adj ;

3. C; satises id;co;adj ;fn and C, satises C€0;adj ;
4. C; satises co;fn and C, satis es co;adj .

Proof. This case is depicted on Fig. | in the appendix.

Suppose rstthat C is av;-almost identifying code in T with properties id; co;adj ;fn .

Observe that when going fromT to Ty, only vy in T1 loses a neighbour in the operation
and so inTy, for v & vq, we haveNT,[V]\ C; = Nt[v]\ C, thus C; is avj-almost identifying
code inTy; a similar argument shows that C; is a vy-almost identifying code in To.

Next consider the codeC,; elementary logic implies that one of the four possibilites
(co and ad)), (co and adj), (co and adj) or (co and adj) must happen. In all cases,
sinceC satis es co and v, is a vertex of T, the code C; will satisfy co.

If C, satis es Co;ad] (top-left square on Fig. I), sincev, 62C, and C satis es ad] , the
codeC; must satisfy adj . Sincev, 62C, it cannot contribute to identify v; in T and soCy
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must satisfy id. Finally, since C is vi-almost identifying and v is a favoured neighbour of
v1, ho favoured neighbour forv; is allowed in T; : thus C; satis es id;co;adj and fn".

If C, satises co;ad] (top-right square on Fig. 1), since C satis es id, the vertices
vi and v, must be separated by a codeword ofC, which is either a neighbour of vy,
distinct from v, or a neighbour of v,, distinct from vy ; but since C, satis es adj the
second possibility cannot happen and sdC; satis es adj . Next, since C satis es fn and
C, satis es co, the favored neighbour ofv; is not v,, and soC; must satisfy fn . Thus C;
satis es co;adj and fn .

If C, satis es €0;adj (bottom-left square on Fig. 1), since v, cannot contribute to the
identi cation of vi by C in T, C; must satisfy id. Sincev, 62C and C satis es adj , this
must also be the case forC;. Finally, by adj for C,, the favored neighbour ofvy in T is
not v, and soC; satises fn . Thus C; satises id;co;adj and fn .

Eventually, if C, satis es co;adj (bottom-right square on Fig. I), then once again the
favoured neighbour ofvy in T must be found in T; and C; satis es fn . Thus C; satis es
co and fn .

For the converse implications, let us consider the rst case: suppose thatC; satis es
id;co;adj;fn and C, satises ¢o0;ad], and letusdene C = C;[ Cy, acode inT (see
the top-left square on Fig. 1) :

if v 2 V(T1) we have Nt[v]\ C = Nt,[v]\ C4, and so all vertices inV (T;) are
covered by nonempty and distinct sets of codewords fronC (including vi, sinceC;
satises id);

a similar obervation can be made for vertices inV(T2) nfv,g;

if v2 V(T1) and v®2 V(T,) nfvog, then Nt[v]\ Nt[v9 is empty or equal to fvag,
but since v, 62C we conclude that vertices inV (T1) are separated from vertices in
V(T>2) nfv,g : a codeword coveringv cannot cover v°;

it remains to settle the score for v, : we haveNt[v2]\ C = fvig, sovy is covered
by C; it is separated from vy, sinceC; satis es adj , and separated from all vertices
in V(T1) nfvig since these vertices cannot be covered only by; (C; satis es fn).
Finally, v, is separated from vertices inV (T») n fv,g since these vertices cannot be
covered byvs.

We have proved that C is an identifying code, i.e. avi-almost identifying code satisfying
id. Moreover, C obviously satis es co, adj and fn, with v, as the favoured neighbour of
Vi.

We skip the proofs for the three remaining cases which are vgrmuch similar to the
previous one.

From this lemma we directly deduce the following equality :

Corollary E.3.  With the notation of Lemma E.2, we have the following equalit :

8 fld -CO ;adj ;fn_(Vl; Tl) + fw;mj—(vz Tz);

feoadj fn (Vi Ta) + fo agy (Ve T2);
3 fid:cosadj ;fn (ViiT) + fegadj (Vai T2):
' fcofn (Vi; T1) + fcosadj (V2; T2):

fid;co:adj ;fn (v1; T) = min

With the help of the appendix, an interested reader can easy check all formulas given
on Table. E.IV, and conclude that the algorithm is valid. Before ending this part, let us
notice that in the execution of the algorithm, when the function AIC (v1;T) is called, if the
degree ofv is at least one then an edge is removed frort before computing AIC (v1;Ty)
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fid.co.adj (Vi T1) + fegagy (V2 T2);
fco ;adj fn (Vl; Tl) + fco ;mT(VZ; TZ);
fid;co:adj fn (Vi:T1) + feg.adj (V23 T2);
feco.fn (Vi;T1) + fcosadj (V2; T2)

1 | fid;co:adj:fn (vi;T) min

N W AW Qo

fCO ;adj ;fn_(Vl; Tl) + f co ;m]—(VQ; Tz);
min  _ fid.coadj (Vi T) + fegadj (Vai T2);
feo (Vi T1) + feoadj (v2; T2)

2 | fid.coadj (Ve T)

"V

3 | fidcoaar(vuiT) = Rid:co.aa (V1 T1) * Tograd) (V2i T2)

fw;adj (Vl; Tl) + f id-co ;mj—(VQ; Tz);
f id ;co;ad] (vi; T)+ f id ;Co;ad] (v2; T2);
3 fcoiadj (Vi To) + Tid:co:adj ifn (v2; T2);
2 feo(vii T + fid.co.adj f (V2 T2)

4| Tidcoadj (vuT) = min

fCO ;adj ;fn_(vl; Tl) + fw;mj—(vz Tz);

feoadj fn (Vi Ta) + fo agy (Ve T2);
3 fcoadjfn (ViiT1) + feg.adj (V2 T2);
( fcofn (ViiT1) + feosadj (V2; T2)

5| fcosadj:fn (vi;T) = min

feo (Ve T1) + feo (V2 T2);

6 fem.adi f7-(Ve; T) = min ) .
CO,adj fn fCO adi ;Tn_(Vl’Tl) + fw;adi (V21T2)

T~

) f .—d——_f—(vl; T1) + f—._d_(VZ;TZ);
7| feomdrfn Vi;T) = min cosadj:n = o
co:adj:fn feoadrin (Vi T1) + fegad (V2 T2)

8 f co ;mr;fn_(vl; T) = ECO ;mr;fn—(Vﬂ Ty) + fﬁ;adi (v2; T2)

feg(Va; T1) + fid;co (V2; T2);

min . .
feoiadj (Vi T * fig.co.adj (V2 T2)

9 fﬁ;adj (Vl;T)

10| feoagr(vuT) feoaar (Vi T + fid.cotadj (V2 T2)

Table E.IV Recurrence formulas for main functions
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and AIC (v2; T»), and thus the number of calls to the function AIC is at most the number
of edges inT. Since each step can be executed in constant time, we concledhat the
algorithm runs in linear time. Let us also note that this algorithm could be easily modi ed

in order to output an identifying code of minimal size (it would be su cient in each

computation to keep track of the functions which give the minimal values), or else to
compute the number of identifying codes with minimal size inT.

E.3 Planar graphs with large girth

We proved in the previous section that the problem of nding the minimum size of an
identifying code can be solved in linear time in the class ofrees. Since it is known that the
problem is NP -hard in the general case (see [34]), we found interesting toarrow the gap
between these two extremes. Without loss of generality, weeastrict ourselves to connected
graphs. If H is a class of graphs, let us calMin ID-code in H the problem of deciding,
for a given graph G 2 H and an integer p, whether G admits an identifying code of size
at most p or not.

Let P¢ denote the class of connected planar graphs, with maximum dgee at most 4,
and girth at least k wherek 3. It should be noted that if k is large the elements ofP;}
are nearly trees, in the sense that \

Py
k 3
is the class of trees with maximum degree 4.

We prove the following result :
Theorem E.4. For all k 3, the problemMin ID-code in P} is NP -complete.
Let us start by a lemma.

Lemma E.5. Let P = avivo  vycb be a path on2k + 2 vertices, wherek 1. Then :
the minimal size of an fa; bg-almost identifying code in P which contains neither a
nor bisk+1;
the minimal size of an fa;bg-almost identifying code in P which contains exactly
one ofaandbis k+1;
the minimal size of an fa; bg-almost identifying code in P which containsa and b is
k+2.

Proof.

Let C be anf a; bg-almost identifying code in P. For everyi suchthat1 i 2k 1,
the vertices v; and vij:1 must be separated by a codeword; let us consider this as task
that has to be ful lled. The vertices vi and vy must be covered byC, giving us 2 other
tasks, for a total of 2k +1 tasks. Suppose now thatv; is a codeword : ifi 2 f 3; ; 2k 2g,
it covers neither vy nor vy, but it separates vi 1 from v; > and vj+1 from vj., ; thus v;
ful lls exactly 2 tasks. If i 2 f 1;2g, then v; coversv; but only separates the verticesv;+;
and vj.» , thus also ful lls 2 tasks, and a similar observation can be nade ifi 2 f 2k 1; 2kg,
and for the verticesa and b.

Therefore, since we have B4 1 tasks and since a given codeword ful lls exactly two

of them, we need at least ZkT” = k+1 codewords in C. Now sinceC \f vj;vy; 1 Vok g

is a fvi; vorg-almost identifying code in the path P°= viv, vy, the same observation
leads to conclusion that there are at leastk codewords infvy;vo; ;Vokg : so if at most
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one of the verticesa; bis a codeword, we havgCj k+1, and if a and b are codewords
we havejCj k+2.
Conversely, it is easy to see that the codes

Cy=fvoiva;  vag[f vag;
Co= fajvo;va;  ;vxg
and
Cs=fa;by[f vo;va;  ;vag

are f a; bg-almost identifying with the required conditions.

Before proving Theorem E.4, let us note that one can rapidly beck if a given code in
a graph is identifying, and so the problemMin ID-code in P} is in the classNP for
all k 3. In order to prove its NP -completeness it remains to polynomially reduce an
NP -complete problem to Min ID-code in  Py. We use theMin Vertex Cover in p3
problem.

Let P2 denote the class of planar graphs with maximum degree at mos3. We recall that
a vertex coverin a graph G is a codeC  V(G) such that for every edgee = ab2 E(G),
one hasa?2 C or a2 C (or both). The following problem was proved to be NP -complete
in [49] :

Min Vertex Cover in p3
Instance : a planar graph G 2 P 3, and an integerp;
Question : is there a vertex coverC of G with jCj p?

Thanks to this result we can now prove Theorem E.4.

Proof of theorem E.4

Lletk 3.LetG2P3andp O be an instance ofMin Vertex Cover in P3:letn
and m respectively denote the number of vertices and edges ifs. We give a polynomial
time construction of a graph G°2 P} such that

G admits a vertex cover of size at mosp if and only if (E.1)
GP admits an identifying code of size at mosp+ 3n + km.

This will settle the polynomial reduction and thus prove the theorem. The construction
goes as follows : we keep the vertices @ but remove all edges. If two verticesa; b were
adjacent in G, via the edgee = ab, we link them in G®by a path P4, with 2k inner vertices.
Finally, we link to every vertex v of G a structure S, which is depicted on Fig. E.II. It
will be convenient, in this construction, to seeV (G) as a subset ofV (GY. An example of
transformation for a simple graph is depicted on Fig. E.III.

Obviously, the maximum degree ofGPis the maximum degree ofG plus one (because
of the structures S,) and GPis planar if G is. We can also note that since edges d& have
been replaced by paths of length R + 1, the girth of Glis at least 3(k +1) k. Thus
G02 PlifG2P 3, and the construction is clearly polynomial whenk is xed.

We now prove (E.1). First, assume that C is a vertex cover of G with size at most
p. SinceV (G) is a subset ofV(GY we can considerC as a code inG° Let us start with
C?:= C and add vertices to C%in order to build an identifying code of G°:

for v 2 V(G), we add to C°the vertices vo, v1 and V¥ in the corresponding structure
Svi



E.3 Planar graphs with large girth 134

V2
bVl
0
by
Figure E.II The structure S, linked to the vertexv of G in the proof of Theorem E.4
h o)
< G
1o b
b b b b b b b b bb
b b
b b
b b
b b 0
(2 ! G
b P \ b P
b
b h h h b b b b b
Figure E.1lI An example of transformation for k = 4 in the proof of Theorem E.4

for every edge ab of G, since C is a vertex cover of G we must havea 2 C or
b2 C. Let us denote byavivo  vyb the vertices of the path aP,,b, and suppose
for instance that a2 C : then we add to C°the vertices vy; va; Vo Of Pgp.

By doing so, we obtain a codeC°with size

c’=jCj+3n+km p+3n+km:

It remains to see that C°is an identifying code of G One can easily see that the
structures S, take care of covering and identifying themselves and the veices of G ; thus
we just have to look at what happens in the pathsP,, where the conclusion follows as in
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the proof Lemma E.5. Note in particular that since C is a vertex cover of G, for every
path P, at least one of the verticesa and b is a codeword.

Conversely, suppose thatCPis an identifying code of G°with size at most p+3n+ km.
Let us recall that the vertices of G° can be partitioned in the following way :
[ [
V(G)=V(G)[ V(S)) [ V (Pap):
V2V (G) ab2E (G)
Then :
for every v 2 V(G), consider the vertices ofS, : v; and v, must be separated, so we
must have vo 2 C° and v, as well asv3, must be covered, sov; 2 C%or v, 2 C°©
and v) 2 C%or v 2 CC All in all, there are at least three codewords ofC%in each
Svi
for every edge ab 2 E(G), by Lemma E.5 the path P,, must count at least k + 1
codewords if neithera nor bbelongs toC2 whereas it must count at leastk codewords
in the general case.
Let g be the number of bad edges ofG for the vertex cover, i.e. edgesab2 E(G) such
that a 62C%and b62C° Then we have

cAhv@e) ¢€° 3n (k+1)g k(m q)
and so sincejlCY p+3n+ km it follows that
chA VG p g

Thus CO\ V(G) is a code inG which may not be a vertex cover ; but if we addq vertices
to C (one for every bad edge) we get a vertex cover db with size at most p.
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Appendix

On the following gures codewords are in black, whereas whi¢ vertices are not co-
dewords. An ellipse around some vertices with the mentionfh * means that one of these
vertices is a favoured neighbour ofvy or vs.

id;co;adj;fn id;co;adj ;fn
T1 Vi T2 T V1 Tz
id;co;adj;fn co;adj co;adj;fn co:adj
fn
b b
id;co;adj;fn id;co;adj ;fn
T1 Vi T2 Ty Vi
id;co;adj ;fn o adj
....... v,
Figure | Computation of fid;coadj ;fn (v1;T) : 4 cases
id;co;adj;fn id;co;adj;fn
T V1 T2 T vy
co;adj;fn" co;ad id;co;adj;fn
V2,
b
id;co;adj;fn"
T Vi
co;fn
Figure 11 Computation of fid-co-adj fa(v1; T) : 3 cases
id;co;adj
T1 T,
id;co;adj o’ adj
V2,

Figure 111 Computation of fy.q .@J—(Vl;T) : 1 case
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Figure IV Computation of f co-adj (v1;T) : 4 cases

co;adj;fn

co;adj;fn
T Vi

co;adj;fn
T Vi

Figure V Computation of fco,adj ;fn (V1; T) @ 4 cases

co;adj;fn

co;adj;fn
Ty Vi

co;adj;fn

Figure VI Computation of fco-adj s (Ve;T) © 2 cases
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co;adj;fn co;adj;fn
T \%1 T2 T 1 Tz
co;adj;mn to;ad] co;adj;fn o adj
; V2,
/P b
Figure VII Computation of f adjfn (v1;T) : 2 cases
co;adj;fn
T \%1 T2
co;adj;fn o adj
V2,
/F b
Figure VIII Computation of f ;ET;Tn_(Vl;T) : 1 case

co;adj

Figure 1X

Computation of fez agj (Va; T) : 2

Figure X

Computation of fﬁ;mj—(vl;T) 1

cases

case
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Résumé

Nous donnons la dé nition d'un systéme de contrdle dans un gaphe, qui généralise
celle de code identi ant. Nous fournissons quelques propétés de base, une borne
supérieure sur la taille minimum d'un systeme de contréle aisi que des résultats sur
les graphes qui atteignent cette borne; nous étudions ausss cas de la chaine et du
cycle, et établissons des résultats de complexité.

Abstract

We introduce the notion of watching systems in graphs, whichis a generalization
of that of identifying codes. We give some basic properties fowatching systems, an
upper bound on the minimum size of a watching system, and redts on the graphs
which achieve this bound; we also study the cases of the pathand cycles, and give
complexity results.

Mots-clés : Théorie des graphes, Complexité, Codes identi ants, Syst@es de contrble,
Chaines, Cycles

Key Words : Graph theory, Complexity, Identifying codes, Watching systems, Paths,
Cycles
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F.1 Introduction and de nitions

F.1.1 Identifying systems

Many search problems, either mathematical problems or ‘realife' issues, come down
to determine whether a particular item lies in a given setX of possible locations, and
locate it if this is the case, by asking questions about its lgation. Let us suggest a simple
model for this, in the so-called non-adaptive case, when all questions must be prepared in
advance, before getting the answers.

Consider a nite set X and assume that we can only query whether the item lies in
certain setsS X that belong to a given family S of subsets ofX. For x 2 X, the
S-identifying set, or S-label (or simply label if there is no ambiguity) of x is the set

Ls(x)=fS2S :x2 Sg:

We say that S is an identifying system of X if the labels of the elements ofX are all
nonempty and pairwise distinct.

In this case, we can simply ask if the item belongs t& for every S 2 S . either all the
answers will be negative and the item cannot be inX, or the set of questions with positive
answers will correspond to the labelLs(x) of the location x where the item is located.
SincejSj can be much larger than the minimum number of questions requed to always
succeed, an interesting problem is to nd an identifying sysem S%with S° S and with
minimum size.

Let us mention graph theoretical problems that are particular instances of this gene-
ral framework. Karpovsky, Chakrabarty and Levitin introdu ced the notion of identifying
codesin [65]; here, with the previous notation, X is the set of vertices of a nite, (in
general) undirected graph andS is the set of all the closed neighbourhoods of the vertices
of the graph (see the next section for details). More generd}, with the so-called (r; °)-
identifying codes, one can identify sets of vertices withira certain distance (see for instance
[70], [69] or [75]). Honkala, Karpovsky and Litsyn, as well & Rosendabhl, studied the iden-
ti cation of vertices and edges of a graph using cycles (se&8], [59], [83], [84]). In [62],
Honkala and Lobstein considered the identi cation of vertices inZ?2, using subsets ofZ 2.
Charbit, Charon, Cohen, Hudry and Lobstein studied the geneal problem of identifying
systems in a bipartite graph framework ([23], [24], [26], [8]). In this paper, we will intro-
duce a new problematics in graphs, which extends the conceptf identifying codes, and
which can be thought of as identifying vertices with subsetsof the closed neighbourhoods
of the vertices of the graph.

F.1.2 Notation

We use standard notation : by graph we mean a simple, nite, undirected, generally
connected, graph (if the graph is not connected, we can cordér separately its connected
components). If G is a graph, we denote its vertex set byW (G) and its edge set byE (G).
The closed neighbourhoodN g [v] of a vertex v consists ofv and its neighbours inG. For r
Oandv 2 V(G), the ball of radiusr and centrev is the setBg(v; r) of all verticesx 2 V(G)
satisfying dg (v;x) r, wheredg is the usual distance inG. Obviously, Bg(v;1) = Ng[v].
For standard notions such as degree, diameter, spanning tee etc., we refer to [16] or [21],
whereas for the notion of NP-completeness and general background about algorithmic
complexity we refer to [15] or [50].



F.1 Introduction and de nitions 141

F.1.3 Identifying codes

Identifying codes were introduced in [65] in 1998 with the oiginal motivation of fault
detection in multiprocessor systems. IfG is a graph, anidentifying code is a subsetC
V (G) such that the family

fNg[v]: v2 Cg

is an identifying system of V (G). The elements of C are usually called codewords

Of course, such a system will exist if and only if the family ofall closed neighbourhoods
fNg[v] : v 2 V(G)g is itself identifying, which means in this case that distinct vertices
must have distinct closed neighbourhoods; a graph with thisproperty is called twin-free
or identi able .

As aforementioned, in the original motivation the graph models a nite network of
processors, and codewords correspond to processors equappwith a monitor able to detect
a faulty processor in the closed neighbourhood of its locatin. Then, if there is at most one
fault in the network and if every monitor sends a one-bit mesage referring to whether it
detects a fault or not, we will be able to tell if there is a faulty processor in the graph, and
locate it. See the graphG; on Figure | for an example; one can check that a minimum
identifying code in this graph has ve codewords. Another example is the graph G,
depicted on Figure Il, which is a star on 15 vertices. One can leeck that the minimum
size of an identifying code inG, is 14.

F.1.4 Watching systems

The graph G; (Figure |) is slightly pathological, because requiring ve codewords to
monitor six vertices is very much to ask (in fact, n 1 codewords is the maximum that
can be required for a graph onn vertices, see [33] or [54]). The reason why we need so
many codewords is that the closed neighbourhoods of two digict vertices only di er by
at most two vertices (the same phenomenon is also true for théeaves inG, on Figure I1),
and in this context a codeword has no choice but to check its whle closed neighbourhood,
so that two distinct codewords check almost the same sets ofertices.

There are problems in which this situation is close to realiy. For instance, consider a
smoke detector : it has no choice but to detect smoke, regardks of the direction where
it came from. So an identifying code is a good model for a re-nonitoring system in a
building.

On the other hand, for instance in fault detection in multipr ocessor systems, it seems
plausible that we could easily assign a smaller control are¢o every detector by simply not
connecting it to some adjacent vertices. Let us use the ternwatcher instead of codeword
for this generalization.

First, let us de ne it informally with two examples. Assume t hat an edge between two
vertices a and b denotes the possibility for a watcher ina to watch out what happens in b,
but that we can choose not to use this possibility : thus we carassign to a watcher located
at a vertex v a watching zone which will be any subset of Ng[v].

Let us try this on G; and check out Figure Ill : we only need three watchers with this
protocol (the locations of the watchers 1, 2 and 3 are writtendown in squares, whereas the
label of each vertex, i.e., the set of watchers watching it,$ written down in italics nearby,
so that the watching zone of each watcher can be retrieved), nen ve codewords were
needed previously. All we have to check is that the labels of lavertices are nonempty and
di erent, and that each watcher only watches vertices in the closed neighbourhood of its
location.
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What we can also do is to place several watchers at the same lation, with distinct
watching zones. For instance considefG, (see Figure 1V) : only four watchers are needed
whereas 14 codewords were necessary. This can be thought &f a single detector in the
centre of the star, but needing four bits instead of one to sed information, since it has
15 di erent vertices to watch. Thus watchers also enable us ® model a monitoring system
where monitors could simply tell where they detect a fault, but where the cost of a monitor
is proportional to the number of bits needed to send this infemation.

Figure 1 The graph G; and a minimum identifying code, of size ve. Codewords are inblack.

Figure I The graph G, and a minimum identifying code, of sizel4. Codewords are in black.

Let us de ne this formally :

Dé nition F.1. A watching system in a graphG = (V(G); E(G)) is a nite set

where eachw; is a couplew; = (vi;Z;j), wherev; is a vertex andZ;  Ngl[vi], such that

Note that any graph G admits the trivial watching system f(v;fvg) : v 2 V(G)g.
If W is a watching system inG andw = (v;Z) 2 W is a watcher, we will say that v
is the location of w, or that w is located at v. The setZ is the watching zone or watching
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1, 1,2
Figure 111 The graph G; with a minimum watching system, of size three. Watchers' logtions

are written down inside squares and labels nearby vertices italics.

1,2 4
1,3 p 3

Figure IV A minimum watching system in G,, of size four.

area, of w, and if x 2 Z we say that w coversx, or that x is covered byw. We say that
w separatesthe vertices x and y (or x from y) if w coversx and does not covery, or the
other way round. Therefore, W is a watching system ofG if every vertex is covered by at
least one watcher inW and any two distinct vertices are separated by at least one wicher
in W. Let us de ne the W-label or W-identifying set, or simply label of a vertex v as the
set Ly (v) of watchers coveringv. We will say that a vertex v is identi ed by W if its label
Lw (v) is nonempty (v is covered by one watcher at least) and there is no other vertein G
with the same label. Thus another way to express the fact thatW is a watching system
is to say that all vertices in G are identied by W.

F.2 First properties of watching systems

Let us recall that a dominating setin G is a subset of V(G) such that every vertex
not in is adjacent to at least one element in . Let respectiv ely w(G), (G) and i(G)
denote the minimum sizes of a watching system, of a dominatig set and, when it exists,
of an identifying code in G. These parameters will be calledvatching number domination
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number, and identifying number, respectively.

If we have k questions to be answered by yes or no, there are2 1 possibilities to
answer all these questions without answering always by the egative, so we get a trivial
lower bound for the size of a watching system. It is known thatthis bound also holds for
identifying codes (see [65]). Noticing that an identifying code, when it exists, de nes a
watching system in an obvious way, we have the following rel@onship involving jV (G)j
and the watching and identifying numbers :

Theorem F.1. For any graph G, we have :
dog,(jV(G)j+1)e w(G):
For any twin-free graph G, we have :
w(G) i(G):

We now compare the watching and domination numbers of a graphwith the following
result, where ( G) denotes the maximum degree ofG :

Theorem F.2. For any graph G, we have :
(G) w(G) (G) dog,(( G)+2)e:

Proof. If W is a watching system, then the set of the watchers' locationsn W is a
dominating set, so we have the left-hand inequality. On the ¢her hand, if we have a
dominating set V(G) of size (G), we can identify all vertices simply by locating
enough watchers at every vertex of . One just has to notice that in order to identify
a vertex v and its (at most) ( G) neighbours, we need at mostp := dog,(( G)+2)e
watchers, since a set withp elements has at least (G) + 1 nhonempty subsets.

F.3 An upper bound for the watching number

Since it is known that i(G) j V(G)j 1 for any connected graph with at least three
vertices (see [33], [54]), this upper bound also holds fow(G) by Theorem F.1. In fact, we
prove much better in Theorem F.6, the proof of which will use the following three lemmas :

Lemma F.3. Let G be a graph andH be a partial graph ofG, i.e., with V(H) = V(G)
andE(H) E(G). Then
w(H) w(G):

Proof. If W is a watching system forH, then the sameW is a watching system forG,
since two adjacent vertices inH are also adjacent inG. O

Note that this monotony property does not hold in general for identifying codes.

Lemma F.4. Let T be a tree,x be a leaf of T, and y be the neighbour of.

(&) There exists a minimum watching system forT with one watcher located aty.

(b) If y has degree 2, there exists a minimum watching system far with one watcher
located at z, the second neighbour of.

Proof. (a) A watching system must cover x, so there is a watcherw; located at x ory,
with x 2 Z. If wy =(x;Z), then we can replace it byw, = (y;Z), since Ng[y] Ngl[Xx].

(b) If y 2 Z, then one other watcher must covery, and if y 2 Z, then one must
separatex and y, sincex 2 Z. In both cases, the task can be done by a watcher located
at z. O
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Figure V Trees with four vertices.
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Figure VI The casen=5 in Theorem F.6.

Lemma F.5. Let T be a tree with four vertices, and letv be a vertex ofT ; there exists a
set W of two watchers such that
the vertices in V(T)nfvg are covered and pairwise separated by in this case, we
shall say, with a slight abuse of notation, thatV is a watching system otV (T)nfvg;
the vertex v is covered by at least one watcher.

Proof. On Figure V, we give all possibilities : the two trees with four vertices, and for
each of them, the two possible locations fow (v is a leaf, orv is not a leaf). O

Theorem F.6. Let G be a connected graph of orden, i.e., with n vertices.
If n=1, w(G)=1.
If n=2orn=3,wG)=2.
If n=4orn=5, w(G)=3.
If n2f1,249, w(G) 2Z.

Proof. For n=1, n =2, or n =3, the result is direct. For n = 4, it is necessary to have
at least dog,(5)e = 3 watchers and it is easy to verify that this is su cient. For n =5, all
possibilities are given by Figure VI and we can see that we alays havew(G) = 3.

We proceed by induction onn. We assume thatn 6 and that the theorem is true for
any connected graph of order less tham.

Let G be a connected graph of orden. Let T be a spanning tree ofG ; we will prove
that w(T) %” and then the theorem will result from Lemma F.3. We denote byD the

We distinguish between four cases, according to some condins on the degrees ofp 3
and vp .

First case : the degree ofvp ; is equal to 3
The vertex vp ; is adjacent to a vertex x other than vp » and vp ; becauseD is the
diameter, clearly x and vp are leaves ofT (see Figure VII). We consider the tree obtained
by removing x, vp 1 and vp from T ; this new tree T%has ordern 3.

If n  8orif n=6, we consider a minimum watching systemW for TO if n =7, then
TOis of order 4, and, using Lemma F.5, we choose a s& of two watchers which is a
watching system forV(T9 nfvp »g and covers the vertexvp ».

Then for T, in both cases, we add tow two watcherswy = (vp 1;fvp 2;Vp 1;VpQ)
and w, = (vp 1;fvp 1;Xg). On Figure VII, we rename 1 and 2 these watchers. Then
W [f wi;wog is a watching system forT. So,w(T) jWj +2 w(T9Y+2.
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Figure VII First case of Theorem F.6 : the degree ofp ; is equal to 3.

Figure VIII Second case of Theorem F.6 : the degrees @f ;1 and vp , are equal to 2.

Now we use the induction hypothesis :iln ~ 8 orn =6, then w(T) 3(n 3)+2= &,

?1
andif n =7, then w(T) 2+2=4<% 7.

Second case : the degrees of ; and vp » are equal to 2
The neighbours ofvp 1 arevp » and vp, the neighbours ofvp , arevp 3z andvp ; (see
Figure VIII). We consider the tree obtained by removing vp 2, vp 1 andvp from T ; this
new tree T%has ordern 3.

If n 8 orif n =6, we consider a minimum watching systemW for T?; if n = 7,
TOis of order 4 again using Lemma F.5, we choose a s®#t of two watchers which is a
watching system for V(T9 nfvp 3g and covers the vertexvp 3. As in the rst case, we
add to W two watchers :wy = (vp 2;fvp 3;Vp 2;Vp 10) and wo = (vp 1;fvp 2;VpQ),
and obtain a watching system forT. So,w(T) jWj +2 w(T%Y+2. The end of this
case is the same as in the rst case.

Third case : the degree ofvp ; is at least 4
The vertex vp 1 is adjacent to at least two vertices other thanvp > andvp :let x andy
be two neighbours ofvp ; distinct from vp » and vp ; these two vertices are leaves of
T (see Figure 1X). We consider the treeT? obtained by removing x and y from T. By
Lemma F.4, there exists a minimum watching systemW of T®with a watcher w; located
at vp 1. For T, we take the setW and add the watcherw, = (vp 1;fX;yQ); we also add
the vertex x to the watching zone ofw;. The set W being a watching system forT? the
set W [f w,g is a watching system forT. So,w(T) w(T9+1.
If n 7, the order of T?is at least 5 and, using the induction hypothesis,w(T)
(n 2)+1< 2.

lfn=6then n 2=4andw(T) 3+1=4= % 6.

Fourth case : the degree ofip ; is equal to 2 and the degree ofp - is at least 3
The neighbours ofvp ; arevp » and vp. The vertex vp » is adjacenttovp zandvp 3
but also to at least one other vertex x (see Figure X); if the degree ofx is at least 3,
using the fact that the diameter of T is equal to D, we can use the rst or third case to
conclude, with x playing the part of vp 1.
So, we assume that the degree of is 1 or 2; if its degree is 2, it has a neighbouy
other than vp ».
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Figure IX Third case of Theorem F.6 : the degree of/p ; is at least 4.

Figure X Fourth case of Theorem F.6 : the degree ofp 1 is equal to 2 and the degree ofp »
is at least 3.

We consider the treeT%of ordern 2 obtained by removingvp 1 and vp from T. By
Lemma F.4, there exists a minimum watching systemW of T®with a watcher w; located
at vp ». For T, we take the setW and add the watcherw, = (vp 1;fvp 1;VvpQ); we also
add the vertex vp 1 to the watching zone ofw;. Then W [f wog is a watching system
for T.

The end of this case is exactly the same as in the previous case O

Moreover, we can almost characterize the graphs for which tis bound is tight : in [8],
we characterize the treesT with n vertices and w(T) = b%”c, then we characterize the
graphs G with n vertices and w(G) = b%”c in the casesn = 3k, k 1, andn =3k +2,
k 1;the casen = 3k +1 is more complex, and we are only able to state a conjecture
fork 6.

F.4 Watching systems in paths and cycles

Let us call a watching systemW compressedf for every vertex v 2 V (G) and for every
setA suchthat; ( A ( Lw(V), thereisv®2 V(G) such that A = Ly (V9. See for example
Figures Il and IV.

If a watching system W is not compressed, then we can ndv and A satisfying ; (
A ( Lw(v) such that A is not the label of any vertex in G. Then if for every watcher (x; Z)
in Lw (V) nA we rede ne this watcher by (x; Z nfvg), we obtain another watching system
of G where the labels of all vertices are the same as before, exadpr v that now has label
A. Clearly, if we do this repeatedly we get a compressed watchg system of G with the
same size a8V, and thus we can always require a watching system to be compssed.

The following lemma is easy but will prove useful :

Lemma F.7. Let G be a graph andW be a compressed watching system i@. Then for
all v2 V(G), we have : _ _
Atwi 1 j Bg(v;2)j:
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Proof. SinceW is compressed, all the 2w i 1 nonempty labels that can be formed
using the watchers inLw (v) must be attributed to vertices in G. The watchers in Ly (V)
having their locations in Ng[v], these labels can be attributed only insideBg(v; 2). O

The path P, on n vertices is the graph whose vertex set i$1;2;:::;ng and whose edge
setisffi;i +1g:1 i n 1g. We prove :

Theorem F.8. Forall n 1, we have :

n+1

w(Py) = 2

Proof. First let us prove that w(Py) % Let W be a minimum compressed watching
system of P, and leti be suchthat1 i n. By Lemma F.7, sincejBp, (i; 2)] 5, we
deduce that jLw (i)j 2. Let us show that the vertices having a label of size 2 can be
assumed to be nonadjacent.

First, assume that two adjacent verticesi and i + 1 have respective labelsab and
cd where a;b;c and d are distinct watchers. SinceW is compressed, the four vertices
around i andi+1 must be labeled by a, b, ¢ and d (and thus we must also havei > 2 and
i+1 <n 2). Without adding watchers, we can changeW into a new compressed watching
system where, without loss of generality, the labels from 2toi+3area ab b ¢ cd d.

Now assume that the labels ofi and i + 1 are aband ac; then the vertices with labels
a, bandcmustbeini 2,i 1,i+2ori+3.If forinstance, the labels in this order
areb a ab ac c thenwe can replace thembyb ab a ac c. Itis notdicult
to see that in all cases, we can get a watching system with theasne size asV, where the
vertices with labels of size 2 are nonadjacent.

Let us also note that we can assume that the vertices 1 ana do not belong to this
set : for instance, if the labels of 1, 2 and 3 arab a b, we can replace thembya ab b,
and a similar observation can be made for the verticemm 2,n 1, n.

Once W is modi ed, the set of vertices with a size-2 label is an indepndent set in the
path 2, 3,:::;n 1 and thus has size at most ”71 , and so the set of vertices with labels

of size 1, whose cardinality is the same a%V, has size at least

| m

which is equal to 3L |
2 I m

Constructions proving that % is an upper bound are easy to nd; actually it is
su cient to use identifying codes (cf. [17]) : on the chains, watching systems are no better
than identifying codes, except forn = 2, when no identifying code exists.

The following result on cycles is obtained in a similar way. let C, denote the cycle of
length n, with vertices 1;2;:::;n; and edgesfi;i +1gfori2f1;2;:::;n 1g, andfn; 1g:

Theorem F.9. We havew(C4)=3,andforn=3 andalln 5:

n
w(Cp) = >
If we compare to identifying codes, we can see that the cyclefdength three admits no
identifying code and that i(C4) = i(Cs) = 3; then i(Cy) = 5 whenn is even,n 6
(see [17]), andi(Cn) = 222 whennis odd,n 7, see [42]. S6(Cn) = W(Cn) whenn =5
ornisevenn 6, andi(C,)= w(C,)+1whenn=4or nisodd,n 7.
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F.5 Computational complexity

Let us recall what is avertex coverin a graph G. An edgee = xy 2 E(G) is said to be
coveredby a vertex v 2 V(G) if v and e are incident, i.e., if v= x or v =y. A vertex cover
in G is a set of verticesC  V(G) such that every edge ofG is covered by a at least one
elementc 2 C. Equivalently, C is a vertex cover if

8e=xy2E(G); x2Cory2C:

It is well known that the problem of nding the minimum cardin ality of a vertex cover in
a given graph isNP-hard (see [64]) ; furthermore, it was proved in [49] that this problem
remains NP-hard when restricted to the class of planar graphs whose mamum degree is
at most 3, class which we denote by 3. For our proof we need to go a little further. In
all graphs, a vertex of degree one is never an issue when we doeking for a vertex cover,
since it is easy to prove the following lemma (see [7] for insince) :

Lemma F.10. Let G be a graph andxy 2 E(G) be an edge such that the degree of the
vertex x is 1, and let G° be the graph obtained by removing, y and all their incident
edges fromG. Then the minimum cardinality of a vertex cover in G equals the minimum
cardinality of a vertex cover in G plus 1.

Let 3 be the class of all planar graphs where every vertex has degre? or 3. In addition
to the aforementioned result from [49], Lemma F.10 proves that the following decision
problem is NP-complete :

Min Vertex Cover in g

Instance : A graph G2 $and an integerk;
Question : Is there a vertex cover forG with size at most k ?

We will use this NP-complete problem in order to study the computational complexity of
the following decision problem :

Min Watching System in 3
Instance : A planar graph G° with maximum degre at most 3, and an integerk?;
Question : Is there a watching system forG® with size at most k°?

We prove the following :
Theorem F.11. Min Watching System in 3 is NP-complete.

Proof. Let us observe that Min Watching System in 3 belongs to NP, since, given
a watching system, it is polynomial with respect to the order of the graph to compute
the labels of all vertices and check that they are nonempty ad distinct. Now, using a

polynomial reduction from the problem Min Vertex Cover in 9, we will show that
our problem is NP-complete.
Consider a graphG and an integer k, an instance of theMin Vertex Cover in 9

problem. Denote respectively byn and m the number of vertices and edges ofs. We
construct a graph G° by replacing every edgexy of G by the structure Sy, depicted on
Figure XI, consisting of 4 vertices (including x and y) and 3 edges. ThusG®hasn +2m
vertices and 3n edges and clearly the construction of3°from G can be done in polynomial
time. Moreover, if G 2§, we clearly haveG°2 3. We setk®= k + m. The reduction
will be complete if we prove that for all k 0O :



F.6 Distance-identi cation of sets of vertices 150

G admits a vertex cover of size at mosk if and only if G®admits a watching system
of size at mostk®

Consider an edgexy of G and the structure Sy replacingxy in G% and let VX(;, = fayy;byo.
Assume rst that C is a vertex cover ofG. We de ne a watching systemW in G°as
follows :
for every vertex x of V(G) such that x 2 C, we add the watcher ;N go[x]) to W ;
for every edge e = xy of G, we add the watcher @yy; Ngo[axy]) to W .
It is easy to see thatW is a watching system in G% Consider a vertexx in G; since it
has degree at least 2 inG, it is adjacent to at least two vertices y; and y, in G; so the
corresponding vertexx in G®is covered by two watchers located alyy, and ayy,, belonging
respectively to the structures S,y, and Syy,, and thus x is identi ed by W. Also note that
for every edgee = xy of G, since eitherx or y belong to the vertex coverC, there is a
watcher in W that separates ay, from by, . Thus G? admits a watching system with size
jiCji+m K°
Conversely, assume thatw is a watching system ofG° of size at mostk® Consider an
edgexy 2 E(G) and the watchers located in the structure S,y of G% Then :
if no watcher is located at x nor y, there must be at least two watchers located
in VX?, :
if at least one watcher is located at x or y, we still need at least one watcher inv)g,.
So if we denote byC the set of verticesx 2 V(G) such that W contains a watcher located
at x, and by p the number of edgesxy of G with x 62C andy 62C, we have

iCiiwi 20 (m p kK% m p k p

Therefore if we add to C one vertex for every uncovered edge dB, we get a vertex cover
of G of size at mostk. O

a;
X h th P)/
By
Figure XI The structure Syy replacing every edgexy of G in the transformation.

F.6 Distance-identi cation of sets of vertices

F.6.1 De nitions

Let us now turn to the problem of identifying several vertices within a certain distance,
using a watching system. Forr 1 and” 1, we de ne the notion of (r; *)-watching
systems which extends the notion of {; *)-identifying codes.
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De ne a r-watcher w in a graph G as in the case of a watchew = ( v; Z) except for the
watching zone Z that can now be any subset of the ballBg(v;r) centred at the location
v of w and with radius r ; thus a 1-watcher is simply a watcher. We extend in an obvious
way the notions of covering, label, separation, identi cation, ::: to r-watchers. Any graph
G admits the trivial (r;  *)-watching systemf (v;fvg) : v 2 V(G)g.

Let now W be a set ofr-watchers inG. If A V(G), we de ne the W-label of A as

[
Lw(A)=  Lw(v);
V2A
and we say thatW is a (r; )-watching systemif all the labels of the subsetsA of V(G)
with 1 j Aj ~ are nonempty and distinct.
Note thata (r; *)-watching systemisa ¢% “9-watching systemif'® “andr® r.

and = 1. We say that S is a "-superimposed familyon X if, whenever we consider two
distinct sets I;J included inf1;:::;kgwith1l jIj “andl jJj °, we have:

[ S 6 [ Si:

i21 j23
This is the notion of “-superimposed code in a set-system version. These codes weén-
troduced in [66]. They are related to (; )-identifying codes, as was observed in [65]
and [48]. They are also related to watching systems since, i our de nition, if W is
a (r;  ")-watching system in a graph G, then the family of all W-labels of the vertices
of G is a "-superimposed family onW . Note that the family of singletons of X is always a
“-superimposed family ofX forall = 1, and so every graphG admits a (r; *)-watching
system forallr 1 and” 1, consisting of the watchers y¢;fvg) for all v2 V(G).

Observe thatif© 2 andi 6 j,thenS; §j isimpossible in a’-superimposed family.

From this follows that if jLw (x)j = 1 for a vertex x in the graph with watching system W,
then if © 2 the watcher coveringx must cover only x : we will call such a watcher an
hermit. Without loss of generality, we can suppose that this watche is (x; f xg), since its
location does not matter.

F.6.2 The case of (1; 2)-watching systems in paths and cycles
Let us start with the following lemma.

Lemma F.12. For 1 Kk 4, the only 2-superimposed family on a set withk elements
with at least k subsets is the family ok singletons.

Proof. The result is obvious if 1 k 3, so we just check the cas& = 4. Let Si, Sy,
Sz, S4 be a 2-superimposed family orf 1; 2; 3; 4g. If there is a singleton in the family, say
S; = f1g, then we haveS; f 2;3;4g for i > 1 and we use the cas& = 3 to conclude.

If an element, say 1, is in at least three dierent sets, sayS;, S, and Sz, then by
intersecting these sets withf 2; 3; 4g we get a 2-superimposed family of size 3 of2; 3; 4g,
S0, using the casek = 3, we must have (up to permutations) S; = f1;2g, S, = f1;3g and
S3 = f1,4g. Then S, cannot contain 1, and the remaining possibilities forS, all lead to
contradictions.

If all the elements are in at most two sets and there are no singtons, then by a simple
counting argument we see that all the sets must be pairs, andasthe family must be (up
to permutations) ff 1;2g;f1; 3g; f 3; 4g; f 2; 4gg, which is not 2-superimposed.

In other words, with k watchers, 1 k 4, we can producek valid labels, which will be
singletons, and not more.
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Theorem F.13. For all n 1, the minimum size of a(1; 2)-watching system in the
path P, is at least 2n.

Proof. Let us again denote the vertices of the pathP, by 1;2;:::;n. First we check the
resultifl n 7.

n 1 415|6
dbn=6e| 1(2|3|4|5|5|6

N
w
~

If1 n 4, the result comes directly from Lemma F.12 : we neeah watchers since the
labels of the vertices form a 2-superimposed family of size.

If n =5 and we try with 4 watchers, then using Lemma F.12 onf1;2;3;4g and
f2;3; 4,59, we get a contradiction.

If n =6, we need, as forn =5, at least ve watchers and the bound is satis ed.

If n =7, consider the following argument : we need three watchersn f 1; 2; 3; 4g if we
want to identify the sets f1g, f2g, f3g, f1;2g, f1;3g and f2;3g, and two other watchers
in f5;6; 7g to identify f6g, f7g and f6;7g. So if only ve watchers were to be used, then
using Lemma F.12 twice, fork = 3 and for k = 2, ve vertices would have a singleton
for label, and no more labels would be available for other vdices. So we need at least six
watchers and the bound is satis ed.

Assume now thatn 8 and that the result is true for smaller values ofn. Consider a
(1; 2)-watching systemW in P,. We can make the following two assumptions :

There are at least k watchers located inf1;2;:::;kg if 2 k 5, and the same
istruein fn k+1;:::;n 1;ng. Indeed, if at most k 1 watchers were located
in f1;:::;kg, by Lemma F.12 the labels of the vertices 12;:::;k 1 could only

fk;:::;ng and vice versa; so we could use induction on these two smallgraths,
with k 1 vertices andn k + 1 vertices, to obtain the bound.
There are at least ve watchers located in fk;k+1;:::;k+5gforeveryl k n 5

by a similar argument : if we were to have at most four watchersto identify the
verticesk+1, k+2, k+3 and k+4, then the labels of these vertices would be singletons

and these watchers would not cover vertices irf1;:::;kg norin fk +5;:::;ng; so
we could use induction with the pathsfl;:::;kgandfk+5;:::;ng.
With these assumptions we can easily prove the result : writen = 6k + with O 5,

and cut P, into k pieces with six vertices and one piece with vertices at the end of the
path.

If = 0, since every piece with six vertices contains ve watches, the conclusion
follows.
If 2 5, the conclusion also follows since the last vertices contain watchers.

If =1, thenwe write n =3+6(k 1)+4 and need at least 3+5(k 1)+4 watchers.

We o er a construction that matches asymptotically the bound (see Figure XII). It is a
(1; 2)-watching system of size & in a path of length 6k 1,k 2.

Observe alsothatno (¢  2)-identifying code (and more generally, no (1 )-identifying
code) exists in the path P,,, because, sinceNp [1] Np,[2], the sets of verticesf 2g and
f 1, 2g cannot be separated.

In the case of cycles, we have the following result.

Theorem F.14. For all n 1, the minimum size of a(1; 2)-watching system in the
cycle C, is at least 2n.
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b b b b b b b b b b

1,2 2,4 4,5 1,2 2,4 4',5
1,3 3,5 51 1,3 3,5

Figure Xl An asymptotically optimal (1; 2)-watching system in the pathP,,.

Proof. Mimicking the above proof for the path, we can see that the realt is true for
1 n 6, and that, whenn 7, every sequence of six consecutive vertices contains at
least ve watchers.
Consider now a watching systemW of C,, n 7. We consider then sequencesB;,

i 2f1;2;:::;ng, of six consecutive vertices, and let, for any watchew 2 W, Fj(w) = 1
if w2 Bj, Fi(w) = 0 otherwise. Since any vertex belongs to exactly six set8;, and any
set Bj contains at least ve watchers, we have :

X X X X

5n Fi(w) = Fi(w) = 6jWj;
1 i n w2w w2W 1 i n

and the claim follows. O

If we compare to (1  2)-identifying codes, we can see that, becaus8&c,(x; 1) and
Bec,(X;1)[ Be,(x+1;1) dier by only one vertex, x +2, this vertex, hence by symmetry
all vertices, must belong to the code. Starting fromn = 7, the only (1; 2)-identifying
code in the cycleCy is V(Cp).

F.6.3 The case of (1, “)-watching systems in paths and cycles for T3

Like every graph, for all n 1 the path P, and the cycle C, admit for all = 3 a
(1; )-watching system, which is the trivial watching system corsisting of all the hermits.
In the case ofP,, and C,, this is the best we can do :

Theorem F.15. Foralln 2l1and” 3, the minimum size of a(1; ")-watching system
in the path P, or the cycle C,, is n.

Proof. Consider a (1 °)-watching system W for P, or C,, where™ 3. LetH W
be the set of hermits inW, and let V4  V(G) be the set of vertices covered by these
hermits (as aforementioned,Vy can be taken, without loss of generality, as the set of the
locations of the hermits). Now assume that there is a vertexx in V(G) nVy ; then we
have jLw (X)] > 1. Suppose thatLw (x) = fwjy;wog : then wy and w, are not hermits
and so there exist a vertexvy 6 x covered byw; and a vertex v, 6 x covered by w,
(though we may havev; = vp). But in this case we haveLy (fvi;vog) = Lw (fvi;vo;XQ)
(or Lw(fvig) = Lw (fvy;xg) if v = vp), and soW cannot be a (I *)-watching system
if ~ 3.

Therefore, all vertices inV(G) nVy are covered by at least three watchers fromW n
H ; since a watcher can only cover at most three vertices, we cely have jW n Hj
jV(G) nVyj. Since we also havgHj = jVyj, the result follows. O
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Observe also that for™ 3, no (1, °)-identifying code exists in the cycle C,, because
the sets of verticesf 1; 3g and f 1; 2; 3g (or more generally,fx;x +2gand fx;x +1;x +2Q)
cannot be separated.
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Abstract

Abstract Let G = (V(G); E(G)) be an undirected graph. A watcherw of G is a couplew =
(" (w), A(w)), where “(w) belongs to V(G) and A(w) is a set of vertices ofG at distance 0 or 1
from “(w). If a vertex v belongs toA(w), we say that v is covered byw. Two vertices v; and v,
in G are said to be separated by a set of watchers if the list of the atchers coveringv; is di erent
from that of v,. We say that a setW of watchers is a watching system forG if every vertex v is
covered by at least onew 2 W, and any two vertices vi;Vv, are separated byW. The minimum
number of watchers necessary to watclG is denoted by w(G). We give an upper bound onw(G)
for connected graphs of ordem and characterize the trees achieving this bound, before stlying
the more complicated characterization of the connected grghs achieving this bound.

Keywords : Graph Theory, Watching Systems, Identifying Codes.

G.1 Introduction

Let G = (V(G); E(G)) be an undirected connected graph (the case of an unconnesd
graph can also be treated, by considering separately its corected components). Awatcher
w of G is a couplew = (" (w), A(w)), where “(w) belongs to V(G) and A(w) is a set of
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Figure | a graph Gp watched by the watchers 1, 2, 3 and 4

vertices of G at distance 0 or 1 from "(w); in other words, A(w) is a subset of B (" (w)),
the ball of radius 1 centred at " (w). We will say that w is located at “(w) and that A(w) is
its watching area or watching zone If a vertex v belongs toA(w), we say that v is covered
by w.

Two vertices vi and v, in G are said to beseparatedby a set of watchers if the list of
the watchers coveringv; is di erent from that of vs.

We say that G is watched by a set W of watchers, or that W is a watching system
for G if:

for every v in V(G), there exists w 2 W such that v is covered byw;
if vi and v, are two vertices of G, v; and v, are separated byW .

Note that several watchers can be located at a same vertex, @ a watcher does not
necessarily cover the vertex where it is located.

The minimum number of watchers necessary to watch a graptG is denoted by w(G).

We will often represent watchers simply by integers, as for he graph Gg represented
in Figure | : the location of a watcher is written inside a rectangle ; for each vertexv of
the graph, the list of watchers coveringv is written in italics, so that the watching area of
each watcher can be retrieved. In the example of Figure I, thevatcher 1 is located atc
and covers the verticesa, ¢ and d, the watcher 2 is also located afc and covers the vertices
b, c and e, the watcher 3 is located atf and covers the verticesd, e, f and h, and the
watcher 4 is located ate and covers the verticesf and g. The graph Gg is watched by
these four watchers and it is easy to verify thatw(Gy) = 4.

Let G be a graph of ordern. If we have a setW of k watchers, the number of distinct
non empty subsets off “(w) : w 2 Wgis equal to ¥ 1. Therefore, it is necessary to have
2¢ 1 n, and so we have the inequality :

w(G) dlogy(n+1)e (G.1)

Obviously, watching systems generalizeidentifying codes (see the seminal paper [65],
and [73] for a large bibliography) : indeed, identifying codes are such that for anyw =
(C(w); A(w)) 2 W, we have

A(w) = B((w));

which means that, in this case, a watcher, orcodeword necessarily covers itself and all its
neighbours.
See also [62], [83] for similar ideas.

Watching systems were introduced in [12], where motivatiors are exposed at large, basic
properties are given, a complexity result is established, ad the case of the paths is studied
in detail, with comparison to identifying codes; see also [3].

In Section G.2, we give an upper bound onv(G) when G is a connected graph with
n vertices. In Section G.3, we characterize the trees of ordem which achieve this bound :
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® @ @ | ® ]
1 1 1,2 2 1 2/ vorv?2
1,2
Figure 1 trees of order 4

Theorems G.7, G.11 and G.12 are for the cases = 3k, n =3k +2 and n = 3k + 1,
respectively. This helps to study, in Section G.4, the charaterization of maximal graphs
reaching the bound, that is, graphs to which no edge can be adell without decreasing the
minimum number of necessary watchers : Theorems G.13 and (41give the answer for
n =3k and n = 3k + 2 respectively, and Conjecture G.3 is stated for the casen = 3k + 1.
This in turn gives results for all the connected graphs achiging the bound.

G.2 The maximum minimum number of watchers

The following three easy lemmata will prove e cient. We recallthat H = (V(H);E(H))
is a partial graph of G = (V(G);E(G)) if V(H)= V(G) and E(H) E(G).

Lemma G.1. Let G be a graph andH be a partial graph of G. Then
w(H) w(G):

Proof. If H is watched by a setW of watchers, the same seW watches G, since two
adjacent vertices inH are also adjacent inG. O

Note that this monotony property does not hold in general for identifying codes.

Lemma G.2. Let T be a tree,x be a leaf of T, and y be the neighbour oi.

(&) There exists a minimum watching system forT with one watcher located aty.

(b) If y has degree 2, there exists a minimum watching system far with one watcher
located at z, the second neighbour of.

Proof. (a) A watching system must cover x, so there is a watcherw; located at x ory,
with x 2 A(wq). If wy = (x;A(wy)), then we can replace it by wo, = (y;A(wy)), since
Bi(y) Ba(x).

(b) If y 2 A(wy), then one other watcher must covery, and if y 2 A(wy), then one
must separatex andy, sincex 2 A(ws). In both cases, the task can be done by a watcher
located at z. O

Lemma G.3. Let T be a tree of order 4 and letv be a vertex ofT ; there exists a setW
of two watchers such that
the vertices in V(T) nfvg are covered and pairwise separated bW in this case,
we shall say, with a slight abuse of notation, thaV¥ (T) nfvg is watched byWw ;
the vertex v is covered by at least one watcher.

Proof. On Figure Il, we give all possibilities : the two trees of orde 4, and for each of
them, the two locations for v (v is a leaf, orv is not a leaf). O

We are now ready to give an upper bound forw(G) with respect to n, the order of G.
Note in contrast that the upper bound for identifying codes, when they exist, isn 1,
see [33], [54], and is reached, among other graphs, by the sta
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Figure 111 the casen=5 in Theorem G.4

Figure IV rst case of Theorem G.4 : the degree ofvp 1 is equal to 3

Theorem G.4. Let G be a connected graph of orden.
If n=1,w(G)=1.
If n=2orn=3,wG)=2.
If n=4orn=5, wG)=3.

If n2f1,249, w(G) 2Z.

The proof can be found in [12], [13], but we give it here, becae the results of the four
cases into which it is divided will be frequently used in the £quel.

Proof. Forn=1, n =2, or n = 3, the result is direct. For n = 4, it is necessary to have
at least dog,(5)e = 3 watchers and it is easy to verify that this is su cient. For n =5, all
possibilities are given by Figure Il and we can see that we alays havew(G) = 3.

We proceed by induction onn. We assume thatn 6 and that the theorem is true for
any connected graph of order less tham.

Let G be a connected graph of orden. Let T be a spanning tree ofG ; we will prove
that w(T) %” and then the theorem will result from Lemma G.1. We denote byD the

We distinguish between four cases, according to some condins on the degrees ofp 3
and vp .

First case : the degree ofvp ; is equal to 3
The vertex vp 1 is adjacent to a vertex x other than vp » and vp ; becauseD is the
diameter, clearly x and vp are leaves ofT (see Figure IV). We consider the tree obtained
by removing x, vp 1 and vp from T ; this new tree T®has ordern 3.

If n 8 orif n=6, we consider a minimum setW of watchers watching T% ifn=7,
then TCis of order 4, and, using Lemma G.3, we choose a s# of two watchers to watch
V(TY nfvp »g and cover the vertexvp ».

Then for T, in both cases, we add toW two watchersw; = (vp 1;fVvp 2; Vp 1;Vp0Q)
andw, =(vp 1;fvp 1;X@). On Figure IV, we rename 1 and 2 these watchers. The is
watched by W [f wi;wog. So,w(T) j Wj+2 w(T9Y+2.

Now we use the induction hypothesis : ih 8 orn =6, then w(T) 3(n 3)+2= &,

?1
andif n =7, then w(T) 2+2=4<% 7.
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Figure V second case of Theorem G.4 : the degrees v 1 and vp » are equal to 2

Figure VI third case of Theorem G.4 : the degree ofp 1 is at least 4

Second case : the degrees of ; and vp » are equal to 2
The neighbours ofvp 1 arevp » and vp, the neighbours ofvp , arevp 3z andvp ; (see
Figure V). We consider the tree obtained by removingvp 2, vp 1 and vp from T ; this
new tree T%has ordern 3.

If n 8 orif n=6, we consider a minimum setW of watchers watching T% ifn=7,
TOis of order 4; again using Lemma G.3, we choose a st of two watchers to watch
V(TY nfvp 3g and cover the vertexvp 3. As in the rst case, we add to W two wat-
chers:wi =(vp 2;fvp 3;Vvp 2;Vvp 19) and wr =(vp 1;fvp 2;vpQ), and T is watched.
So,w(T) j Wj+2 w(TY+2. The end of this case is the same as in the rst case.

Third case : the degree ofvp 1 is at least 4

The vertex vp ; is adjacent to at least two vertices other thanvp 2 and vp : let x andy
be two neighbours ofvp 1 distinct from vp > and vp ; these two vertices are leaves of
T (see Figure VI). We consider the treeT9 obtained by removing x and y from T. By
Lemma G.2, there exists a minimum setW of watchers watching TOwith a watcher w;
located atvp 1. For T, we take the setW and we add the watcherw, = (vp 1;fX;yQ);
we also add the vertexx to the watching area of w;. The tree T? being watched by W,
the tree T is watched by W [f wog. So,w(T) w(T9Y+ 1.

If n 7, the order of T?is at least 5 and, using the induction hypothesis,w(T)
(n 2)+1< 2.

lfn=6thenn 2=4andw(T) 3+1=4= 2 .

3
Fourth case : the degree ofip ; is equal to 2 and the degree ofp - is at least 3

The neighbours ofvp ; arevp » and vp. The vertex vp » is adjacenttovp zandvp i
but also to at least one other vertexx (see Figure VII); if the degree ofx is at least 3,
using the fact that the diameter of T is equal to D, we can use the rst or third case to
conclude, with x playing the part of vp 1.

So, we assume that the degree of is 1 or 2; if its degree is 2, it has a neighbouy
other than vp ».

We consider the treeT%of ordern 2 obtained by removingvp 1 and vp from T. By
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Figure VII fourth case of Theorem G.4 : the degree ofp ; is equal to 2 and the degree of
Vp 2 is at least 3

Lemma G.2, there exists a minimum setW of watchers watchingTowith a watcher w; loca-

ted at vp ». To watch T, we take the setW and add the watcherw, = (vp 1;fvp 1;Vp0);

we also add the vertexvp 1 to the watching area ofw;. Then T is watched by W [f wqg.
The end of this case is exactly the same as in the previous case O

Remark G.5. In the proof of Theorem G.4, we have constructed, accordingat the cases,
a tree TOwith order n 3 such thatw(T) w(T9Y+2, or a tree TOwith order n 2 such
that w(T) w(TH+1.

These two constructions, fromT to T will be used several times in the sequel, e.g.,
in the proof of Theorem G.7.

G.3 Trees T of order n achieving w(T)= b%'c

In this section, we characterize the treesl with n vertices andw(T) = b%”c. Our study
is divided into three casesn =3k, n=3k+2and n =3k + 1.

We rst de ne some patrticular trees, of order 1 to 5, that we name gadgets For each
gadget, we choose one or two particular vertex(ices) namebdinding vertex(ices), through
which the dierent gadgets will be exclusively connected béwveen themselves; a vertex
which is not a binding vertex is said to be ordinary. In the sequel, we will sometimes
denote a gadget of orderi by gi, 1 i 5, and use the abbreviation b. v. for binding
vertex. The gadgets are depicted in Figure VIII; we representhe binding vertices with
squares and ordinary vertices with circles.

We will use the following easy lemma, whose proof we omit.

Lemma G.6. Let T be a tree of order 3, andv and v° be two distinct vertices inT. It is
possible to watchT with one watcher located atv and one watcher located at/°

As a consequence, ifT%is a tree of order 4 andx is a leaf of T there exists a setW
of two watchers such thatT °n fxg is watched byW and x is covered byw .

The following theorem characterizes the treesl with order n = 3k and w(T) = 2 k.

Theorem G.7. Let T be a tree of ordern = 3k for k 1. We have :
w(T) =2k, T can be obtained by choosin§ gadgets of order 3 and joining these gadgets
by their binding vertices to obtain a tree.

The tree Ty5 in Figure IX is an example of a tree reaching this maximum.

Proof. Assume that a tree T of order n = 3k is obtained by choosingk gadgets of order 3
and joining these gadgets by their b. v!s to form a tree. It isclear that, to watch T, it is
necessary to locate two watchers on each gadget. Soreaches the bound R.
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one gadget of order 1

. ! \/

type a type b
one gadget of order 2 two gadgets of order 3
type a type b type c

three gadgets of order 4

1o

type a type b type c type d type e

five gadgets of order 5

Figure VIII all the gadgets

Figure IX the tree Ty5
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Figure X the trees of order 6 for the proof of Theorem G.7

Figure Xl two representations for a g3 of type a or b

We will prove the converse by induction onk. For k = 1, it is immediate. We also
examine the casek = 2, that is to say n = 6. We draw on Figure X the six di erent
trees T on six vertices; when a tree is not of a type described in the ght part of the
equivalence, we explicitly give the watchers showing thatw(T) = 3 and, in the other
cases, we simply indicate the b. v!s of the two gadgets invekd.

We will sometimes represent a g3 of type a or b with a triangle,as on Figure Xl :
a dashed edge means that the edge may exist or not, with alwayexactly two edges in
each g3. A watcher indicated inside the triangle means that his watcher is located at one
of the three vertices of the triangle, at an appropriate vertex according to the case.

We assume now thatk 3 and that the theorem is true for k< k . Let T be a tree of
order n = 3k with w(T) = 2k.

length D, where D is the diameter of T. Here, the third and fourth cases are impossible,
because they imply that w(T) < %” = 2Kk, unlessn = 6, which has just been dealt with.
In the rst case of Theorem G.4, we rename bya, b, ¢ and d respectively, the vertices
Vb 1, Vp, X and vp »; in the second case, we rename bg, b, ¢ and d respectively, the
verticesvp 2, Vp 1, Vp andvp 3; in both cases, we remove the vertices, band c from T
and obtain a tree TOof order 3k 1); by Remark G.5, it appears that T needs at least
w(T) 2 =2k 2 watchers and sow(T9 = 2(k 1) and we can apply the induction
hypothesis to T?: the vertex d belongs to a g3,g.
Assume that d is not the binding vertex of g. The b. v.  of g is adjacent to the b. v.

of another g3 in T%(cf. Figure XIl). By Lemma G.6, we can locate watchersw, and w; at a
and , so that d is covered byw, and is covered byws ; it is then possible to watch T
with only one watcher located on the gadgetg, as we can see on Figure Xll, by choosing
the appropriate vertex of g at which we locate the watcher denoted by 3. This leads to
a contradiction on w(T), and shows that d is the b. v. of g, in which case the result is
immediately obtained, sincefa;b;@ can be seen as a g3, with its b. v. ina, connected






















































































































































































































































